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Resumo

Abordaremos a Teoria de Acoplamentos mostrando aplica¢oes em problemas de Probabi-
lidade e Analise, mais especificamente, apresentaremos aplicagoes em dois contextos, que
sao as Cadeias de Markov e o Problema de Transporte Otimo.

O Capitulo 1 apresenta algumas nogoes preliminares que servem como base para a com-
preensao deste trabalho, nele abordaremos nogoes de Probabilidade, Cadeias de Markov,
Topologia, Fungdes Continuas e Semicontinuas e Analise Convexa.

Nos dois Capitulos seguintes serao apresentados os contextos principais com as suas res-
pectivas aplicagdes, mais precisamente, reservaremos o Capitulo 2 para apresentar Aco-
plamentos e algumas de suas aplicagoes em Cadeias de Markov, dando destaque para o
calculo do tempo de mistura de uma Cadeia de Markov e a demonstracao do Teorema da
Convergéncia via Acoplamentos.

No Capitulo 3 abordaremos o Problema de Transporte Otimo, que pode ser divido em ou-
tros dois problemas, o Problema de Monge e o Problema de Kantorovich. Sera apresentada
a diferenca entre os dois problemas, condi¢oes para existéncia de solucao e a relagdo que
existe entre os dois problemas e por fim apresentar uma sugestao de algoritmo que resolve
o Problema de Kantorovich e demonstrar a Desigualdade Isoperimétrica via Problema de

Monge.

Palavras-chaves: Acoplamentos. Cadeias de Markov. Problema de Monge. Problema de

Kantorovich. Transporte Otimo.






Abstract

We will cover the Couplings Theory showing applications in Probability and analysis of
problems, more specifically, exhibit applications in two contexts, which are the Markov
Chain and Optmal Transport Problem.

Chapter 1 presents some preliminary ideas which serve as a base for understanding this
work, we will cover Probability notions, Markov Chains, Topology, Continuous Functions
and semicontinuous and Convex Analysis.

In the next two chapters will be presented the main contexts with their respective ap-
plications, more precisely, reserve the Chapter 2 to display Couplings and some of its
applications in Markov chains, highlighting the calculation of mixing time of a Markov
Chain and the proof of Theorem of Convergence via couplings.

Chapter 3 will discuss the Transportation Problem Great, which can be divide in two prob-
lems, the Monge problem and Kantorovich problem. the difference will be presented be-
tween the two problems, conditions for solution of existence and the relationship between
the two problems and finally present an suggestion algorithm that solves Kantorovich

problem and demonstrate the isoperimetric inequality via Monge problem.

Key-words: Couplings. Markov chains. Monge problem. Kantorovich problem. Optmal

transport.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos uma ferramenta bastante aplicavel em diversas areas,
a teoria de acoplamentos. Dando destaques a dois tipos de aplicacoes: Cadeias de Markov
e Problema do Transporte Otimo.

Apresentaremos Cadeias de Markov (com espago de estados finitos e homogénea no
tempo) de um modo mais geométrico, como um passeio aleatério em um grafo, com o
intuito de tornar mais claras as aplicagoes de acoplamentos nessas Cadeias, a referéncia
bésica se encontra em [13]. Uma das aplicagoes que serd apresentada é o calculo do tempo
de mistura da Cadeia de Markov, em outras palavras, dada uma Cadeia de Markov { X} ey
em () com a matriz de transicao P e um tnica distribuicao estacionaria 7, estimar o tempo
que leva para a distdncia de variagdao total entre 7w e P'(z,-) seja menor que um & > 0
dado, para todo x € ). Outra aplicacdo que sera feita nesse trabalho é a demonstracao
do Teorema da Convergéncia que mostra que se a Cadeia de Markov é Aperiddica e Irre-
dutivel, entao para todo x € Q temos P'(z,-) converge para sua distribuigdao estacionéria
7 em tempo exponencial.

No Problema de Transporte Otimo, dividiremos em dois problemas que sdo, pro-
blema de Monge e Problema de Kantorovich. O Problema do Transporte Otimo infor-
malmente pode ser descrito do seguinte modo. Considere X o conjunto das filiais de uma
empresa que fabrica refrigerantes e )) uma grande franquia de lanchonetes, com filiais
X =A{z1, 29, ,xnt e Y = {y1,y2, -+ ,Ym}. Deve-se transportar produtos da empresa
X, na qual a proporc¢ao fabricada por cada filial é associada a uma medida de probabi-
lidade u, para ), cuja demanda de cada fabrica também estd associada a uma medida
de probabilidade v. Cada filial x; produz uma determinada quantidade de refrigerantes e
cada filial y; precisa de uma determinada quantidade do produto de X.

Considere uma fungao custo ¢ : X x Y — R, onde ¢(z;,y;) significa o custo do
transporte por unidade de z; para y;. O objetivo do problema ¢é transportar os produtos
da empresa X’ para ) com o menor custo.

O Problema de Monge é o Problema de Transporte Otimo cujo o transporte é dado por
uma aplicacao T': X — ), onde T'(z;,y,) é a quantidade de refrigerantes transportados
de x; para y;, e o Problema de Kantorovich, que é um versao fraca de Monge, consiste
em encontrar um acoplamento de p e v que minimize o custo.

No decorrer do trabalho vamos fazer uso de algumas noc¢oes preliminares e apresentar
alguns resultados de Andlise Convexa baseando na referéncia [14]. O objetivo desse tra-
balho é apresentar a importancia da teoria de acoplamentos mostrando algumas de suas

aplicagoes com exemplos intuitivos mas sem perder o rigor matematico.






17

1 Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve revisao dos conceitos e resultados que oferecem
uma base para a compreensao deste trabalho. Sao relembrados alguns conceitos funda-
mentais da teoria de Probabilidade, Cadeias de Markov, Topologia e Fungoes Continuas
e Semicontinuas. Por se tratar de nogoes Preliminares, nao demonstraremos alguns resul-
tados, mas caso o leitor deseje ver as provas ou ter uma profundidade maior dos assuntos

tratados, recomenda-se as referéncias [3] e [7].

1.1 Nocoes de Probabilidade

Definigao 1.1.1. (Algebra de conjuntos) Considere Q um conjunto ndo vazio e K C p(Q),
sendo () o conjunto das partes de Q uma familia de subconjuntos de ), dizemos que

IC é uma dlgebra de conjuntos se cumpre as sequintes condicoes.

a) Qe K.
b) Se A€ K, entao A° € K.

c) Se Ae K e Be K entao AUB € K.

Caso K também satisfaca

d) Se Ay, A, -+ € K entao 8 A, e K.
i=1

Diremos que K é uma o-dlgebra do conjunto ).

Intuitivamente, dado um conjunto {2 queremos verificar quais sao os subconjuntos
que podemos calcular sua probabilidade, ou ainda, queremos saber quais conjuntos so-
mos capazes de medir. Como pode ser visto na teoria da medida, nem sempre é possivel
encontrar uma medida que seja capaz de medir qualquer subconjunto, para maiores deta-
lhes veja o capitulo 3 da referéncia [3], o mesmo ocorre em teoria de probabilidade, nem
sempre somos capazes de atribuir uma probabilidade a todos os subconjuntos de €2 mas
pelo menos a familia de subconjuntos K na qual atribui uma probabilidade (ou ainda,
mensuravel) forma uma algebra ou o-algebra de conjuntos. Com esta motivagao, estudar

mais propriedades dessa familia é fundamental para o restante da teoria.
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Proposicao 1.1.2. Seja KC uma dlgebra de subconjuntos de 2, entdo K possui as sequintes
propriedades:

a) 0 € K;
b) Para todo n € N e para todo Ay, As,--- , A, € K temos [LJ A; e F] A; € K.
i=1 i=1

c) SeAeKeBekK, entio A—Be K, onde A—B=ANB={x € A;z ¢ B}.

Caso K satisfaca.

b’) Para todo {4, }neny € K temos oLj A, e oﬁ A,, € K. Chamamos K de o-dlgebra.
n=1 n=1

Defini¢ao 1.1.3. (Medida de probabilidade) Seja F C Q uma o-dlgebra de conjuntos e
dizemos que uma fung¢io P : F — [0, 1] é uma medida de probabilidade finitamente aditiva

se cumpre as sequintes condigoes.

a) P(A) >0 para todo A € F.

c) (Aditividade finita). Se Ay, --- , A, € F sdao dois a dois disjuntos, entdo

P(UJ A0 = 3 P(Ay).

o
—

Caso a fungao P satisfaca

d) (c-Aditividade). Se {Ag}ren € A sao dois a dois disjuntos entdo

P A) = 32 P(4y).

Entao a funcao de probabilidade P é o-aditiva.

Definigao 1.1.4. (Espago de probabilidade) Segquindo a notagao acima, o trio (2, F, P)
¢ chamado espaco de probabilidade.
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Vale ressaltar que essa parte inicial da teoria de probabilidade tem uma relagao muito
forte com a teoria da medida, mais precisamente, a medida de probabilidade é um exemplo
de medida, para maiores detalhes veja o capitulo 3 da referéncia [3]. Um objeto que serd
bastante explorado para os nossos estudos ¢ a variavel aleatoria portanto segue a sua

definicao.

Definig¢ao 1.1.5. (Varidvel aleatéria) Seja (2, F, P) um espago de probabilidade, consi-
dere a fungio X : Q@ — R e o conjunto [X < z] :={w € Q; X(w) < z}. Dizemos que X é

uma varidvel aleatéria se para todo x € R, o conjunto [X < z] € F .

Exemplo 1.1.6. Lancar uma moeda n vezes. Seja X o numero de caras realizadas entdo:

Q= {(w1,ws, "+ ,wp);w; = cara ou coroa }.
X: Q=R
X(wy,wa, -+ ,wy) = nimero de {i;w; = cara}.

Exemplo 1.1.7. (Uniforme discreto) Dizemos que X é uma varidvel aleatdria discreta

que seque o modelo uniforme quando

P(X =z,) = j=12-- n. (1.1)

As vezes é denotado por X ~ Ulxy,xe, -, Ty).

Neste caso, por Q) ser finito, podemos considerar F = P(S).

Exemplo 1.1.8. (Modelo de Bernoulli) Dizemos que uma varidvel aleatéria X segue o

modelo de Bernoulli se

i) Para todo w € Q, X(w) =0 ou X(w) = 1.

ii) PIX=0)=1—-peP(X=1)=p.

Em outras palavras, X determina o sucesso ou fracasso de um experimento é como
lancar uma moeda com probabilidade p de sair cara e X expressa o resultado desse expe-

rimento.

Em muitas situagoes praticas a informagao do que ocorreu em uma determinado evento
pode influenciar nas probabilidades de outros eventos e é através dessa motivagao que sera

apresentado o conceito de probabilidade condicional.

Definigao 1.1.9. (Probabilidade condicional) Seja (2, F, P) um espago de probabilidade.
Se Be€ F e P(B) >0, a probabilidade condicional de A dado B é definida por
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P(ANB)
P(B)
No caso que P(B) = 0, definiremos P(A|B) = P(A).

Como mostra a figura acima o simbolo P(A|B) significa que queremos saber a proba-

P(A|B) = AeF.

bilidade de ocorrer o evento A sabendo que B ocorre. Mas sera que realmente para todo B
evento aleatério, P(A|B) define uma probabilidade? para responder esta pergunta basta

verificar os axiomas:

) P(ANB)
. P(QNB) P(B)
P(Q|B) = = =1.
WP = p) T Ra)
iii) Sejam Aj,--- € F dois a dois disjuntos entao pela definicao de probabilidade con-
N P(UA, N B)
dicional P(U A,|B) = nP(—B) se (A;)2, sao dois a dois disjuntos é 6bvio que

(A; N B)$°, também sdo e

Hm:iﬂ@@.

n=1

Com isto P(-|B) é uma medida de probabilidade e consequentemente temos
P(A°|B) =1— P(A|B).

Se usar a definicao de probabilidade condicional com o principio de indugao sera obtido

0 seguinte teorema.

Teorema 1.1.10. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Entdo
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i) P(ANB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B) para todo A,B € F.

i) P(A; NN Ay) = P(A1)P(As| A P(A3| A1 N Ag) -+ P(A| A1 N+ 0 Any)

Considere uma particdo de €2 usando eventos Ay, As,--- € F , ou seja, 2 = J A,
neN

com A; N Aj = () se i # j. Para todo B € F temos B = U(A; N B) e {(A; N B)}ien sdo

dois a dois disjuntos. A equagao a seguir é chamada de teorema da probabilidade total.

P(B) =Y P(A;0 B) = 3" P(A;)P(B|A,).

i=1
Usando a equacao acima temos a formula de Bayes que é util quando é conhecido as

probabilidades dos A; e a probabilidade B dado A;. A férmula de Bayes é descrita como:

P(A)P(B|A:)
2= P(A;)P(BIA;)

P(A;i|B) =

1.2 Cadeias de Markov

O objetivo desta subsecao é apresentar de forma introdutéria, cadeias de Markov, um
dos conceitos fundamentais deste trabalho. A ideia é apresentar cadeias de Markov de
um modo mais intuitivo ou ilustrativo, para que sejamos capazes de criar bons exemplos
e compreender com maior clareza a teoria apresentada neste trabalho. Por questao de
objetividade, nao vamos fazer todas as demonstragoes, caso o leitor deseja se aprofundar
neste assundo sugerimos que veja pelo menos os dois primeiros capitulos da referéncia [13].

Fixe um espago de probabilidade (£, F, P), um processo estocastico é definido como
uma colecao de variaveis aleatorias X; indexada por um pardmetro ¢t pertencente a um
conjunto T'. Estamos interessados em processo com tempo discreto dai T' serda tomado
como conjunto de inteiros nao negativos e X; representa uma caracteristica mensuravel
de interesse ( estado) no instante ¢.

O exemplo a seguir ird trazer uma nocao intuitiva da cadeia de Markov e logo apds

serd definido de modo mais preciso.

Exemplo 1.2.1. Um certo sapo que mora em uma determinada lagoa com duas pétalas:
Leste e Oeste. Em cada pétala existe uma moeda (nao necessariamente moedas justas).
Toda manha o sapo joga a moeda, se der cara o sapo permanece na pétala e se der coroa
0 sapo se muda para a outra pétala.

Digamos que se o sapo estiver na pétala leste, a probabilidade de jogar moeda e o
resultado ser coroa é p e se o sapo estiver na pétala oeste entdo a probabilidade de sair
coroa € q, em outras palavras, 2 = {l,0}, e seja (X, X1, ) 0s estados de hoje, amanha

e assim por diante. O objetivo deste exemplo é estudar o movimento do sapo com o passar
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=

Figura 1 — Sapo na pétala oeste. Fonte: referéncia [13]

do tempo e tentar descobrir a probabilidade em que o sapo fica na pétala leste ou oeste. A

_|t=p p
g l—gq

A primeira linha da matriz significa a distribuicao da probabilidade do sapo ocupar os

matriz P de transicao € dada por:

P(l,1) P(l,0)
P(o,l) P(o0,0)

estados no instante t + 1 dado que no estado t, o sapo estava na pétala leste. A sequnda
linha da matriz significa a distribuicio da probabilidade do sapo ocupar os estados no
instante t + 1 dado que no estado t, o sapo estava na pétala oeste.

Vamos assumir que o sapo comega da pétala leste (g = (1,0)) e que para todo 1,
X; = 0 significa que no i-ésimo dia o sapo estava na pétala oeste e se X; = 1 o sapo
estava na pétala leste. No dia sequinte, como a probabilidade do sapo sair da pétala € p e

a probabilidade de ficar é 1 — p entdo:

P{X;=1Xo=1}=1—-p e P{X;=0[X,=1}=p.

E o que acontece no sequndo dia? se Xo = 1 entao pode ter acontecido de X1 =1 ou

X1 =0 analogamente se Xo = 0. Em outras palavras

P{Xo=1Xo=1}=1~-p)(1-p) P{Xo=0Xo=1}=(1-p)p+p(l-q).

Podemos ver pelo o que foi apresentado acima, que se a cadeia aomeca com uma
distribuicao inicial pg, entao denotando a distribuicao de probabilidade da cadeia apds t
passos com i obtemos py = poP e pe = i P mais geralmente, usando indugdo, temos

que para todo t inteiro.

e = o Pt (1.2)

A sequéncia {Xo, Xy, -} definida acima é uma cadeia de Markov. Note que no n-
ésimo dia, para determinar o valor X, 11 basta somente conhecer X,, e extraindo esta

propriedade chegamos a definicao da cadeia de Markov.
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Definig¢ao 1.2.2. (Cadeia de Markov homogénea no tempo) Uma sequéncia de varidveis
aleatorias (X, X1,-++) € uma cadeia de Markov homogénea no tempo com espago de

estado finito € e matriz de transicio P se para todo x,y € ), para todo t > 1 e para todo
t—1

evento Hy_1 = N {Xs = x5} que satisfaz P(H,_1 N {X; = x}) > 0 se cumpre
s=0

P{Xi11 = y|(Hin N{Xy = 2})} = P{Xp1 = y| Xy = 2} = P(z,y). (1.3)

A expressao anterior nos diz que conhecendo o estado presente {X; = z} o estado
{Xi+1 = y} nao depende de todo o seu passado, como se a cadeia perdesse a memoria e
se preocupasse apenas com o instante t, além disso a probabilidade condicional do processo

fazer a transi¢do do estado x para o estado y pode ser descrita através de uma matriz de

ordem | Q| x | Q|.

Vale ressaltar que o lado direito da equagdo (1.3) nao depende de ¢, dai o nome
homogénea no tempo. Além disso, a equagao (1.3) nos permite concluir que a distribuigao
de probabilidade da cadeia iniciando no estado x apds t passos é a x-ésima linha da matriz
P! que denotamos por P'(x,-).

Uma maneira geométrica de interpretar cadeias de Markov, em espaco de estados
finitos é via passeio aleatorio sobre um grafo, indiretamente esta abordagem foi usada
no exemplo do sapo. Serd apresentada a defini¢do de grafo e posteriormente exemplos de

passeios aleatoérios.

Definig¢ao 1.2.3. (Grafo) Um grafo G = (V, A) consiste em um conjunto de vértices V

e um conjunto de arestas A. Onde A é formado por pares de vértices.

AcC {z,yh2,y € Vi #y}.

Quando {z,y} € A usaremos o simbolo = ~ y significa que x é vizinho de y, ou seja,
que = e y formam uma aresta. O grau de x, denotado por gr(zx), é o niimeros de vizinho

de zx.

Definigao 1.2.4. (Passeio aleatorio) Dado um conjunto Q e um grafo G = (2, A), defini-
mos um passeio aleatorio em um grafo por uma sequéncia de varidveis aleatorias (X;)32,

onde para cada t temos X; € Q e que P{X;11 = y|X; =z} > 0 se, e somente se, x ~ y.

Exemplo 1.2.5. Um passeio aleatorio no n-ciclo é uma cadeia de Markov cujo estados
sao situados emn pontos do circulo com a transi¢ao ocorrendo apenas com 0s seus vizinhos

(observe a figura).

Definigao 1.2.6. (Passeio aleatorio simples) Dado um grafo G = (V,A) um passeio
aleatorio simples em G € uma cadeia de Markov em V' tal que a matriz de transicao é da

forma
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Figura 2 — Um exemplo de um 10-ciclo.

se y~=x

0 Caso contrdario

onde gr(z) é o nimero de vizinhos do estado x.

Exemplo 1.2.7. (n-ciclo) Seja Z, = {0,1,--- ;n — 1} e considere a sequinte matriz de
transicao
1
5 se y =z + 1(mod n)
P(z,y)={ 1
Y 5 se =z — 1(mod n).

0 Caso contrario

O exemplo a seguir mostra que dado um grafo GG é possivel associa-lo a uma cadeia
de Markov em V' como um passeio aleatorio em . Reciprocamente, dada uma cadeia
de Markov (X;)$2, em €, podemos associar um passeio aleatério usando o fato de €2 ser
um conjunto finito e usando a matriz de transicdo P para construir as arestas que sao as
entradas nao nulas e assim construimos o grafo G = (2, V) e interpretamos a cadeia de

Markov como um passeio aleatério em €.

Exemplo 1.2.8. Considere uma cadeia de Markov em €2 cujo a matriz de transicio P é

dada por:
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0,6 0,2 0 0,2
0,6 0,4 0 0
0 0,3 0,4 0,3
0,3 0 0 0,7

portanto podemos construir um grafo G = (€2, A) e um passeio aleatério em que

representa a matriz de transicao P:

Exemplo 1.2.9. Considere um grafo G em um n-ciclo, dizemos que a cadeia de Markov
¢ prequicosa, quando tem probabilidade 0,5 de permanecer onde esta, com probabilidade
p €0, %] de mover no sentido hordrio e probabilidade 0,5 — p de mover no sentido anti-

hordrio.

Vimos pela secao anterior que toda cadeia de Markov pode ser vista como um passeio
aleatério em um grafo G e a partir desta ilustragdo pretende-se estudar o comportamento
da cadeia quando o tempo tende ao infinito, em outras palavras, a tentativa é agora
tentar responder a seguinte pergunta: Dada uma cadeia de Markov (X;){°, com a matriz
de transicao P, existe alguma distribuicao 7 tal que # = 7P 7 7 é Unica? essas perguntas

motivam a nossa proxima definigao.

Definicao 1.2.10. (Distribuicio estaciondria) Dada uma cadeia de Markov (X;)2, com

a matriz de transicio P, uma distribuicio m é dita distribuicao estacionaria se m = wP.
Exemplo 1.2.11. No exemplo do sapo temos que

P(l,1) P(l,0) :ll—p p]
¢ 1-q|

P(o,1) P(o,0)

P =
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_ (P 4\ 4 AT : _
= (p+q, erq), ¢ estaciondria, pois 7P = 7.
Note que a distribuicdo 7 é estacionaria significa verificar o seguinte sistema linear

com |2 + 1 equagoes

m(y) =D 7(x) P(x,y) Yy €L

xeQ)
> () =1.
Q)

Dada uma cadeia de Markov (X;);°, ndo esta claro que esta cadeia possui uma tnica
distribuicao estaciondria e nem garantimos a sua existéncia, para uma discussao com mais
detalhes sobre esses questionamentos recomenda-se a referéncia [13]. Vamos apresentar o
teorema, cuja a demonstragao esta na referéncia acima, de uma condi¢do que garante a

existéncia e unicidade da distribuicao estacionédria, mas antes segue algumas defini¢oes.

Definig¢ao 1.2.12. (Irredutivel) Uma cadeia de Markov (X;)i2, com matriz de transi¢io
P ¢ dita ser irredutivel se para quaisquer dois estados x e y € ) existe algum nimero

inteiro t (possivelmente dependente de xz e y) tal que P'(x,y) > 0.

Intuitivamente significa que dados dois estados = e y sempre é possivel sair do estado

x e apos t passos chegar no estado y para algum ¢ inteiro.

Teorema 1.2.13. Seja P uma matriz de transicao irredutivel da cadeia de Markov. Entdao

existe e € unica distribuicao estaciondria .

1.3 Topologia

Nesta secao vamos estudar de modo diagonal sobre topologia, apesar desse assunto
ser bastante amplo, vamos apenas nos concentrar em conceitos que serao utilizados no

decorrer deste texto. Para um aprofundamento dos topicos apresentados veja as referéncias
[12] e [5].

Definigao 1.3.1. (Topologia) Considere ) um conjunto nao vazio qualquer e T C Q uma

familia de subconjuntos, entao dizemos que T € uma topologia de €2 se satisfaz as sequintes

condigoes.
a) Q0 €.
b) Se Vi, Vo, -V, €T, entdoj(z]le er.
c) {Va;a eI} Cr, entio UV, €.

a€el

Os elementos da topologia sao chamados de abertos, e o par (£2,7) é chamado de

espago topologico.
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Exemplo 1.3.2. 7 = {0),Q} out = p(Q), que é o conjunto das partes de Q, sao chamados

topologias triviais.

Exemplo 1.3.3. Q2 =R e considere 7 uma familia de subconjuntos de R tal que

U € 7 se, e somente se, para todo x € U existe r > 0;(x —r,z+1) CU.

A topologia definida acima é chamada de topologia da norma, as vezes é denotada por

Tnorma- INote que de modo andlogo se €2 é um espaco normado entao Tporma € bem definido.

Com o entendimento mais claro do que é uma topologia, é importante lembrar que
algumas nocoes vistas em um curso de Analise na reta dependem da topologia, o que

motiva revisitar esses conceitos.

Definigao 1.3.4. (Fungio continua) Dados X e Y dois espagos topoldgicos defini-se [ :
A C X — Y continua em a € A se para todo aberto G em Y tal que f(a) € G, tem-se
que f7YG) é um aberto em A, ou seja, f71(G) = AN B e B é um aberto.

Exemplo 1.3.5. Considere f : R — R uma funcao qualquer e considere o espagos topo-

logico trivial (R, p(R)) no dominio da fungdo, entio f é continua.

Fica claro pelo exemplo anterior, que a nocao de continuidade depende da topologia
a ser considerada, mas ao dizer que f é continua sem fazer referencia da topologia, fica

subtendido que a funcao é continua com respeito a topologia da norma.

Defini¢ao 1.3.6. (Compacto) Considere X um espago topoldgico, entdo dizemos que um
subconjunto K C X é compacto se toda cobertura de K por abertos admite uma subcober-

tura finita.

Observe que, quanto mais abertos uma topologia possuir, menor é a chance de um
conjunto ser compacto e maior é a chance de uma fungao ser continua nesse espago. A
ideia é retirar alguns abertos da topologia da norma, de forma que preserve a continuidade
dos funcionais lineares e consequentemente aumentar a chance de se obter um conjunto
compacto.

Fixada uma familia de fungoes JF, existem topologias em um conjunto €2 para quais
todos o elementos de F sdo continuos, a saber basta considerar (€2, P(2)). Outro fato é
que a intersecao de topologias ainda é uma topologia, e assim ao considerar uma topologia
7, formada pela intersecdo de todas as topologias na qual todos o elementos de F sao
continuos, obtemos que 7 é a menor topologia que cumpre tal propriedade, em outras
palavras, qualquer topologia 7/ que cumpre a propriedade acima contém a topologia 7 e

com essas observagoes definimos.

Definigao 1.3.7. (Topologia gerada) Dada uma familia de fungoes F em Q, a topologia

gerada por F € a menor topologia em §2 para qual todos os elementos de F sao continuos.
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Definigao 1.3.8. (Topologia fraca) A topologia fraca em um espago normado Q0 é a menor
topologia relativamente a qual todo todos os funcionais lineares sio continuos. Denotare-

MOS POT Tfraca-

Para encerrar a secdo, apresentaremos algumas nocoes de espagos separaveis e con-
vergéncia fraca que sdo fundamentais para a compreensao refinada de um dos grandes
resultados do texto, que é o Teorema Fundamental do Transporte Otimo e o Teorema de

Prokhorov.

Definigao 1.3.9. ( Espacos separdveis) Dizemos que um espago topoldgico X é separdvel

se existe um conjunto enumerdvel D denso em X, ou seja, D = X.
Exemplo 1.3.10. R ¢ separdvel, pois possui Q como um subconjunto enumerdvel e denso.

Exemplo 1.3.11. Um espaco métrico discreto M ¢é separdvel se, e somente se, é enume-

ravel.

Um fato interessante em espagos métricos separaveis, é que podemos supor sem perda
de generalidade que toda cobertura aberta de X’ é enumeravel, esta propriedade conhecida

como propriedade de Linderlof se justifica na proposicao a seguir.

Proposicao 1.3.12. Seja X' um espago métrico, entao X € separdvel se, e somente se,

toda cobertura aberta de X admite uma subcobertura enumerdvel.

Demonstracio. Suponha que X seja separavel, entdo existe D C X enumerdvel e D = X.
Considere U, uma cobertura aberta de X'. Seja B uma familia formada por abertos que
contém algum ponto de D. Portanto para cada B’ € B existe um conjunto U’ € U de
modo que B’ C U’ , os conjuntos U’ formam uma colecao enumeravel U’ C U.

Resta mostrar que U’ forma uma cobertura de X. De fato, dado qualquer =z € X,
temos que x € U para algum U. Note que existe um aberto B’ tal que x € B’ C U e assim
corresponde, na escolha feita acima que, existe U’ € U’ tal que € U’ no que implica que
U’ cobre X.

Reciprocamente, para cada n € N, considere uma cobertura aberta formada por bolas
com raio % centrada em cada elemento de X', portanto temos uma cobertura aberta de
X, entdao podemos extrair uma subcobertura enumeravel. Os centros de cada bola dessa
subcobertura formam um conjunto enumeravel E, tal que todo ponto de X dista menos
que % de algum ponto de E,,. Segue que E = LgEn ¢ um subconjunto enumeravel denso
em X.

]

Defini¢ao 1.3.13. (Convergéncia fraca) Dizemos que uma sequéncia {p,}2>, C o(X)
converge fracamente para uma medida [, se para toda fungdo continua e limitada ¢,
denotada por ¢ € Cyp(X), temos
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/gb dun—>/¢ dp.

Exemplo 1.3.14. Considere nos conjuntos dos nimeros reais uma sequéncia {x,} de
forma que a mesma converge para um numero real x. Entdo a medida ¢,.,, converge
fracamente para a medida §,. De fato, seja ¢ € Cyp(R) qualquer, note que, pela propriedade

da continuidade da ¢ temos que.

/¢ db,, = d(x) —s oo /¢ ds,.

Definigao 1.3.15. (Convergéncia em geral de probabilidade) Seja (Q2, F) um espago (mé-
trico) mensurdvel. Uma sequéncia de medidas de probabilidade, {P,} converge em geral

para medida de probabilidade P, denotado por P, — P, se

Bu(A) = P(A)
para todo A € F com P(OA) =0. Onde 0A € a fronteira do conjunto A.

Proposicao 1.3.16. Sao equivalentes as sequintes sentengas

a) P, converge fracamente para P.
b) limsup P, (A) < P(A), sempre que A € fechado.
c) liminf P,(A) > P(A), sempre que A € aberto.

d) P, — P.

Demonstragio. (a) = (b) Sejam A um conjunto fechado qualquer, f(x) = I4(x), p uma

métrica e para cada € > 0 considere

onde

p(z, A) = inf{p(z,y);y € A}.

1, t<0
gt) =4 1—¢t, 0<t<1
0, t>1.

Considere também o conjunto A. = {z;p(z, A) < €}. e note que por A ser fechado

A. — A quando ¢ — 0. Como f.(x) é continua e limitada, entao

/IA d:t:</fs dx)
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assim, obtemos usando a hipotese que

limsup P,(A) < lim sup/X fe(x) P,(dx) = /X fe(x) P(dz) < P(A:) - P(A) quando ¢ — 0.

O que nos leva a prova da implicagao.
(b) <= (c) Considere A um aberto qualquer, entao

limsup P,(A°) < P(A°) <= limsupl — P,(A) <1 — P(A)

lim inf P,(A) > P(A).

(¢) = (d) Seja A um conjunto que cumpre P(0A) = 0, temos

limsup P,(A) < limsup P,(A) < P(A) = P(A).

lim inf P,(A) > lim inf P,(int A) > P(int A) = P(A).

Conclusao P,(A) — P(A) sempre que P(0A) = 0.
(d) = (a) Seja f uma funcao continua e limitada por M, ou seja, |f(z)| < M. Tome

D ={teR;P(z; f(z) =1) # 0}.

E considere uma decomposicao Ty = (o, t1, - ,tx) de [-M, M], onde

—M=ty<ti1<---<ty=M

com t; ¢ D, i € {0,1,---  k} ( Observe que D é enumeravel, pois os conjuntos f~!(t)
sejam disjuntos, P ¢ finito e note que toda soma de quantidade nao enumeravel de positivo
¢ infinita). Considere B; = {x;t; < f(x) < t;y1}, como f é continua temos f~*(t;, t;11)
é aberto e B C f~(t;)U f~'(t;x1). Os pontos t; e t;»1 ¢ D, entao P(OB;) = 0, por

hipétese temos

k—1 k—1
=0 =0

Mas

[ 1@ Pataa)= [ f(x) Pl < | [ () Pn<dx>—§ 1 Pu(B)|+] Z t@-Pn<Bi>—§ LP(B)|+
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k—1

+|ZtP /f Pldo)| <2 max (tiy— 1) + | 3 tP(B ZtP

=0

Assim, para k e n suficientemente grande obtém-se

hrILn/Xf(x) P(dz) = /Xf(x) P(dx

O que completa a prova da proposicao.

1.4 Funcao continua e semicontinua

Vamos apresentar conceitos de fungao continua e semicontinua. A importancia destes
conceitos é que um do principais resultados deste trabalho se baseia no fato de que a
existéncia de solucao do problema de Kantorovich ocorre se a fungao custo é semicontinua.

Esta se¢do tem como a principal referéncia [3, Capitulo 2, na segdo 6].

Definicao 1.4.1. (Fungio semicontinua) Seja f : E C R — RU{—o00, 00} uma fungao.

Dizemos que f é semicontinua inferior em x € ENE' se,

liminf f(y) > f(x). (1.4)

Yy—x

Lema 1.4.2. Se f(x) € finito, entdo f é semicontinua inferior em x se, e somente se,

dado € >0 , eziste 6 > 0 tal que f(x) < f(y) + ¢ para todo y € E com |z — y| <é.

Demonstragio. Se f é semicontinua inferior em z, entao f(z) < liminf, ,, f(y), em outras

palavras, dado € > 0, existe § > 0 tal que se liminf, ,, f(y) = L, obtemos
o flz) <L
o |L— f(y)] <esempreque|ly—z|<deye€E.

E assim conclui-se que f(z) < f(y) +¢
]

Reciprocamente, suponha que dado € > 0, existe § > 0 tal que f(z) < f(y) + € para
todoy € E com |x —y| < 6. O objetivo é mostrar que f(x) < liminf, ., f(y), ou seja,

dado €y > 0, devemos encontrar § > 0 de modo que

Para todo y € E com |v —y| < 6§, entao f(y) — f(z) > ¢

E assim obtemos, f(x) < f(y) —e < f(y) +e. Portanto f é semicontinua inferior em
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Teorema 1.4.3. Seja f : K C R" — [—00, 00| uma fungao semicontinua inferior com K

compacto, entdo f assume minimo em K.

Demonstracao. Dividiremos a prova nos seguintes passos
e Observe que K C U A,, onde A, ={z € K; f(z) > z}. Temos que.
Z2E€Z

e A, éaberto em K para todo inteiro, pois basta verificar pela definicdo e usar o lema

anterior.

e Como K é compacto e pelo primeiro passo, temos uma cobertura de abertos, entao
é possivel extrair uma subcobertura finita de K. Dai conclui-se que f é limitada

inferiormente.

e Considere m = inf,cx f(x). Resta construir uma sequéncia {x,} C K com x,, — z e
f(x,) — m. Para a construcao de tal sequéncia, basta notar que para cada n existe
r, € K tal que z, < m + % e como a sequéncia esta contida em um compacto,
entao existe uma subsequéncia convergente, digamos para z, e a compacidade de K

garante que x € K e portanto f(z) = m.

]

Os préximos resultados sao tteis para caracterizacao de fungdes semicontinuas e de
associar sequéncia de fungoes continuas com a func¢ao semicontinua. Estes resultados se-
rao importantes na demonstracao do teorema de existéncia de solugao do Problema de

Kantorovich.

Lema 1.4.4. Seja {f.}nen, com fn, : E — R para todo n € N, uma sequéncia de fungoes

semicontinuas inferiores. Entao f(x) = sup,, fn(z) é também semicontinua inferior.

Demonstragio. Seja {f,}neny uma sequéncia de fungoes semicontinua inferior e defina

f(z) = sup,, fu(z). Dado € > 0, temos

f(z) — % < fno(z) Para algum ng e N.

Usando a hipétese, dado € > 0 existe um 9,, > 0 tal que

9
£a@) < fuly) + 5 Paray € B, [z - y| < du,

Combinando as equagoes e usando a definigao de f, obtemos f(x) < f(y)+¢. No que
acarreta que f é semicontinua inferior.

]

Proposicao 1.4.5. Uma funcgdo real f definida em um compacto K é semicontinua in-
ferior se, e somente se, existe uma sequéncia crescente de fungoes continuas {U, }nen de

modo que f(z) = lim, o ¥n(x) para cada x € K.
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Demonstracao. Suponha que exista uma sequéncia crescente de fungdes continuas v,
de modo que f(z) = lim, .o ¥n(x). Como para cada n € N, a fungao 1, é conti-
nua, entao 1, é também semicontinua inferior e pelo lema anterior, conclui-se que f
¢é semicontinua inferior. Reciprocamente, suponha que a funcao f seja semicontinua in-
ferior. Defina 1, (x) = infyex{f(t) + n|t — z|}. Pela desigualdade triangular obtemos
U (z) < infie{f(t) + n|t — y| + nly — z|}, entdo obtemos ¥, (z) < ¥, (y) + n|z — yl|, no
que implica que para cada n, a fungdo v, é (uniformemente) continua em K. Também
obtemos ¥, < ¥,.1 < f para todo n € N. Em particular f(x) é uma cota superior de

{n(z);n € N}, agora se a < f(z), entdo existe § > 0 tal que

a< f(y) < f(y) +nly — x| Sempre que |z —y| <d,y€ K.

Por outro lado, se |z —y| > § tome n > 2™ onde m = min,cx f(t), e assim 9, (z) >
infiex{f(t) + @ —m} = «. Portanto conclui-se que o < 9,,(z) para n consequentemente

f(x) = sup,en ¥n(2).
[l

1.5 Topicos de analise convexa

Nesta secao falaremos um pouco sobre Analise Convexa com o objetivo extrair alguns
resultados dessa area para demonstracao de um dos grandes resultados desse trabalho, que
¢é o teorema de Brenier. Para isso vamos iniciar definindo fun¢do convexa e as referéncias

desta se¢do sao as referéncias [10], [11], [14].

Definig¢ao 1.5.1. (Conjunto Convexo) Um conjunto C' C R™ é dito convezxo se para todo

x,y € C e para qualquer t € [0,1] temos que (1 —t)x +ty € C.

Defini¢ao 1.5.2. ( Epigrafo) O Epigrafo de uma fungio f : S C R*" — (—o00,00] € o
conjunto epi(f) definido por

epi(f) = {(z,v);x € S,v € R,v> f(x)}.

Exemplo 1.5.3. f(z) = 22, entdo o epigrdfico de f é o conjunto epi(f) = {(z,v);x €

R,v € R,v > x?} como mostra a figura 3.

Defini¢ao 1.5.4. (Fungio convexa) Uma fungio f: S C R" — (—o0,00] é convexa, se

epi(f) € um conjunto convezo.

No exemplo anterior podemos observar que f(x) = x? é uma fungdo convexa, um
exemplo de uma fungao que nio é convexa é f(r) = —x?. Um conceito muito importante
que aparece nesse trabalho é o de subgradiente de uma funcao convexa, essa nocao ¢é

importante pois é por meio dela que podemos verificar a existéncia de solucao do problema
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Figura 3 — A regiao azul é o epigrafico de f.

de Monge, ou seja, estudar o subgradiente de uma fungao convexa nos condicionara a
determinar existéncia de acoplamentos 6timos induzidos por alguma aplicacao T'. A partir

dessa motivacao, segue a definicao de subgradiente de um fun¢ao convexa.

Defini¢ao 1.5.5. (Subgradiente de uma fun¢io convexa) Um vetor y € R"™ pertence ao

subgradiente de uma funcao convera f: S CR" =R emxz € S se

fz)> fle)+(y,z—x) Vz€S.

Denotaremos por 0~ f(x) o conjunto dos subgradientes de f em x e O~ f o subgradiente
de f, em outras palavras, 0~ f = U 0~ f(z).

€S

Exemplo 1.5.6. f: R" — R com f(z) = |z|, note que f nao é diferencidvel apenas no
ponto x = 0, mesmo assim podemos determinar 0~ f(0) e neste caso sdo os vetores y que

cumprem

2| > (y,2) VzeR"

portanto, 0~ f(0) = BJ0,1]. No caso 0~ f(z) com x # 0, temos 0~ f(x) = {ﬁ}, fato

justificado pelo sequinte teorema.
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Teorema 1.5.7. Seja f : S C R" — (—o00,00] uma fungio convexa com S aberto e
considere x um ponto onde f € finita. Se f € diferencidvel em x, entdo <7 f(x) € o unico

elemento do subgradiente de f em x, em particular

f(2) z f(x) +(Vf(z),z =) Vz€8.

Lema 1.5.8. Nas mesmas condigoes do teorema acima, T pertence ao subgradiente de f

em x se, e somente se,

0f (z)

> (T . .
Gl (w) e s (15)

Demonstra¢io. Tomando z = x + Ay, com A positivo temos que se T € 9~ f(z) se, e

somente se, para todo z no dominio, f(z) > f(x) + (T, z — x), assim

flx+Xy) — f(z)
)

entao se f é diferencidvel em x o limite a esquerda, quando A tende a zero, existe e portanto

> (T, y) (1.6)

vale a equagao (1.5). Reciprocamente se vale a equagao acima para todo y, entdo temos

primeiramente pelo teorema do valor médio que existe 0 < 6 < X tal que

flx+Xy) — flz)  Of(z+0y)

A oy

Of (@ +0y) _ 0f(x)
dy -0y

(Z,y) para todo y e portanto vale a equagao (1.6) e assim concluimos que T pertence ao

Como a funcgao é convexa entao a derivada é crescente, assim

subgradiente de f em x.

]

Demonstragio. (Teorema 1.5.7) Pelo lema anterior e usando a diferenciabilidade de f em

z obtemos

(Vf(x),y) > (T,y) Yyes

dai, o tnico ponto T que satisfaz a inequacdo acima é T = v/ f(z) e portando v/ f(z)

¢ o unico subgradiente de f em =x. O]

Vale ressaltar que a reciproca é verdadeira, ou seja, se y é o tnico subgradiente de
f em x, entao f é diferenciavel em z. Para ver a demonstracao da reciproca veja a
referéncia [14, segao 23].

O teorema a seguir nos mostra uma forma de caracterizar uma fun¢ao convexa, in-
clusive existem referéncias que definem fungoes convexas como a reciproca do proximo

teorema, que segue.
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Teorema 1.5.9. Seja f : U — R definida no aberto convexo U C R", entdo sao equiva-

lentes.

i) f é convexo.

i) Para todo x,y € U et € [0,1]

F(A =tz +ty) < (1 —1)f(z) +1f(y).

Demonstragio. i) = ii) Sejam x,y € U quaisquer, entao (z, f(z)) e (y, f(y)) € epi(f).
Por hipétese, todo ¢ € [0, 1] obtemos ((1 —t)z +ty, (1 —1t)f(x) +tf(y)) € epi(f), ou seja,

F((I =tz +ty) < (1—1)f(x) +1f(y).

i1) = i) Considere (x1,21) e (22,22) € epi(f). Queremos mostrar que para todo
t € [0,1], obtemos ((1—t)z1+txg, (1—t)2z1+t29) € epi(f). Como (x1, 21) e (22, 22) € epi(f),
entdo f(r1) < 21 e f(x2) < 29. No que acarreta (1 —t)f(z1) +tf(2e) < (1 —t)z; +t2

usando a hipdtese obtemos que

FU(L =)z +tog) < (1 — )21 + tzo.

Conclusao, ((1 —t)zy + tzg, (1 — )21 + tze) € epi(f).
]

Um outro resultado importante para este trabalho é mostrar que se uma fun¢ao con-
vexa € duas vezes diferenciavel, entdo a matriz Hessiana é uma forma quadratica nao-
negativa, consequentemente todos os seus autovalores sao nao negativos. Para mostrar
este resultado vamos enunciar dois lemas 1teis para demonstracao, onde o primeiro lema
omitiremos a prova, pois a prova é feita em detalhes na referéncia [9] e nao é viavel fa-
zer a demonstracao neste trabalho e o segundo lema, usaremos o primeiro para a sua

demonstracao. Portanto segue os seguintes lemas.

Lema 1.5.10. As sequintes afirmagoes sobre a funcio f : 1 — R, derivdvel no intervalo

1, sao equivalentes:

i) f € conveza.
it) A derivada f': I — R é mondtona ndo-decrescente.

iii) Para quaisquer a,x € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(z — a), ou seja, o grifico de f

esta situado acima de qualquer de suas tangentes.

Demonstragio. A prova completa estd na referéncia [9, Capitulo 9, na segao 2.
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Lema 1.5.11. Seja U C R™ aberto convexo. Uma funcao f : U — R diferencidvel é

convezxa se, e somente se, para cada x,x+v € U quaisquer, tem-se f(x+v) > f(x)+df (z)-v

Demonstracao. Se f é convexa e diferenciavel, sabemos que para z,z + v € U quaisquer

flx+v)= f(z)+df(z)-v+r(v) com 11}1%7"&):0.

flz+tv) = f(1=t)r+tlx+v) <1 —t)f(z) +tf(z+v) t€(0,1).

Combinando as duas equagoes temos

tf(x+v) > flx+tv)—(1—t)f(z) = fx+tv)— f(z)+tf(z) = df (z)- (tv) +r(tv) +tf(z).
Dividindo por t, obtemos

r(tv) ‘

fla+0) > df(@) v+ fla)+ 5

Fazendo t ™\, 0, obtemos

flz+v) = f(x) +df (z) - v

Reciprocamente, se vale a desigualdade para qualquer z,z + v € U. Considere uma
funcao ¢ : [0,1] — R como ¢(t) = f(x + tv). Assim ¢'(t) = df(z + tv) - v. Ora para
qualquer ¢,ty € [0,1] tem-se f(z + tv) = f(z + tov + (t — to)v) = f(x + tov + sv) com

s =1t — tg, logo por hipotese

flz+1tv) > f(z+tov) +df (x + tov) - sv = f(z + tov) + df (z + tov) - v(t — to).

Que pode ser interpretado como ¢(t) > ¢(ty) + ¢'(to)(t — to) e pelo lema anterior
temos que ¢ é convexa e consequentemente obtemos que f é convexa.
0

Teorema 1.5.12. Seja U C R™ aberto e convero. Uma funcao duas vezes diferencidvel

f U — R é convexa se, e somente se, para cada x € U, a Hessiana de f é uma

m  0*f(x)
3,j=1 Gxiaa:j

forma quadrdtica ndo-negativa, ou seja, H - v* =

(v, g, -+ ) € R™,

a5 > 0 para todo v =

Demonstragao. Suponha f convexa e v € R™ — {0} qualquer, entdo pelo fato de f ser

duas vezes diferenciaveis temos

flz+v) = f() +df(z) v+ H- 0 +1(v)
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onde lim,_, % = (. Usando o lema anterior, obtemos

H-v*+r(v) >0 paratodo v € R™ — {0}
dividindo por |v|? temos

v r(v
H. (|v—|)2 - |2()|2> > 0.
Tomando v — 0, conclui-se H - u®> > 0, para todo u € S™ ' = {z € R™;|z| = 1} e
pela linearidade da Hessiana, concluimos que H - v? > 0, para todo v € R™.
Reciprocamente, suponha por absurdo que f(x + tv) < f(x) + df (x) - tv para algum

v # 0. Entao pelo fato de f ser duas vezes diferenciavel temos

H - (vt)> +r(tv) <0 para algum v € R™.

No que acarreta, dividindo ambos os lados por t? e fazendo t — 0 temos

H-v? <0, paraalgum v e R™.

O que nos leva em uma contradicao.
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2 Acoplamentos

A teoria de acoplamentos pode ser explorado em varios ramos da probabilidade. O
objetivo deste capitulo é apresentar essa teoria e mostrar algumas aplicagoes de acopla-
mentos que podem ser usados em cadeias de Markov. Um dos principais resultados do
capitulo é a prova do teorema da convergéncia, usando a técnica de acoplamentos e uma
forma de calcular a distancia de variagao total entre duas distribui¢oes de probabilidades

via acoplamentos. Nossa principal referéncia foi o capitulo 3 e 5 de [13].

2.1 Introducdo a tempo de mistura mistura de cadeias de Markov

O objetivo desta secao é discutir sobre a velocidade de convergéncia da cadeia de
Markov. Primeiro, fixado um conjunto €2 finito, definiremos uma distancia entre duas
distribuicoes, e assim trabalhar em um espago métrico no conjunto das distribuigoes de

probabilidade em 2 e faremos algumas aplicagoes praticas sobre convergéncias das cadeias
de Markov.

Definigao 2.1.1. (distancia de variagdo total) A distancia de variagio total entre duas

distribuicoes de probabilidades p e v em €2 é definido por

| = v [lrv=mazaca|u(A) —v(A)|. (2.1)
Vamos mostrar uma proposicao que facilitara o calculo da distancia de variacao total.

Proposicao 2.1.2. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em €2, entao:

1= v lv= 5 3 Inta) — w(@)] (22

e

Demonstragio. Sejam B = {z; u(x) > v(z)} e A C Q um conjunto qualquer.

u(A) — U(A) < p(AN B) — (AN B) < u(B) - v(B).

De modo andlogo obtemos v(A) — u(A) < v(B€) — u(B°), note que o lado direito das
equagoes sao iguais. De fato;
uw(B) —v(B) =u(B)—1+1—v(B) =v(B° — u(B°) assim

—(u(B) —v(B)) = =(v(B) = u(B°)) < =(v(A) — (A)) < u(B) — v(B).

portanto
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I 1= v llrv= uB) ~ v(B) + v(B%) ~ u(B%)) = 5 3 () — w()].

z€Q

Corolario 2.1.3. Para quaisquer i, v,n vale a desigualdade triangular

lp=viov<lw—=nllov + I n—=v v .

Demonstragao. Segue do fato de que no lado direito da equacao (2.2) cumpre a desigual-

dade triangular. ]

Observacao 2.1.4. Nas mesmas condigoes da proposicao anterior, ao observar sua prova,

chegamos a sequinte erpressao
lp=viev=" >  ul@)-v() (2.3)
z€Q,u(z)>v(z)

Nosso objetivo agora ¢ delimitar a distdncia maxima ( sobre z € ) entre P'(zy,-) e

T para isso, é conveniente definir.

d(t) = mage | ') = [y (24
2(t) = max || P'e,) = P'w.) [l (2:5)

Nosso problema de maior interesse ¢ estudar velocidade de convergéncia de uma de-
terminada cadeia. Uma técnica para resolver este tipo de problema é a técnica do acopla-
mento. A importancia do conceito de acoplamentos entre duas distribuigoes é que ao invés
de comparar duas distribuicoes, comparamos duas variaveis aleatérias. Em outras pala-
vras, queremos usar a teoria de acoplamentos para limitar d(¢). Reservaremos a préxima

secao para apresentar este conceito.

2.2 Acoplamento

Nesta secao apresentaremos a defini¢cao e alguns exemplos de acoplamentos. Mostra-
remos a relagao que este conceito possui com a distancia de variacao total e preparar esta
técnica para aplicagoes envolvendo cadeias de Markov que serdo abordados na préxima

secao.

Definicao 2.2.1. (Acoplamentos) Sejam (X, Fx,p) e (Y, Fy,v) dois espagos de proba-
bilidades. Um acoplamento de p e v é uma varidvel aleatoria Z = (X,Y) em um espago

de probabilidade (2, P), tal que as marginais X ~ peY ~ v.
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Se y1 e v sdo as tnicas medidas do problema, entdao sem perda de generalidade podemos
escolher ) = X x ). Mais ainda, um acoplamento de p e v passa por uma construcao de

uma medida 7 em X x ) tal que, satisfaz as seguintes condigoes, que sdo equivalentes.

a) (Projx)am = p, (Projy)sm = v, onde Projx ¢ Projy sao respectivamente aplica-
coes (z,y) — x e (z,y) — y e também (Projy)um = m(Projy') e (Projy)um =

7T(P7”0j3_)1) sao as imagens da medida sobre uma aplicacao.

b) Para todo conjunto mensurdvel A C X e B C Y, vale 1(AxY) = p(A) em(XxB) =
v(B).

c¢) Para toda fun¢do mensuravel ¢ e 1) em X, ), respectivamente

Sy (0@) +e)dn(e.y) = [ dladute) + | v)dvi).

A medida 7 das condigbes acima, por abuso de linguagem, é dita um acoplamento de
e v . Denotaremos o conjunto de todas as medidas que sdao acoplamentos de p e v por
ADM (pu,v). Essas medidas possuem um papel muito importante na teoria de acoplamen-
tos. Inclusive um dos problemas principais do texto é minimizar uma determinada funcao

cujo o dominio é justamente o conjunto ADM (i, v).

Exemplo 2.2.2. Sejam Q@ = X = Y = {cara, coroa}, p = v = b(l,%), Bernoulli, a
medida de probabilidade de em um lancamento de moeda justa com o resultado podendo
ser cara € coroa.

1) Defina duas varidveis aleatdrias independentes tal que v(X = z,Y =y) = 1. Note

que de fato (X,Y) formam um acoplamento de j e v pois

Yoy X =Y =y) = p(z).

yeY

Y (X =2Y =y)=v(y)

TeEX

Ou seja, conclui-se que X ~ p eY ~ v.

2) (X, X) é um outro exemplo de acoplamento de j e v.

Dado duas distribuigoes p e v como construir duas variaveis aleatérias, X e Y tal que
(X,Y) de fato sejam um acoplamento? Um fato interessante sobre acoplamentos é que
podemos fazer uma bijecao entre acoplamentos de duas variaveis aleatorias em ) com

uma Unica varidvel aleatéria em €2 x €.

Defina uma distribuicdo de probabilidade g em € x €2 com a seguinte propriedade
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Yoalxy)=px) e Y qlxy) =vy).

yeQ e

Nessas condigoes, (X,Y) forma um acoplamento ao considerar ¢(z,y) = P(X =
x,Y = y), em outras palavras, para construir um acoplamento de um par de distri-
buigoes, basta preencher as entradas de uma matriz de ordem |Q| x |Q] cujo a soma na
1—ésima linha é a i—ésima entrada da primeira distribuicao e a soma da j-ésima coluna
é a j-ésima entrada da segunda distribuicdo e construir uma varidavel aleatéria que esta
associada a distribuicao q.

O proximo teorema relaciona acoplamentos de duas medidas com a distancia de vari-
acao total. Podemos estimar a distancia de variacao usando variaveis aleatorias, ou seja,
transportar um problema de distribuigoes para variaveis aleatérias. Este teorema é a base

das aplicagoes na estimativa do tempo de mistura.

Teorema 2.2.3. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em €2, entao

| p—v ||lrv=1nf{P(X #Y);(X,Y) € acoplamento de j e v}.

Demonstragio. Considere (X,Y) um acoplamento qualquer de p e v e seja A C 2 um

subconjunto qualquer, temos

WA —v(A)=P(X € A)—P(Y e )< P(X € A,Y ¢ A) < P(X £Y).

| n-v < PXAY) V(X.Y).

Resta construir um acoplamento de modo que || p — v |[|= P(X #Y).

1%

I
. ——_
i ---IEEI---

Figura 4 — Sendo B = {z; u(z) > v(z)} a regido I tem drea u(B) — v(B). A érea da regido Il tem drea v(B¢) — u(B€)
e temos que a drea da regido Il é igual a 1— || p — v |7y

A ideia é construir variaveis aleatérias X e Y tal que em III, X =Y, veja a figura 4,

dal considere
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p=3 min{u(z),v(z)}.

Mas, usando a proposigao (2.1.2) obtemos

> min{p().v(@)} = > v+ Y p@)=l-lp-virv.

z ziu(z)>v(2) ziw(@)> ()

Considere um lancamento de moeda com probabilidade p de ser cara.

i) Se sair cara, entdo determine o valor de uma varidvel aleatoria Z com respeito a

distribuicao de probabilidade

min{y(z), v(z)}
. :

Ym (T) =
Eseja X =Y = 7.
ii) Caso a moeda seja coroa, escolha X com distribui¢ao

plx) —v(x)

T se p(z) > v(z)

() =

0 caso contrério.
E de modo independente escolha Y com distribuicao

v(x) — p(x)

To—7 v se v(x) > u(x)

() =

0 caso contrario.

Note que

p-ym+ (1 —p)m = p.

p-ym+ (1 —p)ym = v.

Ouseja, X ~peY ~vcom X =Y se, e somente se, o lancamento da moeda sair

cara, como 1 — p =|| u — v |7y, obtemos

PX2Y) = p—=vlzv.



44 Capitulo 2. Acoplamentos

2.3 Acoplamentos em Cadeias de Markov

O objetivo desta secao é apresentar aplicacoes de acoplamentos em cadeias de Markov.
Iniciaremos apresentando a no¢ao de acoplamentos em cadeias de Markov e usaremos este
conceito para calcular o tempo de mistura de algumas cadeias e encerraremos a se¢ao com

a demonstracao do teorema da convergéncia via acoplamentos.

Definig¢ao 2.3.1. (Acoplamentos em cadeias de Markov) Um acoplamento da cadeia de
Markov com matriz de transicio P é um processo (Xy,Y;) tal que (Xy) e (V) sdo cadeias

de Markov com a mesma matriz de transicio P.

Todo acoplamento da cadeia de Markov pode-se modificar a cadeia para que as duas

cadeias andem juntas ap6s o primeiro encontro, em outras palavras,

Se X, =Y, ,entdo para todo t > s temos X; = Y;. (2.6)

Teorema 2.3.2. Seja {(X:,Y;)} acoplamentos da cadeia de Markov que cumpre (2.6)
com Xo ~ e Yy~ v, considere T, o primeiro instante em que as cadeias se encontram,

ou seja,

7, = min{t; X; = Y;}.

Entao

|| [LPt —vP! ||Tvg P(Ta > t)

Demonstragio. Basta observar que P(X; # Y;) = P(7, > t) e combinar com o teorema

(2.2.3) da secao anterior. O

Corolario 2.3.3. Nas mesmas condigoes do teorema anterior, com Xo ~ 0, e Yy ~ 0,

d(t) < max Py y(1a > t).

Usaremos o corolario anterior para estimar o tempo de mistura de algumas cadeias. A
esséncia do acoplamento de cadeias de Markov é bem simples. A ideia é usar os resultados
dessa se¢do e construir um conjunto de processos em duas copias da cadeia de Markov

que tem tendéncia probabilistica para andar rapidamente juntas.

Exemplo 2.3.4. (Passeio aleatdrio no circulo)

Considere um passeio aleatorio em um n-ciclo ou em Z,, com o conjunto {1,2,--- ,n}
de vértices. E esse passeio é "prequicoso”, ou seja probabilidade % de ficar parado e pro-
babilidade % de mover no sentido hordario ou anti-hordrio.

Vamos construir um acoplamento (Xy,Y;) de duas particulas nesse espago, onde Xo = x

e Yo = y. Suponha que as particulas nao se movam simultaneamente para que nao haja
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um salto entre eles. Para cada movimento lancamos uma moeda, se o resultado for cara
a cadeia (X;) anda um passo e a direcao serd determinada em um langamento de outra
moeda, caso o resultado seja coroa o mesmo ocorre com (Y;) e quando as particulas coli-
dem eles fazem o mesmo movimento.

Seja D, a distancia no sentido anti-hordrio entre as duas particulas ( de x para y). Note
que D, € passeio aleatorio simples entre 0 e n. Usando o estudo da ruina do apostador

temos, que se encontra no capitulo 2 da referéncia [13];

E, (1) = k(n — k), onde T = min{t > 0; D, € {0,n}}. Dai estudando o tempo
de mistura, que denotaremos por tp.(¢) = min{t;d(t) < e} e usando a desigualdade de

Markov resulta.

[\

Eyy(7) <
t 4t

d(t) < maz{P, {7 > t}} < maz,,

1
Para ¢ = 1 denotaremos simplesmente por tms, neste caso obtemos t = n? onde

tmix S 7’L2.

Exemplo 2.3.5. Um toro d-dimensional é um grafo cujo conjunto de vértices é o produto

cartesiano
L8 =Ty X Ly X -+ X Loy .
d vezes
Dizemos que os vértices v = (x', 2%, 2% ey = (y', 9>, -+ ,y?) sdo vizinhos em Z2
se existe algum j € {1,2,--- ,n} de modo que v* =y' parai#j ex’ =y +1 mod n ou

2 =1y —1 mod n.
Quando n ¢ par, o grafo 72 € bipartido e associando a passeio aleatério vemos que é
periédico. Para evitar essas complicagoes, vamos considerar o passeio preguicoso em Z&,

a ideia é usar a teoria de acoplamentos para limitar o tempo de mistura deste passeio.
Teorema 2.3.6. Em um passeio aleatério preguicoso no toro d-dimensional Z.&
tmiz(€) < c(d) - n*logy(e71).
Onde c(d) é uma constante que depende da dimensao do toro.

Demonstragio. Vamos construir o seguinte acoplamento de Cadeias de Markov de (X3, Y;)
com Xy = x e Yy = y e considerar 7 o tempo das cadeias ficarem acopladas, ou seja,

7 =min{ X; = Y;} . O passeio serd construido do seguinte modo.

1. Escolha uma coordenada aleatoriamente.
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2. Caso 1: Se as coordenadas de X; e Y; coincidirem, entao elas andam juntas e com

1
probabilidade 71°%3 andam respectivamente 1, —1 e 0.

Caso 2: Se as coordenadas forem distintas, realize um langcamento de moeda para
decidir qual cadeia se movimenta e qual fica parada, apds a escolha, lance outra

moeda para decidir qual sera a direcao do movimento.

Considere X; = (thaXt27 T 7X;l) eY; = (Y;l?Y?a T 7Y7;d) e seja

7 = min{t > 0; X] = Y/}

O tempo que leva para a i-ésima coordenada ser acoplada. Note que para cada coor-
denada, o comportamento da particula coincide com o passeio aleatério no n-ciclo, como

visto no exemplo anterior. Assim, definindo D! como a distancia no sentido horério entre
2

X} e Y. Entao E(D; € {0,n}) < T
Mais ainda, definindo k; = min{D! € {0,d}|A coordenada i é escolhida}, obtemos
uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes cuja a distribuicao é a geométrica,

ou seja, que conta a quantidade de tentativas até chegar ao primeiro sucesso, dai

ki 0o u 0o u
E(r,)=E() X;) = Z ZXjP(ki =u) = Z E(Z X;)P(ki =u) =
j=1 u=1j=1 u=1 7j=1
00 [ee) 2
=S uE(X))P(k; =u) =d Y uP(k = u) = dE(k;) < d”z.
u=1 u=1
Portanto
2
B(r) < 2
(M <l

Usando a desigualdade de Markov com o teorema (2.3.2) concluimos que P(7 > t) <
1 ,n?
;dzz, no que acarreta , t,;, < d?n? e usando a relacio do t,,;, com t,,,(€) , para maiores
detalhes veja na na segao 4.5 da referéncia [13], temos

tmiz(2) < d*n*logy(e71).
[

Exemplo 2.3.7. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. A drvore comega enraizada
por um unico vértice que chamaremos de raiz. A profundidade do vértice v é a distancia
de v até a raiz. O nivel da drvore consiste em todos os vértices de mesma profundidade.
Os filhos de v sdo os vizinhos de v com a profundidade de v+ 1. A folha sao os vértices
de grau 1. Uma drvore b-dria com profundidade k, denotado por Ty, é uma drvore com

vértice vy sendo a raiz com.
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e vy tem grau b.
e Todo vértice de profundidade j, com 1 < j <k —1, tem grau b+ 1.

o Vértices de profundidades k sdo folhas.

9

Figura 5 — Uma arvore binaria com grau 3.

bk+1 -1
Assim o numero total de vértices é n = ——— . Vamos estudar o passeio prequicoso

b—1
em Tb,k-

Considere o sequinte acoplamento (Xy,Yy;), com Xog = x e Yy = y. Assuma, sem perda
de generalidade, que x¢ estd mais préximo da raiz do que yy. A cada movimento lance uma
moeda para decidir quem se move, se sair cara Y;i1 = Yy e Xy11 anda para um vizinho de
X, de modo aleatorio e uniforme, se sair coroa, entio X;v1 = X; e Yir1 anda para um
vizinho de Y.

Quando as cadeias estiverem no mesmo nivel, mude a dindmica. Considere X; em um
passeio prequicoso e X; se aproxima da raiz se, e somente se, Y; se aproxima da raiz. Seja
L o conjunto das folhas. Observe que se X; faz uma visita na folha e retorna a raiz, entao
as cadeias se acoplam. A esperanca do nimero de passos para sair da folha e chegar na
raiz € a mesma de iniciar da raiz e chegar na folha e digamos que T € o tempo para que

este evento ocorra. Por argumentos de redes, veja o capitulo 9 da referéncia [13] temos
E(1) < 4n. Entao

4
Po{r. >t} < 7”

O que nos leva a concluir que t,;, < 16n.
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Exemplo 2.3.8. Seja V' e C dois conjuntos finitos com |V| = n e |C| = k, sendo
V' o conjunto que representa os vértices e C as cores. Considere o espago de estados
Q c CV e uma cadeia de Markov M em Q0 com uma tnica distribuicdo estaciondria 7.
Intuitivamente cada estado é uma coloragdo de vértices, cuja transicao de estados ocorre
da sequinte maneira.

i) Selecione um vértice v € V' de acordo com uma distribuicao J fizada e uma cor
c € C de acordo com uma distribuicio Kx, em C que depende da configuragao atual X

e do vértice v
c se w=v

it) O novo estado X, serd definido por X,_,.(w) =
X(w) se w#w

Figura 6 — Como funciona as transicoes da cadeia.

Considere pares de estados que sao adjacentes em algum caminho e a métrica de

Hamming com H(X,Y) =[{v e V; X (v) # Y (v)}|.

Teorema 2.3.9. Seja Q = CV, e f = marxyeaievil — J(i) + Xjev J(J) || (Kx, —
Ky, |lrv;Y = Xise para algum ¢ e X # Y}. Entdo, se 3 <1 et > In(ne1)

In(B=1) 7
conclui-se que || py — 7 [|rv< €.

Uma explicacdao sobre 3, € que este valor € uma cota superior da esperanca da distancia

entre estados adjacentes apos um passo.

Demonstracao. Suponha que oy e 09 sao duas distribui¢oes de probabilidades em C'. Entao

definimos a seguinte distribuicao

max{0,01(c) — o9(c)} ‘

dTV(01,02)

(01— 02)+(C) =
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Para X,Y € CV, seja H(X,Y) adistancia de Hamming. Considere h = H(X,Y) e uma
sequéncia X = Zy, Z1,-++ ,Zp, =Y em CV tal que H(Z,_1, Z,) = 1 paraa € {1,2,--- ,h}.

Defina um acoplamento em M dos estados (X,Y) para (X', Y’) de acordo com o
seguinte experimento.

1) Escolha j € V de acordo com J e ¢y € C de acordo com Ky ;.

2) Para cada a € {1,2,--- ,h}, com probabilidade 1— || Kz, ;, — Kz, ,; |lrv, seja

Ca = Cq—1 Caso contrario selecione ¢, de acordo com (K, ; — K Z(H,J-)JF.

3) Assim o estado ¢é atualizado para (X', Y’), onde X' = X, ,,, e Y =Y, .
Note que a marginal de escolher ¢, de acordo com K, ; ¢ igual ao acoplamento 6timo

entre Kz, ; e Kz, , ;, em outras palavras, P(c, # co—1) =| Kz,; — Kz, 1 ||7v-

Usaremos o simbolo Z! para representar a atualizacao (Z,),—¢, € suponha que Z, e

Z,_1 diferem no vértice i. Entdo
E(H(Zy, Zy 1)) =1- P(H(Z,, Z, ) = 1) +2- P(H(Z, Z, 1) = 2)
=1-P(H(Z,,Z,_1) =0) + P(H(Z,,Z,_y) =2) =

1= J(0)P(cq = o]V =1) + Y J(j)Plca # cann|V = j) =

JFi
1= J@)1= || (Kzpi = Kzo_yi lov +D_J(G) | Kz,5 — Kz, 5 llov< B
J#i
Assim conclui-se que
h h
E(H(X'\Y")=E(_H(Z, Z,\) =Y E(H(Z,,Z, ,)) < ph=BH(X,Y). (27)
a=1 a=1

Ou seja, temos que H é uma contracdo pela esperanga. Ainda obtemos E (X3, Ys) <
BH(X',Y') e aplicando a esperanga em ambos dos lados, usando as propriedades da

esperanca e a equacao (2.7) obtém-se

E(H(X3,Yz)) < B2H(X,Y).

E(H(X,Y)) < B'H(X,Y) < f'n.

Logo P(X; #Y;) < f'n obtemos pelo Teorema 2.2.3 || s — 7 [|7v< B'n e através de
manipulagoes com logaritmo conclui-se que || i — 7 ||rv < €.
[



50 Capitulo 2. Acoplamentos

O Teorema da Convergéncia por si s6 é visto como um resultado muito interessante
na teoria de cadeias de Markov. Sabemos que ao considerar uma cadeia de Markov com
transicao P, se P for irredutivel e aperiddica, entao existe uma tnica distribuicao esta-
cionaria. O Teorema da convergéncia estima o tempo que leva para que a distribuicao
convirja para a estacionaria. Antes de enunciar e demonstrar o Teorema da convergéncia,

vamos apresentar a nocao de cadeia de Markov aperiddica

Defini¢ao 2.3.10. (Cadeia aperiddica) Considere uma cadeia de Markov com matriz de
transicio P e seja ¢¥(x) = {t > 0; P'(x,x)} o conjunto dos tempos possiveis da cadeia
voltar para o instante inicial x. O periodo do estado x € definido pelo mdximo divisor
comum de (x) e caso o periodo seja igual a 1 para todos os pontos x € ), entdo dizemos

que a cadeia € aperiodica.

Teorema 2.3.11. (Teorema da Convergéncia) Suponha que P € irredutivel e aperiédica

com distribuicao estaciondria . Entdo existe uma constante a € (0,1) e ¢ > 0 tal que
matqcq || P'(z,") — 7 ||7v< cal. (2.8)

Demonstrag¢io. Usando o teorema (2.3.2) com v = 7 e y = 0, chegamos que

| 7w —p'(x,) |< Po(a > t). (2.9)
Vamos mostrar que P,(7, < co) = 1 para todo = € €, para isso considere o acopla-
mento (Xy,Y;) de duas cadeias com Xy ~ 0, e Yy ~ m. Como P é irredutivel e aperiddica,
usando a proposigao 1.7 da referéncia [13] temos que existe r, f = min P"(x,y) > 0 fixando
xg € Q e denotando {X, # xo,Y, # xo} = A,, obtém-se que
P(A) <18

Usando noc¢oes basicas de probabilidade condicional temos

P(Ay|A,) <1-—0.

P(Ay) < (1-5)%

E usando indugao, conclui-se que

P(A) < (1 —=p)k

Portanto quando k tende ao infinito, entao P(r > kr) tende a zero, ou seja, P(7, <
o0) = 1 e ainda, usando a nogao de divisao Euclidiana podemos escrever t = kr + rg e

assim

P(ry,>1t) = P(1a > kr +19) < P(1, > k1,74 > 1) =
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o1

= P(1, > kr) < (1 - p)~.

t—rg

Pra>t)<(1=Bf=01-8)"7 =(1-p8)"-

S =

)t

<((1-5)
Por (2.9) e substituindo (1 — 3)* por a, conclui-se que

| =Pz, ) [[<c-a.

—rg

(1-p)7 <
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3 Problema de Monge Kantorovich

Os problemas de Monge e Kantorovich estao contextualizados na teoria do transporte
6timo, que nasceu na Franca em 1781, com o artigo de Monge. Essa teoria ganhou um
destaque devido a diversos pesquisadores em diferentes areas da Matematica ter relacio-
nado em suas pesquisas. Estes problemas nao sao apenas importantes na Matemaéatica, em
1975 Kantorovich e Tjalling Koopmans ganharam o prémio Nobel da economia pelas suas
contribuigoes nesses problemas. Neste capitulo vamos apresentar os problemas de Monge
e de Kantorovich, verificar a relagao entre os problemas, encontrar condi¢oes para que o
problema tenha solucdo e mostrar uma aplicacao destes problemas que é demonstrar a

desigualdade Isoperimétrica. As principais referéncias desse capitulo sao [1] e [16].

Neste capitulo faremos uso de conceitos estudados como Topologia, Fun¢dao Semicon-
tina e Analise Convexa no decorrer dos resultados, para demonstragdo dos principais re-
sultados desse trabalho, como o Teorema Fundamental do Transporte Otimo e o Teorema

de Brenier.

3.1 Monge X Kantorovich

Relembre que, um acoplamento de p e v é a construgao de duas variaveis aleatérias

X e Y em um mesmo espago de probabilidade (€2, P), tal que X ~ peY ~ v.

O objetivo deste capitulo é apresentar o problema de Monge e o problema de Kan-
torovich, que dados duas medidas, minimizar uma determinada fun¢ao cujo dominio é o
conjunto de todos os acoplamentos. Esses problemas nos levam a estudar um pouco mais

sobre acoplamentos, retornaremos com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.1. Sejam p = v = b(1, %) a medida de probabilidade, que podemos asso-
ciar a um lancamento de uma moeda justa e fixe os sequintes espagos de probabilidade

(Xa]:lnu)) (yPFQvV) € (Xxy7-7:1 Xqu,y)'

1) Defina duas varidveis aleatorias independentes tal que v(X = z,Y =y) = %. Note

que de fato (X,Y) formam um acoplamento de p e v pois

YovX =Y =y) = p(z).

yeY

Yo X =z Y =y)=rv(y).

TeX
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Ou seja, conclui-se que X ~ peY ~ v.

2) X =Y € um outro exemplo de acoplamento de u e v.

Dada duas distribuicoes de probabilidades p e v sempre é possivel realizar um acopla-
mento, por exemplo m = p X v, o primeiro acoplamento do exemplo anterior, que ¢ um

tipo de acoplamento trivial.

Observando com mais detalhes, pode-se notar que no primeiro acoplamento do exemplo
acima, o resultado da variavel aleatoria X nao traz nenhuma informagao nova sobre a
variavel Y. J& o segundo caso, a informagao do resultado de X determina completamente

o resultado de Y e esse fato motiva a nossa proxima definigao.

Definigao 3.1.2. (Acoplamentos deterministicos) Um Acoplamento (X,Y') é dito deter-

ministico se existe uma fung¢ao mensurdvel T : X — Y tal que T(X) =Y.

Exemplo 3.1.3. Considere Q = {cara, coroa}, p =v = ber(%) e X,Y wariaveis aleato-

rias em € tal que

-1, se w = cara. 1, se w = cara.
X(w) = ’ Y(w)=4{ "~
1, se w = coroa. —1, se w = coroa.

Neste caso (X,Y) é um acoplamento de pu e v desde que X ~ p eY ~ v, a conclusio

deste exemplo é que o acoplamento (X,Y) é deterministico comY =T(X) = —X.

Dizer que um acoplamento (X,Y") é deterministico é equivalente a qualquer uma das

condic¢oes abaixo

a) (X,Y) é um acoplamento de x e v cuja distribuigdo 7 é concentrada em um grafico

de uma funcao mensuravel 7' : X — ).
b) X ~peY =T(X), onde Typ =v. (Onde Typ = poT™1).

¢c) X ~peY =T(X), onde T é a mudanga de varidveis de p para v, ou seja, para

toda funcao r—integravel vale:

[ o) dvy) = [ o(T(@) duz).
d) m=Id,T)xp.

A aplicacao T que aparece nas sentencas acima é chamada aplicacdo transporte indu-
zido por T'. Informalmente, a aplicagao 1" transporta toda massa em x, representada com

medida p(x), para o compartimento y = T'(z) de medida v(y).
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O problema de Monge, informalmente, é fixado duas medidas de probabilidades, uma
em um conjunto X e outro em um conjunto ), encontrar uma aplicacao 7" : X — Y
de modo que toda a massa em X seja transportada para ) com o menor custo possivel.

Segue abaixo o problema de Monge de modo formal.

Problema 3.1.4. (Monge) Sejam p € P(X) e v € P(Y) duas distribuicoes de probabi-
lidade e considere uma fungao, chamada custo, ¢ : X x Y — R U {oco}. O problema de

Monge é minimizar a fungdo

T /X c(z, T(x)) du(z). (3.1)

Sobre todas as aplicagoes transporte T tal que Typ = v. Em outras palavras, queremos

minimizar sob todos os acoplamentos deterministicos de v e v a funcao

/Xxyc(x,y)dﬂ(x,y) sendo w= (Id,T)up. (3.2)

Independente da escolha da fungao custo ¢, o problema de Monge pode nao ser bem

posto por que:

e A aplicacao transporte, T, pode nao existir, por exemplo, seja p uma Dirac e v
uma nao Dirac, ao supor que existe uma aplicagdo T que satisfaz o item (b) nas

condigoes acima conclui-se que v é uma Dirac o que é um absurdo.

o A restricdo Ty = v pode nao ter uma sequéncia fracamente fechado, com respeito

a topologia fraca.

Um fato importante na teoria de acoplamentos, nem todo par de distribuicoes i e v
possui acoplamentos deterministico. Uma maneira de superar essas dificuldades é relaxar
o problema, minimizando a fun¢ao sob todos os acoplamentos ao invez de minimizar com
respeito a todos os acoplamentos deterministicos. Com essa motivagao sera apresentado

o problema de Kantorovich.

Problema 3.1.5. :(Kantorovich) Nas mesmas condigoes do problema anterior, queremos

minimizar a fungao em ADM (u,v), que é o conjunto de todos os acoplamentos de 1 e v.

¥ —>/ c(x,y)dy(z,y) sendo ~v € ADM (u,v). (3.3)

Lembrando que, quando dizemos v ¢ um acoplamento de p e v temos.

YA x V) = u(A) VA€ B(X).

(X x B)=v(B) VB e B(Y).
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Equivalentemente tem-se que (Projx)sy = p e (Projy)xy = v. O valor de y(A x B)
representa a quantidade de massa que é levada de A para B. Algumas das vantagens do

problema de Kantorovich sao:

o ADM (p,v) nunca é vazio, pois contém a medida produto p X v, ou seja, y(Ax B) =
u(A) - v(B).

e Plano de transporte, ou seja, acoplamentos inclui acoplamentos deterministicos,

desde Ty = v implica que v = (Id x T)gpp € ADM (1, v).

e Minimo sempre existe sob certas hipoteses na fungao custo, como veremos no Teo-
rema (3.1.12).

Geometricamente, o que diferencia o problema de Monge para o de Kantorovich é
que no problema de Monge cada massa x € X ¢é totalmente transportada para algum
T(z) =y € Y, ja no problema de Kantorovich é possivel que exista algum z € X na qual
a sua producao é dividida e distribuida em mais filiais, digamos y1, ys, - - -y, € V. Veja na

figura abaixo a comparagao dos problemas.

Figura 7 — Problema de Monge Figura 8 — Problema de Kantorovich

O teorema que sera provado no final desta secdo nos diz que, nas condigdes do pro-
blema de Kantorovich quando a funcdo custo ¢ é semicontinua inferior, entao existe o
acoplamento que satisfaz o minimo em (3.3). A ideia da prova do teorema passa pelo fato
de que uma func¢ao semicontinua inferior em um compacto assume minimo. Dai, é preciso
fazer um estudo sobre acoplamentos e espacos Polonés.

Uma observagao importante é que pelo fato do espaco X ser separavel, temos que a

topologia fraca é metrizavel, para mais detalhes veja [1].

Definicao 3.1.6. (Tight) Uma familia I C P(X) é dita tight se para todo € > 0 existe

um conjunto compacto, que depende de €, K. C X tal que para toda medida 1 € K tem-se
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wX — K,) <e.

Exemplo 3.1.7. Quando X é um espago Polonés (ou seja, espago métrico separdvel
e completo). K = {u} € tight. De fato, como X € separdvel entao existem elementos
{1, 29, -} tais que fixado € > 0

X = | ) B(zn,¢).

P C

Assim considerando K,, = U B(x,,¢) tem-se que a medida p do complementar de
n=1
K,, tende a zero. Como uniao finita de compactos é compacto usando a defini¢io de

convergéncia, conclui-se que p € tight.

Exemplo 3.1.8. Nas mesmas condigoes do exemplo anterior. ADM (u,v) € tight, pois
basta observar que para cada v € ADM (u,v) vale

YVAX =K xY—Ky) <HX - K xY)+9(X x Y — Ks) = (X — Ky) +v()Y — Ky).

Entao de sorte que p e v sao tight, chegamos a conclusio de que ADM (u,v) também

z

o0 €.

Exemplo 3.1.9. X = (0,1) considere a familia KK = {6,;x € X'}. Afirmamos que K nao
¢ tight. De fato,
Para cada compacto K e para 0 < € < 1, existe um elemento xx no complementar de

K pois (0,1) nao é compacto e assim obtemos que 0., (X — K) =1>e.

O teorema a seguir faz uma conexao entre uma familia tight com conjuntos relati-
vamente compactos (ou seja, o fecho do conjunto é compacto). Essa relacao é um passo
importante para nossa demonstracao do teorema de existéncia de minimo no problema
de Kantorovich. O teorema enunciado a seguir por si s6 tem uma grande importancia em

Anilise.

Teorema 3.1.10. (Prohorov) Seja (X, d) um espago métrico Polonés. Entao uma familia
K C P(X) é relativamente compacto com respeito a topologia fraca se, e somente se, €
tight.

Demonstracao. Vamos provar apenas que se K é relativamente compacto, entao IC é tight,
em outras palavras, para cada € > 0, deve-se encontrar um conjunto compacto K C X

tal que para todo p € K.

(X — K) <e.

Para justificar este resultado, sera usado o seguinte roteiro.



98

Capitulo 8. Problema de Monge Kantorovich

e Fixe ¢ > 0, entdo que para toda cobertura por abertos {U,;}ieny de X' | existe um

inteiro k tal que para toda medida p € K.

i=1

Caso contrario, existe € > 0 tal que para todo k, existe uma medida p; € K tal que

k

i=1
Assim tomando quando necessario uma subsequéncia de {yu} , existe uma medida

w tal que p — p quando k tende ao infinito. Dai pela proposigao (1.3.16)

n n k;
w(J U;) < lirginf s (L Ui) < lin_1>inf i, (| Ui) <1 —¢ para todon € N.
i=1 JTree i=1 Jree i=1

oo n
Mas Como X = |J U; chegamos em um absurdo, pois 1 = u(X) = lim,, 0o p(U U;) <
i=1 i=1
lim, ool —c=1—¢.
e Usando que X é separdvel, existe um conjunto enumeravel D = {ay,---} denso em
X. A partir do conjunto D, construiremos uma cobertura de X, a saber, para cada

oo
m > 1 consideremos a cobertura formada por U B(a;, ).
=1

1=
e Pela primeira afirmacdo obtemos para cada m > 1 , existe k,, tal que para toda

medida p € K tem-se

k
" 1
B(a;,—)) >1— 27,
(U Bla 1) > 1=

00 km __
e Considere o conjunto K = N U B(ay, %) e observe que K ¢é fechado, pois uniao
m=1i=1
finita de fechado é fechado e a intersecao enumeravel de fechados é fechados. Mais

ainda, é possivel concluir que K é limitado, pois para cada § > 0 podemos tomar

km,
m > % e obter que K C U B(a;,d) no que acarreta que K é totalmente limitado e
i=1

portanto é limitado e assim K é compacto com respeito a topologia fraca, obtemos

assim

oo km 1 00 km 1
p(x = 1) = (U U Blow ) < 3 (U Blan, ) =
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Portanto, conclui-se que K é tight. Conclusao, se K é relativamente compacto, entao
K é tight.

A prova da reciproca pode ser encontrada na referéncia [4] na segdo 5 do capitulo 1.
O

Lema 3.1.11. Considere X e espagos Poloneses, entao conjunto ADM (u,v) é convero

e compacto com respeito a topologia fraca.

Demonstracao. Compacidade com respeito a topologia fraca segue do teorema de Proho-
rov combinado com o exemplo 3.1.8 e o fato de que o conjunto ADM (u,v) ser fechado.
Resta justificar a tdltima afirmativa, seja {v,}nen uma sequéncia em ADM (u,v) com

Yn — 7Y, DOte que
V(A XxY) = lim 7,(A x Y) = lim u(A)

Y& X B) = lim (X x B) = lim v(t)

portantoy € ADM (u,v). Para justificar a Convexidade considere v, e yo € ADM (u, v)

arbitrarios e para cada t € (0, 1) defina oy por

oi(-) = tm() + (1 =)().

Vamos verificar se o; pertence ao ADM (u, v) para todo t, qualquer que seja o conjunto
mensuravel A C X e B C Y temos

Oi(AX V) =t (A x V) + (L= 1) - 3(Ax D) = t- u(A) + (1~ 1) - ulA) = p(A).

De forma analoga conclui-se que o;(X x B) = v(B). Portanto o; pertence a ADM (1, v)
para todo ¢t em (0, 1).
U

Teorema 3.1.12. Seja ¢ : X x Y — R U {oo} uma funcao semicontinua inferior e

limitada inferiormente, entao existe um acoplamento em ADM (u,v) que minimiza a

fungio Y(v) = [c(x,y) dv .

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao nos seguintes passos

e Usando o lema 3.1.11, temos que o conjunto ADM (u,v) é compacto com respeito

a topologia fraca.

e Pela proposicao (1.4.5), existe uma sequéncia de fungoes continuas {cx} tal que

e, e
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e Considere Yy (y) = [ cx(z,y) dy em ADM (u,v), note que vy, é continua para todo
k € N, usando o teorema da convergéncia mondtona, obtemos v " 1, que nos
leva a concluir, também pela proposi¢ao (1.4.5) que ¥ é uma fun¢do semicontinua

inferior.

e Pelo item anterior temos que v é uma funcao semicontinua inferior, usando a compa-
cidade de ADM (p,v) e o teorema (1.4.3) nos garante que existe um v* que assume

valor minimo da fungao .

]

Vale ressaltar no teorema acima que se a fungao custo for semicontinua, entao existe
um acoplamento que resolve o Problema de Kantorovich. O exemplo a seguir mostra um
exemplo no problema de Kantorovich cujo o custo é uma funcao semicontinua inferior e

nao continua e mesmo assim podemos garantir a existéncia do acoplamento 6timo.

Exemplo 3.1.13. Seja X =Y =R, considere o Problema de Kantorovich para as medi-

das p e v com

1 caso contrdrio

0 se (z,y) = (0,0)
c(z,y) =
Entdao o teorema nos garante que existe um acoplamento otimo e mais ainda basta

considerar qualquer acoplamento que concentre a maior massa possivel em (0,0), ou seja,

basta considerar vy um acoplamento de e v com v(0,0) = min{u(0), v(0)}.

Um fato importante na teoria de acoplamentos é que todo sub-acoplamento (acopla-
mento restrito a um subconjunto de X x )’) de um acoplamento 6timo é ainda étimo, em
outras palavras, para cada transporte 6timo, qualquer sub-plano é ainda 6tima. Este fato

decorre do teorema a seguir.

Teorema 3.1.14. Sejam (X, ) e (V,v) dois espagos poloneses, a € L*(n), b € L'(v),
recorde que L'(p) = {f : X — R; f é mensurdvel, [, |f| du < oo}. Considere c: X xY —
RU{oo} fungio mensurdvel tal que c(z,y) > a(x)+b(y). Seja C(p,v) o custo do transporte
otimo de p e v, assumindo que este custo € finito, considere ainda m € ADM (u,v) um
plano de transporte otimo e ©' uma medida nao negativa em X X Y, tal que 7’ < 7 e
/(X x YY) > 0. Entdo

/
2 Q

(X x )
¢ um plano de transporte dtimo entre suas marginais i’ e v'. Mais ainda, se m € o

inico plano étimo de i e v, entdo ©” é o unico plano dtimo entre ' e V.

Demonstracao. Suponha que 7”7 nao seja um transporte 6timo, entdo existe uma medida

v tal que



3.2. Cliclo mondtono e a dualidade de Kantorovich 61

/

(Projx)yy = (Projx)m” = .
(Projy)yy = (Projy)n” = v/".

/Xxyc(x,y) dvy(z,y) </ oz, y) dr”.

XxY
Considere T = (m — ') + Z'y , onde Z' = 7/(X x V) > 0. Assim 7 tem a mesma
marginal de 7 e ainda temos que o plano 7 tem um custo menor do que 7, o que gera uma
contradicao. Conclusao 7”7 é um plano 6timo e a unicidade se justifica de modo analoga.

O

Exemplo 3.1.15. Se (X,Y) é um acoplamento dtimo de p ev, e Z C X x Y tal que
Pl(X,Y) € Z)] > 0, entio o par (X,Y) condicionado a Z, é um acoplamento dtimo de
(i, V"), onde (/€ a distribuicio de X condicionado com o evento "(X,Y) € Z "ev' éa

distribuicao de 'Y condicionado ao mesmo evento.

3.2 Ciclo mondtono e a dualidade de Kantorovich

Para continuar o estudo de acoplamentos vamos fazer um estudo sobre dois conceitos
na teoria de transporte 6timo. O primeiro é uma propriedade geométrica chamada c-
ciclo monotono e a segunda ¢ o problema dual de Kantorovich. Esses tais conceitos tem
uma grande importancia neste trabalho, pois um dos principais resultados envolvendo os
problemas de Monge e Kantorovich estd baseado no fato de um determinado conjunto
ser ou nao c-ciclo monétono. Iniciaremos estudando estes conceitos através do seguinte

exemplo.

Exemplo 3.2.1. Considere X o conjunto das filiais de uma empresa que fabrica refri-
gerantes e Y uma grande franquia de lanchonetes, com filiais X = {x1,x9, -+ ,x,} €
Y =A{y1,vy2, ,Ym}. Deve-se transportar produtos da empresa X, na qual a propor¢io
fabricada por cada filial € associada a uma medida de probabilidade, para ), cuja de-
manda de cada fabrica também estd associada a uma medida de probabilidade. Cada filial
x; produz uma determinada quantidade de refrigerantes e cada filial y; precisa de uma
determinada quantidade do produto de X .

Considere uma fungio custo ¢ : X x Y — R, onde c(z;,y;) significa o custo do
transporte por unidade de z; para y;. O objetivo do problema € transportar os produtos da
empresa X para Y com o menor custo. Escolha um plano de transporte v, sendo y(z;,y;)
o quanto de produto devemos levar de x; para y;.

Como existem reclamagoes de que o custo do transporte inicial é muito alto, entdo
a tentativa € escolher outro plano com o intuito de reduzir o custo. Para tal proposito

escolha uwma empresa x1 e envie a unidade da producao que era destinada a Yy, para ys,
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assim o lucro é de c¢(x1,y1) — c(x1,y2). E claro que resulta excesso de produto de yo, entdo
repassa o restante para ys3 e assim sucessivamente. Com esta alteracio na distribuicdo

temos um movo plano de transporte, que é melhor do que o antigo se, e somente se,

n n

(i, yiv1) < Zc@jhyi)

1 i=1

(2

onde convencionamos que Yni1 = Y1, se m = n. Entdao se encontrarmos ciclos (x;,y;)
em seu plano de transferéncia que cumpre a desigualdade estrita acima, certamente este
plano nao é étimo. Reciprocamente, se ndo encontrar um outro plano que cumpre a de-
siqualdade estrita acima entdo seu plano nao pode ser melhorado, em outras palavras, o

plano inicial se torna otimo. Fsse fato motiva a sequinte definicao.

Definicao 3.2.2. Sejam X,Y conjuntos arbitrarios e uma funcao custo ¢ : X x Y —
RU{oc}. O subconjunto T' C X x Y € dita c-ciclo mondtono se, para todo n € N, toda
permutacao o de {1,2,--- ,n} e toda familia (x1,11), (T2, y2), -, (Tn,Yn) pontos de T,

temos

n n

Z e, y:) < Z (4, Yo(i)-

i=1 =1

O plano de transferéncia € dito c-ciclo mondtono se a medida € concentrada em um

conjunto c-ciclo mondtono.

Apoiado na intuicao da defini¢do acima mostraremos que um plano é 6timo, se o su-
porte do plano é um c-ciclo mondétono e vale ressaltar que a reciproca vale sob certas
condig¢oes. Antes de justificar, vamos apresentar um outro conceito importante é o pro-
blema dual de Kantorovich. Enquanto o problema central do original ¢ minimizar o custo,
no dual é maximizar os lucros.

Imagine que uma transportadora ofereca um servico para cuidar do seu problema de
transporte, comprando o produto da empresa X e depois vendendo o mesmo para ).
O que acontece no meio do caminho e o modo da distribuicdo nao é mais relevante no
problema. Seja ¢ (z;) o preco da unidade do refrigerante na filial z; e ¢(y;) o preco de
venda da unidade do refrigerante para a padaria y;.

Aceitando o servigo da transportadora, o prego pago pelo transporte é ¢(y) — ¥ (x),
ao invés do custo original de ¢(x,y). Claro que para cada unidade de refrigerante, se a
quantidade tiver uma proporgao u(dx) de x, entao o prego total do produto pode ser dado
por ¥ (x)u(dz). De modo a ser competitiva, a transportadora precisa configurar os pregos

de tal forma que

o(y) —Y(z) < c(z,y), Para todo(z,y) € X x Y. (3.4)
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No problema anterior, queriamos minimizar o custo, agora o objetivo do problema é
maximizar o lucro da transportadora e isto nos leva naturalmente ao problema dual de

Kantorovich.

Problema 3.2.3. (Problema dual de Kantorovich) Sejam p € P(X) e v € P(Y) duas

distribuicoes de probabilidades. O problema dual de Kantorovich consiste em maximizar

supd | 6(s) dv(y) ~ [ () du(e);oly) ~ v(x) < el,)} (3.5)
ondep: X - R ed:Y — R sio duas fungoes reais com 1 € L' (u) e ¢ € L*(v).

Com a intervencao da transportadora, o embarque de cada unidade de refrigerante nao
custa mais do que custava quando se lidava com o transporte; é natural que o supremo

de (3.5) ndo é maior do que o custo do transporte 6timo, note que

supd [ 0ly) dvly)~ [, 0(2) dn(e): o)) < cla)k < it (] elr.y)dn(r.y),

m€ADM (p,v)

O par de fungoes (¢, ¢) é dita competitiva se cumpre (3.4).

Dado uma filial y, é claro que a transportadora deseja aumentar o maximo possivel o
prego de ¢(y), ou seja, que o prego é igual ao infimo de i (z) + ¢(x,y), dentre todas as
filiais  em X. Analogamente, dado x, o preco ¥ (z) deve ser supremo de ¢(y) — c(z,y)

dentre todas as filiais y em ). Definimos que o par de preco é tight se

{ P(y) = infrex(¥(v) + c(z,y) (3.6)

P(x) = sup,ey(o(y) — c(z,y).

Intuitivamente, um par de pregos é tight se é impossivel aumentar o preco de venda e
baixar o preco de compra, sem perder a competitividade.

Considere o par de pregos competitivos (¢, 1) qualquer. Podemos sempre melhorar o
par substituindo ¢ por ¢, (y) = inf,cx{(x)+ c(z,y)}. Portanto podemos melhorar ainda
mais substituindo v por ¢1(z) = sup,cy{¢1(y) + c(x,y)}, entdo o par (¢1,%1) é ainda
competitivo e é melhor ou igual ao par anterior. Naturalmente a partir de (¢1, 1) pode-
mos repetir o processo gerando o par (¢, 1) e consequentemente através de n iteragoes
podemos gerar o par (¢,.1,) melhor do que todos os pares anteriores, mas o que ocorre
¢é que este processo além de ser estacionario, basta realizar uma iterada, ou seja, ¢ = ¢o
e =1y .

De fato, vamos mostrar que ¢; = ¢, e o outro caso sera analogo. Sabemos que para
todo y € Y temos ¢1(y) < ¢o(y), resta mostrar que vale a outra desigualdade, mas note
que usando as definigoes de cada funcao e o fato de que o para (¢,) ser competitivo

temos

P2(y) < P1(x) + c(z,y) = sup{p(2) — c(z, 2)} + c(x,y) < P(x) + c(z,9).

z€Y
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No que acarreta ¢2(y) < ¢1(y) e consequentemente a igualdade.

A partir desse fato pode-se concluir, que usando apenas uma iteracdo no par obtemos
o prego tight. Entao quando consideramos o problema dual de Kantorovich, faz sentido
concentrar nossa atengao no par de precos dados por (3.6). Dada uma fungao ¢ pode-
mos reconstruir ¢ em termos de 1), assim podemos considerar que a tnica informacao
desconhecida do problema, digamos que seja, a funcao 1.

Mas esta funcao desconhecida nao pode ser qualquer funcao, pois é necessario que a
Y satisfaga (3.6), o fato que garantir que ¢ cumpra tal condigao é se, e somente se, 1) for

uma func¢ao c-convexa, que motiva a proxima defini¢ao.

Defini¢ao 3.2.4. (c-converidade) Sejam X e Y conjuntos quaisquer e ¢ : X X )Y —
R U {oo} uma fungao custo. Uma fungio ¢ : X — RU {oo} € dita c-convexa se nao é

constante 0o, e se existe uma fungio & 1Y — R U {00} tal que

Ve e X (x) = sup(£(y) — c(z,y))- (3.7)

yey

Definimos sua c-transformada sendo uma fungdo 1. onde

VY€V wily) = ink (U(x) + c(z,))

A defini¢ao da subdiferencial de uma c-convexa v é definida por

O = {(z,y) € X x Vi¢(y) —¥(x) = c(z,9)}.

Ou equivalentemente, (z,y) € 0.1) se

VzeX () +clz,y) <9(2) +clz,y).

Mais ainda,

Ocp(x) = {y; (x,y) € O}

Note que pela definigio apresentada acima, 0.0 € um conjunto c-ciclo mondtono

Exemplo 3.2.5. Seja (X,d) espago métrico e considere c(x,y) = d(x,y). Entio uma
fungdo ¢ € c-convexa se, e somente se, 1) € uma funcdo lipschitziana com a constante
tgual a 1. Mais ainda, a sua c-transformada € a propria funcao. De fato, suponha que
W seja uma fungao c-convexa, entio existe uma fungio & que cumpre a condi¢io (3.7),

assim usando a desiqualdade triangular, obtemos para quaisquer x,y € X.

Y(y) =sup&(z) —d(z,y) > sup&(z) — d(z,x) — d(z,y) = ¥(z) — d(z,y).

zEX zeX
No que implica que d(z,y) > ¥(x) —¥(y), e portanto ¢ é Lipschitziana. Reciproca-

mente, considere 1 Lipschitziana, entao observe que (x) < (y) + d(x,y) vale para
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quaisquer x,y € X, em particular, fitando y obtemos que Y(x) — d(x,y) < P(y) e
consequentemente Y (y) > sup,cx ¢¥(z) — d(z,y) e para x = y, obtemos que Y(y) =
SuUp,cy ¥(x) —d(z,y) e portanto v é uma fungao c-convexa com sua c-transformada sendo

ela mesma.

Exemplo 3.2.6. ¢(z,y) = — < z,y > em R" x R", a importancia deste exemplo se deve
ao fato de que uma fung¢io ¥ : X — R U {oo} € c-conveza, se e somente se, 1 é uma
fungao semicontinua inferior e convexa, para maiores detalhes veja a referéncia [1], na

secao 1.2.

Dada uma funcao v definida em X, entao sua c-transformada ¢ uma funcao definida
em ) e reciprocamente, dada uma funcao em ), pode-se definir a sua c-transformada em
X. Essa simetria de fungoes entre X e ) e inspirado na equacao (3.4), podemos definir a

nocao de funcao c-concava.

Defini¢ao 3.2.7. (c-concavidade) Com a mesma nota¢io da definigio anterior, uma
fungao ¢ : Y — RU{—o0} € dita c-concava se nao € identicamente —oo e se existe uma
fungao ¥ : X — RU{£oo} tal que ¢ = ..

Definimos sua c-transformada, uma fungao ¢° definida por

Ve e X ¢%x) = supyey{o(y) — c(x,y)}.

FE sua c-superdiferencial é um conjunto c-ciclo mondtono definida por

0°p = {(z,y); o(y) — ¢°(x) = c(z,9)}.

Ou equivalentemente,(x,y) € 0°¢, entdao para todo z € X temos

¢(x) — c(r,y) = ¢(2) — (2, y).

Uma observacao importante sobre as defini¢oes acima, no caso X = ), que pode ser

justificado diretamente da defini¢ao, se uma funcao v é c-convexa, entao —1) é c-concava,

0 = 0°(—1).

Teorema 3.2.8. (Fundamental do Transporte Otimo) Seja ¢ - X x Y — R uma fungdo
continua e limitada inferiormente e sejam pu € P(X) e v € P(Y) tal que para algum
a€ L' (u) ebe LY (v) cumpre

c(z,y) < a(x) + b(y). (3.8)

Para v € ADM (1, v) as sequintes condigoes sio equivalentes

i) v € um acoplamento étimo.
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i) supp(vy) € um conjunto ciclo mondtono, onde

supp(y) = {(z,y);v(V) #0) VV, (2,y) € VL,V €y mensurdvel}.
iii) Eziste uma funcdo c-concava ¢ tal que max{¢p,0} € L'(v) e supp(y) C 0.

Demonstra¢io. Primeiramente Note que por (3.8) temos que a fungdo maz{c,0} é

integravel e ¢ € L'(y') para todo acoplamento v € ADM (u,v). De fato,

/Xxy(:z:ydfy</ x) du(x +/ < 00.
i) = ii)

e Vamos supor por contradi¢ao, entdao existe um numero natural N e pares

(z1,91), -+, (2, yn) € supp(y) e alguma permutagio o de {1,2,---, N};

N N

Zc(xjmy] Z C\Tj; Yo (j)

e Pela continuidade da fungao c¢ existem abertos U; > x; e V; € y; para cada

i€{l1,2,--- N} eainda que para todo i temos que U; x V; C supp(y) tal que

N
Zc(uj,v] > Zc Uj,V0())  V(usv;) C U x V. (3.9)
Jj=1 Jj=1

e A ideia é construir uma "variacao'y’ = 1 + - com o intuito de contrariar a

minimidade de v, para isto a medida n deve satisfazer

A) n~ <, ou seja, a parte negativa da medida 1 é menor ou igual a .
B) Nulo na primeira e segunda marginal, ou seja, n(X, B) =0e n(A,)) =0.
C) [ ¢ dn é negativa.
e Considere Q = II}_ | U; x V; e P € P(Q) definido por
P() =T, ()
e

)

onde m; = v(U; x V;). Defina n por

N

”:W > (7, m o)y P — (7%, 7). P.

7=1
Note quen = nt—n~, cumpre as condig¢oes acima. De fato considere Ax B C €

mensuravel, entao AU B = U A;jUB;j,onde A; x B; CU; x V.
j_
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min; m; mimn; m;

(A~ (AxB) = " (s, 9) (Ax B) = TS (s, ) (A,
min; m;
B;) = N S P(Uy x Vi, e e L Ay X By Uj X Vi, -+ Uy x V) =
min; m; .y V(A; xB;) _ ~v(AxB)
N < < .
N Z]:l m] — N = 7(14 X B)
(Byn(AxY) = TSN (7l 7o)y P(A; x V) — (70, 75) 4(A;x V) = 0

N
pois note que nao existe um conjunto em {2 tal que a imagem desse conjunto

pelas projecoes seja A; x V.

(@) [elz,y) dn(z,y) = [c(z,y) dp*(z,y) — [ c(z,y) dn~(z,y) <0, por (3.9).
Portanto segue a prova.

e Vamos provar primeiramente que se um conjunto I' C X x ) ¢ ciclo mo-

nétono, entao existe uma funcao c-concava ¢ tal que max{¢,0} € L*(v) e

' C 0%.

e Fixemos (Z,7) € I' e observe que se existir uma fun¢do ¢ que cumpre as

condigoes acima, entao para toda escolha de (x;,y;) € ' temos

o(y) — 6°(z) = c(z,y) se (a,y) €. (310)

Usando vérias vezes as expressoes em (3.10), obtemos a possivel candidata

{ww—wuhxmw V(z,y) € X x V.

¢(y) < (a1, y) + 0°(21) = clwr,y) — c(z1,51) + ¢(y1) <
(c(z1,y) — c(@1,41)) + (a2, 41) + 0°(2)
= (c(@1,y) — c(@1, 1)) + (c(@2, 41) — c(@2, 92))
0% (w2) < -+ (c(@1,y) — c(z1,11))
+(c(@2,p1) = (@2, 42)) + -+ + (T, yn) — (T, 7)) + 0(1).

e O que motiva a considerar a seguinte funcao candidata

o) = It (e, g)—cln ) (e, )=, i)+ el ) (2.
(3.11)

Por (3.11) sabemos que ¢(7) < 0, pois basta tomar N = 1 e (x1,y1) =

(Z,7) e ainda por I' ser um conjunto ciclo mondtono, obtemos que ¢(g) > 0,

no que acarreta ¢(y) = 0.
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e ¢ ¢ uma fungdo c-concava, pois definido ¥ (z) = infy, (4, er —c(z,y1) +

(2, 1) — ez, 12)) + - + (¢(F, ) — (7)) , assim

¢c(y) = ;Iel)f( C([E, y)+¢(1]) = inf {C(ZL‘, y>_C(I7 y1)+ ’ '+(C(T7 yn)_c(fu y)) <

N,z€X,(zj,y;)€T

< : f 7 _ , + e + *7 n) — *7 m — .
S el oertel@y) — @) (T, yn) — c(T,7)) = 6(y)

E ainda, para x; = x temos que

¢(y) < inf (c(z,y)—c(z,y1)+(c(2, y1)—c(w2,y2)) + - +e(@, yn) —c(T, 7)) =
= c(z,y)+ ) inf_) (—c(x,y1))+(c(xa, y1)—c(2,y2))+- - -+c(T, yn)—c(T, 7)) =
= c(z,y) +P(x) < ¢(y).

Dai obtemos que a funcao ¢ é c-concava, pois ¢ = ¢ .
e max{¢,0} € L*(v) , de fato

o(y) < (@, y) — c(T,y) < a(T) + b(Y) — ¢(T,7) < oo.
Ou seja, maz{¢,0} € L'(v).
o [' C 0%.

Seja (2/,1y') € I', entdo para todo y € ).

o(y) < c(x’,y)—c(@',y )+ inf  (c(@1,y)—c(@r,y1))+ - +(c(z’, yn)—c(@’, y)).

N,(zj,y;)el

O que implica que

o(y) < (@', y) — (@, ') + oY)
O que nos leva a concluir que (2/,y') € 0@, e portanto I' C 0°¢.

e Como temos por hipdtese que supp(~y) é ciclo monétono entao segue o re-

sultado.

i1i) = 1) Seja v € ADM (1, v) um plano de transporte qualquer. Precisa-
mos mostrar que [ ¢ dy < [ ¢ dy', note que por (3.10) temos

/(:vy)dvxy /¢ —¢“(z) dy(x,y) = /d) ) dv(y /d)c ) dp(x
—/d) — ¢%(x) dy' (2, y) </ c(z,y) dy'(z,y).

Portanto v ¢ um acoplamento 6timo.
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]

Teorema 3.2.9. (Teorema da dualidade) Sejam p € P(X), v € P(Y) ec: X x )Y —
R continua e limitada inferiormente. Suponha que c(x,y) < a(x) + b(y), nas mesmas
condigoes do teorema anterior. Entao o minimo do problema de Kantorovich € igual ao
supremo do problema dual. Mais ainda, se (¢,1) é o par de pregos dtimo, entdo ¢ € uma

funcao c-concava e Y = ¢°.

Demonstragio. Note que para todo par (¢,) temos

[ elw.y) drte,y) = [ oly) - (@) dre,y) = [oly) dvly) - [ o) du(o).

Seja +' um acoplamento 6timo, entdo pelo teorema anterior, existe ¢ c-concavo tal que

supp(7y) C 9°¢, max{0, ¢} € L*(v) e max{¢°} € L'(u1). Entdo por #ii) = i), temos

[ etay) d' (e y) = [ o) = ) @ (.y) = [ 6ly) dvly) — [ () dp(a).

O que acarreta ¢ € L'(v) e ¢¢ € L'(u) e ainda conclui-se que (¢¢, ¢) é um acoplamento

admissivel o que mostra a igualdade das solugdes do problema original com o dual de

Kantorovich.
]
3.3 Uma sugestao de algoritmo
Considere o problema de Kantorovich com X = {zy, -+ ,x,} e Y = {y1, - ,ym} €
medidas g = (ay,- -+ ,a,) ev = (by, -+ ,by). Nesta segdo iremos propor um algoritmo para

obter o transporte 6timo, a principal referéncia desta segao é [8, Capitulo 14]. Considere
duas matrizes, com n linhas e m colunas, sendo a primeira a tabela de custo, cuja a

entrada ij é igual a c(x;,y;) e a segunda matriz é o plano de transporte onde a entrada

ez, ) cl@,y2) o oo (@, Ym)
c(w2,y1) c(x2,92) o+ o0 (T2 Ym)
(1, Ym)

A(Zn, 1) (i) oo o (T, Ym)
Y@, y1) v(@nye) o (@1 Ym)
Y(@2,v1) V(w2y2) o0 o0 Y(T2,Ym)
: : fo dmYm)
V(@ t1) V(@n,y2) o V(T Ym)
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Por questao de simplificacdo chamaremos v;; = y(x;,y;). Observe que uma condicao

para [Vijlnxm ser um acoplamento de = (ay, - ,a,) e v = (b1, -+ ,by) é
Z’Yij = Clj (312)
i=1
j=1

O algoritmo consiste basicamente em aplicar a regra do custo minimo, ou seja, atribuir
maior valor possivel para <;; na entrada correspondente ao menor custo. Os passos do

algoritmo sao

a) Escolha a menor entrada da tabela de custo, digamos kl. Se existir mais de uma

entrada, escolha uma delas aleatoriamente.

b) Atribua 7y = min{ag,b;}. Cada vy definido desse modo chamaremos de variavel

béasica.
¢) Temos os possiveis casos

e Se a; < by, tome ,; = 0 para todo j # [ e observe que nessas condicoes a

k-ésima coluna cumpre a equagao (3.12). "Reduza o valor de b;"para (b, — ax).

e Se ap > b, tome ; = 0 para todo i # k e observe que nessas condigdes a

[-ésima linha cumpre a equagao (3.13). "Reduza o valor de ax"para (ay — by).

e Se a, = b, preencha com zeros as outras entradas da k-ésima linha ou a I-
ésima coluna, mas nao ambas. Entretanto, se a matriz possui algumas colunas
e apenas uma linha para preencher, entao escolha a k-ésima linha e se a matriz
possui algumas linhas e uma coluna para preencher, entao escolha a l-ésima

coluna.
d) Repita os passos anteriores até preencher todas as entradas da matriz.

Vale ressaltar que o ntimero total de variaveis basicas é m +n — 1, pois cada variavel
béasica obtida "é deletado"uma linha ou uma coluna, exceto a tltima variavel basica quando
"ambos sao deletados'e portanto conclui-se que sao m + n — 1 variaveis basicas.

Esse algoritmo sugere que o acoplamento obtido pelo algoritmo acima seja 6timo,
ou seja, esse acoplamento minimiza 377 37 c(wy, ;)7 (@, y;). Apesar de ndo obtermos
uma prova para esse fato de um modo geral, dado um exemplo conseguimos justificar essa
afirmacgao usando o problema dual de Kantorovich.

Dado um acoplamento [;;]nxm, tentaremos verificar se essa solucao é 6tima. A ideia

é resolver o seguinte sistema

w; +v; = c(z;,y;) Para todo par (i,7) com +;; varidvel bésica. (3.14)
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Onde u; = —9(x;) e v; = ¢(y;), referente ao problema dual de Kantorovich. Note que
sao m + n incégnitas e m + n — 1 equagoes, pois o nimero de equagoes ¢ o nimero de
variaveis basicas. Portanto, uma das incégnitas pode ser fixada, digamos igual a zero, e
usarmos o sistema (3.14) para determinar as outras. Uma vez que determinamos u; e v;

devemos verificar se

w; +v; < c(x;,y;) Para todo (4, j) (3.15)

Se (3.15) é satisfeito, entdao podemos aplicar o teorema da dualidade de Kantorovich
e isso sugere que o acoplamento [v;;] seja étimo, pois {w;} e {v;} formam uma solugao
6tima do problema dual, ou seja, usando o teorema da dualidade obtemos
n

(2

> clwi,yi)vi; = Y wiai + Y vjb;.
1j=1 i=1 J=1
Exemplo 3.3.1. Considere c¢(z,y) = |z —y|, n = (3,0, i, %) ev= (%, i, 0, i) Primeira-

mente vamos construir a tabela de custo

01 2 3
101 2
2 1 01
32 10
Comegcamos com y11 = %, assim

1

7 000
x % ok
* % kX
* % kX

Segquindo o roteiro apresentado acima chegamos ao acoplamento com as varidveis bd-

sicas em neqgrito

3000
0000
0 X100
100

Neste momento precisamos verificar se o acoplamento é otimo para isso

w; +v; = c(x;,y;) Para todo par (i,j) com 7;; varidvel bdsica.

Atribuindo u; = 0, obteremos v1 = 0, v9 = —1,v3 = =204 = =3, us = l,uz =2 ¢

uy = 3. Note que
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uy + vy =0=c(r1,y1

(@1, 41)
up +v1 = 1= c(z2,91)
uz + vy =2 = c(r3,1)
ug + vy =3 =c(x4,y1)
u +vg = —1 < c(x1,y2)
Uy + vy = 0 = c(z2,y2)
uz + vy = 1 = c(3,92)
Uy + vy = 2 = (T4, Y2)
up +vg = —2 < c(x1,y3)
uy + vz = —1 < c(x2,y3)
uz + vz = 0 = c(z3,3)
Uy +v3 = 1= c(4,93)
up + vy = —3 < c(T1,Ys)
uy + vy = —2 < (22, Y4)
ug + vy = —1 < c(r3,vs)
g+ vy = 0= c(xq4,y4)

E observe que

n

Z C(iL‘Z’, ?h)’%] =1= Z U;a; + Z ’Ujbj.
i=1 j=1

n
=1j=1

7 =

E portanto, o Teorema (3.2.9) nos garante que o acoplamento obtido pelo algoritmo é

dtimo e as fungoes Y(x;) = —u; e ¢(y;) = v; resolvem o problema dual de Kantorovich.

3.4 Existéncia de transporte étimo para o Problema de Monge

O problema de Monge consiste em olhar a existéncia do transporte 6timo induzido
por uma aplicagdo T': X — ), em outras palavras, planos v que sdo da forma (ID,T)xpu,
onde = W#X v e T alguma aplicacdo mensuravel.

Foi discutido no inicio que, em geral o problema de Monge nao possui solucao. Dai
podemos formular a seguinte questao: Fixadas duas medidas p e v e uma fungao custo c,
é verdade que existe pelo menos um plano 6timo v que é induzido por alguma aplicacao?

A ideia inicial é usar o Teorema Fundamental do Transporte Otimo, e analisar as

propriedades de um conjunto c-ciclo monétono.

Lema 3.4.1. Seja v € ADM (u,v). Entao v € induzido por uma aplica¢io se, e somente
se, existe um conjunto I' C X x Y y-mensurdvel onde v é concentrado, tal que existe um

tnico y =T(x) € Y p.q.s. tal que (z,y) € T'. Neste caso, v € induzido pela aplica¢io T .

Como foi visto no lema acima, um plano 6timo é concentrado em um conjunto c-

ciclo monoétono e que por sua vez um conjunto c-ciclo monétono esta contido em uma
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c-superdiferencial de uma fung¢éo c-concava ¢, ou ainda, que o conjunto c-ciclo monétono
esta contido em uma c-subdiferencial de uma funcao c-convexa . Portanto pelo lema, é
necessario entender com que frequéncia uma c-subdiferencial da v é "valorizado em um
ponto singular". Nao existe uma resposta geral para esta questdao, mas podemos ezzstudar
casos particulares. Vamos focar no seguinte caso, X =Y = R% e c(x,y) = ‘:(:_2‘?/‘ Para
isso, serd preciso apresentar algumas defini¢oes e resultados que nos dara condigoes de

responder esta pergunta.

Definigao 3.4.2. (c-c hipersuperficie) Um conjunto E C R® é dita c-c hipersuperficie se,

existem funcoes convezas f,q: R — R tal que

E={(y.t) eRyeR" teRt= f(y) —g(v)}

Exemplo 3.4.3. O Grdfico de uma fung¢do convexa e o grdifico de uma func¢do concava
sio exemplos de c-c hipersuperficie. Em Particular, a esfera S* pode ser obtida por uma
unido de duas c-c hipersuperficie, a saber, S' = E;\UFE,y onde E, é o grdfico da funcio

V1—y? e Ey € o grdfico da funcio —/1 — y2.

Proposigdo 3.4.4. Uma funcio ¢ : R? — RU{—0cc} € c-concavo se, e somente se, a

fungao p(x) = %
somente se, y € 0~ p(x).

— p(x) € convexa e semicontinua inferior. Nesse caso y € 0°(x) se,

Demonstracio. Suponha que ¢ seja uma funcdo c-concava, ou seja, existe uma fungao
Y RT — R U {oo} tal que

Queremos mostrar que

2
o) = sup < .y >~ — u(y)

lembrando que ¢(z,y) = —(z,y) e pelo exemplo (3.2.6) concluiremos que @ é convexo

e semicontinua inferior. Observe que

o) = inf T ) e o) = B o s )
yeRd 2 yeRd 2 ’ 2
lz]? ly|? _ |ly|?
o) — 7= inf <2, —y>+"F-—Y(y) <= B(r) = sup <z,y > (5 —U(y)).
2 yeRd 2 JCRY 2

A conta acima nos mostra que é c-concavo se, e somente se, a funcio @(z) =

) )
|z
2

y € 0%(x) se, somente se, y € - p(z). Por defini¢ao

— ¢(x) é convexo e semicontinua inferior. Vamos mostrar a segunda parte, que é
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|z—y|? _,AC d
p(z) < 55 ¢°(y) paratodo z €R

e
2
y €0 (p— ‘;)(x) — P(2) > p(x)+ < z—x,y > para todo z € R?
Note que
o) = B — o (y)
y € O°%(x) = N —
p(z) < 55— ¢t(y)
$2 2 C
pla) =B = <o, —y >+ — oo(y)
<~
Z2 2 (&
p(z) = B < <z -y >+ —oo(y)
|2 |z|” - = d
@(2)—7 < go(:z;)—7—|— < z—m,—y > P(z) > p(x)+ < z—x,y > para todo z € R <

—yeoe-hw.

[

O teorema a seguir nos mostra a relacdo que existe entre fungdes convexas com c-c
hipersuperficie, mais precisamente, fala da relacao que existe entre o conjunto dos pontos
onde a fungdo convexa nao é diferenciavel com c-c¢ hipersuperficie. A demonstracao do

teorema serda omitida, mas para maiores informagoes veja a referéncia [1|, no teorema
1.24.

Teorema 3.4.5. (Estrutura do conjunto dos pontos nao diferencidveis de uma fungao
convera) Seja A C Re. Entdo existe uma funcio conveza @ : R? — R tal que A estd
contido em um conjunto dos pontos onde p é nao diferencidavel se, e somente se, A possui

uma cobertura enumerdvel de c-c hipersuperficie.

Defini¢ido 3.4.6. (Medida reqular em R?) Uma medida p € P(RY) é dita regular se
w(E) =0 para todo c-c hipersuperficie E C R%.

Teorema 3.4.7. (Brenier) Seja u € P(R?) tal que [ |z|* du(x) é finito. Entio sdo equi-

valentes.
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i) Para todo v € P(R?) com [ |z|* dv(z) < oo existe um tinico plano de transporte de

W para v e esse plano é induzido por uma aplicacio T
it) p € reqular.

Se (i) ou (ii) sao satisfeitos, a aplicagio 6tima T pode ser obtido tomando o gradiente

de uma funcao conveza.

Demonstracdo. (ii) = (i) Vamos seguir o seguinte roteiro.

e Considere a(z) = b(z) = |x|?. Entao sob as nossas hipéteses, podemos garantir que

c(z,y) < a(x) + b(y).
eae€ L' (u)ebe L'(v).

e Como a fungao custo é continua, entao existe um plano 6timo, digamos =, e usando

o teorema fundamental, existe uma fungao ¢ é c-convexa, onde supp(vy) C 0%p.

e Pela proposicao anterior temos que @ : % — @ é convexo e 0% = 0™ .
e Usando os dois passos anteriores, obtemos supp(y) C 0~ .

e Como p é regular, entdo o conjunto E dos pontos nao diferencidveis de @ é u-

desprezivel, fato justificado pelo teorema (3.4.5).

e Portanto 7 : R — R? é bem definido a menos em um conjunto u desprezivel e

assim, pelo teorema, 0% coincide com o grafico do 7@ i quase sempre.

e Desse modo supp(7y) esta contido no grafico do gradiente de uma fungao convexa e

pelo lema (3.4.1) podemos concluir que 7 ¢ induzido pela aplicagdo /@.
(1) = (it)
e Vamos supor por contradicdo que existe uma funcio convexa % : R? — R de modo

que o conjunto E dos pontos nao diferenciaveis tenha uma medida g positiva, em

outras palavras, contrariando o teorema (3.4.5).

e Podemos modificar p de modo que fora de um conjunto compacto fixado, podemos

assumir que a fun¢do possui crescimento linear.

e Defina duas aplicagoes

T'(z) := Elemento de menor norma em 0~ @(x).

S(z) := Elemento de maior norma em 0~ p(z).

E um plano v = 3[(Id, T)xp + (Id, S) 4p.
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e Como ® tem crescimento linear, entdo v = ’/T%i")/ tem suporte compacto, pois fora
do compacto fixado anteriormente a funcao é diferenciavel e assim a subdiferencial
de @ coincide com um grafico do seu gradiente, veja o teorema (1.5.7), assim a

subdiferencial de P fora desse compacto tem uma medida + desprezivel.

e Note que v € ADM((u,v) é c-ciclo mondtono, pois pela proposigao anterior com-
binado com o teorema fundamental do transporte étimo, temos que supp(7y) estd

contido no grafico da subdiferencial de uma fun¢do convexa e semicontinua @.

e Portanto v é uma aplicagao 6tima pelo teorema fundamental do transporte 6timo,
mas 7y nao é uma aplicacao induzida, pois T' # S em um conjunto de medida positiva

em [i.
]

Vamos encerrar a secao mostrando uma aplicacao em Geometria que é a demons-
tracao da Desigualdade Isoperimétrica, via acoplamentos e o Teorema de Brenier. Este
resultado mostra como a teoria pode ser utilizada em outras areas da Matematica além de

Probabilidade. Com estas consideracoes segue o Teorema da Desigualdade Isoperimétrica.

Teorema 3.4.8. (Desigualdade Isoperimétrica) Considere B uma bola unitdria no R? e
E um conjunto ndio vazio aberto qualquer também no R com perimetro P(E). Entdo
P(E)

< —-
dLY(B)i

=

LYE)'

Demonstrag¢io. Vamos provar via teorema de Brenier, desprezando todos os pontos onde

a aplicacao 71" nao coincida com o gradiente de um funcao convexa. Seja

1

— 1 d

d
LY g e V:,Cd(B)L

B -

_ Jz—y?
2

Seja T': E — B uma aplica¢ao étima, com c¢(z, y) . Pela formula da mudanca

de variaveis obtemos
1 1
—— =det<y T
ci(m) ~ VT s

De fato, observe que por v = Txp temos

Para todo z € E. (3.16)

/Bdu(y):/Edu(x). (3.17)

Mas pela férmula de mudanca de variaveis temos

/Bdcd 5 () :/Edeth(x) AL |

Desenvolvendo em (3.17) obtemos
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/Bcd AL 5= /Ld AL |

Aplicando a formula no lado esquerdo temos

detyT(x) .4,
s ip) L 'E_/Ecd(E

A equagdo acima nos leva a concluir que a expressao (3.16) vale para todo =z € F.

) dct |p

Lembre-se que ainda pelo Teorema de Brenier, a aplicagao T' é igual ao gradiente de uma
fungao convexa. Portanto \77'(x) é uma matriz simétrica e é ndo negativa, pelo teorema
(1.5.12), e assim todos os seus autovalores sdo nao-negativos, para todo = € E. Portanto
o det 57 T'(x) é o produto dos seus autovalores, pois \v7'(z) é diagonalizével, e o trago
de det 7 T'(z) é a soma dos seus autovalores. Usando a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica temos

1 T
(det 7 T'(z))2 < Vd(l") Para todo z € E.

Juntando com a equacao (3.16) obtemos

1 1 <v-T(x) 1 1
CiEE S 4 LaB)

Integrando sobre E e usando o Teorema do Divergente temos

1

T aci(B) |, (T@).n() de' @),

Ed E 1—% S /
(B)7 <~ cd A
Onde 1 : OF — R? é o vetor unitario normal exterior. Como T'(z) € B para todo

x € E, temos |T'(z)| < 1 para qualquer x € OF e (T'(z),n(x)) <1 assim.

Up)h < 1 a1y - _PE)
U < Syt s = i

Portanto segue o resultado.

3.5 Estabilidade do transporte 6timo

Assuma, como anteriormente, que estamos com o problema de transporte 6timo de
Kantorovich entre produtores e consumidores, cujas as respectivas distribuicoes sao mo-
deladas por duas medidas de probabilidade.

Estamos interessados em construir e estudar o espago formado pelas medidas de pro-

babilidade em X, cuja a distdncia entre duas medidas p e v é o infimo do problema de
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Kantorovich para as duas medidas. Note que, o custo 6timo entre duas medidas é definido

por:

C(p,v) = inf /Xxy c(z,y) dy(x,y). (3.18)

YEADM (p,v)

Onde ¢(z,y) é o custo da unidade de massa transportado de x para y. Neste contexto
nao estamos preocupados em determinar a medida 7 que cumpre o infimo de (3.18), mas
sim o custo 6timo entre p e v.

Um modo de pensar na equacao (3.18) é como sendo uma distancia entre p e v, mas
em geral nao é, devido ao fato do custo ¢ ndo necessariamente uma métrica. Mas podemos

definir o custo em termos da distancia, o que motiva a defini¢cao a seguir.

Definicao 3.5.1. (Distancia de Wasserstein) Sejam (X, d) um espago Polonés e p €
[1,00]. Para quaisquer duas medidas de probabilidade e v em X, a distribuicio de

Wasserstein de ordem p entre p e v € definida pela formula

W) =[_int [ day)” dy(ay)r.

YEADM (p,v)

ou equivalentemente,

RSA

Wy(p,v) = _inf  [E(d(X,Y)?]?.

XY ~v

Exemplo 3.5.2. W,(6,,9,) = d(z,y). Neste exemplo, a distincia nao depende de p, mas

isso nao ocorre em geral.
Proposicao 3.5.3. Nas condicoes acima W, é uma métrica.

Demonstragao. o W,(1,v) = W,(v, 1) pois considere duas varidveis aleatérias X ~
e Y ~ v quaisquer , entdo [F(d(X, Y)p]% = [E(d(Y, X)p]% no que acarreta que
Wop(p,v) = Wy(v, p).

o W,(p,v) =0se, esomente se , u = v decorre basicamente explorando propriedades

de métrica e para justificar a reciproca basta usar o fato de que se X ~ pu, entao

X ~ v e explorar novamente a continuidade e propriedade da métrica.

e Resta mostrar que vale a desigualdade triangular, ou seja, dadas medidas pq, ps €

43, queremos mostrar que

W (p1, pi2) < Wi, ps) + Wi (s, pa)-

Sejam (X1, Xy) acoplamento 6timo de (p1, 2) € (Za, Z3) acoplamento étimo de
(2, p3) , onde c(x,y) = d(z,y)?. Considere v um acoplamento de y e po € T um

acoplamento de uy e us e defina n uma medida de probabilidade em X3 como
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Yz, y)m(y, 2)
77(90> Y, z) = .
1i2(y)
Sejam (X, Y, Z) um vetor aleatério com respeito a distribui¢ao n e usando a propri-

edade da métrica d, temos que

d(X, 7)< d(X,Y)+d(Y, Z).

Entao, tomando (X,Y’) acoplamento 6timo de uy e ps e (Y, Z) acoplamento 6timo

de o € 3, usando as propriedades da esperanca e a desigualdade de Minkowski em
1

L? ou seja E[d(X, Z)p]% < Eld(X, Y)p]% + E[d(Y, Z)?]# , conclui-se que

3=
=

W, (1, ps) < Ed(X, Z)")7 < E[A(X,Y ) )r+B[d(Y, Z)]7 = Wy (p1, o)+ Wp sz, p13).

O

Para completar a construgao, ainda é necessario restringir a funcao W, sob o sub-
conjunto de P(X) x P(X) na qual assume valor finito, dai segue a defini¢do do seguinte

espaco.

Definigao 3.5.4. (Espago de Wasserstein) Nas mesmas condigoes da defini¢ao anterior,

o espaco de Wasserstein de ordem p é definido por

Po(X) = {n € P(X); | dlao,a)" p(da) < oo},

Onde xo € X € arbitrdario.

Veremos que o espago nao dependera da escolha de z.
Observe que W), ¢ finito em P,. De fato, seja m um acoplamento qualquer de i e v em
P,(X), entdo a desigualdade

d([E, y)p < 2p—1[d(x7 xO)p + d(x07 y)p]

nos diz que d(z,y)P é m-integravel pois p e v € P,(X). Agora estudaremos algumas
propriedades topolégicas do espago (Pa(X), W), iniciando com a nogdo de 2-uniforme
integravel e logo apos associar esta propriedade com o conceito de tight para extrair mais
resultados e obter uma nocao mais refinada de convergéncia no espago de Wasserstein de

ordem 2, portanto segue a nossa primeira definicao.
Definig¢ao 3.5.5. (2-uniforme integravel) Uma familia IC C Po(X) € dita ser 2-uniforme

integrdvel se para todo € >0 e xyg € X existe R. > 0 de modo que

su d? x,xg) du(xr) < e.
wex JBao.Ro): (@, 20) du()
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Exemplo 3.5.6. Se X' for um espago Polonés infinito, ou seja, *X = o0 e K = {d,;x €

X}, entao K ndo é 2-uniforme integrdvel.
Exemplo 3.5.7. Se K = {u}, entio K é 2-uniforme integravel.

Considere dois espagos métricos Poloneses (X,dy) e (V,dy) e adote em X x ) a

distancia d*((x1, 1), (x2,92)) = d% (21, 22) + d3(y1,y2), entdo obtemos as seguintes desi-

gualdades
/ dX(xa IO)Q dY(% y) = / dX(xa $0)2 dV(l‘a y)+/ dx($7$0)2 dy(x,y) <
(B(z0,R)xB(yo,R))° (B(wo,R))xY X x(B(yo,R))*
<[ dulw,w)? duta) + R dy(a,y) <
(B(zo,R) X x(B(yo,R))¢
< dx(z,20)? dp(z) + dy(y, y0)* dv(y).
(B(wo,R)° (B(yo,R))°

Vélido para quaisquer v € ADM (p,v) e de modo andlogo substituindo dy por dy,

mostramos que se [y C Po(X) e Ky C Po()) sdo 2-uniforme integrével, entao o conjunto

{v € Po(X x Y); iy € Ky, 747 € Ko}
E 2-uniforme integravel.
Defini¢ao 3.5.8. (Crescimento quadrdatico) Dizemos que uma fungio f : X — R tem

crescimento quadrdtico se cumpre a sequinte condi¢do

[f(@)] < a-(d*(x,z0) +1).

Para algum a € R e xg € X. Observe que se [ possui crescimento quadrdtico e
p € Po(X) , entao f € L'(X, ) pois

/Xf@?) du(r) < a/){d2(x,:c0) dp(x) + a/X 1 du(z) < oo.

O conceito de 2 - uniforme integraveis em relagao a convergéncia de integrais de fungoes
com crescimento quadratico, desempenha um papel similar ao do conceito de tight em
relacdo a convergéncia de integrais das fungoes limitadas , o que mostra a proposi¢ao a

seguir.

Proposigao 3.5.9. Seja {p,}22, C Pa(X) uma sequéncia que converge fracamente para

alguma medida jn. Entao sao equivalentes
i) {pn o, € 2-uniforme integrdvel.

i) [ f du, — [ f du para toda fungao f continua com crescimento quadrdtico.
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i) [d*(-,x0) dpn, — [d*(-, z0) dp para algum xo € X.

Demonstragio. i) = ii) Sem perda de generalidade suponha que f > 0. Como f é
continua, entao podemos considerar uma sequéncia { f,,} de fungoes continuas e limitadas,

de modo que, f, 7 f, explorando o lema de fatou, veja na referéncia [3], obtemos
/f dj = /liminffk dp < liminf/fk dp <
k—o00 k—o00

<liminf [ fi dug < liminf / F dyu.
k—o0 k—o00

Ou seja,
/f dp < liminf/f djig.
k—o00

Resta mostrar que limsup,_, . [ f dur < [ f du, para isso fixe zp € X e > 0 e

encontre R > 1 tal que

/ d*(-, z0) dpu, < €, para todo n € N.
B(zo,R)*

Considere A uma fungdo continua com suporte limitado , assumindo valores em [0, 1],
onde em B(zg, R) a fun¢do é identicamente igual a 1. Portanto para todo natural n

obtemos
/fdun:/f-Adun+/f-<1—A>duns/f-Adun+/B( i <
xo,R)¢

< [Foxdm +oac(f o) dun+ 1 dp,) <
B(zo,R)° B(zo,R)¢

/f-/\d,un —I—a-(2/ d2(-,x0)dun)g/f-)\dun+2ae.
B(a:o,R)C

Como fA é continua e limitada, temos que [ f\ du, — [ f\ du mais ainda

lim sup fdung/f)\ du+25a§/f du + 2¢a.

neN
Como € ¢é arbitrario, concluimos que limsup [ f du, < | f dp e portanto segue o re-
sultado.

i1) = 1ii) Imediato.

i1) = i) Vamos supor por contradi¢do e assumir que existe ¢ > 0 e Ty € X tal que

para todo R > 0 temos
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sup/ d*(-,Zo) dpy, > €.
B(xo,R)C

neN
Para R suficiente grande, podemos ver que

lim sup d*(-,Zo) dpy, > €.
neN  JB(zo,R)°

Considere Ag uma fungao continua com valores em [0, 1] e suporte em B(xzg, R) e
identicamente igual a 1 em B(zo, 2) Explorando o fato de que d?(-, z9)Ar é continua e

limitada temos que
/d , Lo )‘R d/i = nhm /d2<',$0))\R d/vbn = nh_)ng(}(/ d2(~,l‘0) d,un—/ d2(~71,’0>(1—>\R) d,un) S

< /d2 , T du+hm1nf—/ d*(-, zo) di, = /d2 , L) dpe — lim sup d?(-, o) dp, <
n—00 B(zo,R)° n—oo JB(zo,R)¢
< /d2(~,x0) dp — €.

Assim concluimos que

[ o) dp=sup [ @ x0)n dp < [ @) dp - =,
R
No que acarreta em uma contradicao.

]

Proposigao 3.5.10. A distancia Wy € semicontinua inferior com respeito a convergéncia
de medidas. Mais ainda, se {v,} C P2(X?) é uma sequéncia de planos dtimos com a

sequéncia convergindo para y € Po(X?), entdo v € plano 6timo também.

Demonstragio. Sejam {p,}, {vn} C Pao(X) com p, — p e v, — v. Para cada natural
n, considere 7, acoplamento 6timo de u, e v,, pelo teorema de Prohorov temos que a
sequéncia 7, admite uma subsequéncia convergente para algum v € P(X?). E claro que

W;bg =ue 7@7 = v, entao

W3 (u,v) < / d*(z,y) dy(z,y) < liminf / d*(w,y) dyn(w,y) = lminf W3 (u, v).

Considere a(z) = b(z) = d*(z,x¢) para algum z e observe que u,v € Py(X). Pelo
Teorema fundamental do transporte 6timo, fixe N € N e selecione (z%,3") € supp(7y), com

i=1,2,---, N e note que por v, — v nao é dificil de ver que (z%,v’) € supp(7,) tal que

Tim (d(a, o) + d(yl, ') = 0.
Através da continuidade da fungao custo, conclui-se que o supp(y) é ciclo mondtono.

]



[14]
[15]

[16]
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