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Resumo

O formalismo hamiltoniano em teorias de gravitacao, também conhecido por formalismo
ADM, é utilizado em uma ampla gama de aplicacoes, indo desde a obtencao de solugdes nu-
méricas até a busca por teorias de gravidade quantica. A despeito de vdrias particularidades
ndo triviais e tipicas da Relatividade Geral, é sabido que o formalismo ADM pode ser enten-
dido a partir do formalismo de Dirac de tratamento de sistemas vinculados. Neste traba-
lho é apresentada uma revisao do método de Dirac, uma revisao do método simplético, que
constitui outro método de anélise Hamiltoniana, uma revisao do formalismo ADM e, por fim,
apresentamos um novo desenvolvimento do formalismo ADM a partir do método simplético.

Aplicacgoes para a Relatividade Geral e Brans-Dicke sao aqui apresentadas em detalhes.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Formalismo Hamiltoniano, Sistemas Vinculados, Gravi-

tacao Modificada



Abstract

The Hamiltonian formalism in theories of gravitation, also known as ADM formalism, is used
in a wide variety of aplications, from obtaining numerical solutions to searching quantum
gravity theories. Despite various non-trivial and typical particularities of General Relativity, it
is known that the ADM formalism may be understood from Dirac’s treatment of constrained
systems. In this work is presented a review of Dirac’s method, a review of the symplectic
method, which constitutes another method of Hamiltonian function analysis, a review of the
ADM formalism and, finally, we present a new development of the ADM formalism from the
symplectic method. Aplications for General Relativity and Brans-Dicke are presented here in

details.

Keywords: General Relativity, Hamiltonian Formalism, Constrained Systems, Modified Grav-

ity



Sumario

1 Introducdo 1
2 Sistemas Hamiltonianos Vinculados 3
2.1 IntroduCao . . . . . . . i i e e e e e e 3
2.2 Formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano . . . . . ... ... ... .. ...... 3
2.3 VinculosPrimdrios . . . . . .. .. ... .. e 4
2.3.1 EquacgdesForteseFracas. ... ... .. ... ... .. ... . ... ... 5

2.3.2 ParéntesesdePoisson . . ... ... ... ..o o o 6

2.4 Condigoes de Consisténcia e Algoritmo de Dirac-Bergman . ... ... ... .. 7
241 Exemplos. . . . . .. 9

2.5 Vinculos de Primeirae Segunda Classes . . . . ... ... ............. 12

2.5.1 Vinculos de Primeira Classe como Geradores de Transformacoes de Ca-

libre . . . . . . 13

3 Geometria de Sistemas Hamiltonianos Vinculadas 14
3.1 IntroduGao . . . . . . .. e e e e e e 14
3.2 Estruturas Simpléticas em uma Variedade . . . .. ... .. ... ... ...... 14
3.2.1 Variedade Diferenciavel . ... ... ... ... ....... ... . ..., 14

3.2.2 Espaco Tangente, Diferencial e Espaco Cotangente . . . . . . .. ... .. 15

3.2.3 Formas Diferencidveis . ... ... ... ... . . .. ... . . . ..., 16

3.2.4 Variedades Simpléticas e Teorema de Darboux . ... ... ... ... .. 16

3.3 Formalismo Simplético . . . . .. ... ... .. . e 17
3.3.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw . . . . .. ... ... ............ 18

3.3.2 Algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek . . . ... ... .......... 19



3.3.3 Simetriasde Calibre. . . . . . . . . . ... 22

3.3.4 Contagem dos Grausde Liberdade . . . .. ... ... ........... 23

335 Exemplos. . . . . e 24

4 Formalismo ADM da Gravitacao 31
4.1 IntroduGao . . . . . v v i e e e e e e e e e e e e e e e e 31
4.2 Geometria de Hiperssuperficies . . . . ... ... ... ... ... . ... . ..., 32
4.2.1 Foliagdodo Espaco-Tempo . . .. ... ... ... .. ..., 32

4.2.2 Derivadas Temporais . . . . . . v v v v v i e e 33

4.2.3 Curvaturas Intrinsecae Extrinseca . . . . . ... ... .. ... ...... 33

4.2.4 DecomposicdodaMeétrica . . . . . . . ... 36

4.3 RelagcoesdeCurvatura . . . . . .. .. .. v v it 39
4.3.1 RelagdesdeGauss. . . . . . . v ittt e e e 39

4.3.2 RelagdbesdeCodazzi . . ... ... ... ..., 40

43.3 ARelagdodeRicci. ... ... ... . . . 40

4.3.4 Escalar de Curvatura no FormalismoADM . .. .............. 42

5 Gravitacoes Canonicas no Formalismo Simplético 44
5.1 Teoria daRelatividade Geral Canonica . . . ... ... ... ... ......... 44
5.2 Teoria Canonica da Gravitacao de Brans-Dicke . . .. ... ............ 53

6 Consideracoes Finais 65

A Transformacao de Coordenadas em Relatividade Geral Canonica no Método de Di-

rac 67

Referéncias Bibliograficas 72



Capitulo 1

Introducao

A “irracional eficdcia da matematica nas ciéncias naturais” [1] tem fascinado e gui-
ado os fisicos por séculos, acabando por tornar o desenvolvimento de descri¢oes formais nao
apenas desejavel do ponto de vista da elegancia e beleza intrinsecas, mas também necessario
para a evolucdo do conhecimento cientifico. Tomemos o exemplo das coordenadas generali-
zadas na descricao lagrangiana que podem ser convenientemente selecionadas para explorar
(e investigar!) as simetrias de um sistema e a geometria de seus vinculos [2]. Ou o formalismo
da mecanica quantica que através de espacos de Hilbert levou, por exemplo, ao enunciado do
importante axioma onde se diz que valores fisicos observaveis como energia e momento nao
podem ser considerados fungdes no espacgo de fase, mas autovalores associados a uma fun-
¢do de estado [3]. Enfim, é impossivel exagerar a importancia da perspectiva certa na fisica.
Neste trabalho motivacdes semelhantes nos levaram a investigar que informacoes diferentes
o formalismo simplético pode fornecer sobre teorias de gravitacao candnicas.

Como sabido, um sistema fisico pode ser descrito através de sua fun¢do hamiltoniana, por
sua vez dada por uma transformacao de Legendre de sua lagrangiana. A evolu¢do de um sis-
tema hamiltoniano é dada pelos parénteses de Poisson entre as varidveis que compdem seu
espaco de fase. Em alguns casos ndo é possivel estabelecer a dinamica diretamente através
do uso de parénteses de Poisson, esses sao os chamados sistemas vinculados e uma estru-
tura adicional deve ser desenvolvida. Para lidar com essa situacao Dirac, Anderson e Berg-
mann [4, 5] desenvolveram um método de manipular uma dada teoria e reduzir seu espaco
de fase a uma dimensdo igual ao de seus graus de liberdade, obtendo equacoes que fornecem
a evolucdo de observéveis fisicos sem ambiguidades.

Faddeev e Jackiw [6, 7] por sua vez desenvolveram um método para lidar diretamente

com a lagrangiana de uma teoria obtendo as equagdes de movimento mesmo para o caso



de teorias com lagrangiana singular, para isso utilizam o teorema de Darboux de modo a
transformar o conjunto de varidveis de um problema em um conjunto de varidveis canoni-
cas independentes, a parte duma transformacao de calibre. Embora esse seja um resultado
tedrico importante, frequentemente € muito dificil descobrir qual a transformacao que deixa
o problema soluciondvel. Um algoritmo inspirado no formalismo simplético de Faddeev-
Jackiw foi especialmente desenvolvido por Barcelos Neto, Wotzasek [8-10] no qual o conhe-
cimento da transformacao de Darboux é desnecessario. No método FJ com algoritmo BW
a lagrangiana € reescrita em termos do conjunto de varidveis estrategicamente definidas e
um algoritmo € aplicado para encontrar os vinculos da teoria, bem como suas equacoes de
movimento.

O método FJ com algoritmo BW foi utilizado na obtenc¢do de resultados para uma am-
pla gama de problemas teéricos [8-17]. Serviu também de base para extensdes de outros
métodos ou como principio para gerar extensoes de modelos conhecidos [13, 18-22]. A apli-
cacao do método num contexto de gravitacdao é recente [23, 24] e ainda incompleta. Bus-
camos neste trabalho justamente desenvolver esta aplica¢do. Nesta dissertacao aplicamos o
método simplético na teoria da Relatividade Geral e na teoria de gravitacdao de Brans-Dicke,
estudando suas consequéncias.

A dissertacao foi estruturada em seis capitulos. O Capitulo 2 trata do formalismo de Di-
rac para sistemas vinculados, os principais conceitos e métodos sdo apresentados e discu-
tidos. No Capitulo 3 é apresentado o formalismo simplético e sua descricao geométrica de
sistemas fisicos. O Capitulo 4 desenvolve o formalismo de foliacdes para geometria rieman-
niana e as quantidades geométricas pertinentes sao deduzidas em detalhes. No Capitulo 5
sao resolvidos os problemas de encontrar os vinculos e as simetrias de calibre das teorias
de Relatividade Geral e Brans-Dicke, além da contagem dos graus de liberdade. Por fim, o
altimo capitulo traz um resumo do que foi obtido juntamente com perspectivas adicionais

decorrentes do trabalho realizado.



Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos Vinculados

2.1 Introducao

Podemos brevemente definir uma teoria de calibre como aquela em que as variaveis di-
namicas possuem uma arbitrariedade continua no espacgo-tempo. As varidveis fisicamente
relevantes sao independentes da escolha de um referencial local, desse modo, as grandezas
fisicas sdo asinvariante de calibre. Isto €, sdo grandezas que tém umarealidade independente
da escolha de calibre.

O método comumente usado para o tratamento de teorias de calibre recorre a formulagao
hamiltoniana. Partindo do formalismo lagrangriano, vamos exibir a construcao do forma-
lismo hamiltoniano e em seguida mostraremos como sdo tratados os sistemas que exibem
caracteristicas de invariancia sob determinados aspectos.

Uma propriedade das teorias de calibre é que solu¢des gerais das equagdes de movimento
contém funcodes arbitrdrias. A presenca de grandezas arbitrarias, como serd apresentado, leva
arelacoes de dependéncia entre as grandezas que descrevem a teoria, as relacoes entre elas
sdo chamadas de vinculos. Portanto, uma teoria de calibre é sempre um sistema hamiltoni-
ano vinculado. Entretanto o contrario € falso.

A seguir apresentaremos uma revisao baseada em especial nas Refs. [25] e [26].

2.2 Formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano

Considere um sistema com n graus de liberdade — as coordenadas generalizadas ¢° —
com um parametro ¢ fornecendo a evolucao da trajetéria no espago de configuracao. As

equacoes que descrevem a evolucdo dinamica desse sistema sdo aquelas que fazem o fun-
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cional

Slg(t)] = /tt L(q,q,t)dt 2.1)

1
chamado agio, estaciondrio sob varia¢des 6¢*(t) das coordenadas generalizadas ¢'(i = 1, ..., N),
tomado a zero no contorno ¢, t2. A funcao L(q,q,t) é alagrangiana do sistema.
A acdo é estaciondria se satisfaz as equacoes de Euler-Lagrange

d (OL\ 0L
L i=1,..., N. 2.2
dt (84%) o~ T he (2-2)

As equacgoes (2.2) podem ser escritas como

#L oL . &L
007~ g " 0giag

i (2.3)

Imediatamente vemos de (2.3) que as aceleracdes ' sdo determinadas unicamente em
funcdo das velocidades e posi¢cdes em um dado tempo se, e somente se, a matriz 9>L/9¢’ 0¢’*
pode ser invertida, ou seja, se o determinante

0*L
det <6q98q1> = ‘WZ]| (2.4)

énao nulo. A matriz W;; é chamada de matriz hessiana. Se o determinante da matriz hessiana

é zero, ela é dita singular, caso contrdrio a matriz hessiana é dita ndo singular.

2.3 Vinculos Primarios

Para tratar o problema sob o formalismo hamiltoniano primeiro definimos o momento

canonico p;(¢?,¢*) por
oL

=3 (2.5)

Di

Utilizando essa relagdo na equacao (2.4) temos W;; = dp;/9d¢’. Consequentemente, se a ma-
triz hessiana for singular, as equagdes das velocidades ndo podem ser resolvidas em termos
das coordenadas e dos momentos canonicos porque ndo constituem um conjunto de equa-
¢oes independentes. Por exemplo, se tivermos uma lagrangiana L = L[q,4| tal que p = f(q),
temos que W = 0 e ndo existe ¢(p).

Em geral temos relacoes entre as coordenadas e os momentos do tipo
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Supondo que as M relacdes acima sejam independentes entre si, temos que N — M é o posto
da matriz hessiana de ordem N. As relacoes (2.6) sdo chamados de vinculos primarios.

Considere a hamiltoniana canonica, definida a partir da transformacao de Legendre,

H = pi(¢.4)d" — L(,9). @2.7)

Quando existem vinculos primérios se faz necessdrio incorpord-los na hamiltoniana de
modo a descrever o sistema vinculado, o que € obtido através da inser¢ao dos vinculos por

meio da técnica dos multiplicadores de Lagrange, ficando assim definida a hamiltoniana total

Hpr=H+ \X"¢p, . (2.8)

Utilizando o principio variacional

to ) to .
4] (pi¢" — Hp)dt = 5/ (pid" — H — X" ¢p,)dt =0 (2.9)
t1 t1
obtemos as equacoes de Hamilton
OH Opm,
b= A" 2.10
= o + ap; (2.10a)
OH Opm,

)= —— — A" ——, 2.10b
p 5 g ( )

com as condicoes (2.6).

2.3.1 Equacoes Fortes e Fracas

Os vinculos (2.6) determinam uma superficie de dimensao 2N - M no espaco de fase (de
dimensao 2N), esta € a superficie de vinculos primarios ().

£ util e comum introduzir o simbolo de igualdade fraca “~” para designar quantidades
que se anulam em I'. Em particular, todos os vinculos primérios se anulam em I'. Logo,
podemos reescrever (2.6) como

Om ~ 0 2.11)

para enfatizar que a quantidade ¢,,, € numericamente restrita a valer zero, mas nao identica-
mente zero em todo o espaco de fase.

De modo geral, duas fungdes F' e G coincidentes na subvariedade definida pelos vinculos
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om ~ 0 sdo ditas fracamente iguais. Por outro lado, se a igualdade existe em todo o espago de
fase, dizemos que as duas funcdes sdo fortemente iguais e utilizamos o simbolo de igualdade
usual. Logo

Fr~G&F—-G=)XN"(q,p)pm. (2.12)

2.3.2 Parénteses de Poisson

Os parénteses de Poisson tém um papel importante no formalismo hamiltoniano, por
exemplo, sdo utilizados nas equacoes de movimento de Hamilton e na classificacdao dos vin-

culos, como veremos adiante.

Defini¢ao 1. Seja um espaco de fase definido pelos eixos coordenados (q',p;), dadas duas fun-

¢oes f(q,p) eg(q,p), o Paréntese de Poisson entre f e g é definido por

O\ (9f 09 f dg
a1 =2, <6qiapz- ap; aqi) (@13

=1

para um sistema com um numero finito de graus de liberdade.

Os parénteses de Poisson tém as seguintes propriedades:
1. Antissimetria: {f,g} = - {g,f} .

2. Linearidade: {f + g, h} = {f,h} + {g,h} .

3. Regra de Leibniz: {fg,h} = f{g,h} + {f h}lg.

4. Identidade de Jacobi: {f,{g,h}} + {g,{h,f}} + {h,{f,g}} .

Com a notacao de igualdade fraca e a ajuda dos parénteses de Poisson podemos reescre-

ver as equacoes de movimento de Hamilton (2.10) como
' ~{¢' Hr}, pi ~ {pi,Hr}, (2.14)
e para uma func@o arbitréria do espaco de fase F(¢',p;)
F~{FHr}, (2.15)

donde podemos ver que o hamiltoniano total gera— no sentido de realizar a operacao parén-
teses de Poisson com o hamiltoniano como argumento — a evolucado temporal das varidveis

no espaco de fase.
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2.4 Condicoes de Consisténcia e Algoritmo de Dirac-Bergman

Os vinculos primérios ¢,, devem ser preservados com a passagem do tempo, isto é, é ne-
cesdrio exigir que ¢,, ~ 0 por questao de consisténcia. Utilizando a equac¢ao (2.15) podemos

expressar essa exigéncia por
{GmsH} + X { G br} 2 0, (2.16)

chamada de condigdo de consisténcia. Dirac desenvolveu um algoritmo para resolver a equa-
¢ao (2.16) e obter um conjunto correto de equagdes de movimento para qualquer sistema
vinculado [27]. Vamos agora apresentar esse algoritmo.

Na solucao das equacoes de condicdo de consisténcia podem ocorrer trés casos distintos:

Caso (i). As condicoes de consisténcia sdo identicamente satisfeitas. Nesse caso 0s ¢,, sdo
os unicos vinculos da teoria e os multiplicadores sdo arbitrarios, ou seja, as equagoes
de movimento tém funcdes arbitrdrias dependentes do tempo. Esses vinculos geram

transformacdes de calibre.

Caso (ii). Ascondigdes de consisténcia determinam univocamente os multiplicadores de La-
grange. Nesse caso os vinculos podem todos ser escritos como uma combinacdo linear
um dos outros. Isso ocorre se 0os parénteses de Poisson entre os vinculos sao todos fra-

camente diferentes de zero, ou ainda, se

det ||{Sm, dmr Y]] 2 0. 2.17)

Seja ||C™™ || ainversa de ||{¢m, ¢ }||, nesse caso
C™ ™ L byt s } = O (2.18)
Entao, das condicoes de consisténcia (2.16), temos
A O™ { gy HY, (2.19)
portanto, para uma funcao qualquer F(q,p),

Fa{FH} — {F,pp}C™ (¢, H}. (2.20)
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Oportunamente, definimos os parénteses de Dirac.

Definic@o 2. Seja um espaco de fase definido pelos eixos coordenados (¢',p;), dadas duas fun-

¢oes F(q,p) e G(q,p), o Paréntese de Dirac entre I e G é definido por

(F.G}Y = {F,G} — {F .o }C™™ {$,G}. (2.21)

Os parénteses de Dirac tem as mesmas propriedades dos parénteses de Poisson.

A equacao de movimento para uma funcao F qualquer pode ser escrita como
F={FH}. (2.22)

Com o sinal de igualdade forte, ja que os parénteses de Dirac entre os vinculos e uma func¢ao

qualquer sao nulos,
{Fom}* = {F.dm} — {F.bom YO "™ {drur b} = {F.pm} — {F.d}0y =0.  (2.23)

E por tltimo temos o

Caso (iii). As condi¢Oes de consisténcia geram novos vinculos

xs(q,p) =0, s=1,..., 8. (2.24)

Os vinculos gerados dessa maneira sdao chamados de vinculos secunddrios. Nesse caso, a
partir de entao, os vinculos secundéarios devem ser tratados da mesma forma como foi feito
com os vinculos primarios, podendo recair nos casos (i), (ii), ou (iii), sendo que, caso ocorra
o terceiro caso, o procedimento deve ser repetido, de forma que ap6s um numero finito de

iteracoes ficamos com o conjunto de todos os vinculos secundérios
ou(gp) =0 ,  k=M+1,..., M+K, (2.25)

onde K é o numero total de vinculos secundérios. A distin¢do entre vinculos primdrios e
secunddrios € meramente formal, sem qualquer implicacao fisica, portanto podemos sim-
plesmente escrever

¢;(q,p) =0, , j=1,..., M+ K =. (2.26)
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Finalmente, temos que as condicdes de consisténcia finais sdao
{65, H} + X" {dj,0m} = 0. (2.27)
A solucdo geral do sistema de J equagdes para as M < J incognitas \™ é da forma
AT =U™+ 0"V, (2.28)

onde os coeficientes v* sdo inteiramente arbitrarios, U™ é uma solucdo particular das equa-

¢o0es ndo-homogeéneas (2.27)

eV, a=1,..., A, sdo as solucoes das equagoes homogéneas
{0j.0m}VE) =~ 0. (2.30)

A hamiltoniana total deve ser escrita com todos os vinculos, ou seja,
Hp =H +U"¢p + 0"V om (2.31)
e as equacdes de movimento podem ser escritas como
F ~ {F,Hr}. (2.32)

Essas fun¢oes contém A funcoes arbitrarias v* e sdo equivalentes as equagoes de movimento
de Euler-Lagrange (2.2).
2.4.1 Exemplos

Agora vamos ilustrar os resultados acima através de dois exemplos.

Exemplo 1. Encontrar os vinculos e classificd-los, encontrar as equagoes de movimento e mos-

trar que sdo idénticas as obtidas pelas equacoes de Euler-Lagrange.

L= %[7’“2 +1r2(0 - €2 - V(r) (2.33)
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Solucao.
Os momentos conjugados as coordenadas sao

oL . oL . oL
=57 =P =130 —&); pe = — = 0. (2.34)

b T o

De onde lemos o vinculo primério
1 =pe =~ 0. (2.35)

Da equacao (2.7) temos que o hamiltoniano é

2

v; . P
H="L+% : 2.
5 T o2 TPEFTVI(r) (2.36)

Da condic¢do de consisténcia (2.16) temos

: 0d1 OH
¢ ={d,H} + M{o1,01} = —E;Zaf = —pp =~ 0. (2.37)
E obtemos entdo o vinculo secundario
@2 = —pg = 0. (2.38)

Novos vinculos ndo mais podem ser gerados, ja que ¢y = {p2,H} + Xo{¢1,02} = 0, iden-
ticamente.

A partir dai, utilizando (2.32) obtemos as equacdes de movimento

pr ~ {pr,Hr} =~ {pr.H + A\ipe — Xopo}, (2.39)
oV

= Pr=———; (2.40)
or

Procedendo do mesmo modo obtemos
F=pn Be=0; =6 pE=0; = (2.41)
Através das equacoes de Euler-Lagrange (2.2) obtemos as equacdes de movimento sem

d (L) 0L
5 (W) -5 =0, (2.42)

recorrer a hamiltoniana
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E também obtemos

~F (067 + O =0 (2.43)
FO—&)=0; 20— +2r(0—€)=0. (2.44)

Resolvendo as equacodes diferenciais obtemos que as equacdes de movimento dos dois

diferentes métodos fornecem resultados idénticos.

Exemplo 2. Dada a lagrangiana abaixo, encontrar os vinculos e classificd-los, encontrar as

equacgoes de movimento e resolvé-las.

1. . . 1
L= 561% + q2q1 + Q192 + §(Q1 - (J2)2 (2.45)

Solucao.

Os momentos conjugados as coordenadas sao

P1=q1+q , P2 = q1, (2.46)

donde obtemos os vinculo primério

p1=p2—q ~0. (2.47)
O hamiltoniano do sistema é
1 1
§(p1 - Q2)2 - §(C]1 - (I2)2- (2.48)

Da condicdo de consisténcia (2.16) temos o vinculo secundario
{61, H} =q1 —q2 =0 (2.49)
Utilizando a condicao de consisténcia no ultimo vinculo, temos que

$2 = {2, H} + Ma,1} =p1 — g — A= 0. (2.50)

Segue que a hamiltonia total é

1

1
Hr =H + A2 = 5(p1 — @)* — Jla - ©)° + (11— @) (0 - @). (2.51)
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Com o emprego dos parénteses de Dirac os vinculos podem ser postos iguais a zero, assim
Hr = %(pl - q)”. (2.52)

Podemos, entdo, obter as equacdes de movimento através de (2.32)

¢ ~{q,Hr} = p1 — ¢ (2.53)

P2 ~ {p2,Hr} ~p1 — q2 (2.54)
ou, utilizando as equacgoes fracas (2.46) e (2.49), temos as equacoes de movimento
G=p1—q ; P2 =p1— q, (2.55)
cujas solugdes sao
q1(t) = q(t) =pa(t) =at+b—a, pi(t)=at+Db, (2.56)

onde a e b sdo constantes arbitrdrias. Como os vinculos sao de segunda classe, nao existem
fungoes arbitrarias do tempo e conseguimos encontrar diretamente as equacoes de movi-

mento do sistema.

2.5 Vinculos de Primeira e Segunda Classes

Funcoes definidas em um espaco de fase, vinculos em particular, podem ser classificadas
em funcoes de primeira classe e funcoes de segunda classe. Essa classificacdo é de importan-

cia central no tratamento de teorias de calibre, como veremos mais adiante.

Definicao 3. Uma funcdo F(q,p) é dita de primeira classe se os parénteses de Poisson entre ela

e todos os vinculos da teoria sdo fracamente iguais a zero, isto é,

Uma fungdo das varidveis canénicas que ndo é de primeira classe é dita ser de segunda classe.
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2.5.1 Vinculos de Primeira Classe como Geradores de Transformacoes de Calibre

A presenca de funcoes arbitrarias na hamiltoniana total sugere que nem todas as variaveis
canonicas sao observaveis fisicos. De outro modo, embora o niimero de estados fisicos dum
sistema seja definido unicamente se forem dados os ¢’s e p’s, 0 contrario ndo é verdadeiro,
ou seja, existe mais de um conjunto de varidveis candnicas representando o mesmo estado
fisico.

De fato, dado um conjunto de valores das varidveis canOnicas para um tempo ¢; se espera
que as equagoes de movimento fornecam o estado do sistema em um tempo ¢y, com to # t1,
qualquer ambiguidade no valor das varidveis candnicas para o tempo t¢9 deve ser fisicamente
irrelevante.

Agora, da equacdo (2.28), temos que os coeficientes v sdo funcoes arbitrarias do tempo,
portanto seus valores em t; e t; dependem da escolha dessas fun¢gdes. Considerando, em
particular, t, = t; + dt, a diferenca entre os valores de uma varidvel dinamica F' no tempo to,

correspondente a diferentes escolhas, digamos v* e v%, no tempo ¢; é dada por

SF = 5v°{F, ¢} (2.58)

com Jv® = (v* — ©%)dt. Portanto, a transformacao (2.58) nao altera o estado fisico do sistema.

Pela construcao de v?, dizemos que
Proposicao 1. Vinculos de primeira classe geram transformacoes de calibre.

Essa observacao é de importancia crucial no tratamento canonico de teorias de campo,
uma vez que nesse contexto os vinculos de primeira classe sao todos tratados como geradores

de calibre (conjectura de Dirac).



Capitulo 3

Geometria de Sistemas Hamiltonianos

Vinculadas

3.1 Introducao

Um sistema mecéanico é descrito completamente através da andlise de sua hamiltoniana.
Explorando as caracteristicas gerais de um sistema mecanico podemos descrevé-lo formal-
mente utilizando geometria simplética. Descri¢oes geométricas do espaco de fase sdo tteis,
dentre outras coisas [28], para generalizar o conceito de superficies de vinculos e sistematizar
as relacgoes existentes entre as quantidades duma dada teoria.

Neste capitulo fazemos uma revisdo do formalismo simplético para sistemas vinculados

de Faddeev-Jackiv, uma alternativa para a descri¢dao de Dirac.

3.2 Estruturas Simpléticas em uma Variedade

Iniciamos a secdo fornecendo as definicoes e teoremas utilizados na descricio do mé-
todo simplético. A principal referéncia foi [29], os outros textos que também foram utilizados

sao [30] e [31].

3.2.1 Variedade Diferenciavel

Definicao 4. Seja M um conjunto e U um subconjunto aberto de M. Uma variedade diferen-
cidvel C*, comk > 1, de dimenséao n é um conjunto M munido de um conjunto de homeomor-

fismos ¢; : U; — V;, ondeV; é algum subconjunto aberto deR", tal que

U;U, =M
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U, N Uj 75 0, entdo ¢; o gb;l : qf)l(UZ N Uj) — d)](Ul N Uj)

O par (U;, ¢;) é chamado de carta e a colecao de todas as cartas € chamada de atlas.

Grosso modo, uma variedade é um conjunto de pontos que podem ser marcados com
coordenadas mais um conjunto de regras que dizem como esses pontos se relacionam com
seus vizinhos. Numa variedade diferenciavel C* essas regras sdo fungdes que contém deriva-
das parciais continuas até a k-ésima ordem.

No que segue assumimos que todos os objetos sdo de classe C*.

3.2.2 Espaco Tangente, Diferencial e Espaco Cotangente

Definicao 5. Sejax € M. Um vetor tangente a M em x é um mapa, &, de C*>* emR tal que

&z [af + bg] = aly [,ﬂ + b8, [g]a
&l fg) = f(x)€lg] + g(2)€[f],

para f,g € C*°,a,b e R.

O espaco tangente a M em z, denotado por 7, M é o conjunto de todos os vetores tan-
gentes a M em .

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis e seja i) : M — N um mapa diferencidvel. O
mapa 1 induz uma transformacao linear entre os espacos tangentes 7, M e T,y M, chamado
de diferencial de ) em = e denotado por dv,.. Se §, € T, M, di,(&,) é definido como o vetor

tangente a N em v (x) tal que para f € C*°(N)

dips (E)[f] = E[97 f] -

Seja f € C*°(M); o elemento diferencial de f no ponto z (x € M), df,, é definido por

dfe(&a) = &lfl, V& e TaM .

O mapa df, é uma transformacao linear de 7, M a R.
df, pertence ao espac¢o dual de 7, M, denotado por 7M. Por defini¢cdo, os elementos
de T M sao transformagoes lineares de 7,,// em R e sdo chamados de vetores covariantes,

enquanto 7y M é chamado de espaco cotangente de M/ em .
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3.2.3 Formas Diferenciaveis

Definicao 6. Uma forma exterior de grau 1 (ou 1-forma) é uma funcdo linearw : M — R, i.e.,
w(M&1 + A2é2) = Mw(&) + Aaw(&2) , A, o eR e &, LelM.

Defini¢ao 7. Uma forma exterior de grau 2 (ou 2-forma) é uma fungao bilinearw? : M x M —

R e antissimétrica:

w2 (Mi&1 + Aaba, &) = Mw?(€1,&3) + dow?(&2,63)

w?(€1,69) = —w?(£,61) , VA, eR e &, &, EeM.

Definicao 8. O produto exterior entre duas 1-formas, denotado por wi N w2, em um par de
vetores &1, & € T, M, é a drea orientada da imagem do paralelogramo de lados w(&1) e w(&2)

no plano formado por w;, ws:

(w(é1) ANw(&2))(61,8&2) = wills) wlt) = w1 (&1)w2(&2) — wi(&e)wa(&1) -

wi1(§2) wa(§2)

Defini¢dao 9. Sejax’ = (z!, ..., 2") um sistema de coordenadas local e w uma 1-forma, escrita
localmente como w = a;dx' — onde os diferenciais dz', ..., dz" formam uma base para o
espaco de 1-formas em x* —, ambos os objetos em M. A derivada exterior de w, denotada por

dw, é definida por
dw = da; A dz* .
Analogamente, definimos a derivada exterior da 2-forma w? = %aijdx" A dx? por
o _ 1 i j
dw* = §daij Adxt A dxd . 3.1
Por fim, uma k-forma w é dita fechada se dw = 0.

3.2.4 Variedades Simpléticas e Teorema de Darboux

Defini¢ao 10. Seja M>" uma variedade diferencidvel de dimensao par. Uma 2-forma diferen-
cial w? em M?" é dita nao-degenerada se para todo & # 0 existir um ¢ tal que w?(&,¢) # 0, com

£ el M.
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Definicdo 11. Sejaw? uma 2-forma fechada e nao-degenerada. O par (M*", w?) é chamado de

variedade simplética.
O exemplo mais simples de variedade simplética é o espaco euclidiano R? com a forma
simplética

w=drANdy.

Um sistema de coordenadas simplético em 1/?" é um sistema de coordenadas locais

(g1, ---, q", p1, --., pn) tal que nesse sistema a forma w € escrita como
w = dq" A dp;, i=1,...,n.

Considere a transformacao linear de um espaco simplético, S : M?"* — M?". Seja p; :
(p1, -5 pn), ¢ = (q¢', ..., ¢") um sistema de coordenadas simplético. Nesse sistema de

coordenadas podemos representar a transformacao S por uma matriz n x n.

Teorema 1. Uma transformacdo é simplética se, e somente se, sua matriz S nas coordenadas

simpléticas (¢', p;) satisfazem a relacdo

STlfS=Ff,

onde
NER
-5 0

A matriz f é chamada de matriz simplética candnica. E por fim apresentamos sem de-

monstracdo o teorema de Darboux.

Teorema 2. (Teorema de Darboux). Seja (M?", w?) uma variedade simplética e x € M*"
um ponto. Entdo, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais ¢ = (¢, p;), comi =

1, ..., n, centrado em x tal que a formaw? é escrita como

w? =dq' Ndp; .

3.3 Formalismo Simplético

Apresentamos nesta se¢do o método simplético de Faddeev-Jackiw para formulagdo ha-
miltoniana de sistemas vinculados [6, 7]. A formulacdo alternativa ao método de Dirac dis-

pensa a categorizacao dos vinculos (primeira e segunda classes, primarios, secundérios, etc),
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bem como a construcdo de estruturas algébricas especiais (parénteses de Dirac), favore-
cendo uma abordagem lagrangiana. Logo em seguida apresentamos o algoritmo proposto
por Barcelos-Neto e Wotzaseck [8, 10] como uma sistematizacdo do método simplético.

3.3.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Considere a 1-forma lagrangiana, escrita nas coordenadas generalizadas do espago de
fase €2,

Ldt = ande® —V(&)dt, a=1,...,M (3.2)

A 1-forma lagrangiana pode ser escrita como
1
Lt = ¢ fapde® =V (€)dt, (3.3)
onde f,3 € a matriz simplética, a 1-forma simplética a é

£ fopde” (3.4)

1
a= -
2

e a 2-forma simplética f é

f=da= % Fapde® A dEP. (3.5)

De forma geral f ndo é constante.

As equagoes de movimento sao dadas pelas equacoes de Euler-Lagrange

ov

35 -
5 fOéB - a£a7 (3'6)
com
_ Oag  Oag
fap = 9o 0B (3.7)

Quando a 2-forma f é ndo-singular, podemos inverter a matriz simplética e obtemos as

equacdes de movimento
s IV

Tk (3.8)

=/
onde 8 = (fn5)" L.
Caso a matrix simplética seja singular ndo é possivel inverté-la e encontrar as equacoes

de movimento, nesse caso denominamos a matriz de matriz pré-simplética. A partir dai de-

vemos proceder uma transformacao de coordenadas. Faddeev e Jackiv argumentam que do
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teorema de Darboux tem-se que para qualquer 1-forma a = a,£%, o =1, ..., N, sempre é

possivel fazer uma mudanca de variaveis
€= "2, jk=1,...,M, 1=1,..., N —2M, (3.9)

de modo que a toma a forma padrao a = p,dq®, fora termos de derivada total. Com a trans-

formacao de coordenadas acabamos com os N —2M graus de liberdade no termo “potencial”

dalagrangiana
Ldt = podq® — ®(p,q,2)dt. (3.10)
Resolvendo as equacoes
0P
— = 3.11
54 = 0> (3.11)

eliminamos os vinculos e terminamos, em geral, com expressoes lineares nas varidveis tipo z.
Reescrevendo a lagrangiana substituindo as varidveis tipo z em multiplicadores de Lagrange

A, temos que

L = pad® — H(p,q) — N¢' (p,q)- (3.12)

Temos entdo que os vinculos resultantes do método simplético sdao
¢ = 0. (3.13)
Resolvendo as equacoes (3.13) reduzimos a lagrangiana ao seu formato original
Ldt = by (n)dn® — W (n)dt, (3.14)

mas nesse caso a equacdo tem um numero reduzido de varidveis. Se a nova matriz pré-
simplética for invertivel obtemos as equacdes de movimento através de (3.8), caso contrario
repetimos o procedimento um niimero finito de vezes. O problema desse método é que nem
sempre é simples encontrar uma transformacao de coordenadas que ira reduzir o espaco de

fase.

3.3.2 Algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek

O algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani consiste em encontar, a partir de uma
lagrangiana dita de ordem zero, ap6s n interacdes, uma lagrangiana dita de ordem n, a partir

da qual é possivel derivar a matrix simplética que governa o sistema dinamico.
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Primeiro chamamos a lagrangiana (3.2) de L) ou lagrangiana de ordem zero, assim
L) — ag))é(o)a —_ v , (3.15)

onde as grandezas sao definidas na forma matricial como

(€00 = (& ...e¥),

(ag)))T = (a1 aM> . 10

Entdo substituimos essas quantidades na equacdes (3.7) e encontramos a matriz pré-simplética

de ordem zero (f (%)).

[0}

Agora, seja P < N o posto de uma matriz pré-simplética ( fo(fg), existem N — P vetores

nao-nulos e linearmente independentes chamados modos-zero que satisfazem

V2 fap =0, 3.17)
ondem =1, ..., N — P. Logo, de acordo com (3.6), temos
v 0oV = 0. (3.18)

Que equivale a condicao de consisténcia no formalismo simplético.

Caso (3.18) nao seja identicamente satisfeita, a relacdo deve ser imposta. O termo 2,,, =
v2 0,V que nao é identicamente nulo é um vinculo que fixa relacdes entre as varidveis da
teoria. O caso em que a relacdo (3.18) é identicamente nula leva a uma transformacao de
calibre e serd tratado na secao 3.3.3. Procedemos com o algoritmo supondo que a igualdade
em (3.18) ndo é uma identidade.

Fazendo

0=1029,V = (3.19)

de modo que os ¢, representem agora as equacdes de vinculos do sistema. Vamos impor os
vinculos na lagrangiana através da técnica dos multiplicadores de Lagrange, s6 que agora os
multiplicadores de Lagrange sdo inseridos como derivadas temporais de uma funcao arbitra-
ria. O objetivo é encontrar a lagrangiana de ordem um, L"), equivalente a (3.12) e definida
por

1) _ 10 _ im0)g0) (3.20)

m
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Assim, a menos de termos de derivada total, temos
LW = 10) = AOme©®) — () D (g, ) — v 1), (3.21)

Com isso repetimos o procedimento apresentado onde, agora,

(g(l)a) — (5(0)01 UL >
(aihT = ( ol @, ) (3.22)
v = V(O)(g(o)) \cp,m:o-

E substituindo as varidveis nas equacdes (3.7) obtemos a matriz pré-simplética da pri-
meira iteracao

0 0
(£ oaaly

«

(3.23)
—9,89 o

My _

(faﬁ) -

Devemos repetir o algoritmo, realizando um nuamero finito de iteragoes até se obter a
matriz simplética e, por conseguinte, os parénteses generalizados entre as coordenadas do

espaco de fase definidos por

_ o4
= 56

8

{A7B}* 8&-/87

foB (3.24)

Para quaisquer funcoes A(£) e B(£) definidas no espaco de fase.

Caso f(1) seja singular repetimos o algoritmo n vezes até se obter a (™) inversivel.

Caso Continuo

O formalismo simplético se estende naturalmente para teorias de campo. Para o caso
continuo fazemos as seguintes redefinicoes, sem alteracdo do algoritmo:

A equacao (3.17), que define modo-zero, fica

/d3y Vi () fap(zy) = 0. (3.25)

A condicao de consisténcia (3.18) fica

/ ddy ygl(m)‘sé(f) =0. (3.26)

A lagrangiana é descrita em termos da densidade lagrangiana, e a matriz (pré-)simplética
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(3.7) fica definida por
dag(z)  daa(y)

aB\T,Y) = - . (3.27)
Faal20) = Geaty) ~ 5€7(a)
E, finalmente, os parénteses generalizados ficam
0A(x) dB(y)
A BY = By, (3.28)
B =S 956 )
3.3.3 Simetrias de Calibre
Considere a variacao infinitesimal de coordenadas
¢ =¢" +0:L° (3.29)
A variagdo infinitesimal da acao S, S{¢'} — S{¢}, é
T (€,6)6.6% + T (g,6)6.£2| dt. (3.30)
[ [Fe o + b
Fixando a condi¢do de contorno 6.(¢;) = 6-(t2) = 0, temos
2r9c, .. doL, .
5.8 = 66 — S (e ,6) ] .t 3.31
e - Gamted] ot 33D

Tome agora a lagrangiana L definida por (3.10), aqui também consideramos que a matriz
hessiana associada a L é singular. Se impusermos J.¢£ = 0, o que simplesmente significa que

(3.29) define uma transformacao de calibre, obtemos que

_(9asgy OV daa\ s oo p o ip o
0= (agyi 86@ dt )555 - (faﬁé 8@‘/)6&6 . (332)

Relacdo que € satisfeita caso os dois termos entre parénteses sejam iguais ou se

WOV

0:€ agn 0 (3.33)

0% fupt® =0, (3.34)

simultaneamente. O primeiro caso leva as equacgdes de Euler-Lagrange, aqui descartado por

considerarmos f, 3 singular. Comparando (3.33) e (3.34) com (3.17) e (3.18), temos que

560 = 1%, (3.35)
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em que ¢ = ¢(t), fornece as transformacdes de coordenadas que deixam a acdo invariante.
Por essa razao dizemos que os modos-zero sdo os geradores de simetrias de calibre do mé-
todo simplético.

No caso continuo (t) — e(z,t) e
%) = [ Py el ()8 ) (530

3.3.4 Contagem dos Graus de Liberdade

Em uma teoria que os vinculos sdo apenas equacoes que relacionam as variaveis canoni-
cas originais ndo hda a presenca de funcdes arbitrarias. Apds a fixacdo de calibre, mesmo os
vinculos que geram transformacdes de calibre sdo reduzidos a relacoes numéricas entre as
varidveis canonicas originais. Dessa forma chegamos a seguinte férmula para a contagem de

graus de liberdade:

Nuimero de graus Ntuimero de varidveis
2 X = (3.37)

de liberdade canonicas independentes

Numero total de Numero de equagdes

variaveis canonicas de vinculos

Numero de vinculos Numero de variaveis

que geram trafos de calibre de calibre fixadas

Como os vinculos sdo todos derivados dos modos-zero, e como todos os vinculos que
levam a transformacoes de calibre devem ser fixados para se obter equac¢oes que descrevem
univocamente o estado de um sistema fisico, podemos escrever a férmula da contagem dos

graus de liberdade como

Numero de graus

2 X =

de liberdade

Numero de

modos-zero

Ntumero total de

variaveis candnicas

Numero de vinculos

de calibre

(3.38)
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3.3.5 Exemplos

A guisa de ilustracdo apresentamos dois exemplos de aplicacdo de método simplético
pelo algoritimo BW extraidos de [8] e [12].
Particula se Movendo em uma Esfera N-dimensional

Considere a lagrangiana

N
0 — Mo iy2 N2
L ;[2@) + (@) - 1) . (3.39)
onde ¢’ = {¢', ..., ¢} é a coordenada da particula. Fazendo
(0) 4
pi = aL.. =mq", (3.40)
ag*
temos que
LO = pigt —vO (3.41)

comV(© =% % —A((¢")?—1). Das defini¢des (3.16) o vetor simplético e a 1-forma simplética

sdo, respectivamente,

enquanto a matriz pré-simplética é

0ij —07 0
(fij)(o) — 5§ 0l ot | . (3.43)
0, 00 0
A matriz tem 1 modo-zero, a saber
Y= <0i 0; 1) , (3.44)
com 0’ = {0, ..., 0}, o zero aparecendo N vezes. Utilizando a condic¢do de consisténcia (3.18)

obtemos o vinculo

v oy
— = =q¢ —-1= A4
v oEi B\ q 0, (3.45)
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onde omitimos o simbolo de somatéria para simplificacdo. Esse é o vinculo que indica que o
movimento da particula esta restrito a superficie da N-esfera de raio 1. Seguindo o método

realizamos a primeira iteracao, o que consiste em em fazer

p2
VO =y =D (3.46)

e recolocar os multiplicadores de Lagrange como derivadas no tempo. Assim a lagrangiana
de ordem um €

L1 .
L0 =pg+ 2 (@ —1) g -V, (3.47)

onde a soma entre as coordenadas estd subentendida.
Agora g é incluida no conjunto de varidaveis candnicas e nos livramos de A por ela ndo mais

aparecer na lagrangiana. Assim temos

1

& ={apny e aW={p, 0 S (@-1)}. (3.48)
Dai, a matriz pré-simplética de ordem 1 é
0 —67 —qi
fM=1s o0 o |, (3.49)
g 00 0

contudo o modo-zero v = (0, —¢’, 1), gerando o vinculo

ovam gy

— + o = —¢'pi = 0. (3.50)
Seguindo para segunda interacdo, temos
L®pg + % (®—1)G+pgp— VP, (3.51)
onde V® =vW|g=VH E
£ = (qi pi p) (3.52)

. 1 .
a'® = <pz' 0 5(‘12_1) 0 qui> (3.53)
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(fi)?=1|" : (3.54)

A matriz fi(jz) é regular e, portanto, possui inversa.

O nuimero de graus de liberdade desse sistema é, entdo, igual a (2/V varidveis iniciais - 2
modos-zero) /2 = N —1 graus de liberdade. Um caso particular descrito por esse problema é
o de uma particula “livre” de massa m se movendo na superficie bidimensional de uma esfera

tridimensional.

Teoria Eletromagnética

Agora vamos explorar um exemplo onde aplicamos o algoritmo BW no espa¢o continuo,
trabalhando com um espaco de fase composto de campos e seus momentos conjugados.
Dada densidade de lagrangiana da teoria eletromagnética no vacuo

1

£=-4

Fu FH (3.55)

onde F,, = 0,A, — 0,A,, aplicamos o algoritimo BAMW para obter a dinamica da teoria.

Primeiro obtemos as varidveis duais no espaco de fase. Os momentos conjugados sao

oL 1 oF"”

I, = —=—-—-F,——
! gAn 277 9Am
1 v v
= _iFw (535u - 5250)
= Fuo=0,40—-4,. (3.56)
Logo, a lagrangiana de ordem zero é
(0) ii i iy Lo Loij
£ = AHi—Hi(aAO—H)—iF Fio — 7 FVEy
g . 1
= A1l —11;0'Ag + ILII" — ZF”FZ-]- , (3.57)

onde identificamos o potencial simplético de ordem zero, o vetor simplético de ordem zero e
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a um forma simplética de ordem zero como sendo, respectivamente,

€O = (4% A" 1), (3.59)
9 = (0 1m o). (3.60)

E pudemos eliminar I1° do vetor simplético impunemente, ja que ele nao aparece na lagran-
giana.

A matriz pré-simplética de ordem zero é portanto, segundo a equacao (3.27),

0 O 0
(hffg))z 0 0 -8 |&@-7). (3.61)
0 5;'. 0
Com modo zero
Vjo] = (1 0 0). (3.62)

Utilizando a condicao de consisténcia (3.26) obtemos o vinculo

VO () <
— Py = ', = o) 3.63
Ora, (3.63) é simplesmente a lei de Gauss no vacuo.
Ao invés de adicionarmos um multiplicador de Lagrange ao vinculo (¥, podemos notar

que o termo —d'I1; j4 aparece na parte potencial de £(?), bastando somente uma redefinicio

de variaveis para incluir (3.63) na préxima intera¢do. Definindo Ay = —7, temos que
v — 2 (i, - Lpipy ) o8 3.64
=3 iT3 ij | d°x (3.64)
e
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Temos de £

M = (A" 1 g, (3.66)

(agp)T = (I, 0 &Ir) (3.67)
0 -5 0

() = (& o a|FE-7. (3.68)
0 —o7 0

onde 87 = ;2 e 9! = ;2. Temos que o modo zero de (hsﬁ)) é

Da condic¢do de consisténcia (3.18)

V@G v @)Y Ol 0 g3,
/ (‘ai A @ @ ) TYT ) o [iF ki (7) (ayk‘gi‘S #=9) (3.70)
8 k¢3 =27 3 _ a ) — a 3 = 2 3 _
G0 @ =) )|y = = [ SFu @) 5 o8 F =y =0,

isto é, identicamente nulo, desse resultado concluimos existir as seguintes transformacdes

de calibre

SeAl = 9E, (3.71)
den = £&. (3.72)
mas (3.72) é de fato

65/A0dt =¢£. (3.73)

Portanto, (3.72) pode ser escrita como

o€

Ap = — 74
de Ao N (3.74)

e as duas transformacgoes de calibre ficam

S A' = —9E, (3.75)

o€
0gAy = 5 (3.76)
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ou, substituindo £ = —A,
A— A+VA, (3.77)
o — P — % . (3.78)

De acordo como indicado em [32] (cap. 3, Equacdes 6.12 € 6.13). Temos entdo que o potencial

de ordem dois
y@ _y), = _%Hiﬂi + iFijFi]— 3.79)
e alagrangiana de ordem dois é
L =LA + po I + 49, 4' — V@) (3.80)
Onde escolhemos 9; A" = 0, que é o gauge de Coulomb. Desta, obtemos
(5(2)(1) — (A T g ), (3.81)
T . .
(aj)) = (I, 0 &I 8AY) (3.82)
0 -3 o0 o
g0 o o,
fap = (T —7) . (3.83)
0 —0;” 0 0
—8]”-” 0 0 O
Com (f,pg) € regular, possui inversa, e € igual a
iy, o
0 5t — 0 ot —
4 7 Ok, T 0RO
.00, "
=0+ 0 - 0
fas = | %% P |P@E-pn . 68
OA kO, 0 kO,
& 1
— 0 _aTak 0

Com todas as derivadas atuando em 7. Os parénteses generalizados (3.28) entre A’ e II; sdo,

portanto,
(3.85)

1= — * 7 8]87« 3 (= —
@000 = (8- g ) @1

Procedendo a contagem dos graus de liberdade. Temos ( 8 campos iniciais (A, 1I,,) - 2

modos zero (v, v[y)) - 1 varidvel eliminada (Ag) - 1 vinculo ( Eq. (3.70)) ) /2 = 2 graus de
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liberdade.

Por fim lembramos que resultados do tipo (3.84) e (3.85) nao fazem parte do escopo dessa
dissertacdo, aqui nos interessa principalmente encontrar as transformagodes de calibre de
uma teoria mais a contagem de seus graus de liberdade. O resultado acima aparece como

ilustracao do método conforme originalmente elaborado por Barcelos-Neto e Wotzasek.



Capitulo 4

Formalismo ADM da Gravitacao

4.1 Introducao

A formulacao da teoria de gravitacdao de Einstein em linguagem canoénica é interessante
sob diversos aspectos, tais como em teoria de anélise de sistemas dinamicos, na investigacao
de solu¢des numéricas, em questdes envolvendo teorias quanticas da gravitacao e até como
parte essencial de teorias alternativas como a SUGRA [33], s6 para citar algumas aplicacoes.
Tal formulacao é atingida com o formalismo ADM.

O formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner), desenvolvido na década de 60 [34], consiste
em "quebrar"a covaridncia explicita das equac¢des de Einstein, separando direcdes espaciais
das temporais, assim fornecendo uma nocdo de tempo e evolucdo temporal em teorias de
gravitacdo. Assim como ocorre em espacos-tempo com a métrica de Minkowski, em geral'
também podemos adotar uma superficie “espacial” tridimensional e escolher uma quarta
coordenada perpendicular ao plano considerado e adotd-lo como o eixo do “tempo”, onde
deve ser arbitrado qual das duas direcdes possiveis € o futuro. Como esta foliacao do espaco-
tempo pode ser feita é o objeto desse capitulo. As principais referéncias utilizadas nesse ca-
pitulo sdo [37] e [38], onde esse ultimo, conforme apontado pelo autor, é basicamente uma

revisdo de [35] com os célculos expandidos.

'Na verdade nem sempre é possivel fazer uma foliacdo do espaco-tempo, para que essa foliagao possa ser feita
globalmente a variedade precisa ser globalmente hiperbélica. Mais detalhes em [35] e [36].
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4.2 Geometria de Hiperssuperficies

4.2.1 Foliacao do Espaco-Tempo

A formulagdao adequada de uma teoria candnica para a gravitacao requer uma separagao
do espaco e do tempo. No contexto de relatividade especial, existe uma escolha natural para
a coordenada temporal, e a métrica € invariante pelas transformacdes de especial interesse,
as transformacoes de Lorentz. Ja para o caso geral ndo existem simetrias de fundo ou ob-
servadores inerciais prediletos, tornando a no¢do de tempo muito mais generalizada. Nesse
caso podemos simplesmente considerar superficies “espaciais”, digamos ¥, parametrizada
para alguma funcdo ¢ € R constante, assim M = % x R.

Em geometria Riemmaniana dada a funcao ¢ sempre existe um vetor normal a 3> dado por
V#t. Para todo campo vetorial s* € T'Y a t constante, temos que g,,, s* V"t = s*V,t = 0.

Apenas falta agora definir um vetor que aponte na direcao da passagem do “tempo”. Da

ndo degenerescéncia da métrica definimos o vetor normalizado

VHE

nt = , @.1)
Y —gagvatvﬁt
tal que g,sn“n” = —1. Exigimos que esse vetor ndo mude de sentido (o qual denominamos

futuro), assim n#V ,t > 0.
Esta divisao do espaco-tempo fornece a subvariedade > uma estrutura riemanniana pro-

pria. Temos, entdo, a métrica induzida definida por

hyw = guw +nuny (4.2)

que € unica por conta de sua propriedade de operador projetor, a saber, verifica-se imediata-

mente que
hhE = By, 4.3)
hywn” = 0 (4.4)
(]
huws” = guus”, Vs'eTY. (4.5)

Podemos considerar %, como sendo a parte espacial de g,,,,, definindo uma métrica positivo
definida em ¥, dai simplesmente escrevemos h;,. Assim h® equivale a inversa de h,;, quando

aplicada a vetores tangentes a X.
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Nas secOes abaixo até a secdo (4.3) usaremos a notacao com indices a, b, ¢ etc, significando
que, dado um vetor s € TM,a =0, 1, 2, 3.
4.2.2 Derivadas Temporais

Segundo a interpretacdo da métrica induzida h,;, como sendo a métrica espacial, faz sen-
tido definirmos uma derivada temporal da métrica induzida. Introduzimos o campo vetorial

evolugdo temporal t* para definir a direcao da derivada temporal, que é dado por
t'Vat =1. (4.6)

Esta condicao, junto com uma a condicdo t*V,s? = 0, com s* € TY, garante que (4.6) possa

ser interpretada como uma componente temporal. Podemos simplesmente decompor ¢* em
t* = n®N + N® 4.7

onde utilizamos a definicao a seguir.

Definicao 12. Definimos fung¢do lapso e vetor deslocamento, respectivamente, por
N =-—ngt* e N"=h,. (4.8)

Com isso € possivel escrever a seguinte proposicao [37]:

Proposicao 2. Seja’l um tensor arbitrdrio definido em M, sua derivada temporal é dada por

PQ1,..50n — 7 al an 1,d1 dm C1yeesCn
T4ben = hel SR b L T (4.9)

onde L, é a derivada de Lie ao longo do vetor evolugdo temporal t*.

4.2.3 Curvaturas Intrinseca e Extrinseca
Curvatura Intrinseca

Da equacao (4.1), em geral temos que

—1, se X étipo-espaco,
ngn’ = p pag (4.10)
1, seX étipo-tempo .
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Para o caso em que o produto interno é nulo, é possivel construir uma conexdo de Levi-
Civita unica D, sem tor¢ao e com métrica compativel com ¥ [35]. A propria métrica espacial
é uma quantidade intrinseca, e como ela é de fato uma métrica em ¥ é possivel definir o

operador D,, tal que Dyhy. = 0:

Definicao 13.
DTG0 = bt hgrhgh g N T8k (4.11)

17---7bm

A derivada covariante D, imediatamente satisfaz a condicao de linearidade, a regra de

Leibniz e preserva a métrica espacial. De fato,
RAWERIN thge = ARSIV (gge + nane) = 0, (4.12)

onde usamos que g4, € covariante a V¢, além da relagdo (4.4). Com uma derivada covariante

definida é possivel definir outras quantidades geométricas da foliacao.

Definicao 14. O tensor curvatura intrinseca é definido como o tensor de Riemann tridimensi-
onal

GRE . g = DeDypwe — DpDawe (4.13)

abc

para todo w. € T*X.

2

Como usamos somente a derivada espacial D, aplicada a formas espaciais w, , P)R?, ¢

abc
definido intrinsecamente. Do tensor de Riemann intrinseco obtemos o 3-tensor de Riccie o

3-escalar de Ricci usando as contracdes usuais.

Curvatura Extrinseca

Acabamos de identificar que a curvatura intrinseca é uma quantidade completamente
definida na sec¢do espacial do espaco-tempo, logo falta a informacgdo associada a derivacao
na direcdo temporal. O resultado é a componente geométrica extrinseca.

Ao contrdrio da geometria intrinseca, que se aplica somente a variedade (X, hy), ndo
importando como ela estd imersa na variedade do espaco-tempo, a geometria extrinseca de &
em X xR se refere ao modo como a variedade imersa X “se dobra” em torno de sua vizinhanca.

Isso significa que, em geral, n® é varidvel ao longo de X.

Definicao 15. O tensor de curvatura extrinseca é definido por

Kap = Dany = hShiVeng . (4.14)
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O tensor K, possui as seguintes propriedades Uteis para nossa exposi¢ao:
1. K4 = hiVeny = Vang +nganVeny. Ou seja, pode-se dispensar um projetor da definicdao

de D,. Prova:

Ka = hihiVeng = (08 + npn®)hEVeng (4.15)

= hSV.ny + nynthS . (4.16)
Notando que n?V.ng = 1(n?Veng +nqVen?) = 1V (ngnd) = 0, temos o resultado.

2. Esimétrico, K, = Kp,.

3. A curvatura extrinseca é dada pela metade da derivada de Lie da métrica induzida ao
longo do vetor normal

1
Kab - iﬁnhab- (417)

A demonstracgdo é imediata:

'Cnhab = ncvchab + hcbvanc -+ hacvbnc (4.18)
= n°Ve(ngny) + Vany + Vyng
= (85 4+ ngn®)Veny + (05 + npn®)Veng

= hiVenp+hgVeng = Koy + Kpg = 2Ky -

1 .

Ka = ﬁ(hab — DyNy — DyN,) (4.19)

onde hy, = hghgﬁthcd. Esse resultado segue de

1
Ko = §£nhab (4.20)
1
= gy (N Vehay +heyVa(Nn®) + hae Vi (N17))
1 . 1 .
= GhehbLenhea = S5hohi (Lihed = Lhed)

onde fizemos a substituicdo Nn® = t* — N,
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4.2.4 Decomposicao da Métrica

Definicao 16. Sejam (y*) as coordenadas induzidas da superficie ¥, chamamos de coordena-

das adaptadas a foliagdo as coordenadas

x* =x%(y?) . (4.21)

O operador projecao pode, entdo, ser escrito como

ox®
e . 4.22
€q Dy° ( )
E o elemento de linha de X; é
ds? = gopdz®da® = 0 1\ (9 4\ = hosdyay? (4.23)
Y, = Yap = Jap aya Yy 8yb Yy = hgpay ay , .

de modo que a métrica induzida é dada por
hap = gageel 4.24
ab = 9aB€q €y - (4.24)

Expandindo a 3-métrica induzida h relativa as coordenadas (%) € ¥;, temos a 2-forma
h = hijda'da? . (4.25)

Como o vetor deslocamento é tangente a superficie X;, a métrica induzida pode ser usada

para abaixar e levantar indices desse vetor,
N; = hy;N7 . (4.26)
A expansdo da métrica do espago-tempo g nas coordenadas correspondentes é a 2-forma
g = gapdz®dz” . (4.27)

Como g é um morfismo que leva dois vetores em um ntmero real, podemos ver seus compo-
nentes como a funcao

Jop = 9(0, ON) . (4.28)
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Portanto, utilizando (4.7) temos

- =

goo = 9(01,0;) = t, (4.29)
= (n*N + N (neN + N,)

= —N?4 N°N,,
onde utilizamos n,n® = —1, da Eq. (4.1), e n®hy, = 0, Eq. (4.4). Também

goi = 9(0,,83:) = -0
= (AN+N)-9;=N -5
—  N,(899;) = N,6% (4.30)

- N

—

gij = 9(8:,0;) = 8; - 9; = hyj . 4.31)
Portanto, a matriz que representa a métrica do espaco tempo em uma foliacdo 3 + 1 é

» _N24 NIN; N
gag = | 7T = o . (4.32)
gio  9ij N hij

Podemos entao avaliar explicitamente a métrica do espaco tempo:

gudatdz” = (—=N?4 N;N')dtdt (4.33)
+N;dtda’ + N;dtdz' (4.34)

+hijda'dx? (4.35)

= (=N? 4+ N;NY)dtdt (4.36)
+hi;N'dtdz? + h;; N'dtda’ (4.37)

+hijdedr? (4.38)

e obtemos a 2-forma métrica do formalismo ADM.
guvdatda” = —N?dtdt + hij(dz’ + N'dt)(da? + N7dt) . (4.39)

Esse resultado chave é o verdadeiro inicio do formalismo ADM, a partir daqui podem ser
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derivadas as equacoes de Hamilton para a Relatividade Geral e outras teorias de gravitagao.
Agora passemos a procurar a 2-forma dual da métrica. Suponha que a métrica dual tenha a

forma
00 0j a ,Uk
o= =) (4.40
gzO gm vJ b]k

Por definicdo, o produto interno das duas matrizes tem que ser a matriz identidade, ou

—N?2+ N'N; NJ a o 1 0
. : . = . (4.41)
N' hij o b 0 i
Da multiplica¢ao da primeira linha de g, com a primeira coluna de ¢g*#, temos
(=N?+ N;N7)a + Njv; = 1. (4.42)
Da multiplicacdo da segunda linha de g,,, com a primeira coluna de g°#, temos
alN; + hijv! =0 = aN; = v; . (4.43)
Dai, temos
(=N?+ NjN¥)a — aN;N7 = 1. (4.44)
Das equacgdes (4.43) e (4.44), temos que a = —ﬁ ev) = % Da multiplicacao da segunda
linha de g, com a segunda coluna de ¢*# temos que
k ik NiN*
ou
. . NEINJ
i = b =5 (4.46)
Logo, a matriz métrica dual de g, €
00 ,0j 1 NI
e R Y R (4.47)
gzO g % hid — NN];/'

Utilizando a regra de Cramer [39] é possivel estabelecer o determinante da métrica ADM
do espago-tempo. Primeiro, denotemos g = det(go3) € h = det(h;j). Observe que g e h sdo

independentes das coordenadas.
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Da regra de Cramer

h
g% = Coo . (4.48)

Dai, temos que
1

N (4.49)

h —
g
Portanto, a relacdo entre o determinante da métrica do espaco tempo no formalismo usual e

o determinante da métrica induzida é

V=9=NVh. (4.50)

4.3 Relacoes de Curvatura

A curvatura do espaco-tempo é completamente descrita pelas curvaturas intrinseca (4.14)
e extrinseca (4.13) de X, da mesma forma que a métrica induzida h.g e o vetor normal n*
descrevem a métrica g,,,. Somente as quantidades de 3-curvatura por si s6 ndo descrevem
toda a informacao sobre a curvatura da variedade foliada, como é possivel mostrar através
da contagem de componentes independentes: O tensor de Riemann de n dimensdes tem
n?(n?—1)/12 componentes independentes, o que resulta em 20 componentes independentes
paran = 4 e 6 paran = 3, tomando o tensor de curvatura extrinseca que fornece mais 6
componentes, temos um total de 12 componentes de 3-curvatura contra 20 de 4-curvatura.
Essa aparente contradicdo é resolvida ao encontrar qual a correspondéncia entre o tensor de

Riemann e os tensores de curvatura intrinseca e extrinseca.

4.3.1 Relacoes de Gauss

A primeira relacao que temos € a equacdo de Gauss

hIhShIhS R, =P R 5 + KowKy§ — KpoK, 4.51)
que segue de
DoDpwy = Da(h{hIVswy) = hShJhIVo(hIhIV swy) (4.52)

= hShnIVeVswy + b (hShiVeh D) Vswy + g (hShIV sh )V swy |
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donde temos que
hfhgv¢h$ = hfhgv(ﬁ(g[; +n,n’) = n(shgvan7 = Kafn® (4.53)
no segundo termo, também
hg (BT shg ) Vswy = hi Kawn"Vswy = —Karh§w,Vsn" = =K K Jlw, . (4.54)
Portanto,

BR" 4wy = DaDpwy — DgDaws (4.55)

= Do oh gD (VVswy — VsVwn) — KawK Jlwy + KgoK Jw, .
O que prova a identidade.

4.3.2 Relacoes de Codazzi

A equacdo de Codazzi

"B Rogesn® = DyK gy — DIy, (4.56)
segue diretamente fazendo
WS RS Rogegn® = hohLR" (VaVg = VaVa)ng (4.57)

= hSWN" (Valgd Vsne) — Va(gd Vsn)

= DyKy, — W05 Vo (ngn®Venyg) — DyKypy + hh 0"V g(nan’ Vsny,)

= DyKy, — DyKyy — hh5 RS (n°Vsne) (Vang — Vna)

considerando que o tltimo termo € nulo por conta da simetria da projecdo espacial de V,ng,

temos demonstrado a relacao.

4.3.3 ARelacao de Ricci

A equacao de Ricci é

Ropgsn'™n’ = —Ln,Kop + KanK§ + D(sag) + agas , (4.58)
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onde definimos a aceleracdo normal a, = n"Vn,, com a,n® = 0. Esta equacdo sera dedu-

zida por partes. Primeiro, temos
,CnKag = nﬁv,{Kaﬂ + KQHV5TZR + Kgnvanﬂ . (4.59)
Usando K.3 = h'Ving = Vang + nqn"Vng, 0 primeiro termo fica

n"VeKo3 = n"ViVang+ (n”VNna)(n5V5n5) + nan"VH(n‘SV(;ng)
= n"V.Vang + anas — (Van®)(Vsng) — n°VaVeng + hiV,.(n’Veng) .
No ultimo termo, onde foi utilizada a relacdao n,n" = —¢g ) + h 2, podemos escrever
h K

«

(hg —npgn")Veay, = Daag—hgngnVay

= Dgag +ngayVan'l +nan"nga,Ven' .
Logo,

n"VeKag = n°(VeVa— VaVi)ng + asag + Daag — (Van®)(Vsng)

+n5Van(nVeng) + nang(nV,.n)(n°Vsn,) .
Os dois ultimos termos de £, K3 podem ser escritos como

KoxVan™ + Kg,Van® = (Vang)(Van™) + ngn“(vﬁné)(vang) + KM(KIB” — n5n5V5n”)

= (Vang)(Vpn") + KoxKg' — nané(V5nH)n5nnvnn” )
Notando que

(Vane)(Vn®) — (Van®)(Vsng) + ngVan" (n"V.ny,)
= (Van"™)(Vane — Vang +ngn’Vsn,)

= (Van™)(hE(Vsng — Vans) +ngn®Vsn,) =0,

onde utilizamos na primeira linha o fato de n, ser normalizado para sumir com o ultimo
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termo, e

hg(v(;nﬂ —Vuns) = hgh,f(v(;nn - Vyns) — hﬁ‘snnn”(vfmn — V,ns)
= —nn'Vyng,

para zerar o resto.

Reagrupando os termos obtemos a equacao de Ricci.

4.3.4 Escalar de Curvatura no Formalismo ADM

Primeiro chamamos atenc¢do a importante relacao
Ragn®n’ = (K)? — KL Kg + Vau® . (4.60)
Arelacdo (4.60) segue diretamente de

Ragnanﬁ = Ra,{ﬁ“no‘nﬁ = -—nY(VaVi —ViVy) —n"

= (Van®)(Vin™) — (Vun®)(Van”™) — Vo (n*Ven™) + Vi (n*Von®)
usando

(Ven®)(Van®) = 949, (Vun®)(Vsn")
= (hSVun®)(hIVsn") — hin n,(Vn®)(Vsn®)
hynns(Ven®)(Vsn™) + nanan“nn(vnno‘)(vtgn”)

= KoK

Analogamente (V,n®)(Vn®) = (K,*)(Kd) = (K.%)? e o resultado segue notando que
v = —n*V,n" + n "V, n.

Agora, passando para o cdlculo do escalar de curvatura

R = gaﬁgméRanﬁé _ (ha,B o nanﬁ)(hné _ n'{na)Ranm
= h*Ph Repps — 2Rapnn’
= WYR7h2hShSh Y Rawgs — 2Rapn®n”

= WPIOR,J + KoK — KooK, = 2((Ky)? = K@ K + Vool
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onde utilizamos a equacdes (4.51) e (4.60). Portanto, o escalar de Ricci no formalismo ADM é

R=®R— (K% + KoK — 2V 0" . (4.61)



Capitulo 5

Gravitacoes Canonicas no Formalismo

Simplético

5.1 Teoria da Relatividade Geral Candonica

Arelatividade geral é a teoria que descreve o espaco-tempo e a gravitacao. Suas equagoes
revelam a descricdo matemadtica da dindmica do tecido espaco-temporal, por ser essencial-
mente geométrica, a relatividade geral se diferencia fundamentalmente das outras teorias de
campo de calibre. Nesta secao mostramos como a relatividade geral pode ser escrita e resol-
vida pelo mesmo formalismo can6nico em que outras outras teorias de campo sao escritas.
Aqui seguimos a abordagem simplética da relatividade geral, e esta aplicacao é aqui feita pela
primeira vez no contexto da formulacao sistematica de BW.

No contexto da formulagdo original de FJ, o formalismo simplético foi aplicado a relati-
vidade geral em [40]. Entretanto, devido a falta de sistemadtica, em teorias mais complexas a
extensao iterativa proposta de BW é naturalmente mais conveniente. Avan¢os no sentido da
aplicacdo da proposta de BW a relatividade geral foram recentemente atingidos em alguns
artigos recentes [23], [24], contudo o formalismo ndo foi empregado em sua totalidade, pois
somente parte da matriz pré-simplética foi analisada.

Escrever teorias de gravitacdao em termos de geometria simplética pode evidenciar de-
talhes que nao estejam explicitos no esquema canonico de Dirac para sistemas vinculados.
Usamos o algoritmo BW para procurar as simetrias de calibre e contar os graus de liberdade
da teoria.

Até a obtenc¢do do potencial simplético os principais resultados abaixo podem ser encon-

trados em [37].
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Utilizamos a equacao (4.61) para escrever a acao de Einstein-Hilbert, a menos de um
termo de superficie, como

Llhij, N, N'] = Qi / dPzNVh [<3>R + KKy — (K° aﬂ : (5.1)

K

Os campos da teoria sdo N, N® e h®. A lagrangiana ndo ¢ linear nas velocidades. Por con-
veniéncia, pela maior proximidade explicita com o formalismo de Dirac, escolhemos usar os
momentos para linearizar a lagrangiana.

Os momentos conjugados aos campos que compdem a teoria sao

oL
Iy = —=0, 5.2
N oY, (5.2)
I, = % =0, (5.3)
ON
oL 1 0C h
Hab = = £ (Kab - K° c h(zb) ’ (54)

ohat 2N K — 2g

1 /.
de modo que, temos usado K, = N (habD(aNb)). Levando em conta
Vh Vh
m, =~ (K%, —3K¢,) =~ (—2K%,) , 5.5
5 ( 3K c) = 5~ ( ) (5.5)
resultando
2k 1I¢,
K*g=——+ ; (5.6)
NI
e, notando que
2K 2K I1¢
Kab — 7Hab + KCC hab _ = <Hab _ Chab> , (57)
Vh Vh 2
vemos que
. 2K II¢ .
hap = 2N <\/H> (Hab — 2hab> + QD(GNI,) . (5.8)

Considerando a Hamiltoniana como o potencial de ordem zero, isto é, V() = H, temos
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que

2
v — <F”> N (2Hab —1II° . hab) oy — 2D(aNb)Hab -

S

Mas
Kab _ K¢ . hab) (Kab _ K¢ . hab)
KK — K¢ o K%y — K¢ o Kgph® + 3 (K° C)2>

KabKab —9 (Kc 0)2 + 3(Kc c)2>

e Y N Y N

KabKab+ (Kc C)Q) ]

Entao

20T, — (1 0)? ) = vh 2K K™ +2 (K )° —4(K",)%) .
2K

ou seja,

% (3’%) (oM — (1)) = (‘f) (Kapk™ = (K 0)%) .

Assim, reescrevendo o potencial utilizando somente as varidveis do espaco de fase,

2K 1 \/E
o) _ [ &M ab _ * c \2 ab Vi (3)

E a densidade de Lagrangiana da iteracao zero é entao

£O) = pabry,, — (2’“> N [HabH“b - % (11 C)Q] + 2D, Ny I — N\Q/E (

IR
Vh K

Assim, o vetor simplético é

(gﬁ(ij)(o)):(]\[ Nt RpY I1 1, Hij)'

(5.9

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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O vetor £ é definido tal que ¢! = N, ¢2() = N, ¢3(4) = b7 Ea 1-fo

0
(@$)” = (0 0p Ty 0 0F o).
A matriz pré-simplética é construida a partir de

dag(x)  dag(y)
Fonl @) = 5eaty) ~ deea)

Em particular,

0 O O 0 o oM
0; O Oik 0; 0F of
dag©(y) [0 Oyr Oy Oy Of 0
56(0) () 0 O0x 0y 0 0F oM

rma simplética é

(5.16)

(5.17)

, (5.18)

onde 6/ (z,y) = 6;10%(x — y) e 6 = 5(576L + 5,6%). Logo, a matriz pré-simplética de ordem

Zero é

0 O Ot 0 0 Ok
0; O Oirt 0; OF 0kt
( fa(&)m)) (o) = 0ij Ok Oy 035 0’2 5,3’(2?;) 519
0 O O 0 O 0
0¢ 02 02 z ¢ ok ikl
0l _512(% Y) 0l idk ikl

A matriz tem 4 modos-zero no espaco «/f3, mas considerando os indices internos o total

de modos-zero é, na realidade, 2 x 1 + 2 x 3 = 8. Sao eles

(1 0 09 0 0; 0
(
@

a(Z] (0 Oz Oij 0 57, Oij

o

Q.

[1]
2]p
)
V3]

00U 1 0; 0y

)
5 09 0 0 oij),
)
)

ondep =1, 2, 3.

(5.20)
(5.21)
(5.22)

(5.23)
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A condigao de consisténcia deve ser satisfeita. Para o modo-zero v|;) encontramos

svo . 2%k w L
(SN(.Z')d Yy = /{ (\/E) |:HabH - §(H C) (524)

\/E 3 3 3
—(2’€ R}5 (y—2z)d’y=0.
Dai definimos o vinculo Hamiltoniano como
2K 1 NI
Q=" |, — =1 )| - | — | ®R. 2
\/E[“” 2 ﬁ <2ﬁ> R (5:25)

Para 0 modo-zero vy,

/ 5N§(x) (20N ) (dy = / 26Jffa (DuNere ) iy

S / 2 Mfm (NeDIT" ) d*y

- / 52 (y — ) DI, (y)d%

= 2Dy () = 0. (5.26)

2

E oportuno comentar que a integragdo por partes na pentltima linha s6 é possivel pois I1* , é
um tensor densidade em ¥ , — o termo v/% estd incorporado nele — enquanto N é vetor em
3.

Do célculo acima definimos o vinculo de difeomorfismo
0, = —2D,I1°, . (5.27)

Em geral, se a condi¢do de consisténcia for identicamente nula para um certo modo-zero,

entdo existe uma simetria de calibre dada por (3.36)

5 (a) = [ v st - )iy (5.28)

onde ¢ é um parametro infinitesimal arbitrdrio. Os modos-zero v(3) € 14y levam as seguintes

“simetrias de calibre” triviais, onde ¢ e 1’ sdo parametros infinitesimais arbitrarios,

Ol =4, (5.29)

SIIY = n'. (5.30)
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Essas sdo simetrias de calibre triviais, uma vez que nem IT nem II’ aparecem na lagrangiana.
Agora vamos estabelecer o potencial simplético impondo o potencial de ordem zero na

superficie de vinculo
v — V(O)‘Q -0. (5.31)

Impondo a derivada temporal do campo como multiplicador de Lagrange, como dita o mé-

todo, temos que a densidade de Lagrangiana de primeira ordem é

LY = AT 4+ AQ + &' (5.32)
De modo que o vetor pré-simplético de ordem 1 é
(gﬁ(z’j)(l)) _ (hij M, A Hi) (5.33)
e a 1-forma simplética de ordem 1 é
(@l = (e 0% @ o). (5.34)

Onde foram omitidos os campos que nao aparecem na lagrangiana de ordem 1. Assim, a

matriz de primeira ordem pré-simplética fica

0Q(y) Q% (y)
e 205
o om0
(fa((li)]’)ﬂ(kl))(x7y) = 5(x) 50() 5H(;J( ) M;za( ) (5.35)
hkl(y) oMy (y) :
Qi(z)  6Qi(x) 0; 0.
hkl(y) 1Tk (y) ' "

Agora, o passo a ser dado é encontrar os modos-zero dessa matriz, estabelecer se existe
algum vinculo e saber se ele gera transformagoes de calibre. Como o potencial da lagran-
giana de grau um é nulo, V(Y = V()|q, 0 modo-zero da matriz pré-simplética de grau um
necessariamente ird levar a uma liberdade de calibre da teoria.

Do célculo do determinante da matriz simplética f(!) temos que ndo existem novos mo-
dos zero associados a teoria, entretanto isso vai de encontro ao estabelecido para relativi-

dade geral, uma teoria que apresenta invariancia por difeomorfismos. Porém, devido a se-
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melhanca entre as matrizes (pré)-simpléticas (3.23) e (5.35), podemos construir um ansatz
semelhantemente ao sugerido em [13] para uma matriz pré-simplética similar, dessa forma

podemos supor a existéncia de modos-zero do tipo

2! 8Q(z i
V5] (f Brgmos — [ Prgms -1 0) (5.36)

Vol () = ( [ @32 0%E g3l

3L, (@) 0 _‘%) (5.37)

6h'9

como modos zero de segunda interacao. Contraindo os vetores (5.36) com a matriz (5.35),

utilizando os parénteses de Poisson calculados por Dirac [4], obtemos

( / @ v (@) fugigy oy (@ y)) - (5.38)

Resolvendo cada termo separadamente

(s fli = / / B2 5‘5]1%(8)5;3(95,@— / e ;;fj((“‘y)) (5.39)
[ = snitcy ~ [ A spay = 0w

(s fl2 = / / Brddx 5%?;?%6%@,@— / BB ;ri(fy)) (5.40)
[ =5ttty ~ | ity =0

)
$0() 00(y) gy 09() 500y
et = [ [t {‘5111](:0)6%(3;)5“("’”’”+5hif‘<x>6nﬁ?x>} o4

:{/d3zQ y)} ~0;

0:) 00(w) g L IU2) B
tetn = [ [ &az [ oL RS Tt e I

= ([ #2906) 2w} <0

Onde usamos (A.14). Ou seja,

(/ A3z VEX(Z] (z )fa(” (a: y)) = (5.43)
(0 0 {[d329Q(2),%)} {[d®zQ(2) Qk(y)}) (O 0 0 O)-

Da mesma forma, contraindo (5.37) com (5.35) e resolvendo cada elemento do vetor resul-

Q
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(op - f1 = //d3 &’z hjjg))a (x y)—/d3 gﬁjiz))ap (5.44)
- o o
Wep- f2 = / / B 2d3z mz((z)é,?l(:c,y)— / d* gg;(é))ag (5.45)
[ =gy~ | st = o
e = [ [t [ S e+ e ©49
= ([ #0020} ~ 05
Wop- fla = / / dad” [‘ggi((?) 352’?%5%%)*?2?23 ?gi((?)} .47
= ([ 20 W)} ~ 0
Onde usamos (A.14). Ou seja,
( / 3y y[ﬁ]p )(2) ) faij)a(k1) (25 )) = (5.48)

(o 0 {fd3 Q=

W} S d*= 0,2, %))

(OOOO)-

De maneira que os candidatos (5.36) e (5.37) funcionam como uma espécie de “modos-zero”

na superficie de vinculos. Isso sugere a existéncia transformacoes de calibre vdlidas somente

na superficie de vinculos. Assumindo que de fato isto ocorra, temos, de (3.36),

6Ehij (CC)

dchij(x)

50(2)
- - e o ()° )
= d3 I;(2) —
- / 22 <z>>853<z—x>
= —2€Kij(a:)

(I )

(5.49)
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bz
5. hij(a) = / d3z§1_%j<($)>e(z): / iR mg(x)(nab(z)pasb)

~ 9 / 02 Dy () (2890 (2,2)

1
= Z/dgzhbc(aaac + G;dé‘d)(z)(s%b(z,a:) = 2/d32(hb68a€c + (hbc§ [hZ{l
(Oahdaf + Oahay — Orhad) €7)(2))55 (2,7)

= 2 / d®z [hbcaaec + %(&Jbbd + Oqhab — abhad):| (2) 63f (z,7)

1 1]1
= 2/d32 <2(hbcaa€c + hac&ﬁc) + 5 |:2(8ahbd + 8bhad)

1
+0qhap — §<abhad + 8ahbd)] €d> (2)5%17(27513)

= / d®2(hpeOa® + hacOpe® + £%0ghay) (2)55 (2,7)

5€bh‘ij (.7)) = 5d8dhij + hjcaiEC + hz’cajEC. (5.50)

Portanto, a transformac¢do do campo h* que apresenta invariancia de calibre fornecida

pelo formalismo simplético é
Senhij(x) = —2eKj(x) + e%(x)Dghij () + hje(2)0ie(x) + hic(x)0je%(x) | (5.51)

que representa exatamente a invariancia por difeomorfismo em relatividade geral no forma-
lismo ADM [41], em concordancia com o obtido no formalismo a la Dirac [42], [43].

Esse fato, que parece estranho a primeira vista, na verdade é uma consequéncia da apli-
cacao do formalismo ADM e ja havia sido estabelecido em outros trabalhos [44], seguidas
de demais discussdes sobre os fundamentos da teoria da gravitacao de Einstein [45], [46].
Ocorre que a necessdria fixacdo arbitraria de superficies “espaciais” e vetores "temporais",
bem como a fixacdo de um sistema de coordenadas arbitrario, sdo condicdes fortes e impoem
alguma limitacdo. Um difeomorfismo aplicado a funcao lapso, por exemplo, em geral torce a
hipersuperficie espacial e altera a dire¢do do vetor normal, o que faz com que a teoria da RG
canodnica apresente uma estrutura de vinculos que nao fornece um grupo verdadeiro [44].

E digno de nota que o formalismo simplético, desenvolvido conforme o algoritimo BW,
tenha chegado a esse resultado de forma natural e direta, dispensando uma anélise mais
minuciosa da teoria como ocorre se contamos apenas com o formalismo de Dirac.

Se inserirmos os campos N e N’ no vetor simplético ¢(!) iremos obter que existe uma
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simetria de calibre trivial tal como exibido em (5.29),

SN =&, (5.52)

SN' = g4t (5.53)

Entretanto, os parametros de calibre dessas transformag¢des nao sdao independentes, eles
dependem dos préprios parametros de calibre ¢ e ' associados a h;;. A relagdo explicita
entre eles pode ser obtida usando um método a la Dirac [41] e resulta nas transformacoes
invariantes

ON(x) = [¢ + £°0sN — N'9je](z) , (5.54)
ON'(z) = [¢' 4+ %0, N — N9’ — Ng"'0,¢ + g™, N](z). (5.55)

Agora analisamos o nimero de campos independentes em Relatividade Geral segundo o
esquema simplético. Temos que o numero de graus de liberdade da teoria é igual a: (nimero
de campos iniciais - o nimero de modos-zero - o numero de vinculos)/2, nesse caso temos
( 20 (campos iniciais) — 8 (v1, vop, V3, vap) — 4 (v5, vep) — 4 (1 vinculo hamiltoniano mais 3

vinculos de difeomorfismo ) ) /2 = 2 graus de liberdade.

5.2 Teoria Canonica da Gravitacao de Brans-Dicke

Através da teoria da relatividade geral de Einstein obtemos uma representacao elegante
e concisa da gravitacao. O espaco e o tempo perdem seus status de entidades absolutas e se
tornam quantidades dinamicas que fluem e tém comportamento afetado pela distribuicao
de matéria na regiao.

A teoria de Einstein prova seu sucesso por medidas que ndo podiam ser obtidas pela gra-
vitacdo newtoniana [36]. Mas, além disso, a relatividade geral abriu caminho para se estudar
0 universo como um sistema dindmico, acabando por criar uma ciéncia crucial no esquema
fundamental da descricao fisica da natureza.

Ironicamente, ou talvez como era de se esperar, a propria cosmologia passou a sugerir que
arelatividade geral poderia nao ser a descricao definitiva do espaco-tempo. Problemas como
a singularidade do Big-Bang e o problema do horizonte e da planura trouxeram a atengao
para teorias alternativas da gravitacao.

Trataremos aqui a teoria de Brans-Dicke, prototipo das teorias escalares-tensoriais [47].

Partimos da Lagrangiana da Brans-Dicke, fazemos a foliacao 3 + 1 da teoria, aplicamos o
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algoritmo BW e finalizamos apresentando as transformacoes de calibre da teoria e fazendo a
contagem dos graus de liberdade.

A foliacdo da teoria de Brans-Dicke que se segue foi obtida em [48], [49] e [50] e agora é
apresentada em seus detalhes.

Da a acao de Brans-Dicke [51]

slgol = [[aov=g |5 (0 Or-=Pagens) - vie) 5.56)

onde fizemos 87G = 1. Por foliacdo 3 + 1, o escalar de Ricci (Y R é dado por
WR = Ky K% — K? + GR — 2V, (n°Vn® — nVyn®) | (5.57)

sendo Ky, = hg € hy @ Veng, K = Kh™ e GIR o escalar de curvatura tridimensional, con-
forme definido no capitulo 4.

E podemos reescrever a acao de Brans-Dicke na forma foliada 3 + 1 como

1
L = / d*z N\/E{§¢ [(3)]% + K K% — K% — 2(n°Ven® — n®Van®) Ve| —

—“’\(/‘g [NQ h*Da¢ Dy — (fb - N “Daqﬁ) 2} - V(¢>)} ) (5.58)

onde

90,0080 = g —2¢"60u0 + 9" 0upOpe
1. Ne . w INON?
_ _N2¢2+2N2¢8a¢+<h B >aa¢ab¢>

— % [Nzh“bDagZ)Dng) -~ (¢2 — 2N“¢D,¢ + N°N bDaQbDbﬁb)}
_ % [NQh“bDa¢Db¢ ~ (6= N"Dyo) 2] , (5.59)

e usando
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N (n°Van® — n%Ven) Vep = NV, (nbgab) <tc ;VN > Bep — NV W on®
—  ®Vanp (£ — N°) 8udp — N noVI$V, (nbgbc)
- (h“b - nanb) Vanp (1% — N°Dyg) — N (hbc _ nan) NIV oy Ve
= h®V,.n <q§ — N“Da¢) — nnVany N nV. o
—NnohPV gy Ved + Nn®nbnV o ny Voo
— RO, B Van, (<z'> - Nava¢) — N W08 Yy Ved
— WK, (¢'> . NaDagb) — Nh*noV ny Ve
= K (¢~ N"Dug) — Veoh' [Va (n°ny) = nyVan] N
- K (g'b - NaDagb) — h99he Y epht VN

— _hD,NDyp+ K (¢> . N“Dm) , (5.60)

onde usamos as relacoes K., = hy ¢ Veny, qb = t%9,¢ e h®n; = 0. Portanto, a densidade de

Lagrangiana é
L = ?{Ngb (R + K K™ — K2> + 20 D, N Dy —
—N% [NQhabDaqubqb ~ (6~ N"D.o) 1 -
9K (gi) - N“Daqb) - NV(¢)} . (5.61)

Os campos originais da teoria sdo (¢g*°,¢) = (N,N% h®,¢). Os momentos candnicos

conjugados a funcao lapso temporal e ao vetor deslocamento espacial sdo, respectivamente,

oL
H - — = 0 5 5.62
N N (5.62)
I, = 6.£ =0. (5.63)
ONe@

O momento canonicamente conjugado a métrica induzida é

My = aﬁ
ahab
Vh Rap ( .
= 7 ¢(Kab - Khab) - W (¢ - N Dc¢>:| 5 (5.64)
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onde utilizamos

O gav_ 9 | L (i _opaym)| = L
K= [2N (i —2DlND )| = — (5.65)
e
2] 9 OK®  hgp
— K= ——hp K% = hgp—— = —22. 5.66
T D ohat ~ 2N (5.66)
Finalmente, o momento conjugado ao campo ¢ é dado por
oL Vh 2w /- .
S {—2K+N¢<¢—N chz))} . (5.67)

Tal como em relatividade geral, o momento conjugado para N e N* sdo equacodes de vinculos
triviais, ou seja, II ~ II, ~ 0. Por outro lado, a partir da combinacao de IT;, = hop I e 14,

encontramos que

Vh c
I, — ¢ll, = 2[ (K — 3[()—7((;5 Nchﬁ)}
[ 2o+ 2 (6 NCD@)]
_ <3 + 2“) ¢> _ NCDC¢) , (5.68)
também desaparece quando w = —%, que é o caso associado a f(R) Palatini [49]. Paraw # —g

obtemos o caso geral. Na exposicao que se segue trataremos do caso geral.
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Tomando

|G

M, — [gb (Kab _ Kh“b> _ fifb (¢'> _ NCDCgb)} x
0~ Ko~ "2 (3= N°D.0)|
= D (R KR (K~ K -
[cb (K — ) " 4 (K~ Kb m (¢ - NDeo) +
2 (5 vee)'}
- % (0 (K™ Ka - 2K% + 3K2) —

—2¢5(K“b—Kh ) o (¢ N°D qs)
207 (6= NDes)”] (5.69)

H2 — habHab thHCd —

= Z[MK—?’K)—;(&—NCD@)] [¢(K—3K)+;<¢3—N€Dc¢ﬂ
= Z[¢2(4K2)+12]IV(¢($—NCDC¢)+J32(qS—NCDC¢)2] . (5.70)
Temos
B A T -
(6= NeDu) — [0t + KO (G- Do) +
+oy (6= v0e0) ]}
- 4{¢2<KabKab+K2+4i,(¢_ND¢>)+2N2<¢ NDwo)’ -

_[¢2(2K2) 6§¢<¢ Nng)—I—W(qS NDgzb)]}

(a0 - B o) g (50
_ ‘gb [\ﬂb (K“bK K2) + \/]; (qB — N© Dc¢) —
3vh

— (qs N°D ¢) } (5.71)
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entao
o () -

9K (q‘s - NCDcd)) ] . (5.72)

De modo que a Lagrangiana pode ser reescrita da seguinte forma

. 2
VA oy I (6 NDeo)
L = 7{ [¢R+ o (H nab—Q)] B ) g
—A;WD%DagﬁDb(bDbN - NV(¢)} + DCGD.N | (5.73)

Mas, notamos que

2
(gi')—NCch[))Z: [\% (3 _']_\;w)(ﬂhgbﬂd,)] . (5.74)
Logo
(630 2
NG — N°D.  Vh(3+2w) N 5
5 B+ - 2 2Ng h<3+2w> (I = 91L)
1 4N

_ \2F(3+2 726 (Hh—¢H¢)2 (5.75)

E a Lagrangiana pode finalmente ser escrita como

c = g ¥ o g (mma— 5] -

—%"D@D% ~NV(9) +
2N 1

he (34 2w)

+£D DN . (5.76)

(I, — ¢11,)2 } +

Agora vamos encontrar a Hamiltoniana da teoria

H= / (pd(q,p) — L) &z . (5.77)
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Primeiro, calculamos A,;. Tomando o traco de seu momento conjugado

me, — g [ (K — 3K) — — (¢ NCDcﬁbﬂ
- )]
resultando
e, (- NDo
T 2( NG ) |
também
o (=) <5 (- wepio)
obtendo
Usando (5.79), temos
ab ab €e ab “or ¢
K — jsr\l/ﬁ+€ifjfv (¢—NCDC¢> —qu\/% - ;)]}ifqg (¢’_N Dc(b)
(e ) 5 6.

Da relagao fa, = 2N Kqp, + 2D, Ny,

. 2N 2 1. hab ( c
hab—?ﬁ (Hab_QH chab)—¢(¢_NDC¢)+2D(aNb)’

L
+2w/) Vh

eusando ¢ — N°D.¢ = — <3 (habH“b - ¢H¢), temos

. 9N 2 1 2 N \ h,
hop = —— <Hab — —II° c hab) + — <> —ab (hcdHCd - ¢H¢2D(aNb))

¢ Vh 2 Vh\3+2w/ ¢

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)
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. 2N 2 1
habHab — <HabHab _ = (HC c)2> _

1I
cd h ab
w> (hcdH - ¢H¢> 5 2 DNy - (5.85)

Também

L 2 N ab a
b=-——7 <3 + 2w> (habH - ¢H¢> + N“Dy¢ (5.86)

: 2 N
Oy = — ( ———— ) (hepII?® — @11, ) Iy + [I,N°D, )
oI, \/E<3+2w>( I — 611, ) 11 + TN Do (5.87)

obtemos

habHab + QSH¢ = T (Habﬂab - 5 (HC 0)2)

2 N I
NeD, oIl — — hogII% — @TI Ly |
* Wl \/ﬁ<3+2w)( d ¢¢)< ¢)
2 2N

_|_
1
— = <H“b1'[ab -5 (I1° 6)2) + 2D, Ny IT* +

Vh ¢

2 N
N¢D._ oIl —
AP ‘“m( )

2
hogTTe — ¢H¢) . (5.88)
Logo, a densidade Hamiltoniana é

H hap I + $I1, — L

_ \/E 4 ab H%L w c
- <2> N[—¢R+% <H Hab—2> + 5 DeoD +

(11, — ¢H¢)2} ~ \f % 2D, $DEN +

2
VO + om0

+NTyDe¢ + 2D, Ny II™ (5.89)

Agora podemos proceder com o algoritmo simplético. Tomando V(°) = 7{, a Lagrangiana

simplética de ordem zero fica

£0 — jabry,, + AT, — V() (5.90)
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O vetor simplético e a 1-forma de ordem zero sao, respectivamente,

(ga(ij)(o)):(hij M, ¢ 1, N Ni) (5.91)

(@a (k) (0))T=(Hkl 0k T, 0 0 ok). (5.92)

Nesse caso optamos por deixar de fora do vetor simplético de ordem zero os momentos con-
jugados a funcao lapso e ao vetor deslocamento, porque, como vimos para o caso de Rela-
tividade Geral, esses campos levam a simetrias de calibre triviais que ndo afetam o desen-
volvimento dos célculos. Vamos chamar os modos-zero associados a esses campos de v[3) e

Valp-

A matriz pré-simplética tem seus elementos dados por

_ bag(x)  bag(y)

Em particular,

Oijri 0K 055 0y 05 Ogjk

ij
Spy(wy) 09K 0l 04U 0 o)
5 0 o 0 0 0 0
ag(y) _ Kl k (5.94)
O o 0 0 0 0
Okt 0kt 0; 0; 0; Oy
Logo, a matriz pré-simplética de ordem zero é
0451 5@-1(3?@) 0;5 0i5 0i5 Oy
—0p(zy) 090U 040U 0
0% okt 0 1 0 0
(O sy (@) = (5.95)
LA O o 1 0 0 o
O okt 0 0 0 0
Okt 0kt 0; 0; 0; O
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Os modos zeros desta matriz sao

a(if) _ (i i
v = (0% 0y 0 0 1 0) (5.96)

a(if) _ ( nid i
v = (0% 05 0 0 0 &) (5.97)

A condic¢do de consisténcia (3.26) aplicada aos vinculos conduz ao vinculo hamiltoniano

para Brans-Dicke [50], [52]

_ Vh 4 (b 2\ w .
Q= = [—¢R+—h¢ (H oy — =5 ) + 5 DeD 6+ V() +
2 2 a | ~

e ao vinculo de difeomorfismo para Brans-Dicke [50], [52]
Qu = —2hgpDJI? + T3 Dyop ~ 0 . (5.99)
Procedendo a primeira iteracao, fazendo v =y |o = 0, como em relatividade geral, e
LW = h®T,, 4 IT, + AQ + A2Q,, . (5.100)
Entao

<§a(kl)(1)):(hz‘j m; ¢ M, A )\i>, (5.101)

(aagn ™) = (ma 0% T, 0 @ ) - (5.102)
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Quando a matriz simplética de primeira ordem é

oy) 6 (y)
ki _ _
0 Gley) 0 O i) ki)
; ) O (y)
—5(x, 0 0 0 - -
kl( y) (5Hij($> 51_[1']'(:(})
Q Q
BN
(1) _
(Faiiypoy) (@y) = . ; , ; a0l ) (5.103)
01y (x) 0llg(x)
0Q(x) x)  0Qx)  6Q(x) 0 0
5h’“ (y)  Olu(y) do(y) Olly(y)
Q;(x) 0Qi(x)  0Qi(x) 09Qi(x) 0 0
5h“(y) oM (y)  0p(y)  Olly(y)
Analogamente a (5.36) e a (5.37), os modos-zero de (5.103) sdo
Oz(% 5Q(z
V5] (fd3 6H7J(a): - [’z ahw fd3Z5H _fdsz&b —1 0) (5.104)
e
z ) 5 (2 5 (2 5 (2 5 ( i
1/ J (fd3 m”() — [ d3z M”(x)) fd?’zm ((x) —fd3 )) 0 _5p>_ (5.105)
Contraindo os vetores (5.104) com a matriz (5.103), obtemos
( / P v @ apn(en)) = (5106
(0000 {fd=00).00) {[d=00:).%)}) ~ (00 00 0 0
Da mesma forma com os vetores (5.105)
(/ d’x V[Oé](;] (z )fa(ij)ﬁ(kl)(x7y)> = (5.107)

(00000 {(fd*=00).20)}) {fd=%E=,%w) ~ (0000 0 o)

Assim, como ocorre com Relatividade Geral, como era de se esperar, a gravitacao de Brans-
Dicke no formalismo can6nico também comporta modos-zero somente na superficie de vin-
culos. A explica¢do é a mesma: isso ocorre devido a foliagdo ser uma operacao que fixa uma
direcdo temporal e mudancas arbitrarias de coordenada acabam por contorcer a foliagao,

gerando transformacdes ndo invariantes de calibre.
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Procedendo a contagem dos campos independentes da teoria temos (22 (campos iniciais)—
8 (v1, vop, V3, vap) —4 (v5, vsp) — 4 (1 vinculo hamiltoniano mais 3 vinculos de difeomor-

fismo) )/2 = 3 graus de liberdade.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

O formalismo cano6nico representou uma revolu¢ao nos métodos de se fazer fisica no sé-
culo XIX [53]. A possibilidade de abordar uma ampla gama de problemas sob uma 6tica for-
malmente estruturada e unificada trouxe sucessivos avang¢os no modo de pensar cientifico.
No ultimo século, a ciéncia tem sido desafiada a pensar geometricamente e a geometria sim-
plética na mecanica hamiltoniana vem ganhando espaco como linguagem formal no trata-
mento matemadtico de teorias fisicas [28].

Neste trabalho tratamos de descrever as teorias da gravitacao de Einstein e Brans-Dicke
utilizando o formalismo geométrico simplético através da aplicacao do método desenvolvido
por Barcelos-Neto e Wotzaseck [8, 10]. No capitulo 2 fizemos uma revisao do método mate-
matico utilizado na descricao de teorias hamiltonianas que apresentam vinculos, destacando
o algoritmo de Dirac para o tratamento de vinculos.

No capitulo 3 descrevemos como um sistema hamiltoniano vinculados pode ser tratado
como um problema geométrico e como o formalismo simplético de Faddeev-Jackiw da aber-
tura para um tratamento puramente geométrico da evolucao das varidveis duma teoria em
seu espaco de fase.

No capitulo 4 apresentamos como a gravitacdo, uma teoria do espaco-tempo, pode ser
matematicamente transformada em uma teoria hamiltoniana com evolu¢dao num tipo es-
pecial de espaco de fase. Tentamos fazer uma descricao detalhada do formalismo ADM da
geometria do espaco-tempo no que concerne ao desenvolvimento dos célculos empregados
na teoria.

Partindo da teoria da Relatividade Geral no vdcuo em sua formulagdo lagrangiana, no
capitulo 5 apresentamos pela primeira vez como usar o formalismo simplético, em sua for-

mulacao de BW, para tratar de Relatividade Geral e Brans-Dicke. Avancos nessa direcdao foram
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atingidos em alguns trabalhos recentes [23, 24], mas o emprego do formalismo de BW nao foi
completo, somente parte da matriz pré-simplética foi analisada nesses artigos, o que impos-
sibilita, em geral, a contagem dos graus de liberdade e a descoberta das transformacoes de
calibre. Introduzimos aqui também uma notacdao adequada para tratar de relatividade geral
no contexto do formalismo simplético, em particular a coordenada simplética é descrita por
um indice principal « e outros dois sub-indices, como visto na Eq. (5.15).

Apesar da equivaléncia entre as abordagens de Dirac e de Faddeev-Jackiw [54], encontra-
mos que a descri¢do simplética fornece de maneira explicita uma importante caracteristica
da gravitacdo ADM: uma limitacdo na propria invariancia por transformacoes arbitrarias de
coordenadas. Uma vez que os campos que definem uma foliacdo (N e N?) ndo podem sofrer
deformacodes arbitrdarias sem alterar a propria foliacao, a geometria do espaco-tempo passa
a apresentar, nessa descricao, invariancia por difeomorfismos espaciais mais invariancia por
deslocamentos “temporais” dados por seu vinculo hamiltoniano.

A gravitacdo de Brans-Dicke exibe, no contexto da geometria simplética, as mesmas ca-
racteristicas fundamentais que a gravitacdao de Einstein no que diz respeito a natureza do
espaco-tempo foliado, o que indica a consisténcia matemadtica da abordagem alternativa-

mente explorada neste trabalho.



Apéndice A

Transformacao de Coordenadas em
Relatividade Geral Canonica no

Método de Dirac

Secao extraida de [44], explica como Relatividade Geral se comporta sob transformacoes
de coordenadas no contexto do formalismo candnico. O objetivo é mostrar que RG candnica
s6 é uma teoria fisicamente consistente na superficie de vinculos.

Partindo do principio que o espaco-tempo (entendido aqui como uma superficie geo-
meétrica mais um sistema de coordenadas) evolui dinamicamente em resposta a variacao de
outros campos nele definidos, temos que a descri¢do fisica de um evento qualquer nesse
espaco-tempo requer que a introducao de quatro varidveis redundantes (descritoras da geo-
metria com caracteristicas dinamicas) resulte na inclusao de quatro vinculos no formalismo
hamiltoniano, uma vez que os momentos ndao podem ser dados como funcionais das coor-
denadas e velocidades. Sejam as varidveis que descrevem a superficie denotadas por y*(x)

(A = 0,1,2,3) e seus momentos conjugados I14(x), entdo esses vinculos tém a forma
Ha=llp+K4=0, (A.D)

onde K 4 é independente dos IT 4, mas em geral depende dos y* e das varidveis candnicas do
campo.

A mudanga em qualquer funcional F' das varidveis candnicas é dada pelo paréntese de
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Poisson de F' com o hamiltoniano
OH = /d3x5yA(x)HA (x) . (A.2)

Se os quatro vinculos (A.1) sdo projetados em uma componente #; ortogonal a superficie

e trés componentes #, tangenciais temos, por definicao,
Hi=Han | Ho=Hay! A3
L=Han" r=HaY, (A.3)
onde n* é o vetor unitdrio normal a superficie. De modo que obtemos o sistema de vinculos

H, =T, +K, =0, (A.4)

H-=1I, + K, =0.
O hamiltoniano (A.2) toma, entdo, a forma
§H — / Broy® o = / B <5yi H, + oy ”H) . (A.5)

Na anadlise que se segue supomos que as equacoes de Hamilton sdo integraveis, isto €, a
mudanca nas varidveis candnicas durante a evolucao duma dada superficie inicial para uma
dada superficie final é independente de uma sequéncia particular de superficies intermedia-
rias usadas na avaliacdo dessa mudanca.

No formalismo hamiltoniano de Dirac a mudanc¢a em qualquer funcional 7' sob uma de-

formacdo oy“ da superficie é dada por
§F = / dBx{F, 5y* Ha} . (A.6)
Ao mesmo tempo que os vinculos
Ho =0 (A.7)

se mantém.

Considere uma superficie o que é deformada por uma transformacao de coordenadas in-
finitesimal, digamos 0£%, em uma superficie o;. Seja outra transformacao én® em o, levando
a uma superficie ¢’. Realizando as operagoes acima na ordem inversa obtemos como resul-

tado a superficie ¢”, em geral diferente de o’ — deformagdes normais e tangenciais sdo nao
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"holonémicas". Nesse caso existe uma transformacao §¢ que deforma ¢’ em ¢”. Essa defor-

macdo compensatoria é dada por

5¢Y (2" /d3 /d?’x kop(@”, z,x N6e* (x)on® () | (A.8)

onde foram desprezados os termos lineares.

Repetindo (A.6) suficientemente encontramos

Flo'] = F+/d3${F7 (66%(z) + on*(z)) Halz)}
+ / B / d%{{F, P (z) Hﬁ(m’)} , 55“(@%(.@)} : (A.9)

F e H,, sdo avaliados na superficie original o

Mudando a ordem das deformacdes e subtraindo o resultado de (A.9) obtemos
Flo / P / ' {7, {56%(@) Ha(w), 50 (@') Hs(a') }} (A.10)
Por outro lado, da prépria defini¢do de 4, temos que
Flo"] - Flo'] = / d*a" {F, 6¢¥ (") Ho(2")} . (A.11)

A teoria s6 podera descrever uma evolucao dindmica consistente se (A.10) e (A.11) forem

iguais, logo, de (A.8), temos que
{F, {Ha(z), Ha(a")}} — /d%”m;ﬁ " xa) Hy(2") =0 (A.12)
Dessa forma pode-se provar que [44]
(Ha(2), Ha(a)} = / P k(2 z.a) Hy(a) | (A13)

O que significa que a teoria s6 pode fornecer equacoes dinamicas consistentes se as con-
di¢des iniciais forem dadas sob os vinculos (A.7), cuja a superficie por eles formada jamais
serd abandonada.

Uma andlise das deformacdes em um sistema de coordenadas fixado fornece o algebréide [37]
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dos vinculos

{Hi(z), Hi(2)} = (H'(z)+H (2))6,(z2), (A.14a)
{Hr(z), Hi(2")} = Hi(z)d,(z2"), (A.14b)
{Hr(z), Ho(2")} = Ho(z) 6(z,a") + Hs(2") 6, (x,2") . (A.14c)

Donde se obtém que [44]

ki (27 7)) = —kT,(2"; 2l x) = 8(2" x) (2" 7)) (A.15a)
kap(@"s 2a') = —kp, (2" 2’ x)
= 0(a"2)0o(2" 2")o — 6(2" x)0 (2" 2")oy, (A.15b)
kK (2" xa’) = —k (2" 2 \x)
= ¢"(a") (0(2" 2)ds(z" &) — 6(2" )0 s (2" ,2)) | (A.15¢)

todos os outros componentes sendo zero.

Agora demonstramos porque a relacdo (A.13) implica que evolucdes dindmicas s6 podem
ser independentes de caminho na superficie de vinculo.

Considere o argumento utilizado na obtenc¢ao de (A.11). Assumindo, como um caso par-
ticular, que 5¢%e 6n” sejam ¢ — numbers!, entdo podemos simplesmente retird-los dos pa-
rénteses de Poisson, mesmo quando #, # 0. Utilizando (A.11) podemos reescrever (A.10)

como
Flo"] — Flo'] = / & / &’ / BB {F Kl o(a"; z,2) Hy(az”)} 5e%(x) 6P (a’) . (A.16)
Tomando 6¢ e 47 como sendo puramente ortogonais temos que (A.16) fica
Flo"] - Flo] = / P / ! / B {F k) (2" 2,a') Ho(a")) 66* (z) ot (') . (A1D)

Primeiro notemos que a mudanca de um funcional F' arbitrario sob uma deformacao tan-

gencial §¢" dada por

OF = / A3z {F, H,(x)} 66" () (A.18)

'De classicalnumber, nomenclatura utilizada por Dirac para se referir a nimeros reais e complexos. Usada
para distinguir nlimeros comuns de operadores.
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é vélida mesmo para H,(x) ndo vinculado a ser nulo. Isso decorre so fato que mudancas
de coordenadas numa superficie dependem somente do valor numérico da deformacao e é,
portanto, independente de qualquer dependéncia funcional que §£" possa ter.

O andlogo de (A.11) é, de acordo com (A.18),

=

9.
I
=

S
I

/ @2 [, ky(2") ) 56" (2")
= /d3 /d3 ’/d?’a:”{F Ho(a")} k) | (25 )&t () on*(a)) . (A.19)

A evolucao somente serd independente de caminho se as equacoes (A.18) e (A.19) con-

cordam entre si, ou seja, quando
{F, KIL(.T”; x,2') Hp(2") } {F H( }ﬁll (2" '), (A.20)
que é equivalente a
{F, k7, (@"; 2')} Ho(a")=0. (A.21)

Mas a equagao (A.21) s6 é uma identidade se ', | for um ¢ — number, entretanto isso ndo é
verdadeiro. ' | ndo € um c —number pois depende da métrica ,, (equagdo (A.15a)). E (A.21)

s6 é uma identidade para o caso
H, =0, (A.22)

o que deve ocorrer em qualquer superficie, inclusive, em particular, sob deformacdes pura-

mente normais. E segundo (A.5) e (A.15b)
H, =0. (A.23)

Concluimos que a exigéncia de independéncia de caminho implica que a dindmica deve
ocorrer somente na superficie de vinculos. Em particular, a invariancia por transformacoes

de calibre s6 estdao bem definidas na superficie de vinculos.
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