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Resumo

A teoria gravitacional não-conservativa de Rastall mostrou resultado idêntico aomodelo ΛCDM em escalas cosmológicas. Ademais, no vácuo, a única solução estáticae esfericamente simétrica não-trivial são as mesmas da relatividade geral, exceto paraum caso muito específico. Este trabalho apresenta novas soluções para um campo es-calar não-massivo canônico acoplado ao setor gravitacional em termos do parâmetrode Rastall a, onde a = 1 retorna à relatividade geral. Foi mostrado que para a = −1 e
a = 0 as mesmas soluções da teoria de k-essência foram recuperadas, contudo, a fun-ção do campo escalar comporta-se diferentemente. Para a = 3/2, implicando R = 0,uma solução independente do potencial foi obtida. Soluções regulares para o poten-cial V (φ) recuperaram exatamente o mesmo resultado reproduzido em relatividadegeral com campos escalares acoplados, contudo está intrinsecamente dependente doparâmetro a.
Palavras chave: Relatividade Geral, Buraco Negro, Teoria de Rastall, Gravitação.



Abstract

The non-conservative Rastall theory of gravity showed identical results to theΛCDM model in cosmological scales. Furthermore, in vacuum, the only non-trivialstatic and spherically symmetric solution are the same of general realtivity, except ina very specific case. This work presents new solutions for a canonical massless scalarfield coupled to the gravity sector in terms of Rastall’s parameter a, where a = 1 re-turns to general relativity. It was shown that for a = −1 and a = 0 the same solutionsas in the k-essence theory were retrieved, yet, the scalar field function behaves dif-ferently. For a = 3/2, implying R = 0, a potential independent solution was obtained.Regular solutions for the potential V (φ) recovered exactly the same result replicatedin general relativity coupled with scalar fields, however it’s intrinsically dependent onthe parameter a.
Keywords: General Relativity, Black Hole, Rastall’s Theory, Gravitation.
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Capítulo 1

Introdução

Dentre as forças fundamentais conhecidas pode-se dizer, com uma certa suspeita,que a gravitacional é no mínimo a mais intrigante. Sua modelagem matemática con-seguiu explicar o movimento dos céus há quase cinco séculos atrás e 100 anos depoisda relatividade geral de Einstein [7] continua ajudando a entender (e criando muitasoutras dúvidas, claro) o universo.É da força mais intrigante que nasce um dos objetos mais excêntricos da físicamoderna: buracos negros. Eles não são provocantes só para os físicos, já apareceramem livros, séries e filmes de ficção científica, ou documentários e livros de divulgaçãoque estimulam, e provocam, a mente de jovens para serem (quem sabe?) futuroscientistas.Desde que o buraco negro foi formalmente apresentado matematicamente em1916 por Schwarzschild [8], grandes nomes já contribuíram para a sua compreensão:Eddington, Chandrasekhar, Penrose, Bekenstein e Hawking seriam alguns poucosnomes de grande importância para citar. Porém, só em 1964, devido às emissões emraios-x do seu disco de acreção, foi descoberto o sistema estelar Cygnus-X 1. Eleconsiste em um sistema binário de uma estrela com um objeto compacto [9], e devidoà sua massa tornou-se o primeiro candidato à buraco negro. Demorou 50 anos paraa física de buracos negros deixar de ser algo totalmente especulativo para tornar-sealgo mais tangível.Outros indícios apareceram sobre a existência dos buracos negros. Uma evidênciaforte é o de dezenas de estrelas orbitando um ’objeto invisível’ em nosso centrogaláctico, com uma massa na ordem de 4 milhões de vezes a massa do nosso Sol[10]. Contudo, foi só em 2015 que veio a primeira observação de objetos compactospossuindo o que deve ser um horizonte de eventos [11]. O observatório LIGO (LaserInterferometer Gravitational-Wave Observatory) conseguiu detectar a coalescência dedois buracos negros, ambos com cerca de 30 massas solares, restando um buraconegro maior de aproximadamente 60 massas solares [12].Buracos negros ganharam uma classificação própria de acordo com sua massa.Quando estrelas muito massivas morrem devido ao seu colapso gravitacional, buracosnegros estelares são criados, os quais possuem algumas dezenas de massas solares[13]. Já os supermassivos possuem massas na estrondosa ordem de grandeza de ∼105−109 massas solares [14], mesmo que sua existência seja clara, vivendo nos centrosde galáxias muito massivas, o processo de sua formação ainda é um tanto duvidosa.No meio desses dois tipos existem os buracos negros de massa intermediária, quepodem existir em aglomerados fechados [15] e massas na ordem de milhares de
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massas solares.Por último, em um âmbito mais teórico, são classificados os micro buracos ne-gros que também são chamados de buracos negros quânticos. Eles possuem massasmenores que a da nossa Lua, que implica raio na escala milimétrica, e podem tersido criados em um ambiente de alta densidade como o Big-Bang, por conta dissopodem ser chamados de buracos negros primordiais. Também especula-se que elespoderiam ser reproduzidos em colisores de partículas como o LHC [16]. Claramenteesses objetos só poderiam ser mais profundamente estudados se houvesse uma teo-ria que unisse a gravidade com a mecânica quântica com sucesso. Se buracos negrosprimordiais tiverem sido criados com massa suficientemente grande, eles poderiamexistir até hoje [17] e são considerados um dos candidatos à matéria escura [18].Mesmo com a relatividade geral apresentando um respaldo experimental enorme,o acoplamento de um campo escalar na ação foi intensamente estudado desde antesdo nascimento da teoria [19], mesmo que sua interpretação fosse um tanto diferenteda atual. No início da década de 60, a teoria de Brans-Dicke [20] foi proposta incor-porando a ideia da constante gravitacional ser variável, utilizando um campo escalarnão-minimamente acoplado no setor gravitacional. A classe de teorias de Horndeski([21]-[22]), que é a combinação mais geral de um campo escalar e sua derivada, queleva à equações diferenciais de segunda-ordem, chamaram muita atenção junto comas teorias de Galileon que são uma sub-classe das de Horndeski. A teoria de f (R), quesupõe uma função do escalar de Ricci (para uma revisão, ver [23]), pode ser revistana forma de uma teoria escalar-tensorial. Esta é uma pequena lista que demonstra aimportância, e usos, de campos escalares na gravitação.Outra possibilidade que tem sido explorada nos últimos anos é a generalizaçãodo termo cinético do campo escalar que é minimamente acoplado à lagrangiana deEinstein-Hilbert, teorias de k-essência. Em um artigo recente, duas soluções de vácuopara uma métrica estática e esfericamente simétrica foram obtidas [5]. Foi mostradoque em estruturas com horizonte de eventos presentes a interpretação de buraconegro não é possível devido à singularidades no infinito radial [24].Uma possível generalização da teoria da relatividade é relaxar a condição da con-servação do tensor energia-momento. Um exemplo é a teoria de Rastall [25], a quala lei de conservação está ligada ao gradiente do escalar de Ricci, podendo ser inter-pretado como a implementação fenomenológica de algum efeito quântico no espaço-tempo curvo.Sendo assim este trabalho de dissertação tem a seguinte estrutura. No capítulo 2será feito um pequeno apanhado histórico para deixar claro a motivação que Eins-tein teve para propor a relatividade geral, seguido por uma revisão rápida do materialnecessário sobre geometria diferencial e topologia, fixando notação e definições mate-máticas básicas que serão utilizadas até o final deste trabalho. A solução de Schwarzs-child é apresentada no capítulo 3 onde as estruturas básicas de buracos negros, comohorizonte de eventos, singularidades, diagramas de Carter-Penrose e sua temperatura,são apresentadas. Ambos capítulos são baseados em livros-textos de relatividade geralcom ênfase na referência [2].No capítulo 4 duas teorias escalares-tensoriais, junto com uma motivação histórica,são apresentadas. Uma análise robusta sobre as soluções de buracos negros na teoriade Brans-Dicke é feita e discute-se sobre os campos fantasmas e buracos negros frios.O capítulo é finalizado brevemente introduzindo a teoria de k-essência para mostrara estrutura geral de suas equações e soluções, que serão comparadas e mais profun-
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damente discutidas no capítulo seguinte. A maior parte deste capítulo foi baseado nostrabalhos [26] e [24].A contribuição original é apresentada no quinto capítulo [27]. São estudadospossíveis soluções de buracos negros na teoria de Rastall com campo escalar auto-interagente. Suas características gerais e soluções específicas serão investigadas. Serámostrado que algumas dessas soluções são idênticas às encontradas na teoria de k-essência ([5]-[28]), porém só na parte geométrica. O comportamento do campo escalarapresenta características bem distintas, as quais podem influenciar na estabilidade emanálise perturbativa. Além do mais, será mostrado que estruturas de buracos negrosregulares, encontrado na referência [24] para campos fantasmas, ocorrem tambémnesta teoria de Rastall com campo escalar, mais uma vez se diferenciando por contado potencial do campo escalar.Encerra-se o trabalho discutindo os principais resultados e propostas para traba-lhos futuros.



Capítulo 2

Introdução à Relatividade Geral

2.1 Da gravitação newtoniana ao espaço-tempo curvo
Em 1687, Isaac Newton revira o mundo das ciências naturais lançando à huma-nidade seu trabalho, dividido em três livros, chamado de Princípios Matemáticos da

Filosofia Natural. No primeiro livro, suas famosas três leis são enunciadas:
1. Para um referencial inercial, um objeto ou move-se com velocidade constante,

ou permanece inerte até que alguma força externa atue sobre ele,
2. A soma vetorial das forças ~F sobre um objeto, é igual à sua massa inercial
mi vezes o vetor aceleração ~a do objeto,

~F = mi~a, (2.1)
3. Todo corpo que exerce uma força em um segundo corpo, recebe uma força

de reação do segundo objeto de mesmo módulo e direção, porém com sentido
oposto.

Já no terceiro livro, Newton consegue fazer a primeira unificação na história doque viria se chamar física. Ele consegue mostrar que os movimentos da Lua e do Solobedecem também suas três leis e a força responsável por este movimento dependeda massa gravitacional mg dos corpos astronômicos e da distância entre eles. Emnotação moderna, pode-se escrever a força gravitacional em termos de um campoescalar Φ, que é o potencial gravitacional, da seguinte forma
~Fg = −mg ~∇Φ. (2.2)

Utilizando as equações (2.1) e (2.2), calcula-se a aceleração que um corpo adquiredevido à força gravitacional
~a = −(mg

mi

)
~∇Φ. (2.3)

Mesmo que as massas inercial e gravitacional possuam naturezas bem distintas, pode-se considerar1
mg

mi
= 1, (2.4)

1Esta equivalência já foi testada até a ordem de 10−13 [29].
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e isto é chamado de Princípio de Equivalência Fraco. A consequência direta desteprincípio é a noção que todos os corpos, com quaisquer massas, sofrem uma mesmaaceleração devido à um mesmo campo gravitacional, ou seja,

~a = − ~∇Φ. (2.5)
Já em 1915, Albert Einstein faz o seguinte experimento mental: uma pessoa dentrode uma caixa acelerada para cima, não consegue distinguir se ele realmente estásendo acelerado para cima ou se a caixa está parada sobre o efeito de um campogravitacional para baixo. Ou seja, um referencial linearmente acelerado relativo àum referencial inercial é localmente idêntico à um referencial estático sobre umcampo gravitacional.Einstein consegue interpretar isso dizendo que localmente as leis da física se re-duzem à relatividade restrita; é impossível detectar a existência de um campo gravi-tacional por experimentos locais. Dessa forma, Einstein enuncia o que atualmente éconhecido por Princípio de Equivalência de Einstein, ou PEE.O PEE indica que a gravitação e o movimento através do espaço-tempo estãoligados de alguma forma, sugerindo que a gravidade pode ser interpretada como umaentidade geométrica curva onde o espaço plano é o ambiente natural da relatividaderestrita. Assim, para entender a gravitação é necessário estudar a matemática por trásdessas geometrias que não são, necessariamente, planas.

2.2 A matemática da relatividade geral
Como deseja-se uma teoria que possua equações com a mesma forma em qualquersistema de coordenada, isto é para se possuir uma teoria covariante, é necessáriodefinir os tensores. De uma forma não aprofundada, são objetos que seguem aseguinte lei de transformação de coordenadas

Tµ′1...µ′k
ν′1...ν′l = ∂xµ′1

∂xµ1 . . .
∂xµ′k
∂xµk

∂xν1
∂xν′1 . . .

∂xνl
∂xν′l

Tµ1...µk
ν1...νl . (2.6)

Os tensores são definidos em uma entidade geométrica chamada de variedade.Resumidamente, pode-se definir uma variedade como um espaço n-dimensional ondelocalmente é isomorfo ao Rn. Um exemplo menos abstrato é a 2-esfera S2 que local-mente pode ser visto como o espaço euclidiano R2. Para uma visão mais detalhadaver referência [2].Neste espaço, é necessário definir derivadas em relação a esses tensores. O pro-blema é que sua derivada, em geral, não se transforma como um tensor, assim, énecessário criar um novo operador de derivada com o objetivo de que isso seja cor-rigido. Define-se, então, o operador derivada covariante que é composta de umaderivada parcial somado com um termo de correção. A derivada covariante de umtensor contravariante V ν ou covariante Vν são definidos da seguinte maneira
∇µV ν = ∂µV ν + Γν

µλV λ,
∇µVν = ∂µVν − Γλ

µνVλ.
(2.7)

O termo de correção Γµ
νλ , que não se transforma como um tensor, se chama conexão

afim.
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Dados dois pontos quaisquer na variedade, é necessário ser capaz de medir adistância entre eles. Com isso define-se o tensor métrico gµν que goza das seguintespropriedades:
1. É simétrico, gµν = gνµ;2. Possui inversa, gµνgνσ = gλσgλµ = δµσ ;

tal que δµσ é o tensor delta de Kronecker definido como
δµν = {1, se µ = ν,0, se µ 6= ν.

(2.8)
Com a métrica estabelecida, introduz-se o elemento de linha

ds2 = gµνdxµdxν, (2.9)
que efetivamente mede a distância entre os dois pontos na variedade.Assumindo a compatibilidade métrica, tal que ∇ρgµν = 0, e a propriedade de ser
livre de torção, ou seja, Γλ

µν = Γλ
νµ caracterizando a simetria entre os índices µ e ν, épossível mostrar que somente uma conexão afim é compatível com a métrica. Suascomponentes podem ser calculadas pelos símbolos de Christoffel dados por

Γλ
µν = 12gλσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν). (2.10)

Até então tem-se trabalhado para um caso geral n-dimensional, contudo, na rela-tividade geral clássica existem somente 4 dimensões, uma temporal e três espaciais.A dimensão temporal da métrica sempre terá o sinal oposto das outras dimensões,(+ − −−) ou (− + ++), que é denominada assinatura da métrica. Esta assinaturacaracteriza uma variedade lorentziana ou pseudo-riemanniana.Calculando o comutador de derivadas covariantes aplicados a um tensor Aρ , obtém-se [
∇µ,∇ν

]
Aρ = Rα

ρµνAα, (2.11)onde Rα
ρµν é definido como o tensor de curvatura, ou, tensor de Riemann. Comele, toda a informação sobre a curvatura da variedade pode ser obtida com a seguinteexpressão

Rρ
σµν = ∂µΓρ

νσ − ∂νΓρ
µσ + Γσ

µλΓλ
νσ − Γσ

νλΓλ
µσ . (2.12)Este tensor possui as seguintes simetrias,

1. Antissimétrico em seus dois primeiros índices: Rρσµν = −Rσρµν ;2. Antissimétrico em seus dois últimos índices: Rρσµν = −Rρσνµ;3. Invariante sob a troca do primeiro par de índices com o último: Rρσµν = Rµνρσ ;
4. A soma de permutações cíclicas dos últimos três índices anulam-se: Rρσµν +
Rρµνσ + Rρνσµ = 0.
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Dada todas essas simetrias, o tensor de Riemann possui somente 20 componentesindependentes para uma variedade quadri-dimensional.Tomando a contração do tensor de Riemann do primeiro com o terceiro índice2chega-se à

Rµν = Rα
µαν, (2.13)que é um tensor simétrico chamado de tensor de Ricci. Ele pode ser calculadodiretamente, sem passar pelo tensor de Riemann em si, fazendo a contração de (2.12),resultando em

Rµν = ∂νΓα
µα − ∂µΓα

να + Γα
νλΓλ

µα − Γα
µλΓλ

να. (2.14)Calculando o traço deste tensor cria-se o escalar de curvatura, ou escalar de Ricci

R = Rµ
µ. (2.15)

Finalmente, define-se o tensor de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
12gµνR, (2.16)

que também é simétrico e o qual tem a propriedade de possuir seu divergente nulo,ou seja
∇µGµν = 0. (2.17)

2.3 As equações de campo de Einstein
Derivar as equações de campo por uma ação possui certas vantagens. Facilita aunificação com outras teorias de campo e ajuda a visualização de simetrias e cargasconservadas pelo teorema de Noether, por exemplo. Porém, é importante notar queessa não é a única forma de derivar as equações de Einstein3 .A ação de Einstein-Hilbert, que possui esse nome pois Hilbert [30] e Einstein [7]chegam nesse mesmo resultado independentemente, é dada por

S[g ] = ∫ √−g [ c416πGR +Lm

]
d4x, (2.18)

onde Lm é a lagrangiana do conteúdo material. Fazendo a variação da ação anteriorem função do campo gµν , diretamente se obtém
δS
δgµν = ∫ [ c416πG

(
Rδ
√−g
δgµν +√−g δR

δgµν

)+ δ (√−gLm)
δgµν

]
δgµνd4x. (2.19)

Calculando cada termo independentemente, chega-se que
δR
δgµν = Rµν + termos de superfície;

δ√−g
δgµν = −12gµν√−g ; (2.20)

2Todas as outras contrações possíveis ou são nulas ou são relacionadas à esta.3Ver [2] para uma dedução à partir de argumentos mais físicos.
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e assim,

δS
δgµν = ∫ [ c416πG

(
−12gµνR + Rµν

)
− Tµν2

]
δgµν
√
−gd4x, (2.21)

onde foi definido o tensor energia-momento tal que
Tµν ≡

−2√−g δ (√−gLm)
δgµν . (2.22)

Agora aplica-se o princípio da mínima ação. Este princípio diz que dentre todasas escolhas que um sistema pode adotar para mudar de uma primeira configuraçãopara a segunda, ele sempre escolherá a que deixa ação estacionária (sem variar)[31]. Matematicamente isso quer dizer δS = 0, que aplicado em (2.21) chega-se nas
equações de campo de Einstein4

Rµν −
12gµνR = 8πG

c4 Tµν. (2.23)
Um fato importante de notar é que satisfeita a condição (2.17), necessariamenteprecisa-se inferir que

∇µTµν = 0, (2.24)ou seja, a conservação de energia e momento é exigida5. Porém, este mesmo resultadotambém pode ser obtido lembrando que na relatividade restrita já existe a conservaçãodo tensor energia-momento, expressa da seguinte maneira
∂µTµν = 0. (2.25)

Assim, aplicando diretamente o princípio de equivalência, que matematicamente émudar as derivadas ∂µ para ∇µ para incluir o caso de espaços curvos, também sechega em (2.24).Na forma mais geral possível, as equações de Einstein são um conjunto de dezequações diferenciais parciais, não-lineares e acopladas de difícil resolução analítica.Então, é de grande importância o uso de simetrias para a simplificação dos problemasestudados.Sendo assim, com a equação (2.23), Einstein conseguiu descrever a gravitaçãocomo um fenômeno geométrico do espaço-tempo. Como John Wheeler sucintamentedescreveu e interpretou:
’O espaço-tempo diz como a matéria deve se mover; a matéria diz como

o espaço-tempo deve se curvar.’6

4À partir daqui será adotado o sistema de unidades naturais onde c = 1.5Uma outra forma de chegar nesse resultado, de uma maneira mais formal, é demonstrada noapêndice C.6Do original: ’Spacetime tells matter how to move; matter tells spacetime how to curve.’



Capítulo 3

Buraco Negro de Schwarzschild

Logo no início de 1916, menos de um ano após a publicação de Einstein sobrea relatividade geral, o físico alemão Karl Schwarzschild, que mesmo lutando naPrimeira Guerra Mundial e sofrendo de uma doença de pele rara chamada pênfigo,escreve o artigo [8] com a primeira solução analítica para as equações de campo dadaspor (2.23). O próprio Einstein ficou surpreso ao ver que suas equações admitiamsoluções analíticas.Schwarzschild encontrou sua solução supondo um objeto estático, neutro, comsimetria esférica e no vácuo. Este corpo possui uma singularidade em seu centro,protegido por um horizonte de eventos dado pelo raio de Schwarschild, de ondenem a luz pode escapar, que só em 1967 ganhou o atual nome popular buraco negro.O intuito é estudar soluções de buracos negros onde não há matéria na parte ex-terna do objeto, isso quer dizer que pode-se tomar Tµν = 0 em (2.23), o que claramenteresulta em
Rµν = 12gµνR. (3.1)Tomando o traço desta equação chega-se que

R = 0, (3.2)
utilizando este resultado em (3.1)

Rµν = 0, (3.3)que são as equações de Einstein no vácuo.Como já discutido no capítulo anterior, resolver as equações de Einstein sem uti-lizar simetria alguma, mesmo que no vácuo seja um tanto mais simples, se tornariaem um problema de 10 equações diferenciais não-lineares de difícil solução. Dessaforma, deseja-se mostrar que devido a simetria do problema o número de equaçõesindependentes diminui drasticamente, tornando o problema de mais fácil resolução.
3.1 O espaço-tempo de Schwarzschild

O métrica de Schwarzschild é um espaço-tempo sem matéria (vácuo) e com sime-tria esférica. O elemento de linha mais simples para qual ambas características sãosatisfeitas é dado por
ds2 = e2α(r)dt2 − e2β(r)dr2 − r2dΩ2. (3.4)
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A hipótese da estaticidade é satisfeita pois nenhuma componente da métrica dependeda coordenada temporal. Com

dΩ2 = dθ2 + sin2 dφ2 (3.5)
nota-se que r2dΩ2 é o elemento de linha da 2-esfera de raio r, o qual denota a simetriaesférica.Utilizando (3.4), calcula-se todos os termos da conexão diferentes de zero

Γt
tr = ∂rα, Γr

tt = e2(α−β)∂rα, Γr
rr = ∂rβ,Γθ

rθ = 1
r , Γr

θθ = −re−2β, Γφ
rφ = 1

r ,Γr
φφ = −re−2β sin2 θ, Γθ

φφ = − sin θ cos θ, Γφ
θφ = cot θ,

(3.6)
sendo assim possível utilizar a relação (2.14) para se obter as equações de Einstein novácuo dadas por (3.3). As únicas equações diferentes de zero são

Rtt = r(∂rα)2 + 2∂rα− r∂rα∂rβ + r∂2
rα = 0, (3.7)

Rrr = −(∂rα)2 + 2∂rβr + ∂rα∂rβ − ∂2
rα = 0, (3.8)

Rθθ = e−2β(r∂rβ − r∂rα− 1) + 1 = 0. (3.9)
Mesmo que a equação dada para Rφφ seja diferente de zero, ela é omitida pois émúltipla de Rθθ (devido a simetria esférica), o que não concede informação adicionalao sistema de equações.Dividindo a equação (3.7) por r e somando com (3.8)

∂rα+ ∂rβ = 0, (3.10)
que diretamente implica em α = −β + c, onde c é a constante de integração. Ou sejaa métrica (3.4) ficaria da seguinte forma

ds2 = e−2βe−2cdt2 − e2βdr2 − r2dΩ2, (3.11)
redefinindo a coordenada temporal tal que dt → e−cdt , chega-se em

ds2 = e−2βdt2 − e2βdr2 − r2dΩ2, (3.12)
que implica

α = −β. (3.13)Utilizando este fato, a equação (3.9) é simplificada
e2α(2r∂rα+ 1) = 1,

∂r(re2α) = 1, (3.14)
e integrada

e2α = 1− Rs

r , (3.15)tal que Rs é a constante de integração.
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Como a solução de Schwarzschild deve representar o espaço-tempo fora de umaestrela ou planeta, é necessário encontrar o limite de campo fraco quando r → ∞.No limite Newtoniano tem-se gtt = (1 + 2Φ), com Φ = −Gm/r e pode-se fazer a iden-tificação que Rs = 2Gm, que é conhecido como Raio de Schwarzschild. Finalmente,a métrica de Schwarzschild é dada por

ds2 = (1− 2Gm
r

)
dt2 −

(1− 2Gm
r

)−1
dr2 − r2dΩ2. (3.16)

Como explicado, foi escolhido o sistema de coordenadas tal que r é a coordenadaradial onde r = 0 é o centro da 2-esfera, porém esta não é uma condição necessária.A métrica (3.4) pode ser re-escrita de uma forma mais geral como se segue
ds2 = e2α(u)dt2 − e2β(u)du2 − e2γ(u)dΩ2, (3.17)onde existe uma liberdade de calibre vinculando as funções α, β e γ . O exemplomais claro são as coordenadas de Schwarzschild, que foram anteriormente utilizadas,tais que u = r e γ = lnu. Contudo, outras opções são possíveis como o calibre

harmônico, identificado por γ(u) = 2α(u)+β(u) que é conveniente para a solução comproblemas envolvendo campos escalares e o calibre quase-global, onde α(u) = −γ(u),útil para descrever soluções de buracos negros em ambos lados dos horizontes.
3.1.1 Teorema de BirkhoffUm dos pressupostos para a dedução da métrica de Schwarzschild foi do espaço-tempo ser estático, entretanto é interessante ver o que aconteceria se essa condiçãonão fosse obedecida, mas mantendo a simetria esférica. A métrica (3.4) seria então

ds2 = e2α(t,r)dt2 − e2β(t,r)dr2 − r2dΩ2. (3.18)O processo é o mesmo de antes, primeiro calcular as conexõesΓt
tt = ∂tα, Γt

tr = ∂rα, Γt
rr = e2(β−α)∂tβ,Γr

tt = e2(α−β)∂rβ, Γr
tr = ∂tβ, Γr

rr = ∂rβ,Γθ
rθ = 1

r , Γr
θθ = −re−2β, Γφ

rφ = 1
r ,Γr

φφ = −re−2β sin2 θ, Γθ
φφ = − sin θ cos θ, Γφ

θφ = cot θ,
(3.19)

e então o tensor de Ricci para utilizar (3.3)
Rtt = r(∂rα)2 − ∂rα(r∂rβ − 2) + r

[
∂2
rα+ e2(β−α)(∂tα∂tβ − (∂tβ)2 − ∂2

t β)] = 0, (3.20)
Rtr = ∂tβ = 0, (3.21)
Rrr = ∂rα∂rβ − (∂rα)2 + 2∂rβr − ∂2

rα+ e2(β−α)(∂2
t β + (∂tβ)2 − ∂tα∂tβ) = 0, (3.22)

Rθθ = e−2β(r∂rβ − r∂rα− 1) + 1 = 0. (3.23)Facilmente é observado que além das equações terem se tornado mais complexas,apareceu o termo Rtr , dele conclui-se que β independe do tempo. Com isto, e tomandoa derivada temporal de (3.23), chega-se em
∂t∂rα = 0. (3.24)



CAPÍTULO 3. BURACO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 12
Então, pela equação anterior, α pode ser escrito da seguinte forma

α = f (r) + g(t). (3.25)Com as restrições obtidas para as duas variáveis, muito similar ao caso estático, amétrica pode ser escrita como se segue
ds2 = e2f (r)e2g(t)dt2 − e2β(r)dr2 − r2dΩ2, (3.26)dessa forma é possível redefinir a coordenada temporal tal que dt → eg(t)dt , tornandoa métrica anterior da seguinte forma
ds2 = e2f (r)dt2 − e2β(r)dr2 − r2dΩ2, (3.27)onde mais nenhum termo possui dependência temporal.Aqui vale a pena parar e notar o que este resultado representa. Mesmo que ahipótese da estaticidade fosse descartada desde o início, ainda se chegaria em (3.27),que necessariamente resultaria na solução (3.16). Assim é possível enunciar o teo-

rema de Birkhoff da seguinte forma: qualquer solução das equações de Einstein
no vácuo de um espaço-tempo simetricamente esférico e assintoticamente plano é,
obrigatoriamente, estática e univocamente dada pela métrica de Schwarzschild.Este teorema implica que se um objeto, estático e esfericamente simétrico, estiverem equilíbrio instável e sofrer uma perturbação simetricamente esférica fazendo-ocolapsar radialmente (como uma super nova, por exemplo), a métrica externa aindaserá dada por Schwarzschild. Também pode ser visto como análogo ao fato de a leide Coulomb ser a única solução esfericamente simétrica das equações de Maxwell novácuo.
3.1.2 SingularidadesDiretamente olhando para (3.16) pode-se ver que existem dois pontos onde a mé-trica diverge: em r = 0 e r = 2GM . Porém, as componentes da métrica são depen-dentes do sistema de coordenadas adotado, então é plausível pensar que na verdadealgumas dessas singularidades seja uma simples má escolha de coordenadas. Pode-se interpretar que quando a curvatura diverge, se torna infinita, cria-se um ’buraco’na variedade, tornando essa região mal definida e este fato independe do sistema decoordenadas utilizado. Sendo assim, será utilizado escalares de curvatura para definirsingularidades nos espaços-tempos, pois eles não dependem do sistema de coordena-das considerado.Pode-se construir uma variedade de escalares derivados do tensor de Riemann, omais simples é o próprio escalar de Ricci. Entretanto ele já é obrigatoriamente zeropara qualquer solução no vácuo, como visto em (3.2), então é necessário analisar algumoutro escalar. É importante lembrar que não basta o ponto não divergir em somenteum escalar, não pode ocorrer em nenhum escalar de curvatura ou, necessariamente,a singularidade não é de coordenadas. Por simplicidade, será mostrado somente osegundo escalar mais comum, o escalar de Kretschmann, definido da seguinte forma

K ≡ RαβγδRαβγδ, (3.28)quando calculado para a métrica de Schwarzschild, possui o seguinte resultado
K = 48G2M2

r6 . (3.29)
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Ele também pode ser calculado pela forma de suas componentes, dados por

K = 4(K21 + 2K22 + 2K23 +K24)
K1 = −R tr

tr ,
K2 = −R tθ

tθ = −R tφ
tφ ,

K3 = −R rθ
rθ = −R rφ

rφ ,
K4 = −R θφ

θφ .

(3.30)

Claramente r = 0 é um ponto divergente, ele recebe o nome de singularidade realou física. Já o ponto r = 2GM não apresenta problema algum e é nomeado como sin-
gularidade aparente ou de coordenadas, que no caso da métrica de Schwarzschild,como será visto adiante, esta região coincide com o horizonte de eventos1.As referências [32] e [3] deixam claro que a definição de singularidades não étão trivial. Em contraste com as outras teorias físicas, as quais assumem a priori avariedade e a métrica, tornando possível a identificação de ’onde e quando’ um eventoocorreu no espaço-tempo, a relatividade geral busca a própria estrutura do espaço-tempo, composta pela variedade e a métrica. Então a singularidade da solução deSchwarzschild não é considerada parte da variedade, ou seja, não é um ’lugar’ oupossui um ’tempo’.Embora algum embasamento teórico mais profundo já exista, como os teoremasde singularidade de Penrose-Hawking [33], neste trabalho será considerado singu-laridades as regiões que divergem nos escalares de curvatura, como foi discutidopreviamente.
Singularidades nuasA solução que foi estudada até então apresenta a existência de uma singularidadeno centro coberta pelo horizonte de eventos, isto é, um observador fora da região dohorizonte nunca pode ver o que há dentro, a singularidade. Entretanto, soluções derelatividade geral para buracos negros carregados (solução de Reissner-Nordström)ou girando (solução de Kerr), em alguns casos, mostram uma singularidade que nãoapresentam essa característica, implicando que um observador poderia ver essa sin-gularidade à distância. Daí o nome singularidades nuas.Em 1969, Roger Penrose discute mais abertamente esse problema [34] dizendo atéque ’talvez seja a pergunta mais fundamental não respondida pela teoria do colapsorelativístico: existe uma ’censura cósmica’ que proíbe a existência de singularidadesnuas (...)?’. Mesmo que não de uma maneira muito formal, foi enunciada a conjectura
da censura cósmica dizendo que não deve existir singularidades nuas em objetosreais.Nos dois casos citados a cima é natural assumir que a solução é não-física, poisnecessitaria um buraco negro carregado onde Q > M ou girando de tal maneira que
J > M , ou seja, a maior parte da energia do buraco provém da energia do campoelétrico ou de rotação, que é no mínimo estranho. Uma forma fácil de resolver esseproblema é dizer que num colapso gravitacional real esse tipo de solução não devaaparecer [2] e a conjectura estaria se mostrando correta.

1Bom notar que está se falando de ’ponto’ aqui pois se está imaginando uma linha com θ e φconstantes só deixando o raio r variar, mas o mais correto seria pensar em uma hiper-superfície para
r = 2GM .
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O problema é que existem casos onde singularidades nuas aparecem de maneirasmais plausíveis fisicamente [35]. Exemplo disso é descrito por um buraco negroinicialmente regular que evolui para uma singularidade nua com o acréscimo de umfluido eletricamente carregado [36]. Um segundo exemplo ocorre onde uma estrelaesfericamente simétrica, porém com a região externa não sendo considerada vácuodevido a radiação que ela emite, desenvolve a singularidade nua quando o colapsogravitacional ocorre de forma mais lenta [37] .É importante ressaltar que a conjectura de Penrose continua não provada sendomuito debatida na literatura.

3.1.3 Horizonte de eventosJá foi mostrado que r = 2Gm não representa uma singularidade real, mas sim decoordenadas, porém não foi explorado o que de fato ela representa. Por direta análiseda métrica (3.16) vê-se que sua assinatura muda de (+ − −−) para (− + −−) quando
r < 2Gm, ou seja, a coordenada temporal torna-se radial, e vice-versa. Sendo assim,já fica claro que regiões com naturezas diferentes são divididas por este raio.Para estudar a estrutura causal deste espaço-tempo, calcula-se as curvas radiaisnulas para θ e φ constantes

ds2 = (1− 2Gm
r

)
dt2 −

(1− 2Gm
r

)−1
dr2 = 0, (3.31)

algebricamente manipulado para obter
dt
dr = ±(1− 2Gm

r

)−1 = ±( r
r − 2Gm) . (3.32)

A equação (3.32) mede a inclinação dos eixos dos cones de luz em um plano t-r. Àlongas distâncias, tem-se
r →∞, então dt

dr → ±1, (3.33)
caracterizando uma angulação de 45◦ entre os eixos dos cones de luz, que é umapropriedade do espaço-tempo de Minkowski. Então, como esperado, muito longe doobjeto o observador está localizado em um espaço plano. Entretanto,

r → 2Gm, então dt
dr → ±∞, (3.34)

que pode ser interpretado como os cones de luz se fechando ao se aproximar destaregião (figura 3.1). Ou seja, nesse sistema de coordenadas aparenta que um observadornunca conseguiria atravessar a superfície delimitada por r = 2Gm por conta destadivergência.



CAPÍTULO 3. BURACO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 15

Figura 3.1: Diagrama demonstrando os cones de luz fechando-se ao se aproximaremde r = 2Gm. Fonte: Figura 11.10 da referência [1].
Já que r = 2Gm não representa uma singularidade real, é desejável escrever amétrica de Schwarzschild em um outro sistema de coordenadas onde é possível fazera transição para além desta região de forma suave. Para isso resolve-se a equação(3.32) obtendo

t = ± [r + 2GM ln( r2GM − 1)]+ C, (3.35)
tal que C é a constante de integração. Isto é útil pois agora a relação (3.32) torna-se

dt
dr∗ = 1, (3.36)

onde definiu-se a coordenada tartaruga como
r∗ ≡ r + 2GM ln( r2GM − 1) . (3.37)

Nessa nova definição de coordenadas, a relação (3.35) torna-se muito mais clara
t = ±r∗ + C. (3.38)

Na equação (3.38), quando escolhe-se o sinal positivo é uma geodésica radial nulade saída e com o sinal negativo de entrada. Em termos dessa nova coordenada amétrica pode ser exposta da seguinte maneira
ds2 = (1− 2GM

r

) (dt2 − dr∗2)− r2dΩ2, (3.39)
onde claramente r depende de r∗ implicitamente. Neste sistema de coordenadasquando

r → 2Gm, tem-se r∗ → −∞, (3.40)
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ou seja, ainda não é possível fazer a travessia para o outro lado do raio de Schwarzs-child.Mais uma mudança de coordenadas é feita

v = t + r∗, (3.41)
transformando a métrica em

ds2 = (1− 2Gm
r

)
dv2 − 2dvdr − r2dΩ2. (3.42)

Este novo sistema de coordenadas chama-se coordenadas de entrada de Eddington-
Finkelstein e são definidas de tal forma para que v seja constante ao longo de geo-désicas radiais nulas de entrada devido à equação (3.38).Finalmente consegue-se ultrapassar a região problemática de r = 2GM mas comum porém, os cones de luz estão se fechando e inclinando na direção da singularidadepois

dv
dr = {0, (entrada)2 (1− 2GM

r
)−1 , (saída) (3.43)

que levam ao gráfico 3.2. Então, o fato de nem a luz conseguir fugir de dentrodesta região está intrinsecamente ligado à estrutura causal da métrica que faz todofuturo possível de qualquer trajetória tipo-tempo, para partículas massivas, ou tipo-luz, para partículas não massivas, estar fadado à chegar em r = 0. E é isto queestá por trás da mudança de natureza das coordenadas t e r quando se atravessa oraio de Schwarzschild. Somente agora pode-se deixar explícito o motivo dessa regiãose chamar de horizonte de eventos: esta hiper-superfície representa a fronteira detodos os eventos que podem ser observados por um observador externo.

Figura 3.2: Gráfico nas coordenadas de Eddington-Finkelstein demonstrando os co-nes de luz se direcionando, e fechando, à singularidade. Fonte: Figura 5.10 da refe-rência [2].
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3.1.4 Extensão máximaCom todas essas mudanças de coordenadas feitas até então, conseguiu-se descre-ver a métrica de Schwarzschild para todo o r, mas isso não quer dizer que seja osistema de coordenadas que cubra toda a variedade. Kruskal e Szekeres, [38], con-seguiram obter tal coordenada dada pela seguinte mudança de variáveis

T = ( r2GM − 1)1/2
er/4GM sinh( t4GM

)
,

R = ( r2GM − 1)1/2
er/4GM cosh( t4GM

)
.

(3.44)
Agora a variável r(T,R) é definida implicitamente pela seguinte expressão

T2 − R2 = (1− r2GM) er/2GM , (3.45)
fazendo a métrica (3.16) tornar-se

ds2 = 32G3M3
r e−r/2GM (dT2 − dR2)− r2dΩ2, (3.46)

que claramente só possui divergência em r = 0.Nesse sistema de coordenadas é possível notar que existem não duas, mas simquatro regiões disponíveis, como segue-se na figura seguinte

Figura 3.3: Diagrama representando o espaço-tempo de Schwarzschild nas coorde-nadas de Kruskal. Fonte: Figura 6.9 da referência [3].
A região I é claramente o espaço-tempo de Minkowski, totalmente plano, issoquer dizer que o observador nesta região não atravessou o horizonte de eventos, com

r > 2GM . Já na região II qualquer linha de mundo do tipo-luz necessariamentechegará na singularidade em r = 0, impossível sair dessa região após entrar nela,então ela representa observadores que ultrapassaram o raio de Schwarzschild e estãofadados a cair na singularidade. A região III apresenta características um poucoexóticas. Qualquer observador que está dentro desta região precisa ter nascido lá,
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pois é impossível a entrada para qualquer observador localizado em outra região,além de obrigatoriamente ser expelido. Assim, pode-se ver que esta região é o opostotemporal da região II, o oposto do buraco negro, daí o nome buraco branco. Aregião IV seria um outro universo com a estrutura de Minkowski, porém totalmenteinacessível para qualquer um que esteja na região I.A extensão máxima é um artifício matemático para poder cobrir toda variedadede Schwarzschild. Como o buraco negro é consequência do colapso gravitacional deuma estrela, é plausível considerar que as regiões III e IV, que não apresentam umarealidade física, devam desaparecer durante o surgimento do buraco negro.
3.2 Diagrama de Carter-Penrose

O diagrama de Kruskal simplifica muito a compreensão da estrutura causal dasolução como um todo. Entretanto, para a análise de métricas mais complexas, éútil construir um diagrama onde toda a solução está confinada em uma região finita.Este diagrama é chamado de diagrama de Carter-Penrose, devido aos trabalhosindependentes ([39] e [40]) feito por ambos pesquisadores nos anos 60.Para exemplificação, pode-se considerar a métrica de Minkowski em coordenadasesféricas da seguinte forma
ds2 = dt2 − dr2 − r2dΩ2. (3.47)

Aqui já é claro que os cones de luz possuem 45◦ em todo o espaço. Evidentementetem-se os seguintes intervalos para as coordenadas temporal e radial −∞ < t <∞ e0 < r <∞.Muito similar à mudança de coordenadas feita em (3.41) faz-se
u = t − r, v = t + r, (3.48)

para se obter coordenadas do tipo nulas, onde os intervalos para as novas coordenadasmudaram, tais que −∞ < u < ∞, −∞ < v < ∞ e u 6 v . Nessa coordenada o raioesférico é dado por r = 12 (v − u) e a métrica torna-se
ds2 = dudv − 14(v − u)2dΩ2. (3.49)

Para trazer os infinitos à pontos finitos, usa-se a função arco-tangente
U = arctanu, V = arctan v, (3.50)

tal que seus intervalos agora estão limitados por −π/2 < U < π/2 e −π/2 < V < π/2onde U 6 V . Nessa nova coordenada tem-se as seguintes relações
dudv = 2dUdVcos2 U cos2 V , (v − u)2 = sin2(V − U)cos2 U cos2 V , (3.51)

transformando a métrica (3.49) em
ds2 = 14 cos2 U cos2 V (4dUdV − sin2(V − U)dΩ2). (3.52)
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Assim a métrica já foi colocada em uma forma um tanto sugestiva, mas pode serainda mais simplificada fazendo

T = V + U, R = V − U, (3.53)
agora com os intervalos dessa nova coordenada sendo 0 6 R < π e |T|+ R < π . E amétrica é escrita da seguinte maneira

ds2 = ω2(T,R)(dT2 − dR2 − sin2 RdΩ2), (3.54)
definindo

ω2 ≡ (cosT + cosR)−2 . (3.55)Para fazer uma análise, escreve-se as coordenadas (T,R) em termos de (t, r)
T = arctan(t + r) + arctan(t − r), R = arctan(t + r)− arctan(t − r), (3.56)

então os seguintes limites podem ser vistos
lim
t→∞

T = lim
r→∞

R = π, lim
r→∞

T = lim
t→∞

R = 0,lim
r→−∞

T = lim
t→−∞

R = 0, lim
t→0 T = lim

r→0 R = 0,lim
t→−∞

T = −π,
deixando claro que nessas coordenadas os intervalos estão todos delimitados por umaregião triangular. Com isso é possível fazer o diagrama de Carter-Penrose, comosegue na figura 3.4.

Figura 3.4: Diagrama de Carter-Penrose para o espaço-tempo plano de Minkowski.
Fonte: Figura 17.9 da referência [4].

Nele, fica claro que novos nomes foram dados à certas regiões
• i0 = infinito espacial: é um ponto onde todas as linhas tipo-espaço se originame se encontram no futuro infinito,
• i+/i− = futuro/passado infinito temporal: também são pontos, porém agora in-dicando onde linhas tipo-tempo se encontraram no passado infinito ou se en-contrarão no futuro temporal,
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• I+/I− = futuro/passado nulos: não são mais pontos, mas sim linhas (mais es-pecificamente hiper-superfícies) nulas. Todas as geodésicas nulas começam em
I− e terminam em I+.Além da facilidade de ver todo espaço-tempo contido em um plano, os diagramasde Carter-Penrose possuem uma outra propriedade útil: eles mantém toda estruturacausal da métrica. Isso não é mera coincidência, a equação (3.54) mostrou que amétrica pôde ser escrita da seguinte forma

ds2 = ω2ds̃2, (3.57)o que caracteriza uma transformação conforme, a qual sempre possui essa propri-edade ,onde ω2 é chamado de fator conforme2. Com isso esse diagrama tambémpode ser chamado de diagrama conforme.Um processo muito similar à esse, com as mesmas mudanças de variáveis inclusive,pode ser feito com a métrica Schwarzschild, utilizando as coordenadas de Kruskal,para obter a figura 3.5.

Figura 3.5: Diagrama de Carter-Penrose para a métrica de Schwarzschild. Fonte:Figura 5.16 da referência [2].
Como discutido na seção anterior, as 4 regiões da extensão máxima de Kruskal estãopresentes neste diagrama, porém delimitados em um plano finito.Esse procedimento será muito necessário mais à frente onde outros diagramasserão feitos para métricas ainda mais complexas.
3.3 Gravidade superficial e a temperatura de um bu-

raco negro
A gravidade superficial é a medida da aceleração de uma partícula na região dohorizonte de eventos. Classicamente, na mecânica Newtoniana, ela é representadapela letra g , aqui será utilizada como K.Para um buraco negro estático qualquer, ela pode ser calculada com a seguintefórmula [41]

K = 12∂rgtt√−g ttgrr
∣∣∣∣
rhorizonte

, (3.58)
2Mais detalhes no apêndice A.
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que para a métrica de Schwarzschild, sob a superfície do horizonte de eventos, é dadopor

K = 14GM . (3.59)Isto é, a aceleração que uma partícula teste sofre no horizonte de eventos é constantee inversamente proporcional à massa do buraco negro.Já a área desta região é dada pela seguinte fórmula, como enunciada em [42],
A = ∫ π

0 dθ
∫ 2π

0
√gθθgφφdφ, (3.60)

que mais uma vez, para o caso de Schwarzschild, tem-se
A = 16πG2M2. (3.61)

Onde facilmente é visto que a área do horizonte de eventos do buraco negro é dire-tamente proporcional à sua massa.Para a surpresa de todos, Hawking mostra [43] que utilizando a teoria quântica decampos em espaços-curvos na métrica de Schwarzschild, devido à criação e aniquila-ção de pares partículas e anti-partículas próximo ao horizonte, obtém-se uma radiaçãorelacionada ao buraco negro que pode ser observada. Esta radiação, que ainda nãofoi detectada experimentalmente, é chamada de radiação Hawking. Neste mesmotrabalho ele consegue uma expressão para a temperatura do buraco negro dada por
T = ~K2πkBc . (3.62)

Com esta fórmula e (3.59) vê-se que a temperatura de um buraco negro aumenta como decréscimo de sua massa total. Isso deu muito suporte ao desenvolvimento teóricoelaborado por Bekenstein e Hawking um pouco antes sobre as leis da termodinâmicados buracos negros, onde já haviam indícios que a temperatura do buraco negro ea área do seu horizonte de eventos deveriam estar relacionadas de alguma maneira[44].



Capítulo 4

Buraco Negro em Teorias
Escalares-Tensoriais

4.1 Buraco negro na teoria de Brans-Dicke
Theodor Kaluza publica em 1921 um estudo da relatividade geral com uma di-mensão espacial a mais, ou seja um espaço-tempo de 5 dimensões, na tentativa deuma teoria que unificasse a gravitação com o eletromagnetismo [45]. Devido a si-metria do tensor métrico, ele agora possui 15 componentes independentes. Kaluzachega em uma solução e nota que 10 dessas componentes são da própria gravitaçãoquadri-dimensional einsteiniana, 4 são identificados como o potencial vetor e escalardo eletromagnetismo e na última componente aparece um termo que depende daconstante gravitacional G , dando uma primeira suspeita de que ela deva variar [46].A questão sobre não se observar a quinta dimensão era colocada de lado, e Kaluzasimplesmente exigia que todas as derivadas com respeito à coordenada da quintadimensão fossem nulas1. Isto é, por condições desconhecidas, a física acontece emuma hipersuperfície 4D dentro de um universo mais geral 5D.Logo em seguida em 1926, Klein ajuda a resolver um pouco o problema tendo aidéia de compactificar esta dimensão a mais [47]. Essa teoria é atualmente denominada

gravitação ou teoria de Kaluza-Klein2 [48].Na década seguinte, mais exatamente em 1937, Dirac [49] nota uma certa coinci-dência no valor da composição de certas constantes fundamentais3. Uma das formasque isso pode ser mostrado é da seguinte maneira [50]
c2
G ≈

Mu

Ru
, (4.1)

tal que Ru e Mu são o raio e a massa do universo observável respectivamente. Isto,mais uma vez aponta na direção que G não é uma constante universal como se pen-sava.Então, em 1945, Jordan trabalha na teoria de Kaluza-Klein a re-interpretando comoum espaço-tempo quadri-dimensional e que é devido à um outro campo escalar que
1Atualmente esta condição se chama ’condição cilíndrica’.2O termo ’teoria de Kaluza-Klein’ deveria ser utilizado somente para modelos onde assume-se acondição cilíndrica e dimensão compactificada. Porém popularizou-se utilizar o termo para qualquerteoria de dimensões superiores sejam as dimensões extras reais ou compactificadas.3Atualmente conhecido como ’coincidência dos grandes números’.
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a constante de Newton sofre variação [51]. Ou seja, pela equação anterior, começa ase procurar por algo como

�φ ≈ ρ. (4.2)Em outras palavras, 1/G pode ser a própria variável que satisfaz uma equação decampo onde a massa é a fonte.Como a presença de campos vetoriais não-massivos, campos elétricos e magnéti-cos, não impedem a existência de buracos negros, vide solução de Reissner-Nordströme Kerr-Newman, fica claro que faz sentido estudar também buracos negros com umcampo escalar φ adicional.
4.1.1 Equações de campoRe-interpretando 1/G = φ na densidade de lagrangiana de Einstein-Hilbert (2.18)

L = √−g [ 116π (φR + Lφ(φ, ∂µφ))] , (4.3)
onde Lφ , que é a lagrangiana devido ao campo φ, foi adicionada pois deseja-se obteruma equação de campo para φ também e foi considerado Lm = 0 pois procura-se umasolução de vácuo. É natural buscar uma equação que seja de segunda ordem, por issodeve depender de sua derivada.Visto que φ é um campo escalar, aparenta natural escolher

Lφ = ω∂αφ∂αφ, (4.4)
que resultaria em uma equação de onda para φ com R sendo a fonte. Entretanto aconstante de separação ω, que é chamada de constante de Brans-Dicke, precisariater as mesmas dimensões de G , que é exatamente o que a teoria deseja substituir.Desta maneira força-se que esta nova constante seja adimensional e a forma maissimples de implementar isso é fazendo a seguinte escolha

Lφ = ω∂αφ∂
αφ

φ , (4.5)
e com isso é possível definir a densidade de lagrangiana de Brans-Dicke por

L(J)
BD = √−g [φR + ω∂αφ∂

αφ
φ

]
. (4.6)

Já sabe-se que a gravidade é acoplada com toda física, isto é, não há algo que nãosofra interação gravitacional. Então com o acoplamento direto do campo escalar coma geometria, φR, pode-se dizer que em algum sentido φ também é universalmenteacoplado [46].A lagrangiana anterior está descrita no referencial conforme de Jordan e elapode ser simplificada indo para o referencial conforme de Einstein, onde o termo
φR se separa facilitando a resolução das equações. Após efetuada a transformação, adensidade de lagrangiana torna-se4

L(E)
BD =√−g̃(R̃ + ε∂αφ̃∂αφ̃), ε = sign(ω + 3/2), (4.7)

4Para mais detalhes, ver o apêndice A
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de tal forma que o campo escalar foi redefinido da seguinte maneira

φ̃ →
√3 + 2ω2 lnφ. (4.8)

Então ε ± 1, quando possui sinal negativo tem-se o chamado campo fantasma5.Como feito para as equações de Einstein, agora é necessário adquirir as equaçõesde campo derivadas da lagrangiana (4.7). Primeiramente faz-se a variação da açãopara o campo métrico gµν

δS
δgµν = ∫ [δ√−gδgµν (R + ε∂αφ∂αφ) +√−g ( δR

δgµν + ε∂αφ∂βφ
δgαβ
δgµν

)]
d4x. (4.9)

Mais uma vez utiliza-se as relações (2.20) e aplica-se o princípio da mínima ação paraobter
δS
δgµν = ∫ [Rµν −

12gµνR − ε2gµν∂αφ∂αφ + ε∂µφ∂νφ
]
d4x = 0. (4.10)

O traço do integrando anterior é
R = −ε∂αφ∂αφ, (4.11)

que é substituído de volta em (4.10) para se adquirir a equação de movimento docampo gµν
Rµν = −ε∂µφ∂νφ. (4.12)Efetuando a variação (4.7) em relação ao campo escalar φ, o único termo quedepende dele é

δS
δφ = ε

∫ [δ (∂αφ∂αφ)
δφ

]
d4x = 0, (4.13)

= ε
∫ [δ∂α (φ∂αφ)

δφ − δφ
δφ�φ

]
d4x = 0. (4.14)

O primeiro termo da equação anterior é um termo de fronteira, assim pelo teoremade Stokes ele torna-se zero. Com isso a equação do campo escalar é dada por
�φ = 0. (4.15)

Nota-se que (4.15) é uma equação do tipo Klein-Gordon não-massiva.
4.1.2 Campos fantasmasObservações mostram que a expansão acelerada do universo é causada devidoum tipo de energia peculiar, energia escura. Uma forma consistente de descreverisso é utilizando campos escalares auto-interagentes com energia cinética negativa,escalares fantasmas [52], que para soluções estáticas e simetricamente esféricas nateoria de Brans-Dicke, as soluções adquiridas são do tipo anti-Fisher, como serãodevidamente apresentadas. Tal descrição viola todas as condições de energia, mas a

5O tilde, marcando o referencial de Einstein, será suprimido de todas as componentes daqui emdiante.



CAPÍTULO 4. BURACO NEGRO EM TEORIAS ESCALARES-TENSORIAIS 25
possibilidade de que matéria fantasma esteja ligada de alguma forma com o nossouniverso atual deve ser levada à sério ([53]-[54]).Existem outras razões teóricas para aceitar esse tipo de campo, visto que elesaparecem naturalmente em alguns modelos de teoria das cordas, super-gravidade eteoria com mais de 11 dimensões como teoria-F e em algumas teorias de Kaluza-Klein[26].Classicamente, campos fantasmas apresentam problemas quando um campo fan-tasma (clássico) interage com outro campo (clássico) usual, causando instabilidadestais que seria possível ceder energia arbitrariamente alta à qualquer outro campo.Porém esta instabilidade desaparece quando o potencial de interação é nulo [55]. Jáno regime quântico, essa possível troca desenfreada de energia desencadearia a cri-ação de pares partículas e anti-partículas de maneira descontrolada, o qual nunca foiobservado causando uma séria dúvida sobre a existência desse tipo de campo. As-sim, uma possível forma de desviar deste problema, seria supor que o campo escalarpossa ser considerado um campo efetivo vindo de uma teoria com energia positiva([52]-[56]-[57]).A maior objeção contra campos fantasmas é que um campo com energia cinéticanegativa pode produzir partículas e anti-partículas de forma desencadeada de acordocom a teoria quântica de campos, entretanto nada disso foi observado até então, oque causa uma séria dúvida sobre a existência deles. Assim, uma possível forma dedesviar deste problema, seria supor que o campo escalar possa ser considerado umcampo efetivo vindo de uma teoria com energia positiva ([52],[56] e [57]).Mesmo que os campos fantasmas não sejam um objeto teórico bem compreendidoainda, eles são importantes pois podem levar a modelos ou predições de interesse quepossam ser obtidos posteriormente de maneira menos exótica.
4.1.3 Soluções de buraco negroCom as duas equações de campo obtidas, (4.12) e (4.15), resta escrever as equaçõesde movimento. Visto que o objetivo é estudar buracos negros utiliza-se a métricaestática e esfericamente simétrica dada por

ds2 = e2γ(u)dt2 − e2α(u)du2 − e2β(u)dΩ2, (4.16)
tem-se suas equações de movimento, aplicando (4.12) e (4.15), da seguinte forma

e2(α−β) + 2α′β′ − 3β′2 − 2β′′ = ε2φ′2, (4.17)
−e2(α−β) + β′2 + 2β′γ ′ = ε2φ′2, (4.18)

β′2 + β′γ ′ + γ ′2 − α′(β′ + γ ′) + β′′ + γ ′′ = −ε2φ′2, (4.19)
φ′′ − φ′(α′ − 2β′ − γ ′) = 0, (4.20)

onde a variável com linha denota a derivada em relação a coordenada radial u. Asequações (4.17 - 4.20) são de difícil resolução da forma que estão apresentadas, paraajudar lembra-se que existe uma liberdade de calibre. Neste caso escolhe-se o calibreharmônico onde existe a seguinte relação entre as coordenadas
α(u) = γ(u) + 2β(u). (4.21)
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Sendo assim o sistema de equações anteriores torna-se

e2(γ+β) + β′(β′ + 2γ ′)− 2β′′ = ε2φ′2, (4.22)
−e2(γ+β) + β′(β′ + 2γ ′) = ε2φ′2, (4.23)
−β′(β′ + 2γ ′) + β′′ + γ ′′ = −ε2φ′2, (4.24)

φ′′ = 0. (4.25)
Facilmente (4.25) pode ser integrada duas vezes para obter o comportamento docampo escalar

φ = Au + φ0, (4.26)com A e φ0 sendo as duas constantes de integração.Somando (4.22) com (4.24), tem-se
β′′ − γ ′′ = e2(γ+β), (4.27)

e subtraindo (4.22) de (4.23) a seguinte relação é obtida
β′′ = e2(β+γ). (4.28)

Utilizando (4.28) em (4.27)
γ ′′ = 0, (4.29)que pode ser resolvida para obter

γ = Bu + γ0. (4.30)
Utilizando a equação (4.28) com (4.29), a seguinte expressão é obtida

(β + γ)′′ = e2(β+γ), (4.31)
a qual pode se fazer a seguinte substituição de variáveis

x = β + γ, (4.32)
e a equação pode ser desenvolvida como se segue,

x′′ = e2x, (4.33)
x′′x′ = e2xx′, (4.34)

∂u
(
x′22
) = 12∂ue2x, (4.35)

que integrando, com k2 sendo a constante de integração, resulta
x′2 − e2x = k2. (4.36)

É necessário resolver essa equação diferencial para os três valores diferentes da cons-tante k2, quando k2 = 0, k2 > 0 e k2 < 0, os quais serão desenvolvidos separadamenteà seguir.
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i) k2 = 0Neste caso a equação é desenvolvida da seguinte maneira

x′ = ex, (4.37)
e−xdx = du, (4.38)que integrando resulta em

x(u) = − ln[−(u + C)]. (4.39)Como u é a coordenada radial e C é só uma constante de integração, é possívelredefinir uma nova coordenada radial que é simplesmente transladada por C e nosentido oposto, isto é, ũ = −(u+C). Porém, por simples notação, essa nova coordenadaserá chamada, de novo, de u, ou seja
x(u) = − ln(u) (4.40)ou, de uma forma mais sugestiva

e−x = e−(β+γ) = u. (4.41)Como já se conhece o comportamento de γ pela relação (4.30), escreve-se
e2α = e−2γ

u4 , e2β = e−2γ
u2 . (4.42)

ii) k2 > 0A equação diferencial, é re-escrita como
x′ = √k2 + e2x, (4.43)

dx√1 + e2x
k2

= kdu. (4.44)
Assim, faz-se a seguinte mudança de variáveis

v = ex
k logo, dv = vdx, (4.45)

fazendo (4.44) se simplificar da seguinte forma
dv

v
√1 + v2 = kdu. (4.46)

Mais uma substituição de variáveis é necessária,
v = sinh θ logo, dv = cosh θdθ (4.47)tornando (4.46) em ∫ dθsinh θ = k

∫
du, (4.48)

ln [tanh(θ2
)] = k(u + C), (4.49)

tanh(θ2
) = ek(u+C). (4.50)
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Lembrando da seguinte relação trigonométrica hiperbólica,

tanh(θ2
) = sinh θ1 + cosh θ , (4.51)

continua-se o desenvolvimento de (4.50),sinh θ1 + cosh θ = ek(u+C), (4.52)sinh θ = ek(u+C) + ek(u+C) cosh θ, (4.53)
ek(u+C) cosh θ = sinh θ − ek(u+C), (4.54)

e2k(u+C) cosh2 θ = sinh2 θ + e2k(u+C) − 2ek(u+C) sinh θ, (4.55)
no termo da esquerda utiliza-se

cosh2 θ − sinh2 θ = 1, (4.56)
isto é,

e2k(u+C) + e2k(u+C) sinh2 θ = sinh2 θ + e2k(u+C) − 2ek(u+C) sinh θ, (4.57)
e2k(u+C) sinh θ = sinh θ − 2ek(u+C), (4.58)

sinh θ = − 2ek(u+C)
e2k(u+C) − 1 , (4.59)

sinh θ = − 1sinh [k(u + C)] . (4.60)
Voltando às variáveis originais com (4.45) e (4.47),

e−(β+γ) = e−x = −sinh [k(u + C)]
k = sinh [−k(u + C)]

k . (4.61)
Como feito no caso anterior, redefine-se a coordenada radial ũ = −(u + C) que pornotação será chamada, mais uma vez, de u. Então

e−(β+γ) = e−x = k−1 sinh [ku] . (4.62)
Mais uma vez, calcula-se as seguintes relações

e2α = e−2γk4sinh4(ku) , e2β = e−2γk2sinh2(ku) . (4.63)
iii) k2 < 0A equação diferencial é re-escrita como

x′ = √−k2 + e2x, (4.64)
dx√

e2x − k2
(
e−x
e−x

) = du, (4.65)
e−xdx√1− k2e−2x = du. (4.66)
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Faz-se a seguinte mudança de variáveis

v = ke−x, logo, dv = −vdx, (4.67)
tornando (4.66)

dv√1− v2 = −kdu. (4.68)
Mais uma substituição de variáveis é feita

v = sin θ, logo, dv = cos θdθ, (4.69)
que então torna (4.68) em ∫

dθ = −k ∫ du, (4.70)
θ = −k(u + C), (4.71)

onde foi utilizado sin2 θ + cos2 θ = 1. Voltando às variáveis originais utilizando (4.67)e (4.69)
arcsin(ke−x) = −k(u + C), (4.72)

e−x = sin[−k(u + C)]
k . (4.73)

Pela mesma redefinição da coordenada radial u feito anteriormente
e−(β+γ) = e−x = k−1 sin(ku). (4.74)

De novo, calcula-se
e2α = e−2γk4sin4(ku) , e2β = e−2γk2sin2(ku) . (4.75)

Com os três casos resolvidos, pode-se generalizá-los da seguinte maneira
e−(β+γ) = s(k, u) ≡


k−1 sinh(ku); k > 0,
u; k = 0,
k−1 sin(ku); k < 0. (4.76)

Ou seja, finalmente pode-se escrever a solução para a métrica (4.16)
ds2 = e2γdt2 − e−2γ

s2(k, u)
(

du2
s2(k, u) + dΩ2) . (4.77)

Assume-se que u ≥ 0 tal que u = 0 corresponde ao infinito espacial, onde amétrica torna-se assintoticamente plana. Pela equação (4.30) nota-se que toda métricaestá sendo multiplicada pela constante e±2γ0 , sendo assim ela pode ser englobada naredefinição das coordenadas fazendo eγ0dt → dt , por exemplo. Percebe-se que noinfinito espacial, u→ 0, a coordenada u se comporta como 1/r, ou seja
r = eβ ≈ 1

u, (4.78)
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então a constante B pode ser interpretada como−GM , onde M é a massa de Schwarzs-child. Dessa forma se redefine

b ≡ GM, (4.79)para deixar a métrica da seguinte maneira
ds2 = e−2budt2 − e2bu

s2(k, u)
(

du2
s2(k, u) + dΩ2) . (4.80)

Assim, utilizando (4.26) e (4.79) em (4.23), consegue-se a seguinte relação entre asconstantes b, k, ε e A 2k2signk = 2b2 + εA2. (4.81)Tomando a constante A→ 0 é claramente visto que o campo φ torna-se constantepor (4.26) e, consequentemente, retornaria à equação de Einstein no vácuo sem campoescalar devido à (4.12), fazendo assim a solução retornar à Schwarzschild.Uma análise mais profunda só é possível especificando o valor de ε . Fazendo umparalelo às soluções de de-Sitter e anti de-Sitter, onde a constante cosmológica Λ éconsiderada positiva ou negativa, respectivamente, tem-se a solução de Fisher [58],
ε = +1, e a solução de anti-Fisher [26], ε = −1.
Solução de FisherDe acordo com a equação (4.81), vê-se que só existe solução real para o caso
k > 0. A componente que acompanha o termo angular, dΩ2, em (4.80) vai à zeroquando u →∞, que corresponde a singularidade, isso quer dizer que o horizonte deeventos desaparece e têm-se uma singularidade nua atrativa para m > 0 (ou b > 0)ou repulsiva no caso em que m < 0 (ou b < 0).O único caso possivel para a solução de Fisher apresenta singularidade nua. Issoquer dizer que em espaços-tempos esfericamente simétricos com campo escalar semmassa, φ não pode ser um campo externo ao buraco negro, isso está intrinsecamenteligado ao teorema no-hair6 [26]. Mesmo nesse caso, tal configuração é instável ([60]e [24])
Solução de anti-FisherAqui o conjunto de soluções possíveis é muito mais diverso e cada caso será vistoseparadamente.
i) k2 > 0Primeiramente faz-se a seguinte aproximação

e−2kr = 1− 2kr, (4.82)
e então uma mudança de variáveis

r = 1
ρ , dr2 = 1

ρ4dρ2, (4.83)
6Resumidamente, este teorema diz que qualquer buraco negro é totalmente caracterizado pelo seumomento angular, carga e massa [59].
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para definir a função P(ρ) como se segue

e−2kr = 1− 2k
ρ ≡ P(ρ). (4.84)

Ou seja, é possível notar que essa transformação foi feita para se conseguir umaexpressão similar à Schwarzschild, onde poderia se interpretar k = GM .Definindo a constante
a ≡ b

k (4.85)nota-se que
Pa = e−2br (4.86)assim a métrica (4.80) fica

ds2 = Padt2 − P−adρ2 − P1−aρ2dΩ2, (4.87)
com a equação do campo escalar (4.26) dada da seguinte forma nessa nova coordenada

φ = − A2k lnP. (4.88)
No caso b < 0, que é o caso de massa negativa, tem-se a < −1 e, exatamente comona solução de Fisher, existe uma singularidade repulsiva em ρ = 2k.Entretanto a situação é muito diferente quando m > 0, ou a > 1. Para a = 2, 3, . . .a métrica apresenta horizontes de ordem a em ρ = 2k e admite continuação paravalores menores de ρ. Uma característica importante de tais horizontes é possuir aárea do horizonte de eventos infinita. Como visto na seção 3.3, isto indica temperaturaHawking nula, então tais buracos negros são denominados buracos negros frios.Além disso, todas as componentes do escalar de Kretschmann, como dado em(3.30), se comportam como Pa−2 e quando ρ → 2k tem-se P → 0. A exceção é parao caso em que a = 1, que é facilmente observado que se C = 0 e φ = 0 retorna-seà solução de Schwarzschild. Assim, em ρ = 2k a métrica apresenta singularidade se

a < 2 (excetuando a = 1), curvatura finita se a = 1 ou a = 2 e nula quando a > 2.Para valores não-inteiros, para a > 2, o comportamento qualitativo da métricaquando ρ → 2k é o mesmo de quando próximo ao horizonte de área infinita, porémé impossível fazer a travessia pois a função (1− 2k/ρ)a não é analítica em ρ = 2k, quecaracteriza uma singularidade mesmo que os invariantes de curvatura tendam à zero.
ii) k2 = 0Neste caso, a métrica (4.80) torna-se

ds2 = e−2budt2 − e2bu
u2

(
du2
u2 + dΩ2) , (4.89)

onde a solução é definida para o intervalo u ∈ R+. Como no caso anterior, pode-sere-escrever esta métrica e a equação do campo escalar em termos da coordenadaquase-global ρ = 1/u
ds2 = e−2b/ρdt2 − e2b/ρ(dρ2 + ρ2dΩ2), φ = A

ρ . (4.90)
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Fica claro que esta métrica é assintoticamente plana para ρ → ∞, enquanto que ocomportamento para ρ → 0 depende do sinal da massa que está representado pelaconstante b. Para b < 0, ρ = 0 é um centro singular pois ambos escalares, tanto o deRicci quanto o de Kretschmann, divergem. O contrário ocorre para b > 0, r → ∞que se temK → 0 quando ρ → 0. Mais uma vez se obtém um horizonte singular coma mesma propriedade, mesmo que a curvatura se anule a métrica não é analítica emtermos de ρ para a continuação ser possível.
iii) k2 < 0A métrica descrita para esse caso é dada por

ds2 = e−2budt2 − k2e2busin2(ku)
(

k2du2sin2(ku) + dΩ2) , (4.91)
indo mais uma vez à coordenada quase-global, obtém-se

ds2 = e−2b/ρdt2 − e2b/ρ [dρ2 + (k2 + ρ2)dΩ2] . (4.92)
Este tipo de solução descreve um buraco de minhoca com dois planos assintóticos,em u = 0 e u = π/|k|. Aqui ρ ∈ R pois |k|u = cot−1(ρ/|k|).Para m > 0 o buraco de minhoca atrai partículas testes da assíntota ρ → ∞ erepele na oposta ρ → −∞, o contrário ocorre para m < 0. Já em m = 0 obtém-se asolução mais simples chamada buraco de minhoca de Ellis [61].
Buracos negros frios na solução anti-FisherDentre as diferentes possíveis possibilidades na solução de anti-Fisher, a de maiorinteresse é o caso de buracos negros frios, pois eles serão reencontrados no capítuloseguinte utilizando a teoria de Rastall com campo escalar. Sendo assim sua estruturae propriedades necessitam de uma análise mais profunda.Para valores de a ímpar, as propriedades causais e geométricas principais, in-cluindo o diagrama de Carter-Penrose, são do tipo Schwarzschild. Então quando
ρ < 2k, ρ torna-se a coordenada temporal e t a espacial e o espaço-tempo é homogê-neo e anisotrópico, correspondendo às cosmologias anisotrópicas do tipo Kantowski-Sachs. A singularidade em ρ = 0 é tipo-espaço (cosmológica), sendo alcançada portodas as geodésicas do tipo-tempo em tempo próprio finito após atravessar o horizonte.Já para a par, o diagrama de Carter-Penrose é o mesmo da solução de Reissner-Nordström extremo, contudo o significado físico das regiões quando ρ < 2k é dife-rente. Já que gθθ e gφφ trocam de sinal no horizonte, em ρ < 2k a métrica possuiassinatura (− + ++) mudando para (+ − −−) para valores maiores de ρ. É possívelfazer a análise de geodésicas e verificar que a passagem de uma região para a outraé suave. A coordenada temporal nesta região é ρ, se gρρ < 0, enquanto as outrascomponentes de gµν são positivas. Assim, como para a ímpar, tem-se cosmologias dotipo Kantowski-Sachs com singularidade tipo-espaço em ρ = 0. A direção do tempo éarbitrária nesta região, pois todas as geodésicas do tipo-tempo que adentram lá vindoda região estática, tornam-se tipo-espaço, ou seja, não se pode dizer onde é o futuroou passado temporal e até é possível fugir da singularidade!Além disso tudo, as propriedades do campo escalar não são menos exóticas. Ob-servando (4.88), φ →∞ quando ρ → 2k, isso não contradiz a regularidade de superfície
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ρ = 2k para a > 2 desde que a densidade de energia seja

T t
t = −12Aφ′2 = −C22 (ρ − 2k)a−2

ρa+2 , (4.93)
bem como as outras componentes de Tν

µ , sejam finitas em ρ = 2k (lembrando quepara a < 2 os escalares de curvatura também divergem, juntamente com o tensorenergia-momento). Então o valor infinito de φ não impede a continuação da varie-dade do espaço-tempo para um ρ menor, onde a solução é válida com (4.88). Emcontrapartida, a energia total do campo escalar, calculado como uma quantidade con-servada ao vetor de Killing tipo-tempo correspondente, prova ser infinita na regiãoestática independentemente de a,
ε = ∫ T t

t
√gd3x = −2πA2 ∫ dρ

ρ(ρ − 2k) , (4.94)
e a integral logaritmicamente diverge em ρ = 2k. A divergência está relacionadoao volume do infinito espacial: a integral ∫ √3gd3x diverge para ρ → 2k ainda maisabruptamente do que (4.94).
4.2 Buraco negro na teoria de K-essência

O conceito de k-essência foi recentemente introduzido [62]. Sua principal ideia éconter uma função do termo cinético o qual domina o termo potencial com o intuitoinicial de explicar a evolução do universo primordial. Além disso, esta teoria apresentasucesso em explicar naturalmente o motivo do universo ter entrado em uma épocade expansão acelerada em estágios tardios de sua evolução [63].Como a proposta original desta teoria é para resolver problemas cosmológicos,poucos esforços foram feitos até então na investigação de objetos como buracos ne-gros e de minhoca [5]. Devido à isso torna-se relevante explorar soluções esferica-mente simétrica e estáticas para tal teoria.A lagrangiana mais geral para este modelo é dada por
Lk = √−g [R − F (X, φ)], (4.95)onde

X = η∂ρφ∂ρφ, η = ±1. (4.96)Esta mesma lagrangiana pode ser re-escrita de uma outra maneira
Lk = √−g [R − F (X) + 2V (φ)], (4.97)que explicita a separação do termo cinético do potencial.As soluções que serão estudadas aqui utilizarão a seguinte hipótese

F (X) = εXn, (4.98)ou seja, uma potência n do termo cinético. Consequentemente, a lagrangiana queserá estudada é da forma
Lk = √−g [R − εXn + 2V (φ)], (4.99)em que mais uma vez ε = ±1, tal que resulta um campo fantasma para o valor negativoe normal para o positivo, visto que logo mais afrente será argumentado que η = −1.
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4.2.1 Equações de campo e soluçõesSeguindo os mesmos passos dos capítulos anteriores, a variação da lagrangiana(4.97) em relação ao campo métrico resulta em

δLk

δgµν = δ√−g
δgµν [R − εXn + 2V (φ)] +√−g [ δR

δgµν − ε
δXn

δgµν

] = 0. (4.100)
Individualmente calculando o seguinte termo

δXn

δgµν = ηnXn−1∂µφ∂νφ (4.101)
juntamente com as relações (2.20), a equação de campo para gµν é obtida

Gµν = ε
(
η∂µφ∂νφ −

12gµν∂λφ∂λφ
)
Xn−1 + gµνV. (4.102)

Tomando o divergente da equação anterior, lembrando da identidade de Bianchi,a equação do campo escalar φ é obtida
�φ + 2(n − 1)∇αφ∇βφ∇α∇βφ

∇λφ∇λφ = 0. (4.103)
Mais uma vez, como o objetivo é estudar soluções de buracos negros, utiliza-sea métrica esfericamente simétrica dada por (4.16). Com isso as equações (4.102) e(4.103) resultam no seguinte sistema de equações

e2(α−β) + 2α′β′ − 3β′2 − 2β′′ = ε2e2(1−n)αφ′2n + e2αV, (4.104)
−e2(α−β) + β′2 + 2β′γ ′ = ε2(2n − 1)e2(1−n)αφ′2n − e2αV, (4.105)

β′2 + β′γ ′ + γ ′2 − α′(β′ + γ ′) + β′′ + γ ′′ = −ε2e2(1−n)αφ′2n − e2αV, (4.106)(2n − 1)φ′′ = −φ′ [(1− 2n)α′ + 2β′ + γ ′
]
, (4.107)

onde foi escolhido η = −1 para se ter X = e−αφ′2, garantindo que este termo sejasempre positivo. A resolução desse sistema de equações é de difícil solução, sendoassim uma especificação do calibre, do potencial e da constante n são necessáriaspara avançar na análise.Com essas equações também pode ser provado o seguinte teorema no-go: A exis-
tência de um horizonte de Killing de uma solução tipo buraco negro para u finito
não é compatível com a função regular F (X).A estrutura do conjunto das equações (4.104 - 4.106) são idênticas às encontradasno capítulo seguinte, sendo assim, aqui é feito um esboço rápido das soluções obtidasna referência [5] e somente no capítulo seguinte a análise é retomada e aprofundada.
i) V = 0 e n = 1/3Neste caso utiliza-se a condição de calibre quase-global, α(u) = −γ(u). A soluçãopara o campo métrico é obtido

ds2 = ( B0
k2u −

k2u32
)
dt2 −

(
B0
k2u −

k2u32
)−1

du2 − 1
k2udΩ2, (4.108)
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idêntico ao que será encontrado na seção 5.5. Já o campo escalar apresenta umcomportamento diferente, dado por

φ(u) = ( 13C
)3(

− B0
k8u3 − u

k4
)
, (4.109)

claramente divergente nas extremidades, u = 0 e u = ∞, que são ambos pontos desingularidade.
ii) V = cte e n = 1/2Diferentemente da solução anterior, agora utiliza-se a condição de calibre harmô-nica dada por α(u) = 2β(u) + γ(u). Após a mudança de coordenada x = 3b tanh(bu),a solução geométrica adquirida é

ds2 = (9b2 − x2)29 dt2 − 9(9b2 − x2)2dx2 − 3(9b2 − x2)dΩ2. (4.110)
Mais uma vez a solução geométrica é idêntica à que será obtida pela teoria de Rastallna seção 5.4 e a equação para o campo φ é diferente, como se segue

φ(x) = 43ε
[2x − 9b2 ln(3b + x3b − x

)]+ φ0. (4.111)
O campo escalar apresenta comportamento singular em ambos infinitos, x = ±∞ eem x = ±3b, que são horizontes. Já o termo X = Aφ′2 diverge em x = ±∞ masapresenta comportamento suave nos horizontes. Então esta solução apresenta umhorizonte que o espaço-tempo não é singular, mas o campo escalar diverge.



Capítulo 5

Buraco Negro na Teoria de Rastall
com Campo Escalar

5.1 Teorias não conservativas
Uma suposição fundamental na teoria da relatividade geral de Einstein é que o di-vergente do tensor energia-momento é igual a zero, como foi apresentado em (2.24).Porém a própria definição de energia gravitacional neste contexto não é bem com-preendida [64], além de sua conservação nunca ter sido testada de fato em situaçõesde campo forte onde a métrica não corresponde à Minkowski [65]. Com tudo issoexposto é possível investigar se essa suposição é realmente necessária.Hoyle foi o primeiro à propor uma teoria não conservativa em 1948 [66]. Utilizandouma contínua criação de matéria, talvez fosse possível obter um universo em expansãosem a introdução da constante cosmológica onde a densidade de matéria se mantivesseconstante, não violando o princípio cosmológico.Contudo foi só na década de 70 que a discussão se aprofundou. Rastall [25] relaxaa condição de conservação e considera que

∇νTµν = aµ. (5.1)
Como a conservação da energia e do momento são muito bem testadas e evidencia-das em espaços planos, cria-se a fundamentação teórica para assumir que a própriacurvatura do espaço-tempo esteja relacionada com a energia total do sistema estudado[65]. Com isso é plausível considerar que aµ deva depender do escalar de Ricci, de talmaneira que no espaço-tempo de Minkowski a conservação precisa ser recuperada.Deste modo toma-se aµ = λ∇µR, tal que λ é uma constante que quando é zero retornaao caso da relatividade geral. Ou seja,

∇νTµν = λ∇µR. (5.2)
Entretanto a identidade de Bianchi, (2.17), ainda precisa se manter válida, assim aequação de campo que é consistente com isso e com (5.2) é dada por

Rµν −
12gµνR = 8πG (Tµν − λgµνR) . (5.3)

No ano seguinte Smalley tenta contornar a forma ad hoc de Rastall introduzirsuas equações, notando que a teoria de Brans-Dicke pode ser facilmente adaptada à



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 37condição (5.2), sem precisar adicionar um termo às equações de campo para gµν , tantopara ser consistente com a identidade de Bianchi quanto ao requisito de Rastall [67].Historicamente, uma tentativa para a equação de campo foi dada por
Rµν = κTµν, (5.4)

contudo ela pode ser prontamente descartada pois utilizando a relação∇νRµν = 12∇µRe assumindo a conservação do tensor energia-momento chega-se que
∇µT = 0. (5.5)

Ou seja, T é uma quantidade constante em todo o espaço-tempo. Porém, visto queno vácuo T = 0 e em regiões com matéria T 6= 0, nota-se que esta equação decampo é inconsistente. Assim, Malin argumenta que se massa e energia não foremquantidades conservadas a equação (5.4) pode merecer uma investigação, pois satisfazos postulados básicos da relatividade geral: da equivalência e da covariância [68].Smalley retorna em 76 mostrando que a teoria proposta por Malin não satisfazos limites Newtonianos corretos e então propõe as modificações necessárias paracorrigir este problema. Após as correções devidas ele reobtém, efetivamente, umateoria tipo Rastall [69].Importante notar que a equação (5.3) não provém de uma lagrangiana associada,devido a teoria ser não-conservativa e para contar este problema seria necessárioquebrar a conservação do tensor energia-momento por difeomorfismos1. Existe umacrítica existente à teoria por conta disto, contudo, existem esforços para resolver esteproblema [70].Atualmente a teoria de Rastall mostra resultados interessantes em escalas cosmoló-gicas. Por exemplo, a evolução de flutuações de matéria escura é idêntica ao modeloΛCDM , porém a energia escura consegue se agrupar [71]. Isso pode desenvolverinomogeneidades em regime não-linear de matéria escura do modelo cosmológicopadrão [72]. Todo sucesso deste modelo é reproduzido enquanto novos efeitos sãoesperados em regime não-lineares, onde ΛCDM apresenta dificuldades [73]. Alémdisso, a única solução simetricamente esférica, estática, com constante cosmológicae no vácuo é a de Schwarzschild-de Sitter, exceto para um valor muito particular daconstante que caracteriza esta teoria [74].
5.2 Teoria de Rastall com campo escalar

A equação (5.3) pode ser re-arranjada da seguinte maneira
Rµν + (8πGλ − 1/2) gµνR = 8πGTµν. (5.6)

Para simplificar, define-se k ≡ 1− 16πGλ, o que faz a equação anterior tornar-se
Rµν −

k2gµνR = 8πGTµν (5.7)
e a equação (5.2)

∇νTµν = 1− k16πG∇µR. (5.8)
1Ver apêndice C.



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 38Claramente quando k = 1, retorna-se às equações originais de Einstein.O traço da equação (5.6) é dado por R = 8πG1−2kT , então esta é re-escrita da seguinteforma
Rµν −

12gµνR = 8πGTµν + k − 12 gµνR, (5.9)
= 8πG [Tµν + k − 12(1− 2k)gµνT

]
. (5.10)

Definindo a = 3k−22k−1 , a equação anterior e (5.8) tornam-se
Rµν −

12gµνR = 8πG (Tµν − a − 12 gµνT
)
, (5.11)

∇νTµν = a − 12 ∇µR, (5.12)
onde nesta última re-parametrização a = 1 recupera relatividade geral.Será utilizado o tensor energia-momento de um campo escalar canônico auto-interagente com potencial, o qual é dado como se segue

Tµν = ε
(
∇µφ∇νφ −

12gµν∇ρφ∇ρφ
)+ gµνV (φ), (5.13)

tal que o parâmetro ε ≡ ±1 indica um campo escalar fantasma quando negativo ounormal quando positivo. Adaptando a equação de campo de Rastall dada em (5.11)com (5.13), chega-se ao seguinte tensor energia-momento efetivo
T (eff )
µν = ε

(
∇µφ∇νφ −

2− a2 gµν∇ρφ∇ρφ
)+ gµν(3− 2a)V (φ). (5.14)

Finalmente, a equação de campo na teoria de Rastall com o campo escalar minima-mente acoplado é dada por
Gµν = ε

(
∇µφ∇νφ −

2− a2 gµν∇ρφ∇ρφ
)+ (3− 2a)gµνV (φ). (5.15)

Devido à identidade de Bianchi, o divergente do lado esquerdo da equação anterioré necessariamente zero, ∇µGµν = 0, implicando que o divergente do lado direitotambém o precisa ser. Sendo assim
ε
[
�φ∇νφ +∇µφ∇µ∇νφ −

2− a2 ∇ν(∇ρφ∇ρφ)]+ (3− 2a)∇νV (φ) = 0, (5.16)
�φ∇νφ +∇ρφ∇ρ∇νφ − (2− a)∇ρφ∇ρφ = −ε(3− 2a)∂φV (φ)∇νφ, (5.17)para obter uma equação escalar, multiplica-se ambos os lados por ∇νφ, que pode serre-arranjada tal que

�φ + (a − 1)∇νφ∇ρφ∇ν∇ρφ
∇νφ∇νφ = −ε(3− 2a)∂φV (φ). (5.18)

As equações (5.15) e (5.18) descrevem toda teoria para o caso mais geral possível.Como o objetivo é estudar solução de buracos negros, utiliza-se a métrica simetrica-mente esférica dada por
ds2 = e2γ(u)dt2 − e2α(u)du2 − e2β(u)dΩ2, (5.19)
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tu = γ ′, Γu

tt = e2(γ−α)γ ′, Γu
uu = α′,Γu

θθ = e2(β−α)β′, Γu
φφ = −e2(β−α) sin2 θβ′, Γθ

uθ = β′,Γθ
φφ = − cos θ sin θ, Γφ

uφ = β′, Γφ
θφ = cot θ. (5.20)

Tal que ′ denota a derivada em relação a coordenada radial u. Então, desenvolve-se olado esquerdo da equação (5.18) da seguinte maneira
gµν(∇µ∂νφ) + (a − 1)gναgρβ∂αφ∂βφ∇ν∂ρφ

gγν∂νφ∂γφ
, (5.21)

gµν
[
∂µ(∂νφ)− Γα

µν(∂αφ)]+ (a − 1)gναgρβ∂αφ∂βφgγν∂νφ∂γφ
[
∂ν(∂ρφ)− Γα

νρ(∂αφ)] , (5.22)
−e−2γ(Γu

ttφ′)− e−2α(φ′′ − Γu
uuφ′) + e−2β(Γu

θθφ′) + e−2βsin2 θ (Γu
φφφ′)+(a − 1)guu(∂uφ′ − Γu
uuφ′), (5.23)que utilizando (5.20) pode ser algebricamente manipulado para adquirir o seguinteresultado

aφ′′ + φ′ (γ ′ − aα′ + 2β′) = ε(3− 2a)e2α∂φV. (5.24)Já as equações do campo métrico são dadas calculando-se (5.15), elas são
−2β′′ − 3β′2 + 2β′α′ + e2(α−β) = ε 2− a2 φ′2 + (3− 2a)e2αV, (5.25)

2γ ′β′ + β′2 − e2(α−β) = ε a2φ′2 − (3− 2a)e2αV, (5.26)
β′2 + β′γ ′ + γ ′2 − α′(β′ + γ ′) + β′′ + γ ′′ = −ε 2− a2 φ′2 − (3− 2a)e2αV. (5.27)

Claramente o sistema de equações (5.24 - 5.27) é muito complexo e só pode tersoluções analíticas com a discriminação do potencial V (φ). Além disso, existe umaliberdade de calibre que pode ser escolhida ajudando na resolução das equações.Nas seções seguintes mostra-se as propriedades gerais desse sistema de equações esoluções para alguns casos específicos.Então aqui é possível ver que a estrutura das equações (5.25 - 5.27) é idêntica àencontrada na seção 4.2 na teoria de k-essência dadas por (4.104 - 4.106). Ou seja,dependendo da escolha da constante a, soluções serão idênticas às de k-essência,no que diz respeito à parte geométrica da solução pois o comportamento do campoescalar dado por (4.107) e (5.24) são diferentes.
5.3 Características gerais

Foi mostrado que em relatividade geral com um campo escalar do tipo k-essênciasem potencial, o horizonte com área finita implica em um comportamento singulardo campo escalar e do tensor energia-momento [5]. Se for exigido a regularidade dotensor energia-momento no horizonte, somente buracos negros frios com horizontede eventos de área infinita são possíveis [24]. Será mostrado que no caso da teoriade Rastall, horizontes com área finita também são possíveis dependendo do valor doparâmetro a da teoria.
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5.3.1 Estrutura globalPara o estudo de horizontes é útil recorrer à condição de calibre quase-global,caracterizado pela seguinte relação

α(u) = −γ(u). (5.28)
Também introduzindo a seguinte notação

e2γ = A(u), eβ = r(u), (5.29)
a métrica (5.19) torna-se

ds2 = A(u)dt2 − A−1(u)du2 − r(u)2dΩ2. (5.30)
Com as seguintes relações

γ = 12 lnA, γ ′ = A′2A, γ ′′ = 12A
(
A′′ − A′2

A

)
,

β = ln r, β′ = r′
r , β′′ = 1

r

(
r′′ − r′2

r

)
,

(5.31)
as equações (5.24 - 5.27) se tornam

−2r′′r −
(
r′
r

)2
− A′r′

Ar + 1
Ar2 = ε (2− a)2 φ′2 + (3− 2a)VA, (5.32)

A′r′
Ar + (r′r

)2
− 1
Ar2 = ε a2φ′2 − (3− 2a)VA, (5.33)

r′′
r + A′r′

Ar + A′′2A = −ε (2− a)2 φ′2 − (3− 2a)VA, (5.34)
aφ′′ + φ′

[
A′2A (a + 1) + 2r′r

] = (3− 2a)∂φVA . (5.35)
Desse conjunto de equações duas relações podem ser adquiridas que independem de
a e V . A primeira é obtida somando (5.32) com (5.34) e a segunda somando (5.32)com (5.33), como se segue respectivamente:

A′′r2 − A(r2)′′ = −2, (5.36)
2r′′r = −εφ′2. (5.37)

A equação (5.37) permite a prova do teorema de estrutura global ([26], [6]). Esteteorema diz que considerando a métrica (5.30) e φ = φ(u) que tenha uma regiãoestática a < u < b 6∞. Então:
1. todos os horizontes são simples,

2. não existem horizontes em u < a e u > b, ou, o número de horizontes não
pode ser maior do que dois.



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 41Um horizonte é dito simples ou múltiplo de acordo com o zero da função A(u)ser simples ou múltiplo. Quando simples, ou em geral, de ordem ímpar, o horizontesepara uma região estática de uma não estática (como no espaço-tempo de Schwarzs-child). Horizontes de ordem par separam regiões de mesma natureza (como o hori-zonte duplo na solução de Reissner-Nordström, o qual possui uma região não estáticaentre eles).Então conclui-se que este teorema também é válido para a teoria de Rastall consi-derando qualquer valor do parâmetro a e qualquer escolha do potencial V (φ). Sendoassim as soluções analíticas somente poderão ter no máximo dois horizontes e dotipo simples.Este teorema é provado em detalhes no apêndice B.
5.3.2 Possíveis horizontes com campo não-massivoUma outra observação pode ser feita para o caso em que V = cte, quando diferentede zero pode ser interpretado como a constante cosmológica Λ. Neste caso a equaçãodo campo escalar (5.35) tem uma primeira integral desenvolvida da seguinte maneira

φ′′
φ′ = −1

a

[
A′2A (a + 1) + 2r′r

]
, (5.38)

φ′ = CA−(1+a)/(2a)r−2/a, (5.39)
com C sendo a constante de integração. Um possível horizonte é caracterizado por
A = 0, se isto ocorre em um raio finito então φ′ →∞ se a > 0, por conta do expoentede r, ou a < −1, devido agora ao expoente de A. O tensor energia-momento dadoem (5.14) para a métrica (5.30) é

Tu
u = −ε a2φ′2A+ (3− 2a)V (φ),

T t
t = Tθ

θ = Tφ
φ = ε

(2− a2 φ′2A
)+ (3− 2a)V (φ), (5.40)

onde é possível ver que Aφ′2 ∝ A−1/a, divergindo quando a > 0. Com isso o intervaloque a constante a pode tomar, mantendo φ e Tν
µ finitos em um possível horizonte, estálimitado à −1 < a < 0.Então para um valor de a fora deste intervalo, obtém-se um análogo ao teorema

no-go encontrado para sistemas com k-essência [5]: um horizonte com área infinita
somente pode ocorrer com valores singulares de φ e/ou Tν

µ . Porém, para valores no
intervalo de −1 < a < 0, é possível haver horizontes com raio finito, para os quais
o tensor energia-momento tende à zero.As soluções analíticas para os casos a = 0 e a = −1 serão feitas nas seções seguin-tes. Já para o caso de a = 1, que retorna à relatividade geral, a solução correspondentepara o campo escalar não-massivo não possui um horizonte [58].Pelas equações (5.37) e (5.39) chega-se que

− 2r′′r = εC2A−(1+a)/ar−4/a, (5.41)
onde vê-se dois casos possíveis:
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• r′′ →∞ se a > 0 ou a < −1neste caso, tem-se possíveis soluções de buracos negros frios se ε = −1 ou umcentro singular se ε = 1,
• r′′ → 0 se −1 < a < 0o desaparecimento do termo r′′ no horizonte parece consistente com um hori-zonte regular de raio finito.
Uma última restrição é possível inferir para a métrica poder ser estendida alémdo horizonte. A coordenada quase-global u deve ser analítica [26], assim se r é finito,deve-se ter r′′ ≈ un, onde n ∈ N. Então mais uma vez, pelo teorema de estrutura

global [6] A ≈ u, que demanda r′′ ≈ An. Observando a equação (5.41) isso só ocorrese, e somente se, a = −1/(n+1), que pertence ao invervalo permitido. Conclui-se queum horizonte regular com área finita somente pode ocorrer nos valores discretos quepertencem à sequência an = −1/(n + 1).
5.3.3 Comportamento assintóticoTambém é possível fazer a análise do comportamento assintótico de possíveissoluções para um campo escalar com potencial nulo ou constante, as quais possuemas relações (5.37) e (5.39). Em um espaço-tempo assintoticamente plano com a métricadada por (5.30), pode-se assumir o seguinte comportamento das funções da métricaquando u→∞

A→ 1, r(u) = u + r0 + rku−k + O(u−k), (5.42)
onde r0 e rk são constantes e k um inteiro positivo. Vê-se que o lado esquerdo de(5.36) é dado por

r′′
r = k(k + 1)rk

uk+3 [1 +O(1)], (5.43)já o lado direito
φ′2 = C2u−4/a[1 +O(1)]. (5.44)Igualando ambas equações, têm-se
k(k + 1)rk

uk+3 = C2u−4/a, (5.45)
então a seguinte relação entre os expoentes é obtida

a = 4
k + 3 , (5.46)

onde k ∈ N. Então existe uma restrição no valor de a para uma solução de vácuo,com campo escalar não-massivo, possuir solução analítica e comportamento assintó-tico plano. Assim, para k = 1, 2, 3, 4, . . . , deve-se ter a = 1, 4/5, 2/3, 4/7, . . . , respecti-vamente. Para outros valores da constante, a função r(u) não se comportará de formaanalítica.Dessa forma conclui-se que se alguma solução particular possuir um horizonteregular, necessariamente não se tem um comportamento assintoticamente plano ana-lítico.
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a < 0, mas no caso que A é uma constante maior que zero, para um valor grande de
u, então φ′ →∞, que é incompatível com algo assintoticamente plano. Dessa forma épossivel enunciar o seguinte teorema no-hair: na teoria de Rastall com campo esca-
lar não-massivo, não pode haver um buraco negro estático, esfericamente simétrico
e assintoticamente plano.

5.4 Solução para a = 0
Para a análise deste tipo de solução, utiliza-se o calibre harmônico com a seguinterelação

α(u) = γ(u) + 2β(u). (5.47)Com esta escolha de calibre e impondo a = 0, as equações (5.24 - 5.27) tornam-se
−2β′′ + β′2 + 2β′γ ′ + e2(γ+β) = εφ′2 + 3e2(γ+2β)V, (5.48)2γ ′β′ + β′2 − e2(γ+β) = −3e2(γ+2β)V, (5.49)

−β′2 − 2β′γ ′ + β′′ + γ ′′ = −εφ′2 − 3e2(γ+2β)V, (5.50)
φ′(γ ′ + 2β′) = 3e2(γ+2β)∂φV, (5.51)

restando, somente, escolher o potencial para uma possível análise da solução.
i) V = 0Da equação (5.51), naturalmente chega-se em

φ′(γ ′ + 2β′) = 0. (5.52)
Como o campo φ é diferente de 0, necessariamente γ ′ + 2β′ = 0, ou seja

α′ = 0 logo, α = constante. (5.53)
Utilizando esses dois resultados, as outras três equações (5.48 - 5.50) reduzem-se a

−2β′′ − 3β′2 + e2(α−β) = εφ′2, (5.54)
−3β′2 = e2(α−β), (5.55)3β′2 − β′′ = −εφ′2. (5.56)

Se a constante e2α for considerada negativa, a assinatura da métrica torna-se(−−++), o que identificaria um espaço com duas coordenadas temporais [75]. Porémisso é uma interpretação um tanto exótica e será descartada. Já a considerando umaconstante positiva, a equação (5.55) não possui solução real o que caracterizaria umacomponente complexa na métrica, a qual não possui sentido físico. Dessa maneira asolução para potencial nulo pode ser descartada.
ii) V = cteComo ∂φV continua sendo igual a zero, a equação (5.52) também é satisfeita paraeste potencial, consequentemente (5.53) é igualmente válida. Para simplificar define-se
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κ ≡ e2α, com isso as equações (5.48 - 5.50) são dadas por

−2β′′ − 3β′2 + κe−2β = εφ′2 + 3κV, (5.57)3β′2 + κe−2β = 3κV, (5.58)3β′2 − β′′ = −εφ′2 − 3κV. (5.59)A equação (5.58) pode ser colocada da seguinte forma
β′2 = κ3(3V − e−2β). (5.60)

Como já foi dito anteriormente κ é positivo, logo, o potencial V também precisa serpositivo para a existência de soluções reais. Esta equação diferencial possui comosolução
β = − ln(√3V ) + ln[cosh(√Vκu)], (5.61)como u é a coordenada radial, ela pôde ser redefinida para englobar a constante deintegração. Com (5.61) calcula-se

e2β = cosh2(√κVu)3V , e2γ = (3V )2κcosh4(√κVu) . (5.62)
Dessa forma, a métrica (5.19) torna-se

ds2 = (3V )2κcosh4(√κVu)dt2 − κdu2 − cosh2(√κVu)3V dΩ2. (5.63)
Agora resta descobrir o comportamento do campo escalar φ, para isso as seguintesrelações podem ser obtidas

β′ = √κV tanh[√κVu] e β′′ = κV sech2[√κVu]. (5.64)Utilizando ambos resultados em (5.59), tem-se
φ′2 = −2κV

ε

(3− 2cosh2(√κVu)
) (5.65)

ou seja, o sinal do campo escalar é bem definido e só possui solução real para ε = −1,no caso de um campo fantasma.Para ser possível analisar melhor o comportamento da solução, faz-se a seguintemudança de variáveis
x = 3√κV tanh(√κVu), dx = 3κV sech2(√κVu)du, (5.66)consequentemente, obtém-se as seguintes relações
sech2(√κVu) = 1− x29Vκ , dx2 = (9Vκ − x2)29 du2. (5.67)

Dessa forma a métrica (5.63) torna-se
ds2 = (9Vκ − x2)29κ dt2 − 9κ(9Vκ − x2)2dx2 − 3κ9Vκ − x2dΩ2. (5.68)

Esta solução corresponde exatamente à solução encontrada para o caso de k-essência dada por (4.110) ([28], [5]), com exceção do comportamento do campo escalar,que é claramente diferente.Com toda solução em mãos, resta analisar sua estrutura causal.



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 45
5.4.1 Estrutura causalPor simples inspeção da métrica (5.68) fica claro que existem duas singularidades,em x = ±3√Vκ. Calculando os escalares de Ricci e Kretschmann, dados respectiva-mente por

R = 89κ2 (x2 − 9κV ), e K =∝ x4, (5.69)
fica explícito que ambas regiões não são singularidades reais, ou seja, esta métricapossui dois horizontes de eventos. Considerando o potencial V como a constantecosmológica Λ, é possível interpretar esses horizontes como de natureza cosmológica,idêntico ao espaço-tempo de de Sitter.Utilizando a equação para o cálculo da superfície gravitacional, dada por (3.58),chega-se na seguinte expressão

K = −4x(9Vκ − x2)9κ , (5.70)
que claramente é zero para os dois valores encontrados do horizonte de eventos. Ouseja, utilizando (3.62) tem-se que a temperatura de Hawking é zero, consequentementea área do horizonte é infinita e a solução obtida é do mesmo tipo de buracos negrosfrios que foram estudados no capítulo 4 ([60], [24]). Em particular, as forças de maréque atuam em corpos extensos são infinitas ao cruzar o horizonte, então somentepartículas pontuais podem fazer essa travessia.Para estudar a estrutura causal de um espaço-tempo qualquer, é de muita utilidadefazer o diagrama de Carter-Penrose respectivo. Para isso é necessário escrever amétrica como uma transformação conforme, exatamente da forma que foi feito em(3.57). Ou seja, precisa-se transformar a métrica (5.68) para a seguinte forma

ds2 = H(x) (dt2 − dy2 − F (x)dΩ2) , (5.71)
tal que pode-se reconhecer a função H(x) como o fator conforme da métrica. Assim,identifica-se

H(x) = (9Vκ − x2)29κ ,

dy = ± 9κ(9Vκ − x2)2dx,
F (x) = 27κ2(9Vκ − x2)3 .

(5.72)
Para os valores de |x| < 3√Vκ as componentes da métrica não trocam de sinal,isso caracteriza uma região estática, que seria similar à região de fora do horizontede eventos do buraco negro de Schwarzschild.É claro que a função H(x) é positivo definida para qualquer intervalo da coordenada

x, entretanto isso não é verdade para F (x). Quando |x| > 3√Vκ ela muda de sinalfazendo que a assinatura da métrica (+ − −−) mude para (+ − ++), isso quer dizerque a coordenada temporal e radial alternam-se, que caracteriza a região não-estáticada métrica, exatamente como ocorre dentro do horizonte de eventos da solução deSchwarzschild.Entretanto, é fácil verificar que ambos os escalares (5.69) divergem para x →
±∞, descrevendo uma singularidade real nessas regiões, então este objeto não pode



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 46ser identificado como um buraco negro pois não pode haver observadores distantes.Como a função F vai à zero em x muito distantes, um objeto extenso é comprimido àum ponto nas direções angulares e infinitamente esticado na direção da coordenadaespacial, que lembra a singularidade de Schwarzschild.

Figura 5.1: Diagrama de Carter-Penrose para a solução de Rastall com a = 0. Oscones de luz indicam a direção temporal. Fonte: Figura 2 da referência [5].
O campo escalar desta solução, descrito por (5.65) e fixando ε = −1, torna-se

φ′ = ±√2κV (3− 2cosh2(√κVu)
)
. (5.73)

Esta é uma equação que possui uma integral de difícil análise, porém é possível notarque é uma função sempre crescente ou decrescente da coordenada espacial u.
5.5 Solução para a = −1

Neste caso, mais uma vez se utiliza o calibre quase-global dado por (5.28), tornandoa métrica dada na forma de (5.30). Ou seja, as equações de campo têm a mesma formade (5.32 - 5.35), logo, ambas consequências (5.36) e (5.37) também são válidas. Agoraserá considerado um potencial nulo, V = 0.A equação do campo escalar (5.40)2 para a = −1 possui a interessante propriedadede não depender da função A, dada então por
φ′ = φ0r2. (5.74)

2Por simples notação, a constante de integração C será trocada por φ0.



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 47Utilizando a (5.37) e (5.74) tem-se
r′′r′ = −ε2φ20r5r′. (5.75)

Uma primeira integração é feita12(r′)2 = − ε12φ20r6 +K0,
r′ =√−εφ20r66 + 2K0. (5.76)

A integração da equação anterior é possível, porém muito complicada dada em termosde funções elípticas, para obter solução mais simples toma-se K0 = 0 implicando em
r′ =√−ε6φ0r3. (5.77)

Daqui, é possível ver que é necessário impor ε = −1 para a solução de r(u) ser real,tornando-a
r′ = φ0√6r3. (5.78)

Faz-se a segunda integração para obter
r = 1√2( φ0√6u +K1) , (5.79)

como u é a coordenada radial, é possível redefini-la para englobar K1, que é a cons-tante de integração, assim consegue-se a função r(u)
r(u) = (32

)1/4 1√
φ0u. (5.80)

Utilizando este resultado na equação (5.74)
φ′ =√32 1

u, (5.81)
que pode ser integrada para obter a equação do campo escalar em termos da coor-denada u

φ =√32 lnu. (5.82)
Agora resta descobrir A(u) para obter a solução completa. Nota-se por (5.80) que

r′
r = − 12u, (5.83)

que usada em conjunto com (5.79) e (5.81) deixam (5.33) da seguinte forma
A′
A

(
−12u
)+ 14u2 −

√23 φ0u
A = 34u2 , (5.84)
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A′ + A

u = −2√23φ0u2. (5.85)
A solução desta equação é dada por

A(ρ) = C
u −

φ0√6u3, (5.86)
onde C é a constante de integração. Finalmente a métrica pode ser escrita em suaforma completa

ds2 = (Cu − φ0√6u3)dt2 − (Cu − φ0√6u3)−1
du2 −

√32 1
φ0udΩ2. (5.87)

Exatamente como na seção anterior, a geometria descrita por (5.87) é idênticaà solução encontrada para o caso de k-essência descrito na seção 4.2 pela equação(4.108), porém o campo escalar se comporta de forma diferente ([28] e [5]) .
5.5.1 Estrutura causalOs escalares de curvatura para a métrica (5.87) são

R = 5(6C −√6φ0u4)4u3 e K = 102C2 − 34√6Cφ0u4 + 81φ20u88u6 (5.88)
deixando claro que os pontos u = ±∞ e u = 0 são singularidades reais, já u =
±
(√6C

φ0
)1/4 constituem regiões de horizonte de eventos.Se C 6 0, a função A(u) torna-se negativa e a métrica descreve um modelo cosmo-lógico particular de Kantowski-Sachs. Para C > 0 a métrica é estática em u <

(√6C
φ0
)1/4

e não-estática para valores maiores.

Figura 5.2: Diagrama de Carter-Penrose para solução de Rastall com a = −1 e C > 0.As letras R e T correspondem às regiões estáticas e não-estáticas, respectivamente.
Fonte: Figura 1 da referência [5].



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 49O diagrama de Carter-Penrose para o caso em que C > 0 está representado na fi-gura 5.2, o qual muito se aparenta ao espaço-tempo de de Sitter. Contudo a região nãoestática T corresponde a raios menores do que a região estática, como em soluções deburacos negros. Além disso, todos os lados do diagrama correspondem à singulari-dades. Conclui-se que este espaço-tempo descreve um buraco negro assintoticamentesingular.
5.6 Solução para a = 3/2

O traço da equação (5.6) resulta em
R = 8πG1− 2kT, (5.89)

lembrando que as constantes a e k se relacionam com a = 3k−22k−1 , sendo assim
R = 8πG(2a − 3)T, (5.90)

ou seja, para a = 3/2
R = 0. (5.91)Assim na condição de a = 3/2 e R = 0 a equação (5.15) pode ser re-escrita daseguinte forma

R ν
µ = ε

(
∇µφ∇νφ − 14δνµ∇ρφ∇ρφ

)
, (5.92)

facilmente observa-se que as equações de campo não dependem do potencial V (φ).Então as equações correspondentes à (5.24 - 5.27) são
e−2α[γ ′(−α′ + 2β′ + γ ′) + γ ′′] = ε4φ′2, (5.93)

e−2α[2β′2 + γ ′2 − α′(2β′ + γ ′) + 2β′′ + γ ′′] = 3ε4 φ′2, (5.94)
e−2β + e−2α[β′(α′ − 2β′ − γ ′) + β′′] = ε4φ′2, (5.95)32φ′′ + φ′

(
γ ′ − 32α′ + 2β′) = 0. (5.96)

Escolhendo, mais uma vez, o calibre quase-global, dado pela relação
α(u) = −γ(u), (5.97)

as equações acima tornam-se
e2γ [2γ ′(γ ′ + β′) + γ ′′] = ε4φ′2, (5.98)

e2γ [2β′2 + 2γ ′2 + 2β′γ ′ + 2β′′ + γ ′′] = 3ε4 φ′2, (5.99)
e−2β + e2γ [−2β′(γ ′ + β′) + β′′] = ε4φ′2, (5.100)3φ′′ + φ′(5γ ′ + 4β′) = 0. (5.101)



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 50Nota-se que multiplicando (5.98) por três e somando com (5.99) obtém-se
β′′ + 2γ ′′ + (β′ + 2γ ′)2 = 0. (5.102)

A primeira integração desta equação é feita resultando em
β′ + 2γ ′ = 1

u + C1 , (5.103)
que mais uma vez pode ser integrada para obter

eβ+2γ = pu + q, (5.104)
onde p e q são as constantes de integração3.Agora retorna-se às coordenadas tais que eβ = r(u) e e2γ = A(u), de tal formaque a métrica pode ser mais uma vez escrita como em (5.30). Então re-escreve-seas equações (5.101), com o auxílio da relação (5.39), e (5.104) da seguinte maneira,respectivamente

Ar = pu + q, (5.105)
φ′ = CA−5/6r−4/3. (5.106)

Duas situações distintas merecem atenção particular.
p 6= 0Para este caso pode-se re-escolher a origem da coordenada u tal que q = 0, alémdisso toma-se p = 1 pela escolha da escala de tempo da coordenada t . Com isso asduas equações anteriores se tornam

A = u
r(u) (5.107)

φ′ = Cu−5/6r−1/2. (5.108)
De (5.107) as seguintes relações são obtidas

A′r′
Ar = r′(r − ur′)

ur2 , 1
Ar2 = 1

ur . (5.109)
Nota-se que a equação (5.99) nas coordenadas quase-globais é exatamente a equação(5.33), porém com a = 3/2. Então, utilizando as duas relações obtidas em (5.109),juntamente com (5.107) e (5.108), chega-se em

r′(r − ur′)
ur2 + (r′r

)2
− 1
ur = 34εC2u−5/3r−1, (5.110)

que pode ser algebricamente manipulado, e simplificado, para obter
r′ − 1 = 34εC2u−2/3. (5.111)

3C1 desaparece pois foi absorvida por outra constante e renomeada.
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r(u) = Bu1/3 + u + r0, (5.112)

onde foi definido B ≡ 94εC2 e r0 a constante de integração. Com isto a solução estácompleta.Utilizando as equações (5.107) e (5.112) chega-se que
A(u) = u

Bu1/3 + u + r0 , A−1(u) = Bu−2/3 + 1 + r0
u . (5.113)

Por direta inspeção de (5.113) nota-se que analiticidade da solução é violada em u = 0para a métrica (5.30), dessa forma faz sentido restringir somente para u > 0. Éfácil ver que quando u →∞ tem-se A→ 1 tanto quanto A−1 → 1, no infinito espacial
r ≈ u. Entretanto não é um infinito plano regular pois, ao contrário de Schwarzschild,a função A(u) se comporta da seguinte maneira, para valores grandes de u

A(u) ≈ 1− Bu−2/3. (5.114)
Se a função (5.112) possuir um zero em u1 > 0, corresponderá à uma singularidaderepulsiva pois A(u) diverge ao infinito positivo. Quando r → 0, consequentemente

A→∞, tem-se
u(Bu−2/3 + 1) = −r0, (5.115)isto só é possível se B < 0, isto é, ε = −1.Se r > 0 para todo u > 0, que é possível para um valor suficientemente grande daconstante r0 mesmo se B < 0, então a solução é definida em todo intervalo u ∈ R+.Assim em u = 0 observa-se o que aparenta ser um horizonte, porém não existeextensão além dele pois o termo u1/3 violaria a analiticidade.Se r0 = 0,

A(u) = 1
Bu−2/3 + 1 , A(u)−1 = Bu−2/3 + 1. (5.116)

Então considerando B > 0, tem-se r = 0 em u = 0 e r > 0 em u > 0, sendo assim asolução é mais uma vez definida para u ∈ R+, porém em u = 0 há um centro singularatrativo, pois r = 0 em A = 0. Também pode-se encontrar casos onde a soluçãoé definida entre duas singularidades, uma é to tipo-horizonte em u = 0 e outra emalgum u > 0 tendo a natureza de um centro repulsivo.
p = 0

Para este caso, as equações (C.6) e (5.106) se tornam
A(u) = q

r(u) , (5.117)
φ′ = Cq−5/6r−1/2, (5.118)

para q > 0. Agora, exatamente como feito para o caso anterior, utiliza-se a equação(5.33) com as devidas mudanças e as seguintes relações
A′r′
Ar = −(r′r

)2
, 1

r2A = 1
qr , (5.119)
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4q2/3 = 3C2, (5.120)

onde ε = −1 precisou ser escolhido, isto é, só existe solução para um campo escalarfantasma. Para encontrar a função r(u) utiliza-se a equação (5.32), que simplificada ecom as relações (5.119), resultam em
r′′ = 12q − 18εC2q−5/3. (5.121)

Esta equação é reduzida se utilizada as relações entre as constantes encontrada em(5.120), já impondo ε = −1 chega-se em
r′′ = 23q , (5.122)

que é prontamente resolvida, definindo k e r0 como as duas constantes de integração,resultando na seguinte expressão
r(u) = u23q −Ku + r0. (5.123)

A solução é definida no intervalo de u onde r > 0, dependente das duas constantes
K e r0. Quando r → 0, consequentemente A→∞, isto caracteriza um centro singularrepulsivo em r = 0. Enquanto no limite u→ ±∞, tem-se A→ 0, isto é, uma partículateste é atraída à região do infinito espacial e a geometria assemelha-se a de monopologlobal [76].Observado a equação (5.123) vê-se que para r > 0, necessariamente, 3qK2 > 4r0para todo u ∈ R. Neste caso a solução descreve um buraco de minhoca que pode seratravessável conectando as duas regiões infinitas.
5.7 Soluções regulares com um potencial

Na referência [52] um campo escalar auto-interagente em relatividade geral foiconsiderado e soluções regulares globais foram obtidas utilizando o método do pro-blema inverso. Uma forma específica e conveniente para o raio r(u) é escolhida comouma função da coordenada quase-global u da métrica escrita na forma (5.30). Apósisso, a função A(u), o campo escalar e o potencial foram determinados utilizando asequações de campo, que são exatamente (5.32 - 5.35) para a = 1.Sendo assim utiliza-se as equações (5.36) e (5.37), que estão sendo re-escritas aquipor conveniência
2r′′r = −εφ′2, (5.124)

A(r2)′′ − A′′r2 = 2, (5.125)
e a função radial da mesma forma que foi escolhida em [52]

r(u) = √u2 + b2, (5.126)



CAPÍTULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPOESCALAR 53onde b é uma constante com a dimensão de distância. Com essa escolha, necessa-riamente r′′ > 0, então (5.124) implica diretamente em um campo fantasma, o qualpossui diversas soluções como buracos de minhoca assintoticamente planos ou antide-Sitter, como também buracos negros regulares e assintoticamente planos, que oobservador após cruzar o horizonte de eventos chega em um universo em expansãonão-isotrópico de Kantowski-Sachs, que eventualmente tende à isotropia e é assin-toticamente de Sitter. Este último tipo de solução é chamado de universos negros[77]4.Da definição (5.126) chega-se nas seguintes relações
r′′
r = b2(u2 + b2)2 , (r2)′′ = 2, (5.127)

logo a equação (5.124) se torna, já escolhendo ε = −1
φ′ = ± √2b

u2 + b2 , (5.128)
o qual pode ser facilmente integrado, resultando em

φ = ±√2 arctan(ub)+ φ0, (5.129)
onde φ0 é a constante de integração. Já da equação (5.125) chega-se que

A′′ − 2 A
u2 + b2 = − 2

u2 + b2 , (5.130)
com a seguinte solução

A = 1 + f0r2 + u0
b3
[
bu + r2 arctan(ub)] , (5.131)

onde f0 e u0 são constantes. Então tem-se a mesma estrutura geométrica de [52].Mesmo com essas similaridades, utilizando (5.33), a equação do potencial é dadapor
V (u) = − 1(3− 2a)r4 [r2(A′u − 1) + A(u2 + ab2)] (5.132)

que se reduz à relatividade geral quando a = 1. Esta diferença pode afetar profunda-mente a estabilidade do modelo, visto que a constante a pode ser, em geral, totalmentearbitrária, com exceção do caso a = 3/2 que a solução não depende do potencial e asolução a cima não existe, tal sistema foi descrito na seção 5.6.Já que o tensor-energia momento com traço zero aparece nas equações de Rastallda mesma forma que nas equações de Einstein, pode-se predizer que as soluções comcampo eletromagnético [78], que generalizam àquelas obtidas em [52], também devemser solução para a teoria de Rastall, porém com os potenciais modificados.

4Do original black universes.



Capítulo 6

Conclusão

No contexto da relatividade geral, espaços-tempos estáticos, esfericamente simétri-cos e no vácuo originam soluções de buracos negros. Estas soluções são altamenterelativísticas, isto é, partículas testes possuem velocidades próximas à da luz e o campogravitacional é intenso próximo a região do horizonte de eventos. Com isso eles setornam objetos de alto interesse teórico no estudo da relatividade geral, podendo serconsiderado o caso mais extremo de um corpo puramente gravitacional.Assim, o objetivo principal deste trabalho foi investigar espaços-tempos com estasmesmas propriedades na teoria não-conservativa de Rastall com campo escalar não-massivo.Para isso, no capítulo 3 foi feita a introdução do assunto com um estudo minuciososobre o espaço-tempo de Schwarzschild [8]. Algumas das características essenciais deburacos negros foram apresentadas aqui. Foi mostrado que para qualquer partículadentro do raio de Schwarzschild, o único futuro possível é chegar na singularidade.O diagrama de Carter-Penrose, que possui a grande qualidade de demonstrar a es-trutura causal da métrica em um plano finito, foi construído com a exemplificaçãodetalhada do espaço-tempo plano de Minkowski. Uma discussão sobre singularida-des, apresentando também as singularidades nuas, foi feita. A caracterização dagravidade superficial, para definir a temperatura dos buracos negros, mostrou-se degrande importância para apresentar, mais à frente, buracos negros frios.A teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke [20] foi motivada e explicada no capítulo4. A maior parte dos conceitos vistos no capítulo anterior foi utilizada e aplicada.A solução estática e simetricamente esférica [26] foi deduzida para os três possíveisvalores da constante de integração (k>0, k<0 e k=0), então a solução de Fisher,
ε = +1, e anti-Fisher, ε = −1, foram exibidas. Tendo os campos fantasmas sidopreviamente apresentados, a solução correspondente aos buracos negros frios [60],com campo escalar do tipo fantasma (ε = −1 e k > 0), foi mais profundamenteanalisada. Sua estrutura e propriedade está intimamente relacionada à constante
a = b/k. Quando possui valor par apresenta espaços-tempos do tipo Schwarzschild equando ρ < 2k à cosmologia anisotrópica de Kantowski-Sachs. Já para valores ímpareso espaço-tempo é similar à Reissner-Nordström extremo, contudo apresenta umainterpretação um tanto exótica sobre a seta do tempo dentro do horizonte de eventos.Mostra-se que o campo escalar diverge em toda região estática, independentementedo valor de a. O capítulo é encerrado mostrando as equações que regem o modelo dek-essência para soluções de buracos negros esboçando as soluções. Isto é feito paraa comparação com o modelo de Rastall ser possível no capítulo seguinte, deixando
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claro que a estrutura de algumas das soluções são idênticas.Por último, no capítulo 5, a teoria de Rastall é apresentada. Ela possui o divergentedo tensor energia-momento proporcional ao gradiente do escalar de Ricci R e oparâmetro livre da teoria é dado por a. É de imediata verificação que se R forconstante em certa região, a solução de Rastall é também solução de relatividadegeral nessa mesma região.Com o tensor-energia momento de um campo escalar não-massivo, soluções ana-líticas para três valores distintos de a foram encontradas. Quando a = −1 e a = 0,a solução geométrica é idêntica à teoria de k-essência [5]. Tais soluções apresentamalgumas similaridades aos buracos negros frios, porém possuem singularidades naregião assintótica. Já no valor a = 3/2, a qual independe do potencial V (φ), soluçõesdo tipo Schwarzschild foram obtidas, porém não apresentam regiões assintoticamenteplanas.Restringindo os valores possíveis do parâmetro de Rastall para as soluções teremcomportamento assintoticamente plano, a condição para existir um horizonte e queele seja atravessável, chegou-se à conclusão que não existem buracos negros comoconhecidos em relatividade geral na teoria de Rastall com campo escalar.Por último foi exposto que para um potencial auto-interagente do campo escalar
V (φ), é possível obter soluções equivalentes às já existentes em relatividade geral,com a única diferença sendo a expressão do potencial dependendo explicitamentedo parâmetro a. Em particular, isto está ligado às soluções de buraco de minhoca eburacos negros, encontrados na referência [52], para campos escalares com naturezafantasma. Como no caso anterior, a diferença pode afetar a estabilidade das soluções.Conclui-se este trabalho mostrando algumas propostas para estudo futuro: efetuara análise de estabilidade das soluções obtidas, investigar mais à fundo o mapeamentoda teoria de k-essência com a de Rastall e generalizar para um buraco negro carre-gado e/ou com rotação.



Apêndice A

Transformação Conforme

Uma transformação é dita conforme se localmente ângulos são preservados, fa-zendo com que a estrutura causal seja mantida no outro referencial. Isso quer dizerque se vµ é um vetor do tipo-tempo, tipo-espaço ou nulo em um dos referenciais, eledeve manter-se de forma respectiva no outro [3].

Figura A.1: Uma grade retangular sob uma transformação conforme f . Mesmo que aforma da figura não se preserve, as linhas sempre formam ângulos de 90◦ em ambosos casos.
Esse tipo de transformação é utilizada como um artifício matemático para trans-formar a métrica gµν , redefinir o campo escalar φ e obter duas variáveis novas, g̃µν e φ̃[79], em que o acoplamento da nova variável de campo torna-se mínimo, o qual facilitaa resolução das equações de campo. O referencial no qual isso ocorre é chamado

referencial conforme de Einstein, já o outro referencial, onde o acoplamento é não-mínimo, chama-se referencial conforme de Jordan. Esta técnica é muito comum emoutros contextos da física como na teoria quântica de campos em espaços curvos, me-cânica estatística e teoria das cordas. Já na área de interesse, que é gravitação, essastransformações são utilizadas em teorias alternativas da gravitação, teorias unifica-das em espaços multi-dimensionais e estudos de campos escalares não-minimamenteacopladas à gravidade.
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Lagrangiana de Brans-Dicke no referencial de Einstein

Como a lagrangiana de Brans-Dicke no referencial de Jordan é dada por (4.6),necessita-se calcular os termos R e√−g no referencial de Einstein. Para isso supõem-se a seguinte transformação conforme, como proposto em [80]
g̃ab = Ω2gab, g̃ab = Ω−2gab, (A.1)

logo √
−g̃ = Ω4√−g. (A.2)Para obter o escalar de Ricci, primeiramente calcula-se a conexão afim no refe-rencial transformado,

Γ̃c
ab = 12 g̃cγ [∂ag̃bγ + ∂bg̃aγ − ∂γ g̃ab], (A.3)

= Ω−22 gcγ [∂a(Ω2gbγ) + ∂b(Ω2gaγ)− ∂γ(Ω2gab)], (A.4)
= 12gcγ(∂agbγ + ∂bgaγ − ∂γgab) + Ω−1gcγ(gbγ∂aΩ + gaγ∂bΩ− gab∂γΩ). (A.5)

É possível identificar que o primeiro termo é a própria conexão, só que no referencialtransformado, já no segundo termo utiliza-se que Ω−1∂µΩ = ∂µ ln Ω e obtém-se
Γ̃c
ab = Γc

ab + Ac
ab, (A.6)

onde foi definido
Ac
ab ≡ δcb∂a ln Ω + δca∂b ln Ω− gab∂c ln Ω. (A.7)O tensor de Ricci é calculado, já fazendo a transformação para o novo referencial,

R̃ab = ∂cΓ̃c
ab − ∂bΓ̃l

al + Γ̃l
abΓ̃m

lm − Γ̃m
alΓ̃l

bm, (A.8)= ∂cΓc
ab + ∂cAc

ab − ∂bΓl
al − ∂bAl

al + Γl
abΓm

lm + Γl
abAm

lm + Γm
lmAl

ab + Al
abAm

lm

− Γm
alΓl

bm − Γm
alAl

bm − Γl
bmAm

al − Am
alAl

bm. (A.9)
Pode ser visto que alguns desses termos são o próprio tensor de Ricci porém, denovo, no referencial transformado, assim

R̃ab = Rab + ∂cAc
ab + Γm

lmAl
ab − Γm

alAl
bm − Γl

bmAm
al − ∂bAl

al + Γl
abAm

lm+ Al
abAm

lm − Am
alAl

bm.
(A.10)

Nota-se que os 6 termos após Rab são provenientes de duas derivadas covariantestotais
∇cAc

ab = ∂cAc
ab + Γm

lmAl
ab − Γm

alAl
bm − Γl

bmAm
al, (A.11)

∇bAl
al = ∂bAl

al − Γl
abAm

lm, (A.12)
então,

R̃ab = Rab +∇cAc
ab −∇bAl

al + Al
abAm

lm − Am
alAl

bm. (A.13)



APÊNDICE A. TRANSFORMAÇÃO CONFORME 58
Os últimos 4 termos são calculados individualmente, lembrando da definição (A.7)e como Ω é um escalar pode-se trocar ∂µ → ∇µ, então as seguintes relações sãoobtidas

∇cAc
ab = 2∇a∇b ln Ω− gab� ln Ω, (A.14)

∇bAl
al = 4∇a∇b ln Ω, (A.15)

Al
abAm

lm = 8∇a ln Ω∇b ln Ω− 4gab∇l ln Ω∇l ln Ω, (A.16)
Am
alAl

bm = 6∇a ln Ω∇b ln Ω− 2gab∇l ln Ω∇l ln Ω. (A.17)Utilizando esses resultados em (A.13)
R̃ab = Rab − 2∇a∇b ln Ω + 2∇a ln Ω∇b ln Ω− 2gab∇l ln Ω∇l ln Ω− gab� ln Ω (A.18)e fazendo a contração do tensor de Ricci,

R̃ = g̃abR̃ab, (A.19)= Ω−2[R − 6(� ln Ω +∇l ln Ω∇l ln Ω)], (A.20)
= Ω−2 [R − 6�ΩΩ

]
. (A.21)

Com a equação do escalar de Ricci transformado obtida, define-seΩ2 ≡ φ (A.22)e calcula-se separadamente o termo entre colchetes
�ΩΩ = g ij ∂i∂j

√
φ√

φ
= �φ2φ − ∂lφ∂lφ4φ2 , (A.23)

que faz a equação A.21 tornar-se
R = φR̃ + 3�φ

φ − 32 ∂lφ∂lφφ2 . (A.24)
O integrando da ação que se deseja fazer a transformação, equação (4.6), é

I = √−g (φR + ω∂lφ∂
φ

φ

) (A.25)
que utilizando (A.2), (A.22) e (A.24) fica

I =√−g̃ (R̃ + (3 + 2ω)2 ∂lφ∂lφ
φ3 + 3�φφ2

)
. (A.26)

O termo com o D’Alembertiano é desenvolvido da seguinte maneira∫
V (4)
√
−g∂l∂lφd4x = ∫

V (4) ∂l(√−g∂lφ)d4x = ∫
∂V
nl(√−g∂lφ)d3x, (A.27)

onde foi utilizado o teorema de Stokes, tal que nl é o vetor normal da hiper-superfícietri-dimensional ∂V do espaço quadri-dimensional V (4). A variação dessa integral desa-parece pois as variáveis dinâmicas são mantidas fixas na fronteira ∂V ([2], [79]). Então,restou
I =√−g̃ (R̃ + (3 + 2ω)2 ∂lφ∂lφ

φ3
)
. (A.28)
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Define-se o campo escalar no referencial transformado da seguinte maneira

φ̃ =√3 + 2ω2 lnφ, tal que √ 23 + 2ω∂aφ̃ = ∂aφ
φ , (A.29)

para finalmente conseguir
I =√−g̃ (R̃ + ∂̃lφ̃∂̃lφ̃

)
, (A.30)

onde ∂̃ é a derivada no referencial da métrica re-escalada g̃µν .
Qual é o referencial físico?

Antes de tudo, é bom lembrar que mesmo que o termo utilizado seja ’referen-cial’, a transformação conforme não é simplesmente ir a outro referencial, como évastamente feito na mecânica clássica, por exemplo, mas sim uma redefinição dasvariáveis que são utilizadas. Com isso, cria-se o debate se os dois referenciais confor-mes são físicos ou não onde ’referencial físico’ refere-se ao par de variáveis de campoque se utiliza, (g̃µν, φ̃) ou (gµν, φ). Porém isso ainda é motivo de grande discussão nacomunidade científica e ainda não foi solucionado [81].Faraoni divide os autores em cinco grupos distintos [80]: os que ignoram a dis-cussão não mencionando o problema, os que adotam algum dos referenciais comofísico, sendo o de Einstein ou de Jordan, os que assumem que ambos referenciais sãofísicos e os que atribuem a diferença de ambos referenciais porém não providenciamargumentos para nenhum dos dois. A confusão sobre essa discussão é tanta, que ummesmo autor pode ter trabalhos em grupos diferentes.Os argumentos são muito variados para todos os lados possíveis. Postma e Vol-poni [82] defendem que ’os cálculos podem ser feitos em ambos os referenciais poisa transformação conforme pode ser vista como uma redefinição do campo o qualnão afeta a física’ . Já o próprio Brans [83] enfatiza que ’o tensor métrico possuisignificância macroscópica mensurável que é definida pela maneira que ela interagecom a matéria. De fato, esta é a única maneira no qual campos clássicos podem teralgum sentido operacional.’, defendendo que o referencial de Jordan é o único físico.Faraoni [81] diz que ’a formulação da teoria de Brans-Dicke no referencial de Jordannão é viável pois o sinal do termo cinético do campo escalar não é positivo definido,logo a teoria não possui um estado fundamental estável. [...], a versão dessa teoria noreferencial de Einstein possui a desejada propriedade dessa estabilidade.’.Os argumentos mostrados aqui servem para ilustrar superficialmente que essedebate ainda está longe de ser resolvido. Faraoni apresenta em seu livro [79] e artigo[80] vários outros argumentos e dezenas de referências para o interessado em seaprofundar no assunto.



Apêndice B

Teorema de Estrutura Global

Devido a importância deste teorema, faz-se necessário demonstrá-lo. Para maiorfacilidade de consulta, as equações (5.30) e (5.36) são re-escritas:
ds2 = A(u)dt2 − A−1(u)du2 − r(u)2dΩ2, (B.1)

A(r2)′′ − r2A′′ = 2. (B.2)A equação (B.2) pode ser integrada tal que
B(u)′ = −2(u − u0)

r4 , (B.3)
onde u0 é a constante de integração e definiu-se a função

B(u) ≡ A
r2 . (B.4)

Dessa maneira, o teorema pode ser formalmente enunciado e provado.
Teorema: Considerando a métrica (B.1) e φ = φ(u) que tenha uma região estática
a < u < b 6∞, então:1. todos os horizontes são simples,2. não existem horizontes em u < a e u > b.
Demonstração: Sendo u = h um horizonte, tem-se A(h) = 0. Consequentementepela equação (B.2)

A′′(h) = − 2
r2
h
< 0, (B.5)

então h não pode ser solução de A(u) de ordem maior que dois. Pela relação (B.4),vê-se que um horizonte é um zero da função B(u) de mesma multiplicidade que de
A(u). Além disso, no horizonte,

B′(h) = A′(h)
r2
h
, (B.6)

logo, se a multiplicidade da função B for o dobro da função A obtém-se B′(h) = A′(h) =0, que utilizando a equação (B.3) chega-se em h = u0. Dessa forma, existem dois casospossíveis:
B′
{
> 0 em u < h,
< 0 em u > 0.
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Então B < 0 para todo u 6= h e o espaço-tempo não possui região estática (curva 1 nafigura B.1) . Dessa forma o item 1 foi provado.

Figura B.1: Comportamento da função B(u)): 1) não possui região estática; 2) espaço-tempo do tipo Schwarzschild-de Sitter; 3) do tipo Schwarzschild; 4) de-Sitter; 5) Min-kowski/AdS. Fonte: Figura 1 da referência [6].
Define-se a borda da região estática como u = a. Se r(a) 6= 0, então é um horizonte,implicando que A(a) = B(a) = 0. O primeiro item deste teorema requer que ohorizonte seja simples e B′(a) > 0. Portanto, pela equação (B.3), tem-se a < u0resultando em B′ > 0 em toda região à esquerda de u = a, ou seja, B(u) é uma funçãocrescente que nunca retorna à zero, eliminando a possibilidades de horizontes em

u < a (curvas 2 e 3 em B.1).Similarmente, horizontes em u > b são impossíveis se b <∞.



Apêndice C

Conservação do Tensor
Energia-Momento

Na seção 2.3, a conservação do tensor energia-momento foi apresentada por doisargumentos diferentes: primeiro como consequência da identidade de Bianchi e de-pois generalizando a conservação do tensor em relatividade restrita para espaços-curvos. Então, nesta seção, será demonstrado um argumento mais formal para suaconservação.Por simplicidade, assume-se uma ação que só possui o termo da matéria
S[g ] = ∫ √−gLmd4x, (C.1)

tomando a variação desta ação
δS[g ] = ∫ δ

(√
−gLm

)
d4x. (C.2)

Reescrevendo a definição do tensor energia-momento dado por (2.22)
Tµν ≡

−2√−g δ (√−gLm)
δgµν , (C.3)

a equação (C.2) torna-se
δS[g ] = −12

∫ √
−gTµνδgµνd4x. (C.4)

Para avaliar esta integral, é necessário calcular individualmente o termo δgµν , definidocomo
δgµν ≡ g ′µν(x)− gµν(x). (C.5)A lei de transformação de um tensor de segunda ordem covariante é dada por
g ′µν(x′) = ∂µxρ∂νxσgσρ(x) (C.6)

e faz-se a seguinte mudança infinitesimal de coordenadas
x′µ = xµ + εµ(x), (C.7)
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tal que ε é um parâmetro arbitrariamente pequeno. Desenvolvendo o lado direito daequação (C.6)

∂µxρ∂νxσgσρ(x) = ∂µ(x′ρ − ερ)∂ν(x′σ − εσ )gσρ(x), (C.8)= [∂µx′ρ∂νx′σ − ∂µx′ρ∂νεσ − ∂νx′σ∂µερ] gσρ(x), (C.9)= [δρµδσν − δρµ∂νεσ − δσν ∂µερ] gσρ(x), (C.10)= gµν(x)− gµσ (x)∂νεσ − gρν(x)∂µερ, (C.11)
onde o termo de segunda ordem em ε foi desprezado. Expandindo o lado esquerdode (C.6), também até segunda ordem, obtém-se

g ′µν(x′) = g ′µν(x) + εα∂αgµν(x). (C.12)
Com ambos lados desenvolvidos, iguala-se (C.11) com (C.12) para adquirir a seguinterelação

g ′µν(x) = gµν(x)− gµσ (x)∂νεσ − gρν(x)∂µερ − εα∂αgµν(x), (C.13)para assim, utilizar este resultado na definição (C.5)
δgµν = −gµσ (x)∂νεσ − gρν(x)∂µερ − εα∂αgµν(x). (C.14)

Substitui-se a equação anterior na variação da ação dada em (C.4), já aplicando oprincípio da mínima ação
δS[g ] = 12

∫ √
−gTµν [gµσ∂νεσ + gρν∂µερ + εα∂αgµν

]
d4x = 0, (C.15)

a qual pode ser integrada por partes, já desprezando os termos de superfície∫ [
−∂ν

(√
−gTµνgµσ

)
εσ − ∂ν

(√
−gTµνgµρ

)
ερ +√−gTµνεα∂αgµν

]
d4x = 0, (C.16)

∫
ελ
[
∂ν
(√
−gTν

λ
)
− 12√−gTµν∂λgµν

]
d4x = 0. (C.17)

e como ε é um parâmetro arbitrário, tem-se
∂ν
(√
−gTν

λ
) = 12√−gTµν∂λgµν. (C.18)

Para simplificar a equação acima, calcula-se a derivada covariante do tensor energia-momento da seguinte maneira
∇νTν

λ = ∂νTν
λ + Γν

ναTα
λ − Γα

νλTν
α , (C.19)

os dois últimos termos, com a conexão afim, são calculados separadamente como sesegue Γν
ναTα

λ = Tα
λ√−g ∂α
√
−g,

Γα
νλTν

α = Tνβ2 ∂λgνβ.
(C.20)
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Desenvolvendo a equação (C.18)

∂ν
(√
−gTν

λ
) = √−g∂νTν

λ + Tν
λ∂ν
√
−g = 12√−gTµν∂λgµν (C.21)

e identificando a derivada covariante dada por (C.19), já utilizando as relações (C.20)chega-se
∇νTν

λ = 0. (C.22)Então o tensor energia-momento definido por (C.3) é conservado se, e somente se,a ação de matéria for um escalar. Devido a (C.2) também mostrou-se que o tensorenergia-momento é um tensor simétrico, assim a definição escolhida para Tµν satisfaztodas as condições desejadas [84].
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