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Resumo

A teoria gravitacional ndo-conservativa de Rastall mostrou resultado idéntico ao
modelo ACDM em escalas cosmolégicas. Ademais, no vdcuo, a Unica solugdo estdtica
e esfericamente simétrica nao-trivial sdo as mesmas da relatividade geral, exceto para
um caso muito especifico. Este trabalho apresenta novas solucdes para um campo es-
calar ndo-massivo canonico acoplado ao setor gravitacional em termos do pardmetro
de Rastall a, onde a = 1 retorna a relatividade geral. Foi mostrado que paraa = —1 e
a = 0 as mesmas solugdes da teoria de k-esséncia foram recuperadas, contudo, a fun-
¢do do campo escalar comporta-se diferentemente. Para a = 3/2, implicando R = 0,
uma solucao independente do potencial foi obtida. Solucdes regulares para o poten-
cial V(¢) recuperaram exatamente o mesmo resultado reproduzido em relatividade
geral com campos escalares acoplados, contudo estd intrinsecamente dependente do
pardmetro a.

Palavras chave: Relatividade Geral, Buraco Negro, Teoria de Rastall, Gravitacdo.



Abstract

The non-conservative Rastall theory of gravity showed identical results to the
ACDM model in cosmological scales. Furthermore, in vacuum, the only non-trivial
static and spherically symmetric solution are the same of general realtivity, except in
a very specific case. This work presents new solutions for a canonical massless scalar
field coupled to the gravity sector in terms of Rastall's parameter a, where a = 1 re-
turns to general relativity. It was shown that for a = —1 and a = 0 the same solutions
as in the k-essence theory were retrieved, yet, the scalar field function behaves dif-
ferently. For a = 3/2, implying R = 0, a potential independent solution was obtained.
Regular solutions for the potential V(¢) recovered exactly the same result replicated
in general relativity coupled with scalar fields, however it’s intrinsically dependent on
the parameter a.

Keywords: General Relativity, Black Hole, Rastall’'s Theory, Gravitation.
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Capitulo 1

Introducao

Dentre as forcas fundamentais conhecidas pode-se dizer, com uma certa suspeita,
que a gravitacional ¢ no minimo a mais intrigante. Sua modelagem matemaética con-
seguiu explicar o movimento dos céus ha quase cinco séculos atrds e 100 anos depois
da relatividade geral de Einstein [7] continua ajudando a entender (e criando muitas
outras duvidas, claro) o universo.

E da forca mais intrigante que nasce um dos objetos mais excéntricos da fisica
moderna: buracos negros. Eles ndo sdo provocantes sé para os fisicos, ja apareceram
em livros, séries e filmes de ficcao cientifica, ou documentérios e livros de divulgacao
que estimulam, e provocam, a mente de jovens para serem (quem sabe?) futuros
cientistas.

Desde que o buraco negro foi formalmente apresentado matematicamente em
1916 por Schwarzschild [8], grandes nomes ja contribuiram para a sua compreensao:
Eddington, Chandrasekhar, Penrose, Bekenstein e Hawking seriam alguns poucos
nomes de grande importdncia para citar. Porém, s6 em 1964, devido as emissdes em
raios-x do seu disco de acrecao, foi descoberto o sistema estelar Cygnus-X 1. Ele
consiste em um sistema bindrio de uma estrela com um objeto compacto [9], e devido
a sua massa tornou-se o primeiro candidato a buraco negro. Demorou 50 anos para
a fisica de buracos negros deixar de ser algo totalmente especulativo para tornar-se
algo mais tangivel.

Outros indicios apareceram sobre a existéncia dos buracos negros. Uma evidéncia
forte é o de dezenas de estrelas orbitando um ‘objeto invisivel’ em nosso centro
galdctico, com uma massa na ordem de 4 milhdes de vezes a massa do nosso Sol
[10]. Contudo, foi s6 em 2015 que veio a primeira observacdao de objetos compactos
possuindo o que deve ser um horizonte de eventos [11]. O observatério LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory) conseguiu detectar a coalescéncia de
dois buracos negros, ambos com cerca de 30 massas solares, restando um buraco
negro maior de aproximadamente 60 massas solares [12].

Buracos negros ganharam uma classificacdo prépria de acordo com sua massa.
Quando estrelas muito massivas morrem devido ao seu colapso gravitacional, buracos
negros estelares sao criados, os quais possuem algumas dezenas de massas solares
[13]. J& os supermassivos possuem massas na estrondosa ordem de grandeza de ~
10° —10° massas solares [14], mesmo que sua existéncia seja clara, vivendo nos centros
de galdxias muito massivas, o processo de sua formacgao ainda é um tanto duvidosa.
No meio desses dois tipos existem os buracos negros de massa intermedidria, que
podem existir em aglomerados fechados [15] e massas na ordem de milhares de
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massas solares.

Por ultimo, em um ambito mais tedrico, sdo classificados os micro buracos ne-
gros que também sao chamados de buracos negros quanticos. Eles possuem massas
menores que a da nossa Lua, que implica raio na escala milimétrica, e podem ter
sido criados em um ambiente de alta densidade como o Big-Bang, por conta disso
podem ser chamados de buracos negros primordiais. Também especula-se que eles
poderiam ser reproduzidos em colisores de particulas como o LHC [16]. Claramente
esses objetos sé poderiam ser mais profundamente estudados se houvesse uma teo-
ria que unisse a gravidade com a mecanica quantica com sucesso. Se buracos negros
primordiais tiverem sido criados com massa suficientemente grande, eles poderiam
existir até hoje [17] e sdo considerados um dos candidatos & matéria escura [18].

Mesmo com a relatividade geral apresentando um respaldo experimental enorme,
o acoplamento de um campo escalar na acao foi intensamente estudado desde antes
do nascimento da teoria [19], mesmo que sua interpretacdo fosse um tanto diferente
da atual. No inicio da década de 60, a teoria de Brans-Dicke [20] foi proposta incor-
porando a ideia da constante gravitacional ser varidvel, utilizando um campo escalar
ndo-minimamente acoplado no setor gravitacional. A classe de teorias de Horndeski
([21]-[22]), que é a combinacdo mais geral de um campo escalar e sua derivada, que
leva a equacgdes diferenciais de segunda-ordem, chamaram muita atencao junto com
as teorias de Galileon que sdo uma sub-classe das de Horndeski. A teoria de f(R), que
supde uma fungdo do escalar de Ricci (para uma revisdo, ver [23]), pode ser revista
na forma de uma teoria escalar-tensorial. Esta € uma pequena lista que demonstra a
importadncia, e usos, de campos escalares na gravitacao.

Outra possibilidade que tem sido explorada nos ultimos anos é a generalizacdo
do termo cinético do campo escalar que ¢ minimamente acoplado a lagrangiana de
Einstein-Hilbert, teorias de k-esséncia. Em um artigo recente, duas solugdes de vdcuo
para uma métrica estdtica e esfericamente simétrica foram obtidas [5]. Foi mostrado
que em estruturas com horizonte de eventos presentes a interpretacdo de buraco
negro nao é possivel devido a singularidades no infinito radial [24].

Uma possivel generalizacao da teoria da relatividade é relaxar a condi¢cdo da con-
servacdo do tensor energia-momento. Um exemplo é a teoria de Rastall [25], a qual
a lei de conservacdo estd ligada ao gradiente do escalar de Ricci, podendo ser inter-
pretado como a implementacdao fenomenoldgica de algum efeito quantico no espago-
tempo curvo.

Sendo assim este trabalho de dissertacdo tem a seguinte estrutura. No capitulo 2
serd feito um pequeno apanhado historico para deixar claro a motivacdo que Eins-
tein teve para propor a relatividade geral, seguido por uma revisdo rédpida do material
necessdrio sobre geometria diferencial e topologia, fixando notacdo e definicdes mate-
madticas bdsicas que serdo utilizadas até o final deste trabalho. A solucao de Schwarzs-
child é apresentada no capitulo 3 onde as estruturas bdsicas de buracos negros, como
horizonte de eventos, singularidades, diagramas de Carter-Penrose e sua temperatura,
sdo apresentadas. Ambos capitulos sao baseados em livros-textos de relatividade geral
com énfase na referéncia [2].

No capitulo 4 duas teorias escalares-tensoriais, junto com uma motivacdo historica,
sdo apresentadas. Uma andlise robusta sobre as solucdes de buracos negros na teoria
de Brans-Dicke é feita e discute-se sobre os campos fantasmas e buracos negros frios.
O capitulo é finalizado brevemente introduzindo a teoria de k-esséncia para mostrar
a estrutura geral de suas equacdes e solucdes, que serdo comparadas e mais profun-
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damente discutidas no capitulo seguinte. A maior parte deste capitulo foi baseado nos
trabalhos [26] e [24].

A contribuicdo original é apresentada no quinto capitulo [27]. Sao estudados
possiveis solugdes de buracos negros na teoria de Rastall com campo escalar auto-
interagente. Suas caracteristicas gerais e solucdes especificas serao investigadas. Serd
mostrado que algumas dessas solucdes sdo idénticas as encontradas na teoria de k-
esséncia ([5]-[28]), porém sé na parte geométrica. O comportamento do campo escalar
apresenta caracteristicas bem distintas, as quais podem influenciar na estabilidade em
andlise perturbativa. Além do mais, serd mostrado que estruturas de buracos negros
regulares, encontrado na referéncia [24] para campos fantasmas, ocorrem também
nesta teoria de Rastall com campo escalar, mais uma vez se diferenciando por conta
do potencial do campo escalar.

Encerra-se o trabalho discutindo os principais resultados e propostas para traba-
lhos futuros.



Capitulo 2

Introducdao a Relatividade Geral

2.1 Da gravitacdo newtoniana ao espago-tempo curvo

Em 1687, Isaac Newton revira o mundo das ciéncias naturais lancando a huma-
nidade seu trabalho, dividido em trés livros, chamado de Principios Matemdticos da
Filosofia Natural. No primeiro livro, suas famosas trés leis sdo enunciadas:

1. Para um referencial inercial, um objeto ou move-se com velocidade constante,
ou permanece inerte até que alguma forca externa atue sobre ele,

2. A soma vetorial das forcas F sobre um objeto, é igual a sua massa inercial
m; vezes o vetor aceleracdo d do objeto,

F = md, (2.1)

3. Todo corpo que exerce uma forca em um segundo corpo, recebe uma forca
de reacao do segundo objeto de mesmo médulo e diregdo, porém com sentido
oposto.

J& no terceiro livro, Newton consegue fazer a primeira unificacdo na histéria do
que viria se chamar fisica. Ele consegue mostrar que os movimentos da Lua e do Sol
obedecem também suas trés leis e a forca responsdvel por este movimento depende
da massa gravitacional m, dos corpos astrondmicos e da distdncia entre eles. Em
notacdo moderna, pode-se escrever a forca gravitacional em termos de um campo
escalar @, que é o potencial gravitacional, da seguinte forma

Fy = —-my V. (2.2)

Utilizando as equagdes (2.1) e (2.2), calcula-se a acelera¢do que um corpo adquire
devido a forca gravitacional
q= - <ﬂ> V. (2.3)
m;
Mesmo que as massas inercial e gravitacional possuam naturezas bem distintas, pode-
se considerar’ m
9 _q, (2.4)
m;

'Esta equivaléncia ja foi testada até a ordem de 10~'% [29].



CAPITULO 2. INTRODUCAO A RELATIVIDADE GERAL 5

e isto é chamado de Principio de Equivaléncia Fraco. A consequéncia direta deste
principio é a nocdo que todos os corpos, com quaisquer massas, sofrem uma mesma
aceleracdao devido a um mesmo campo gravitacional, ou seja,

d=-Vo. (2.5)

Ja em 1915, Albert Einstein faz o seguinte experimento mental: uma pessoa dentro
de uma caixa acelerada para cima, ndao consegue distinguir se ele realmente estd
sendo acelerado para cima ou se a caixa estd parada sobre o efeito de um campo
gravitacional para baixo. Ou seja, um referencial linearmente acelerado relativo a
um referencial inercial é localmente idéntico a um referencial estdtico sobre um
campo gravitacional.

Einstein consegue interpretar isso dizendo que localmente as leis da fisica se re-
duzem a relatividade restrita; € impossivel detectar a existéncia de um campo gravi-
tacional por experimentos locais. Dessa forma, Einstein enuncia o que atualmente é
conhecido por Principio de Equivaléncia de Einstein, ou PEE.

O PEE indica que a gravitacdo e o movimento através do espaco-tempo estao
ligados de alguma forma, sugerindo que a gravidade pode ser interpretada como uma
entidade geométrica curva onde o espaco plano é o ambiente natural da relatividade
restrita. Assim, para entender a gravitacdo é necessario estudar a matematica por trds
dessas geometrias que nao sdo, necessariamente, planas.

2.2 A matematica da relatividade geral

Como deseja-se uma teoria que possua equacdes com a mesma forma em qualquer
sistema de coordenada, isto € para se possuir uma teoria covariante, é necessdrio
definir os tensores. De uma forma ndo aprofundada, sdo objetos que seguem a

seguinte lei de transformacdo de coordenadas

Tpg i

oxM  OxMkox™  oxV
’ ;. = “ e T e e 7 Tll1llk . (2.6)
vy 6;(“1 arllk arvi axq;l V..M

Os tensores sdo definidos em uma entidade geométrica chamada de variedade.
Resumidamente, pode-se definir uma variedade como um espago n-dimensional onde
localmente é isomorfo ao R™. Um exemplo menos abstrato é a 2-esfera S? que local-
mente pode ser visto como o espaco euclidiano R?. Para uma visdo mais detalhada
ver referéncia [2].

Neste espaco, é necessdrio definir derivadas em relacdo a esses tensores. O pro-
blema é que sua derivada, em geral, ndo se transforma como um tensor, assim, é
necessdrio criar um novo operador de derivada com o objetivo de que isso seja cor-
rigido. Define-se, entdo, o operador derivada covariante que é composta de uma
derivada parcial somado com um termo de correcdo. A derivada covariante de um
tensor contravariante V' ou covariante V, sao definidos da seguinte maneira

VoV =,V + T}, V2,

: 2.7)
VYV = 8,V = T4V,

O termo de corregdo I',, que ndo se transforma como um tensor, se chama conexao
afim.
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Dados dois pontos quaisquer na variedade, é necessdrio ser capaz de medir a
distancia entre eles. Com isso define-se o tensor métrico g,, que goza das seguintes
propriedades:

1. E simétrico, gyv = G,
2. Possui inversa, g*'gyo = Jaog™* = S

tal que &% é o tensor delta de Kronecker definido como

S — 1,sep =, 0.8)
Y 0,se 1+ v.

Com a métrica estabelecida, introduz-se o elemento de linha
ds® = g, dxtdx”, (2.9)

que efetivamente mede a distdncia entre os dois pontos na variedade.

Assumindo a compatibilidade métrica, tal que V,g,, = 0, e a propriedade de ser
livre de torc¢ao, ou seja, I’fw = I‘ﬁu caracterizando a simetria entre os indices p e v, é
possivel mostrar que somente uma conexdo afim é compativel com a métrica. Suas
componentes podem ser calculadas pelos simbolos de Christoffel dados por

Fﬁv = %gkg(épgm + 31;9;10 - aog;w)- (210)

Até entdao tem-se trabalhado para um caso geral n-dimensional, contudo, na rela-
tividade geral classica existem somente 4 dimensdes, uma temporal e trés espaciais.
A dimensdo temporal da métrica sempre terd o sinal oposto das outras dimensoes,
(+ — ——) ou (= + ++), que é denominada assinatura da métrica. Esta assinatura
caracteriza uma variedade lorentziana ou pseudo-riemanniana.

Calculando o comutador de derivadas covariantes aplicados a um tensor A, obtém-
se

(V. V] A, =R A (2.11)

ppviia

onde R? ), ¢é definido como o tensor de curvatura, ou, tensor de Riemann. Com

ele, toda a informacao sobre a curvatura da variedade pode ser obtida com a seguinte
expressao

I3 _ P P o A o A
Rl = 0l — Ol + T g — TG (2.12)
Este tensor possui as seguintes simetrias,
1. Antissimétrico em seus dois primeiros indices: Rygp = —Ropp;
2. Antissimétrico em seus dois ultimos indices: Rys = —Rpoups

3. Invariante sob a troca do primeiro par de indices com o ultimo: R,oun = Ryupe;

4. A soma de permutagoes ciclicas dos ultimos trés indices anulam-se: R,qu0 +
Rpﬂvo + va(j'u = O.
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Dada todas essas simetrias, o tensor de Riemann possui somente 20 componentes
independentes para uma variedade quadri-dimensional.
Tomando a contragdo do tensor de Riemann do primeiro com o terceiro indice”
chega-se a
a
Ry = R, (2.13)

que é um tensor simétrico chamado de tensor de Ricci. Ele pode ser calculado
diretamente, sem passar pelo tensor de Riemann em si, fazendo a contragdo de (2.12),
resultando em

Ry =0, — 0,15, + FﬁfAI‘ﬁa - ngFﬁa. (2.14)

Qa

Calculando o traco deste tensor cria-se o escalar de curvatura, ou escalar de Ricci
R=FR",. (2.15)

Finalmente, define-se o tensor de Einstein

1
Gpv = R;w - éguvR' (216)
que também é simétrico e o qual tem a propriedade de possuir seu divergente nulo,
ou seja
VG, = 0. (2.147)

2.5 As equacdes de campo de Einstein

Derivar as equagdes de campo por uma acao possui certas vantagens. Facilita a
unificacdo com outras teorias de campo e ajuda a visualizacdo de simetrias e cargas
conservadas pelo teorema de Noether, por exemplo. Porém, é importante notar que
essa ndo ¢ a Unica forma de derivar as equacdes de Einstein® .

A acado de Einstein-Hilbert, que possui esse nome pois Hilbert [30] e Einstein [7]
chegam nesse mesmo resultado independentemente, é dada por

d'x, (2.18)

C4
Sig) = [ V7 | gaR* Ln

onde £, é a lagrangiana do conteudo material. Fazendo a variacdo da acdo anterior
em funcdo do campo g"’, diretamente se obtém

%=/ c* <R6\/__g+\/_g£> 5W__g£m)}5gﬂ”d4x. (2.19)

— _I_ _
161G oghvy ogHv
Calculando cada termo independentemente, chega-se que

oghvy

R
6— = Ry, + termos de superficie;
Sgh (2.20)
i S— |
g T VT

°Todas as outras contracdes possiveis ou sdo nulas ou sdo relacionadas a esta.
SVer [2] para uma dedugdo a partir de argumentos mais fisicos.
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e assim, \
6S c 1 T,
= [ |=—=——=(-2gwR + R, | — | 8g"/—gd’x, 21
SgH / 161G < 59n + By > 0 } 6g gd'x (2.21)
onde foi definido o tensor energia-momento tal que
-2 §(V/—-9Lm
Ty = V=9 Lm) (2.29)
V=g  og"

Agora aplica-se o principio da minima acgdo. Este principio diz que dentre todas
as escolhas que um sistema pode adotar para mudar de uma primeira configuracdo
para a segunda, ele sempre escolherd a que deixa agdo estaciondria (sem variar)
[31]. Matematicamente isso quer dizer 6S = 0, que aplicado em (2.21) chega-se nas
equacdes de campo de Einstein*

1 81 G

R;w - —Q;wR = 7

5 T (2.23)

Um fato importante de notar é que satisfeita a condicdo (2.17), necessariamente
precisa-se inferir que
VT, =0, (2.24)

ou seja, a conservacdo de energia e momento é exigida®. Porém, este mesmo resultado
também pode ser obtido lembrando que na relatividade restrita jd existe a conservacao
do tensor energia-momento, expressa da seguinte maneira

& Ty = 0. (2.95)

Assim, aplicando diretamente o principio de equivaléncia, que matematicamente é
mudar as derivadas 0, para V, para incluir o caso de espagos curvos, também se
chega em (2.24).

Na forma mais geral possivel, as equacdes de Einstein sdo um conjunto de dez
equacgOes diferenciais parciais, ndo-lineares e acopladas de dificil resolucdo analitica.
Entado, é de grande importancia o uso de simetrias para a simplificacdo dos problemas
estudados.

Sendo assim, com a equagdo (2.23), Einstein conseguiu descrever a gravitagao
como um fendmeno geométrico do espago-tempo. Como John Wheeler sucintamente
descreveu e interpretou:

‘O espaco-tempo diz como a matéria deve se mover; a matéria diz como
o espaco-tempo deve se curvar.”

A partir daqui serd adotado o sistema de unidades naturais onde ¢ = 1.

SUma outra forma de chegar nesse resultado, de uma maneira mais formal, ¢ demonstrada no
apéndice C.

Do original: ‘Spacetime tells matter how to move; matter tells spacetime how to curve.’



Capitulo 3

Buraco Negro de Schwarzschild

Logo no inicio de 1916, menos de um ano apds a publicacdo de Einstein sobre
a relatividade geral, o fisico alemao Karl Schwarzschild, que mesmo lutando na
Primeira Guerra Mundial e sofrendo de uma doenca de pele rara chamada pénfigo,
escreve o artigo [8] com a primeira solucdo analitica para as equacdes de campo dadas
por (2.23). O proprio Einstein ficou surpreso ao ver que suas equagdes admitiam
solugdes analiticas.

Schwarzschild encontrou sua solucao supondo um objeto estdtico, neutro, com
simetria esférica e no vdcuo. Este corpo possui uma singularidade em seu centro,
protegido por um horizonte de eventos dado pelo raio de Schwarschild, de onde
nem a luz pode escapar, que sé em 1967 ganhou o atual nome popular buraco negro.

O intuito é estudar solucdes de buracos negros onde ndo hd matéria na parte ex-
terna do objeto, isso quer dizer que pode-se tomar T, = 0 em (2.23), o que claramente
resulta em

Ry = %gpvl?- (3.1)
Tomando o traco desta equacdo chega-se que
R =0, (3.2)
utilizando este resultado em (3.1)
R, =0, (3.3)

que sdo as equagoOes de Einstein no vacuo.

Como jd discutido no capitulo anterior, resolver as equagdes de Einstein sem uti-
lizar simetria alguma, mesmo que no vdcuo seja um tanto mais simples, se tornaria
em um problema de 10 equagdes diferenciais nao-lineares de dificil solugao. Dessa
forma, deseja-se mostrar que devido a simetria do problema o niimero de equagodes
independentes diminui drasticamente, tornando o problema de mais facil resolucao.

3.1 O espacgo-tempo de Schwarzschild

O métrica de Schwarzschild é um espago-tempo sem matéria (vdcuo) e com sime-
tria esférica. O elemento de linha mais simples para qual ambas caracteristicas sao
satisfeitas é dado por

ds® = e*dt? — erdp? — r?d Q2. (3.4)
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A hipodtese da estaticidade é satisfeita pois nenhuma componente da métrica depende
da coordenada temporal. Com

dQ? = d0? + sin® d¢? (35)

nota-se que r’dQ? é o elemento de linha da 2-esfera de raio r, o qual denota a simetria
esférica.
Utilizando (3.4), calcula-se todos os termos da conexdo diferentes de zero

Fgr = ar’ar F?t = GQ(Q_B)af’a' Fir = aT’B’
1 1
FG = -, re, = — —2[3’ Fd) ==, 36
- 00 re re = L (3.6)

o6 = —re #sin”#, ng) = —sinfcosb, r3¢ = cot 9,

sendo assim possivel utilizar a relacdo (2.14) para se obter as equacgdes de Einstein no
vacuo dadas por (3.3). As tnicas equagdes diferentes de zero sao

Ryt = r(6,a)? + 20,a — rd,ad,B + rofa = 0, (3.7)
R, = —(8,a)* + 2(9;5 + 8,0, — &a =0, (3.8)
Rgp = e #(ro,f —ro,a—1)+1 = 0. (3.9)

Mesmo que a equagdo dada para Ry, seja diferente de zero, ela ¢ omitida pois €
multipla de Rgg (devido a simetria esférica), o que ndo concede informacdo adicional
ao sistema de equagoes.

Dividindo a equagdo (3.7) por r e somando com (3.8)

8pct + 0,8 = 0, (3.10)

que diretamente implica em a = —f + ¢, onde ¢ é a constante de integracdo. Ou seja
a métrica (3.4) ficaria da seguinte forma

ds? = e e %d? — e?Bdr® — r?dQ?, (3.11)
redefinindo a coordenada temporal tal que dt — e~ °dt, chega-se em
ds® = e #dt? — e®dr® — r?dQ?, (3.12)

que implica
a=—p. (3.13)

Utilizando este fato, a equacdo (3.9) é simplificada

e®2ro,a+1) =1,

o, (ne%) — 1, (3.14)

e integrada
e’ =1 — =, (3.15)

tal que R, é a constante de integracdo.
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Como a solucdo de Schwarzschild deve representar o espago-tempo fora de uma
estrela ou planeta, é necessdrio encontrar o limite de campo fraco quando r — oo.
No limite Newtoniano tem-se gy = (1 + 2®), com & = —Gm/r e pode-se fazer a iden-
tificacdo que Ry = 2Gm, que é conhecido como Raio de Schwarzschild. Finalmente,
a métrica de Schwarzschild é dada por

1
ds? = <1 _ Qim> dt? — <1 _ 23m> dr? — p?dQ2. (3.16)

Como explicado, foi escolhido o sistema de coordenadas tal que r é a coordenada
radial onde r = 0 é o centro da 2-esfera, porém esta ndao é uma condicdo necessdria.
A métrica (3.4) pode ser re-escrita de uma forma mais geral como se segue

ds? = e*dt? — ?Pdu? — W gQ?, (3.17)

onde existe uma liberdade de calibre vinculando as fung¢des a, e 7. O exemplo
mais claro sdo as coordenadas de Schwarzschild, que foram anteriormente utilizadas,
tais que u = r e v = Inu. Contudo, outras opcdes sao possiveis como o calibre
harmonico, identificado por y(u) = 2a(u) +B(u) que é conveniente para a solugdo com
problemas envolvendo campos escalares e o calibre quase-global, onde a(u) = —7y(u),
util para descrever solucdes de buracos negros em ambos lados dos horizontes.

3.1.1 Teorema de Birkhoff

Um dos pressupostos para a deducdo da métrica de Schwarzschild foi do espago-
tempo ser estdtico, entretanto é interessante ver o que aconteceria se essa condicao
ndo fosse obedecida, mas mantendo a simetria esférica. A métrica (3.4) seria entdo

ds? = e2trq? — eXtriqp? — p2d Q2. (3.18)
O processo ¢ o0 mesmo de antes, primeiro calcular as conexdes
Il = 8, Il = o.a, It = e?f25p,
f = e**Pa,B, I = 0B, I =8B,
o, % , - e, re - % ’ (3.19)

b6 = —re #sin”#, ng) = —sinfcosb, Fg’d, = cotf,

e entdo o tensor de Ricci para utilizar (3.3)

Ry = r(8,a)? — 0,al(rd,B —2) + r |a + e®F~9(8,a0,8 — (8,8)* — 8°B)| =0, (3.20)

Ry =0, =0, (3.21)
R,, = 8,a0,8 — (0,a)* + 26:0—5 — Pa+ e®PN B + (0,8)* — B1adB) = 0, (3.22)
Rep = e (o, —ro,a—1)+1 =0. (3.23)

Facilmente é observado que além das equacgdes terem se tornado mais complexas,
apareceu o termo Ry, dele conclui-se que 8 independe do tempo. Com isto, e tomando
a derivada temporal de (3.23), chega-se em

8,0, = 0. (3.24)



CAPITULO 3. BURACO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 12

Entdo, pela equacdo anterior, a pode ser escrito da seguinte forma
a = f(r) + g(t). (3.25)

Com as restricdes obtidas para as duas varidveis, muito similar ao caso estatico, a
métrica pode ser escrita como se segue

ds? = eFlle20liq? — ?Priqp? — p2dQ?, (3.26)

dessa forma é possivel redefinir a coordenada temporal tal que dt — e9/dt, tornando
a métrica anterior da seguinte forma

ds® = eZMdt? — e*rdr? — r2dQ?, (3.27)

onde mais nenhum termo possui dependéncia temporal.

Aqui vale a pena parar e notar o que este resultado representa. Mesmo que a
hipdtese da estaticidade fosse descartada desde o inicio, ainda se chegaria em (3.27),
que necessariamente resultaria na solugdo (3.16). Assim é possivel enunciar o teo-
rema de Birkhoff da seguinte forma: qualquer solu¢do das equacbes de Einstein
no vdcuo de um espago-tempo simetricamente esférico e assinfoticamente plano é,
obrigatoriamente, estdtica e univocamente dada pela métrica de Schwarzschild.

Este teorema implica que se um objeto, estdtico e esfericamente simétrico, estiver
em equilibrio instdvel e sofrer uma perturbacao simetricamente esférica fazendo-o
colapsar radialmente (como uma super nova, por exemplo), a métrica externa ainda
serd dada por Schwarzschild. Também pode ser visto como anélogo ao fato de a lei
de Coulomb ser a Ginica solucdo esfericamente simétrica das equagdes de Maxwell no
vacuo.

3.1.2 Singularidades

Diretamente olhando para (3.16) pode-se ver que existem dois pontos onde a mé-
trica diverge: em r = 0 e r = 2GM. Porém, as componentes da métrica sdo depen-
dentes do sistema de coordenadas adotado, entdo é plausivel pensar que na verdade
algumas dessas singularidades seja uma simples ma escolha de coordenadas. Pode-
se interpretar que quando a curvatura diverge, se torna infinita, cria-se um ‘buraco’
na variedade, tornando essa regido mal definida e este fato independe do sistema de
coordenadas utilizado. Sendo assim, serd utilizado escalares de curvatura para definir
singularidades nos espagos-tempos, pois eles ndao dependem do sistema de coordena-
das considerado.

Pode-se construir uma variedade de escalares derivados do tensor de Riemann, o
mais simples é o préprio escalar de Ricci. Entretanto ele ja é obrigatoriamente zero
para qualquer solucdo no vdcuo, como visto em (3.2), entdo é necessdrio analisar algum
outro escalar. E importante lembrar que ndo basta o ponto ndo divergir em somente
um escalar, ndo pode ocorrer em nenhum escalar de curvatura ou, necessariamente,
a singularidade ndo é de coordenadas. Por simplicidade, serd mostrado somente o
segundo escalar mais comum, o escalar de Kretschmann, definido da seguinte forma

K = R¥P"Rp,5, (3.28)
quando calculado para a métrica de Schwarzschild, possui o seguinte resultado

48G*M?

K =

(3.29)
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Ele também pode ser calculado pela forma de suas componentes, dados por

K = 4K} + 2K + 2K2 + K3)

K; = -R,",

Ky = =Ry = —Ry,", (3.30)
Ks = =R,g"" = =R,

Ky = —Rg,".

Claramente r = 0 é um ponto divergente, ele recebe o nome de singularidade real
ou fisica. J4 o ponto r = 2GM néo apresenta problema algum e é nomeado como sin-
gularidade aparente ou de coordenadas, que no caso da métrica de Schwarzschild,
como serd visto adiante, esta regido coincide com o horizonte de eventos'.

As referéncias [352] e [3] deixam claro que a definicdo de singularidades nao é
tdo trivial. Em contraste com as outras teorias fisicas, as quais assumem a priori a
variedade e a métrica, tornando possivel a identificacdo de ‘onde e quando’ um evento
ocorreu no espaco-tempo, a relatividade geral busca a prépria estrutura do espaco-
tempo, composta pela variedade e a métrica. Entdo a singularidade da solugao de
Schwarzschild nao € considerada parte da variedade, ou seja, ndo é um ‘lugar’ ou
possui um ‘tempo’.

Embora algum embasamento tedrico mais profundo ja exista, como os teoremas
de singularidade de Penrose-Hawking [33], neste trabalho serd considerado singu-
laridades as regides que divergem nos escalares de curvatura, como foi discutido
previamente.

Singularidades nuas

A solucdo que foi estudada até entdo apresenta a existéncia de uma singularidade
no centro coberta pelo horizonte de eventos, isto é, um observador fora da regido do
horizonte nunca pode ver o que hd dentro, a singularidade. Entretanto, solu¢des de
relatividade geral para buracos negros carregados (solu¢do de Reissner-Nordstrom)
ou girando (solugdo de Kerr), em alguns casos, mostram uma singularidade que nao
apresentam essa caracteristica, implicando que um observador poderia ver essa sin-
gularidade a distancia. Dai o nome singularidades nuas.

Em 1969, Roger Penrose discute mais abertamente esse problema [54] dizendo até
que ‘talvez seja a pergunta mais fundamental ndo respondida pela teoria do colapso
relativistico: existe uma ‘censura césmica’ que proibe a existéncia de singularidades
nuas (..)?. Mesmo que ndo de uma maneira muito formal, foi enunciada a conjectura
da censura césmica dizendo que nao deve existir singularidades nuas em objetos
reais.

Nos dois casos citados a cima € natural assumir que a solucdo é nao-fisica, pois
necessitaria um buraco negro carregado onde Q > M ou girando de tal maneira que
J > M, ou seja, a maior parte da energia do buraco provém da energia do campo
elétrico ou de rotacdo, que é no minimo estranho. Uma forma facil de resolver esse
problema é dizer que num colapso gravitacional real esse tipo de solucdo ndo deva
aparecer [2] e a conjectura estaria se mostrando correta.

Bom notar que estd se falando de ‘ponto’ aqui pois se estd imaginando uma linha com 6 e ¢
constantes sé deixando o raio r variar, mas o mais correto seria pensar em uma hiper-superficie para
r = 2GM.
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O problema é que existem casos onde singularidades nuas aparecem de maneiras
mais plausiveis fisicamente [35]. Exemplo disso é descrito por um buraco negro
inicialmente regular que evolui para uma singularidade nua com o acréscimo de um
fluido eletricamente carregado [36]. Um segundo exemplo ocorre onde uma estrela
esfericamente simétrica, porém com a regido externa ndo sendo considerada vdcuo
devido a radiacdo que ela emite, desenvolve a singularidade nua quando o colapso
gravitacional ocorre de forma mais lenta [37] .

E importante ressaltar que a conjectura de Penrose continua ndo provada sendo
muito debatida na literatura.

3.1.3 Horizonte de eventos

Ja foi mostrado que r = 2Gm ndo representa uma singularidade real, mas sim de
coordenadas, porém nao foi explorado o que de fato ela representa. Por direta andlise
da métrica (3.16) vé-se que sua assinatura muda de (+ — ——) para (— + ——) quando
r < 2Gm, ou seja, a coordenada temporal torna-se radial, e vice-versa. Sendo assim,
ja fica claro que regides com naturezas diferentes sdo divididas por este raio.

Para estudar a estrutura causal deste espaco-tempo, calcula-se as curvas radiais
nulas para 6 e ¢ constantes

1
cm2=<1—23m>dﬂ—<1—23m> dr? = 0, (3.31)

algebricamente manipulado para obter

dt 2Gm\ r
$=i@— P> =i@tﬁ%) (3.32)

A equacdo (3.32) mede a inclinacdo dos eixos dos cones de luz em um plano t-r. A
longas distdncias, tem-se

r — 00, entdo a5 +1, (3.33)
caracterizando uma angulacdo de 45° entre os eixos dos cones de luz, que é uma
propriedade do espaco-tempo de Minkowski. Entdo, como esperado, muito longe do
objeto o observador estd localizado em um espago plano. Entretanto,

r — 2Gm, entao — — %00, (3.34)
r

que pode ser interpretado como os cones de luz se fechando ao se aproximar desta

regido (figura 3.1). Ou seja, nesse sistema de coordenadas aparenta que um observador

nunca conseguiria atravessar a superficie delimitada por r = 2Gm por conta desta

divergéncia.
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Figura 3.1: Diagrama demonstrando os cones de luz fechando-se ao se aproximarem
de r = 2Gm. Fonte: Figura 11.10 da referéncia [1].

J& que r = 2Gm nao representa uma singularidade real, é desejdvel escrever a
métrica de Schwarzschild em um outro sistema de coordenadas onde é possivel fazer
a transicdo para além desta regido de forma suave. Para isso resolve-se a equagao
(3.32) obtendo

r
2GM

=+ r+QGM1n< —1)} L C, (3.35)

tal que C é a constante de integragdo. Isto é tutil pois agora a relagdo (3.32) torna-se

dt
dr*

_1, (3.36)

onde definiu-se a coordenada tartaruga como

r* EP+QGMln<2(§M —1). (3.37)

Nessa nova definicdo de coordenadas, a relagdo (3.35) torna-se muito mais clara
t=4+r"+C. (3.38)

Na equagao (3.38), quando escolhe-se o sinal positivo é uma geodésica radial nula
de saida e com o sinal negativo de entrada. Em termos dessa nova coordenada a
métrica pode ser exposta da seguinte maneira

ds® = <1 — QGTM> (dt? — dr*?) — r?dQ?, (3.39)

onde claramente r depende de r* implicitamente. Neste sistema de coordenadas
quando

r — 2Gm, tem-se r* — —oo, (3.40)
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ou seja, ainda ndo é possivel fazer a travessia para o outro lado do raio de Schwarzs-
child.
Mais uma mudanca de coordenadas é feita

v=t+r" (3.41)

transformando a métrica em

2Gm
r

ds® = <1 — > dv? — 2dvdr — r?dQ?. (3.42)

Este novo sistema de coordenadas chama-se coordenadas de entrada de Eddington-
Finkelstein e sdo definidas de tal forma para que v seja constante ao longo de geo-
désicas radiais nulas de entrada devido a equacdo (3.38).

Finalmente consegue-se ultrapassar a regidao problematica de r = 2GM mas com
um porém, os cones de luz estao se fechando e inclinando na direcao da singularidade
pois

dv { 0, (entrada) (3.43)

dr ~ |2 (1- @)_1, (saida)

que levam ao grdfico 3.2. Entdo, o fato de nem a luz conseguir fugir de dentro
desta regido estd intrinsecamente ligado a estrutura causal da métrica que faz todo
futuro possivel de qualquer trajetdria tipo-tempo, para particulas massivas, ou tipo-
luz, para particulas ndo massivas, estar fadado a chegar em r = 0. E é isto que
estd por trds da mudanca de natureza das coordenadas t e r quando se atravessa o
raio de Schwarzschild. Somente agora pode-se deixar explicito o motivo dessa regido
se chamar de horizonte de eventos: esta hiper-superficie representa a fronteira de
todos os eventos que podem ser observados por um observador externo.

v = constant

r=10 r=2GM

Figura 3.2: Grdfico nas coordenadas de Eddington-Finkelstein demonstrando os co-
nes de luz se direcionando, e fechando, a singularidade. Fonte: Figura 5.10 da refe-
réncia [2].
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3.1.4 Extensao maxima

Com todas essas mudancas de coordenadas feitas até entdo, conseguiu-se descre-
ver a métrica de Schwarzschild para todo o r, mas isso ndo quer dizer que seja o
sistema de coordenadas que cubra toda a variedade. Kruskal e Szekeres, [58], con-
seguiram obter tal coordenada dada pela seguinte mudanca de varidveis

_ r V2 aem t
T‘(QGM 1> e sinh | 7587 )

(3.44)
_(_T V2 risam t
R- (5gp 1) e oosh ( 7557)-
Agora a variavel r(T, R) é definida implicitamente pela seguinte expressao
22 _ __r r/2GM
T2 R (1 2GM>e , (3.45)
fazendo a métrica (3.16) tornar-se

32G M

ds? = Z=——— e "26M(qT? _ dR?) — p2d?, (3.46)

r

que claramente sé possui divergéncia em r = 0.
Nesse sistema de coordenadas € possivel notar que existem ndo duas, mas sim
quatro regides disponiveis, como segue-se na figura seguinte

.
L_. v t= coysiunt

r= constant

Figura 3.3: Diagrama representando o espaco-tempo de Schwarzschild nas coorde-
nadas de Kruskal. Fonte: Figura 6.9 da referéncia [3].

A regido I é claramente o espaco-tempo de Minkowski, totalmente plano, isso
quer dizer que o observador nesta regiao nao atravessou o horizonte de eventos, com
r > 2GM. J& na regido Il qualquer linha de mundo do tipo-luz necessariamente
chegara na singularidade em r = 0O, impossivel sair dessa regido apds entrar nela,
entdo ela representa observadores que ultrapassaram o raio de Schwarzschild e estao
fadados a cair na singularidade. A regido III apresenta caracteristicas um pouco
exodticas. Qualquer observador que estd dentro desta regido precisa ter nascido 14,
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pois é impossivel a entrada para qualquer observador localizado em outra regido,
além de obrigatoriamente ser expelido. Assim, pode-se ver que esta regido € o oposto
temporal da regido II, o oposto do buraco negro, dai o nome buraco branco. A
regido IV seria um outro universo com a estrutura de Minkowski, porém totalmente
inacessivel para qualquer um que esteja na regiao I.

A extensdao mdaxima é um artificio matemadtico para poder cobrir toda variedade
de Schwarzschild. Como o buraco negro é consequéncia do colapso gravitacional de
uma estrela, é plausivel considerar que as regides III e IV, que ndo apresentam uma
realidade fisica, devam desaparecer durante o surgimento do buraco negro.

3.2 Diagrama de Carter-Penrose

O diagrama de Kruskal simplifica muito a compreensao da estrutura causal da
solucdo como um todo. Entretanto, para a andlise de métricas mais complexas, &
util construir um diagrama onde toda a solucdo estd confinada em uma regiao finita.
Este diagrama é chamado de diagrama de Carter-Penrose, devido aos trabalhos
independentes ([39] e [40]) feito por ambos pesquisadores nos anos 60.

Para exemplificacao, pode-se considerar a métrica de Minkowski em coordenadas
esféricas da seguinte forma

ds® = dt? —dr? — r’dQ*. (3.47)

Aqui ja é claro que os cones de luz possuem 45° em todo o espacgo. Evidentemente
tem-se os seguintes intervalos para as coordenadas temporal e radial —co <t < oo e
0<r <o

Muito similar & mudanga de coordenadas feita em (3.41) faz-se

u=t-r, v=t+r, (3.48)

para se obter coordenadas do tipo nulas, onde os intervalos para as novas coordenadas
mudaram, tais que —oco < u < 0o, —00 < v < 0o e u < v. Nessa coordenada o raio

esférico é dado por r = %(V — u) e a métrica torna-se
2 1 2 1052
ds” = dudv — Z(V —u)*dQ”. (3.49)

Para trazer os infinitos a pontos finitos, usa-se a funcdo arco-tangente
U = arctanu, V = arctanv, (3.50)

tal que seus intervalos agora estdo limitados por —1/2 < U < /2 e —7/2 < V < 71/2
onde U < V. Nessa nova coordenada tem-se as seguintes relacdes

2dUdV sin?(V — U)
dudv = ————, —u)ft = —————~, 3.51
UV = os? Ucos? V v=u) cos? Ucos? V (551)
transformando a métrica (3.49) em
1
ds?® (4dUdV — sin®(V — U)dQ?). (352)

" 4cos?Ucos?V
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Assim a métrica ja foi colocada em uma forma um tanto sugestiva, mas pode ser
ainda mais simplificada fazendo

T=V+U, R=V-U, (3.53)

agora com os intervalos dessa nova coordenada sendo 0 < R < e [T|+ R< . Ea
métrica é escrita da seguinte maneira

ds® = (T, R)(dT? — dR? — sin® RAQ?), (3.54)

definindo
w” = (cos T + cosR) 2. (3.55)

Para fazer uma andlise, escreve-se as coordenadas (T, R) em termos de (t,r)
T = arctan(t + r) + arctan(t — r), R = arctan(t + r) — arctan(t — r), (3.56)

entdo os seguintes limites podem ser vistos

tlimT=1imR=7T, 1imT=tlimR=O,
lim T=tlim R =0, ltirrO1T=lingR=O,
tlim T = —m,

deixando claro que nessas coordenadas os intervalos estao todos delimitados por uma
regido triangular. Com isso é possivel fazer o diagrama de Carter-Penrose, como
segue na figura 3.4.

Figura 3.4: Diagrama de Carter-Penrose para o espago-tempo plano de Minkowski.
Fonte: Figura 17.9 da referéncia [4].

Nele, fica claro que novos nomes foram dados a certas regides

e i’ = infinito espacial: ¢ um ponto onde todas as linhas tipo-espago se originam
e se encontram no futuro infinito,

e /i~ = futuro/passado infinito temporal: também sdo pontos, porém agora in-
dicando onde linhas tipo-tempo se encontraram no passado infinito ou se en-
contrardao no futuro temporal,
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e 9t/9~ = futuro/passado nulos: ndo sdo mais pontos, mas sim linhas (mais es-
pecificamente hiper-superficies) nulas. Todas as geodésicas nulas comegam em
9~ e terminam em 9.

Além da facilidade de ver todo espago-tempo contido em um plano, os diagramas
de Carter-Penrose possuem uma outra propriedade util: eles mantém toda estrutura
causal da métrica. Isso ndo é mera coincidéncia, a equagdo (3.54) mostrou que a
métrica pode ser escrita da seguinte forma

ds®? = w?d3?, (357)

0 que caracteriza uma transformacdo conforme, a qual sempre possui essa propri-
edade ,onde w” é chamado de fator conforme”. Com isso esse diagrama também
pode ser chamado de diagrama conforme.

Um processo muito similar a esse, com as mesmas mudancas de varidveis inclusive,
pode ser feito com a métrica Schwarzschild, utilizando as coordenadas de Kruskal,
para obter a figura 3.5.

= r=0

Figura 3.5: Diagrama de Carter-Penrose para a métrica de Schwarzschild. Fonte:
Figura 5.16 da referéncia [2].

Como discutido na secdo anterior, as 4 regides da extensao mdxima de Kruskal estdao
presentes neste diagrama, porém delimitados em um plano finito.

Esse procedimento serd muito necessario mais a frente onde outros diagramas
serdo feitos para métricas ainda mais complexas.

3.3 Gravidade superficial e a temperatura de um bu-
raco negro

A gravidade superficial é a medida da aceleracdo de uma particula na regido do
horizonte de eventos. Classicamente, na mecanica Newtoniana, ela é representada
pela letra g, aqui serd utilizada como K.

Para um buraco negro estdtico qualquer, ela pode ser calculada com a seguinte

formula [41]
1
K = §6Fgm/ —gltgrr , (3.58)

Ihorizonte

“Mais detalhes no apéndice A.
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que para a métrica de Schwarzschild, sob a superficie do horizonte de eventos, é dado
por
K= .
4GM
Isto &, a aceleracao que uma particula teste sofre no horizonte de eventos é constante
e inversamente proporcional a massa do buraco negro.
Ja a drea desta regido é dada pela seguinte férmula, como enunciada em [42],

(359)

7T 27
A= [ a0 [ gguade, (5.60)
0 0
que mais uma vez, para o caso de Schwarzschild, tem-se
A = 167G*M?. (3.61)

Onde facilmente é visto que a drea do horizonte de eventos do buraco negro é dire-
tamente proporcional a sua massa.

Para a surpresa de todos, Hawking mostra [43] que utilizando a teoria quantica de
campos em espagos-curvos na métrica de Schwarzschild, devido a criagdo e aniquila-
cao de pares particulas e anti-particulas proximo ao horizonte, obtém-se uma radiacdo
relacionada ao buraco negro que pode ser observada. Esta radiacdo, que ainda nao
foi detectada experimentalmente, é chamada de radiagdo Hawking. Neste mesmo
trabalho ele consegue uma expressao para a temperatura do buraco negro dada por

_ hK
 Oskge’

(3.62)

Com esta férmula e (3.59) vé-se que a temperatura de um buraco negro aumenta com
o decréscimo de sua massa total. Isso deu muito suporte ao desenvolvimento tedrico
elaborado por Bekenstein e Hawking um pouco antes sobre as leis da termodinamica
dos buracos negros, onde jd haviam indicios que a temperatura do buraco negro e

a area do seu horizonte de eventos deveriam estar relacionadas de alguma maneira
[44].



Capitulo 4

Buraco Negro em Teorias
Escalares-Tensoriais

4.1 Buraco negro na teoria de Brans-Dicke

Theodor Kaluza publica em 1921 um estudo da relatividade geral com uma di-
mensdo espacial a mais, ou seja um espacgo-tempo de 5 dimensdes, na tentativa de
uma teoria que unificasse a gravitacdo com o eletromagnetismo [45]. Devido a si-
metria do tensor métrico, ele agora possui 15 componentes independentes. Kaluza
chega em uma solugdo e nota que 10 dessas componentes sdao da prépria gravitagcao
quadri-dimensional einsteiniana, 4 sdo identificados como o potencial vetor e escalar
do eletromagnetismo e na ultima componente aparece um termo que depende da
constante gravitacional G, dando uma primeira suspeita de que ela deva variar [46].

A questao sobre nao se observar a quinta dimensdo era colocada de lado, e Kaluza
simplesmente exigia que todas as derivadas com respeito a coordenada da quinta
dimensdo fossem nulas'. Isto &, por condicdes desconhecidas, a fisica acontece em
uma hipersuperficie 4D dentro de um universo mais geral 5D.

Logo em seguida em 1926, Klein ajuda a resolver um pouco o problema tendo a
idéia de compactificar esta dimensao a mais [47]. Essa teoria é atualmente denominada
gravitacdo ou teoria de Kaluza-Klein® [48].

Na década seguinte, mais exatamente em 1937, Dirac [49] nota uma certa coinci-
déncia no valor da composicdo de certas constantes fundamentais®. Uma das formas
que isso pode ser mostrado é da seguinte maneira [50]

¢z M,

o 41
G~ R (4.1)

tal que R, e M, sdo o raio e a massa do universo observavel respectivamente. Isto,
mais uma vez aponta na direcdo que G ndo é uma constante universal como se pen-
sava.

Entdo, em 1945, Jordan trabalha na teoria de Kaluza-Klein a re-interpretando como
um espaco-tempo quadri-dimensional e que é devido a um outro campo escalar que

! Atualmente esta condigdo se chama ‘condigdo cilindrica’.

20 termo ‘teoria de Kaluza-Klein’ deveria ser utilizado somente para modelos onde assume-se a
condicdo cilindrica e dimensdo compactificada. Porém popularizou-se utilizar o termo para qualquer
teoria de dimensdes superiores sejam as dimensdes extras reais ou compactificadas.

Atualmente conhecido como ‘coincidéncia dos grandes nimeros.
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a constante de Newton sofre variacdo [51]. Ou seja, pela equagao anterior, comeca a
se procurar por algo como
O¢ = p. (4.2)

Em outras palavras, 1/G pode ser a prdpria varidvel que satisfaz uma equacdo de
campo onde a massa ¢ a fonte.

Como a presenca de campos vetoriais ndo-massivos, campos elétricos e magnéti-
cos, ndo impedem a existéncia de buracos negros, vide solugao de Reissner-Nordstrom
e Kerr-Newman, fica claro que faz sentido estudar também buracos negros com um
campo escalar ¢ adicional.

41.1 Equagdes de campo
Re-interpretando 1/G = ¢ na densidade de lagrangiana de Einstein-Hilbert (2.18)

£ /7T [ (R + L0, 0,6)| (43

onde Ly, que ¢ a lagrangiana devido ao campo ¢, foi adicionada pois deseja-se obter
uma equacao de campo para ¢ também e foi considerado L,, = 0 pois procura-se uma
solucdo de vdcuo. E natural buscar uma equacdo que seja de segunda ordem, por isso
deve depender de sua derivada.

Visto que ¢ é um campo escalar, aparenta natural escolher

Ly = wBehd"d, (4.4)

que resultaria em uma equacao de onda para ¢ com R sendo a fonte. Entretanto a
constante de separacdo w, que é chamada de constante de Brans-Dicke, precisaria
ter as mesmas dimensdes de G, que € exatamente o que a teoria deseja substituir.
Desta maneira forca-se que esta nova constante seja adimensional e a forma mais
simples de implementar isso € fazendo a seguinte escolha

o MoTon
Lo — 08T (45)
¢
e com isso é possivel definir a densidade de lagrangiana de Brans-Dicke por
foMoYou
L = V=7 [9R+w G0 (46)

J& sabe-se que a gravidade é acoplada com toda fisica, isto é, ndo hd algo que nao
sofra interacao gravitacional. Entdo com o acoplamento direto do campo escalar com
a geometria, ¢R, pode-se dizer que em algum sentido ¢ também é universalmente
acoplado [46].

A lagrangiana anterior estd descrita no referencial conforme de Jordan e ela
pode ser simplificada indo para o referencial conforme de Einstein, onde o termo
oR se separa facilitando a resolucdo das equacgdes. Apds efetuada a transformacao, a
densidade de lagrangiana torna-se*

Lip =V ~G(R + €8,60°9), € = sign(w + 3/2), (4.7)

“Para mais detalhes, ver o apéndice A
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de tal forma que o campo escalar foi redefinido da seguinte maneira

~ 3+ 2w

In ¢. (4.8)

Entdo € + 1, quando possui sinal negativo tem-se o chamado campo fantasma®.

Como feito para as equacdes de Einstein, agora € necessario adquirir as equagdes
de campo derivadas da lagrangiana (4.7). Primeiramente faz-se a variagdo da acdo
para o campo métrico gh”

6S _/
ogHy B

Mais uma vez utiliza-se as relagdes (2.20) e aplica-se o principio da minima agao para

obter
6S B /
ogHy B

O trago do integrando anterior é

dx. (4.9)

N . 5q°F
Sgin (R + €0,00%¢) + /— <6 w,+€aa¢aﬁ¢5 uv>

1
Ry — quvR - gguvaa‘baad’ + €0,$0,¢| d*x = 0. (4.10)

R = —€8,08°9, (4.11)

que é substituido de volta em (4.10) para se adquirir a equagdo de movimento do
campo gy
R,, = —€0,¢0,¢. (412)

Efetuando a variacdo (4.7) em relacdo ao campo escalar ¢, o Gnico termo que
depende dele é

g§=€/m @if@} T (4.13)
. / Oq S;ﬁ%) B %m} _o. (414)

O primeiro termo da equacdo anterior ¢ um termo de fronteira, assim pelo teorema
de Stokes ele torna-se zero. Com isso a equacdo do campo escalar é dada por

O = 0. (4.15)

Nota-se que (4.15) é uma equacdo do tipo Klein-Gordon ndo-massiva.

4.1.2 Campos fantasmas

Observagdes mostram que a expansdo acelerada do universo é causada devido
um tipo de energia peculiar, energia escura. Uma forma consistente de descrever
isso é utilizando campos escalares auto-interagentes com energia cinética negativa,
escalares fantasmas [52], que para solugdes estdticas e simetricamente esféricas na
teoria de Brans-Dicke, as solucdes adquiridas sdo do tipo anti-Fisher, como serdo
devidamente apresentadas. Tal descricdo viola todas as condi¢cdes de energia, mas a

50 tilde, marcando o referencial de Einstein, serd suprimido de todas as componentes daqui em
diante.
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possibilidade de que matéria fantasma esteja ligada de alguma forma com o nosso
universo atual deve ser levada a sério ([53]-[54]).

Existem outras razdes tedricas para aceitar esse tipo de campo, visto que eles
aparecem naturalmente em alguns modelos de teoria das cordas, super-gravidade e
teoria com mais de 11 dimensdes como teoria-F e em algumas teorias de Kaluza-Klein
[26].

Classicamente, campos fantasmas apresentam problemas quando um campo fan-
tasma (cldssico) interage com outro campo (cldssico) usual, causando instabilidades
tais que seria possivel ceder energia arbitrariamente alta a qualquer outro campo.
Porém esta instabilidade desaparece quando o potencial de interacao é nulo [55]. Ja
no regime qudantico, essa possivel troca desenfreada de energia desencadearia a cri-
acdo de pares particulas e anti-particulas de maneira descontrolada, o qual nunca foi
observado causando uma séria duvida sobre a existéncia desse tipo de campo. As-
sim, uma possivel forma de desviar deste problema, seria supor que o campo escalar
possa ser considerado um campo efetivo vindo de uma teoria com energia positiva
(52]-[561-[57]).

A maior objecdo contra campos fantasmas é que um campo com energia cinética
negativa pode produzir particulas e anti-particulas de forma desencadeada de acordo
com a teoria quantica de campos, entretanto nada disso foi observado até entdo, o
que causa uma séria duvida sobre a existéncia deles. Assim, uma possivel forma de
desviar deste problema, seria supor que o campo escalar possa ser considerado um
campo efetivo vindo de uma teoria com energia positiva ([52],[56] e [57]).

Mesmo que os campos fantasmas ndo sejam um objeto tedrico bem compreendido
ainda, eles sdo importantes pois podem levar a modelos ou predicdes de interesse que
possam ser obtidos posteriormente de maneira menos exética.

4.1.3 Solucodes de buraco negro

Com as duas equagdes de campo obtidas, (4£.12) e (4.15), resta escrever as equagoes
de movimento. Visto que o objetivo é estudar buracos negros utiliza-se a métrica
estdtica e esfericamente simétrica dada por

ds? = e t? — ?duigy? — e gQ?, (4.16)

tem-se suas equagdes de movimento, aplicando (4.12) e (4.15), da seguinte forma

€

e? P 1 oq'B —3R? — 9’ = §¢’2, (4.17)
% 1 g7 128y = =67, (418)

/ /! / / / ! /! 17 6 /!
B+ By + 7" —dB +y)+ B+ = —59", (4.19)
" =¢'la’ =28 -7) =0, (4.20)

onde a varidvel com linha denota a derivada em relacao a coordenada radial u. As
equagdes (4.17 - 4.20) sdo de dificil resolugdo da forma que estdo apresentadas, para
ajudar lembra-se que existe uma liberdade de calibre. Neste caso escolhe-se o calibre
harmonico onde existe a seguinte relacdo entre as coordenadas

alu) = y(u) + 2B(u). (4.21)
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Sendo assim o sistema de equacdes anteriores torna-se

27+ 4 BB + 29) — 2B = gd)’Q, (4.22)
—e27B) 4 BB+ 29/) = gqs’?, (4.23)

/ / ! /7 17 6 /!
BB +27)+ B + 7" = 54", (4.24)
¢ = 0. (4.95)

Facilmente (4.25) pode ser integrada duas vezes para obter o comportamento do
campo escalar
¢ = Au + ¢o, (4.26)

com A e ¢y sendo as duas constantes de integracdo.
Somando (4.22) com (4.24), tem-se

B’ — o =P, (4.27)

e subtraindo (4.22) de (4.23) a seguinte relagao é obtida

B’ = e?F+), (4.28)
Utilizando (4.28) em (4.27)
v" =0, (4.29)
que pode ser resolvida para obter
v = Bu + 9. (4.30)

Utilizando a equagdo (4.28) com (4.29), a seguinte expressdo é obtida
(B +7) = e, (4.31)
a qual pode se fazer a seguinte substituicdo de varidveis
x=FL+7, (4.32)

e a equacao pode ser desenvolvida como se segue,

x" = e’ (4.33)
x'x’ = e*x/, (4.34)
x'? 1, o
au <7> = §aue ) (435)

que integrando, com k? sendo a constante de integracdo, resulta
x? —e* = k% (4.36)

E necessdrio resolver essa equacao diferencial para os trés valores diferentes da cons-
tante k?, quando k? = 0, k? > 0 e k? < 0, os quais serdo desenvolvidos separadamente
a seguir.
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i)k?>=0
Neste caso a equacdo € desenvolvida da seguinte maneira
x' =e", (4.37)
e *dx = du, (4.38)
que integrando resulta em
x(u) = —In[—(u + C)]. (4.39)

Como u é a coordenada radial e C é s6 uma constante de integracao, é possivel
redefinir uma nova coordenada radial que é simplesmente transladada por C e no
sentido oposto, isto é, 1 = —(u+C). Porém, por simples notacdo, essa nova coordenada

serd chamada, de novo, de u, ou seja
x(u) = —In(u)
ou, de uma forma mais sugestiva

et =e P =y,

Como ja se conhece o comportamento de y pela relagdo (4.30), escreve-se

—2y —2y
oa _ € o _ €
e - 4’ e = 9
u u
ii) k2 > 0
A equacdo diferencial, é re-escrita como
x' = VEk2 4 e,
dx
= kdu.

V1+ S

Assim, faz-se a seguinte mudanca de varidveis

eI

Vo= — logo, dv = vdx,
k
fazendo (4.44) se simplificar da seguinte forma
dv
— = kdu.
vV 1 + v?

Mais uma substituicao de varidveis é necessaria,

v = sinh 0 logo, dv = cosh 6d6

—k/du

k(u + C),

tornando (4.46) em

tanh < > -

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
(44k)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
(4.49)

(4.50)
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Lembrando da seguinte relacao trigonométrica hiperbdlica,
0 sinh 6
h{=]=—— 451
fan <2> 1+ cosh6 (51)
continua-se o desenvolvimento de (4.50),
sinh 0 k(uC)
— =" 452
1+ coshf (452)
sinh 0 = e*+C) 4 ekurCleosh g, (4.53)
e*+Cl cosh 6 = sinh O — e*U+¢), (4.54%)
e?+Cl cosh? § = sinh? O + e2U+C) — 2eku+Clginh g, (4.55)
no termo da esquerda utiliza-se
cosh?6 — sinh?6 = 1, (4.56)
isto &,
e?kurC) o o2ku+Clginh? § — sinh? O + e2*U+C) — 2eku+Clginh g, (4.57)
e?*rCl sinh 6 = sinh O — 2e*U+C), (4.58)
. 2€k(u+C)
Slnh 9 = —W, (459)
1
sinhf = —— : (4.60)
sinh [k(u + C)]
Voltando as varidveis originais com (4.45) e (4.47),
0B _ gt _ _sinh [k(u + C)] _ sinh [—k(u + C)] | w6)
k k
Como feito no caso anterior, redefine-se a coordenada radial 1 = —(u + C) que por
notacdo serd chamada, mais uma vez, de u. Entdo
e B+ — e — k' sinh [ku]. (4.62)
Mais uma vez, calcula-se as seguintes relacdes
oa _ € TR o6 _ TR (4.63)
. A ’ . 0 . :
sinh*(ku) sinh?(ku)
iii) k2 < 0
A equacdo diferencial é re-escrita como
X' =V -—k?+ e, (4.64)
dx e ™
o o) = 400)
—x(
c du. (4.66)

V1 — k2e~2x -
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Faz-se a seguinte mudanca de varidveis

v =ke™, logo, dv = —vdx, (4.67)
tornando (4.66)
DY pdu (4.68)
V1 —v? ' .
Mais uma substituicao de varidveis é feita
v = sin0, logo, dv = cos 6d6, (4.69)
que entdo torna (4.68) em
/de — —k/du, (4.70)
0= —k(u+C), (4.71)

onde foi utilizado sin®6 + cos?0 = 1. Voltando as varidveis originais utilizando (4.67)
e (4.69)

arcsin(ke™) = —k(u + C), (4.72)
e sin[—k(u + C)]
_ : . (4.73)

Pela mesma redefinicdo da coordenada radial u feito anteriormente
e B+ — e — 7' sin(ku). (4.74)
De novo, calcula-se

—2y L4 —2v 1,2
e 7k e 7k
eQa _ GQB —

- sin*(ku)’ sin®(ku)’

(4.75)

Com os trés casos resolvidos, pode-se generalizd-los da seguinte maneira

k~'sinh(ku); k >0,
e B — sk, u) = { u; k=0, (4.76)
k~'sin(ku); k <O.

Ou seja, finalmente pode-se escrever a solugdo para a métrica (4.16)

e 2 < du?

2 _ 0742 _
ds” = e7dt s?(k,u) \ s?(k, u)

+ d§22> . (4.77)

Assume-se que u > O tal que u = 0 corresponde ao infinito espacial, onde a
métrica torna-se assintoticamente plana. Pela equacdo (4.30) nota-se que toda métrica
estd sendo multiplicada pela constante e**?, sendo assim ela pode ser englobada na
redefinicdo das coordenadas fazendo e?dt — dt, por exemplo. Percebe-se que no
infinito espacial, u — 0, a coordenada u se comporta como 1/r, ou seja

r=ef= 1, (4.78)
u
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entdo a constante B pode ser interpretada como —GM, onde M é a massa de Schwarzs-
child. Dessa forma se redefine

b =GM, (4.79)
para deixar a métrica da seguinte maneira
2bu duQ
ds? = e~?Pudf? — _° do? | . 480
s = s?(k,u) \ s?(k,u) - (480

Assim, utilizando (4.26) e (4.79) em (4.23), consegue-se a seguinte relagdo entre as
constantes b, k, e e A
2k%signk = 2b% + €A% (4.81)

Tomando a constante A — 0 é claramente visto que o campo ¢ torna-se constante
por (4£.26) e, consequentemente, retornaria a equacdo de Einstein no vdcuo sem campo
escalar devido a (4.12), fazendo assim a solugdo retornar a Schwarzschild.

Uma andlise mais profunda s6 é possivel especificando o valor de €. Fazendo um
paralelo as solugdes de de-Sitter e anti de-Sitter, onde a constante cosmoldgica A é
considerada positiva ou negativa, respectivamente, tem-se a solugao de Fisher [55],
€ = +1, e a solugdo de anti-Fisher [26], € = —1.

Solucao de Fisher

De acordo com a equagdo (4.81), vé-se que sé existe solugdo real para o caso
B > 0. A componente que acompanha o termo angular, dQ” em (4.80) vai a zero
quando u — oo, que corresponde a singularidade, isso quer dizer que o horizonte de
eventos desaparece e tém-se uma singularidade nua atrativa para m > 0 (ou b > 0)
ou repulsiva no caso em que m < 0 (ou b < 0).

O Unico caso possivel para a solucao de Fisher apresenta singularidade nua. Isso
quer dizer que em espagos-tempos esfericamente simétricos com campo escalar sem
massa, ¢ nao pode ser um campo externo ao buraco negro, isso estd intrinsecamente
ligado ao teorema no-hair® [26]. Mesmo nesse caso, tal configuracdo ¢ instdvel ([60]
e [24])

Solucgdo de anti-Fisher

Aqui o conjunto de solugdes possiveis € muito mais diverso e cada caso serd visto
separadamente.

i) k2 >0
Primeiramente faz-se a seguinte aproximacao

e 2 — 1 — 2kr, (4.82)

e entdo uma mudanca de varidveis

r=—, dr? = —dp?, (4.83)

SResumidamente, este teorema diz que qualquer buraco negro é totalmente caracterizado pelo seu
momento angular, carga e massa [59].
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para definir a fungdo P(p) como se segue

—2kr _ 4 _ 2% _
e =1 - Plp). (4.84)

Ou seja, € possivel notar que essa transformacdo foi feita para se conseguir uma
expressao similar a Schwarzschild, onde poderia se interpretar k = GM.
Definindo a constante

b
= — 4.85
as=, (4.85)
nota-se que
p — e=2r (4.86)
assim a métrica (4.80) fica
ds? = Pidt? — P~dp® — P*"p%dQ?, (4.87)

com a equacdo do campo escalar (4.26) dada da seguinte forma nessa nova coordenada

A
¢ = InP. (4.88)
No caso b < 0, que € o caso de massa negativa, tem-se a < —1 e, exatamente como
na solucdo de Fisher, existe uma singularidade repulsiva em p = 2k.
Entretanto a situacdo € muito diferente quando m > 0, oua > 1. Paraa = 2,3, ...
a métrica apresenta horizontes de ordem a em p = 2k e admite continuacdo para
valores menores de p. Uma caracteristica importante de tais horizontes é possuir a
drea do horizonte de eventos infinita. Como visto na secdo 3.3, isto indica temperatura
Hawking nula, entdo tais buracos negros sdo denominados buracos negros frios.
Além disso, todas as componentes do escalar de Kretschmann, como dado em
(3.30), se comportam como P?~? e quando p — 2k tem-se P — 0. A excecdo é para
o0 caso em que a = 1, que é facilmente observado que se C = 0 e ¢ = O retorna-se
a solucao de Schwarzschild. Assim, em p = 2k a métrica apresenta singularidade se
a < 2 (excetuando a = 1), curvatura finita se a = 1 ou a = 2 e nula quando a > 2.
Para valores nao-inteiros, para a > 2, o comportamento qualitativo da métrica
quando p — 2k é 0 mesmo de quando préximo ao horizonte de drea infinita, porém
é impossivel fazer a travessia pois a fungao (1 — 2k/p)* ndo é analitica em p = 2k, que
caracteriza uma singularidade mesmo que os invariantes de curvatura tendam a zero.

ii) k2 =0
Neste caso, a métrica (4.80) torna-se

2bu d 2
ds? = e ?udf? — < <i2 + d92> , (4.89)
u u

onde a solucdo é definida para o intervalo u € R,. Como no caso anterior, pode-se
re-escrever esta métrica e a equacao do campo escalar em termos da coordenada
quase-global p = 1/u

A
ds? = e~ dt? — P (dp? + p?dQ?), ¢ = o (4.90)
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Fica claro que esta métrica é assintoticamente plana para p — oo, enquanto que o
comportamento para p — O depende do sinal da massa que estd representado pela
constante b. Para b < 0, p = 0 é um centro singular pois ambos escalares, tanto o de
Ricci quanto o de Kretschmann, divergem. O contrdrio ocorre para b > 0, r — oo
que se tem K — 0 quando p — 0. Mais uma vez se obtém um horizonte singular com
a mesma propriedade, mesmo que a curvatura se anule a métrica ndo é analitica em
termos de p para a continuagdo ser possivel.

iii) k2 < 0
A métrica descrita para esse caso é dada por

ds®? = e ?Pudt? —

k2€,2bu < deUQ

2
sin?(ku) \ sin®(ku) + e > ' (91)

indo mais uma vez a coordenada quase-global, obtém-se
ds” = e ?PPdt* — e”®% [dp” + (B* + p*)dQ°] . (4.92)

Este tipo de solucdo descreve um buraco de minhoca com dois planos assintéticos,
emu=0eu=o/|k|. Aqui p € R pois |k|u = cot*(p/|E]|).

Para m > 0 o buraco de minhoca atrai particulas testes da assintota p — oo e
repele na oposta p — —o00, 0 contrdrio ocorre para m < 0. J& em m = 0 obtém-se a
solucao mais simples chamada buraco de minhoca de Ellis [61].

Buracos negros frios na solugao anti-Fisher

Dentre as diferentes possiveis possibilidades na solugao de anti-Fisher, a de maior
interesse € o caso de buracos negros frios, pois eles serdo reencontrados no capitulo
seguinte utilizando a teoria de Rastall com campo escalar. Sendo assim sua estrutura
e propriedades necessitam de uma andlise mais profunda.

Para valores de a impar, as propriedades causais e geométricas principais, in-
cluindo o diagrama de Carter-Penrose, sdo do tipo Schwarzschild. Entdo quando
p < 2k, p torna-se a coordenada temporal e t a espacial e o espago-tempo é homogé-
neo e anisotrédpico, correspondendo as cosmologias anisotrdpicas do tipo Kantowski-
Sachs. A singularidade em p = 0 é tipo-espago (cosmoldgica), sendo alcangada por
todas as geodésicas do tipo-tempo em tempo préprio finito apds atravessar o horizonte.

Ja para a par, o diagrama de Carter-Penrose é o mesmo da solucdo de Reissner-
Nordstrom extremo, contudo o significado fisico das regides quando p < 2k é dife-
rente. Jd que ggg € gep trocam de sinal no horizonte, em p < 2k a métrica possui
assinatura (— + ++) mudando para (+ — ——) para valores maiores de p. E possivel
fazer a andlise de geodésicas e verificar que a passagem de uma regiao para a outra
é suave. A coordenada temporal nesta regido é p, se g’ < 0, enquanto as outras
componentes de g,, sdo positivas. Assim, como para a Impar, tem-se cosmologias do
tipo Kantowski-Sachs com singularidade tipo-espaco em p = 0. A direcdo do tempo é
arbitrdria nesta regido, pois todas as geodésicas do tipo-tempo que adentram 14 vindo
da regido estatica, tornam-se tipo-espago, ou seja, ndo se pode dizer onde é o futuro
ou passado temporal e até é possivel fugir da singularidade!

Além disso tudo, as propriedades do campo escalar ndo sao menos exdticas. Ob-
servando (4.88), ¢ — oo quando p — 2k, isso ndo contradiz a regularidade de superficie
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p = 2k para a > 2 desde que a densidade de energia seja

_Clp—2k)*

Lo
1 - —pae? - -G

(4.93)
bem como as outras componentes de T, sejam finitas em p = 2k (lembrando que
para a < 2 os escalares de curvatura também divergem, juntamente com o tensor
energia-momento). Entdo o valor infinito de ¢ ndo impede a continuagdo da varie-
dade do espago-tempo para um p menor, onde a solugdo é vdlida com (4.88). Em
contrapartida, a energia total do campo escalar, calculado como uma quantidade con-
servada ao vetor de Killing tipo-tempo correspondente, prova ser infinita na regiao
estdtica independentemente de a,
dp

£ = / Ti/gd’x = —27A? / ook (4.94)

e a integral logaritmicamente diverge em p = 2k. A divergéncia estd relacionado

ao volume do infinito espacial: a integral [ \/®gd®x diverge para p — 2k ainda mais
abruptamente do que (4.94).

4.2 Buraco negro na teoria de K-esséncia

O conceito de k-esséncia foi recentemente introduzido [62]. Sua principal ideia é
conter uma funcao do termo cinético o qual domina o termo potencial com o intuito
inicial de explicar a evolucdo do universo primordial. Além disso, esta teoria apresenta
sucesso em explicar naturalmente o motivo do universo ter entrado em uma época
de expansao acelerada em estdgios tardios de sua evolucdo [63].

Como a proposta original desta teoria é para resolver problemas cosmoldgicos,
poucos esforcos foram feitos até entdo na investigacdo de objetos como buracos ne-
gros e de minhoca [5]. Devido a isso torna-se relevante explorar solugdes esferica-
mente simétrica e estdticas para tal teoria.

A lagrangiana mais geral para este modelo é dada por

Le = V-g[R - F(X, ¢)], (4.95)
onde
X =10,00°9, n==+1. (4.96)
Esta mesma lagrangiana pode ser re-escrita de uma outra maneira
Lr = V=g[R - F(X) + 2V(¢)], (4.97)

que explicita a separacdao do termo cinético do potencial.
As solugodes que serdo estudadas aqui utilizardo a seguinte hipdtese

F(X) = eX™, (4.98)

ou seja, uma poténcia n do termo cinético. Consequentemente, a lagrangiana que
serd estudada é da forma

Le = V/—g[R — X" + 2V(¢)], (4.99)

em que mais uma vez € = +1, tal que resulta um campo fantasma para o valor negativo
e normal para o positivo, visto que logo mais afrente serd argumentado que n = —1.
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4.2.1 Equacdes de campo e solugdes

Seguindo os mesmos passos dos capitulos anteriores, a variagcdo da lagrangiana
(4.97) em relagdo ao campo métrico resulta em

6Ly 6/—g oR oxX"
= R—eX"+2V - - =0. 4.100
S = pgm R~ X+ 2VI0) V70 | £~ en (4.100)
Individualmente calculando o seguinte termo
X" n—1
Sgi = nnX""0,¢00,¢ (4.101)

juntamente com as relagdes (2.20), a equagdo de campo para g,, é obtida

1
Gp =€ <naﬂ¢6v¢ — ég,wama*@ X" 4+ g,V. (4.102)

Tomando o divergente da equacdo anterior, lembrando da identidade de Bianchi,
a equacdo do campo escalar ¢ é obtida

Vad VoV

O + 2(n — 1) S

0. (4.103)

Mais uma vez, como o objetivo é estudar solucdes de buracos negros, utiliza-se
a métrica esfericamente simétrica dada por (4.16). Com isso as equagdes (4£102) e
(4.103) resultam no seguinte sistema de equagdes

QH 00/ BB — 0 = el g oy, (4.104)

_e2 B 4 B2 4 0By — g(gn _q)eli-nagen _ glay (4.105)

B2 +BY + 7 —dlf + 7))+ B+ = st Tg ek, (4.106)

(2n —1)¢" = —¢' [(1 —2n)a’ + 28" + '], (4.107)

onde foi escolhido n = —1 para se ter X = e %¢"?, garantindo que este termo seja

sempre positivo. A resolucao desse sistema de equagdes é de dificil solucdo, sendo
assim uma especificacdo do calibre, do potencial e da constante n sdo necessdrias
para avancar na andlise.

Com essas equacdes também pode ser provado o seguinte teorema no-go: A exis-
téncia de um horizonte de Killing de uma solucao tipo buraco negro para u finito
ndo é compativel com a fungao regular F(X).

A estrutura do conjunto das equagdes (4.104 - 4.106) sdo idénticas as encontradas
no capitulo seguinte, sendo assim, aqui é feito um esboco rdpido das solugdes obtidas
na referéncia [5] e somente no capitulo seguinte a andlise é retomada e aprofundada.

i)V=0en=1/3
Neste caso utiliza-se a condicdo de calibre quase-global, a(u) = —y(u). A solugdo
para o campo métrico é obtido

2.3 2.3\ ~1
ds? — <Bo _ku >d12_ <&_k ”> duQ—kidQQ, (4.108)

R2u 92 k2u 2 2y
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idéntico ao que serd encontrado na secdo 55. J& o campo escalar apresenta um
comportamento diferente, dado por

lu) = <%>3 <—k%3 - %> , (4100)

claramente divergente nas extremidades, u = 0 e u = oo, que sdo ambos pontos de
singularidade.

ii)V=cteen=1/2

Diferentemente da solucdao anterior, agora utiliza-se a condicao de calibre harmo-
nica dada por a(u) = 2B(u) + y(u). Apdés a mudanga de coordenada x = 3btanh(bu),
a solucao geométrica adquirida é

2 _ - - e —
ds" = — (b7 — x2)2 (9b% — 2)

dQ?, (4.110)

Mais uma vez a solucdo geométrica € idéntica a que serd obtida pela teoria de Rastall
na secdo 5.4 e a equacdo para o campo ¢ é diferente, como se segue

2x—9—bln <3b+x>

dlx) = 7

- + o (4.111)

2 3b —x

O campo escalar apresenta comportamento singular em ambos infinitos, x = +oco e
em x = +3b, que sdo horizontes. J& o termo X = A¢? diverge em x = +oo mas
apresenta comportamento suave nos horizontes. Entdo esta solucdo apresenta um
horizonte que o espaco-tempo nao é singular, mas o campo escalar diverge.



Capitulo 5

Buraco Negro na Teoria de Rastall
com Campo Escalar

5.1 Teorias nao conservativas

Uma suposicao fundamental na teoria da relatividade geral de Einstein é que o di-
vergente do tensor energia-momento é igual a zero, como foi apresentado em (2.24).
Porém a prépria definicdo de energia gravitacional neste contexto ndo € bem com-
preendida [64], além de sua conservagdao nunca ter sido testada de fato em situagdes
de campo forte onde a métrica nao corresponde a Minkowski [65]. Com tudo isso
exposto é possivel investigar se essa suposicao é realmente necessdaria.

Hoyle foi o primeiro a propor uma teoria nao conservativa em 1948 [66]. Utilizando
uma continua criacao de matéria, talvez fosse possivel obter um universo em expansao
sem a introducdo da constante cosmoldgica onde a densidade de matéria se mantivesse
constante, ndao violando o principio cosmoldgico.

Contudo foi s6 na década de 70 que a discussdo se aprofundou. Rastall [25] relaxa
a condicdo de conservacao e considera que

VT, = ay. (5.1)

Como a conservacdo da energia e do momento sdo muito bem testadas e evidencia-
das em espacos planos, cria-se a fundamentacdo tedrica para assumir que a propria
curvatura do espaco-tempo esteja relacionada com a energia total do sistema estudado
[65]. Com isso ¢ plausivel considerar que a, deva depender do escalar de Ricci, de tal
maneira que no espacgo-tempo de Minkowski a conservacao precisa ser recuperada.
Deste modo toma-se a, = AV R, tal que A € uma constante que quando € zero retorna
ao caso da relatividade geral. Ou seja,

VT, = AV,R. (5.2)

Entretanto a identidade de Bianchi, (2.17), ainda precisa se manter vdlida, assim a
equacdo de campo que é consistente com isso e com (5.2) é dada por

1
R, — Qg}wR = 81G (T, — AguwR). (5.3)

No ano seguinte Smalley tenta contornar a forma ad hoc de Rastall introduzir
suas equacgdes, notando que a teoria de Brans-Dicke pode ser facilmente adaptada a
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condigdo (5.2), sem precisar adicionar um termo as equagdes de campo para g,,, tanto
para ser consistente com a identidade de Bianchi quanto ao requisito de Rastall [67].
Historicamente, uma tentativa para a equacao de campo foi dada por

Ry = kT, (5.4)

contudo ela pode ser prontamente descartada pois utilizando a relagdao V'R, = %V R
e assumindo a conservacao do tensor energia-momento chega-se que

V,T = 0. (5.5)

Ou seja, T ¢ uma quantidade constante em todo o espaco-tempo. Porém, visto que
no vdcuo T = 0 e em regides com matéria T #+ 0O, nota-se que esta equacdo de
campo é inconsistente. Assim, Malin argumenta que se massa e energia ndo forem
quantidades conservadas a equacdo (5.4) pode merecer uma investigagdo, pois satisfaz
os postulados bdsicos da relatividade geral: da equivaléncia e da covariancia [63].

Smalley retorna em 76 mostrando que a teoria proposta por Malin ndo satisfaz
os limites Newtonianos corretos e entdo propde as modificacdes necessdrias para
corrigir este problema. Apds as correcdes devidas ele reobtém, efetivamente, uma
teoria tipo Rastall [69].

Importante notar que a equacgdo (5.3) ndo provém de uma lagrangiana associada,
devido a teoria ser ndo-conservativa e para contar este problema seria necessario
quebrar a conservacdo do tensor energia-momento por difeomorfismos'. Existe uma
critica existente a teoria por conta disto, contudo, existem esforcos para resolver este
problema [70].

Atualmente a teoria de Rastall mostra resultados interessantes em escalas cosmolé-
gicas. Por exemplo, a evolucao de flutuacdes de matéria escura é idéntica ao modelo
ANCDM, porém a energia escura consegue se agrupar [71]. Isso pode desenvolver
inomogeneidades em regime nao-linear de matéria escura do modelo cosmoldgico
padrao [72]. Todo sucesso deste modelo é reproduzido enquanto novos efeitos sao
esperados em regime nao-lineares, onde ACDM apresenta dificuldades [73]. Além
disso, a Unica solucao simetricamente esférica, estdtica, com constante cosmoldgica
e no vacuo é a de Schwarzschild-de Sitter, exceto para um valor muito particular da
constante que caracteriza esta teoria [74].

5.2 Teoria de Rastall com campo escalar

A equacao (5.3) pode ser re-arranjada da seguinte maneira
Ry + B1GA —1/2) g R = 8 GTy,. (5.6)

Para simplificar, define-se k = 1 — 16:1GA, o que faz a equagdo anterior tornar-se

k

R, — Eg,wR = 8t GTyy (5.7)
e a equagdo (5.2)
, 1-k
\V4 T;lv = %V}IR (58)

1Ver apéndice C.
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Claramente quando k = 1, retorna-se as equagoes originais de Einstein.

O trago da equagdo (5.6) é dado por R = & T, entdo esta é re-escrita da seguinte
forma
1 k-1
Ry, — égm,R = 8nGTy + TgﬂvR, (5.9)
_87G [Ty + 2L g7 (5.10)
N o okt '
Definindo a = 3i 2 a equagdo anterior e (5.8) tornam-se
1 -1
Ruv = 50 R = 871G <Tw - C‘Tgva> , (5.11)
-1
VT, = QTVHR, (5.12)

onde nesta ultima re-parametrizacdo a = 1 recupera relatividade geral.
Serd utilizado o tensor energia-momento de um campo escalar candnico auto-
interagente com potencial, o qual é dado como se segue

1
T}lv =€ <vp¢vv¢ - éguvvp¢vp¢> + guvv(d))' (5-13)

tal que o pardmetro € = +1 indica um campo escalar fantasma quando negativo ou
normal quando positivo. Adaptando a equagdo de campo de Rastall dada em (5.11)
com (5.13), chega-se ao seguinte tensor energia-momento efetivo

TN = < OV — 2 g,w p¢vp¢>+ gun(3 = 2a) V(). (5.14)

Finalmente, a equacdo de campo na teoria de Rastall com o campo escalar minima-
mente acoplado é dada por

G;w =€ < pd’vv(b ) agpv p¢vpd)> + (3 - 2a)gva(¢). (5-15)

Devido a identidade de Bianchi, o divergente do lado esquerdo da equacdo anterior
¢ necessariamente zero, V#G,, = 0, implicando que o divergente do lado direito
também o precisa ser. Sendo assim

2 —-a

€ 0oV, + V, 0V V b — V. (VPOV, )| + (3 —-2a)V,V(p) =0,  (5.16)

O6V.6 + Vo VIV, — (2 - a)V,0 V70 = —€(3 — 2a)04V(0) Vo, (517)

para obter uma equacao escalar, multiplica-se ambos os lados por V'¢, que pode ser
re-arranjada tal que

VoV, Vb
V,0Vd B

As equagdes (5.15) e (5.18) descrevem toda teoria para o caso mais geral possivel.
Como o objetivo é estudar solucao de buracos negros, utiliza-se a métrica simetrica-
mente esférica dada por

ds® = e2dt? — e*qy? — ?PMqQ?, (5.19)

O¢ + (a —1) —€(3 —2a)o4 V(o). (5.18)
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onde as componentes da conexdo afim diferentes de zero sdo

Clu =7 iy = 7y, P =,
1"1616 _ 62(,8*06)6/, F;d) _ _82(570() SinQ Qﬁ/’ 1—11918 _ B/I (520)
IS = —cosBsino, F% =p, ng) = cot 6.

Tal que " denota a derivada em relacao a coordenada radial u. Entdo, desenvolve-se o
lado esquerdo da equagdo (5.18) da seguinte maneira

, "G 0,000V 10,0
g’ (V,0,¢) + (a = 1) 770,00, Pr, (5.21)
g8, ¢0
9" [3,(06) - T (2u0)] + 0 - ) _EEBL o,10,0) - T) . 52)
—28
—e 2 (The) — e 2 (¢" — TU,¢) + e P(Tid) + :m—%(rgw/)
+la — 1)g" (B, — T, ¢, (5.23)

que utilizando (5.20) pode ser algebricamente manipulado para adquirir o seguinte
resultado

a¢’ + ¢ (7 —ad +28) = €3 — 2a)e* 0, V. (5.24)
J4 as equagdes do campo métrico sdao dadas calculando-se (5.15), elas sdo
0 _
0" —3B% 4 9B + ¥l — e—a(i)/Q (3 — 2a)e™V, (5.25)
208 +B” — e P~ ¢> — (3 = 2a)e™V, (5.26)
2 ;! 9 Y ’ / " 2 2 2a
B +By +y°—dB +7)+B +79" = —€ d) — (3 = 2a)e™V. (5.27)

2

Claramente o sistema de equagdes (5.24 - 5.27) é muito complexo e sé pode ter
solugdes analiticas com a discriminagdo do potencial V(¢). Além disso, existe uma
liberdade de calibre que pode ser escolhida ajudando na resolucdo das equacoes.
Nas secdes seguintes mostra-se as propriedades gerais desse sistema de equacdes e
solugdes para alguns casos especificos.

Entdo aqui é possivel ver que a estrutura das equagdes (525 - 5.27) é idéntica a
encontrada na segdo 4.2 na teoria de k-esséncia dadas por (4104 - 4.106). Ou seja,
dependendo da escolha da constante a, solucdes serdo idénticas as de k-esséncia,
no que diz respeito a parte geométrica da solucao pois o comportamento do campo
escalar dado por (4.107) e (5.24) sdo diferentes.

5.3 Caracteristicas gerais

Foi mostrado que em relatividade geral com um campo escalar do tipo k-esséncia
sem potencial, o horizonte com drea finita implica em um comportamento singular
do campo escalar e do tensor energia-momento [5]. Se for exigido a regularidade do
tensor energia-momento no horizonte, somente buracos negros frios com horizonte
de eventos de drea infinita sdo possiveis [24]. Serd mostrado que no caso da teoria
de Rastall, horizontes com drea finita também sdo possiveis dependendo do valor do
pardmetro a da teoria.
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5.53.1 Estrutura global

Para o estudo de horizontes é tutil recorrer a condicdo de calibre quase-global,
caracterizado pela seguinte relacao

alu) = —y(u). (5.28)
Também introduzindo a seguinte notacao
e’ = Au), ef = r(u), (5.29)
a métrica (5.19) torna-se
ds? = Alu)dt? — A~ Y(u)du? — r(u)’dQ?. (5.30)

Com as seguintes relagdes

1 ’ A " 1 " A/Q
voghAh Y mop 7 ﬂ<A‘A>
/ ’ (5.31)
B — Inr % — P_ B// _ 1 P// _ P_
r r r
as equacgodes (524 - 527) se tornam
21,,// P’ 2 A'p’ N 1 _ 6(2 — a)¢/2 + (3 2(1) 1% (5 32)
r r Ar  Ar? 2 A’ '
Ay’ p’ 2 1 a 1%
Ar + <?> — @ = €§(l) — (3 — QQ)Z; (533)
r Ar A" 2—a) » 1%
r £ — (3 - %a)~, 34
Ty tor - ¢ 5 ¢ —(B-2a5 (5.54)
" / A r' _ a¢V
ad” + ¢ 2A<a+1)+2r = (3 - 2a) 1 (5.35)

Desse conjunto de equagdes duas relagdes podem ser adquiridas que independem de
a e V. A primeira é obtida somando (5.32) com (5.34) e a segunda somando (5.32)
com (5.33), como se segue respectivamente:

A'r? — Alr?)" = =2, (5.36)

2% — —ed”. (5.37)

A equacdo (5.37) permite a prova do teorema de estrutura global ([26], [6]). Este
teorema diz que considerando a métrica (5.30) e ¢ = ¢(u) que tenha uma regido
estdtica a < u < b < co. Entdo:

1. todos os horizontes sao simples,

2. ndo existem horizontes em u < a e u > b, ou, o numero de horizontes ndao
pode ser maior do que dois.
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Um horizonte é dito simples ou multiplo de acordo com o zero da func¢do A(u)
ser simples ou multiplo. Quando simples, ou em geral, de ordem impar, o horizonte
separa uma regido estdtica de uma ndo estética (como no espago-tempo de Schwarzs-
child). Horizontes de ordem par separam regides de mesma natureza (como o hori-
zonte duplo na solucdo de Reissner-Nordstrém, o qual possui uma regidao nao estdtica
entre eles).

Entdo conclui-se que este teorema também ¢é vdlido para a teoria de Rastall consi-
derando qualquer valor do pardmetro a e qualquer escolha do potencial V(¢). Sendo
assim as solucdes analiticas somente poderao ter no maximo dois horizontes e do
tipo simples.

Este teorema é provado em detalhes no apéndice B.

5.3.2 Possiveis horizontes com campo ndo-massivo

Uma outra observacdo pode ser feita para o caso em que V = cte, quando diferente
de zero pode ser interpretado como a constante cosmoldgica A. Neste caso a equacdo
do campo escalar (5.35) tem uma primeira integral desenvolvida da seguinte maneira

/ /

4 1
% -~ |gplar ot (538)
(b/ _ CA_(1+Q)/(2a)P_2/a, (539)

com C sendo a constante de integracdo. Um possivel horizonte é caracterizado por
A = 0, se isto ocorre em um raio finito entdo ¢’ — oo se a > 0, por conta do expoente
de r, ou a < —1, devido agora ao expoente de A. O tensor energia-momento dado
em (5.14) para a métrica (5.30) é

TU — _e%¢/2A + (3 —2a)V(e),

2 —a

(5.40)
Ti=T)=T; =€ <—¢’2A> + (5 —2a)V(9),

2

onde é possivel ver que A¢” oc A=, divergindo quando a > 0. Com isso o intervalo
que a constante a pode tomar, mantendo ¢ e T} finitos em um possivel horizonte, esta
limitado a —1 < a < 0.

Entdo para um valor de a fora deste intervalo, obtém-se um andlogo ao teorema
no-go encontrado para sistemas com k-esséncia [5]: um horizonte com drea infinita
somente pode ocorrer com valores singulares de ¢ efou T;. Porém, para valores no
infervalo de —1 < a < 0, é possivel haver horizontes com raio finito, para os quais
o tensor energia-momento tende a zero.

As solugdes analiticas para os casos a = 0 e a = —1 serdo feitas nas segdes seguin-
tes. Ja para o caso de a = 1, que retorna a relatividade geral, a solucao correspondente
para o campo escalar ndo-massivo ndo possui um horizonte [58].

Pelas equacgdes (5.37) e (5.39) chega-se que

"

B 21“? _ cC2A-+allap-4a (5.41)

onde vé-se dois casos possiveis:
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er’ - oosea>0oua< —1
neste caso, tem-se possiveis solucdes de buracos negros frios se € = —1 ou um
centro singular se € = 1,

er" —-0se-1<a<0
o desaparecimento do termo r” no horizonte parece consistente com um hori-
zonte regular de raio finito.

Uma tultima restricdo é possivel inferir para a métrica poder ser estendida além
do horizonte. A coordenada quase-global u deve ser analitica [26], assim se r é finito,
deve-se ter r” =~ u", onde n € N. Entdo mais uma vez, pelo feorema de estrutura
global [6] A = u, que demanda r” = A". Observando a equagao (5.41) isso s6 ocorre
se, e somente se, a = —1/(n + 1), que pertence ao invervalo permitido. Conclui-se que
um horizonte regular com drea finita somente pode ocorrer nos valores discretos que
pertencem a sequéncia a, = —1/(n + 1).

5.53.3 Comportamento assintético

Também é possivel fazer a andlise do comportamento assintdtico de possiveis
solugdes para um campo escalar com potencial nulo ou constante, as quais possuem
as relagoes (5.37) e (5.39). Em um espago-tempo assintoticamente plano com a métrica
dada por (5.30), pode-se assumir o seguinte comportamento das func¢des da métrica
quando u — oo

A—1, rlu) = u+ro+reu*+ 0>, (5.42)
onde ry e r, sdo constantes e k um inteiro positivo. Vé-se que o lado esquerdo de

(5.36) é dado por
r"  k(k+1)r

— == [+ol) (5.43)
jé o lado direito
¢? = C*u~*1 + O1)]. (5.44)
Igualando ambas equagdes, tém-se
k(k +1)ry 9 il
T = C°u , (545)

entdo a seguinte relacdo entre os expoentes é obtida

4

a-— (5.46)

onde k € N. Entdo existe uma restricdo no valor de a para uma solucdao de vdcuo,
com campo escalar ndo-massivo, possuir solucdo analitica e comportamento assinté-
tico plano. Assim, para k = 1,2,3,4,..., deve-se ter a = 1,4/5,2/3,4/7, ..., respecti-
vamente. Para outros valores da constante, a fungdo r(u) ndo se comportard de forma
analitica.

Dessa forma conclui-se que se alguma solucdo particular possuir um horizonte
regular, necessariamente ndo se tem um comportamento assintoticamente plano ana-
litico.
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Ainda mais, como visto na sub-secdo anterior, horizontes regulares requerem
a < 0, mas no caso que A é uma constante maior que zero, para um valor grande de
u, entdo ¢’ — oo, que é incompativel com algo assintoticamente plano. Dessa forma é
possivel enunciar o seguinte teorema no-hair: na feoria de Rastall com campo esca-
lar ndo-massivo, ndo pode haver um buraco negro estatico, esfericamente simétrico
e assintoticamente plano.

5.4 Solucdo paraa =0

Para a andlise deste tipo de solucdo, utiliza-se o calibre harmdnico com a seguinte
relacdo
alu) = y(u) + 2B(u). (5.47)

Com esta escolha de calibre e impondo a = 0, as equagodes (5.24 - 5.27) tornam-se

OB+ B? + 2By + &P = e¢? + 3 THAY, (5.48)
2y'B + B? — X = 320 Ay, (5.49)
—B* 2By + B + 9" = —ed? —321AY, (5.50)
¢/(’)// + 26/) _ 362(7+28)6¢VI (551>
restando, somente, escolher o potencial para uma possivel andlise da solucao.
i)yv=0
Da equacdo (5.51), naturalmente chega-se em
Oy +2B8)=0. (5.52)
Como o campo ¢ é diferente de O, necessariamente 7" + 26" = 0, ou seja
a =0 logo, a = constante. (5.53)

Utilizando esses dois resultados, as outras trés equagodes (5.48 - 550) reduzem-se a

—2B" —3B7% + &P — ¢¢?, (5.54)
382 = g2laf), (5.55)
367 — B = —ed”. (556)

Se a constante e’® for considerada negativa, a assinatura da métrica torna-se
(— —++), o que identificaria um espago com duas coordenadas temporais [75]. Porém
isso é uma interpretacdo um tanto exoética e serd descartada. Ja a considerando uma
constante positiva, a equacdo (5.55) ndo possui solugdo real o que caracterizaria uma
componente complexa na métrica, a qual ndao possui sentido fisico. Dessa maneira a
solucdo para potencial nulo pode ser descartada.

ii) V = cte
Como 04V continua sendo igual a zero, a equagdo (5.52) também é satisfeita para
este potencial, consequentemente (5.53) é igualmente vdlida. Para simplificar define-se
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Kk = e, com isso as equagdes (5.48 - 5.50) sdo dadas por
98" —3B% + ke ¥ = cd” + 3V, (5.57)
367 + ke % = 3V, (5.58)
3% - B = —ed? —3kV. (5.59)
A equacao (5.58) pode ser colocada da seguinte forma
B? = ZI3V — ™). (560)

Como ja foi dito anteriormente k é positivo, logo, o potencial V também precisa ser
positivo para a existéncia de solucdes reais. Esta equacdo diferencial possui como
solucdo

B = —In(V/3V) + In[cosh(VVku)], (5.61)

como u é a coordenada radial, ela pdde ser redefinida para englobar a constante de
integragdo. Com (5.61) calcula-se

2 S 2
e — M’ e’ — (iv# (5.62)
3V cosh*(VkVu)
Dessa forma, a métrica (5.19) torna-se
(3V)’k cosh?(vVkVu)
ds? = ————_dt? — kdu® - —————dQ% 5.63
cosh*(vVkVu) 3V (563)

Agora resta descobrir o comportamento do campo escalar ¢, para isso as seguintes
relacdes podem ser obtidas

B = VkVtanh[VkVu] e B" = kVsech?[VkVul. (5.64)
Utilizando ambos resultados em (5.59), tem-se
2kV 2
2
- (30— 5.65
¢ € < cosh?(vkVu) > (565)
ou seja, o sinal do campo escalar é bem definido e sé possui solucdo real para € = —1,

no caso de um campo fantasma.
Para ser possivel analisar melhor o comportamento da solucdo, faz-se a seguinte
mudanca de varidveis

x = 3VkVtanh(VkVu), dx = 3kVsech?(VkVu)du, (5.66)
consequentemente, obtém-se as seguintes relacdes
2 2\2
2 T o (OVk —x°)°
sech”(VkVu) =1 SV dx’ = — 5 du”. (5.67)
Dessa forma a métrica (5.63) torna-se
(OVK — x?)? Ok 3K
ds? = —— — 1 dt* — — — __dx? - ——_dQ% 5.68
° Ok (OVKk — x2)? YT 9k — 2 (5.68)

Esta solucdo corresponde exatamente a solucdo encontrada para o caso de k-
esséncia dada por (4.110) ([28], [5]), com exceg¢do do comportamento do campo escalar,
que é claramente diferente.

Com toda solucdo em mados, resta analisar sua estrutura causal.
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5.41 Estrutura causal

Por simples inspecdo da métrica (5.68) fica claro que existem duas singularidades,
em x = +3v/Vk. Calculando os escalares de Ricci e Kretschmann, dados respectiva-
mente por

_ 8
- Ok

fica explicito que ambas regides ndo sao singularidades reais, ou seja, esta métrica
possui dois horizontes de eventos. Considerando o potencial V como a constante
cosmoldgica A, é possivel interpretar esses horizontes como de natureza cosmoldgica,
idéntico ao espaco-tempo de de Sitter.

Utilizando a equagdo para o cdlculo da superficie gravitacional, dada por (3.58),
chega-se na seguinte expressao

R (x? — 9kV), e K =cx x*, (5.69)

2
K - 4x(9Vk —x )’ (5.70)
9%
que claramente é zero para os dois valores encontrados do horizonte de eventos. Ou
seja, utilizando (3.62) tem-se que a temperatura de Hawking é zero, consequentemente
a drea do horizonte é infinita e a solucdo obtida é do mesmo tipo de buracos negros
frios que foram estudados no capitulo 4 ([60], [24]). Em particular, as forcas de maré
que atuam em corpos extensos sdo infinitas ao cruzar o horizonte, entdo somente
particulas pontuais podem fazer essa travessia.

Para estudar a estrutura causal de um espacgo-tempo qualquer, é de muita utilidade
fazer o diagrama de Carter-Penrose respectivo. Para isso é necessdrio escrever a
métrica como uma transformacao conforme, exatamente da forma que foi feito em
(3.57). Ou seja, precisa-se transformar a métrica (5.68) para a seguinte forma

ds* = H(x) (dt* — dy* — F(x)dQ?), (5.71)

tal que pode-se reconhecer a fungao H(x) como o fator conforme da métrica. Assim,
identifica-se

(VK — x?)?
H =,
(x) o
9k
dy = imdf, (5.72)
2TK?
Flx) = ————=.
@) (VK — x?2)3

Para os valores de |x| < 3v/Vk as componentes da métrica ndo trocam de sinal,
isso caracteriza uma regidao estdtica, que seria similar a regido de fora do horizonte
de eventos do buraco negro de Schwarzschild.

E claro que a fungdo H(x) é positivo definida para qualquer intervalo da coordenada
x, entretanto isso nao é verdade para F(x). Quando |x| > 3v/Vk ela muda de sinal
fazendo que a assinatura da métrica (+ — ——) mude para (+ — ++), isso quer dizer
que a coordenada temporal e radial alternam-se, que caracteriza a regiao ndao-estdtica
da métrica, exatamente como ocorre dentro do horizonte de eventos da solucdo de
Schwarzschild.

Entretanto, é facil verificar que ambos os escalares (5.69) divergem para x —
+00, descrevendo uma singularidade real nessas regides, entdo este objeto ndo pode
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ser identificado como um buraco negro pois ndo pode haver observadores distantes.
Como a funcao F vai a zero em x muito distantes, um objeto extenso ¢ comprimido a
um ponto nas dire¢des angulares e infinitamente esticado na direcao da coordenada
espacial, que lembra a singularidade de Schwarzschild.

Figura 5.1: Diagrama de Carter-Penrose para a solucdo de Rastall com a = 0. Os
cones de luz indicam a direcao temporal. Fonte: Figura 2 da referéncia [5].

O campo escalar desta solucdo, descrito por (5.65) e fixando € = —1, torna-se
¢ = +4/2kV <3 2 > (5.73)
a cosh?(VkVu)/ '

Esta ¢ uma equacao que possui uma integral de dificil andlise, porém é possivel notar
que é uma funcao sempre crescente ou decrescente da coordenada espacial u.

55 Solucdo paraa = -1

Neste caso, mais uma vez se utiliza o calibre quase-global dado por (5.28), tornando
a métrica dada na forma de (5.30). Ou seja, as equagdes de campo tém a mesma forma
de (5.32 - 5.35), logo, ambas consequéncias (5.36) e (5.37) também sdo vdlidas. Agora
serd considerado um potencial nulo, V = 0.

A equagdo do campo escalar (5.40)” para a = —1 possui a interessante propriedade
de ndo depender da funcao A, dada entdao por

¢ = por’. (5.74)

2Por simples notacdo, a constante de integracdo C serd trocada por ¢y.



CAPITULO 5. BURACO NEGRO NA TEORIA DE RASTALL COM CAMPO
ESCALAR 47

Utilizando a (5.37) e (5.74) tem-se

r'r’ = —%(bgrSr/. (5.75)
Uma primeira integracao é feita
1, .0
—(1”) = ——(b 1" +KQ
2
6
P%:V—Q%P+QK@ (5.76)

A integracdo da equacao anterior € possivel, porém muito complicada dada em termos
de funcodes elipticas, para obter solucdo mais simples toma-se Ky = 0 implicando em

v =/ =Soor®. (5.77)

6
Daqui, é possivel ver que é necessdrio impor € = —1 para a solugdao de r(u) ser real,

tornando-a o
’ 0 3
r'=-—-=r°. 5.78
7 (5.78)
Faz-se a segunda integracdo para obter

1

r= , (5.79)

\/2 <j—%u + K1>

como u é a coordenada radial, é possivel redefini-la para englobar K;, que é a cons-
tante de integragdo, assim consegue-se a fungao r(u)

3\ sy
r(u) = <§> Toa (5.80)

Utilizando este resultado na equacdo (5.74)

351

¢ - 2u’

(5.81)

que pode ser integrada para obter a equacdo do campo escalar em termos da coor-

denada u
O = \/gln u. (5.82)

Agora resta descobrir A(u) para obter a solugdo completa. Nota-se por (5.80) que

1

r
r 2u’

(5.83)

que usada em conjunto com (5.79) e (5.81) deixam (5.33) da seguinte forma

I T
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o qual é facilmente simplificado, tornando-se

/ A . 2 2
At = 2\/;d>ou . (5.85)

A solucao desta equacao é dada por

Alp) = €%y, (5.86)

u V6

onde C ¢é a constante de integracdo. Finalmente a métrica pode ser escrita em sua
forma completa

-1
ds? = <% — %zﬁ) dt* — <% — %u3> du” — \/§¢(1)_ud92‘ (5.87)

Exatamente como na segdo anterior, a geometria descrita por (5.87) é idéntica
a solucdo encontrada para o caso de k-esséncia descrito na secao 4.2 pela equacdo
(4.108), porém o campo escalar se comporta de forma diferente ([28] e [5]) .

5.5.1 Estrutura causal

Os escalares de curvatura para a métrica (5.87) sao

(6C — V6¢ou?) % 102C% — 34/6Cou* + 81¢3u®

5
R =
4u’ © 8ub

(5.88)

deixando claro que os pontos u = +oco0 e u = 0 sdo singularidades reais, ja u =

1/4
+ <%> constituem regides de horizonte de eventos.

Se C <€ 0, a fungdo A(u) torna-se negativa e a métrica descreve um modelo cosmo-

1/4
16gico particular de Kantowski-Sachs. Para C > 0 a métrica € estdticaem u < <%>

e ndo-estdtica para valores maiores.

X = oo, F= O
T
8 8
Il ]
~ ~
s | R R |z
Il ]
= =
T
x=o0,r=10
Figura 5.2: Diagrama de Carter-Penrose para solucdo de Rastallcoma = —1e C > 0.

As letras R e T correspondem as regides estdticas e ndo-estdticas, respectivamente.
Fonte: Figura 1 da referéncia [5].
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O diagrama de Carter-Penrose para o caso em que C > 0 estd representado na fi-
gura 5.2, o qual muito se aparenta ao espaco-tempo de de Sitter. Contudo a regido ndo
estatica T corresponde a raios menores do que a regiao estdtica, como em solucdes de
buracos negros. Além disso, todos os lados do diagrama correspondem a singulari-
dades. Conclui-se que este espago-tempo descreve um buraco negro assintoticamente
singular.

5.6 Solucdo para a = 3/2

O trago da equagao (5.6) resulta em

_ 18f Sk , (5.89)
lembrando que as constantes a e k se relacionam com a = gi—:f, sendo assim
R = 871G(2a - 3)T, (5.90)
ou seja, para a = 3/2
R=0. (591)

Assim na condi¢do de a = 3/2 e R = 0 a equagao (5.15) pode ser re-escrita da

seguinte forma

1

R'=¢ <VH¢V”¢ . Z(s;vpcz)wd)) , (5.92)

facilmente observa-se que as equagdes de campo ndo dependem do potencial V(¢).
Entdo as equagdes correspondentes a (5.24 - 5.27) sao

ey (—a' + 28 +7) + 7] = 767, (595)

e 2B + 72 — (28 + 7)) + 28" + 7] = %M, (5.94)
e +e Bl ~28 — ) + B - 7% (5.95)

2(1)” + ¢ <9/ . ga’ + 25/> ~ 0. (5.96)

Escolhendo, mais uma vez, o calibre quase-global, dado pela relagdo

alu) = —y(u), (5.97)
as equagdes acima tornam-se
2 + B)+ 7] = 7%, (598)
e [2B% + 29 + 2By + 28" + "] = 3—4€¢’2, (5.99)
e 4 X281y + B) +B] = Zqﬂ, (5.100)
3¢" + ¢'(5y" + 4p) = 0. (5.101)
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Nota-se que multiplicando (5.98) por trés e somando com (5.99) obtém-se
B+ 29" + (B +27)* = 0. (5.102)

A primeira integracao desta equacao é feita resultando em

1
"+ 2y = , 5103
B+2y =—— C. (5.103)
que mais uma vez pode ser integrada para obter
e — pu+q, (5.104)

onde p e g sdo as constantes de integracdo®.

Agora retorna-se as coordenadas tais que ef = r(u) e e? = A(u), de tal forma
que a métrica pode ser mais uma vez escrita como em (5.30). Entdo re-escreve-se
as equacdes (5.101), com o auxilio da relacdo (5.39), e (5.104) da seguinte maneira,
respectivamente

Ar = pu + q, (5.105)
¢ = CA™p=5, (5.106)

Duas situagdes distintas merecem atencdo particular.

p#0

Para este caso pode-se re-escolher a origem da coordenada u tal que g = 0, além
disso toma-se p = 1 pela escolha da escala de tempo da coordenada t. Com isso as
duas equacodes anteriores se tornam

u
= ) (5.107)
¢ = CuOr12 (5.108)
De (5.107) as seguintes relagdes sdo obtidas
Ar r'(r—ur) 1 1
T — TS (5.109)

Nota-se que a equacgdo (5.99) nas coordenadas quase-globais é exatamente a equacao
(5.33), porém com a = 3/2. Entdo, utilizando as duas relagdes obtidas em (5.109),
juntamente com (5.107) e (5.108), chega-se em

r'(r — ur’) r\Y 3 e
— 4= —= =ZeCurt, (5.110)
ur? r ur 4

que pode ser algebricamente manipulado, e simplificado, para obter

r—1-= ZGCQu%. (5.111)

5Cy desaparece pois foi absorvida por outra constante e renomeada.
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Sua resolucdo é facilmente obtida por direta integracao
r(u) = Bu'® + u + ry, (5.112)

onde foi definido B = %eCQ e rp a constante de integracdo. Com isto a solugdo esta
completa.
Utilizando as equagodes (5.107) e (5.112) chega-se que

u

Alu) = Bu'® +u+ry’

AMu) = Bu 2 +1 + % (5113)

Por direta inspecdo de (5.113) nota-se que analiticidade da solugdo é violada em u = 0
para a métrica (5.30), dessa forma faz sentido restringir somente para u > 0. E
facil ver que quando u — oo tem-se A — 1 tanto quanto A~! — 1, no infinito espacial
r =~ u. Entretanto ndo é um infinito plano regular pois, ao contrdrio de Schwarzschild,
a funcdo A(u) se comporta da seguinte maneira, para valores grandes de u

A(u) = 1 — Bu ™25, (5.114)

Se a fungdo (5.112) possuir um zero em uy > 0, corresponderd a uma singularidade
repulsiva pois A(u) diverge ao infinito positivo. Quando r — 0, consequentemente
A — oo, tem-se

u(Bu™?® +1) = —ry, (5.115)

isto s6 é possivel se B < 0, isto é, € = —1.

Se r > 0 para todo u > 0, que é possivel para um valor suficientemente grande da
constante rp mesmo se B < 0, entdo a solucdo é definida em todo intervalo u € R,.
Assim em u = 0 observa-se o que aparenta ser um horizonte, porém ndo existe

extensdo além dele pois o termo u'® violaria a analiticidade.
Se ryp =0,
1 -1 -2/3

Entdo considerando B > 0,tem-ser =0emu =0er >0 em u > 0, sendo assim a
solucdo é mais uma vez definida para u € R, porém em u = 0 hd um centro singular
atrativo, pois r = 0 em A = 0. Também pode-se encontrar casos onde a solugcao
é definida entre duas singularidades, uma é to tipo-horizonte em u = 0 e outra em
algum u > 0 tendo a natureza de um centro repulsivo.

p=20
Para este caso, as equacdes (C.6) e (5.106) se tornam
q
Alu) = —, 5117
) = (5:117)
¢ = Cqor 2, (5.118)

para q > 0. Agora, exatamente como feito para o caso anterior, utiliza-se a equagao
(5.33) com as devidas mudangas e as seguintes relagoes

A'r! P\ 2 1 1
() RIS 519
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consegue-se, assim, uma relacao entre as constantes
Lq®P = 3C?, (5.120)

onde € = —1 precisou ser escolhido, isto &, sd existe solucdo para um campo escalar
fantasma. Para encontrar a fungdo r(u) utiliza-se a equagdo (5.32), que simplificada e
com as relagdes (5.119), resultam em

1 1 .
i gecgq“ﬂ. (5.121)

1"

Esta equacdo é reduzida se utilizada as relagdes entre as constantes encontrada em
(5.120), jd@ impondo € = —1 chega-se em

r' = —, (5.122)

que é prontamente resolvida, definindo k e ry como as duas constantes de integracao,
resultando na seguinte expressao

"
r(u) = g Ku + ry. (5.123)
A solucdo é definida no intervalo de u onde r > 0, dependente das duas constantes
K e ro. Quando r — 0, consequentemente A — oo, isto caracteriza um centro singular
repulsivo em r = 0. Enquanto no limite u — +o0o, tem-se A — 0, isto é, uma particula
teste é atraida a regido do infinito espacial e a geometria assemelha-se a de monopolo
global [76].
Observado a equacdo (5.123) vé-se que para r > 0, necessariamente, 3qK? > 4rg
para todo u € R. Neste caso a solucdo descreve um buraco de minhoca que pode ser
atravessdvel conectando as duas regides infinitas.

5.7 Solugdes regulares com um potencial

Na referéncia [52] um campo escalar auto-interagente em relatividade geral foi
considerado e solugdes regulares globais foram obtidas utilizando o método do pro-
blema inverso. Uma forma especifica e conveniente para o raio r(u) é escolhida como
uma funcdo da coordenada quase-global u da métrica escrita na forma (5.30). Apds
isso, a fungdo A(u), o campo escalar e o potencial foram determinados utilizando as
equacgdes de campo, que sdo exatamente (5.32 - 5.35) para a = 1.

Sendo assim utiliza-se as equagdes (5.36) e (5.37), que estdo sendo re-escritas aqui
por conveniéncia

U

2% — (5.124)

Alr?) —A'r? = 2, (5.125)
e a funcao radial da mesma forma que foi escolhida em [52]

r(u) = vu?® + b?, (5.126)
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onde b é uma constante com a dimensao de distancia. Com essa escolha, necessa-
riamente r” > 0, entdo (5.124) implica diretamente em um campo fantasma, o qual
possui diversas solucdes como buracos de minhoca assintoticamente planos ou anti
de-Sitter, como também buracos negros regulares e assintoticamente planos, que o
observador apds cruzar o horizonte de eventos chega em um universo em expansao
nao-isotrépico de Kantowski-Sachs, que eventualmente tende a isotropia e é assin-
toticamente de Sitter. Este ultimo tipo de solucdo é chamado de universos negros
[77]%.
Da definicdo (5.126) chega-se nas seguintes relagoes

P’ b2

o ) 2= 9, 5127
r  (u?+b?)? ) ( )

logo a equagdo (5.124) se torna, ja escolhendo € = —1

V2b
= 5128
¢ u? + b? ( )
o qual pode ser facilmente integrado, resultando em

¢=i2mmm%>+%, (5.129)

onde ¢y é a constante de integragdo. J& da equacdo (5.125) chega-se que

A 2

. Y
u? + b? u? + b?

(5.130)
com a seguinte solucdo
A=1+fr®+ % [bu + rarctan <%>} , (5.131)

onde fy e uy sdo constantes. Entdo tem-se a mesma estrutura geométrica de [52].
Mesmo com essas similaridades, utilizando (5.33), a equagao do potencial é dada

por
1

(3 — 2a)r*

que se reduz a relatividade geral quando a = 1. Esta diferenca pode afetar profunda-
mente a estabilidade do modelo, visto que a constante a pode ser, em geral, totalmente
arbitrdria, com excecdo do caso a = 3/2 que a solucdo nao depende do potencial e a
solucdo a cima ndo existe, tal sistema foi descrito na secao 5.6.

Ja que o tensor-energia momento com traco zero aparece nas equacdes de Rastall
da mesma forma que nas equacgdes de Einstein, pode-se predizer que as solugdes com
campo eletromagnético [78], que generalizam aquelas obtidas em [52], também devem
ser solucao para a teoria de Rastall, porém com os potenciais modificados.

Viu) = — [r*(A'u — 1) + Alu” + ab?)] (5.132)

“Do original black universes.



Capitulo 6

Conclusao

No contexto da relatividade geral, espagos-tempos estdticos, esfericamente simétri-
cos e no vdcuo originam solucdes de buracos negros. Estas solucdes sdo altamente
relativisticas, isto &, particulas testes possuem velocidades proximas a da luz e o campo
gravitacional é intenso préximo a regidao do horizonte de eventos. Com isso eles se
tornam objetos de alto interesse tedrico no estudo da relatividade geral, podendo ser
considerado o caso mais extremo de um corpo puramente gravitacional.

Assim, o objetivo principal deste trabalho foi investigar espacos-tempos com estas
mesmas propriedades na teoria ndo-conservativa de Rastall com campo escalar nao-
massivo.

Para isso, no capitulo 3 foi feita a introducdo do assunto com um estudo minucioso
sobre o espago-tempo de Schwarzschild [8]. Algumas das caracteristicas essenciais de
buracos negros foram apresentadas aqui. Foi mostrado que para qualquer particula
dentro do raio de Schwarzschild, o tnico futuro possivel é chegar na singularidade.
O diagrama de Carter-Penrose, que possui a grande qualidade de demonstrar a es-
trutura causal da métrica em um plano finito, foi construido com a exemplificacdo
detalhada do espago-tempo plano de Minkowski. Uma discussdo sobre singularida-
des, apresentando também as singularidades nuas, foi feita. A caracterizacdo da
gravidade superficial, para definir a temperatura dos buracos negros, mostrou-se de
grande importancia para apresentar, mais a frente, buracos negros frios.

A teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke [20] foi motivada e explicada no capitulo
4. A maior parte dos conceitos vistos no capitulo anterior foi utilizada e aplicada.
A solucdo estdtica e simetricamente esférica [26] foi deduzida para os trés possiveis
valores da constante de integragdo (k>0, k<0 e k=0), entdo a solugao de Fisher,
e = +1, e anti-Fisher, ¢ = —1, foram exibidas. Tendo os campos fantasmas sido
previamente apresentados, a solucao correspondente aos buracos negros frios [60],
com campo escalar do tipo fantasma (¢ = —1 e k > 0), foi mais profundamente
analisada. Sua estrutura e propriedade estd intimamente relacionada a constante
a = b/k. Quando possui valor par apresenta espacos-tempos do tipo Schwarzschild e
quando p < 2k a cosmologia anisotrépica de Kantowski-Sachs. Jd para valores impares
o espago-tempo é similar a Reissner-Nordstrom extremo, contudo apresenta uma
interpretacdo um tanto exdética sobre a seta do tempo dentro do horizonte de eventos.
Mostra-se que o campo escalar diverge em toda regido estdtica, independentemente
do valor de a. O capitulo é encerrado mostrando as equagdes que regem o modelo de
k-esséncia para solucdes de buracos negros esbocando as solucodes. Isto é feito para
a comparacao com o modelo de Rastall ser possivel no capitulo seguinte, deixando
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claro que a estrutura de algumas das solugdes sdo idénticas.

Por altimo, no capitulo 5, a teoria de Rastall é apresentada. Ela possui o divergente
do tensor energia-momento proporcional ao gradiente do escalar de Ricci R e o
pardmetro livre da teoria é dado por a. E de imediata verificagdo que se R for
constante em certa regido, a solucao de Rastall é também solucdo de relatividade
geral nessa mesma regido.

Com o tensor-energia momento de um campo escalar nao-massivo, solucdes ana-
liticas para trés valores distintos de a foram encontradas. Quando a = -1 ea = 0,
a solucdo geométrica é idéntica a teoria de k-esséncia [5]. Tais solucdes apresentam
algumas similaridades aos buracos negros frios, porém possuem singularidades na
regido assintdtica. Ja no valor a = 3/2, a qual independe do potencial V(¢), solugdes
do tipo Schwarzschild foram obtidas, porém ndo apresentam regides assintoticamente
planas.

Restringindo os valores possiveis do parametro de Rastall para as solugdes terem
comportamento assintoticamente plano, a condicdo para existir um horizonte e que
ele seja atravessavel, chegou-se a conclusdo que ndo existem buracos negros como
conhecidos em relatividade geral na teoria de Rastall com campo escalar.

Por ultimo foi exposto que para um potencial auto-interagente do campo escalar
V(¢), é possivel obter solugdes equivalentes as jé existentes em relatividade geral,
com a unica diferenca sendo a expressdo do potencial dependendo explicitamente
do parametro a. Em particular, isto estd ligado as solugdes de buraco de minhoca e
buracos negros, encontrados na referéncia [52], para campos escalares com natureza
fantasma. Como no caso anterior, a diferenca pode afetar a estabilidade das solucdes.

Conclui-se este trabalho mostrando algumas propostas para estudo futuro: efetuar
a andlise de estabilidade das solugdes obtidas, investigar mais a fundo o mapeamento
da teoria de k-esséncia com a de Rastall e generalizar para um buraco negro carre-
gado e/ou com rotagao.



Apéndice A

Transformacdao Conforme

Uma transformacdo é dita conforme se localmente dngulos sdo preservados, fa-
zendo com que a estrutura causal seja mantida no outro referencial. Isso quer dizer
que se v# é um vetor do tipo-tempo, tipo-espaco ou nulo em um dos referenciais, ele
deve manter-se de forma respectiva no outro [3].

N>

Figura A.1: Uma grade retangular sob uma transformacao conforme f. Mesmo que a
forma da figura ndo se preserve, as linhas sempre formam dngulos de 90° em ambos
0S Casos.

Esse tipo de transformacao € utilizada como um artificio matemadtico para trans-
formar a métrica g,,, redefinir o campo escalar ¢ e obter duas varidveis novas, g, € )
[79], em que o acoplamento da nova varidvel de campo torna-se minimo, o qual facilita
a resolucdo das equagdes de campo. O referencial no qual isso ocorre é chamado
referencial conforme de Einstein, jd o outro referencial, onde o acoplamento é nao-
minimo, chama-se referencial conforme de Jordan. Esta técnica € muito comum em
outros contextos da fisica como na teoria quantica de campos em espagos curvos, me-
canica estatistica e teoria das cordas. Jd na drea de interesse, que é gravitacdo, essas
transformacoes sdo utilizadas em teorias alternativas da gravitacao, teorias unifica-
das em espagos multi-dimensionais e estudos de campos escalares ndo-minimamente
acopladas a gravidade.
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Lagrangiana de Brans-Dicke no referencial de Einstein

Como a lagrangiana de Brans-Dicke no referencial de Jordan é dada por (4.6),
necessita-se calcular os termos R e \/—g no referencial de Einstein. Para isso supdem-
se a seguinte transformacdo conforme, como proposto em [80]

gab = QQQab' gab = Q_anbf (Ai)

logo
V—g=Q/=g. (A.2)
Para obter o escalar de Ricci, primeiramente calcula-se a conexdo afim no refe-
rencial transformado,

. 1 ) )
ng = Eg 9/[aa.gby/ + abgay - aygab]r (AB)
Q—Q
= Tgcy[aa (QQQU/) + ab(QQQay) - 87<92gab)]f <A~4)
1
= Egcy(aagbg/ + abgay - aygab) + Q_lgcy(gbgfaaQ =+ .gag/abg2 - gabayQ)- (A5)

E possivel identificar que o primeiro termo € a prépria conexao, sé que no referencial
transformado, ja no segundo termo utiliza-se que Q719,Q = 9,In Q2 e obtém-se

fgb = TG + Agp (A.6)

onde foi definido
Al =60, InQ + 850, In Q — gop 6 In Q. (A.T)

O tensor de Ricci é calculado, ja fazendo a transformacdo para o novo referencial,

Rap = 8.0, = 0Ly + Tip Uiy = Tiil 0, (A.8)
= 0. + 0. A8, —oplL, —0pAL, + T, T + LA™ T AL 4+ Al AT
- Fg;r%)m - Fg;Aé)m - F;JmA?l - Ag}A%)m (AQ)

Pode ser visto que alguns desses termos sdo o préprio tensor de Ricci porém, de
novo, no referencial transformado, assim

Rap = Rap + 0 AS, + T AL, —T™MmA} —T'L A" — 8, AL, + T, AM

Im**ab bm**al a

L om . (A.10)
+ AabAlm - AalAbm‘

Nota-se que os 6 termos apds R,;, sdo provenientes de duas derivadas covariantes
totais

VA, = 0.AS, + AL, —T™mAL  —TL A™ (A1)
VAL, = 0,AL, — Tl AT, (A12)

entao, i
Ry = Rap + VAS, — VAL, + AL A — AmAL (A13)
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Os ultimos 4 termos sdo calculados individualmente, lembrando da definigdo (A.7)
e como 2 ¢ um escalar pode-se trocar 6, — V,, entdo as seguintes relagdes sao
obtidas

VA, =2V Vi InQ — gop0InQ, (A14)
VAl =4V, V,1nQ, (A.15)
AL AT =8V, InQV,InQ — 49,V InQV' InQ, (A.16)
ATAL =6V, InQV,InQ — 29,V InQV'InQ. (A17)

Utilizando esses resultados em (A.13)
Rap = Rap =2V Vi InQ + 2V, InQV, InQ — 29, Vi InQV! InQ — g, 0InQ (A18)

e fazendo a contracdo do tensor de Ricci,

R = g*°Ry (A19)

= Q7?[R-6(0MNQ+ V;InQV'InQ)], (A.20)
0o

-Q?%|R - 6§ (A.21)

Com a equacao do escalar de Ricci transformado obtida, define-se
Q% = ¢ (A.22)
e calcula-se separadamente o termo entre colchetes

aQ 2000 O¢  91pd'¢
= - gV ey 7 % P (A.23)

que faz a equacgdo A.21 tornar-se

. 30¢ 30,00
R = ¢R - = ) A 24
OR + s 2 & (A.24)
O integrando da agdo que se deseja fazer a transformacgdo, equagdo (4.6), é
I=V=g <¢R+ 61‘5)‘3 > (A.25)
que utilizando (A.2), (A.22) e (A.24) fica
3 — /. (34 2w) 0;90'P Co
[ =~/—g <R - 5 & 3? ) (A.26)

O termo com o D’Alembertiano é desenvolvido da seguinte maneira

/ V—=g0'pd x = / oll/=gd'e)dix = / n(v/=gd'e)d’x, (A.27)
Vi v av

onde foi utilizado o teorema de Stokes, tal que n' é o vetor normal da hiper-superficie
tri-dimensional 6V do espago quadri-dimensional V. A variacdo dessa integral desa-
parece pois as varidveis dindmicas sao mantidas fixas na fronteira oV ([2], [79]). Entdo,

restou 5 1+ 2u) 8 d)algb
=~ [ = + 2w) O
I=~/-g <R + 5 & > . (A.28)
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Define-se o campo escalar no referencial transformado da seguinte maneira

~ /3 + 2w / 2 7 aa(i)
(Z) = T In (Z), tal que m@a(b = T, (A29)

para finalmente conseguir
I-V=g(R+8693), (A30)

onde 0 € a derivada no referencial da métrica re-escalada g..

Qual é o referencial fisico?

Antes de tudo, é bom lembrar que mesmo que o termo utilizado seja referen-
cial, a transformacao conforme ndo é simplesmente ir a outro referencial, como é
vastamente feito na mecdnica cldssica, por exemplo, mas sim uma redefinicdo das
varidveis que sdo utilizadas. Com isso, cria-se o debate se os dois referenciais confor-
mes sdo fisicos ou nao onde ‘referencial fisico’ refere-se ao par de varidveis de campo
que se utiliza, (., é) ou (g, ). Porém isso ainda é motivo de grande discussdo na
comunidade cientifica e ainda nao foi solucionado [81].

Faraoni divide os autores em cinco grupos distintos [80]: os que ignoram a dis-
cussdo ndao mencionando o problema, os que adotam algum dos referenciais como
fisico, sendo o de Einstein ou de Jordan, os que assumem que ambos referenciais sao
fisicos e os que atribuem a diferenca de ambos referenciais porém nao providenciam
argumentos para nenhum dos dois. A confusdo sobre essa discussao é tanta, que um
mesmo autor pode ter trabalhos em grupos diferentes.

Os argumentos sdao muito variados para todos os lados possiveis. Postma e Vol-
poni [82] defendem que ‘os cdlculos podem ser feitos em ambos os referenciais pois
a transformacdo conforme pode ser vista como uma redefinicdo do campo o qual
ndo afeta a fisica’ . Ja& o prdprio Brans [83] enfatiza que ‘o tensor métrico possui
significancia macroscopica mensuravel que é definida pela maneira que ela interage
com a matéria. De fato, esta é a tinica maneira no qual campos cldssicos podem ter
algum sentido operacional.’, defendendo que o referencial de Jordan é o Unico fisico.
Faraoni [81] diz que ‘a formulacdo da teoria de Brans-Dicke no referencial de Jordan
nao € viadvel pois o sinal do termo cinético do campo escalar nao € positivo definido,
logo a teoria ndo possui um estado fundamental estdvel. [..], a versdo dessa teoria no
referencial de Einstein possui a desejada propriedade dessa estabilidade.’.

Os argumentos mostrados aqui servem para ilustrar superficialmente que esse
debate ainda estd longe de ser resolvido. Faraoni apresenta em seu livro [79] e artigo
[80] varios outros argumentos e dezenas de referéncias para o interessado em se
aprofundar no assunto.



Apéndice B

Teorema de Estrutura Global

Devido a importancia deste teorema, faz-se necessario demonstra-lo. Para maior
facilidade de consulta, as equagdes (5.30) e (5.36) sdo re-escritas:

ds? = A(u)dt? — A~ Hu)du? — r(u)?d9?, (B.1)
Alr?) —p?A" = 2. (B.2)
A equacao (B.2) pode ser integrada tal que

/ 2(11 - uO)
B(lI) = —T, (B‘?))
onde ug € a constante de integracdo e definiu-se a funcao
A

Dessa maneira, o teorema pode ser formalmente enunciado e provado.

Teorema: Considerando a métrica (B.1) e ¢ = ¢(u) que tenha uma regido estdtica
a < u < b < oo entdo:

1. todos os horizontes sao simples,

2. ndo existem horizontesem u < a e u > b.

Demonstragdo: Sendo u = h um horizonte, tem-se A(h) = 0. Consequentemente
pela equacao (B.2)
2
A'th) = -5 <0, (B.5)
Py

entdo h ndo pode ser solugdo de A(u) de ordem maior que dois. Pela relacdo (B.4),
vé-se que um horizonte é um zero da funcdo B(u) de mesma multiplicidade que de
A(u). Além disso, no horizonte,

A'(h)

2 7
ry

B'(h) (B.6)
logo, se a multiplicidade da fungao B for o dobro da fungdo A obtém-se B'(h) = A’(h) =
0, que utilizando a equacdo (B.3) chega-se em h = uy. Dessa forma, existem dois casos
possiveis:

B >0emu < h,
<0Oemu > 0.
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Entdo B < 0 para todo u + h e o espago-tempo ndo possui regido estdtica (curva 1 na
figura B.1) . Dessa forma o item 1 foi provado.

B=A/r?

A

e
/S

Figura B.1: Comportamento da fungdo B(u)): 1) ndo possui regido estética; 2) espago-
tempo do tipo Schwarzschild-de Sitter; 3) do tipo Schwarzschild; 4) de-Sitter; 5) Min-
kowski/AdS. Fonte: Figura 1 da referéncia [6].

Define-se a borda da regido estdtica como u = a. Se r(a) # 0, entdo é um horizonte,
implicando que A(a) = Bla) = 0. O primeiro item deste teorema requer que o
horizonte seja simples e B'(a) > 0. Portanto, pela equacgdo (B.3), tem-se a < uy
resultando em B’ > 0 em toda regido a esquerda de u = a, ou seja, B(u) é uma fungdo
crescente que nunca retorna a zero, eliminando a possibilidades de horizontes em
u < a (curvas 2 e 3 em B.1).

Similarmente, horizontes em u > b sdo impossiveis se b < oco. [



Apéndice C

Conservacao do Tensor
Energia-Momento

Na secao 2.3, a conservacdo do tensor energia-momento foi apresentada por dois
argumentos diferentes: primeiro como consequéncia da identidade de Bianchi e de-
pois generalizando a conservacdo do tensor em relatividade restrita para espagos-
curvos. Entdo, nesta secdo, serd demonstrado um argumento mais formal para sua
conservacao.

Por simplicidade, assume-se uma acao que s6 possui o termo da matéria

Slg] = / V=g Lnd'x, (CA)
tomando a variacdo desta acao
5S[g] = / 8 (V=gLm)dx. (C.2)
Reescrevendo a definicdo do tensor energia-momento dado por (2.22)
Tp= 2 OV =gLn), (C3)
V=g g
a equacdo (C.2) torna-se
1
oSlg] = —5/\/—gT‘“}6g‘wd4x. (C4)

Para avaliar esta integral, € necessdrio calcular individualmente o termo 6g,,,, definido
como

SGpv = Gp(X) = G(). (C5)

A lei de transformacdo de um tensor de segunda ordem covariante é¢ dada por
g;/w(x/) = apxpavxogop(x> (C6)
e faz-se a seguinte mudanca infinitesimal de coordenadas

x" = x* + e'(x), (C.7)
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tal que € é um pardametro arbitrariamente pequeno. Desenvolvendo o lado direito da
equacgéo (C.6)

0pxP 0,x° gop(x) = Op(x? — €°)0,(x"” — €°)gop(x), (C8
— [0,x"0,x"" — 8,x°0,€° — B,X°8,€”] goplX), (C9
= [6363 — 62(%66 - 658u€p] Jop(x), (C10

C

)
)
10)
= gu(X) = Guo(x)01€° — gp(x)0,€”, (CA1)

onde o termo de segunda ordem em e foi desprezado. Expandindo o lado esquerdo
de (C.6), também até segunda ordem, obtém-se

Go(X') = g, () + €% 0uGpn (). (C.12)

Com ambos lados desenvolvidos, iguala-se (C.11) com (C.12) para adquirir a seguinte
relacdo
g;w(x) = gpv(x> - gpo(x)aveg - gpv(x)apep - eaaagpv<x)r (C.iS)

para assim, utilizar este resultado na definicdo (C.5)
5gpv = —gpo(x)av€o - gpv(x)au€p - €aaag;w<x)- (C-ié)

Substitui-se a equacdo anterior na variacdo da agao dada em (C.4), j& aplicando o
principio da minima acao

1
6Slg] = B / V=g [gﬂdave‘j + g0’ + eaaaguv] d*x =0, (C.15)

a qual pode ser integrada por partes, ja desprezando os termos de superficie

/ [0, (V=gT"guo) €% — 0y (V=g T"gyp) € + /=g T € 0agy] d*x = 0, (C.16)

1
/e* 8 (V=gT") — Q\/_—gTwaAg,w d*x = 0. (CA7)

e como € é um parametro arbitrdrio, tem-se

v 1 v
O (\/ —gT A) = 5 \% —gT“ a)»g;lv- (C18)

Para simplificar a equacao acima, calcula-se a derivada covariante do tensor energia-
momento da seguinte maneira

VvTv)L = a—ul’n})L + anTa)L - Fg}LTVQI (619)

os dois ultimos termos, com a conexdo afim, sdo calculados separadamente como se
segue

TC(
IV T% = —2-0,/—7,
V=g (C.20)

T
2

F%)» Tva =

0,.98-
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Desenvolvendo a equagao (C.18)

1
0y (V=gT" ) = V/=go,T" + T 0,\/—g = oV —gT" 0,9 (C.21)

e identificando a derivada covariante dada por (C.19), ja utilizando as relagdes (C.20)
chega-se
v,T" =0. (C.22)

Entdo o tensor energia-momento definido por (C.3) é conservado se, e somente se,
a acdo de matéria for um escalar. Devido a (C.2) também mostrou-se que o tensor
energia-momento ¢ um tensor simétrico, assim a defini¢do escolhida para T, satisfaz
todas as condicdes desejadas [84].
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