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Resumo

As estrelas de nêutrons são estruturas compactas cuja força de atração gravitacional é

sustentada pela degerescência dos nêutrons e outras forças de repulsão entre os nucle-

ons que compõe o interior dessas estruturas. O nascimento dessa estrutura coincide com

o fim do processo de fusão nuclear e é posterior a uma grande explosão, chamada de

Super-Nova. O constituinte material do interior destas, encontra-se em condições extre-

mas onde a densidade em seu interior pode atingir a ordem da densidade de saturação

nuclear. Nesse contexto o uso da teoria da relatividade geral torna-se essencial. Em ge-

ral, a teoria de Einstein em conjunto com uma equação de estado apropriada é usada

para descrever as situações de equiĺıbrio estelar. Contudo, a falta de conhecimento sobre

o comportamento da matéria em tais condições extremas, bem como da f́ısica real por

de trás desta situação, permite o uso de teorias alternativas para a gravitação para des-

crever tais estrelas. Nesse contexto, nesta tese, fez-se um estudo das consequências (na

estrutura da estrela de nêutrons) quando utiliza-se teorias alternativas para as teorias de

Newton e de Einstein. Desse modo, aqui (i) fez-se estudo de teorias alternativas para

a implementação de correções relativ́ısticas a nivel Newtoniano, (ii) propõe uma posśıvel

limitação para o parâmetro de Rastall e uma solução de vácuo para essa teoria e (iii) fez-se

uma análise da relevância dos diferentes termos da equação de TOV padrão, através de

uma parametrização “ad hoc”.

Palavras-chave: Cosmologia, Gravitação, Relatividade Geral, Teorias modificadas, Neo-

Newtoniana, Rastall, Estrela de nêutrons.



Abstract

Neutron stars are compact objects in which gravitational forces are supported by neutron

degenerescence and other repulsive forces among nucleons, which compose the inner of

these structures. This structure borns with the end of nuclear fusion process followed

by a exploding process, called supernova. In addition, its inner matter components are

said to be under extreme conditions. The density in such structures is of order of nuclear

saturation. In this context the use of general relativity is essential. In general, Einsteins

theory together with an appropriate equation of state is used to describe the equilibrium

os such stars. However, the lack of proper knowledge on the matter behavior under such

extreme conditions (and the actual physics behind this situation), makes room to use

alternatives gravity theories to describe such stars. In this context, in this thesis we

will study the consequences ( concerning the neutron star structure) when we use some

alternatives to the Newtonss and Einsteins theories. Thus we i) study an alternative

for implementing relativistic corrections at the Newtonian level, ii) propose a possible

limitation for Rastalls parameter and the vacuum solution for this theory and iii) analyse

the relevance of the different terms of the standrd TOV equation via a proposed ad hoc

parameterization.

Keywords: Cosmology, Gravitation, General Relativity, Alternatives Theory, Neo-Newtonian,

Rastall, Neutron Stars.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A teoria da relatividade geral (TRG) é a teoria que melhor descreve os fenômenos gravi-

tacionais. Nesse contexto, a teoria Newtoniana (TN) torna-se o limite para campos fracos

e de baixas velocidades desta teoria mais geral. Sendo assim, os resultados previstos pela

TRG estão em ótima concordância com os dados observacionais coletados principalmente

a partir do ińıcio do século passado. Contudo, para que a teoria proposta por Einstein

possa descrever corretamente os fenômenos observacionais, como a expansão acelerada do

universo e a curva de rotação das galáxias espirais, é necessário introduzir constituintes

exóticos, como matéria escura e energia escura. A ignorância acerca das propriedades

f́ısicas e da natureza da parcela escura do universo, favorecem o uso das chamadas teorias

Alternativas (TAs). Desse modo, espera-se que todos os testes astronômicos dispońıveis

sejam satisfeitos pelo modelo de gravidade adotado. Dentre os testes destaca-se a neces-

sidade de prever a existência de estrelas estáveis e compactas, que é o foco desta tese.

Atualmente, sabe-se que existem estruturas compactas com massas de ∼ 2M�, onde

M� = 1.99 × 1033 g é a massa do Sol . Logo, espera-se que o modelo gravitacional

escolhido possa predizer a existência de tais objetos.

Nesse contexto, objetos como as estrelas de nêutrons, que são estruturas altamente re-

lativ́ısticas, tornam-se importantes para o estudo do comportamento da matéria em si-

2
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tuações extremas ou para testar as teorias gravitacionais alternativas [1]. Vale ressal-

tar que a relevância dos termos de correção relativ́ısticos é medida através do termo de

compactação C = 2GM/R, aqui escrito em unidades de c2; note que, G é a constante

gravitacional universal de Newton, enquanto que M e R são, respectivamente, a massa e

o raio da estrutura compacta. Assim, quando C � 1 o formalismo Newtoniano pode ser

utilizado de forma satisfatória, enquanto que, quando C ∼ 10−1 já se faz necessário uma

abordagem relativ́ıstica. Além disso, outro fator importante é a pressão central dessas

estruturas cuja intensidade é extremamente elevada (e depende da equação de estado), de

modo que seus efeitos para a gravidade não podem ser desprezados. Devido às condições

extremas experimentadas nessas estruturas, alguns efeitos gravitacionais relacionados a

efeitos de campos ou curvaturas, que não são observados nos testes convencionais, a ńıvel

de Sistema Solar, podem surgir. Ou seja, pode haver alguma informação relevante para

a gravitação, escondida em locais onde as quantidades f́ısicas, como pressão e densidade,

são extremas. Desse modo, esses objetos tornam-se ideais para testar as teorias gravi-

tacionais. Mas para que os resultados sejam mais consistentes é necessário obter mais

informações (e mais precisas) sobre essas estruturas. Para exemplificar o atual estado da

arte sobre a massa de estrelas compactas, solicita-se ao leitor que veja a figura (3.3) na

seção (3.1).

A linha de investigação mais usada, do ponto de vista astrof́ısico de estrelas compac-

tas, fixa a teoria da gravitação, comumente utiliza-se a TRG, e trabalha com diferentes

equações de estado para o interior estelar. Apesar dos resultados, obtidos via experimentos

laboratoriais, terem avançado ao ponto de atualmente predizerem, de forma satisfatória,

o comportamento da matéria, para densidades ∼ 1012—1014 g cm−3, ainda não se conhece

com exatidão o comportamento da matéria em regiões onde a densidade alcança ∼ 1015

g cm−3. Essa ordem de grandeza é compat́ıvel com a densidade de saturação nuclear e,

por sua vez, deve ser a densidade média da região central da estrela de neutrons.

Uma vez que o uso da TRG no contexto cosmológico necessita de constituintes como a

matéria e energia escuras, que ainda não foram detectadas, tem-se uma motivação para
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TAs, que devem reduzir a dependência de tais constituintes. No contexto astrof́ısico, para

as equações de estado obtidas a partir dos estudos laboratoriais na Terra em conjunto

com a TRG, encontra-se predições de massa para as estrela de nêutrons muito menor do

que os valores inferidos pelas observações. Isso pode ser outro ind́ıcio de que a gravidade

pode apresentar um comportamento diferente daquele previsto pela TRG em condições

extremas. Ainda vale salientar que a falta de conhecimento sobre o comportamento da

gravidade nessas situações pode ser um fator que motiva o uso de teorias de gravidade

modificada. Nesse sentido, nessa tese, serão estudadas estruturas compactas estáveis, com

foco nas estrelas de nêutrons, no âmbito dessas teorias.

O primeiro modelo de gravidade modificada a ser tratado aqui será obtido através de uma

modificação na teoria de Newton, conhecida como Teoria neo-Newtoniana (TnN) [2, 3].

Na verdade, a TnN é uma modificação da forma usual da hidrodinâmica Newtoniana

quando o fluido encontra-se sobre a ação da força gravitacional. Esse modelo modificado,

em sua origem, tem como objetivo fazer com que uma teoria tipo-Newton apresente

uma dinâmica, para o universo, exatamente como a teoria da TRG o faz. Uma vez

que a cosmologia newtoniana é muito limitada, fala-se, assim, em uma cosmologia neo-

Newtoniana. Isto porque a TnN é capaz de descrever fielmente a expansão do universo

homogêneo e isotrópico prevista pela TRG. Contudo, o prinćıpio da equivalência deixa de

ser válido e as densidades de massa gravitacional passiva e massa gravitacional ativa são

transformadas, respectivamente, da seguinte forma: ρp → ρ+ p e ρa → ρ+ 3p (sendo ρ a

densidade do fluido e p a sua pressão, em unidades de c2).

Apesar da formulação Newtoniana descrever de forma satisfatória estruturas como as

Anãs Brancas, via equação de Lane-Emden, sabe-se que estrelas extremamente compactas,

como estrela de nêutrons, só podem ser descritas pela TRG. Nesse sentido, uma questão

pode ser levantada: como a teoria neo-Newtoniana descreve uma estrutura estática e

esférica? Estrela de nêutrons poderia ser descrita por essa teoria neo-Newtoniana? Com

a finalidade de responder essas questões, estudou-se as modificações que uma teoria neo-

Newtoniana traz para a equação de Lane-Emden. E, o estudo sobre a estrela de nêutrons,
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mostrou que essa teoria prevê a existência de uma massa máxima. Note que este resultado

é caracteŕıstico da TRG. Esse sucesso da TnN, prever a existência de uma massa máxima

para a estrela de nêutrons, permite interpretar a TnN como uma primeira aproximação

para o estudo dessas estruturas. Salienta-se que este é um importante resultado desta

tese.

Outro modelo abordado nessa tese é uma generalização para a TRG, conhecida como

Gravidade Rastall [4]. Nesse contexto, a curvatura do espaço-tempo modifica a equação

de Einstein e gera uma quebra nas leis de conservação convencionais, quando o espaço tem

uma curvatura diferente de zero. Essa teoria, proposta na década de 1970, permaneceu

por muito tempo esquecida e apenas nos útimos anos os estudos desta teoria, no contexto

cosmológico, voltaram a ser abordadas. Contudo, esta é a primeira vez que as ideias

de Rastall são utilizadas para estudar a estrutura de objetos compactos, o que permitiu

limitar o parâmetro livre da teoria entre (1−1.1), principal contribuição desta tese. Nesse

sentido, serão feitas duas abordagens: uma para a obtenção do diagrama massa - raio,

que permite limitar o parâmetro livre da teoria; e outra para determinar as soluções de

vácuo para um um espaço-tempo curvo ao redor de um objeto central. Para a TRG essa

é a solução de Schwarzschild, em Rastall a solução encontrada é do tipo Schwarzschild

de-Sitter (ou Schwarzschild anti-de-Sitter).

Por fim, uma parametrização da equação Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) será pro-

posta. Aqui serão tratados, de uma forma geral, todos os modelos cuja equação de

equiĺıbrio têm a mesma estrutura que a TOV. Assim, será possivel verificar a influência

que cada termo desta equação de equiĺıbrio tem para o diagrama massa-raio das estrelas

de nêutrons.

Para mostrar esses resultados optou-se por dividir a tese da seguinte forma: no caṕıtulo

2, será apresentada uma breve revisão do ferramental matemático básico necessário para

deduzir a equação de equiĺıbrio hidrostático, para uma estrutura esférica, isotrópica e

estática; no caṕıtulo 3, uma discussão acerca da estrutura de uma estrela de nêutrons,
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será apresentada, bem como algumas das soluções já conhecidas. Nesse caṕıtulo, será

discutido sobre os posśıveis constituintes para cada região da estrela e é finalizado com

uma discussão sobre os modelos unificados, que descrevem as regiões mais internas da

estrela com uma única equação de estado; O caṕıtulo 4 traz uma modificação da gravidade

newtoniana aplicada a estruturas compactas, com foco na estrela de nêutrons; No caṕıtulo

5 as estrelas de nêutrons são abordadas do ponto de vista de uma generalização da TRG.

No caṕıtulo 6, é discutida uma parametrização para a equação TOV; e o caṕıtulo 7 finaliza

a tese trazendo as conclusões e algumas propostas de trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

A Teoria da Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral (TRG), proposta por A. Einstein em 1915, está funda-

mentada no prinćıpio da equivalência e no limite de velocidade imposto pela teoria da

relatividade restrita (TRR), onde o maior valor posśıvel é a velocidade da luz no vácuo (c),

que é constante e está de acordo com a teoria de Maxwell. A equação diferencial, tenso-

rial, quadri-dimensional, que relaciona geometria e matéria, é o ferramental matemático

que sustenta esta teoria. Atualmente a TRG é aceita pela comunidade cient́ıfica como

a teoria mais correta para descrever os fenômenos gravitacionais, uma vez que, ela tem

concordado, de forma satisfatória, com os testes astronômicos [5, 6], tais como: teste da

órbita, ondas gravitacionais, buracos negros, desvio para o vermelho gravitacional, sinal de

radar, desvio da luz e giroscópio; a figura (2.1) ilustra esses testes. Desse modo, com esse

ferramental, é posśıvel modelar o universo conhecido utilizando uma teoria f́ısica sólida.

Por exemplo, para um espaço-tempo homogêneo e isotrópico as equações de campo de

Einstein dão origem às equações de Friedmann, que descrevem a evolução do universo.

Tal modelo aplica-se muito bem para a época dominada pela radiação e pela matéria.

Porém com a grande quantidade de dados coletados, principalmente a partir dos anos

19901, vê-se a necessidade de introduzir um setor escuro, matéria escura e energia escura,

1Um breve histórico da cosmologia do século XX pode ser encontrada em

7
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Figura 2.1: Imagem retirada do site asd.gsfc.nasa.gov/blueshift/wp-

content/uploads/2015/11/GR Centennial Timeline.png. Essa figura mostra os testes gravitacionais ao qual a

teoria da relatividade geral foi submetida e o ano em que eles foram realizados.
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para que a teoria proposta por Einstein possa ser ajustada aos dados de: curva de rotação

das galáxias espirais, idade das estruturas mais antigas e evolução do universo, ou seja,

a taxa acelerada com a qual o universo está se expandindo. O setor escuro é chamado

assim por não emitir nenhum tipo de radiação. Além disso, as observações têm indicado

que a maior parte, cerca de 95%, do constituinte material do universo é composto por

esse setor escuro. Uma ilustração da distribuição de matéria do universo é apresentada

na figura (2.2). Os dados utilizados para construção do gráfico são da missão Planck.

Tabela 1

Energia 
Escura

68,3%

Matéria 
Escura

26,8%

Matéria 
Conhecida

4,9%

Energia Escura Matéria Escura Matéria Conhecida

�1

Figura 2.2: Dados da missão Planck, retirados do site https://www.nasa.gov/mission pages/planck/news/planck20130321.html#.Vq-

8AFz06Jc. Nele é apresentado a distribuição da densidade total do universo.

A matéria escura, além de não emitir radiação, deve interagir fracamente com a matéria.

Os áxions, neutrinos e neutralinos (WIMPs) são alguns dos candidatos mais comuns nesse

contexto. Pode-se encontrar uma discussão sobre esse assunto nos trabalhos [7, 8, 9].

Por outro lado, o candidato a energia escura mais comum é a constante cosmológica2

www.cosmosecontexto.org.br/?p=1246.
2A constante cosmológica Λ foi introduzida pela primeira vez na teoria com a finalidade de descrever

um universo estático, do modo que Einstein acreditava ser.

Um dos projetos que investiga as consequências da Energia Escura na formação de estruturas, através de

simulações numéricas é o DEUS, do inglês “Dark Energy Universe Simulation”. Visite o site www.deus-

consortium.org para maiores detalhes.
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[10]. O modelo cosmológico que incorpora a matéria escura fria (não relativ́ıstica) e

a constante cosmológica é chamado de ΛCDM. Este modelo é, atualmente, tido como

o modelo cosmológico padrão (MCP) e descreve de forma satisfatória a existência e a

estrutura da radiação cósmica de fundo, a distribuição das galáxias em estruturas de

larga escala, a abundância dos elementos leves e a expansão acelerada do universo. Os

parâmetros para este modelo cosmológico podem ser encontrados no trabalho [11].

Apesar do modelo ΛCDM resolver os problemas acima citados, outros são gerados, tais

como: (i) não é conhecida a natureza do setor escuro; (ii) a discrepância entre os valores

previstos, para a constante cosmológica, pela teoria quântica de campos e pela cosmologia,

que se diferenciam por um fator 10120; e outros como o problema da planicidade (do inglês

“flatness problem”) e o problema do horizonte. Paralelamente ao MCP tem-se vários

modelos alternativos, que tem como objetivo minimizar os problemas acima citados. Para

isso, modificações nas equações de campo de Einstein (ou na Ação de Einstein-Hilbert) são

propostas. Esses modelos dão origem ao que se conhece como teorias alternativas (TAs)

para a gravitação. Alguns desses modelos, no contexto cosmológico, estão amplamente

difundidos e seus resultados também estão de acordo com os dados observacionais. O

sucesso dos modelos alternativos como a Teoria Brans-Dicke [12] e Teorias f(R) [13],

vem do fato de eles reduzirem a contribuição do setor escuro. Há outras propostas de

modificação da gravidade, como a gravidade Rastall [4, 14] e outras [15, 16, 17, 18].

Ressalta-se que algumas dessas teorias foram propostas quase que simultaneamente com

a TRG.

Uma vez que nesta tese pretende-se aplicar as TAs às estruturas compactas, será apresen-

tado, neste caṕıtulo, as expressões que descrevem as regiões internas e externas, de uma

estrutura isotrópica e compacta numa configuração de equiĺıbrio estático, no contexto da

TRG (a discussão dessas estruturas em TAs será feita mais adiante). Desse modo, será

dado ênfase aos elementos da teoria de Einstein que são relevantes para este fim. Estu-

dos mais aprofundados, sobre a TRG, podem ser encontrados na vasta literatura sobre

o assunto [19, 20, 21]. Enquanto que, estudos da TRG aplicada a estruturas compactas



CAPÍTULO 2. A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 11

[22, 23, 24].

2.1 Elementos da Relatividade Geral

Na TRG a trajetória descrita por uma part́ıcula (com ou sem massa) depende da geometria

local do espaço-tempo por onde ela se desloca. A grandeza que define tal geometria é

chamada de tensor métrico (gµν), sendo µ e ν ı́ndices relacionados com as coordenadas

quadri-dimensionais. Desse modo, a distância infinitesimal (ds) entre dois pontos no

espaço-tempo, está relacionada com a métrica de uma região, ou seja,

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.1)

sendo xµ a representação da quadri-coordenada, com o ı́ndice µ = (0, 1, 2, 3), onde µ = 0

denota a coordenada temporal e µ = (1, 2, 3) ≡ i denotam as coordenadas espaciais.

Quando o espaço é curvo, o transporte paralelo de um vetor faz com que suas componentes

sejam alteradas. Por exemplo, ao transferir um vetor em torno de uma área infinitesimal

curva, fazendo-o retornar ao ponto de partida, suas componentes assumem valores dife-

rentes daqueles que tinha antes da transferência. Isso ocorre pois ao deslizar um vetor de

um ponto a outro, de modo que seu ângulo com relação à tangente da curva seja constante

(o que é chamado de transporte paralelo), verifica-se uma diferença entre o vetor original e

o vetor deslizado. Uma representação gráfica desta situação está ilustrada na figura (2.3).

Nesse caso, um vetor é transportado sobre um percurso ANBA, saindo e retornando ao

ponto A. Quando o vetor original é comparado com aquele que foi transportado, verifica-

se que existe um desvio angular α entre eles. A diferença, citada neste parágrafo, deve

ser proporcional ao tensor de Riemann,

Rρ
µσν = Γρνµ,σ − Γρµσ,ν + ΓρσλΓ

λ
µν − ΓρνλΓ

λ
µσ , (2.2)

onde (,µ) denota a derivada convencional com relação a uma das coordenadas, ou seja,

∂
∂xµ

. Já Γαβγ representa a conexão afim, que é introduzida na teoria para que as equações de
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Figura 2.3: O transporte paralelo de um vetor em um espaço curvo. O vetor é transportado ciclicamente do ponto A,

passando por N e por B. Esse transporte, faz com que o vetor sofra uma mudança de direção, representada pelo ângulo α.

Imagem retirada do site wikiwand.com/es/Derivada covariante.

movimento (como será mostrado a seguir) possam ser escritas corretamente, além disso,

as conexões estão relacionadas com as transformações de coordenadas.

Uma mudança de coordenadas, em um espaço quadri-dimensional, pode ser escrita da

seguinte forma

dx′ρ =
∂x′ρ

∂xµ
dxµ , (2.3)

sendo a linha (′) utilizada para diferenciar os sistemas de coordenadas. Da forma que a

expressão está apresentada, a transformação é de um sistema de coordenadas sem linha

(xµ) para um sistema de coordenadas com linha(x′ρ). Além disso, a relação acima expressa

a forma com que um vetor se transforma. Assim, a primeira derivada em relação a uma

grandeza u parametrizada na direção do movimento da part́ıcula, é

dx′ρ

du
=
∂x′ρ

∂xµ
dxµ

du
. (2.4)

Contudo, a segunda derivada de xµ não se transformará como um vetor, como pode ser

visto quando se deriva, com relação a u, a equação acima,

d2x′ρ

du2
=

d

du

(
∂x′ρ

∂xµ
dxµ

du

)
=

∂x′ρ

∂xµ
d2xµ

du2
+

∂2x′ρ

∂xµ∂xν
dxµ

du

dxν

du
. (2.5)
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Para que a segunda derivada se transforme como um vetor, como deve ser, é necessário

cancelar o segundo termo do lado direito da equação. Desse modo, é necessário introduzir

o conceito de conexão Γλµν(x). Essa grandeza, que não é um tensor, pode ser interpretada

como o quão um referencial desvia-se de um referencial inercial. Nesse caso,

Γ′τσρ =
∂x′τ

∂xλ
∂xµ

∂x′σ
∂xν

∂x′ρ
Γλµν −

∂2x′τ

∂xµ∂xν
∂xµ

∂x′σ
∂xν

∂x′ρ
. (2.6)

Isso faz com que a equação de movimento para a part́ıcula seja

d2xλ

du2
+ Γλµν

dxµ

du

dxν

du
= 0 . (2.7)

Conclui-se então que a conexão se faz necessária para que a equação de movimento seja

escrita corretamente em sua forma covariante, como dito anteriormente. Por outro lado,

utilizando o fato de que um escalar deve ser invariante por transporte paralelo, tem-se

que

Γλµν =
1

2
gλρ (gρµ,ν + gρν,µ − gµν,ρ) , (2.8)

que também é conhecido como Śımbolo de Christoffel. Ressalta-se ainda que existe uma

simetria entre os ı́ndices inferiores dessa conexão, ou seja, Γλµν = Γλνµ, como pode ser visto

na equação (2.8).

Outra aplicação da conexão afim está na definição das derivadas covariantes, aqui repre-

sentadas por (;),

V µ
;ν ≡ V ν

,ν + ΓνµλV
λ , (2.9)

onde V µ é uma grandeza vetorial qualquer.

Retomando a discussão sobre curvatura, pode-se utilizar a métrica para baixar o ı́ndice

ρ, na equação (2.2),

Rρσµν = gρλR
λ
σµν . (2.10)

Ao somar as permutações ćıclicas dos três indices finais, tem-se a seguinte identidade

Rρσµν +Rρµνσ +Rρνσµ = 0 . (2.11)
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Por outro lado, contraindo um dos ı́ndices do tensor de Riemann, sem auxilio da métrica,

obtém-se o tensor de Ricci

Rµν = Rσ
µσν ,

= ∂σΓσµν − ∂νΓσσµ + ΓσσλΓ
λ
µν − ΓσνλΓ

λ
σµ . (2.12)

esta grandeza carrega consigo informações sobre a curvatura do espaço. Com o auxilio da

métrica, obtém-se o escalar de Ricci

R = gµνRµν = Rµ
µ . (2.13)

Utilizando a identidade de Bianchi, que são satisfeitas pelas derivadas covariantes do

tensor de curvatura

Rρσµν;τ +Rρσντ ;µ +Rρστµ;ν = 0 , (2.14)

em conjunto com a equação (2.11) e organizando em termos do tensor e escalar de Ricci,

obtém-se que [
Rµν −

1

2
gµνR

]
;µ

= 0 . (2.15)

O tensor de geométrico de Einstein (Gµν) é definido como o termo que satisfaz a identidade

(Gµν);µ = 0, ou seja,

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR . (2.16)

Essa é a parte geométrica da equação de Einstein, que pode ser obtida via cálculo varia-

cional, utilizando o prinćıpio de mı́nima ação para uma ação do tipo Einstein-Hilbert

Sg ∝
∫
d4x
√
−gR , (2.17)

onde g é o determinante do tensor métrico. Adicionado-se os efeitos de matéria na ação,

a ação total (ST ) pode ser escrita como

ST =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR +

∫
Lmd4x

√
g , (2.18)
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sendo o segundo termo da soma uma contribuição do constituinte material, G a constante

gravitacional de Newton e Lm a Lagrangiana do campo de matéria. Então, aplicando o

prinćıpio de mı́nima ação em ST , tem-se que

δST =

∫
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR− 8πGTµν

)
δgµν = 0 , (2.19)

com

Tµν = − 2√
−g

{
∂(
√
−gLm)

∂gµν
− ∂

∂xα

[
∂ (
√
−gLm)

∂gµν ,α

]}
(2.20)

sendo o tensor energia-momento. Note que o segundo termo do lado direito desta equação

é um termo de superficie. Esta grandeza carrega consigo as informações do constituinte

material local. Comumente, na ausência de cisalhamento e trocas de calor internas ao

fluido, a caracterização do fluido passa por escrevê-lo como campos de velocidade uµ e

em termos das variáveis termodinâmicas associadas ao fluido, pressão p e densidade de

energia total ε. Desse modo, o tensor energia-momento para um fluido perfeito é expressa

por

T µν ≡ (ε+ p)uµuν − pgµν . (2.21)

Ainda nesse contexto e supondo que o sistema esteja isolado, a derivada covariante deste

tensor comumente é nula, ou seja,

T µν;ν = T µν,ν + ΓµναT
αν + ΓνναT

αµ = 0 , (2.22)

que está diretamente relacionado com as leis f́ısicas de conservação.

Por fim, como uma consequência direta do principio variacional, obtido da equação (2.19),

tem-se que

Gµν =
8πG

c2
Tµν . (2.23)

Essa é a equação de Einstein e revela que a deformação na geometria (Gµν) está direta-

mente relacionada com a concentração de matéria (Tµν) em determinada região do espaço.

Atualmente essa relação entre geometria e matéria é a lei f́ısica utilizada para descrever

os fenômenos gravitacionais.
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2.2 A métrica estática de uma esfera isotrópica

Uma métrica esférica, estática e isotrópico, pode ser escrita a partir de um elemento de

linha, dado por

ds2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (2.24)

onde B(r) e A(r) são funções apenas de r. Desse modo, o tensor métrico terá as seguintes

componentes

gtt = B(r) , grr = −A(r) , gθθ = −r2 , gφφ = −r2 sin2 θ e

gµν = 0 se µ 6= ν . (2.25)

Vale ressaltar que, existem outras formas de escrever essa métrica, como por exemplo,

definindo-se B(r) = e2Ψ(r) e A(r) = e2Φ(r). Mais adiante essa forma será utilizada para

facilitar a comparação com o potencial Newtoniano.

As conexões, por sua vez, são determinadas a partir da equação (2.8) em conjunto com a

métrica. Assim, os termos não nulos são:

Γttr =
B′

2B
, Γrtt =

B′

2A
, Γrrr =

A′

2A
, Γθrθ = Γφrφ =

1

r
,

Γφφθ = − cot θ , Γrθθ = − r
A

, Γrφφ = − r
A

sin2 θ , Γθφφ = − sin θ cos θ , (2.26)

nesse contexto as linhas denotam as derivadas com relação a coordenada radial (r). Com

isso, para um espaço-tempo estático, esférico e isotrópico, tem-se que as componente do

tensor de Ricci são

Rtt =
B′′

2A
− B′

4A

{
A′

A
+
B′

B

}
+
B′

rA
,

Rrr = −B
′′

2B
+
B′

4B

{
A′

A
+
B′

B

}
+
A′

rA
,

Rθθ = 1 +
r

2A

{
A′

A
− B′

B

}
− 1

A
,

Rφφ = Rθθ sin2 θ . (2.27)
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2.3 A Solução de Schwarzschild

Para uma região de vácuo, a densidade de energia e a pressão são nulas. Desse modo, o

tensor energia-momento e, consequentemente, o tensor geométrico de Einstein também o

são. De fato, para o caso de interesse, o raio da estrela (R) é determinado na transição de

p e ε 6= 0 (dentro da estrela) para p = ε = 0 (fora da estrela). Desse modo, a solução de

Schwarzschild deve descrever a região externa da estrutura estelar que, por sua vez, é tão

importante quanto a solução interior. Utilizando o fato de que o tensor energia-momento

é nulo no exterior da estrela, a equação de Einstein é escrita como

Rµν =
1

2
gµνR . (2.28)

Contraindo os ı́ndices com auxilio da métrica, tem-se que

R = 2R , (2.29)

o que permite concluir que o escalar de curvatura é nulo (R = 0), assim como o tensor de

Ricci, ou seja, Rµν = 0; esse é um resultado direto da equação (2.28). Então, utilizando

essa identidade, tem-se que a soma de gttRtt com grrRrr resultará em

A′

A
+
B′

B
= 0 . (2.30)

Integrando a equação acima, encontra-se uma relação entre B e A,

B =
K1

A
, (2.31)

onde K1 é uma constante de integração que pode ser suprimida fazendo-se uma mudança

de coordenadas do tipo t→ K
1/2
1 t. Desse modo pode ser assumida como igual a 1, assim

será assumido nas próximas equações.

Utilizando a componente θ − θ do tensor de Ricci, dado por (2.27), tem-se

d

dr
(rB) = 1 ,

B = 1 +
K2

r
(2.32)
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onde K2 é outra constante de integração, mais adiante será mostrado que K2 = −2GM

em unidades de c2. Assim, assumindo as considerações anteriores, tem-se que

B =
1

A
= 1− 2GM

r
(r > R) , (2.33)

sendo M a massa interna ao raio da estrela R . Desse modo, a solução geral de vácuo

para as equações de Einstein, ou seja, na região externa de uma distribuição de matéria

esférica e estática, é dada por

ds2 =

(
1− 2GM

r

)
dt2 −

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2

(r > R) . (2.34)

Desse modo, a solução de Schwarzschild conduz às seguintes componentes métricas,

gtt = B(r) = 1− 2GM

r
, (r > R) ,

grr = A(r) = −
(

1− 2GM

r

)−1

, (r > R) ,

gθθ = −r2 , gφφ = −r2 sin2 θ e

gµν = 0 se µ 6= ν . (2.35)

Note que a métrica de Schwarzschild apresenta uma singularidade em r = rS ≡ 2GM .

Esse raio rS é chamado de raio de Schwarzschild, ou singularidade, ou horizonte. Contudo,

essa singularidade pode ser exclúıda através de uma redefinição da métrica, para maiores

detalhes veja [25, 26]. De fato, se rS < R o rS não terá nenhum significado especial,

como ocorre no caso da estrela de nêutrons. Por outro lado, quando rS > R, o objeto

compacto se encontra completamente colapsado, na forma conhecida como Buraco Negro.

Uma particularidade dessas estruturas é que quando uma part́ıcula se encontra em r < rS

ela não consegue escapar; isso ocorre pois a velocidade de escape nessa região é superior

a velocidade da luz.
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2.4 Equação de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Agora, utilizando as equações obtidas nas seções anteriores é posśıvel determinar o com-

portamento na parte interna de uma distribuição de matéria com simetria esférica e

isotrópica. Note que, nessa região a curvatura é não nula, diferente do que ocorre no

caso da solução de Schwarzschild. Sendo assim, o escalar de curvatura,

R = gµνRµν = gttRtt + grrRrr + gθθRθθ + gφφRφφ ,

é dado por

R =
B′′

AB
− B′

2AB

(
A′

A
+
B′

B

)
− 2

rA

(
A′

A
− B′

B

)
− 2

r2

(
1− 1

A

)
. (2.36)

E o tensor geométrico de Einstein,

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR ,

tem as seguintes componentes

Gtt =
A′B

rA2
+
B

r2

(
1− 1

A

)
,

Grr =
B′

rB
− A

r2

(
1− 1

A

)
,

Gθθ =
r2B′′

2AB
− r2B′

4AB

(
A′

A
+
B′

B

)
− r

2A

(
A′

A
− B′

B

)
,

Gφφ = Gθθ sin2 θ , (2.37)

note que este tensor é diagonal, o que caracteriza um espaço isotrópico. Por sua vez, as

componentes do tensor energia-momento, para a quadri-velocidade uµ = (B, 0, 0, 0), serão

dadas por

Ttt = εB , Trr = pA , Tθθ = pr2 e Tφφ = pr2 sin2 θ . (2.38)

Assim, combinando o tensor geométrico com o tensor energia-momento, obtém-se as
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equações de campo de Einstein

A′B

rA2
+
B

r2

(
1− 1

A

)
= 8πGBε ,

B′

rB
− A

r2

(
1− 1

A

)
= 8πGAp ,

r2B′′

2AB
− r2B′

4AB

(
A′

A
+
B′

B

)
− r

2A

(
A′

A
− B′

B

)
= 8πGr2p . (2.39)

Observe que as componentes angulares são idênticas, motivo pelo qual tem-se apenas três

equações.

Manipulando a componente temporal da equação de campo, obtém-se que

A(r) =

(
1− 2GM(r)

r

)−1

, (2.40)

sendo

M(r) =

∫ r

0

4πr′2ε(r)dr′ , (2.41)

a definição de massa gravitacional (ou massa-energia) interna ao raio r. No caso não re-

lativistico esta será a massa total da estrela. Contudo, no contexto da TRG, M tem con-

tribuições de massa e de campo. Note que existe uma interação mútua de massa-energia

e espaço-tempo, inseparável na TRG. Ao longo deste trabalho M (massa gravitacional,

ou massa-energia) será chamado simplesmente de massa. Por outro lado, a massa da

totalidade de núcleos em uma estrela será chamada de massa de bárions. Se a diferença

entre a massa gravitacional (massa) e a massa de bárions for negativa, esta corresponderá

a energia de ligação gravitacional da estrela, que será da ordem de 100 MeV por nucleon,

para estrelas próximas da massa limite.

Manipulando a componente radial e utilizando (2.40), obtém-se uma expressão para o

potencial gravitacional

B′(r)

2B(r)
≡ Ψ′(r) =

GM(r)

r2

(
1 +

4πr3p(r)

M(r)

)(
1− 2GM(r)

r

)−1

, (2.42)

onde foi utilizada a relação B = e2Ψ. Note que, nos termos entre parênteses foram isoladas

as contribuições relativ́ısticas, deixando explicita a parte “Newtoniana” (GM/r2). Por
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comparação direta, verifica-se que Ψ está diretamente ligado a um potencial efetivo, nesse

caso, relativ́ıstico.

Utilizando a identidade da derivada covariante do tensor energia-momento

T µr;µ = 0 ,

tem-se que

Ψ′(r) = − p′(r)

ε(r) + p(r)
. (2.43)

Por fim, comparando as equações (2.42) e (2.43) tem-se que

p′(r) = −GM(r)ε(r)

r2

(
1 +

p(r)

ε(r)

)(
1 +

4πr3p(r)

M(r)

)(
1− 2GM(r)

r

)−1

. (2.44)

Essa é a equação de equiĺıbrio hidrostático para uma distribuição de matéria com simetria

esférica, isotrópica e estática. Dela conclui-se que a pressão é uma função monótona

decrescente, do centro da estrela até a sua borda, ao menos nos casos em que os termos

entre parênteses em (2.44) são positivos. Tal afirmativa é válida para estruturas em que

2GM/R < 8/9 (onde R é o raio da estrela) ou qualquer região em que 2GM(r)/r < 1;

que estão diretamente relacionadas com a estabilidade da estrela de nêutrons, assim tal

estrutura se encaixa nessa situação, ou seja, p′ < 0.

A equação (2.44) em conjunto com a equação

dM(r) = 4πεr2 , (2.45)

são chamadas de equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff [27, 28]. Cujas soluções, de-

pendendo da equação de estado, serão chamadas de estrela de nêutrons (que é o foco

desta tese). Contudo, para que seja posśıvel resolver o sistema de equações diferenciais

acopladas, é necessário estabelecer uma relação entre p e ε. No próximo caṕıtulo, alguns

candidatos para descrever o interior dessa estrutura compacta serão apresentadas. Mas

antes, será discutido o limite de baixas velocidades e de campos fracos.
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2.5 O Limite Newtoniano

Apesar das limitações inerentes ao uso da teoria de Newton, seus resultados são satis-

fatórios quando as velocidades são baixas e os campos são fracos. No contexto estelar,

estruturas semelhantes ao nosso Sol, onde o termo 2GM�/R� ∼ 4.3×10−6 e p� ε (sendo

M� a massa solar e R� o raio solar) pode ser descrita de forma satisfatória pela teoria

de Newton. Sendo assim, espera-se que a TRG possa, nessas condições, trazer resultados

idênticos aos previstos pela teoria newtoniana, como de fato ocorre.

No limite em que p � ε e Gm(r)/c2 � r a equação (2.44) é reduzida a equação de

equiĺıbrio hidrostático de Newton, uma vez que as correções da TRG podem ser despreza-

das. De outro modo, pode-se impor que a teoria de Newton é válida no limite de campo

fraco,

gµν = ηµν + φµν , |φµν | � 1 , (2.46)

o que significa dizer que o espaço-tempo é aproximadamente plano e uma expansão (φµν)

em torno da métrica de Minkowski (ηµν) pode ser utilizada. Desse modo, o elemento de

linha será dado por

ds2 = c2dt2 − dl2 + φµνdx
µdxν . (2.47)

sendo c2φ00/2 = Ψ o potencial de Newton, e utilizando o limite de baixas velocidades,

v � c . (2.48)

Assim, as equações que descrevem o comportamento do fluido dinâmico com interação

gravitacional podem ser escritas como

∂tε+ ~∇ · (ε~v) = 0 , (2.49)

d~v

dt
= ∂t~v + ~v · ~∇~v = −1

ε
~∇p− ~∇Ψ , (2.50)

∇2Ψ =
4πG

c2
ε . (2.51)
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Para uma condição de equiĺıbrio hidrostático, a força resultante sobre qualquer ponto

interno a estrela deve ser nula, assim d~v
dt

= 0 e portanto

−1

ε
~∇p = ~∇Ψ . (2.52)

Assumindo-se uma distribuição de matéria com simetria esférica e que as grandezas ε, p e

Ψ devem depender apenas da coordenada radial r, simplifica-se a equação anterior para

−1

ε

dp

dr
=
dΨ

dr
, (2.53)

que é a equação de equiĺıbrio hidrostático, no contexto Newtoniano. Note que essa equação

é o análogo da equação (2.42) para baixas energias. Vale ressaltar que, para outros modelos

de gravidade, as correções podem ser interpretadas como modificações do potencial Ψ.

Escrevendo a equação de Poisson, em coordenadas esféricas, e utilizando a equação (2.53)

tem-se que

− 1

r2

d

dr

[
r2

ε

dp

dr

]
=

4πG

c2
ε , (2.54)

e reorganizando os termos,

p′(r) = −GM(r)ε(r)

c2r2
e M ′(r) =

4π

c2
ε(r)r2 . (2.55)

A equação de equiĺıbrio acima descreve a estrutura estável de uma anã branca, ou de uma

estrela da Sequência Principal, de forma satisfatória. Contudo, estruturas extremamente

compactas, como as estrelas de nêutron, precisam das correções relativ́ısticas (em geral).

A figura (2.4), retirada do livro [23], mostra os limites onde existem regiões de estabilidade

para as anãs brancas e para as estrelas de nêutrons.
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Figure 8: A rough summary of the present understanding of the solution of the mass M of

the TOV equation over a broad range of central energy densities ✏, taken from [7]. ✏0 is the

saturation energy density. The solid lines are stable configurations. A necessary condition for

stability is @M(✏)/@✏ > 0 [7]. Be aware of the dependence of a solution on the applied EoS.
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Figura 2.4: Essa figura apresenta as posśıveis configurações de uma estrela compacta. A linha cont́ınua representa a

região onde existe estabilidade. Já a tracejada representa as regiões instáveis.



Caṕıtulo 3

Estrela de nêutrons: nascimento e

interior

De forma simplificada1 é posśıvel descrever a estrela como uma estrutura esférica cujo au-

mento da pressão interna, causado pelo calor produzido durante a fusão nuclear, equilibra

a auto-atração gravitacional. Essa suposição tornou-se posśıvel a partir de 1920, quando

Eddington mostrou que a teoria de Einstein explica a produção de energia de uma estrela.

Através da equação

E = mc2 ,

onde m é a massa aniquilada no processo de fusão nuclear e c é a velocidade da luz no

vácuo. Desse modo, é posśıvel explicar o surgimento da radiação emitida pelas estrelas e

o longo peŕıodo de tempo de brilho dessas estruturas. Por exemplo, durante o processo de

fusão de dois átomos de Hidrogênio gerando um átomo de Hélio, verifica-se um déficit de

cerca de 0.7% de matéria que, de acordo com a hipótese de Eddington, deve ser emitido

na forma de energia.

Assim a quantidade de radiação emitida pelas estrelas traz informações relevantes sobre

1Um estudo introdutório sobre o nascimento, vida e morte da estrela pode ser encontrado em [29].

25
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essas estruturas. Nesse contexto, algumas das informações mais relevantes sobre as estrelas

podem ser obtidas a partir do diagrama H-R, que é uma espécie de mapa das estrelas em

função de sua luminosidade. Esse nome faz menção aos cientistas E. Hertzsprung e H. N.

Russell que, de forma independente, colocaram em um gráfico as medidas de luminosidade

e temperatura das estrelas conhecidas. Um exemplo, deste diagrama, pode ser visto na

figura (3.1), onde é mostrado que grande parte das estrelas observáveis, cerca de 90%

delas, estão dentro de uma região chamada de Sequência Principal. Outras três regiões12/01/16 09:34diagramaHR.jpg 1.629×1.697 pixels

Página 1 de 1http://astro.if.ufrgs.br/estrelas/diagramaHR.jpg

Figura 3.1: Um exemplo do diagrama H-R para parte das estrelas observáveis. Em destaque estão aquelas mais

próximas do Sol. Imagem retirada de http://astro.if.ufrgs.br/estrelas/diagramaHR.jpg.

estão destacadas nesta figura, acima da Sequência Principal tem-se as estrelas Gigantes

e Super Gigantes e abaixo estão as Anãs Brancas. Como abordado no caṕıtulo anterior,

a teoria newtoniana descreve de forma satisfatória as situações de equiĺıbrio das estrela

nessas quatro regiões. As correções relativisticas serão relevantes para estruturas cujo

termo de compactação C = 2GM/R, em unidades de c2, é da ordem de ∼ 10−1, que é o

caso das estrelas de nêutrons.
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Desse modo, da lei de Stefan-Boltzmann,

L = 4πR2σT 4 , (3.1)

onde L é a luminosidade, R é o raio da estrela, T é a temperatura efetiva e σ é a

constante de Stefan-Boltzmann; verifica-se que quanto maior a luminosidade de uma

estrela, maior será o seu raio, quando a temperatura é mantida constante. Ou seja, uma

estrela com temperatura igual a temperatura do Sol e com uma luminosidade de 104L�

tem raio 102R�, sendo L� e R� a luminosidade e o raio do Sol, respectivamente. Outra

informação trazida pelo diagrama H-R é que, durante o peŕıodo de vida da estrela na

Sequência Principal, sua massa cresce no mesmo sentido da luminosidade. Assim, tem-se

um indicativo de que a massa deve ser um parâmetro fundamental durante o peŕıodo que

a estrela passa nessa fase. Em geral, as estrelas têm massas que podem variar entre 0.08 e

100 massas solares (a massa do Sol é M� = 1.9891× 1030kg) e suas temperaturas efetivas

estão entre 2500K e 30000K.

Além disso, a massa da estrela também influencia o tempo de vida na sequência princi-

pal. Uma posśıvel estimativa desse tempo pode ser feita através de um balanço entre a

reserva energética, que é proporcional a massa da estrela, e a energia gasta por ela, que é

proporcional a sua luminosidade. A relação entre a massa e a luminosidade, é dada por

L

L�
=

(
M

M�

)α
,

sendo que α = 2 para estrelas de baixa massa, α = 4 para estrelas do tipo solar e α = 3

para estrelas massivas. Assim, utilizando a relação anterior,

tvida ∝
(
M

M�

)1−α

.

Portanto, a evolução estelar, ou de outra forma, a trajetória da estrela dentro do diagrama

H-R, será determinada por sua massa.

Em resumo, uma estrela experimenta várias situações de equiĺıbrio durante sua vida e

estas, por sua vez, dependem da massa da estrela. Quanto menor a massa, menor a
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luminosidade, menor o tempo de vida na sequência principal e mais lento é o processo

de evolução. Por exemplo, as Anãs Brancas de Hélio, cuja massa é menor que 1.0M�,

o tempo para atingir o equiĺıbrio hidrostático é na faixa de ∼ 14 bilhões de anos, essa

estrutura ganha esse nome pois não consegue fundir o Hélio.

A vida da estrela na sequência principal é caracterizada pelo processo de fusão nuclear.

No primeiro estágio, a estrela funde seus átomos Hidrogênio, transformando-os em Hélio,

através de uma transformação do tipo

4p→ α + 2e+ + 2νe ,

onde p indica prótons, α indica átomo de Hélio duplamente ionizado, e+ indica pósitron e

νe indica neutrino do elétron. Essa reação promove a liberação de 7 MeV/nucleon. Exis-

tem outras transformações posśıveis, essa é apenas uma das possibilidades, para maiores

detalhes veja [29]. Após esse peŕıodo a estrutura estelar entra na primeira fase de con-

tração até atingir uma nova situação de equiĺıbrio hidrostático. Isso ocorre pois a pressão

de radiação, gerada durante a fusão, não pode mais sustentar a atração gravitacional.

Sendo assim, tem-se uma redução no volume estelar, o que reinicia fusão do hidrogênio

nas camadas mais externas e inicia, também, a fusão do átomo de Hélio no centro da

estrela, através da reação

3α→ C + γ ,

sendo que C indica o átomo de carbono e γ é um tipo de fóton. Em seguida, se a

estrela for massiva o suficiente, inicia-se a fusão do Carbono gerando Siĺıcio e depois do

Siĺıcio gerando Ferro. O núcleo de Ferro tem elevado grau de estabilidade, uma vez que

o limite de energia máxima de ligação por nucleon é atingido (8.8 MeV). Além disso, o

processo de fusão deste núcleo é endotérmico (absorve energia) causando, desse modo,

uma instabilidade no sistema estelar e levando a estrela ao colapso. Ou seja, a formação

do Ferro marca o fim das reações de fusão e o prinćıpio da morte estelar.

Durante o processo de fusão, uma estrela com massa intermediária, ou seja, inferior a

∼ 8M�, na fase de queima do hélio perde grande parte de sua massa, ficando com um
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caroço de energia com menos de ∼ 1M� que esfria e contrai até atingir raio da ordem

de 102 km e uma densidade de 106 — 108 g/cm3. Com o fim do processo de fusão, tal

estrutura tem uma redução da distância entre os elétrons até a ordem do comprimento

de onda de de Broglie. Nessa situação os elétrons estão em um regime degenerado, onde

as part́ıculas já não podem mais mover-se livremente e o espaço de fase é restrito aos

estados de energia cada vez mais elevados. Neste caso, o equiĺıbrio hidrostático é atingido

quando a pressão do gás de elétrons degenerados equilibra a auto-atração gravitacional,

formando assim uma anã branca. Já que não há mais fusão nuclear nessas estruturas, a

estrela esfria lentamente até não emitir radiação no viśıvel, nesse estágio ela torna-se uma

anã negra. O primeiro a determinar o valor máximo para a massa de uma anã branca foi

Chandrasekhar. Na ocasião obteve um valor de

MCh = 1.44M� , (3.2)

utilizando um modelo estelar com um caroço de Ferro.

Por outro lado, se a estrela tiver massa entre 10 — 40 M� o processo de fusão vai até

a formação do ferro, contudo a degenerescência eletrônica não consegue interromper a

contração gravitacional e a estrela morre de um modo explosivo. Durante o encolhimento

do núcleo os elétrons são engolidos pelos prótons, através do processo Urca [30]. A

destruição dos elétrons reduz a pressão central, fazendo com que o o caroço seja implodido

até atingir a densidade do núcleo atômico ∼ 1015 g/cm3. Tal evento gera uma onda de

choque que expele as camadas mais externas com velocidades de ∼ 105 km/s e gera uma

luminosidade de ∼ 1010L�, assim surge uma supernova. Se a estrela tiver uma massa

de 10—15M�, o caroço terá ∼ 1M� e se torna uma estrela de nêutrons, situação onde

a degenerescência do nêutron, em conjunto com a repulsão entre os nucleons, equilibra a

gravidade. Estrelas mais massivas, devem colapsar completamente e terminam como um

buraco negro. Nesse trabalho será tratado somente as situações onde a estrutura evolui

para uma estrela de nêutrons.
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3.1 A Estrutura da Estrela de Nêutrons

A estrela de nêutrons é uma estrutura compacta, com densidades da ordem da densidade

nuclear (∼ 1015 g/cm3) e cujo colapso gravitacional é sustentado pela degenerescência do

nêutron. O nascimento de tal estrutura coincide com o fim do processo de fusão nuclear

que ocorre no centro da estrela. Teoricamente, dividi-se a estrutura interna em diferentes

camadas, como mostra a figura (3.2), retirada do trabalho [22]. Estas, por sua vez, podem

ser sub-divididas, como sugere [24].1713 Page 2 of 26 J. M. Lattimer

Fig. 1 This graphic representation of a neutron star illustrates its five significant regions. At the top, details
of the core-crust boundary is shown. At the bottom, possible crustal and core superfluids are illustrated.
Beams of energy are directed from the magnetic poles of the star. Figure courtesy of D. Page

stemming from the loss of rotational energy. Neutron stars have also been observed
in X-ray binaries through radiation emitted as a consequence of matter accreted from
companion stars. A few isolated neutron stars have also been found; many or all of
these are pulsars, but the beams are not directed towards the Earth.

In many respects, neutron stars are giant nuclei, with N ≈ 1057. They can be con-
sidered to have five important regions (Fig. 1). The outermost region, or atmosphere,
is only about 1 cm thick, but controls the observed spectral energy distribution. To a
zeroth order approximation, this distribution is blackbody, but the composition and
magnetic field intensity at the surface redistributes the energy. The second layer is the
envelope, which acts as a thermal insulator. The effective temperature of the star, for
a given age, depends on its composition: stars with hydrogenic atmospheres appear
cooler than those with heavy-element envelopes. In these layers, matter consists of a
plasma. The mantle is a solid region largely composed of atomic nuclei in a Coulomb
lattice. The upper mantle material is similar to that found in white dwarf interiors,
with Z ≃ 56. Nuclei in the lower mantle, however, have much larger masses and
neutron excesses, and are likely deformed. At high-enough density, deformations
might become extreme, leading to so-called pasta phases in which spherical nuclei are
replaced by rods or plates. At the core-crust boundary, where the density is roughly
ρs/3 with ρs ≃ 3 × 1014 g cm−3 being the nuclear saturation density, the inhomoge-
neous phase with nuclei gives way to a homogeneous phase of nucleons in the outer

123

Figura 3.2: Ilustração das diferentes regiões internas de uma estrela de nêutrons.

A região mais externa da estrela de nêutrons é chamada de Atmosfera. Apesar de ter

somente alguns cent́ımetros de tamanho, desempenha um papel fundamental para as ob-

servações. É dessa região que provêm, se não toda, grande parte da radiação detectada,

que é muito semelhante a radiação de corpo negro. Essa radiação contém informações
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sobre os parâmetros da superf́ıcie da estrela, tais como: temperatura efetiva, gravidade,

composição qúımica e intensidade do campo magnético; além disso, contém informações

sobre a massa e o raio da estrela de nêutrons. O Envelope é basicamente um tipo gás

ionizado (plasma) interno à atmosfera e comporta-se como um isolante térmico que im-

possibilita as trocas de calor entre a atmosfera e as regiões mais internas da estrela. A

temperatura, dessa região, depende de como ocorreu a evolução da estrela. Indo para

as regiões mais internas, a primeira região sólida é atingida. Essa região é chamada de

Manto e é dominada por núcleos de átomos cuja interação predominante é a coulombiana.

A região do manto exterior assemelha-se ao interior de uma anã branca, onde os átomos

têm número atômico Z ' 56. Já os átomos do manto interior apresentam massas maiores

que aqueles encontrados no manto exterior. Além disso, no manto interior, tem-se um ex-

cesso de nêutrons e os núcleos, que deveriam apresentar simetria esférica, são deformados

devido as elevadas densidades, podendo assim assumir formas de varetas e placas, essa

fase é comumente chamada de “fase de pasta”. Por fim, na parte mais interna da estrela

tem-se a Crosta e o Núcleo. Nessas regiões a densidade pode atingir um terço da densi-

dade de saturação (ρS ' 2.7 × 1014 g/cm3). A provável diferença entre as duas regiões

deve-se ao contraste entre a fase homogênea da crosta e a fase não homogênea do núcleo

exterior. A matéria nessas regiões deve ser neutra, ou seja, o número de prótons deve ser

igual ao número de elétrons. Contudo, há grandes incertezas sobre os constituintes destas

regiões mais internas do núcleo. Nesse sentido, algumas hipóteses tem sido utilizada para

descrever tal região, por exemplo: considerá-la como uma extensão do núcleo exterior,

ou como uma mistura de nucleons e matéria estranha como h́ıperons, ou um condensado

de Pion, ou condensado de Kaon (condensado de Bose-Einstein), ou gás de quarks (up,

down e strange) livres. Por outro lado, tais incertezas sobre o meio material que compõe

o núcleo interior não podem afetar a estrutura estelar, uma vez que esta é controlada

pela equação TOV. Mas isso não reduz a importância da busca por determinar a matéria

que compõe essa região. Uma vez que o papel dessa região é fundamental e influenciará

diretamente na escolha da equação de estado que descreve a estrutura estelar.

Nesse contexto, alguns autores têm se preocupado em estabelecer a relação entre a pressão
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e a densidade de energia dos constituintes que compõe o interior de estruturas compactas,

utilizando por exemplo: “bag model MIT”, Cromodinâmica Quântica (QCD) ou o modelo

Nambu-Jona-Lasinio (NJL), veja [31, 32]. Outros trabalhos, por outro lado, têm sugerido

modificações na gravidade que descrevem a estrutura estelar, por exemplo, utilizando:

Brans-Dicke [33], Teorias Escalares-Tensoriais [34, 35], TeVeS [36], Gravidade Rastall [37]

e uma aproximação newtoniana [38].

Com base nisso, pode-se fixar um modelo de gravidade, TRG por exemplo, para deter-

minar a relação massa–raio para algumas propostas de equação de estado, isso possibilita

comparar os resultados teóricos, obtidos por vários modelos dessas equações, com os da-

dos observacionais. Ou, utilizar outra possibilidade, onde fixa-se a equação de estado

e modifica-se a gravidade. Desse modo, as estrelas de nêutrons podem ser utilizadas

para testar a estrutura da matéria em situações extremas ou para testar os modelos de

gravidade. Aqui será mantido o foco na segunda possibilidade, onde uma equação de

estado é escolhida para construir um diagrama massa–raio (M − R), usando alguns mo-

delos de gravidade alternativa. Em seguida, compara-se os resultados com as medidas de

massa e raio estimadas para sistemas binários observados, que podem ser encontrados em

www.stellarcollapses.org e está apresentada na figura (3.3).

3.2 Equações de Estado

Para as situações onde a temperatura estelar é baixa o suficiente ao ponto de tornar-se

despreźıvel, isso ocorre quando sua temperatura é muito menor que a energia de Fermi, e

o equiĺıbrio da interação fraca existe, o aspecto relevante da equação de estado, utilizada

para determinar a estrutura da estrela de nêutrons, é a relação entre a pressão p e a

densidade de massa ρ, ou a densidade de energia associada ε ≡ ρc2. Essa relação, p(ρ),

é chamada de equação de estado da matéria densa do interior da estrela de nêutrons

e é essencial para estabelecer as situações de equiĺıbrio da estrutura estelar. A estrela

é modelada com a escolha de uma equação de estado em conjunto com um modelo de
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Figura 3.3: Imagem retirada do site www.stellarcollapses.org. Aqui pode-se ver os dados observacionais para as massas

de algumas estruturas estelares.
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gravidade, aplicada a uma geometria esférica e estática, que é o caso de interesse desta

tese. O sistema de equações acopladas é utilizado para obter valores de massa e de raio

da estrutura compacta, para diferentes valores de densidade central. Esses resultados são

expostos em um plano cartesiano, chamado de diagrama M −R, que possibilita análisar

a estabilidade das estruturas previstas pelo modelo estelar escolhido.

Os laboratórios que têm testado as propriedades nucleares, bem como os estudos teóricos,

da matéria composta unicamente por nêutrons, indicam que o limite da matéria que

constitui a estrela de nêutron é próxima a densidade de saturação, usualmente expressa

como a densidade de bárions (ns ' 0.16 bárions fm−3), densidade de massa (ρs ' 2.7 ×

1014gcm−3) ou densidade de energia (εs ' 150 MeV fm−3). Sendo assim, para estabelecer

uma relação que permita descrever o constituinte interno da estrela de nêutrons de forma

exata, é necessário utilizar uma teoria de interação entre part́ıculas de vários corpos,

uma vez que, a estrela de nêutrons tem densidades & ρs. Já que esta teoria não é bem

conhecida, a determinação da equação de estado para as regiões internas da estrela de

nêutrons não são determinadas de forma exata.

Geralmente, a equação de estado é subdivida em função do limite estrutural da estrela.

Para baixas densidades, que tem como caso limite p = 0, denomina-se como EoS2 suave,

ou como EoS dura, para altas densidades (tendo como limite dp/dε = (cs/c)
2 = 1, onde

cs é a velocidade adiabática do som), que maximiza a razão massa–raio [39]. As situações

intermediárias são chamadas de EoS moderadas. Dependendo da dureza da EoS diferentes

valores para a massa máxima são obtidos, podendo chegar a ∼ 1.4M� para a EoS suave

e ∼ 2.5M� para a EoS dura. O trabalho [40] mostra o diagrama M − R para algumas

EoS, veja a figura (3.4). Cada uma das curvas foi obtida resolvendo a equação (2.44)

para diferentes equações de estado, assinalada na figura. No diagrama ilustrado, pode-se

observar EoS suaves (como é o caso da GS1), EoS moderadas (por exemplo a AP4) e

EoS duras (como a MSO). Nela, comprova-se o favorecimento às EoS moderadas e duras,

uma vez que as EoS suaves não prevêem estruturas com massas ∼ 2M�, como indicam

2O termo EoS vem do inglês Equation of State.
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as observações. A grande quantidade de candidatos para descrever a estrutura material

Figura 3.4: Apresentação do diagrama M−R para diferentes EoS de matéria hadrônica em preto e quarks em verde. São

indicadas as regiões de pressão finita e causalidade. As curvas em laranja mostram o contorno R∞ = R(1−2GM/Rc2)−1/2.

interna das estrelas de nêutrons está relacionado com as incertezas acerca dos constituintes

internos que devem compor tais estruturas.

A fim de testar a influência da gravidade modificada na estrutura estelar, bem como, nos

valores de massa máxima (e do raio relacionado), escolheu-se utilizar EoS mais realistas,

como a famı́lia BSk (que não está ilustrada na figura (3.4)). Contudo, como uma primeira

abordagem será discutido alguns modelos mais simples.
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3.2.1 Densidade Constante

Sob o argumento de que a densidade de energia de uma estrela de nêutrons deve variar

pouco na direção radial, pode-se modelar o interior estelar como uma distribuição uniforme

de massa (energia), ou seja, a densidade de energia é aproximadamente constante. Assim,

a densidade para qualquer ponto será

ε(r) =

 ε0, se r ≤ R

0, se r > R
(3.3)

aqui r = R representa o limite da estrela. Tal consideração impõe que a estrela seja cons-

titúıda por um fluido incompresśıvel, somente assim sua estrutura pode ser sustentada, o

que torna esse modelo não real. Por outro lado, esse modelo permite obter um limite para

a razão massa-raio, necessário para determinar o valor máximo do desvio para o vermelho

da radiação emitida pela estrela, para maiores detalhes veja [19].

Utilizando a equação (3.3), a massa de uma estrela pode ser escrita como

M(r) =
4

3

πε0
c2
r3 (r ≤ R) . (3.4)

Já a pressão interna, em um contexto de gravidade newtoniana, será dada por

p(r) =
2πGε20

3c2

(
R2 − r2

)
, (3.5)

onde utilizou-se a condição de contorno que limita a estrela, p(R) = 0. Assim, a pressão

central da estrela, obtida fazendo p(r = 0) = pc, será

pc =
2πGε20

3c2
R2 = G

(π
6

)1/3 (ε0
c2

)4/3 (
Mtotc

2
)2/3

, (3.6)

com Mtot = M(r = R) sendo a massa interna ao raio R da estrela. Com isso pode-se

escrever a pressão interna em termos da pressão central e do raio da estrela. Desse modo,

p

pc
= 1−

( r
R

)2

. (3.7)

A figura (3.5) apresenta o comportamento da pressão e da massa total, normalizadas em

termos da pressão central e da massa total da estrela. Observe que nesse caso particular
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p/p0
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Figura 3.5: Essa figura foi construida utilizando as equações (3.7) e (3.4). Ela ilustra a forma quadratica e cúbica,

respectivamente, das funções p/pc e M/Mtot.

a pressão comporta-se como uma função do segundo grau decrescente em relação ao raio

e a massa comporta-se como uma função do terceiro grau crescente, nessa região.

Contudo, como discutido anteriormente, a estrela de nêutrons é uma estrutura rela-

tiv́ıstica. Desse modo, utilizando a equação de equiĺıbrio hidrostático relativ́ıstico, dada

por (2.44), em conjunto com (3.3), tem-se que a pressão na região interna a estrela será

dada por

p(r) = ε0

[
(1− 2GM/c2R)

1/2 − (1− 2GMr2/c2R3)
1/2

(1− 2GMr2/c2R3)1/2 − 3 (1− 2GM/c2R)1/2

]
. (3.8)

Assim, utilizando a condição para determinar a pressão central (p0 = p(r = 0)),

pc = ε0

[
1− (1− 2GM/c2R)

1/2

3 (1− 2GM/c2R)1/2 − 1

]
. (3.9)

Esse resultado permite concluir que a pressão central diverge quando

3
(
1− 2GM/c2R

)1/2
= 1 ,

2GM

c2
=

8

9
R . (3.10)

Consequentemente a estrutura estelar só existe se M < 4
9
R
Gc2

. Então, a massa máxima
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(Mmáx) permitida para estruturas desse tipo é

Mmáx ∝ ε
−1/2
0 , (3.11)

para obter este resultado basta substituir o extremo superior da massa, mostrado acima,

em M(r = R), dado pela equação (3.4).

Sendo assim, para uma esfera estática na TRG, assumindo-se qualquer ε(r) não negativo

e que decresce de forma monótona com relação a r, dε/dr ≤ 0, tem-se que: (i) Para uma

estrela cujo raio é fixo (R), a massa máxima posśıvel é dada por uma densidade de energia

uniforme e (ii) a massa máxima existe independente da EoS adotada, uma vez que ela

existe para um fluido incompresśıvel, veja pg. 129 [41].

3.2.2 O Limite da Massa

Outra relação entre a pressão e a densidade diferente da abordada na seção anterior, foi

sugerida por Bethe-Bayn-Pethick-Suterland-Siemens (BPS) [43]. A EoS BPS foi utilizada

para encontrar o limite superior da massa máxima da estrela de nêutrons[42]. Nesse caso,

para regiões de baixa densidade, tem-se que

ε(n) =
1

2

[
εf − pf + (εf + pf )

(
n

nf

)1/2
]

,

p(n) = ε(n)− εf + pf , (3.12)

onde subescrito f denota o ponto de encontro entre o limite causal3 e BPS. Essa EoS

incorpora as condições de equiĺıbrio e conecta as regiões de altas e baixas densidade de

forma cont́ınua.

Para um
εf
c2

= 4.636× 1014 g cm−3 e pf = 6.1× 1032 dina cm−2 [23]

M = 3.14M� e R = 13.4 km . (3.13)

3O limite causal é atingido quando a velocidade de propagação da informação tende à velocidade da

luz.
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Desse modo, qualquer outra equação de estado deverá fornecer massa inferior a esta.

Por outro lado, o limite inferior pode ser obtido através de um modelo de gás degenerado

de nêutrons relativ́ısticos, como mostrado no trabalho [27], resultando em uma massa

máxima (e raio correspondente) de

Mmáx = 0.71M� , R = 9.5 km . (3.14)

para uma densidade central de εc
c2

= 5 × 1015 g cm−3. A seguir será abordado o modelo

de gás de Fermi, que é necessário para descrever o fluido de nêutrons em questão.

3.3 Modelo de Gás de Fermi

Nesse modelo de fluido, o equiĺıbrio estelar é estabelecido devido à degenerescência de

elétrons (para as anãs brancas) ou dos nêutrons (para as estrelas de nêutrons). Diante

disso, uma hipótese é considerar que a estrela contém apenas férmions não interagentes ( o

que simplifica o modelo) e, no contexto microscópico, impor que não haja decaimento beta

(situação conhecida como equiĺıbrio beta). Contudo, essa forma de modelar o constituinte

material da estrela não descreve uma situação f́ısica real, uma vez que estruturas reais

apresentam caracteŕısticas que impossibilitam tratar seus constituintes internos como um

único fluido, resultado das diferentes regiões abordadas na seção anterior. Todavia o

modelo em questão funciona como uma boa aproximação para o fluido interestelar, além

de ter grande utilidade por: tornar a abordagem matemática mais simples, facilitando

os ajustes das dimensões das grandezas; permitir discutir algumas das caracteŕısticas que

diferenciam as duas estruturas compactas, anãs brancas e a estrela de nêutrons; facilitar

a comparação entre os diferentes modelos gravitacionais a ser testado com a estrela de

nêutrons (um dos objetivos desta tese).

Modelar o constituinte material da estrela como um gás ideal de férmion degenerado,
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faz com que o prinćıpio de exclusão de Pauli4 e os postulados da relatividade especial5

sejam respeitados. Ainda, permite que as interações entre as part́ıculas do fluido sejam

desconsideradas e torna todos os estados quânticos, até o ńıvel de Fermi, ocupados.

Uma vez que o estado degenerado só é alcançado para baixas temperaturas, ao ponto

que elas sejam muito menores que a energia de Fermi (T � EF ), a abordagem do pro-

blema torna-se mais simples. Pois assim, as temperaturas do sistema tornam-se finitas, o

que simplifica as expressões. De fato tal hipótese pode ser considerada no problema em

questão. Note que para a estrela de nêutrons a temperatura e a energia de Fermi são,

respectivamente, T ∼ 1 MeV e EF ∼ 103 MeV6. O mesmo ocorre para as anãs brancas,

onde T ∼ 107 Kelvin e EF ∼ 6× 109 Kelvin.

Nesse contexto, assumindo que ~ = c = 1, tem-se que, para cada tipo de férmion, a

densidade de part́ıculas (ρ), a densidade de energia (ε) e a pressão (p) serão dadas, res-

pectivamente, por

ρ =
g

2π2

∫ kF

0

k2dk ,

ε =
g

2π2

∫ kF

0

√
k2 +m2k2dk , (3.15)

p =
1

3

g

2π2

∫ kF

0

k2

√
k2 +m2

k2dk ,

onde g é o grau de liberdade (degenerescência) de cada férmion, e corresponde a quan-

tidade de spin ±1/2 que cada férmion pode ter, e kF é o momentum de Fermi. Para

maiores detalhes ver seção 3.9.2 [23].

4O prinćıpio de exclusão de Pauli estabelece que dois férmions não podem ocupar o mesmo estado

quântico.
5A Relatividade Especial está fundamentada em dois postulados: (i)Todas as leis f́ısicas são válidas

para qualquer referencial inercial e (ii) A velocidade da luz no vácuo é constante e igual a c para qualquer

referencial inercial.
6Note que: 1 MeV ∼ 1010 Kelvin.
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Resolvendo a integração e fazendo g = 2, tem-se que

ρi =
kF,i
3π2

,

εi =
1

4π2

[
µikF,i

(
µ2
i −

1

2
m2
i

)
− 1

2
m4 ln

(
µi + kF,i
mi

)]
,

pi =
1

12π2

[
µikF,i

(
µ2
i −

5

2
m2
i

)
+

3

2
m4 ln

(
µi + kF,i
mi

)]
, (3.16)

sendo o ı́ndice i = (p, e, n) a representação para: prótons, elétrons e nêutrons; e

µi =
√
m2
i + k2

F,i , (3.17)

a representação para a energia de Fermi, que também pode ser interpretada como o

potencial qúımico da part́ıcula i. kF,i, por sua vez, representa o momentum de Fermi

para a part́ıcula i. Utilizando a equação (3.16) é posśıvel escrever kF,i em termos ρi, o

que permitirá escrever εi e pi como uma função de ρi. Desse modo, a densidade total de

energia, utilizando o método do multiplicador de Lagrange para um estado de mı́nima

energia, será dada por

ε(ρp, ρe, ρn) = ε(ρp) + ε(ρe) + ε(ρn) . (3.18)

Enquanto que a condição de neutralidade irá impor que

ρe = ρp . (3.19)

Ainda, assumindo-se que a densidade de bárions (ρB) seja constante, tem-se que

ρB = ρp + ρn , (3.20)

e consequentemente

µn = µp + µe . (3.21)

Para o limite de altas densidades (kF,i � mi), tem-se que

εi ≈
1

4π2

[
k4
F,i −

1

2
m4
i ln

(
2kF,i
mi

)]
,

pi ≈
1

12π2

[
k4
F,i +

3

2
m4
i ln

(
2kF,i
mi

)]
, (3.22)
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dentro do limite adotado, o termo logaŕıtmico é muito menor que k4
F,i, sendo assim este

pode ser desprezado. Desse modo,

εi → 3pi ≈
(3π2ρi)

4/3

4π2
. (3.23)

Por outro lado, para o limite de baixas densidades (kF,i � mi),

εi ≈
m4
i

π2

[
1

3

(
kF,i
mi

)3

+
1

10

(
kF,i
mi

)5

− 1

56

(
kF,i
mi

)7

+
1

144

(
kF,i
mi

)9
]

,

pi ≈
m4
i

3π2

[
1

5

(
kF,i
mi

)5

− 1

14

(
kF,i
mi

)7

+
1

24

(
kF,i
mi

)9
]

,

as séries podem ser travadas na ordem de k5
F,i, assim:

εi ≈ ρimi +
(3π2ρi)

5/3

10π2mi

,

pi ≈
(3π2ρi)

5/3

15π2mi

. (3.24)

3.4 Fluido Politrópico

Nos dois limites, abordados acima, um gás composto por férmions pode ser tratado como

um fluido politrópico, ou seja,

p = κργ , (3.25)

sendo p a pressão (em unidades de ergs/cm3), κ é uma constante que ajustará as di-

mensões e ρ = ε/c2 é a densidade de massa energia.

Além disso, como foi discutido acima, o gás de Fermi pode ser uma boa aproximação no

que tange a descrição de fluidos de elétrons ou de nucleons. Um dos resultados mais impor-

tantes no contexto de estruturas compactas, pode ser obtido utilizando as simplificações

citadas acima em conjunto com a equação de Newton, para o equiĺıbrio.

As estruturas estelares sustentadas pela degenerescência dos elétrons, são conhecidas como

anãs brancas. Para essas estruturas as densidades são menores que o limiar do nêutron
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(∼ 1.25 × 107 g/cm3), ou seja, não há produção de nêutrons. Nesse regime, o termo de

pressão será dominado pelos elétrons, uma vez que

pe
pp

=
mp

me

� 1 . (3.26)

Por outro lado, os elétrons quase não têm influência sobre a densidade de energia, pois

εe
εp

=
me

mp

� 1 . (3.27)

Os dois resultados anteriores saem direto da equação (3.24). Assim, o gás é composto

apenas por prótons e elétrons não relativ́ısticos e apresenta pe � εe � εp,N . Sendo assim,

ptot � εtot, e por sua vez, as correções relativ́ısticas são despreźıveis. Desse modo, o

modelo de Newton torna-se uma proposta aceitável para descrever tais estruturas, como

sugerido anteriormente.

3.4.1 A Estabilidade Estelar

O prinćıpio de Le Châtelier é um critério para estabilidade e diz que: “qualquer inomo-

geneidade que possa vir a surgir em um sistema, induzirá um processo que tenderá a

eliminar a inomogeneidade”, seção (8.4) do livro [44]. Caso isso não ocorra o equiĺıbrio é

dito instável. Nesta situação a estrela não pode suportar a auto-gravidade, fazendo assim

com que ela entre em colapso gravitacional, resultando em um buraco negro. Além disso,

espera-se que o fluido respeite a condição de causalidade. Esta última condição, implica

que

dp

dρ
> 0 , (3.28)

onde v2
s ≡

dp
dρ

. Da relação entre massa e energia de Einstein, E = mc2, pode-se escrever

que ε = ρc2. Assim,

dp

dρ
=

dp

dε

dε

dρ
=
dp

dk

dk

dε
c2 ,

=
c2

3

k2

k2 + (mc)2
(3.29)
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para um gás de Fermi. Para obter a segunda igualdade, mostrada acima, foi utilizado a

equação (3.15). Desse modo, para que a condição de causalidade seja mantida,

0 <
k2

3 (k2 + (mc2))
< 1 . (3.30)

Note que, o lado esquerdo da equação (3.29) é igual ao quadrado da velocidade da luz.

Isso coloca um limite superior para 1
c2
dp
dρ

, que deve ser menor que a unidade.

Por outro lado, do prinćıpio de Le Châtelier, tem-se que um incremento infinitesimal na

densidade deve ocasionar um aumento da pressão a fim de que o equiĺıbrio seja restabe-

lecido. Desse modo, se ρ→ ρ+ δρ então p→ p+ δp. Uma forma simples de abordar tais

perturbações, pode ser alcançada a partir de uma teoria Newtoniana. Assim, para uma

perturbação na direção radial, espera-se que a força resultante comporte-se como uma

força restauradora, análogo a um sistema massa-mola,

Mδ̈r = −Kδr , (3.31)

onde M é a massa total do corpo e K absorve, convenientemente, todas as constantes.

Além disso, deve ser uma quantidade positiva.

Numa situação de equiĺıbrio hidrostático, para qualquer r, as “densidades” das forças

gravitacional (fg = Fg/V ) e de pressão de radiação (fp = ∇p) são iguais. Ao perturbar o

raio de modo que r → r + δr a densidade será modificada ρ→ ρ+ δρ,

ρ+ δρ =
M

4
3
π(r + δr)3

,

ρ(1 +
δρ

ρ
) =

3M

4πr3(1 + δr
r

)3
,

ρ(1 + δ) =
3M

4πr3

(
1 +

δr

r

)−3

,

sendo δ = δρ
ρ

o contraste de densidade. Aplicando-se a expansão em série de Taylor, no

lado direito da equação, tem-se

ρ(1 + δ) =
3M

4πr3

(
1− 3

δr

r

)
,
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note que ρ = 3M
4πr3

. Desse modo, uma perturbação na direção radial, causa uma redução

três vezes maior que a flutuação do raio, ou seja

δ = −3
δr

r
. (3.32)

No caso de um fluido politrópico, a pressão será afetada por um fator 3γ. Como pode ser

visto a seguir,

∂p

∂ρ
' δp

δρ
,

δp =
∂p

∂ρ
δρ ,

(3.33)

para p = kργ,

δp =
γp

ρ
δρ ,

δp

p
= −3γ

δr

r
. (3.34)

A consequência das flutuações na densidade, pressão e raio, é uma perturbação da força,

correspondentes, em torno de uma situação de equiĺıbrio. Por isso f → f + δf , para fp e

fg. Com isso,

fp + δfp =
p+ δp

r + δr
,

p

r
+ δfp '

p

r

(
1 + δp

p

1 + δr
r

)
,

p

r
+ δfp '

p

r

(
1 +

δp

p

)(
1 +

δr

r

)−1

,

p

r
+ δfp '

p

r

(
1 +

δp

p

)(
1− δr

r

)
,

expandindo em série, tem-se que

p

r
+ δfp '

p

r

(
1 +

δp

p
− δr

r
+O[2]

)
,
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substituindo a equação (3.34) na equação acima e mantendo apenas perturbações em

primeira ordem, tem-se que

δfp '
p

r

(
−3γ

δr

r
− δr

r

)
,

δfp ' −fp (3γ + 1)
δr

r
,

δfp
fp

' − (3γ + 1)
δr

r
. (3.35)

Por outro lado, a perturbação no termo correspondente a interação gravitacional será

fg + δfg =
4πG

3
ρ2(1 + δ)2

(
1 +

δr

r

)
r ,

fg + δfg = fg(1 + 2δ)

(
1 +

δr

r

)
,

1 +
δfg
fg

=

(
1 + 2δ +

δr

r
+O[2]

)
,

δfg
fg

= −5

(
δr

r

)
, (3.36)

onde foi mantida apenas perturbações de primeira ordem e utilizou-se a equação (3.32).

Impondo a condição de equiĺıbrio fp = fg e subtraindo (3.35) e (3.36), resultará em

δfp − δfg = −(1 + 3γ)fp
δr

r
−
(
−5fg

δr

r

)
,

= 3

(
γ − 4

3

)
fg
δr

r
. (3.37)

Por uma comparação direta com a condição de restituição (3.31),

K = 3

(
γ − 4

3

)
fg , (3.38)

e para que K seja positivo, γ > 4/3. Desse modo, fluidos politrópicos com γ ≤ 4/3 são

instáveis, ou seja, causam um colapso gravitacional na estrela. Assim como, no caso de

matéria ŕıgida γ = 1. Por isso, uma estrela de nêutrons estável com baixa densidade, cujo

fluido material é o gás de Fermi, deve ter γ = 5/3. Desse modo, existe um momento de

Férmi máximo para o constituinte estelar de modo que a estabilidade seja mantida.
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Uma outra forma de obter o resultado apresentado acima, seria

fg = fp ,

GM

r
=

p

ρ
,

para um fluido politrópico, tem-se que

M

r
= kργ−1 ,

como M = 4
3
πρr3, fazendo k absorver todas as constantes, isolando r e substituindo na

equação acima

M
( ρ
M

)1/3

= kργ−1 ,

M = kε
3
2(γ− 4

3) . (3.39)

Sendo assim, para que

∂M

∂ε
= 0 , (3.40)

γ = 4/3, que é um ponto instável. Desse modo, toda a discussão apresentada anterior-

mente, acerca do limite de γ torna-se válida aqui. Note que, essa condição está ligada à

massa máxima da estrela. Que por sua vez está relacionada a uma densidade central (εc)

bem espećıfica. Para qualquer incremento, a partir deste valor de εc, a estrela entrará em

colapso gravitacional, levando-a à condição de um buraco negro. Ou seja, mesmo para

valores finitos de εc pode haver instabilidade estelar.

Desse modo, outra forma de escrever a condição de estabilidade é

dM

dε
> 0 . (3.41)

Note que apesar deste resultado vir de condições bem particulares, no que tange a escolha

do fluido e do modelo gravitacional, a condição de estabilidade apresenta acima deve ser

válida para qualquer que seja o modelo adotado, tanto para a gravidade quanto para o

fluido.
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3.4.2 A Equação de Lane-Emden

Outro importante resultado que pode ser obtido a partir das EoS politrópicas, aplicadas

a estrelas, é a equação de Lane-Emden. Utilizando a equação de equiĺıbrio hidrostático

Newtoniana, a definição de massa e supondo que o constituinte material estelar é um

fluido politrópico; obtém-se uma equação diferencial que permite obter soluções anaĺıticas

para alguns casos particulares, veja [45] para maiores detalhes.

A derivada da EoS politrópica, com relação a r, é

dp

dr
= κγργ−1dρ

dr
.

Desse modo a equação (2.54) pode ser rescrita da seguinte forma

1

r2

d

dr

[
r2

ρ
κγργ−1dρ

dr

]
= −4πGρ . (3.42)

Fazendo as seguintes mudanças de variáveis,

ρ = λθn ,

γ =
n+ 1

n
, (3.43)

sendo λ a densidade central, ou seja, ρ(θ → 0) = ρ0 = λ; e substituindo-as na equação

(3.42), tem-se que [
κ(n+ 1)λ

1−n
n

4πG

]
1

r2

d

dr

[
r2dθ

dr

]
= −θn . (3.44)

Redefinindo,

α2 =

[
κ(n+ 1)λ

1−n
n

4πG

]
e ξ =

r

α
, (3.45)

então,

1

ξ2

d

dξ

[
ξ2dθ

dξ

]
= −θn , (3.46)
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Figura 3.6: Essa figura foi constrúıda utilizando o programa obtido em mathworld.wolfram.com/Lane-

EmdenDifferentialEquation.html. Nela é apresentada as curvas para diferentes valores de n, sendo a linha preta o resultado

para n=0, a vermelha para n=1, a amarela para n=2, etc.

essa é a equação de Lane-Emden. Pode-se utilizar alguns artif́ıcios matemáticos para

escrevê-la de outras formas, a ref. [45] traz detalhes sobre esse ponto.

A figura (3.6) mostra a solução numérica para diferentes valores de n. O ponto onde a

curva toca pela primeira vez o eixo ξ está relacionado com o maior raio que a estrela pode

ter, nessa situação ξ = ξ1. Note que para cada valor n, o valor de ξ1 muda, ou seja, o raio

da estrela depende de n. A seguir será mostrada essa dependência explicitamente. Por

exemplo, para n = 0 o valor de ξ1 ' 2.4, para n = 1 o valor de ξ1 ' 3.2, etc.

3.4.3 Relação Massa vs. Raio

Para reescrever a função massa em termos das variáveis θ, n, ξ e α, utiliza-se a definição

de massa,

dM

dξ

dξ

dr
= 4πr2ρ ,
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em conjunto com as equações (3.43), (3.45) e (3.46). Após algumas manipulações algébricas,

obtém-se que,

dM

dξ
= −4πλα3 d

dξ

[
ξ2dθ

dξ

]
.

Integrando de ξ = 0 a ξ = ξ1 e utilizando a condição de contorno M(0) = 0, tem-se que

M(ξ1) = −4πλ
3−n
2n

[
κ(n+ 1)

4πG

]3/2

ξ2
1

dθ

dξ1

, (3.47)

pode-se escrever a massa em termos de γ. Desse modo,

M(ξ1) = −4πλ
3
2

(γ−4/3)

[
κγ

4πG(γ − 1)

]3/2

ξ2
1

dθ

dξ1

. (3.48)

Espera-se que a derivada dθ
dξ1

seja negativa, pois a massa deve ser positiva.

O raio da estrela pode ser obtido da definição de ξ → ξ1,

R = ξ1λ
1−n
2n

[
κ(n+ 1)

4πG

]1/2

,

R = ξ1

[
κγ

4πG(γ − 1)

]1/2

λ
γ−2
2 . (3.49)

Assim, a relação massa-raio é obtida utilizando (3.47) em conjunto com (3.49),

M = 4πλR3

(
1

ξ1

∣∣∣∣ dθdξ1

∣∣∣∣) . (3.50)

Uma tabela de n, ξ1 e dθ
ξ1

pode ser obtida, resolvendo a equação diferencial (3.46). Desse

modo, obtem-se a curva massa-raio caracteŕıstica para diversos valores de n.

Quando n→ 3 (γ → 4/3) a estrela se aproxima de um regime relativistico, onde kFi � mi,

e instável, como discutido anteriormente. No limite em que n = 3, a massa não depende

da densidade central, como pode ser visto na equação (3.47). Por outro lado, utilizando

a equação (3.49), verifica-se que R ∼ λ−1/3. Já no caso não relativ́ıstico (kFi � mi),

γ = 5/3. Assim, M e R terão as seguintes dependências com relação a densidade central,

M ∼ λ2/3 e R ∼ λ−1/6. Contudo um resultado mais realista pode ser obtido quando

é considerado a interação nucleon-nucleon, conhecida como método Prakash [46]. Para
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essa situação γ = 2 e os dados têm indicado que esse valor, de fato, descreve a estrela

de nêutrons de forma mais realista [22]. Nessa útima situação, M ∼ λ e R não depende

da densidade central. Mais adiante essas EoS serão utilizadas para mostrar as posśıveis

situações de equiĺıbrio para a estrela de nêutrons.

3.5 Equações de Estado Unificadas

Como discutido anteriormente, a estrela de nêutrons apresenta diferentes regiões internas

cujos constituintes materiais são bem caracteŕısticos. Desse modo, cada região (ou de

outro modo, cada faixa de densidade de energia) deve ser descrita por uma EoS diferente.

As regiões mais internas (núcleo e caroço) podem ser descrita de diferentes formas, uma

vez que não há dados que permitam determinar com precisão o constituinte material que

os compõe. Os trabalhos [22, 40] servem como exemplos onde diferentes tipos de EoS

são utilizadas para descrever cada uma dessas regiões. Para esses modelos, a interface

de conexão entre o núcleo e o caroço é estabelecida “ad hoc”. Uma outra abordagem

é utilizar uma única EoS para descrever todo interior estelar, ou seja, a EoS descreve o

núcleo interno e externo e o caroço interno e externo, além das transições entre elas. Nesse

contexto, os modelos são chamados de EoS unificadas. Em geral, as EoSs são calculadas

para alguns valores espećıficos de densidade e pressão. Uma forma de generalizar a EoS,

de modo que estudos mais completos possam ser feitos, faz-se necessário elaborar uma

representação dessa equação na forma anaĺıtica, que é obtida através de um ajuste entre

uma forma funcional para p(ε) e os pontos obtidos através dos cálculos citados anteri-

ormente. Como por exemplo, pode-se citar: a representação anaĺıtica para os modelos

FPS [47], SLy4 [48] e BSk. Uma aplicação da EoS SLy em estrelas de nêutrons em um

contexto de gravidade modificada pode ser encontrado em [49]. Nesta tese, será utilizada

a EoS BSk para impor limites ao parâmetro livre da Gravidade Rastall.

A representação anaĺıtica BSk é um modelo de EoS unificada. Essa forma de modelar a

estrutura interna da estrela foi proposta pelo grupo de Brussels-Montreal [50] generali-
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zando a força efetiva Skyrme, que tem sido ajustada de forma satisfatória aos dados de

massa. O trabalho [51] propõe uma forma anaĺıtica para a matéria nuclear fria chamada

de BSk e está fundamentada no trabalho [47], onde a EoS SLy04 foi testada no contexto

de estrela de nêutrons. A forma anaĺıtica para a EoS BSk apresenta 23 coeficientes que

são determinados via ajuste entre a curva teórica e os dados coletados nos laboratórios.

Para esse caso em particular, redefiniu-se ξ = log(ρ/g cm−3) e ζ = log(P/dyne cm−2),

com log sendo log10, a parametrização para p(ρ) utilizada foi

ζ =
a1 + a2ξ + a3ξ

3

1 + a4 ξ
{exp [a5(ξ − a6)] + 1}−1

+(a7 + a8ξ) {exp [a9(a6 − ξ)] + 1}−1

+(a10 + a11ξ) {exp [a12(a13 − ξ)] + 1}−1

+(a14 + a15ξ) {exp [a16(a17 − ξ)] + 1}−1

+
a18

1 + [a19 (ξ − a20)]2
+

a21

1 + [a22 (ξ − a23)]2
, (3.51)

os parâmetros ai são dados na Tabela 3.1. Sendo assim, cada EoS BSk é obtida por um

ajuste espećıfico, isso pode ser visto na figura (3.7), retirada de [51]. Nela é apresentada

uma comparação entre as EoS e suas respectivas representações anaĺıticas. Na parte

superior desta figura é apresentada uma aproximação da curva teórica com os dados. Já

na parte inferior pode-se ver o desvio entre os dados e a curva teórica.

Através de uma breve comparação entre a representação apresentada na equação (3.51)

e a SLy4 (do artigo [47]), pode-se ver que a única modificação entre os dois modelos é o

surgimento dos termos a18 − a21. A inclusão desses termos melhora a aproximação entre

a curva teórica e os dados.

As EoS podem ser caracterizadas por sua “dureza”, como citado anteriormente. Quanto

mais “dura” a EoS mais massa a estrela pode ter para um determinado raio. Desse

modo, escolheu-se três formas para as EoS: BSk19, BSk20 e BSk21; que correspondem,

respectivamente, às EoS astrof́ısicas: suaves, moderadas e duras; que por sua vez, se

relacionam com: FPS [52, 53], APR [54] e V18 [55]. Para maiores detalhes veja [51].
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Tabela 3.1: Parametros da equação (3.51).

i ai

BSk19 BSk20 BSk21

1 3.916 4.078 4.857

2 7.701 7.587 6.981

3 0.00858 0.00839 0.00706

4 0.22114 0.21695 0.19351

5 3.269 3.614 4.085

6 11.964 11.942 12.065

7 13.349 13.751 10.521

8 1.3683 1.3373 1.5905

9 3.254 3.606 4.104

10 −12.953 −22.996 −28.726

11 0.9237 1.6229 2.0845

12 6.20 4.88 4.89

13 14.383 14.274 14.302

14 16.693 23.560 22.881

15 −1.0514 −1.5564 −1.7690

16 2.486 2.095 0.989

17 15.362 15.294 15.313

18 0.085 0.084 0.091

19 6.23 6.36 4.68

20 11.68 11.67 11.65

21 −0.029 −0.042 −0.086

22 20.1 14.8 10.0

23 14.19 14.18 14.15
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Figura 3.7: Comparação dos dados e as curvas teóricas para a pressão como uma função da densidade de massa para

alguns modelos de EoS.



Caṕıtulo 4

Estruturas Compactas

Neo-Newtoniana

O inicio do século XX marcou uma mudança de paradigma cient́ıfico. As leis de Newton,

que até aquele momento, eram a melhor forma para explicar os fenômenos relativos ao

movimento dos corpos, dava espaço à teoria da relatividade restrita e geral, em 1905 e

1915, respectivamente. Agora o formalismo newtoniano é “apenas” o limite para bai-

xas velocidades e campos fracos dessa nova teoria. Com isso, surgem algumas mudanças

substanciais: (i) a teoria da relatividade restrita impõe a existência de uma velocidade

limite, denominada c (velocidade da luz no vácuo, que é constante), ou seja, nada na

natureza pode se propagar com velocidade superior a c — isso causa uma mudança na

forma “Galileana” de ver o mundo (onde o tempo e espaço são absolutos) e (ii) a teoria da

relatividade geral substitui a ideia de força pela deformação do espaço-tempo. Contudo,

por de trás deste conceito simples, onde a matéria deforma o espaço, há um ferramental

matemático complexo, fundamentado na geometria Riemanniana, álgebra tensorial, vari-

edades, espaço-tangente e espaço-tempo quadri-dimensional, por exemplo, o que torna o

seu entendimento complexo. Um exemplo disso foi apresentado no caṕıtulo 2.

55
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Porém, em muitos casos pode-se buscar formulações mais simples e menos pretensiosas

para descrever alguns fenômenos f́ısicos. Isso não é diferente no contexto da astrof́ısica

e da cosmologia, ambas serão discutidas ao longo deste caṕıtulo. Por ora será mantido

o foco no contexto cosmológico, uma vez que este é o que motiva as modificações neo-

Newtonianas, que redefine a massa inercial e gravitacional afim de ajustar o resultado

Newtoniano com aquele obtido via relatividade geral. Essa discussão será abordada na

próxima seção.

4.1 Um pouco de Cosmologia

Nos anos de 1930, E.A. Milne e W.H. McCrea, com os trabalhos [56, 17], mostraram que

a dinâmica do Universo poderia ser descrita por um formalismo Newtoniano. Contudo,

apenas na segunda metade do século XX, com os trabalhos [2, 3], foi sugerida modi-

ficações na teoria Newtoniana (TN) afim de que esta incorporasse os efeitos da pressão

na gravitação. Essa teoria modificada é conhecida como teoria neo-Newtoniana (TnN).

Agora a equação de Friedmann que descreve a aceleração do Universo, comumente obtida

utilizando a teoria da relatividade geral (TRG), pode ser obtida utilizando um formalismo

matemático mais simples. Os autores do trabalho [57] fazem uma discussão didática sobre

o assunto.

A equação que descreve corretamente a dinâmica do Universo é obtida, via TRG, apli-

cando as equações (2.22) e (2.23) a um modelo de universo isotrópico, em expansão e cuja

distribuição de matéria é homogênea, cujo elemento de linha é definido pela métrica de

Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW),

ds2 = dt2 − a2(t)

{
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

}
. (4.1)

Aqui, o parâmetro k é um indicador da seção espacial a tempo constante (quando k = 0

o espaço é euclidiano, k = 1 uma tri-esfera e k = −1 uma tri-pseudo esfera), a é o fator

de escala e é uma função do tempo e dΩ2 = dθ2 + sin θdφ2. Já o conteúdo material, para
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um fluido perfeito, é dado pelo tensor energia-momento

Tµν =
(
ρ+ p/c2

)
uµuν − pgµν . (4.2)

Desse modo as componente tipo-tempo e tipo-espaço da equação de Einstein serão

ȧ2

a2
+
kc2

a
=

8πGρ

3
, (4.3)

−2ä

a
+
ȧ2

a2
+
kc2

a2
= −8πGp

c2
, (4.4)

que, quando combinadas, descrevem a aceleração do Universo em termos de ρ e p

ä

a
= −4πG

3

(
ρ+

3p

c2

)
. (4.5)

Note que, para resolver a equação diferencial acima é necessário escolher uma relação

entre a pressão (p) e a densidade (ρ), ou seja, uma EoS p = p(ρ). Ao inserir a EoS

na lei de conservação do tensor energia-momento, é posśıvel obter o comportamento da

densidade e determinar a dinâmica do Universo.

Contudo, um fluido dinâmico newtoniano com interação gravitacional é regido pelas

equações (2.49)—(2.51), em conjunto com a Lei de Hubble (~v = ȧ
a
~r), onde H ≡ ȧ

a
.

Para esse caso, ao substituir a Lei de Hubble na equação de Euler antes de combina-la

com a equação de Poisson, pode-se mostrar que

ä

a
= −4πG

3
ρ . (4.6)

Esse resultado descreve a evolução do Universo para a teoria Newtoniana, que nesse

contexto é chamada de Cosmologia Newtoniana. Comparando a equação anterior com

(4.5), conclui-se que a Cosmologia Newtoniana descreve somente a fase dominada pela

matéria (onde p = 0), peŕıodo em que ocorre a formação de estruturas como galáxias, por

exemplo, deixando de fora outras épocas, onde p 6= 0. Isso ocorre pois, independente da

pressão do fluido e impondo somente que p = p(t) (o que leva ∇p = 0) o resultado será

sempre o mostrado acima.

Então, se o interesse é, utilizando um formalismo Newtoniano, encontrar uma solução

válida para qualquer p, torna-se necessário modificar as equações da dinâmica do fluido
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para (vide [57])

ρ̇+ ~∇ · (ρ~v) + p~∇ · (~v) = 0 , (4.7)

~̇v + ~v · ~∇~v = −
~∇p
ρ+ p

− ~∇Ψ , (4.8)

∇2Ψ = 4πG(ρ+ 3p) . (4.9)

Combinando essas equações em conjunto com a lei de Hubble tem-se que

Ḣ +H2 = −4πG

3
(ρ+ 3p) . (4.10)

Note que esta é a mesma expressão obtida pela TRG, contudo, aqui ela está apresentada

em termos do parâmetro de Hubble, onde H = ȧ
a
.

Assim, a TnN torna-se uma ferramenta interessante para descrever a dinâmica do Uni-

verso, uma vez que simplifica o tratamento matemático e fornece as interpretações f́ısica

de forma correta, ao menos no que tange as soluções de base para a cosmologia. Vale

ressaltar que esse modelo apresenta desvios consideráveis da TRG no regime perturbativo,

para maiores detalhes veja [58]. Sendo assim, uma discussão relevante pode ser trazida a

tona: como deve ser o comportamento de uma estrutura estática nessa teoria? Ou seja,

quais as condições que estabelecem o equiĺıbrio estelar? Essas questões foram respondi-

das no trabalho [38] e uma abordagem semelhante, para um modelo alternativo, pode ser

encontrada em [59].

4.2 O Equiĺıbrio Hidrostático

Na condição de equiĺıbrio, dentro de um formalismo Newtoniano, a força resultante sobre

um elemento do fluido é nula. Assim, da equação de Euler (4.8) e impondo as condições

de simetria e isotropia angular, o gradiente de pressão é dado por

dp

dr
= −(ρ+ p)

dΨ

dr
, (4.11)
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onde o gradiente do potencial (∇Ψ), proveniente da equação de Poisson (4.9), é

d

dr

(
r2dΨ

dr

)
= G

dM
dr

, (4.12)

com

dM
dr

= 4πr2ρ

(
1 +

3p

ρ

)
(4.13)

sendo uma diferencial de uma função que depende somente de r e exerce o papel de “massa

efetiva”. Desse modo, a equação de equiĺıbrio hidrostático é

dp

dr
= −GM(r)ρ

r2

(
1 +

p

ρ

)
. (4.14)

Os termos entre parênteses nas equações (4.13) e (4.14) são as correções inerentes a esco-

lha do modelo neo-Newtoniano. Note que, a correção no termo de massa faz surgir uma

diferença na forma funcional da massa inercial, cujo termo relacionado é ρ+p; e da massa

gravitacional ativa (aquela que está relacionada com a massa que gera o campo gravitaci-

onal) que passa a depender de ρ+3p. Essa conclusão pode ser tirada por uma comparação

direta entre as equações do fluido hidrodinâmico Newtoniano e neo-Newtoniano. Sendo

assim, o prinćıpio da equivalência deixa de ser válido, uma discussão introdutória pode ser

encontrada em [16]. Com isso, tem-se agora diferentes expressões para a “massa”. Mais

adiante será feita uma comparação entre as diferentes definições de “massa” aplicadas a

estrelas de nêutrons.

4.3 Lane-Emden Modificada

No contexto de objetos compactos, a equação análoga a Lane-Emden pode ser obtida a

partir do modelo Newtoniano modificado. Isso permitirá fazer um paralelo da estrutura

das anãs brancas entre os dois modelos, Newtoniano e o neo-Newtoniano. Certamente, o

valor obtido por Chandrasekhar, utilizando um gás eletrônico degenerado, será alterado.

A seguir será mostrado o fator que modifica a massa máxima obtida por Chandrasekhar.
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Utilizando a equação de equiĺıbrio hidrostático mostrada na seção anterior, equação (4.14),

em conjunto com a equação (4.13) e adotando as seguintes transformações

ρ = ρ0θ
n , γ =

1 + n

n
,

α =

(
k(n+ 1)ρ

(1−n)/n
0

4πG

)1/2

, r = αξ , β = kρ
1/n
0 . (4.15)

tem-se que:
1

ξ2

d

dξ

(
ξ2

1 + βθ

dθ

dξ

)
= −θn (1 + 3βθ) . (4.16)

Para que a forma convencional da equação de L-E (3.46) seja retomada o termo β deve

ser nulo. Contudo, isso não pode acontecer uma vez que nem k e nem ρ0 podem ser

iguais a zero, veja equação (4.15). Impondo, desse modo, que este modelo não poderá

ser reduzido ao modelo Newtoniano, a menos que p � ε. Uma ilustração dos resultados

numéricos obtidos para a equação de L-E modificada, está apresentada na figura (4.1),

onde fixou-se β = 1 para a obtenção das curvas.

2 4 6 8 10
ξ

-1.0

-0.5

0.5

1.0
θ(ξ)

Figura 4.1: Utilizando o programa obtido LaneEmdenNeo.nb pode-se mostrar as curvas para diferentes valores de n.

A linha em preto é o resultado para n=0, a vermelha para n=1, a amarela para n=2, etc.

Com as redefinições acima em conjunto com a equação (4.13), tem-se que

M = 4π

(
k(1 + n)

4πG

)3/2
ρ

(3−n)/2n
c

1 + kρ
1/n
c θ

ξ2
R

[
− dθ

dξR

]
. (4.17)
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Colocando-a em termos dos parâmetros usuais, a expressão para a massa fica

M = 4πρ
3
2

(γ−4/3)
c

[
kγ

4πG(γ − 1)

]3/2
ξ2
R

1 + ρ
(γ−1)
c θ(ξR)

[
−dθ(ξR)

dξR

]
. (4.18)

Agora, é posśıvel fazer uma comparação com o resultado obtido da teoria de Newton,

apresentado na equação (3.47). Desse modo, verifica-se que o fator de correção da massa

é

M

M
= 1 + βθ , (4.19)

com M sendo a massa convencional (Newtoniana) e M a massa efetiva do modelo neo-

Newtoniano, com as duas funções dependentes exclusivamente de r.

Por outro lado, o raio da estrela não depende explicitamente do modelo gravitacional

escolhido, uma vez que

R =

[
kγ

4πG(γ − 1)

]1/2

ρ
1
2

(γ−2)
c ξR . (4.20)

Contudo, o raio da estrela é uma função de ξ, que por sua vez dependerá do modelo. A

influência do modelo no cálculo do ξ está apresentado na tabela (4.1), onde os ı́ndices 1

(ξ1) e R (ξR) serão usados para determinar o ponto onde a função θ toca pela primeira

vez o eixo ξ, para um modelo Newtoniano e neo-Newtoniano, respectivamente. Um com-

parativo, que mostra a diferença entre os dois modelos, com foco na região até o ponto

onde ocorre a mudana de sinal da função θ, está ilustrado na figura (4.2). Nessa figura,

tem-se uma comparação de θ em função de ξ. Para os valores de n = 1, 2, 3 o valor de ξ1

é maior que o de ξR. Já para n = (4 e 5) não há raiz para as equações diferenciais, no

modelo neo-Newtoniano, ou seja, o valor de ξ1 torna-se menor que o de ξR. Sendo assim,

as EoS onde γ = 5/4 ou γ = 6/5, não apresentam um valor de massa máxima. Contudo,

um estudo mais detalhado sobre a influência de β nesse resultado precisa ser feito (será

deixado como trabalho futuro).
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n ξ1 ξR

0 2.45 1.24

1 3.14 1.84

2 4.35 3.29

3 6.90 9.74

4 14.97 —

5 27.89 —

Tabela 4.1: Valores de ξ1 e ξR, ráızes da equação de LE para os modelos Newtoniano e Neo-Newtoniano (com β = 1).

4.4 Diagrama M −R

Para obter o diagrama M −R, para a gravidade neo-Newtoniana, integra-se as equações

(4.13) e (4.14) em conjunto com uma EoS a ser escolhida. Impondo as condições de

contorno, a saber: m(0) = 0, p(0) sendo a pressão central, que está relacionada com a

densidade central ε(0), e p(R) = ε(R) = 0, sendo R o raio da estrela. Tem-se que, para

cada valor de pressão central (ou densidade central) escolhido encontra-se um valor de

massa e de raio para a estrela. Que, por sua vez, corresponderá a um ponto dentro do

diagrama M −R.

Utilizando um fluido de puro nêutron, modelado como um gás ideal de Fermi, de forma

análoga ao trabalho de Oppenheimer-Volkoff [27]. Assim, o fluido pode ser modelado via

EoS politrópica com γ = 5/3, ou seja

ρ̄(p̄)

c2
= K̄−1 p̄3/5, (4.21)

onde os coeficientes da equação (4.21) foram ajustados no trabalho [46] com K̄ = 1.914.

Os termos ρ̄ e p̄ representam as grandezas na forma adimensional, deixando a dimensão

a cargo de ε0. Nesse caso, utilizou-se a seguinte conversão: p = ε0p̄ e ρ = ε0ρ̄, com

ε0 = 1.603 × 1038 ergs/cm3.
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Figura 4.2: Utilizando o programa obtido LaneEmdenNeo.nb pode-se mostrar as curvas para diferentes valores de n.

A linha em preto expressão os resultados para LE-Newton e as linhas em vermelho LE-NeoNew, onde utilizou-se um valor

de β = 1.

Por outro lado, as observações indicam que a estrela de nêutrons contém uma pequena

fração de prótons e elétrons que evitam o decaimento beta via interação fraca, além disso,

as interações entre os nucleons não podem ser desprezadas para o cálculo da densidade de

energia total do fluido. Assim, este modelo torna-se apenas uma abordagem teórica, ou

seja, não descreve uma estrela real. Contudo, devido a importância histórica e, principal-

mente, às facilidades matemáticas que favorecem os ajustes de unidades, este modelo foi
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a primeira escolha. Uma representação do diagrama M −R, para três diferentes modelos

gravitacionais distintos, pode ser vista na figura (4.3), retirada do trabalho [38]. Nele é

5 10 15 20

0.5

1.0

1.5

2.0

RHkmL

M
�M
�

TOV

Newton

NeoNewt

Figura 4.3: Aqui é apresentado o diagrama M −R para uma estrela de puro nêutron sem interação modelada via gás

de Fermi.

posśıvel observar as posśıveis configurações da estrela, onde cada ponto dentro deste dia-

grama foi obtido para um valor bem determinado de pressão central p(r = 0) = p0. Note

que, a pressão central cresce para a esquerda do gráfico, ou seja, pequenas massas e gran-

des raios correspondem a pequenos valores de p0. Nessa figura, a linha sólida é a solução

para TOV, com a referida EoS. As soluções para o modelo neo-Newtoniano e Newtoniano

estão representadas nas linhas vermelho sólida e na linha pontilhada, respectivamente. Os

três modelos gravitacionais prevêem que quanto maior a massa da estrela menor será o seu

raio. Como esperado, obtém-se uma massa máxima (Mmax ∼ 0.95M� quando R ∼ 8km)

para TOV, o mesmo não ocorre para o modelo Newtoniano. Por outro lado, apesar de não

haver equivalência numérica entre os modelos TOV e neo-Newtoniano, é posśıvel obter um

valor de massa máximo a partir de uma abordagem newtoniana corrigida, que é uma ca-

racteŕıstica t́ıpica de modelos relativistas. Desse modo, este modelo pode ser usado como

uma primeira aproximação para a estrela de nêutrons. Uma comparação quantitativa en-

tre os modelos Newtoniano e neo-Newtoniano, além da existência de uma massa máxima,
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há indicações de que a pressão atua como um agente de compactação da estrela, o que

corrobora a interpretação relativista de que a pressão “amplifica” os efeitos gravitacio-

nais. Esse fato, pode ser comprovado quando muda-se a forma funcional da massa. Vale

ressaltar que na figura (4.3) o cálculo da massa foi feito utilizando a forma convencional,

ou seja, de acordo com a equação (2.55). Contudo, a formulação neo-Newtoniana permite

alternativas para essa definição, como pode ser visto na equação (4.13), que é uma con-

sequência da diferença entre as definições de massa inercial e massa gravitacional ativa.

A figura (4.4) apresenta um diagrama de massa com a comparação entre as diferentes

possibilidades para a interpretação da massa no formalismo neo-Newtoniano. A ligação

entre as figuras (4.3) e (4.4) é estabelecido por m0 que representa a massa em sua forma

convencional (m0 ∼ ρ). Outras duas forma de calcular são apresentadas, m1 ∼ ρ + p

(forma com a qual a massa gravitacional passiva e a massa inercial se transformam) e

m3 ∼ ρ+ 3p (forma com a qual a massa gravitacional ativa se transforma).

4 6 8 10 12 14 16

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

RHkmL

M
�M
�

m3 ~ Ρ + 3 p

m1 ~ Ρ + p

m0 ~ Ρ

TOV

Figura 4.4: Comparativo entre as diferentes definições de massa, para uma estrela de nêutrons de puro nêutron, sem

interação, modelada via gás de Fermi ideal. Note como que o incremento no termo da pressão permite a existência de

estrela mais massivas.

Para o caso de uma estrela de puro nêutrons com interação nucleon-nucleon, utilizou-se
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o método Prakash para modelar a EoS de um gás de Fermi. Assim, a equação do fluido

politrópico é
ρ(p̄)

c2
= (κ0ε0)−1/2p̄1/2, (4.22)

sendo que agora ε0 = m4
nc

5/3π3~3 e a compressibilidade é κ0 = 363 MeV.

Aplicando essa EoS na equação de equiĺıbrio hidrostático, pode-se construir o diagrama

M − R, apresentado na figura (4.5). Nela a linha sólida preta corresponde a solução

5 10 15 20 25
0

2

4
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M
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m3 ~ Ρ + 3 p

m1 ~ Ρ + p

m0 ~ Ρ

TOV

Figura 4.5: Comparativo entre as diferentes definições de massa, para uma estrela de nêutrons de puro nêutron, com

interação nucleon-nucleon, modelada via gás de Fermi. Note como que o incremento no termo da pressão permite a existência

de estrela mais massivas.

de TOV, a linha vermelha mostra o resultado para a forma convencional do cálculo de

massa para um modelo neo-Newtoniano, as linhas pontilhadas são as diferentes definições

de massa para γ = 2. A interação entre nucleons, cujos resultados estão apresentados

na figura (4.5), torna os valores de massa máxima muito maiores do que aqueles obtido

para o caso sem interação, ilustrado na figura (4.4). O valor de massa máxima para a

equação TOV agora é M ∼ 2.3 M� (com R = 13.5 km). Esse resultado está diretamente

relacionado com o valor da compressibilidade κ0, quanto maior esse valor mais dura é a

EoS e, consequentemente, mais massa ela suporta (mantendo o raio fixo).
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Ressalta-se que essa seção apresenta os resultados publicados no trabalho [38].



Caṕıtulo 5

A Gravidade Rastall

P. Rastall em 1972 no trabalho “Generalização da Teoria de Einstein” [4], propôs uma

quebra na forma convencional da lei de conservação do tensor energia-momento, dada por

T µν;µ = 0, uma vez que esta pode não ser válida para espaços curvos. Desse modo, sua

proposta de generalização foi escrever a derivada covariante do tensor energia-momento

proporcional ao gradiente do escalar de curvatura, ou seja, T µν;µ ∝ R,ν . Tal hipótese pa-

rece razoável, já que a curvatura espacial, onde os testes ao qual a Teoria da Relatividade

Geral é submetida, é essencialmente nula. Contudo, sabe-se que a conservação do tensor

energia-momento é uma consequência do acoplamento mı́nimo da matéria com a gravi-

dade e da invariância por difeomorfismo. Assim, para que a gravidade Rastall possa ser

escrita a partir do formalismo de Lagrange, uma dessas condições deve ser suprimida.

Porém, não se tem uma estrutura consistente no formalismo de Lagrange para esse mo-

delo de gravidade, tornando essa teoria uma modificação fenomenológica da TRG. Assim,

a obtenção das equações de campo a partir de um prinćıpio variacional ainda é um pro-

blema em aberto. E, por outro lado, encontrar uma interpretação f́ısica para a quebra da

conservação da derivada covariante do tensor energia-momento, torna-se um problema.

Uma sugestão de solução deste problema pode ser encontrada em [60], trabalho em que os

autores usaram a teoria Rastall para reproduzir alguns dos resultados obtidos na teoria

68
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quântica de laços, nesse trabalho os autores sugerem que o surgimento do termo de não

conservação deve-se a um aparente efeito quântico no contexto clássico. Outros estudos

sobre a relação entre os efeitos quânticos e a modificação na expressão clássica para o

tensor energia-momento podem ser encontrados em [61, 62].

Contudo, esses problemas não impedem a investigação de posśıveis soluções para gravi-

dade Rastall, que em seu trabalho ainda mostrou que tal hipótese pode ser interpretada,

matematicamente, como uma redefinição do tensor de Ricci e do tensor energia-momento,

de tal modo que, a forma convencional da equação de Einstein fica mantida, o que lhe per-

mite concluir que as duas formas de representar a lei de conservação são igualmente boas.

Outras aplicações da não conservação na forma usual, podem ser encontradas em modelos

de difusão como mostram os trabalhos [63, 64, 65] ou ainda podem estar conectados a

teorias de gravidade modificada, como pode ser visto em [66, 67].

Aqui será mantido o foco na condição de equiĺıbrio hidrostático, visto que o desejo é encon-

trar a solução interna e externa (solução de Schwarzschild) para uma estrutura esférica,

isotrópica e estática; utilizando a Gravidade Rastall. Tal abordagem resultará na solução

de TOV modificada, que aqui será chamada de TOVR. Além disso, será retomada a dis-

cussão acerca da massa inercial e gravitacional, no contexto de Prinćıpio da Equivalência.

Por fim, uma comparação entre a Gravidade Rastall e a TRG será feita, o que permitirá

limitar o parâmetro livre de Rastall.

5.1 As Novas Equações de Campo

Com base no que foi discutido na seção anterior, as equações de campo para essa teoria

são dadas por

Rµν −
λ

2
gµνR = 8πGTµν , (5.1)

T µν;µ =
1− λ
16πG

R,ν , (5.2)
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em unidades de c2. Agora, nesse contexto, as equações de campo incorporam as posśıveis

modificações inerentes à curvatura do espaço-tempo. O parâmetro livre, λ, “a priori”

pode assumir qualquer valor e permite que as equações retornem a forma convencional

quando λ = 1.

Assim, utilizando as novas equações, o traço da equação de Einstein modificada será dado

por

R =
8πG

1− 2λ
T , (5.3)

que descreve a relação entre o escalar de curvatura e o constituinte material local. Desse

modo, quando λ = 1/2 o traço do tensor energia-momento é nulo (T = 0), sem a necessi-

dade de que a curvatura o seja. Esse é o caso de um fluido de radiação que é invariante

por tranformação conforme. Contudo, o lado esquerdo da equação de Einstein modificada

não é invariante confrome, o que conduz à necessidade de generalizar o acoplamento com

a matéria. Nesse contexto, uma discussão acerca da solução de vácuo para a gravidade

Rastall torna-se relevante. Esse é o tema central do trabalho [68] e será abordado na

próxima seção.

5.2 Modificações na Solução de Schwarzschild

A solução de vácuo, neste contexto, torna-se importante pois ela deve ser válida para

a região externa da estrela, ou seja, para todo r > R, onde R representa o raio da

estrela. R, por sua vez, é determinado pela a ausência de matéria (ε(r = R) = 0), que

é caracterizado por uma pressão nula, p(r = R) = 0, para matéria hadrônica. Note que,

ε(R) pode ser diferente de zero quando o fluido em questão é, por exemplo, composto

por quark estranho (SQM) [40]. Desse modo, para um fluido hadrônico, o tensor energia-

momento, tanto na superf́ıcie da estrela quanto no meio externo a ela (vácuo), deve

ser nulo (Tµν = 0), do mesmo modo que na configuração de um buraco negro. Nesse

caso, as equações de campo para a gravidade Rastall satisfazem a condição convencional
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de vácuo, ou seja, para a TRG R = 0 e Rµν = 0. Isso gera, aparentemente, uma

posśıvel contradição com o que se espera, uma vez que alguns os modelos alternativos

para a gravidade têm uma solução para a configuração Schwarzschild - de Sitter (SdS)

[69]. Tal configuração é obtida quando a constante cosmológica (Λ) é introduzida nas

equações de campo de Einstein, obtida via TRG. Por outro lado, nas teorias alternativas,

o efeito da constante cosmológica é incorporado aos parâmetros do modelo de gravidade

modificado. Desse modo, a gravidade Rastall parece comportar-se de forma diferente dos

outros modelos alternativos. Uma vez que, em escalas cosmológicas, a gravidade Rastall

pode ser interpretada como o modelo ΛCDM [70]. Nessa seção será mostrado que, para

o caso onde λ = 1/2, existe outra posśıvel solução de vácuo esfericamente estática que se

assemelha à solução Schwarzschild-de Sitter, sem a necessidade de introduzir o termo de

constante cosmológica.

Impondo a condição de vácuo na equação (5.1), tem-se que

Rµν =
λ

2
gµνR . (5.4)

O traço dessa equação leva a

R(1− 2λ) = 0 . (5.5)

Há duas formas de satisfazer a igualdade acima: (i) se R = 0, usando a equação (5.4),

tem-se que Rµν = 0, ou seja, as soluções convencionais de Schwarzschild são recuperadas;

ou (ii) se λ = 1/2.

Para a condição de vazio, quando λ = 1/2, a equação (5.4) pode ser reescrita como

Rµν =
gµν
4
R . (5.6)

Utilizando λ = 1/2 e manipulando as componentes Rtt e Rrr, utilizando a métrica dada

em (2.24) e as equações (2.27) e (2.36), tem-se que

Rtt

B
=

R

4
Rrr

A
= −R

4
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e, consequentemente, (
B′

B
+
A′

A

)
= 0 , (5.7)

que é a mesma relação obtida quando Rµν = 0.

Desse modo, conclui-se que as duas possibilidades, R = 0 ou λ = 1/2, levam a um sistema

métrico tipo Schwarzschild, onde

B = A−1 . (5.8)

Utilizando a componente Rθθ = 0, condição em que R e Rµν são nulos, obtém-se que

B = 1 +
C1

r
, (5.9)

sendo C1 = −2GM a constante de integração em unidades de c2,M uma função do tipo

massa e G a constante gravitacional de Newton. Contudo, para o caso onde λ = 1/2

tem-se que a componente Rθθ = gθθ
4
R, desse modo,

1 +
r

2A

{
A′

A
− B′

B

}
− 1

A
=

= −r
2

4

[
B′′

AB
− B′

2AB

(
A′

A
+
B′

B

)
− 2

rA

(
A′

A
− B′

B

)
− 2

r2

(
1− 1

A

)]
,

utilizando a relação obtida em (5.7), a igualdade acima pode ser simplificada para

1− r

A

B′

B
− 1

A
= −r

2

4

[
B′′

AB
+

4

rA

B′

B
− 2

r2

(
1− 1

A

)]
,

agora usando (5.8), pode-se eliminar a dependência em A,

1− rB′ −B = −r
2

4

[
B′′ +

4

r
B′ − 2

r2
(1−B)

]
,

simplificando,

r2B′′

2
−B + 1 = 0 ,

e integrando a equação, tem-se que

B(r) = 1 +
C1

r
+ C2r

2 , (5.10)
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sendo C2 uma constante de integração a ser determinada. Assim, a métrica esfericamente

simétrica e estática, no contexto da gravidade Rastall, para λ = 1/2, é

ds2 =

(
1− 2GM

r
+ C2r

2

)
dt2 −

(
1− 2GM

r
+ C2r

2

)−1

dr2

−r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2 . (5.11)

Desse modo, dependendo do valor de C2, é posśıvel que ocorra uma inversão de sinal

das componentes temporal e radial, o que pode ser interpretado como uma mundança

da componente temporal. Além disso, para o problema do horizonte, não prevê uma

singularidade da métrica em r = rS = 2GM.

No trabalho [71], os autores mostram uma solução semelhante a esta, no contexto da

transformação conforme, baseada no tensor de Weyl. Apesar das diferenças entre a pro-

posta desta referência — note que, as equações de campo no referido trabalho são uma

combinação do tensor de Ricci, do escalar de Ricci e de suas derivadas — e a apresentada

aqui, a solução obtida difere apenas pela ausência do termo proporcional a r na gravidade

Rastall, o que reflete a diferença entre as duas teorias. Desse modo, a solução para o

vácuo obtida utilizando a gravidade Rastall, aparentemente, pode ser tratada como um

caso especial da tranformação conforme gravitacional, com a constante que acompanha

o termo linear nulo. Outra semelhança é encontrada quando comparamos a gravidade

Rastall, com λ = 1/2, com a teoria f(R) ∝ R2. Para esse caso particular a equação

obtida para f(R) será igual a (5.6).

Observe ainda que a estrutura da métrica dada por (5.11) coincide com a solução de

Schwarzschild - de Sitter, ou Schwarzschild - Anti de Sitter, obtida via TRG com constante

cosmológica. Desse modo, fazendo um paralelo entre os resultados desses dois modelos,

identifica-se que C2 = −Λ/3 e a métrica é dada por

ds2 =

(
1− 2GM

r
− Λ

3
r2

)
dt2 −

(
1− 2GM

r
− Λ

3
r2

)−1

dr2

−r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2 , (5.12)

onde Λ > 0 é a métrica de Schwarzschild - de Sitter [72] e Λ < 0 é a métrica de Schwarzs-

child - Anti de Sitter [73]. Desse modo, aparentemente, pode-se interpretar a constante
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cosmológica como um efeito da curvatura do espaço e deve dominar quando r é suficien-

temente grande.

Para o caso de λ = 1/2 a configuração de vácuo implica em um escalar de curvatura

constante, resultado direto da equação (5.1). De modo que, ele será nulo para a solução

de Schwarzschild e não nulo para Schwarzschild - de Sitter ou Schwarzschild - Anti de

Sitter. Por outro lado, assumindo a presença de matéria e a condição λ = 1/2, tem-se

que o traço do tensor energia-momento será nulo. Assim, o acoplamento com a matéria

só é posśıvel para T = 0, nesse caso o fluido em questão é a radiação e ele é invariante

conforme. Pode-se verificar, que para essa condição (λ = 1/2), o lado esquerdo da equação

não é um invariante conforme. Assim, para que se possa generalizar o acoplamento com

a matéria, a equação de campo deve ser modificada para algo do tipo

Rµν −
1

4
gµνR = 8πGτµν , (5.13)

sendo τ = 0. Uma forma simples para o novo tensor energia-momento é, por exemplo,

τµν = T cµν + Tmµν + gµνT
m/4, onde os indices c e m estão relacionados com a componente

conforme e material, respectivamente. O acoplamento com a matéria, nessa hipótese

simples, mostra algumas propriedades cosmológicas razoáveis. Por exemplo, ao utilizar

a métrica de FLRW na equação (5.13) sem o termo T cµν , haverá uma única equação

independente para duas variáveis, o fator de escala a e a densidade do fluido ρ,

Ḣ = −4πG(ρ+ p) (5.14)

em unidades de c2. Nessa equação H = ȧ/a e p é a pressão do fluido. Desse modo,

escolhendo uma relação entre p e ρ do tipo p = ωρ, com ω sendo uma constante, e

impondo que ρ ∝ a−n, para ω 6= −1, tem-se que:

a(t) =

 a0 sin2/n(n
√
kt/2), se k > 0

a0 sinh2/n(n
√
|k|t/2), se k < 0

(5.15)

sendo a(t = 0) = a0 o valor inicial para o fator de escala e k é uma constante de inte-

gração. Nesse caso, a solução para k > 0 corresponde a uma fase inicial de expansão,
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cujo comportamento depende de n, seguida de um big crunch. Por outro lado, a segunda

solução, para k < 0, tem-se um universo tipo de Sitter. Para o caso onde p = −ρ leva a

um universo de de Sitter. Esse resultado pode estar relacionado com a presença da cons-

tante cosmológica no caso de simetria esférica estática, estudado anteriormente. Contudo,

estudos mais aprofundados, para verificar a viabilidade de um acoplamento deste tipo, se

faz necessário.

Ressalta-se que os resultados apresentados nessa seção foram publicados no trabalho [68].

5.3 O Equiĺıbrio Hidrostático

Na seção anterior encontrou-se a solução exterior a uma esfera isotrópica e estática, para

o caso onde λ = 1/2. Agora as atenções estarão voltadas para a parte interna de tal

estrutura. Nessa situação o efeito gerado pelo termo r2, ligado à constante cosmológica

na métrica da seção anterior, pode ser desprezado. Isso torna-se posśıvel pois a contri-

buição do termo 1/r será muito maior que a contribuição do termo adicional, ou seja, r

é suficientemente pequeno.

Escrevendo a equação (5.1) na forma

Rµν −
λ+ 1

2
gµνR +

1

2
gµνR = 8πGTµν ,

e organizando os termos, de modo que do lado esquerdo apareça a forma convencional do

tensor geométrico de Einstein, tem-se que

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πG

{
Tµν −

(
1− λ

2(1− 2λ)

)
gµνT

}
, (5.16)

para deixar dessa forma foi utilizado a relação entre o escalar de curvatura e o traço do

tensor energia-momento, equação (5.3).
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Assim, as componentes do tensor de Einstein modificado são

Gtt =
A′B

rA2
+
B

r2

(
1− 1

A

)
= 8πGBρ̃ ,

Grr =
B′

rB
− A

r2

(
1− 1

A

)
= 8πGAp̃ ,

Gθθ =
r2B′′

2AB
− r2B′

4AB

(
A′

A
+
B′

B

)
− r

2A

(
A′

A
− B′

B

)
= 8πGr2p̃ ,

Gφφ = Gθθ sin2 θ = 8πGr2 sin2 θp̃ , (5.17)

sendo p̃ e ρ̃ a pressão e a densidade efetivas. Tais grandezas são definidas em termos da

pressão e densidade reais do fluido e podem ser escritas como

ρ̃ = α1ρ+ 3α2p,

p̃ = α2ρ+ α3p, (5.18)

onde, redefiniu-se λ→ 1 + η,

α1 =
2 + 3η

2 + 4η
, α2 =

η

2 + 4η
e α3 =

2 + η

2 + 4η
, (5.19)

com η sendo a medida do quanto a gravidade Rastall desvia da relatividade geral. Um

resultado direto da relação de p̃ e ρ̃ com p e ρ é p + ρ = p̃ + ρ̃, o que mantém válida a

condição de energia fraca.

Manipulando a componente temporal, Gtt, tem-se

A(r) =

[
1− 2GM̃(r)

r

]−1

, (5.20)

sendo

M̃(r) =

∫ r

0

4πr′2ρ̃(r)dr , (5.21)

a massa efetiva interna ao raio r. Note que, M̃(R) só será igual a massa M quando

η = 0, ou seja, quando o desvio da RG é nulo. De fato quando isso ocorre espera-se que

as equações da TRG sejam recuperadas.
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Por outro lado, a manipulação da componente radial Grr resultará em

B′

2B
=
GM̃
r2

[
1 +

4πr3p̄

M̃

][
1− 2GM̃

r

]−1

. (5.22)

Onde, de forma análoga ao que foi feito na TRG, pode-se interpretar o termo B′

2B
como o

gradiente de um potencial Ψ(r), ou seja, Ψ′(r) = B′

2B
, mas agora surgem as correções do

modelo adotado.

Utilizando a “quebra” na lei de conservação do tensor energia-momento proposta por

Rastall, aqui utilizada como apresentada na equação (5.2), e escrevendo-a como uma

função do traço do tensor energia-momento (T = T µµ ), tem-se

T µν;µ =
1− λ
16πG

R,ν =
η

16πG
R,ν

=

(
η

4η − 2

)
T ,ν . (5.23)

Fazendo ν = r, obtém-se que

B′

2B
= − p̃′

ρ̃+ p̃
, (5.24)

note que esta é, além da situação de interesse (estático), a única componente não nula.

Substituindo a equação (5.22) na equação (5.24),

p̃′ = −GM̃ρ̃

r2

[
1 +

p̃

ρ̃

] [
1 +

4πr3p̃

M̃

][
1− 2GM̃

r

]−1

, (5.25)

esta é a equação de equilibrio hidrostático para o modelo Rastall, cujas soluções são

conhecidas como TOV (para η = 0) e para o caso mais geral, onde η pode assumir

qualquer valor, as soluções são a TOVR.

As equações (5.21) e (5.25) representam a forma reduzida da equação de Einstein, ge-

neralizada por Rastall, para o interior de uma estrutura esférica e isotrópica, como uma

estrela, por exemplo. Para resolver o par de equações é necessário escolher uma EoS

p(ρ), que descreve o fluido interestelar, além da imposição das condições de contorno:

M̃(0) = 0, p(r = R) = 0, M(0) = 0 e ρ(0) = ρc, sendo ρc a densidade central e R o raio
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da estrela. Visto que a relação entre M e ρc é única, para cada EoS existe uma única

famı́lia de estrelas parametrizadas pela densidade central.

Pode-se aplicar a regra da cadeia na equação (5.25) e, o par de equações será escrito como

4πr2dp̃ = −GM̃dM̃
r2

[
1 +

p̃

ρ̃

] [
1 +

4πr3p̃

M̃

][
1− 2GM̃

r

]−1

, (5.26)

dM̃ = 4πr2ρ̃dr . (5.27)

A primeira equação apresentada acima representa o balanço para cada valor de r entre a

pressão de matéria interna, que empurra a casca referida casca esférica para fora, e o peso

da matéria externa que pesa sobre ela. O termo do lado esquerdo, nessa equação, repre-

senta a ação da força para fora. O primeiro termo do lado direito é a atração gravitacional

de Newton e os outros três termos são as correções relativisticas. O segundo termo pode

ser obtido quando as correções neo-Newtonianas são consideradas [38]. Pode-se ainda,

observando a referida equação, concluir que a pressão decresce de forma monótona na

estrela, visto que a derivada da pressão é negativa. Vale ressaltar que uma propriedade

da matéria, para fluidos normais1, é que a pressão nunca decresce com o incremento da

densidade. No máximo ela pode ser mantida constante, mas nunca decrescer. Desse

modo, como p é uma função de ρ conclui-se que a densidade também deve decrescer de

forma monótona na estrela.

O gradiente de pressão na estrela faz com que a matéria seja comprimida. Desse modo,

raio da estrela é reduzido quando há um incremento da densidade central. Em geral,

quando o raio é reduzido a valores abaixo do limite de Schwarzschild, de outro modo,

caso a massa exceda a massa limite; a pressão não poderá suportar o colapso.

1Aqui está exclúıda as possibilidades de fluidos exóticos como aqueles utilizados para descrever a

energia escura.
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5.4 Mudanças na Termodinâmica

Uma questão relevante, no contexto de estruturas compactas, é a termodinâmica dessas

estruturas. Assim, utilizando a gravidade Rastall, pode-se observar mudanças relevantes,

como por exemplo a conservação do potencial qúımico dessas estruturas. Nessa seção

mostraremos essa modificação.

Da primeira lei da termodinâmica,

∂E = δQ− p∂V, (5.28)

onde ∂E é a energia interna ao volume ∂V . Tem-se que, para uma entropia constante,

p = −∂E
∂V

. (5.29)

A densidade de energia (ε) e de barions (ρ), são dadas por

ε =
E

V
, ρ =

A

V
, (5.30)

sendo A a quantidade numérica de bárions, tida constante, no interior do volume V . Em

alguns casos a equação de estado pode ser escrita de forma que p = p(ρ) e ε = ε(ρ). Nesses

casos a dependência em ρ poderá ser eliminada de modo que p = p(ε), exatamente como

foi feito com o fluido politrópico. Para os casos mais gerais, tem-se que

E = εV e V =
A

ρ
. (5.31)

Substituindo em (5.29),

p = ρµ− ε , (5.32)

sendo µ ≡ dε
dρ

o potencial qúımico, o que leva a

dp

dρ
= ρ

dµ

dρ
. (5.33)
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A partir da equação (5.24), pode-se escrever que

dΨ = − dp̃

p̃+ ε̃
= −α2dε− α3dp

p+ ε
,

dΨ = −α2
dε

p+ ε
+ α3

dp

p+ ε
,

dΨ = −α2
dε

ρµ
+ α3

dp

ρµ
,

dΨ = −α2
µdρ

ρµ
+ α3

ρdµ

ρµ
,

dΨ = −α2
dρ

ρ
+ α3

dµ

µ
. (5.34)

uma vez que Ψ′ = B′

2B
e ainda,

e2Ψ = B =

(
1− 2GM(r)

r

)
. (5.35)

Quando η = 0 recupera-se o caso convencional, tratado pela TRG. Assim, para η = 0,

tem-se que

dΨ = −dµ
µ

, (5.36)

e integrando, tem-se

−
∫ r′

r

dΨ =

∫ r′

r

dµ

µ
,

onde r < r′ < R, sendo R o raio da estrela; r e r′ são arbitrários. Então,

Ψ(r′)−Ψ(r) = ln(µ(r))− ln(µ(r′)) ,

eΨ(r′)−Ψ(r) =
µ(r)

µ(r′)
,

eΨ(r′)

eΨ(r)
=

µ(r)

µ(r′)
,

eΨ(r′)µ(r′) = eΨ(r)µ(r) ,

ou seja, o potencial qúımico corrigido por um fator eΨ, em qualquer ponto no interior

estelar, é constante (quando η = 0). Assim, pode-se dizer que uma part́ıcula levada do

infinito a qualquer ponto da estrela tem sempre o mesmo ganho de energia gravitacional,

numa situação de equiĺıbrio.
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Uma vez que, o estado de equiĺıbrio de mais baixa energia para uma matéria hadrônica é

o Fe56, então a formação deste elemento corresponda ao ponto final do processo de fusão

nuclear em uma estrela pré-Super Nova. Sendo assim, esse constituinte é ideal para formar

uma superf́ıcie de uma estrela de nêutron fria. Note que o ferro sólido em seu estado de

equiĺıbrio tem p = 0. Utilizando as equações (5.31) e (5.33) para o ferro, encontra-se que

E

A
=

(
ε

ρ

)
0

= µFe ≈
mFe56

56
= 930.54MeV , (5.37)

sendo mFe56 a massa atômica do Fe56.

Sendo assim, da equação (5.35), tem-se que

eΨ(R) =

(
1− 2GM

R

)1/2

, (5.38)

e, por sua vez,

µ(r)eΨ(r) = µFe

(
1− 2GM

R

)1/2

. (5.39)

Por outro lado, quando η 6= 0 a equação (5.37) assume a seguinte forma,

ρ(r)α2µ(r)−α3eΨ(r) = cte , (5.40)

resultando em uma relação entre os potenciais qúımicos dados por

ρ(r)α2µ(r)−α3eΨ(r) = ρα2
Feµ

−α3
Fe

(
1− 2GM̃

R

)1/2

. (5.41)

Essa modificação e a influência desta nas estruturas compactas, causada pelo uso da

gravidade Rastall, precisa ser melhor estudada e foi aqui apresentada com a finalidade

de mostrar que se tem modificações na forma com que o potencial qúımico se conserva,

como pode ser visto através de uma comparação direta entre as equações (5.39) e (5.41).

Porém, essa modificação não deverá ser relevante pois as correções relativ́ısticas já são

muito pequenas.
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5.5 Diagrama M −R

A partir de uma comparação entre as equações de equiĺıbrio hidrostático provenientes

da TRG, equação (2.44), e da gravidade Rastall, equação (5.25), verifica-se que a forma

funcional da equação não é modificada pelo uso da gravidade Rastall, ou seja, a equação

TOVR pode ser obtida através de uma parametrização da pressão e da densidade de

energia, de modo que p → p̃ e ε → ε̃. Assim, pode-se interpretar o modelo de gravidade

Rastall como uma mudança na EoS, onde a densidade de energia efetiva ε̃ é influenciada

tanto pela densidade de energia total do fluido ε como pela pressão p, o mesmo ocorre

com a pressão efetiva. Desse modo, o sinal de α1, α2 e α3 estão diretamente relacionados

com a condição de equiĺıbrio da estrela, representada pela equação (5.25). O equiĺıbrio

dessa equação pode ser quebrado para três situações. A primeira situação é trivial, p̃ < 0.

Já as outras duas estão relacionadas com a situação onde α2 < 0. Se o termo 3p domina

sobre ε, com α2 < 0, a densidade efetiva será negativa (ε̃ < 0) e, consequentemente da

equação (5.21), M̃ < 0. Já a terceira situação ocorre quando a densidade ε domina sobre

p, com α2 < 0, então p̃ < 0, novamente. Além disso, como a relação ε̃ + p̃ = ε + p

indica que as condições (fraca e forte) de energia são preservadas, se α2 for negativo, para

condições extremas, é posśıvel que ε̃ também seja, o que quebra a condição de energia

e gera instabilidades na estrutura da estrela. Portanto, um estudo de sinais para os α’s

torna-se necessário. Assim, a partir da equação (5.19), pode-se concluir que: α1 < 0

quando η = (−2/3,−1/2), α2 < 0 para η = (−1/2, 0) e α3 < 0 se η = (−2,−1/2). Desse

modo, valores de η negativo podem ser problemáticos, uma vez que, α2 torna-se negativo

nessa condição.

Para resolver a equação (5.25) é necessário: escolher uma EoS e determinar os valores

dos parâmetros livres, a densidade central (ρ(r = 0) = ρ0) e o parâmetro de Rastall.

Utilizando o método adaptável de Runge-Kutta de tamanho do passo, como descrito em

[74], para resolver a equação integro-diferencial não trivial (TOVR), para cada valor de

densidade central e de η, encontrou-se um valor correspondente de massa e raio, ou seja,

um ponto dentro do diagrama M − R. Esse diagrama para uma estrela cujo fluido é
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composto apenas por nêutrons que interagem, modelada via fluido politrópico utilizando

o método Prakash com γ = 2 e κ ∼ 105 cm5s2

g
, está representado na figura (5.1). Nessa
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Figura 5.1: Diagrama M −R para uma estrela de nêutron com interação usando o método Prakash.

figura, a massa foi calculada a partir de sua forma convencional como apresentada na

equação (2.45) e a linha preta representa a Relatividade Geral (η = 0). Observe que, para

η ∼ 10−3 os valores da massa máxima e do raio correspondente, estão próximos daqueles

previstos pela TRG. Ainda, nessa faixa de η verifica-se que para um determinado valor

de raio, superior ao raio correspondente a massa máxima, as configuraçẽs de equiĺıbrio

prevêem estrelas mais massivas em Rastall do que na TRG. Por outro lado, quando η

se aproxima de 0.05 o modelo de Rastall não prevê a existência da estrela de nêutrons

t́ıpica, com massas 2M� e raio entre 10 − 15 km, isso faz com que esses valores de η

sejam proibidos.

Com a finalidade de verificar se o diagrama M −R está consistente, deve-se utilizar uma

EoS mais realista. Sendo assim, a famı́lia BSk torna-se um modelo de EoS interessante,

uma vez que ela descreve as regiões mais internas da estrutura estelar com uma EoS única.

Assim, resolvendo a equação diferencial (5.25) com auxilio da EoS descrita pela equação

(3.51) e utilizando a definição usual de massa (2.45), pode-se traçar o diagrama M − R,
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que estão apresentados nas figuras (5.2), (5.3) e (5.4); para três classes desta famı́lia:

BSk19, BSk20 e BSk21, respectivamente. O valor da massa máxima depende do modelo
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Figura 5.2: Diagrama M −R para diferentes valores de η no modelo BSk19.

5 10 15 20 25

0.5

1.0

1.5

2.0

RHkmL

M
�M

�

BSk20

GR

Η=0.05

Η=0.01

Η=0.002

Η=0.001

Figura 5.3: Diagrama M −R para diferentes valores de η no modelo BSk20.

BSk escolhido. A EoS BSk19 não prevê a existência de estrelas com massas maiores que

2M�. Desse modo, os ajustes das EoSs BSk20 e BSk21 são favorecidos, pois os dados
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Figura 5.4: Diagrama M −R para diferentes valores de η no modelo BSk21.

indicam que estrelas de nêutrons muito massivas devem ter raios de ∼ 13 km, como pode

ser visto na figura (3.3). Do mesmo modo que a modelagem anterior, onde o constituinte

materia estelar era composto apenas por nêutrons com interação (discutido acima, cujo

resultado foi apresentado na figura (5.1), a famı́lia BSk prevê que a gravidade Rastall não

permite configurações estáveis quando o desvio da TRG é ∼ 5%. Além disso, observa-se

um incremento no raio da estrela (fixada uma massa) quando o desvio da TRG aumenta.

Por exemplo, para objetos com massas de 1.5M� os raios t́ıpicos estão entre 10− 12 km

para RG (η = 0). Contudo, quando η = 0.01 os raios são aumentados para valores entre

14− 17 km.

Apesar das incertezas na determinação do raio inviabilizarem a distinção nesse grau de

precisão, alguns resultados recentes permitem fixar o desvio da TRG na ordem de 1%.

Por exemplo, no trabalho [75] os autores utilizaram a estat́ıstica bayesiana para mostrar

que R1.5 = 10.8+0.5
−0.4 km, para objetos com massas de 1.5 M� e que, em geral, o pico

de probabilidade tem favorecido raios entre 9 − 12 km, tornando assim desfavoráveis a

existência de estrela de nêutrons com raios entre 14− 17 km, para essa massa. Por outro

lado, algumas estimativas menos restritivas admitem a possibilidade de existir estrela de
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nêutrons com R1.5 ∼ 15 km [76, 77]. Ressalta-se que estrelas de nêutrons com R1.5 > 15

km são desfavoráveis. As diferentes previsões para o raio da estrela de nêutrons está

diretamente relacionada com o erro sistemático inerente a forma com que a atmosfera

é modelada, além das suposições acerca da composição qúımica dessa região, para uma

revisão sobre o assunto veja [78]. Assim, conclui-se que a determinação da massa e raio

(da estrela de nêutrons), permitem desvios da TRG na órdem de η . 0.01. Assim, nessa

faixa as configurações estelares parecem ser consistentes. Ou seja, se for necessário algum

ajuste para a TRG, este deve ser da ordem de ∼ 1%.

Ressalta-se que os resultados apresentados nessa seção foram publicados no trabalho [37].



Caṕıtulo 6

Parametrização de TOV

Como foi discutido no caṕıtulo anterior, a estrutura da equação de equiĺıbrio obtida via

gravidade Rastall permite interpretar este modelo como uma parametrização da pressão

e da densidade de energia. Sendo assim, a discussão acerca da parametrização da equação

TOV torna-se relevante. Alguns modelos alternativos mantêm a forma funcional da

equação de equiĺıbrio hidrostático. Nesse caṕıtulo será feita uma “generalização” da

equação TOV, que permitirá discutir a relevância de cada termo desta esquação. Para isso,

serão utilizados cinco parâmetros livres, α, β, γ, χ e σ, onde cada um dos parâmetros está

relacionado com um dos termos que contribuem para a equação TOV. A contrução dessa

parametrização de TOV foi feita “ad-hoc” a partir da equação de equiĺıbrio hidrostático.

Isso permite concentrar todos os modelos de gravidade modificada que resultam numa

equação com a forma funcional próxima a TOV, como é o caso das teorias Newtonaina,

neo-Newtoniana e f(R).

A partir dessa parametrização pode-se construir o diagrama M-R e verificar se eles

prevêem a existência de estruturas estelares estáveis com massa ∼ 2M�. Para isso,

fez-se com que cada parâmetro assumisse valores distintos, previamente escolhidos. Essa

abordagem pode ser encontrada no trabalho [79] e um enfoque na análise da contribuição

do termo de pressão na massa gravitacional ativa no estudo de estrela de nêutrons pode

87
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ser encontrado em [80].

6.1 A Equação de Equiĺıbrio

O termo de compactação C = 2GM/R, em unidades de c2, de uma estrela está dire-

tamente relacionado com a relevância da contribuição dos termos da TRG. Para baixas

compactação, por exemplo, C � 1 o formalismo newtoniano pode ser utilizado de forma

satisfatória. A t́ıtulo de curiosidade, as anãs brancas têm CAB ∼ 10−6, por outro lado, as

estrelas da sequência principal têm CSP ∼ 10−4. Já as estrelas de nêutrons têm valores de

compactação entre 0.2 . CEN . 0.4. Sendo assim, os efeitos relativ́ısticos, desse último,

não podem ser desprezado. Os termos de pressão e de curvatura podem absorver tais

efeitos, além do mais, para que se possa testar e descrever as modificações oriundas de

modelos de gravidade modificada, pode-se parametrizar a equação TOV, que sobre essa

perspectiva será dada por

dp

dr
= −G(1 + α)M(r)ρ

r2

(
1 + βp

ρ

)(
1 + χ4πr3p

M(r)

)
1− γ2GM(r)

r

. (6.1)

Pode-se também generalizar a função massa M(r) em (6.1) escrevendo-a como

dM(r)

dr
= 4πr2(ρ+ σp) . (6.2)

Onde cada um dos parâmetros está relacionados com uma das constribuições relativ́ısticas

de uma gravidade modificada. O termo α está relacionado com os efeitos do acoplamento

gravitacional — Geff = G(1 + α). Para a teoria f(R), por exemplo, tem-se que α = 1/3

[81]. Enquanto que para a TRG α = 0. O termo β mede a contribuição da pressão para

a inércia. Note que, o termo (ρ+ p) vem de T µν;ν=r = 0, sendo r a coordenada radial. Na

TRG β = 1. Por sua vez, γ é uma contribuição da curvatura intŕınseca que não surge

na f́ısica Newtoniana, onde γ = 0. Enquanto que na TRG γ = 1. Já o χ mede o efeito

da pressão na gravidade ativa, que é uma contribuição caracteŕıstica da TRG. Esse efeito

foi avaliado em [80], para a TRG χ = 1. Por fim, σ modifica a função massa devido a

contribuição da pressão para a massa gravitacional, na TRG σ = 0.
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Com essa parametrização é posśıvel obter algumas situações particulares, tais como: (i)

α = β = γ = χ = σ = 0: que corresponde a equação de equiĺıbrio hidrostática em

uma abordagem newtoniana, que foi brevemente discutida anteriormente; (ii) α = 0, β =

1, γ = χ = 0, σ = 3: essa parametrização leva a equação de equiĺıbrio hidrostático obtido

a partir das modificações neo-Newtonianas; (iii) α = β = γ = 0, χ 6= 0, σ = 0: foi

a parametrização utilizada no trabalho [80]. (iv) α 6= 0, β = γ = χ = σ = 0: essa

configuração descreve uma estrela no contexto de uma teoria Newtoniana modificada. (v)

α = 1/3, β = γ = χ = 0, σ 6= 0: descreve modelos estelares para uma teoria f(R), ao

menos alguns casos desta.

Sendo assim, algumas teorias modificadas podem descrever as estruturas estelares como

uma equação do tipo TOV, o que pode inclúı-la como um caso particular da parame-

trização proposta aqui. Contudo, a forma com que a massa foi calculada (para efeito de

comparação) é sempre a forma convencional, dada pela equação

M =

∫ R
0

4πr2ρdr ,

independente da forma da função da massa efetiva M. Note que, quando σ = 0, há uma

equivalência na forma das funções massa, ou seja,

M =M , para σ = 0 .

Apesar da necessidade de uma discussão mais aprofundada acerca da estabilidade do

sistema aqui considerado, veja o teorema 2 da pg. 306 na referência [19], aqui adotou-

se a condição dM/dρc > 0 para determinar o limite estável da massa estelar máxima.

Contudo, o problema da estabilidade estelar em teorias modificadas ainda é um problema

em aberto e deverá ser tratado em trabalhos futuros.

6.2 Diagrama Massa-Raio

Do mesmo modo que foi feito para os modelos anteriores, escolheu-se uma EoS (para esse

caso foi utilizada o BSk20) e aplicou-se as condições de contorno M(0) = 0, ρ(0) = ρ0
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(densidade central) relacionada com a pressão central (p(0) = p0) e p(R) = 0 a pressão

na borda, quando r = R (raio da estrela), é nula. Os resultados para as configurações

e diferentes parametrizações está ilustrado na figura (6.1). Nessa figura, a linha preta

representa os resultados obtidos via equação TOV e apresenta algumas famı́las de con-

figurações estelares para diferentes valores dos parâmetros livres. Para referenciar os

gráficos obtidos utiliza-se letras (A, B, C e D) para identificar as linhas e as colunas são

identificadas pelos algarismos romanos (I, II, III e IV). Desse modo, a primeira figura

(no canto superior esquerdo) é a célula A-I, por exemplo. Nesse caso, para a célula A-I,

é apresentada as configurações estelares com uma varredura nos parâmetros α e β, en-

quanto que os outros parâmetros foram fixados na configuração da TRG, ou seja, γ = 1,

χ = 1 e σ = 0. Em todas as células optou-se por ilustrar a configuração padrão da RG,

que aparece como a linha sólida preta, além disso, o eixo y de cada célula, foi calculada

utilizando M =
∫ R

0
4πr2ρdr, situação em que σ = 0 (ou seja, M =M). Os efeitos σ 6= 0

estão apresentados A-IV, B-III, C-II e D-I.

O efeito de α no diagrama M-R está ilustrado na linha A. Esse termo é uma simples

modificação na teoria gravitacional, onde a constante de acoplamento gravitacional é

modificada Gefet → G(1 + α). O incremento de α reduz a massa máxima e o raio da

estrela. Quando o efeito inercial da pressão, medida pelo parâmetro β, é considerado (ou

seja, igual a 1) a massa da estrela torna-se menor, comparando com β = 0. O termo χ

contribui para a redução do raio da estrela. Já o termo γ quando nulo, permite estruturas

com massa máxima superior a 2M�, em todos os casos analisados.
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Figura 6.1: O diagrama Massa-raio é apresentado para os parâmetros α; β; γ; χ; σ.
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Conclusão

Nesta tese utilizou-se teorias alternativas (TAs) à teoria Newtoniana (TN) e à teoria

da relatividade geral (TRG), para estabelecer as situações de equiĺıbrio das estruturas

astrof́ısicas compactas. As teorias alternativas são comumente utilizadas na cosmologia

com a finalidade de reduzir a quantidade de matéria e energia escuras, que são postuladas

para que a TRG possa se ajustar aos dados observacionais. No contexto astrof́ısico, há

dois ind́ıcios de que as TAs podem ser utilizadas para descrever as estruturas compactas,

são elas: (1) A figura (3.3) evidencia que pode existir estruturas compactas com massa

de . 3M�. Contudo a TRG, mesmo utilizando as equações de estado mais realistas

conhecidas, não prediz a existência de estruturas estáveis com essa massa. É fato que

não existe nenhum experimento em laboratório que permite estabelecer com precisão a

relação p(ρ), em situações onde a densidade é da ordem da densidade de saturação nuclear

que é ∼ 10−14 g cm−3. É nisso que algumas linhas de pesquisa se sustentam. Tentam

determinar equações de estado mais realistas, baseada em experimentos, a fim de que a

massa observada possa ser prevista pela TRG. (2) O fato de não existe informações sobre

o comportamento da gravidade em situações onde as grandezas f́ısicas são tão extremas.

É verdade que os testes gravitacionais indicam que TRG é a teoria que melhor descreve

os fenômenos gravitacionais. Contudo, ressalta-se que esses testes são, em sua maioria,

92
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realizados a ńıvel de Sistema Solar, ou seja, em regiões onde a curvatura é ∼ 10−30 vezes

a curvatura no interior de uma estrela de nêutrons. Portanto, no interior das estruturas

compactas relativ́ısticas a gravidade pode fazer surgir alguns efeitos não convencionais,

que por sua vez, podem estar relacionados a efeitos de campos ou curvaturas, de modo

que no limite de espaço plano recupere-se os resultados previstos pela TRG. Sendo assim,

o estudo das estruturas compactas pôde trazer informações relevantes para a gravitação,

como por exemplo, permitiu determinar os v́ınculos da Gravidade Rastall.

Nesse sentido, iniciou-se a tese fazendo uma breve revisão acerca do ferramental ma-

temático necessário para o uso da TRG, no contexto de objetos compactos. Utilizando

essa teoria para uma métrica esférica, isotrópica e estática, pôde-se apresentar a equação

relativ́ıstica para o equiĺıbrio hidrostático (2.44), conhecida como equação de Tolmam-

Oppenheimer-Volkoff (TOV), que serviu como base para estudar as estrelas de nêutrons.

Para saber se as correções relativisticas são relevantes, é necessário calcular o fator de

compactação (C), em unidades de c2. Quando C ∼ 10−1 as correções relativisticas de-

vem ser consideradas. Este é o caso de estruturas como as estrelas de nêutrons, onde

0.2 . CEN . 0.4. Por outro lado, se C � 1 a gravitação Newtoniana pode ser utilizada

para descrever o fenômeno f́ısico sem a perda de qualquer informação relevante. Este é

o caso das estrelas na sequência principal e de estruturas como as anãs brancas cujos

fatores de compactação são, CSP ≈ 10−4 e CAB ≈ 10−6, respectivamente. Em seguida,

foi feito uma aproximação para campos fracos e baixas velocidades o que permitiu obter

a equação de equiĺıbrio hidrostático Newtoniano (2.55), cuja validade é para C � 1. Por

fim, verificou-se que para resolver a equação de equiĺıbrio é necessário estabelecer uma

relação entre a pressão e a densidade do fluido p(ρ), ou seja, há a necessidade de escolher

uma equação de estado.

No caṕıtulo seguinte, após uma breve revisão sobre a vida estelar na sequência principal e

de sua morte, conclúımos que a massa da estrela é um parâmetro essencial para determinar

a vida e a morte da estrela. Note que, todas as informações f́ısicas como: luminosidade,

temperatura, tempo de vida em cada situação de equiĺıbrio, raio (durante sua vida na
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sequência principal), se morrerá como uma anã branca, estrela de nêutrons ou buraco

negro; dependem da massa da estrela. Em seguida, apresentou-se a divisão interna de uma

estrela de nêutrons, estrutura cujo colapso gravitacional é sustentado pela degenerescência

do nêutron, que tem as seguintes camadas: atmosfera, envelope, crosta (interna e externa)

e caroço (interno e externo). A importância de cada ńıvel da estrela também foi destacada.

Ainda neste caṕıtulo foi apresentado alguns candidatos para a equação de estado da

região interna da estrela de nêutrons que foram utilizadas nesta tese. Foram elas: a

densidade constante, gás de Férmi, fluido politrópico e equações de estado unificadas.

Este útimo, descreve toda a região interna da estrela com uma única equação de estado.

Na parte de fluido politrótico aproveitou-se para discutir a equação de Lane-Emden (L-E),

a estabilidade estelar e a relação massa - raio. Com isso finalizou-se a revisão da tese e

iniciou-se a abordagem no contexto de teorias alternativas.

Em um primeiro momento utilizou-se a teoria neo-Newtoniana (TnN). Esse modelo é

uma alternativa a teoria Newtoniana. Inicialmente a TnN foi proposta a fim de corrigir

os resultados para a dinâmica do universo obtidos via TN. A TN descreve somente a

dinâmica para um universo dominado por matéria, onde p = 0, como pode ser visto

na equação (4.6). A grosso modo, a TnN propõe uma mudança quebra no prinćıpio da

equivalência, fazendo as densidades de massa ativa e passiva se transformarem de formas

distintas, são elas: ρa → ρ + 3p e ρp → ρ + p, respectivamente. Essa mudança faz com

que a TnN, ao menos a ńıvel de base, descreva o universo da mesma forma que a TRG

o faz, sem a perda de informações, como foi mostrado nas equações (4.5) e (4.10). Aqui,

utilizou-se a TnN em um contexto estático para estudar as estruturas compactas previstas

por essa teoria. Utilizando a equação de equiĺıbrio hidrostático para esse modelo (4.14), foi

posśıvel obter a equação (4.16) que é a equação de L-E modificada. Com isso, foi posśıvel

fazer uma comparação entre os resultados desta teoria com a TN para a equação de L-E,

que estão apresentados nas figuras (4.1) e (4.2). Como resultado desta comparação vê-se

que, para um dado valor de n, há diferenças entre os pontos onde a curva toca o eixo

horizontal, correspondente a ζ (termo ligado ao raio da estrela). A tabela (4.1) ajuda

nessa análise. Em seguida, utilizou-se a equação (4.14) em conjunto com uma equação
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de estado para obter o diagrama massa-raio, para as estrelas de nêutrons. Desse modo,

escolheu-se como fluido material o gás ideal de Fermi de puro nêutron sem interação

(em um primeiro momento) e, no momento seguinte, estudou-se uma configuração estelar

contendo um fluido com interação nucleon-nucleon. Para efeito de comparação, construiu-

se um diagrama M-R dos seguintes modelos: Newtoniano, TRG e Neo-Newtoniano. Nesse

caso, verificou-se que a TnN prevê a existência de uma massa máxima. Um avanço com

relação a TN, uma vez que a massa máxima é uma caracteŕıstica de modelos relativisticos.

Pôde-se comprovar que ocorre um incremento da massa estrelar na TnN, com relação a

massa correspondente prevista pela equação TOV. Para a equação de estado de puro

nêutron encontrou-se uma famı́lia de estrelas, como apresentado na figura (4.3), para

cada um dos modelos de gravidade escolhido. A quebra do prinćıpio da equivalência

permitiu escrever a função “massa” de três formas distintas. Aqui a função massa é

apenas a função que deve ser introduzida para resolver a equação de equiĺıbrio, enquanto

que para calcular a massa “real” da estrela, que aparece no eixo vertical do diagrama

M-R, utilizou-se a forma convencional da definição de massa, onde M ′ = 4πρr2. Assim,

pôde-se fazer uma discussão acerca da contribuição do termo de pressão para a estrutura

da estrela, ilustrado nas figuras (4.4) e (4.5). Concluiu-se que, quanto maior a influência

deste termo mais massa a estrela comporta e mais longe da TRG o modelo estelar estará.

Esse resultado é intrigante, uma vez que a inclusão dos termos de correção na TRG deve-

se ao fato de que a pressão também contribui para a gravidade. Assim, esperava-se que

a inclusão do termo de pressão, na abordagem neo-Newtoniana, agiria aproximando os

resultados da TnN à TRG. Contudo, ocorre exatamente o contrário.

Em seguida, fez-se uma abordagem alternativa para a TRG. O modelo escolhido para

esse estudo foi a gravidade Rastall, que apesar de ter sido amplamente utilizada no con-

texto cosmológico, é a primeira vez que essa teoria foi aplicada para descrever estruturas

compactas. Originalmente este modelo foi uma proposta de generalização para a TRG,

onde a curvatura modifica a lei de conservação, proveniente da derivada covariante do

tensor energia-momento, dada pela equação (5.2). Aqui, abordou-se a solução de vácuo

utilizando a gravidade Rastall. Como resultado inédito mostrou-se que a contribuição da
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constante cosmológica surge de forma natural, aparentemente como um efeito geométrico

neste contexto. Ressalta-se que, nesse caso, a configuração de vácuo não implica ne-

cessáriamente que R = 0 e consequentemente que Rµν = 0. Outra possibilidade para

tal configuração é obtida quando λ = 1/2, na equação (5.5). Nesse caso particular, a

métrica obtida é do tipo Schwarzschild-de Sitter ou Schwarzschild-anti de Sitter, equação

(5.12), dependendo do sinal de Λ. Se Λ > 0 tem-se SdS, caso contrário, se Λ < 0 tem-se

SadS. Em seguida, utilizou-se duas equações de estado para modelar a estrutura interna

da estrela (o gás de Fermi com interação nucleon-nucleon e a famı́lia BSk) em conjunto

com a gravidade Rastall. Isso permitiu limitar o parâmetro livre da teoria λ = 1 + η,

sendo que η = 0 corresponde a TRG. Assim, foi posśıvel estabelecer um valor máximo

para o parâmetro ηmáx ≈ 0.05, baseando-se na existência de estruturas estáveis. Os re-

sultados indicam que não pode existir estrela de nêutrons estável quando η > ηmáx. Por

outro lado, os v́ınculos desta teoria podem ser estabelecidos, o que aparentemente não

é feito de forma consistente através da Cosmologia Rastall, que permite qualquer valor

para η. Note que, apenas desvios de ∼ 1% da TRG (ou seja, η = 0.01) são consistentes

com as observações. E valores negativos de η são proibidos, por gerar instabilidades nas

equações de equiĺıbrio, como discutido na equação (5.19). Desse modo, com dados futuros,

espera-se que seja posśıvel reduzir ainda mais o desvio de η para ∼ 0.1%. Nesse caso, o

resultado aqui apresentado indica que a teoria Rastall é compat́ıvel com as observações,

no contexto de estrela de nêutrons, para pequenos desvios da TRG, ou seja, λ & 1. Sendo

assim, reforça que a alta densidade envolvida na estrutura estelar pode conter também

violações das leis de conservação convencionais.

Por último foi proposto uma generalização para estudar a relevância da contribuição de

cada termo da equação TOV, para isso introduziu-se uma parametrização livre “ad-hoc”

nas diferentes contribuições desta equação. Desse modo a equação TOV parametrizada

assumiu a forma da equação (6.1), onde os termos α, β, γ, χ e σ; são as parametrizações,

ou seja, que fazem o papel de medir a relevância de cada termo. Para obter as cons-

figurações estáveis da estrela de nêutrons, utilizou-se para descrever o interior estelar a

equação de estado BSk 20, uma vez que, ela está em acordo com os dados observacio-
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nais utilizando a TRG. Um comparativo, para os diferentes valores dos parâmetros livres,

estão apresentados na figura (6.1). Na linha A, por exemplo, é ilustrado modificações

do parâmetro α. Este parâmetro está relacionado com o acoplamento da matéria. O

incremento deste torna o raio da estrela menor, o mesmo ocorre com a massa máxima. O

parâmetro β, medida da colaboração da pressão para efeitos de inércia, também reduz a

massa máxima. Já a análise acerca do parâmetro χ, vai de encontro aos resultados apre-

sentados no trabalho [80]. Já a contribuição do termo de Schwarzschild, cujo parâmetro

associado é γ, é indispensável para que a massa da estrela esteja dentro dos limites espe-

rados. Em todos os casos em que γ = 0, as massas máximas tornam-se muito superior

ao valor esperado, sendo a única excessão quando σ = 3. Ainda assim, nessa condição a

massa máxima fica próximo deste valor, como pode ser visto na figura (6.1) painel C-II.

Isso também ocorreu quando utilizou-se o modelo neo-Newtoniano. Uma posśıvel causa

é a ausência desse termo.

Uma vez que a relação entre a pressão e a densidade de matéria no interior de estruturas

compactas, como estrela de nêutrons, são tão desconhecidas quanto o comportamento

da gravidade nessa mesma região, parece razoável sugerir outros modelos, alternativos à

TRG, para descrever a estrutura interna desses corpos. Nesse sentido, há alguns estudos

que abordam TAs no contexto de objetos compactos, alguns abordados nessa tese, como

por exemplo: TnN e Gravidade Rastall. Porem outros modelos alternativos trouxeram

resultados relevantes nesse contexto, por exemplo: usando f(R) e Brans-Dicke. Contudo

há modelos que ainda não foram abordados nesse contexto de estrela de nêutrons, como

é o caso de campos escalares-tensoriais. Por outro lado, a gravidade Rastall ainda não

está completa. Existem alguns pontos em aberto que merecem atenção, como é o caso

do colapso gravitacional e da obtenção das equações de campo a partir de um formalismo

Lagrangeano. Esperamos contribuir ainda mais nesses pontos em aberto e nas situações

ainda não estudadas.
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[62] A. Ashtekar and A. Magnon, “Quantum fields in curved space-times,” in Proceedings

of the Royal Society of London A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,

vol. 346, pp. 375–394, The Royal Society, 1975.

[63] S. Calogero, “A kinetic theory of diffusion in general relativity with cosmological

scalar field,” Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, vol. 2011, no. 11,

p. 016, 2011.

[64] S. Calogero and H. Velten, “Cosmology with matter diffusion,” Journal of Cosmology

and Astroparticle Physics, vol. 2013, no. 11, p. 025, 2013.

[65] H. Velten and S. Calogero, “Exploring non-linear cosmological matter diffusion coef-

ficients,” arXiv preprint arXiv:1407.4306, 2014.

[66] T. Koivisto, “A note on covariant conservation of energy–momentum in modified

gravities,” Classical and Quantum Gravity, vol. 23, no. 12, p. 4289, 2006.

[67] O. Minazzoli, “Conservation laws in theories with universal gravity/matter coupling,”

Physical Review D, vol. 88, no. 2, p. 027506, 2013.

[68] A. Oliveira, H. Velten, and J. Fabris, “Non-trivial static, spherically symme-

tric vacuum solution in a non-conservative theory of gravity,” arXiv preprint ar-

Xiv:1602.08513, 2016.

[69] L. Iorio, M. L. Ruggiero, N. Radicella, and E. N. Saridakis, “Constraining the

Schwarzschild–de Sitter solution in models of modified gravity,” Physics of the Dark

Universe, vol. 13, pp. 111–120, 2016.

[70] C. E. Batista, M. H. Daouda, J. C. Fabris, O. F. Piattella, and D. C. Rodrigues, “Ras-

tall cosmology and the ΛCDM model,” Physical Review D, vol. 85, no. 8, p. 084008,

2012.

[71] P. D. Mannheim and D. Kazanas, “Exact vacuum solution to conformal Weyl gravity

and galactic rotation curves,” The Astrophysical Journal, vol. 342, pp. 635–638, 1989.
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