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Resumo

A cosmologia padrao requer, para explicar de forma satisfatéria os da-
dos observados, componentes de energia que sao muito diferentes daquelas
que conhecemos no modelo padrao de particulas; estes, sao conhecidos como
”Energia Escura”e ”Matéria Escura”. Apesar de bem aceitos, a origem des-
tes ainda é controversa. Uma proposta para tentar explicar tais conceitos
é a contrarreacao causada pela distribuicdo nao-homogénea de matéria no
universo. Neste trabalho apresentamos o formalismo de contrarreacao de
Buchert, e o utilizamos para demonstrar que uma pressao viscosa pode ser
entendida como consequéncia de uma contrarreacao. Depois estabelecemos
um modelo de média baseado numa solucao de LTB, linearizado com respeito
ao parametro da curvatura. Fazemos comparacao com dados de supernova
utilizando uma métrica ”modelo” ("template metric”) que permite relacio-
nar o desvio para o vermelho neste modelo com uma versao semelhante ao
formalismo usual.



Abstract

The standard cosmological picture requires, to explain properly the obser-
vable data, energy components that are very unusual compared to the ones
we are familiar within the standard model of particles; these are known as
"Dark Emnergy”and ”"Dark Matter”. Even though they are well accepted,
their origins are still controversial. One proposal to explain such concepts is
the backreaction caused by the inhomogeneity in the matter distribution of
the universe. In this work we present the Buchert’s backreaction formalism,
and we use it to show that a viscous pression can be understood as a con-
sequence of backreaction. Later, we establish an average model based on an
LTB solution, linearized with respect to the curvature parameter. We then
compare against the data using a "template” metric that allows us to relate
the redshift in this model to a close realization to the usual formalism.
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Capitulo 1

Introducao

Em cosmologia, buscamos encontrar modelos que descrevem de forma
simultanea o maior ntimero possivel de dados observacionais que dispomos.
Dentre os varios modelos concebidos, um deles se destaca pela simplicidade
e, a0 mesmo tempo, por descrever de forma adequada quase todos os da-
dos observacionais, que é chamado de “Modelo Padrao da Cosmologia”[7].
Também é conhecido como ACDM, onde o A indica a presenca de uma
constante cosmoldgica, que impulsiona a expansao acelerada do Universo,
sugerida por Hubble [8], e “CDM” é uma abreviagao para “Matéria Escura
Fria” (do inglés “Cold Dark Matter”) , que especula-se ser uma forma de
matéria que interage apenas através de interacoes gravitacionais; foi pro-
posta por Jacobus Kapteyn em 1922[1] como tentativa de explicar a falta de
massa das curvas de rotagao de galaxias.

Este modelo se baseia em torno de uma métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) que descreve um Universo homogéneo e isotrépico
em todas as escalas. Este modelo consegue reproduzir as curvas de luminosi-
dade das Supernovas tipo IA[2][67], e através de perturbagoes nesta métrica,
ou seja, desvios da homogeneidade, conseguem explicar satisfatoriamente as
medidas feitas em Radia¢ao Césmica de Fundo ( “CMB”, do inglés “Cosmic
Microwave Background” ), as abundéancias de Hélio, Hidrogénio e Litio obser-
vadas e a formagao de estrutura em largas escalas. Pode-se estender o modelo
padrao com modelos de Inflagdo césmica e quintesséncial[6][5], que permitem
explicar outros aspectos, como o problema da planaridade e o problema do
horizonte.

Ao fazer o confronto do modelo com os dados, obtemos que, hoje, a
constante cosmoldgica (também chamada de “Energia Escura”) é a principal
componente que rege a evolucao do Universo, com cerca de 69% da com-
posicao total de energia, equanto os outros 30% sao compostos de 4% de
matéria barionica e 26% de matéria escura. Isto levanta a questao que, em-



bora tenhamos uma teoria que descreve de forma bastante satisfatoria os
dados observacionais, ela precisa de conceitos que nao sao bem fundamenta-
dos com o nosso conhecimento atual; Nao conhecemos a origem da constante
cosmolégica, e nao temos evidéncias experimentais da existéncia de matéria
escura (apenas observacionais!). Nao sé isto, mas estas duas componentes
correspondem a 96% do balanco de energia do Universo atual.

Se analisamos a evolugao das componentes de energia desde um passado
muito distante até o presente, notamos que a era de dominacao pela cons-
tante cosmoldgica é um evento muito recente. E notério que formacao de
estruturas em larga escala no universo também é um evento recente, e nao é
surpreendente a proposicao que pudesse haver uma correlagao entre os dois
eventos.

E previsto pelo modelo padrao a formacgao de estruturas em larga escala
através da teoria de perturbagoes lineares. Porém, sabe-se que a Relatividade
Geral é uma teoria altamente nao-linear e, portanto, haveria uma escala para
o qual as perturbacoes lineares se tornariam cada vez menos eficientes em
descrever a realidade. Esta escala corresponde precisamente a formacao de
estruturas bastante complexas, como a rede cosmica.

FIG.1: Simulacao de N-corpos do “The Millennium Simulation Project”.

E posta entao a seguinte questao: Temos ao nosso redor um Universo que
¢ altamente inomogéneo e anisotropico, e que sabemos que perto de nés a
teoria da Relatividade Geral é valida (pelo menos em escalas proximas do
sistema solar), e também sabemos que em grandes escalas o Universo é muito
bem modelado pelo modelo padrao ACDM. Existem varias propostas que
tentam conciliar estes fatos, incluindo modelos que modificam a Relatividade
Geral em largas escalas [5]. Uma outra proposta, que é a aplicada neste tra-
balho, consiste em considerar que tomando um numero grande de regioes
inomogeéneas, é possivel construir observaveis que se relacionam aqueles ob-
tidos em observagoes de larga escala. Ou seja, considerando os efeitos médios
de um nuimero de regioes inomogéneas, podemos obter uma descricao que é
“estatisticamente homogénea”, e com isto relacionar observacoes em peque-
nas escalas aquelas em grandes escalas.



Para implementar esta proposta, devemos considerar a idéia de tomar
médias das quantidades relevantes em Relatividade Geral. E desde ja, no-
tamos um empecilho: nao existe uma forma univoca de calcular a média de
quantidades vetoriais e tensoriais e, mesmo que escolhemos uma forma, nao
ha garantias de que estas quantidades possuem conexao com as observacoes.
Existem propostas para lidar com esta idéia de médias de quantidades ten-
soriais [4], mas vamos nos concentrar em outra idéia neste trabalho.

Buchert propos uma forma de evitar estes problemas, considerando ape-
nas médias de quantidades escalares[24]. Propoe-se entao um procedimento
de média, e avalia-se a média das equagoes de Einstein, descritas de forma a
evidenciar estas quantidades escalares (As equagoes de Einstein sao reescritas
como equagoes diferenciais de primeira ordem vinculadas). Estas equagoes
médias evidenciam a existéncia de componentes extras - relacionadas com
a contrarreacao - que esta diretamente relacionada ao quanto a distribuicao
de matéria se distancia da homogeneidade e isotropia; Salientamos que esta
componente de contrarreagao evolui durante a histéria do Universo da mesma
forma que uma energia escura - O que nos leva naturalmente a perguntar se
a constante cosmolodgica é na verdade uma medida do tanto que a formacao
de estruturas se desviou da homogeneidade.

Faremos uma breve descrigao de como este trabalho se organiza:

No Capitulo 2 fazemos uma breve revisao da cosmologia padrao ACDM,
com o intuito de relembrar os conceitos bésicos e fixar a notacao que utiliza-
remos no restante do trabalho. No Capitulo 3 introduzimos o formalismo de
Buchert, indicando como obter as equacoes de Einstein no formalismo 3+1
covariante e, através da definicao de uma média, obtemos as equagoes de
Friedmann médias, em conjunto com as equacoes de consisténcia da teoria, e
deduzimos o termo de contrarreacao. No Capitulo 4 fazemos uma descricao
da energia escura como um fluido viscoso, e comparamos esta descricao com
dados de supernova. Aplicamos, em seguida, o formalismo de Buchert para
este fluido viscoso, e utilizando o método de métrica efetiva, comparamos
com os dados de supernovas. No Capitulo 5 introduzimos a métrica LTB
e deduzimos as quantidades relacionadas a este modelo, como o tempo de
Big Bang, o parametro de Hubble, dentre outros. Em seguida, aplicamos o
procedimento de média de Buchert para obter a expressao do fator de escala
médio e da contrarreacao para este modelo. Finalmente utilizamos o método
de métrica efetiva para calcular as distancias de luminosidade e comparar
com os dados de supernova. No Capitulo 6 fazemos as conclusoes do traba-
lho, avaliando como os modelos se comportaram, quais foram as dificuldades
enfrentadas, e quais sao as projecoes para a continuacao deste trabalho.



Capitulo 2

Cosmologia Padrao

O modelo FLRW ¢é conhecido também como o modelo padrao da cos-
mologia. E baseado na métrica de Robertson-Walker, que em coordenadas
esféricas pode ser escrito como [41]

2

ds* = —dt* + a*(t) ( + r2d6* + r? senh29d¢2> : (2.1)

1 — kr?
onde a(t) é o fator de escala e ndo possui dimensdo, e k € {—1,0,1} cor-
responde & curvatura espacial e possui dimensao [k] = [Comprimento] 2. O
fator de escala controla a expansao ou contracao do espago-tempo. A métrica
também pode ser escrita como

dr?

1— kr?

ds* = —dt* + a*(t) ( + TQdQQ) : (2.2)
onde dQ? = db? + senh?0dp? corresponde ao angulo sélido diferencial. O
parametro de Hubble é definido em termos do fator de escala como:

a(t)
H(t —. 2.3
=120 (2.3
Assumimos que o espago é preenchido com um fluido perfeito caracte-
rizado por uma densidade p(t), e uma pressao p(f). O tensor de energia-
momento pode ser expresso como

T = (p+ p)uytiy + PG, (2.4)

onde u* corresponde as componentes da quadri-velocidade do fluido. No
referencial de repouso do fluido, onde w = (1,0,0,0), o tensor de energia-
momento pode ser escrito como

T/U/ = dlag [_pvpap7p] (25)
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A pressao é relacionada a densidade de energia através de uma equagao
de estado, que é considerada na forma

P = wp. (2.6)

O valor de w depende do tipo de matéria que esta sendo considerado.
Para matéria nao-relativistica, w = 0. Isto implica que matéria que se move
lentamente (comparada a velocidade da luz), forma um fluido sem pressao.
Para o caso de radiagdo, w = 1/3. Para a constante cosmolégica, w =
—1. Aplicando as equagoes de Einstein para a métrica de Robertson-Walker,
junto com as hipdéteses acima, obtemos as duas equagoes conhecidas como a
Equacao de Friedmann e a Equacao de Raychaudhuri, respectivamente:

a\* 8@  k
a - T3 T
a e
= ———(p+3p). (2.7)

a 3
As equagoes de Friedmann relacionam as quatro quantidades p(t), p(t), a(t) e
k. A pressao p(t) pode ser eliminada das equagoes de Friedmann utilizando
a equagao de estado. As duas equagoes de Friedmann podem ser utilizadas
para resolver para p(t) e a(t) em termos de k. A densidade pode ser resolvida
explicitamente, para um valor constante de w:

p(t) = po {%ﬁ)) ] —3(1+4w)

, (2.8)

onde py = p(ty) e ag = a(ty) para um tempo inicial ty. O tempo inicial pode
ser colocado como zero, t; = 0. Para obter uma expressao explicita para o
fator de escala precisamos fazer escolhas para os valores de w e k; iremos
analisar estas opc¢oes em breve.

Podemos explicitar um pouco mais o significado exato da constante k.
O escalar de Ricci para o espaco-tempo de Robertson-Walker, calculado de

(2.1), é dado por:
. LN\ 2
a a k
a a a

As equagoes de Friedmann (2.7) podem ser utilizadas para escrever o escalar
de Ricci (2.9) como:

R=6 (2.9)

—3(14w)
a(t)} e (2.10)

R =87G(1 - 3w)po {—
Qo
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Analisando (2.10) podemos ver que existem dois casos para o qual o escalar
de Ricci se anula: um é para o caso em que o universo é vazio, p = 0, e o outro
é para o caso de um universo dominado por radiacao, w = 1/3. Consideremos
agora uma foliacao espacial com tempo constante ty. A métrica induzida na
parte espacial é dada por

2
5% = a2(to) ( dr

1 — kr?

+ r2d6? + r256n29dq52) : (2.11)

O escalar de Ricci da foliagao espacial, calculada através de (2.11) é dada
por
R=-00
a*(to)

Portanto x é proporcional ao escalar de Ricci da foliacao espacial a tempo
constante. O caso k = 0, por exemplo, indica que cada foliacao a tempo
constante é plana, mas isso nao implica necessariamente que o espago-tempo
seja plano.

A métrica de Robertson-Walker pode ser expressa em outras coordenadas
diferentes. Primeiro note que a distancia prépria o através de um caminho
radial (ou seja, um caminho em que dt = df = d¢ = 0) é dada por:

r 2
o:/vd32 = /\/ a dr?
0 1 — Kkr?
a(

a(t)sen~'r  parax =1, (2.13)

a(t)senh™'r  parax = —1.

(2.12)

., ) t)r ,parar = 0,
= a| —]m=dr=
/g V1 — Kkr?

Portanto a coordenada r nem sempre é uma boa medida de distancia, e
algumas vezes é preferivel utilizar uma coordenada diferente:

r ,parax = 0,
X=4{senlr | parar =1, (2.14)
senh™'r | parax = —1.

A métrica de Roberson-Walker, nas coordenadas (t,x, 0, ¢) entdao pode ser
escrita como

—dt* + a?(t) (dx? + x2dQ?) ,parar = 0,
ds® = { —dt* + a?(t) (dx® + sen®>ydQ?)  ,parak =1, (2.15)
—dt? + a*(t) (dx* + senh®ydQ?) , parar = —L.

Vamos agora detalhar os casos especiais para um universo FLRW.



2.1 Universo dominado pela matéria

O universo dominado por matéria ¢ um caso especial do universo FLRW onde
k=0ew=0. A densidade de matéria pode ser expressa em termos do fator
de escala como

p(t) = poaga™>(t) (2.16)

As equagdes de Friedmann (2.7) se reduzem a:

a(t) = 2 Aya (1), (2.17)

= 479 51a3. Resolvendo a equacdo (2.17), temos

- 3

onde AM

alt) = (%Mt + a3/2)2/3.

Utilizando (2.10) encontramos que o escalar de Ricci neste espago-tempo se
torna: ,
3 _
R:GAM (E\/ AMt+ag/2) .

2.2 Universo dominado por radiacao

O universo dominado por radiacao é um caso especial do universo FLRW
onde k =0 e w = 1/3. A densidade de radiacdo pode ser escrita em termos
do fator de escala como:

p(t) = poaga(t). (2.18)

As equagoes de Friedmann se reduzem a:

a(t) = \/2Ana 2(0), (2.19)
onde Ap = Z%pyag. Resolvendo (2.19) temos
, 1/2
a(t) = (25 VARt + ag) . (2.20)

Utilizando (2.10) pode-se mostrar que o escalar de Ricci para este espago-
tempo é R = 0.



2.3 Universo dominado por uma constante
cosmologica

Outro caso especial do universo FLRW é um na qual tanto matéria quanto
radiacao estao ausentes, mas a constante cosmoldgica tem um valor diferente
de zero. Neste caso, k =0 e w = —1. A densidade pode ser expressa como

p(t) = po- (2:21)

As equagdes de Friedmann (2.7) se reduzem a

a(t) = /2Axa(t), (2.22)

onde A) = %po. Resolvendo a equagao diferencial (2.22), obtemos

a(t) = ageY*?, (2.23)

Utilizando (2.19) pode-se ver que o parametro de Hubble é constante, H (t) =
V2A,. Portanto, a equagao (2.23) pode ser escrita como

a(t) = age™™.
Desenvolvendo (2.10) descobrimos que o escalar de Ricci neste espago-tempo
¢é dado por

R = 321Gpy = 24A, = 12H].

Esta constante de curvatura positiva assemelha-se a um espaco-tempo de
de-Sitter. De fato, este espaco-tempo é realmente apenas um pedaco de um
espaco-tempo de de Sitter escrito em coordenadas diferentes; é normalmente
conhecido na literatura como universo de Sitter[9].

A constante cosmoldgica pode ser analisada como uma forma de matéria,
ou de forma mais precisa, como uma energia de vacuo de algum campo de
matéria. A motivacao para esta interpretacao esta nas equacoes de Einstein
com constante cosmoldgica, que podem ser escritas de forma que o termo de
constante cosmoldgica aparece como uma contribuicao ao tensor de energia-
momento: ) A

RNV - §ngj = 871§ (Tull — %guu) .
Em teoria quantica dos campos, o estado fundamental pode ser escrito num
tensor momento-energia que se assemelha a um fluido perfeito em repouso
(num referencial comével ao fluido). Ou seja, a quadri-velocidade deste fluido
em coordenadas coméveis (t,r,0,¢) é u* = (1,0,0,0). Portanto

A
(p +p) Uy Uy +pg/w = _87TGg/w'



Escrevendo esta equac@o como (p + p) u,u, = (—% — p) Guv, € tacil de ver

que

A
= — 2.24
A
= ——, 2.2
P 8rG (2.25)

O termo de constante cosmoldgica pode ser escrito em termos de outras
constantes como

A = 87Gpy = 6A, = 3H].

2.4 Dinamica de Friedmann

Para descrever a dinamica de um universo homogéneo e isotrépico em ex-
pansao deve ser retomada a equacao de Einstein com a constante cosmologica
(2.3), na qual o tensor de energia-momento é dado por (2.5) e o tensor métrico
é dado pela métrica de FLRW.

O tensor de energia-momento do universo como um todo é dado pela
soma dos tensores de energia-momento de cada componente descrita na secao
anterior

P = Pm + Pr

TR =TI 4 T
P =Dr

Uma vez que a homogeneidade e isotropia do universo garantem que as qua-
drivelocidades para cada componente sejam as mesmas, de fato a soma dos
tensores de energia-momento mantém a forma de um fluido perfeito.

A componente temporal das equacoes de Einstein resulta na relacao que
¢ conhecida como equacao de Friedmann

a? K 881G A
22 3Ty
Ja espacialmente as equacgoes de Einstein resultam na equacao para a ace-

leracao do universo

a A7 A
S 3p) + =,
" 3 (p+ p)+3

A partir deste resultado fica claro que para a descricao de uma fase de ex-
pansao acelerada para o universo é necessario um fluido com pressao negativa,
ou entao uma constante cosmolégica diferente de zero.



Combinando a derivada temporal da equacao de Friedmann com a equacao
(2.4) obtém-se o seguinte resultado para a derivada tremporal do parametro

de Hubble
4G . K
H = —3 " + ok
Para cada componente do universo é conveniente definir a quantidade €24,
denominado parametro de densidade, que é definido como a razao da densi-

dade de energia de uma determinada componente com uma densidade critica
_ 3H?
Pe = gxc

_ 8nG _ 8nG _ _A _ K
Qm = 32 Pm; Qr = 3m2Pr; QA — 3H2> QK - Tz -

Com essas definicoes a equacao de Friedmann se escreve
Qo+ Q2+ Q0 + Qg = 1.

Fica claro que o significado fisico do parametro de densidade de uma deter-
minada componente representa a sua fracao na composicao do universo. A
partir da equacao (2.4) pode-se ilustrar como a geometria do espago-tempo
esta relacionada com a distribuicao de matéria no universo. Reunindo todo o
conteudo material em um unico parametro de densidade €2; = €, +Q, + Q4
é possivel relacionar a distribuicao da matéria com a curvatura do espaco-

tempo
K

2H?
Dessa forma a geometria do espago-tempo pode assumir trés caracteristicas
distintas:

Qt—lz

), > 1= Espago-tempo fechado (esférico)
2y < 1= Espago-tempo aberto (hiperbdlico) .
2, = 1= Espago-tempo plano

Recentemente, estudos realizados pela Agéncia Espacial Européia, feitos com
o telescopio Planck, divulgaram valores para os parametros de densidade
atual de cada componente [7]. Segundo esse estudo, a componente de matéria
2, corresponde a aproximadamente 31,35% do universo, onde 4,9% corres-
ponde ao percentual de matéria barionica €2, e o resto corresponde a porcao
de matéria escura. J4 a energia escura é responsavel por 68,25% da energia
cosmica.

Uma vez que o modelo ACDM nao prevé interagao entre suas compo-
nentes, a evolucao de cada uma deles deve se dar de forma independente,
satisfazendo as equagbes (2.17),(2.19) e (2.23). Combinando esse resultado
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com a equagao de Friedmann (2.4) é possivel obter uma dependéncia tempo-
ral em termos do fator de escala, para o parametro de Hubble

H2 = Hg (Qroa_4 + Qmoa_3 + QK()CL_2 + QA()) s

onde Hj é o valor atual do parametro de Hubble e é estimado em Hy =
69 Km/sxMpc.
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Capitulo 3

Motivacao: O Problema do
“Ajuste”

Ao estudarmos a cosmologia utilizando o modelo padrao ACDM, por
muitas vezes nos acostumamos com a simplicidade e elegancia dele, e passa
despercebido uma grande quantidade de hipdteses sobre como fazemos cos-
mologia e a relacao entre nossos modelos e as observacoes. O “Problema do
Ajuste” nos faz questionar até que ponto o modelo padrao tem sua validade
garantida. Seguimos aqui a linha argumentativa proposta por Ellis[17].

Em cosmologia, nds tentamos encontrar a distribuicdo de matéria em
larga escala e a estrutura do espago-tempo através de observacoes astronomicas.
Nos podemos encarar este problema de duas formas diferentes: Uma, que é a
caminho que normalmente se toma, consiste tem fazer consideragoes a priori
sobre a geometria do espaco-tempo, baseada em argumentos filoséficos ou
pragmaticos; normalmente concluimos que devemos partir de um universo
homogéneo e isotrépico em grandes escalas (que corresponde ao principio
cosmoldgico[10][11]). Disto, podemos concluir que o universo é, de forma
bastante precisa, descrito através de modelo de FLRW, e o objetivo princi-
pal da cosmologia observacional é relacionar os dois ou trés parametros livres
da teoria com os dados observacionais.

A segunda forma, consiste em fazer o caminho oposto: A partir dos dados
observacionais, determinar a geometria do espaco-tempo sem ter de fazer
qualquer consideracao apriori. Este caminho, todavia, nos apresenta um
grande numero de dificuldades para descrever a geometria do espago-tempo
de forma realista.

Ambos caminhos, de certa forma, nao conseguem resolver de forma si-
multanea todos os problemas relacionados as observacgoes: o primeiro, porque
0 universo que observamos ao nosso redor nao ¢ FLRW em algumas escalas, e
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esta solucao nao nos aponta um caminho para descobrir quais sao as escalas
na qual este modelo é aplicavel, e também nao considera os problemas de
ter de descrever varias dinamicas relacionadas a diferentes escalas de inomo-
geneidades. Ja o segundo caminho tem dificuldades de natureza pratica em
se relacionar as quantidades observadas com as quantidades preditas teori-
camente.

O “problema do ajuste”

Um outro caminho possivel, que é de certa forma uma mistura das duas des-
crigoes, é baseada no que se chama de “Problema do Ajuste” (do inglés “Fit-
ting Problem”) [19]. A ideia bésica aqui é a que nao assumimos a priori que o
universo é modelado por uma métrica FLRW em todos os tempos, mas ainda
assim queremos utilizar tal modelo por motivos praticos e historicos. Enfren-
tamos entao a seguinte situagao: Temos de um lado um modelo cosmoldgico
“granular” U = {M, g,.,, u", p,n} que consiste em uma variedade M, um ten-
sor métrico g,,(z*), uma 4-velocidade normalizada v (z*) : u#g,,u” = —1,
variaveis dinamicas da matéria, aqui simbolizadas pela densidade de ener-
gia p (que em geral pode incluir outras quantidades como a pressdo p),
e outras variaveis da matéria, simbolizadas pelo nimero de densidade de
galaxias n (mas em geral incluindo especificagbes mais detalhadas da dis-
tribuicdo de matéria luminosa no universo), que juntos fornecem uma re-
presentacao realistica do universo, incluindo todas as inomogeneidades até
uma certa escala especifica L; e do outro lado um modelo FLRW comple-
tamente idealizado U’ = {M ' g/’w,u/“, o,n } Nosso problema consiste em
como determinar um ’melhor ajuste’ entre estes dois modelos cosmolégicos.
Isto entao ira determionar a forma correta na qual devemos utilizar a cosmo-
logia idealizada de FLRW U’ para modelar a natureza irregular do universo
real (representado aqui pelo modelo granular U). Encaramos o problema de
forma parecida como resolvemos o problema da geodésica, onde utilizamos
uma esfera perfeita para modelar a Terra, que na verdade tem um formato
aproximadamente oval; Os desvios do modelo perfeito podem entao ser me-
didos e caracterizados.

Esta forma de se encarar o problema das observagoes em cosmologia tem
o potencial de esclarecer as interpretacoes fisicas e geométricas do modelo
FLRW que utilizamos, precisamente porque ele se concentra na relagao entre
o modelo suave idealizado e uma outra descricao mais realistica da reali-
dade. Em particular, esta forma de encarar o problema deve ser capaz nao
s6 de determinar um modelo FLRW de melhor ajuste para o universo, mas
também especificar detalhes de como este ajuste é feito (dando a diferenga
entre os dois modelos em cada ponto do espago-tempo), e portanto nos per-
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mitir investigar o quao bom o ajuste é (caracterizando o quao adequado a
realidade o modelo suavizado se aproxima do real). Parte do pragmatismo
deste caminho consiste em que, uma vez que o procedimento adequado é
implementado, deve ser possivel utiliza-lo de forma repetida; ou seja, ao con-
siderar o melhor ajuste entre qualquer modelo de universo granular U’ e um
modelo U” que descreve de forma ainda melhor o universo real do que U’, U”
fornecera ainda mais detalhes sobre a maneira de como as inomogeneidades
estao distribuidas. Este processo, em principio, permitiria escrever a melhor
descrigao possivel em qualquer nivel de detalhe desejado.

Um dos modelos que possivelmente podem resolver este problema consiste
em considerar um universo granular U’, e tentar relacioné-lo a um universo
FLRW U através de um procedimento de média adequado. Vamos nos con-
centrar neste modelo.

Procedimentos de média

Uma forma importante de se pensar no uso de um modelo suavizado é que
este representa as propriedades médias de um modelo granular. Considere
que a descricao suavizada U* seja obtida a partir de uma descri¢ao granular
U através de um determinado procedimento de média; Ele entao representa a
natureza de U quando descrito em uma determinada escala L, onde se toma
a média. Se, de fato, faz sentido descrever a natureza de larga escala de
U através de uma métrica FLRW, entao o modelo FLRW de melhor ajuste
U’ deve ser o mesmo que o modelo médio U*. Um procedimento de média
apropriado deve ser capaz de fornecer uma maneira de estabelecer a relagao
entre U e U’. Em particular ele deve determinar a escala L apropriada para
se efetuar a média para se obter um modelo suavizado; ou seja, deveria levar
a uma afirmacao de que o universo U pode ser considerado um universo
FLRW, U’, se toma-se a média em uma determinada escala L.

Em [12], Carfora e Marzuoli sugeriram uma forma de realizar o ajuste de
um modelo FLRW ,U’, a um modelo granular U, e se baseia no conceito de
que o universo U’ deve representar de forma precisa o comportamento médio
de um modelo U, mais realista.

A forma mais facil de analisar é quando o espaco-tempo é descrito como
um produto direto de cortes espaciais ¥, ¥’ e enumeradas por um parametro
temporal . Isto requer que o modelo FLRW suavizado tenha uma curvatura
espacial positiva (k= +1), ou que seja um “universo pequeno” com uma
topologia incomum. [Ellis e Schreiber, 1986]. Se exigimos que o modelo
suavizado U’ represente um comportamento médio de um modelo granular U,
quais sao os requerimentos em que isto implica? Para compara-los precisamos
escolher um tempo préprio apropriado 7,7’ para as familias de superficies
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32, Y nos dois universos. Podemos entao especificar o modelo FLRW que
desejamos, exigindo que

(i) O comportamento do volume nos dois universos seja 0 mesmo, ou seja,
que o volume total V' das segoes espaciais ¥ deve ser a mesma funcao de 7
que o volume total X' é para 7';

(ii) A densidade de energia p’ em X' (1) tem que ser a média sobre ¥(7) de
p para o valor de T correspondendo a 7/, e a pressao média p’ em ¥’ (77) seja a
média de p sobre X(t). Neste caso o modelo U’ iria reproduzir precisamente
o comportamento do volume, da densidade e da pressao médios no modelo
granular mais realista U.

O primeiro problema é que, enquanto existe uma escolha ébvia para a
foliagao espacial no caso FLRW (universo U’), em geral nao haverd uma fo-
liacao preferida para U (a menos que existam superficies homogéneas em U).
Portanto o critério nao é inico: podemos obter respostas diferentes simples-
mente por mudar a maneira como realizamos a foliagdo no mesmo universo
U. Podemos, por exemplo, escolher superficies de densidade constante ou
superficies ortogonais ao fluxo de matéria (no caso de vorticidade nula). Isto
se torna ainda mais problematico ao notarmos que, ainda que escolhamos
uma maneira de realizar a foliacdo, a maneira como determinamos 7 e 7/ nao
é unica. As dificuldades aqui sao essenciais, e surgirao em qualquer tentativa
de se discutir a evolugao temporal do universo através de um processo de
média definido em superficies de tipo tempo.

O segundo problema consiste que, ao se tomar médias das quantidades
como volumes, energias e pressoes, em geral levarao a modelos FLRW que
nao obedecem as equagoes de Einstein, porqué os processos de média espacial
e de se avaliar as equagoes de Einstein ndo comutam [19] . De forma mais
especifica, se substituimos a fungao radial R'(7') correspondendo ao compor-
tamento médio do volume V'(7') nas equagoes de Einstein para um universo
FLRW U’, vamos obter delas quantidades p* (7)e p* () que nao correspon-
dem & p(7) e p(7). A forma de se lidar com isto consiste em considerar p* e
p* (que sdo valores efetivos da energia e da pressdao) como se elas levassem
em conta contribuicoes da suavizacao da granularidade presente em escalas
de descri¢ao mais detalhadas [Carfora e Marzuilo, 1984]; Fisicamente estes
representam as contribuicoes para a energia média total efetiva das ondas
gravitacionais, energia de ligacdo de objetos compactos, etc (que nao estao
incluidos no procedimento de média que leva a p’ e p’). Definimos o modelo
médio de FLRW simplesmente tomando o seu comportamento volumétrico;
a diferenca entre a densidade média p’ e a pressao p’ e os valores obtidos de
FLRW p* e p* é entao definida como sendo a contribuicao destas quantidades
devido as inomogeneidades em pequena escala.

Entendendo isto, o procedimento de média pode entao fornecer um proce-
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dimento de ajuste que, dada a escolha de foliagao espacial, um tinico modelo
FLRW U’ sera associado a U. Ainda assim, persistem os problemas da ar-
bitrariedade da escolha do tempo proprio 7; por exemplo, esta relacao entre
as observagoes astronomicas nos dois modelos é obscura.

Uma possivel realizacao do modelo de Carfora e Marzuoli foi feita por
Buchert [24], e este serd o objeto de estudo do préximo capitulo.
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Capitulo 4

Formalismo de Buchert

As equagoes de Einstein, na forma que conhecemos atualmente, sao muito
bem testadas em distancias curtas, com um bom nivel de precisao entre da-
dos e teoria, e fornecem uma base para a descricao da fisica em escalas cos-
moldgicas através de um fluido, que pode incluir matéria barionica, matéria
escura, um termo de constante cosmoldgica (quintesséncia). Enquanto es-
tes pontos ja foram discutidos no capitulo anterior, um ponto importante
resta a ser discutido: o dominio de validade das hipéteses que impomos para
construir a cosmologia padrao.

Supomos, a prori, que a matéria se move no espaco como um fluido, e
estd distribuido de maneira homogénea e uniforme. FEsta descricao produz
resultados realmente impressionantes para dados observacionais de desvio
para o vermelho de supernovas, oscilagoes acusticas dos barions, e até mesmo
para nucleossintese. Porém ao observarmos nas nossas redondezas, nao é
0 que observamos: vemos algo completamente inomogéneo e anisotropico.
Isto sugere que existe uma certa escala na qual uma descricao homogéneo e
isotrépica deixa de funcionar, e uma descricao completamente local se torna
impraticavel.

Porém, escolher um procedimento de média nao € algo trivial; as equagoes
de Einstein se tratam de um conjunto altamente nao-linear de equagoes di-
ferenciais que tem como objetos principais tensores. Um procedimento que
tomaria o valor médio dessas equagoes deveria produzir valores médios para
esses tais tensores, e ainda teria de produzir uma teoria covariante. Existem
tentativas de produzir tal teoria [4], mas tomamos uma forma diferente de
analisar o problema. Visto que grande parte dos observaveis que estamos
interessados em cosmologia se tratam de escalares (estes explicitamente co-
variantes), podemos analisar as equagoes de Einstein que evidenciam estes
observaveis. Para isso, escolhemos trabalhar com o formalismo ADM][13].
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4.1 Foliacao e equagoes basicas

Vamos considerar aqui o caso em que temos, como componentes de matéria,
apenas poeira (sem pressdo). Para o caso em que o referencial se move
com o fluido, podemos construir hipersuperficies ortogonais a velocidade, e
representar eventos numa foliacao 3+1 do espago-tempo.

Temos as equacoes de Einstein,

1
R, — éRguu = 8mpu,uy + Agy, (4.1)

com o tensor de Ricci R, seu trago R, a quadrivelocidade do fluido u#(utu, =
—1), a constante cosmolégica A, e a densidade massa p, que obedece a lei de

conservagao
(putu”),, = 0. (4.2)

)

(também chamado de coordenadas coméveis). Escrevendo a# = fr (XFk ¢
temos imediatamente u” = f* = (1,0,0,0) e u, = f“ = (-1,0,0,0), onde o
ponto significa derivada temporal com relagao ao tempo proprio ¢.

Consideremos que as coordenadas (X*,t) sejam as variaveis independen-
tes. Podemos entao, proseguir em escrever a métrica como uma decomposicao
entre uma parte temporal e uma 3-métrica independente, na forma

Escolhemos um sistema de coordenadas ortogonal ao fluxo x# = §t7 X k;

ds® = —dt* + g;;dX"d X7,

As equagoes de Einstein (4.1), em conjunto com as equagoes de continuidade
(4.2) (contraidas com u,) sdo equivalentes ao seguinte sistema de equagdes
[13][14], que sao equagoes de vinculos:

1 P
3 (R+K*—K'K}) = 8rGp+A, (4.3)
K — Ky =0,
onde K;; := —h%h?umg ¢ o tensor de curvatura extrinsica e hag = gap +

uaug o tensor de projecao ortogonal na 3-superficie. As equagoes que dao a
dinamica de evolugao da densidade e das outras formas fundamentais (g;; e
Kij) Sao

p = Kp,
(i) = _29ikKl;'>
(K%) = KK.+TR,—(4rGp+A\)d’. (4.6)
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As quantidades R = R’ e K = K" correspondem aos tragos do tensor de
Ricci espacial R;; e o tensor de curvatura extrinsica Kj;, respectivamente.
Expressando este iltimo em termos de quantidades cinematicas

1
_Kij = ®ij = 0y + §egij’ (47)
K -9 (4.8)

sendo ©;; o tensor de expansdo, o;; o tensor de cisalhamento (com traco
nulo), e o fator de expansao #, podemos escrever as equagoes (4.3) e (4.5)
€Omo

1 1
SR+ 502 —0? = 8nGp+ A, (4.9)
; 2
Tjlji 3% (4.10)
p = —bp, (4.11)
: 2
(9i) = 29ik0]§+§99ik5]§, (4.12)
iy i i 26| o 1o
(0)) = —00% — R+ 30} |o” — S0+ 8nGip+ A| (4.13)
onde introduzimos o cisalhamento o2 := %a?az. Para derivar esta tltima,
utilizamos a equacao de Raychaudhuri
.1
0+ 592 +20% +47Gp — A = 0, (4.14)

que segue do trago da equacao (4.9) combinada com o vinculo (4.13). Utili-
zando o vinculo (4.9) novamente, podemos escrever a equagao (4.13) como

. ) . 1 ..
(0%) + 00 = — (R; — 55;72) : (4.15)
Tomando o traco de (4.5), escrita na forma

S U
sz—igk(gkj) :

J (t,Xi) =/ det (gi5),

nés obtemos com 3¢* (g;) = (InJ) a identidade

e definindo

J=—-KJ=20J.
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Utilizando-a n6s podemos integrar a equagao de continuidade para a densi-
dade de massa (4.4) comovel as linhas de fluxo:

p (X)) = (p (to, X7) J (0, X7)) T, (4.16)

Tanto as equagoes de Raychaudhuri (4.14) quanto a equagao de continuidade
integrada (4.16) sao idénticas as suas versoes Newtonianas [15]. No que segue,
vamos fazer uso do vinculo (4.9). Esta equagao provera um elemento chave
para a compreensao do problema de contrareacao.

E oportuno neste momento, definir duas quantidades escalares invariantes
que iremos utilizar logo adiante, que denotamos através dos simbolos I e II
como:

I:=0)=0, (4.17)
e a dispersao dos seus elementos diagonais,

1 2

II:= - (* — ©,0)) = 592 -0 (4.18)

N —

4.2 Tomando médias das equacoes de Eins-
tein

Tomar médias espaciais de campos escalares é uma operagao covariante dada
uma foliacao do espaco-tempo. Portanto, podemos tomar médias, por exem-
plo, da equacao de Raychaudhuri sem grandes problemas.

Vamos definir um procedimento de média. A média espacial de um campo
escalar ¥ como funcao das coordenadas Lagrangeanas e do tempo em uma
porgao compacta arbitraria do fluido D é bem direta e é definida através da
integral

(W (t, X"))p : J (6, X)W (t,X") d°X,

:V—DD

com o elemento de volume dV := Jd*X em superficies espaciais a tempo
constante. O volume é dado por

Vp = / J(t, X7) @X.
D

Vamos também definir um fator de escala “efetivo” (normalizado pelo volume
do dominio inicial Vp,), sem dimensao, através do volume, dado na forma

o= (52)
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Assim, a expansao média pode ser escrita em termos deste fator de escala:
Vb
0 = 3—
(0)p = v
A integral (4.16) nos diz que a conservagdo da massa total Mp dentro de

uma porc¢ao do fluido D é transportada junto das linhas de fluxo,
Mp
VDoa’gD'

Mp = / degX = const < (p)p =
D

Com estes resultados, podemos deduzir facilmente uma “relagao de comutacao”,
aqui escrita para um escalar ¥ qualquer:

(U)p — (V) = (¥b)p — (V) (0)o. (4.19)

Tomando a média nas equagoes do vinculo Hamiltoniano (4.9) e nas equagoes
de Raychaudhuri (4.14), com a ajuda desta relacao de comutagao, podemos
escrever as seguintes equacoes:

Equacao média de Raychaudhuri:

Mp
3—+4 G

ap VDO

— A = Qp; (4.20)

Equacao média do vinculo Hamiltoniano:

3 (@)2 Csra Mo gy, a— E2 (4.21)

ap VDO CLD 2 2

onde a massa Mp, o escalar de Ricci espacial médio (R)p e a “contrarreacao”
Op dependem do dominio de integracao e, com exce¢ao da massa, dependem
do tempo. Em particular, o termo de fonte da contrarreagao é dado por

2 5 2

Qp = 2(IN)p — (M = 5((6 - (0)p)*)p — 2(0”)p.

Notamos também a seguinte propriedade surpreendente das equagoes médias
comparadas com sua versao local: apesar da nao-comutatividade do procedi-
mento de média e da dinamica da evolugao, que é descrita através da relacao
de comutagao (4.19), descobrimos que as equagoes sdo as mesmas tanto para
a versao local quanto para a versao na média, contanto que nés as escrevamos
tem termos dos invariantes (4.17) e (4.18). Com isto, podemos escrever as
equagoes médias como:

%<R>D — 8xGp)p + A — (ID)p, (4.22)
(np = —O)p)p, (4.23)
B)p = {6+ A~ 4nGlp)p + 2(I0)p, (124)
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ou seja, as médias (p)p, (0)p, (R)p e (II)p obedecem as mesmas equagoes
que os campos locais p, 6, R e II. O motivo desta propriedade advém do
tipo especial de nao-linearidade do sistema gravitacional, ou seja, a nao-
linearidade em # contida nas equagoes de Raychaudhuri.

Da mesma forma como é feito em universos homogéneos e isotropicos,
podemos aqui introduzir uma funcao de Hubble dependente do dominio
Hp = Z—g e caracteristicas médias adimensionais, como segue:

%::%%%g (4.25)
QA:i% (4.26)
Q) = —%725 (4.27)
Qp = —6%% (4.28)

e substituindo (4.25),(4.26),(4.27),(4.28) em (4.21), temos que

Todos estes parametros cosmoldgicos adimensionais dependem da escala
espacial em que se toma a média, incluindo a constante cosmoldgica adimen-
sional €25, que depende da escala através de Hp.

As equagoes (4.21) e (4.20) formam um sistema de duas equagoes com
trés incognitas ap, (R)p e Qp. Portanto ndo podemos resolver problema da
contrarreagao para escalares baseados neste sistema. Nos podemos eliminar
o termo de contrarreagao de (4.21) substituindo em (4.20). Isto resulta numa
equacao para o fator de escala médio ap em termos do escalar de Ricci médio
no dominio. De forma alternativa, podemos calcular a derivada temporal em
(4.20) e inserir o resultado de volta em (4.21) e (4.20). Isto produz uma
relacao universal entre o escalar de Ricci médio e o termo de contrarreacao:

Op +6—2Qp + (R)p + 2—2(R)p = 0,
D D

que é uma condigdo necesséaria para integrabilidade da equagao (4.20) para
produzir (4.21). De forma equivalente, temos

(a59p) + ap (ap(R)p) = 0.

No caso mais simples essa relagao é satisfeita com

a ap
a a

Qp x a;’, Rp xap’. (4.29)
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4.3 Fluido de contrarreacao

Podemos definir um fluido de contrarreagao efetivo[40] através de

1
P = e a (Qp+ Rbp), (4.30)
! Ro
e (QD 3 ), (4.31)

onde p,p € uma densidade de energia efetiva e p,p é uma pressao efetiva.
Isto leva a um conjunto de equagoes tipo Friedmann

SN2
a 87
<_D) — — {pm)p + pop) =0, (4.32)
ap 3
e .. 4 G
a s
—2 + == ({pm)p + pop + 3psp) =0, (4.33)
ap 3
que implica '
_ a
pop + 3a—D (oo + pop) = 0 (4.34)
D

para o fluido de contrarreagao. Podemos entao introduzir uma densidade de
energia total pp como

pp = {pPm)D + Pob (4.35)

e também uma pressao total pp = pyp tal que a lei de conservacao
. ap
pp + 3a— (pp +pp) =0 (4.36)
D

é preservada. O parametro da equacao de estado efetiva para o fluido de
contrarreacao é
po 2o —3Rp
PoD Op+Rp
Um parametro de desaceleragao dependente do dominio ¢ definido por

(4.37)

apap

= 4.38

dp CL% y ( )
que em termos de Qg e Qg pode ser escrito como
1 3 108

=—+-QPl1—-=-_£ 4.39

O conceito de fluido efetivo foi utilizada para modelar a dinamica de
campo escalar e a descri¢ao unificada do setor escuro com a ajuda de um gas
de Chaplygin em termos da contrarreacao e variaveis de curvatura média.
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4.4 Exemplo: Constante cosmolégica

O exemplo mais simples de se construir é o de uma constante cosmoldgica
descrita através das quantidades de fluido efetivo. Uma dinamica que imita
uma constante cosmolégica pode ser obtida tomando pyp = —ppp. Combi-
nando esta condi¢ao com as relagoes (4.30) e (4.31) encontramos

pop = —pop — Rp = —39p.

As expressoes resultantes para pyp e ppp entao sao dadas por

1 1
o) =——0p. 4.4
PeD srG =P © P G =P (4.40)

Uma contrarreagao cinemdtica constante Qp(dependente do dominio D)
junto com uma curvatura média negativa (constante) Rp = —3Qp produz
a mesma dinamica que uma constante cosmoldgica Q% também dependente

do dominio D,

p_1Qp 1Rp (4.41)
NTUBHE, 9HD,

Note que um valor positivo de Qp corresponde a um valor negativo para Qg
e uma curvatura média efetiva negativa Rp corresponde a um valor positivo

para QF e um raio de curvatura

c 6 c 2
Ry = — - = — ) = 4.42
b ap Rp ap 9p ( )
c 2
RA = — | ——
PO Hpo \[ 30

é da ordem do comprimento de Hubble no dominio considerado. Se consi-
deramos esse dominio como sendo do tamanho do universo observavel, este
raio de curvatura é da escala de Gigaparsecs. Pode-se discriminar entre uma
constante cosmolodgica efetiva como resultado de uma contrarreagao e uma
constante cosmoldgica auténtica? Retornaremos a este ponto posteriormente.

Q

Seu valor atual
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Capitulo 5

Fluido Viscoso como resultado
de contrarreacao

5.1 Fluido viscoso dependente do dominio

Um fluido viscoso num dominio D se caracteriza por uma Equacao de Estado

(EdS) na forma .
Pop =DPp = —(p(O) = —3CDa—D (5.1)
ap

Substituimos aqui o indice anterior de contrarreacao b por um subindice v
que significa “viscoso”, para indicar que estamos lidando com o caso especial
de um fluido viscoso. Por simplicidade, vamos assumir que (p se mantém
constante em todo o dominio D .

Com p/, = dpp/dap, podemos escrever (4.36) e (5.1) como

3 ap 3 8rG
= —3 — | = —— —3 -
Pp . (PD CDaD> - (/)D Cp 5 \/PD> ;
onde utilizamos a equagao (4.32). Integrando, obtemos
—3/2]2
PD = [AD + (v/ppo — Ap) ap ]

G

= Hp =/ [AD + (/Poo — Ap) a;;”/?] , (5.2)

onde o valor ppg ¢ o valor de pp medido hoje, e

Ap = 3@,/?. (5.3)
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O valor atual para ap foi tomado como 1. De acordo com (5.2) a densidade
de energia se comporta como pp < al_)?’ quando ap <K 1 e se comporta
aproximadamente como uma constante quando ap > 1. No passado distante,
ela se comporta como matéria e, no futuro distante, se comporta como uma
constante cosmoldgica. E justamente esta caracteristica que faz com que a
descri¢ao de fluido viscoso seja um candidato para uma descri¢ao unificada
da energia e matéria escura.
O parametro de desaceleracao é dado por

1 ( /PDo —3/2
apHp _1+§( v _1>GD

gp = —1 (5.4)
VPDO -3/2
E conveniente relacionar a constante A p ao valor atual qpg de gp:
1
Ap = Z+v/ppo (1 —2qpo) - (5.5)

3

Para (p = 0 temos que Ap = 0 e, consequentemente, qpg = % que é o limite
correto para um universo Einstein-deSitter.
Introduzindo como abreviacao da notagao

Qi=14+qgpo e Q2=1—2qpg (5.6)

o parametro de Hubble em termos do valor atual do parametro de desace-
leracao entao fica escrito como

1 _
Hp = §HD0 [Qz + 2@1CLD3/2 . (5.7)

Como (p,,)p = {pm)poar’, a densidade de energia que corresponde ao fluido
viscoso ¢ a diferenga entre a densidade total de energia e a densidade de
energia da matéria,

_ 1 _3/2]2 _
pep = Pp — (Pm)poap’ = PP [Q2 + 2621%3/2] — (pm)poap’ (5.8)

e para a pressao temos

DvD = —épDon [QQ + QQlaE)S/Q] . (5.9)

Olhando para (5.7)-(5.9) fica 6bvio que a dinamica é completamente de-
terminada pelos parametros Hpo,qpo € {Pm) Do -
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5.2 Fluido viscoso como contrarreacao

Vamos agora investigar, se a contrarreacao e o escalar de curvatura média
no dominio D podem ser modelados em termos de um fluido viscoso efetivo.
Identificamos a densidade de energia em (4.30) com (5.8) e a pressao (4.31)
com (5.9), ou seja,

PoD = N (@p+Rp) = 1pDo [Qz + 2@1613/2}2 — {pm)poap’  (5.10)
! 167G 9 b P

1 R 1 _
PuD = T e (QD - TD> = _§/0D0Q2 [Qz + 2Q1GD3/2] . (5.11)

Isolando as quantidades da contrarreacao Qp e Rp resulta em

Qp = —4nG (pyp + 3pup) € Rp=—120G (pyp — pup), (5.12)

respectivamente. A combinagao
Rp —3Qp = 48nGpyp

determina a pressao efetiva. Ainda, temos que

1
pp +3pp = <,0m>D — RQD (5.13)

Da relagao (5.13) determinamos que uma expansao acelerada exige Qp >
A7 G {pm)p. Podemos relacionar o valor atual do parametro de desaceleragao
aos valores atuais Qpg e Rpo:

9p

1— —S9po
_ 4nG{(pm) Do
qpo = Rpo+8Qpo_ °

167G (pm) Do

Obviamente, se zeramos os valores de Qpg e Rpg recuperamos ¢py = %
Uma vez que p,p sendo positivo implica que Rpg + Qpo < 0, devemos ter
que Qpo > 47G{pm)po para que gpo < 0, ou seja, expansao acelerada hoje.
A contrarreacao precisa ser maior que um certo valor limite.

Combinando (5.3) e (5.5), encontramos um valor explicito para o coefici-
ente de viscosidade do fluido em termos dos valores atuais da contrarreacao

e da curvatura média:

~ 1{pm) Do Rpo — 3%po {pm) Do
(p =<

1
9 Hpo Rpo+ Qpo— 167G{pm)po 9 Hpo

(1—2qpo). (5.14)
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Para Rpo + Qpo < 0, como se exige para termos uma energia positiva, o
denominador fica sempre negativo. Para qualquer valor positivo de Qpg o
numerador também é negativo. Relembrarmos a relagao Rpg — 3Qpy =
487GpE). Nestas circunstancias, o coeficiente de contrarreagao do fluido é
sempre positivo. Perceba, porém, que a energia efetiva do fluido viscoso é algo
artificial, e nao existe nenhuma exigéncia com relacao a sua positividade. A
segunda equagao (5.14) relaciona (p diretamente ao valor atual do parametro
de desaceleracao qpg. Nota-se, por consisténcia, que gpg = % quando (p = 0.

Para o caso em que ap < 1 os termos ap’ em (5.10) e (5.11) dominam
sobre o a densidade de energia da contrarreagao,

pop (ap < 1) = [g (C_IDO - %) (C_IDO + g) (p)po

" (1 4 (qm . %) (qDo n g) <pm>m) 7] (5.15)

Nota-se que o fluido se comporta, neste caso, como matéria nao-relativistica.
De forma correspondente, o parametro efetivo da EdS (4.37) tende a zero
para ap < 1. No limite oposto, ap > 1,

1
PvD = ~PuD = ~5PDO (1—2gp0)*  (ap > 1),
ele age como uma constante cosmoldgica. A dependéncia do fator de es-
cala volumétrico do parametro efetivo da EdS do fluido de contrarreacao,
Pup/pup, € mostrado na Fig.1 para os valores de melhor ajuste dados na Ta-

bela I.
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Fig.1 Parametro da EdS do fluido de contrarreagao em termos do fator de
escala volumétrico. Note que no presente, onde ap = 1, o valor do parametro
da EdS é negativo, e para valores maiores do fator de escala (no futuro),
esperamos que estes valores se tornem cada vez mais negativos, indicando
uma pressao cada vez mais negativa e, portanto, um universo cada vez mais

acelerado. ~ )
Explicitamente, Qp e Rp sao escritos como

Op = %7‘[%0 [(QQ - Q1053/2> (Qz + QQlaBS/ZH + ;7—[%0920@53, (5~16)

- - 9
R = ~Ho [ (Q2 +Quap”?) (@2 +2Quay") | + SHBOR005", (5.17)
respectivamente, onde QF, = (p,.) po/ppo. As quantidades fraciondrias cor-
respondentes sao
0P = 9myp’ 0p = L@~ Quap” 1y
m 29 - _ m?
Q2+ 2Q10,"| 2Qs +2Quap” 4

3 23
gp 392t QlaD_g/Q — QP (5.18)
2Qs + 2Q1a, 4
O parametro de desaceleragao resultante (4.39) é mostrado na Fig. 2. Para
os valores atuais de Q7 e Qf temos

1 1
ng = _Z_]: (1 — QQDO) + Z (]_ —_ Q,ZO) 5
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Figura 5.1: Dependéncia do parametro de desaceleracao em funcao do
parametro de desvio para o vermelho (Redshift) zp = af,l — 1. Para tempos
atuais, z = 0 nos fornece um parametro de desaceleracao negativo, o que nos
diz que o universo se expande de forma acelerada. Para redshifts maiores
que 1 (no passado), notamos que o parametro de desaceleragao era positivo,
indicando que neste modelo em tempos passados o universo expandia-se de
forma desacelerada - até a época z ~ 1. Esperamos que no futuro (z < 0) o
parametro de desaceleracao se torne cada vez mais negativo, fazendo que a
expansao se torne cada vez mais acelerada neste modelo.

3
ng = (1 — 2qD0) + Z (1 — ng) s

N

respectivamente.

Recuperamos o universo Einstein-de Sitter com ¢p = 3 e Q5 = 1, cor-
respondendo a ng = OB, = 0. Note que, ja que QY < 1, a fragio de
contrarreacao cinematica ng fica negativa para qpg < 0. Isto significa que
Op se torna positivo, que é uma condi¢ao necessaria para termos expansao
acelerada, de acordo com (5.13). A contribui¢ao combinada de Q§, + Q7,
porém, continua positiva. No limite de alto redshift ap < 1 a abundancia

fraciondria tem os valores
QD — 9 Q??’LO QD —
A1+ QD0)2 9

(1—-QP), 0 ==(1-92) (ap < 1).

A~ =
=~ W
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Figura 5.2: Dependéncia das abundancias fracionarias em funcao do desvio
para o vermelho zp = al’)l — 1. Nota-se que a medida que o tempo passa, a
contribuicao da matéria para a expansao torna-se cada vez menor, enquanto
a contribuicao de curvatura e contrarreacao aumentam. A contribuicao de
curvatura comegca a crescer bastante a partir de z &~ 1, enquanto que o termo
de contrarreacao fica cada vez mais negativo. Note que na defini¢ao de Qg
o termo ()p aparece com um sinal negativo, indicando que um Qg negativo
implica em ()p positivo e, portanto, maior contribuicao de contrarreacao.

Para QD) < 5 (1+ qpo)” tem-se que QP < 1 e ambos QF e QF sao positivos.
Para um valor atual do parametro de desaceleracao da ordem de gpg ~ —%,
o valor de Q2 para ap < 1 é aproximadamente uma ordem de magnitude
maior que Q. Deve-se manter em mente, porém, que neste limite o fluido
de contrarreagio se comporta como matéria. Esta restricao em QF, é com-
pativel com caso em que descreve exclusivamente matéria barionica. De ime-
diato, nao ha uma componente separada de matéria escura aqui, visto que
esperamos que o fluido viscoso ja leve em conta todo o setor escuro. Mas na
verdade a condigao QP < g (1+ qDo)2 deixa espaco para uma abundancia,
de certa forma, maior que a atribuida aos barions com uma fragao da ordem
de 0.048. Na Fig. 3 o comportamento das abundancias fraciondrias é repre-
sentada para os valores de melhor ajuste da Tabela 1, assumindo que Q2
descreve a fragao de matéria barionica com Q5 = 0.048.
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5.3 Meétrica efetiva e distancia de luminosi-
dade

Como ja mencionado, para fazer o contato da teoria com as observagoes te-
mos de confiar num componente adicional que nao faz parte da teoria até o
momento. Apesar de termos enfatizado que o fator de escala volumétrico ap
nao esta relacionado a uma métrica do espago-tempo em particular, vamos
seguir aqui um procedimento que é padrao na literatura [38][39] e supoe a
existéncia de uma métrica efetiva na qual ap imita um fator de escala de
uma métrica do tipo Robertson-Walker que, neste caso, nao precisa neces-
sariamente satisfazer as equacoes de campo. Esta métrica efetiva também
precisa levar em conta a curvatura efetiva média R p cuja expressao foi encon-
trada em (5.17) e sua abundancia fraciondria correspondente (5.18). Estas
quantidades definem um raio de curvatura

R c —6_ c 1
CD_GD RD—GD,HD\/QQ,

cujo valor atual é da ordem do raio de Hubble (dependente do dominio)
atual. Isto sugere uma métrica efetiva com o fator de escala efetivo ap (cf.
Roukema et al. [34])

ds?.. — —c2d? 2 | 2 £ R2 ginh? r
Seff c +ap |ar® + 'K psin =

(dz? + senhzﬁdﬁQ) ,

cD

generalizando a métrica de Robertson-Walker que pode ser recuperada se
fazemos R;Dl = \/W = const. Aqui, R.p é uma quantidade dependente
do tempo tal que cada fatia ¢ = constante é caracterizada por uma curva-
tura diferente. Comparando a dinamica de contrarreacao com a dinamica
baseada numa métrica padrao de Robertson-Walker assumimos um volume
para as médias do tamanho do universo observavel. Sob estas proposicoes, a
propagacao radial da luz é descrita por

dCLD.

2

D
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Com (5.7) encontramos para r(ap),

6c 1
 Hpo 6/Q5 (2Q,)? .
{m [ Q3 ap — Y 2Q1ay” + <2@1>2/3]
2 — VQav2Q7 + (2Q1)7°
. [3Qa1/2+m]

r(ap) =

VQ:2 + V201

1 - 2302 )2 129
+2v/3 |arctan +§ — arctan Tw } (5.19)

Introduzindo um parametro de redshift efetivo zp como 1+ zp = aj D , pode-
mos calcular a distancia de luminosidade df eff (zp) na forma

A (zp) = (1 + 2p) Rep(2zp) sinh % (5.20)

e determinamos o médulo de distancia como
ip = 5logd!! (zp) +
L D HDo

com pipg = 42.384—51og hp, onde hp é definido por Hpy = 100hpkms™'Mpc ™.
Adotando os valores da andlise padrao, nés deduzimos que a escala de
média é do tamanho do universo observavel. Podemos, entao, contrastar
estas relagoes com aquelas de um universo espacialmente plano composto
de um fluido viscoso, onde este fluido viscoso é uma parte do setor de
matéria. O calculo formal entao segue passos similares ao que foi feito na
secao 3. Em particular, o parametro de Hubble também possui a mesma
estrutura que (5.13). A diferenga consiste em que o fator de escala vo-
lumétrico ap em (5.13) é substituido por um fator de escala a de uma métrica
de Robertson-Walker, e os sub-indices D nao sao mais necessarios. Entao

H(z) = 1H, [1 —2¢0+2(1+qo) (1 + 2)3/2] Para tal modelo, a distancia
de luminosidade é obtida da maneira padrao

4 dZ/
o H(2)

onde utilizamos o mdodulo de distancia

dL:(1+Z)C

(5.21)

p=5logdr (2) + po
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Figura 5.3: Dependéncia do moédulo de distancia em funcao do desvio para
o vermelho zp = aBl — 1. Os trés graficos tem uma boa superposicao para
os valores de melhor ajuste com os dados do Union 2.1. Nota-se que, para
redshifts grandes (z ~ 1.4), comegam a surgir diferengas entre os modelos.
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Figura 5.4: Ampliagao da Fig.5.3. Aqui podemos ver as diferengas entre os
modelos, para redshifts altos, comparados com as barras de erros das medidas
de distancia de luminosidade. Esperamos que, com melhores observagoes
futuras, as barras de erros diminuam e, portanto, poderemos determinar
qual modelo de fato melhor descreve a realidade.
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com pp = 42.384—51og h. Nas Figuras 4 e 5, utilizando os dados amostrais do
projeto Union 2.1, comparamos os resultados para o modelo de um fluido de
contrarreagao baseado em (5.20) contra aquele de um fluido viscoso “conven-
cional” numa métrica espacialmente plana baseado em (5.21). Embora exis-
tam diferencas, estas aparentemente nao sao grandes o suficiente para poder-
mos discernir completamente um do outro. Para efeito de comparacao, nés
também incluimos o resultado do modelo ACDM. No que se refere a andlise
de supernovas, nossa conclusao é que o modelo de contrarreacao com uma
contribui¢ao grande da curvatura produz resultados similares aos do modelo
plano correspondente. Isto nos remete de volta a dinamica do modelo ACDM
com uma constante cosmologica efetiva induzida. Ou a distancia de lumino-
sidade pode ser calculada via formulac¢ao padrao (5.21) com o parametro de

Hubble do universo ACDM, HACPM () = Hé\CDM\/QmO (1+2)° 4+ Q4, ou
no contexto de contrarreagao através de (5.20) e a fungao de Hubble depen-

dente do dominio HAPM (z) = HATPM \/ngo (14 2)* 4+ QR com a constante
cosmoldgica de contrarreagao (4.41) e o raio de curvatura (4.42). Utilizando
a amostra de Supernovas 1A novamente, procuramos pelo valor de melhor
ajuste para cada um destes casos, que sao mostrados nas ultimas linhas da
Tabela 1. Os resultados sao apresentados na Fig. 6. O modelo ACDM
padrao parece se adequar marginalmente melhor aos dados, mas sem ser
claramente superior a dinamica de contrarreagao.
0

5.4 Sumario

Investigamos a possibilidade de que a dinamica de um fluido cosmolégico
viscoso seja o resultado de uma contrarreacao devida a média de inomoge-
neidades em um universo de poeira pura. Quantificamos a contrarreagao
dinamica e a curvatura média através do periodo de dominacao da matéria
da evolugao cosmoldgica. Com a ajuda de uma métrica efetiva com curva-
tura espacial dependente do tempo testamos este modelo contra observacoes
de supernovas tipo Ia da amostra Union 2.1. Nao encontramos diferencas
grandes comparadas aos resultados de uma analise padrao para uma cos-
mologia viscosa espacialmente plana. Ao nosso conhecimento, este tipo de
interpretacao dos dados comparando um mesmo modelo descrito de forma
padrao e sob o ponto de vista da contrarreagao nao foi feito até o momento.
Um argumento parecido também é valido para um modelo de constante cos-
mologica efetiva na qual a dinamica de uma constante cosmoldgica é imitada
por uma combinac¢ao de contrarreacao cinematica e curvatura média. Nesta
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Figura 5.5: Dependéncia do moédulo de distancia em funcao do desvio para
o vermelho para o modelo ACDM e seu modelo correspondente de contrar-
reacao.

perspectiva, a analise de contrarreagao aparentemente é compativel com res-
peito a interpretacao dos dados de supernovas Ia. Se podera passar também
por outros testes fica para uma pesquisa futura.

A diferenca crucial entre os modelos de contrarreacao e o modelo padrao
FLRW ¢ a existéncia da evolugao temporal de uma curvatura, em contraste
com o modelo FLRW na qual a curvatura é constante (na maioria dos casos,
nula). Em [63] uma quantidade 1til foi introduzida na qual é essencialmente
nula para uma configuragao FLRW mas nao é para modelos mais gerais. Para
uma classe de modelos cuja curvatura evolui no tempo esta quantidade foi
discutida em [27]. Desta forma, de acordo com os autores em [27], resultados
futuros do projeto Euclid [64] deverao ser capazes de distinguir entre modelos
de curvatura com evolucao e modelos de curvatura constante.
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’ Dados Supernova Ia UNION 2.1

Fluido de contrarreaciao para ,0 = 0.048 | 2 qo (95% CL) h
0.985 | —0.307557%0 | 0.693
Fluido viscoso convencional % g0 (95% CL) h
0.974 | —0.48075558 | 0.697
Constante cosmoldgica efetiva Xz | Qo (95%CL) | h
0.971 | 0.31873%1 0.699
ACDM X2 | Qo (95%CL) | h
0.971 | 0.279730% [ 0.701

Tabela 5.1: Dados de Supernova Ia. Observamos que os modelos que ana-
lisamos se adaptam bem aos dados do Union 2.1, pois os valores de x? sdo
bastante proximos de 1, e os modelos produzem um valor de melhor ajuste
para h que fica préximo de 0.7. O modelo de Fluido de contrarreacao acaba se
saindo melhor pois ajustamos valores para um niimero maior de parametros
do que o modelo ACDM. Obtemos também os valores de melhor ajuste para

o parametro de desaceleragao hoje.
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Capitulo 6

A métrica de
Lemaitre-Tolman-Bondi

A existéncia de estruturas cdsmicas mostra que o noss universo nao é
homogéneo. Nés vemos vazios, grupos de galaxias, aglomerados, superaglo-
merados, paredes, filamentos, etc. No entanto, geralmente é argumentado
que o universo ¢ homogéneo e isotropico em grandes escalas, o que permite
o uso dos modelos de Friedmann. Mas quao grande essas escalas sao e o que
implica quase nunca ¢é precisamente declarado.

No entanto, durante os ltimos anos, o efeito das inomogeneidades tem
que ser considerado quando se deseja construir um modelo cosmologico pre-
ciso até as regioes onde as estruturas comecam a se formar e sua evolugao
torna-se nao-linear.

O uso de solugoes exatas mostra que a fisica bem estabelecida pode ex-
plicar alguns dos fenomenos observados na astrofisica e cosmologia, sem in-
troduzir elementos altamente especulativos, como a matéria escura, energia
escura, expansao exponencial em densidade nunca alcancados em qualquer
experiéncia (inflacao), e similares.

6.1 Modelos inomogéneos exatos

Muito poucas solucoes inomogéneas exatas das equagoes de campo de Eins-
tein tem sido utilizadas para descrever os fenémenos observados na cosmolo-
gia. Descreveremos algumas delas.

e O modelo baseado na solu¢ao de Lemaitre-Tolman-Bondi, que é sime-
tricamente esférico e é uma solugao de poeira (p = 0) das equagdes de campo
de Einstein. A densidade de massa e a velocidade das particulas sao fungoes

39



s6 da coordenada radial e da coordenada temporal. O movimento de cada
particula é radial e se move devido a influéncia da gravidade, além disso nao
se considera interacao eletromagnética. A densidade de massa é finita em
todo ponto. Este modelo é determinado por uma escolha de coordenada e
duas funcoes livres a coordenada radial.

A energia por unidade de massa, E(r), das particulas contidas na casca
esférica comdvel em um dado r, a massa gravitacional, M(r), contida nessa
casca e a func¢ao de tempo de bang t5(r), o que significa que o Big Bang
ocorreu em termpos diferentes em diferentes valores de r. O modelo de
FLRW é um caso particular deste.

e O modelo de Lemaitre (comumente conhecido como Misner-Sharp) nao
¢ uma solugao explicita, mas ¢ uma métrica determinada por um conjunto de
duas equagoes diferenciais. Ele representa um fluido perfeito esfericamente
simétrico com gradiente de pressao. Sua solucao é obtida por integragao
numérica.

e Os modelos basiados na solugao Quasi-Spherical de Szekeres (QSS), s@o
solugbes de poeira (fluido perfeito com p = 0) das equagoes de Einstein sem
simetria alguma. Eles sao definidos por uma escolha de coordenadas e cinco
funcoes livres da coordenada radial. Os modelos de LTB e FLRW sao casos
particulares deste modelo.

e O modelo de Stephani esfericamente simétrico, também tem, sido utili-
zado para fins cosmoldgicos. E uma solugao exata com densidade de energia
homogénea e pressao nao-homogénea.

O modelo LTB tem sido o mais amplamente utilizado na cosmologia, ja
que é um dos mais trataveis entre os poucos mencionados. No entanto, o
modelo Quasi-Spherical Szekeres (QSS), atualmente esté sendo considerado
também para abarcar alguns problemas na cosmologia.

6.2 A solugao de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB)

O nivel de isotropia da CMB sugere que hda uma pequena dependéncia na
diregdo de observacao em grandes escalas. Justifica-se entao a considerar
métricas esfericamente simétricas porém com inomogeneidades.
Vamos considerar um universo de poeira (p = 0) esfericamente simétrico
com inomogeneidades radiais, visto da nossa localizagao, no centro. Esco-
dx*

lhendo coordenadas espaciais comoveis (W = O) com a teoria, a origem es-

pacial (z' = 0) como o centro de simetria, e a coordenada temporal (z° = t)
para medir o tempo proprio do fluido comovel.

O modelo LTB ¢ uma solugao nao-estatica com simetria esférica das
equagoes de campo de Einstein com uma fonte de poeira. A métrica de
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Lemaitre-Tolman-Bondi[42][43][10], em coordenadas coméveis de tempo sincrono,
com ¢ = 1, é dada por
R/2

2 _ 2 v 52 p2 2 h2 2 1
ds? = dt iHJEwﬂT R2(t,7) (d6* + senh®0de?) , (6.1)

onde aqui R(t,7) é a fungao de raio areal, a linha denota a derivada par-
cial com respeito a coordenada radial r e E(r) é uma funcao arbitraria que
determina a curvatura do espaco para cada valor de r.

Notamos que E deve obedecer

2E+1>0, (6.2)

ja que a assinatura de (6.1) é (+, —, —, —). Aigualdade F = —% sO pode acon-
tecer em lugares especiais (em valores isolados de r) chamados de necks[41].
Podemos observar também que recuperamos a métrica de FLRW no caso que
temos

k 2
mam:nm>e_mm:_%%
Assim, como consideramos o gauge em FLRW: a(ty) = ap = 1, no LTB

podemos fazer o seguinte gauge: R(tg,r) = Ry(r) =r.
A evolugao temporal da funcao do raio areal R(r,t) é determinado pela
integral das equacgoes de Einstein:

2M@) Ly pe (6.3)

2 —9F
R (r) + 7 3

Aqui, o ponto em R? denota a derivada parcial em respeito & coordenada
temporal, M(r) é outra fungao arbitraria e A é a constante cosmologica. A
solugao de (6.3) contera uma funcdo arbitraria extra, tg(r). Ela é chamada
de funcao de tempo de bang, no caso de A = 0 veremos mais adiante de fato
que defina a cooredenada temporal da singularidade do Big Bang, a qual é
em geral dependente da posi¢cao. Com um valor arbitrario de A, o Big Bang
nao ocorrera sempre, assim como nos modelos de Friedmann.

As equagoes de Einstein (sua componente t-t) também proporcionam a
definicao da densidade de massa, assim:

G 817G 2M’ 2M’
i €= 2 p:RzR/:>87TGp:R2R/.

(6.4)

A densidade de massa p = ¢ torna-se infinito quando R = 0 e M’ # 0 ou
quando R' =0e M’ # 0.
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e O primeiro deles é o Big Bang a qual ocorre necessariamente quando
A=0.

e O segundo é a singularidade de Shell Crossing (cruzamento de cascas),
onde a densidade de massa p vai a infinito e muda de sinal tornando-se nega-
tivo. Nesses pontos, a distancia geodésica radial entre o ponto (g, ro, 6o, ¢o) €
o ponto (to, 7o + dr, 0y, ¢o), € igual a \/g,,.dr, torna-se zero, a qual significa que
as cascas coincidem para diferentes valores da coordenada r. Esta singulari-
dade pode ser evitada com uma relagao apropriada das fungdes M (r), E(r)
etp(r).

Estas singularidades, o shell crossing, e o Big Bang coincidem no limite
de Friedmann.

A equacao (6.3) tem a mesma forma que uma das equagoes de Fried-
mann, exceto que ela contém funcgoes arbitrarias de r em lugar de constantes
arbitrarias. A solugao de 6.3 pode ser escrita como

)=/ = ,
V2E(r) + 20 IR

onde aqui tg(r) é uma fungao arbitraria extra, chamada de tempo de bang.
O sinal “4” se aplica para regides em expansao e “-” para regioes em colapso.
Com A # 0, as solugoes explicitas de (6.3) envolvem fungoes elipticas.
Com A = 0, as solugoes de (6.3) podem ser escritas na forma paramétrica,
assim:
e Com E(r) < 0, temos uma evolugao eliptica:

R(t,r) = —% (1 —cosn),
o m3/2
n — senhn = %(t—tjg(r)).

e Com FE(r) =0, temos uma evolugao parabdlica:

1/3
R(t,r) = EM(T)} (t —tp(r)??. (6.6)

e Com E(r) > 0, temos uma evolucao hiperbdlica:

M
R(t,r) = Yo, (coshn —1),

(2E)*?

sinhn —n = i (t—tp(r)).

42



onde 7 é um parametro. Note também que todas as féormulas apresentadas
nesse capitulo até agora sao covariantes sob transformacoes de coordenadas
da forma 7 = g(r), de tal forma que r pode ser escolhido a vontade. Isto
significa que uma das fungoes E(r), M(r) ou tp(r) pode ser fixada seguindo
a nossa conveniéncia por uma escolha adequada de g.

6.2.1 Comportamento na origem

As condigdes para um centro regular foram obtidos por Mustapha e Hellaby[45].
Estes pesquisadores utilizam a métrica (6.1) e a expressao (6.3) com A = 0.

Eles definem um raio de escala, P(r), e um tempo de escala, ¢(r), para
modelos nao-parabdlicos do seguinte modo:

Nos casos acima, escolhemos o sinal positivo quando estamos tratando de
modelos hiperbdlicos, e o sinal negativo quando estamos lidando com modelos
elipticos.

Num modelo de “recollapsing”, o raio areal em maxima expansao ¢ dado
por P(r) e o tempo desde a criagao até a destruicao é mq(r). Das solugoes
de (6.3) com A = 0, para um universo nao-vazio M (r) # 0, na nomenclatura
destes pesquisadores temos:

P 2t —tg(r
Rit.r) = Saonln) e ) = 2220
onde
coshn —1, para E >0,
do(n) = { 57°, para E =0, (6.7)
1 —cosn, para E <O,
e

senhn —n, para £ >0,

&) = g7 para £ =0, (6.8)
n —senn, para B <0.

Na origem, temos R(t,r = 0) = 0 para todo t. Em qualquer superfiucie
com t constante que esteja longe do bang ou do crunch, entao é necessario
que:
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e A densidade p seja finitam positiva e diferente de zero.

2M’ 81G
g = o polt) = const, com € € [0, +00). (6.9)

O escalar de Kretschmann seja finito.

A8M?  32MM’'  12M"™
R6 + R5R' +R4R/2

K(t,r) = = Ky(t) = const, com € € (—00, +00).
e A evolucao em r = 0 nao é diferente da sua vizinhanca, de modo que
(t —tg), do(n) e £&(n) vao mais suavemente para um limite finito em [0, +00)
como em r — oo. A equagao (6.7) entao nos dé o seguinte comportamento
das funcgoes arbitrarias perto da origem:
R(t,r) R(£E)
= = So(t) = const, €€ [0,00),
P(T) M 0( ) [ )

M
q(r) = W = ¢o = const, € € [0,00).

Se assumimos que F(r) e M(r) s@o analiticas em r = 0, de modo que eles
podem ser aproximados por polindmios em r, entao podemos deduzir ainda
que, como R — 0:

FExR*—>0 , MxR —0.

De modo semelhante:

Rox R — 0. (6.10)
Embora % % se comportam como %, o anterior resulta em
! M 3FE
% = (M — 2E> — const. (6.11)

Assim temos uma origem do tipo FLRW.

6.2.2 Shell Crossing

A densidade de massa p = 5 no modelo LTB torna-se infinita quando R’ =
0— e M' # 0. Esta singularidade é chamada de shell crossing, porque nessas
localizagoes a distancia radial entre duas cascas adjacentes que tem diferentes
valores de r tornam-se zero. Se R’ muda de sinal ali, entao a densidade de
massa na outra parte do shell crossing torna-se negativa.
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Se olharmos para a componentes da tetrade do tensor de Riemann:

/
e =dt, et = __ dr, e* = Rd, ¢ = Rsenhfdp,  (6.12)
1+2E(r)

0s quais sao

oM M
Roor = 55~ o
M 1
R0202 = R0303 = _ﬁ = §R2323
M M

Rig12 = Riziz = R
Assim, o shell crossing é uma singularidade de curvatura (as quantidades
indicadas acima sao escalares e alguns se tornam infinitos quando R’ = 0
e M’ # 0). Ele é considerado menos “perigoso” que o Big Bang por duas
razoes:

e Em objetos astrofisicos reais de alta densidade, gradientes de pressao
estao presentes, e estes devem ser capazes de prevenir a ocorréncia de shell
crossings. A solugao LTB simplesmente nao é suficientemente geral para
descrever tal situacao, e acredita-se que o shell crossing é um limite a pressao
zero, de uma onda acustica - de elevado, mas finita - densidade.

e Um feixe de geodésicas enviados em uma singularidade de shell crossing
nao fica focado em uma superficie ou uma linha, ao contrario do Big Bang.
Isto significa que os objetos materiais que batem no shell crossing nao seriam
esmagados[28]. Por esta razao, o shell crossing é chamado de singularidade
fraca.

Estas singularidades podem ser evitadas se as formas das funcoes ar-
bitrarias sao adequadamente escolhidas. Ha duas maneiras de evita-las:

e Definindo as fungoes de modo que R’ # 0 em todo o intevalo de aplica-
bilidade do modelo, e

e Definindo as fungdes de mode que R’ = 0 apenas nas nos lugares r =
onde M" =0 e lim,_,,, }%’ < 0.

Nos assumimos que t > tg, ou seja, consideramos modelos em expansao,
Para o colapso em direcao do Big Crunch ¢ < t., onde t. é o rempo de
recolapso, basta substituir (¢t — tg) por (t. —t) e t)3 por (—t).

Para mais detalhes sobre as condigoes nas quais o shell crossing possa
acontecer, referenciamos ao trabalho de Hellaby e Lake[29], onde eles mos-
tram as condicoes para nao ter shell crossing em regioces elipticas, regioes
hiperbdlicas e regices parabdlicas.
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6.3 Inomogeneidade e distancia de luminosi-
dade no modelo LTB

Para comparar um modelo inomogéneo LTB com as observacoes de superno-
vas, precisamos de uma equagao que relacione o redshift e o fluxo de energia
da luz com a natureza exata das inomogeneidades. Para isso, deve-se estudar
a propagacao da luz no universo LTB.

Vamos derivar as equagoes para um observador localizado no centro de
simetria [30]; uma deducdo mais geral destas equagbes para um observador
fora do centro pode ser encontrada no artigo de Alnes e Amarzguioui [31].

Estudamos a propagagao da luz na direcao radial, isto é, existem geodésicas
com df = d¢p = 0. Além disso, ja que a luz viaja sempre ao longo de geodésicas
nulas, temos ds* = 0. Inserindo estas condigdes em (6.1), obtemos a equagio
para os raios de luz:

a  R(tr) ou dat — dr  R(t,r)
dr V14 2E(r) dp di /14 2E(r)’

onde p ¢ um parametro da curva, e o sinal negativo indica que estamos
estudando os raios de luz que nos atingem radialmente.

Consideramos dois raios de luz que sao solugdes da equagao (6.13), os
quais sao t; = t(u) e to = t(p) + A(p). Substituindo estas solugoes em (6.13),
temos:

dt, _ di(p) _ _dr R(t(p),r)

— = D 6.13
dp dp dp /14 2E(r) (6.13)
dta _dtlp) | D\ __dr R(t00,1) () 010
dp dp I dp /14 2E(r) dp
Também da equagao (6.13), temos:

dp— du/T12E(r)  du /1t 2B(r)

Fazemos uma expansao de Taylor ao redor de A (u) mantendo apenas os
termos lineares, assim

dty  dr R'(t(p),r) dr R'(t(p),r)A(p)
dp du/1+2E(r) dp  /1+2E(r)
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Das equagoes (6.14) e (6.16), obtemos

A __dr R (1) A ()

= —_— 6.17
dp di /1 + 2E(r) (6.17)
Derivando a defini¢ao do redshift z = @ —1, temos: g—/’i = —/\)‘2(—82)%(:). Logo

substituimos esta relacao e a definicao do redshift na equacao anterior para
obter

dz dr (1+2) R (t,7)
du dp \/T+2E(r)

Finalmente de (6.13) e (6.18) obtemos o par de equagoes diferenciais or-
dindrias de primeira ordem que determinam as relagoes entre as coordenadas
e o redshift observével, ou seja t(z) e r(z). Assim,

(6.18)

da _ R(r)
dz (142) B (t,r)

(6.19)

dr  cy/1+42E(r) (6.20)

dz  (1+2)R(t,r)

Aqui reintroduzimos a velocidade da luz ¢ ~ 0.3 em unidades de (é_l;f [32]
utilizado para a consisténcia de obter a distancia de luminosidade em Gpc.
Estas equagoes (6.19) e (6.20) com as condigdes iniciais t(z = 0) = ¢y e
r(z = 0) = 0 determinam t(z) e r(2).

A distancia de luminosidade dp(z) de uma fonte de luz até o observador
central é [33]:

dp(z) = (1+2)°R(t,r) = (1+2)°R(t(2),7(2)). (6.21)
Aqui identificamos que d4 (z) = R (t(2),7 (2))é a distancia de diametro an-

gular. O correspondente médulo de distancia, considerando 10pc = 10~8Gpc
é dado por

d
f=m—M=5log (G—;C) + 40. (6.22)
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Capitulo 7

Analise de contrarreacao numa
métrica de
Lemaitre-Tolman-Bondi

7.1 Dinamica de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB)

Consideramos a solugao dinamica nao-homogénea mais simples para uma
poeira irrotacional [41]

R/Q
d82 = dtz — 1—|—2—E1(7”‘)dr2 - RQ(Tf, 7") [dﬁ2 + senhﬁdgp]
onde a funcdo R = R(t,r) obedece

oM(r) R M

R? =2F = 7.1
Para a densidade de matéria p,, temos
2M’

onde a linha denota uma derivada com respeito a r. A relacdo, que é valida
no caso geral,

1 1

-0? - 0? =81Gp, — =R

3 Pm =9
é satisfeita em nosso caso com o escalar de expansao O,

R R
0=2—+ —,

R R
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o quadrado do cisalhamento o2, definido por

) LN 2
“3\R R’
e o escalar 3-curvatura da métrica LTB

(ER)

3p
R=— R

(7.4)
A densidade de matéria obedece a lei de conservacao

Pm + Opp, = 0.

7.2 Tomando médias dos escalares de LTB

Para combinar a dinamica LTB com as equacoes de Buchert precisamos con-
siderar os escalares de expansdo (7.3) e cisalhamento (7.4) nas expressoes
gerais (4.2) e (4.22). O elemento de volume LTB ¢é dado por

5 R'R*senhy
V1+2E

Assumindo que o volume que desejamos fazer a média seja uma esfera de
raio rp, o volume da média se torna

dr drdde.

VD:47T

> R'R? _47T/TD6 O 75)
0

A= — (R?) —.
. Vit2b . 3 7 ( )\/1+2E

Os valores médios de quaisquer escalares S sao calculados entao de acordo

com 4 R/ R2
TD
Ly Ll a (e
0

SUCRETA 1+ 2E(r)

A combinacao 20% — g2 que aparece na expressao (4.2) é convenientemente
3
escrita como

oL . RE R 2 0
202992 — 4 ottt < .
30 2 A e T T Ry (R R)

O escalar de expansao pode também ser escrito em termos de uma derivada

2R R 1 9/ 4
@_§+E_R2R/§(RR)'
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Podemos entao escrever

2 &t [ 9 /. 1
Z02 — 242 z—/ — (R’R) ——d 7.6
<3 ) Vb Jo 87’( ) 1+2Er (7.6)

() = % /0 v % (#r2) ﬁdr (7.7)

para obter a combinagao

2 2
Op = (—@2 — 202> — —(@2). (7.8)
3 3
Para o escalar de curvatura média temos
160 (™ 0O 1
SR) = ——— — (ER) ——dr-. 7.9
CR) =~ [ g (BR) (79)

As expressoes (7.5), (7.6), (7.7), (7.8), (7.9) sao bons pontos de partida para
efetuar os calculos diretos das quantidades relevantes. Apds integragao par-
cial, o volume (7.5) se torna

v _Ar R3(t,rp) +\/1+2ET’D/ E'(r)
PTSVITEG) | Rl " T 2E )

(7.10)
As fungoes R e E fora da integral tem de ser tomadas em r» = rp. O fator
de escala volumétrico entao se torna

} VIZ2E 1o 3B 13
ap(t) = R(rp,1) L R (1+2E) s dr
D - B
Ro(rp) W Jo? Ry agmdr

No limite £ = 0 o fator de escala Volumetrlco ¢ dada pela funcao de LTB R,
tomada em r = rp. Encontramos a expansao volumétrica como

VI142E [TD 2 E
R(rp L+ %5 Jo RR 1+2E e
R S g B

ap

1+2E‘ 3/2

Para ' = 0 o limite de FLRW pode ser recuperado tomando R = ar, re-
sultando em ap = a e a expansao do volume coincide com o parametro de
Hubble de FLRW, Z—g = 2. de forma similar, encontramos através de (7.9)

&t 2ER \/1+2E
Rp=—— 3 2d (7.11)
Vb 1+ 2F 2FER 1+2E)/
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e, a partir de (7.8), (7.7) e (7.7),

52
o, _ ¢t 1 \/1+2E/ B

R*(rp) [, [ | VI o ]2 R?R (1+ 2E)3/ ?
1+2E)3/2
\/1+2E/ B \/1+2E/ pp
(1+2E)%? (1+42E)%?

1+2E | (TP E' D E'
+ + / RQR—MdT' / R3—32d7"
R2R* | Jo (1+2E)* 0 (1+2E)*

- 72

TD . /
_1r2k p— g (7.12)
R2R* | ) (1+2E)*?

As férmulas (7.11) e (7.12) s@o as expressoes mais gerais para a contrarreagao
no contexto de LTB. Note que as funcoes R e F fora das integrais devem ser
tomadas no ponto » = rp. Pode-se mostrar explicitamente que utilizando as
equagoes (7.1), o conjunto das equagoes de Buchert é identicamente satisfeito.
Com uma solugao explicita para R(r,t) e um modelo para E(r) todas as
médias podem, em principio, serem calculadas. Obviamente, ambos Rp e
Op sao determinados pelos parametros da solucao de LT no contorno do
volume médio considerado.

7.3 Solucoes para a dinamica de LTB

7.3.1 Solugoes gerais

Aqui vamos relembrar as solucoes gerais da dinamica de LTB. Estas depen-
dem do sinal da fun¢ao E. Para E < 0 a equagao (7.1) tem como solugao

R(r,t) = _;\/‘IE—Y;“)) (1 —cosn), n— senhn =

(—2E(r)*?
——(t =1 . (71

(7.14)
Aqui surge outra fungao de 7, o tempo de Big Bang tp(r). A solugao para
E>0¢

R(r,t) = 2]\2((?) (coshn —1), senhn—n = M) (t —tp(r))7.15)
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Para £ = 0 a equagao (7.1) se resolve na forma
9 1/3 s
R(r,t) = §M(r) (t—tp(r))”". (7.16)

Em geral, as solugoes sao caracterizadas pelas fungoes livres M (r), E(r) e

tB(T’>.

7.3.2 Solugao de curvatura pequena para £ > 0

Vamos nos concentrar momentaneamente na solugao (7.15). Para valores
pequenos de 1, mantendo contribuicoes de até segunda ordem em 72,

1 1 1 1
hn—1=~-n?>(1+ —n? inhn—n=~-n’(1+—n%| (7.1
coshn 277<+1277), sinhn —n 67}(+207] (7.17)

Temos entao que

M1 1
H)=—=n? 1+ —n?

e, mantendo até a segunda ordem em 7?,

R(r.t) = <9MQ(T) ) ’ (t = tp(r))*?-

2/3
1+ 55 CE0) (57 <t—tB<r>>2/3]. (7.18)

Esta é a solugado para a fungao R(r,t) para E > 0, linearizada em torno
da solugdo para E = 0. Ela depende das fungoes espaciais M(r), E(r)
e do tempo de Big Bang nao-homogéneo tg(r). Uma solugao similar foi
encontrada em [51][52]. No limite £ = 0 a solugao (7.16) é recuperada. Uma
das trés fungées M (r), E(r) e tg(r) pode ser fixada. Aqui fazemos a escolha

rd

(to —tp(r)*

Isto garante que Ry = R(r,ty) = r para E = 0. Com (7.19) a solugao (7.18)
se escreve Como

2
M= (7.19)

i (t = t5(r))"”

(t —tp(r))
R(r,t) =r 14 k(r 73
(rt) + <)(to—t3(r))/

(to — tn(r))*"*

, (7.20)
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com a quantidade de curvatura dada por
(to — tp(r))’
r? '

Linearizando em x nas derivadas e poténcias de R(r,t) como, por exemplo,

L (= ta(r)"” @—@wW“r

B = ) (to — tu(r)®

1+ 2k(r)

pode-se verificar explicitamente que as equagoes (7.1) sdo satisfeitas para a
solugao (7.20). Para o parametro local de Hubble encontramos

Rr,t) 2 1 (t —tp(r))*?
H(rt) = = - 1+ k(r . 7.21
(r.8) R(r,t)  3t—tp(r) ( )(to —tp(r)*? (7.21)
A derivada espacial de R se escreve como
t —tp(r)*? t—tp(r)*? E'
R(r,t) = (= 1o(0)) 2/3 [1 = w(r) U= tslr) 2/3 (1 -
(to — t5(r)) (to — t5(r)) E
e (2 )
37 P\t—tg  to—tp
2 1 1
— St _ | 22
3TB(t—tB to—tB) (7.22)
Note que t’; > 0 reduz o valor de R/(r,t). Dependendo do modelo isto pode
fazer com que tenhamos R’ = 0 para o qual a densidade de energia (7.2)
diverge.

7.3.3 Dinamica das equagoes médias

Tomar médias baseado numa dinamica de LTB tem atraido bastante interesse
na literatura [48][38][49][50][53][54]. Uma andlise detalhada foi efetuada em
[55]. Comegamos a nossa analise com o caso mais simples, o de uma curvatura
nula.

Limite de curvatura nula £ =0

O volume de média Vp em (7.10) é simplificado para



(202 — 20%) = 6R2E:§;, (E =0)
) BD) e )
(0) = 3R(TD) = (0)° = 9R2(TD) (E=0)
Segue, entao, que
Qp = % ((8%) — (©)%) —2(c*) =0 (E=0).

Nao hé qualquer contrarreagao resultante para o caso E = 0[38][50], e a
curvatura média (7.11) é identicamente nula.

Dindmica média na primeira ordem da curvatura F

Agora consideramos as equagoes (7.5), (7.6),(7.7),(7.8) e (7.9) até a ordem
linear da funcao de curvatura E. Isto requer o conhecimento da solucao de
(7.20) para R(r,t), que ja é descrito de forma linear na curvatura. Desta
forma vamos buscar solucoes explicitas para o fator de escala volumétrico,
o parametro de Hubble efetivo, a contrarreacao cinemética e a curvatura
média.

e Fator de escala

Linearizando em E, a expressao para o volume (7.10) se torna

Vp = %”R?’(r,;) [1 — E(rp) + % /OTD R?’E’dr] +0 (E?).

Com a solucao (7.20) em r = rp o fator de escala volumétrico se torna

ap = (t — tB(TD))2/3 [1 + k(D) ( (t— tB(TD))Q/S _ 1)

(to — tB(TD))z/S (to — tB(TD))2/3

1 D 1 "D
S R}Edr — ——— R3E'dr|. 7.23
3R () /0 " T 3R () /0 0 ’“} (7.23)

A curvatura de LTB modifica a dependéncia do tempo césmico no fator
de escala comparado com o caso de pura poeira, no qual é recuperado para
E =k =0. A influéncia da modificacao depende do valor da curvatura s na
borda do dominio. O segundo termo nos colchete no lado direito da equagao
(7.23) induz um crescimento mais réapido do fator de escala comparado ao
universo de poeira sem contrarreacido. A dependéncia adicional t*/® coincide
exatamente com a dependéncia correspondente encontrada em [56], com base
em um tratamento perturbativo.
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¢ Expansao volumétrica

O parametro de Hubble efetivo Hp = %% é determinado por

Vb R(TD)[ 1 /TD S P2 1t 1 /TD 3 gt ] 2
— =3 1+ = RR°E'dr — ——— R°E'dr| 4+ O (E7).
Vb R(rp) RR? Jo R (rp) Jo (£)

(7.24)
Da solugao linear, encontramos o fator em frente aos colchetes no lado direito
da equagao (7.24) (de acordo com (7.21))

2 1
R(rp) 3t—tg(rp)

1 + K(TD)

(t -t (rp))*” ] |
(to — t5 (rp))*°

Visto que, de acordo com (7.23), temos
(t = tp(rp))*’
(to —t5 (rp))*/°

obtemos, até a ordem linear na curvatura,

=ap[l+ O(F)],

s ay’ [1 + 5k (rp) (ap — 1) + = 2 / v RR*E'dr
Hho P R(rp) R?(rp) Jo
1 " 3 2 o 2
| RE'dr— - . RoR2E'dr
R3(rp) Jo Ry (rp) Rg (rp) Jo
1 ™D
t—— | REAr|, 7.25
ri ), E] (7:25)

onde Hpy = Hp(ts). O comportamento af,?’ do caso de pura poeira é
modificado, como deveria. O termo de curvatura é dado em fung¢ao do fator
de escala efetivo.

e Contrarreagao cinematica
Em ordem linear em FE, com

k2 (rp)

By~ Ko@),

a contrarreagao cinemética (7.12) se reduz para

1 D 1 TD 2 D .
Qp = 6H? {— / R3E'dr + — / ME'dr — —— / RRQE’dr].
b PR3 0 M J, RR? Jy
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O parametro de contrarreacao cinematica fica

Op 2 /TD : 1 /’“D 1
Qb = - == — _ RR2E'dr — — ME'dr — —
Q 6H3, RR? /o M J, R3 J,

Explicitamente,

D _ (to —tg (rp))’ 2 TDrg t—tp(r) ' dr
te = ek e

T

D
R3E'dr.
(7.26)

3 t—tg to — ta(r))
—; v T3ME’dr
(t—tp (TD))Q/O (to — tp (r))”

— /O mE’dr]. (7.27)

Da equagao (7.27) é facil ver que ndo hé contrarreagao cinematica resul-
tante para um tempo de big bang homogéneo tz(r) = constante. Para um
tp(r) constante as integrais em (7.27) simplesmente se cancelam.

e Curvatura média

A curvatura média, em ordem linear, é dada por

2K 2F
Rp = —6220) __2E(n),
R2(rp) "Dl

Isto corresponde a uma constante de curvatura efetiva Kp,

ool = 2202) _ Rz Ry — 2

2 NGY5

onde R.p é o raio de curvatura efetivo. Isto tem uma estrutura de uma cur-

vatura comum nas equacoes de Friedmann. Em particular, Kp é constante.

Mas o termo de curvatura € o resultado de um procedimento de média e é aqui

determinado pelos parametros de uma solucao de LTB subjacente na borda

do volume em que se faz a média. O parametro de curvatura correspondente
se reduz a

(7.28)

0D — Z (28 (rp)) 0= tf%(rD))zaD — 5k () ap. (7.29)

Isto implica QB = 5k (rp) para QR, = QF (¢), seu valor em ;. Para o raio

de curvatura temos c

Hpor/QR,

isto é, é da ordem do raio de Hubble do dominio.

Rop = (7.30)
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e Fracao de matéria

O comportamento (p,)p o a53 que é uma consequéncia da equacao de
conservagao da densidade média de energia, ¢ consistente com a média de
(7.2). Escrevemos

6M (rp) 1 /TD , 1 /TD 3 o
87G{pm)p = —— |1 drM(r)E" — ——— drR°E"| .
Gl = o) [ty | OE e [
A razao da densidade (p;,)p/{(pm)po entao corresponde corretamente a
<pm)D Rg { 1 /TD - 1 /‘TD 5 ,} s
=— |l— —— drR°E" + ——— drRyE"| = ap,”.
(pm)po  R? R (rp) R§ (rp) ’ P

A expressao para o parametro de densidade de matéria é
2M R? 1 [P
1+ — ME'd
[ + i /0 r

R 5
_ 2 / " RR2Edr + L /TD drR3E’] (7.31)

RR? Jo R (rp) Jo ' .
Até a ordem linear, temos que

R2
RB@ =2M [1+ 5k (rp) ap] + O (E?)
é vélido e com (7.26) e (7.29) pode-se verificar que (4.2) se recupera de forma
consistente nesta ordem.

e Consisténcia

Obviamente, (Rpa%) = 0. Isto implica, pela relacao de consisténcia, ou que
Op=00u 9Qp x aBG. Calculando diretamente, pode-se encontrar que

Qp = Qpoay,’, 0 = QGpar (7.32)
com
Qg = ig [2 (to —tp (rp)) /TD LE,dT
r o to—tgp(r)
_ / BB dr — (1 — tg (rp))? / YT s
0 o (to—1n(r))

Esta combinagao desaparece para o caso em que hé uma constante de big
bang homogénea. Para haver uma contrarreagao cinematica em ordem linear,
¢é necessario haver um tempo de big bang nao-homogéneo. Para um tempo de
big bang homogéneo o parametro de EAS (4.37) é sempre pyp/ppp = —1/3.
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e Parametro de Hubble e parametro de desaceleracao

Com os parametros (7.29) e (7.32) o parametro de Hubble (7.25) se escreve
como

H? _ _
D= ap? [Qh0 + Qpoap + Q50an’] (7.34)
Hpo
enquanto o parametro de desaceleracao (4.39) se torna
1 _ 1
i =3 + B ngaps - 5920‘@

O resultado (7.34) para o parametro de Hubble em termos do fator de escala
volumétrico com coeficientes conhecidos explicitamente é o nossa principal
conquista até o momento. A combinagio QB ap + nga,}?’ representa a in-
fluéncia do fluido de contrarreacao na dinamica. Do ponto de vista da cosmo-
logia com contrarreacao esta deveria fornecer o equivalente as componentes
do setor escuro no modelo cosmoldgico padrao. Dada que a dependéncia
desta contribuicao de ap nao é obvio, porém, que esta expectativa possa
ser contemplada no nosso modelo de L'TB simples. Enquanto a estrutura de
(7.34) corresponde a solucao fenomenolégica mais simples possivel (4.29) para
o qual os termos de contrarreacao cinematica e a curvatura média na relacao
de consisténcia (4.2) desaparecem separadamente, nés derivamos esta estru-
tura aqui através de uma dinamica exata nao-homogénea subjacente que nos
proveu com expressoes explicitas para Q7 e Q7. Mesmo que este nao nos
leve a uma descricao realista do universo, acreditamos que seja 1til como um
“modelo de teste” (do inglés “Toy Model”) com solucao exata e um primeiro
passo para configuragoes mais realistas.

Para um tempo de big bang homogéneo o ultimo termo da equagao (7.34)
desaparece, visto que {2go = 0 e o Unico termo adicional vindo do procedi-
mento de média é devido a uma curvatura constante na qual esta curvatura
constante é determinada pela solu¢ao de LTB na borda da regiao de inte-
gragao. O fluido de contrarreagao se torna uma componente de pura curva-
tura neste caso. Para um tempo de big bang nao-homogéneo, a contrarreacao
¢ de forma geral diferente de zero. Mas visto que esta contribuicao relativa
a parte de matéria decai com a]_)?’ em (7.34), haverd um impacto cada vez
menor enquanto aumentamos o valor de ap. Ainda, j4 que se espera que a
parte de matéria QP domine a evolucio para ap < 1, temos um vinculo
forte sobre o valor atual do parametro de contrarreacao ng. Apesar destes
problemas 6bvios, vamos prosseguir e tentar nosso modelo com observacoes
de Supernovas tipo Ia do catdlogo Union 2.1. Esperamos com isto dar uma
idéia aproximada da ordem de magnitude dos parametros da teoria, em es-
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pecial os parametros ainda nao fixados, como o raio rp e o volume de média
Vp.
e Métrica efetiva e distancia de luminosidade

Para fazer contato com as observagoes, é 1util considerar uma métrica efetiva
com o fator de escala volumétrico ap com uma quantidade de curvatura
generalizada[34][37]

r

ds?;; = Adt* — a? [dr? + R2psinh — — (do) + sin®0dyp) | .

cD

A propagacao de luz radial é entao descrita por

ds’> =0=dr +

c c
dap = F=—dzp.
2 Hp ap :FHD ZD

Entao

c dzp

Zp
H / D 3 D 2 D 6
poJo  [QF(1+zp)” + QB (1+ 2p) +QQO<1+2D)}

r(zp) = /2

A distancia de luminosidade pode ser calculada via

r(zp)

dsz<zD> = (1 + ZD) RCD(ZD) sinh m,

com R.p de (7.28).

Como jé foi mencionado, nao é de se esperar que a expressao (7.3.3)
com (7.3.3) e a taxa de Hubble (7.34) resultem em um modelo competitivo
do nosso Universo real. Mas mesmo se visto objetivamente como um “toy
model”, pode ser interessante clarificar seu status em relacao aos dados obser-
vacionais. Comegamos com uma analise simplificada que ignora a estrutura
detalhada para expressoes para Q8 e ng mas que permite um atalho para
os dados observacionais. Para estar aproximadamente de acordo com o mo-
delo padrao, fixamos a fragao de matéria em Q2 = 0.3. Entao consideramos
OB, e Hpo como parametros livres nas expressoes (7.34) e (7.3.3) para Hp
e dzf / (zp), respectivamente, e confrontamos os resultados com dados de su-
pernovas do tipo Ia, e também com dados de idade diferenciais para galaxias
antigas para Hp(zp). Apenas para fazer a comparagao com os dados, ado-
tamos os valores da andlise padrao para o médulo de distancia [37]

pp = 5logdi’ (2p) + pupo (7.35)
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Figura 7.1: Moédulo de distancia binada pp com dependéncia do parametro
de redshift zp. Verificamos que o modelo reproduz de forma satisfatoria os
dados de supernovas do JLA.

com pipg = 42.384—51og hp, onde hp é definido por Hpy = 100k pkms ™ 'Mpc .
Esta escolha implica em uma escala de médias da ordem do tamanho do Uni-
verso observavel. Isto nos permite fazer uma andlise estatistica utilizando
os dados da compilacao JLA das supernovas do tipo Ia[67]. O mddulo de
distancia binada pp com dependéncia do parametro de redshift zp é mos-
trado na figura abaixo.

Como valores de melhor ajuste, obtemos Q£, = 0.74 ¢ hp = 0.67. Usando
estes valores em (7.30) encontramos R.p = 5.21Gpc para o raio de curvatura
do universo. O valor correspondente para a contrarreagao cinematica é ng =
—0.04. Enquanto isto parece nos dar algum suporte observacional para o
nosso modelo, a situacao muda quando aplicamos um teste diferente que
confronta a taxa de Hubble(7.34) com a idade diferencial de galdxias antigas
que evoluiram passivamente[58][59][60]. Aqui utilizamos os 28 dados listados
em [61]. Esta andlise de Hp(zp) nos fornece valores bastante diferentes
Qp, = 0.702, h = 0.57 e QfFy = —0.002. Ainda mais importante: ainda que
os valores atuais da fragao de contrarreacao cinematica sejam bem pequenos
em ambos os casos, elas ainda sao grandes demais para permitir uma época
de dominacao de matéria em um redshift da ordem do redshift da época de
recombinacao. Alem do mais, uma contrarreacao que cresce mais rapido que
a dominacao de matéria quando olhamos cada vez mais para o passado é
fisicamente duvidoso de qualquer forma. Os resultados da andlise estatistica
sao vistos na figura 7.2.
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Os contornos de confianca de ambos os testes sao dramaticamente dife-
rentes, o que demonstra explicitamente a falha observacional da nossa confi-
guracao de fluido de curvatura.

Note que para obter estes resultados nao nos utilizamos das expressoes
para o parametro de curvatura E(r) e o tempo de big bang inomogéneo tg(r).
Na préxima secao vamos discutir brevemente alguns modelos simples para
estas quantidades.

7.3.4 Contrarreacao em segunda ordem

Para as expressoes gerais (7.11) e (7.12) para a curvatura média e a con-
trarreacao cinematica, respectivamente, é 6bvio que a contribui¢ao de menor
ordem é no maximo linear em F e, com E = 0 ambos Rp e Qp desaparecem.
Uma vez que conhecemos a solugao para R até a ordem linear também, é
possivel calcular Rp e Qp até a segunda ordem. O resultado para a curvatura
média é

Rp = —L[zE 1 2o —L/TDR?’E’dr
Y b 5% 3R3(rp) Jo °

1 "D
— 2E(r)R(r,t)E'dr
R, 2R

2F "D
S — R2(r.t) E'd 7.36
I (rp. 1) /0 (1) B'dr ] (7.36)

Somente os ultimos dois termos nos colchetes dependem do tempo. Para
verificar a dependéncia de Rp em ap é 1til calcular o termo (a4 R)". Obtemos

(G%R). = _%W [E(T‘D) <m /TD R?(r,t) E'dr
1

S oI Tt /0 B(r. )R, 1) E'dr
1
R(TD t)

)

D
/ R(r,t)EE'dr
0

1 ,
YD) /0 R(r,t)EE dr] (7.37)

Esta é uma quantidade puramente de segunda ordem. Podemos utilizar aqui
a expressao em ordem zero para R(r,t),

(t —tp(r)™”

R(rt) = "o — ta(r))?/3

+O(B)
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Figura 7.2: O plano Q&, — hp com curvas de contorno (1e,20,30) para os
testes de SNIa e Hp(zp). Verificamos uma tensdo entre os valores possiveis
para hp e Q5 praticamente irreconcilidvel, o que nos sugere que o modelo que
estamos trabalhando nao fornece uma descricao fiel do universo observavel.
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dentro das integrais e a mesma solucao r = rp para os fatores que multiplicam
as integrais. Isto revela que, para tg = constante, os dois primeiros termos se
cancelam mutuamente e os terceiro e quarto termos também. Para um tempo
de big bang homogéneo a curvatura média se comporta como aBQ mesmo em
segunda ordem em FE. Desvios de uma curvatura constante requerem um
tempo de big bang nao-homogéneo. Através de um célculo bastante direto
pode-se concluir através de (7.12) que Qp realmente desaparece também para
segunda ordem em F para um tp constante, que é consistente com Rp aBQ
para este caso.

Para nossa configuracao neste modelo simples e idealizado de LTB uma
contrarreacao cinematica diferente de zero s pode ser alcancada através
de um tempo de big bang nao-homogéneo. Uma solucao que satisfaz a
relagdo (4.2) além do caso mais simples (4.2) deve ser, no minimo, de or-
dem quadratica em no parametro de curvatura de LTB £ com um tempo de
big bang nao-homogéneo.

7.3.5 Modelos Simples

Para um estudo quantitativo, as fungdes de LTB E(r) e tg(r) devem ser
fornecidas. Vamos comegar esta andlise com uma sugestao (“ansatz”) simples
para E(r), e por conseguinte, considerar os casos tg =0, t/3 < 0 e t)3 > 0.
e Funcao de curvatura LTB
A funcdo 2E tem de ter a forma geral [41]
2FE = —r*(k+ F(r)), F(0)=0. (7.38)

Fazendo a escolha

OF = —%(— |k| + F(r)), F =k (1 - e_(T/TE)n> . (7.39)
que satisfaz F'(0) = 0 tem-se que

2E =12 |k|e /)" E = [1 -3 (i) } rlkle /)" (7.40)
TE

A funcao de curvatura tende a zero no limite r > rg.

e Raio de curvatura média

Através de (7.29) temos que

QR = %(2E (r)) L= tf%(”’)) .
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Junto com

9 4
Mo = 5o HO )

e também com (7.28) e (7.30) temos a correspondéncia

2 2
2B (rp) = é_g = Wl etrolra?, QB — CR2 . (141)
cD DO’"YeD
A combinacio |k|e~("p/m®)" no ansatz para 2E(rp) representa o quadrado
do inverso do raio de curvatura da dinamica média. O raio rg caracteriza o
alcance da curvatura da solucao de LTB e o raio rp determina a extensao do
volume da qual tomamos a média. Se o volume de média é tomado de forma
que rp > rg, o raio de curvatura da dinamica média tende ao infinito, ou
seja, a curvatura média é desprezivel. Para ter um raio médio de curvatura
R.p finito a extensao de rp para o volume de média tem que ser tomado de
forma que rp < rg.

Se o volume em que tomamos a média é tal que rp > rg (e assumindo
um valor de referéncia de k = 1Gpc™?), o raio de curvatura da dinamica
média tende ao infinito, ou seja, a curvatura média é desprezivel. Para ter
um raio de curvatura R.p finito, equivalente a uma influéncia perceptivel
da curvatura na dinamica média, a extensao rp do volume de média tem
que ser de ordem rg. O valor R.p = 5.21Gpc do teste JLA é obtido para
p = 1797“E

Para um célculo detalhado das quantidades Qf e Qf, em (7.29) e (7.33),
respectivamente, precisamos ainda de um modelo explicito para o tempo de
bang inomogéneo t5(r). Em [62], foi demonstrado que o ansatz

tp(r) = tgoe /T (7.42)

onde r. denota outra escala de inomogeneidade, produz um modelo simples
de vazio. O tempo de bang (7.42) cresce com o raio r até se aproximar de
um valor constante, ou seja, aqui,

tB(O) :0, tp (T>>Tc) = ipo-

Com essas hipdteses as integrais na expressao (7.33) para o parametro de
contrarreacao cinematica hoje 980 pode ser calculado explicitamente. Varias
combinacgoes dos parametros tgg, 1. € g foram verificadas, mas mesmo que
uma delas reproduza razoavelmente bem o mesmo valor que a andlise de
Hp(zp), o significado fisico deste termo ainda é duvidoso.
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Capitulo 8

Consideracoes Finais

Este trabalho surgiu da tentativa de compreender como funciona o for-
malismo de Buchert e a sua possivel relagao com a componente de energia
escura que aparece no modelo ACDM. O formalismo é, de fato, bastante
interessante e fornece uma explicacao alternativa para uma expansao acele-
rada do universo, relacionada principalmente a forma de como a distribuicao
de matéria no universo é dada. Outro ponto interessante é o fato de nao pre-
cisarmos determinar uma métrica para concluirmos esses resultados. Porém
logo nos deparamos com o problema que a teoria é tao geral que existe
uma dificuldade intrinseca de relaciona-la com as observagoes: primeiro, que
pode-se fazer uma relacao direta entre a contrarreagao e ACDM e, a pri-
meira vista, parecia muito dificil encontrar diferencas em fenomenos fisicos
que pudessem justificar escolher uma teoria ou outra (caso a fenomenologia
de ambos fosse idéntica, a teoria nao passaria de uma descricao matematica
diferente para o ACDM usual) e segundo, que sem uma métrica especifica
nao haveria qualquer forma de relacionéa-la com quaisquer observacoes. Entao
o trabalho seguiu por dois caminhos distintos, mas paralelos: Por um lado,
estavamos interessados em encontrar a relagao entre a contrarreagao e a des-
cricao da evolugao do universo através de um fluido viscoso, enquanto por
outro lado queriamos aplicar a teoria de Buchert diretamente a uma métrica
que descrevesse um universo inomogeéneo, e escolhemos nesse caso a métrica
de Lemaitre-Tolman-Bondi.

A descricao de fluido viscoso foi a primeira parte que desenvolvemos, e
obtivemos uma relagao direta entre o fluido e a contrarreagao, porém para
relacionar isso com observagoes, em particular com dados de luminosidade
de Supernovas, precisavamos de uma forma de descrever a propagacao de luz
em um universo granulado (cujas valores médios sao descritos pela teoria de
Buchert), e isto nao era uma tarefa trivial.
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Partimos entao para desenvolver a parte LTB, e grande parte deste tra-
balho foi justamente descrever as quantidades relacionadas - devido a grande
quantidade de calculos necessarios. Ficou bastante claro aqui que, embora a
teoria geral pareca bastante simples, aplica-la num modelo especifico pode ser
bastante trabalhoso e complicado. Mas uma vez desenvolvido, tinhamos no-
vamente o problema de relacionar os dados com as observagoes - e novamente
somos forgados a lidar com a propagacao de luz.

Inicialmente tentamos avangar pelo caminho que Alimi et al.[27] sugere,
para obter a propagacao de luz em funcao do redshift para uma métrica qual-
quer, coisa que é bastante trabalhosa de se obter, e finalmente se obtem um
conjunto de trés equacgoes diferenciais nao-lineares acopladas que descrevem
a luminosidade em funcao do redshift, o que resolveria completamente nosso
problema - se nao fosse o fato que os programas numéricos que desenvolvemos
nao funcionavam de forma alguma. Para avancar com nossos problemas, ti-
vemos entao de buscar outra alternativa para a propagacao de luz,e a solucao
encontrada foi utilizar uma métrica “template”, que imita propriedades de
uma métrica de FLRW (como um fator de escala), mas que nao precisa ser
solucao das equacoes de campo. Entao foi possivel encontrar uma relacao
entre a métrica template e a métrica LTB, e utiliza-la para descrever a pro-
pagacao de luz dessa forma. Dessa forma, podemos discernir entre as teorias
ACDM e uma teoria de métrica efetiva através da forma como a luz se pro-
paga. Utilizamos esse formalismo para comparar a propagacao da luz do
modelo viscoso com contrarreacao contra o modelo ACDM, e chegamos a
um resultado agradavel que a teoria de fluido viscoso com contrarreagao for-
nece valores que concordam bastante com AC' DM, mas ainda tem pequenas
discrepancias para redshifts acima de z = 1.4, o que indica que com melhores
observagoes no futuro, poderemos discernir quais das teorias esta correta.

Utilizamos também este formalismo (propagacao de luz por métrica tem-
plate) para o caso LTB, mas aqui é um pouco mais complicado pois o niimero
de parametros livres do sistema para fazer o fitting com os dados de super-
novas é maior, o que dificultou um pouco o processo numérico. Mas ainda
assim foi possivel realizd-lo, e obtivemos resultados nao muito bons compa-
rados a ACDM - porém nao esperavamos uma descri¢cao realista, visto que
a métrica LTB serve melhor como um “toy model”, que pode nos ajudar a
entender melhor como uma dinamica homogénea e isotrépica pode surgir a
partir de uma configuracao inomogénea a priori.

Uma possivel continuacao para trabalhos futuros seria implementar ou-
tros testes, como Oscilagoes Acusticas de Bérions, ou até mesmo verificar a
estabilidade de perturbacoes em torno da métrica LTB, e ver como as per-
turbagoes influenciam as quantidades de contrarreacao (em principio espera-
mos que essas variagoes nao produzam efeitos observaveis, mas isso precisa
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ser demonstrado). Existe uma discussao ainda em andamento se os efeitos
de contrarreacdo sao despreziveis ou nao em tempos recentes [65][66], e tal-
vez os resultados do nosso trabalho podem ajudar a responder alguns dos
argumentos contra a contrarreacao. Outra possivel linha de pesquisa seria
avaliar o formalismo de Zalaletdinov[4], que considera médias sobre quanti-
dades tensoriais e um formalismo mais geral (e mais complicado), e tentar
relacionar com as quantidades de contrarreagao do formalismo de Buchert
para decidir qual das duas é correta.
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Capitulo 9

Apeéndice

O formalismo ADM

O formalismo ADM recebe este nome vindo de seus pesquisadores origi-
nais, Richard Arnowitt, Stanley Deser e Charles W. Misner[13], e se trata
de uma formulagao das equacoes da relatividade geral em um formalismo
de primeira ordem. Vamos desenvolver este formalismo para obtermos as
equagoes que sao necessarias para a teoria de Buchert para a contrarreacao.
Mantemos aqui a convencao de indices gregos «, (3,... = 0,1,2,3 e indices
latinos a, b, ... = 1,2,3. Tomamos como ponto de partida um campo escalar
t(z*) definido no espago-tempo tal que ¢t = const descreve uma familia de
hipersuperficies ortogonais de tipo tempo com um vetor normal n, oc J,t.
Em cada hipersuperficie ¥(t) parametrizada por um valor de ¢, introduzi-
mos as coordenadas espaciais 3°. Para conectar as coordenadas espaciais nas
duas hipersuperficies diferentes, nés consideramos a congruéncia das curvas
que atravessam essas superficies, com ¢ sendo o parametro afim da curva.
(As curvas nao sao necessariamente geodésicas, e nao precisam também ser
ortogonais as hipersuperficies.) Isto define um mapeamento de eventos de
uma hipersuperficie para a outra, com o mesmo conjunto de valores y* sendo
dados aos eventos interceptados por esta curva. Este procedimento produz
um sistema de coordenadas = = (¢, yz) no espaco-tempo com o vetor tan-
gente t' = (9x'/0t) as curvas satisfazendo a condigao t#9,t = 1. Além disso,
el = (02" /0y") atua como uma tetrade de projecao em X(¢). Em seguida,
podemos escrever o vetor normal as hipersuperficies como n, = —NJ,t (com
nuel = 0), onde inserimos a funcao escalar N (chamada de “lapso”) para ga-
rantir a normalizagao. Podemos decompor t* como t* = Nn* + N'e!', onde
as trés fungoes N' formam um vetor espacial (chamado de “deslocamento”,
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do inglés “shift”). Através da transformacao de coordenadas x# = z#(t,y'),
temos que

da = t'dt + el'dy’ = (Ndt)n" + (dy' + N'dt) e!'. (9.1)

Assim a métrica do espago-tempo, dada por ds* = dz*dzx,,, se simplifica em

ds* = gudatda” = —Ndt® + hy; (dz' + N'dt) (da’ + N'dt) (9.2)
onde a 3-métrica induzida em X é dada por

hij = gw,efe? = Gij. (9.3)

Este resultado nas equagoes (9.2) e (9.3) descreve as componentes tempo-
tempo, tempo-espago e espago-espago da métrica em termos de N, N* e h;;
como goo = N'N; — N?: go; = Nj; 9i; = hsj. Uma vez que estes sao fornecidos,
pode-se calcular as componentes contravariantes da métrica de forma direta,
e obtém-se

gOO — —N_2, g()z’ — N_QNi, gz‘j _ hz‘j _ N—2NiNj .

Também é facil verificar que v/—g = N+/h. Assim, portanto, a quebra
do espago-tempo em espaco e tempo é obtida matematicamente através de
uma foliagao do espago-tempo em uma série de hipersuperficies % (¢) do tipo
tempo, enumeradas através de uma coordenada t através de uma funcgao
t(z") no espago-tempo. A métrica induzida na hipersuperficie ¥(¢) pode ser
escrita também como

hyw = G +1um0; ng=—N; n; =0, (9.4)
onde n* é a normal a 3(t). Isto leva as componentes
hoo = N'Ni, ho; = N;

e, ¢ claro, as componentes espaciais que sao simplesmente h;; = g;;. Enfa-
tizamos que, mesmo que h,, seja uma métrica no 3-espaco, hoy € hg; sao
diferentes de zero, porqué go; # 0. Note também que h* atua como um
tensor de projecao em X(t) .

Existem tres propriedades relacionadas ao vetor normal n* que vamos
usar frequentemente:

hin” =0; n"V,n, =0; n,V,n, =0. (9.5)

A primeira propriedade segue da defini¢ao da métrica induzida; a segunda
surge diferenciando a condicao de normalizacao n*n, = —1. Finalmente,
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uma vez que n* é a normal a um conjunto de hipersuperficies que folheiam o
espago-tempo, o teorema de Frobenius deve valer, levando a terceira condicao.
No sistema de coordenadas que estamos usando, n, = —N 52 ou, na notagao
de formas diferenciais, n = —Ndt¢. O sinal de menos na definicao de ng = — N
(com N > 0) é escolhido de forma que n° = +N~! ¢ um vetor apontando
para fora da hipersuperficie na nossa escolha de assinatura. Claramente, nao
haverao sinais negativos correspondentes no caso das normais a superficies
de tipo tempo.

Nossa préxima tarefa consiste em definir uma derivada covariante natural
D,, que atua nos vetores tridimensionais que sdo tangentes a X(t). A defini¢do
natural da derivada covariante espacial de qualquer vetor X, que satisfaz a
condicao X,n* = 0 (que garante que X, é um vetor tangencial a ¥) é dada
por

D, X, = hhV,X,.

O lado direito é uma projecao da derivada covariante quadridimensional
VX, em X(t) usando o tensor de projegao natural hj, = &, + n’n,. De
forma similar, vamos assumir que D atua em funcgoes escalares na forma
D,f = h;V,.f. Dadas essas duas propriedades e a regra da cadeia usual,
podemos facilmente determinar a acao de D em vetores contravariantes.
Comegamos com o resultado de que D,, (X, V¥) = V¥D,X,+X,D,V". Utili-
zando nossa defini¢ao para a atuacao de D em escalares e vetores covariantes,
podemos obter o resultado

VYREN X, + X, oV, VY = VY REY X, + X, D, V",

onde utilizamos o fato de que V*h% = V* para vetores puramente espaciais.
Esta relacao é a mesma que X, hV,V¥ = X, D,V¥. Nao podemos simples-
mente remover X, de ambos os lados da equagao porque esta relacao nao é
verdadeira para todos vetores X,,, mas apenas para aqueles que satisfazem o
vinculo X, n” = 0. Mas qualquer vetor que satisfaz esta condi¢ao de tangen-
ciabilidade pode ser expresso na forma X, = hfY,, onde Y, é completamente
arbitrario. Isto nos permite obter o resultado h) D, V" = h)hiV,V". Mas,
por construcao, o operador D mapeia tensores espaciais em tensores espaci-
ais e, portanto, o operador de projecao no lado direito é redundante. Isto
nos permite obter a derivada covariante tridimensional de vetores espaciais
contravariantes como

D,V* = hehSV, V™.

Dada a maneira que D atua nos vetores covariantes e contravariantes, como
também nas fungoes escalares, podemos determinar a sua atuagao em todos
os tensores de maior ordem. Por exemplo, uma anélise similar a que acaba-
mos de fazer nos mostra que a atuacao em tensores covariantes de rank dois
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¢é dada por
o710 1,
DT, = hyh,hyV o T

Deve ser 6bvio agora que a regra para as derivadas covariantes espaciais ¢é
bem direta: consiste basicamente em tomar as derivadas covariantes usu-
ais no espago 4-dimensional e projetar todos os indices relevantes em X (t),
utilizando o tensor de projegao hy;.

Para que a atuacao de D seja consistente, ¢ necessario que D,h,, = 0.
Este resultado pode ser verificado diretamente:

Duhy, = hShShAV ohsy = hShShAV 4 (gsx + nsmy)

nvip wvitp
= hIh)V o (ngny) = RSO R naV gns + B hShnsVeny = 0.

Temos agora uma métrica induzida e um operador intrinsico de derivada
covariante na 3-variedade X(t) que sdo capazs de descrever as propriedades
locais intrinsecas das fatias espaciais. Para obter as informacgoes completas
sobre a estrutura do espago-tempo, precisamos também saber como as hiper-
superficies do tipo espacgo X(t) estdo inseridas na geometria 4-dimensional.
Intuitivamente, esperariamos que estas informacgoes estivessem contidas de
maneira que a normal a »(t) variasse para cada evento. Para quantificar esta
variacao, definimos uma quantidade chamada de “Curvatura Extrinsica” de
Y (t) como

K = —=hh)N g = =iV pn,,. (9.6)

Esta segunda quantidade é obtida escrevendo hj, = ¢ + n"n, e utilizando
a segunda relacdo em (9.5). Fica claro da primeira igualdade de que K,
carrega a informacao sobre V,n, projetada em X(t). E ébvio olhando esta
relagio que K,,n* = K,,n” = 0. Uma vez que n; = 0, temos que K% =
0, mostrando que as componentes contravariantes de K" sao puramente
espaciais.

O que nao é ébvio da defini¢do em (9.6) é que K, é simétrico nos seus

indices. Para provar a simetria de K,,, comecamos com a relagao

— K =W Von, =V,n, +nn,Vyn,

e expandimos o tltimo termo usando o teorema de Frobenius. Isto resulta
em

-K,, =V,n,+n"(-n,V,n, —n,V,n,+n,Vyn,+n,V,n,+n,V,n,),
que pode ser simplificado para
-K,, =V,n,+n"n,V,n,=nmMVymn,=—-K,,
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mostrando que a curvatura extrinsica é simétrica. Note também que temos
a relagao
_ — p —
V., =Ky +n, (n°V,n,) = K, +nya,. (9.7)

Ao chegar nesta segunda relacao, definimos a aceleracao correspondente ao
vetor normal (que, sendo do tipo tempo e normalizado em -1, pode ser pen-
sado como uma 4-velocidade) como a, = n”V,n,. A equagdo (9.7) mostra
que a derivada covatiante da normal pode ser decomposta em duas compo-
nentes, uma tangencial a X(t) (e é dada por K, ), e outra normal a X(¢) (e
¢ dada por n,a,).

Da equacao (9.7) e (9.4) podemos ver que as componentes espaciais cova-
riantes sao dadas por K;; = —V,n; = =N Tg Expandindo isto nos resulta
1
Kij = — (DJNZ + DZN] — 80]7@']‘) s

2N

onde N; = h;;N7. Em particular, se trabalhamos num sistema de coordenadas
com N' =0, entao a curvatura extrinsica tem como componentes

1 Ohy;

= _Wa_t”; Ko, = K% =0.

Neste sistema de coordenadas, K, € explicitamente espacial e as componen-
tes nao-nulas medem a derivada temporal de h;;.

O significado geométrico da curvatura extrinsica é reforcado ainda mais
pelo fato de que pode ser relacionado a derivada de Lie da métrica espacial
com relacao a normal, pela relagao K, = —%ﬁnhw. Isto pode ser provado
facilmente fazendo manipulacao nos indices

Lohy, = n°Voh, +hV,+h,,V,n’
= nV,(nn,) + 9 Vun’ + g, V.0’
= nn,Von, +n'n,V,n,+V,n, +V,n,
= hpVn, +hVpn, = —2K,,.
A primeira linha é a definicao de derivada de Lie; a segunda igualdade é
obtida utilizando que V,g = 0 e n"V,n, = 0. A quarta igualdade pode ser
verificada diretamente e a tltima segue da definicao de curvatura extrinsica.

A quantidade £,h,, é uma generalizacdo covariante (embora dependente da
foliagao escolhida) da derivada temporal da métrica.

As equacoes de Gauss-Codazzi

Dada uma foliacao particular do espaco-tempo, h,, e K, contém as in-
formagoes necessérias sobre as propriedades intrinsecas e extrinsicas de 3(t).

72



Em particular, podemos expressar o tensor de curvatura de Riemann com-
pleto no espaco 4-dimensional em termos de K, e do tensor de curvatura so
subespacgo 3-dimensional. Vamos agora obter estas relagoes.
Dado o operador de derivada covariante D em ¥(t), podemos definir o
tensor de curvatura 3-dimensional através da relagao usual
D,D,X,— D,D,X,=-®R% X

prp<ro:

Vamos mostrar que os tensores 3-dimensionais e 4-dimensionais sao relacio-
nados pela expressao (chamada de Equagao de Gauss-Codazzi):

O Ruvpor = WSRO RE Rxon + € (KipKoo — Ko Kop) (9.8)
onde € = n,n* = —1 para uma superficie do tipo espaco. Este resul-

tado, novamente, tem uma interpretacao geométrica simples. Esta curvatura
das superficies 3-dimensionais tem uma componente intrinseca que ¢é obtida
projetando o tensor de curvatura completo 4-dimensional na 3-superficie -
dado o primeiro termo no lado direito - e dois termos extras que surgem
devido as propriedades extrinsicas da imersao das 3-superficies no espaco
4-dimensional. Obter este resultado é bastante direto. Diretamente da de-
finicao, temos

_(S)Rpo[,uz/}Xp = [Tuh,))]hf,VT (hih,gvaC)
= hT Wy hShShEV N , X + hi by hs, (V-h{hS) (V,X¢)

('] (']

= hLROREN N X + hT hyhl (REV-hS + heV . hY) (V,X()

v]'Yo

= WLAORENV -V, X + B A0 honS (Vene) (V,X¢)

)
+hT by hen? (Vny) (V,X¢)
= WSV, Xe = Bt Ky, (V,X) = i hsn” Koy (V,X)

= [Tuhﬁ]hgvapXC - h'[oyncKﬂ]o (Vo Xe).

onde utilizamos a notagao A, B, = 1 (A,B, — A,B,,).
Utilizamos agora o fato que, para qualquer tensor espacial que satisfaz

a condigao n*X, = 0 temos a relagao n*V,X, = —X*V, n,. Com isto,
obtemos
~O Ry X = ARGV, X+ B XK 0 (V)

= WLHREVLV X = XK Ko
= —RhERS Rerp XY — XK Ky + X Kyo K -

w'v'lo

Notamos novamente que este resultado deve valer para todos os vetores na
forma X* = hY" onde Y" é arbitrario. Usando isto e eliminando Y,
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obtemos o resultado da equagao (9.8) em termos de ) R” oo € I, Para obter
o panorama completo, precisamos também encontrar resultados parecidos
para o tensor de curvatura com: (i) uma componente normal e trés indices
projetados em X, e (ii) duas componentes normais e dois indices projetados
em Y. Vamos atacar estes problemas agora. Em particular, vamos mostrar
que

hERSRI N Ry go = — Dy Kse + DsK e, (9.9)

que exprime o tensor de curvatura com uma componente normal e trés
componentes tangenciais em termos das derivadas do tensor de curvatura
extrinsica. (Esta expressao é valida tanto para hipersuperficies do tipo espago
e do tipo tempo.) De forma andloga, nés podemos obter uma expressao para
o tensor de curvatura com duas componentes normais e duas componentes
espaciais como

Ragmhfjnﬁhg T =LnK,, + KgVKf + Dja, + aya,; o =n"V,nt. (9.10)

As equagoes (9.8), (9.9) e (9.10) juntas exprimem R% s em termos de
(S)R"éné e K,,. (Contragao nos trés indices do tensor de curvatura com n‘, é
claro, resultardo em zero.)

Para provar a equacao (9.9), vamos comegar com a identidade 4-dimensional
para o tensor de curvatura expresso na forma

Ruy[gano‘ = VMVVTLB - Vyvunﬁ = V[N (—K,jm - ny}navgng) .
Uma simplificacao direta desta expressao resulta em

h/‘

[

hyhin® Rupe = —hiy hghiV Ky — hiy high? (Vong) (V,un,n?)
—hf hghZn,nV,, (Vong)
= DyKs. — hiyhigh!n” (Vang) (V,ny)
= D,Ks +hPn (Vyong) Kps — (c > d)
= —D,Ks + DsK

ney

que prova o resultado em (9.9).
Para provar (9.10), comegamos novamente com a identidade 4-dimensional
escrita na forma

RQBUT?”LT = Vaang — ngang = Va (—Kga — n[gag) — Vﬁ (—Kag — naag) .
Contraindo novamente com mais um vetor normal e simplificando, temos

Raﬂng/BnT = —nBVaKgg +heV ya, + n’BV,BKaU + aylq.
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Projetamos os indices livres em Y(¢) e simplificamos como antes para obter
Roagorhin’hIn™ = —nPhihiVoKss = Dya, + n’hihiV sKao + a,a,
K hiVan” + Dya, +n°hohIV 5 Koo + aga,
—Kpg, K] + Dya, +n°hehiV 5 Koo + aga,
= —Kg K} + Dya,
+h0hS (LaKow — KaxVon® — KxoVan?) + aua,
= —3Kg K] + Dya, + hih) (LaKoo) + aya,,  (9.11)

Agora usamos o fato que K, é puramente espacial de forma que podemos
escrever para sua derivada de Lie

LK, = Ly (hfjhijM)

= hphy (LaKao) + hyy Koo (Lahy) + hy Koo (ﬁnhfj)

= hyhy (LaKoo) — 2K, K] — 2K, K
= hph) (LaKoo) — 4K, K7,

ou,
hohy (LoaKao) = Lok + 4K, K.
Substituindo isto na equagao (9.11), obtemos como resultado a equacao
(9.10). Esta equagao pode ser um pouco mais simplificada notando que
D,a, = D,(N'D,N)=-N"?*(D,N)(D,N)+N"'D,D,N
= N’ID“DVN — Ay Q.

Obtemos entao,
Rogorhin’hin™ = LoK, + Kg Kl + N™'D,D,N. (9.12)

Notamos que, enquanto as componentes do tensor de curvatura sem indices
ou com um indice contraido com a normal (correspondendo a Rk € Rojk
na notacao nao-covariante) podem ser escritos em termos de (3)Rijkl e Kij,
as componentes com dois indices contraidos com a normal (correspondendo
a Rojo na notacao nao-covariante) envolverao derivadas temporais da curva-
tura extrinsica.

Os resultados que obtivemos também nos permitem escrever o tensor de
Ricci e o escalar de curvatura de uma forma simplificada. Em particular,
sabemos através definicao do escalar de Ricci,

R = h‘mhﬂ‘sRalgn(g = (g% + u“u") (965 + ubud) Ropns
= (9™ + uu") (Rqe + UﬁuéRaﬁng)
= R+2u"u"R,, = 2uu"Gy,
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que a contracao completa da projecao espacial do tensor de curvatura nos
dara as componentes normais do tensor de Einstein como

R B R = 2017 Gy

Contraindo nosso resultado na equagao (9.8) apropriadamente, obtemos

M’ Gy = (—6)P R+ K? — K, K" (9.13)
para as componentes normais do tensor de Einstein. (Nesta expressao intro-
duzimos o termo € tal que o resultado é valido tanto para ¢ = —1 e para
e=+1)

De forma similar, para a componente do tensor de Einstein com um indice
tangencial e um indice normal, temos o resultado

1
n*h, Gy, = n'h; R, — §n,,hZR =n"hy R, .

Usando a equagao (9.9) e contraindo alguns indices, pode-se obter que
hgn™ G, = hgn" R, = DK — D Kj. (9.14)

De forma similar, comeg¢ando com a equacgao (9.8) e contraindo em 5 e §,
obtemos
WA Ruvor =% Roy + KanK — KEKgy,

que pode ser escrito como
hEhS Ry + A hInT Ryor =) Ray + KoK — KJ K.

Agora usando a Eq. (9.12), conseguimos obter o resultado para as com-
ponentes do tensor de Ricci espaciais projetadas

hohiRag = —LoK,w +% Ry + KK, — 2K K,, — N"'D,D,N. (9.15)

Com estes passos concluidos, temos em maos as ferramentas para escrever
as equacoes de Einstein na forma (1+3). As equagoes equivalentes as com-
ponentes tempo-tempo e espaco-tempo podem ser obtidas diretamente das
equagoes (9.13) e (9.14). Temos

OR+ K?— K, K" = 2/€Ta5nan5 = 2kp (9.16)

DyK — Do K = khin' T, = Kjg. (9.17)
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Estas sao as equacoes de vinculo para os coeficientes da métrica. Isto é ébvio
do fato que K, contém apenas primeiras derivadas temporais de h,, (e nao
hé derivadas temporais de NV ou N#). Portanto estas equagoes contém apenas
primeiras derivadas temporais, vinculando portanto os dados iniciais.

A dinamica esta contida na parte espago-espaco das equagoes de Einstein,
que requerem um pouco a mais de trabalho para serem expressas como uma
equacao de evolugao. Vamos agora mostrar que a parte espago-espago pode
ser reduzida as seguintes duas equagoes:

6thj - ACNhij - —QNKZ']', (918)
onde N = (0, N%), e
- I GCR.. L 9OKFK,.
oK — LnKi; = NOR;+ N (KK;; — 2KKy;)

1
—DiDjN - QKh?h]ﬁ (Taﬁ - §ga5T> N. (919)

Destas, a equagao (9.18) pode ser pensada como um anélogo a defini¢ao
(¢ = 0H/0p) de momento canoénico em termos das varidveis dinamicas em
mecanica. A segunda equagao, (9.19), é andloga a equagao da aceleragao
(p=—0H/9q).

Para obter a equagao (9.18) e (9.19), vamos comegar provando uma iden-
tidade que é valida para qualquer quantidade que é puramente espacial, e
um tensor de rank 2, Q-

£nQ,uu = Nil (aOQ;w - ﬁNQ/JV) 5

onde n = N7'(1,-N") e N = (0, N*). (Este resultado é nao-trivial porqué
a derivada de Lie - ao contrario da derivada covariante - nao é um funcional
linear no vetor subscrito). Para provar isto, vamos expandir a derivada de Lie
L, notando que, uma vez que este é independente da conexao afim, podemos
trabalhar puramente com derivadas nas coordenadas. Temos

EnQuV = npame/ + quaunp + Qupaynp = npapr,V - npaqul/ - npaVQupv

onde utilizamos a condicao n’Q),, = 0 para trocar as derivadas de n” para
Qpu- Agora substituimos n” = N~ (8§ — N”) e usamos o fato que, para um
vetor espacial, Qo, = N”Q),, para obter

NEnQ;w - aOQuV - NpapQuu - 8;L (Npru)
+N?0,Qpy — 0y (NPQp) + NP0, Q,p
= 80Q;W - NpapQuV - qua,uNp - QupauNp'
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Usando a definicao de derivada de Lie novamente, obtemos

EnQ,Lw = Nil (a(]Q;w - ﬁNQ,uu) . (920)

Agora aplicamos a equacao (9.20) em K,p = —(1/2)Lnhas para obter o
resultado em (9.18). Para obter (9.19), notamos que podemos aplicar o
nosso resultado em £,K,5 como também em (9.15). Isto leva a (9.19).
As quatro equagoes, (9.16),(9.17),(9.18) e (9.19), sao equivalentes as equagoes

de Einstein usuais G,, = w1, escritas na forma (1+3). Elas sugerem o
seguinte procedimento formal para resolve-las: Primeiro introduzimos uma
foliacao do espago-tempo que é completamente arbitraria e contém as qua-
tro fungoes N(z) e N'(z). Os valores iniciais para h;; (que sao varidveis
dinamicas) e K;; (que s@o analogos aos momentos canonicos) devem ser es-
colhidos satisfazendo as equagoes de vinculo (9.16) e (9.17). As equagoes
dinamicas (9.18) e (9.19) agora podem ser utilizadas para fazer a evolucao
temporal do sistema. As equagoes de vinculo junto com as equagoes dinamicas
determinam completamente todos os coeficientes da métrica.
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