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Resumo

A teoria quantica tem se mostrado bem sucedida desde o seu nascimento no inicio
do século XX. Mas, novas ideias que surgem no cendrio da fisica podem alterar alguns
fundamentos da mecanica quantica, uma dessas ideias é da existéncia de um comprimento
minimo observdvel. Neste tabalho, nés faremos uma revisdo das principais modificagdes

causadas na mecanica quantica devido a existéncia de um comprimento minimo.

Palavras-chave: Mecanica Quantica, Comprimento Minimo, Principio da Incerteza Genera-
lizado (GUP), Equacdo de Schrodinger.
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Abstract

Quantum theory has shown to be well succeded since its birth at the beginning of
the last century. But new ideas that emerged in the physics scenario can change some
of quantum mechanics fundamentals, one of these ideas is the existence of a minimun
measurable length. In this work we will review the main changes in quantum mechanics

arising from the existence of this minimum length.

Keywords: Quantum mechanics , Minimum Length, Generalized Uncertainty Principle
(GUP), Schrodinger’s Equation.
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Capitulo 1

Introducao

No inicio do século XX a fisica sofreu uma grande mudanca de paradigma com o
nascimento da Teoria Quéntica. J4 em seu inicio, a teoria conseguiu grandes sucessos, como
a lei de Planck para a radiagdao de corpo negro [1]. E, com o passar dos anos, a teoria foi se
mostrando cada vez mais bem sucedida.

Hoje, a mecanica quantica ja possui uma base sélida e tornou possivel um grande
avango para o entendimento da fisica da natureza e para a tecnologia. Duas pegas muito
importantes para a base da Mecanica Quantica sdo o Principio de Incerteza de Heisenberg [2]
e a Equacdo de Schrodinger [3]. Tanto o Principio de Incerteza, quanto a Equacdo de
Schrodinger foram providenciais para o entendimento de como a matéria se comporta a
nivel atdbmico e molecular. Entretanto, atualmente (quase 100 anos depois) a fisica tem
avancado grandemente e novas ideias tém surgido. Algumas dessas novas ideias podem
trazer atualizacdes interessantes para as bases da Mecanica Quantica. Uma ideia que tem
sido bastante abordada por pesquisadores na atualidade é a ideia da existéncia de um
comprimento minimo, o tépico principal de nosso trabalho.

As ideias de existéncia de um comprimento minimo ndo sdo tdo novas quanto apa-
rentam. J4 no fim da década de 20 se especulava acerca do assunto através de ideias sobre
a capacidade de divisibilidade do espago. Entretanto, apenas com o advento da Teoria
Quantica de Campos a ideia comegou a tomar forma.

Com o advento da Teoria Quéntica de Campos foi possivel mesclar, ou unir, a Mecanica
Quantica e a Teoria da Relatividade Especial. Entretanto, ainda nado foi possivel unir a
Mecanica Quantica, e até mesmo a Teoria Quéntica de Campos, com a Teoria da Relatividade
Geral. E é nesse contexto que surge a ideia de um comprimento minimo.

O conceito de comprimento minimo surge como uma possivel solugdo para um pro-
blema que foi detectado pela primeira vez por Matvei Bronstein, o problema da quantizagao
da gravidade [4]. Atualmente, j4 existem algumas teorias que abordam a ideia da gravitagado
quantica, em especial a Gravitagdo Quantica de Laco (Loop Quantum Gravity), que aponta
para a existéncia de uma resolu¢gdo méxima (ou de um comprimento minimo) no espago

como uma possivel saida para o problema da renormalizagdo [5].
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Mas surge uma pergunta: quais seriam os efeitos observados devido a existéncia
desse comprimento minimo? Mais ainda, quais as consequéncias dessa existéncia para os
fundamentos e ferramentas da Mecanica Quantica?

Na literatura conhecida, raramente se encontra uma resposta bem detalhada para estas
ultimas questdes. A maioria dos autores que atacam os problemas da mecéanica quantica
para um cendrio de comprimento minimo ndo se preocupa em descrever, em detalhes, as
nuances da teoria. Muitas vezes nos deparamos com conceitos e calculos que ndo sdo bem
explicados, o que dificulta o entendimento da ideia do comprimento minimo.

Sendo assim, nosso objetivo neste trabalho serd descrever, de forma mais detalhada,
a mecanica quantica num cendrio de comprimento minimo. Para isso vamos analisar a
construcdo da teoria da mecanica quanticalevando em conta a existéncia de um comprimento
minimo, ou seja, estudaremos como se alteram as relagdes de comutacgio e as representacdes
(em especial, referentes aos operadores posi¢ao e momento e as representagdes no espago de
posic¢do e no espaco dos moementos). Entretanto, é importante ressaltar que nosso objetivo
ndo serd comprovar a existéncia do comprimento minimo. Assumiremos como verdade a
existéncia de um comprimento minimo e teremos como objetivo principal analisar quais as
consequéncias da insercdo deste na teoria concernente & Mecanica Quantica.

Neste estudo, buscamos tornar o leitor mais familiarizado & mecanica quantica num
cendrio de comprimento minimo. Para isso, faremos uma breve revisdo da mecénica quantica
como a conhecemos, além de analisar a solugdo de alguns casos conhecidos de aplicagdo da
equagdo de Schrodinger. Posteriormente, reconstruiremos a mecanica quéntica levando em
conta o comprimento minimo. Estudaremos as relagdes de comutagado, representagdes nos
espacos de posicdo e momento, além de descrever as limitagdes da representa¢do no espago
de posigdo e como contornar esse problema. Por fim, analisaremos a solugdo da equagédo de
Schrodinger para os mesmos casos tratados para a mecanica quantica usual com o objetivo
de comparar os resultados obtidos, além de tornar o leitor ainda mais familiarizado com o

formalismo relacionado ao comprimento minimo. Para tal seguiremos a seguinte sequéncia:

e Capitulo 2 - Mecanica Quantica Ordindria - Neste capitulo revisaremos os conceitos
da Mecanica Quantica como a conhecemos e repassaremos as estruturas bésicas da
teoria. Estudaremos os postulados da mecanica quéntica, a definigdo de observével,
o principio da incerteza de Heisenberg, as representagdes nos espagos de posicdo e

momento e, por fim, a equacdo de Schrodinger.

e Capitulo 3 - Mecanica Quantica Ordindria: Aplicagdes da Equagdo de Schrodinger -
Neste capitulo analisaremos alguns exemplos de solugdo da equagdo de Schrodinger
que serdo usados como base para compararmos resultados obtidos com comprimento
minimo. Mais especificamente, estudaremos o potencial degrau, o potencial barreira e
o pogo quadrado infinito.

e Capitulo 4 - Mecanica Quantica em um Cendrio de Comprimento Minimo - No terceiro

capitulo deste trabalho veremos as mudangas na mecanica quéntica devido a existéncia
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de um comprimento minimo. Reconstruiremos alguns conceitos fundamentais, entre
eles o principio da incerteza (que serd o meio de introduzirmos a ideia de comprimento
minimo na teoria), as representagdes e, por fim, introduziremos a representacdo que
é util para contornar os problemas gerados na representacdo de posicdo devido a

presenca do comprimento minimo, a representagdo de quaseposigéo.

e Capitulo 5 - Mecanica Quantica em um Cendrio de Comprimento Minimo: Aplicagdes
da Equagdo de Schrodinger - Neste capitulo abordaremos algumas visdes ja existentes
acerca dos problemas resolvidos no capitulo 3, porém com comprimento minimo. Uma
vez realizadas as solugdes dos trés potenciais ja citados, faremos as devidas andlises e

comparagdes em relagdo aos resultados obtidos no Capitulo 3.

e Capitulo 6 - Conclusdo - Um breve resumo das andlises e a subsequente conclusao

atingida apo6s os diversos passos apresentados nos capitulos anteriores.



Capitulo 2

Mecanica Quantica Ordinaria

2.1 Introdugao

A hipétese quantica de Planck foi proposta no inicio do século XX como possivel
solucdo para o problema da radiagdo de corpo negro [1]. Planck supds que a energia
emitida (ou absorvida) por um sistema ndo era continua, mas sim discreta. Essa ideia foi
posteriormente usada por Albert Einstein para explicar um fenémeno que hoje conhecemos
como efeito fotoelétrico [6].

Com esses primeiros sucessos da teoria surgiram outros pesquisadores interessados
em estudar mais a fundo as consequéncias e desdobramentos dessa teoria. Alguns nomes
conhecidos que se aventuraram nesses estudos sdo: Heisenberg, Schrodinger, Pauli e Dirac.

Hoje, a teoria que tem por base os estudos realizados pelos pesquisadores citados e
de outros é conhecida como Mecanica Quantica e seu foco encontra-se no entendimento e
na descrigdo de fénomenos de escala molecular, atbmica ou subatdmica (uma vez que nédo é
possivel observar efeitos quanticos em escalas superiores).

Neste capitulo faremos uma breve revisao de alguns conceitos fundamentais da Meca-

1

nica Quantica Ordindria" iniciando por seus postulados e, posteriormente, revendo conceitos

e expressOes matematicas importantes.

2.2 Postulados da Mecanica Quantica

Para conhecermos bem uma teoria fisica ndo basta entender apenas a descri¢do ma-
tematica desta, devemos buscar entender os conceitos que a fundamentam e dao origem a
toda a contrucdo matemadtica. Isso vale também para a Mecdnica Quantica Ordindria. A
fundamentagdo da mecanica quantica encontra-se, além da hipétese de Planck, nos seguintes

postulados:

IChamaremos de Mecanica Quéntica Ordindria a descrigdo em oposigdo aquela com a introdugdo do com-
primento minimo.
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e Em um certo instante de tempo fixado ¢y, o 0 estado fisico de um sistema é definido

por se especificar um ket [i) pertencente ao espago de estados & 1;

e Toda quantidade fisica mensurével .7 é descrita por um operador atuando em &; Este
operador é denominado um observivel;

e Odtnicoresultado possivel da medida de uma quantidade fisica <7 é um dos autovalores
do observavel correspondente ;

e Quando uma quantidade fisica «# é medida em um sistema no estado normalizado [),
a probabilidade #(a,) de se obter o autovalor ndo degenerado a, do correspondente
observavel é: H(a,) = [{u,l) [> onde |u,) é o autovetor normalizado associado ao
autovalor a,,; 2

e Se a medida de uma quantidade fisica .2/ em um sistema no estado |) resulta em a,, o
Pl

Vi)’

estado do sistema imediatamente ap6s a medida é a projegdo normalizada®,

de [¢) dentro do autosubespago associado a a,;

e A evolugdo temporal do vetor de estado |(t)) é governada pela equagio de Schrodinger:

B 1(0) = ), @)

onde H é o observavel associado a energia total do sistema.

Tendo como base estes postulados comecaremos nossa revisdo de alguns topicos im-
portantes da Mecanica Quantica Ordindria.

2.3 Observaveis e Rela¢oes de Comutagao

Na Mecéanica Quantica as grandezas fisicas (mensurdveis) sdo descritas por operadores
autoadjuntos, os quais geralmente sdo repreentados por matrizes quadradas. Considerando

dois operadores A e B, a relagio de comutagio entre A e B é definida como

[A,B] := AB - BA. (2.2)

Dessa defini¢do de comutadores podemos classificar pares de observaveis como ob-
servdveis compativeis ou observdveis imcompativeis. Dizemos que dois observaveis A e B sao
compativeis se seu comutador é nulo. Caso contrério, estes sdo imcompativeis.

Se considerarmos, por exemplo, os operadores de posi¢do, £, e de momento, p temos
a seguinte relacdo de comutacao [8]:

Este espaco ¢ um espaco de Hilbert e também pode ser denotado por J#.

ZEsta definigdo é valida para espectros discretos e ndo degenerados. Para os outros casos veja [7].

30 operador P, é chamado de operador de projegdo e é definido como P, := Y% [u})(u|, onde g, é a
degenerescéncia de a,,.
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[£,p] = ih. (2.3)

Sendo assim, os operadores de posi¢do e momento sdo observaveis incompativeis.

2.4 Representa¢des nos Espacos de Posicio e Momento

Na Mecénica Quéntica, a funcao de onda contém todas as informacgdes sobre o sistema e
é a partir dela que calculamos os valores esperados de grandezas fisicas, tais como momento
e posicdo. Entretanto, para que possamos usar a fun¢do de onda devemos saber, antes de
mais nada, em que representacdo esta se encontral.

Para os propositos deste trabalho relembraremos apenas como funcionam as represen-
tagdes de fung¢des de onda no espago dos momentos e no espago de posi¢do. Os operadores
posi¢do e momento estdo relacionados com seus autoestados tais que

Xlx) = x|x), (2.4)
plpy=plp). (2.5)

Mas, [x) e [p) ndo pertencem ao espago de Hilbert, pois ndo sdo normalizaveis. Se
(x|x") é a amplitude de probabilidade da particula localizada em x ser encontrada em x’
entdo (x|x’) = 0 se x # x’. Mas o que se espera , pela interpretagdo de probabilidade, é
f_ J;:O | {(x|x") [*dx = 1 0 que é contraditorio, jd que o integrando é nulo. O que leva a expressdo
(x|¢) a ndo fazer sentido.

Para resolver essa questdo fazemos uma aproximagao tal que os autovetores dos ope-
radores X e p sejam descritos por sequéncias de estados fisicos com incertezas da posigdo e
do momento tendendo a zero. Para o operador £ os autovetores |x) podem ser considerados
uma sequéncia de estados |p£¥) para os quais o valor esperado do operador £ é x de forma
que sua incerteza tende a zero. Logo, podemos definir a fung¢do de onda no espago da posigao
de uma particula como

Y = lim (G 19), (26)

de maneira que primeiro projetamos a fun¢do de onda |¢’) sobre os autoestados e, posteri-
ormente, tomamos o limite. Assim, contornamos o problema por definir uma sequéncia de
estados aproximadamente localizados em x e tomarmos o limite em que essa aproximagao
é cada vez mais precisa. E, nesse limite, os estados qbfx sdo ortonormais. Sendo assim,
ao utilizarmos essa aproximagdo podemos usar os autoestados dos operadores posicdo e

momento como bases para a representa¢do das fun¢des de onda.

'N4o nos aprofundaremos nos detalhes e nuances algébricas da teoria quantica para o caso ordindrio.
Entretanto, se o leitor desejar uma boa referéncia sobre as representagdes de fungdes de onda sugerimos [7]
ou [8]
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Considerando que [x) e |[p) sdo autoestados, respectivamente, dos operadores posicao

e momento (ou seja, X |x) = x|x) e p|p) = plp)), temos que

P(x) = (xlp), (2.7)

ou,

Y(p) = ply). (2.8)

A atuacdo dos operadores posicdo (£) e momento (p) sobre os vetores de estado |¢)
definira em qual representagdo a fun¢do de onda se encontra. Para o caso da representagao

no espago de posi¢do (Eq. (2.7)) temos

2ap(x) = (IR = x (x[Y) = x1(x) (2.9)

pap(x) = (xlpl) = —ihidy (x|p) = —ildxp(x). (2.10)

Entretanto, para o caso de usarmos a representacdo no espago dos momentos (Eq.
(2.8)), temos

p-y(p) = plply) = ppl) = py(p) (2.11)

2(p) = (PIRIY) = ihdy (pl) = iHdph(p). (2.12)

Note que a fun¢do de onda representa os coeficientes (coordenadas) do vetor de estado
|¢) projetado (expandido) na base do espago de representagao.

Vamos tentar obter uma expressao para (x|p). Para isso, vamos relacionar as repre-
sentagdes de momento e posigdo para um certo vetor de estado [¢) usando a relagdo de
completeza, f Ip) (pldp = 1, de foma que

W) = ) = f dp Ip) (P 1) = f dp (xIp) (7). (2.13)

De outra forma, podemos escrever

() = (i) = (ol ( f 1) (xl ) ) = f dx (pl) Y (). (2.14)

AsEgs. (2.13) e (2.14) mostram que as representac¢des da funcdo de onda nos espagos de
momento e posi¢cdo devem ser vistas como transformadas de Fourier, que para uma fung¢ao
f(x) qualquer sdo dadas, na mecanica quantica por

ipx

dpe't g (2.15)

\/_

Dessa forma, temos, para as rela¢des nas Eqs.(2.13) e (2.14),
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1

ipx
(xlp) = e, (2.16)
s 27th
€,
1 i
(plxy = e . (2.17)

V27h

Mais adiante, veremos que esta tltima representagdo (no espago dos momentos) serd
fundamental para trabalharmos com a Mecanica Quantica num cendrio de comprimento
minimo.

2.5 Relag¢des de Incerteza e o Principio de Incerteza de Heisenberg
Usando a desigualdade de Schwarz e os fatos de que os valores esperados para opera-
dores hermitianos e anti-hermitianos sdo, respectivamente, reais puros e imagindrios puros
podemos mostrar que, para dois observaveis A e B
1, 4+ A
AA.AB > El ([A,B]) ], (2.18)

AA = (A - (A))2). (2.19)

Para os operadores posigdo e momento a Eq. (2.18) conduz a relacdo matemética que

onde:

representa o Principio de Incerteza de Heisenberg para a posigdo e momento:

AxAp > g (2.20)

Fisicamente, o Principio de Incerteza descreve a impossibilidade de se medir, simul-
taneamente, posicdo e momento com precisdo infinita. A Fig. (2.1) ilustra essa situagdo. As
incertezas de posi¢do e momento estdo associadas uma a outra. Se uma é extremamante

baixa (tende a zero) a outra é extremamente alta (tende ao infinito).

Figura 2.1.

Relagao de Incerteza da Mecénica Quéantica Ordinaria
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2.6 Dinamica Quantica - A Equacdo de Schrodinger

Como vimos na se¢do 2.2, a equacdo de Schrodinger, Eq. (2.1), é a equagado que descreve
a evolugdo temporal de um sistema quantico.

Consistente com os postulados de de Broglie e de Einstein (A = % ev = %, respec-
tivamente) [9], a equacdo de Schrodinger foi formulada no fim de 1925 e publicada em
1926 [3].

Na mecénica cldssica, a equagdo de movimento de um sistema é fornecida pela Se-
gunda Lei de Newton, F = md, utilizada para prever matematicamente como o sistema se
comportard a qualquer momento, dadas as condig¢des iniciais. Na mecanica quantica, o
analogo da lei de Newton é a equagdo de Schrodinger para o sistema quéntico (geralmente

atomos, moléculas e particulas subatdmicas, sejam elas livres, ligadas ou localizadas).

2.6.1 A Equacdo de Schrodinger Dependente e Independente do Tempo

Usando que H := ih% e que, para uma particula de massa m sujeita a um potencial

V(T%,) 1), H = % + V(% t), a equagdo de Schrodinger fica

7 o e _in? 221
[ = 57"+ VED]lp(e) = in 1) (2.21)

Na representagdo do espaco de posigdo a equacdo de Schrodinger dependente do
tempo fica, entdo, dada por

(7, 1)
ot

| i (2.22)

~ 5V V@D = i

Considerando que o potencial é independente do tempo e que [(g(t)) = e lpe) sdo
os autoestados do operador a (energia), ou seja, A [Ye(t)) = E[YE(t)), temos a equagdo de
Schrodinger independente do tempo,

h2
| = 572+ V@oe® = Epe(. (2.23)
m
No caso unidimensional, a equagdo de Schrodinger independente do tempo fica
n? d?
- 2de

A Eq. (2.23) possui vdrias aplicagdes, sendo algumas discutidas no préximo capitulo.

+ V@) |pe() = Epr(). (2.24)

E, assim como na forma dependente do tempo, o potencial é a chave para a solugdo da
equagao.

E importante ressaltar porém que existem condigdes para que a fungio de onda seja
fisicamente plausivel. A funcdo de onda deve ser finita em todos os pontos e deve ter um
valor tinico e, para que a fungdo de onda seja normalizavel, ela deve zerar quando x for para

o infinito. Em geral sua derivada primeira pode ser continua.
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2.6.2 Densidade de Corrente de Probabilidade

O significado fisico da fun¢do de onda é de natureza estatistica de modo que podemos
obter que a probabilidade de se encontrar uma particula numa certa regido é dada pelo

quadrado da norma da funcado de onda, ou seja,

f |W(x, H)2dx = 1. (2.25)

E, a partir da defini¢do da norma e da equagao de Schrodinger independente do tempo,
podemos obter a densidade de corrente de probabilidade, ;.

A densidade de corrente de probabilidade representa a taxa com que a probabilidade
"flui"através da coordenada x. E, para obter a densidade de corrente de probabilidade,

primeiramente, derivamos o quadrado da norma da fun¢do de onda com relagdo ao tempo

ov* (x f)

ANV(x, > I[W*(x, )W (x, 1] oW (x, t)
o ot ot

Agora usando o equivalente unidimensional da Eq. (2.22) e sua conjugada complexa

= W(x,t) +W(x, t) (2.26)
temos que

IV(x, 1) 1 PW(xb)

ih " om o + Vix, hW(x,t), e (2.27)
SOV (x, ) R PPW(x,t) .
—lhT = —%T + V(X, t)\P (x, t) (228)

Substituindo as Egs. (2.27) e (2.28) na Eq. (2.26), e usando a regra da cadeia para
simplificar alguns termos obtemos que

AV(x, > i 9 OV (x, 1) oW (x,t)
S = —|W(x X, 1) = W, ) | (2.29)
Definindo a densidade de corrente de probabilidade como
ifi IV (x, t oV (x, t
i, t) = [\y( H—" ( ) _ g (x, 1) ( )] (2.30)
obtemos a equagdo da contlnuldade, dada por
I (x, 1) L oit) (231)

ot Jx

2.7 Conclusao

Neste capitulo abordamos resumidamente alguns tépicos de Mecanica Quéntica que
serdo fundamentais para esse trabalho, em especial o Principio de Incerteza de Heisenberg na
se¢do 2.5 e a introdugdo da Equagdo de Schrodinger. No préximo capitulo veremos algumas

aplica¢des importantes da Equacdo de Schrodinger. AplicagOes estas que revisitaremos no
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capitulo 5 considerando a existéncia de um comprimento minimo e, consequentemente, uma

incerteza minima para a posigao.



Capitulo 3

Mecanica Quantica Ordinaria:
Aplicacoes da Equacao de Schrodinger

3.1 Introdugao

No capitulo anterior apresentamos a equagdo de Schrodinger e os fundamentos da
Mecanica Quantica Ordindria. Agora, neste capitulo, analisaremos as solugdes de alguns
exemplos de aplicagdes para a Equagdo de Schrodinger: potencial degrau, potencial barreira

e 0 pogo quadrado infinito.

3.2 Potencial Degrau

O potencial degrau é representado matematicamente como

0 parax<0
Vix) =
Vo parax>0.

Graficamente, o potencial degrau é mostrado na Fig. 3.1.

12
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-
L

Figura 3.1.

Representacdo do Potencial Degrau.

Antes de iniciarmos a resolugdo deste problema é conveniente analisarmos as condi-
¢des que devem ser impostas sobre a fun¢do de onda (solugdo).

Para o potencial degrau, dividiremos a solugdo em duas partes: ¢;(x), para a regiao I
(x < 0) e pri(x), para a regido II (x>0).

Como ja dissemos, |¢(x)|* representa a amplitude de probabilidade, entdo ¢(x) deve
ser finita em todos os pontos, (x — +oo) = finita, e, também, continua, ¢;(0) = ¢@11(0).

Para determinarmos a condigado de continuidade ou ndo da derivada primeira de ¢(x),

vamos considerar a equagdo de Schrodinger calculada nos pontos x =0* ex =07,

n2 d?p(07) . .
“om a2 T Vop(0™) = Ep(0™) (3.1)
€,
1 Z¢(07) -
No limite x = 0, temos
dz(p[[(0+) dz(p[(o_) —2m
- = V . .
dx? dx? h? 0p(0) 3.3)
A Eq. (3.3) mostra que a derivada segunda de ¢(x), em x = 0, d;ﬁgo), deve ser desconti-
nua.

Agora, integrando a equagdo de Schrodinger,

€ 72
_% _ed;;(zx)dx+£V(x)(p(x)dx:Ef:(p(x)dx, (3.4)

que, pode ser escrita,

€ 0
_m” i(%)dm I Op@dr+ f: Vop()dx = E ﬁ P(x)dx. (3.5)

2m J_. dx
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No limite € — 0, devido a continuidade de ¢(x), temos
dpi(0)  deou(0)
dx dx

O que mostra a continuidade da derivada primeira de ¢(x).

(3.6)

3.2.1 Caso 1 - Energia da Particula Menor que o Potencial

A situagdo que analisaremos se encontra representada na Fig. 3.2, a seguir.

v

r. Y

v

Figura 3.2.

Representacdo do Potencial Degrau para o caso E < V).

Na regido I o potencial é nulo, logo a solugdo da equagdo de Schrodinger é a mesma

que para uma particula livre, ou seja,

p1(x) = Aef* + Be7ki* x <0, (3.7)
onde
2mE
k[ = T (38)

Para a regido II a equagdo de Schrodinger toma a forma

” d>pr(x)

“om a2 T (Vo — E)pn(x) = 0. 3.9)
Reescrevendo a Eq. (3.9) obtemos
d*@i(x)
Zl)xZ — kgpu(x) =0, (3.10)

onde:

—*'2m(VO_E)‘ (3.11)

k =
I 5
A solugdo da Eq. (3.10) tem a forma
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pr(x) = Cér* + De™ 1% x > 0. (3.12)

Levando em conta que a fungdo de onda deve ser finita, fazemos C = 0 e, portanto,

@n(x) = De™M1%, x > 0. (3.13)

Como citado anteriormente, devemos ter ¢;(0) = @;7(0). Assim,

A+B=D. (3.14)

Além disso, da Eq. (3.6), temos

iki(A — B) = —kyD. (3.15)

Das Egs. (3.14) e (3.15) podemos obter:

_ ki + ikg .

B_(M_%M, (3.16)
—2ik;

D=—""_A 3.17
(ot — k) (317

Assim, as solugdes @i(x) e @ri(x) ficam

; ki +ikry ,
(PI(X) = Aelklx - (ﬁ)Ae fhix (318)
e, '
_ —21 1 —ka
Pr(x) = G =ik ikI)Ae . (3.19)

Podemos interpretar os termos dessas solu¢des como termos incidente, refletido e

transmitido, sendo eles:

Pinc(x) = Ae™; (3.20)
ki + ik; —ikyx
= - ; 21
Prep(0) = =( g, JAe (3.21)
— _ZZkI —knx
(Ptrans(x) - —(kH _ ik[)Ae . (322)

Usando a defini¢do de corrente de probabilidade mostrada no capitulo 2, podemos
obter a corrente de probabilidade incidente, ji, e a corrente de probabilidade refletida, jy.f,

como sendo!:

1 Ainda é possivel obter que jians = 0.
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fiki|AJ?
Jinc = Irln | ; (3.23)
. fik;| AJ?
g = 2 DAF, (324)

Assim, podemos calcular o coeficiente de reflexdo, R, como sendo
|jref
R=2L 21
| ]incl

Como R = 1 teremos reflexdo total da onda de probabilidade incidente sobre o degrau

(3.25)

de potencial.
Podemos ainda obter a densidade de probabilidade para as regides I e II. Usando que

pi(x) = lpr(x)* e pr(x) = lpn(x)|* temos

ki — ikiy o
_ 2 11 I\ 2ikpx
pi(x) = |A] [2—2Re[(—kn+ikl)e ] (3.26)
© 2412
4K2|A|
pr(x) = P I+ 3 g~ 2kix (3.27)

O grafico da densidade de probabilidade é mostrado a seguir, na Fig. 3.3.
P -

I/\\ ff/\‘ / K
/ \/_f \/ \

Figura 3.3.

Densidade de Probablidade de particula quantica incidindo sobre degrau de potencial com
E < V.

Note que, na regido II (x > 0), a probabilidade de encontrarmos a particula é ndo-
nula. Isto seria impossivel pela Mecanica Cléssica, pois, nessa regido temos E < Vj. Por
esse motivo essa regido é dita classicamente proibida. E possivel ver na Fig. 3.3, que a
probabilidade de encontrarmos a particula em x > 0 decai exponencialmente a medida que

nos afastamos da origem. Esse fendmeno é chamado de penetracdo de barreira.

3.2.2 Caso 2 - Energia da Particula Maior que o Potencial

Agora analisaremos o caso E > V. Uma representacdo gréfica da situagdo encontra-se

na Fig. 3.4, a seguir.
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Va

Figura 3.4.

Representacdo Potencial Degrau e da Energia da particula quantica - Caso E > V)

Na regido I, a solugdo terd a mesma forma da solugdo para esta regido no caso E < V),

ou seja,
@1(x) = Ae™™ + Be™M* x < 0, (3.28)
onde
2mE
ki = h’" . (3.29)

Ja para a regido II, a equagdo de Schrodinger pode ser escrita como

d>r(x)

el kpu(x) =0,x > 0, (3.30)
onde
ki = w. (3.31)
A solucdo para a Eq. (3.30) tem a forma
@n(x) = Ce*r* 4 De=H1¥ x > 0, (3.32)

Entretanto, como nao existe onda refletida na regido II, fazemos D = 0. Assim, temos

e (x) = Cekr~, (3.33)

Impondo novamente as condi¢des de continuidade jé citadas no caso 1, obtemos

A+B=C (3.34)
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e
ki(A — B) = kyC. (3.35)
Resolvendo o sistema composto pelas Egs. (3.34) e (3.35) temos:
(ki =k,
B= ( — )A; (3.36)
2k;
= . 3.37
(ki + k1) (3.37)
Reescrevendo as solugdes temos
Qi(x) = Aer + (’L"”)Ae—ikﬂ (3.38)
k[ + kH
¢ 2%
— 1 ika
(p[[(x) —(kH n k[)Ae . (3.39)

De forma andloga ao caso 1, podemos obter as correntes de probabilidade incidente e
refletida. Mas, para este caso, também podemos obter a corrente de probabilidade transmi-

tida. Assim, temos:

, hki|Al?
Jine = 1711 | ; (3.40)
hk[ k[ - kH 2
et = = (e e ) 1A (3.41)
afiky k2| AP

itrans = ——————. 42
Jtrans ks + k11)2 (3.42)

Usando que os coeficientes de transmissdo, T, e de reflexdo, R, sdo definidos como

N V2m(E-Vy)
7

T = Ul o g = Vel o também quek; = ¥ ek =

|jinc| |jinc|
(1 \/ EO )2

, podemos obter:

R=— Y F°. (3.43)
(1+ 41— %y
4 _ Y
y R (3.44)

(1+ 1- %2y

Note também que, como esperado, R + T = 1.
E importante observar que o fato de particulas serem refletidas, mesmo com E >
Vo, que classicamente seriam transmitidas, é mais uma manifestacdo das propriedades

ondulatérias das particulas quanticas.
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3.3 Potencial Barreira

Trataremos o caso de uma particula quantica de massa m que incide sobre uma barreira,

definida pelo seguinte perfil de energia potencial:

0 parax<O0
V(x) ={Vy para0<x<a.

0 parax>a

Como se trata de uma barreira, Vo > 0. O caso que analisaremos esta representado
graficamente na Fig. 3.5.

Va
E=V,
vﬂ
E<V,
0 a X i
Figura 3.5.

Representacdo do potencial barreira e das energias da particula para E > Vope E < Vj

Uma vez que V(x) é finito, a andlise realizada no problema anterior também se aplica
aqui em cada um dos pontos de descontinuidade do potencial. Entado, temos que ¢(x —
= fini do(x) " - -
+00) = finita e que —;~ deve ser continuaemx =0ex =a.
Nas regides I (x < 0) e III (x > a) a solugdo da equagdo de Schrodinger é a mesma que

para a particula livre, ou seja,

@1(x) = Ae™ + Be™™, x < 0, (3.45)

e
em(x) = Ce**, x > a, (3.46)
ondek = ‘zhmE , e de forma andloga ao que fizemos para o potencial degrau, desconsideramos

uma onda incidente vindo da direita para a esquerda na regido x > a e, portanto, teremos
D =0.

A partir de agora, como no problema anterior, consideraremos os casos E < Vj e
E> V().
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3.3.1 Caso 1 - Energia da Particula Menor que o Potencial

Nesse caso, para a regido 0 < x < a, temos que o potencial V(x) = Vj. Assim, a solugao
da equagdo de Schrodinger fica

er(x) = Ff*+Ge ¥ 0<x<a, (3.47)

’ —VZm(Vg—E)
onde k' = —

Combinando as Eqgs. (3.45), (3.46) e (3.47) e usando as condigdes de continuidade
de ¢(x) e de sua derivada podemos relacionar as constantes das solu¢des. Para x = 0,

encontramos que

A+B=F+G (3.48)
€,
ik(A — B) = k'(F - G). (3.49)
Para x = a, temos que
Ce'® = Fek'® 4+ Ge™*' (3.50)
e
ikCe*® = K(FeF*Ge™ ). (3.51)

Manipulando as Egs. (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) é possivel escrever os coeficientes de

reflexdo e de transminssdo como sendo, respectivamente:

4k2k/2 1
R=1 ; 3.52
'+ ) (3:52)

K2 + k'?)*senh?(k’a)1-1
T=[1+ ( 4;(2 o ( )] . (3.53)

A densidade de probablidade p(x) = |@(x)|* est4 representada na Fig. 3.6, a seguir.
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o
W —

a X

Figura 3.6.
Densidade de probabilidade para o caso0 < E < V)

O fato de o coeficiente de transmissdo ter um valor diferente de zero demonstra
que uma particula pode atravessar uma barreira de potencial que seria completamente
intransponivel se prevalecesse o ponto de vista da Mecanica Cldssica. Esse fenomeno é

chamado de tunelamento, ou efeito tanel.

3.3.2 Caso 2 - Energia da Particula Maior que o Potencial

Para este segundo caso a solucdo da equacdo de Schrodinger na regido 0 <x <a é

@(x) = Fe¥* + Ge™™*,0 < x < a, (3.54)
,  \2m(E-Vy)
onde k' = TO

De maneira anédloga a que fizemos no caso 1, podemos obter os coeficientes de reflexdo

e transmissdo como sendo:

4k2k/2 1
R=[1 ; :
2+ W +k’2)zsen2(k’a)] / (3:95)
B (k% + k'*)?sen® (kK a) -1
T=[1+ el B (3.56)

O gréfico da densidade de probabilidade para o caso em questdo é mostrado a seguir

na Fig. 3.7.
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F 3

MWW AAA

Figura 3.7.
Densidade de probabilidade para o caso E > V)

3.4 Poco Quadrado Infinito
Para o caso de um poco quadrado infinito temos um potencial tal que

o parax <0
V(x)=30 para0<x<a
o0 paraXx > d.

O pogo quadrado infinito encontra-se representado na Fig. 3.8, a seguir

Vix)

Figura 3.8.

Representacdo do pogo quadrado infinito.

Dividimos o problema em trés regides: regido I (x < 0), regido II (0 < x < a) e regido Il
(x > a).

Nas regides I e III, fora do pogo, a probabilidade de se encontrar a particula é nula e,
portanto, ¢r(x) = @(x) = 0.

Na regido II o potencial é nulo e, dessa forma, podemos escrever a equagdo de Schro-

dinger na forma
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L)
T = Re(), (357
onde k = —‘zhmE

A solucdo para a Eq. (3.57) pode ser escrita como

@(x) = Acos(kx) + Bsen(kx). (3.58)

No caso do poco infinito a derivada primeira é descontinua, o que pode ser visto na
Eq. (3.4) ao se colocar o potencial indo para o infinito. Mas, a continuidade da funcéo de

onda é vélida e, portanto

9(0) = p(a) = 0. (3.59)

Usando que ¢(0) = 0, podemos concluir que B = 0 e a fun¢do de onda fica

@(x) = Asen(kx). (3.60)

E, para ¢(a) = 0, temos Asen(ka) = 0. Como ndo queremos A = 0 (solugdo trivial e ndo
normalizavel), temos sen(ka) = 0, que nos leva a concluir que ka = 0, +7, +27, £37, .... Mas,

ka = 0 também implicaria em ¢(x) = 0. Assim, tomamos

ky = -, (3.61)

onden=1,2,3, ...
Utilizando a defini¢do de k podemos obter os valores possiveis para E, representados

na Fig. 3.9. Sdo estes,

Pk nPri?

E = .
" 2m 2ma?

(3.62)
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Iy |
j Vix) i
| |
=3 E, = 9E,
n=2 E,=4E,
n=1 E,
X
0 a
Figura 3.9.

Energias no Poco quadrado infinito.
Por fim, normalizaremos ¢(x) para obter A, ou seja
f |APsen? (kx)dx = §|A|2 - 1.
0

Dessa forma, A = \/g e as solugdes dentro do pogo sdo

px) = \/gsen(%x).

3.5 Conclusao

24

(3.63)

(3.64)

Neste capitulo analisamos as solu¢des da equagdo de Schrodinger para alguns po-

tenciais especificos de acordo com a Mecanica Quantica Ordindria. A partir do préximo

capitulo, avaliaremos a Mecanica Quantica levando em conta a existéncia de um compri-

mento minimo. E, posteriormente, no Capitulo 5, retornaremos aos potenciais estudados

neste Capitulo 3 para resolver novamente a equagdo de Schrodinger para cada um deles,

porém agora, num cendrio com comprimento minimo.



Capitulo 4

Mecanica Quantica em um Cenario de
Comprimento Minimo

4.1 Introdugao

Neste capitulo iniciaremos o tratamento da Mecéanica Quantica considerando a exis-
téncia de um comprimento minimo. Devemos relembrar, entretanto, que neste trabalho
ndo buscaremos demonstrar a existéncia desse comprimento minimo. Assumimos essa pre-
missa como verdadeira, ou seja, consideramos que o comprimento minimo é uma realidade
e estudamos seus efeitos na teoria da Mecéanica Quéantica.

Um cendrio de comprimento minimo pode ser introduzido de trés formas diferentes
[10]:

e Um Principio da Incerteza Generalizado (Generalized Uncertainty Principle - GUP);
¢ Aideia de Relatividade Especial Deformada (Deformed Special Relativity - DSR);

e Uma Modificagdo nas Relag¢oes de Dispersao (Modified Dispersion Relations - MDR ).

Em nosso trabalho, partiremos da ideia de um Principio da Incerteza Generalizado
(GUP) e redefiniremos algumas relagdes da Mecanica Quantica fazendo as devidas alteragdes

para a presenga de uma incerteza minima na posicao.

4.2 Principio de Incerteza Generalizado

O conceito de um generalizagdo do Principio de incerteza consiste em modificar a
relacdo de incerteza de Heisenberg, Eq. (2.12) para momento e posi¢do, da mecanica quantica
ordindria de forma que, do lado direito da inequagdo, aparegam termos relacionados a
posi¢do e/ou a0 momento que limitem a incerteza na posigdo e/ou no momento. Uma das

maneiras de se fazer isso é através da relacao

25
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AxAp > 2[1 + a(Ax)* + B(Ap)* + 7). (4.1)

Mas, a Eq.(4.1) nos daria ndo apenas uma incerteza minima na posi¢do como também
uma limita¢do na incerteza do momento. Sendo assim, consideramos uma forma mais

simples que ndo gere limitagdes referentes ao momento. Para isso utilizaremos a seguinte
relacdo

AxAp > Z[l + B(Ap)* + 1. (4.2)

A Eq. (4.2) acima nos da exatamente o que queremos, uma relagdo de incerteza que
gera uma limitacdo na incerteza da posicao, um valor minimo que Ax pode atingir. Os termos
B e y sdo positivos e independentes de Ax, mas podem depender de (%) e (p)!. Graficamente
podemos representar esta relacado conforme mostra a Fig. 4.1.

Figura 4.1.

Relagao de Incerteza Generalizada

Ao observar o grafico anterior, mostrado na Fig. 4.1, é facil notar que existe, agora um
valor minimo para a incerteza da posi¢cdo Ax. Podemos calcular esse valor minimo para a

incerteza na posicdo por, primeiramente, isolar Ax na eq. (4.2) e obter

i
Ax > @[1 + B(Ap)* + 1. (4.3)

Reorganizando temos que

h(l+y)  np(Ap)
X = 2Ap + >

(4.4)
Tomando a situagdo limitrofe (igualdade) podemos escrever Ax como funcdo de Ap

H+y) | BRAp)
2Ap 2

!Mais adiante, na demonstragdo da relagdo de incerteza a partir da relacdo de comutacdo entre £ e p
definiremos essa relacéo.

Ax = f(Ap) =

(4.5)
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Para garantir o valor minimo fazemos y = 0. Assim,

ho hpAp)

Ax = f(Ap) = E + > (4.6)

Derivando em relagdo a Ap e igualando a 0,

df(Ap)
dAp

— h
I LS 4.7)
2Apy, 2

APM

1

Dessa forma, encontramos o valor de Ap que minimiza" a incerteza na posigdo como

sendo

Apy = [1; (48)

Portanto, o valor minimo de Ax, ou o Axg, é

Axo = 1i+/B (4.9)

Outra maneira de se obter o valor de Axy é tomar a igualdade na Eq. (4.2) e, ap6s
reorganizé-la, resolver a equagdo como uma equagao de segundo grau em Ap [5].

Mas, como era de se esperar, a existéncia desse Axp e a modificagdo na relacdo de
incerteza faz com que outras relagdes também se alterem. Analisaremos agora algumas
destas alteracoes.

4.2.1 Relacao de Comutagao

Como a relagdo de incerteza geral para dois observaveis depende do comutador entre
eles, se modificamos a relacdo de incerteza entre posi¢do e momento, seu comutador também
se alterard. Aqui tomaremos uma nova relacdo de comutagdo entre posi¢do e momento e
mostraremos que ela leva a relacdo de incerteza desejada. Consideremos que a relagdo de
comutagdo tem a seguinte a forma:

[£,p] = ih(1 + Bp?). (4.10)

Para mostrar que a relacdo de comutagdo acima gera o principio da incerteza na forma
desejada usaremos a relacdo

AAAB > %| (A, B]y|. (4.11)

Para os operadores posi¢do e momento temos que

AxAp > %| (ih(1 + Bp*)) |- (4.12)

1Ao tomarmos a derivada segunda para o ponto obtido, notamos que esta é positiva, logo o ponto é um
ponto de minimo.
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Mas o valor médio da expressado a direita na Eq. (4.12) se reduz ao valor esperado de

p, e este é positivo. Assim podemos aplicar o médulo e obter

AxAp > %ih(l + B (P%)). (4.13)

Usando que (p%) = (Ap)? + (p)?, a inequacio se torna

AxAp > %ih(l + B(AP)* + B(P)?). (4.14)

O termo B (p)? é o termo y da Eq. (4.2). Assim, mostramos que partindo da relacdo de

comutagdo (4.10) obtemos a Eq. (4.2):

4.3 Representacao no Espaco de Hilbert

Na Mecanica Quantica Ordindria £ e p sdo operadores cujos autovetores podem ser
usados para representar fun¢des de onda, como mostram as Eqs. (2.4) e (2.5). E, nessas
equagdes, |x) e |[p) sdo autoestados do operador posicdo e momento, respectivamente. Este
estado |x) representa uma particula que esta exatamente localizada no ponto x, ou seja, ndo
h& nenhuma incerteza associada a sua posicdo ( a incerteza Ax é nula) e o mesmo vale para
os estados |p) relativos ao operador momento.

Rigorosamente falando, esses autoestados da posi¢do e do momento nédo representam
estados fisicos pois ndo sdo normalizaveis e ndo se encontram no espaco de Hilbert. Porém,
como os operadores posicdo e momento sdo autoadjuntos e seus autoestados podem ser

aproximados com precisdo arbitraria por sequéncias de estados fisicos (|{,)) de forma que

}1_)12) Axw,n) =0 (415)
€,
3}1_}1’1")10 pr,n) =0. (416)

Entretanto, devemos nos lembrar que agora estamos trabalhando com uma incerteza
minima na posicdo, o que impossibilita criar uma representacdo com significado fisico base-
ada nos estados |x), uma vez que estes levariam a uma incerteza nula na posicao.

Devido as limitagdes com relagdo a posi¢do a nés impostas pela existéncia de um com-

primento minimo, usaremos a representa¢do da fun¢do de onda no espago dos momentos.

4.3.1 Representa¢do no Espaco dos Momentos

Como vimos anteriormente, a inser¢do de um comprimento minimo na teoria gera
uma limita¢do quanto a representagdo da funcado de onda, pois implica no fato de nao haver
nenhum estado fisico que seja autoestado do operador posigdo, ja que um autoestado teria
incerteza nula, o que nao é possivel para o operador posi¢do segundo nossa hipétese incial.

Sendo assim, representaremos os vetores de estado apenas no espago dos momentos. Entre-
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tanto, como veremos, os estados de maxima localizagéo sdo estados fisicamente aceitdveis e
poderemos usé-los para definir uma representagdo de quaseposicao [5].

Para a representacdo no espago dos momentos temos que (p) = (pl}), a atuagdo dos
operadores posi¢cdo e momento sobre os vetores de estado sdo dadas por

p-y(p) = plpl) = pi(p), (4.17)

€,

() = PIEIY) = in(1 + ) "b(p ) (4.18)

Os operadores posigdo e momento atuam como operadores no dominio Se, das fungdes
que decaem mais rdpido que qualquer poténcia. E, nesse dominio, ambos sdo simétricos, ou

seja,

(WP P) = Y1 @ 1)) (4.19)

{(W12) 1) = Yl (Z19)), (4.20)

com o produto interno assim definido:

W= [ v oo @21

Como a atuagdo de p retorna apenas p sua simetria é facilmente vista. E a simetria de

% é demonstrada a seguir:

+00 d
(i) = o) = [ wrin + g0, 42
Reorganizando temos
+00 d
() = (o) = [ i 0,0, (429
Usando que
(D) = PIpy7) + ¥ (Iph)- (4.24)

Substituindo a Eq. (4.22) na Eq. (4.23), obtemos

+00

WIRI) = (WI(ED)) = f (L + BP0 (O0) — Sy, (4.25)

e 14 /32

+00

d T d
i) = @io) = | S inepRou)- [ im0, (120
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Note que a primeira integral da Eq. (4.26) se anula, pois no infinito as fun¢do de onda

se anulam (por defini¢do). Assim,

+00

)
i) = iy = [ [ ~i(L+ Bp)p(y ) | (427)

A integral da Eq. (4.27) pode ser reescrita como

+00

00152

Assim, mostramos a simetria do operador posicao.

(YI2lP) = (YI(ElP)) = I [in(1 + Bp*)Op)]" = (PIR)ID) - (4.28)

Podemos, ainda, determinar a relagdo de completeza para autoestados do operador

momento de

+oo g +oo g +00
wor= [ mvone = [ i ameie =l [T me |
e, portanto,
teo dp
| st (429

O produto interno entre autoestados do operador momento pode ser obtido de

+oo g +00 +00
o) =6 = ' | T P ) = | W) = [ dpdte =)o)

oo1+,6’2 oo

e, dessa forma,

(plp’y = 1+ Bp*)o(p = p')- (4.30)

Agora que analisamos o comportamento da representacdo no espago dos momentos e

a acao do operador momento, vamos partir para uma analise funcional do operador posigao.

4.3.2 Analise Funcional do Operador Posicao

Baseado no que vimos sobre a atuagdo do operador posi¢do no espago dos momentos,

podemos obter a seguinte equagao de autovalores para o operador £:

(pIRIYLY = plAIYLY,
in(1 + Bp*)dppa(p) = Aa(p). (4.31)
Reescrevendo a Eq. (4.31) temos

dg[l/\ - Adp
va (L)

Resolvendo, obtemos os autovetores formais do operador posigdo como

(4.32)
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—iA
Yalp) =c exp[—arc tan(p \/B) . (4.33)
v
Como estes sdo normalizédveis, temos que
+ 00 dP T
1= cc*f =cct—. (4.34)
o 1+ Bp? VB

E, por fim, obtemos

Ya(p) = gexp[_—marc tan(p \/E)] (4.35)

P

Entretanto, vale lembrar que, devido a relagdo de incerteza estabelecida anteriormente,
estes autovetores formais ndo sdo estados fisicos.
Antes de prosseguirmos, calcularemos o produto interno entre estados formais de

posigdo [¢,). Temos que

B -1 -4
Wrlpry = f [ arc tan(p ,8)]. (4.36)
1+ ﬁp B \/B \/_
Para resolver esta integral usamos a substituicdo u = 1:\\@}{ A are tan(p 4/B) 0 que nos
_ -1(A=A) _dp . ) s o . ~
levaadu = T T e, por fim, ap6s a aplicacdo dos limites de integracdo, obtemos
2% \/E Y
’ = 4 7
Wrlpa) = . e (271\/_ ) (4.37)

Note, a partir da Eq. (4.37), que os autoestados formais ndo sdo mais naturalmente

ortogonais.

4.4 Recuperacao da Informacao da Posicao e Representacao

Espaco de Quaseposicao

Como vimos, a presenga de uma incerteza minima na posi¢do conduz a um problema
quanto ao estudo acerca dos autovetores do operador posicdo. Uma vez que a matriz de
elementos referente ao operador posi¢do ndo tem mais significado fisico, ndo podemos mais
usar a interpretacgdo fisica usual para falar de posi¢do. Contudo, as informagdes sobre a
posigdo continuam acessiveis e para que possamos recuperar essas informagdes partiremos

de um estudo envolvendo os estados de méxima localizacao.

4.4.1 Estados de Maxima Localizagao

Calcularemos explicitamente os estados |¢£AL> de méxima localizagdo em torno de uma

posicdo x. Estes estados tém as seguintes propriedades:
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WY gpMEy = x, (4.38)

€
(AX)W'QAL) = Axp (4.39)

Agora, de posse desses estados, vamos refazer a deducdo da relacdo de incerteza. Para
cada estado na representacdo da algebra de Heisenberg, podemos deduzir, da positividade

da norma,
Iz - (2) + ;[(A’”)]ﬁ MY = 0; (4.40)
que
WIE = @) - (2[(A )]2) - )1y > 0. (4.41)
A Eq. (4.41) implica que
e GADY
WIE =) Y) - 2P W@ - PN 1Y) = 0. (4.42)
Logo,
» (GRADY .
(Ax)” — 20p)? (Ap)” =0, (4.43)
e, portanto, o
AxAp |<[x2P]>| (4.44)

Assim, fica claro que o estado [i) obedecera a relacdo mostrada na equagdo anterior
(Eq. (4.44)). Ou seja, no limite da regido fisica permitida, o estado |¢’) obedece a relagdo
([%.pD

L=+ 50

@ —PNI) = (4.45)

Representando a Eq. (4.45) no espago dos momentos obtemos a seguinte equagao
diferencial

+ B(Ap)? + B ()

in(1 + pp*)d, — (%) + ih 2007

(e <P>)]1P(P) =0. (4.46)

Resolvendo a Eq. (4.46) temos

LB 2 £y [1+BAp)? + B{pY*1(p)
L
Yip P PN yp 2(Ap) VB

Como vimos anteriormente, os estados com incerteza minima na posigao (ou os estados

)arc tan(p \/E)] (4.47)
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de méxima localiza¢do) que estamos buscando s6 podem ser obtidos fazendo (p) = 0 (vale a

pena lembrar que este valor esperado do momento é representado pelo fator y no principio

% para

que o valor da incerteza da posi¢do seja o minimo possivel (Axp = 7 \/E) a Eq. (4.47) conduz

de incerteza generalizado - Eq. (4.2)). Considerando que (p) = 0 e escolhendo Ap =

a fun¢do de onda de maxima localizagdo no espago dos momentos,

ML(p) = N(1+ p >—iexp( <x>”;ta}(p f)), (4.48)
onde,
_ LT dp a2 T
1=NN j:oo —(1+ﬁp2)2 =N 2\/5. (4.49)

Assim, o fator de normalizagdo N pode ser escrito como

N = ﬁ# (4.50)

Mas antes de escrevermos a forma final dos estados de méxima localizagdao, devemos
lembrar das premissas estabelecidas nas Eqgs. (4.40) e (4.41). Assim, escrevemos os estados

de maxima localizagdo como

) =N = 2P gy e - xa“;ay? f)) @51)

Esses estados generalizam as ondas planas no espago dos momentos ou as fung¢des
delta de Dirac no espago das posigdes, que descreveriam a méxima localiza¢gdo na mecanica
quantica ordindria. E, ao contrario dos autoestados do operador posi¢do, que carecem de
significado fisico, esses estados de méaxima localizagdo sdo estados fisicos verdadeiros e de
energia finita, visto que

L e [ rml -5 @.52)
Y 2m T T Jw (1+pp222m  2mp '
Entretanto, deve-se observar que, devido a imprecisdo do espago, os estados de méxima
localiza¢do ndo sdo mutuamente ortogonais,

MLy MLy _ 2\/E +oo [(x =x")arctan(p \/E)
Wl = = Lo a+ " ( Y ) @
iy _ 2VB (12 dP 1 (x—xT)

34-1
1

ML, ML X—x x—x
Wy Py = 71[271\/_ (ZH\/E)] sen(ZE\/Bn). (4.55)
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ML | ML\
</¢1)(’ |57

)

xx'

Figura 4.2.
Gréfico de (l,lzxMLllpoL) sobre x — x” em unidades de \/B = Axp

Os polos do primeiro fator na Eq. (4.55) sdo cancelados pelos zeros da fungao seno.
E, como podemos ver na Fig. 4.2, para o comprimento do pico principal note que a curva
produz a superposi¢do dos dois estados de maxima localizagdo, cada um com um desvio

padrao de Axg.

4.4.2 Transformacado para Fun¢des de Onda de Quase-Posi¢ao

Na mecénica quantica ordindria, costuma-se expandir os estados [i) na base dos
autoestados da posicdo |x). No entanto, ndo possuimos mais autoestados do operador
posigdo. Entretanto, podemos, ainda, projetar um estado arbitrério |¢’) sobre um estado de
maxima localizagdo [ML) para obtermos a amplitude de probabilidade de encontrarmos a
particula em torno da posigdo x. Assim, a denominada fun¢do de onda de quaseposigdo é

dada por

PP (x) == Wy Y) . (4.56)

No limite § — 0 (auséncia de efeitos devido a existéncia de uma incerteza minima da
posigdo) reobtemos a fungdo de onda para a posigdo ordindria: P(x) = (x|).
Podemos escrever a tranformagdo de uma funcdo de onda na representacdo dos mo-

mentos para a fun¢do de onda na representagdo de quaseposigdo da seguinte maneira:

Y = ) = i f Ip) ¢ply) = f — 52<¢XML|p><p|¢> (4.57)

1ﬁ2
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_ 2\/3 +oo dp ix arctan(p \/B)
PP(x) = \/TIOO a +ﬁp2)3/zexp[ h\//_s ]¢qp(p)' (4.58)

Esta transformacgédo é uma generalizagdo de uma transformada de Fourier e é invertivel.

assim,

Dessa forma, ainda podemos escrever a transformacado da fungdo de onda na representagdo

de quaseposigdo para a fungdo de onda na representacdo dos momentos como

1 f+ —ix arctan(p \/B)
Ti /8T \/B B h\B
A fungado de onda de quaseposicdo de um autoestado do momento ;(p) = 6(p — ), de

~2 . . arctan( \/fp)
2m’ continua sendo uma onda plana ek comk = T/:/E

Y(p) = dx(1 + ﬁpz)l/zexp[ ]41(x). (4.59)

energia E = . Entdo, a relacdo de

dispersdao modificada para seu comprimento fica

AE) = 27l \/E

arc tan( /2mEp) '

(4.60)

visto que, por definigdo, k = 4.

O valor para o comprimento de onda minimo é simplesmente obtido tomando o
limite da tangente tendendo ao infinito, que ocorre para um argumento igual a 7. Assim,
simplesmente substituir o denominador da Eq. (4.60) pelo seu limite (7) resultaria em

Amin, = Ao = 4l +JB. (4.61)

E, em constraste com a mecénica quantida ordindria, temos

E(A) = tan (ZNH \/—)Zm‘B (4.62)

4.4.3 Representacao de Quaseposicao

Nesta subse¢do descreveremos a representacdo de quaseposi¢do segundo a dlgebra de
Heisenberg. Usando as Eqs. (4.21) e (4.59) podemos escrever o produto escalar dos estados
em termos das fun¢des de onda de quaseposi¢do como

(W) = (8rh*[p)™ f+0<> f+oof dpdxdx’ exp[z(x x )arctarlj;z\/_) Y ()P (x"). (4.63)

Podemos ainda avaliar a operacdo dos operadores posi¢cdo e momento nas fungdes de

onda na representagao de quaseposigdo. Atuando o operador momento temos

(—ih (ax)

WMLy =
\/_

— (v (4.64)
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e, atuando o operador posigdo temos

WYMRI) = [x + ﬁT PP (). (4.65)

E importante relembrar e pontuar neste momento que ndo estamos lidando aqui com

tan(—if \/E(?x)
p

0 mesmo espago de estados fisicos da mecanica quantica ordindria e que, apenas quando
fazemos f — 0 retornamos ao espago de posigdo ordindrio. Deve-se ter em mente que exis-
tem algumas limitagdes quando se usa a quaseposicdo. Por exemplo, s6 é possivel trabalhar
com fungdes de onda com comprimentos de onda associados maiores que o comprimento de
onda minimo (Ap) e que somente com essa condigdo satisfeita é possivel definir o operador
momento. Mas, também é importante destacar a importancia da representagdo de quasepo-
sigdo: esta representacdo possibilita termos um significado fisico, ou seja, uma interpretacao
fisica direta.

4.5 Outra Representacao para os Operadores Posicio e Momento

Neste trabalho, descrevemos e utilizamos em nossas andlises a representagdo dos ope-
radores posi¢do e momento propostas por A. Kempf, G. Magnano e R.B. Mann [5]. Contudo,
no espacgo de quaseposicdo a expressdo para o operador posi¢do envolve derivadas de x no
argumento de uma tangente (veja Eq. (4.65)), o que pode levar a problemas muito comple-
x0s, tais como, potenciais que conduzem a uma equagdo de Schrodinger com derivadas de
altas ordens.

A fim de se contornar este problema, P. Pedram propds a seguinte representa¢do para

os operadores posigdo e momento! [12]

=2, (4.66)
¢ 1
— tan(+/Bpo), (4.67)

p= Nz
onde %, e P, sdo os operadores posi¢do e momento da mecanica quantica ordindria que

satisfazem a rela¢do de comutagdo candnica

[0, Po] = ihi. (4.68)

E facil ver que os operadores £ e p, como representados em (4.66) e (4.67), satisfazem a

relacdo de comutagdo modificada

[%, 9] = ih(1 + Bp?), (4.69)

a qual conduz ao principiio de incerteza generalizado (GUP).

1Como podemos verificar em [11], A. Kempf ja havia notado isso.
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Os operadores £ e p continuam sendo simétricos, ou seja,

(W12) 1P) = (Yl (X]P)) (4.70)

IP)Ip) = PL(PlP)), (4.71)

porém, com respeito ao produto interno

i) = f Vg (o). 472)

A simetria de p é 6bvia e a simetria de £ pode ser vista através da integragdo!

T
[ apwrifingJowr = [ w52 o, @73)
2\/5 2\/5
A propriedade de simetria dos operadores posicdo e momento garante que todos os
valores esperados sejam reais.
De forma anéloga a que utilizamos durante o tratamento da representacio K.M.M.,

podemos escrever as rela¢des de ortogonalidade e completeza como

¥'lpy=06(p—p"), (4.74)

f oy ol = 1. (4.75)

Considerando u, = {plx), podemos escrever a seguinte equacgdo de autovalores

Rux(p) = xux(p), (4.76)

w(p) = ‘fexp(_;fx) 4.77)

Usando a relacdo de completeza (4.75) podemos obter ainda a fungdo de onda no

b = \/ﬁ [ eF v (@.78)
=

Agora, analisaremos como ficam os estados de méxima localiza¢do nesta representagdo.

que tem como solucao

espaco de posicdo como

Inicialmente, temos, como na representacdo K.M.M.,

'Note que (plly) = inZ52,
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WY gpMEy = x, (4.79)

€,
Axjyyity = Ay, = T14[B. (4.80)

E, estes estados maximamente localizados também satisfazem

Y N
[x -+ 20p) (p- <p>)] ) = 0. (4.81)
No espago dos momentos, a Eq. (4.81) fica
9 1+ BAp?+ B (tan(\Bp) ~
[zh% — (&) +in ) ( 7 —(p) )]IP(P) =0, (4.82)

que tem como solugdo

1+ B(Ap)? + B(pY ) )p . (1 + B(Ap)? + B(p) )ln[cos( N[2)

Y(p) = N.exp[(_ % @)+ 20 20p)? 5 ] (4.83)

Usando o valor critico de Ap (Eq. (4.8)), que gera a incerteza minima na posicéo e gera

(p) = 0, podemos escrever a fungdo de onda de maxima localizagdo como

QDQAL(p) = N.cos( \/Ep)e$. (4.84)

. . - 2 .
Ap6s a normalizac¢do, encontramos N = \/ # Assim,

2 —ipx
ML () = \/T\/Bcos( VBp)e ™. (4.85)

Esses estados de maxima localizagdo ndo sdo ortogonais,

sen ﬂ(x_x/)]
MLy, MLy _ /2\/:3 ’ Vi 2 Sy 853213 [ZH\/E
Wy Yy ) = ( T) f—ﬁ dpcos (\/Bp)e = ( — )(x G

(4.86)

Agora, para encontrar a fungdo de onda na representacdo de quaseposigao,

2 ZL —ipx
0 = i) = L [ apeost B F i) = (487)
2+/B

= YP(x) = %w}(x NN )

ou seja, a superposigdo das fungdes de onda para x + 71 \/E ex—"h \/ﬁ
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Por fim, vejamos como se altera a equagdo de Schrodinger. Temos

W™

2m

)
L voe)] ) = E (ML), (4.88)

que se torna, nesta representagao,

[tanZ(ih VBZ)

W + V(x)]wp(x) = EyP(x). (4.89)

Podemos usar a aproximacgao p = p}(l + ﬁ%%) para obtermos a equacado de Schrodinger

até a ordem §,

K2 d2yIr Ht d4r
B %1’57(@ " l;_mile(X) + VPP (x) = EYP (). (4.90)

4.6 Conclusiao

Neste capitulo abordamos as modificagdes geradas na mecénica quantica (especial-
mente na dlgebra de Heisenberg) devido a existéncia de um comprimento minimo, ou de
uma incerteza minima na posicdo. As descri¢des que fizemos acerca das representacdes nos
espacos dos momentos e de quaseposigdo serdo agora muito tteis para a andlise dos potenci-
ais aplicados a equacdo de Schrodinger. Mas vale a pena ressaltar que nossa descrigdo neste
capitulo foi baseada, principalmente nas representagdes propostas por Achim Kempf [5].
Existem outras representagdes, como por exemplo a de Pouria Pedram [12] também citada
neste capitulo (que utilizaremos na resolu¢do da equagdo de Schrodinger no Capitulo 5),
que também podem ser muito tteis na andlise de alguns problemas associados a mecanica
quantica num cendrio de comprimento minimo.

No préximo capitulo resolveremos a equagdo de Schrédinger para alguns potenciais,
porém tendo como base o que foi discutido neste capitulo 4.



Capitulo 5

Mecanica Quantica num Cenario de
Comprimento Minimo: Aplicacdes da
Equacao de Schrodinger

5.1 Introducao

Agora que ja conhecemos as principais altera¢des que a existéncia de um comprimento
minimo causa na mecanica quantica ordindria, estamos aptos a abordar alguns dos proble-
mas mais estudados na mecanica quantica considerando a existéncia de um comprimento
minimo: o potencial degrau, a barreira de potencial e o potencial de pogo infinito.

Como é bem conhecido, tais potenciais cujos valores sofrem saltos em determinados
pontos sdo idealiza¢des de potenciais que, embora suaves, tém seus valores variando abrup-
tamente em regides muito, muito pequenas do espago. Entdo, parece-nos bem razoavel supor
que tais saltos ocorram nas "posi¢des’que sdo dadas pelos valores médios do operador po-
si¢do nos estados de méxima localizagdo. Consequentemente, um salto que, classicamente,
ocorre na posigao x;, consideraremos que, quanticamente, ocorre em (gb%Lly%llp%L)

E claro que, em um cenério de comprimento minimo, o estudo destes potenciais é
conveniente ser realizado no espago de quaseposigao. Portanto, em esséncia, o estudo destes
potenciais consiste em encontrar as solu¢des da equagdo de Schrodinger escrita no espago
de quaseposicdo, com os operadores posi¢do e momentona representacdo da segao 4.5, isto
¢

WY IRRY) = x¢P(x) (.1)

tan(—if \/ng) e
VB

A equagdo de Schrodinger independente do tempo, até ordem f3, no espago de quase-

WM ply)y = (x). (5.2)

posicdo com os operadores na representacdo anterior fica

40
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—12 2P (x)  pr* dPT(x)
2m  dx2 3m dxt

Analogamente a mecanica quantica ordindria, é possivel através da equacdo de Schro-

+ V()P (x) = EYP(x). (5.3)

dinger dependente do tempo obter a corrente de probabilidade [13]. Da mesma forma que
foi feito na se¢do 2.6.2, se multiplicarmos a equagao de Schodinger pelo conjugado complexo
de % (x), ou seja, Y*(x), e multiplicarmos a conjugagdo complexa da equagdo de Schrodin-
ger por Y (x) podemos obter, ap6s algumas manipulagdes com as derivadas, a corrente de

probabilidade j.
A equagdo de Schrodinger dependente do tempo, agora, tem a forma
M2 2w (x, 1) PAt AW (x, 1) AW (x, 1)
_ ’ = ’ qp = jf—
o T2 + 3 T + V(x)WP(x, t) =ik FTEERE (5.4)
Apos as manipulacdes citadas anteriormente, obtemos
J = Jora + gt Jpe (5.5)
onde
. il IV (x, t) IVP(x,t)
= — | P - T\ - 7
ford = - [\If (6, h o = W (x5, (5.6)
) iph’ . PWP(x,t) PWIP(x, t)
o = ‘7[‘1”’” (6, )T = W, ) (5.7)
e
PRIV (x, 1) PWH(x, 1) IV (x, 1) PWP(x, ) 5:8)
Je2 = "7 ox 0x2 ox oxz | ’

5.2 Potencial Degrau

Como ja vimos, o potencial degrau é descrito pela fungao

0 parax<O0
Vix) =
Vo parax>0.

Entdo, precisamos resolver a equacdo de Schrodinger! para as duas regides, x < 0 e
x> 0:

12 i) it dty ()

2m  dx? 3m ddt E¢i(@),x <0 (5-9)
=2 Pyu(x)  pit dHu(x)
o a2 T 3m aad T Vown(x) = Epy(x),x > 0. (5.10)

LA partir deste ponto, por simplicidade, usaremos ¥%(x) como (x), ou seja, abandonaremos o indice gp
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A existéncia de um comprimento minimo modifica, ndo s6 a equacdo de Schrodinger,
mas também as condicdes de contorno. Uma vez que [(x)]> representa a amplitude de
probabilidade da particula estar maximamente localizada em torno de x, a fun¢do de onda
Y(x) deve ser, ainda, continua em todos os pontos. Entado, no limite x = 0, ¢;(0) = ¢11(0).

Agora, vamos calcular a equagdo de Schrodinger para os pontos x = 0~ e x = 0%e tomar
o limite x =0,

__7/_12 dZI,DH(O) ~ d2¢1(0)] N ﬂ_}#[d4¢11(0) _ d4¢1(0) _ VOI;[}H(O)' (5.11)

2m | dx? dx? 3m| dxt dxt

Para que ¢17(0) possa assumir valores diferentes de zero, a derivada quarta de ¢ (x)

deve ser descontinua, isto é,

Hep0)  d4(0
5;14( ) ;P;i ), (5.12)

dHy(x)

dx*
impor que as derivadas primeira, segunda e terceira sejam continuas em x = 0.

Para que seja bem definida e tenha uma descontinuidade finita em x = 0, devemos

Como fizemos no Capitulo 3, estudaremos os dois casos: E < Vg e E > V.

521 Casol-E <V,

Neste caso, a equacdo de Schrodinger fica

dzqol _ Zﬁhz d4(p[

— 3 +k3pr=0,x<0 (5.13)
€ 2 2 g4
dpn 20" d p
d;PZ - i di — Ky =0,x<0 (5.14)
onde
V2mE
ko = h’” (5.15)
e
2m(Voy— E
ky = % (5.16)
As solugdes das equagdes acima sdo
1(x) = A1™ + Bie™®* 4 C15% + Dye ke (5.17)
Qi(x) = Apd®™ + Boe ™™ + Cp's™ + Dae ™%, (5.18)
onde

k= ko(l - —kg), (5.19)
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3

/ 3 &
kg := _2[5712 (1 + ﬁ—s ké)
,_ |3 pr?
K= @(1 - ?k%)‘

hZ
K= k1(1 + —kf),
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(5.20)

(5.21)

(5.22)

Uma vez que @i(x — —o0) e @ji(x — o0) devem ser finitas, temos que D1 = Ay = C, = 0.

dPei(0) _ d"ep(0)
dx® T dxm)

Agora, das condiges de contorno
sistema composto pelas seguintes equagdes

A1+B1+Cy =B+ D,

Zk(A1 - B1) + kﬁC1 = —k’Bz - k%Dz

—kz(Al + Bl) + kéCl = k’sz + k’ﬁzDz

—ik3(A; - By) - kgc1 = —k°B, — k'ﬁ3D2,

cuja solugdo até () é

B, - (ko — iky )A _ 2iplPkoka (ko — ik1)

ko + ikl 3(k0 + ikl)
2k0 Zﬁhzko [Zk(z) — lk1 (ko + Zk])]
By = 1+ . ’
ko + kl 3(k0 + lk])

2B1%ky (ko — ik

C, = B 0(30 i 1)A1,

2812ko (ko — iky)
h = —ffh.

,paran = 0,1,2 e 3, obtemos o

(5.23)
(5.24)
(5.25)
(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

Os resultados acima, mostram que B; e B, sdo de ﬁ(ﬁo) e C; e Dy de (). Entao, no

limite g = 0, os resultados da mecanica quantica ordindria sdo recuperados.

Por fim, o coeficiente de reflexdao

como esperévamos .

5.2.2 Caso2-E>V,

Neste caso, a equagdo de Schrodinger fica

(5.31)
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Poi(x)  2p1* dei(x)

7 3 kSpi(x) =0,x <0 (5.32)
€ 2 2 g4
d°u(x)  2ph” d"pr(x)
- /33 o+ () = 0,x> 0, (5.33)
onde
V2mE
ko := hm (5.34)
e
2m(E -V,
ky = # (5.35)
As solugdes das equagdes anteriores sdo
@1(x) = A1e™ + Bre™® 4 C1e4* + Dye " (5.36)
(p[](x) = Azek”x + Bze_k”x + Cgek”ﬁx + Dze_k”ﬁx, (5.37)
onde
hZ
k= k0(1 - Tkg), (5.38)
hZ
k" = k2(1 — %k%) (5.39)
/ 3 n?
e

i P

Uma vez que Uma vez que @j(x — —o0) e @ri(x — o0) devem ser finitas, temos que
D; = C; = 0. Considerando gie ndo haja onda refletida na regido x > 0 devemos tomar
By =0.

o d(n) 0 d(”) 0
Das condigdes de contorno 910 _ d¢u(0)

,paran =0,1,2 e 3, obtemos o sistema de

dxm T dx)
equagoes
A1 +B1+Ci=A+ Dy (5.42)
ik(A1 — B1) + ksC1 = —k"Ar — k”gD> (5.43)
—k*(A1 + B1) + k3C1 = k2 A + kéZDz (5.44)
—ik3(A; - By) — kgc1 = —kPA, - kaz, (5.45)

cuja solugao até () é
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_ —k() + k2 ZﬁhszkZ(kO - kZ)
B ‘( ko + ko )Al T T Bkt k) Y (546)
2% 2Bk [2ko (2 — I2) + ka (k2 — 3K2)]
_ A AL 5.47
2= otk T 3(ko + ka2 ! (547)
2812k (ko — k
(= bk, (5.48)
2812k, (ko — k
= _w Ar (5.49)

Vemos que, como no caso anterior, os coeficientes By e A, sdo de 6"(50) eCieD;de
O(B). Também podemos observar que, no limite f = 0, os resultados da mecéanica quéntica
ordindria sdo recuperados.

Por fim, os coeficientes de reflexdo e trasmissdo até &'(f), respectivamente, sdo

2
— 4Bh%koko (ko — ko)?
R:( k0+k2) _ ﬁ 0 2( 0 2) (550)

ko + kz 3(k0 + k2)2 !
_ 4k% . 85h2k3 [ZkO(ké - k%) + k1 (k% - Bk%)]
(ko + ka)? 3(ko + k1)? '

(5.51)

5.3 Potencial Barreira

Vamos considerar nesta se¢do o problema de uma particula de massa m "incidindo"em
uma barreira de potencial V(x) dado por

0 parax<0
V(x)={Vy para0<x<a

0 parax>a.

Uma vez que a descontinuidade do potencial é finita em x = 0 e x = 4, nossa andlise
anterior sobre a continuidade da fun¢do de onda e de suas derivadas continua vélida.

Como no problema anterior, existem dois casos a serem estudados: E > Vo e E < V).

531 Casol-E<V,

Para este caso temos que
1(x) = A1 4 Bie ™ 4 Creft x < 0, (5.52)

() = Aze™ ¥ 4+ Boe ¥ + Co¥* + Doe 5,0 < x < (5.53)
%

@1(x) = Aze™ + D3e™, x > q, (5.54)
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Impondo a continuidade da funcdo de onda e de suas derivadas nos pontos x = 0 e

Foi0)  dop(0) _ d an ) -
=a, g{’,f ) — 5;{1( ) e %m) = (5;1,5(”), comn =0,1,2,3, obtemos o sistema de equagdes

A1 +B1+Cy=A + B>+ Cy + Dy, (5.55)

kA1 — ikBy + kyCy = k' Ay = K'By + kyCa — KiDs, (5.56)

~k*A1 = K*B1 + K;C1 = k*Az + KBy + kgc2 + k;}Dz, (5.57)

—ik’Aq + ik°By + kgc1 =k3A, — kB, + k';’Cz - k';’Dz, (5.58)

KAy + e KBy + Cy + e "Dy = M A5 + 6D, (5.59)

K" Ay —Ke ¥ By + k;e"'ﬂ“cz - kge_kl*”Dz = ike™ A5 — kge "D, (5.60)
k2K Ay + k2B, + k';e"%”cz + k’ﬁze_kl’*”Dz = —I%e™ A3 + I Ds, (5.61)
k3K A, — k3e ¥ B, + kf;e"%”cz - k'ﬁ?’e"‘é”lj2 = k%" A3 — e D3, (5.62)

A solugdo do sistema acima foi encontrada por meio do software Mathematica 11.0,
e o c6digo com os respectivos resultados gerados se encontram no apéndice A. Devido a
complexidade dos resultados, a anélise da solugdo requer um longo e enfadonho trabalho, o
qual estd além dos nossos objetivos.

5.3.2 Caso2-E>V,

Para este caso temos que

@1(x) = A1e™ + Bre™™ + 1%, x < 0, (5.63)
or(x) = Are® 4 Boe™ % 4 Crd B + Doe ' 0 < x < a (5.64)

e
@1(x) = Aze™ + D3e ™%, x > a, (5.65)

Impondo a continuidade da fun¢do de onda e de suas derivadas primeira, segunda e
terceira nos pontos x = 0 e x = 4, obtemos o sistema de equagdes
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A1 + Bl + C1 = Az + B2 + Cz + Dz, (566)
ikA, — kB + kﬁcl =ik"Ap —ik”"By + k"ﬁCz - k"ﬁDz, (567)
—K2A1 — K*By + k3Cq = —k?Ay — k?By + k7Co + k77D, (5.68)

B B B
—ik®A1 +ik°B1 + k3C1 = ik Ay + ik By + kg”cZ - kaz, (5.69)
e Ay + e By + & Cy + 6K D, = R A5 + e7F D5, (5.70)
ik”e""" Ay — ik”e™ "By + k" 1Cy — k”pe ¥ ¥ Dy = ike™ Az — kge D, (5.71)
—k?e* Ay — kr?e B, + kgzek"ﬁ”Cz + kg2e‘k”ﬁ”D2 = —k%* Az + kge—kﬁﬂDa, (5.72)
—ikPe* Ay + k2K B, + kgg’ek"ﬁ”Cz - kg?’e‘k"ﬁ”Dz = —ik3e* A5 — kge-kﬁaDg. (5.73)

A solugao do sistema anterior foi encontrada através do software Mathematica 11.0, e
o codigo utilizado, juntamente com as respectivas solu¢des, encontra-se no Apéndice B. Da
mesma forma que no caso anterior, devido a sua complexidade, nés ndo realizaremos uma

andlise da solugao.

5.4 Poc¢o Quadrado Infinito

Por fim, vamos considerar o potencial de um pogo quadrado infinito,

oo parax <0
V(x)=J0 para0<x<a
o0 parax > da.
Uma vez que nas regides x < 0 e x > a o potencial é infinito, a equa¢do Schrodinger
modificada impde que a fungdo de onda nessas regides deve ser nula, isto ¢, a densidade de

probabilidade de encontrarmos a particula nessas regides deve ser nula.
Integrando a equacdo de Schrodinger modificada temos

X1+€

V(x)p(x)dx = E f @(x)dx,
X1—€

574

onde x; = 0 oua. Agora, tomando o limite € = 0, fica claro que a derivada terceira de ¢(x), em

h X1+€

—jK2 4
S R R N R |

X1—€

x1, tem uma descontinuidade infinita. Essa descontinuidade nao finita da derivada terceira
de ¢(x) ndo permite considerarmos a derivada segunda de ¢(x) continua. Agora, sobre a
derivada primeira ndo temos informag¢des. Em uma primeira hipétese, vamos considerar

que a derivada primeira seja continua nos pontos x =0e x =g,

©(0) = p(a) =0
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) dp(0) _ dp()
dx — dx

A solucdo da equacdo de Schrodinger para o interior do pogo é dada por

0.

P(x) = A1e™ + Bie™™ + C1e%" + Dye %, (5.75)

Redefinindo as constantes como A; := B_Z’A, By = B+21A, Cy = % e D = € 4

solucdo pode ser convenientemente escrita como

¢(x) = Asen(kx) + Bcos(kx) + Csenh(kgx) + Dcosh(kgx). (5.76)

Das condi¢des de contorno obtemos o sistema de equagdes

B+D=0, (5.77)

kA + kgC =0, (5.78)

Asen(ka) + Bcos(ka) + Csenh(kga) + Dcosh(kga) = 0, (5.79)
kAcos(ka) — kBsen(ka) + kgCcosh(kga) — kgDsenh(kga) = 0. (5.80)

O sistema de equagdes acima somente admitira solugdo ndo-trivial se o determinante

0 1 0 1

k 0 kg 0
sen(ka)  cos(ka) senh(kga) cosh(kga)
kcos(ka) —ksen(ka) kgcosh(kga) —kgsenh(kga)

for nulo. Portanto,

k2 + k2

2cos(ka)cosh(kga) + ﬁsen(ka)senh(kﬁa) — cosh(2kga) = 1. (5.81)
kgk

A equacdo acima mostra que a energia somente pode assumir valores para os quais a
equagdo transcendental é satisfeita. Contudo, uma rapida avaliacdo do limite § — 0 mostra
também que kg — oo e que, portanto, no limite § — 0 a equagédo € inconsistente. Assim,
nossa hipétese da continuidade da derivada primeira ndo é adequada, pois conduz a uma
inconsisténcia. Mas a auséncia das duas equagdes de continuidade da derivada primeira
nos deixa com um sistema de duas equagdes para quatro incégnitas.

Esse problema tem sido contornado [14] considerando que, para x = 0, as solugdes
cos(kx) e cosh(kgx) devem ser descartadas e que, para x = 4, a solugao senh(kx) também deve
ser descartada. Assim, temos

@(x) = Asen(kx). (5.82)
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A condigdo de contorno ¢(x = a) = 0 nos permite determinar a energia como

n2k3
(ko - O)a =nn,n=12,3,.. (5.83)
Fazendo ko = " + Ap temos que

n3mh?

343

Entdo, kg = %(1 + ﬁ"3ﬂ3h2).

Assim, a energia é dada por

22h2 2 2h2n2
=L (1+ pr

E, = v ),n =1,2,3,.. (5.85)

2m

Note que, no limite § = 0 recuperamos o resultado da mecanica quéntica ordindria.

5.5 Conclusio

A anélise dos casos dos potenciais para a equagdo de Schrodinger em um cendrio de
comprimento minimo nos conduziu a resultados que mostram, como era esperado, que a
presenca de um comprimento minimo e, consequentemente, de uma incerteza minima na
posigdo gera diferencas nas solugdes e nos parametros obtidos ao final dos célculos.

Nos trés casos é possivel notar que houve altera¢des relacionadas ao comprimento
minimo. Entretanto, é interessante observar que em todos os casos, no limite f = 0, era

possivel retornar aos resultados da mecénica quantica ordindria.



Capitulo 6

Conclusao

Conforme mencionado na introdugdo deste trabalho, a inser¢do de uma incerteza
minima na posi¢do traz mudangas a teoria quantica. E, nosso objetivo era compreender
melhor essas mudangcas e os novos desdobramentos causados por essas mudangas. E, antes
de comegar essa andlise, fizemos uma breve revisdo da mecanica quantica ordindria.

Logo nos dois primeiros capitulos deste trabalho pudemos observar que, de fato, a
mecanica quantica ordindria é uma teoria muito bem sucedida e muito bem embasada. E,
conforme vimos no capitulo 3, através da equacdo de Schrodinger é possivel compreender
muito bem o comportamento de particulas quanticas em situagdes bem definidas. E além
das situagdes tratadas neste trabalho hd vérias outra possibilidades de uso para a equagao
de Schrodinger.

Ja no capitulo 4 foi possivel ver que, apesar de bem estabelecida, a mecanica quantica
ordindria pode evoluir e sofrer modificagdes para se adaptar as novas teorias, como a ideia
de um comprimento minimo. E, neste capitulo, vimos que a ideia de uma mecanica quantica
em um cendrio de comprimento minimo pode ser bem descrita sem grandes perdas devido
as limitagdes impostas pela existéncia de um comprimento minimo e, consequentemente,
de uma incerteza minima na posi¢do. Descrevemos, de uma forma que fique clara ao
leitor, o formalismo da mecanica quantica em um cendrio de comprimento minimo e suas
consequéncias.

Por fim, no capitulo 5, como uma forma de aplicar o que vimos no capitulo anterior,
observamos que a inser¢do de um comprimento minimo na mecanica quéntica gera alteragdes
relevantes na propria equagdo de Schrodinger e nos resultados obtidos a partir desta, quando
comparados com os resultados da mecanica quantica ordindria. Entre essas mudangas é
possivel destacar as alteragdes dependentes do comprimento minimo que aparecem nos
coeficientes de transmissao e reflexdo, e a mudanga na expressdo para os nieis de energia
para uma particula quantica para o caso do pogo quadrado infinito.

Mas, apesar dessas mudangas, a teoria se comporta bem quando fazemos o limite
p — 0, ou seja, retornamos a mecanica quantica ordindria. Mesmo com as alterag¢des, vimos

que a conservacao dos coeficientes de reflexdo e transmissdo se manteve. Além disso, a

50
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expressdo obtida para os niveis de energia no pogo quadrado infinito nitidamente retorna a
expressdo da mecanica quantica ordindria no limite g — 0.

Sendo assim, a mecanica quantica em um cendrio de comprimento minimo, apesar de
ainda estar em fase de construgdo, apresenta resultados ndo sé interessantes, mas também
compativeis com a mecanica quantica ordindria. E, neste trabalho, pudemos, assim como
desejado, estudar e compreender de forma mais clara os desdobramentos causados pela
existéncia de uma incerteza minima na posigdo. Entretanto, como foi dito no capitulo 5,
existem topicos e andlises de problemas mais avangadas relativas a solu¢do da equagédo de
Schrodinger modificada. Agora, de posse do "background'necessério, seria possivel, em

outra pesquisa, realizar essas andlises.
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Apéndice A

Apéndice A - Codigo Mathematica
relativo a Sec¢ao 5.3.1

No cédigo a seguir temos que:

Al =x
Bi=y
C =
Ay =w
By =
Cy=r
Dy =t
Az =0
D3 =s
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In[(1]):= Solve[{x+y+z==w+u+r+t, Ixk*X -Ixkxy+kgrz==ky*w-Kky*xu+Kpg *r-Kkg »t,

—kz*x—kz*y+k,32*z == klz*w+k12*u+k,312*r'+k,312*t,
SIxkCax+Ixkdxy+ kB3*Z== k13*w—k13*u+k,313*r'—k,;ls*t,
e awre™* s us et ap e pt == @K L v e g s,

ki * @*¥w-ky * @¥* e u + kg1 * eker*a 4 p - kg1 * eKe*d gt - Takxel* v kg * ekexd g5,

ki*a -ki*a

w+kiZxe
Ixkxa

ki’ xe * U+ k,312 * @ s 4 p oy k,312 %@ Km*A 4t -

-k*xe *v+kg2xe s xs,

ki e w-ki3 v e xus kg v wr kg dxe o wt =
STxkdx etk v - kﬁ3 * @ Ke*3 4 S},

X, y,z,w, u, r, t, v, 5}]
Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables
1
{{x»-—7""—w
4k (k+1kp)
2 (arke) (—dk+ky) (ky+kg) (k+kg) (kg+kg)

[2 (ik+k1) (k1-k/3) + (k_jkm) (—kfs +kB1) )

[ea Gaks) (_d ko kq) (ko +kg) (ki +Kpa) [—J‘lkk,3+]'1kk/31—k,3 kpa + K3y -

e2?%n (-ik+Kgi)? (Kg +Kg1)? .
(J'J.k+k,31) ('kB+k/31) ]]/ (k/31 ('nk+k31) (k,3+k/31)) +

(e@ke (k+iky) (-kpkpy (K3 (€% -2e2ke 4 @ (ar2ka)) k4 @ka (-1 4 @22ke) kpy) +
kél ((claak1 +2e¥km 4 @@ (k”Zk“)) k+1ie?k (—1+ezak'51) kBl) +
2e?k ks kg1 ((_1+e2ak,31) k+1 (1+ezak'“) kﬁl)) +
ky (K3 - k31) (ke (€% -2e?k + @@ (ar2k)) ki@ (-1 4+ @22%) kg ) +
ks (eak1 (—1+ezak’“) k+i (cxaak1 -2e%km 4 @ (k“z"“)) k/ﬂ)) +
ki(2e®kpkpy ((1+@®2) k+d (-1+e?2%) kpy) +
k3, (eak1 (—1+ezak/31) k+1 (c:-zak1 2@k 4 @@ (k”z"’“)) kBl) +
k3 (eak1 (—1+ezak’“) k+i (eakl +2ekn 4 @? (k“z"’“)) kp1)) )
(K (2 k3 ((-1+e?® ) K2+24 (1+e?* ) kkgy - (-1+e?2k) k) +
ik ((-1+e® ) K2 +24d (1+e?2%) kkgy - (-1+e?2%) k3,) +
2Kkg kgy (2 (1+@22%) k2 -2 (-1+e22%) kikgy -4 (1+e?2%) KkZ,)) +
kkskps (2ks ke ((-1+e*@%1) K2+ 24 (1+e®2* ) kkgy - (-1 +e?2k) k) +
k2, ((1+<1a2""k”1+2«=.a (k“km)) k?+24d (—1+ezak51) k kg1 -
(1+ @22k -2 (arkea) ) k2, ) 4 kF ((1+ @22 - 22 (arkon)) K2 4
2i (-1+e??%) kkgy - (1+e22ke 42 (arko) ) |2, -
ki (Kjy ((-1+@22%) k+d (1+e22%m-2e? (avke)) kpy) (k% +k3,) +
i k3 ((—1+ezak51) k?+24d (1+ezak/31) k kg1 - (—1+e23k51) kfﬂ) +
kpkpr (2 (1+@®?*) k*+34 (-1+e??) K kg +d (-1+@*21) k3y) +
k3 ((-1+e®2k ) K3 +d (3+3e22km +2e (arke) ) k2 kg -
3 (-1+e??*m) kkf; -d (1+e?2km -2 (arlon)) 13,)) +
ky (K3 ((-1+@*@*) k+d (14+@22km -2 (avke)) kg ) (K2 + kG, ) - k K3y
((1+@?2km _ 2@ (kavke) ) k2424 (-1 +@22%1) kkgy - (1+@22Km 4 2 7 (Kavker) )
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CKZ) + KKy (L4 @2k o267 Karken) ) I3y (343 @22k - 2 @@ thark) ) K2, 4
2i (-1+e?2%) k3,) + kg k3, (- (-1+e?@%2) k3 - i (3+3e?2km - 22 (arka))
k?kgy+3 (-1+e22%m) kk2; +d (1+e??km 422 (tavke)) k31)))) /
((k-1ki) kes (- k+kgs) (Rk+kp) (-kg+kp) (ks +Kkga)
(kpkps (K3 (& (1+ @22k -2 (arka) ) k= (14 @22%m) kg ) +
k3, (i (1+e22km 422 k) ) k- (~14+@22km) kpy) -
2 kg kg1 (—J'L (—1+ezak’“) k + (1+ezak'“) kBl)) +
ky (K3 - K31) (kpa (& (1+e@%1 -2 (avke)) ko (-1 4 @22k kpy) +
ke (i (-1+e?2%e) k- (1+e?@ke -2 (avke)) Ky ) ) 4
ki (2kgkps (-1 (1+@221) k+ (-1+@*21) kgy) +
k/%l (—J'l. (—1+ezak/“) k + (1+¢ezakﬁ1 -2ée° (k”k’”)) kBl) +

k3 (-2 (-1+e?@%) k+ (1+ @22k 42 (ake) ) kg ))) |,

y - - ((w (k+]'1k1) (—2k1 ks kg1 ((1+«-32""k1 + @23k _ g @2 (kitkp) +eza(k1+kﬁ1)) ks +
(1+e224) (-1+e?2km) key) (K2 -k2;) 213 (- (1+e221) (~1+e22kn) kg -
(1+e2ak1 +e2ak,31 _4ea (ki+kg1) +e2a(k1+k31)) k/31) (kﬁ _k/231) +

(—1+ezak1) ki ((—1+e23k51) k3 +2 (1+e23k51) kg kp1 + (—1+ezak’“) k,zﬂ) +
(-1+e27%) KB IE, ((-1+e?km) kB +2 (1+e22k) Ky kg + (-1 +224) kZ,) +
(-1+e22k) I3 ((-1+e22km) k& -2 (1+e22k1) k3 kg -
6 (-1+e?®*m) kZk%; -2 (1+e??%) kk3y + (-1+e??%) ki,))) /
(2k (k-1kg) (kskgs (kK ((1+@22%m-2e? tavke)) kvd (-1+e22%) kpy) +
k,231 ((1+cezakf31 +2e? (k“k’“)) k+1i (—1+ezak’31) kBl) +
2 kg kg1 ((—1+e2ak/“) k+i (1+ezak/’1) kﬁl)) +
ki (K -Kz1) (ke ((1+e®2*m-2e®tarko)) kud (~1+e®2k) k) +
kg ((-1+e®2k) k+d (1+e?2km -2 vk ) kg ) ) -
ki (2kpkps ((1+€*@*) k+d (-1+@@) kgy) +
k2 ((-1+e®? ) k+d (14?0 -2e? (arken)) kg) +
k2 ((~1+e2®k) kv (14 €22k 422 Gk ) kg1)))))

Z- - ((w (k+1'1.k1) ((—1+ezak1) ki (k,31 (1'1. (1+ezak’31) k - (—1+ezak’”) k,;l) +

ikg ((-1+e®* ) k+d (1+e®?) kgy)) + (-1+e22") kkg k3,
(Koo ((1+@®?*) k+d (-1+@22%) kgg) +kg ((-1+@®@%) ki (1+e22%) kpp)) +
(-1+@22) k2 (~kZ; (2 (-1+e??kn) k2 +d (1+@224) kkgy + (~1+e22kn) k2,) +
k3 ((—1+e2akﬁ1) k? -1 (1+ezak’31) k kpy +2 (—1+ezakﬁ1) k7y) +
kpkpr (- (1+e®?) K2-24d (-1+e®2%) kkgy + (1+e*7) KkZ,)) -
kl kBl (_kkfz31 ((1+e2ak1 +e2ak/31 _4ea (ki+kg1) +e2a (k1+k/31)) K +
i (1+ezak1) (—1+ezak’31) kﬁl) + (1+ezak1) (—1+ezak'“) ks kg1 (k2+k,§1) +
k,23 (2 (1+e2ak1 +e2ak,31 -4 @? (ki+kg1) +eZa(k1+k31)) k2 £ 1 (1+e2ak1)
(_1+e2ak,31) k kgy + (1+e2ak1 +@22ke _ g @@ (kitks) | g2 (k1+km)) k/231)) +
k3 (k,23 (1'1 (1+ezak1) (—1+ezak/“) k- (1+<ezak1+<te2""k'31—4<ea (Katkgs) o
e?? (k“k/“)) k,n) + (1+ezak1) (—1+e2ak51) ks (k2+k,231) +
k/31 ((1+e2ak1 +e2ak,31 -4 (ki+kg1) +e2a (k1+k,31)) kz_j (1+e2ak1)
(_1+e2ak,31) k Kgy + 2 (1+e2ak1 + @23ke _ g @@ (kitks) | g2a (k1+km)) kfn)))) /
((k-ikg) (k+ikg) (kskps (kj ((1+@?2*-2e? tarke)) kv d (-1+e?24) kpy) +
k,zn ((1+e2ak51 +2é? (k”k/”)) k+1 (—1+ezak/31) kﬁl) +
2kB k/31 ((-1+ezak/“) k+j. (1+ezak’31) kﬁl)) +
ki (K3 - k3y) (kpo ((1+@*@ -2 (%)) kud (-14+@22%m) kgy) +
ks ((—1+ezak’“) k+i (1+cezakf“—2tea (k“k‘“)) k,sl)) -
ki (2 k[j k/31 ((1+e23kﬁ1) k+1 (—1+ezakﬁl) kBl) +
k[231 ((—1+ezakf31) k+1 (1+e2ak,31 -2¢e° <k1+k’31)) k/31) +
k,23 ((—1+ezak”1) k+i (1+e23'kf“+2teal (k”k’“)) kﬁl))))),
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:::::

k% (1 (% +2e?km + @@ (vl ) k- @M (-1 4 e22km) ky) -
2e?M ks kg1 (—J'l. (—1+ezak'“) k + (1+ezak'“) kﬁl)) +
ki (K3 -K31) (ke (-1 (e -2e?%m + e (ar2ke)) k4 @k (-1 +@22%1) kgy) +
kg (1@ (-1+e?2km) k+ (@M -2k + @@ (r2ka) ) gy ) ) 4
ki (2 kgkpy (-3 (1+@22%) k+ (-1+@224) kgy) +
k3, (—1'1 el (—1+ezakf31) k + (eakl -2e%km 4 @? (k”z"’“)) kﬁl) +
k3 (—ieakl (—1+ezakﬁ1) k + (ceak1+2eak'“+ea (k“z"’“)) k,gl))))/
((Rk+ky) (kskgy (K3 (i (1+@*24m -2 tavk)) k- (-14+e22k1) kgy) +
k2, (i (1+@?@fm w2 (avke)) ko (-1 4+ @?2Ke) Kgy) -
2 ks k1 (—J'l. (—1+e2ak31) k + (1+e2ak31) kBl)) +
ki (K - K31) (ke (& (1+@2@%n -2 (avke)) k- (-1 +e?2k) k) +
kg (& (-1+e22%m) k- (1+e?2km -2 Favkn)) gy ) ) +
ki (2kgkpy (-3 (1+@22%) k+ (-1+@22%) kgy) +
k,231 (—J'J. (—1+e2ak/31) k + (1+cz->2ak/31 -2¢e° (k“k’“)) kﬁl) +
ki (i (-1+e@9) k+ (1+@22km 420 (avka)) ky)))),
r- (w(k+iky) (i (-1+e®?) ki (kg-kg1) + (-1+e*2") kk (kg - Kg1) Kgy +
(-1+e?2*) kI (kg -kg1) (k3 +2kg (k+dkgy) +kkg) +
ki (24 (1+e®?) k3 - (1+e?2h -2 avka)) (k+dkg) kpy +
ke ((1+e?@far2e?(arkon)) kod (14e22M1 -2 (avken)) kg )) +
kikg ((1+e®?f -2 Marke)) kZ (k+dkp) -2 (1+e®?') kkE, +
kg ker ((1+e22%-2e® Mak)) k- (1+e?2k 42 ko)) kpy)))) /
((k+iker) (kpkgs (Kj ((1+e®k -2 (arlo)) kud (-1+@>2) kgy) +
k[231 ((1+ce2ak’31 +2e? (k“k“)) k+1 (—1+ezak31) k/31) +
2kgkgy ((-1+@??*) k+d (1+e22%) kgy)) +
ki (K3 -Kz1) (ke ((1+e@®2*m-2e®(arke)) kud (~1+e®2ke) k) +
ke ((-1+e*@ ) k+d (1+e?2ke-2e? avkn)) kg )) -
ki (2kgkgy ((1+@*@%1) k+d (-1+e®2k) k) +
k2, ((—1+ezak’“) k+i (1+«e2""kﬁ1 -2¢é° <I‘1""/31)) k,gl) +
ki ((-1+e®M o) k+d (L+e®?hmv2e (arls) ) kp)))),
to (e w (k+iky) (Re®* (-1+e®?) ki (kg+kp) -e®* (-1+e??%) kkZkpy (kg +Kga) +
e (~1+e??%) ki (kg +kp1) (2kj+2ks (k-dikgs) -kkp) +
k3 (ZJ'J.ezeE’k’31 (1+ezak1) k3 + (—2eak1+eak51+ea (Zk“kﬁl)) (k—ikm) kg1 +
ks ((2e?r + @k 4 @ Plarko) ) Ky i (27 4 @M 4 @ Clarke)) ) ) -
ky kg (2 e ke (1+e2ak1) kk,2n+1'1 (_2eak1+eak,31+ea (2k1+k,u)) k/23 (J'Lk+k,31) +
k[3 k[31 ((_z‘eak1 +eak,31 + @ (2k1+k,31)) K+ i (2 eakl +eak,31 + @ (2k1+k,31)) kBl)))) /
((2k+kpr) (kpkgs (Kj (i (1+e22%m-2e? tarke)) k- (-1 +@22%1) kgy) +
k2, (2 (1+e??k 422 (avk) ) k- (-1 4 @22%e) Kyy) -
2 kg kg1 (—J'L (—1+ezak'51) k + (1+ezakf31) km)) +
ki (K3 -k3;1) (kes (& (1+e?fm-2e? (arko)) ko (214 @22K) kpgy) +
kg (& (-1+e22%m) k- (1+e?2km 22 vk ) gy ) ) +
ki (2kgkps (-3 (1+@®21) k+ (-1+e??%) kgy) +
k2, (—1'1 (—1+ezak/31) k + (1+<2-*:Zak/31 -2¢6? (k“kﬁl)) k/31) +
k2 (-1 (-1+e?@f) ks (1+e22km 422 (Rarka)) k) ) )),
v (2ie 7w (kg -kg1) (ki+kg) (-e®* (-1+e?¥) ki kg (-k3 +k3) -
e (-1+e??k) k2 KkZ kpy (-kj + k3y) -
e (~1+e??k) ki (K*+ k3) kg1 (-Kj +Kk3y) +
kikg (-2 (1+e22) kK2 k3, - @' (-1+e22%) k3 (K* + k) -
e (-1+e??%m) kg k3 (K2 +Kk3y) -
2ké kBl ((eakl _eak,gl - e? (2 ky+kp1) + @ (k1+2k,31)) k2+eak1 (1+623k51) kél)) +



4 | Barreira_E_menor(1).nb

G (20 (14+e224) k3 kep + €2 (<14 @22K0) k2 (K2 4 kE,) +
el (—1+ezak/31) k3, (k2+kﬁl) +
2k/3 kﬁl (eak1 (1+e2ak,31) k2 + (eakl _eak,u _e? (2 ky+kp1) + @® (k1+2k,31)) k1231)))) /
((k-1ky) (k-dkg) (k-ikg) (k+ike)
(-kpkpy (K3 ((1+e?@f -2 (avkm)) Ky di (-1 4+ @22%) kpy) +
k2, ((1+cz-:2""k/31 +2e® (k“kﬁl)) k+1 (—1+ezak'31) kBl) +
2kgkgr ((-1+e??*) k+d (1+e22%) kgy)) -
ki (K - K31) (ke ((1+e?2*e-2e®Marke)) kud (-1+e®2ke) kyy) +
kg ((-1+e®?ko) k+d (1+e?2km -2 Favkn)) gy ) ) +
ki (2kgpkpy ((1+e?@*) k+d (-1+@*@%) kgy) +
k,231 ((—1+e2akf31) k+ 1 (1+ezak/31 -2e? (k“k’“)) kBl) +
ki ((-1+e®?k) k+d (1+e?2km v 2e® vk ) kp)))),
s (2w (k+iky) (ki-Kgi) (ki+kgs) (€* (-1+e*2) ki kg -
ie?*s (-1+e?2") kikgkgy +
kl (kﬁl (:I'l. (eak1 _eakﬁ1 _e? (2 ky+kp1) + @° (k1+2k,31)) k_eak1 (_1+e2ak51) k/31) +
k/3 (J'L eak1 (_1+e2ak,31) K + (_eak1 +eak,31 +@? (2 ky+kp1) - (k1+2k,31)) k/31)))) /
((Rk+kg) (kgkgy (ki ((1+e®2ke -2 (arkeo) ) kud (14 @®21) Kgy) +
k3 ((1+e®@r 42 ®arhn)) kvd (-1+e22%) kgy) +
2 ks kg ((—1+ezak'“) k+1 (1+ezak’31) kﬁl)) +
ki (K3 -K31) (ke ((1+e?2*e-2e®tarke)) kud (-1+e®2k) k) +
kg ((-1+e®?k) k+d (1+e?2km -2 Cavkn)) Ky )) -
ki (2kgkpr ((1+@*®t) k+d (-1+e®2k) k) +
k,zn ((—1+e2ak’31) k+ 1 (1+cezak'31 -2e? (k”k“)) kﬁl) +
k2 ((-1+e*® ) k+d (1+e?2ke 426 avkn)) kg )))) ]}



Apéndice B

Apéndice B - Codigo Mathematica
relativo a Secao 5.3.2

No cédigo a seguir temos que:

59

(B.1)
(B.2)
(B.3)
(B.4)
(B.5)
(B.6)
(B.7)
(B.8)
(B.9)



Solve|

{x+y+z==w+u+r'+t, IxkeXx -Ixkxy+kgxz=TIxko*xw-Ixkyxu+kg*xr-Kkg=*t,
—kz*x—kz*y+k/32*z == —kzz*w—kzz*u+k322*r‘+k,322*t,
SIxkCax+Ixkdxy+ k,33*z ==—I*k23*w+I*k23*u+k,323*r'—k,323*t,

eI*kz*a * W+ e—I*kz*a * U+ ek,gz*a %P+ e-k,gz*a +t == eI*k*a *V + e-k,g*a *S,

Ixky*a -Ixky*a

Ixk,*xe w-Ixk,*xe *u+kBZ*ekﬁz*a*r‘—kﬁz*e'kﬁz*a*t==

Ixkxa -kg*a

Ixkxe *V-Kgxe *S,

Ixk,*a -Ixky*a

-k,2xe w-k2xe * U+ szz x @fe2*@ y p 4 szz x @ K% 4 t -
k2 x ey v i kg2 ke s s,

Ixk,*a -Ixky*a

~Ixklxe w+Ixk>xe * U+ kg % @2% wp - Kgy3 x @Ko g t =
2 2 B2 B2

ST k3w @R v o kg x et S},

X, ¥, z,w, u, r, t, v, 5}]
Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables
1
- (k + i kg) "
2 ea (3 kz+kg2) (—k + kz) (kz -1 k/3) (k +1 ksz) (kB + k/SZ)
+
(k -1 kﬁz) (—k/3 + kﬁz)

[-z (k+ky) (k2 +ikg) -

[eiakz—akﬁz (_k+k2) (kz—]'lkﬁ) (J.lk2+k[32) [—].ka[3+]'1kkf32—k[3kﬁz+k/232_

@@k (_i k +kgy)? (kg + kga)?
(i(k+k/32) [Zz-)k,;(+ iﬁz)m) ]]/ (k2 (-1 k +kgz) (Kg +Kgz)) +
(e@k (-k +ka) (kgkpz (k3 ((et?k2 -2k 4 @taker2aker) k4 j etk (214 e22%2) kgy) +
kf’,z ((eiak2+2eakﬁz+e:‘1akz+2ak,32) k+]'l.eiakz (_1+GZak,u) k[jz) +
2etake ks ka2 ((—1+ezak’”) k+1 (1+ezak32) sz)) +
ka (K3 - k3) (kpz (-1 (€2 - 2@ 4 @t lar2ake) [y @l2ke (14 @22K2) kgp) +
k/3 (_]-leiakz (_1+e23k,,z) K + (eiakz _zeakﬁz+eiakz+2ak,ﬂ) kfsz)) +
k3 (2e*® kg kpa ((1+e®2*2) k+d (-1+@22%2) kgy) +
klz32 (eiakz (_1+e2ak,32) K+ i (eiakz_zeak,32+eiakz+2ak,32) kﬁz) +
k}z3 (eiak2 (_1+e23k,32) K+1 (eiak2+2eak52+eiak2+2ak,32) kBZ)))
(K3 (k5 (-2 (-1+e®?2) kK*+2 (1+e®?2) kkgy + 1 (-1+e?2%2) k3,) +
kéz (—J'l. (—1+e2ak/“) k2 +2 (1+e2ak52) k kg +1 (—1+e2ak/“) kéz) +
2Kg kgy (-1 (1+@*@%2) k2 +2 (-1+e??%2) kkgp +1 (1+e22%2) k2,)) +
kkskpa (2kg ks (- (-1 +@22%2) k2 +2 (1+e22%2) kkgy + 1 (-1+e??%2) kZ,) +
k2, (—1'1 (1+ezak52+2ea (ik”k“)) k?+2 (—1+ezak’“) k kga +
i (1+GZak,u _zea (J'1k2+k,32)) k[232) +k/23 (—:ﬁ. (1+e23k/32 _2ea (ik2+k52)) k2+
2 (—1+ezak'”) k Kgz + 1 (1+«-:2ak'32+2«-3a (ik“k“)) k,zgz)) +
k3 (Kjp (-2 (-1+e®2%2) k+ (1+e?22 -2 harko) ) Ky, ) (K2 + k) +
k3 ((-1+e®?*2) K2 +21 (1+e?2%2) kkgy - (-1+e??42) k3,) +
kpkpa (-21 (1+e?2ks2) k343 (-1+e22k02) k2 kg + (-1 +@22%2) k3,) +
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2 (-1 (14 e2*ki) I3+ (343 €22k 42 e (hkark) ) I kg
3i (-1+e??%2) kk3, - (1+ @22k -2 Ghavka) ) 3))) 4
ka (K3 ((-1+e?2%2) k+d (1+e22k2 -2 (Blavkad)) kp,) (K2 +K3,) -
kk3, ((1+e?2km-2e?Glarke)) k2424 (-1 +e22%2) kkg, -
(1+62ak,32 +2e@? (ik2+k/n)) kfzjz) + k/23 kg2 ((1+e2akﬁz -2e? (J:I.k2+k[32)) K+
(3+3e2ak’32 -2¢° ("‘k“k“)) kki, +21d (—1+ezak/“) kzz) +
ks k3, (- (-1+e?2k2) K3 -4 (3+3e22km - 2e? Blarke) ) k2K, +
3 (-1+e®?*m) kk3, +i (1+e?2km 22 harke)) 3,)))) /
((k+k2) Ks2 (—J'Lk+k/32) (J'Lk+k/32) (—k,3+k/32) (k/3+k,32)
(ks kpz (kG ((1+@*@2 -2 Blovks) ) Ky i (-14+@272) kgy) +
k,%z ((1+a-32ak/32 +2e° (ik“k“)) k+i (—1+ezak/“) sz) +
2kskgz ((-1+€22%2) k+d (1+e22%) kgy)) +
ka (K3 - k32) (kpz (& (1+@®?2 -2 Glarks) ) oo (214 @22K2) Kkpgp) +
ks (2 (-1+e?2%2) k- (1+e?km 22 harkn) ) kp,) ) 4
k3 (2kgkga ((1+@?2%2) k+d (-1+e22%2) kpp) +
k2, ((-1+e2ak’32) k+i (1+ezak’”-2ea (ik“k’”)) k,32) +

k/23 ((—1+ezak’32) k+i (1+ez-:zak‘32 +2e? (ikz"k’“)) k,gz)))) R

y > (w(k-k2) (2kzkgkgy ((1+@2%2k 4 @22ke2 42 (havka) y @22 (Rkatka) ) |y
(1+e2t2k) (-1+e?2%2) kgy) (k3 -Kk3,) - 2k3
(_ (1+eziak2) (_1+ezak,32) k[3 _ (1+eziakz +ezak,32 -4 ? (2 ka+kg2) +e2a(:’1kz+km)) kBZ)
(K3 - Kk3,) +d (-1+e?*2k2) k3
((—1+ezak/“) k3 +2 (1+ezak'“) kg kg2 + (—1+ezakf’2) k,zjz) +
i(-1+e?t2ke) kZkZ, ((-1+e®2*2) kF+2 (1+e?2%2) kgkpp + (-1 +e22%2) k) -
i(-1+e?*2ke) kg ((-1+e22%2) k-2 (1+e?2%2) k3 kg, -
6 (-1+e??*2) kZk2, -2 (1+e?? ) kg k3, + (-1+e?2%2) k3,))) /
(2k (k-1kg) (kskpa (ki (-3 (1+@?2%m2-2e? Glavka)) ky (14 e?2K2) kpp) +
k/232 (—J'J. (1+ez""k'3Z +2e? (jk”k'“)) k + (—1+ezak/“) sz) +
2Kk kpa (-2 (-1+e®2*2) k+ (1+e?242) kgp) ) +
ky (K3 - k3a) (kpz ((1+@*@2 -2 Glotks)) kwd (-1+@22402) kgp) +
kg ((-1+e®2*2) k+d (1+e?2k2 - 2e? Glarke) ) kg ) 4
k3 (2kgkgy (-3 (1+@22%2) k+ (-1+@22%2) kgy) +
k[232 (_i (_1+e2ak,32) K+ (1+e2ak,32 _2e? (ik2+k,31)) k/32) +
kZ (-2 (-1+e*@) k+ (1422t 42 (lavkn)) kp,)))),
z- (w(k-k) ((-1+e®*2%2) kkgkg, (kga (i (1+@22%2) k- (-1+e?2%2) kgy) +
iks ((-1+e®2*2) k+d (1+e?2%2) kgy)) - (-1+e2%242) k3
(kg2 ((1+ezak“) k+i (—1+ezak’”) kpz2) + kg ((—1+e2ak“) k+i (1+ezak’32) kpz)) +
(-1+e?t22) Kk (2K, (2 (-1+e®?) K2+ i (1+e®2%2) kkgy + (-1 +e??2) KF,) -
iky ((-1+e®*2) k?-d (1+e*22) kkgy +2 (-1+@22%2) k3,) +
kpkpz (2 (1+@®2%2) K2 -2 (-1+e??2) kkgy -4 (1+e22%2) k2,)) +
k2 k/32 (_kkg2 ((1+e2iakz +e2ak,32 _4ea (& ka+kg2) +e2a(ik2+k,3;)) K +
i (1+eZiak2) (—1+ezak“) kﬁz) + (1+e2"‘ak2) (—1+e23k52) ks kg2 (k2+k/232) +
k,23 (2 (1+62:1ak2 +@22ke2 _ g @@ (ikatkp) | g2 (1'1k2+k,32)) K2+ i (1+e21'1ak2)
(_1+e2ak52) k kg + (1+62iak2 + @22kez _ g @@ (i katke) +eZa(ikz+k,u)) kﬁz)) .
kg (k123 (1'1 (1+e2iakz) (_1+ezak,ﬂ) K - (1+621'1ak2+e2ak,32_4ea (i ka+kg2) |
@22 (tlatks) ) pp) 4 (14 @22242) (14 @2242) kg (K% + k3y) +
kBZ ((1+e21'1ak1 + @22ke2 _ g @@ (L katkg) +e2a(ikz+km)) K2-i (1+e2iakz)
(_1+e2ak52) k kgy + 2 (1+e2iakz + @22kez _ g @@ (L katke) +e2a(1‘1k2+k52)) kﬁz)))) /
((k-dkg) (k+ikg) (ksksa (kF (- (1+e?2km2 -2 Glarke)) k4 (-1+e?242) kgp) +
k2, (-1 (1+«e2""kﬁ2 +2e? (ikz*km)) k + (—1+ezak“) ks2) +
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2kakey (-1 (-1 +e2®4) kv (1+e22k) kg)) +
ky (K3 - k3) (kpz ((1+@*@%2 -2 lork)) kvd (-1+e22%2) kgp) +
ks ((—1+ezak'“) k+1 (1+e2ak,32_zea (ik2+k’32)) kﬁz)) +
k3 (2kgkgy (-3 (1+@22%2) k+ (-1+e22%2) kgy) +
k2, (-1 (-1+e?@%2) k+ (1+ @22k =22 Glavka)) k) 4
kZ (-2 (-1+e*@%2) k+ (14 @22k 42 (lavka)) kp,)))),
u- (et w (-k+ky) (kgkgy (k3 (-1 (et?k2-2ekm 4 et2ker2akn) k4 etale (L1 4 e22%2) Kp,) +
k,232 (—:I'l (eiak2+2eak“ +eiak2+zak,ﬂ) k+eiakz (_1+e2akﬁz) k/sz) +
2e*? kg kg (-1 (-1+@??2) kv (14+@27%2) kgp)) -
ky (K3 - k3;) (kpz ((e*?*2-2eke 4 et2ker22km) 44 etk (—1 4 @22¥92) Kgy) +
k/3 (eiakz (_1+e2ak,31) K+ i (eiakz_zeakﬂz+eiak2+2akﬂz) kBZ)) +
ki (2e*® kg kgy (-1 (1+e*?%2) k+ (-1+e2%2) kgp) +
k[232 (_ieiakz (_1+e23k,32) K + (eiakz_zeak,32+eiakz+2akm) k/32) +
kfz3 (_J-leiakz (_1+e2ak52) K + (eiakz+2eak52+eiakz+2akﬁz) kfsz)))) /
((k+ka) (kgkgz (K3 (-4 (1+e?@%2 22 hark)) Ky (214 @22k2) kgp) +
k,232 (-J'J. (1+¢xezak/3z +2e? (ik”k“)) Kk + (—1+ezak“) sz) +
2 kg kg2 (—J'l. (—1+ezak52) k + (1+ezak52) sz)) +
ka (K3 - K3y) (kg2 ((1+e?2*m-2e2Glavka)) ki (-14+e?242) kpy) +
ks ((—1+e2ak'“) k+1 (1+<z-’:zak’“—2czaa (ik”k“)) sz)) +
k3 (2kgkgy (-3 (1+@22%2) k+ (-1+e22%2) kgy) +
k2, (-1 (-1+e?@%2) k+ (1+ @22k =22 Glavka)) k) 4
kZ (-2 (-1+@*@%) k+ (14 @22k 42 (Hlavka)) kp,)))),
r--((w(k-k2) (- (-1+e®*2%) k3 (kg -kgz) +1 (-1+e®2%2) kkj (kg - kp2) kpz +
(-1+e®*2%) K (kg - kp2) (Kj-2kkgy+2ks (-2 k+kg)) +
k(24 (1+e?*2ke) k3 - (1+ et -2 harkea)) (k44 kgy) kpp +
Kg ((1+e2iakz +2e? (ik2+k,,2)) K-i (1+euak2_2ea (ik2+k,32)) kpz)) _
ko kg ((1+e?t2ke-2e2 lark)) k2 (k+dkgy) -2 (1+e2%2%2) kK2, +
k/3 k[32 ((1+e2iakz _zea (ikz+k,32)) k-1 (1+e2iakz+2ea (ikz+k,32)) kBZ)))) /
((k+iks2) (kpkgz (Kj (-2 (1+e?@f2 -2 (larki)) oy (-1 4 @22%2) Kp,) +
k,232 (—1'1 (1+<ezak’32 +2e? (jk“kf“)) k + (—1+ezak’”) sz) +
2 kg kg2 (—J'l. (—1+ezak/32) k + (1+ezak/32) sz)) +
ka (K3 - k3;y) (kez ((1+@?@%2 -2 herke)) kv (-1 +@22%02) kgp) +
ks ((—1+ezak“) k+i (1+e23'kf32—2u=3al (ik”k“)) k,32)) +
ki (2kskpz (-3 (1+@®22) k+ (-1+e?2%2) kgy) +
k,232 (—1'1 (—1+e2ak/32) k + (1+c:-zzak/32 -2e&° (ik”k“)) sz) +
k2 (-1 (-1+e?@%2) k+ (1+e22km 427 Glavka)) kpy))))),
to - ((e2w (k-kp) (-e®* (-1+e?*2%2) k] (kg + kg2) -d e (-1+e?%2%2) kK
kpz (kg + Kgz) - @2 (-1 +@222%2) K2 (kg +Kgz) (-kj -2 kkpa+2ks (2 k+Kkg)) +
ki (2a e (1+e2ik) k24 (-2ei2ke 4 @@k 4 @@ Pikerkna) ) (k-4 kgy) Kz +
k[3 ((2eiak2 +eak,32 + @ (2ik2+k,32)) K+ i (_zeiak2 +eak,32 + @ (2ik2+k,32)) kﬁz)) +
kakg (2€%2 (1+@212%2) kK3, +1 (-2et2k2 4 @@ + @@ P2avke) ) 2 (i k + kgy) + kg
k/32 ((—Zeiak2+eakﬂ2+ea (21‘1k2+k,,2)) K+ i (zeiakz_'_eakm_'_ea (21'1k2+k,32)) kfsz)))) /
((Rk+kg2) (kpkg (k3 ((1+e?22 -2 Glarko) ) ko i (14 e?7%2) kgy) +
k/232 ((1+e2ak’32+2ea (ik“k“)) k+1i (—1+ezak/”) k,;z) +
2kskpa ((-1+@22%2) k+d (1+e22%2) kgy)) +
ka (K3 - K3,) (kg2 (& (1+@22%2 -2 lavk)) ko (—1 4 @?2k2) kpy) +
kg (& (-1+e22%e2) k- (1+e?2km - 22 hetkia) ) p,) ) 4
k3 (2kgkgy ((1+€*?%2) k+d (-1+e®2%2) kgp) +
k2, ((—1+ezak’“) k+i (1+«-:2""k'32 -2¢e° dkz"k“)) kﬁz) +
K2 ((-1+e??km) k+i (1+e23%2 42 harka)) kp,))))),
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:::::

ie?*® (-1+e?t22) k2 Kk kgy (-Kkj +k3,) +
ie*® (-1+e?t2%2) k3 (K2 +k3) ke (-Kj +K3,) +
kakg (2% (1+e2%2%2) K2 k3, + et 2%2 (-1 +e22%2) K3 (K* + k) +
etk (14 e?2%) kg kZ, (k* + k3;) +
2k[23 kBZ ((eiakz_eakﬁz_ea (2 1 ka+kg2) +e:‘1ak2+2ak,32) k2+eiakz (1+e2ak,32) kﬁz)) +
k3 (2% (1+e2%2%) k3 kgy + @22 (-1 +@?2%2) k3 (k% + k3,) +
et?k (~1+e??2) kZ, (k? + k3,) +
sz kBZ (eiakz (1+ez.:-1k,32) k2+ (eiakz _eak,gz - e? (21 kp+kga) +eiak2+Zak,52) kfzsz))))/
((k+kz) (k-ikg) (k-kg) (k+iks) (kskgz (ki ((1+e?k2 -2e2 ketkaa)) 4
i (—1+e2ak'“) kﬁz) +k,232 ((1+e2ak,32 +2e? (ik“k“)) k+1 (—1+ezakf“) sz) +
2Kk kpa ((-1+€22%2) k+d (1+e22%2) kgy)) +
ky (K5 - k3) (kpz (2 (1+@®?2 -2 Glarks) ) o (-1 4+ @2242) Kkpp) +
ke (2 (-1+@22%2) k- (1+e?2k2-2e? Blarkn)) gy ) +
k3 (2kgkgy ((1+€*22) k+d (-1+e?2%2) kgp) +
k3, ((—1+ezak“) k+i (1+¢xezak/32 -2¢e? U‘kz*k'ﬂ)) kgz2) +
k3 ((-1+e®?k2) k+d (1+e?2k2 422 harkn) ) kp,)) ),
s (2e*w (k-ky) (ka-1kg) (-iky+ks) (€2 (-1+e2%2%) kikg, +
ie? (-1+e2%2k2) kkg kg +
k2 (k/sz ((eiakz_eakﬁz_ea (21 ka+kga) +eiak;+2ak,ﬂ) k+:ﬁ.eiakz (_1+e2ak,32) kﬁz) +
kB (eiakz (_1+e2ak,,2) K+1 (eiakz_eakﬁz - @2 (2ika+kgy) +eiakz+2akm) k/sz)))) /
((Rk+kg) (kpkga (Kj (-2 (1+@?2 -2 (latks) ) Ky (-14@2242) kg,) +
k,232 (—J'J. (1+cezak'32 +2e? (jk”k'“)) k + (—1+e2ak/“) sz) +
2 kg kg2 (—:l'l. (—1+ezak32) k + (1+e2ak32) sz)) +
ky (K5 - k32) (kpz ((1+@*@2 -2 lotks)) kvd (-14+@2242) kgp) +
ke ((-1+e*@ ) k+d (1+e?2k2-2e? Blarkn)) kg ) +
k3 (2kgkgy (-3 (1+@22%2) k+ (-1+@22%2) kgy) +
k,232 (-:l'l (—1+e2ak'32) k + (1+«-':2ak’32 -2e° (ik“k'”)) k,32) +
k(-1 (-1+e?@42) k+ (14 @224 42 Blavka)) k) ) )) }}
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