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Resumo

E apresentado aqui o Formalismo Pés-Newtoniano Parametrizado (Parame-
terized Post-Newtonian (PPN)) como proposto por Will e Nordtvedt, além de sua
aplicacdo a relatividade geral, teoria de Brans-Dicke e RGGR (Renormalization Group
extended General Relativity). Este formalismo permite relacionar os coeficientes da
expansdo pos-Newtoniana de diversas teorias métricas da gravitacdo com os efeitos
gravitacionais observados no sistema solar, permitindo uma andlise sistemética das
previsdes fisicas dessas teorias. Além da revisdo do formalismo, é detalhada uma
parcela de suas bases observacionais. A aplicacdo do formalismo PPN a teoria RGGR
foi feita de forma parcial recentemente, usando a versdo de Eddington, onde a fonte
gravitacional é pontual e estética, e depende de dois pardmetros. Tratamos aqui da
versdo mais completa que utiliza dez parametros e considera fluidos de matéria ao
invés de particulas pontuais. Nesta andlise, confirmamos a validade dos resultados
anteriores de forma mais clara e robusta, e estendemos esses tltimos vinculos para
realizacdes menos restritivas de RGGR (a saber, sem a necessidade de fixar uma

fungao f especifica para o parametro de acoplamento gravitacional G)

Palavras-chave: Formalismo Pés-Newtoniano parametrizado, Limite Newtoniano,
Limite P6s Newtoniano, Desvio do Periélio, Deflexdo da luz, Relatividade Geral,
Brans-Dicke, RGGR.
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Abstract

Here we present the Post-Newtonian Parametrized (PPN) formalism, as deve-
loped by Will and Nordtvedt, and we apply it to general relativity, Brans-Dicke and
RGGR (Renormalization Group extended General Relativity) theories. This forma-
lism can be applied to several metric theories of gravity. It relates the coefficients of a
post-Newtonian expansion to the observed gravitational effects at the Solar System.
Besides a review on the PPN formalism, here we detail part of its observational
roots. Its application to RGGR was in part recently done, by using the Eddington
parametrization, which considers the gravitational source to be a static point particle
and depends on two parameters. We present the full PPN formalism application,
which depends on ten parameters and consider matter fluids instead of point par-
ticles. Through this analysis we confirm the validity of the previous results from
a more clear and robust procedure. Moreover, we extend the observational cons-
traints towards less restrictive realizations of RGGR (namely, without specifying a
particular g-function to the gravitational coupling parameter G).

Keywords: Parametrized Post-Newtonian Formalism, Newtonian Limit, post-
Newtonian Limit, Perihelin Shift, Deflection of Light, General Reltavity, Brans-Dicke,
RGGR.
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Introducao

A Relatividade Geral, proposta em 1915 por Albert Einstein, estende os con-
ceitos da gravitacdo de Isaac Newton. Tem por uma de suas bases o Principio de
Equivaléncia, que afirma a equivaléncia entre um campo gravitacional e um refe-
rencial correspondentemente acelerado, e todos os corpos sentem a influéncia da
gravidade da mesma forma. Isso indica uma possivel descricdo da gravitacio como
um efeito da geometria do espago-tempo, ou seja, a presenca de matéria (energia)
produz uma curvatura no espago-tempo. Teorias que aceitam este principio tém
sempre um tensor métrico com o qual a matéria se acopla universalmente, e sdo por
isso denominadas “teorias métricas da gravitagao”.

A Relatividade Geral explica e prevé vérios fenomenos. Ela descreve satisfa-
toriamente, por exemplo, a deflexdo e o desvio para o vermelho do comprimento
de onda da luz ao passar por um campo gravitacional, assim como a precessdo do
periélio dos planetas interiores e o efeito das lentes gravitacionais. Prevé também
a radiacdo na forma de ondas gravitacionais. Entretanto, apesar das previsdes e
explicagdes, ela, junto de todo o contetido de matéria que atualmente medimos em
laboratdério, é incapaz de explicar certos efeitos de carater astrofisico ou cosmold-
gicos associados a matéria escura. Ademais, embora em plena conformidade com
os dados atuais, hé significativa controvérsia atualmente sobre o uso da constante
cosmoldgica para explicar o efeito da expansdo acelerada do universo atual, ou seja,
os efeitos de energia escura [4,21,47,50,53]. A hip6tese da Matéria Escura surgiu da
tentativa de adequar as previsdes da Relatividade Geral na descrigdo da rotacdo de
galdxias espirais e de efeitos de lentes gravitacionais produzidos por aglomerados
de galéxias.

Com intuito de explicar certos fendmenos gravitacionais, como aqueles atri-
buidos a suposta matéria escura, tudo indica que torna-se necessdrio ou incluir
novo conteido material no universo, diferente daquele até o momento observado
em laboratério, ou buscar por extensdes da Relatividade Geral [15]. A teoria de
Brans-Dicke [5] é uma teoria alternativa a Relatividade Geral que tem como pro-

posta descrever a gravitagdo usando campos extras. Ela apresenta uma “constante
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gravitacional varidvel”, tendo sido motivada por considerag¢des a respeito do Prin-
cipio de Mach, o qual relaciona a inércia em um dado lugar do Universo com a
influéncia de corpos distantes.

Serd apresentado aqui o Formalismo Pés-Newtoniano Parametrizado (forma-
lismo PPN), que foi baseado nas ideias de Eddington [13], Robertson [35] e Schiff [41]
e desenvolvido em sua forma completa por Nordtvedt [27,28] e C.M. Will [55,57].
Este formalismo é capaz de analisar diversas teorias métricas para a gravitagdo,
permitindo que elas sejam confrontadas com os resultados de diversos testes obser-
vacionais ou experimentais de uma s6 vez.

Através dos dez parametros do formalismo PPN, obtém-se vérias informagdes
sobre a teoria analisada, como: conservagdo de energia, de momento linear e angular,
suas previsdes para fendmenos como deflexdo da luz, precessdo do periélio, quebra
do principio de equivaléncia, dentre outros.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma revisdo do formalismo PPN, ex-
plicando tanto como o empregar em RG e outras teorias, quanto como detalhar
uma parcela de suas bases observacionais. Apresentamos aqui também a aplicacdo
deste formalismo para Relatividade Geral, Brans-Dicke e RGGR [39] (Renormalization
Group Extended General Relativity), cuja aplicacdo se refere a um trabalho em anda-
mento [20] . Esta dltima é uma descricdo cldssica de possiveis corre¢des de origem
quantica a Relatividade Geral, e baseia-se na estrutura do Grupo de Renormalizagdo
aplicado a gravidade.

No primeiro capitulo é apresentada uma introdugao a Relatividade Geral, seu
limite Newtoniano e a primeira solugdo exata, desenvolvida por Schwarzschild em
1916. No capitulo dois é introduzido o Formalismo Pés-Newtoniano Parametrizado.
No terceiro capitulo é desenvolvida a aplicacdo desse formalismo a Relatividade
Geral, onde sdo obtidos os valores tedricos previstos por esta. O procedimento serve
de base para aplicagdo as demais teorias abordadas aqui. Por fim, serdo dadas as
conclusdes e discussdes do trabalho, bem como as perspectivas para o trabalho em
desenvolvimento.



Capitulo 1

Elementos da Relatividade Geral

A Relatividade Geral foi a primeira teoria com a proposta de relacionar a
gravidade a geometria do espaco-tempo. Motivado pela ideia essencial de que as
coordenadas ndo existem a priori na natureza, mas sdo apenas artificios usados para
descreveé-la, Einstein foi inclinado a considerar invaridncia na forma de leis fisicas sob
transformacdes diferencidveis sob coordenadas arbitrérias, o que equivale considerar
que as leis da fisica devem tomar a mesma forma independente do referencial do
observador. Tais consideragdes ficaram conhecidas como Principio de Covariancia
ou Principio Geral da Relatividade. O ramo da matematica com tais caracteristicas é
a Geometria Riemanniana, e o assunto é abordado de diversas maneiras no contexto
da gravitagdo, como por exemplo em [51], [52], [7] entre outros. Tendo em conta
tais fundamentos, serdo apresentadas aqui as principais relagdes relevantes para
Relatividade Geral.

1.1 A métrica

O espago-tempo em Relatividade Geral é representado por uma variedade
Riemanniana de quatro dimensdes [11]. Por definicdo, um espago Riemanniano
é dotado de um tensor simétrico ndo degenerado denominado de métrica e que
denotaremos por g,s. Distancias nesse espaco sdo dadas em funcdo da métrica a

partir de

dl* = gupdxdx?, (1.1)

que representa o quadrado de um comprimento infinitesimal entre dois pontos. E

importante notar que a forma da expressdo acima sugere que os pontos entre os quais

3



1. ELEMENTOS DA RELATIVIDADE GERAL 4

dl é distancia infinitesimal, devam ser parametrizados. E como as componentes da
métrica sdo func¢des das coordenadas, a expressdo acima é um invariante, isto €, d/
representa a mesma distancia independente do sistema de coordenadas utilizado.
Como ja foi mencionado, o espago-tempo é associado a uma variedade Rie-
manniana na qual ao tensor métrico sao atribuidas as caracteristicas: i) é simétrico,
ou seja, gap = &pa € ii) é ndo degenerada, logo o produto g,sX*YF = 0 somente se
um dos vetores X* ou Y? forem nulos. Sendo assim, o tensor métrico possui dez

componentes independentes, e estas se relacionam com as inversas, g, por

gapg = 6 (1.2)

sendo 6;‘ a delta de Kronecker definida na forma usual

1, =
6;:{ se a=p (1.3)
0, se a#p.

A assinatura adotada para a métrica serd (— + ++) em todo este trabalho, bem
como a seguinte convencdo de indices: os indices representados por letras gregas
corremdeOa 3 easletraslatinasi,j,k el representam indices de coordenadas espaciais

e correm de 1 a 3. Além disso, ¢ comum chamar de métrica as componentes g,;.

1.2 Derivada Covariante e Tensor de Curvatura

A defini¢do usual de derivada de uma funcédo diferencidvel em espacos planos
(ou variedades planas), é feita avaliando a fungdo em dois pontos infinitesimalmente
proximos, e tomando o limite da diferenga deste processo quando o intervalo entre
os pontos avaliados tende a zero. O problema na defini¢do de derivadas em va-
riedades que ndo sdo planas é que ndo hd maneira natural para comparar vetores
em diferentes pontos. Tensores gerais possuem componentes definidas nos espagos
tangentes e cotangentes a cada ponto da variedade e, em geral, os espagos tangentes
em cada ponto diferem dos espacos tangentes em pontos préximos assim como os
cotangentes, e isto reflete no fato de a derivada parcial de um tensor nao se transfor-
mar como um tensor. A verificagdo deste fato pode ser realizada tomando a lei de
transformagdo de um tensor qualquer e derivando da forma usual.

Para definir derivada em uma variedade curva, de modo que sua aplicacdo

também se transforme como um tensor, deve-se estabelecer uma regra que torne
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possivel a comparacdo de tensores definidos em diferentes espagos (tangentes ou
cotangentes). Tal regra é descrita pela conexdo afim cujas componentes sdo conhe-
cidas como Simbolos de Cristoffel Fiﬁ. Define-se, entdo, a derivada covariante na

forma

VXU = X AT X e T X

n Yo )\n /\’7
T a-p T a-p
T x*P, I, X

" (14)

1
em que d, = d/dx“ e, na expressdo acima, parcelas onde aparecem as conexdes
anulam as partes que ndo se transformam como um tensor, resultante da transfor-
macdo na primeira parcela do lado direito. No contexto de geometria diferencial,
pode-se ter uma nogdo de como a conexdo afim torna possivel a comparacdo de ten-
sores definidos em diferentes pontos da variedade através do conceito de transporte
paralelo, dando origem as geodésicas, que sdo curvas definidas de modo que um
vetor tangente a curva é transportado de um ponto a outro sem que sua diregdo seja
alterada [52].

Em uma variedade Riemanniana, escolhe-se uma conexdo que pode ser ex-
pressa em termos da métrica e que seja compativel com esta. Ou seja, tomando

V184p=0, e impondo a simetria nos dois indices inferiores da conexado se obtém

1
Top = 58" (Gagpr + Ipgra = 918ap)- (1.5)

Utilizando a conexdo afim, pode-se obter informacgdes sobre a curvatura da
variedade, e consequentemente do espago-tempo, através do tensor de curvatura
de Riemann. A derivada de um tensor ao longo de uma curva em uma variedade
fornece a ferramenta para definir o transporte paralelo de vetores nesta variedade, e
o tensor de Riemann é descrito através desta regra. As derivadas parciais comutam,
mas 0 mesmo ndo ocorre com a derivada covariante, entdo a diferenga V, Vg — VgV,
utilizando a regra de derivagdo (1.4) sobre um tensor qualquer X°, obtendo V,X° =
d.X? + 'Y X", ndo depende das derivadas parciais. Sendo assim,

(VaVg — VgV) X7 = R‘}WXA (1.6)

em que
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R s = 0aly — 9pT%, + T3, 1 — T

Y
T~ T, (1.7)

sdo as componentes do tensor de Riemann que possuem as seguintes propriedades:
i) Simetria em relagdo ao primeiro e ultimo par de indices: Ryiap = Rapor-
ii) Rotap = —Ricap = —Roaga-
iii) Ropap + Roapr + Ropra = 0.
iv) identidades de Bianchi: V;Rsapr + ViRoang + VgRoaan = 0.

A partir da ultima propriedade, pode-se obter uma relacdo de extrema impor-
tancia para Relatividade Geral. Contraindo os indices o e f com ¢’ e posteriormente

a e A com g% se obtém

1
Va(R™ = Zg"R) =0, (1.8)

em que R = g"fR,4 é 0 escalar de curvatura, também chamado de escalar de Ricci, e
R* ¢ o tensor de Ricci definido através da contracdo Rggﬁ = Rup. por fim, define-se

como sendo o tensor de Einstein G,4 0 termo entre parénteses na relagao (1.8).

1.3 Equacdes de Einstein

O principio da equivaléncia postulado por Einstein, que especifica que sistemas
acelerados e aqueles sujeitos a campos gravitacionais sdo fisicamente equivalentes,
foi a base para formulac¢do da teoria da Relatividade Geral. Esta faz uso das desco-
bertas a respeito do espago-tempo, tratadas na Relatividade Restrita, e a generaliza
para qualquer geometria Riemanniana, de modo que desvios da geometria com res-
peito a métrica de Minkowski, em que aqui sdo escolhidos sistemas de coordenadas

cujas componentes sdo

Nag = diag(-1,1,1,1), (1.9)

sdo interpretados como efeitos gravitacionais. Ou seja, o tensor métrico desempenha
o papel do campo gravitacional cujo efeito é interpretado como sendo a alteragao

da geometria do espacgo-tempo causado pela presenca de matéria ou energia, e esta
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alteracdo é descrita pelo acoplamento da matéria a métrica. A maneira como a

matéria se acopla a métrica é determinada via equagédo de Einstein,

1
Raﬁ - EgaﬁR = KTaﬁ/ (110)

em que k é uma constante de acoplamento a ser determinada’ e T,4 sdo as compo-
nentes do tensor energia-momento, que carregam informacdes a respeito da matéria.

A equacdo de Einstein pode ser derivada da agdo

Src = —%IR\/—_gd4x+f£m V—gd*x (1.11)

em que g é o determinante da métrica, £L,, é uma lagrangiana funcional da métrica
e dos campos de matéria somente e unidades em que a velocidade daluzc =1 ¢

adotada em todo este texto. Sendo assim, o tensor energia-momento é definido por

o(vV=8Lm
Ty = — ( fﬁ ) (1.12)
V-8 08
o que garante a lei de conservagédo [22],
VT = 0. (1.13)

Nenhuma referéncia a uma agéo é fisicamente necessaria para formular a teoria
da Relatividade Geral; ela poderia apenas conter suas equagdes de campo sem
necessitar de uma formulacdo Lagrangiana. Entretanto, é mais facil comparar teorias
alternativas de gravidade por meio de uma agdo, do que simplesmente por suas
equagdes de campo, pois esta fornece um entendimento fisico mais claro ao tratar

de campos extras que se acoplam a métrica.

1.3.1 Equacao da Geodésica

A equacdo de Einstein é uma equac¢do de movimento para o campo gravita-
cional, que se d4 através da métrica, e como este se relaciona com a matéria. Na

teoria Newtoniana, por exemplo, a equacdo que descreve a relacdo entre o potencial

A constante « serd determinada logo mais quando for obtido o limite Newtoniano da teoria.
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gravitacional ®y e a densidade de matéria p é V>®y = 4nGp, em que G é a constante
gravitacional. E movimento de particulas sujeitas a forca gravitacional gerada por
este potencial é a forma matematica da Segunda Lei de Newton. Analogamente,
se faz necessdrio descrever o movimento de particulas através de um espago-tempo
curvo, que é o cenario no qual se trata a Relatividade Geral e as demais teorias
geomeétricas.

Do ponto de vista de teorias geométricas para gravitagdo, particulas se movem
ao longo de geodésicas no espago-tempo, que podem ser obtidas através da variagdo

da acdo

S= —fdl (1.14)

em que dl é definido em (1.1). Parametrizando a trajetéria da particula entre dois
pontos A e B por um pardmetro p e utilizando a relagdo (1.1), podemos escrever a

expressao acima como

dx® dxP
o 1.15
85 i ap P (1.15)
A partir daqui basta proceder com a extremizac¢do da agdo acima de acordo com o
calculo variacional, em que é feita uma pequena variagdo da trajetéria da particula
de x*(p) para x*(p) + 6x* fixando os extremos de modo que 6x* = 0 em A e B, como

feito a seguir. Tomando a variacdo da agdo acima com relagdo a x“(p) temos

—1
2

1 (P dx*dxP\ *(98ap . dx® dxP d(6x®) dxP
523 ], (&%E) (axA "y ap P gy %)d”' (116

€ como

e\t (e
Sap dp dp | — dl Sap dp dp

a expressdo (1.16) pode ser reescrita como

Nl—

2
= (d—p) dl (1.17)
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1 (P (98ap _ ,dx® dxf d(6x) dxP
0S = EfA (&_XA ox il W + ZgaﬁTW)dl (118)

Integrando por partes a segunda parcela entre parénteses na expressdo acima, e

sabendo que 6x* = 0 em A e B, ficamos com

T X — gup O (1.19)

56 - fB 1agaﬁ xAdx"‘dxﬁ dgap dx* dxP d2xP 2\g1
B 4 \2 ox? dl dl oxt dl dl

B
B 108up dx* dxP  9grp dx® dxP P\
= f (EWWW T oxe dl ar S Pk (1.20)

Tendo em conta que

) 1

g)/ﬂr;m = Eg)/ﬁgm(aagn/\ + 9qua - anga)\) (1.21)
1

= 5(8agm + JAgpa — Ipgar), (1.22)

e lavando na integral acima juntamente com a condigao 6S = 0, obtemos

A g dxdxf

W + aa?ﬁ = 0, (123)

que representa a trajetoria de uma particula livre sujeita a geometria de um espago
tempo curvo, que é determinado por uma métrica g.g € se manifesta através das co-
nexdes. E comum parametrizar a trajetéria de uma particula utilizando o parametro

de tempo préprio 7, que é é um parametro invariante dado por
dt® = —gpdx’dx?, (1.24)
em relagdo ao qual calcula-se as derivadas temporais dos quadrivetores, de maneira

que continuem se transformando como tal sob uma mudanca de coordenadas, de

modo que basta tomar 7 = -/ em (1.23).
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1.3.2 Limite Newtoniano da Relatividade Geral

A Relatividade Geral pode ser vista como uma generalizacdo da teoria da
gravitacdo de Newton, portanto, as equagdes de Einstein devem ser equivalentes as
equagdes de Newton no limite onde esta tltima é valida: baixas velocidades, campo
fraco e estaciondrio. Vamos entdo analisar as equagdes de Einstein neste limite.

No inicio do préximo capitulo é demonstrado em detalhes, a partir da equa-
¢do da geodésica, que teorias geométricas para gravitacdo apresentam equagdes de

movimento para particulas na forma da segunda lei de Newton desde que

goo = —(1+2Dy), (1.25)

em que @y é o potencial Newtoniano. Portanto, a tinica componente relevante para
o limite Newtoniano é ggo.

Serd analisado aqui a relagdo entre a equagdo de Einstein e a de Poisson que,
como foi comentado na sec¢do anterior, relaciona o potencial gravitacional a densi-
dade de massa p de um sistema na gravitacdo Newtoniana, e a partir desta relagdo
identificar a constante k em (1.10). Para esta analise, é mais conveniente escrever as

equagdes de campo (1.10) na forma

1
Raﬁ = K(Ta - EgaﬁT), (126)

que é obtida tomando o traco da equacao (1.10), que fornece R = —«T, e substituindo
na mesma para eliminar R.

No regime onde é vélida a fisica Newtoniana, as componentes do tensor
energia-momento podem ser aproximadas por T* ~ pu“uf, em que as componentes

da quadrivelocidade sd0® u* ~ (1 — dy,0), e com isso

T = gup T ~ 00T ~ —(1 + 20y)p, (1.27)
e como p®Py é de ordem superior,
T =~ —p. (1.28)

A consideragdo de um campo fraco nos permite escrever a métrica do espago-tempo

?Para unidades em que a velocidade da luz ¢ = 1.
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COMO gag = Tap + Map, €m que h,g representa um pequeno desvio com relacdo a
métrica de Minkowski, ou seja, |h.4| < 1. Utilizando esta expansdo na expressao
para a componente do tensor de Ricci R ,, obtido a partir de (1.7), e mantendo a
primeira ordem em h,4, observa-se que

Roo ~ 9T}, (1.29)

pois as parcelas que possuem produtos de I 530 de segunda ordem em /1,43, e como a
componente essencial é goo ndo hd necessidade de calcular as componentes espacias
e espago-temporais de R,g, que sdo de ordem superior. Utilizando (1.5) obtemos

. 1 ..
F60 = —Enl]ajhoo. (130)
A equacdo (1.26) para a = = 0, juntamente com (1.28) e a expressdo acima
fornece
ni7<9i(9]-h00 X —Kp. (1.31)
podemos identificar através da expressdo (1.25), que hyy = —2®Py;, logo a equagdo
acima fica
V2D = gp, (1.32)

e como a equagdo de Poisson é V?®y = 41Gp, podemos identificar

Kk = 8nG. (1.33)

1.3.3 Solu¢ao de Schwarzschild

Logo ap6s a apresentacao final da teoria da Relatividade Geral em 1916, o astro-
nomo aleméao Karl Schwarzschild resolveu as equag¢des de campo de Einstein para
um caso bastante particular, simples e de grande alcance quanto as suas possibilida-
des de aplicagdes experimental e observacional. Este procedimento foi publicado e
sua versdo em inglés é [42]. Trata-se da determinacdo da métrica do espago-tempo
no exterior de uma distribuicdao de massa M, estética e esfericamente simétrica. A
solucdo de Schwarzschild aplica-se, por exemplo, para o movimento planetdrio em
torno do Sol, e representa um aperfeicoamento da lei de gravitagdo universal de
Newton quando aplicada no mesmo contexto.

O procedimento para esta solucdo é apresentado de diversas maneiras em dife-
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rentes livros bem conhecidos, com abordagens semelhantes a do artigo de Schwarzs-
child e algumas mais simplificadas, como por exemplo [51], [7] e [52], entre outros.
Independente da maneira com é obtida esta solugado, todas tem como objetivo utilizar

as componentes da métrica que aparecem no elemento de linha

ds? = —f(r)df + h(r)dr* + r*(d0 + sin® Od¢?) (1.34)

na equagao de Einstein para uma regido do espago-tempo a uma distancia r do centro
de um objeto esfericamente simétrico e de massa M, em que seu raio é menor que
1, e obter as expressOes para as fungdes f(r) e h(r). Em uma regido onde ndo ha

distribuicdo de matéria a equacdo de Einstein assume a forma
_ 3.1 A A T ATV —
Rup = 93Ty = T, + ThgT —TAT) =0, (1.35)

As conexoes I',;, por serem simétricas nos indices inferiores, possuem 40 componen-

tes independentes. Para as componentes da métrica no elemento de linha (1.34)

go = —f(), (1.36)
gu = h(r), (1.37)
gn = 1, (1.38)
g3 = r’sin’0, (1.39)

as componentes ndo nulas da conexdo, tendo em conta que (x°, x', x?,x%) = (t,1, 6, ¢),

sdo
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1 df(n

0 _ _ 10

rOl - 2f(1’) dr Fl()/ (140)
1 df@r)

1 —

Tp = ) dr (1.41)
1 dh(r)

1 —

Iy = G dr (1.42)

N

I, = )’ (1.43)

.2

 _ _rsin“f

rl, = TR (1.44)
1

i, = ;zrgl, (1.45)
1

3, = ;zrgl, (1.46)

I3, = —sinfcosO, (1.47)
cos 0

ng = E:T%, (148)

Com as relagdes acima podemos calcular as componentes da equacdo de Einstein
(1.35). Os célculos sdo simples, porém um pouco longos, e mostré-los distancia o

objetivo do texto, portanto serdo exibidas aqui as respostas

') 1O\ () f) 1(f()

fo = ‘2f<r>+1(h<r>)(h<r> +f(r)) ?(mr))’ (14
) 1 (fON(H (@) () 1 (K(r)

fu = 2f(r>‘1(f(r))(h<r> +f(r>)_?(h(r>)’ (150
B ro{ WE) O\ 1

Re = 1455 (_h(r) f(r))+h(r)’ (1.51)

Ry3 = sin®ORy, (1.52)

em que f'(r) = df(r)/dr e R,g = 0 para a # . Vamos entdo a solugdo da equagdes
geradas por (1.35), utilizando as expressoes acima. Dividindo (1.49) por f(r) e (1.50)

por h(r) e somando-as obtemos

2 (h’(r) f(r)) 0 (1.53)

)\ k() T ()
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e como rh(r) # 0 temos

fo _ W)
fo) - R

(1.54)

cuja integragao fornece
f(rh(r) =C. (1.55)

em que C é constante de integracdo. Para fixar o valor de C, basta impor que a

métrica seja a de Minkowski quando r é grande, ou seja,

1

}LI?O h(r) = }Lrg fr)=1 = k@)= [0 (1.56)
Levando esta relacdo em (1.51), obtemos
Ry =-1+7rf'(r)+f, (1.57)
e da relagdo R, = 0 vem
rf'(n+ f(r)=1 (1.58)
Lrfen =1, (1.59)
logo
rf(r)=r+C (1.60)
sendo C;constante. Com isso
f) = 1+ (161)
h(r) = (1 + %)1 , (1.62)

e o elemento de linha (1.34) fica
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-1
ds? = — (1 ; %)dtz + (1 ; %) 472 + (467 + sin® 0de?). (1.63)
A constante C; pode ser fixada identificando a componente gy acima com (1.25).

Para uma distribuicdo esférica de massa M temos @y = —GM/r [52], logo

2
o0 = _(1 _ g) — C,=-2GM, (1.64)

entao

dszz—(l—g)dt2+(1—@

-1
) dr? + P(d6? + sin? 0dg?). (1.65)
E bastante comum, e em alguns casos mais conveniente, reescrever o elemento de
linha acima expresso em um sistema de coordenadas de modo a torna-lo isotrépico.

Isto pode ser feito introduzindo a nova coordenada radial

¥ = % [r ~ MG+ (- 2GMr)1/2] (1.66)
ou na forma
, GM\?
r=r (1 + > ) , (1.67)

que levando em (1.65), obtém-se

4

a2 + (1 ; i—rM) (@ + 1267 + sin® 6d¢%)). (168

(1 — GM/2r)?

2 _ S A
a5 =~ T GMyary



Capitulo 2

Formalismo P6s-Newtoniano

Parametrizado

A teoria da gravitacdo de Newton pode explicar os efeitos da gravidade no
sistema solar com uma precisdo de até 107°. Isto se deve ao fato de a gravidade,
no sistema solar, ser fraca o suficiente para atender as exigéncias do regime onde
vale a teoria newtoniana. Portanto, espera-se que teorias métricas de gravitacdo
sejam equivalentes a teoria newtoniana quando aplicadas a sistemas cujo campo
gravitacional é estatico e suficientemente fraco, e isto serd verificado aqui. Neste

Regime um corpo se move de acordo com
a=Vl, (2.1)
em que a é a aceleracdo do corpo e U o potencial Newtoniano dado por?

p(x’, ) By

VZ =-—4 ; /t = ’
u T U(x, t) x|

(2.2)

sendo p a densidade de massa de repouso que produz o potencial sobre o corpo de
teste, e além disso é tomado a partir daqui, unidades em que G = 1.
Para corpos que se movem a baixas velocidades pode-se desprezar os termos

dx/dt com relagdo a dt/dt. Ou seja, a equacdo (1.23) pode ser reescrita na forma

d2x0 dt\’
F + I‘S‘O (E) =0. (23)

'No primeiro capitulo foi utilizado o simbolo @y para o potencial Newtoniano e V2®y = 41Gp
para a equagdo de Poisson que tem sinal contrario a (2.2). esta mudanga foi feita pois a convengédo (2.2)
é classicamente utilizada na literatura ao tratar de PPN. A relagédo entre as duas notacdes é U = —Dy

16
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E ainda, como o campo é estatico, as derivadas das componentes da métrica no

tempo devem ser nulas, e com iSSO,
l iy - ——1 ‘Wa 2 4
00 Zg VgOO' ( M )

Com base no argumento de que o campo gravitacional deve ser fraco, podemos

escrever a métrica do espaco-tempo em coordenadas tais que

Suv =MNw + h‘uw |hyv| <1 (25)

em que 1), 530 as componentes da métrica de Minkowski, &, representa um pequeno
desvio de 7, e sdo as componentes da métrica que descreve a regido onde atua o
campo, ou seja, h,, — 0 suficientemente longe da origem do campo. Mantendo

somente a primeira ordem em /,, se obtém, para (2.4)

1
l"go = —En‘“’avhgo. (26)
Levando na equacdo (2.3) vem

2~ 2

B 1(adt\
ad (E) 6", (2.7)

ou

At\* 2 Brdx 1 (dt\
_ == .
(d’[) iz e dt Z(d”[) 579 fco- 28)

Portanto, a equacgdo acima equivale a (2.1) se hpp = 2U e

dt
d_’l'z = 0, (29)

ou seja, t e T tem uma relagdo afim. Entdo, a relacdo (2.8) pode ser reescrita como

d*x

que é equivalente a (2.1), e goo = —1 +2U é a métrica que faz com que teorias geomé-
tricas para gravitagdo tenham equagdes de movimento para particulas equivalentes

segunda lei de Newton.
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Atravéz do Teorema do Virial, as velocidades v dos corpos que se movem
sujeitos a U se relacionam com este tal que U ~ v?. Para a andlise de sistemas
cujos constituintes estdo em regime newtoniano é suficiente considerar os corpos
astrondmicos como compostos por fluidos perfeitos, ou seja, as componentes do

tensor energia momento sdo dadas por
T = (p + pIT+ p)utu” + g"'p, (2.11)

em que [T é chamada densidade especifica (razdo entre a densidade de energia e
densidade de massa de repouso), p é a pressdo e u” a quadrivelocidade do fluido.
A ordem de “pequenez” das varidveis da matéria podem ser atribuidas em
relagdo a velocidade dos corpos do sistema. Através de (2.2) vemos que p ~ v%, a
densidade de energia especifica e a razdo p/p também sdo da mesma ordem de U

(~ 107° para o sol), em resumo,
p
U~H~—Z~p~vz, p~vt (2.12)

etambém d/dt ~ v. A partir daqui a notagdo utilizada para rotular ordem de poténcia
()
de qualquer variavel X em relagdo a velocidade serd X se X ~ vN. O objetivo do

formalismo PPN é expandir as componentes da métrica nessas ordens, de modo
a se obter valores para alguns pardmetros que podem ser usados para comparar
diferentes teorias atravéz da interpretacdo fisica dos mesmos.

O formalismo PPN foi motivado pelos trabalhos de Eddington [13], Robert-
son [35] e Schiff [41], onde o sistema solar era idealizado como uma distribuicao
central de massa em que o sol é esférico e ndo girante (logo o seu potencial gravi-
tacional U ~ M/r) e planetas como corpos de prova que se movem em geodésicas
desta métrica. As componentes da métrica nesta versdo do formalismo sdo, em

coordenadas isotrépicas, dada por

2M M\?
g = e -2(T)
Qij = (1+2y]\—f)6ij (2.13)

goj = 0,

em que M é a massa do sol de raio R, y e  tém valores dados por cada teoria.
No caso de Relatividade Geral, pode-se comparar as componentes acima com a
expansdo das componentes da métrica obtida para solugao de Schwarzschild (1.68),
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em coordenadas cartesianas, até a ordem (M/r)?,

2
oo = —1+7—2(7 ,
2
g = 0, (2.15)

e verificar diretamente que y = = 1.

O parametro y, por exemplo, é o coeficiente do potencial U, ou seja, este
determina o quanto a métrica se distancia de Minkowski e pode ser interpretado
como a a quantidade de curvatura espacial por unidade de masa. O parametro
B vem como coeficiente de U? e pode ser relacionado a nao linearidade da teoria
em questdo. Veremos mais a frente que testes observacionais indicam que y esta

relacionado ao desvio daluz e § a precessdo do periélio de particulas em movimento.

2.1 Sistema de Coordenadas

Para discutir o limite pés-Newtoniano corretamente é adequado especificar o
sistema de coordenadas de forma precisa. No livro [54], mostra-se que é possivel
juntar a solucgdo local de PPN com a métrica de fundo cosmolégica. Esta juncdo
ndo é de todo realista, pois despreza outras estruturas intermediarias, como nossa
galdxia, mas ilustra como inserir os resultados de PPN num espago-tempo que abarca
maiores escalas, e que ndo é necessariamente assintoticamente plano.

Considere um universo homogéneo e isotrépico e que neste universo existe
um sistema Newtoniano isolado. Nas regides externas ao sistema isolado é de se

esperar que a métrica do espago-tempo pode variar de acordo com

(a(t)/ao)*

ds? = —di?> + 5

Oijdx‘dx! + hypdxdx?, (2.16)
kr?

1+ 42

em que os dois primeiros termos correspondem ao elemento de linha de Friedmann-
Robertson-Walker apropriado para um modelo cosmolégico homogéneo e isotrépico
e o terceiro termo representa a perturbacdo devido ao sistema local. Neste elemento
de linha a(t) é o fator de escala cosmoldgico (ay = a(ty)), k é o parametro de curvatura
(k =0,+1) e r a distancia do sistema local até uma regido externa onde ainda atua o
campo.
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Para um determinada distancia 7o em um determinado instante f, podemos

realizar uma transformacao de coordenadas de modo a escrever
ds® = (Nap + Mp)dx'*dx’?, Nap = diag(-1,1,1,1) (2.17)
a saber
t=t, X' =xI(1 = kr}/4a3)™". (2.18)

A transformacdo acima deve ser tomada em uma regido onde ry seja grande o
suficiente para que 1,5 possa ser visto como uma forma assintética de g,g, isto &,
quando os temos de maior ordem em /,g forem muito menores que a unidade, isto
ocorre onde M/ry << 1 sendo M a massa total do sistema isolado. Além disso, M
deve ser tal que o desvio da métrica com relagdo a ), para r << rq seja pequeno, e 0
menor dos termos em /,,, sdo da ordem (M/r)?.

Para o sistema solar por exemplo, ry < 10"km e uma vez que ay ~ 10'° anos
luz [54], temos que os desvios méximos com relagdo a 7,, sdo da ordem de 2 (ro/ag)? ~
107%*, que sdo muito menores que os desvios pos-newtonianos esperados (M/r)* 2
1071, Assim, podemos considerar a métrica para o espago-tempo do sistema solar
como sendo a métrica de Minkowski em suas regides exteriores, e com desvios da
ordem de M/r e (M/r)* nas interiores com uma boa precisdo. Apesar de o fator de
escala cosmolégico variar com o tempo, a dindmica do sistema solar evolui muito
mais rapidamente. Portanto, ndo é necessério levar em conta a variagao do fator de
escala do universo ao analisar o sistema local.

Para o sistema local de coordenadas é ttil definir as seguintes convengdes e
quantidades:

e Os vetores espaciais sdo tratados como vetores cartesianos, ou seja, x* = xp.

e O simbolo |x| denota a norma de x. Por exemplo, x*x; = xx; = [x]* = xfx*.
Além disso, vale ressaltar que as componentes da perturbagdo da métrica h,s tém
seus indices levantados e abaixados com 1,4, isto &, h = N*hy,. O sistema definido

com estas propriedades é comumente chamado de quase cartesiano.

21 ano luz = 9 - 1012Km ~ 10'%km, logo ag ~ 10'° anos luz ~ 102km. Entao (ro/ag)? ~ 1072
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2.2 Limite Newtoniano

No inicio deste capitulo foi feita uma anélise para estabelecer ordens de po-
téncia da velocidade dos corpos do sistema para as varidveis da matéria do mesmo.
Pode-se fazer uma andlise equivalente a fim de estabelecer ordens de poténcia da
velocidade para as componentes da métrica do espago-tempo, e isto pode ser feito
como se segue.

A agdo para uma particula relativistica livre pode ser escrita da seguinte forma

dx® dxP\"? . R
S=-m f(_g"‘ﬁﬁﬂ) dt = —-m f(—goo — 2g0i0' — gij0'v))2dt, (2.19)

Como j4 foi visto, para a teoria de Newton bastam os termos da ordem U ~ v?, ou
seja, para o limite newtoniano basta conhecer, na agdo acima

(@A) M ©)
oor  Soir  8ijr (2.20)

Para determinar tais termos, deve-se expandir a métrica do espago-tempo gug
em torno de um valor assintético que seja solucdo das equagdes para o espago plano,
pois esta é a primeira aproximagdo quando o sistema estd sob agdo de um campo
fraco. Como ja foi visto, pode-se escrever

Sap = Nap + hap, (2.21)

em que 7,4 sd0 as componentes da métrica de Minkowski, e h,s € um pequeno

. ~ . ) ©
desvio com relagdo a 744. Fica claro que todos os termos além de g, devem estar

N
em Ny = (8)043- Deste modo, a partir da expansdo acima e de (2.20) se obtém

@ )
goo =-1+ hOO/ gOi = hOil gl] = 6ij/ (222)

para ordem Newtoniana. Utilizando esta expansdo da métrica, deve-se reproduzir

a equagdo newtoniana para o movimento de particulas sujeitas a um potencial U, e
@
como foi visto anteriormente, espera-se que hy o 2U. Como a lagrangiana a partir

da qual se obtém a = VU é £ = (1-v*—2U)"?, e esta pode ser comparada com (2.19)

(Y

o = 0. E com isso

para observar que g

M ©)
S =-"1+2al, g,=0, 8ij = 0ij. (2.23)
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em que « é fungdo dos pardmetros e constantes de acoplamento de cada teoria °.

O limite Newtoniano ja nao é suficiente quando se faz necessario uma precisao
superior a 10™. Ele ndo pode prever o deslocamento adicional do periélio de mer-
cario de ~ 5 - 1077 radianos por 6rbita, por exemplo. Por isso, é conveniente uma

aproximagao que vai além do limite Newtoniano para a métrica do espaco-tempo.

2.3 Limite P6s-Newtoniano

Para o limite pés-newtoniano é necessario expandir as componentes da métrica
na acdo (2.19) até a mesma atingir a préxima ordem de velocidade. Os termos da
ordem de v° (e consequentemente ordem impar de derivadas temporais) mudam de
sinal sob reversdo temporal, e isto representaria dissipagdo ou absor¢do de energia
pelo sistema. Além disso, a lei de conservacdo de energia no limite newtoniano
impede que os termos v® aparecam. Portanto as componentes da métrica devem
ser expandidas de modo que a agdo atinja ordem v*, ou seja, deve-se conhecer as
componentes

4) ®) 3]
8 007 8 oir 8ij* (2.24)

A andlise p6s newtoniana ndo é simples, pois deve ser feita através das equacoes de
campo de cada teoria, por isso também é preciso expandir as componentes do tensor

energia momento (2.11) até as ordens necessarias, ou seja

) ®). @)
T%, T, TY. (2.25)

As componentes do tensor energia momento (2.11) podem ser reescritas utilizando
©)
a expansdo g* = g% — 1 + h*Mif + ..., da seguinte forma

a dxB
T = (p + pIT+ p dx® dx (dt

2 (0)
-~ 7 == ap _ pap adpb
FTRT dr) +p(g WP + h*H +---). (2.26)

Através do elemento de linha para o espaco-tempo

ds? = —dT = gupdx®dx = (gup + hog)dx"da?

= (=1 + hoo)df + (6;; + hyj)dx'dxd + O@@Y),  (2.27)

3No caso da Relatividade Geral a = G = 1.
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e com isso obtém-se, para segunda ordem

dr\? @ o
- = (1 - ho() - 51']'010]). (228)
dt

@
Nao ha necessidade de expandir as componentes da métrica até ordem pods-
Newtoniana nesta etapa pois o termo acima aparece multiplicando varidveis da
ordem v” ou superior em (2.26). Invertendo esta expressdo e tendo conta que U ~ v?,

pode-se expandir a expressdo acima para obter*

dt

2 @
(dt) = (14 hgo +0%). (2.29)
@

Levando em (2.26), pode-se escrever as seguintes componentes para a expansdo do

tensor energia-momento

2)

(
T = p(1+1I1+2*+h") +O(°), (2.30)
‘ ' 2
T = p'(1+11+ 0%+ K% +p/p) + OF), (2.31)
) o @ L@
T7 = pv'/(1+I1+0* +h™ +p/p) + p(6”7 - h') + O(2®), (2.32)
logo
@
T = ), (2.33)
4) @
T = p(1+T1+ ko + 0%, (2.34)
) .
TOZ — pv]’ (235)
@)
Ti = o, (2.36)
@) - 3
T = po'v! +pd. (2.37)

Seré preciso, posteriormente, utilizar as componentes do tensor energia mo-

mento como descritas acima porém com indices abaixados, e isto é feito da seguinte

“Como U ~ v* é apropriada a expanséo (1 + x)" ~ 1 + nx.
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forma
© 0 ©
Too = 80a80s T = 80a80s T = g0, 8op T + 280,110 T + O(2°)
= T — 28y T + O(0°). (2.38)
Logo
%) (2)
Too = T%, (2.39)
) ) @ @
Too = T% —2hyTY. (2.40)
Utilizando (2.33) e (2.34)
@
Too = p, (2.41)
4) 2 ) )
Too = p(L+T1+ hoo+ %) =2hgop = p(1+T1— hoo + 7). (2.42)

O procedimento é anédlogo para as demais componentes:

Toi = goagis T = g(()(l) gEO)T“ﬁ + g(o(ghiﬁTa‘ﬁ + ho, gﬁE)T"‘ﬁ + O(v°)

B
= =6, T" + O(v%), (2.43)
fazendo uso de (2.35), vem
3)
TOZ' = —pvi. (244)
Finalmente
ap _ O O g 5 ij 5
Tz'j = giagjﬁT = glag]ﬁT + O(U ) =T + O(U ), (245)
)
entdo, o termo T;; =0e
(4) .
T; = —po'v) + 6;jp. (2.46)

Tendo posse das componentes obtidas acima podemos também calcular o trago

do tensor energia-momento dado por,

T = g T, (2.47)
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expandido até a ordem pés-Newtoniana. Utilizando a expansdo (2.21), a expressao

acima se torna

T = 0T + hog T
= T]()()TOO + T]l']‘Tij + hooTOO + hOiTOi + ]’li]‘Tij

@ 2) @ o @ @ @
=T + nijTV + 0T + hooT™ + h;; TV + O(°). (2.48)

Utilizando as componentes (2.33)-(2.37) obtém-se

T

) )]
—p(1+T1+ hgo + 0%) + pv* +3p + phgy + O(°)
—p — pIT+ 3p + O(°). (2.49)

2.4 Potenciais e Métrica P6s-Newtonianos

A métrica pés-Newtoniana mais geral, pode ser obtida escrevendo todos os
termos compostos dos possiveis funcionais pés-Newtonianas das varidveis da ma-
téria, cada uma multiplicada por um coeficiente arbitrdrio que pode depender das
condi¢des cosmoldgicas e outras constantes, e acrescentando a estes termos a métrica
de Minkowski. Serd considerado que toda a matéria do sistema possa ser tratada
como um fluido perfeito. A fim de se obter um formalismo ttil deve-se impor algu-
mas restricdes sobre os possiveis termos a serem considerados, e que aparecerdo na

métrica geral. Estas restri¢des sdo:

(i) Os termos que aparecem na métrica devem ser de ordem Newtoniana ou pos-

Newtoniana; termos de ordem superior ndo sdo considerados.

(ii) Os termos devem desaparecer quando a distancia entre o ponto origem do
campo x e um ponto no interior da por¢do de matéria x’, torna-se grande. Isto

garante que a métrica seja Minkowski no sistema de coordenadas escolhido.
(iii) As coordenadas sdo escolhidas de modo a deixar a métrica adimensional.

(iv) A origem espacial e momento inicial do tempo devem ser completamente
arbitrdrios, de modo que estas quantidades ndo devem aparecer explicitamente
na métrica. Esta condicdo é satisfeita fazendo uso de fun¢des em que o ponto do
campo sempre ocorra ha combinagdo x—x’ e que a dependéncia temporal esteja

implicita nas varidveis de matéria e parametros cosmolégicos correspondentes.
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(v) As perturbagdes da métrica ho,ho; e h;j se transformam, sob transformagoes

espaciais, como um escalar, um vetor e um tensor respectivamente

(vi) Os funcionais da métrica sdo gerados por U, p, Il, p e v, e ndo por seus

gradientes.

Além das restri¢des acima, leva-se em conta também que os funcionais devem
ser simples. A partir destas consideragdes, pode-se listar os termos que possivel-
mente aparecem para cada componente da métrica pés-Newtoniana abaixo:

Como hf}z) deve se comportar como um tensor tridimensional sob transforma-

¢Oes espaciais, 0s termos a serem considerados sdo
uos;j, Xij (2.50)

em que x ;; € chamado de super-potencial e é definido por
V2x = =2U, = X, t)=— fp(x’, lx — x'|d°x’ (2.51)

3
Devendo se transformar como um vetor, hg].) deve conter apenas os termos

p(x/, t)v} . )
ji= Wd X, \Y V] = —47TUJ' (252)

px', o - (x —x)(x —X); ,
W, = f mTE LBy, (2.53)

que podem ser relacionados com o super potencial por
Xo0j = V] — W] (254)

. ey g . 4
Utilizando as restri¢des (i)-(vi) devemos considerar, para a componente hgo), 0s se-

guintes escalares

x_x/ x/_xll x_xll

= ’ 1 . _ 3 1 1B
wa - fp p |x_x/|3 (lx_xlll |x, _xl,l)d Xd X (255)

p/vl2
¢1 = fmd?’x,, VZ(P1 = —47'(p'02 (256)
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b = f pr ,_Li,laﬁx', V2, = —4npU (2.57)
b = f | f /_l_i,|d3x’, V2, = —4mipll (2.58)
s = f : P ,xlld3x', V2, = —4mp (2.59)
A= f P [le (xx |3x) Py’ (2.60)

= f : P /x/l(x—x’)-%d%’. 2.61)

Existem varias relagdes entre estes potenciais, estas podem ser listadas:

Wdx = A+ B—r; V=l IVUP = VP~ o)
UVAU = ¢y; V(o + 2U* = 3¢p,) = 299/ x9:9;UL (2.62)

Dados os potenciais definidos acima, a métrica é escrita em funcdo destes com
coeficientes arbitrdrios, que serdo os parametros parametrizados pés-Newtonianos.
Fazendo uso da arbitrariedade das coordenadas incorporada na restri¢do (ii) e a
partir de uma transformacdo infinitesimal de coordenadas, pode-se escolher um
calibre especifico no qual a métrica tem uma forma mais simples, e isto é feito
abaixo.

A lei de transformagdo para a métrica, assim como para qualquer tensor de
segunda ordem ¢ a usual

dxt ox"
gaﬁ(x/\) - gyv(x/\)axa axﬁ (263)
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Considere a transformacao infinitesimal de coordenadas
X =x"+&x"), (2.64)
com isso temos que dzxt = 8} — dz&H, e tendo em conta a expansao
Su(¥") = gu(® — &Y = g (") — &9y 8, (2.65)
a relacéo (2.63) fica
Zap(X") = (") — E9580)(0h — 9a&¥)(6) — IpEY). (2.66)
Para a primeira ordem em &* obtém-se
Zap(X) = Qup(X") = 70y Qup — SuOpE” — updalt, (2.67)

a barra sobre os indices das derivadas e a dependéncia das componentes da métrica
do lado direito da relagdo acima foram removidos pois a dependéncia é clara e isto
simplifica a notagdo. Sabendo que Vel = 8“5’ + F:ME,A, as derivadas ordinarias
podem ser substituidas na expressdo (2.67) por derivadas covariantes desde que

sejam subtraidas as respectivas conexdes, isto é 5

Zap(®) = ap(¥") = £0,80p = Guy V& + ZayTh, &% = &Val” + ypT
= 8up(®") = (8 V& + 85Val) = E7(Qo8up = 8y Ty = 86T ho), (2.68)
e como
9o8ap — 8oLy = &ypTho = Voap =0, (2.69)
obtém-se, finalmente
Zap(®") = gup(¥") = Vp&a — Valsp. (2.70)

A fim de obedecer as condi¢des para o sistema local de coordenadas ja discutido,
e também manter o cardter pés-Newtoniano das componentes da métrica, as fungdes
&, devem ser tais que Vg, + V,&p sejam funcdes pés-Newtonianas e ainda Vg&, +
V.&s — 0 longe do sistema local. Este sistema garante que o referencial adotado

ndo seja privilegiado e mantenha o carater descrito na se¢do (2.1). O funcional p6s-

>Os indices repetidos nos trés tltimos termos de (2.67) podem ser mudados, deste modo foi feita
a mudanga v, u — ¥ nos dois tltimos termos.
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Newtoniano mais simples que possui estas propriedades é o gradiente do super
potencial, entdo serd tomado

&o = Aoy, &= A0ix, (2.71)

em que A; e A, sdo constantes. Pela transformagdo (2.64), poder-se-ia ter uma
liberdade de escolha de quatro constantes; a prescrigdo acima, no entanto, impde
o mesmo valor para as componentes espaciais, reduzindo o ntimero de constantes

para apenas duas. A partir de (2.70) pode-se escrever

goo — 2Voéo
800 — 2(doéo — I'gyéo)- (2.72)

300

Utilizando (2.71) e tendo em conta que a ordem minima para I7, e & é v°( logo
I3,&0 ~ v°) pode-se escrever

S0 = oo — 2A19000x + 2A:T0dix (2.73)

até a ordem necessaria. O mesmo deve ser feito para as outras componentes:

Qo 80i — (Ao&i = Tj:€a) = (0i&0 — T Ea)

= goi — doéi — dilo, (2.74)
ou ainda, utilizando (2.71)
Sor = goi — (A1 + A2)didox, (2.75)
e também.
37 = 8ij — 2A20:0)x. (2.76)

O termo I'} | que aparece em (2.73) pode ser calculado diretamente por

1.

Lo = 587(0gjo + dogoj = Ijgoo)- (2.77)

Mas como gy deve possuir temos até a ordem de v* e d;x é da ordem ¢?, a relagdo
acima se reduz a

; 1.0
FOO = _E&igoo = —8,U. (278)



2. FormALISMO P6s-NEWTONIANO PARAMETRIZADO 30

Fazendo uso das relagdes (2.62), e da componente do simbolo de Christoffel
calculado acima, as componentes (2.73),(2.75) e (2.76) podem ser reescritas, até a
ordem necessaria, na forma

S0 = Qoo =20 (A+ B — 1) + 20(U* + Pu — ), (2.79)
o = &oi— (M +A)(V;—W)), (2.80)
37 = 8&ij—2A0didix. (2.81)

O calibre que serd adotado como padrao supde uma escolha das constantes A4
e A, de tal forma que as componentes yx ;; e 8 ndo aparecem nas componentes g7 € g
respectivamente, ou seja, a parte espacial da métrica é isotrépica e diagonal. Tendo
em vista que as transformacdes realizadas até entdo devem ser tomadas em todos
os potencias listados, a notagdo em que a barra indica a funcdo transformada sera
abandonada afim de tornar mais simples a notagdo. Assim, a métrica serd escrita em
funcdo de nove potenciais pés-Newtonianos e dez parametros PPN, que sdo y, 3, &,

aieCy (b=1,2,3,4). Em termos destes parametros as componentes da métrica sdo

o= — 1+2U-28U*-2&hy + Ry +2+ a3+ 0 —28)P1 +2(3y =38+ 1+ & + &)y +

+ 2(1+ G3)ps +2(3y +3Cs — 28)Ps — (G — 28 A,
1 1
g()]' = - 5(4}/ +3+ a1 —Qan + Cl — 2€)V] — 5(1 + ap — Cl + 2€)W,

8ij = (1 + 2)/U)61]

Temos agora uma forma geral para a métrica pés-Newtoniana de um fluido
perfeito para uma vasta gama de teorias métricas de gravidade, expressa em um
sistema de coordenadas local em repouso em relagdo a estrutura do resto do universo,
e em um calibre padrdo. Teorias podem ser distinguidas e classificadas de acordo

com o valor dos coeficientes que multiplicam cada termo da métrica.

2.5 Interpretacao dos Parametros PPN

2.5.1 Transformacgdes de Lorentz

A métrica p6s-Newtoniana construida na se¢do anterior, cujas componentes sdo

(2.82)-(2.84), foi obtida em um sistema de coordenadas tais que as regides exteriores

(2.82)

(2.83)

(2.84)
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ao sistema isolado estd em repouso em relacgdo ao restante do universo. Este sistema
de coordenadas é ttil para o calculo da métrica pés-Newtoniana de uma determinada
teoria. Entretanto, este ndo é conveniente para o célculo de efeitos com precisdo
além da Newtoniana em sistemas que se movem em relacdo a estrutura das regides
exteriores ao sistema isolado, ou seja, do restante do universo, como o caso do Sistema
Solar, por exemplo. Os resultados de experimentos para fins de obtengdo dos valores
dos parametros relacionados a cada efeito ndo podem ser afetados por escolha de um
determinado sistema de coordenadas. Contudo, para o caso mencionado acima um
sistema de coordenadas melhor pode ser aquele em que o centro de massa do sistema
em estudo esteja aproximadamente em repouso. Além disso este procedimento dara
algum conhecimento a respeito do significado dos parametros ay,a; e as.

Para isto deve-se fazer uma transformacao de Lorentz para um novo referencial
que se move com velocidade w em relacdo ao antigo referencial. A transformagdo
completa de Lorentz das coordenadas em repouso (¢, x) para as coordenadas em

movimento (7, E) podem ser escritas na forma

1 E-w 1
x = E+ ——1) w + Tw, (2.85)
(Vl—uﬂ w? 1 — w?
e
1 _
t = ———(t+E-w). (2.86)
1 — w?

A fim de se manter o cardter pds-Newtoniano da métrica, serd considerado que o
centro de massa do sistema move-se lentamente em relacdo ao universo exterior, isto
é |w| ~ v. Deste modo, as transformagdes acima podem ser expandidas em poténcias
de w até a ordem necessdria que, como pode ser visto na referéncia [9] sdo O(w?) e
O(w*) para (2.85) e (2.86) respectivamente. Logo

x:E.+(1+%w2)w7+%(3-w)w+0(w4), (2.87)
e
1 2 3 4 1 2| = 5
t:(1+§w +§w)7+(1+§w).:.-w+0(w ), (2.88)

em que Tw é assumido como sendo O(0).

Para escrever a métrica PPN no novo sistema de coordenadas, deve-se utilizar
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a lei de transformagédo padrao para as componentes do tensor métrico °

. Ox® oxP
gy/\(T/ d;) = @ﬁgo‘ﬁ(t’ X), (289)

e expressar os funcionais da matéria que aparecem em g,4(t, x) em termos das novas
coordenadas. Como pd®x é medido em um referencial de Lorentz local, é invariante

sob esta transformacao, e por isto permanece inalterado, de modo que
p(t,x)dx" = p(t, & )d°Z’, (2.90)

A invariancia deste termo reflete o simples fato de que dm = pd®x é a massa de
repouso conservada em um elemento do fluido, por isto esta ndo pode ser alterada
por uma transformacdo de coordenadas, ou seja dm(t,x) = dm(t,E). E também
porque dm ndo se altera a medida que o fluido se movimenta. A densidade de energia
especifica IT e a pressdo do fluido p aparecem somente na ordem pds newtoniana, e

se transformam como [56]

p(t, x) p(t, E), (2.91)
II(t,x) = II(7,8). (2.92)

Utilizando a transformacdo de coordenadas dadas em (2.87) e (2.88) deve-se
transformar também a quantidade 1/|x — x’| que aparece nos potenciais listados na
secdo 2.4. Partindo das Eqgs. (2.87) e (2.88), tendo em vista que a velocidade da

matéria no novo referencial é v e
v=v+w+03), (2.93)

em que O(3) representa os termos de produtos das velocidades mencionadas, chega-
se em
1 1 1 A7\2 Al Y
= [1 + E(w A+ (wa)(vn') + O(4)] , (2.94)

’ = _ =

em que
’
Utilizando (2.90)- (2.92) e (2.94) nos potencias (2.52), (2.53) e (2.55)-(2.61) obtém-se,

(1]
I
[

(2.95)

>
Il

[&]
|
[

®Nesta notacao Z° = 7 assim como x° = t.
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para os potenciais nas novas coordenadas e até a ordem necessaria

Ut x) = (1——wZ)U(T,E)—w]V]'(T,E)+w]W]'(T,E)+Ewlw]ui]'U(T,E), (2.96)

2
Pu(t,x) = ¢u(T,E), (2.97)

Pi(t,x) = ¢i(T, B) + 20V (7, E) + w*U(t, ), (2.98)
Ga(t,x) = Pu(1,E), (2.99)

P3(t,x) = ¢s(7, &), (2.100)

Pa(t,x) = ¢a(t, ), (2.101)

Alt,x) = AT, E) + 20 W,(t, E) + w'w'Uy(t, B), (2.102)
Vilt,x) = Vi(t,E)wU(t,E), (2.103)

Wi(t,x) = Wj(t,E) + w Up(t, E). (2.104)

Aplicando as transformacdes (2.87), (2.88) e (2.89) sobre a métrica pos-
Newtoniana cujas componentes sdo (2.82)-(2.84) e utilizando os potencias listados
acima, obtém-se a métrica PPN para o sistema de coordenadas mével, e suas com-
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ponentes sao

g0(T,E) = — 1-2U(7, &) +2BU(1, E)? + 2Ed0(T, B) + 2y + 2 + a3 + {1 — 28)i(1, E)
+ 2By =28+ 1+ G+ &)Pa(T, E) + 2(1 + G3)ds(T, E)
+ 203y +2Cs = 28)u(T, E) — (G — 28)A(T, E) — (a1 — ap — azw?)U(t, E)

— WUt E) + 2z — ar)w'Vi(t, B)

- (- -G +28wdidoy, (2.105)
Qoi(T,8) = - %(4)/ +3+a;—ay +C —28)Vi(T,E) - %(1 +ay — G +25)Wi(T, E)

—~ %(al — 2a))w'U(t, B) — ax* U (7, E)

- %(1 —ay — 1 + 28wt 9kdix(t, B), (2.106)
gij(t, B) = (1 +2yU(z, E)) 6. (2.107)

A velocidade do sistema de coordenadas w aparece na métrica como uma variavel
pos-Newtoniana adicional. Portanto, temos uma liberdade na escolha de um calibre

que ndo altere aquele estabelecido anteriormente.” Com a escolha

T = 1+ %(1 —ay — G + 28wy, (2.108)
g - = (2.109)
0s termos
—(1 = ap — Gy + 28)x/9p0)x, (2.110)
—%(1 —ar,— (1 + 2£)xio7ic9]-)(, (2.111)

sdo eliminados de gg e go; respectivamente. Isto entdo, torna-se parte do calibre (em
que g;; é diagonal e isotropica, e os termos B e w/d;dpx ndo aparecem em gpo.) em
um sistema de coordenadas se movendo com velocidade w em relacdo a estrutura
do restante do universo.

As componentes da métrica pés-Newtoniana descritas nas coordenadas em

70 calibre adotado ao final da segdo 2.4 vale quando w = 0, j4 que neste caso as métricas sdo
idénticas.
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movimento possuem termos que dependem da velocidade do sistema de coorde-
nadas, o que parece violar o principio da Relatividade Restrita cuja hipétese é a
necessidade de que as leis da fisica tenham a mesma forma (ou seja, invariantes) em
diferentes sistemas inerciais para diferentes observadores. Contudo, a Relatividade
Restrita é vélida quando os efeitos da gravitacdo podem ser ignorados. Tais termos
sugerem que a gravitacdo gerada pela matéria pode ser afetada pelo movimento do
sistema local com relacdo ao referencial de repouso do universo, ou seja, sugerem
a violagdo do principio da equivaléncia forte que postula e equivaléncia entre a
aceleracdo de um dado referencial inercial e aquela interpretada por um observa-
dor sujeito a um campo gravitacional uniforme de mesmo valor, e também entre
as massas gravitacionais e inerciais. No entanto, os resultados das medicdes fisicas
ndo devem depender da velocidade w. Para um sistema como o sol e os planetas,
as tnicas velocidades que podem ser medidas fisicamente sdo as velocidades dos
elementos de matéria relativas uns aos outros e ao centro de massa do sistema, e
também a velocidade do centro de massa em relacdo ao referencial do universo em
repouso wy [54]. Portanto, qualquer predigéo feita a partir do formalismo PPN sobre
qualquer fendmeno deve depender somente destas velocidades, nunca de w. Por-
tanto, os termos na métrica PPN que dependem de w devem sinalizar a presenca de
efeitos que dependem de w, logo é conveniente adotar um sistema de coordenadas
em que w = wy.

Os termos adicionais que surgem nas componentes da métrica transformada
(2.105)-(2.107), ap6s a fixacdo do calibre sdo

- (a1 — ar — azw?)U(1, ) — aZwiwkUjk(T, 2) + a, — (Xl)ijj(T, g), (2.112)

1 ‘
- E(al — 2a)w'U(t, B) — axw* U (7, B), (2.113)

de goo e goi respectivamente. Estes termos dependem apenas de a1, a; e a3 e com isso,
conclui-se que estes medem o quanto e a maneira pela qual o movimento relativo
ao referencial de repouso do universo afeta a métrica pés-newtoniana e produz
efeitos observaveis. Se os trés sdo zero, nenhum desses efeitos estd presente, e ndo
hé referencial preferencial na teoria em questdo (para a ordem pds-Newtoniana).
Observe que, mesmo que se trabalhe no referencial de repouso do universo, onde
w = 0, os efeitos fisicos permanecerdo inalterados, pois mesmo que a;, a, e az sejam

explicitamente nulos, as velocidades de elementos de matéria v/ que aparecem na
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métrica PPN e nas equag¢des de movimento devem ser decompostas de acordo com
v =7+ wy, (2.114)

em que ¥ é a velocidade de cada elemento do fluido com relacdo ao centro de
massa do sistema isolado. Por isso, mesmo que se adote o referencial de repouso
do universo (w = 0) ainda serdo obtidos os mesmos resultados dependentes de wj
se estes efeitos existirem, ou seja, a1 = a; = a3z # 0 mesmo adotando o sistema de

coordenadas em repouso.

2.5.2 Leis de Conservagao

Algumas teorias métricas de gravitacdo violam algumas das leis de conserva-
¢do em regime p6s-Newtoniano, a conservagdo da massa energia e momento para
sistemas isolados. O objetivo desta segdo é explorar tais violacOes e determinar os
parametros p6s-Newtonianos relacionados de acordo com a referéncia [54].

Localmente, no sistema isolado, as leis de conservacgdo sdo aquelas satisfeitas
em qualquer referencial de Lorentz, ou seja, d,(pu®) = 0 em que u® é a quadrivelo-
cidade da matéria, representa a lei de conservagdo da massa de repouso, e pode ser
generalizada para qualquer espago tempo curvo

1

Valpu®) = =—==0u( \=gpu") = 0 (2.115)

Em um sistema de coordenadas (x, t), a expressdo acima é escrita na forma

a *
a—i +V-(p'0) = 0 (2.116)

em que p* é a "densidade conservada"definida por

o' = p+—gu’. (2.117)

Combinando esta com a equagéo de movimento V,T% = 0, e supondo que a matéria
seja um fluido perfeito, obtém-se

uVgT® = 0, (2.118)

que é a lei da conservacdo da energia local. Em um referencial local de Lorentz,
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momentaneamente comével com um elemento 6V do fluido a equagao acima, fica
updpT® + ugd, T + u;0,T7 = 0, (2.119)
e com o uso de (2.11)
—do(p + pIl) - J; [(p + pIT + p)vi] +0'dip =0, (2.120)
sabendo que v'd;p = 9;(pv’) — pd;v' e também d/dt = dy + v'0; a relacdo acima se torna
d , ,
E(p + pIl) + (p + pI)div' + pdiv' =0, (2.121)

Em um referencial comoével a velocidade da matéria v = 0, entretanto V-v =
oV=1d(6V)/dt # 0 [54], logo

A(5V)
dt

% [(p+ pI)OV] +p =0. (2.122)
Isto significa que qualquer alteracdo na energia total do elemento de volume 6V do
fluido é compensado pela realizagdo de trabalho pd(6V).

As Leis de conservacdo discutidas acima ndo dependem da teoria, pois sdo
validas em um referencial comével no sistema isolado onde efeitos relativisticos e
gravitacionais sao negligencidveis. Além disso, ndo é possivel obter leis de con-
servacdo mais gerais na forma integral através de vV, T% =0, pela existéncia de
dos simbolos de Christoffel. Entretanto, como pode ser visto em [24], toda teoria
métrica de gravitagdo covariante que seja baseada numa lagrangiana possui leis de

conservagao na forma
0 =0, (2.123)

em que O pode ser deduzido a partir da lagrangiana de cada teoria. Com isso,
deve-se obter O que se reduza a T"" na auséncia de gravidade. Desde que ®"" seja
simétrico, pode-se definir as quantidades conservadas

pP* = f AL, (2.124)
X

Jb =2 f xlef@y,. (2.125)
X
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Escolhendo um sistema de coordenadas tal que L, seja hipersuperficie constante no
tempo que se estende até as regides assintoticamente planas do espago, as quantida-

des P* e J* sdo independentes do tempo e sdo dadas por

pa

f 0, (2.126)
o
J¥ = 2 f xl @0 By, (2.127)
o
De acordo com [24,54], escrevendo ©*f na forma

@ = (1 — all)(T* + t°F), (2.128)

em que a é uma constante, deve-se encontrar #" (fungdo dos potenciais poés-
Newtonianos e suas derivadas bem como w), tal que (2.123) seja possivel. Utilizando
(2.128), (2.123) e sabendo que 9, T* = -T% T* T i T**, se obtém para primeira or-

dem p6s-Newtoniana a relagdo
Ot — adgUt*™ = T, TP + T T + ady UT. (2.129)

Apbs o calculo das relagdes acima, utilizando nas conexdes as componentes da
métrica (2.105)-(2.107), e do tensor energia momento (2.30)-(2.32), se obtém?®

0% = gt + 9"
= o [%(6)/ +2a— 5)|VU|2] — i[2(By +a - 3)9;Ud;V
+(3y +a —2)d;Ud,U] (2.130)

80s calculos sdo simples, porém longos e bragais, e fogem do objetivo deste capitulo, alguns
detalhes podem ser vistos em [54] e [24].



2. FormALISMO P6s-NEWTONIANO PARAMETRIZADO 39

e
&a tioz
em que
O
Tij
Qi

aotio + &]t”
1
80[47/ +4 + &1ajua[ivj‘] + 5(4)/ +2+ a1 — 20[2 + 2C1)81U8OLI
1 .
—(5y +a - 1)UV?V; + EalwluVZU + a,0;U(w - VU)]

+3)(11= (Ca + A€ - @)U + 3 (a5 - ) (L) ~ 26T )
+2EL(Vx - VU) = (G = 2E)T3(A) + 203(P) + (2as — an)Tyi(w' Vi)
—aol (W w'ddix) — (1 + ag — &y + 26)T3(deox)

1
+2a21"i]-(wk8k80)() — 2(47/ +4+ al)(8[1Vj]8[le] — Z(Sija[lvkﬁ[lvk])

Hdy + 4+ a) QU - 50,3:UAVE)

+EBmpdxd U + 601X k) — IxPrdidix — xIkdid i)
—i(ély +2+a; —2ay + 2C1)6i]-(80U)2 + azéij[%(w - VU)?

—doU(w - VU)] + (57 +a - 1DU(pv'v! + pd) + T/} + Q' (2.131)

2@y 420y + T = 2901+ By =26+ 1+ Gk Opa + (1+ L)
+(3y + 3C4 — 28) Py, (2.132)

1
Ealwiuij + axw;0;UdoU — axw;d;U(w - VU) (2.133)

81-U[%(a3 + (1)pv* + (81) ' GIVUP + GpIl + 3Lp + (811) ' VAA
+a3pv - w] (2.134)

e |, é solugdo da equagdo V2y; = —4mpd;U, além disso T';;(f) é dado por

1
Lii(f) = daUd) f — Eéijvu -Vf. (2.135)

Os termos que estdo incluidos em Q/ ndo podem ser escritos como uma com-

binacdo de gradientes e derivadas temporais dos campos e varidveis da matéria.

Assim, para que seja valido dg@* = 0, deve-se garantir que seja possivel integrar

as equagdes (2.130) e (2.131) (levando a integrais de superficie que desaparecem no
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infinito), e isto requer que cada um dos termos em Q’ sejam nulos, ou seja

w=0=0=03G=06G=0. (2.136)

Os parametros acima medem a amplitude e a maneira pela qual uma teoria métrica
preveé violacdes na conservagdo da energia total e do momento, ou seja, se em uma
determinada teoria todos os cinco parametros sdo zero, entdo a energia e momento
sdo conservados. O parametro a; tem um papel duplo, pode indicar a existéncia
de um sistema de coordenadas preferencial na teoria e também que esta ndo seja
conservativa.

Para garantir a conservagdo do tensor de momento angular %, definido em
(2.127), é necessario que t*f seja simétrico. Porém, existem termos ndo simétricos em

7/ e ainda t% # 9. Os termos que impedem a simetria sdo [54]

, 1 Lo
Zt[OI] = _E(al — 20(2)801,[81‘11 - a18jU8[iV]'] - Ealwluv2u
—a,0;U(w - VU), (2.137)

2401 = 271 = oy U VPV ) = 20090 Uwyd U + 2a0wid ) U(w - VU),  (2.138)

e para que % seja simétrico cada termo nas relacdes acima devem ser nulos, de modo
que a; = a; = 0. Ou seja, para uma teoria completamente conservativa, em que haja
conservacdo da energia, do momento angular, movimento uniforme do centro de

massa e conservagao do momento, os parametros PPN devem satisfazer

M=Em=a3=0G=0=0G=04=0. (2.139)

A Tabela 2.1 traz um resumo dos significados dos parametros PPN e valores
gerais para teorias conservativas (todas as leis de conservacao sao satisfeitas) e semi-
conservativas (ndo conserva¢do do momento angular). O potencial @, em (2.105)
estd relacionado a anisotropias na constante gravitacional devido a influéncia de uma
massa externa que, de acordo com a Ref. [57], permite relacionar £ a um indicador

de efeitos de localizacdo preferencial.
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Teorias Teorias con-
PARAMETRO INTERPRETACAO semi- servativas
conservativas
y Quanta curvatura espacial é produ- y y
zida por unidade de massa em re-
pouso.
B Quanta nao-linearidade ha no prin- B B
cipio de superposi¢do da gravidade
na teoria
£ Efeitos de localizagao preferencial & &
ay, s Efeitos de sistemas de coordenadas ety 0
preferenciais
as Conservacdo de momento e energia 0 0
e efeitos de sistema de coordenadas
preferenciais
(1, G, s,y Conservacao de momento e de ener- 0 0

gia

Tabela 2.1. Interpretacdo dos parametros PPN (adaptado de [54])

2.6 Testes para os parametros y e 8

Com o formalismo PPN em méos, precisamos de um mecanismo que auxilie na

obtencdo dos valores experimentais para os parametros PPN para, entdo, podermos

confrontd-los com os valores obtidos por cada teoria. Esta se¢do é dedicada a testes

dos parametros y e 5, consistindo na deflexdo da luz e no desvio do periélio de

corpos que se movem sob a acdo de um campo gravitacional. Como o Sistema Solar

é amplamente estudado neste ambito serdo feitas considerag¢des a respeito deste na

conducdo dos célculos bésicos para o desenvolvimento dos mecanismos citados.

2.6.1 Deflexio da Luz

A expressdo que indica o quanto a luz é desviada pela presenca de gravidade

é obtida através da equagdo de movimento para fétons expandida até a primeira

ordem pés-Newtoniana. Descrevendo a trajetoria do féton com o parametro afim o,
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a equacdo da geodésica é

d?xr _dxtdxy
@ TG = (2440

que pode ser escrita utilizando a coordenada de tempo x° = ¢, ou seja

dt\’ Px Pt dxe L dxt dx
(%) 2 Tarar T ae a Y (2.141)
a partir de equagdo (2.140), obtém-se
’t o dxMdx?
do? o do 2.1
iz T rgs g =0 (2.142)

e como o termo em que o indice a = 0 é nulo, a expressdo (2.141) assume a forma

I\ dt df
0 4 )dx o, (2.143)

of o gy | dt dt
Utilizando o fato de que, para a luz g,sdx*dxf = 0, pode-se escrever

dx® dxP

gaﬁ?ﬁ =0. (2144)

Vamos utilizar a métrica p6s-Newtoniana para calcular as componentes das conexdes
métricas que aparecem em (2.143) e também expandir (2.144).

Na Fisica Newtoniana, entende-se que a luz se propaga em linha reta e com
velocidade constante. Ou seja, sendo xy = #i(t — t;), a coordenada newtoniana para

a trajetéria da luz, entdo |dxy/dt| = 1. Descrevendo a posigdo do féton por
X =x +x, (2.145)

em que x, representa o desvio do caminho retilineo feito pela luz, a equagédo (2.144)

fica, para ordem Newtoniana,

- de (. dx,];
0=-1+2U+ 1 +2yU)d;j| A" + — ||V + =~ [+ O4) (2.146)

dt dt

em que foram utilizadas as componentes (2.105)-(2.107). E importante notar que na
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expressdo acima ndo existem termos de ordem pés-Newtoniana, pois as coordenadas
x{; representam coordenadas da trajetéria do féton, logo as derivadas dx;/ dt ndo sao
pequenas se comparadas com a velocidade de corpos de teste sujeitos ao potencial
U. Desprezando corre¢des quadraticas para o desvio do féton obtém-se

dx,
el = ~(1+ UL (2.147)

Expandindo o segundo termo da expressdo (2.143) obtém-se

2 L , , iy
—i + Too + Tt + 200" = Tgo! = Tiolvfo! - 2Tg0'0! = 0, (2.148)
com isso podemos calcular as componentes das conexdes métricas como é feito
abaixo:
Il = —699U + 2*Qdugie - 9 L1k
0 = 07U+ 51 (2008k0 — Ixg00) — 5" koo
N 1 1
= 0'0; [(,5 + YU + &Py — D + E(Cl —25)A+ 5(011 —ay — az)wU
1 1 k 1
+§(x2w w Uy — 5(20(3 — )W Vk] — dy [5(4')/ +3+a;—a(g — ZE)V]
1 1 ,
5(1 + = +25)W; + E(al —2m)w'U + azwkujk] , (2.149)
Iy = —dl, (2.150)
I =yl +6/aU - 5y U), (2.151)

‘ 1 .
rl. = Er]]k@g ik + digok — Ik&oi)

' 1 1
= yéf&ou — 5(4)/ +4 + ocl)&[jVi] - Ealw[j&]ll, (2152)

e, = -oU, (2.153)

que foram calculadas utilizando as componentes da métrica (2.105)-(2.107), em que
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O = %(27/ + a3+ G =281+ By =2+ 1+ G+ &)Pr
+(1 + C3)ps + By + 304 — 28) Py (2.154)

Para escrever a equacgdo (2.148) até ordem Newtoniana nos potenciais precisamos de
@ @ @

T,]d, I}, e I, pois as demais componentes ndo possuem termos de ordem Newtoniana.

Logo, a expressao (2.148) fica

dzxf ; dx dxf dx
=) Jiad b — | =.V
P2 0 U(l + V‘ t‘) 2(1 + ; ( ; U), (2155)

utilizando expressao (2.145) equagdo acima pode se escrita, em forma vetorial, como

2

7’;” = (1+v)[VU - 2a(# - VU)]. (2.156)

Esta, juntamente com a eq. (2.147), sdo as equagdes pds Newtonianas para o desvio
x, dos fétons do movimento retilineo uniforme.

Considere um sinal de luz emitido de um ponto x, no instante f, na dire¢do
definida pelo versor 7i. Incluindo corre¢des p6s-Newtonianas x,, a trajetéria do f6ton

assume a forma
x(t) = x. + 71t — t,) + x,(t), (2.157)

e por motivos que ficardo claros a seguir é conveniente decompor x, nas partes

ortogonal, x,, , e paralela, x,, a trajetéria da luz da seguinte maneira

Xp = 7-x(8),
X () = x,(t) — (- x, (1)) (2.158)

pois com isso, as equagdes (2.156) e (2.147) ficam

dxy 1

— -1+, (2.159)
x;,

- = (1+y) o;u -l - vu)). (2.160)

Portanto, deve-se integrar (2.160), para se obter a equagdo de movimento para x,
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sabendo que
Xy = Xyt + x50, (2.161)

e para isto serd assumido, por simplicidade, que o potencial Newtoniano é produzido
por um corpo esférico e estatico de massa m (como sdo simplificadas as consideragdes
em relacdo ao sol para osistema solar). Ao longo do caminho do féton ndo desviado,

U tem a forma

U= —=——"FT"—+ .

"0 e aG -t (2162

levando na equagao (2.160) podemos escrever, em notagao vetorial,

dxp. 1 1
= (L+))m [vr™ - ag - V()] (2.163)
e como 71 - 71 = 1 a expressdo acima pode ser reescrita na forma
d*xy. 1

= (1+y)m |7t x (vr(p x 7). (2.164)

Sabendo que Vr(t)™! = —x(t)/r(t)* e ainda 7 X (x(t) X 1) = 1 X (x, X 1) = d a equagédo
acima pode ser integrada ao longo da trajetéria do f6ton ndo desviado, o que resulta

em

dxp, md (x(t) -7 x,-71
que representa uma mudanga na direcdo da trajetéria do féton. Com isso
dx,(t) R md (x(t)- 71 x,-71
pran T+y)un—-1+ )/)ﬁ( 0 e (2.166)

Vamos agora a deflexdo da trajetéria da luz provocada por um potencial U e

como este mecanismo pode auxiliar na obten¢do de valores experimentais para y.
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Considere um observador em repouso na terra, indicado pelo simbolo @, que recebe
um féton da fonte cuja trajetéria pode ser desviada pela presenca de um corpo que
produza o potencial U (neste caso o sol) e um féton de uma fonte de referéncia

localizada em x,, como na fig Fig.2.1).

Fonte de referéncia ﬁr_ D

Fonte

Figura 2.1. Quantidades geométricas relacionadas a deflexdo da luz.

O angulo 0 entre as dire¢des dos dois fétons recebidos podem ser relacionados
com os quadrivetores tangentes as trajetérias dos dois fétons recebidos K* = dx* /dt
e Kfr )= dxfr /dt da seguinte forma [54]

1
cos 6 = 1 — —guKKE | (2.167)
goo

que, utilizando (2.166) juntamente com (2.158) fica, para ordem pds-Newtoniana,

cosO=1-n,—(1 +y)[% (d;inr)

dy' xe;'ﬁr xr'ﬁy
(dr )( T )l (2.168)

em que

d, = 71, X (%, X 1), (2.169)
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e além disso, para precisdo p6és-Newtoniana pode-se verificar que
d=1,X(xegX1,), d, =1, X (xg X 11,). (2.170)

Definindo 6, como sendo o angulo entre a dire¢do dos f6tons que saem da fonte
e ndo sofrem desvio e a dire¢do dos fétons que saem da fonte de referéncia (ver Fig.
2.2), fica claro que

cosBy =n-1,, (2.171)
logo, a deflexdo do angulo medido em relacdo ao ndo perturbado é

56 = 6 — 0, (2.172)

Foan
A T B0

Observador
na terra

-~

Localizag@oaparente

x"

Localizacéo da fonte

Figura 2.2. Diagrama sobre a deflexdo 60 da luz.

Vamos a um caso simples. Tomando o préprio sol como fonte de referéncia, ou
seja d, = 0, pode-se fazer algumas aproximacgdes que modificam a equacdo (2.168)

tornando-a mais simples. O segundo termo entre colchetes ndo aparece e ainda

cos (E ~ 6, (2.173)

)_ﬁ-d f-d
. -

d|[7] T d

Além disso, para um féton recebido de qualquer galdxia ou estrela distante r, > rg

e pode-se aproximar (x, - 1)/r, =~ —1 e também (xg - 1)/7e =~ 71, - 1 = cos Oy. Logo, a
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equacdo (2.168) fica
1 2
60 = 5(1+ y)7m(1 + cos ). (2.174)

A deflexdo é maxima quando a fonte estd exatamente atrds do sol, ou seja
d~ Ry ~ 6,96 X 10°%km , m = my, = 1476km, e neste caso

000y = %(1 +9)1,75 arcseg. (2.175)

A confirmacdo de Eddington da curvatura da luz 6ptica observada durante
um eclipse solar total em 1919, foi um dos grandes sucessos da Relatividade Geral.
No entanto, os experimentos tinham pouca precisdo, e as experiéncias posteriores
exibiam resultados dispersos entre metade e duas vezes o valor previsto pela Rela-
tividade Geral, e além disso, as precisdes eram baixas (ver por exemplo [59] [25]).
Como estd desenvolvido na referéncia [49] os dados coletados durante o eclipse
de junho de 1973, produziu o valor 1(1 + y) = 0,95+ 0,11 . Uma medigdo 6ptica
utilizando dados catalogados que foram coletados pelo telescépio Hipparcos, das

localizag¢Oes de vérias estrelas, produziu o valor

y = 0,997 + 0,003, (2.176)

como pode ser visto em detalhes em na referéncia [17].

O caso que mais se relaciona com o método atual e mais utilizado para medir
a deflexdo da luz deriva-se escolhendo uma fonte de referéncia préxima a fonte
observada, e utiliza-se as técnicas de radio interferometria, que utiliza a sobreposigao
de duas ou mais ondas (de entrada, no caso a luz da fonte e da fonte de referéncia),
gerando uma nova onda (diferente das anteriores) que pode ser usada para explorar
as diferencas entre as ondas de entrada.

Definindo os dngulos ®@ e ®,, como indicados na Fig. 2.1, tais que

cos® = 221 cos®, = 221 (2.177)

Ty Te

e assumindo que as duas fontes estdo muito distantes a equagdo (2.168) fica



2. FormALISMO P6s-NEWTONIANO PARAMETRIZADO 49

cos @, — cos @ cos O,
sin ® sin 6,

66:%(1+y)|27m( )(1+cosCD)

_2_m (COS ®D, cos By — cos P

d, )(1 + cos fDr)]. (2.178)

sin ®, sin O,
Considerando que dire¢do da fonte a partir da qual se observa o desvio na trajetéria
da luz passa muito perto do corpo que produz o potencial, vale a aproximagdo ® <«
®,. E definindo y como sendo o angulo entre as dire¢des fonte-sol e sol-referéncia
projetadas no plano do céu como pode ser visto na Figura 2.1, a aproximacao acima
permite escrever

Oy = @, — D cos y + O(P?*/D,), (2.179)

e a expressdo (2.178) se torna

4m(1+cosCDr)] (2.180)

66:%(1+)/)[—47mc05)(+d—r >

O desenvolvimento de interferometria de rddio aumentou significativamente
a precisdo na medi¢do da deflexdo da luz, pois as técnicas very-long-baseline inter-
terometric (VLBI) tém a capacidade, em principio, de medir separag¢des angulares e
mudangas de angulos de até 3 x 107* segundos de arco, alguns detalhes a respeito
deste método podem ser vistos em [54]. Uma andlise de 2004 de quase 2 milhdes de

observacdes VLBI de 541 fontes de radio, feitas por 87 sitios de VLBI chegou a [46]

1
5(1+) =0,99992 £ 0,00023, (2.181)

Até agora, varios grupos determinaram o parametro y usando as observacoes
do VLBI. A Tabela 2.2 exp&e mais alguns resultados importantes desde 1974 em que
Todos esses testes se concentram nos efeitos impostos pelo Sol.

2.6.2 Desvio do Periélio

A equagdo para o desvio do periélio de corpos sujeitos a um potencial sdo
obtidas através das equacdes de movimento para corpos massivos. Tais equacdes de

movimento podem ser formuladas considerando geodésicas em um espago-tempo
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)4 ANO FONTE
0.98 + 0,06 1974 [10]
1.0075 + 0.022 1875 [16]
1.000 + 0.003 1985 [8]
1.000 + 0.002 1991 [34]
0.9996 + 0.0017 1995 [23]
0.99994 + 0.00031 1997 [14]

Tabela 2.2. Valores obtidos para y utilizando dados VLBI [19].

cuja métrica PPN é produzida por outros corpos do sistema e também pelo pré-
prio corpo. No entanto, as equagdes resultantes deste processo dizem respeito ao
movimento de particulas, e ndo de corpos extensos. Estes tiltimos estdo sujeitos a
efeitos de maré, e por isso ndo seguem geodésicas no espago-tempo. Além disso,
sua estrutura interna e composi¢do podem gerar altera¢cdes no movimento do centro
de massa do corpo.

Portanto, como est4 feito na referéncia [54], as equagdes de movimento sdo ob-
tidas considerando cada corpo como uma porgdo auto-gravitante de matéria (sendo
suficiente considera-los compostos por fluido perfeito), e generalizando as defini¢des

(ma)n = f pd’x, (2.182)
da massa inercial em que p é a densidade de massa do corpo, e
() = m;" f pxdx (2.183)

de centro de massa do a-ésimo corpo do sistema ? validos na teoria Newtoniana,
definindo

Na integral o indice indica que os limites de integracdo devem ser tomados de acordo com cada
corpo
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1o 1= 3
ma= | p (Ev - ST+ H)d X (2.184)

- f o (%52 - %U ; H) xdPx (2.185)

sendo m, a massa-energia total do corpo — massa de repouso das particulas, energias

cinética, gravitacional e interna — e x,, 0 centro de massa, em que v = v — v, sendo

Oy0) = fup*vd3x,

u- [P

- x,|d3x' (2.186)

e p* é dada pela relagdo (2.117).
Com isso, utilizando as equagdes Newtonianas para simplificar e rearranjar os
termos poés-Newtonianos de acordo com a segdo 2.5.2, a velocidade do centro de

massa do a-ésimo corpo é

_dx, Sl 1= ) — 1 —] 3
v, = 7 =m, ‘f;[p (20 2ll+1_[ v+ po sz d’x (2.187)
sendo
— (e, o (x—x)(x - x)13,
Wj:f p—TE d’x (2.188)
Consequentemente,

a, —dva—m {fp _2——LI H—d3x+vf8]pvd3

+f[aop5—(p/p*)Vp] x—i%f Wdx + T——T +90u}, (2.189)

em que os termos 7,, 7 e P, dependem apenas da estrutura interna do corpo, e sdo

dados por
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. * /x-_/j_. A
gio (PP CmX) (2.190)
. |x_x/|3
. * /*_j_. Al
goi o [P0 CX) (2.191)
. |x _ x/l?)
e
‘ * j
pi = [PV 5 o 2.192)
Ix — 22

a

Utilizando, na equagdo de movimento VsT% = 0, as componentes de T* que

ja foram calculadas '

T = p(1+TI1+9*+2U), (2.193)
T = po'(1+TI1+0*+2U +p/p), (2.194)
TV = po'v/(1+T1+9*+2U +p/p) + pd(1 - 2yU), (2.195)

as expressoes para as conexdes métricas (2.149)-(2.153), e reescrevendo em termos
de p*, pode-se isolar

L . @ N . ..
OF utilizado aqui g,, = 2U, que corresponde & componente obtida para Relatividade Geral.
Porém, como serd visto mais adiante, sempre se pode fazer uma transformagdo de modo que limite
Newtoniano seja satisfeito para qualquer teoria.
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v
Pt

= pdU-d[p(l+3yU)]+dp (%vz +11+ %)
2 [(2 +2)Uv — 1(4 +4+a)V/ - ! Uwf]
p dt )/ 2 )/ a 20(1
+ol(prapll —dop) ~ 3(1 + @~ Gy + 29)p"a(V) ~ W)
—%p*[(4y +4 + al)vk + (g — 20z3)wk]8ij
+p*d) [cp — &Py — %(c1 —28)A - %azwiwkuik + ot (Vi — Wk)]

+p'd'U [va - %alvkwk + %(az +az) —aqqw® — (26— 2)U + 3y§l . (2.196)

Substituindo este termo na primeira integral da equagdo (2.189), e utilizando as
equacdes newtonianas discutidas na se¢do 2.5.2 para simplificar as integrais quando
possivel, a aceleragdo do a-ésimo corpo é dada por [54]

a; = (aa)self + (a.)n + (au)ncorpos- (2.197)

O termo (a,)s.r depende apenas da estrutura interna do corpo e, portanto, representa

auto-aceleracdes do centro de massa, e é dada por

@)= = w3 =0+ QT - 3T0) + GOL+ Gl + 30
— m as(w + v)'HY, (2.198)
em que
g = f ACHE: ~) Py, (2.199)
o lx=xP

_— fp*p'*ﬁ’[i (e = x)P(x = x)

Pxd®x’, 2.200
X — 2P xd x ( )
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p*p/*p//*(x )

i 3 3.7 3307
Q= =2l —xF Exd’x'dx (2.201)
) “*TT (x — 7 j
&= prpIlx - x) dPxd®x’, (2.202)
. lx — x']
e
* />(- _ / ]
i [PPY @) i (2.203)
lx — x'3

E importante notar que para qualquer teoria semi-conservativa, aquelas em que os
parametros a3 = (; = (p = (3 = (4 = 0, as auto-acelera¢des ndo existem.

O termo (a,)n é dado por

(ah)n = m; " (m,)] O (2.204)
sendo
n= ) AT Lz "“b)]b (2.205)
b+#a

chamado de potencial quase-Newtoniano, em que 7, = |X|, X5 = X, — X5 € também
N ik . o .
gy = Xgp/Tap. O termo (mp)[z é chamado tensor de massa gravitacional passiva e

[m4(fizp)], massa gravitacional ativa, e sdo dados por [54]

Im

Q)
(mp)u _mu{éJkl1+ (4p—-y—-3-3¢& - a1+az—C1)——35AébAleaml

a

jk
+2E-—m+C - = } (2.206)

1 1
[a@)a], = 1y {1 " (4ﬁ —y=3-3E- a5 56 - 2c2) cg—

3 Qf"
— (50@ +C - 3C4) —(Cl Zé)ﬁ]b”;b o }’ (2.207)
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sendo
) * 1% WAV VA |
Qf = _% f P (xlx _’C;T_f ) Py, (2.208)
Q, = _% f %cf’xd%’, (2.209)
E, = f p'Td%x, (2.210)
e
P, = f pd’x. (2.211)

Como se pode ver através dos parametros PPN envolvidos, a massa gravita-
cional ativa, passiva e massa inercial sao diferentes para teorias semi-conservativas
e, por outro lado, as expressdes possuem a mesma forma para teorias conservativas
diferindo pelos valores para f e y previstos por cada uma.

Finalmente, () corpos €
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j
; mpXx, m 1 m
(aé)ncorrios = Z 3 : {(27/ + 2ﬁ)all: + (27/ + Zﬁ +1+ 50‘1 - CZ) -

b#a ab Yab
+(2B—-1-2& - CZ)Z—+(27/+2[3 25)2
c#ab c#ab
A +2E 0= 0 Y m B g Y gy B e
c#ab bC c#ab ”C

1 1
—yv? + 5(47/ +4+aq)v, vy — 5(2)/ +a,+2+ ag)vi

1 1
—q1 w-v, + E(al — 20, — 2a3) w- vy

1
+§(a1 — ay — az)w? + >

N 3 N N N
+§(1 + o) (vp - figp)® + 5062(7«0 ) + 3aa(w - nub)(vb ' nab)}
m
——(4y+3 2£+a1—a2+C1)Z bZ
b+#a Tab ciub bc
£ ) O3l ) me| e T
b+#a ab c#ba Tbe
+ Y Bl 2 +2)0, — @) + Doulo)
b#a rﬂb
1 my,
-5 — Xab * [(4y +4+ar)v, — 4y +2 + a1 — 2a;)vp + Zazw]v
b#a rab
1 my, ;
-5 Z — Xab * [0, — (a1 — 2a0)vp + 2aw]w, (2.212)
b#a " ab

A expressdo acima contém as corre¢des pds-newtonianas as equagdes newtonianas
de movimento que resultariam de tratar cada corpo como uma “massa pontual”
movendo-se ao longo de uma geodésica da métrica PPN produzida por todos os
outros corpos, assumidos como massas pontuais.

Com as equagdes de movimento em maos, algumas consideragdes devem ser
feitas para o tratamento de sistemas especificos. Serd considerado um sistema iso-
lado, que esta em repouso em relagdo ao resto do universo, ou seja w = 0!, de dois
COrpos cujas massas inerciais sao m; e 1, e que o corpo 1 tem um pequeno momento
de quadrupolo ng . Serd considerado também que os corpos do sistema sdo aproxi-
madamente esféricos e a origem do sistema de coordenadas coincide com o centro de
massa do sistema, de modo que podemos fazer as simplifica¢des discutidas abaixo.

Nestas condigdes (a,)sif ndo aparece, pois os termos t,, 7., 7,/, Q), E] e P} sdo

Como definido na secio 2.5.1, w é a velocidade do centro de massa do sistema local em relacio
ao referencial de repouso do universo.
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nulos quando aplicados a corpos cuja simetria é esférica. O termo (a,)y, também
R . . NP ik .
pode ser simplificado nestas condicdes, pois a parte isotrépica de O} é dominante, e

lx — x|

_ %Qaaﬂi (2.213)

Com isso podemos simplificar a expressdo para o tensor de massa gravitacional

passiva (2.206), reescrevendo o termo

Im I ym —~yim
Q X, x Q)

pl gm-Za_ _ ge’abab
S e (2.214)
e massa gravitacional ativa, definida em (2.207), simplificando
ik ik
1 ] Q] 1 xl m )/
(0 =28V pk e _ L _pxyZabZab~7ab 2.
Z(Cl E)nabngb 1y 2(C1 5) T Tap My ’ ( 215)
ambas utilizando e equagéo (2.213), de modo a obter
i < 10 2 2 1
(mp)njzk = ma(s]k[l + (4ﬁ -y-3- ?E a1+ 50(2 - §C1 - ng)Qa/ma], (2.216)
10 1 1
(ma)y = my[l+@p—-y—-3- ?5 L 5C1 — 20)Qy /my + C3Ey/my
3
~(5as + 01 = 3Cy)Py/my]. (2.217)
Portanto
Mp)a
(a)n = ) v, (2.218)

a

sendo (1m,), equivalente ao lado direito da expressao (2.216) sem a delta de kronecker,
e

a =Y (2.219)

Yab

b#a
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As simplificagdes para o termo (@) ucorpos, SOb as condigbes consideradas aqui, sdo
imediatas. Pode-se entdo, escrever as aceleragdes para cada um dos dois corpos do

sistema em relacdo ao centro de massa, obtendo

( p)l

VU), - — [(27/ + 2[3)— +2y+26+1+ 1a1 Cz)—

a =
—yvl + 5(47/ +4+ a1)v1 -0y — 5(27/ +2+a, + a3)02

3
+2 (0 + ) A7 - 25 [y + Dr - @y + Vool vy
1 Mox

+2 3 @y +4+ a)or — (dy + 2+ a1 — 2a2)v2] vy, (2.220)

em que x = xp1 = X, — X1 €l = x/r. A expressdo para a aceleragdo do segundo corpo,
a,, é obtido da mesma forma trocando o indice 1 por 2 e x por —x. O termo que inclui

o potencial quase-Newtoniano para o corpo 1 é

(@U) = (mA)zjf—;, (2.221)

Devemos incluir ao termo referente a aceleragdo do corpo 2, a contribui¢cdo new-
toniana do momento de quadrupolo ao potencial quase-newtoniano produzido pelo

corpo 1. Com a contribui¢do do momento de quadrupolo, o potencial Newtoniano
é dado por

(2.222)

o primeiro termo ja estd incluso na expressao para U, o segundo termo é referente a

expansdo multipolar até a contribuicdo do momento de quadrupolo

= f p(Bx'x) — |x26")d’x. (2.223)
b

Portanto, para a situacdo em questao
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@Uy = (mandp + ( le”)

i k kool
= —(mah 3+ anlxx —le (xx)

X1 xkx 200yl _x*x'o;r
= _(mA)15+§a]-Q’;’ : le( -5 76’ ) (2.224)

rAi¥, e Lembrando que r = |x|, podemos escrever

Como os corpos sdo esféricos x*

Ql;l — fprZ(ékl 3Ak Al)d3
= (6" -3¢ | pr*dx. (2.225)

em que & é um versor na direcdo do eixo de simetria. A integral na expressao
acima é o momento de inércia que deve ser calculado em relacdo ao centro de massa
do sistema (posteriormente este sera relacionado ao sistema mercario e sol). Pela
simetria do sistema o momento de inércia do corpo 1 vai depender de sua massa e

raio ao quadrado. Portanto, a expressao acima serd escrita como

QM = my Ry ] (07 — 36" (2.226)

em que Jq) é adimensional chamado coeficiente de momento de quadrupolo, o
subscrito 2 indica que o cdlculo leva em consideragdo 2 corpos. Com isso, a expressao
(2.224) se torna

x j le

@/U), = —(mA)lr 54 =L 5af 'l — 26 ah) (2.227)

Além de o centro de massa do sistema estar em repouso e na origem do sistema
de coordenadas, os dois corpos se movem a velocidades baixas, o que nos permite

escrever

+
0= Mo T 0 (2.228)
my + my

ou ainda
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v = —@v Uy = ﬂv (2.229)
m m

em que v = v, —v1 € m = my + my. Levando estes termos nas expressdes para as
aceleracdes de cada corpo, e calculando a = a, — a;, obtém-se

——r—[15(A )i — 6(é - 7)é — 3]

(o o (1) 1miR7 ]
( pll(ma)z):c_3 - 1R7 2

1
_3x [(27/ + Zﬂ)% — Y0P+ (2 +a- Cz)% + 5(6 +ar+ap+ ag)%vz

+§(1 + az)%(v : ﬁ)z] + M [27/ +2- %(2 - az)], (2.230)

sendo y = mymy/m.

A expressdo acima é a aceleragdo relativa entre os dois corpos do sistema.
Vamos considerar uma orbita planetdria, e para isto utiliza-se alguns elementos
relacionados a mecanica celestial comumente utilizados na dindmica orbital. Pri-
meiramente escolhe-se um plano de referéncia em relagdo ao plano formado pela
6rbita dos dois corpos. Em relagdo a este plano sdo definidos: o dngulo de inclinagdo
i do plano orbital em relagdo ao plano de referéncia, o angulo () medido a partir de
uma diregdo de referéncia que é escolhida no plano de referéncia até o né ascendente,
o angulo w medido no plano orbital, e compreendido entre a direcdo né ascendente
e o ponto do periélio, a excentricidade da 6rbita e e semi-eixo maior a, ver Figura 2.3.

O desvio do periélio da 6rbita é calculado a partir da variagdo de w, que se
relaciona aos demais elementos orbitais através de equagdes de movimento obtidas
a partir de um método variagado especifico. Detalhes a respeito deste procedimento
podem ser vistos, por exemplo, em [30]. Para o objetivo deste texto é suficiente expor
as equagdes de movimento resultantes e utiliza-las para o problema em questdo. Este
método leva em consideracdo trés componentes da aceleragdo a: uma componente
radial R, uma componente normal ao plano da érbita ‘W e uma componente 7, que

é ortogonal a R e a ‘W. As equagdes para a variagdo dos elementos orbitais sdo

do  Rp (p+r Wrcosi
" e cos + ———sin¢ — 7 sing o™ n(w+¢), (2.231)
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Plano orbital

________ W e
Plano de ; (\ :
referéncia . I

No ascendente

Figura 2.3. Elementos orbitais.

dQ)  Wrsin (w + )

dt ~ h sini (2.232)

2= cos @+ ), (2233)
2 (g + Resin ¢), (2234

% _1 ;lez [aR sin ¢ + % (? - r)] , (2.235)

em que ¢ é o angulo medido entre a posigao do planeta em sua 6rbita e a diregdo do

periélio,

p=a(l-é), (2.236)

p

"= Trecsd) (2.237)
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26 _

dt =h= (mp)l/2 (2.238)

é o momento angular da 6rbita por unidade de massa. Como as posi¢des das 6rbitas
dos planetas sdo medidas tomando como referéncia coordenadas geocéntricas (em
que a terra esta em repouso), o periélio medido é relativo a posicdo do equindcio,

cujo angulo em relacdo ao n6 ascendente @ é

@ =w+ Qcosi. (2.239)

Diferenciando a expressdo acima com relacdo ao tempo, podemos substituir dw/dt

na equacdo (2.231), pois

do do dQ .di
iy cosi+ Q smza. (2.240)

Para o sistema solar, o plano de referéncia é escolhido como sendo o plano formado
pela 6rbita da terra em torno do sol, e a inclinagdo da 6rbita de merctrio (bem como
para os outros planetas do sistema) é pequena 2, com isso sin i(di/dt) < 1, e o ultimo
termo da expressdo acima pode ser desprezado. Substituindo (2.240), juntamente

com (2.232) e a consideracdo feita acima em (2.231), chega-se na equagdo

7 R
d_a) = —p—cosqb+ (;;l—i_ N

pn " sin ¢, (2.241)

que deve ser integrada ao longo de uma 6rbita para se obter o a expressdo para o
desvio A@. Utilizando a relagdo (2.238), se obtém que dt = [r?/(mp)'/?]d¢p, com isso a

equagdo acima se torna

270
AD = —— f Rr* cos pd r— f I(1+r/p)r*sin dpdo. (2.242)
0

Para resolver as integrais acima, devemos estipular quem sdo as componentes
R e I, e para isto mais uma observagdo pode ser feita: o primeiro termo entre

parénteses na expressao (2.230) pode ser escrito, tendo em conta as expressdes para

12Como pode ser visto na referéncia [1], i = 7,0°. E também é considerado que a variagdo deste é
pequena a cada orbita.
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massa passiva e ativa, na forma

((mp)z (mA)l n (mp)l
ny mq

(ma)z) =m[1 + M| (2.243)

de modo que os termos de auto energias ); e (), estdo em M e sdo pequenos,
da ordem de 107° para o sol [54]. Portanto, a diferenca entre a expressdo no lado
esquerdo da relagdo acima e m ndo sdo mensurdveis, entdo a igualdade entre elas
serd adotada. A parte radial da aceleragao relativa (2.230), inclui todos os termos na
diregdo de 1, logo a componente R pode ser obtida tomando o produto a - . Desse
modo

R — _T + 1MR2]2

r2 2 r

36+ 2P =31+ 5 | @y + 27—y + @+ o 20

1 1
2y + 2@ AP — 56+ a1+ + ag)%vz — 51— 20 - az)%(v : ﬁ)z], (2.244)

e o0 processo € analogo para obtencdo de 7. Basta efetuar o produto a - £, sendo Z um
versor contido no plano da érbita e na direcdo do movimento orbital, o que resulta

em

_ 3mR?J,

I = p

(é-n)e-z)+ T—Z('v -f)(v - £) [(2)/ +2) - %(2 -+ az)] . (2.245)

O subscrito 1 em m, R e | foi omitido pois se tratando do sistema Sol-Merctirio,
fica claro que m ~ m; e as demais grandezas estado relacionadas ao sol.

A inclinag¢do da 6rbita de Merctrio com relagdo ao equador do Sol é cerca de
3,38°. Entdo o eixo de simetria do Sol é praticamente normal ao plano orbital, de
modo que podemos tomar é-7 =~ 0. Com estas condi¢des podemos substituir as
expressoes (2.244) e (2.245) em (2.242) e escrever
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271
AG = ——— —mf cosgbdqb——mRZ]f 2(2y+25)f CO:(qub

—ymfo‘ v* cos pdp + m(2y + 2) f (v - 71)* cos pdop

cos

271
+mu2 + a; — 20y) f ¢ — 5(6 +a;+ar+ a3)yf v* cos Pdop
0 0

271
—%y(l —2a1 — ap) f (v - 71)* cos pd¢p
0
1 [J 271 . . .
+E [(27/ +2) - a(2 -y + ozz)] fo (v-a)(v-2)(1+r/p)sindd, (2.246)

que tem como solugao

AG = 61m [

po( R
(2 2)/ ﬁ) + (26{1 ar + a3 + ZCZ)E + (%) ]2] (2247)

A solugdo das integrais, bem como o rearranjo dos termos a fim de obter o resultado
acima, estdo detalhadas no Anexo A. A segunda parcela dentro dos colchetes na
expressdo acima é nulo para qualquer teoria conservativa, e para o caso de Merctirio
p/m =~ 1077 por isto tal termo pode ser ignorado. Substituindo os elementos orbitais

padrdo e as constantes fisicas para Merctrio e o Sol

a = 57,9 x10%m (2.248)
e = 0,205628 (2.249)
Mo = 1,989 x 10*°kg = 1,475km (2.250)
R, = 6,9599 x 10°km (2.251)
(2.252)

que sdo encontrados em [1], obtém-se a taxa de desvio do periélio de Merctirio em

arco segundo por século

3 ” 1 - ]2
&= 42,9 (5(2+2y—[3)+3x10 4@)' (2.253)

13 Como Merctrio tem um periodo orbital de 87,969 dias, o mesmo orbita o sol ~ 414,9 a cada cem
anos. E 6mtm/p = 0,1034” por 6rbita, logo 0,1034” x 414,9 = 42,9”
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E importante notar que alguns fatores podem influenciar na precessao do pe-
riélio da érbitas de merctrio. Assim como a gravidade do sol, a 6rbita de Merctrio é
influenciada pelas perturbagdes gravitacionais devido ao movimento dos outros pla-
netas do sistema solar, (os de maior massa e mais préximos, principalmente Vénus,
terra e Jupiter) que podem ser calculadas pela teoria de perturba¢do newtoniana,
e contribuem com cerca de 552” de desvio por século. E também o movimento
da Terra, tendo como efeito um desvio de 5025” por século. Ou seja, a predigdo

Newtoniana para o desvio do periélio de Merctirio é de

@y = (5557,62 + 0,20)" /século, (2.254)

enquanto que a precessdo observada é

@ops = (5600,73 + 0,41)” /século (2.255)

ambos dados em [52]. Ou seja, a diferenca observada entre os dois é cerca de 43",
e corresponde ao previsto para o periélio de Mercurio levando em consideracdo os
efeitos relativisticos.

Um fator que pode influenciar diretamente no valor de  é a medigdo de J,.
Durante décadas foi discutido que o fato de o sol ser um esferoide oblato poderia
influenciar diretamente no valor de |, e, apesar de alguns trabalhos sobre o tema
terem sido publicados, um tratamento preciso envolveria fisica solar de alta comple-
xidade. Uma maneira de contornar tal problema foi mencionada por Clifford Will em
1993 [54], que seria sondando o campo gravitacional do Sol em diferentes distancias
em relagdo ao mesmo, separando assim os efeitos de |, daqueles da gravitagdo rela-
tivistica através das diferentes dependéncias radiais na equacdo de movimento. Tal
método compararia as mudangas do periélio de diferentes planetas. Outro método,
também mencionado na mesma referéncia aproveitaria a excentricidade orbital de
Merctrio mapeando as diferentes pertubagdes orbitais periédicas induzidas por |,
pela gravidade relativistica. Entretanto, para alcangar precisdo suficiente, tais medi-
¢Oes exigiriam o rastreamento de uma espagonave em 6rbita em torno de Mercurio.
Atualmente |, é obtido através de oscilagdes solares utilizando-se técnicas de Helio-
sismologia, e como pode ser visto na referéncia [31], o valor obtido considerando que
a superficie do Sol gira uniformemente é J, = 2,2 X 107, Além disso, em 2014 Will
publicou em [58] que os ajustes mais recentes de dados planetarios da espagonave
Messenger que orbitou Mercurio fornecem f—1 = (—4,1+7,8) x 107°.
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Os valores mais atuais para os parametros PPN podem ser resumidos na Tabela 2.3

PARAMETRO \ LIMITE

y—1 2,3x10°7

-1 1,0x 107
& 4,010
M 4,0 1075
P 2,0 %107
a 4,0 x 102
G 2,0 %1072
G 4,0 X107
Ca 1,0x 1078
Cq —

Tabela 2.3. Limites atuais para os Parametros PPN [58]. Testes relacionados as
leis de conservacdo em regime p6s-Newtoniano revelam que (4 ndo é medido
diretamente.



Capitulo 3
Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é aplicar o formalismo a algumas teorias de gravitagdo
com a finalidade de obter valores previstos por cada teoria para os parametros
PPN. Valores tedricos podem ser comparados aos obtidos a partir dos testes, tanto
para classificacdo de cada teoria em relagdo a diferenca dos valores, como para se
estabelecer limites para as constantes de cada teoria.

Diferentes teorias podem ter, além da métrica, outras varidveis que geram
campo gravitacional, como por exemplo um campo escalar ¢, campos vetoriais K*
e tensoriais B*. Estas varidveis devem ser expandidas nas ordens necessarias de

acordo com as componentes da métrica como foi discutido na segdo 2.3

@) ®3) @

8oo ~ oo, 8oj ~ oj, 8ij ~ Kijs (3.1)

ou seja, para um vetor
4 0
Ko~ KO, kK ~K, (3.2)
para um tensor de rank 2
4 (3) 2

Boo ~ Boo, Boj ~ Boj, Bij ~ Bij, (3.3)
e para um escalar

¢ =do+@; @~ @ + . (34)

67
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Geralmente, as equagdes de campo de teorias métricas para gravidade possuem
termos envolvendo o tensor de Ricci Rug, e para facilitar a obtencdo da solugdo das
componentes da métrica de forma direta, é conveniente escrever as equagdes de

campo da teoria de modo a deixa-lo isolado, em um dos lados da igualdade. Como

2 B @ (2)
visto acima, deve-se determinar R, Roj,Roo € R;j. Paraisto, basta expressar a métrica

como na equagao (2.21), ou seja gup = 1ag + Map, de modo que todos os termos de

ordem Newtoniana e pés-Newtoniana estdo em /4, e calcular as componentes

1 @) ® 1. @ @ 1_@
Ry = __vzhoo _ _(8080 Zalaohé) + Eaihoo ((9khkl L hk) _ —|Vh00|2
1 (2) 2)
+= I’l 8 8kh00 + O(Ué) (35)
3] ) 2
Roj = ——(V2h0] o; 8 hZ +0 80hZ 0; aohl) + 0@, (3.6)
1 ) ) () 2)
Ry = _E(Vth; d,0; hoo + 9,0jh = Akdilty — 9;0" ) + O(0Y), (3.7)

cujos detalhes dos calculos estdo no Anexo B. Com as equagdes de campo expandidas
até a primeira ordem pdés-Newtoniana, as solugdes para f,g sdo obtidas da menor
ordem para maior: resolve-se primeiramente para o limite Newtoniano ( g(%))o), depois
para as componentes g(;zz)], <g(f30)j e por ultimo g%)o por depender das demais.

Além disso, as componentes do tensor de Ricci descritas acima, podem ser
simplificadas para cada teoria mantendo o calibre padrdo, no qual a parte espacial
da métrica deve ser diagonal e o potencial 8 ndo aparece. A liberdade na escolha
do calibre estd relacionada a determinagédo de g,3 em diferentes sistemas de coorde-
nadas: as equagdes de campo para teorias métricas de gravitagdo (que tem o tensor
de Einstein como um dos termos) possuem 10 componentes independentes, assim
como um tensor métrico qualquer. O que leva a pensar que as equagdes de campo
seriam o suficiente para determinar g,s sem redundancias. Entretanto, as identida-
des de Bianchi, que levam a VaGg = 0, relacionam as 10 componentes de Gfi por 4
identidades diferenciais, sendo assim temos 6 equagdes independentes, restando 4
graus de liberdade. E se g,z € solucdo das equagdes de campo em um sistema de
coordenadas, podemos determinar a g/ ; através de uma transformagdo x* — x™ que
pode envolver 4 fung¢des arbitrdrias das coordenas.

Um calibre diferente do padrdo pode ser adotado, mas a comparacgio direta
entre cada teoria s6 é possivel se a métrica dada como solugdo destas estiver no
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mesmo calibre, e como o padrado é adotado na maior parta da literatura, serd utilizado

aqui também.

3.1 Relatividade Geral

As equagdes de campo para Relatividade Geral podem ser escritas na forma

Ra‘g =8m (Ta - %ga‘gT) . (38)

Como ja foi mencionado, temos uma liberdade de calibre, e vamos antes impor

convenientemente

0.0~ 225 = 0, (3.9)
ot — Lo = —Loun 3.10
alfty > 0ty  — 7 0ft00- ( . )

que elimina a segunda derivada temporal de Ry, e simplifica esta, e as demais
componentes do tensor de Ricci para

1_,® 1,0 , 18 @ ;

ROO = —EV hOO - E(aihoo) + Eh”&ia]'hoo + O(U )r (311)
1,0 1 @ 5

ROj = —EV hO] — Z&j&ohoo + O(U ), (312)
1.,% 4

Com isso, basta escrever a equacao (3.8) para ordem de cada componente da métrica,
. (2) .
isto é, para se obter /o precisamos de

(2) (2) 1 (2)
Roo = 81T — ETIOOT , (3.14)

e utilizar a componente do tensor energia-momento (2.41) e (2.49) juntamente com

a relacdo (3.11) até a ordem necessaria, obtendo

(¢

1,0 1
Vho = 87 (p - E,o) —  VZhy = —87p. (3.15)

2
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E como V?U = —47p, obtemos

@
I’loo =2U. (316)

@
O procedimento é anédlogo para as demais componentes. Para obter /;;, utilizamos

novamente a equacdo de campo para ordem necessdria

2 @ 1 @
Ri]' =87 Ti' - Enl]T . (317)

2)
Tendo em conta as relagdes (3.13) e (2.49) e sabendo que TV = 0, a equagdo acima se

torna

1,0
_EV hi; = 4mpn;;, (3.18)

logo

@
hyj = 2U5;;. (3.19)

®)
Para a componente /y; a equagdo de campo (3.8) fica

(3) 3)
Roj = 87Ty, (3.20)

e tendo posse das relagdes (3.13) e (2.44), temos

1,0 1.0 l,
—EV hOj - Z8j80h00 = —8’1’(‘00 . (321)
(2)

Como ja foi visto na obtencdo de (3.16), higy = 2U e também V? V; = —4mnpo; definido
em (2.52). Além disso, das relacdes (2.51) e (2.54) se obtém 9,00l = —1V3(V; — W)).

portanto, a expressdo (3.21) se torna

® 1 1
V2 ho; - §v2vj + Evzwj = —4V?V,, (3.22)
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ou seja,

®) 7 1

4) 4
Antes do célculo de hy, vamos reescrever Ry de uma forma mais simples a
partir das componentes da perturbagdo da métrica ja calculadas. Tendo em conta
(3.16) e (3.19), a expressdo (3.12) se torna

(4) 1_.@ 1. @ 1@ @
Roo = —Evzhoo - E(aihoo)2 + Ehl] d:dhgo
1 _.@ 3
= —Evzhoo —2(9;U)* + 2U8"9:0;U
1 _.@
= —EVZhOO —2(a;U)* + 2UV?U, (3.24)
e COmo
U2 =2Ud,U = 09;0'U?* = V2U? = 2(d;U)* + 2UV*U (3.25)

e também UV2U = —4npU = V2¢,, a relagdo (3.24) fica

@) 1. . @
Ry = —§V2(ho0 +2U?% - 8¢hy). (3.26)

@
Vamos agora ao calculo de h g, e para isto escrevemos a equagdo (3.8) para ordem

necessdria, ou seja

Roo = 87| T — ETTOOT - EhooT

4) 4) 1 @ 19
( ) (3.27)

e utilizando a componente do tensor energia momento (2.42) e o trago do mesmo
@)
(2.49), juntamente com a relagdo (3.26) e a componente & ja calculada, se obtém

4)
~3 V2l + 2L = 8¢) = 8 (p(1 + 1T~ 2Ue?) + 3(~p = pIT + 3p) + Up)

—47(p + pI1 - 2pU + 3p + 2pv?). (3.28)

1, W 2
EV (ho() +2U° — 8(P2)
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Utilizando, na expressdo acima, os potenciais p6s-Newtonianos definidos na se¢ao
2.4 na forma

Vg, = —4mpo? (3.29)
Vg, = —4npU (3.30)
Vs = —4mpll (3.31)
Vi, = —4dmp (3.32)
se obtém
(fz)oo =2U = 2U* + 4y + 4o + 203 + 6. (3.33)

Podemos, finalmente, escrever as componentes g3 = 7ap + hap da métrica expan-
dida até a primeira ordem p6s-Newtoniana para Relatividade Geral. Utilizando as

componentes calculadas aqui

Qo0 = —1+2U—2U> +4¢; + 4y + 2¢3 + 6¢, (3.34)
7.1

g0i = ~5Vi=3Wi (3.35)

g = (1+2U)s;. (3.36)

A comparagdo direta entre as componentes acima e as da métrica PPN geral
(2.82)-(2.84) (ou com (2.105)-(2.107), tomando w = 0), fornecem

y=p=1, (3.37)
= =a3=0=0=03=04=0, (3.38)
& =0. (3.39)

Pode-se relacionar os valores obtidos acima, ao que foi visto na se¢do 2.5 sobre a
interpretagdo dos parametros PPN, concluindo que a Relatividade Geral é uma teoria
completamente conservativa e ndo prevé efeitos de referencial preferencial. Além
disso, é notdvel a concordancia destes valores com os obtidos experimentalmente

fornecidos no capitulo 2 para y e f8.
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3.2 Teoria de Brans-Dicke

Em 1961 C. Brans e R.H. Dicke publicaram em [5] a primeira teoria escalar-
tensorial para gravitacdo. Basicamente, o modelo foi proposto com o objetivo de
apresentar uma teoria de gravitacdo relativistica alternativa a Relatividade Geral
e compativel com o principio de Mach', que enuncia que as propriedades inerciais
locais sdo determinadas pela distribuicdo total de massa do universo. Seguindo
esta linha de pensamento Brans e Dicke foram levados a considerar que a constante
gravitacional G, deveria ser relacionada ao valor médio de um campo escalar ¢
acoplado a densidade de massa do universo. Na referéncia [52] é apresentada uma

motivacdo razoavel para escrever

1

(P) = c (3.40)

Como pode ser visto em [5], a agdo que sintetiza a teoria de Brans-Dicke é obtida
a partir do acoplamento ndo minimo de ¢ com a métrica na acdo da Relatividade
Geral, de modo que G assume a forma acima, e a adi¢do de um termo cinético para

este campo, resultando em

w
¢

em que w é uma constante, que devido a introdugdo de 1/¢ no termo cinético é

Sap = % (¢R - g“ﬁo'?aql)&ﬁqb) \=gd*x + fLM \=gd*x, (3.41)

adimensional. O termo L) é a lagrangiana para matéria e tal que as varidveis desta
se acoplam somente a métrica.

A partir do principio variacional obtém-se, variando com respeito a métrica,

1 81 w 1 1
Gap = Rop = 38R = "7 Tap + 55 (9a¢3ﬁ¢ = 58apdpP0” ¢>) + 5 (VaViP ~ ay09), (3.42)

em que O = g*V,V;. Variando com respeito ao campo ¢ e utilizando o trago da

equacdo acima, pode-se escrever

81
I:|(i)_3+2a)

(3.43)

Vamos estender estas equagbes de campo até a primeira ordem pos-

Newtoniana e obter as solugdes para a perturbacdo da métrica de acordo com o

'Noartigo [6] publicado por C.H. Brans em 1962, foram desenvolvidas consequéncias do principio
de Mach e mostrado que, apesar de o principio ter inspirado Einstein, a Relatividade Geral néo é
totalmente compativel com este.
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formalismo PPN apresentado, e em passos equivalentes ao que foi feito para Re-
latividade Geral. Como foi mencionado, é conveniente escrever (3.42) na seguinte

forma

81 1+w W 1
Rop = [ Ton =T (5555 )|+ Voo + 5

que é obtida utilizando o trago de (3.42) nesta propria equagdo, juntamente com

YA (3.44)

(3.43). Além disso deve-se escrever o campo ¢ de modo que

~_ 2 @
p=G"'1+¢), @=¢+o, (3.45)

em que G é uma constante da ordem da constante gravitacional, e ¢ é no espago-
tempo plano (ou seja, longe do sistema local descrito pela métrica PPN). Levando
(3.45) em (3.44) obtemos

Ry = 8mC(1L—q -+t [Ta,; - gaﬁT( 31:2“;)] + (1 =20 +3¢% - )Aupdsp
(1 =@+ @* ) (a0 — Thgdr), (3.46)
e em (3.42)
8nG
YT 3w (347)

Observe que é necessario expressar ¢ em temos do potencial Newtoniano
ou alguns dos potenciais pés-Newtonianos para obter as componentes da métrica

diretamente, e isto serd feito a seguir. Vamos primeiro, impor as condi¢des de calibre

I h — %&hg G, (3.48)

8ahg — %aohg = —%8&100 + Ga()(z), (349)

que quando levadas nas expressdes para as componentes do tensor de Ricci (3.5)-
(3.7), juntamente com (3.45) se obtém
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@ ® ) @
Ry = _%Vzhoo + 5090(920) - %|Vhoo|2 + %alhooai% + %h]kajakh()@ + 0(v"), (3.50)
1.0 1._®
Ry; = —Evzhoj - Zaiaohoo + (91‘(90%) +0(v°), (3.51)
1_,% )
R = _Evzhij +0:0;¢ + O(4). (3.52)

A partir daqui, o procedimento para o cdlculo das componentes da métrica é
seguido igualando-se as rela¢des acima com o lado direito da equagéo (3.46) para as
ordens necessarias.

(2)
Assim como foi feito para Relatividade Geral, para obter %y devemos escrever

@
(3.46) para R, ou seja
@ L@ @(1+w
Roo =8nG|Too - T( ) 3.53
00 Tt [oo Tloo 3+2a)] ( )
2 2
Sabendo que T = =Ty = —p e utilizando (3.50) para ordem necessaria a expressao
acima se torna
1., 1+w
e como V2U = —47p, entdo
) 2+w )\ ~
hoo = 4(5-2 ) GUL. .
o 3+ 2w u (3:55)

O termo 2G(2 + w)/(3 + 2w) é equivalente a constante gravitacional, e para

mantermos o limite Newtoniano padrao

@
hoo = ZLI, (356)
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basta escolher

2(;( 2+ ) (3.57)

1(3+2a))
342w '

=1 5 ==
= “=a2l7
Observe que para @ — 0, G = G = 1 que corresponde a Relatividade Geral.
Com o valor de G fixado podemos relacionar ¢ e U através de (3.47), pois para ordem

newtoniana esta fica

—4mp
2+ w

V2 = (3.58)

~ @
em que foi utilizado o valor de G fixado em (3.57) e também que T = —p, com isso

@ 1
(‘0_2+a)

(3.59)

Voltemos entdo, ao cdlculo das demais componentes da métrica. Para calcular
(2) (2
hi; devemos escrever a equacdo (3.46) para R;j, logo

2) = @1+ w @
Ri]‘ = 8nG l—ﬂijT (m)] + 8,8]g0 (360)

Por outro lado, a relacdo (3.52) para ordem necessdria é

@ 1 _.@
Rij = _Evzhi]’ + (9,-(9]-%23, (361)

igualando as duas expressdes acima, e utilizando (3.59) bem como o trago do tensor

energia momento para ordem necesséria, vem

1_,9 ~ (1l+w
—Evth = 87'(Gp (m)(‘j”, (362)

utilizando novamente V2U = —47p e também (3.57), obtemos

&) 1+
=25

=2(5 w) us;;. (3.63)
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©)
Para calcular h,; escrevemos (3.46), para ordem necessaria, que é

@) e )
ROj = 87'[GT0]' + 80(9]-(,0, (364)

e a expressdo (3.51) para mesma ordem fica

®) 1

O 1, @ 2)
R()]' = —EV h()] - Z&i&ohoo + 31'30(P; (365)

igualando as duas expressdes obtemos

@ -

1.6 1 )
Vzhoj - Z&f&ohgo = 8’RGT0]‘. (366)

2

@ ®)
sabendo que h gy = 2U e utilizando (3.57) juntamente com a componente T; = —pv;

demonstrada na secdo 2.3, ficamos com

3) )
VzhOj — 8n(32+ w

)pU]‘ - ajaoll, (367)

+ w

e assim como foi feito para a mesma componente quando calculada para Relatividade
Geral, temos que V2V; = —47pv; e também 9;doU = —1V*(V; — W;), e com isso

®) 3+ 2w
v2h0j=—2(2+ )V2Vj+§v2vj—zv2wj, (3.68)
Logo
® 1(10+ 7w 1
=== |=—)V,- W, :
0 2(2+a)) I (3.69)

@
O trabalho algébrico para o cdlculo de h(y é maior, pois esta envolve algumas

das componentes calculadas acima e a equagdo de campo fornece uma expressao

mais extensa. Entdo vamos por partes. A componente do tensor de Ricci (3.50) para
@)
Ry é
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Roo = ——V hoo + 808o(p - —|Vhoo| + alhooa 90 h] 9; akhOO (3.70)

@ @
que, tendo em conta os valores calculados para h, h;; e também a relagdo entre (p

e U dadas em (3.56),(3.63) e (3.59) respectivamente, pode ser escrita como

@ 1

2
Rop = ——V2h00 V2u2+2(3+ @

"t o 8080U +

VU, (3.71)

1 1
VZ
)U u+2+a) 2+ w
em que foi utilizado também que 2|VU[> = V2U? - 2UV?U. Por outro lado, a equagédo
de campo (3.46), fornece

4 ~ @ @D/1+w @ @/1+w
Roo = SﬂGlToo—ﬂooT( )— ( )

2 @) Di1+w
- — oo T
smG (P[ 0 = oo (3+2w)]

3+ 2w 3+ 2w
2
2 2
+3090p — TE, 0, (3.72)
(2 2 4)
e como pode ser visto no Anexo B, 1"’50 = —9"h . Utilizando as expressdes para T o

4
e T obtidas em (2.42) e (2.49) respectivamente, juntamente com as rela¢des obtidas
@ (2
nesta secdo para h o e h;j que sdo (3.56) e (3.63) respectivamente, e também a relacao

entre (ng e U dada em (3.59), a expressdo acima fica

@ ~
Roo = 8nG[p+pH—2pU+pvz+(

3 47
2+ w

l+w 1+w
3+2 )( P pH+3p)+( +2w)2pU]

1
dodoU +
w 070 2+

u+ vUuyp i
Y > wl I (3.73)

que de acordo com os potenciais definidos na sec¢do 2.4 pode ser reescrita na forma

@ 3+ 2w 5+2w 1+w
— w2172 2 20 2 2
R = VU= (300 (S0 Vo= Vo -3 (5 0 ) v
2
+5—0000U + ——[VUP. (3.74)

4
Finalmente, igualando (3.71) e (3.74) e sabendo que UV?U = V2¢,, obtemos &g
dada por
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1+w

4
h00:2u—2U2+2(3+2w)¢1 (1+2a)

)qubz + 205 + 6( )qb4 (3.75)

Podemos reunir os resultados obtidos nesta segdo e escrever as componentes da
métrica PPN para teoria de Brans-Dicke

342w 1+ 2w 1+
- _ _ 2 2
Qo = -1+2U ZU'+2(2+w)¢1+2(2+ )v¢h+mm+6(2 )¢@@7@
110 + 7w 1
o = (G ) Vim W 5.77)
= P+2(1+w)uk» (3.78)
8ij = 2+w U '

Comparando as trés componentes acima com as da métrica PPN geral (2.82)-
(2.84), se obtém os seguintes valores para os parametros PPN

L

ap=a=az = 0, G=0G=0G=04=0, &E=0. (3.80)

Com os valores dos parametros obtidos, conclui-se que a teoria de Brans-Dicke
é conservativa, assim como a Relatividade Geral. Podemos, a partir de um valor para
y obtido através dos testes para o Sistema Solar, restringir o valor de w utilizando
(3.79). Como a Teoria de Brans-Dicke é equivalente a Relatividade Geral se w — oo,
espera-se que esta restricdo forneca um valor grande. Para os valores obtidos mais
recentemente expostos na tabela 2.2 obtemos sempre @ > 10%, e na referéncia [29] é
exposto o valor

w > 4x10% (3.81)

3.3 RGGR

Efeitos quanticos na gravidade tém sido estudados por um longo tempo dentro
de abordagens diversas. Uma vez que a Relatividade Geral é uma teoria perturba-

tivamente nao-renormalizdvel, é comum considera-la uma teoria efetiva de baixa
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energia, portanto, a energias suficientemente altas (ou pequenas distancias), deve
produzir previsdes erradas e, portanto, deve ser modificada (por exemplo, [12,48]).

Um tipo particular de corregdo quéntica, e suas consequéncias fenomenolé-
gicas, vem atraindo um interesse considerdvel atualmente, a saber, o dos fluxos
ndo triviais do Grupo de Renormaliza¢do (GR). Estas corre¢des podem ser relevan-
tes tanto na gravidade quantica quanto na Teoria Quantica de Campos (QFT) no
espago-tempo curvo (por exemplo, ref. [44]). O interesse sobre os fluxos de GR ndo
triviais vem de duas frentes: uma de alta energia e outra de baixa energia. Conside-
rando a primeira, a renormalizabilidade ndo perturbativa (com unitariedade) pode
ser alcangada a partir do programa de seguranga assintética [26]). Considerando o
caso de baixa energia, percebeu-se que ndo ha razdo para supor que as fungdes tanto
do acoplamento gravitacional G como da constante cosmolégica A devem rapida-
mente se aproximar de zero a medida que a escala de energia RG se torna pequena,
assim como em eletrodinamica quantica (QED) ou Cromodindmica Quantica (QCD).
Isso motivou a busca de descri¢des classicas consistentes e fenomenolégicas perti-
nentes e eficazes que levam em conta o funcionamento de G e A em sistemas que
sdo "grandes'"e geralmente considerados como totalmente cldssicos. Podem citar-se
muitos exemplos para a tltima categoria (por exemplo, [3,18,32,45]). Alguns traba-
lhos consideram os efeitos de GR no nivel de acdo, que é o caso que serd considerado
aqui (por exemplo, [33,37, 38, 45]).

As equacgdes de campo e a fenomenologia derivadas da abordagem GR descrita
acima dependem de uma certa escala que chamamos p. Os valores de G e A de-
pendem dessa escala (analogamente ao que acontece em experimentos de dispersao
dentro de QED, onde a constante de estrutura fina efetiva muda seu valor depen-
dendo de uma certa escala, que neste caso é dada pelos momentos das particulas
de dispersdo) . Assim, qualquer proposta nesta linha deve abordar trés questdes:
i) a relacdo entre G e u ou, de forma equivalente, fornecer uma func¢do Beta para
G, ii) uma fungdo Beta para A, iii) a relagdo entre u e outras fisicamente relevantes
Quantidades (isto é, um procedimento de defini¢do de escala [2]).

Na referéncia [36], argumenta-se a favor da seguinte acdo capaz de incluir os

efeitos de grande escala do Grupo de Renormalizacdo para a gravidade
B R —2A{u} .
SRGGR = I[TG(M) +A(p = f(& 7, W) | V=8d"x + S, (3.82)

para descrever os efeitos de Grupo de Renormalizagdo em grande escala na gravi-
dade. Na expressdo acima Srger = Srccrlg, v, 4, A, W] e S, = S[g, W] sendo que W
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representa os campos de matéria somente, e u é a configuragdo de escala do Grupo
de Renormaliza¢do que se relaciona com os demais campos na forma imposta pelo
multiplicador de Lagrange A. Além disso, o campo )y representa y,s, e pode ser
visto como uma métrica de fundo. O escalar G(u) é uma funcdo de p no sentido
usual, é fixada no nivel da acdo e a esta é atribuida uma func¢do beta na forma [36]
G '(u) =1+ 2vIny, sendo v é uma constante pequena e adimensional. Diferente-
mente de G, o escalar A{u} é dependente do sistema, ndo é determinada no nivel da
agdo e a forma de sua dependéncia com u é obtida a partir das equagdes de campo?.
Para o caso em que v = 0, RGGR corresponde a Relatividade Geral sendo este o
Unico parametro da teoria. Assim, caso os fendmenos descritos por RGGR que vao
além de Relatividade Geral sejam detectados, estes devem ter origem em GR.

O fato de ndo ser possivel escrever a agdo acima de forma que Sgeor = S[g, W]+
Sulg, W], em que W representa os campos de qualquer origem que ndo aparecem em
S, faz com que ndo seja possivel a conservagao do tensor energia-momento na forma
V,TP* = 0. Entretanto, ainda em [36] é mostrado que, escrevendo a configuragéo de
escala na forma

u= fuulhyg), (3.83)

em que u® é o campo de quadrivelocidade e hi,g = gap—7 ap, isto € possivel, e explorado
a seguir.

A relacao (3.83) faz com que a variagdo da agdo (3.82) com relagdo a s conduza

fav g

Af'uuf =0, (3.84)

assim A = 0 ou f* = 0. Este dltimo faz com que f = const. = u, o que leva a
Relatividade Geral (G = const.). Portanto, a extensao devido ao GR contempla o caso
em que A = 0.

A variagdo de (3.82) com respeito a métrica, e utilizando A = 0 no nivel das

equagdes de campo leva a

Gap + 8apGOG ™ = GV, V4G + Agap = 8G Ty, (3.85)

2 Para evidenciar esta diferenca a notagdo de dependéncia usada aqui foi introduzida em [36]



3. APLICACOES 82

em que Gug = Rug — 3944R, € a partir da qual V,, T%* = 0 é possivel desde que [36]

A 1
\vas a —1. .
(G)—zRV G (3.86)

Podemos ainda tomar o traco da equacao (3.85) reescrevé-la na forma

Rop = G[Sn (Taﬁ — % Qap T) +V,VeGl + % gaﬁuc-l] — Qap\. (3.87)

Trabalhos relacionados a aplicagdo de PPN a RGGR foram iniciados, e em [40]
foi feita uma anélise dos parametros utilizados na versdo de Eddington-Robertson-
Schiff para métrica PPN(ver equacao (2.14)). Nesta referéncia foi utilizado um caso
particular para p na fungdo G™'(u) = 1 + 2vInp, tendo em conta os efeitos de um
potencial externo para a construcdo de ¢ em uma forma nao covariante.

Neste texto, assim como no trabalho ainda em desenvolvimento [20], serd

adotada a seguinte forma para G

G '(w) = 1+ 2vF(y) (3.88)

sendo F(u) uma fungao arbitraria. Nesta abordagem, vamos considerar também uma
versdo ndo covariante para u em que este é uma fungdo do potencial Newtoniano
apenas. Além disso, como pode ser visto em [43] por exemplo, testes relacionados

2

a constante cosmoldgica revelam que A ~ 107%km™2 nas escalas do sistema solar e

sistemas estelares, e como tal precisdo é muito maior que a pés-Newtoniana, A serd

negligenciada aqui. Como jé foi mencionado U ~ v, podemos entdo escrever

p = po+ U+ y2U2, (3.89)

em que os U, sdo coeficientes da expansdo em série de Taylor de p. Isso nos leva a
expansao

F(u) ~ Fo + F;U + F, U7, (3.90)

e também
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G~ Gy+GU+ quz. (3.91)

em que, utilizando (3.88), podemos facilmente determinar os coeficientes

1 _dG| 2vR
Go=17 2vF,’ C1= a0 ueo (1 +2vF)?’ (392)
e
d*G 4v vF
2= uwo  (1+2vEF)2 ((1 +2vF) 2) (3:93)

Com a relagdo entre G e U estabelecida podemos, em passos semelhantes
aqueles seguidos para os dois exemplos anteriores, obter as expressdes para as
componentes da métrica poés-Newtoniana para RGGR adotando p na forma néo
covariante utilizando (3.88) e (3.90) . Utilizando (3.88) juntamente com (3.90), temos

que

VoVpG™ = 0,05G7 —T,0,G™
20| F10495U + 2F(aUdpU + UdadpUl) — TAy(F102 U + 2F, U, L) | -(3.94)

Nesta expressao a ultima parcela, 2F§ﬁF2 Ud, U, é pelo menos da ordem v°, e por isso
serd negligenciada. Portanto, a equagdo (3.87), sabendo que O = g*¥V,V;, fica

Rug = (Go + Gy U + quz){ 871(Tap — % gus T)
+ 2v[F19,95U + 2Fy (9. UsU + UduIpll) — ThyF19, U]
+1gapg” [FlaoaAu + 2F,(9,Ud, U + Ud,0,U) — T, F10, u]} .
(3.95)

Por outro lado, podemos fixar as condic¢des de calibre
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Bah? - %o'hhg 2GOVF181-LI, (396)

1 1
duliy = 5l = =50ohoo +3GovF1doll (3.97)

que como serd visto, mantém a métrica PPN no calibre padrao, e as componentes do
tensor de Ricci (3.5)-(3.7) se tornam

) 1 ..® 1, @, 1 <2.;< @) @)
Rog = —Evzhoo - E'Vh00| + Ehl ajakhoo + 3GOVP1&080U + GoVPlajhooaill, (398)
3) 1 ) ©) 1 2 5

R()]' = —EV h()j - Z8j<90h00 + EGQVFlajaoll, (399)
2 1 2(2)

Ri]' = —EV hl] + 2G01/F181(9]u (3100)

Vamos agora ao calculo das componentes 1,5 da métrica. Analogamente aos casos
@
anteriores, para calcular /1o devemos tomar a equagdo de campo (3.95) na ordem

necessaria. Logo, de acordo com (3.95)

(2) (2) 1 @ W
ROO = 87'(G0(T00 - ET]QQ T) + GQVF]T]O()T] 8]{8[1.1, (3101)
(2) (2) .. .
ecomo T = -Ty = —p, en’ =067, temos
(2) )
ROQ = 47’(G0p — G()VFlV U (3102)
(2) (2
Por outro lado, da relacdo (3.98) obtemos Ry = —%Vzhoo, e com isso
1 .@
—Evzhoo = 4nGop — GovF; V2U (3.103)

Como 8mp = —V2U temos
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2
]’100 = 2G0(1 + VFl)LI, (3104)

e com o intuito de manter o limite Newtoniano padrao, escolhemos

@
G0(1 + VFl) =1 == hoo =2U. (3105)
@ )
Para calcular a componente /;; escrevemos as equagdes de campo para R;;, e a
partir de (3.95) obtemos
(2) @ 1 @ .
Rij = 87’(G0(T{j - EUZJT) + 2VP1Goaiaju + VF1G01]Z‘]‘T] 8k8lu (3106)

2
tendo em conta que T;; = 0 e utilizando a componente do tensor de Ricci (3.100) a

relacdo acima se torna

|

I
<
N
=

Il

4nGy péi]' + vGoF, Vz U(Si]‘

=
[

2Go(1 — vFy)US;;. (3.107)

Com o valor de Gy = 1/(1 + vF,) fixado em (3.105), pode-se escrever

(2 (1-VP1

G ®)
Escrevendo R,; podemos calcular a componente da métrica hy;. Para esta

ordem, equagdo de campo (3.95) fica

&) (©)
RO]' = 87TGOTQ]' + 2VGOP1808]'U, (3109)

3)
utilizando a relagdo (3.99), e tendo em conta que Tp; = —pv; obtido no capitulo 3, a

equagdo acima fica
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1.0 1 2
—Evzhoj - 18]'801100 + ;GovFﬁj&oU = —87'(G0p0]’ + 2vG0F1808]U (3110)

reagrupando os temos semelhantes

6) 1. @
V2hoj = 161Gopov; — 5909 00 + vGoF1909;U. (3.111)
Fazendo uso das relagdes em (3.105), juntamente com V?V; = —4mpv; definido em
(2.52), obtemos
) 4 1
Vehyj = — V2V — ————dy9;L], (3.112)

1+vF ) 1+vF

sabendo que dpd;U = —3V*(V; — W)), a relagdo acima fornece

©) 7 1

o= =iy T A G419

)
Vamos agora ao calculo de hy. A partir da equagdo de campo (3.95), para

ordem necessaria, temos

4) (4) 1 @ 1@ 2 1 @
Roo = 87'(G0(T00 — ET]Q()T — Ehoo T) + 87'(G1 U(TOO — EUOOT)

@ @
+2VGOF1 (808011 - FBO&JJ) + vGonoo[nOO(F18080U - FlraanU)
B 2
+nlf(Flalaju + 2F,(9;Ud;U + Ud;d;U) - Flrgaku)
@) @ y
—h”Fﬁi&jU] + hooﬂ”Fla,’a]’u +vGy Unoon”Fl&ajU. (3114)

Na expressdo acima serdo utilizadas as relagdes pertinentes para as componentes do
tensor energia-momento obtidas no capitulo 2, que sdo
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@ @)
Too = p+ pIl—hy + 77, (3.115)
@
T = —-p-pn+3p, (3.116)

e também as relagdes conhecidas para Ty e T que podem ser deduzidas das expres-
@ @
sdes acima, juntamente com as componentes da conexao I e Ffj que, calculadas

utilizando as componentes da métrica (3.105) e (3.108), sdo

2) 1.0 ‘

1—'100 = —58%00:—(9%[ (3117)
o - (ﬂ)(aka-umkauw--akw (3.118)
i = TR )+ oo = 0 ). '

O primeiro conjunto de termos entre parénteses no lado direito da igualdade em
(3.114) ja foi utilizado nos exemplos de Relatividade Geral e Brans-Dicke , e é

4) 1 & 190 1 5
Too = 5M00 T = EhooT = 5(p+ pIl=2pU +3p +2pv), (3.119)

do mesmo modo

@ 1 @ 1

- = = —p. 12
Too 27700T 5P (3.120)
Além disso,
itgu = (LVEr (kUL + 69U — 8,0 U)IU
T] ij k - 1+VP1 77 jot i7] 1] k
= - VUl 3.121
(1 + vF; ) | | ( )

Levando a relacdo acima, juntamente com (3.119) e (3.120), em (3.114) e tendo em
conta que 1/9;d; = V?* se obtém
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4)
Roo = 4nGo(p + pIl—2pU + 3p + vaz) +4nGUp + 3GovF1d0d0U

+3GoVF;|VUP = GyvF, VAU — 2G0vF2(|VU|2 + UV u)

—GavFy (1 —vEFy) VU + (4G§v1:1 — leFl)LIVZU, (3.122)

utilizando os potenciais p6s Newtonianos definidos na secdo 2.4, a relacdo 2|VU[* =
VZU? - 2UV?U e também UV?U = —4npU = V*¢?, a expressdo acima fica

)

Rio = —Go(1 +vF1)V2U + |[GRvFy(1 + vFy) = GovF, [V2U? — GoV2¢hy
+[2Go + 2G3vFy — 4GHPF2 — Gi(1 + vE)) [ V2D, — Go V2 — 3G V2,
+3GOVP1808O U (3123)

(2 (2)
Por outro lado, com as expressdes para hg e h;;, a componente do tensor de Ricci

(3.98) fica

(4) 1 2 @) 27712 2 2 12\\72
Roo = —EV ho() — G()V u-+ 2G0(2 +VvF —v Fl)V (PQ + 3G0vF18080U (3124)

Igualando (3.123) e (3.124), um célculo direto leva a

4)
hoo = 2Go(1 +vF)U —2G5(1 + 2vF; + 2v2F; — vF(1 + vFy))U? + 4Gy

+[4G3(A = vFy + vER) +2Gi(1 + vF1) |2 + 2Gops + 6Godps. (3.125)

Podemos reunir os resultados obtidos nesta secdo e escrever as componentes
da métrica PPN para RGGR. Como Gy(1 + vF;) = 1, temos
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V2F? — VFz(l + VFl) 4
=—1+2U-2]1 ! 2
Soo=-1+2U [ T ARy ] T+v6
41 -vF +v?F)  4vF 2 6
- 12
l (1 +vE,)? T+0F |2 T To0E & T 10 (3.126)
1 (7. 1
=10 (274 3%) ¢127)
2vF

gij =0ij + [1 - v}a] us;; (3.128)

Como mencionado no inicio da secdo, a constante v é pequena, mas nao foi
estipulada a sua ordem de “pequenez” , pois, assim como a constante de acoplamento
na teria de Brans-Dicke, esta ndo é uma quantidade dinamicamente dependente do
sistema e por isso foram mantidas todas as poténcias. Os parametros PPN podem
auxiliar a impor um limite para v que, além de auxiliar a simplificar a métrica acima,
assegura a viabilidade de RGGR em relagao a testes no sistema solar.

Comparando as componentes da métrica obtida aqui com as da métrica PPN
geral (2.82)-(2.84), vemos que os parametros ) e 5 podem ser obtidos diretamente.
Por simplicidade podemos utilizar y para impor um limite superior a vF; utilizando

o valor correspondente da Tabela 2.3, pois

ly-1<52,3x10° = vF; 5107, (3.129)

e para vF,, podemos utilizar f — 1, em que encontramos

vF, < 107% (3.130)

Apesar de v ser pequeno, F; e F, podem ser grandes, o que serd discutido a seguir. A
partir dos limites discutidos acima podemos simplifica as expressoes (3.126)-(3.128)
tomando vF; < 1 e vF, < 1 e obter
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900 == 1+2U — 2(1 — vF)U? + 4(1 — vF)¢1 + 4(1 — 4vF;) ¢,

+2(1 — vEy)Ds + 6(1 — vF1) by, (3.131)
1-vF

80j=~—% L7V + W), (3.132)

gy = [1+201 - 2vF)Ulsy;. (3.133)

Comparando as componentes acima com (2.82)-(2.84) obtemos

y=1-2vF, B=1-2vF,  &=0,

a1 = Q3 = 0, Oy = —VF1, (3134)

G =0, G =-2v(F1 + ), C3 = —C4y = —VFy.

E importante notar que, de acordo com os parametros acima, se v = 0 RGGR é
equivalente a Relatividade Geral, como era de se esperar. Além disso, algumas
explanagdes podem ser feitas a partir dos valores dos parametros. Como foi discutido
nasec¢do 2.5 do capitulo 2, os parametros «; estdo relacionados a efeitos de referenciais
preferenciais na teoria, e o formalismo PPN é capaz de identifica-los caso estes nao
sejam nulos. Sendo assim, ndo é estranho que a, # 0, pois foi considerado uma
formulacdo ndo covariante para a configuragdo de escala u. Os parametros C;, Cy, Cs,
C4 e a3 ddo indicagdes a respeito da conservagdo do momento total, cuja conservagdo
é violada se algum destes ndo for nulo, e aqui obtemos (,, (3 e {4 ndo nulos. A
razdo para isto, deve estar no fato de negligenciarmos os efeitos da “constante”
cosmoloégica, o que leva a uma ndo-conservacdo do tensor energia-momento.

Dos parametros ndo nulos o que implica na restri¢do mais “forte” , como pode
ser visto na Tabela 2.3, é a, < 107°. Logo, se F; e F, forem da ordem da unidade isso
implica em v < 107°.

Como mensionado, na referéncia [40], foi estudada a formulacao PPN de dois
parametros de Eddington-Robertson-Schiff para RGGR, com particulas pontuais
como fonte e levando em consideracao efeitos do potencial gerado pela galdxia no
Sistema Solar ®y. Foi obtido para os parametros PPN
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2va Vo
y=1-—, B=1+—=
@, @2

(3.135)
em que « é um parametro do modelo e @, ~ 10~ fornecendo, a partir do valor de f8
oresultado v < 107'%, sendo v = av . O resultado da referéncia pode ser reproduzido
para valores especificos de F; e F,, a saber F; = a/®y e F, = —a/qu% e o modelo
continuo de fluido perfeito analisado aqui fornece, para (,, o valor para v < 107,



Conclusoes

Neste trabalho foi feita uma apresentacdo do formalismo p6s-Newtoniano pa-
rametrizado abrangendo alguns dos mecanismos tedricos que possibilitam obter
valores para dois dos parametros PPN a partir de dados observacionais. Foi feita
a parametrizacdo de acordo com o formalismo de trés teorias, Relatividade Geral,
Teoria de Brans-Dicke e RGGR.

O formalismo PPN fornece uma receita de como uma teoria métrica deve ser
analisada, extraindo informagdes através da interpretacdo dos parametros e per-
mitindo a obtengdo de valores que podem ser comparados com aqueles obtidos
através de dados observacionais. A Relatividade Geral, quando proposta, causou
um grande impacto prevendo fendmenos nunca imaginados ou explicados, como a
deflexdo da luz e a contribuicao relativistica para precessdo de periélios. Além disso,
como visto na se¢do 3.1 do capitulo 4, ela prevé bem esses fendmenos, concordando
satisfatoriamente com os dados experimentais. Qualquer teoria alternativa da gra-
vitagdo deve, entdo, ser rigorosamente comparada a Relatividade Geral nas éreas
em que essa obtém sucesso.

Assim como a apresentacdo do formalismo e os aspectos citados, uma parte
importante para este trabalho é a analise feita para RGGR. A contribuicdo deste
trabalho esté relacionada a consisténcia da teoria, ja que para ser no minimo viével,
ela deve ter como limites em casos especificos a Relatividade Geral e a mecanica
newtoniana, concordando com dados experimentais com os quais esses dois ramos
da Fisica se saem muito bem.

Os célculos da secdo 3.3 conduzem aos resultados (3.134) que, como visto,
sdo andlogos aos valores para Relatividade Geral se v = 0. Os parametros a», Cy,
C3 e (4 sdo diferentes de zero e isto ocorreu pois uma configuragdo de escala ndo
covariante foi adotada, e além disso os efeitos de uma “constante” cosmoldgica
foram negligenciados, o que, para RGGR, afeta a conservag¢do do tensor energia-
momento. Na referéncia [40], foi estudada a formulacdo PPN de dois pardmetros
de Eddington-Robertson-Schiff para RGGR, com particulas pontuais como fonte e
levando em consideragdo efeitos do potencial gerado pela galdxia no Sistema Solar, e

92
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foi obtido v < 107!, sendo v = av em que a é um pardmetro do modelo. O resultado
da referéncia pode ser reproduzido na formulacdo apresentada aqui para valores
especificos de F; e F, , e este fornece, para (,, que v < 1077,

Uma continuagdo natural para este, e também o trabalho ainda em desenvolvi-
mento [20], é analisar o formalismo PPN em RGGR para uma configurac¢do de escala
covariante de modo a obter informagdes mais completas a respeito dos pardmetros

e analisar as restrigdes que estes impdem a v nesta nova formulagéo.



Apéndice A

Solucao das integrais relacionadas ao

desvio do periélio

Para resolver a equagao

271 271
AG = —— |-m f cos¢d¢——mR2]2 f C(’rszq)d¢+m2(2y+2ﬁ) f 59 4o
0

.
270 270
—ym f v* cos pdp + m(2y + 2) f (v - i)% cos pdp

271 270
+mu2 + ay — 20p) f dqb — —(6 +ag+ax+ ag)yf v* cos pd¢p
0

—Ey(l - 201 — ap) f (v- ﬁ)Z cos pde
0
271
ro|eren-Le-a+am) f (v- B)(v - 2)(1 +1/p) sin §do, A1)

completamente, precisamos determinar os termos v - fi, v - Z e consequentemente 0.
No sistema Sol-Merctirio, podemos considerar que o centro de massa coincide com o
centro do sol devido agrande massa do mesmo. Como a trajetéria de Merctrio tem a
forma de uma elipse, do ponto de vista do centro de massa exitem duas componentes
para v, uma radial (v - fi)fi e outra na diregdo do movimento orbital (v - Z)2, de modo
que

94
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_dr d( p )
v-h=— = —,

dt dt (1+ecosd)
_ o 99
= pr smqbdt, (A.2)
e sabendo que
d¢p
227 1/2
ro (mp) (A.3)
entdo
i\
v-A= e(?) sin ¢. (A4)

A componente da velocidade relativa na direcdo do movimento orbital é

dg
. 4 —_— .
vez=— , (A.5)
em que d¢/dt representa a velocidade angular de merctrio em sua 6rbita. Utilizando

novamente (A.3), podemos expressar a relacdo acima como

(mp)l/z

; r=p(l+ecosd)”! (A.6)

v-Z=

Com isso, podemos expressar a velocidade relativa ao centro de massa como

m 1/2 (mp)l/z
v=e (;) sin ¢fi + ; 2, r=p(l+ecos)”! (A7)

portanto

mp

r2’

2

v :v-v:ezﬂsinqu+ r=p(l+ecos)”! (A.8)

Vamos agora ao cdlculo das integrais. A primeira integral em (A.1) é nula, e a seguir

estdo os calculos das demais:
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271 COSQZ)d ~ 1 271 1 ) d
[) 2 ¢ = pzﬁ (1 +ecos )" cos pdep
271
= 2—§f cos” pd¢p
P* Jo

270
= % %(1 + cos 2¢)d¢
0

27te
Fa

. 271
f COS(Pd(]b _ %f (1 +ecos @) cos pd
; 0
271
_ ;% j(; cos” dep

Tte

7

p

270 27
fo v* cos pd¢p = j(; (62% sin” ¢ + g) cos ¢pdo,

e como
27T m
f e*— sin® ¢ cos pd¢p = 0,
0 p
entao
271 ) 271 COS(Z)
v cospdp = mp —d¢
0 0 r
_ 2mme
.

Temos ainda

271

27T
f (v - )2 cos e = 62% sin® ¢ cos b = 0
0

0

96

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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271 271
fo (V- R)W-2)(1 +r/p)sinpdd = em fo (1 ;)Sm ? 4o, (A.15)

em que foi utilizado (A.4) e (A.6). separando as integrais acima temos

27T
f sin’ C/)dqs— ! f (1 + ecos ) sin? ¢ddp (A.16)
0 0

27T
% fo sin® (b, (A.17)

portanto

271 em 271 271
f (v-A)(v-2)(1+r/p)sinpdp = — lz f sin® pd¢ + e f sin®pcos pd|. (A.18)
0 p 0 0

A segunda integral no lado direito da expressdo acima é nula, assim

27 271
(v A)(v - 2)(1 + r/p) sin ddgp 267’” sin® dcp
0 0

- anme. (A.19)

Levando (A.9),(A.10),(A.13),(A.14) e (A.19) em (A.1) se obtém

1
Aw =——
me

3 R? ’ 2mme
]2( )+m(2y+2ﬁ)(10) ym( p )

+mu2 + ay — 2C,) (n_e) - 1(6 +ar+a+ a3)]

27zme

[(2)/ +2)- —(2 o + az)] (A.20)

Agrupando os termos semelhantes, podemos escrever

. _o6mm|1 1 B 14 R_Z
A® = ; 3(2+27/ ﬂ)+6(2a1 a2+a3+2C2)m+(2mP)h]. (A.21)



Apéndice B

Caculo das componentes de R,

expandidas

O tensor de Ricci é dado por
— A A A
Rug = 9, — 94Ty, + raﬁrﬁy - rgArgy (B.1)

e o0 simbolo de Christoffel

1

Tap = 58" (0a8py + Ipgye = Iy 3up)s (B.2)

que devem ser calculados de acordo com a métrica g,s = 1ap + hap € levados em (B.1).

’ A
Seguem os calculos para as componentes I’ ;.

1
oo = 5™ =1+ )(@ohou + oltao = Dutoo)

= —%aohoo + 0(05) (B3)

Iy = E(Ula — ' + -+ )(Dohoa + dohao — Iahioo)

= E(aohol + (90h10 - (9l-h00) + %hlkakhoo + 0(05)

= —%aihoo - 80hi0 + %hikgkhoo + O(US) (B4)
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rgi = %(nw — 1% + -+ )(ohig + Diltao — Duhtin)

= —%(c%hio + dihgo — dohip) — %hooaihoo +O(2°)

= _%81}100 - %hooaihoo + O(U5)

. 1
1—%] — E(nla _ hla + .. )(8Oh0(] + a]hoa - aah()])

1 .
= 5@l + 9o ~ o)) + O)

el
|

1 .
W 5(17]“ — W+ - )(Oxhig + il — Aahy)

= SO + A = Ih) = S @b + iy — i) + OF)

o = %(nm — % ) @ihjo + I ha — D)

1
= —5(hjo + Jjhoi — Iohiy) + O(@")
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(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

Com isso podemos calcular as componentes do tensor de Ricci. Ao efetuar a soma

nos indices repetidos da expressdo (B.1) alguns termos se cancelam, e serdo exibidos

0s termos restantes, ou seja,

Roo = c?iféo - aOFBi + Fgoré)i + Fgorgj - Tgiféo N ré)jréi’

e utilizando as componentes do simbolo de Christoffel calculada acima

ROO = —%31‘3%00 + a180h6 + %&hik&khoo + %hikaiakhoo - %aoaohi
1., 1.1\ 1.
—EJhoo (iazh;) - Z3lhooaihoo +O(°),

reorganizando a expressao acima, se obtém

(B.9)

(B.10)



B. CACULO DAS COMPONENTES DE R, EXPANDIDAS 100

1 1 | 1 1y 1
Rog = —5 V2l — 5(0odohi — 20,9005) + 59y (akh’“ _ Ealh’;) — 4 VhooP
+%hik8i3khoo + 0@ (B.11)

A menor ordem para as componentes ng calculadas acima é O(v?), portanto,

para R;; é suficiente escrever

Rij = oI, — 9T = il + O(v*). (B.12)

Utilizando as componentes adequadas da conexdo métrica

Ri]' = %ak(aihjk + 8jhik - akhi]') - a]' (—%ail’loo) — %8]'(81'}1",( + 8khkl. - &khik) + 0(04). (813)

O segundo termo e o pentltimo sdo iguais (ou os dois tiltimos), portanto se cancelam,

e reorganizando a expressdo acima

Rij = —%(Vzhij - aiajhoo + 818]}1’; - 8k8lh’]‘ - 8j8khik) + O(U4). (B14)

Para Ry; temos

Roj = 9ol + TG, — 9T, — il + O(5)

—%808]%100 + %81'(80#']. + 81-8]}1({ - 8‘110]-) + %8]-8()}100 — %8]80h§ + 0(5), (815)
que simplificando fica

Roj = ~5(V2ho; = 9idjly + 0,200 - 2uf) + O) (B.16)
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