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Vitória – 2017



*

Para as jovens alunas e alunos da Escola Fátima Soares e de todas
as escolas rebeldes que de outubro a novembro de 2016 lutaram pelo

pensamento livre e pelo direito ao conhecimento.

Que o futuro traga uma universidade pública de excelência, diversa,
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e é um enorme privilégio ter sido seu colaborador nesta pesquisa.

Laura, bichinho, me reencontrou com as coisas fantásticas. Um bando
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Resumo

Esta tese é uma investigação de modelos cosmológicos duais sob uma
inversão do fator de escala no tempo conforme, na gravitação de Eins-
tein. A transformação de Dualidade do Fator de Escala no tempo
conforme (DFE) atua como um mapa entre altas e baixas energias,
e entre evoluções aceleradas e desaceleradas do universo. Utilizada
enquanto um prinćıpio de simetria, a DFE seleciona modelos com
duas fases de aceleração, simétricos por reflexão ao redor do ponto
em que aceleração é nula. Encontramos uma classe desses modelos,
correspondente a um gás de Chaplygin modificado, que pode ser usada
como ferramenta de discussão em diversos regimes fenomenológicos,
e.g. uma fase inflacionária do tipo hilltop, ou um universo de quin-
tessência.

A DFE, na gravitação de Einstein, é análoga a uma dualidade bem
conhecida da gravitação dilatônica, em que a inversão do fator de es-
cala (no quadro de cordas) junto com uma transformação apropriada
do dilaton fornecem uma simetria das equações gravidilatônicas para
uma classe muito restrita de potenciais. Apesar de ser uma simetria
das equações de Friedmann no quadro de Einstein, as soluções duais
da DFE, para qualquer potencial, podem ser interpretadas no qua-
dro de cordas, onde fornecem transformações relacionando grandes e
pequenos valores do fator de escala.

A dualidade gravidilatônica dá origem ao chamado Cenário Pré-Big-
Bang na cosmologia de cordas. De maneira similar, um universo dual
pela DFE pode ser interpretado como estando antes da singulari-
dade, na gravitação de Einstein. Concentramo-nos em analisar as
cosmologias duais em que a fase pré-big-bang é um universo em ex-
pansão eterna (ao contrário dos modelos usuais de ricochete), e sua
fase final, acelerada, faz o papel da inflação antes do big-bang do
universo seguinte. Essa idéia é reminiscente da idéia de uma ‘Cosmo-
logia Conforme Ćıclica’. A transição através da singularidade requer
uma identificação conforme; abordamos esse problema utilizando a
correspondência dS/CFT e o grupo de renormalização holográfico.



Abstract

This thesis is an investigation of cosmological models dual under an
inversion of the scale factor in conformal time, in Einstein gravity.
The Scale Factor Duality in conformal time (SFD) acts as a map
between high and small energy, and between accelerated and decele-
rated evolutions of the universe. Used as a symmetry principle, the
SFD selects models with two phases of acceleration of the scale factor,
symmetric by reflection over the point when acceleration vanishes. We
derive a class of such models, corresponding to a modified Chaplygin
gas, which might be used as a toy model in more than one phenome-
nological regime, e.g. a hilltop inflationary phase or a quintessence
model.

In Einstein gravity, SFD is analogous to a well known duality in di-
latonic gravity, in which the inversion of the scale factor in the string
frame, along with an appropriate transformation of the dilaton, is a
symmetry of the gravidilatonic equations for a restricted class of po-
tentials. Although it is a symmetry of the Friedmann equations in the
Einstein frame, dual solutions obtained with the SFD, for any poten-
tial, may be mapped to the string frame, providing transformations
which relate small and large values of the (string-frame) scale factor.

Gravidilatonic duality gives rise to the so-called Pre-Big-Bang Sce-
nario of string cosmology. Analogously, a universe obtained by the
SFD may be interpreted as being “before” the big-bang of its dual, in
Einstein gravity. We concentrate in the analysis of such pre-big-bang
universes which are eternally expanding (in contrast with bouncing
models), and their final, accelerated phase plays the rôle of an in-
flationary phase previous to the big-bang of the ensuing decelerated
universe. This idea is reminiscent of a ‘Conformal Cyclic Cosmology’.
The transition across the singularity requires a conformal identifica-
tion; we address this issue by making use of the dS/CFT correspon-
dence and the holographic renormalization group.
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6.3 O Cenário Pré-Big-Bang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.3.1 Soluções duais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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9.4.3 Modelos inflacionários autoduais . . . . . . . . . . . . . . . 150
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10.1 Dualidade das grandezas termodinâmicas . . . . . . . . . . . . . . 160
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I Fórmulas especiais 302
I.1 Manipulação de Jacobianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
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Caṕıtulo 1

Introdução

— Nonada.

J.G. Rosa, no Grande Sertão: Veredas

1.1 O começo do tempo

13.8 bilhões de anos atrás começam as linhas-de-mundo que virão a descrever o
Universo atual. Esta é a fantástica consequência da Teoria da Relatividade Geral
aplicada ao espaço-tempo em larga escala, descoberta a partir dos teoremas de
Penrose (1965) e Hawking (1965). A predição do fim (ou do ińıcio) do espaço-
tempo mostra muito literalmente os limites da Relatividade Geral, e a necessidade
de uma teoria mais fundamental da gravitação. A esperança é que essa teoria
advenha de uma formulação quântica da gravidade, e a termodinâmica de bura-
cos negros revela importantes aspectos da relação entre geometria e fenômenos
semiclássicos. Em um buraco negro a singularidade, envolta por uma região
contendo superf́ıcies capturadas, é escondida de um observador externo pelo ho-
rizonte de eventos, cuja área codifica toda a entropia perdida (ou não) em seu
interior.

No big-bang acontece o oposto. A presença da Radiação Cósmica de Fundo
indica a existência de superf́ıcies anti-capturadas, que por sua vez implicam na
ocorrência de uma singularidade tipo-espaço no passado do Universo que não está
oculta por um horizonte de eventos. Uma singularidade no passado levanta mais
perguntas que uma singularidade no futuro, porque a observação da causalidade
como prinćıpio fundamental da f́ısica nos leva sempre a especificar as condições
iniciais de um sistema, em oposição às suas condições finais. Assim, o começo do
Universo há um tempo finito enfaticamente sugere a pergunta: se há um Ińıcio,
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nele devem estar especificadas as condições iniciais que nos trouxeram até aqui:
Quais são elas?

Hoje, o Universo se encontra em uma configuração surpreendentemente pe-
culiar cujas origens eram um enigma até a explicação brilhante apresentada por
Starobinsky (1980), Guth (1981), Linde (1982) e vários outros através a for-
mulação do paradigma inflacionário. Com o simples mecanismo dinâmico de
uma expansão exponencial no ińıcio da evolução cósmica, a inflação dissolve ino-
mogeneidades e anisotropias, aplaina a curvatura das seções espaciais, e resolve
de uma só vez uma lista de problemas do modelo ΛCDM. Além disso, flutuações
quânticas do campo escalar responsável por guiar a expansão exponencial, o infla-
ton, se tornam estocásticas pela expansão acelerada do espaço-tempo (clássico),
e explicam as pequenas anisotropias da Radiação Cósmica de Fundo e a formação
de estruturas na fase dominada por matéria escura.

A inflação não é uma teoria fundamental: é um paradigma. Há uma coleção
de modelos e potenciais com forma e origem muito diferentes que realizam o me-
canismo inflacionário, e a questão a respeito das condições iniciais do Universo
se transfere em quão naturais são as condições para esses modelos. Há muita
discussão sobre o assunto,1 inclusive sobre como medir a “naturalidade”; das
duas grandes classes de modelos separadas por “inflação a campo pequeno” ou
a “campo grande”, a primeira parece requerer uma boa quantidade de ajuste
fino nos valores do inflaton e de sua velocidade para que se inicie uma fase infla-
cionária. A inflação a campo grande, entretanto, pode ser iniciada em condições
consideravelmente genéricas, o regime de slow-roll sendo um atrator no espaço
de fase. Seja qual for o modelo, há um problema que a inflação não resolve, en-
quanto paradigma: a singularidade inicial continua presente, as geodésicas num
espaço-tempo inflacionário são incompletas no passado.

1.2 Antes do Big-Bang

As propostas de resolução da singularidade inicial são praticamente unânimes em
recorrer a um ricochete. Há um excelente motivo: a única maneira de se estender
a dinâmica do espaço-tempo de forma cont́ınua para além do big-bang, evitando
que os volumes se contraiam até o zero, é havendo uma passagem de expansão
para contração em algum valor mı́nimo do fator de escala.

A idéia de que o mundo é destrúıdo por uma conflagração (em grego, ekṕırōsis)
e renasce das cinzas para depois ser ciclicamente destrúıdo outra vez é muito
antiga, e tem certamente o seu apelo estético. Como modelo cosmológico rela-
tiv́ıstico esse tipo de dinâmica aparece no trabalho pioneiro de Tolman (1931), que
conseguiu descrever um universo termodinamicamente estável e (quase) ćıclico,

1Para uma revisão recente, ver Brandenberger (2017).
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cuja curvatura positiva é responsável por reverter a expansão. Hoje sabemos que
a curvatura espacial do Universo é quase nula, as equações de Friedmann levam
a Ḣ = −4πG(P + ρ), sendo portanto imposśıvel ocorrer um ricochete sem que
haja ou uma violação da Condição Nula de Energia (que é uma das condições dos
teoremas de singularidade), ou uma modificação da Relatividade Geral, ou ambas
as coisas. E, de fato, ricochetes tendem a aparecer em diversas abordagens da
gravitação quântica, tanto em ńıvel perturbativo (com a adição de novos termos
de curvatura à ação de Einstein-Hilbert, formando Lagrangeanas do tipo f(R)),
quanto em formulações fundamentais como a Gravitação Quântica de Laços e a
Teoria de Cordas.1

Universos de ricochete apresentam dificuldades com as condições iniciais dife-
rentes das enfrentadas pelos modelos inflacionários. Por exemplo, como o universo
tem uma vida indefinidamente longa antes do big-bang, não há, por construção,
problemas de causalidade com a homogeneização da Radiação Cósmica de Fundo.
Em compensação, outras questões surgem; um ponto delicado é o fato de que,
em um colapso gravitacional, anisotropias iniciais tendem a se desenvolver e ser
amplificadas e, em geral, desenvolvem singularidades caóticas do tipo descrito
por Belinskii et al. (1970, 1982). A isotropia observada hoje então requer ou que
anisotropias (clássicas) simplesmente não existam no estado inicial do universo,
ou que durante o ricochete exista algum tipo de matéria exótica com parâmetro
da equação de estado w � 1, que dominaria sobre os termos anisotrópicos. Essa
última possibilidade é de fato prevista por modelos de colisão de branas vindos
da Teoria-M.

Das várias maneiras mais ou menos fenomenológicas de se construir um uni-
verso antes do big-bang, é particularmente interessante o chamado ‘Cenário Pré-
Big-Bang’, de Gasperini & Veneziano (1993). Nesse caso, a gravitação é descrita
pela ação efetiva dilatônica da cosmologia de cordas, e o ponto de partida é a ‘T-
dualidade’ do espectro das cordas bosônicas, que num espaço-tempo cosmológico
corresponde à simetria da ação gravidilatônica sob a inversão do fator de escala

a(t) 7→ 1/a(t),

em conjunto com uma transformação apropriada do dilaton φ, ficando invariante
o “campo deslocado” φ̄ = φ− 6 log a. Partindo da função a(t) que descreve, com
o tempo cósmico t, a expansão do Universo após o big-bang que observamos, em
que o dilaton está congelado, e aplicando essa transformação, chega-se a uma
solução dual antes do big-bang, na qual o dilaton é dinâmico e o Universo é con-
duzido até a singularidade depois de começar sua vida em t = −∞ em um vácuo
perturbativo. O que causa o crescimento da curvatura e o ricochete é divergência

1Para uma revisão recente do estado da arte de modelos de ricochete, ver Brandenberger &
Peter (2017).
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de φ à medida que t→ 0−; mas junto com ele, o acoplamento de cordas diverge
exponencialmente e, portanto, em algum momento t < 0 se inaugura uma fase
não perturbativa em que efeitos da teoria de cordas (supostamente) dominam a
dinâmica e eliminam (de alguma maneira ainda desconhecida) a singularidade.
Nesse Cenário Pré-Big-bang, o colapso gravitacional que leva ao ricochete é um
fenômeno percebido no ‘quadro de Einstein’, obtido da ação dilatônica a partir
de uma transfomação de Weyl tal que o dilaton assuma a forma de um campo
escalar canônico. Desse ponto de vista, o big-crunch é análogo à formação de
um buraco negro do qual “emerge”, com o ricochete, o Universo que observamos.
No ‘quadro de cordas’, que é onde acontece a f́ısica “natural” da gravitação di-
latônica, o fator de escala sempre cresce antes do ricochete, cuja singularidade
se deve à divergência de φ, e assim se realiza o paradigma inflacionário antes do
big-bang.

O que dá origem à pesquisa relatada nesta tese é a observação da existência
de uma certa simetria das equações de Friedmann, na gravitação de Einstein, sob
a inversão do fator de escala no tempo conforme,

a(η) 7→ c2/a(±η). (1.1a)

A inversão é acompanhada por uma transformação da matéria que mapeia equações
de estado com parâmteros

w 7→ −w − 2
3
, (1.1b)

logo universos desacelerados em acelerados. Qualitativamente, essa dualidade
corresponde, na Relatividade Geral, à transformação que acabamos de descrever
na gravitação dilatônica. Se escolhermos o sinal positivo em (1.1a), o dual de um
universo em expansão é outro em contração, mas com o sinal negativo temos um
par dual de universos em expansão, um deles acontecendo em η < 0, e o outro em
η > 0; portanto um universo acontece “antes” do big-bang do seu dual, e ambos
são ligados em η = 0 pela transformação {a(0+) = 0} 7→ {a(0−) = ∞}. Apesar
de isso ser basicamente o oposto do que acontece em um ricochete, inspirados
no Cenário Pré-Big-Bang, é tentador arriscar a seguinte pergunta: seria posśıvel
descrever de forma operacional o conceito de uma inflação antes do big-bang na
gravitação de Einstein?

1.3 A simetria conforme perdida

Na presença de simetria conforme, todas as escalas são equivalentes já que, por
definição, é imposśıvel distinguir entre duas métricas gµν(x) e g̃µν(x), tais que

gµν = Ω2(x) g̃µν .
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Embora o ângulo entre duas direções permaneça bem definido, a medição de
distâncias efetivamente perde o significado, já que ds2 = Ω2(x)ds̃2. Repare que,
num espaço-tempo, “distância” inclui a direção temporal, e em suma, se não for
posśıvel medir o fator conforme Ω(x), é imposśıvel construir réguas e relógios.
Tudo isso acontece na Teoria da Relatividade para part́ıculas sem massa; em
uma geodésica nula a distância ds2 = 0 é invariante conforme. O fato de que
o tempo não passa e a distância não existe para um fóton é só uma maneira
de descrever a transformação de Lorentz para um referencial na velocidade da
luz, com contração espacial e dilatação temporal infinitas. Assim, na ausência
de massa, só existe, na Relatividade, a estrutura causal formada pelos cones
de luz. Numa teoria gravitacional conforme é posśıvel efetuar a identificação de
escalas arbitrariamente grandes e arbitrariamente pequenas, {a = 0} ∼ {a =∞},
necessária para a transição entre o fim de um universo em expansão e o ińıcio
de um universo singular que desejamos, mas, nas palavras de ’t Hooft (2015), a
simetria conforme local é a componente perdida das simetrias do espaço-tempo.

Existem, todavia, algumas pistas do seu paradeiro.
Há muito se considera a possibilidade de se construir uma gravitação em que a

simetria conforme esteja no mesmo patamar que a covariância de Lorentz.1 Uma
possibilidade é utilizar apenas a parte invariante conforme do tensor de Riemann,
o tensor de Weyl. Em 4 dimensões, a Lagrangeana

L =
√
−gWαβµνW

αβµν = 2
√
−g(RµνR

µν − 1
3
R2) + inv. topológico,

apesar de ter derivadas segundas da métrica, logo equações de campo de quarta
ordem, é razoavelmente bem comportada e, (apenas) para fontes não-massivas,
as equações de movimento coincidem com as equações de Einstein. Estamos nos
preocupando aqui apenas com o setor gravitacional, e assumindo que a matéria
também se acople à métrica de maneira invariante sob conformofismos locais.
Seja como for, a Relatividade Geral tem que ser recuperada no limite apropriado,
e é necessário descrever como a ação de Einstein-Hilbert pode ser obtida a partir
da Lagrangeana conforme.

É posśıvel generalizar a Lagrangeana de Einstein-Hilbert de maneira simples,
e de forma que a quebra de simetria é evidente. Basta compensar a transformação
do escalar de Ricci sob uma transformação conforme pela introdução de um par
de campos escalares,

L =
√
−g
[

1
12

(χ2 − φ2)R− 1
2
∂µφ∂

νφ+ 1
2
∂µχ∂

νχ− 1
36

Λ(φ2 − χ2)2
]
.

Lagrangeanas com essa forma têm origem em teorias de supergravitação. A ação
é invariante sob transformações conformes locais da forma

g̃µν = Ω−2(x)gµν , χ̃ = Ω(x)χ, φ̃ = Ω(x)φ,

1Ver, e.g., Maldacena (2011); Mannheim (2012).
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e, apesar da energia cinética negativa, o campo χ não é um fantasma porque
não possui graus de liberdade; trata-se de um potencial de calibre. Quando
χ2 = φ2 +6/κ2, temos a ação de Einstein-Hilbert com um campo escalar canônico
sem massa e constante cosmológica Λ, e assim a simetria conforme está quebrada
(se χ assume a forma adequada ao assumir seu valor clássico, por exemplo). Ou-
tras escolhas de χ levam, por exemplo, à ação gravidilatônica. Note que para
ϕ >

√
6 o coeficiente do escalar de Ricci muda de sinal, resultando em uma te-

oria de “antigravitação”.1 Uma generalização que preserva a simetria conforme
é a substituição de Λ por uma função f 2(φ/χ). No ‘calibre de Einstein’, isso
substitui a constante cosmológica por um potencial V (ϕ) = f 2 (tanh(ϕ/

√
6))

para o campo escalar canônico ϕ. Introduzindo um parâmetro α tal que V (ϕ) =
f 2
(
tanh(ϕ/

√
6α)
)
, cria-se uma classe ainda mais geral de potenciais inflacionários

chamada de ‘atratores-α’, apresentados por Kallosh et al. (2014). A forma fun-
cional acima abrange uma grande classe de potenciais inflacionários (a campo
grande) cujas predições para o espectro da CMB coincidem; e essas predições são
as mais compat́ıveis com os últimos resultados observacionais.

Há uma possibilidade radicalmente diferente das anteriores de se incorporar
simetrias conformes à gravitação, e que parece ser particularmente adequada à
construção que surge com a dualidade do fator de escala no tempo conforme: a
holografia. Se o big-bang é dominado por radiação, a fase dual obtida por (1.1)
termina em um universo de de Sitter que corresponde à ‘fase inflacionária’ an-
tes do big-bang. Por definição, essa fase se estende até a borda I + de dS4,
onde ocorre a identificação conforme {a = ∞} ∼ {a = 0}. Mas em I +,
que tem a topologia do espaço Euclidiano, o grupo de isometrias de dS4 atua
como o grupo conforme em R3, o que levou Strominger (2001a,b) a propor uma
dualidade calibre/gravitacional dS4/CFT3, análoga à bem estabelecida corres-
pondência AdS/CFT da teoria de cordas. Assim, é natural tentar interpretar a
transição conforme entre as fases pré- e pós-big-bang em termos de uma CFT3

holográfica na superf́ıcie {η = 0}. Na verdade, como o universo anterior é apenas
assintoticamente de Sitter, o que temos é uma teoria conforme perturbada que sai
do ponto fixo seguindo um grupo de renormalização holográfico. Esse formalismo
é usado para descrever o espectro da CMB, a partir da identificação apresentada
por Maldacena (2003),

Ψ[Φ] = Z[Φ],

em que Ψ é a função de onda do Universo e Z a função de partição da teoria
de campos holográfica. As flutuações do interior gravitacional, denotadas cole-
tivamente por Φ, atuam como fontes na teoria de campos da borda. O desafio
é descrever um fluxo do Grupo de Renormalização que seja compat́ıvel com a
transformação (1.1), e com o fato de que a travessia liga a borda de dS4 a uma

1Utilizada por Bars et al. (2012) para construir ricochetes geodesicamente completos.
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singularidade dominada por radiação.

1.4 A dualidade do fator de escala no tempo

conforme

O objetivo desta tese é a investigação das consequências da transformação (1.1),
que chamaremos de ‘dualidade do fator de escala’ (no tempo conforme, e na
gravitação de Einstein).

Enquanto simetria das equações de Friedmann, a dualidade do fator de escala
(DFE) é de interesse por si só. No tempo conforme, a métrica de FLRW é uma
transformação conforme de Weyl de um espaço-tempo estático; para K = 0,
Minkowski. Como só há um grau de liberdade, expresso pelo fator de escala a(η),
o mapa a 7→ 1/a é a transformação de Weyl mais simples que inverte as escalas
f́ısicas preservando as simetrias de isotropia e homogeneidade.

A transformação da matéria que deve acompanhar a inversão de a(η) para
preservar a forma das equações de Friedmann relaciona univocamente universos
acelerados e universos desacelerados. Em particular, o primeiro fluido perfeito a
dominar a evolução do nosso Universo após a inflação é dual ao último, isto é:
radiação (w = 1/3) é dual a uma constante cosmológica (w = −1), como se vê
diretamente de (1.1b). Ou seja, a DFE é uma simetria assintótica do Universo
observado. Inspirados nisso, podemos tentar usar a DFE como prinćıpio de si-
metria para obter universos com duas fases de aceleração, cujo comportamento
durante a fase acelerada seja completamente determinado pela fase desacelerada,
e cujo comportamento em altas energias (próximo ao big-bang) seja completa-
mente determinado pelo comportamento em baixas energias.

Num modelo cosmológico com apenas um campo escalar em um potencial
qualquer, é sempre posśıvel passar para o quadro de cordas e interpretá-lo como o
dilaton; a DFE fornece então, de maneira indireta, uma transformação no quadro
de cordas que relaciona pequenas e grandes escalas para potenciais não-triviais.
Isso não acontece na dualidade original; inversão aC(t), onde aC é o fator de escala
no quadro de cordas, e t é o tempo cósmico, só é uma simetria para um potencial
dilatônico constante, ou que seja no máximo uma função do dilaton deslocado.
Na DFE é posśıvel usar qualquer potencial V (φ) porque a simetria mora no
quadro de Einstein; ao ser transferida para o quadro de cordas, a inversão de a
se torna uma transformação possivelmente complicada, que depende do modelo
cosmológico.

E, por fim, assim como no Cenário Pré-Big-Bang dilatônico, a DFE na gra-
vitação de Einstein dá origem naturalmente a uma cosmologia antes do big-bang.
Para nosso universo em expansão em η > 0, há duas soluções duais em η < 0;
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uma, em contração, pode ser interpretada como um ricochete (singular); a ou-
tra, que será de nosso maior interesse, que se expande e deve se conectar à fase
pós-big-bang através da superf́ıcie em η = 0 definida por uma classe de equi-
valência conforme {a = ∞} ∼ {a = 0}. O universo dual anterior ao nosso deve
possuir, também, um ińıcio desacelerado e um final dominado por Λ, e portanto
tem uma duração finita no tempo conforme, muito embora o tempo cósmico seja
ilimitado para o futuro. Nesse sentido, cada universo é eterno, mas repare que
se perto de η = 0 surgir uma simetria conforme não haverá relógio que meça o
tempo cósmico. Se conseguirmos elaborar uma descrição de como efeitos do uni-
verso antes do big-bang influenciam no universo após, definindo uma teoria para
a superf́ıcie de travessia (holográfica?), temos o diagrama de Penrose abaixo:

travessia

big-ban
g

∞

Feito isso, e repetindo o procedimento, pode-se criar uma cadeia de aeons duais li-
gados por travessias conformes — uma idéia próxima, em esṕırito, da Cosmologia
Conforme Ćıclica proposta por Penrose (2007).

1.5 Organização desta tese

O texto principal deste trabalho se encontra dividido em três partes. A primeira
é uma revisão da cosmologia usual do universo descrito pelo modelo padrão cos-
mológico acrescido da inflação;1 a segunda traz uma descrição de dois modelos
cosmológicos relevantes para o desenvolvimento da DFE e sua utilização enquanto
cosmologia pré-big-bang. Na terceira parte se encontram os resultados originais
dessa pesquisa, publicados em

A. A. Lima, U. Camara dS, & G. M. Sotkov. Scale factor self-dual cosmological
models. Journal of High Energy Physics, v. 2015, n. 7, p. 1-18, (2015).

A. A. Lima, U. Camara dS, & G. M. Sotkov. Scale factor duality for conformal
cyclic cosmologies. Journal of High Energy Physics 2016.11 (2016):
90.

1A revisão de cosmologia presente nos Caṕıtulos 2, 3 e 4 segue vários livros excelentes,
em particular Baumann (2009); Dodelson (2003); Durrer (2008); Gasperini (2007); Mukhanov
(2005); Weinberg (2008).
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A. A. Lima, U. Camara dS, & G. M. Sotkov. Thermodynamics of scale factor
dual universes. Physical Review D, v. 95, n. 4, p. 044033, (2017).

Alguns outros resultados originais, obtidos em colaboração com G. Sotkov e U.
Camara dS e ainda não publicados aparecem no texto desta tese:

1. No §8.4, mostramos explicitamente que a DFE pode ser usada para se
obter, indiretamente, transformações entre grandes e pequenas escalas na
gravitação dilatônica com um potencial arbitrário.

2. No §9.6, mostramos que é posśıvel estender a DFE em modelos autoduais
como uma simetria SO(1,1) atuando sobre o espaço dos parâmetros.

3. No Caṕıtulo 13 (onde incluimos uma breve introdução à correspondência
holográfica dS/CFT), analisamos o efeito da DFE como uma dualidade
entre flutuações lineares, e sua aplicação no contexto da holografia e do
grupo de renormalização holográfico para a construção de uma travessia
conforme.

Definições utilizadas na Teoria da Relatividade Geral se encontram no Apêndice
A.
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Parte I

O Universo Após o Big-Bang
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Caṕıtulo 2

O Universo, homogêneo e
isotrópico

2.1 A métrica de Robertson-Walker

Da Terra, observamos que o céu se mostra o mesmo em todas as direções.1 Se-
guindo o Prinćıpo Cosmológico (Copernicano) de que não nos encontramos em um
ponto privilegiado, e que não deve haver ponto privilegiado no Cosmo, a geome-
tria de um modelo cosmológico que descreva as propriedades do Universo em larga
escala é a de um ‘espaço de Robertson (1929) e Walker (1944)’, isto é, um espaço-
tempo (M ,g) com a topologia M = R×K , sendo as folheações 3-dimensonais,
K , espaços Riemannianos completamente homogêneos e isotrópicos, e por isso
com curvatura constante. (Ver, e.g. Weinberg (1972).) O tensor de Riemann
para um espaço de curvatura constante tem a forma

R
(3)
abcd = K(γadγbc − γabγcd), (2.1)

sendo caracterizado completamente pelo valor da constante K. A métrica da
variedade Riemanniana K , que pela hipótese de isotropia deve deixar invariante
a métrica sobre a 2-esfera S 2, S 2 ⊂ K e, portanto, tem a forma

ds2
K = λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sen2θ dϕ2),

1Neste trabalho, quando dissermos ‘a Terra’, estaremos, em geral, nos referindo à nossa
posição no Universo em larga escala, como um ponto em uma geodésica em um espaço-tempo
de FLRW. Em escalas planetárias, como o Sol dá testemunha, o Universo não é homogêneo,
e mesmo observações correspondentes a escalas cosmológicas, como a da Radiação Cósmica de
Fundo, apresentam isotropia apenas após se eliminarem efeitos locais como a posição do planeta
na Via Láctea e sua velocidade peculiar (em relação ao fluxo de Hubble). Assim, dizemos ‘a
Terra’ cometendo um significativo abuso de linguagem.
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deve satisfazer a condição de que seu tensor de Ricci seja compat́ıvel com (2.1)

R
(3)
ab = 2Kγab, e o escalar de curvatura R(3) = γabR

(3)
ab = 6K, (2.2)

o que fixa a função λ(r) como sendo λ(r) = 1/(1 − Kr2). Portanto, a métrica
das seções espaciais do Universo em larga escala deve ter a forma

ds2
K =

dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2), (2.3)

com a constante K, cujo módulo pode ser absorvido na definição de unidades
da “régua” radial, caracterizada por seu sinal. Para K = 0 é evidente que K
é simplesmente o espaço Euclidiano R3, escrito aqui em coordenadas esféricas.
Para K ≡ 1/

√
` > 0, por causa da singularidade no denominador do coeficiente

de dr2, a coordenada r é limitada entre r ∈ (0,+1/
√
K), e portanto pode ser

transformada em um ângulo χ ∈ (0,+π
2
) tal que r = ` senχ. (Valores negativos

de r não são posśıveis uma vez que em r = 0 há uma singularidade do sistema
de coordenadas.) Com isso fica evidente que a métrica

ds2
K =

dr2

1− (r/`)2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2) = `2

{
dχ2 + sen2χ(dθ2 + sen2θdϕ2)

}
(2.4)

é a de uma 3-esfera S 3 (e o espaço de RW com K > 0 tem a topologia de um
cilindro R × S 3). Por fim, para K < 0 se pode fazer a mesma mudança de
variáveis mas agora com K ≡ i/

√
` levando a

ds2
K =

dr2

1 + (r/`)2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2) = `2

{
dχ2 + senh2χ(dθ2 + senh2θ dϕ2)

}
,

que descreve o espaço hiperbólico tridimensional.
Com a simetria fixa das seções espaciais, a métrica do espaço-tempo de Robertson-

Walker só pode depender da coordenada temporal x0 de maneira a preservar o
elemento de linha ds2

K a cada instante, i.e. de maneira a folhear o espaço-tempo
como M = R×K . O ansatz mais geral a satisfazer essa condição é

ds2 = −N2(x0)d(x0)2 + a2(x0)γab(x) dxadxb, (2.5a)

com ds2
K ≡ γab(x) dxadxb, ou seja γab = δab +K xaxb

1−Kxcxc . (2.5b)

Denotemos x0 ≡ τ , e por brevidade escrevamos df/dτ ≡ ḟ . Os śımbolos de
Christoffel (A.1) para (2.5) são

Γ0
00 = Ṅ/N ; Γ0

ij = (a ȧ/N2) γij;

Γi0j = (ȧ/a) δij; e Γijk = Γijk[γ].
(2.6)
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Todos os outros são nulos. As conexões Γijk[γ] indicam o śımbolo de Christoffel

da métrica espacial (2.3), i.e. Γijk[γ] ≡ 1
2
γil(∂jγlk+∂kγlj−∂lγjk), que não depende

de τ . Segue que os observadores definidos pelo vetor tipo-tempo ∂τ descrevem
geodésicas: o vetor unitário na direção de ∂τ ,

Uµ ≡ 1
N(x0)

δµ0 , tal que UµU
µ = −1, (2.7)

obedece a equação das geodésicas:

Uµ∇µU
α = 0. (2.8)

Portanto o campo vetorial (2.7) define observadores em queda-livre. Derivando
as conexões (2.6) se obtêm as componentes do tensor de Ricci (A.3):

R00 = −3ä/a+ 3(ȧ/a)(Ṅ/N); (2.9a)

Rij =
[
aä/N2 + 2(ȧ/N)2 − aȧṄ/N3

]
γij + 2K γij, (2.9b)

assim como o escalar de curvatura

R = 6ä/N2a+ 6(ȧ/aN)2 − 6ȧṄ/aN3 + 6K/a2. (2.10)

Os últimos termos das Eqs.(2.9b) e (2.10) vêm das contribuições puramente es-
paciais dos śımbolos Γaij[γ], que acabam por formar o tensor de Ricci (2.2) das
seções espaciais K . As componentes R0i são nulas como era de se esperar pela
ausência de direções privilegiadas no espaço; note também que Rij ∼ δij não
seleciona nenhuma direção particular em K . O único grau de liberdade con-
tido na curvatura é o fator de escala a(x0). A função N =

√
−g00, chamada

de ‘função lapso’ — que atua como um multiplicador de Lagrange na ação de
Einstein-Hilbert no formalismo de Arnowitt et al. (1960) — é livre, e está sujeita
a uma “escolha de calibre”, i.e. à escolha do sistema de coordenadas por meio
da definição da coordenada temporal; por isso para cada N a coordenada x0 terá
significados f́ısicos diferentes. Há duas escolhas principais, correspondentes aos
tempos cósmico e conforme.

Faça N = 1, viz.

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2)

]
. (2.11)

Então a coordenada t marca a passagem (−ds2) do tempo-próprio de um obser-
vador cuja posição espacial é fixa. Com N = 1, temos Uα = ∂t. Logo as órbitas
de ∂t são geodésicas tipo-tempo e t marca o tempo-próprio de observadores em
queda-livre sujeitos apenas ao fluxo de Hubble. Por corresponder aos relógios de
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𝛥η
d  (p,q)p q

η

r

w 𝛥η

K

Figura 2.1: Diagrama conforme mostrando geodésicas nulas emitidas sobre a
linha-de-mundo de um observador G (e.g. uma galáxia) que passa pelo evento
q ∈ K0 e recebidas por um segundo observador T (e.g. a Terra) cuja linha-de-
mundo passa pelo evento p ∈ K0. A superf́ıcie K0 corresponde ao tempo conforme
η0. A primeira geodésica passa por q e a segunda cruza a linha de mundo em
um outro evento correspondente a η0 + ∆η. Por construção, o intervalo de tempo
conforme entre os eventos p e w sobre a linha-de-mundo de T é igual à distância
comóvel dK(p, q) entre p e q.

observadores sujeitos unicamente à gravidade do Universo em larga escala, a este
t chamamos de ‘tempo cósmico’.

Faça agora N(x0) = a(x0), x0 = η e

ds2 = a2(η)

[
−dη2 +

dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2)

]
. (2.12)

A função a2(η) atua como um fator conforme para uma métrica independente do
tempo, e portanto η é chamado de ‘tempo conforme’. É imediato relacionar o
tempo conforme com o tempo cósmico se soubermos a função a = a(t):

dη = dt/a(t). (2.13)

Geodésicas nulas são insenśıveis a fatores conformes, que se fatoram no elemento
de linha ds2 = 0, e portanto entre dois eventos p e q ∈ M , com coordenadas
{ηp, rp, 0, 0} e {ηq, rq, 0, 0} (por conta da isotropia podemos considerar apenas a
distância radial entre dois pontos quaisquer), ligados por uma geodésica nula vale
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ηp − ηq = dK(p, q), com dK(p, q) ≡
∫ q
p
du
√
γab(dxa/du)(dxb/du) =

∫ q
p

dr√
1−Kr2 =

dK(rp)− dK(rq), onde

dK(r) ≡


Arc sen(r) para K = 1

r para K = 0

Arc sinh(r) para K = −1

.

Portanto o tempo conforme é um parâmetro afim das geodésicas nulas, e a di-
ferença entre tempos conformes mede a ‘distância comóvel’ percorrida por um
fóton entre dois eventos, como mostrado na Fig.2.1.

*
O fator de escala

A distância entre os pontos p e q que realmente é medida por um observador
no instante x0 não é a distância comóvel dK(p, q) por causa da função a2(x0) que
multiplica o elemento de linha das seções espaciais na métrica (2.5a), e que tem
o efeito de modificar a escala das réguas fundamentais, e por isso é chamada de
‘fator de escala’. Assim, a ‘distância f́ısica’, mensurável, é a distância-própria
`(x0) entre os dois pontos p e q,

`p,q(x
0) =

∫ q
p
ds|x0=constante = a2(x0)dK(p, q).

Para se detectar a variação do fator de escala ao longo do tempo se usa como
régua fundamental os comprimentos de onda do espectro luminoso emitido por
galáxias. Seja a Via Láctea o observador T cuja linha-de-mundo passa pelo evento
p e uma galáxia qualquer o observador G cuja linha-de-mundo passa pelo evento
q, com p, q ∈ K0, no instante conforme η = η0. A galáxia emite radiação com
peŕıodo conforme ∆η. A frente de onda emitida no evento q alcança T no evento
w, como mostrado na Fig.2.1. O peŕıodo conforme observado por T é o mesmo
∆η (pois o tempo conforme é insenśıvel ao fator de escala sobre geodésicas nulas).
O que se mede, entretanto, é a diferença de tempo cósmico entre as frentes de
onda que, de acordo com a Eq.(2.13), é ∆tw = a(tw)∆η; e da mesma forma o
peŕıodo f́ısico da radiação emitida por G é ∆tq = a(tq)∆η. (Consideramos que
o fator de escala não muda apreciavelmente no intervalo ∆η.) Assim existe uma
discrepância entre o comprimento λq da onda no instante em que é emitida e o
seu comprimento λw quando observada, medida pelo ‘desvio para o vermelho’

z ≡ λw − λq
λq

= −1 +
a(tw)

a(tq)
. (2.14)
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Em primeira ordem na diferença (tw − tq), ou seja, para galáxias próximas da
Terra, se pode expandir

a(tw) = a(tq) + (tw − tq)
ȧ(tq)

a(tq)
+ · · · ,

e como c(tw − tq) é a distância (f́ısica) ` entre as galáxias, tem-se uma relação
linear entre o desvio para o vermelho observado e a distância da galáxia que se
observa: z ≈ H0`. Esta é a ‘Lei de Hubble (1929)’, que mediu pela primeira
vez a expansão do Universo. A relação fora deduzida teoricamente por Lemâıtre
(1927), dois anos antes de sua comprovação observacional. O coeficiente (usamos
um ponto para denotar derivada quanto ao tempo cósmico)

H(t) ≡ ȧ/a,

cujo valor hoje (ou em 1929, sem diferença apreciável) é conhecido como Cons-
tante de Hubble, e vale1 H0 = 67.74 kms−1Mpc−1 de acordo com os dados da
Planck Collaboration et al. (2016c).

2.2 O tensor de energia-momento

O tensor de energia-momento Tµν deve possuir as mesmas simetrias da métrica
e, portanto, no referencial adequado em que esta assume a forma diagonal (2.5),
(1) as componentes de Tµν não podem depender das coordenadas espaciais, devido
à completa homogeneidade das seções K ; e
(2) a projeção de Tµν sobre as seções K deve ser uma matriz diagonal, caso
contrário haveria uma direção espacial privilegiada violando a isotropia.

A única direção privilegiada no espaço-tempo de Robertson-Walker é a direção
tipo-tempo ao longo do vetor ∂0 que define observadores em queda-livre seguindo
geodésicas com vetor tangente (2.7), Uµ ≡ 1

N(x0)
δµ0 . A projeção ortogonal a essa

direção é feita pelo tensor

P µ
ν = UµUν + δµν (logo Pµν = gµαP

µ
ν = UµUν + gµν),

tal que para qualquer vetor V µ temos ⊥V
µ ≡ P µ

ν V
ν perpendicular a Uµ. Sendo

assim, só pode exisitir um grau de liberdade nos espaço gerado por UµU ν e outro
nas três direções ortogonais representadas por P µν ; descreva-os, respectivamente,
com as funções ρ(x0) e P (x0), e a única forma do tensor de energia-momento
compat́ıvel com as condições (1) e (2) é

Tµν = ρ UµUν + P (UµUν + gµν). (2.15)

1Unidade derivada do parsec (pc); 1Mpc = 106pc, com 1pc = 3, 26 anos-luz = 3, 086 ×
1018cm, ou seja 1Mpc ∼ 3× 1022 metros.
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Explicitamente, as componentes

T00 = −N2 ρ, Tij = a2 P δij e T 00 = − 1
N2 ρ, T ij = 1

a2 P δij, (2.16a)

enquanto

T µν = Diag (−ρ, P, P, P ). (2.16b)

*
Um fluido isentrópico

O tensor de energia-momento com o formato (2.15) corresponde ao de um
fluido cujas linhas de fluxo têm o campo Uµ como tangente. (Cf., e.g., Hawking
& Ellis (1973).) A projeção T µνUµUν dá a densidade de energia percebida pelo
observador que acompanha o fluxo. No sistema de referencial da Terra, em que
N = 1, a densidade de energia observada é, portanto, ρ(t). As componentes
espaciais Tii dão as pressões do fluido nas direções de xi que aqui são dadas por
uma única função P (t), idêntica em todas as direções espaciais (i.e. o fluido
é “isentrópico”). A diferença entre os diversos tipo de fluido cujo tensor tem
a forma (2.15) está na relação entre as componentes espaciais e a componente
temporal de T µν . Isto é, os diferentes fluidos e, portanto, as diferentes posśıveis
dinâmicas do universo, são determinados por uma relação da forma

P = P (ρ), ou P/ρ ≡ w(ρ). (2.17)

A última dessas equações corresponde à equação de estado do fluido (ou do gás)
na sua descrição termodinâmica. A função w(ρ) é conhecida como ‘parâmetro da
equação de estado’, e assume valores constantes em diversos casos relevantes: um
gás de fótons tem w = 1

3
e um gás de poeira tem w = 0.

*
Um campo escalar

Para um campo escalar φ(x, t) com potencial V (φ), a Lagrangeana de matéria

Lφ = −1
2
gµν ∂µφ ∂νφ− V (φ), (2.18)

dá o tensor de energia-momento (A.7),

Tµν = ∂µφ ∂νφ− gµν
(

1
2
∂αφ ∂

αφ+ V (φ)
)
, (2.19)

que tem exatamente a forma (2.15), desde que se leia

ρ = −1
2
∂µφ ∂

µφ+ V (φ), P = −1
2
∂µφ ∂

µφ− V (φ), (2.20a)

Uµ = −(∂αφ ∂
αφ)−1/2 ∂µφ. (2.20b)
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Repare que a analogia entre o campo escalar e um fluido existe mesmo para
φ(x, t); no caso de um universo homogêneo e isotrópico, temos necessariamente
φ = φ(t) e com isso

ρ ≡ 1
2
φ̇2 + V (φ) ; P ≡ 1

2
φ̇2 − V (φ). (2.21)

*
A constante cosmológica

Originalmente introduzida por Einstein (1917) do lado esquerdo, “geométrico”,
das equações de campo,

Rµν − 1
2
Rgµν + Λ gµν = κ2 Tµν ,

a constante cosmológica Λ pode ser passada para o lado direito e interpretada
como um tipo de matéria cujo tensor de energia-momento tem a forma espećıfica
Tµν = −κ−2 Λ gµν . Comparação com a Eq.(2.15) revela que isso equivale a um
fluido com equação de estado

P = −ρ, logo w = −1,

e densidade densidade de energia constante

ρ = Λ/κ2. (2.22)

Além disso, comparação com a Eq.(A.9) deixa claro que a constante comológica
pode ser obtida pela inclusão de um termo LΛ ∼ Λ constante na Lagrangeana
de Einstein-Hilbert:

S =
1

2κ2

∫
d4
√
−g (R− 2Λ) .

Por outro lado, essa Lagrangeana constante corresponde a um campo escalar φ
estacionado em uma configuração de vácuo, i.e. um extremo φ∗ do potencial V (φ)
tal que ∂µφ = 0 e portanto (2.18) se resume a V (φ∗) = Λ/κ2.

2.3 As equações de Friedmann

A dinâmica do espaço-tempo de Robertson-Walker é descrita pelas Equações de
Einstein (A.6),

Rµν − 1
2
Rgµν = κ2 Tµν , (2.23)

com uma posśıvel constante cosmológica inclusa no tensor de energia-momento.
Usando as fórmulas (2.9) e (2.10) para montar o tensor de Einstein do lado
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esquerdo, e com o tensor de energia-momento (2.16), chega-se a duas equações
diferenciais de segunda ordem independentes,

1

N2

(
1

a

da

dτ

)2

=
κ2

3
ρ− K

a2
, (2.24a)

1

N2

da/dτ

a

[
a

da/dτ

d

dτ

(
1

a

da

dτ

)
+

1

a

da

dτ
− 1

N

dN

dτ

]
= −κ2

6
(ρ+ 3P ). (2.24b)

(A Eq.(2.24a) é simplesmente a componente 00 das equações de Einstein, en-
quanto (2.24b) é uma combinação das componentes 00 e 11.)

Além destas, o v́ınculo (A.8) fornecido pelas identidades de Bianchi implica
na conservação do tensor de energia-momento,

∇µT
µν = 0, (2.25)

o que, para o tensor de energia-momento do fluido perfeito, dá

(P + ρ)Uµ∇µU
ν + UνUµ∇µ(P + ρ) + (P + ρ)Uν∇µU

µ +∇νP = 0 .

Ao se multiplicar a equação acima por Uν , e utilizando a Eq.(2.8) para o compor-
tamento geodésico dos observadores Uα, temos uma ‘equação de continuidade’
para a variação da densidade de energia à medida que o fator de escala muda:

Dρ/dτ = −(P + ρ)∇µU
µ ,

sendo D/dτ ≡ Uµ∇µ, a derivada ao longo da curva definida pelo campo Uµ, pa-
rametrizada pelo parâmetro tipo-tempo τ . Como ∇µU

µ = dN−1/dτ +N−1Γµ0µ =
−N−2dN/dτ +N−1(N−1dN/dτ + 3a−1da/dτ), temos por fim

dρ/dτ = −3
(ρ+ P )

a
da/dτ . (2.26)

Um par de equações diferenciais de segunda ordem, as Eqs.(2.24) são sufici-
entes para determinar o fator de escala como função de τ uma vez especificada
a matéria, i.e. a equação de estado (2.17) do fluido (ou o potencial V (φ) para
um campo escalar). Portanto a Eq.(2.26) não pode ser uma terceira equação
independente e, de fato, não é. É posśıvel chegar a ela derivando-se a Eq.(2.24a)
e usando o resultado para eliminar ä na Eq.(2.24b).

***

No tempo cósmico t, com a função lapso N = 1, as Equações de Einstein
(2.24) são conhecidas como Equações de Friedmann (1922, 1924):(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− K

a2
; (2.27a)

ä/a = −4πG

3
(ρ+ 3P ). (2.27b)
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Denotamos ḟ ≡ df/dt. O conhecimento destas equações muito antes das análises
de Robertson e Walker mostra que A. Friedmann chegou sozinho à métrica (2.11),
e por isso a descrição do Universo através de um espaço-tempo homogêneo e
isotrópico é geralmente dita uma ‘cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker’
(FRW). A primeira pessoa a perceber que nestes modelos o Universo se ex-
pande após “surgir” de uma explosão (ou de um “átomo primordial”) foi Lemâıtre
(1931). Por esse motivo os modelos cosmológicos da ‘Teoria do Big-Bang’ cos-
tumam ser chamados de ‘cosmologias de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker’
(FLRW). No tempo conforme η =

∫
dt/a(t), as equações de Friedmann ficam(

a′

a2

)2

=
8πG

3
ρ− K

a2
; (2.28a)

a′′

a3
−
(
a′

a2

)2

= −4πG

3
(ρ+ 3P ), (2.28b)

com f ′ ≡ df/dη. A equação da continuidade (2.26) mantém a mesma forma pois
é independente da escolha da função lapso.

As equações para um campo escalar, usando a correspondência (2.21), ficam

(ȧ/a)2 = κ2

3

(
1
2
φ̇2 + V (φ)

)
−K/a2; (2.29a)

ä/a = −κ2

6

(
φ̇2 − V (φ)

)
; (2.29b)

no tempo cósmico, e

(a′/a2)2 = κ2

3

(
1
2
(φ′/a)2 + V (φ)

)
−K/a2; (2.30a)

a′′/a3 = −κ2

6

(
(φ′/a)2 − 4V (φ)

)
−K/a2 (2.30b)

no tempo conforme. A Eq.(2.25) para a conservação do tensor de energia-
momento dá a equação de Klein-Gordon

φ̈+ 3(ȧ/a) φ̇ = −∂φV (φ), (2.31)

ou, no tempo conforme,

φ′′ + 2(a′/a)φ′ = −a2 ∂φV (φ). (2.32)

A derivada segunda do fator de escala com respeito ao tempo cósmico, d2a/dt2,
corresponde à aceleração da expansão cósmica, uma vez que o tempo cósmico
corresponde ao tempo próprio na Via Láctea. Com isso se vê da Eq.(2.27b) que

se w(ρ) > −1/3 o universo desacelera: ä < 0; (2.33a)

e se w(ρ) < −1/3 o universo acelera: ä > 0, (2.33b)
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onde usamos a equação de estado do fluido, Eq.(2.17). Contrariando todas as
expectativas, a segunda possibilidade é a que se observa, com a aceleração da
expansão cósmica tendo sido comprovada por Riess et al. (1998) e Perlmutter
et al. (1999). Uma maneira comum de se medir a aceleração do fator de escala
para K = 0 é através do chamado ‘parâmetro de desaceleração’

q ≡ − ä

aH2
=

1

2
(1 + 3w), (2.34)

tal que q > 0 indica aceleração negativa, etc. Repare da Eq.(2.28b) que a′′ > 0
não corresponde, necessariamente, a um universo acelerado.

2.4 Modelos cosmológicos

A solução das equações de campo (2.24) descritas na seção anterior fornece a
evolução da geometria e da matéria no Universo. Uma vez conhecida a equação
de estado, a Eq.(2.26) dá a maneira com que o fluido se “dilui” com o fator de
escala, i.e.

adρ/da = −3(ρ+ P ) logo a(ρ) = exp

[
−1

3

∫
dρ/ρ

(1 + w)

]
. (2.35)

Invertendo a relação para se ter ρ = ρ(a), a Eq.(2.27a) é uma equação de primeira
ordem cuja solução é dada pela integral indefinida√

(κ2/3) τ(a) =

∫
daN−1

(
a2 ρ(a)− 3K/κ2

)−1/2
. (2.36)

Claro que nem sempre é posśıvel resolver a integral analiticamente e, mesmo
quando sim, nem sempre é posśıvel inverter analiticamente a função τ(a) para
obter o fator de escala a(τ), o que não impede que se tire informações importantes
mesmo nesses casos, como será exemplificado mais abaixo.

*
Fluidos barotrópicos

A classe mais simples de soluções anaĺıticas das equações de Friedmann é dada
por fluidos barotrópicos com w = constante. A integral em (2.35) é trivial, e

ρ = ρw × a−3(1+w), (2.37)

com ρw uma constante de integração. Para K = 0, a integral (2.36) também é
imediata, e temos

a(t) = a∗ t
2/3(1+w) e a(η) = a∗ η

2/(1+3w), (2.38)
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nos tempos cósmico (N = 1) e conforme (N = a), com a∗ uma constante ar-
bitrária de integração determinada pelas condições iniciais.

Os exemplos principais de fluidos barotrópicos são:

Radiação: Se o fluido é composto por part́ıculas ultrarelativ́ısticas (a altas ener-
gias, i.e. p2 � m2), equação de estado é a mesma de um gás de fótons na
radiação de corpo-negro, w = 1/3; então

ρ = ρR/a
4 com w = 1

3
, e a = a∗

√
t = a∗ η. (2.39)

Poeira / Matéria Escura: Para part́ıculas que se movem a baixas velocidades a
pressão é nula e w = 0. É o caso do universo dominado por matéria fria
(e.g. matéria escura). Então a densidade de energia se dilui com o volume
espacial V ∼ a3, viz.

ρ = ρM/a
3, com w = 0, e a = a∗ t

2/3 = a∗ η
2. (2.40)

Constante Cosmológica: Para w = −1 a densidade de energia é constante e
corresponde à constante cosmológica dada pela Eq.(2.22); então

ρ = ρΛ e a(t) = a∗ e
Ht a(η) = 1/(Hη), com H =

√
ρΛ/3. (2.41)

Outros casos que serão úteis são as equações de estado de objetos extensos com
dimensão 1 e 2, i.e, cordas e paredes de domı́nio. Esses objetos são ‘defeitos
topológicos’ que surgem em uma posśıvel transição de fase no universo primor-
dial, através do mecanismo de Kibble (1976); ver também, e.g., Durrer (1999);
Vilenkin & Shellard (1994). Também são ingredientes de modelos cosmológicos
contendo um gás de cordas ou de branas, propostos por Alexander et al. (2000);
Brandenberger & Vafa (1989). A equação de estado para um gás de p-branas é
deduzida no Apêndice F; cordas são 1-branas e paredes de domı́nio 2-branas.

Um gás de cordas: Um gás de cordas não relativ́ısticas tem como equação de
estado w = −1/3, e portanto

ρ = ρC/a
2, com w = −1/3, e a = a∗ t = a∗ log η. (2.42)

(Note que a fórmula (2.38) a(η) não vale.) O termo de curvatura na
Eq.(2.27a) tem a mesma dependência, e podemos tratá-lo como se fosse
uma contribuição à densidade de energia correspondente a um gás de cor-
das, tendo em mente que nesse caso a densidade relativa ρC = −K pode
assumir valores negativos em universos fechados onde K > 0. (Essa inter-
pretação geométrica do gás de cordas não é incomum, ver, e.g. Kamenshchik
& Khalatnikov (2012).)
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Um gás de branas: Um gás de branas, ou de paredes de domı́nio, não rela-
tiv́ısticas tem como equação de estado w = −2/3, e portanto

ρ = ρPD/a, com w = −2/3, e a = a∗ t
2 = a∗/η

2. (2.43)

*
Mistura de fluidos não interagentes

A primeira generalização das soluções (2.37) consiste em se considerar uma
mistura de mais de um fluido barotrópico, cada um com parâmetro constante
na equação de estado, e todos não interagentes. Um conjunto de fluidos com
densidade e pressão {ρ{J}, P{J}} é dito “não interagente” se cada fluido obedece
a equação da continuidade ∇µT

µν
{J} = 0 separadamente, ou seja, se

dρ{J}/dη + 3(ρ{J} + P{J})(a
′/a) = 0 (2.44)

para todo J ; com isso se pode determinar individualmente a evolução de cada
componente com o fator de escala através da integral (2.35). O tensor de energia-
momento total, que serve de fonte para as equações de Einstein/Friedmann é a
soma T µν =

∑
J T

µν
{J}, cujas componentes são também a soma das densidades e

pressões, i.e.

ρ =
∑
J

exp

[
−1

3

∫
dρ/ρ

(1 + wJ)

]
.

Se wJ são constantes a Eq.(2.37) dá

ρ =
∑
J

ρJ
a3(1+wJ )

, (2.45)

com ρJ constantes (não confundir com ρ{J}, viz. ρ{J} = ρJ/a
3(1+wJ )). Quando

fluidos interagem, apenas o tensor total, e não os tensores T µν{J}, satisfaz a equação

da continuidade. (Para uma descrição um pouco mais detalhada, cf. §9.2.)

2.5 Geometria causal de universos FLRW

2.5.1 Horizontes de part́ıcula e de eventos

O tempo conforme é um parâmetro afim para as geodésicas nulas, e em um
diagrama η-r, onde r é a coordenada radial comóvel de (8.24) os cones de luz são
descritos pelas retas

C ±∗ = {r = ±η + η∗}. (2.46)
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O sinal positivo, C +, corresponde a geodésicas que se afastam radialmente do
evento p = {η∗, r∗}, o sinal negativo às geodésicas que se aproximam. Para um
dado observador O no instante η, o raio comóvel máximo rP de seu cone de luz
passado, se rP < ∞, define uma esfera chamada de ‘horizonte de part́ıculas’.
Trata-se da fronteira entre os eventos que podem ter contactado O até o instante
η. A existência de um horizonte de part́ıculas indica que η tem um “começo” em
η = ηi > −∞ ou, mais precisamente, que a linha-de-mundo de O não é extenśıvel
infinitamente para o passado, como se vê na Fig.2.2. Em outras palavras, indica a
existência de uma singularidade. Por outro lado, a existência de um raio comóvel
máximo rF < ∞ para o cone de luz futuro indica a existência de um ‘horizonte
cosmológico’ (ou “horizonte de eventos cosmológico”), que determina o limite dos
eventos que poderão eventualmente ser influenciados por O.

Como se pode inferir da Fig.2.2, a existência de horizontes está associada à
existência de uma “duração conforme finita” do universo. Se há uma singulari-
dade em ηi “cortando” as geodésicas passadas do observador em p no instante
conforme η, então o raio comóvel do horizonte de part́ıculas é

rP = η − ηi, e rF = ηf − η (2.47)

para um horizonte de eventos, onde ηf é o “final conforme” da vida universo,
quando a(ηf ) =∞. Os raios f́ısicos são, respectivamente,

`P (η) = a(η)(η − ηi), e `F (η) = a(η)(ηf − η). (2.48)

No tempo cósmico, as rP e rF são escritos como as integrais

rP (t) =

∫ t

ti

dt/a(t), rF (t) =

∫ ∞
t

dt/a(t), (2.49)

com `(t) = a(t)r(t). Ainda é posśıvel reescrever (2.49) em função apenas do fator
de escala, através da mudança de variáveis dt = Hda, donde

rP (a) =

∫ a

0

da/(Ha2), rF (t) =

∫ ∞
a

da/(Ha2). (2.50)

Usando as Eqs.(2.47) e (2.50), temos uma expressão para a duração conforme
do universo:

ηf − η0 =

∫ ∞
0

da/(Ha2) = rP + rF . (2.51)

Nem sempre as integrais (2.50) convergem, entretanto, o que significa que
nem sempre existem um ou os dois tipos de horizontes. Por exemplo, considere
um universo em expansão em que, para a → 0 ou para a → ∞, o parâmetro da
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Figura 2.2: Horizonte de eventos (rE) e de part́ıculas (rP ).

equação de estado seja aproximadamente constante e valha a Eq.(2.37). Usando
a Eq.(2.27a) para K = 0, temos H =

√
(ρw/3)a−3(1+w)/2, logo∫ a

x

da/(Ha2) =
√

3/ρw

∫ a

x

da a(3w−1)/2 ∼ a(1+3w)/2 − x(1+3w)/2.

Tomando o limite x → 0 ou x → ∞ temos, a menos de um posśıvel sinal e um
fator multiplicativo, rP e rF , respectivamente. Dáı, e com o aux́ılio da Eq.(2.34),
se conclui que
1) Se w > −1/3, então rP é finito e rF diverge; logo, universos que são desacelera-
dos para a arbitrariamente grande não possuem horizonte de eventos, e universos
desacelerados no big-bang, quando a→ 0, possuem horizonte de part́ıculas.
2) Se w < −1/3, agora rF é finito e rP diverge; logo, universos que são acelerados
para a arbitrariamente grande possuem um horizonte de eventos, e universos
acelerados no big-bang, quando a→ 0, não possuem horizonte de part́ıculas.

2.5.2 A esfera de Hubble e o horizonte aparente

Para um certo observador na origem do sistema de coordenadas em um universo
de FLRW, a velocidade de afastamento de um ponto a uma distância f́ısica ` = ar
é dada por

v ≡ ˙̀ = aHr = H`.

A expansão se torna superluminal (mais rápida que a luz) se v > c, o que corres-
ponde a distâncias ` > `H tal que H`H = c, ou seja (devolvendo por um instante
a velocidade da luz)

`H = c/H, (2.52)
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o que define o ‘raio de Hubble’. A esfera de Hubble, com raio `H , é, assim,
uma espécie de “horizonte dinâmico”, uma medida local que determina, a cada
instante, os limites de uma região cujo interior está em contato causal. Isso
deve ser comparado com a natureza intrinsecamente não-local dos horizontes de
eventos e part́ıcula, definidos com base em toda a evolução, passada ou futura, do
Universo. (No caso do horizonte de eventos o problema é de ordem teleológica,
já que para determinar rE(t) é necessário conhecer toda a história futura do
Universo, coisa que, por definição, ainda não aconteceu.)

Pela conveniência de ser uma grandeza local, vamos utilizar o raio de Hubble
como medida do tamanho (causal) do Universo.

De forma mais técnica, o raio de Hubble está ligado ao ‘horizonte aparente’ de
um universo de FLRW.1 Em um espaço esfericamente simétrico, uma superf́ıcie
esférica S é um ‘horizonte aparente’ se a expansão da famı́lia de geodésicas nulas
futuras exteriores a S é θ+ > 0, e enquanto a expansão das geodésicas futuras
interiores a S é θ− = 0. Em uma superf́ıcie esférica ‘normal’, θ− < 0 pois as
geodésicas convergem para o centro. Intuitivamente, S é uma superf́ıcie limı́trofe
a partir da qual as geodésicas nulas dirigidas ao interior de uma esfere divergem
por causa da expansão do espaço. A expansão de uma famı́lia de geodésicas γ(λ)
ortogonal a uma superf́ıcie S de área A pode ser calculada como

θ = (1/A)dA/dλ, (2.53)

onde λ é um parâmetro afim de γ. Esta equação é a fórmula mais simples para
o cálculo de θ em um universo de FLRW. Escrevendo a métrica na forma

ds2 = a2(t)
(
−dη2 + dχ2 + f 2(χ)do2

)
, (2.54)

onde f(χ) = senhχ, senχ, χ, para K = −1, +1, 0, uma esfera S , de raio χ,
possui área A = 4π a2(t)f 2(χ). Usando η = λ como parâmetro afim, podemos
calcular θ± para as geodésicas radiais γ± dirigidas para o exterior futuro (+) e
para o interior futuro (−). Escrevendo por um momento f ′ = df/dχ, temos

dA/dλ = 4πd(af)2/dη = 8πaf (f da/dη + a df/dη) = 2A (ȧ+ (f ′/f)dχ/dη) ,

e pela Eq.(2.54) geodésicas nulas obedecem dχ/dη = ±1. Assim, com a Eq.(2.53),
temos

θ± = 2a (H ± f ′/(a f)) , (2.54)

com o sinal + (−) indicando que o raio ρ aumenta (diminui) para uma geodésica
que se dirige ao exterior (interior) de S . O horizonte aparente é definido por

1As definições seguem Hayward (1994), com a nomenclatura original relacionada a buracos
negros adaptada para espaços cosmológicos. Ver também Faraoni (2011) e Bousso (2002).
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θ− = 0 e, portanto, satisfaz f ′(χ)/f(χ) = aH cuja solução é rA = `A/a, com o
raio f́ısico

`A =
1√

H2 +K/a2
. (2.55)

Assim, enquantoK/a2 for suficientemente pequeno (e, em particular, paraK = 0)
a esfera de Hubble coincide com o horizonte aparente.

É válido enfatizar a maior das diferenças entre a natureza local do horizonte
aparente e do horizonte de Hubble, por um lado, e a natureza não-local do hori-
zonte de part́ıculas, por outro. O horizonte de part́ıculas estabelece uma relação
entre eventos. Se um ponto a uma distância comóvel r corresponde a um evento u
fora do horizonte de part́ıculas de um observador o, então uma pessoa em u nunca
pode ter entrado em contato com o. Por outro lado, o horizonte aparente esta-
belece uma relação entre distâncias, a cada instante. Se r é a separação comóvel
entre dois observadores, e rH(η) < r no instante η, então a comunicação entre
ambos está proibida, mas apenas momentaneamente. Se em algum momento η′

valer rH(η′) > r, então a comunicação passa a ser permitida.

ℐ+

i0

i+

𝒳

(a)

i0

ℐ–

i–

ℐ+

(b)

ℐ+

ℐ–

i0

i+

i–

(c)

Figura 2.3: Diagrams de Penrose para universos com equação de estado constante
e K = 0; (a) universo desacelerado; (b) universo acelerado; (c) universo com
aceleração nula.

2.5.3 Diagramas de Penrose

Um gráfico como o da Fig.2.2 fornece uma representação “finita” do infinito
temporal {t → ∞} ∼ {η → ηf}, nos casos em que ηf < ∞. A compactificação
completa do espaço-tempo pode ser feita por meios de diagramas de Penrose (ver
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Apêndice B). Para encontrar os diagramas associados a um universo de FLRW,
escreva a métrica no tempo conforme,

ds2 = a2(η)(−dη2 + ds2
K ), (2.56)

de maneira que a dependência temporal corresponda a uma transformação de
Weyl de uma métrica estática. Para K = 1, o termo em parênteses (cf. Eq.(2.4)),

ds2
E = −dη2 + dχ2 + sen2χ(dθ2 + sen2θ dϕ2), (2.57)

já é o próprio cilindro de Einstein, e para K = 0 trata-se da métrica de Minkowski,
que pode ser mapeada em ds2

E pela transformação conforme (B.3), levando a

ds2 = Ω2(τ, χ) ds2
E , com Ω2(η) = 1

4
a2(τ, χ) sec2

(
χ+τ

2

)
sec2

(
χ−τ

2

)
. (2.58)

(Cf. Eq.(B.9).) Transformação semelhante pode ser realizada para K = −1.
Num diagrama de Penrose, o infinito espacial fica compactificado pela trans-

formação conforme (B.3), que mapeia o domı́nio infinito de r ∈ (0,∞) no domı́nio
finito (τ±χ) ∈ (−π, π), cf. Eq.(B.5). Com isso apenas, temos o digrama que ma-
peia Minkowski sobre uma “esquina” de E , como descrito no §B.1. Nos espaços
de FLRW, a presença de a2 no fator conforme em (2.58) impõe um “corte” no
diagrama de Minkowski, a depender se a se anula ou diverge para um tempo
conforme finito. Como vimos no §2.5.1, universos assintoticamente acelerados no
futuro têm ηf < ∞ e se assintoticamente acelerados no passado a singularidade
está em a(−∞) = 0; logo, no primeiro caso, o futuro infinito I + corresponde à
superf́ıcie tipo-espaço {η = ηf}, enquanto o passado infinito I − ∼ {η = −∞}
tem a mesma estrutura causal que em Minkowski: uma superf́ıcie nula. Para uni-
versos desacelerados, a lógica se inverte, i.e. a singularidade ocorre num tempo
conforme finito e é, portanto, tipo-espaço, enquanto I + é nulo. Os diagramas
de fluidos perfeitos com w constante, ou seja, eternamente acelerados ou desace-
lerados, se encontram na Fig.2.3. Quando há duas fases de aceleração, primeiro
desacelerada e depois acelerada (como é o caso do modelo de concordância), tanto
a singularidade quanto o infinito são tipo-espaço e o diagrama tem a forma da
Fig.2.4. Repare que se a ordem das fases fosse invertida, com o ińıcio acelerado e
o final desacelerado, o universo tem infinito e singularidade nulas, e o diagrama
tem a forma da Fig.B.1(b).

2.6 O Modelo Cosmológico Padrão

Na descrição do Universo em larga escala compat́ıvel com os dados observacionais
advindos de diversas origens, e por isso conhecida como “modelo de concordância
cósmica” (Ostriker & Steinhardt (1995)), ou “modelo cosmológico padrão”, o
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ℐ+

i0
ℐ–

Figura 2.4: Diagrama de Penrose para universo com big-bang, começando desa-
celerado (porção branca) e assintoticamente acelerado (porção cinza).

tensor de energia-momento é composto por três fluidos não interagentes: matéria
fria não-relativ́ıstica que inclui tanto part́ıculas “comuns” (bárions) quanto, e
principalmente, matéria escura; part́ıculas relativ́ısticas, principalmente radiação
(e neutrinos); e uma constante cosmológica Λ:

ρ = ρM/a
3 + ρR/a

4 + ρΛ.

Escrevendo a0 para o valor do fator de escala hoje, e usando o sub́ındice 0
para outras grandezas avaliadas no tempo atual, é costume usar como parâmetros
para as frações relativas da densidade de energia, em vez dos ρ{J} acima, Ω{J}
tais que

ρ =
3H2

0

κ2

[
ΩM(a0/a)3 + ΩR(a0/a)4 + ΩΛ

]
.

Pela a equação de Friedmann (2.27a), o coeficiente

3H2
0/κ2 ≡ ρcrit (2.59)

representa a densidade de energia do universo no instante atual, chamada de
‘densidade cŕıtica’. Definindo ainda ΩK ≡ −K/a2

0H
2
0 , e avaliando a Eq.(2.27a)

hoje, se obtém a relação fixa

ΩM + ΩR + ΩΛ + ΩK = 1. (2.60)

A Eq.(2.27a) dá a solução do tempo como uma função do fator de escala através
da integral

t =

∫ a

0

da
/[

aH0

√
ΩR(a0/a)4 + ΩM(a0/a)3 + ΩK(a0/a)2 + ΩΛ

]
, (2.61)

com t = 0 quando a = 0; é vantajoso escrever a mesma integral com uma mudança
de variáveis para o desvio para o vermelho z dado pela Eq.(2.14) (com aw ≡ a0),
viz.

t(z) = H−1
0

∫ 1/(1+z)

0

dξ
/[

ξ
√

ΩRξ4 + ΩMξ3 + ΩKξ2 + ΩΛ

]
. (2.62)
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2.6.1 A Radiação Cósmica de Fundo (CMB)

A prevalência da ‘Teoria do Big-Bang’ sobre os outros modelos cosmológicos da
década de 60 (principalmente o ‘steady state universe’ de Bondi & Gold (1948) e
Hoyle (1948)) se consolidou após a descoberta da Radiação Cósmica de Fundo por
Penzias & Wilson (1965). Liberada no instante de desacoplamento entre fótons
e bárions, i.e. no momento de “recombinação” (embora não tenha havido outra
“combinação” antes) entre elétrons e prótons em átomos de hidrogênio, a CMB
oferece evidência de um Universo primordial quente. Sua temperatura atual é de

T0 = 2, 7260± 0, 0013 K, (2.63)

(cf. Fixsen (2009)) e corresponde a um espectro (tecnicamente perfeito) de corpo-
negro, cuja distribuição de fótons segue a relação de Planck (uma distribuição de
Bose-Einstein com 2 graus de liberdade para as polarizações de fóton, cf. Landau
& Lifshitz (1980))

dNk(T ) =
1

π2

V k2 dk

e~ c k/kBT − 1
, (2.64)

para o número dNk de fótons com número de onda entre k e k + dk. Durante a
expansão do Universo, a dependência temporal do volume V ∼ a3(t), enquanto
k = 2π/λ ∼ 1/a(t), sendo λ ∼ a(t) o comprimento de onda (f́ısico). Portanto
o fator no numerador, V k2dk, fica invariante. No denominador, o argumento
da função exponencial tem a dependência de k/T . Mas, como se pode ver da
Eq.(2.66) em comparação com a solucão (2.39) para um universo preenchido por
radiação, a temperatura de corpo-negro se reescala como T ∼ 1/a(t), o que
mantém a razão k/T também invariante. Assim, a distribuição de Planck é pre-
servada ao longo da evolução do Universo e a CMB se mantém com um espectro
de corpo-negro até hoje, e desde a sua emissão. Ao mesmo tempo, o espectro é
gradualmente deslocado na direção do vermelho por conta da diminuição da tem-
peratura com o inverso do fator de escala. Em termos do desvio para o vermelho
(2.14), e tomando a temperatura atual como referência,

T = (1 + z)T0. (2.65)

O valor medido para z no instante do desacoplamento é z∗ ≈ 1090 (ver Eq.(2.71)
abaixo), logo a temperatura original da CMB era de fato extremamente alta,
∼ 2 974 K.

A densidade de energia a cada frequência ω = c k é dada pela Fórmula de
Planck

dρR(ω;T ) =
~
π2c3

ω3 dω

e~ω/kBT − 1
,
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e a densidade total é obtida com a integração1 sobre todas as frequências, viz.

ρR(T ) =
π2

15

k4
B

(~ c)3
T 4, (2.66)

conhecida como ‘Lei de Stefan-Boltzmann’ (cf. Eq.(5.11), §5.1). Com a tempera-
tura (2.63), e calculando a razão (há um fator de c−2 para conversão de unidades;
E = mc2)

c−2 ρR(T0)/ρcrit ≈
4.63× 10−31 kg/m3

8.62× 10−27 kg/m3
≈ 0.54× 10−4,

onde usamos o valor de ρcrit dado abaixo, temos a densidade de energia relativa
à radiação no Universo atual,

ΩR ∼ 5.4× 10−5.

2.6.2 O Modelo ΛCDM

Por isso se pode fixar ΩR = 0 sem prejúızo, de forma que o Universo fica descrito
durante quase toda a sua história pelo chamado ‘modelo ΛCDM’, com apenas
a constante cosmológica Λ, cujo valor é medido através de ΩΛ, e poeira com
densidade

ΩM = Ωb + Ωc, (2.67)

correspondente a dois tipos de componentes com velocidades não-relativ́ısticas
(e portanto equação de estado w = 0): bárions, com densidade relativa Ωb; e
matéria escura fria (‘Cold Dark Matter’, CDM), com densidade relativa Ωc. O
modelo ΛCDM é o mais simples, i.e. com o menor número de parâmetros livres
(seis) a concordar com os dados observacionais. As últimas medições de Planck
Collaboration et al. (2016a) determinam Ωch

2 ≈ 0.1188 e Ωbh
2 ≈ 0.02230, onde

h ≡ H0/(100 km/s/Mpc) é a “constante de Hubble reduzida”. A partir desses
valores (e dos outros parâmetros livres do modelo), se calculam

H0 ≈ 67.74 km/s/Mpc, h = 0.6774; (2.68a)

Ωb ≈ 0.0486, Ωc ≈ 0.2589, ΩM ≈ 0.3089, ΩΛ ≈ 0.6911; (2.68b)

ρcrit ≈ 8.62× 10−27 kg/m3. (2.68c)

1A integral é do tipo
∫∞

0
x3 dx
ex−1 , com x = ~ω/kBT , e está relacionada à Função zeta de

Riemann, ζ(z) =
∑∞
n=1 1/nz; o resultado é (ver, e.g., Landau & Lifshitz (1980), §58)∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1
= (1− 1/23)Γ(4)ζ(4) = π4/15.
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Em suma, cerca de 69% do conteúdo energético do Universo é devido à constante
cosmológica, e dos 30% de matéria restantes apenas cerca de 5% é a matéria
bariônica que se observa em laboratórios, sendo a maioria, 26% da matéria não
relativ́ıstica composta de matéria escura. Com a Eq.(2.60) os valores (2.68b)
colocam sobre o valor da “densidade de curvatura”

|ΩK | = |ΩΛ + ΩR + ΩM − 1| < 0.005, (2.69)

um limite muito pequeno que indica que o Universo é, hoje, extremamente plano.
É útil em cálculos ter o valor

H0 = 67.7 km/s/Mpc ≈ 2.2× 10−18 s−1 ∼ 10−61 t−1
Pl . (2.70)

(Com isso, por exemplo, pode-se calcular a densidade cŕıtica (2.59)

ρcrit =
3

8π

(
2.2× 10−18 s−1

)2 × kg · s2

6.7× 10−11m3
≈ 8.6 · 10−27 kg/m3.)

O desvio para o vermelho da radiação cósmica de fundo desde sua emissão no
desacoplamento entre fótons e bárions é

z∗ ≈ 1 090, (2.71)

com o que (2.62) fornece a idade do Universo quando do desacoplamento da CMB
como sendo

t∗ ≈ 3.77× 106 anos. (2.72)

Com a mesma integral (2.62), em z = 0, obtemos a idade t0 do Universo hoje (o
tempo passado desde o big-bang):

t0 = 13.799× 109 anos. (2.73)

O tempo conforme pode ser calculado da mesma maneira que o tempo cósmico,
só há um fator a−1 a mais no integrando em (2.61). Seu valor atual é η0 =
4.7 × 1010 anos. Por terminar em uma fase acelerada a duração conforme do
Universo é finita: avaliando a integral de a = 0 até a =∞ temos

ηf |ΛCDM = 6.4× 1010 anos. (2.74)

Ou seja: já percorremos cerca de 70% da duração total conforme.
O raio do Universo observável é dado pelo raio de Hubble (2.52); com (2.68a)

temos H0 = 67.7 km/s/Mpc ≈ 2.19× 10−18 s−1 e

`H(t0) = c/H0 ≈ {3× 109 (s/m)}/{2.19 · 10−18 s−1} ∼ 1027 m. (2.75)
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Alternativamente, o raio do horizonte de part́ıculas (2.50) é dado pela integral

`P (t0) = (ca0/H0)×
∫ 1

0

da
/(

a2
√

ΩM a−3 + ΩR a−4 + ΩΛ

)
.

Como a(t0) = 1, avaliando a integral numericamente temos

`P (t0) ≈ 3.2× `H(t0) ∼ 1027 m. (2.76)

A mesma integral, com os limites 1 a ∞ dá para o horizonte de eventos (futuro)
`F (t0) ≈ 1.14× `H(t0).
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Caṕıtulo 3

Cosmologia inflacionária

3.1 Paradoxos do modelo cosmológico padrão

Há dois problemas dinâmicos clássicos com as “condições iniciais” no modelo de
concordância cósmica, caso se assuma a sua validade desde o instante inicial ou,
pelo menos, desde o instante de Planck tPl. Sua origem está no fato de a expansão
do Universo preenchido por matéria e radiação ser desacelerada, apresentando um
horizonte de part́ıculas.

*
Problema da planaridade

O primeiro problema é conhecido como ‘problema da planaridade’, e diz res-
peito ao valor muito pequeno da observado para a curvatura (2.69). Reescrevendo
a Eq.(2.27a) na forma

ΩΛ + ΩR + ΩM − 1 = K/(aH)2, (3.1)

e lembrando que em cada uma das épocas passadas da evolução do Universo em
que dominaram radiação e matéria o fator de escala evolui como a ∼ tα, com
α < 1, temos que aH ∼ tα−1 e

ΩΛ + ΩR + ΩM = 1 +K t2(1−α), com α < 1.

Ou seja, o termo proporcional à curvatura cresce durante uma expansão desace-
lerada e, portanto, a extensão do modelo de concordância ao tempo de Planck
implica que, então, o valor de ΩK(a) = −K/(aH)2 era ainda menor do que agora.
O quão menor pode ser determinado se soubermos um valor de referência para o
desvio para o vermelho e o parâmetro de Hubble em algum momento da história,
pois

K/(aPlHPl)
2 = (aref/aPl)

2(Href/HPl)
2(aref/a0)2(Href/H0)2ΩK .
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Tomando como referência o desacoplamento dos fótons da CMB, no desvio para
o vermelho (2.71), z∗ ≈ 1100, chega-se a

K/(aPlHPl)
2 ≈ (K/(a0H0)2)× 10−60. (3.2)

Entretanto, no modelo de concordância não há qualquer razão para esperar que
K/(aPlHPl)

2 não fosse de ordem 1; ou seja, não há qualquer explicação para um
ajuste tão fino nas condições iniciais que fixam a curvatura das seções espaciais.

*
Problema do horizonte

O segundo grande paradoxo do modelo concordância é conhecido como ‘pro-
blema do horizonte’ e corresponde basicamente ao fato de que desde a singu-
laridade ou, mais precisamente, desde o instante de Planck tPl até a formação
da CMB pela recombinação do Hidrogênio e desacoplamento dos fótons, o que
ocorre num desvio para o vermelho z∗ ≈ 1100, não se passou tempo suficiente
para que o Universo tivesse se termalizado. Ainda assim, a radiação cósmica de
fundo apresenta enorme homogeneidade, o que é imposśıvel de explicar sem uma
relação causal entre suas partes.

Para estimar o tamanho do problema, considere o raio f́ısico do horizonte de
part́ıculas atual,

`P (t0) = a0

∫ t0

tPl

dt

a(t)
,

onde substituimos o big-bang em t = 0 pelo limite mais reaĺıstico de t = tPl.
Como a(tPl) > 0, a integral acima é um número finito. Um limite inferior para
este número é obtido ao substituirmos o integrando pelo seu menor valor ao longo
do intervalo de integração [tPl, t0]. Assumindo um universo em expansão, em que
o fator de escala nunca diminui, este menor valor corresponde justamente o fator
de escala do universo atual. Assim, o raio causal do Universo hoje é

`P0 > `min = c (t0 − tPl) ∼ 1026 m. (3.3)

A dependência temporal de `P é proporcional ao fator de escala, e o raio comóvel
do horizonte de part́ıculas, rP = `P (t)/a(t), é constante. Para descobrir qual era
o tamanho f́ısico `P∗, no momento t∗ da recombinação do Hidrogênio, do raio
`(t) que hoje tem o valor (3.3), note que `P (t∗) = a(t∗)(`P (t0)/a0), e o fator de
proporcionalidade a(t∗)/a0 = (1 + z∗)

−1 ∼ 10−3. Ou seja, na época da emissão
da CMB, o tamanho do Universo causal que temos hoje era mil vezes menor, da
ordem de

`P (t∗) > 1023 m.
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Considere agora (para fins de argumento) que entre o instante de Planck e o
desacoplamento o universo seja dominado por radiação. Olhe para o raio f́ısico
de um domı́nio causal em tPl da ordem do comprimento de Planck, `I(tPl) = `Pl.
Após expandir até o instante do desacoplamento, este domı́nio passa a ter o raio
`I(t∗) = {a(t∗)/a(tPl)}`Pl. Num universo preenchido por radiação, o fator de
escala é proporcional ao inverso da temperatura de corpo negro, a ∼ 1/T . (Cf.
§5.1.) Logo `I(t∗) = {TPl/T∗}`Pl. A temperatura para o desacoplamento do
Hidrogênio é da ordem de T∗ ∼ 10−1eV, enquanto TPl ∼ 1028eV, logo

`I(t∗) ∼ 1029`Pl ∼ 10−6m.

O que se demonstrou aqui é que dentro da porção da radiação cósmica de fundo
que se observa hoje há um número da ordem de

(`P (t∗)/`I(t∗))
3 ∼ 1087

“bolhas causais”, i.e. regiões que tiveram tempo de entrar em contato causal entre
tPl e t∗. Na Fig.3.1 se vê um diagrama conforme esquematizando o problema:
um observador o (nós) olhando em direções diametralmente opostas para a CMB
recebe informações vindas de eventos p e q cujos cones de luz passados não se
intersectam — e ainda assim a temperatura medida para os dois pontos é a
mesma. Em resumo, assumindo apenas o modelo de concordância, chega-se à
conclusão absurda de que 1087 regiões sem contato causal, de alguma forma,
entraram em equiĺıbrio térmico no peŕıodo entre tPl e t∗.

3.2 A evolução do raio de Hubble

Podemos descrever os problemas do Modelo Cosmológico Padrão em termos do
horizonte de Hubble, cf. §2.5.2.

Quando a expansão do Universo obedece uma lei de potências,

a = (t/t0)α , temos H = α/t e ä = α(α− 1)t−α0 tα−2. (3.4)

Portanto em uma expansão desacelerada 0 < α < 1, e o raio de Hubble

`H = t/α, (3.5)

que cresce linearmente, aumenta mais rápido que o tamanho f́ısico de uma região
com raio comóvel r constante, cujo tamanho f́ısico ` = ar cresce como tα. É o que
ocorre em ambas as fases dominadas por radiação (α = 1/2) e poeira (α = 2/3)
do modelo de concordância. Para o raio comóvel da esfera de Hubble,

rH = `H/a =
tα0
α
t1−α, temos ṙH =

tα0
α

(1− α) t−α, (3.6)
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Figura 3.1: Relação entre os horizontes de part́ıculas de um observador o e de
pontos p e q sobre a superf́ıcie do último espalhamento de fótons (CMB). Vê-se
também a evolução do raio comóvel da esfera de Hubble. Eixo vertical: tempo
conforme; eixo horizontal: distância comóvel.

logo rH sempre cresce com o tempo se 0 < α < 1, mas decresce se α > 1. Ou
seja, enquanto o Universo se encontra em expansão desacelerada, 1/aH cresce;
se a expansão é desacelerada, 1/aH passa a diminuir. No modelo ΛCDM o
Universo entra em uma fase acelerada dominada pela constante cosmológica em
um instante t . t0, a partir do qual o raio comóvel da esfera de Hubble passa
então a decrescer, como se vê na Fig.3.1.

Agora, repare que ambos os problemas descritos no §3.1 podem ser formulados
com base nessa simples observação a respeito da dinâmica de rH , que ṙH > 0 em
um universo desacelerado. A Eq.(3.1) pode ser escrita como

ΩΛ + ΩR + ΩM − 1 = K r2
H ;

uma vez que durante (quase) toda a vida do Universo rH cresce, qualquer que seja
o valor do lado esquerdo da equação hoje, no ińıcio da evolução desacelerada ele
deveria ser bem menor. Ocorre que pela Eq.(2.69) temos KrH(t0) < 10−3 e nada
explica o motivo pelo qual no ińıcio do Universo se devesse ter ΩΛ + ΩR + ΩM

tão mais próximo de 1 (que é um valor instável).
O problema do horizonte pode ser reformulado trocando-se o horizonte de

part́ıculas pelo horizonte de Hubble. Não há nenhum impećılio conceitual, uma
vez que para (3.4) temos rP =

∫ t
0
dt/a(t) = tα0 (1− α)−1t1−α = α

1−αrH , ou seja, rP
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e rH praticamente coincidem e, mais ainda,

rP & rH para 0 < α < 1, (3.7)

logo usar o raio de Hubble como limite causal é ser ainda mais conservador do
que usar o horizonte de part́ıculas. À medida que cresce (linearmente), o raio
comóvel rH passa a englobar escalas comóveis cada vez maiores; se rH cresceu
desde sempre, essas novas regiões que entram no horizonte a cada instante nunca
tinham estado em contato causal com o interior da esfera de Hubble. Ainda assim,
entre tPl e a criação da CMB toda região que entrou no horizonte de Hubble havia
sido termalizada.

3.3 Inflação

O “universo inflacionário” introduzido por Guth (1981), elaborado por Linde
(1982) e Albrecht & Steinhardt (1982), e que teve como precursor Starobinsky
(1980), resolve os problemas do §3.1 introduzindo uma expansão acelerada no
ińıcio do Universo, antes do domı́nio da radiação.

3.3.1 Aspectos gerais de um universo inflacionário

A discussão do fim do §3.2 deixa claro que os problemas do modelo de con-
cordância vêm do fato de que o raio comóvel do horizonte de Hubble cresce desde
o ińıcio da existência do Universo. A solução óbvia é encontrar um mecanismo
que faça com que, antes de começar a crescer, rH diminua até atingir o valor
muito pequeno requerido. Como visto na Eq.(3.6), o raio comóvel da esfera de
Hubble diminui se α > 1, o que corresponde, pela Eq.(3.4), a uma expansão
acelerada. De maneira mais geral, independentemente de a obedecer uma lei de
potências, como ṙH = −a−1(1 + Ḣ/H2) o raio de Hubble decresce se

ε ≡ −Ḣ/H2 < 1. (3.8)

No que diz respeito ao tipo de matéria necessária para que se obtenha um universo
acelerado, como visto em (2.33), a equação de estado deve ter w < −1/3, o que dá
uma pressão negativa e viola a condição forte de energia. O menor valor de w que
não recai em problemas de estabilidade é w = −1; de acordo com (2.41) temos
então H = constante e logo ε = 0, com a expansão exponencial (a ‘inflação’)

ds2 = −dt2 + e2Ht(dr2 + r2do2) (3.9)

de um universo de de Sitter, Eq.(2.41). Ao mesmo tempo, rH ∼ e−Ht diminui
exponencialmente, o que torna de Sitter uma solução excelente para os problemas
do modelo cosmológico padrão.

38



η*

η0

r
CMB

ηI

rH

(a)

η*

η0

r

o

qp
0

uηu

(b)

Figura 3.2: Causalidade em um Universo inflacionário. (a) A evolução do raio
comóvel de Hubble rH = 1/aH, que decresce durante uma expansão acelererada;
a região tingida se encontra dentro da esfera de Hubble e as escalas que adentram o
horizonte hoje (η0) já estiveram em contato causal no passado (em algum instante
ηI). (b) A inflação desloca o big-bang para longe no passado conforme, e os cones
de luz de eventos p e q se prolongam dentro da fase acelerada até se intersectarem
na região tingida. Logo p e q estiveram em contato causal.

A solução inflacionária é atrativamente simples. Olhando para a evolução do
raio de Hubble na Fig.3.2(a), se, em algum momento durante a inflação rH ≥
rH(t0), as escalas que observamos hoje, e que durante a expansão desacelerada
do Universo estiveram sempre fora de contato causal, estavam então todas dentro
da esfera de Hubble e podem ter se termalizado. À medida que rH decresce, as
escalas vão sucessivamente perdendo contato causal, e após o fim da inflação,
quando rH passa a crescer, elas voltam a entrar dentro do horizonte de Hubble.
Outro ponto de vista é notar que, de acordo com o ponto 2) do final do §2.5.1, a
expansão acelerada desloca a singularidade para η → −∞ (I − é uma superf́ıcie
nula), logo os cones de luz de p e q na Fig.3.1 podem ser estendidos para o
passado até que se sobreponham como na Fig.3.2(b). Repare que o ponto u
onde os cones se intersectam tem como coordenada o tempo conforme ηu tal que
|η0 − η∗| = |ηu − η∗|.

A inflação acaba em algum instante próximo a η = 0, em que a aceleração
do universo se anula e passa a ser negativa, iniciando a fase usual do modelo
de concordância dominada por radiação a altas temperaturas. O mecanismo
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responsável pela transição costuma ser chamado de ‘reaquecimento’ (‘reheating’ ),
de acordo com Albrecht et al. (1982); Kofman et al. (1994); para uma revisão ver,
e.g., Allahverdi et al. (2010); Bassett et al. (2006).

A duração mı́nima do peŕıodo inflacionário deve ser tal que o passado causal
se estenda pelo menos até ηI tal que rH(ηI) seja do tamanho de rH(η0). Assim,
todas as escalas que enxergamos hoje um dia já estiveram em contato causal (em-
bora depois tenham, temporariamente, deixado de estar). Algumas aproximações
mostram que para isso se deve ter rH(ηI)/rH(ηF ) ≥ 1028. Isso resolve ambos os
problemas do horizonte e da planaridade. Considerando o peŕıodo inflacionário
sendo quase de Sitter, de forma que o valor do parâmetro de Hubble seja cons-
tante e, ao fim da inflação, HF = HI , então rH(ηI)/rH(ηF ) = a(ηF )/a(ηI), e
temos a(ηF )/a(ηI) ≥ 1028, ou

NF ≡ log
[
a(ηF )/a(ηI)

]
≥ 64. (3.10)

Chama-se NF de “número de e-folds” (“desdobramentos exponenciais”) da fase
inflacionária.

3.3.2 Slow-roll

A pressão negativa necessária para inflar a expansão do Universo é obtida pela
presença de um campo escalar σ, o ‘inflaton’, sujeito a um potencial V (σ). As
equações de movimento são (2.29) e (2.31), que escrevemos1

H2 = κ2

3

(
1
2
σ̇2 + V (σ)

)
; (3.11)

σ̈ + 3H σ̇ = −V ′(σ). (3.12)

Desconsideramos aqui o termo de curvatura K/a2. Derivando a primeira equação
e utilizando a segunda, temos Ḣ = −(κ2/2) σ̇2 e podemos reescrever o parâmetro
adimensional ε definido em (3.8) como

ε =
σ̇2/2

H2/κ2
. (3.13)

Usando a correspondência entre o campo escalar e um fluido termodinâmico, a
equação de estado associada a σ tem parâmetro wσ = −1 + 2

3
ε. Com isso, a

condição necessária para que ocorra a inflação, ε < 1, então garante que wσ <

1Nesta seção, por praticidade, vamos usar V ′ ≡ ∂σV , etc. Não confundir com a notação
para a derivada em respeito do tempo conforme geralmente utilizada em outros trechos. Mais
importante, definimos o segundo parâmetro de slow-roll nas Eqs.(3.14) e (3.16) usando o śımbolo
universalmente aceito η, que aqui coincide com o śımbolo usado para o tempo conforme. Espe-
ramos que a diferença entre ambos seja identificável em cada contexto.
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−1/3 e também implica que a energia cinética 1
2
σ̇2 seja menor que a energia total

do campo, 1
2
σ̇2 +V = 3

κ2H
2. Ou seja, o campo escalar deve mudar lentamente na

escala de tempo de Hubble 1/H. Além disso, a condição ε < 1 deve ser satisfeita
durante um tempo suficientemente grande na escala Hubble para que se obtenha
a desigualdade (3.10), isso significa que a razão

η = ε̇/(Hε) < 1. (3.14)

Podemos reescrever ε e η em termos no número de e-folds (3.10), visto como
uma grandeza cont́ınua. Se a inflação começa para um certo valor aI do fator de
escala, defina

N(a) ≡
∫ a

aI

d log a =

∫ t

tI

dt H(t). (3.15)

Como dt = dN/H, segue imediatamente que

ε = −d logH

dN
e η =

d log ε

dN
. (3.16)

Os parâmetros ε e η são chamados de ‘parâmetros de slow-roll’. A maneira
mais simples de se implementar uma fase inflacionária é assegurar a validade das
‘condições de slow-roll’

ε, |η| � 1,

que significam que o inflaton desce (rolando) lentamente o potencial V (σ). Isso
impõe restrições sobre a forma de V (σ), que podem ser encontradas com as se-
guintes aproximações.

1. Como já observado acima, para

ε� 1, temos 1
2
σ̇2 � V logo H2 ≈ (κ2/3)V. (3.17)

2. Usando a expressão (3.13) temos que ε̇ = κ2(σ̇/H2)(σ̈ − Ḣ/H), logo

η = 2(σ̈/(Hσ̇)− Ḣ/H2) = 2 (σ̈/(Hσ̇) + ε) , (3.18)

e se, junto com ε� 1, vale |η| � 1, então

|σ̈/Hσ̇| � 1, logo − V ′(σ) ≈ 3Hσ̇. (3.19)

A aproximação vem do fato de que, sendo a aceleração do campo escalar
pequena em relação à velocidade (o que “sustenta” a inflação), o termo de
“fricção” (proporcional à velocidade σ̇) na equação de Klein-Gordon (3.12)
domina sobre a aceleração σ̈, e a “força” −V ′ é quase igual à força de
arrasto.

41



3. Tomando a razão das aproximações (3.17) e (3.19) para calcular (3.13),
temos a primeira condição sobre V (σ),

ε ≈ 2
κ2 (∂σV/V )2 � 1. (3.20)

Derivando a equação (3.19), −V ′′ σ̇ ≈ 3(Ḣ/H2 + σ̈/Hσ̇)H2σ̇, e usando
(3.17), V ′′/V ≈ −κ2(Ḣ/H2 + σ̈/Hσ̇) = κ2(ε− σ̈/Hσ̇) = κ2(ε + ε− η/2),
onde usamos (3.18). Logo

|2ε− 1
2
η| ≈

∣∣ 2
κ2∂

2
σV/V

∣∣� 1. (3.21)

As condições (3.20) e (3.21) mostram que a fase de slow-roll requer um
potencial “muito plano”, i.e. cujas duas primeiras derivadas são muito
pequenas.

A escolha de quais parâmetros usar para medir a inflação é relativamente
amb́ıgua, cf. Liddle et al. (1994). Por exemplo, é costume definir as razões (3.20)
e (3.21) como “parâmetros de slow-roll potencial”

εV ≡ 2
κ2 (∂σV/V )2 e ηV ≡ 2

κ2 ∂
2
σV/V ;

de acordo com a discussão acima a aproximação de slow-roll faz ε ≈ εV e ηV ≈
2ε − η/2. Uma definição especialmente vantajosa são os chamados “parâmetros
de slow-roll de Hubble”,

εH ≡ 2(∂σH/H)2, e ηH ≡ 2 ∂2
σH/H. (3.22)

Usando as equações de movimento é fácil verificar que εH coincide com o parâmetro
original (3.8), e portanto a inflação definitivamente acaba se εH ≥ 1. O parâmetro
ηH se relaciona com (3.14) por ηH = 2ε− η/2 ≈ ηV .

A aproximação de slow-roll é útil para determinar o número de e-folds a partir
da forma do potencial. Em termos do inflaton, a integral (3.15) fica N(σ) =∫
dσ H/σ̇ =

√
2
κ2

∫
dσ/
√
ε, tendo sido usada a Eq.(3.13). Esta é uma expressão

exata; assumindo que a inflação ocorre enquanto vale a fase de slow-roll, e por
isso enquanto ε ≈ εV , temos o número total de e-folds

NF =

√
2

κ2

∣∣∣∣∫ σF

σI

dσ/
√
εV

∣∣∣∣ . (3.23)

3.4 Inflação e o começo do tempo

É uma caracteŕıstica geral de modelos inflacionários que sejam eternos para o
futuro. Isto é, regiões inflacionárias de espaço-tempo continuam sendo criadas
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indefinidamente por um inflaton que se move sobre um potencial. Uma revisão a
respeito é dada, e.g., por Guth (2007). No caso de modelos de inflação a campo
grande, e.g., em que o inflaton desce o potencial a partir de valores próximos
da escala de Planck, flutuações quânticas nessa região deixam um rastro eterno
que bolhas que se formam; dentro de cada uma o inflaton desce o potencial e o
universo infla, mas há sempre uma probabilidade de que outra bolha se forme.

Apesar de as bolhas inflacionárias serem criadas eternamente, dentro de um
universo inflacionário as geodésicas são incompletas na direção do passado.

Como ilustração, considere primeiro o passado de geodésicas no espaço-tempo
de de Sitter. A expansão exponencial (3.9) corresponde, na realidade, a uma
folheação particular e incompleta do espaço de dS4 (ver Apêndice D). Mais preci-
samente, as coordenadas da métrica inflacionária (3.9) cobrem apenas metade do
espaço-tempo completo, e o diagrama causal nessas coordenadas, que tem a forma
da Fig.B.2(b) para um universo acelerado, é a metade diagonal superior do dia-
grama completo (um quadrado).Considere uma curva tipo-tempo entre os pontos
p e q na Fig.3.3(a); por cruzar o horizonte de eventos diagonal, o tempo-próprio
τ(p, q) deve ser calculado com a métrica global (Eq.(D.2)) e é, naturalmente,
finito; portanto também o é o tempo-próprio τ(p, u) < τ(p, q) que liga p à su-
perf́ıcie nula correspondente a {t = −∞} nas coordenadas da métrica (3.9). Por
isso, se restritas à metade inflacionária do espaço de de Sitter, as curvas mos-
tradas na Fig.3.3(a) são incompletas. (A situação é análoga à de uma geodésica
que atravessa o horizonte de um buraco negro com um tempo-próprio finito, e é
incompleta nas coordenadas de Schwarzschild.)

De forma mais geral, é há muito sabido (Borde (1994); Borde & Vilenkin
(1994)) que regimes de inflação eterna não podem ser geodesicamente completos
na direção do passado se a condição fraca de energia for válida. Mas a inflação
eterna ocorre para valores do inflaton em que flutuações quânticas são necessari-
amente relevantes, e foi demonstrado (pelos mesmos autores, Borde & Vilenkin
(1997)) que estas flutuações podem levar à violação da condição fraca de energia.
Ainda assim, mais tarde, Borde et al. (2003) chegaram a uma nova prova de que
um espaço-tempo inflacionário tem o passado incompleto, independentemente da
validade da condição fraca de energia. A demonstração é surpreendentemente
simples mesmo no caso geral em que a métrica não é homogênea e isotrópica; a
hipótese necessária para a demonstração é chamada de “condição de expansão
média”, e requer que a média HM do fator de Hubble sobre uma geodésica seja
positiva na direção do passado. Para ser mais precisos e ilustrar o método, vamos
apresentar a demonstração do teorema no caso de um universo de FLRW.

Em uma geodésica nula o tempo conforme η é um parâmetro afim. Sejam ti
e tf dois valores de referência do tempo cósmico, e escolha o parâmetro afim λ =
η/af , com af ≡ a(tf ) ≥ a(ti) ≡ ai, normalizado de tal forma que dλ/dt|t=tf = 1,
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Figura 3.3: (a) As coordenadas da métrica inflacionária (3.9) correspondem à
metade diagonal superior (em branco) do espaço completo de de Sitter. Por
isso há curvas causais incompletas nessas coordenadas, que atingem o horizonte
em um parâmetro afim finito. (b) Congruência de geodésicas tipo-tempo com
expansão média positiva em um espaço inflacionário genérico.

ou seja: dλ = (a(t)/af )) dt, e portanto∫ λf

λi

dλ (ȧ/a) = a−1
f

∫ af

ai

da = a−1
f (af − ai) ≤ 1. (3.24)

Definindo a expansão média

HM ≡
1

λ(tf )− λ(ti)

∫ tf

ti

dλH(λ) (3.25)

sobre a geodésica, a desigualdade (3.24) implica em HM ≤ (λ(tf )− λ(ti))
−1. A

condição necessária para a demonstração é que a expansão média seja positiva.
Se isso é verdade, então

0 < HM ≤ (λ(tf )− λ(ti))
−1 leva a λ(ti) < λ(tf ). (3.26)

Ou seja, partindo de um ponto p sobre a geodésica, em que λ = λf , como na
Fig.3.3(b), e voltando na direção do passado, a geodésica termina antes que se
percorra um comprimento afim finito ∆λ < λf − λi. É fácil mostrar a mesma
coisa para geodésicas tipo-tempo e, como já dito, a generalização para espaços
que não são de FLRW também não é complicada.
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A condição HM > 0 significa que, ao redor de algum ponto p existe uma
congruência de geodésicas que localmente (e em média) se afastam entre si, ou
seja, que o espaço se expande localmente como na Fig.3.3(b). Isso é trivialmente
satisfeito em um espaço de FLRW, mas o ponto da demonstração de Borde et al.
(2003) é definir um equivalente da função de Hubble em espaços gerais, usando
a velocidade relativa das geodésicas tipo-tempo (infinitesimalmente) vizinhas. É
muito natural esperar que uma região com essas caracteŕısticas, e de extensão
grande o suficiente para conter o fim das geodésicas, exista em um espaço-tempo
inflacionário, em que a expansão acelerada é razoavelmente homogênea em es-
calas da ordem de 1/H. Nas regiões em que a inflação eventualmente chega
ao fim, as geodésicas tipo-tempo podem desenvolver expansão negativa e formar
cáusticas (levando à formação de galáxias, etc.), como indicado na região cinza
da Fig.3.3(b).

A presença de geodésicas incompletas, com parâmetro afim finito, é o que
define uma singularidade, e portanto, em suma, espaços-tempos inflacionários
possuem uma singularidade no passado.
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Caṕıtulo 4

Flutuações no Universo de FLRW

4.1 Flutuações em primeira ordem

Sejam hµν(x) pequenas flutuações ao redor da métrica homogênea e isotrópica de
FLRW ḡµν , de forma que a métrica total do universo seja

gµν(x, t) = ḡµν(t) + hµν(x, t),

com ḡµνdx
µdxν = −N2(x0)d(x0)2 + a2(x0)δij dx

idxj,
(4.1)

(Eq.(2.5) com K = 0) e hµν sendo de primeira ordem em relação a ḡµν . No que
segue, vamos identificar as grandezas de fundo (de ordem zero), sempre por uma
barra. A perturbação da inversa da métrica é hµν ≡ gµν − ḡµν , e satisfaz

h00 = −h00 ; hi0 = 1
a2hi0 ; hij = − 1

a4hij. (4.2)

A análise do comportamento das perturbações lineares é convenientemente
realizada após uma decomposição da matriz hµν no chamados modos escalares,
vetoriais e (puramente) tensoriais (às vezes referida como SVT, Scalar-Vector-
Tensor). Escreva a métrica como

h00 = −E (4.3a)

hi0 = a

(
∂F

∂xi
+Gi

)
(4.3b)

hij = a2

(
Aδij +

∂2B

∂xi∂xj
+
∂Ci
∂xj

+
∂Cj
∂xi

+Dij

)
(4.3c)

onde as funções do lado direito satisfazem

∂iCi = ∂iGi = 0 ; ∂iDij = 0 ; Dii = 0. (4.3d)
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Esta decomposição é sempre posśıvel,e extremamente útil devido ao fato, explo-
rado abaixo, de que as equações para cada modo são desacopladas. Ou seja, as
equações para a matriz Dij no setor tensorial, por exemplo, se resolvem indepen-
dentemente das equações para as funções E, F , A, B, no setor escalar.

***

A homogeneidade e isotropia da métrica de RW implicam que o tensor de
fundo tem, necessariamente, a forma (2.15),

T̄00 = −ρ̄ ; T̄ij = a2 P̄ δij, (4.4)

com a 4-velocidade do fluxo de part́ıculas normalizada ḡµνŪ
µŪν = −1, sendo

Ūi = 0 e Ū0 = −1, no tempo cósmico. O tensor total é

Tµν ≡ T̄µν + δTµν ,

e assuma por enquanto que ele também possua a forma (2.15), com a 4-velocidade
total Uµ normalizada por gµνU

µUν = −1. Em primeira ordem, as componentes
espaciais da perturbação da velocidade, δUi são variáveis dinâmicas completa-
mente independentes, enquanto a componente temporal é fixa,

δU0 = δU0 = −1
2
h00 = 1

2
h00, (4.5)

onde usamos (4.2) para obter a última igualdade, e a perturbação linear do tensor
de energia momento fica

δT00 = δρ− ρ̄ h00, δTij = P̄ hij + a2δij δP,

δTi0 = P̄ hi0 − (P̄ + ρ̄)δUi, .
(4.6)

Como já observado, essas fórmulas são válidas apenas na ausência de componen-
tes anisotrópicas de Tµν , mas na presença de anisotropias podemos usá-las para
definir as flutuações do tensor não-perturbado T̄µν . Por exemplo, sabendo as
flutuações da métrica hµν , e dado o tensor de energia-momento não perturbado,
podemos definir δρ através da primeira das Eqs.(4.6). A quebra da isotropia es-
pacial faz com que as componentes ij da perturbação tenham um termo a mais
em sua forma geral: δTij = P̄ hij + a2δijδP + Σij. Decompondo esse ‘stress ani-
sotrópico’ em modos SVT, viz. Σij ≡ ∂i∂jπ

S+∂iπ
V
j +πTij, e fazendo o mesmo para

δUi ≡ ∂iδU+δUV
i , as componentes gerais do tensor energia-momento perturbado

são

δT00 = δρ− ρ̄ h00, (4.7a)

δTi0 = P̄ hi0 − (P̄ + ρ̄)(∂iδU + δUV
i ), (4.7b)

δTij = P̄ hij + a2δijδP + ∂i∂jπ
S + ∂iπ

V
j + πTij. (4.7c)
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É válido ressaltar que nem sempre os termos de stress anisotrópico são diferentes
de zero. Em particular, eles se anulam para as perturbações de um campo escalar
φ(t,x), mesmo que φ dependa explicitamente da posição espacial x de forma
anisotrópica, como veremos abaixo.

*
As equações de Einstein

Em ordem zero, as equações de Einstein assumem a forma das equações de
Friedmann (2.27). Isso determina o fator de escala a(t) em (4.3). Para encontrar
as equações para as flutuações, linearize as equações de Einstein escritas na forma
Rµν = −8πG(Tµν − 1

2
Tgµν). Temos

δRµν = −8πG δSµν onde (4.8)

δSµν = δTµν − 1
2

(
ḡµνδT + T̄ hµν

)
. (4.9)

Podemos calcular T̄ facilmente, já que T̄ µν = Diag
(
−ρ̄, P̄ , P̄ , P̄

)
,

T̄ = 3P̄ − ρ̄ = − 3

4πG

(
ä

a
+H2

)
, (4.10)

onde H = ȧ/a e usamos na segunda igualdade as equações de Friedmann que
são satisfeitas pelos tensores não perturbados. A perturbação do traço, δT é
δT µν = δ(gµαTαν) = hµαT̄αν + ḡµαδTαν , e usando então as Eqs.(4.2), (4.3) e (4.6),
temos δT = 3δP − δρ, levando finalmente a

δRµν = −8πG
[
δTµν + 3

8πG

(
ä/a+H2

)
hµν − 1

2
(3δP − δρ) ḡµν

]
. (4.11)

Após o cálculo da linearização do tensor de Ricci como função de hµν e suas
derivadas, as Eqs.(4.11) são as equações para as flutuações de primeira ordem
da métrica, tendo como fonte as flutuações do tensor de energia-momento. As
equações para cada um dos modos SVT se separam, como já dito. Assim, para
obter as equações dos modos tensoriais, fixamos a zero todas as grandezas esca-
lares, e.g. δP = δρ = A = E = 0, etc. Para obter as equações do setor escalar,
fazemos Dij = 0, etc. No contexto da cosmologia, os modos relevantes são os
modos tensoriais, que dão origem a ondas gravitacionais, e os modos escalares,
diretamente ligado às flutuações de temperatura na CMB.

4.2 Flutuações tensoriais; ondas gravitacionais

Os modos tensoriais das equações de Einstein são os mais simples. Olhando
as Eqs.(4.3), temos h00 = h0j = 0 e hij = a2Dij, com Dij possuindo traço e
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divergente nulos. As componentes da flutuação do tensor de Ricci são

δR00 = δR0j = 0, e (4.12a)

δRij = 1
2
∇2Dij − a2

2
D̈ij − 3

2
a ȧ Ḋij + (a ä+ 2ȧ2)Dij. (4.12b)

Da parte do tensor de energia-momento, a única contribuição aos modos tensoriais
vem de πTij na Eq.(4.7c), e as flutuações do tensor fonte Sµν , dadas pela Eq.(4.9)
com (4.10), ficam δS00 = δS0j = 0 e

δSij = P̄ a2Dij + a2 πTij + 3
8πG

(ä/a+H2)a2Dij. (4.13)

Podemos agora montar as Eqs.(4.11). As componentes 00 e 0j são triviais (0 =
0), e restam as componentes espaciais ij. Usamos as equações de Friedmann para
eliminar P̄ que aparece no primeiro termo da Eq.(4.13); igualando as Eqs.(4.12)
e (4.13), temos por fim

a−2∇2Dij − D̈ij − 3(ȧ/a) Ḋij = −16πGπTij. (4.14)

Repare que o lado esquerdo é simplesmente o Laplaciano da métrica de FLRW,
�̄ = (−g)−1/2∂µ[(−g)1/2gµν∂ν ] = −∂2

t − 3H∂t + a−2∂2
x, e podemos escrever, de

forma explicitamente covariante,

�̄Dij = −16πGπTij. (4.15)

Logo Dij obedece uma equação de onda com πTij como fonte, ou seja, os modos
tensoriais se comportam como uma ‘onda gravitacional’ se propagando sobre o
espaço-tempo de FLRW.

*
A ação quadrática

Existe uma maneira alternativa de se chegar à Eq.(4.15), através da expansão
direta da ação de Einstein-Hilbert como uma função quadrática de Dij. Vamos
ilustrá-la aqui no caso em que a métrica de fundo é o espaço de de Sitter, por
simplicidade e porque nos será útil em outro lugar, mas não é dif́ıcil generalizar
o procedimento para um espaço FLRW. Considere a ação (A.4),

S =
1

2κ2

∫
d4
√
−g(R− 2Λ),

e faça uma perturbação δgµν . Em primeira ordem, a menos do termo de borda
usual,

δS =
1

2κ2

∫
d4
√
−ḡ(R̄µν − Λḡµν)δg

µν . (4.16)
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Impostas as equações de Einstein para a métrica de fundo de dS4, Rµν = Λgµν ,
a primeira variação δS = 0, como era de se esperar. O primeiro termo não nulo
de δS é o termo quadrático, portanto. Para obtê-lo, expanda mais uma vez o
integrando de (4.16) em primeira ordem de δgµν . O resultado, após se impor as
equações de Einstein, é

δ2S =
1

2κ2

∫
d4√ḡ(δRµν − Λδgµν)δg

µν . (4.17)

(Note que a variação do determinante só contribui para a ordem cúbica.) Para
flutuações tensoriais apenas os ı́ndices espaciais contribuem; usando δgij = a2Dij,
δgij = −a−2Dij e a fórmula (4.12) para δRµν , temos

δ2S =
1

2κ2

∫
d4√ḡ

[
a2�̄Dab + a2(2H2 + ä/a)Dab − a2ΛDab

]
[−a−2Dab].

Aqui está implicita uma soma simples (usando δab) sobre os ı́ndices repetidos.
O termo em parênteses, em dS4, é simplesmente 2H2 + ä/a = 3H2 = Λ, e com
isso temos simplesmente δ2S = 1

2κ2

∫
d4√ḡ Dab�̄Dab, que com uma integração por

partes dá

δ2S = − 1

2κ2

∫
d4√ḡ ḡµν∇̄µDab ∇̄νDab, (4.18)

a menos de um termo de borda. Mas isso é simplesmente a ação para um campo
Dab sem massa se propagando no espaço-tempo com métrica ḡµν , e a equação de
campo é portanto a equação de Klein-Gordon �̄Dab = 0, que coincide com (4.15).
Essa formulação Lagrangeana reforça a interpretação de Dij como um campo de
spin 2 sobre o espaço de fundo, e permite inclusive sua quantização.

*
Polarizações

A Eq.(4.14) pode ser decomposta em duas equações escalares. Seja Dij(q, t) a
transformada de Fourier da matriz Dij(x, t) ≡

∫
d3q Dij(t) e

iq·x. As condições de
traço e divergente nulo se traduzem, para o modo de Fourier relativo ao vetor de
onda q, em Dii(q, t) = 0 e qiDij(q, t) = 0. A primeira condição é uma restrição
sobre os seis elementos independentes da matriz (simétrica e 3 × 3); sobram 5
elementos livres. A segunda condição, qiDij = 0, fornece mais um conjunto
de 3 equações e portanto há somente 2 elementos livres ao todo em Dij. São
os graus de liberdade correspondendo aos dois modos de polarização das ondas
gravitacionais. Escolhendo q = q ẑ na direção x3 (não há perda de generalidade
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devido à isotropia da métrica de fundo), os modos tensoriais podem ser escritos
em termos de duas funções escalares,

Dij =

h+ h× 0
h× −h+ 0
0 0 0

 , (4.19)

Outra escolha equivalente é definir um covetor complexo e tal que

qaea = 0, δabeaeb = 0, e δabe∗aeb = 1. (4.20)

As polarizações na direção q são então dadas pela funções hq e sua conjugada
complexa h∗q, tais que

Dab(q, t) = hq eaeb + h∗q e
∗
ae
∗
b . (4.21)

De qualquer forma, a transformada de Fourier da Eq.(4.14), com πTij = 0, fica

ḧq + 3H ḣq − (q/a)2hq = 0, (4.22)

sendo hq um modo de Fourier para qualquer uma das funções escalares que defi-
nimos.

4.3 Flutuações escalares e calibre de Newton

O cálculo dos modos escalares das flutuações é muito mais barroco. Existe na
definição de hµν uma ambiguidade intŕınseca devida ao fato de o Prinćıpio da
Equivalência tornar a Relatividade Geral invariante sob difeomorfismos, que por
isso modificam a forma de hµν sem modificar o significado f́ısico das equações;
em suma, os difeomorfismos induzem ‘transformações de calibre’ em hµν , o que é
descrito em detalhes no Apêndice C. Os modos tensoriais Dij são invariantes sob
uma transformação calibre, mas os modos escalares (e vetoriais), não. Por isso,
a análise das equações das flutuações escalares é sempre amb́ıgua a não ser que
ou se escolha desde o ińıcio e se mantenha até o fim em um calibre espećıfico,
e/ou que se trabalhe apenas com grandezas invariantes de calibre (que são, na
verdade os objetos “f́ısicos” da teoria). Duas combinações invariantes de calibre
para as flutuações escalares da métrica são os chamados ‘Potenciais de Bardeen’

Ψ ≡ −1

2

[
A+ aH(Ḃ − 2F )

]
, Φ ≡ 1

2

[
E − a(B̈ − 2Ḟ ) + aH(Ḃ − 2F )

]
.

Uma das escolhas mais convenientes de fixação de calibre para flutuações
escalares é o chamado ‘Calibre de Newton’, em que B = F = 0 e

E ≡ 2Φ ; A ≡ −2Ψ. (4.23)
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As perturbações escalares da métrica, no tempo cósmico, ficam assim escritas

g00 = −1− 2Φ(t,x) ; g0i = 0 ; gij = a2(t)(1− 2Ψ(t,x))δij. (4.24)

(A prova de que é posśıvel colocar a métrica nessa forma se encontra no fim do
Apêndice C.)

Há 6 equações diferentes. Da Eq.(4.8), temos uma para a componente 00 (i.e.
δR00 = −8πGδS00), uma para as componentes 0j, e duas para as componentes
ij. São elas:

4πG
(
δρ− δP −∇2πS

)
= 1

a2∇2Ψ−H Φ̇− 2
(
2H2 + ä

a

)
Φ− Ψ̈ + 6H Ψ̇ (4.25a)

8πG a2 ∂i∂jπ
S = ∂i∂j (Ψ− Φ) (4.25b)

4πG(ρ̄+ P̄ ) δU = −(H Φ + Ψ̇) (4.25c)

4πG
(
δρ+ 3δP +∇2πS

)
=

1

a2
∇2Φ + 3H Φ̇ + 6

ä

a
Φ + 3Ψ̈ + 6H Ψ̇ (4.25d)

A equação de conservação da energia fica

δρ̇+ 3H(δρ+ δP ) +∇2
(

(ρ̄+P̄ )
a2 δU +H πS

)
= 3(ρ̄+ P̄ )Ψ,

e a conservação do momento

δP +∇2πS + ∂0

[
(ρ̄+ P̄ )δU

]
+ 3H (ρ̄+ P̄ )δU + (ρ̄+ P̄ )Φ = 0.

Assim como nas equações de Friedmann, deve-se assumir dado o tensor de
energia-momento e uma relação constitutiva entre ρ e P (i.e. uma equação de
estado), e uma fórmula para o termo de anisotropia πS. Assim, as funções in-
dependentes a serem determinadas são três: Ψ (ou Φ), δP (ou δρ) e δU . Há
seis equações diferenciais acima, logo três são v́ınculos. Um pode ser colocado
numa forma simples combinando as equações de maneira a eliminar Ψ̈, πS e Φ,
resultando em uma equação de Poisson para o potencial Ψ:

a−2

4πG
∇2Ψ = δρ− 3H(ρ̄+ P̄ ) δU. (4.26)

Repare que (4.26) não descreve a evolução temporal de Ψ(t,x); ela deve ser vista
como uma condição inicial (que é preservada no tempo) sobre Ψ(t0,x). Em pe-
quenas escalas, quando∇2Ψ domina sobre o termo com δU , esta equação equivale
à equação de Newton para o campo gravitacional gerado pela densidade δρ (dáı
o nome do calibre). Outro v́ınculo relevante é a Eq.(4.25b), que determina Φ em
termos de Ψ e vice-versa; se πS = 0, ou seja, na ausência de fontes anisotrópicas,

Φ = Ψ. (4.27)
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A correspondência (2.20) entre os tensores de energia-momento de um campo
escalar e de um fluido perfeito é válida para um campo arbitrário ϕ(t,x), que
pode depender das coordenadas espaciais x, logo num universo preenchido apenas
por um campo escalar o tensor de energia-momento perturbado tem πS = 0,
impondo a condição (4.27).A mesma condição em escalas muito maiores que o
raio de Hubble, como discutido mais abaixo. Assuma (4.27) a partir de agora.

*
Flutuações adiabáticas

Se a matéria pode ser descrita de maneira termodinâmica, a relação constitu-
tiva entre ρ e P mencionada acima leva uma relação entre as flutuações determi-
nada pela equação de Clausius (cf. Eq.(5.1))

δP = v2
s δρ+ TδS, (4.28)

onde vs ≡ (∂P/∂ρ)S é a velocidade do som no fluido e T ≡ (∂P/∂S)ρ sua tem-
peratura. Dadas estas duas funções, pode-se combinar as Eqs.(4.25a)-(4.25d) e
(4.26) para encontrar uma equação fechada para Φ = Ψ, apresentada por Bardeen
(1980) (cf. Mukhanov et al. (1992)):

Φ′′ + 3(1 + v2
s)HΦ′ − v2

s∇2Φ +
[
2H′ + (1 + 3v2

s)H2
]

Φ = 4πGa2TδS. (4.29)

Escrevemos a equação no tempo conforme, por conveniência, e H ≡ a′/a = aH.
Flutuações com δS = 0 costumam ser chamadas de ‘adiabáticas’. Note que,
nesse caso, ρ e P são funções apenas de uma variável, a temperatura (que pode
por sua vez ser parametrizada completamente pelo tempo). Assim, para todas
as espécies que compõem o fluido total, uma flutuação adiabática tem a forma

δρA = (∂ρ̄A/∂T )δT (x), logo δρR/ ˙̄ρR = δT/ ˙̄T = δρM/ ˙̄ρM , para uma composição
de radiação e matéria, por exemplo. Em termos de wA = P̄A/ρ̄A, a equação de
conservação ˙̄ρA = −3H(1 + wA)ρ̄A permite escrever

δA/(1 + wA) = δB/(1 + wB), com δA ≡ δρA/ρ̄A.

Para fluidos perfeitos com equação de estado com parâmetro constante c2
s = w,

vale H = 1/η e a Eq.(4.29) se simplifica bastante:

Φ′′ +
6(1 + w)

1 + 3w
η−1Φ′ + w∇2Φ = 0, (4.30)

cuja solução é proporcional a funções de Bessel. Em particular, em um universo
dominado por poeira/matéria escura, temos c2

s = w = 0, e o Laplaciano some,
deixando

Φ′′ + 6η−1Φ′ = 0 logo Φ(η,x) = F1(x) + F2(x) η−5. (4.31)
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O segundo modo decai rapidamente e o primeiro representa um perfil de flu-
tuações espaciais que permanece constante com a evolução da métrica de fundo e
deve obedecer a Eq.(4.26), sendo portanto determinado pela distruibuição inicial
de matéria. O que acabamos de mostrar é que desde que o Universo passa a
ser dominado por matéria escura, o que ocorre desde antes da recombinação do
hidrogênio e emissão da CMB, o potencial gravitacional Φ se encontra congelado.
Mas antes dessa era de poeira Φ oscilava, e é necessário resolver a Eq.(4.29) de-
talhadamente para determinar as condições iniciais F(x). Em vez de seguir esse
caminho, é costume acompanhar o desenvolvimento de uma outra grandeza R.

*
Flutuação da curvatura

Uma maneira de se determinar as condições iniciais sobre Φ discutidas acima é
através de uma lei de conservação válida para uma outra grandeza, denotada por
R, e relacionada à perturbação da curvatura (intŕınseca) das superf́ıcies espaciais.
A forma explicitamente invariante de calibre dessa ‘perturbação da curvatura’ é
R = A/2 +HδU , que no calibre de Newton fica

R = −Ψ +HδU. (4.32)

A lei de conservação em questão diz respeito aos modos de Fourier Rk, com
R =

∫
d3kRk e

ik·x. No limite em que o número de onda (comóvel) q � aH,
então uma das soluções das Eqs.(4.25) tem

Rk = constante e Ψk(t) = Φk(t) = −
(

1− (H/a)

∫
dt a

)
Rk. (4.33)

A outra solução tem Rk = 0 e Ψk(t) = Φk(t) = CkH/a, para uma constante Ck.
Durante uma expansão acelerada aH cresce, como mostrado no §3.2, e portanto
o limite k � aH passa a ser válido para um grande intervalo de números de
onda k. Fisicamente, aH = 1/rH é o inverso do raio comóvel de Hubble, e se
diz que as ondas, de comprimento comóvel 1/k, estão ‘saindo do horizonte’. Em
suma, durante uma fase de expansão acelerada (como na inflação), os modos
escalares saem do horizonte e “congelam” em um valor constante de Rk, no
que permanecem até que, durante uma fase desacelerada subsequente (como no
domı́nio de poeira) o raio rH volte a diminuir e os comprimentos 1/k voltem a
entrar no horizonte e oscilar com o tempo. Há uma razão fisicamente intuitiva
para este comportamento: rH aje como uma barreira causal, e uma onda maior
que esta escala está “fora de contato causal consigo mesma”, sendo portanto
imposśıvel que evolua com o tempo.

A demonstração de (4.33) pode ser feita diretamente usando as Eqs.(4.25)
para determinar o comportamento de R, na forma (4.32), no limite apropriado.

54



Uma prova muito geral, que não envolve a forma expĺıcita do conteúdo material
presente no universo, foi dada por Weinberg (2003) (ver Weinberg (2004) para um
teorema análogo nos modos tensoriais, e Weinberg (2008) para uma revisão) e faz
uso expĺıcito da invariância de calibre de R como uma simetria que é quebrada
no universo homogêneo e isotrópico de fundo.

É posśıvel encontrar uma equação de evolução para R usando as Eqs.(4.25a)-
(4.25d), no tempo conforme (′ = d/dη), temos

R′′ + (aH − 2H ′/H +H ′′/H ′)R′ −∇2R = 0. (4.34)

Considere o universo seja preenchido por um campo escalar φ e defina a função

z(η) ≡ a ˙̄φ/H, (4.35)

que só depende de grandezas de fundo. Uma vez que z′/z = aH −H ′/H + a ¨̄φ/ ˙̄φ,

e usando as equações de Friedmann para escrever Ḣ = −4πG ˙̄φ2, temos

(1/a2) (H ′′ − a′H ′/a) = Ḧ = −8πG ˙̄φ2 ( ¨̄φ/ ˙̄φ) = 2Ḣ = 2H ′( ¨̄φ/ ˙̄φ)/a,

ou seja: a ¨̄φ/ ˙̄φ = (H ′′/H ′ − aH)/2, e 2z′/z = aH − 2H ′/H + H ′′/H ′, o que é
precisamente o termo entre parênteses na Eq.(4.34) que pode ser escrita, então,

d2R
dη2

+
2

z

dz

dη

dR
dη
−∇2R = 0, (4.36)

Esta equação é conhecida como ‘Equação de Mukhanov (1986)-Sasaki (1986)’.
Podemos eliminar o termo de derivada linearR′ fazendo uma troca para a variável

v ≡ zR. (4.37)

A equação de MS para os modos de Fourier vk toma a forma de uma equação
para um oscilador,

v′′k +
(
k2 − z′′/z

)
vk = 0, (4.38)

cuja frequência (k2 − z′′/z) muda com o tempo de acordo com a função z(η).

4.4 O céu iluminado pela Radiação Cósmica de

Fundo

Nossa visão do céu se mapeia sobre a esfera S2. A (pequena) diferença de tem-
peratura ∆T ≡ T (n̂) − T0, observada ao redor da temperatura média atual da
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CMB, T0 ≡ (4π)−1
∫
d2n̂ T (n̂) ≈ 2, 7K, é uma função (escalar) do vetor unitário

n̂ ∈ S2 que indica a direção da linha de visada, e portanto pode ser expandida
em uma base de harmônicos esféricos:

∆T (n̂)

T0

=
∑
`,m

a`mY
m
` (n̂).

O valor de ∆T medido em uma direção qualquer é alterado por detalhes do
caminho espećıfico percorrido pelo fóton.Para obter informação intrinsecamente
cosmológica é preciso tirar médias estat́ısticas de ∆T . Fazendo uso de um Teo-
rema Ergódico, assumimos que a média sobre diferentes pontos de observação seja
equivalente à média sobre diferentes direções de observação a partir de um mesmo
ponto. O Prinćıpio Cosmológico se traduz aqui na suposição de que as médias
〈∆T (n̂1)∆T (n̂2) · · · 〉 sejam invariantes de rotação, de modo que só dependam
das diferenças entre os vetores direcionais, i.e. dos ângulos θ12 = Arc cos n̂1 · n2.
Assim, necessariamente 〈∆T (n̂)〉 = 0 (o que caracteriza estatisticamente ∆T
como uma “flutuação”). Anisotropias da CMB são medidas pela correlação
〈∆T (n̂)∆T (n̂′)〉. (Há outras correlações importantes referentes à polarização dos
fótons, que são particularmente úteis para acessar informações sobre flutuações
tensoriais.) A simetria rotacional impõe diagonalidade à correlação dos coefici-
entes1

〈a`m a∗`′m′〉 = C` δ``′δmm′ ,

com o que a soma
∑`

m=−` Y
m
` (n̂)Y −m` (n̂′) = (4π)−1(2`+ 1)P`(n̂ · n̂′) leva a〈

∆T (n̂)

T0

∆T (n̂′)

T0

〉
=

1

4π

∑
`

(2`+ 1)C` P`(n̂ · n̂′), (4.39)

sendo P` os Polinômios de Legendre. Os números (reais) C` são o ‘espectro da
CMB’. Esse espectro é observável através de análises estat́ısticas da CMB, como
por exemplo a realizada pela equipe de Planck Collaboration et al. (2016a); um
modelo cosmológico deve explicar o comportamento dos C` a partir das flutuações
de grandezas f́ısicas (Ψ, Φ, R, δρ, δP , o inflaton, etc.).

No universo pós-inflacionário há um inventário de radiação (fótons e neutri-
nos), matéria escura e bárions. As flutuações nas densidades de cada compo-
nente se relacionam entre si direta ou indiretamente, através das perturbações
da métrica. Vimos no §4.3 que ao longo da inflação os modos de Fourier das
flutuações da métrica deixam o horizonte de Hubble e param de oscilar; durante
a fase desacelerada começam a reentrar no horizonte e oscilar outra vez. A in-
fluência na criação de anisotropias da CMB varia de acordo com o comportamento

1As correlações indicadas aqui correspondem a médias estocásticas obtidas de diversas
direções na esfera da CMB. Ver, e.g. Durrer (2008).
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de Ψk e Φk após o reheating, a depender se os modos reentram no horizonte an-
tes ou depois da recombinação do Hidrogênio. Modos com k alto (comprimento
de onda curto) entram cedo no horizonte, e evoluem durante a era de radiação
e a passagem para a era dominada por poeira, influenciando de maneira deli-
cada a dinâmica das densidades de matéria. Por possúırem comprimento de onda
curto, essas flutuações se imprimem na CMB em pequenas distâncias angulares:
o ângulo no céu correspondente à escala de Hubble na recombinação é da ordem
de θr ≈ 1o, o que corresponde a um multipolo ` ∼ 200 nos coeficientes C`; as
flutuações que entram no horizonte de Hubble muito antes da emissão da CMB
correspondem portanto a ângulos θ � 1o, e a multipolos ` > 200. O efeito final
é a existência de uma sucessão de “picos acústicos” na dependência de C` com `,
o primeiro dos quais ocorre a ` ≈ 200. A descrição desses efeitos é um assunto
extenso e delicado; uma exposição detalhada é dada por Durrer (2008).1

Por outro lado, comprimentos de onda maiores que o horizonte de Hubble no
momento da recombinação permaneceram constantes ao longo de toda a evolução
desacelerada, e se encontram ainda no mesmo estado em que se encontravam antes
de sáırem no horizonte, i.e. durante a fase inflacionária. Esses modos correspon-
dem a ângulos θ � 1o, e a multipolos `� 200, e contém, portanto, informações
preciosas a respeito do universo primordial inflacionário. Abaixo, vamos descrever
de forma simplificada como essas informações — mais precisamente, o espectro
de potências das flutuações inflacionárias — se encontram codificadas nos C`.

*
Informações sobre o Universo primordial

Como descrito no §2.6.1, a CMB é um gás de fótons com temperatura de
corpo-negro seguindo a distribuição estat́ıstica de Planck (2.64), que podemos
escrever esquematicamente como

f(ω/T ) = 1/ [exp(ω/T )− 1] ,

onde as frequências ω(t) sofrem um desvio para o vermelho proporcional a 1/a(t).
A temperatura

T (x) = T̄ (t) + δT (t,x),

tem valor de fundo homogêneo T̄ � δT , que fornece o espectro de corpo-negro
e diminui com o aumento do fator de escala, T̄ (t) × a(t) = constante, ver §5.1,
logo a razão ω/T̄ é constante. A distribuição f(ω/T ) obedece uma equação de
Boltzmann, resultado do fato de o volume no espaço de fase ao longo da evolução

1Ver também Dodelson (2003), e Giovannini (2007); Mukhanov (2005); Weinberg (2008).
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do sistema se conservar (o teorema de Liouville) que, para fótons num “caminho
livre”, tem a forma1

df/dη =
∂f

∂η
+
dω

dη

df

dω
+
dxi

dη

∂f

∂xi
= 0 (4.40)

O argumento da distribuição f pode ser escrito como ω/T = ωr/Tr, para valores
de referência arbitrários que denotamos pelo ı́ndice r relativo à recombinação.
Expandindo f(ω/T ) em primeira ordem para T = T̄ + δT ,

f(ω/T ) ≈
[
exp

(ω
T̄

)
exp

(
−δT/T̄ )

a(t)T̄ (t)

)
− 1

]−1

≈ f(ω/T̄ )

[
1− δT

T

d log f(ωr/T̄ )

d logωr

]
.

Tanto ω/T̄ quanto a derivada em colchetes na última igualdade são constantes,
e por isso, em primeira ordem, a equação (4.40) se simplifica para

d

dη

(
δT

T̄

)
− d logωr

dη
= 0. (4.41)

(Repare a derivada total em d(δT )/dη ≈ ∂η(δT ) + (∂xi/∂η)∂i(δT ).)
Agora siga um fóton que se desacoplou da matéria na recombinação do hi-

drogênio e percorreu sua geodésica nula, sem colidir com nada, até atingir a sonda
Planck em 2015. No calibre de Newton (4.24) e no tempo conforme, a condição
gµνp

µpν = 0 leva a p0 = (1 − Ψ)k/a, onde k = ωr/a é o módulo da parte espa-
cial do quadrimomento na métrica não perturbada, e pi = ni(1 + Φ)k/a, com ni

um vetor unitário. Note que p0 ≡ dη/dλ, e portanto a equação das geodésicas,
dpµ/dλ+ Γµαβp

αpβ = 0, após o cálculo dos śımbolos de Christoffel para (4.24), dá,
em primeira ordem,

d logωr
dη

= −dΨ

dη
+ ∂ηΨ + ∂ηΦ.

Com isso podemos integrar a Eq.(4.41), desde um instante inicial que escolhemos
ser o instante da recombinação, ηr, até um instante final, η0, em que o fóton
atinge os sensores de Planck. O resultado é uma relação entre a variação da
temperatura e os potenciais gravitacionais:

δT

T̄

∣∣∣∣∣
η0

− δT

T̄

∣∣∣∣∣
ηr

= −Ψ(η0) +

∫ η0

ηr

dη (Ψ′ + Φ′). (4.42)

O primeiro termo no lado direito é conhecido como ‘Efeito Sachs & Wolfe (1967)’
(SW); corresponde ao desvio para o vermelho (logo na variação da temperatura)

1Em geral, df(η, ω,x,p)/dη = C [f ], onde C [f ] depende da colisão dos fótons com outras
part́ıculas. O termo (dpi/dη)(∂f/∂pi) que, a rigor, deve aparecer em (4.40) foi omitido por ser
de segunda ordem. Ver em especial Dodelson (2003).

58



dos fótons que passam por um “poço” do potencial gravitacional. O segundo
termo costuma ser chamado de “efeito Sachs-Wolfe integrado” e, numa descrição
mais completa há também um termo devido ao movimento peculiar da Terra.
O efeito SW domina em grandes escalas e durante a maior parte da evolução
do Universo, em particular durante a era de dominação de poeira, quando se dá
a criação de estruturas. De fato, como se vê na Eq.(4.31), nesse peŕıodo Φ e
Ψ não dependem de η, e portanto a integral se anula. (Mas note que tanto no
Universo jovem quanto no Universo atual as contribuições respectivas de radiação
e constante cosmológica ativam o último termo em (4.42).)

A variação na temperatura da CMB vista hoje tem, portanto, duas contri-
buições principais (nesse regime): o valor atual de Ψ, e o valor de δT/T̄ no
instante da recombinação, ou seja, variações intŕınsecas de temperatura no ins-
tante de emissão da CMB. Por sua vez, estas variações dependem também do
valor de Φ em ηr. Para flutuações adiabáticas num fluido com equação de estado
w, (δT/T̄ )r ≈ 2Φr/3(1 +w), e Ψ ≈ Φ. Durante a emissão da CMB o Universo já
é dominado por matéria, com w = 0, e portanto a Eq.(4.42) se resume a(

δT/T̄
) ∣∣

η0
= 1

3
Ψ
∣∣
ηr
. (4.43)

Portanto, assumindo que os desvios observados hoje, ∆T , correspondem às per-
turbações δT , temos que 〈(∆T/T0)(∆T/T0)〉 = 1

9
〈ΨΨ〉r. A determinação dos

coeficientes C` pode ser obtida com alguma álgebra (ver, e.g. Durrer (2008)),

C` ≈
1

9π2

∫ ∞
0

d(log k)PΨ(k) j2
` [k(η0 − ηr)], (efeito Sachs-Wolfe) (4.44)

onde j`(x) são funções de Bessel esféricas e PΨ(k) é o ‘espectro de potência’ de
Ψ, definido na seção seguinte. O argumento de j` é a distância conforme percor-
rida pelo fóton entre hoje (η0) e sua emissão na recombinação (ηr). Enfatizamos
que a fórmula acima só é válida em grandes escalas; mais precisamente, é válida
para flutuações cujos comprimentos de onda eram maiores que horizonte de Hub-
ble (e portanto se encontravam congelados) no momento da recombinação do
Hidrogênio, durante a era dominada por poeira; o que corresponde a ângulos
θ � 1o, e a `� 200.

4.5 Espectros de potência

Vimos que as flutuações de temperatura são determinadas por Ψ que por sua vez,
fora do horizonte, coincide com grandeza conservada R, Eq.(4.33). Fica evidente
da Eq.(4.39) que os C` só podem depender das médias 〈R(x)R(y)〉. A invariância
rotacional da média estocástica mais uma vez impõe que 〈R(x, t)R(y, t)〉 só
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dependa do módulo da distância |x − y| e com isso a função de correlação da
transformada de Fourier deve ter a forma

〈RkRk′〉 ≡ k−3Ps(k) δ3(k + k′). (4.45)

A função Ps(k) é chamada de ‘espectro de potência’ de R.1 Suas derivadas
definem o ‘́ındice espectral’ n, também chamado de ‘inclinação’ (“tilt”), e o ı́ndice
espectral ‘fluido’ (‘running’), α,

ns − 1 ≡ d logPs
d log k

e αs ≡
dns
d log k

. (4.46)

O espectro é a grandeza mensurável a partir das flutuações da CMB, como ilus-
trado pela Eq.(4.44). Com as definições acima se pode escrever

Ps(k) = As(k∗)

(
k

k∗

)−1+ns(k)+ 1
2
αs(k∗) log(k/k∗)

, (4.47)

para uma escala arbitrária de referência k∗. É nessa forma que se encontram os
resultados de Planck Collaboration et al. (2016a).

O mesmo pode ser feito para os modos tensoriais, mas é costume utilizar
uma notação um pouco diferente. A transformada de Fourier hk de cada modo
de polarização h+,× tem uma função de correlação como em (4.45): 〈hk hk′〉 ≡
k−3Ph(k) δ3(k+k′), mas como há dois modos de polarização, o chamado ‘espectro
tensorial’ é definido por

PT (k) ≡ 2Ph(k). (4.48)

Além disso, é costume se definir o ı́ndice espectral tensorial sem a soma de −1,

nT (k) ≡ d logPT
d log k

. (4.49)

Em geral, definiremos o espectro de potência PX(k) de qualquer grandeza es-
tocástica Xk por uma fórmula análoga a (4.45). Por exemplo, Pψ na Eq.(4.44) é
o espectro de potência relativo à média do potencial de Bardeen Ψ.

4.6 Flutuações no universo inflacionário

O grande triunfo da teoria da inflação é fornecer uma explicação para a pre-
sença de flutuações primordiais: as flutuações do inflaton se comportam como

1Também é comum chamar de ‘espectro de potência’ a função P̃(k) tal que 〈RkR∗k′〉 ≡
(2π)3 P̃(k) δ3(k + k′).
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um campo quântico cujo valor médio esperado no vácuo é diferente de zero.
Usando a correspondência usual entre um fluido e o campo escalar, não é dif́ıcil

determinar que perturbação da 4-velocidade corresponde δU ≡ −δφ/ ˙̄φ, de modo
que a Eq.(4.32) dá

R = −Ψ−Hδφ/ ˙̄φ. (4.50)

Portanto, durante a inflação, as médias 〈RqRq′〉 estão ligadas diretamente às
funções de correlação do inflaton. Existe um calibre das flutuações chamado de
‘calibre (espacialmente) plano’, no qual o potencial Ψ = 0, e R é diretamente
proporcional a δφ a menos de um fator que só depende da métrica de fundo.
Além disso, como flutuações de um campo escalar não induzem anisotropias, e
πS = 0, então Ψ = Φ = 0 e a teoria de perturbações escalares é equivalente à
descrição do campo δφ se propagando sobre o universo de FLRW não perturbado.
As correlações

〈δφk δφk′〉 = ( ˙̄φ/H)2〈RkRk′〉, (4.51)

do lado esquerdo da igualdade, são os valores médios (dos modos de Fourier)
do campo δφ apó ele ser quantizado. Após a sáıda do horizonte de Hubble, es-
ses modos perdem contato causal e deixam de oscilar, como visto no §4.3. Isso
pode ser entendido, seguindo Polarski & Starobinsky (1996), como um processo
de descoerência que transforma os valores médios quânticos 〈δφk δφk′〉 em cor-
relações estat́ısticas (clássicas) de 〈RkRk′〉 após a entrada no horizonte durante
a fase desacelerada dominada por matéria.A sáıda e o congelamento dos modos
de Fourier de dentro do horizonte de Hubble durante a expansão acelerada são
o coração do mecanismo inflacionário: as flutuações quânticas ficam preservadas
(não decaem) e depois, quando clássicas, induzem as inomogeneidades na fase
desacelerada pós-reheating.

Desejamos calcular 〈δφk δφk′〉 no regime de slow-roll. A ação para um campo
escalar no universo de FLRW é dada por (2.18). Fazendo a perturbação de
primeira ordem φ = φ̄ + δφ, a perturbação em segunda ordem da ação (em
primeira ordem a variação é zero após implementadas as equações de Friedmann)
fica

S = 1
2

∫
d4x

[
(∂f/∂η)2 − ∂xf · ∂xf +

(
ä/a− a2∂2

φV (φ)
)
f 2
]
,

onde f ≡ aδφ. No regime de slow-roll, a2∂2
φV (φ)� ä/a, e

S[f ] =

∫
d4x1

2

[
(∂f/∂η)2 − ∂xf · ∂xf + (a′′/a)f 2

]
. (4.52)

Aqui uma linha indica derivada com respeito ao tempo conforme η. As equações
de Euler-Lagrange determinam a evolução de f . São simplesmente Para os modos
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de Fourier fk = 1
(2π)3

∫
d3xf(η,x)e−ik·x,

f ′′k +
(
k2 − a′′/a

)
fk = 0, (4.53)

que é igual à Eq.(4.38) para Rk, com z substitúıdo por a. A quantização canônica
de f se dá impondo a relação de incerteza [f(η,x), π(η,x′)] = iδ3(x − x′), ou
[fk(η), πk(η)] = iδ3(k + k′). O espaço de Fock se constrói a partir da definição
dos operadores de aniquilação e criação α tais que fk(η) = αkf

cl
k + α†k f

cl∗
k , com

f clk solução da equação clássica (4.53). A relação de incerteza induz sobre os αs
a comutação (f clk , f

cl∗
k ) [αk, α

†
k′ ] = δ3(k + k′), onde o produto interno de Klein-

Gordon (fk, f
∗
k )

(f clk , f
cl∗
k ) ≡ −i(f clk ∂ηf cl∗k − f cl∗k ∂ηf

cl
k ) = 1 (4.54)

deve ser normalizado para se obter o comutador usual [αk, α
†
k′ ] = δ3(k + k′).

Assumindo que o estado inicial do campo é um vácuo |0〉, aniquilado por αk, e
usando as regras de comutação se chega ao valor médio

〈fk fk′〉 ≡ 〈0|f †k fk|0〉 = (2π)3|f clk |2 δ3(k + k′),

e voltando a δφ = f/a,

〈δφk δφk′〉 = (2π)3a−2|f clk |2 δ3(k + k′). (4.55)

Diferentes escolhas da solução f clk correspondem a diferentes escolhas do vácuo.
No espaço de de Sitter existe uma escolha preferencial, o vácuo de Bunch &
Davies (1978), que assume no limite muito interior ao horizonte de Hubble os
modos são insenśıveis à presença da curvatura e se comportam como part́ıculas
livres de frequência positiva em Minkowski. A solução geral da Eq.(4.53) para
a = −1/Hη é a famı́lia fk = A±(k)e±ikη(1 ± i/kη), e a solução que obedece a
condição apropriada em η → −∞, normalizada de acordo com (4.54) é

fBDk = (1/2k)1/2(1− i/kη)e−ikη. (4.56)

Substituindo f cl = fBD na Eq.(4.55) dá

〈δφk δφk′〉 = (2π)3 (H2/2k3)[1 + k2/a2H2] δ3(k + k′). (4.57)

O modo k deixa o horizonte quando k ≤ aH. Então o segundo termo nos col-
chetes se torna subdomintante e, após algum tempo de inflação, despreźıvel.
Defina Pδφ = (2π)3H2/2, em analogia à Eq.(4.45). Em um espaço aproxima-
damente dS4, durante a fase de slow-roll, H varia lentamente com φ̄, e temos
Pδφ = (2π)3H2(k)/2, com H2(k) sendo H2(φ̄) avaliado no instante de sáıda do
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horizonte em que a(φ̄)H(φ̄) = k. Por fim, usando (4.51) com a aproximação de
que 〈δφk δφk′〉 = k−3Pδφ(k)δ3(k + k′), temos o espectro de potência escalar numa
inflação de slow-roll:

Ps(k) = (2π)3

2
(H2(k)/ ˙̄φ)2 = 2π3

[
H2(φ̄)

εH(φ̄)

]
k=aH

, (4.58)

onde εH é o parâmetro de slow-roll de Hubble (3.13). Isso fornece enfim uma
relação entre o ı́ndice espectral (4.46) e os parâmetros de slow-roll (3.22). Lem-
brando que H é aproximadamente constante, temos

ns − 1 =
d logPs
d log k

=
d logPs
d log aH

≈ d logPs
d log a

=
1

HPs
dPs
dt

.

ou seja,

ns(k) = [1− 2εH − ηH ]k=aH . (4.59)

Como visto no §4.2, os modos tensoriais se divididem em dois modos esca-
lares idênticos de polarização, que são guiados pela mesma equação (4.53), cf.
Eq.(4.22). Portanto toda a formulação acima fornece o espectro de potência
(4.48) PT = 2Pδφ, ou seja

PT = (2π)3H2(φ̄), (4.60)

de maneira que o ı́ndice tensorial nT da Eq.(4.49) se escreve como

nT (k) = 2εH
∣∣
k=aH

. (4.61)

Repare que pela ausência do fator H/ ˙̄φ o resultado (4.60) para os modos tensoriais
passa por menos aproximações que no caso escalar; a existência de um ı́ndice
espectral não nulo na impressão das ondas gravitacionais na CMB é a predição
mais forte do paradigma inflacionário, medindo diretamente o primeiro parâmetro
de slow-roll.

Escrevendo PT na forma (4.47), i.e. PT = AT (q∗)(q/q∗)
nT , e inferindo AT (k∗)

e As(k∗) para uma dada escala de referência k∗ a partir de (4.58) e (4.60), temos
por fim a chamada ‘razão tensorial escalar’

r ≡ AT/As = 16εH . (4.62)

A amplitude escalar As(k∗) pode ser medida diretamente da CMB, e para k∗ =
0.05 Mpc−1 seu valor é As ∼ 10−9. E uma vez que r ≈ PT/Ps, e PT ∼ H2 mede
o valor do raio de Hubble durante a inflação, uma medição de r fornece a ordem
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de escala de energia durante a fase inflacionária. Uma vez que durante o slow-roll
H2 ∼ V , temos

V ∼ 1063 rMeV.

É dif́ıcil medir diretamente nT , e os resultados observacionais são dados tipica-
mente por ns e r, que servem para parametrizar diferentes modelos inflacionários.
As medições recentes de Planck Collaboration et al. (2016b) dão

ns = 0.968± 0.006 r < 0.11. (4.63)

O valor ns ≈ 1 revela que o espectro de potência Ps é quase independente de k,
logo todas as escalas são equivalentes (o chamado ‘espectro de Harrison (1970)-
Zeldovich (1972)’), este efeito é de fato observado na CMB (ver fórmula (4.44)).
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Caṕıtulo 5

Tópicos sobre a termodinâmica
do Universo

5.1 Termodinâmica de universos de FLRW

No universo espacialmente homogêneo e isotrópico, a cada instante de tempo
todo o fluido deve estar em equiĺıbrio termodinâmico a uma temperatura T e
pressão P constantes ao longo das seções espaciais Kt; caso contrário — se, por
exemplo, P fosse uma função P (x) sobre Kt — seria quebrada a homogeneidade
e o espaço-tempo não seria descrito pela métrica de FLRW. Em outras palavras,
as grandezas termodinâmicas que descrevem o ‘fluido cósmico’ só podem variar
com um único parâmetro λ(t) correspondente ao tempo cósmico t; com isso não
podem ser todas independentes entre si, e é posśıvel escolher uma delas como λ.
Escolha T = λ(t), e todas as grandezas termodinâmicas são funções apenas da
temperatura.

Considere-se o sistema termodinâmico composto pelo fluido no interior de um
volume arbitrário V . A energia interna do fluido, E(T ), sua pressão, P (T ), e sua
entropia, S(T ), obedecem a relação fundamental da termodinâmica:

dE = TdS − PdV. (5.1)

O volume V é arbitrariamente delimitado, mas a densidade de energia ρ ≡ E/V
é uma caracteŕıstica do fluido (de fato, a componente 00 do tensor de energia-
momento T µν). Defina a densidade de entropia s ≡ S/V , e a relação fundamental
d(ρV ) = Td(sV )− PdV fica

ρ dV + V
∂ρ

∂T
dT = (Ts− P )dV + TV

∂s

∂T
dT.

A condição de integrabilidade de (5.1) é a igualdade dos coeficientes de dV e de
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dT de cada lado da equação acima. Os coeficientes de dV dão

s(T ) =
1

T
(ρ(T ) + P (T )) , (5.2)

e os coeficientes de dT fornecem ∂ρ/∂T = T∂s/∂T . Como ambas ρ(T ) e s(T )
são funções da temperatura apenas, as derivadas parciais podem ser substituidas
por derivadas totais e com isso, ao se derivar P (T ) obtém-se, de acordo com a
Eq.(5.2),

dP/dT =
1

T
(%(T ) + p(T )) . (5.3)

Se V = V0 × a3(t), com V0 uma constante fixa, então a mudança no volume
do sistema se deve apenas à expansão cósmica e é um processo termodinâmico
reverśıvel. A reversibilidade pode ser comprovada se demonstramos que a entropia
é constante ao longo do processo, ou seja, para um volume comóvel unitário

S(a3, T ) ≡ a3s(T ) =
a3

T
(%(T ) + P (T )) = constante. (5.4)

De fato, integrando a Eq.(5.3) para uma função ρ = ρ(P ) arbitrária temos

T (P ) = α exp
[∫
dP/(P + ρ)

]
(5.5)

o que, substitúıdo em (5.2) dá para a densidade de entropia

s = 1
α

(P + ρ) exp
[
−
∫
dP/(P + ρ)

]
. (5.6)

α é uma constante de integração (cf. Eq.(5.11) abaixo). Derivando com respeito

ao tempo temos ṡ = 1
α

exp
[
−
∫

dP
P+ρ

]
ρ̇, ou seja:

ṡ/s = ρ̇/(p+ ρ). (5.7)

Agora, para S = a3s, temos Ṡ = a3ṡ+ 3a2ȧs = a3s (ṡ/s+ 3H) e, usando (5.7),

Ṡ = S

(
ρ̇

ρ+ P
+ 3H

)
. (5.8)

Mas o termo entre parênteses se anula pela equação de continuidade, logo Ṡ = 0.
A reversibilidade do processo termodinâmico de expansão do fluido devida à

expansão do universo, expressa pela Eq.(5.4), permite que se use a temperatura
como um relógio cósmico. Derivando a Eq.(5.4) temos que 3a2 ȧ+a3(∂s/∂T )Ṫ =
0, logo

dT

dt
= −3

(∂s/∂T )

s(T )

ȧ

a
,
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cujo último termo pode ser eliminado pela equação de Friedmann ȧ/a =
√

8πG
3

√
ρ

(num universo plano em expansão). Assim, sabendo a entropia e a (densidade
de) energia interna como função de T sabemos como o tempo cósmico evolui com
a temperatura ou vice-versa:

t = − 1√
24πG

∫
dT

(∂s(T )/∂T )

s(T )
√
ρ(T )

. (5.9)

É através dessa correpondência que se pode contar a história do ińıcio do Universo
como uma sucessão (temporal) de processos a energias (temperaturas) conhecidas.
Uma descrição detalhada pode ser encontrada, e.g., em Weinberg (2008) (ver
também Weinberg (1993)).

No denominador do integrando de (5.9) é necessário saber ρ = ρ(T ), e para
isso é suficiente saber a equação de estado P = P (%), com o que se torna posśıvel
integrar a Eq.(5.5) e usar mais uma vez uma a equação de estado para obter
T = T (ρ). O exemplo mais simples (e significativo) vem de equações de estado
lineares p = w ρ, com w constante, para as quais a integral é imediata e dá

ρ(T ) = constante× T
(w+1)
w , (5.10)

descrevendo como a energia do fluido (ou gás) depende da sua temperatura. Para
radiação (um gás de fótons), onde a equação de estado é P = 1

3
ρ, i.e. w = 1

3
, a

relação (5.10) é a conhecida Lei de Stefan et al. (1879) e Boltzmann (1884). A
ńıvel de “termodinâmica clássica”1 a constante, vinda da integração da Eq.(5.3),
não pode ser determinada a não ser experimentalmente; no caso da radiação (de
corpo negro), escrevendo aqui explicitamente a velocidade da luz c,

ρ(T ) =
4σSB
c
× T 4, (5.11)

σSB é a ‘constante de Stefan-Boltzmann’, e fica determinada a partir da distri-
buição estat́ıstica de Planck em termos da constante de Boltzmann como

σSB =
π2k4

B

60~3c2
.

Ver, e.g., Landau & Lifshitz (1980). Note que isso determina também o valor
de S = a3s na Eq.(5.4), para radiação. Como ρ = ρR/a

4, a Eq.(5.11) dá T =
(c ρR/4σSB)1/4 a−1. Além disso, s = (4/3) ρ/T = (42σSB/3c)T

3, logo

SR =

(
45ρ3

R σSB
34 c

)1/4

. (5.11)

1i.e., sem a Mecânica Estat́ıstica. Ver Fermi (1956).
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*
Potenciais termodinâmicos

A função ρ(T ) determina a energia interna como função do volume e da tem-
peratura, E(V, T ) = V ρ(T ). Na relação fundamental (5.1), entretanto, a tempe-
ratura não entra como variável independente e o lado direito da igualdade revela
que ali temos E = E(V, S). A energia interna como função do volume e da
entropia é dita um ‘potencial termodinâmico’ do sistema, uma vez que de suas
derivadas se obtêm as outras duas grandezas termodinâmicas (no caso a tempe-
ratura e a pressão); basta olhar os coeficientes dos diferenciais na Eq.(5.1) para
saber

P = −∂E(V, S)

∂V
, T =

∂E(V, S)

∂S
. (5.12)

Para elevar a temperatura à condição de variável independente assim como ela
aparece na Eq.(5.2), é necessário realizar uma ‘transformada de Legendre’ de
E(V, S), i.e.

dE = TdS − PdV = d(TS)− SdT − PdV logo d(E − TS) = −SdT − PdV,

e do lado direito temos T como variável independente como se deseja. Portanto,
F (V, T ) ≡ E−TS é uma função do volume e da temperatura; trata-se de um novo
potencial termodinâmico já que as outras grandezas (aqui a entropia e a pressão)
são obtidas a partir de suas derivadas. Uma nova transformada de Legendre pode
substituir V por P , levando ao potencial termodinâmico

Φ(P, T ) ≡ E − TS + PV, (5.13)

do qual se obtém volume V = ∂Φ(P, T )/∂P e entropia S = −∂Φ(P, T )/∂T .
Os potenciais termodinâmicos F (V, T ) e Φ(P, T ) são conhecidos como ‘energias
livres’, respectivamente de Helmholtz e de Gibbs.

Ao redor do volume V delimitando o sistema termodinâmico, desenhe o vo-
lume V̄ � V , muito maior que o primeiro e cujo conteúdo funciona como um meio
com o qual V se encontra em equiĺıbrio térmico. (Pode-se pensar em V̄ ∼ (1/H)3,
da ordem do volume de Hubble, i.e. V̄ corresponde efetivamente ao “resto do uni-
verso”.) Qualquer processo deve obedecer a Segunda Lei da Termodinâmica, e
a entropia total S0 = S + S̄ não pode decrescer. Da relação fundamental (5.1),
vemos que S0 é uma função de E0 = E + Ē e V0 = V + V̄ . Sendo Ē � E e
V̄ � V , podemos expandir em primeira ordem

S0(E0, V0) = S̄(E0 − E, V0 − V ) + S(E, V ) ≈

≈ S̄(E0, V0)−
[
∂S̄(Ē, V̄ )

∂Ē

]
0

E −
[
∂S̄(Ē, V̄ )

∂V̄

]
0

V + S(E, V ).
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O subscrito [· · · ]0 indica que devemos avaliar as derivadas para os argumentos
Ē = E0 e V̄ = V0 relativos ao sistema total. Mas note que, pela segunda das
Eqs.(5.12), a primeira das derivadas[

∂S̄(Ē, V̄ )

∂Ē

]
0

= 1
/[∂Ē(V̄ , S̄)

∂S̄

]
0

= 1/T0.

Quanto à segunda, dividindo ambas as Eqs.(5.12),

P/T = −(∂E/∂V )S
(∂E/∂S)V

=

(
∂S

∂V

)
E

, vemos que

[
∂S̄(Ē, V̄ )

∂V̄

]
0

= P0/T0.

Cf. §I.1. Voltando à Eq.(5.1), o que obtemos é que S0 = S̄−(E+P0V −T0S)/T0.
Mas a expressão em parênteses é precisamente o potencial de Gibbs (5.13) do
sistema dentro do volume V , logo

S0 = S̄ − Φ(P0, T0)/T0. (5.12)

O sistema total entra em equiĺıbrio para o maior valor posśıvel de S0 e, portanto,
no equiĺıbrio termodinâmico o potencial de Gibbs se encontra em um mı́nimo.

*
Desigualdades termodinâmicas

A cada instante t do tempo cósmico o fluido se encontra em equiĺıbrio termo-
dinâmico com pressão e temperatura constantes, e resulta que as hipersuperf́ıcies
Kt do universo de FRW são equipotenciais de Φ(P, T ). Escolha uma dessas hi-
persuperf́ıcies, digamos

K0 = {Φ(P0, T0) = Φ0 = constante},

contendo os volumes V e V̄ do sistema e do meio, em equiĺıbrio térmico a tem-
peratura e pressão T0 e P0. Considere uma pequena variação δV do volume do
sistema, mas sem sair da superf́ıcie K0. Repare que, sob a ação apenas da gra-
vidade no espaço-tempo homogêneo e isotrópico, qualquer variação δV se dá na
direção tipo-tempo perpendicular a K0 — e é a dinâmica desta variação que até
aqui vimos descrevendo. O que agora estamos considerando é uma variação na
direção tipo-espaço tangente a K0 que, portanto, não pode ser efetuada pela gra-
vitação de FRW apenas. Imagine então que δV seja realizada por um “agente
externo”, por exemplo uma pequena variação no potencial gravitacional devida
a perturbações da métrica. A flutuação retira o sistema do equiĺıbrio, e uma vez
que no estado de equiĺıbrio Φ se encontra em um mı́nimo, então sob a variação a
função só pode crescer; ou seja

δΦ(P0, T0) = δE − T0δS + P0δV > 0. (5.13)
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Em primeira ordem, o lado direito da equação acima se anula por conta da relação
fundamental (5.1). Devemos analisar δE(V, S) = E(V + δV, S + δS) − E(V, S)
até segunda ordem, portanto. Expandindo,

δE =
∂E

∂S
δS +

∂E

∂V
δV +

1

2

{
∂2E

∂S2
δS2 +

∂2E

∂V 2
δV 2 + 2

∂2E

∂V ∂S
δV δS

}
.

Todas as derivadas parciais são avaliadas com δS = δV = 0, no sistema em
equiĺıbiro (e, portanto, de acordo com (5.12), temos de fato que os termos de
primeira ordem são T0δS − P0δV ). Com isso a condição (5.13) é uma condição
sobre a expressão em chaves, que deve ser positiva:

∂2E

∂S2
δS2 +

∂2E

∂V 2
δV 2 + 2

∂2E

∂V ∂S
δV δS > 0, (5.14)

o que leva às condições (cf. §I.2)

∂2E

∂S2
> 0; (5.15a)

∂2E

∂S2

∂2E

∂V 2
−
(
∂2E

∂V ∂S

)2

> 0. (5.15b)

As ‘desigualdades termodinâmicas’ acima garantem a estabilidade do sistema
termodinâmico sob pequenas flutuações para fora do equiĺıbrio. (Cf. Landau &
Lifshitz (1980).) Cada uma diz respeito a uma propriedade f́ısica mensurável.

A Eq.(5.15a) é uma afirmação sobre o ‘calor espećıfico’ do material que compõe
o sistema termodinâmico. Os calores espećıficos a volume e a pressão constantes
são definidos, respectivamente, por

Cv ≡ T (∂S/∂T )V , e Cp ≡ T (∂S/∂T )P . (5.16)

De acordo com a relação fundamental (5.1), ao se fornecer uma energia dE = TdS
num processo a volume constante, a temperatura do corpo sofre um aumento dT
tal que dE = T (∂S/∂T )V dT = CvdT , ou seja,

Cv = (∂E/∂T )V , (5.17)

logo Cv mede a quantidade de calor recebida pelo corpo para que sua temperatura
aumente, a volume constante, em uma unidade (um Kelvin). Analogamente Cp.
Pela Eq.(5.12),

∂

∂S

(
∂E(S, V )

∂S

)
=

(
∂T

∂S

)
V

≡ T/Cv,
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logo a Eq.(5.15a) equivale a dizer que o calor espećıfico a volume constante de
qualquer corpo é sempre positivo,

Cv > 0, (5.18)

e a Eq.(5.17), então garante que a energia interna é uma função monotonica
crescente da temperatura. Também é posśıvel mostrar usando as definições (5.16)
que

Cp > Cv > 0, (5.19)

Em suma, a condição (5.15a) garante que em um sistema termodinamicamente
estável, um aumento na temperatura corresponde a um aumento na energia in-
terna.

Usando as Eqs.(5.12), e o fato de que ∂2E/∂S∂V = ∂2E/∂V/∂S, o lado
esquerdo da Eq.(5.15b) fica(

∂T

∂S

)
V

(
−∂P
∂V

)
S

−
(
∂T

∂V

)
S

(
−∂P
∂S

)
V

= −∂(T, P )

∂(S, V )
,

e, desenvolvendo o Jacobiano, chegamos a

(∂P/∂V )T < 0. (5.20)

No processo sofrido pelo fluido em expansão no universo FRW o que se tem é a
entropia, não a temperatura constante. Mas

(∂P/∂V )T =
∂(P, T )

∂(V, T )
=
∂(P, T )/∂(P, S)

∂(V, T )/∂(V, S)

∂(P, S)

∂(V, S)
=

(∂T/∂S)P
(∂T/∂S)V

(∂P/∂V )S ,

e (∂T/∂S)P
(∂T/∂S)V

= Cv/Cp. Logo (5.20) em conjunto com (5.19) implicam que

(∂P/∂V )S < 0. (5.21)

As desigualdades (5.20) e (5.21) podem ser interpretadas como condições sobre a
chamada ‘compressibilidade’ do sistema termodinâmico. As ‘compressibilidades
isotérmica e adiabática’, KT e KS, se definem como

KT ≡ −
1

V

(
∂V

∂P

)
T

e KS ≡ −
1

V

(
∂V

∂P

)
S

. (5.22)

Medem a taxa de variação do volume do corpo ao se aplicar sobre ele uma pressão
em um processo isotérmico ou adiabático. Uma vez que (∂P/∂V ) = −1/V K, as
desigualdades demonstradas equivalem a

KT , KS > 0. (5.23)

Em suma, em um sistema termodinamicamente estável, o aumento no volume em
um processo isotérmico ou adiabático corresponde a uma diminuição da pressão.
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5.2 Entropias de horizontes

Na ausência de gravitação, um sistema termodinâmico isolado tende a se homo-
geneizar à medida que entra em equiĺıbrio térmico e atinge o valor máximo da
entropia. Um gás se se espalha dentro de um recipiente fechado porque ao se
distribuir uniformemente atinge uma entropia muito maior do que em uma con-
figuração em que as moléculas se concentrem ao redor de um único ponto. A
presença de um campo gravitacional produz o efeito inverso: a configuração de
maior entropia apresenta aglomerações. Num campo gravitacional homogêneo,
por causa da variação do potencial qúımico, a configuração de maior entropia
para o gás é aquela em que as moléculas estão concentradas próximas à parte in-
ferior da caixa (como na atmosfera terrestre). Em geral, a configuração de maior
entropia posśıvel para um sistema ocorre se ele forma um buraco negro.

5.2.1 A entropia de Bekenstein-Hawking

As “quatro leis da mecânica de buracos negros” apresentadas por Bardeen et al.
(1973) permitem descrever seu comportamento clássico a partir de leis análogas
às da termodinâmica: Se κ é a gravidade superficial no horizonte de eventos que
possui área A, e M é a massa do buraco negro (desconsideramos por simplicidade
rotação e carga elétrica), então em qualquer processo clássico (por exemplo, a
acreção de material estelar ou a colisão de dois buracos negros) κ é constante
sobre o horizonte (Lei Zero),

δM =
κ

8π
δA (Primeira Lei); (5.24)

δA ≥ 0 (Segunda Lei). (5.25)

Nessa que era, a prinćıpio, uma analogia, a área do horizonte de eventos faz o
papel da entropia confirmando especulações anteriores de Bekenstein (1972). Uma
conexão mais profunda entre foi mais tarde estabelecida por Hawking (1975), ao
demonstrar que buracos negros irradiavam com um espectro de corpo-negro a
temperatura, em unidades naturais,

TH = (2π)−1 κ (5.26)

proporcional à gravidade superficial κ sobre o horizonte (o fato de κ ser constante
sobre o horizonte é a “Lei Zero da termodinâmica de buracos negros”). Com
isso se estabelece definitivamente uma ‘termodinâmica de buracos negros’, como
descrita por Hawking (1976) e Bekenstein (1973). A entropia, associada à área
A do horizonte de eventos, tem como coeficiente correto, em unidades naturais,1

1Devolvendo as constantes fundamentais, entropia e temperatura se lêem (note a ausência
de G em TH)

TH = (~/2πkBc)κ ; SBH = (c3/G~)A/4.
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um fator simples de 1/4, viz.

SBH = A/4. (5.27)

Esta é a conhecida fórmula de Bekenstein-Hawking. Com isso (5.24) se torna a
relação fundamental da termodinâmica, δE = THδSBH.

5.2.2 Horizontes aparentes

Um buraco negro é um espaço-tempo estacionário, mas em espaços dinâmicos é
mais adequado utilizar uma definição local para o horizonte que não caia em pro-
blemas teleológicos, como discutido no §2.5.2, onde se argumenta pela utilização
de horizontes aparentes como limite causal no caso de universos de FLRW. Ape-
sar de sua termodinâmica não ser tão definitivamente bem definida como a dos
buracos negros, o horizonte aparente, que denotaremos por H , possui proprie-
dades interessantes. Pode-se definir a entropia usual de Bekenstein-Hawking (um
quarto da área), e a temperatura de Akbar & Cai (2007); Cai & Kim (2005),

SA =
1

4
(4π`2

A), e TA =
1

2π`A
. (5.28)

A gravidade superficial do horizonte aparente é1

κ =
1

2
√
−Det h

∂A

(√
−Det h hAB∂BR

) ∣∣∣
H
,

e quando R = `A é dado pela Eq.(2.55), `A = 1/
√
H2 +K/a2,

κ = − 1

`A

(
1− 1

2H`A
˙̀
A

)
. (5.29)

Considerando que `A muda lentamente, pode-se desconsiderar a derivada no inte-
rior dos parênteses e a temperatura de Cai-Kim (5.28) fica dada por TA ≈ |κ|/2π,
como na Eq.(5.26). Aqui vale ressaltar que há outras prescrições para a tempe-
ratura do horizonte aparente, incluindo definir TA = −κ/2π, que entretanto não
é positiva definida por conta do termo em parênteses na Eq.(5.29). Para uma re-
visão das diferentes escolhas para a temperatura e os respectivos usos e limitações,

1A gravidade superficial de um horizonte de Killing gerado pelo vetor de Killing ξµ estático
é definida por κ tal que ξµ∇µξν = κ ξν sobre o horizonte. Em espaços dinâmicos, na ausência
de um vetor de Killing tipo-tempo, pode-se utilizar o ‘vetor de Kodama’, uma generalização
do vetor de Killing, ver Abreu & Visser (2010); Hayward (1998), para definir κ, que é o que
fazemos. A definição, entretanto, não é única.
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ver Tian & Booth (2015). Nós vamos assumir a prescrição (5.28). Vários tra-
balhos mostram a equivalência das equações de Friedmann com a relação termo-
dinâmica fundamental sobre o horizonte aparente,

−dE = TA dSA equivale a Ḣ = −4π(P + ρ).

Ver, e.g. Akbar & Cai (2007); Cai & Kim (2005); Hayward (1998); Hayward
et al. (1999); Tian & Booth (2015). (A ligação entre a relação fundamental da
termodinâmica e as equações de Einstein, observada por Jacobson (1995), parece
ser um fato bastante geral, e ter um significado profundo; ver, e.g. Padmanabhan
(2002).)

5.2.3 A entropia na gravitação de Gauss-Bonnet

Na vizinhança de uma singularidade, a ação de Einstein-Hilbert deve ser modifi-
cada. Considerando uma expansão em termos da curvatura, do tipo∫

d4x
√
−g
[
R + α(R2 + β RµνR

µν + · · · ) + γ(R3 + · · · )
]
,

os novos termos levam a equações de campo com altas derivadas (e, portanto, a
problemas de instabilidade), a não ser nos casos em que se combinam para formar
as densidades de Euler. Este é o teorema de Lovelock (1971). Mais precisamente,
na Lagrangeana de Lovelock, os termos de ordem n no tensor de Riemann (e.g. R
é de ordem 1, RαβµνR

αβµν de ordem 2, RRµνR
µν de ordem 3, etc.) correspondem

à densidade de Euler em 2n dimensões,

n!
2n
δα1

[µ1
δβ1
ν1
· · · δαnµn δ

βn
νn]R

µ1ν1
α1β1 · · ·Rµnνn

αnβn .

Fica evidente da antisimetria acima que os termos com n > d/2 são identicamente
nulos, portanto para d = 4 a Lagrangeana se resume aos termos com n = 0 e
n = 1, uma constante cosmológica e o escalar de Ricci, ou seja: a Lagrangeana
de Einstein-Hilbert. O termo com n = 2, a densidade de Euler em 4 dimensões,

χGB = R2 − 4RµνR
µν +RαβµνR

αβµν .

é conhecido como termo de Gauss-Bonnet (GB), e é previsto enquanto correção
de primeira ordem pela teoria de cordas, Boulware & Deser (1985); Zwiebach
(1985); para dimensões d > 4, ele é relevante dinamicamente, mas em d = 4 sua
integral sobre o espaço-tempo fornece o genus da variedade. Com a inclusão do
termo de GB, ação gravitacional fica

1

2κ2

∫
d4x
√
−g
[
R− 2λ `2

GB(R2 − 4RµνR
µν +RαβµνR

αβµν)
]
. (5.30)
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É necessária a inclusão de um novo parâmetro `GB, com dimensão de compri-
mento, para compensar as novas derivadas da métrica; λ é um número adimensi-
onal. Por ser um invariante topológico em d = 4, a inclusão do termo de GB não
modifica as equações de movimento (a variação δχGB/δg

µν = 0), que permane-
cem idênticas às equações de Einstein. Apesar disso, o termo de Gauss-Bonnet
contribui para a entropia de horizontes.

Considere uma teoria covariante de gravitação genérica, cuja Lagrangeana
tem a forma L (gµν , Rµν

αβ); por exemplo, a gravitação de Einstein-Hilbert, ou a
de Lovelock. A simetria sob difeomorfismos cria uma corrente conservada, e com
ela uma carga de Noether. Foi mostrado por Wald (1993) que em um espaço-
tempo onde ξα é um vetor de Killing possuindo um horizonte H com esfera de
bifurcação B cuja gravidade superficial vale κ, a carga de Noether

2π

κ

∮
B

∂L

∂Rαβµν

εαβεµν , (5.31)

onde εαβ é a forma binormal a B, é a entropia de H . Se L é a Lagrangeana
de Einstein-Hilbert, a integral acima sobre o horizonte de um buraco negro dá
a entropia usual de Bekenstein-Hawking. Em um universo de FLRW, a fórmula
(5.31) se reduz à seguinte expressão para a entropia do horizonte aparente:1

SA = 8π2 (κH)−2(1− 2λ`2
GBH

2). (5.32)

A contribuição do termo de GB para a entropia mesmo que ele não afete as
equações de movimento vem do fato de que a carga de Noether-Wald é obtida de
uma integral sobre uma superf́ıcie, em um procedimento independente da variação
da ação. A Eq.(5.32), obtida por Sinha (2011),2 pode ser interpretada como uma
entropia de emaranhamento sobre o horizonte aparente, logo uma medição da
entropia da matéria exterior ao horizonte.

5.3 A Segunda Lei da Termodinâmica, Genera-

lizada

A introdução de uma entropia associada a horizontes de eventos leva a uma
Segunda Lei Generalizada da Termodinâmica (SLG),

δ(Smat + Sgrav) ≥ 0. (5.33)

1O coeficiente do termo 8π2/(κH)2 se reduz ao conhecido 1
4A = π/H2 quando se usa

unidades geometrizadas em que G = 1, logo κ2 = 8πG = 8π.
2Ver também Myers & Sinha (2011).
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5.3.1 Limites de entropia

A validade da Segunda Lei Generalizada impõe limites para o valor máximo
posśıvel para a entropia Smat de um sistema termodinâmico. Considere um sis-
tema com entropia Smat que cai no interior de um buraco negro de área A. A en-
tropia do sistema se perde atrás do horizonte de eventos, logo δSmat = −Smat < 0
e a Segunda Lei é violada a menos que A aumente o suficiente para que δSgrav

compense a perda de Smat. Mas a área do horizonte de eventos depende apenas
da massa do buraco negro, e portanto δA depende apenas da massa (energia) E
do sistema material, e não de Smat. Deve haver, por isso, um limite fundamental
superior para a entropia contida no sistema material, que impeça a violação da
SLG; por estar associado à gravitação, este limite deve levar em conta tanto a
energia interna E quanto as dimensões (a geometria) do sistema. Nesse sentido,
Bekenstein (1981) argumenta que para um sistema com gravitação própria fraca
vale

Smat ≤ 2π E R, (5.34)

onde R é o raio da menor esfera que se pode traçar ao redor do sistema. Este
ficou conhecido como ‘limite de Bekenstein’. (Devolvendo as constantes, Smat ≤
(kB/~c)× 2π E R.)

Outro limite pode ser obtido considerando-se que um sistema de massa m só é
gravitacionalmente estável se for maior que seu raio de Schwarzschild, isto é, se o
raio R da menor esfera que contém o sistema for R ≥ 2m, e o limite de Bekenstein
então implica que (E = m, em unidades naturais) Smat ≤ 2πmR ≤ π R2; ou seja,

Smat ≤ A/4, (5.35)

onde A é a área da menor esfera contendo o sistema. Em outras palavras, a
entropia de um sistema material é sempre menor que a entropia que teria um
buraco negro formado pelo seu conteúdo. Este é conhecido como o ‘limite de
entropia esférico’.

Há outros tipos de limites similares. Tudo parece indicar que a área de um
horizonte de eventos codifica toda a entropia contida em seu interior, e que há
uma relação profunda entre geometria e informação (quântica). Uma revisão
detalhada desse ‘Prinćıpio Holográfico’ é dada por Bousso (2002).

5.3.2 A Segunda Lei Generalizada e a cosmologia

A formulação de uma Segunda Lei Generalizada para horizontes cosmológicos é
problemática. Considere, por exemplo, o espaço-tempo de de Sitter, que pos-
sui um horizonte de eventos estático a uma distância `H = 1/H da origem, ver
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Apêndice D. Nas coordenadas em que dS4 descreve um universo de FRW com
fator de escala a = eHt, H corresponde ao fator de Hubble, H = ȧ/a. A pre-
sença de um horizonte estático faz de dS4 muito parecido com o espaço-tempo
de Schwarzschild, em vários sentidos; em particular, como mostrado por Gib-
bons & Hawking (1977b), o horizonte cosmológico possui gravidade superficial
κ constante, e irradia um espectro de corpo-negro com temperatura dada pela
fórmula (5.26). Entretanto, como observado, por exemplo, por Davies & Davis
(2002), há uma série de questões quanto à interpretação da área do horizonte de
de Sitter como uma entropia. Em particular, a ausência de um parâmetro que
faça o papel da massa do buraco negro torna amb́ıguo o cálculo de ganho e perda
de entropia que leva, por exemplo, ao limite de Bekenstein descrito acima. Uma
interpretação para a entropia na área de um buraco negro é como codificação dos
graus de liberdade finitos escondidos na região interior ao horizonte, mas no caso
de dS4 a região inacesśıvel é infinita: o horizonte cosmológico envolve o observa-
dor, e tudo a uma distância ` > `H é causalmente inacesśıvel. Nesse sentido, uma
entropia finita, A/4 = π2/H, codificaria infinitos graus de liberdade. Abordagens
para o problema da SLG na cosmologia podem ser encontradas, por exemplos,
em Brustein (2000); Davies & Davis (2002); Easther & Lowe (1999).

Recentemente, Bousso & Engelhardt (2015a) demonstraram um novo teorema
no mesmo esṕırito da Eq.(5.25) a respeito do crescimento da área das superf́ıcies
(bidimensionais) espaciais que folheiam uma hipersuperf́ıcie (tridimensional) de
assinatura não definida chamada de ‘tela holográfica’. A descrição do teorema se
encontra no Apêndice G. Usando este resultado, os mesmos autores formularam
uma definição uńıvoca de uma SLG cosmológica. Seja Σ uma superf́ıcie de Cauchy
em um espaço-tempo, e σ ⊂ Σ uma superf́ıcie tipo-espaço que divide Σ em duas
porções que indicaremos por Σin e Σex como na Fig.5.3.2. Bousso & Engelhardt
(2016)) definem a ‘entropia generalizada de σ’ como

Sgen(σ) ≡ (1/4)A(σ) + Sex + · · · , (5.36)

onde as reticências indicam posśıveis contratermos na entropia de von Neumann
sobre a superf́ıcie Σex, dada por Sex = −Trρex log ρex, com a densidade de entropia
ρex correspondendo aos graus de liberdade (quânticos) em Σex. Pode-se usar,
alternativamente, Sin, a entropia sobre Σin, com o mesmo resultado final do
crescimento da entropia generalizada.

Fazendo uma pequena deformação de Σex numa das direções nulas kµ que
partem de σ, chega-se a uma nova superf́ıcie σ′ com área A′ e uma nova superf́ıcie
exterior Σ′ex com entropia S ′ex. Tome o limite em que δA = A′ − A e δSex =
S ′ex − Sex tendem a zero. Se λ é o parâmetro afim da geodésica nula na direção
em questão passando por y ∈ σ, então defina a ‘expansão quântica’ como

Θk[σ; y] ≡ lim
δA→0

(4/δA)(dSgen/dλ)
∣∣∣
y
. (5.37)
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Figura 5.1: Q é a tela-Q em um universo de FLRW com um big-bang e uma
constante cosmológica. A entropia generalizada cresce na direção das setas (fu-
turo). A linha pontilhada descreve a tela holográfica clássica H , que coincide
com o horizonte aparente. Ver Apêndice G. Acima do diagrama, mostra-se a
construção geométrica, associada à definição de uma entropia generalizada para
a 2-superf́ıcie σ que divide uma 3-superf́ıcie de Cauchy Σ, por meio de uma
deformação da superf́ıcie exterior Σex na direção nula kµ, seguindo Bousso &
Engelhardt (2016).

Θ é análoga à expansão θ de uma famı́lia de geodésicas nulas, e com isso se pode
definir, analogamente à definição de uma tela holográfica (cf. Ap. G), uma ‘tela-
Q’ como uma hipersuperf́ıcie folheada por superf́ıcies σ em que Θk[σ] = 0 em
uma das direções. Com isso se pode, por fim, conjecturar que, “sendo Q uma
tela-Q com folheação σ(r). Então a entropia generalizada Sgen(r) ≡ Sgen[σ(r)]
cresce estritamente ao longo da folheação:

dSgen/dr > 0.

Bousso & Engelhardt (2016) demonstram a validade da conjectura em casos im-
portantes, e dão motivos para se acreditar que ela seja válida sempre. Um exemplo
concreto da validade da conjectura será dado no §10.3.3.

5.4 A entropia no Universo e a peculiaridade do

big-bang

A Teoria da Relatividade Geral é invariante sob reflexões temporais. Isto é, dado
um espaço-tempo com orientação temporal definida, a operação τ 7→ −τ sobre
a coordenada tipo-tempo é um difeomorfismo e, pela covariância geral da teoria,
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uma simetria das equações de campo. Assim, a assimetria entre passado e futuro,
i.e. a seta do tempo observada na natureza, não pode ter sua origem na dinâmica
da Relatividade; deve se tratar de um fenômeno estat́ıstico introduzido por um
análogo do Teorema-H de Boltzmann (ver Pauli (1973) ou, em maiores detalhes,
Tolman (1938)): uma transição para um estado em que a entropia diminua é
muito pouco provável.

5.4.1 Inventário de entropia

Estimativas das contribuições para a entropia total vindas de diversos tipos de
processos são encontradas em Bousso et al. (2007), em Frampton et al. (2009)
e, com valores mais detalhados, em Egan & Lineweaver (2010). Nesta seção
vamos apresentar o racioćınio por trás das estimativas simplificadas das maiores
contribuições relativas à matéria — CMB, estrelas, meio intergaláctico, etc. Para
isso, será útil adiante uma estimativa de quantos bárions existem no Universo. A
densidade de energia total do Universo hoje é dada por (cf. Eqs.(2.59) e (2.68c))

ρcrit = 3H2
0/8πG ≈ 8.58× 10−27 kg/m3.

Apenas 4.8% desse valor, ∼ 4.1× 10−28 kg/m3, corresponde a matéria bariônica,
cf. Eq.(2.68b). A massa do conteúdo bariônico é amplamente dominada pela
massa de prótons e nêutrons, mp ≈ 1, 67× 10−27 kg; portanto no Universo há

4.1× 10−28 kg/m3

1.67× 10−27
≈ 0.25 núcleons por metro cúbico. (5.38)

O número total de bárions é obtido da massa total dentro do volume do Universo
viśıvel. De acordo com a Eq.(2.75), c/H0 ∼ 1027 m, logo o volume de Hubble
4
3
π(c/H0)3 ∼ 4× 1081 m3 e,

NB (Número de núcleons no Universo observável) ∼ 1081. (5.39)

*
A entropia de estrelas e poeira iluminada (nós)

De acordo com o inventário cósmico de Fukugita & Peebles (2004), da fração
Ωb de bárions presentes no Universo (Eq.(2.68b), cerca de 0.002 acabaram for-
mando estrelas (da sequência principal do diagrama de Hertzsprung-Russell).
Com isso, consideramos que 10% dos bárions no Universo formam estrelas, e des-
tes apenas 10% são utilizados nos processos de fusão, logo cerca de NB/100 ∼ 1079

contribuem para a entropia do processo de nucleośıntese estelar.
Para estimar a produção de entropia por bárion Bousso et al. (2007) consi-

deram a energia por bárion gerada no processo de fusão mais comum, a fusão
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de Hidrogênio em Hélio na cadeia próton-próton, cuja reação total, 4p → 4He
(contando apenas bárions), libera cerca de 27 MeV; logo ∼ 7 MeV por bárion.
As estrelas na sequência principal irradiam tipicamente no espectro do viśıvel,
a temperatura T ∼ 1 eV. (E.g. o Sol, a temperatura de cerca de 6 × 103 K,
ou 0.5 eV.) A entropia por bárion pode ser estimada como a razão da energia
liberada por bárion no processo e a temperatura dos fótons finais (E = TS), ou
seja 7 MeV / 1 eV ∼ 106. Levando em conta a fração de bárions que entra nesses
processos, temos uma entropia total ∼ 104NB.

Uma observação feita por Bousso et al. (2007) é de que cerca de metade
dos fótons emitidos pelas estrelas são absorvidos e reemitidos por material in-
tergaláctico a uma temperatura bem menor, de cerca 20 meV, no espectro do
infravermelho. Isso corresponde a uma entropia

Snós ∼
(

7 MeV

10 meV
× 10−2 × NB

)
kB ∼

(
106 × NB

)
kB ∼ 1087kB.

O ı́ndice “nós” se refere ao fato de que parte dessa contribuição é advinda de nós
mesmos — o planeta Terra faz parte da poeira intergaláctica que reprocessa a luz
estelar. Como observado por Schrödinger (1944), ver também Penrose (1989b),
é justamente o fato de o Sol banhar a Terra de maneira anisotrópica (há o dia
e há a noite) com fótons de entropia menor do que os fótons (infravermelhos)
que o planeta irradia termicamente — é essa atuação do Sol como “fonte de
baixa entropia” — o principal motivo que permite a criação cont́ınua e estável de
sistemas altamente ordenados na superf́ıcie do planeta sem que haja uma violação
global da Segunda Lei da Termodinâmica.1

*
A entropia da Radiação Cósmica de Fundo

A entropia da CMB pode ser facilmente calculada. Sendo um gás de fótons a
temperatura T0 = 2.726 K, sua densidade de entropia é dada pela Eq.(5.2), com
P = ρ/3,

s(T ) = 4
3
ρ(T )/T,

e a densidade de energia obedece a Lei de Stefan-Boltzmann (5.11), logo

sCMB(T0) =
4π2

45

k4
B

~3c3
T 3

0 ∼ 1.5× 109 kB/m
3. (5.40)

1A “entropia negativa” fornecida pelo Sol entra na cadeia alimentar através da fotosśıntese
(em particular, de fitoplâncton) e se propaga cadeia acima. Deve-se mencionar que há alguns
microorganismos (qumiolitótroficos; exemplo notável são bactérias vivendo próximo a fontes
termais no fundo do oceano, onde não há luz) que estão fora desse ciclo por não utilizarem
a fotosśıntese como fonte de energia, e sim compostos inorgânicos presentes no ambiente — a
procura por ind́ıcios da presença desse tipo de vida primitiva é relevante para a astrobiologia.
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Assim, no interior do volume de Hubble temos um número três ordens de grandeza
maior do que Snós,

SCMB ∼ 1090 kB.

Esta é a maior contribuição para a entropia do Universo vinda de fontes “não-
gravitacionais” (i.e. buracos negros, etc.); a segunda maior contribuição é Snós. As
estimativas da contribuição de outros tipos de processos podem ser encontradas
em Bousso et al. (2007) e Egan & Lineweaver (2010). A entropia total devida a
processos relativos à matéria presente no Universo hoje é, portanto,

Smat(t0) ≈ SCMB + Snós ∼ 1090 kB. (5.41)

Como visto no §5.1, a evolução do conteúdo material do Universo é adiabática
(o Universo é um sistema termodinâmico fechado), e portanto deixa constante
Smat. Visto assim, o valor enorme de Smat pode aparecer como um problema: Por
que o Universo começou com uma entropia tão grande? (Ou, ainda: por que a
entropia total Smat ∼ 1090 e a “massa” total do Universo

48%× ρcrit × 4
3
π(c/H0)3 ∼ 1055 kg ∼ 1064 mPl,

cf. Eq.(5.38), são tão maiores que a escala de Planck?) No contexto da inflação,
essa pergunta ficou conhecida como o “problema da entropia” (ver, e.g., Linde
(1990, 2005)), e se argumenta que a solução existe em alguns modelos, embora
não em todos. Por exemplo, em modelos de inflação caótica o inflaton pode
começar o mais “alto” posśıvel em seu potencial, de maneira que o universo tenha
densidade de energia, tamanho e massa todos da ordem da escala de Planck e,
também, uma entropia de ordem 1. Mais tarde, durante o reheating, se produz,
de alguma maneira, a entropia toda que vemos hoje.

*
A entropia de todos os buracos negros no Universo

Considere agora a entropia Bekenstein-Hawking (5.27). Para um buraco negro
de Schwarzschild (sem momento angular nem carga) de massa M , a área do
horizonte é 4πr2

S, com rS = 2GM/c2,

A = 16π(G/c2)2 M2 ≈ 2.8× 10−53 × (M/kg)2 ×m2 ≈ 1017 × (M/kg)2 × `2
Pl.

De acordo com o inventário cósmico de Fukugita & Peebles (2004), a massa total
de buracos negros no Universo é, aproximadamente,

ΣMBN ≈ 10−4 × ρcrit × 4
3
π(c/H0)3 ∼ 10−4 × 4× 1055 kg ∼ 2× 1025 M�,
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e se a distribuirmos em pequenos buracos negros de massa solar M� ∼ 2 × 1030

kg, cada um com área

A� ≈ 2.8× 10−53 × (M�/kg)2 ×m2 ∼ 108 m2 ∼ 4× 1087`2
Pl,

vemos que cada um deles tem entropia da mesma ordem de Snós, apenas duas
ordens de grandeza menor do que a entropia de toda a CMB. Juntando todos os
1025 buracos negros chegamos a uma entropia total ΣSBN ∼ 1025 × 1087 = 10112.
(Usamos “BN” para indicar a entropia de todos os buracos negros, e “BH” como
atalho para Bekenstein-Hawking.) Este número é na verdade um limite inferior
(e bastante módico) para a entropia de todos os buracos negros, já que grande
parte de ΣMBN não está em buracos negros pequenos mas sim nos buracos negros
supermassivos (‘SMBH’, para supermassive balck holes) no núcleo de galáxias,
ver Ferrarese & Merritt (2000); Kormendy & Richstone (1995). Cada SMBH tem
massa da ordem de 107 a 109M�, e uma entropia de 1014 a 1018 vezes maior que
a de um buraco negro de massa solar. Ou seja, só um SMBH possui entropia
SSMBH ∼ 10101–10105. Assumindo que haja cerca de 1015 SMBH no Universo, e
escolhendo valores intermediários, podemos apresentar a estimativa de

ΣSBN ∼ 10118, (5.42)

i.e., praticamente toda a entropia do Universo hoje, S0 = ΣSBN + Smat ∼ 10118,
é devida às contribuições gravitacionais de buracos negros.

*
A Flecha do Tempo

A insignificância da entropia Smat ∼ 1090 advinda de processo termodinâmicos
“ordinários”, em comparação com a entropia de horizontes de eventos SBN ∼
10118, deixa evidente que, na presença da gravitação, os processos mais vantajosos
do ponto de vista do aumento da entropia são aqueles envolvendo a aglomeração
de matéria cujo limite extremo é a formação de buracos negros. Por isso, apesar
do valor Smat ∼ 1090, a distribuição homogênea da matéria no big-bang quente
(ou no reheating) está associada a uma entropia total (relativamente) muito baixa.

De acordo com um conhecido argumento de Penrose (1979), esse fato pode
explicar a existência de uma Seta do Tempo termodinâmica no nosso Universo:
a entropia generalizada do universo primordial era muito pequena, porque não
havia aglomerações e a entropia gravitacional era praticamente nula.1 Assim,

1Para comparação, no instante de Planck tPl, o raio de Hubble que se desenvolveu no
nosso universo observável, `H(tPl) = (a(tPl)/a0)× `H(t0), media `H(tPl) ∼ 1031`Pl. Se toda a
matéria ali formasse um buraco negro de raio `H , teŕıamos um limite superior para a entropia
(o ‘limite de Hubble’) dado por ∼ `2H ∼ 1062, o que é 30 ordens de grandeza menor do que a
entropia da CMB sozinha, e quase 60 ordens menor que a entropia total que vemos hoje.
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toda a evolução cósmica até hoje corresponde ao processo em direção ao máximo
da entropia, durante o qual há a formação de estruturas: estrelas, galáxias, etc., e,
em particular, buracos negros. A questão passa a ser, então, explicar a razão pela
qual a entropia inicial era pequena e, com isso, explicar a existência da seta do
tempo. Em certo sentido, isso corresponde a explicar a homogeneidade inicial do
Universo, o que é naturalmente obtido pelo mecanismo da inflação, ou posśıveis
substitutos como o cenário pré-big-bang (cf. §6.3), como mostrado por Veneziano
(1999). Entretanto Penrose (1989a,b) e outros, e.g. Page (1983), argumentam
que mesmo o mecanismo inflacionário tem dificuldades para explicar o valor da
entropia inicial porque, basicamente, o mecanismo faz ele próprio uso impĺıcito
da existência de uma seta do tempo (i.e. de uma Segunda Lei da termodinâmica).
De acordo com Wald (2006), nenhum mecanismo dinâmico é capaz de explicar
as condições iniciais de maneira completamente satisfatória. (Para um ponto de
vista contrário, ver por exemplo Carroll & Chen (2004).)

5.4.2 A entropia do campo gravitacional e a Hipótese da
Curvatura de Weyl

Se, por um lado, a baixa entropia do big-bang tem uma natureza geométrica:
trata-se de uma singularidade “lisa”, de certa forma oposta à singularidade no
interior de um buraco negro, por outro lado o comportamento t́ıpico de sistemas
gravitacionais em colapso leva a ‘singularidades caóticas’, ou ‘singularidades BKL’
(para Belinskii-Khalatnikov-Lifshitz) no futuro, do tipo descrito por Belinskii
et al. (1970, 1982). Por exemplo, durante um colapso anisotrópico o fator de
escala se expande em algumas direções e se contrai em outras, com o volume
f́ısico total diminuindo; a expansão em cada direção dura apenas um intervalo
de tempo finito até que, bruscamente, o fator de escala passe a se contrair, para
depois bruscamente voltar a se expandir. Essas mudanças de comportamento são
caóticas e análogas à mudança de direção de uma bola de bilhar, como descrito
por Damour et al. (2003). Outra maneira de pensar a natureza da singularidade
em um big-crunch é notar que à medida que o Universo se contrai a matéria
aglomerada passa a formar buracos negros supermassivos que, por sua vez, se
fundem em várias singularidades caóticas.

Por causa da simetria sob reflexões temporais da Relatividade Geral, era de se
esperar que esse tipo de singularidade caótica encontrada no futuro das geodésicas
de um espaço-tempo fosse também o tipo encontrado no passado, contradizendo a
natureza “gravitacionalmente organizada” observada no big-bang. Uma definição
precisa do que se quer dizer com a expressão em aspas requer uma definição de o
que seria a ‘entropia do campo gravitacional’.

É muito razoável que a entropia do campo gravitacional esteja relacionada ao
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tensor de Weyl. O tensor de Weyl, Wα
βµν , (cf. §H.2) é a parte de traço nulo do

tensor de curvatura de Riemann,

Rα
βµν = Wα

βµν +Qα
βµν ,

onde
Qα

βγδ = δα[γRδ]β − δσ[γRα
δ]gσβ − 1

3
δα[γ δ

σ
δ] gσβR.

contém toda a dependência de Rαµβν com o tensor de Ricci. É apenas Rµν , e não
o tensor de curvatura completo Rαµβν que entra nas equações de Einstein para ser
determinado pelo tensor de energia-momento, então se pode interpretar Wαµβν

como o representante dos graus de liberdade da curvatura de um espaço-tempo
que são independentes da matéria. Ou seja, o tensor de Weyl descreve o “campo
gravitacional puro”. (Não é, todavia, completamente independente, por conta
das identidades de Bianchi.) Além disso, é ele o principal responsável por ‘efeitos
de maré’, i.e. pela distorção de famı́lias de goedésicas.

A construção de uma entropia do campo gravitacional deve envolver, portanto,
apenas combinações escalares do tensor de Weyl, por exemplo Wµν

αβW µν
αβ.

(Note que as simetrias de W , que são as mesmas do tensor de Riemann, restringe
bastante as combinações posśıveis. Além disso, a propriedade de traço nulo inu-
tiliza os escalares mais simples, os traços do próprio W .) Mas não é qualquer
escalar obtido do tensor de Weyl que pode ser interpretado como entropia, como
discutido por Clifton et al. (2013). Deve-se respeitar algumas condições: Sgrav

deve ser não-negativa e se anular se, e somente se, Wαµβν = 0; deve medir local-
mente a anisotropia do campo gravitacional; aumentar à medida que estruturas
gravitacionais se formam e coincidir com a entropia de Bekenstein-Hawking no
caso de buracos negros. A proposta dos autores é uma construção altamente não
trivial que satisfaz todas essas propriedades.

Independentemente da forma da função do tensor de Weyl que caracterize
a entropia do campo gravitacional, a proposta de Penrose (1979) é de que a
caracteŕıstica geométrica especial do big-bang seja o fato de que:

Em uma singularidade inicial, Wαµβν = 0;
esta é a Hipótese da Curvatura de Weyl (HCW).

Se verdadeira, a HCW resolve o problema da pouca entropia do big-bang anu-
lando, nas proximidades da singularidade, a entropia gravitacional. Vem de Sgrav

a maior contribuição para a entropia total, Smat + Sgrav, e portanto a HCW per-
mite inclusive que Smat não precise se anular.
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5.4.3 Singularidades isotrópicas

A anulação de parte do tensor de Riemann em uma singularidade onde Rαµβν ,
ele próprio, diverge, é posśıvel graças às propriedades de transformação conforme
de Wαµβν . Considere dois espaços-tempos (M ,g) e (M̃ , g̃), cujas métricas são
ligadas por uma transformação de Weyl,

gµν = Ω−2(x) g̃µν , (5.43)

com x ∈M . (Ver Apêndice H para deduções das várias fórmulas ligadas a esse
tipo de transformação.) O tensor de Weyl com o primeiro ı́ndice contravariante
é invariante sob essa transformação (por construção, cf. §H.2),

W̃α
µβν = Wα

µβν , portanto Wαµβν = Ω−2(x) W̃αµβν .

Se a métrica gµν for singular nos pontos em que Ω−1 = 0, então Wαµβν = 0 na
singularidade, logo a existência de uma singularidade deste tipo é uma condição
suficiente para que a HCW seja satisfeita. Estas são chamadas de ‘singularidades
isotrópicas’. O adjetivo vem do fato de que, estando o comportamento singu-
lar restrito ao tensor de Ricci, uma congruência geodética (um aglomerado de
part́ıculas teste) adquire densidade infinita, mas o comportamento controlado do
tensor de Weyl impede que forças de maré distorçam a congruência e criem aniso-
tropias infinitas e/ou caóticas como nas singularidade de BKL (cf. §5.4.2). Uma
definição precisa é dada por Goode & Wainwright (1985): Suponha ser posśıvel
folhear M em superf́ıcies tipo-espaço ΣT para algum parâmetro T > 0 (o vetor
∂T é tipo-tempo). Se existir o espaço-tempo (M̃ , g̃) com a transformação (5.43)
tal que Ω = Ω(T ) é uma função suficientemente cont́ınua na vizinhança de T = 0
e com Ω(0) = 0, enquanto g̃µν é regular, i.e. não possui nenhuma singularidade,
então a 3-superf́ıcie ΣT=0 é uma singularidade isotrópica. Fazendo uma hipótese
sobre o limite das derivadas de Ω quando T → 0:

Lim (Ω′′/Ω)(Ω/Ω′)2 = constante <∞,

é posśıvel demonstrar que

Lim Rµ
νRν

µ =∞ e Lim
W µν

αβW
αβ

µν

Rµ
νRν

µ
= 0.

Ou seja, a definição implica que o tensor de Ricci diverge (trata-se de fato de uma
singularidade), e domina o tensor de Weyl (mas não implica que ele se anule).

Uma singularidade isotrópica é, portanto, uma singularidade devida ao anula-
mento de uma única função Ω, e que pode ser “reescalada” por uma transformação
de Weyl levando a uma métrica regular g̃µν , cuja restrição à superf́ıcie tipo-espaço
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Σ0 = {Ω = 0} fornece uma estrutura interna, uma geometria intŕınseca à singula-
ridade. Além de Goode & Wainwright (1985), o trabalho de Claudel & Newman
(1998) e, principalmente, de Tod (1990, 1991, 1992, 2003), e Anguige & Tod
(1999a,b), mostra que a métrica (tridimensional) σab ≡ g̃µν |Σ0 é um conjunto
de condições iniciais suficiente para definir um problema de Cauchy com solução
uńıvoca para as equações de Einstein com diferentes tipos de matéria (desde
fluidos politrópicos até campos de Yang-Mills).

A questão da validade da HCW, entretanto, é delicada. Os exemplos mais sim-
ples de singularidades isotrópicas satisfazem a HCW, são os universos de FLRW.
Escrita no tempo conforme a métrica de Robertson-Walker tem a forma (5.43),
com Ω(η) = a(η) e ds̃2 = −dη2 +ds2

K . Nesse caso, a superf́ıcie Σ0 é simplesmente
uma 3-esfera, o plano Euclidiano ou espaço de Lobatchevski, a dependender do
valor de K. E, uma vez que se pode fazer uma transformação conforme de das
geometrias com K 6= 0 para a geometria plana (ver Eq.(2.58)), então o tensor de
Weyl se anula nos três casos. Um dos resultados de Goode & Wainwright (1985)
(Teorema 4.2) é que, se a matéria é um fluido irrotacional, a única parte não nula
do tensor de Weyl sobre a singularidade isotrópica é proporcional ao tensor de
Ricci Sab de σab. Logo, a HCW só é satisfeita se Sab se anula, o que significa que
(Σ0,σ) é um espaço (3-dimensional e Riemanniano) de curvatura constante (cf.
Eq.(2.2)). Ou seja, trata-se das mesmas condições iniciais que as de um universo
de FLRW. Tendo em vista que a métrica σab determina univocamente a solução
das equações de Einstein, este, dentre outros motivos, levaram Tod (1987) a con-
jecturar que as únicas soluções em que a singularidade isotrópica possui tensor
de Weyl nulo são os universos de FLRW. Resultados de seu trabalho subsequente
corroboram a conjectura.
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Parte II

O Universo Antes do Big-Bang
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Caṕıtulo 6

Cosmologia de cordas antes do
Big-Bang

Vimos que com ou sem inflação, existe uma singularidade no passado cosmológico,
e a Relatividade Geral falha, e se espera que uma modificação quântica da teoria
na escala de Planck (da ordem de 10−33 cm) resolva este problema.

A formulação mais avançada de uma teoria de gravitação quântica é a Teo-
ria de (super)Cordas, ver Green et al. (1987); Polchinski (1998a,b). Vamos nos
restringir a cordas fechadas. A ação para uma corda se movendo em um espaço-
tempo curvo pode ser obtida a partir de uma generalização da ação de Polyakov,
viz.

Sσ =
1

2λ2
s

∫
W

d2σ |γ|1/2 γab ∂aXµ ∂bX
ν gµν , (6.1)

em que a métrica gµν(X) do espaço-tempo em que se encontra embebida a folha-
de-mundo W da corda — com coordenadas intŕınsecas σa e métrica intŕınseca
γab(σ), com a, b = 0, 1 e γ ≡ Det {γab} — deixa de ser a métrica plana, ηµν , de
Minkowski em (d + 1) dimensões, e passa a ser uma métrica curva sobre uma
variedade M . A ação (6.1) é conhecida como um ‘modelo sigma não-linear’. O
espaço-tempo M em que se encontra embebida a folha-de-mundo é comumente
chamado de ‘espaço-alvo’, ou ‘espaço-T’ (a partir de “target space”), já que as
coordenadas Xµ(σa) definem um mapa {folha-de-mundo} 7→M . A curvatura do
espaço-alvo M pode ser pensada como um estado coerente de gravitons, um dos
estados não massivos da corda bosônica. Mais precisamente, os estados quanti-
zados da corda bosônica em um espaço-tempo plano, i.e., com gµν = ηµν , contém
part́ıculas com spin 2, ou seja, gravitons. A curvatura de M , descrita por gµν
no modelo sigma não-linear (6.1) pode ser pensada como uma interação entre a
corda e os gravitons, sendo portanto natural que se generalize a ação para in-
cluir, de maneira análoga, os outros dois modos não-massivos, correspondentes a
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um potencial antisimétrico Bµν = −Bµν (a “2-forma de Neveu-Schwarz-Neveu-
Schwarz”) e a um escalar φ, o ‘dilaton’, levando à ação

Sσ =
1

2λ2
s

∫
W

d2σ
√
−γ
[
∂aX

µ ∂bX
ν
(
γab gµν + εabBµν

)
+
λ2
s

4π
R(γ)φ

]
, (6.2)

onde R(γ) é o escalar de Ricci da folha-de-mundo e o tensor antisimétrico εab é
normalizado com γ1/2e12 = 1. Nesta seção, vamos descrever como a ação (6.2) dá
origem a uma descrição do Universo conhecida como ‘Cenário Pré-Big-Bang’.

6.1 Ação efetiva e gravitação dilatônica

A métrica curva gµν(X), por depender das coordenadas sobre a variedade M , faz
com que a ação do modelo sigma não-linear deixe de ser simplesmente quadrática
nos campos Xν e passe a descrever interações; com isso os campos devem satis-
fazer condições (dinâmicas) que garantam a invariância conforme da teoria sobre
a folha-de-mundo. A ńıvel de diagramas de árvore, estas equações podem ser ob-
tidas a partir de uma ação efetiva em que o dilaton se comporta como um campo
escalar acoplado não minimalmente à métrica:

SGD =
1

2λd−1
s

∫
dd+1x

√
−g e−φ

[
R + gµν∂µφ ∂νφ− 2λd−1

s V (φ)− 1

12
HαβγH

αβγ

]
, (6.3)

com o tensor completamente antisimétrico Hαβγ ≡ ∂αBβγ + ∂βHγα + ∂γHαβ, e
R sendo o escalar de curvatura do espaço-tempo, relativo à métrica gµν . (Não
confundir com o escalar de curvatura da folha-de-mundo, R(γ), que se acopla ao
dilaton na ação (6.2).) A ação efetiva gravi-dilatônica (6.3) é o ponto de partida
para uma ‘cosmologia de cordas’, como descrita, e.g., por Gasperini (2007).1

Pode-se somar a (6.3) uma ação Smat corresponde à contribuição de matéria,
tal que sua variação com respeito à métrica defina um tensor de energia-momento

δSmat ≡
1

2

∫
dd+1x

√
−g Tµν δgµν (6.4)

como de costume. A Lagrangeana associada a Smat sempre inclui a métrica para
efeito de covariância, mas em geral pode incluir também o dilaton e, nesse caso,

1Nesta seção seguimos de perto a discussão apresentada em Gasperini (2007). Observe,
todavia, que lá o autor usa a assinatura oposta da métrica, i.e. (+ − −−), e por isso o termo
cinético na Lagrangeana de um campo escalar apresenta o sinal oposto. Além disso, Gasperini
define o tensor de Riemann com o sinal oposto ao nosso (que seguimos a definição de Hawking
& Ellis (1973) e Wald (2010)). Assim, nosso escalar de Ricci tem o sinal contrário ao seu. Isso
implica em um sinal negativo global na definição, em Gasperini (2007), da ação de Einstein-
Hilbert, viz.: S = −

∫
d4x
√
−g R/2κ2, e um sinal negativo correspondente em outras ações,

como por exemplo em (6.3), acompanhado de uma mudança do sinal do termo ∼ V (φ).
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assim como sua variação com respeito a gµν dá origem a Tµν , a variação com
respeito a φ dá origem a uma “densidade de carga escalar” χ tal que

δSmat ≡ −
1

2

∫
dd+1x

√
−g χ δφ. (6.5)

Da mesma forma, a variação com respeito a Bµν leva a uma corrente antisimétrica
Jµν , mas no que segue vamos desconsiderar a contribuição do potencial anti-
simétrico, fazendo Bµν = 0. Não é dif́ıcil efetuar a variação de (6.3) com respeito
ao dilaton, δS/δφ = 0. O resultado pode ser escrito como

R + 2∇2φ− gµν∂µφ∂νφ+ 2λd−1
(
V (φ)− ∂V (φ)/∂φ

)
= λd−1

s eφχ. (6.6)

(Repare que a soma de V com ∂V/∂φ é posśıvel porque o dilaton é adimensional.)
Na variação com respeito à métrica, δS/δgµν = 0, o procedimento é similar ao
que leva às equações de Einstein a partir da ação de Hilbert, com o detalhe de que
o acoplamento do dilaton na forma eφR altera as derivadas totais responsáveis
por eliminar as segundas derivadas da métrica na Lagrangeana. Nesse sentido, a
rigor, pode-se incluir um contra-termo de borda em (6.3). A equação resultante,

Rµν − 1
2
Rgµν +∇µ∇νφ+ 1

2

[
∇αφ∇αφ−∇2φ− 2λd−1

s (V (φ)− ∂φV (φ))
]

=

= λd−1
s eφ Tµν ,

(6.7)

inclui o tensor de Einstein (os dois primeiros termos do lado esquerdo), e pode
ser simplificada com o uso de (6.6) para eliminar o escalar de Ricci em favor do
dilaton, levando por fim a

Rµν +∇µ∇νφ− λd−1
s ∂φV gµν = λd−1

s eφ
(
Tµν + 1

2
χgµν

)
. (6.8)

A escolha de escrever os termos correspondentes ao dilaton e seu potencial no lado
esquerdo das equações, junto com a parte geométrica correspondente à gravitação
de Einstein, não é por acaso. Ao contrário de um campo escalar na gravitação
de Einstein, o dilaton não é uma “fonte para a geometria” do espaço-tempo, e
sim um campo fundamental do sistema gravi-dilatônico emergente da ação (6.2)
para o modelo sigma não-linear. As fontes verdadeiras do sistema, χ e Tµν (que
podem incluir um campo escalar, digamos, σ), se encontram do lado direito das
equações, acopladas tanto a φ quanto a gµν .

*
O acoplamento de cordas

Nada foi dito até aqui sobre a constante λs, com dimensão de comprimento,
que aparece na ação do modelo sigma não linear (6.2) e na ação efetiva (6.3)
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para a gravitação dilatônica. Ela é necessária para tornar adimensional a ação
de Nambu-Goto 1

~SNG = A/λ2
s, onde A = −

∫
d2σ
√
−γ é área da folha-de-mundo

desenhada pela corda, que descreve a dinâmica de maneira equivalente à ação
de Polyakov (6.1). λs é a única constante fundamental da teoria de cordas, e
por isso naturalmente determina a escala de relevância da teoria, isto é, escalas
comparáveis com λs são naturalmente “cord́ısticas” (por exemplo, assim como
escalas comparáveis a ~ são naturalmente “quânticas”).

Como foi mencionado mais acima, o modelo sigma não-linear (6.2) corres-
ponde à interação da corda com os campos de fundo gµν , φ e Bµν . A maneira
de descrever as interações se dá quase como na Teoria Quântica de Campos. O
objeto básico é a função de partição Z ∼ exp−S, de cuja expansão se obtém a
soma de diagramas de Feynman. Os diagramas de Feynman da TQC são grafos
em que as interações se representam como pontos ligados por linhas internas e
externas e cada termo da expansão perturbativa inclui um número cada vez maior
de laços nos diagramas. As cordas, por outro lado, em vez de linhas-de-mundo
unidimensionais, formam superf́ıcies-de-mundo bidimensionais e, por isso, sua in-
teração não pode ser representada por grafos planos. O que corresponderia aos
laços dos grafos de Feynman corresponde então ao número de furos (ou alças)
das folhas-de-mundo, seu ‘genus’. De acordo com o Teorema de Gauss-Bonnet, o
genus n de uma superf́ıcie bidimensional W com métrica γab é determinado pela
‘caracteŕıstica de Euler’

1

4π

∫
W

d2σ
√
|γ|R(γ) = 2− 2n. (6.9)

A superf́ıcie-de-mundo na Fig.6.1(a) é um exemplo t́ıpico de um termo de genus
n = 2 na expansão de laços na interação de duas cordas. O menor valor posśıvel
para n é zero, correspondendo a uma superf́ıcie sem furos, como na Fig.6.1(b).

(a) (b)

Figura 6.1: Superf́ıcie-de-mundo de genus (a) n = 2; (b) n = 0.
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Separando uma parte correspondente ao valor médio constante do dilaton,

φ = 〈φ〉+ ϕ, com 〈φ〉 = constante, (6.10)

o acoplamento peculiar de φ com a curvatura da métrica bidimensional na ação
(6.2) fornece simplesmente a caracteŕıstica de Euler da folha-de-mundo:

Sσ[φ] = Sσ[ϕ] + 〈φ〉 1

8π

∫
Wn

d2σ
√
|γ|R(γ) = Sσ[ϕ] + (1− n)〈φ〉. (6.11)

Assim, a soma sobre todos os diagramas com diferentes genera, i.e. sobre todas
as topologias, fica

∑
topologias

exp−Sσ[φ] =
∞∑
n=0

e(n−1)〈φ〉 exp−Sσ[ϕ], (6.12)

onde em cada termo na última expressão Sσ[ϕ] deve ser integrada sobre as folhas-
de-mundo Wn com n genera. (A função de partição inclui ainda a integral funci-
onal sobre os campos Xµ, γab, etc.) O que se conclui dáı é que o parâmetro de
acoplamento, que controla a expansão em laços da interação das cordas, é

g2
s = exp〈φ〉, (6.13)

uma grandeza dinâmica determinada pelo valor clássico do dilaton.
Em (6.12), ainda está presente na ação a métrica curva gµν que se encara

como um campo interagindo com a corda. Para calcular os termos da somatória
se faz uma segunda expansão, ao redor de uma solução clássica da corda, i.e.
Xµ = 〈Xµ〉+λsY

µ, e se calcula a ação para as flutuações Y µ. Repare que Y µ são
adimensionais, estando a dimensão separada na única constante dimensional da
teoria, λs. Logo a expansão é válida para Y µ � 1. Se estas são escolhidas para
ser coordenadas normais de Riemann, a métrica também se expande como

gµν(X) = gµν(〈X〉)− (1/3)λ2
s Rµανβ(〈X〉)Y αY β,

e portanto a ação resultante da expansão de Sσ, descrevendo as flutuações quânticas
Y µ, tem como coeficientes não gµν mas suas derivadas na forma do tensor de cur-
vatura. Esta ação deve ser renormalizada, e a renormalização deve preservar a
simetria conforme presente na ação de Polyakov (6.1), que é invariante sob uma
transformação de Weyl da métrica da folha-de-mundo, γab 7→ Ω2(X)γab. A sime-
tria deve ser assegurada termo a termo, e impõe uma série de restrições sobre os
campos gµν (ou sobre seu tensor de curvatura), φ, etc. Em primeira ordem em λs
e em ordem n = 0 na constante de acoplamento (6.13), ou seja, na ordem de g−2

s ,
correspondendo a diagramas de árvore como na Fig.6.1(b), as restrições impostas
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pela simetria conforme de W sobre gµν e φ são nada mais que as equações da gra-
vitação dilatônica, (6.6)-(6.8). A ação efetiva (6.3) é na realidade uma maneira
“indireta” de chegar às mesmas equações (dáı o nome ‘efetiva’), e só vale neste
regime que descrevemos.

*
O quadro de Einstein

A ação efetiva (6.3) pode ser transformada em uma ação de Einstein-Hilbert
(A.4) acoplada minimalmente a um campo escalar (2.18), através de uma trans-
formação de Weyl da métrica gµν 7→ Ω2gµν . De acordo com a Eq.(H.18), o escalar
de Ricci se transforma como R 7→ Ω−2R + derivadas de Ω. Portanto escolhendo
Ω2 ∼ e−φ elimina-se o acoplamento do dilaton com o escalar de curvatura. Os
termos extras provindos da transformação de R contêm derivadas de φ e se in-
corporam no termo cinético do dilaton, mudando seu coeficiente e fazendo com
que se deva normalizar φ para se obter o coeficiente canônico da energia cinética
de um campo escalar. Assim, para

g̃µν = (κ/λs)2e−φgµν , φ̃ =
[
(d− 1)κd−1

]−1/2
φ,

Ṽ (φ̃) = (λs/κ)d+1 exp

[
2κ(d−1)/2

(d− 1)1/2
φ̃

]
V (φ̃),

(6.14)

a ação efetiva SGD (com Hαβγ = 0) assume a forma

SEHGD =

∫
dd+1x

√
−g̃
[

1

2κd−1
R̃− 1

2
g̃µν∂µφ̃∂νφ̃− Ṽ (φ̃)

]
. (6.15)

Ao se utilizar a métrica gµν e a ação gravidilatônica original (6.3), diz-se que se
está no ‘quadro de cordas’ (‘string frame’ ). Após a transformação (6.14) e usando
a ação (6.15), diz-se estar no ‘quadro de Einstein’ (‘Einstein frame’ ).

Para o sistema gravidilatônico puro, sem fontes de matéria, é imposśıvel dis-
tinguir a teoria efetiva do quadro de cordas de um campo escalar com o potencial
adequado na gravitação de Einstein, mas enfatize-se que a ação efetiva SGD não é
equivalente a uma ação de Einstein-Hilbert, e sim a uma ação de Einstein-Hilbert
com um campo escalar. (Ou seja, se a ação SGD está correta, há necessariamente
um campo escalar no universo, mesmo que este esteja “congelado” como em
(6.44).) Isso porque o dilaton não entra como fonte em SGD, e sim como parte
intŕınseca da ação para a gravidade. Na presença de fontes, a ação total é

SGD[φ, gµν ] + Smat[φ, gµν ,Ψ],

com Ψ denotando coletivamente os campos de matéria. A métrica se acopla aos
campos Ψ e suas derivadas de maneira a deixar a ação covariante, e assim ao se re-
alizar a transformação de Weyl (6.14) o campo escalar φ̃ acaba se acoplando aos Ψ
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de maneira não convencional para a gravitação de Einstein, tornando distingúıvel
a teoria de Relatividade Geral “pura” de uma teoria efetiva de gravitação de cor-
das no quadro de Einstein. O tensor de energia-momento T̃µν visto no quadro de
Einstein é obtido de

(δSmat/δg̃
µν)δg̃µν =

1

2

∫
dd+1x

√
−g̃ T̃µν δg̃µν

e usando (6.14) se vê obtém a relação entre este e o tensor de energia-momento
original Tµν , definido por (6.4) no quadro de cordas,

T̃µν = (λs/κ)d−1 eφ Tµν . (6.16)

6.2 Dualidade do Fator de Escala

A teoria de cordas tem como simetria uma transformação chamada de ‘dualidade-
T’. O exemplo mais simples aparece no espectro de energia de cordas bosônicas
com uma dimensão espacial compactificada em um ćırculo de raio R. Se a di-
mensão compacta é a 25a (em um espaço M24,1 × S1), então X25(σ0, σ1 + π) =
X25(σ0, σ1) + 2πwR, onde w conta o número (inteiro) de voltas (‘winding num-
ber’ ) com que a corda enlaça o ćırculo. A quantização dos campos Xµ leva a
valores discretos n/R para o momento na 25a direção, e o espectro de energia da
corda é dado pela massa ao quadrado

m2 =
n2

R2
+
w2R2

α′2
+

2

α′
(N + Ñ − 2),

com Ñ − N = nw, e onde N eÑ contam o número de voltas em cada sentido
(horário, anti-horário). A T-dualidade (o ‘T’ se refere a ‘target-space’) é a simetria
de m2 sob a inversão R 7→ α′/R e n 7→ w. Ver, e.g. Becker et al. (2006);
Polchinski (1998b). Há várias outras maneiras de entender a T-dualidade, cf.,
e.g., Alvarez et al. (1995) para uma revisão. Na cosmologia de cordas, é necessário
generalizar a simetria para incluir um espaço-tempo em expansão, o que foi feito
por Veneziano (1991). No que segue nos será importante apenas a realização da
simetria para a ação efetiva gravidilatônica. Nesse caso, a dualidade diz respeito
a i) campos clássicos, i.e. o fator de escala e o dilaton, e ii) dimensões não-
compactas. A transformação de inversão R 7→ 1/R equivale à inversão do fator
de escala a(t) 7→ 1/a(t), fornecendo uma maneira de se expressar o limite da
gravitação em “altas energias” (com a pequeno) em termos da gravitação em
“baixas energias” (com a grande). Esse é o ponto de partida para uma cosmologia
de cordas antes do big-bang, como será discutido mais adiante no §6.3.
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6.2.1 A inversão do fator de escala

Quando M é um espaço-tempo de Robertson-Walker plano, com métrica (2.11)
trivialmente extendida para (d+ 1) dimensões,

ds2 = −dt2 + a2(t) dxidxi, (6.17)

i = 1, · · · , d,

as Eqs.(6.6) e (6.8) se tornam, na cosmologia de cordas, o correspondente às
Equações de Friedmann. Assumindo que o dilaton acompanha a isotropia do
espaço, e que a matéria tem a forma hidrodinâmica usual dada na Eq.(2.16), viz.

φ = φ(t), χ = χ(t) e T µν = Diag (ρ(t), P (t), · · · , P (t)), (6.17)

a Eq.(6.6) se torna uma equação para a função de Hubble H = ȧ/a:

2φ̈− φ̇2 + 2dH φ̇− 2dḢ − d(d+ 1)H2 = 2λd−1
s

(
1
2
eφχ+ ∂V/∂φ− V (φ)

)
.(6.18)

As componentes espaciais da Eq.(6.8) ficam

Ḣ −Hφ̇+ dH2 = λd−1
s

{(
P − 1

2
χ
)
eφ − ∂V/∂φ

}
, (6.19)

e a componente temporal da Eq.(6.7) dá a ligação com a densidade de energia ρ,

φ̇2 − 2dHφ̇+ d(d− 1)H2 = λd−1
s

(
ρ eφ + V (φ)

)
, (6.20)

cuja derivada, apoós se eliminar Ḣ e φ̈ com o aux́ılio das outras duas equações,
leva a

ρ̇+ dH(P + ρ) = 1
2
χφ̇. (6.21)

Comparação com a equação da continuidade (2.26) mostra que o dilaton impede
que o tensor de energia-momento se conserve, i.e. ∇µT

µν 6= 0. A razão é óbvia: na
gravitação de Einstein ∇µT

µν = ∇µG
µν = 0 como consequência das identidades

de Bianchi para o tensor de Einstein, o que não ocorre no sistema gravi-dilatônico
por conta dos termos extras do lado esquerdo da Eq.(6.7) (além do acoplamento
de φ com Tµν do lado direito).

Defina o ‘dilaton deslocado’

φ̄ ≡ φ− d log a, (6.22)

e considere o sistema gravi-dilatônico puro com o dilaton livre, ou seja, faça as
fontes Tµν e χ, e o potencial escalar V (φ) todos nulos. As equações (6.18)-(6.20)
se escrevem

2 ¨̄φ− ˙̄φ2 − dH2 = 0, (6.23a)

Ḣ −H ˙̄φ = 0, ˙̄φ2 − dH2 = 0. (6.23b)
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Este conjunto de equações é invariante sob a inversão do fator de escala:

a(t) 7→ ã(t) = 1/a(t); φ̄ 7→ φ̄. (6.24)

A verificação é imediata; basta reparar que a transformação da função de Hubble
se resume a uma mera troca de sinal,

H̃ = ˙̃a/ã = ad(a−1)/dt = −H, (6.25)

à qual as Eqs.(6.23) são insenśıveis. Essa mesma troca de sinal — que indica
que uma geometria em expansão, com H > 0, é mapeada por (6.24) em uma
geometria em contração, com H < 0 (o que é óbvio; se a cresce com t, então 1/a
diminui) — pode ser eliminada através de uma outra simetria das Eqs.(6.23): a
reflexão temporal

t 7→ −t, (6.26)

cujo efeito sobre H é, também, uma mudança de sinal.
As transformações (6.24) e (6.26), sendo uma simetria das equações gravi-

dilatônicas, atua como um grupo discreto sobre o espaço das soluções de (6.23),
mapeando

{a(t), φ(t)} 7→ {ã(±t), φ̃(±t)}. (6.27)

A nova solução {ã(±t), φ̃(±t)} é dita dual à primeira, e as transformações são
conhecidas como uma ‘Dualidade do Fator de Escala’, introduzida por Veneziano
(1991) e Tseytlin (1991).

6.2.2 Simetria O(d, d) da ação efetiva

A inversão do fator de escala da métrica (6.17) é na realidade apenas um caso es-
pećıfico de uma simetria global da ação efetiva (6.3) sob o grupo pseudo-ortogonal
O(d, d), encontrada por Meissner & Veneziano (1991) (ver também Gasperini &
Veneziano (1992)). A simetria completa inclui a 2-forma Bµν ; a métrica gµν é ar-
bitrária desde que possua d isometrias de translação, com o que se pode escolher
um sistema de coordenadas onde g00 = 1 e g0i = B0µ = 0 e os campos restan-
tes, φ, Bij e gij sejam funções apenas da coordenada temporal x0 ≡ t. Defina a
matrizes (d× d)

G ≡ {gij} e B ≡ {Bij}, com inversas G−1 = {gij}, etc.

Defina também (implicitamente) o dilaton deslocado φ̄ através de uma genera-
lização de (6.22) para a métrica gµν ,

e−φ̄ ≡ λds

∫
ddx

√
Det gij e

−φ, ou φ̄ ≡ φ− 1
2

log |DetG| (6.28)
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com a última igualdade válida para seções espaciais finitas, em que
∫
ddx

√
Det gij =

Vd, um volume finito que se possa absorver na definição do dilaton. Defina por
fim a matriz (2d× 2d)

M ≡
(
G−1 −G−1B
BG−1 G−BG−1B

)
, e seja η =

(
I

I

)
(6.29)

a métrica do grupo O(d, d), com I sendo a identidade para matrizes (d × d).
A matriz M ∈ O(d, d), já que MTηM = η, como é fácil verificar. Com algum
trabalho, pode-se reescrever a ação (6.3) como

SGD =
λs
2

∫
dt e−φ̄

[
˙̄φ2 + 1

8
Tr
(
ṀṀ−1

)
− V (φ)

]
, (6.30)

tendo a integral sobre as seções espaciais sido absorvida na definição (6.28). Es-
crita nessa forma a ação se revela invariante sob a transformação

M 7→ M̃ = ΛTMΛ, φ̄ 7→ φ̄,

desde que Λ ∈ O(d, d) i.e. ΛTηΛ = η.
(6.31)

Basta verificar a invariância do termo matricial,

Tr{ ˙̃M ˙̃M−1} = Tr{ΛTṀΛΛ−1Ṁ−1(ΛT )−1} = Tr{ΛTṀṀ−1(ΛT )−1} =

= Tr{ṀṀ−1(ΛT )−1ΛT} = Tr{ṀṀ−1}.

(No último passo, lembre que Tr{ABC} =
∑

i,j,k AijBjkCki =
∑

i,j,k BjkCkiAij =
Tr{BCA}.) A transformação (6.31) é a forma completa da simetria de dualidade
dos campos {gµν , Bµν , φ}. Em geral, como em M a métrica se mistura à 2-forma,
a dualidade embaralha ambas. A inversão do fator de escala (6.24) vem do caso
especial em que Λ = η e, obviamente, B = 0; então

M =

(
G−1

G

)
7→ M̃ = ηTMη =

(
G

G−1

)
. (6.32)

Passamos por cima de um detalhe a respeito do potencial dilatônico V (φ).
Ambas as transformações (6.31) e (6.24) deixam invariante o dilaton deslocado
e, consequentemente, não deixam invariante o dilaton, i.e. φ̃ 6= φ; no caso da

inversão do fator de escala (6.24) a transformação ˜̄φ = φ̃−d log ã = φ−d log a = φ̄
dá

φ 7→ φ̃ = φ− 2d log a. (6.33)

Quando se escreve a ação na forma (6.30), está claro que o termo cinético (sim-
plesmente o dilaton deslocado ao quadrado) e a exponencial ficam invariantes sob
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(6.31); porém o potencial dilatônico é, em geral, uma função de φ, e não de φ̄ —
logo, a presença do potencial dilatônico V (φ) quebra explicitamente a simetria
O(d, d), no geral, e a simetria de inversão do fator de escala, em particular, a
não ser nos casos em que V é constante ou no caso muito espećıfico de funções
V (φ̄) do dilaton deslocado.

6.2.3 Dualidade do fator de escala na presença de matéria

Até aqui, discutimos o sistema gravi-dilatônico puro, mas é posśıvel adicionar
fontes do tipo (6.4) e (6.5) de maneira a preservar a dualidade. A discussão a
ńıvel geral da simetria O(d, d) é complicada e não entraremos no mérito; cf., e.g.
Gasperini (2007) para uma revisão. Será suficiente para nossos propósitos voltar
ao caso cosmológico em que a métrica é (6.17), e as equações gravi-dilatônicas na
presença de densidade de energia ρ, pressão P e carga escalar χ são as Eqs.(6.18)-
(6.20). Agora além do dilaton deslocado (6.22), defina

ρ̄ ≡ ad ρ, P̄ ≡ adP, χ̄ ≡ adχ (6.34)

e as Eqs.(6.18)-(6.20) se escrevem como

2 ¨̄φ− ˙̄φ2 − dH2 = 1
2
χ̄ eφ̄, (6.35a)

Ḣ −H ˙̄φ = 1
2
eφ̄(P̄ − χ̄/2), ˙̄φ2 − dH2 = eφ̄ ρ̄. (6.35b)

Estas são as Eqs.(6.23) com os termos correspondentes às fontes agora presentes
no lado direito. Já foi mostrado que sob a inversão do fator de escala com dilaton
deslocado constante, i.e. sob (6.24), o único efeito do lado esquerdo das equações
acima é a mudança de sinal de H. Isso significa que os lados direitos da Eq.(6.35a)
e da segunda das Eqs.(6.35b) devem ficar invariantes (logo ˜̄χ = χ̄), enquanto o
lado direito da primeira das Eqs.(6.35b) deve simplesmente mudar de sinal (logo
˜̄χ = −χ̄). A conclusão que se tira é que, necessariamente, a carga escalar χ̄ deve
ser nula para que haja a simetria e, de resto, as transformações

a(t) 7→ ã(t) = 1/a(t), φ̄ 7→ φ̄, ρ̄ 7→ ρ̄, P̄ 7→ P̄ , (6.36)

i.e. ãd ρ̃ = adρ e ãdP̃ = −adP, (6.37)

e tendo χ = 0, preservam a forma das Eqs.(6.35).

6.3 O Cenário Pré-Big-Bang

As novas soluções obtidas a partir da dualidade do fator de escala dão origem
ao seguinte cenário cosmológico: Antes do big-bang o universo se encontra em
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uma fase dominada pela f́ısica de cordas, com um dilaton guiando a evolução do
fator de escala até a singularidade da qual emerge o universo quente (reheated)
da cosmologia usual. As fases pré- e pós-big-bang são duais entre si.

6.3.1 Soluções duais

A dualidade do fator de escala fornece novas soluções (duais) a partir de uma
dada solução original das Eqs.(6.35). Em conjunto, a inversão do fator de escala
e a reflexão temporal fornecem três soluções distintas, além da original. Como
exemplo, considere o sistema gravi-dilaton puro, regido pelas Eqs.(6.23), e faça
o ansatz a = (t/t0)α para algum α. Com isso H = ȧ/a = α/t, e a segunda das

Eqs.(6.23b) dá ˙̄φ = α
√
d/t, logo φ̄ = α

√
d log t+constante. Esta solução deve ser

consistente com pelo menos uma das outras equações; para o ansatz, Ḣ = −α/t2
e a primeira das Eqs.(6.23b) mostra que para isso deve ser

α = ±1/
√
d. (6.38)

Escolhemos o sinal negativo. Portanto, uma solução para o sistema gravi-dilaton
é

II : {a(t) = (t/t0)−1/
√
d, φ̄(t) = − log(t/t0)}. (6.39)

As outras três soluções se obtém com uma inversão do fator de escala, (6.24),

I : {a(t) = (t/t0)1/
√
d, φ̄(t) = − log(t/t0)}, (6.40)

e em seguida para I e II temos as soluções correspondentes com tempo refletido,

III : {a(t) = (−t/t0)−1/
√
d, φ̄(t) = − log(−t/t0)}, (6.41)

IV : {a(t) = (−t/t0)1/
√
d, φ̄(t) = − log(−t/t0)}, (6.42)

Os gráficos se encontram na Fig.6.2. É útil escrever o escalar de curvatura

R = 2dḢ + d(d+ 1)H2, que para as soluções consideradas fica R ∼ H2,

pois se H ∼ 1/t então Ḣ ∼ H2; assim, o crescimento de H indica crescimento da
curvatura, e vice-versa. Seguimos com a descrição de cada tipo de evolução.

I) Um universo em expansão (H > 0) desacelerada e singular em t = 0
(H →∞), cuja curvatura decresce com o tempo; o fator de escala na Fig.6.2(b)
cresce com o tempo, tendo sido nulo na singularidade que é, portanto, um big-
bang. O universo se desenvolve no intervalo de tempo t ∈ (0,∞).
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(l Reflexão Temporal)

II) Com uma reflexão temporal temos um universo em contração acelerada
com t ∈ (−∞, 0), terminando em um big-crunch. A função de Hubble é refletida
sobre o eixo horizontal (pois H 7→ −H) e sobre o eixo vertical (pois t 7→ −t).

(l Inversão do Fator de Escala)

III) Ainda no intervalo t ∈ (−∞, 0), e com uma inversão do fator de escala, a
solução II é mapeada em outro universo em expansão acelerada, pois H 7→ H̃ =
−H > 0. Seu fator de escala ã(t) = 1/a(−t) agora diverge em t = 0, onde ainda
assim há uma singularidade pois H̃(0) =∞. Por outro lado, o fator de escala se
anula em t→ −∞ onde R = 0.

(l Reflexão Temporal)

IV) Com uma segunda reflexão temporal, voltamos ao intervalo t ∈ (0,∞)
em um universo que é como em III com o tempo ao contrário. Começa singular
e com fator de escala infinito em t = 0, e se contrai desaceleradamente até a = 0
em t =∞.

As soluções I e III representam o exemplo mais simples do panorama chamado
de Cenário Pré-Big-Bang, elaborado por Gasperini & Veneziano (1993). (Ver
Gasperini & Veneziano (2003) para uma revisão.)

II

IIII

IV
t

H

(a)

t

a

II I

III IV

(b)

t

f

I, IVII, III

(c)

Figura 6.2: (a) Função de Hubble, (b) fator de escala, (c) dilaton deslocado para
as quatro soluções duais (6.39)-(6.42).
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6.3.2 A evolução pré-big-bang

Vamos descrever em mais detalhes a dinâmica do universo no cenário pré-big-
bang em um universo como o da seção anterior, mas preenchido por um fluido
perfeito de equação de estado P = wρ. Por praticidade, considere o espaço-tempo
como sendo quadridimensional, com d = 3, assumindo já a compactificação de
dimensões internas. A equação da continuidade fornece como de costume ρ =
ρw a

−3(1+w), e portanto a densidade deslocada (6.34) é ρ̄ = ρwa
−3w. Como antes,

faça o ansatz a = tα, e suponha, motivado pelo que se encontrou anteriormente,
φ̄ = −β log t. A segunda das equações (6.35b) então requer 3wα − β − 2 = 0, e
a Eq.(6.35) (com χ̄ = 0) impõe β(2− β)− 3α2 = 0, e temos um sistema de duas
equações algébricas para α e β, com soluções

α =
2w

1 + 3w2
, β =

2

1 + 3w2
.

Isso resolve completamente o ansatz para a e φ̄, dando como solução do sistema
gravidilatônico com fluido perfeito (devolvemos φ = φ̄+ 3 log a)

a(t) = t
2w

1+3w2 , φ(t) =
2(3w − 1)

1 + 3w2
log t;

ρ(t) = ρw a
−3(1+w)(t), P = wρ.

(6.43)

No ińıcio quente do universo preenchido por radiação w = 1/3, e (6.43) é
idêntica à solução na gravitação de Einstein, porque o dilaton se encontra fixo,

a(t) = t1/2, e φ = constante para P = ρ/3,

com t ∈ (0,∞).
(6.44)

Esta solução, a expansão desacelerada partindo de uma singularidade em t =
0, é a conhecida fase de radiação pós-big-bang da cosmologia usual, dada em
(2.39). Corresponde à solução I da seção anterior. A fase pré-big-bang é obtida
por uma transformação de dualidade correspondente à solução III. Com uma
transformação (6.36) composta com uma inversão temporal, (6.43) se mapeia em
outra solução do sistema gravi-dilatônico:

a(t) = (−t)−1/2, e φ = −3 log−t, com t ∈ (−∞, 0)

e P = −(1/3)ρ, ρ = ρ∗a
−2.

(6.45)

Logo o fluido antes do big-bang é um gás de cordas (2.42) e o dilaton, congelado
na fase de radiação, é aqui dinâmico e influencia na evolução do universo.

Assim, a história cósmica começa em t = −∞, com a solução (6.45). O
fator de escala, a = 1/(−t)1/2, é assintoticamente nulo no passado, mas isso não
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configura uma singularidade porque o dilaton φ = −3 log(−t) se encontra em seu
‘vácuo perturbativo’, i.e.

φ = −∞, φ̇ = 0, para t→ −∞.

Isto significa que o parâmetro de acoplamento g2
s = eφ, dado na Eq.(6.13), tende

a zero e portanto nos encontramos em um regime em que a acurácia da descrição
em termos da ação efetiva (6.3) é extremamente alta. É o dilaton que guia a
evolução da função de Hubble de acordo com a Eq.(6.23b), e como se pode ver

no vácuo perturbativo H = 0 para ˙̄φ = 0. De fato, aqui H = 1
2
(−t)−3/2 se anula

em t → −∞. Logo R ∼ H2 = 0, e não só o estado inicial do universo não é
singular como seu escalar de curvatura é nulo. Em suma, trata-se de um ińıcio
absolutamente trivial para o universo: com energias muito baixas e acoplamento
de interação gs muito fraco — o oposto de um big-bang quente e singular. O
universo se expande aceleradamente, até que no limite t → 0−, H2 ∼ R → ∞
e se chega a uma singularidade. Na realidade, neste limite o dilaton também
diverge, φ ∼ − log 0 = ∞ (o que explica a singularidade apesar da expansão), e
portanto se entra em uma fase não-perturbativa, com g2

s � 1. De acordo com
a discussão do §6.1, a ação efetiva gravidilatônica deixa então de ser válida, e
entram em cena correções de altas ordens da teoria de cordas que, espera-se,
evitem a singularidade.

É assim que o Cenário Pré-Big-Bang resolve o problema das condições iniciais
do Universo: elas não são nada peculiares, o universo começa em um vácuo
perturbativo simples, e é direcionado pelo dilaton a uma fase não-perturbativa,
cuja descrição exata não se conhece, mas após a qual o dilaton congela e de
onde emerge o universo quente dominado por radiação e sujeito à gravitação de
Einstein, que observamos.

6.3.3 Ricochetes e ecpirose

Conclúımos esta seção e este caṕıtulo com uma breve discussão a respeito de
outra classe importante de modelos cosmológicos que se estendem para antes do
big-bang, baseados na teoria-M, em um mundo de branas.

O primeiro exemplo é o ‘Universo Ecpirótico’ de Khoury et al. (2001), que
acontece em um espaço-tempo com 5 dimensões onde vivem duas branas com
3 + 1 dimensões cada; uma é o nosso universo, e a outra é uma ‘brana escondida’.
Ambas estão separadas por uma distância finita na quinta coordenada, tipo-
espaço, sobre a qual existe uma terceira brana, paralela às outras, que surge
próxima à brana escondida (por exemplo, em um processo de nucleação) e se move
em direção à brana viśıvel (nosso universo) guiada por um potencial negativo. A
aproximação é percebida na brana viśıvel como uma contração do universo. A
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colisão da brana interior com a nossa transfere parte da energia cinética daquela
para esta, induzindo a criação de part́ıculas e radiação a uma alta (porém finita)
temperatura que enxergamos como o big-bang. ‘Conflagração’ em grego se diz
‘ecpirose’. O fato de o big-bang ser criado por um único objeto macroscópico (a
brana inviśıvel) que teve um tempo indefinidamente longo para se “termalizar”
resolve o problema do horizonte, e a suposição de que a brana interior é criada
num estado quase plano correspondente ao estado fundamental da teoria-M (um
estado BPS) resolve o problema da planaridade. Pequenas flutuações quânticas
nas branas explicam as flutuações da CMB.

Uma elaboração do cenário acima consiste em se utilizar apenas duas branas,
com a distância entre ambas parametrizada na brana viśıvel por um campo escalar
φ com um potencial V (φ) adequado (Fig.6.3). A colisão entre as branas corres-
ponde ao colapso dessa quinta dimensão (espacial). Após a colisão, as branas
se afastam (e o universo se expande), mas são eventualmente trazidas mais uma
vez ao encontro uma da outra devido à forma de V (φ), que deve interpolar entre
valores positivos e negativos. Outra colisão ocorre, e o processo se repete para
sempre. Este é o modelo de ‘Universo Ćıclico’ de Steinhardt & Turok (2002a,b).
A dinâmica é descrita pela ação (efetiva, 4-dimensional)

S =

∫
d4x
√
−g

[
1
κ2R− 1

2
∂µφ ∂

µφ− V (φ) + β2(φ) (ρR + ρM)
]
, (6.46)

onde além de φ há a presença de radiação (ρR) e poeira (ρM) acopladas a φ pela
função β(φ), cuja forma depende dos detalhes da teoria de cordas de onde se deriva
(6.46), e está relacionada à geometria das branas. As equações de movimento são,
com κ2 = 1,

H2 = 1
6

[
1
2
φ̇2 + V + β4 (ρR + ρM)

]
, (6.47)

ä/a = −1
6

[
φ̇2 − V + β4

(
1
2
ρM + ρR

)]
. (6.48)

A equação para φ é
φ̈+ 3H φ̇ = −∂φV − β3 ρM ∂φβ,

e a equação para os fluidos pode ser escrita na forma usual

α dρJ/dα = −3(ρJ + pJ), J = R,M,

desde que se defina o ‘fator de escala na brana’ α = β(φ) a. A forma do aco-
plamento β(φ) deve ser tal que na singularidade, onde a = 0, a função α não
se anule e com isso a densidade de radiação produzida na brana, ∼ 1/α4, seja
finita, assim como a densidade de matéria. Por isso a singularidade devida ao
colapso instantâneo da quinta dimensão é muito amenizada, e em particular não
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Figura 6.3: Potencial no universo ćıclico.

há qualquer problema com a coordenada temporal. Isso resolve o problema do
big-bang, de acordo com Steinhardt & Turok (2002b).

Fenomenologicamente, o potencial V (φ) deve ter uma forma como na Fig.6.3.
Em toda a região do lado esquerdo, onde V < 0, a evolução do universo é desa-
celarada, i.e. ä < 0, como se pode ver da Eq.(6.48). Atualmente φ se encontra
(próximo) à posição mais à direita, onde o valor positivo de V garante aceleração
positiva. No valor máximo de φ, correspondente à separação máxima entre as
branas, o universo se torna de Sitter. Então a aceleração começa a diminuir e
se anula em V = 0, e em seguida o universo entra numa fase de expansão desa-
celerada. Depois de um tempo o valor muito negativo de V anula H, Eq.(6.47),
o universo pára de se expandir e começa a se contrair em direção ao big-crunch
em φ = −∞, com a energia gravitacional perdida aumentando o valor da energia
cinética de φ. Após o ricochete, o campo retorna, passando de novo pelo vale (fa-
ses dominada por radiação e depois por matéria), subindo o planalto na direita
(nova fase acelerada análoga à nossa condição atual) e parando, para voltar ao
ponto de partida. Assim, o modelo incorpora a constante cosmológica como peça
fundamental do mesmo modelo que descreve o equivalente da fase inflacionária:
sem o planalto do lado direito do potencial, φ não pára e recomeça o ciclo. As flu-
tuações observacionalmente relevantes são criadas na fase de contração, quando
o universo se encontra quase estático e são, por isso, quase invariantes de escala
como deveriam. Uma diferença fundamental é a predição de um ı́ndice espectral
desviado para o azul nos modos tensoriais, distinta da predição inflacionária.

Seguindo Khoury et al. (2002), é posśıvel passar a ação (6.46) para o quadro de
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cordas tomando φ como (proporcional a) o dilaton, de forma que o acoplamento
de cordas g2

s = eφ. Portanto, o ricochete, em φ = −∞, ocorre no regime de
acoplamento fraco, g2

s → 0. Essa é uma diferença fundamental entre os modelos
ecpiróticos e o Cenário Pré-big-bang.

***

Uma idéia central, comum a todos esses modelos, é a substituição do big-
bang por um ricochete no qual a gravitação de Einstein é corrigida pela teoria
fundamental em questão (super-cordas, etc.), evitando a singularidade. O mesmo
acontece no Cenário Pré-big-bang do §6.3: usando (6.14) se vê que no quadro de
Einstein a solução (6.45) para o universo antes do big-bang tem fator de escala

a2 = (−t)−1

φ = − log(−t)3

}
7→ a2

E = (−t)3, t ∈ (−∞, 0).

Ou seja, muito embora a2 = 1/(−t) cresça e, no quadro de cordas, se tenha uma
expansão acelerada, no quadro de Einstein o universo sofre uma contração até
um big-crunch, que é identificado com o big-bang da fase de radiação seguinte,
onde o dilaton se encontra fixo.

Por fim, notamos que modelos de universo pré-big-bang contendo ricochetes
podem ter várias origens diferentes dessa apresentada nos cenários acima; em
vez de se modificar diretamente a teoria da gravitação pode-se introduzir, por
exemplo, um gás de cordas próximo à singularidade. Para uma lista de diversas
possibilidades dentro e fora da teoria de cordas, ver a revisão recente de Branden-
berger & Peter (2017). Além disso, cordas e branas podem modificar o paradigma
inflacionário de outras maneiras além das que mencionamos. Para uma revisão,
ver, e.g., Quevedo (2002).
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Caṕıtulo 7

Cosmologia Conforme Ćıclica

A Cosmologia Conforme Ćıclica (CCC), é um esquema proposto por Penrose
(2010) que fornece uma solução para o paradoxo da baixa entropia do big-bang
(cf. §5.4.2) dentro da Relatividade Geral, sem a presença de um big-crunch,
sem utilizar a Teoria de Cordas, e oferecendo uma alternativa à inflação. O
argumento qualitativo é descrito em detalhes por Penrose (2010), e os pontos
essenciais são apresentados de maneira muito mais breve em Penrose (2006); ver
também, Penrose (2007).

7.1 Prinćıpios

A motivação fundamental da CCC é encontrar uma implementação dinâmica da
Hipótese da Curvatura de Weyl. Isso é obtido com o seguinte mecanismo.

7.1.1 Os aeons

A evolução do Universo se dá em ‘ciclos de tempo’; cada ciclo começa em um
big-bang e termina em um futuro infinito I + tipo-espaço. O tempo conforme de
cada um tem, portanto, domı́nio finito, η ∈ (η1, η2), após o qual o ciclo seguinte se
inicia, com η ∈ (η2, η3), etc. No tempo cósmico, t ∈ (0,∞), o ciclos são eternos,
e por isso cada ciclo é chamado de um ‘aeon’ (do grego ai´̄on, ‘eternidade’).

A geometria de cada aeon segue as equações clássicas de Einstein,

Rµν − 1
2
Rgµν + Λ gµν = Tµν ,

sem nenhum tipo de correção (quântica, de cordas, etc.). Nesta seção escrevere-
mos a constante cosmológica separada do tensor de energia-momento.

Após a ‘região de transição’ descrita no §7.1.2, o Universo passa a ser domi-
nado por radiação e segue sua evolução como no modelo cosmológico padrão, sem
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passar por uma fase inflacionária. Cada aeon possui uma constante cosmológica
(que Penrose (2010) assume ter sempre o mesmo valor) e, portanto, termina em
uma expansão acelerada assintoticamente de Sitter em I +. Isso dá conta dos
problemas de planaridade, e o problema do horizonte é resolvido automaticamente
pelo “passado eterno” do Universo.

7.1.2 A superf́ıcie de transição

A transição entre dois aeons ocorre em uma ‘superf́ıcie de transição’ (‘crossover’ )
X que é a identificação entre o big-bang do aeon futuro com o infinito I + do aeon
passado. Trata-se de uma identificação conforme, onde se supõe que as métricas
ĝµν , do aeon passado, e ǧµν , do aeon futuro,1 são ligadas por transformações de
Weyl:

ĝµν = Ω gµν , ǧµν = ω gµν . (7.1)

A ‘métrica de transição’ gµν é, por definição, regular sobre a variedade

M = M̂ ∪X ∪ M̌ .

Com isso o big-bang de ǧµν corresponde a ω = 0 e, no mı́nimo, se assemelha a
uma singularidade isotrópica (ver §5.4.3). Além de não possuir singularidades,
impõe-se que a métrica de transição seja finita, com o que o futuro infinito de ĝµν
então corresponde a Ω =∞. Assim, sobre a superf́ıcie de transição, temos

X = {Ω−1 = 0} = {ω = 0}, (7.2)

e se assume a ‘hipótese rećıproca’, de que

Ω× ω = −1, logo ǧµν = ω4 ĝµν , e ĝµν = Ω4ǧµν . (7.3)

(Poderia ser qualquer constante no lado direito da equação, mas normalização
é sempre posśıvel porque gµν só é definida a menos de reescalamentos.) Essa
construção só é válida numa vizinhança da superf́ıcie tipo-espaço X , e não ao
longo de toda a evolução dos aeons. Isto é, se T é um parâmetro temporal
determinado pelo vetor tipo-tempo ∂T proporcional à normal de X , e tal que
X = {T = 0}, então as Eqs.(7.1) e (7.3) são válidas apenas numa região T ∈
(−ε, ε) para algum ε > 0.

1A notação com circunflexos e hačeks será padrão, e segue Penrose (2010). Como
mnemônica, se pode pensar no cone de luz de um ponto em X : o circunflexo corresponde
à metade pretérita do cone, ∧, e portanto ao aeon “anterior”; já o haček corresponde à metade
futura do cone, ∨, e portanto ao aeon “posterior”.
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7.2 Equações

Alguns detalhes de uma formulação precisa dos prinćıpios apresentados acima são
fornecidos nos apêndices de Gurzadyan & Penrose (2013); Penrose (2010). Nós
aqui seguiremos a apresentação mais elaborada de Tod (2013).

Considere dois aeons consecutivos, Â ≡ (M̂ , ĝ) e Ǎ ≡ (M̌ , ǧ). (Podemos
encarar Ǎ como o nosso Universo.) Em cada um, são satisfeitas separadamente
as equações de Einstein,

R̂µν − 1
2
R̂ ĝµν + Λ̂ ĝµν = T̂µν , e Řµν − 1

2
Ř ǧµν + Λ̌ ǧµν = Ťµν . (7.4)

Na vizinhança da transição, as métricas são dadas por (7.1) e (7.3);

ĝµν = Ω2 gµν , ǧµν = ω2 gµν ; ω = −1/Ω (7.5)

logo ǧµν = Ω−4 ĝµν . (7.6)

O sinal negativo na hipótese rećıproca garante que ω seja uma função cont́ınua
e suave na transição entre aeons: ω > 0 em Ǎ , se anula no big-bang e portanto
deve ser ω < 0 em Â . Mais precisamente, uma vez que a superf́ıcie de transição

X = {ω = 0} ∼ {Ω =∞} (7.7)

é, por definição, tipo-espaço, então o vetor Nµ ≡ ∇µω, normal a X , é um vetor
tipo-tempo, permitindo assim que se encare ω como uma coordenada temporal
no espaço-tempo regular (M ,g). Se impomos Nµ 6= 0 sobre X , então ω deve
mudar de sinal após se anular. Gurzadyan & Penrose (2013) propõem que seja
satisfeita uma ‘hipótese da massa-de-repouso suprimida’ (HMRS), significando
que, na vizinhança de X ,

gµν∇µω∇νω = −1 + (2−Q)ω2 + O[ω3], (7.8)

i.e. que NµN
µ = −1 em segunda ordem em ω. A constante Q fica indeterminada,

e se relaciona com um posśıvel mecanismo de geração de massa-de-repouso em
Ǎ . O motivo para a nomenclatura se explica mais abaixo.

O problema que se deve resolver consiste em encontrar um procedimento que
permita a determinação uńıvoca da função Ω; então a métrica atual fica deter-
minada em função da métrica do universo antes do big-bang. A transformação
entre o escalar de Ricci de Â e o da métrica de transição,

R = Ω2 R̂− 6Ω3 �̂Ω−1, (7.9)

(cf. Eq.(H.18), com d = 4, e trocando Ω → Ω−1, g̃ → g e g → ĝ) sugere que se
possa encarar a extensão do fator conforme ω = −Ω−1 do aeon futuro Ǎ sobre o
aeon anterior Â como um campo $ ≡ −ω que se propaga obedecendo

�̂$ − 1
6
R̂$ = −1

6
R$3. (7.10)
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Os Prinćıpios da CCC descritos no §7.1 impõem que na vizinhança de X a
matéria perca toda a massa e se torne invariante conforme, logo o traço de T̂µν
se anula perto de I + e, durante a transição, o escalar de curvatura R̂ é uma
constante dada pelas equações de Einstein: R̂ = 4Λ̂ − ĝµνT̂µν → 4Λ̂. Vamos
fazer o ansatz de que a métrica de transição também possua curvatura constante
R ≡ 4λ. A equação para $ fica, então

�̂$ − (2/3)Λ̂ $ = (2/3)λ $3. (7.11)

Este é um caso particular da equação de Yamabe (1960)1. Penrose (2010) assume

que Λ̂ = λ = Λ̌, mas não vamos impor essa condição. De posse da métrica de Â ,
e estando fixo o valor de λ, a solução da Eq.(7.11) determina ω.

A interpretação de $ como um campo pode ser extendida para o compor-
tamento da matéria em Â como função da matéria antes do big-bang. Sob a
transformação (7.6), ǧµν = Ω−4ĝµν , os tensores de Ricci das duas métricas se
transformam de acordo com a Eq.(H.16),

R̂µν = Řµν − 2∇̌µΥν + 2Υµ Υν − ǧµν ǧαβ
(
∇̌αΥβ + 2Υα Υβ

)
, (7.12)

onde, aqui, escrevemos Υµ ≡ 2∂µ log Ω. Para os escalares de curvatura, temos

R̂ = ĝµν
(
Řµν + · · ·

)
; a Eq.(7.6) dá, para as inversas das métricas, ǧµν = Ω4 ĝµν ,

e ficamos com (cf. Eq.(H.18))

R̂ = Ω−4
[
Ř− 6 ǧµν

(
ΥµΥν + ∇̌µΥν

)]
, (7.13)

onde Ř = ǧµνŘµν , etc. Podemos agora montar o tensor de Einstein usando as
Eqs.(7.12) e (7.13). Do lado direito, o fator Ω−4 na Eq.(7.13) se cancela no
produto 1

2
Rgµν , e temos a transformação “linear”

Ĝµν = Ǧµν + 2ΥµΥν − 2∇̌µΥν + 2ǧµν ǧ
αβ∇̌αΥβ + ǧµν ǧ

αβΥαΥβ. (7.14)

A hipótese (7.4) de que em ambos os aeons valem as equações de Einstein faz
da Eq.(7.14) uma relação entre os tensores de energia-momento,

Ťµν = T̂µν − 2ΥµΥν + 2∇̌µΥν − 2ǧµν ǧ
αβ∇̌αΥβ − ǧµν ǧαβΥαΥβ (7.15)

(8πG = 1). Assim, a contribuição (geométrica) vinda de Ω através das tran-
formações de Weyl entre os aeons pode ser descrita como uma contribuição adi-
tiva ao tensor da matéria em Ǎ comparada ao tensor da matéria em Â . Uma

1Que descreve a deformação de uma variedade Riemanniana em uma estrutura Riemanniana
de curvatura constante. Fraseado por Lee & Parker (1987), este é o ‘Problema de Yamabe’:
“Dada uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3 e métrica g, encontre uma métrica
conforme a g e que possua escalar de curvatura constante.” Aqui, n = 4.
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vez que Υµ = − 2
$
∂µ$, o lado direito da Eq.(7.15) se reescreve como

Ťµν = T̂µν + Φµν , onde

Φµν = − 4

$2
∇̌µ$ ∇̌ν$ −

4

$
∇̌µ∇̌ν$ +

4

$

(
�̌$ − 2

$
ǧαβ∇̌α$ ∇̌β$

)
ǧµν .

(7.16)

(Usamos o fato de que, sendo $ uma função escalar, sua derivada parcial é igual
à derivada covariante (com qualquer métrica), i.e. ∂µ$ = ∇̌µ$.)

A métrica do aeon Â é a de um espaço-tempo com constante cosmológica
positiva Λ̂ ≡ 3Ĥ2, e assintoticamente, assume a forma de uma expansão de
Starobinskii (1983),

dŝ2 = −dt̂2 + e2Ĥt̂
(
aij + e−2Ĥt̂bij + e−3Ĥt̂cij + · · ·

)
dxidxj, (7.17)

com aij, bij, cij funções de xi e não do tempo, i.e. toda a dependência temporal é

colocada em potências de eĤt̂. Para t→∞, esta é uma solução para as equações
de Einstein com uma constante cosmológica positiva, desde que se respeite um
conjunto de restrições: o tensor bij não é independente, mas se relaciona com aij,

bij = Ĥ−2
(

(3)Rij[a]− 1
4 (3)R[a] aij

)
, (7.18)

onde (3)Rij[a] é tensor de Ricci obtido da métrica 3-dimensional definida por aij,
e (3)R[a] ≡ aij(3)Rij[a] é o escalar correspondente. O tensor cij, por sua vez, deve
obedecer as 4 condições

aij cij = 0 e aij∇jcki = 0. (7.19)

Além dessas restrições, há três funções livres em aij, ajustáveis pela invariância da
métrica sob redefinições das coordenadas xi, e existe ainda uma liberdade de cali-
bre na transformação t̂ 7→ t̂+φ(xi) em conjunto com xi 7→ xi−(1/2Ĥ)e−2Ĥt̂aij∂jφ,

que preserva a forma da métrica com aij 7→ e2Ĥφaij e cij 7→ e−Ĥφ̂cij. Por fim,
aij e cij são, evidentemente, simétricos. Tudo isso faz com que haja apenas 4
funções independentes, duas em cada tensor, e são os únicos graus de liberdade
do problema. Todos os outros termos da expansão (7.17) ficam determinados a
partir de aij e cij. É claro que a presença de um tensor de energia-momento que se

comporta assintoticamente como Tµν ∼ O(e−3Ĥt̂) (sem incluir em Tµν a constante
cosmológica que está presente por definição), não altera a discussão. Seguindo a
expansão de Starobinskii, $ ≡ 1/Ω pode ser obtido do seguinte ansatz:

$ = e−Ĥt̂$1 + e−2Ĥt̂$2 + e−3Ĥt̂$3 + · · · (7.20)

com os $n funções (possivelmente) das coordenadas espaciais xi. Substitua agora
na Equação de Yamabe (7.11), com o operador de Laplace-Beltrami calculado
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com a métrica (7.17), e resolva ordem a ordem. O resultado é que $1 e $2 são
arbitrários e $n, com n > 2, não são. Com isso a métrica de transição, restrita à
superf́ıcie X = {t̂ =∞}, é

gij = $2
1 aij.

A expansão exponencial na Eq.(7.17) tende a tornar a métrica isotrópica ra-
pidamente. (O que é, basicamente, o motivo pelo qual a inflação funciona.) No
limite t̂ → ∞, o tensor de Weyl satisfaz ŴαβµνŴ

αβµν → 0, matando quase
todos os graus de liberdade gravitacionais (Starobinskii (1983)), e levando à im-
plementação da Hipótese da Curvatura de Weyl, como requerido pela CCC. De
forma mais geral, a invarância conforme de Wα

βµν garante que Ŵα
βµν = Wα

βµν =
W̌α

βµν , logo

W̌αβµν = ω2 Wαβµν e Ŵαβµν = Ω2 Wαβµν .

Sendo gµν regular, Wαβµν é finito, e portanto no big-bang

W̌αβµν = ω2 Wαβµν → 0 em X ,

e a HCW fica automaticamente satisfeita. Mas além disso, para que Ŵαβµν não
seja divergente do outro lado da transição, quando Ω =∞, é necessário que

Wαβµν → 0. (7.21)

Com isso, nessa construção, a comunicação de graus de liberdade de um aeon
para o outro ocorre por meio apenas da derivada normal do tensor de Weyl,
como argumentado por Gurzadyan & Penrose (2013). De fato, a derivada de
W̌αβµν na direção normal a X , i.e. ǧγδNγ∇̌δW̌αβµν = ω−2gγδNγ∇̌δW̌αβµν , vale

D

dω
W̌αβµν = ω−2 d

dω
(ω2Wαβµν) = dWαβµν/dω 6= 0 em X .

A aplicação mais simples deste formalismo para a CCC é, evidentemente, em
uma métrica de FLRW escrita no tempo conforme:

dŝ2 = â(η̂) ds2, dš2 = ǎ(η̌) ds2, (7.22)

com ds2 = −dη2 + γij dx
idxj (7.23)

servindo como métrica de transição (que é, evidentemente, regular), desde que

Ω = c1 â(η̂), ω = c2 ǎ(η̌), logo ǎ(η̌) = −c /â(η̂), (7.24)

de acordo com a hipótese rećıproca de Ω = −1/ω. Mas não vamos entrar em
detalhes aqui; o assunto será abordado no Caṕıtulo 11.
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*
Estrutura conforme e Relatividade em de Sitter

A discussão acima tenta seguir de perto a formulação original do problema
matemático da transição entre aeons na CCC, como apresentado por Gurzadyan
& Penrose (2013) e elaborado por Tod (2013), através da solução da Equação de
Yamabe. Pode-se, todavia, abordar a transição entre aeons de outras maneiras,
e descrevemos agora um exemplo particularmente interessante.

Encarando a constante cosmológica Λ > 0 como uma propriedade geométrica
fundamental, pode-se argumentar, seguindo Aldrovandi et al. (2007), em favor
de uma modificação do Prinćıpio de Equivalência: referenciais em queda livre,
localmente livres de gravitação, devem corresponder não ao espaço-tempo de Min-
kowski, mas sim ao espaço-tempo de de Sitter. Ou seja, a relatividade restrita
deve ser uma ‘relatividade restrita de de Sitter’. Assim como Minkowski, dS4

é um espaço-tempo com simetria máxima, mas com curvatura finita ∼ Λ, que
induz uma escala (de Hubble) invariante L =

√
3/Λ. Olhando L como escala

máxima tal como c é um limite máximo para a velocidade, a relatividade de de
Sitter possui dois novos limites “ultra- e não-relativ́ısticos”, dados por L indo a
zero ou ao infinito. O limite “não-relativ́ıstico” L→∞ recupera o espaço-tempo
de Minkowski, com Λ = 0, e no limite oposto, quando L → 0, o hiperbolóide
(D.1) que forma dS4 se degenera em um cone quadridimensional C . A natureza
desse espaço-tempo C pode ser compreendida através dos 10 vetores de Killing
geradores do grupo de simetrias de dS4, que é isomórfico ao grupo conforme
SO(4,1), ver §13.1. Com uma parametrização apropriada dos geradores, vê-se
que no limite “ultra-relativ́ıstico” em que L → 0 o gerador de translações, P µ,
se separa da álgebra de Lie e resta apenas um vetor Kµ, correspondente a trans-
formações especiais conformes, formando, junto com os ‘boosts’ de Lorentz, um
grupo análogo ao grupo de Poincaré mas com as tranformações conformes subs-
tituindo as translações. Assim, C é um espaço-tempo em que as noções usuais
de tempo e espaço, ditadas por P µ, perdem o sentido, tendo sido substitúıdas
por transformações conformes Kµ. Ou seja, o cone com L = 0 possui simetria
conforme, sua singularidade é isotrópica com tensor de Weyl nulo, e com isso foi
proposto por Araujo et al. (2015) que C pode servir como o espaço-tempo de
“ponte” entre dois aeons.

Na ‘relatividade geral de de Sitter’, a nova formulação do Prinćıpio de Equi-
valência tem consequências dinâmicas, descritas, e.g. por Aldrovandi & Pereira
(2009), e a constante cosmológica pode mudar com o tempo de uma maneira
espećıfica à medida em que o tensor de energia-momento se converte numa “cor-
rente conforme” equivalente ao “tensor de energia-momento melhorado” de Callan
et al. (1970). (Deve-se notar que Gurzadyan & Penrose (2013) mencionam o ten-
sor de energia-momento melhorado como uma posśıvel fonte de matéria escura

112



na CCC; ver também Penrose (2017).) Essa dinâmica da constante cosmológica
pode ser usada para abordar a questão do pequeno valor atual de Λ e o problema
da coincidência, e também pode atuar como o mecanismo levando L desde o seu
grande valor atual até um limite ultrarelativ́ıstico, no futuro, em que L → 0.
Estritamente, L não deve chegar a zero: flutuações ao redor de C para L ∼ `Pl
podem dar origem a um universo “inflacionário”, ou seja, a um novo big-bang.

7.3 Fenomenologia e problemas

No seu argumento para a realizaçãoda CCC, Penrose (2010) faz algumas hipóteses
f́ısicas que são, no mı́nimo, arriscadas. A justificativa apresentada para a identi-
ficação conforme das métricas f́ısicas ǧµν e ĝµν na transição entre aeons vem da
hipótese de que, na vizinhança de X , toda a matéria seja invariante conforme e,
portanto, sem massa. Isso não é exatamente um problema no futuro de X , onde
logo após o big-bang a energia pode ser alta o suficiente para restaurar a simetria
conforme, mas é um problema no passado de X , onde o Universo se encontra no
final da sua evolução. Neste ponto, Penrose (2010) sugere que:

1. Após um tempo suficientemente longo, buracos negros supermassivos no
interior das galáxias terão capturado a maior parte da matéria no Universo,
até que sejam eles as únicas estruturas restantes. Após mais um tempo
suficientemente longo, esses buracos negros evaporam completamente, eli-
minando quase toda a massa-de-repouso no Universo.

2. Penrose (2007, 2010) reconhece que é inevitável que pelo menos alguma
matéria escape dos horizontes de eventos dos buracos negros e acabe isolada
no interior de seu próprio horizonte de eventos cosmológico. No momento
não há qualquer evidência de que essas part́ıculas isoladas venham a decair
em part́ıculas sem massa. O problema é particularmente dif́ıcil no que diz
respeito a elétrons isolados, por causa da conservação da carga elétrica. A
única maneira de resolver a questão é postular algo como o decaimento da
massa-de-repouso de todas as part́ıculas, em algum tipo de “mecanismo de
anti-Higgs”. Por outro lado, no Modelo Padrão (de part́ıculas) a existência
de part́ıculas sem massa e eletricamente carregadas é uma impossibilidade
tanto teórica quanto observacional — o decaimento de um fóton em um
par de part́ıcula anti-part́ıcula seria observável nos aceleradores atuais, e
entretanto nunca foi detectado.

3. Além de servir como mecanismo de eliminação da massa de repouso, os
buracos negros também serviriam para eliminar a entropia da matéria. En-
tretanto, apesar da ausência de uma solução definitiva para os paradoxos
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encontrados em um tratamento semiclássico, há muitas indicações de que a
evaporação de buracos negros é, afinal, unitária. Para uma revisão recente
da questão, ver, e.g., Marolf (2017).

4. Uma das predições feitas por Gurzadyan & Penrose (2010) é a de que ondas
gravitacionais geradas durante a colisão dos últimos buracos negros super-
massivos no fim de Â ficariam impressas na matéria presente no ińıcio de
Ǎ , através dos graus de liberdade contidos na perturbação da derivada
do tensor de Weyl. Durante a espiral de coalescimento (uma “versão su-
permassiva” do evento observado por LIGO-VIRGO Collaboration et al.
(2016)), seriam geradas várias ondas concêntricas com um fim abrupto no
instante em que ocorre a fusão. A impressão indireta das ondas na CMB
teria a forma de ćırculos concêntricos em que a variação da temperatura
seria muito menor do que o esperado pelo modelo cosmológico padrão. Em
uma série de publicações, Gurzadyan & Penrose (2010, 2011); Gurzadyan &
Penrose (2013) afirmaram ter encontrado esses ćırculos nos mapas de tem-
peratura fornecidos pela WMAP; de acordo com os autores, a presença dos
ćırculos forneceria uma evidência observacional em favor da CCC. Entre-
tanto, com uma análise detalhada dos dados, vários grupos independentes,
Hajian (2011); Moss et al. (2011); Wehus & Eriksen (2011) e mais tarde
DeAbreu et al. (2015) verificaram a existência, de fato, de ćırculos, mas
mostraram que estes são, na verdade, perfeitamente compat́ıveis com o es-
pectro esperado do modelo ΛCDM. (Uma análise curiosa da história e seus
desdobramentos é apresentada por Eriksen & Wehus (2011).)

5. Muito recentemente, Penrose (2017) propôs que part́ıculas escalares de
massa alt́ıssima, da ordem da massa de Planck, ∼ 10−5 gramas, sejam
as componentes da matéria escura, geradas no aeon anterior ao nosso, e
correspondentes ao campo escalar ω, nas linhas do que foi descrito no §7.2.
Aparte a existência ou não da CCC e de aeons anteriores, o ponto mais in-
teressante da proposta talvez seja uma sugestão concreta para uma posśıvel
verificação do decaimento de matéria escura. De acordo com Creswell et al.
(2017), há uma suposta correlação entre os rúıdos de fundo medidos nos dois
interferômetros do LIGO, uma afirmação que foi questionada pela equipe
da colaboração LIGO-VIRGO. De acordo com a proposta de Penrose, a
correlação entre os rúıdos deve sim ser verdadeira, sendo causada não por
defeito de estat́ıstica ou por rúıdos terrestres, mas sim por ondas gravita-
cionais leǵıtimas, emitidas no decaimento de part́ıculas de matéria escura
presentes na galáxia que hospeda os buracos negros cuja colisão deu ori-
gem à medição principal. Se este for o caso, basta apontar os detectores
para outras galáxias (onde há aglomeração de matéria escura) para mais
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uma vez se medir uma correlação entre “rúıdos” (com o intervalo de tempo
correspondente à posição da galáxia em questão).

*

Independente das particularidades fenomenológicas da proposta original, é a
noção de uma “transição conforme” entre um infinito futuro tipo-espaço I +

e um big-bang a idéia principal do formalismo da CCC que nos interesserá futu-
ramente. Outras maneiras de implementá-la, além das que mencionamos acima,
serão exploradas na parte III desta tese.
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Parte III

Dualidade do Fator de Escala no
Tempo Conforme
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Caṕıtulo 8

A Dualidade do Fator de Escala

A pesquisa apresentada nesta tese se dedica a modelos cosmológicos relacionados a
uma dualidade de inversão do fator de escala no tempo conforme, na gravitação de
Einstein. A idéia é similar à dualidade original introduzida na cosmologia de cor-
das por Veneziano (1991), e que revisamos no §6.2: desejamos implementar uma
simetria que relacione pequenas escalas (altas energias) a grandes escalas (baixas
energias) na evolução do Universo. Como veremos a seguir, as caracteŕısticas da
transformação a 7→ 1/a são distintas para cada escolha de coordenada temporal.
Por exemplo, no tempo cósmico a dualidade necessariamente viola a condição
fraca de energia, enquanto no tempo conforme a condição é preservada (dentro
de um limite). Neste Caṕıtulo 8 descrevemos em detalhes as propriedades da du-
alidade no tempo conforme, e os caṕıtulos seguintes serão devotados a explorar
suas consequências na construção de diversos tipos de cosmologias.

8.1 A dualidade do fator de escala na gravitação

de Einstein

Desejamos implementar uma simetria de inversão do fator de escala nas equações
de Friedmann. No ansatz geral da métrica de Robertson-Walker, dado pela
Eq.(2.5),

ds2 = −N2(τ)dτ 2 + a2(τ)ds2
K , (8.1)

com uma coordenada tipo-tempo x0 = τ arbitrária e determinada pela escolha
da função lapso N(τ), as equações de Friedmann são

1

N2

(
1

a

da

dτ

)2

=
κ2

3
ρ− K

a2
, (8.2a)

1

N2

da/dτ

a

[
a

da/dτ

d

dτ

(
1

a

da

dτ

)
+

1

a

da

dτ
− 1

N

dN

dτ

]
= −κ2

6
(ρ+ 3P ). (8.2b)
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A inversão do fator de escala corresponde à transformação

a 7→ ã = c2/a, (8.3)

onde c é uma constante positiva adimensional. O objetivo é que, após a trans-
formação, as Eqs.(8.2) sejam preservadas. Neste caso, a função ã, sendo também
uma solução das equações de Friedmann, corresponde ao fator de escala de um
‘universo dual’ àquele descrito por a. Uma vez que

1

ã

dã

dτ
= −1

a

da

dτ
, (8.4)

a inversão do fator de escala naturalmente mapeia

universos em expansão 7→ universos em contração,

mas como as derivadas temporais só estão presentes ao quadrado, as equações
(8.2) são explicitamente invariantes sob a transformação linear

τ 7→ ±τ + constante. (8.5)

Uma composição de ambas as transformações (8.3) e (8.5) têm o efeito de mudar
o sinal em (8.4), levando a um mapa entre dois universos que se expandem ou
contraem. Repare que o termo de curvatura K/a2 em prinćıpio viola a simetria,
e por isso faça, por enquanto, K = 0.

A função lapso N(τ) não possui dinâmica; corresponde a uma escolha (de
calibre) do sistema de coordenadas. Sendo a o único grau de liberdade da métrica
(8.1), a evolução da função N é regulada por sua evolução, N(τ) = N(a(τ)), e
a forma da função lapso dual Ñ tem que coincidir com a forma de N . Caso
contrário, além da inversão do fator de escala (8.3) estaŕıamos realizando uma
troca de coordenadas, ou seja

Ñ = N(ã). (8.6)

A transformação (8.3) introduz novos termos do lado esquerdo das equações
de movimento e por isso sua invariância requer uma transformação das fontes,
isto é, de P e ρ. Usando a Eq.(8.4), a Eq.(8.2a) (com K = 0) dá

Ñ2 ρ̃ =
3

κ2

(
1

ã

dã

dτ

)2

=
3

κ2

(
−1

a

da

dτ

)2

= N2 ρ,

ou seja, a transformação para a densidade de energia é simplesmente

N2ρ = Ñ2ρ̃. (8.7a)
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Estando definida ρ̃, a Eq.(8.2b) fornece, mesmo que de maneira um tanto impĺıcita,
a transformação da pressão P 7→ P̃ . Partindo da equação dual

1

Ñ2

dã/dτ

ã

[
ã

dã/dτ

d

dτ

(
1

ã

dã

dτ

)
+

1

ã

dã

dτ
− 1

Ñ

dÑ

dτ

]
= −κ2

6
(ρ̃+ 3P̃ ),

e usando (8.4), temos

−κ2

6
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)2(
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)2 [
2− δN

δa

(
1

N
+

c2

a2Ñ

)]
.

Na última linha, usamos a Eq.(8.6) para eliminar Ñ e sua derivada:

dN/dτ = (δN/δa)(da/dτ) e

dÑ/dτ = (δN/δa)(dã/dτ) = −c2a−2(δN/δa)(da/dτ).

Finalmente,

− Ñ2(ρ̃+ 3P̃ ) = N2(ρ+ 3P ) + 2N2

[
2− a

c2

δN

δa

(
c2

N
+
ã2

Ñ

)]
ρ. (8.7b)

As Eqs.(8.7) fornecem a transfomação das fontes, para qualquer escolha da
função N . Em outras palavras, escolhida a função lapso, temos a trasformação
adequada de P e ρ para que as Equações de Friedmann sejam simétricas sob
a inversão (8.3). A relação pode ser escrita também em termos da equação de
estado para o fluido,

P (ρ) ≡ w(ρ) ρ.

Com a transformação da energia (8.7a), a fórmula (8.7b) fornece diretamente

w̃(ρ̃) = −w(ρ)− 2

3

[
3− a

c2

δN

δa

(
c2

N
+
ã2

Ñ

)]
. (8.8)

Existem duas escolhas usuais para o lapso na métrica de Robertson-Walker:
uma corresponde ao tempo cósmico, com N = 1, e a outra ao tempo conforme,
com N = a.
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*
A dualidade do fator de escala no tempo cósmico

No tempo cósmico τ = t, com N = 1, as equações de Friedmann (8.2) assu-
mem sua forma usual:(

ȧ

a

)2

=
κ2

3
ρ ;

ä

a
= −κ2

6
(ρ+ 3P ), (8.9)

com K = 0. As Eqs.(8.7) dão as transformações de simetria

ã(t) = c2/a(t); ρ̃ = ρ, P̃ = −P − 2ρ, (8.10)

e a Eq.(8.4) expressa a invariância, modulo um sinal, da função de Hubble:

H̃(t) = −H(t), H̃(t̃) = H(t) (8.11)

onde t̃ = −t + constante corresponde à reflexão temporal (8.5). As Eqs.(8.10)-
(8.11), foram descobertas por Dabrowski et al. (2003) e também analisadas por
Chimento & Lazkoz (2003) (ver também Chimento & Zimdahl (2008)), que as uti-
lizaram para descrever modelos fantasmas (cf. §8.3.1) em termos de cosmologias
com um campo escalar usual. De fato, essa transformação é muito apropriada
para tanto, já que mapeia parâmetros de equação de estado, de acordo com a
Eq.(8.8),

w̃ = −w − 2, (8.12)

o que deixa evidente que qualquer fluido com w < 1 será mapeado em um dual
com w̃ < −1, e portanto todas as cosmologias usuais têm como dual uma cosmo-
logia fantasma. Ou seja, o fluido dual sempre viola a Condição Fraca de Energia.
Em particular,

w = 1
3

(radiação) 7→ w̃ = −7
3

(“radiação dual”); (8.13)

os autores usam estes dois fluidos duais como base para a construção de outros
fluidos com equação de estado arbitrária.

A relação entre diferentes valores de w e seu dual w̃ pode ser lida na Fig.8.1.
É imediato ver que todos os universos duais possuem parâmetro de desaceleração
(2.34) negativos, i.e. q̃ = 1

2
(1 + 3w̃) < 0, a não ser que w < −5

3
. Logo exis-

tem universos desacelerados (com w > −1/3) mapeados em universos acelerados
(com w̃ < −5/3), e existem universos acelerados mapeados em universos também
acelerados.
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Figura 8.1: Eq.(8.12). Cada valor de w se encontra acima de seu dual.

8.2 A Dualidade do Fator de Escala no tempo

conforme (DFE)

A base da pesquisa nesta tese é a dualidade do fator de escala determinada por
(8.3) e (8.7), no tempo conforme η. Com N = a e τ = η, as equações de
Friedmann se escrevem(

a′

a2

)2

=
κ2

3
ρ− K

a2
;

a′′

a2
− 1

a

(
a′

a

)2

= −κ2

6
(ρ+ 3P ). (8.14)

O apóstrofo sempre vai indicar derivada a respeito de η. De acordo com as
Eqs.(8.7) temos

ã(η) = c2/a(η̃); com η̃ = ±η + constante, e (8.15a)

ã2(ρ̃+ 3P̃ ) = −a2(ρ+ 3P ), (8.15b)

ã2ρ̃ = a2ρ. (8.15c)

As Eqs.(8.15) dão as transformações de simetria que deixam invariantes as
equações de Friedmann no tempo conforme. Em tudo o que segue, ao nos re-
ferirmos a ‘dualidade do fator de escala (DFE)’ estaremos nos referindo a estas
fórmulas em espećıfico, a não ser que se diga explicitamente o contrário.

8.2.1 Universos acelerados & desacelerados

A transformação (8.15b) deixa claro que a dualidade do fator de escala mapeia ex-
clusivamente universos acelerados em universos desacelerados, e deixa invariante
um universo com aceleração zero. Em termos do parâmetro de desaceleração,
q̃ = −q. A Eq.(8.8) dá a transformação do parâmetro da equação de estado,

w̃(ρ̃) = −w(ρ)− 2
3
, (8.16)
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0 1/3 2/3–1/3–2/3–1–4/3

w~
–4/301/32/3 –1/3 –2/3 –1

Figura 8.2: Eq.(8.16). Cada valor de w se encontra acima de seu dual.

que pode ser visualizada na Fig.8.2. A transformação é simétrica por reflexão
sobre o ponto w = −1/3 = w̃, e por isso o intervalo [−1, 1/3], cujo centro é
−1/3, é invariante sob a transformação. Então para qualquer fluido que tenha
−1 ≤ w(ρ) ≤ 1/3 o fluido dual também terá −1 ≤ w̃(ρ) ≤ 1/3 e portanto ambos
preservam a Condição Fraca de Energia. Vamos nos concentrar principalmente
em equações de estado que permaneçam dentro deste intervalo, mas veja o §8.3.1.

*
Exemplos de universos duais

Usando a solução (2.37) para a equação da continuidade, a densidade de
energia se dilui com o fator de escala de acordo com

ρ = ρw × a−3(1+w) para w = constante. (8.17)

As Eq.(8.16) e (8.15c) mostram que a densidade dual obedece ρ̃ = ρ̃w×a−3(1+w̃) =
ρ̃w × a1−3w, com as constantes ρw e ρ̃w ligadas uma a outra,

ρ = ρw a
−3(1+w) ←→ ρ̃ = ρ̃w ã

−1+3w; (8.18)

com ρ̃w = c2(1+3w) ρw, (8.19)

Seguem os exemplos mais importantes de pares de fluidos duais com w constante.

— Radiação & Constante Cosmológica:

w = 1/3 ←→ w̃ = −1 (8.20a)

ρ = ρR a
−4 ←→ ρ̃ = ρ̃Λ, (8.20b)

ρR/ρ̃Λ = c−4. (8.20c)

— Poeira (matéria escura) & Paredes de Domı́nio Cósmicas:

w = 0 ←→ w̃ = −2/3 (8.21a)

ρ = ρM a−3 ←→ ρ̃ = ρ̃PD ã
−1, (8.21b)

ρM/ρ̃PD = c−2. (8.21c)
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— Gás de cordas, autodual:

w = −1/3 = w̃ (8.22a)

ρ = ρC a
−2 ←→ ρ̃ = ρ̃C ã

−2, (8.22b)

ρC/ρ̃C = 1. (8.22c)

O gás de cordas é o exemplo mais simples de um fluido (parcialmente) autodual,
isto é, que se transforma em si mesmo a menos do valor parâmetro ρC .

Como se pode ver da Eq.(8.2a), a contribuição da curvatura para as Equações
de Friedmann pode ser tratada como uma componente ρ = ρC/a

2 da densidade
de energia, com

ρC = −3K/κ2, (8.23)

e esta dependência com o inverso do quadrado do fator de escala é a mesma do
gás de cordas, correspondente a w = −1/3. Ou seja:

O termo de curvatura nas Equações de Friedmann é invariante sob as
tranformações (8.15). Portanto, a Dualidade do Fator de Escala no tempo

conforme é uma simetria dos universos de Friedmann com curvatura não-nula.

É este o motivo de mantermos o termo de curvatura nas Eqs.(8.14) (comparar
com as Eqs.(8.9) no tempo cósmico).

8.2.2 Geometria conforme de universos duais

No tempo conforme, a métrica de FLRW

ds2 = a2(η){−dη2 + dr2 + r2(dθ2 + sen2θ dφ2)} (8.24)

tem no fator de escala um fator conforme Ω2(x) = a2(η). Portanto, a DFE
é uma transformação de Weyl, Ω(η) 7→ 1/Ω(η), e, como toda transformação
conforme, deixa invariante a estrutura dos cones de luz do espaço-tempo (M ,g).
No que segue, analisamos em algum detalhe as propriedades geométricas dessa
transformação.

*
O tempo conforme e a dualidade

Usando a Equação de Friedmann na Eq.(8.15c), escreva a DFE como

ã = c2/a, ãH̃ = ±aH, (8.25)
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onde H ≡ (1/a)(da/dt) = a′/a2 é a função de Hubble. O sinal ± surge ao se tirar
a raiz quadrada de (8.15c). O sinal é positivos se ambos os universos duais se
expandem (ou contraem), e negativo se um contrai e o outro se expande. Não há,
em (8.25), nenhuma menção (expĺıcita) à transformação de η enquanto argumento
das funções. Escreva

η − η0 =

∫ t

t0

dt/a(t) =

∫ a

a0

da/(Ha2), (8.26)

com uma constante de integração arbitrária tal que a(η0) = a0. Usando as
Eqs.(8.25), com dã/ã = (a/c2)d(c2/a) = −da/a, temos

η(a)− η0 =

∫ a

a0

1

Ha

da

a
= −

∫ ã(a)

ã(a0)

1

H̃ã

dã

ã
. (8.27)

Ora, a última integral é simplesmente o tempo conforme dual, η̃(ã)−η̃0 =
∫ ã
ã0

dã′

H̃′ã′2
,

com zero fixado em η̃(ã0) = η0, tal que ã0 ≡ ã(a0) = c2/a0. Ou seja:

η̃(ã) = −η(a) + η∗, (8.28)

com η∗ = η̃0+η0, o que é nada mais que a transformação linear do tempo conforme
escrita em (8.15a), aqui com o sinal negativo, η̃ = −η+ constante. Se tivéssemos
escolhido ãH̃ = −aH, é imediato ver que chegaŕıamos a η̃ = η + constante. A
interpretação f́ısica é óbvia: a inversão do fator de escala sempre liga um universo
que se expande a um dual em contração, e para que haja expansão em ambos é
necessária a inversão temporal.

*
Mapas de horizontes

A transformação (8.28) mapeia C ± 7→ C ∓, como se vê da Eq.(2.46). Além
disso, usando a Eq.(2.50) é imediato perceber que a transformação dual (8.27)
atua sobre os horizontes com

rP =

∫ a

0

1

Ha

da

a
= −

∫ ã

∞

1

H̃ã

dã

ã
= r̃F , (8.29)

mostrando que a DFE mapeia horizontes (de eventos) cosmológicos e em hori-
zontes de part́ıculas, e vice-versa. Repare que nem sempre um espaço-tempo
cosmológico possui os dois tipos de horizonte como na Fig.2.2. Ali, o universo
tem uma “vida conforme”

ηf =

∫ ∞
0

1

Ha

da

a
= rP + rF (8.30)
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finita. (Cf. Eq.(2.51).) Mas pode acontecer de se ter um horizonte de part́ıculas
mas não um horizonte cosmológico, i.e. rF =∞ = ηf apesar de rP ser finito; é o
que ocorre em universos desacelerados, e.g. um universo de radiação. Nesse caso,
seu dual terá um horizonte cosmológico mas não um horizonte de part́ıculas, i.e.
r̃F = rP finito, enquanto r̃P = rF =∞; é o que ocorre com universos acelerados.
A Eq.(8.29) mostra que um par de universos duais possui a mesma duração, pois

η̃f = r̃P + r̃F = rF + rP = ηf , (8.31)

o que vale tanto para universos com ηf finito como para aqueles que não possuem
um dos tipos de horizonte, caso em que ηf = η̃f =∞.

Por fim, em um espaço-tempo de FLRW o raio f́ısico `A do horizonte aparente,
é dado por (2.55), `A = 1/

√
H2 +K/a2. Sob a transformação de dualidade, como

a2ρ = ã2ρ̃ e, de acordo com as equações de Friedmann, ρ = 6
κ2 (H2 + K/a2),

ficamos com

r̃A = ˜̀
A/ã = `A/a = rA. (8.32)

Ou seja, o raio comóvel do horizonte aparente é invariante sob a DFE.

*
Diagramas de Penrose duais

O elemento de linha ds̃2 do universo dual pode ser escrito na mesma forma
(B.9)

ds̃2 = 1
4
ã2(η̃(χ̃, τ̃)) sec2

(
χ̃+τ̃

2

)
sec2

(
χ̃−τ̃

2

)
(−dτ̃ 2 + dχ̃2 + sen2χ̃ do2) , (8.33)

Vamos nos concentrar no caso mais interessante em que ambos os universos se
expandem, e portanto há uma reflexão de η. De acordo com as Eqs.(B.3), é fácil
ver que as coordenadas sobre o cilindro de Einstein ficam mapeadas em

τ 7→ τ̃ = −τ ; (8.34a)

χ 7→ χ̃ = χ; (8.34b)

a(χ, τ) 7→ ã(χ̃, τ̃) = c2/a(χ,−τ). (8.34c)

As consequências destas tranformações para o diagrama de Penrose do universo
dual são as seguintes.

O formato do diagrama causal: Em primeiro lugar, fica claro que o formato
do diagrama dual é o mesmo formato do diagrama original, mas espelhado
sobre o eixo τ = 0. Isto é: se p é um ponto do diagrama original, ele passa
a ser mapeado em p̃ no diagrama dual de acordo com

p = {χ, τ} 7→ p̃ = {χ,−τ}. (8.35)
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ℐ+

i0

i+ i0

i–

ℐ+

ℐ–

ℐ–

Figura 8.3: Diagramas de Penrose duais para universos com w constante.

Os infinitos i± e i0: Consequentemente, os infinitos tipo-tempo passam a ser
invertidos, i.e.

i+ 7→ i− ; i− 7→ i+, (8.36)

enquanto o infinito tipo-espaço fica invariante: i0 7→ i0. Note que caso um
diagrama não possua, digamos, i+, seu dual não possuirá i−.

Os infinitos I ±: Vamos considerar universos do tipo big-bang, em que o fator
de escala a(η) tem domı́nio a ∈ (0,∞). Neste caso o domı́nio do fator de
escala dual é também a semi-reta, com o mapa sendo dado pela Eq.(8.34c)
a ∈ (0,∞) 7→ ã ∈ (∞, 0), e com isso

I + 7→ I − ; I − 7→ I +. (8.37)

Combinando (8.35) e (8.37) temos que se um espaço-tempo possui singulari-
dade tipo-espaço e infinito futuro tipo-luz, seu dual vai possuir I − tipo-luz
e I + tipo-espaço. Dáı se conclui que, se desejarmos que a DFE seja uma
simetria do universo em questão (i.e., que ele seja autodual no sentido do
Caṕıtulo 9), então a estrutura causal da singularidade deve ser igual à es-
trutura causal do futuro infinito (ambos tipo-espaço ou nulos). O mapa
entre singularidade e infinito futuro é o limite extremo da propriedade da
DFE de mapear escalas grandes em pequenas, e vice-versa.
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Os cones de luz: Os cones de luz são as retas de inclinação unitária, i.e. χ−χ′ =
±(τ−τ ′), com ± correspondendo a cones futuro e passado, respectivamente.
Logo, se C ±p são os cones futuro e passado do ponto p ∈ (M ,g), e p̃ é dado
por (8.35)

C ±p 7→ C ∓p̃ . (8.38)

Os horizontes cosmológicos de evento e de part́ıcula: O horizonte de eventos
de um observador é por definição o cone passado de sua posição em I +;
o horizonte de part́ıculas é por definição o cone futuro de sua posição em
I −. As relações (8.37) e (8.38), portanto, significam que Horizontes de
eventos 7→ Horizontes de part́ıcula, e Horizontes de part́ıcula 7→ Horizontes
de eventos. Ambos os horizontes só se tornam relevantes se os respectivos
cones de luz não englobam o espaço-tempo inteiro. É fácil ver então que
se I + é tipo-espaço há horizonte de eventos; se I − é tipo-espaço há hori-
zonte de part́ıculas. (Em um universo autodual deve haver os dois tipos de
horizontes ou nenhum, o que é coerente com o que foi dito em 8.2.2. sobre
I ± possúırem a mesma estrutura.) Comparar com §8.2.2.

8.3 A dualidade e o campo escalar

As transformações (8.15) para um campo escalar σ sujeito ao potencial V (σ)
podem ser obtidas através da correspondência (2.21) com o tensor de energia-
momento de um fluido perfeito:

ρ = 1
2
(σ′/a)2 + V, P = 1

2
(σ′/a)2 − V. (8.39)

Primeiro note que, da Eq.(8.15b) e com o aux́ılio da Eq.(8.15c), a pressão dual
P̃ = −(a2/ã2)(P + 6ρ), de onde se pode escrever

ρ̃ = Ṽ + 1
2
(σ̃′/ã) = (a/ã)2 ρ

P̃ = −Ṽ + 1
2
(σ̃′/ã) = −(a/ã)2(P + 6ρ);

que por subtração fornecem ã2Ṽ = 3a2V + 2(σ′)2. Usando a equação de Fried-
mann (2.30a) para o campo escalar, com K = 0, elimina-se a derivada do campo
no lado direito, portanto

ã2 Ṽ = −a2V + 12(a′/a)2. (8.40)

Sabendo o fator de escala como função de σ a Eq.(8.40) fornece a transformação
do potencial. Será de útil uma fórmula que forneça essa relação entre a e σ a partir
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do conhecimento da equação de estado w = P/ρ de um fluido com densidade de
energia ρ = ρ(a). Tal fórmula pode ser obtida como segue. Das Eqs.(8.39) temos
que (σ′/a)2 = (1 + w)ρ, e dividindo esta pela equação da continuidade na forma
adρ/da = −3(P + ρ) temos que

dσ/dη = a′ dσ/da = ±
√
−1

3
a3 (dρ/da). (8.41)

Agora, usando a primeira das Eqs.(8.14) para eliminar da/dη obtemos a integral

σ(a) = ±
∫
da

√
2a (dρ/da)

6K − a2ρ
. (8.42)

(Aqui κ2 = 8πG = 1.) É esta a fórmula desejada, que pode (ao menos em
prinćıpio) ser invertida para fornecer a = a(σ) e dáı completar a transformação
dual de Ṽ (σ̃) na Eq.(8.40). Para encontrar transformação do campo dual, i.e.
σ = σ(σ̃), note que da Eq.(8.41) segue que

(dσ/dρ)2 = −1
3
a3(dρ/da)(dρ/dη)−2 = −1

3
a3(da/dρ)(a′)−2.

Usando mais uma vez a primeira das Eqs.(8.14) e a equação da continuidade,

dσ/dρ = ±
√

2/3

ρ
√

1 + w
. (8.43)

Uma equação idêntica é válida para o campo dual e portanto

dσ/dσ̃ = (dρ/dρ̃) (ρ̃
√

1 + w̃)/(ρ
√

1 + w).

Usando a Eq.(8.15c) para calcular dρ̃/dρ, com alguma manipulação se obtém

dσ/dσ̃ = ±
√

1− 3w̃

1− 3w
= ±

√
3(1 + w)

1− 3w
. (8.44)

Sabendo ρ = ρ(a) e a = a(σ), a Eq.(8.44) dá a relação entre os campos duais.

*
Superpotencial

Existe uma maneira de se expressar a dualidade entre os campos escalares
sem a necessidade de se recorrer à descrição termodinâmica (8.39). O método
consiste na substituição das equações de Friedmann por um sistema de equações
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diferenciais de primeira ordem. Defina uma função W (a), que chamaremos de
‘superpotencial’,1 tal que

(a′/a)2 = (κ2/4)
(
a2W 2 − 4K/κ2

)
, (8.45a)

σ′2 = −(1/2) a3 d(W 2)/da. (8.45b)

Derivando as equações acima, vê-se que este sistema de primeira ordem resulta
no sistema de segunda ordem das Eqs.(2.30a) e (2.31), viz.

(a′/a2)2 = (κ2/6)
[
(σ′/a)2 + 2V (σ)

]
+K/a2, σ′′ + 2(a′/a)σ′ = −a2dV/dσ,

desde que o potencial tenha a forma

V (σ) = (3/2)W 2 + (a/4) d(W 2)/da. (8.46)

Ou seja, existe uma classe de modelos cosmológicos, tais que V (σ) respeita o
v́ınculo (8.46), que pode ser descrita pelo sistema (8.45). (Em outras palavras,
soluções do sistema de primeira ordem sempre são soluções do sistema de se-
gunda ordem original, mas o contrário não é verdade.) Este formalismo troca a
especificação do potencial V (σ) (i.e. da Lagrangeana) pela especificação do su-
perpotencial, já que a solução do sistema (8.45) requer que se saiba de antemão
a função W (a). Note que isso é também equivalente a se especificar a equação de
estado na representação termodinâmica: a equação de Friedmann (2.28a) mostra
que W 2 = (2/3)ρ, então fornecer W (a) é fornecer uma solução da Eq.(2.35) e,
portanto, equivalentemente, a fornecer uma equação de estado w(ρ). As soluções
cosmológicas usuais com w constante são todas descrit́ıveis por superpotenciais
simples através da Eq.(2.37).

Uma vez que, sob a DFE, (ã′/ã)2 = (a′/a)2, a Eq.(8.45a) que define o super-
potencial dá a transformação simples

a2W 2 = ã2W̃ 2. (8.47)

Derivando esta relação, é fácil encontrar a transformação do potencial (8.46),

Ṽ = −(a/c)4 V + 2(a/c)4W 2. (8.48)

A transformação do campo pode ser obtida a partir da razão entre as Eqs.(8.45),

(da/dσ)2 =
(κ2/2)(a2W 2 − 4K)

−adW 2/da
, (8.49)

1Apesar de aparentemente ad hoc, o sistema (8.45) surge naturalmente no contexto de
paredes de domı́nio em teorias de supergravitação, e é de lá que se tira o nome ‘superpotencial’;
ver Cvetič & Soleng (1995, 1997). Existe uma continuação anaĺıtica simples que transforma
paredes de domı́nio em espaços de Robertson-Walker, o que leva a aplicações cosmológicas do
sistema de primeira ordem; ver, e.g., Skenderis et al. (2007); Townsend (2008).
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cuja solução fornece a(σ). Observe que

da/dσ = (dσ̃/dσ)× (da/dσ̃) = −(dσ̃/dσ)× (c/ã)2 × (dã/dσ̃),

e se pode encontrar dσ̃/dσ usando a equação dual à Eq.(8.49). Fazendo K = 0
por simplicidade, e eliminando dW 2/da em favor do potencial V através de (8.46),
com alguma manipulação se chega a

dσ/dσ̃ = ε

√
2V (σ)− 3W 2(σ)

W 2(σ)− 2V (σ)
, (8.50)

onde ε = Sinal [−(da/dσ)/(dã/dσ̃)]. Sabendo W (σ), a integração da equação
acima dá σ̃ = σ̃(σ). As fórmulas (8.47)-(8.50) equivalem às transformações já
encontradas em termos da descrição termodinâmica, como se pode verificar facil-
mente.

8.3.1 Modelos fantasmas

Uma componente ‘fantasma’ na matéria do universo é um fluido, ou um campo
escalar equivalente, tal que a equação de estado é ‘supernegativa’,

w < −1.

Esses modelos foram introduzidos por Caldwell (2002)1 para tentar explicar a
então recém observada expansão acelerada do Universo. Para um campo escalar,
a condição fantasma P < −ρ, de acordo com a identificação (2.21), significa que

(1/2)σ̇2 − V (σ) < −
[
(1/2)σ̇2 + V (σ)

]
ou seja σ̇2 < 0.

Evidentemente, um campo escalar comum não satisfaz essa condição, e por isso
um ‘campo fantasma’ se obtém através de uma modificação (“desesperada”, se-
gundo Gibbons (2003)) da Lagrangeana (2.18), invertendo-se o sinal da energia
cinética:

Lfantasma = +1
2
gµν∂µσ∂νσ − V (σ). (8.51)

No caso homogêneo e isotrópico, a analogia com o fluido perfeito fica então

ρ = −1
2
σ̇2 + V, e P = −1

2
σ̇2 − V, (8.52)

1Que explica sua escolha para a nomenclatura como “A phantom is something which is
apparent to the sight or other senses but has no corporeal existence—an appropriate description
for a form of energy necessarily described by unorthodox physics”.
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de modo que a condição P/ρ < −1 equivale a −σ̇2 < 0 e é satisfeita automati-
camente. De maneira pragmática, obtém-se um fluido fantasma a partir de um
fluido comum fazendo uma “rotação de Wick” na derivada

σ̇fantasma = iσ̇comum. (8.53)

Como discutido por Carroll et al. (2003), fluidos fantasmas violam todas as
condições de energia, já que ρ + P < 0, e a energia negativa torna o campo
fantasma instável, permitindo reações em cadeia descontroladas como o decai-
mento de um ‘fanton’ em um número infinito de part́ıculas.

Como visto acima, a dualidade do fator de escala no tempo cósmico expressa
na Eq.(8.10) mapeia modelos fantasmas em modelos cosmológicos usuais (ver
Fig.8.1). Assim, de acordo com Chimento & Lazkoz (2003), é posśıvel descrever
a dinâmica exótica dos primeiros em termos da dinâmica conhecida dos segundos.
Algo similar ocorre no caso da DFE no tempo conforme (8.15): modelos fantas-
mas com −5/3 < w̃ < −1 podem ser descritos por um fluido dual não-fantasma
desacelerado, com 1/3 < w < 1. Entretanto, como se discutiu no §8.2.1, a DFE
(8.15) permite mapas entre modelos duais em que nenhum dos dois é fantas-
magórico, e é neles que vamos nos concentrar principalmente. Mas logo abaixo
apresentaremos ao menos uma situação em que uma transformação do campo
comum para um campo fantasma é relevante, e por isso vale a pena uma breve
discussão.

*
A DFE para campos fantasmas

Como se pode ver claramente da Eq.(8.44), a transformação entre σ e σ̃ só
está bem definida para equações de estado não fantasmas, i.e. w, w̃ > −1. Caso
contrário, o lado direito da equação se torna um número imaginário, isto é

dσ/dσ̃ = ±
√

3(1 + w)

1− 3w
= ±i

√
3|1 + w|
1− 3w

quando σ é fantasma (logo w+1 < 0). Agora, uma vez que o único parâmetro de
evolução nas equações de movimento é o tempo, temos que dσ/dσ̃ = σ′/σ̃′, e no
caso em que σ é um fantasma devemos usar a prescrição (8.53), o que cancela i
(e muda um sinal, mas que é irrelevante por conta do ±). Ou seja, se a dualidade
mapeia um campo σ fantasma em um campo σ̃ não fantasma, então a fórmula
(8.44) deve ser corrigida para

dσfantasma/dσ̃ = ±i
√

3|1 + w|
1− 3w

. (8.54)
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Da mesma forma, usando o superpotencial, a fórmula (8.50) fica

(dσ/dσ̃)2 =
−2V (σ) + 3W 2(σ)

W 2(σ)− 2V (σ)
. (8.55)

8.4 A DFE como uma (nova) transformação na

gravitação dilatônica

Apesar de a DFE ser implementada no quadro de Einstein, nada impede que se
passe ao quadro de cordas e se analise os efeitos da transformação. Obtém-se,
assim, uma relação entre soluções duais da gravitação dilatônica que, é claro, é
muito distinta da dualidade do §6.2. Pode-se esquematizar o processo como

Sol. no quadro de Einstein Sol. dual no quadro de Einstein

Sol. no quadro de cordas Sol. dual no quadro de cordas

Transf.(6.14)

DFE (8.15)

?

Transf.(6.14)

Suponha que não haja fontes externas no quadro de cordas, e que portanto o
campo escalar σ no quadro de Einstein seja (proporcional a) o dilaton φ. As
soluções em cada quina do diagrama acima são dadas por

a(η), σ, V (σ) ã(η̃), σ̃, Ṽ (σ̃)

aC(η), φ, VC(φ) ãC(η̃), φ̃, ṼC(φ̃)

Transf.(6.14)

DFE (8.15)

?

Transf.(6.14)

De acordo com a transformação (6.14), φ e σ são idênticos a menos de uma
constante multiplicativa que torna φ adimensional,

σ = (2κ2)−1/2φ = φ/
√

2, (8.56)

onde na última igualdade usamos unidades com κ2 = 1. As mudanças relevantes
se dão na forma do fator de escala e do potencial,

aC = (κ/λs)e−φa, VC = (λs/κ)4eφV (φ), (8.57)
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e analogamente para os duais.
Não há uma fórmula geral para aC 7→ ãC , correspondente à transformação

‘?’. Isso porque, ao contrário da dualidade (6.24), que é uma simetria da ação
gravidilatônica, a DFE (8.15) é uma transformação on-shell. Como se pode ver
da Eq.(8.42), a relação entre a e σ depende intrinsecamente da forma de ρ(a), que
se obtém através da integração de uma das equações de movimento. Com isso, as
fórmulas expĺıcitas para a transofrmação ãC = f(aC) dependem de cada caso, e a
representação de nossa dualidade no quadro de cordas não é uma inversão do fator
de escala aC . Por exemplo, para a classe de fluidos autoduais parametrizadas por
um número real δ > 0, e introduzida no Caṕıtulo 9, a transformação no quadro
de cordas é derivada no §9.5, Eq.(9.58):

1 + (ãC/c)
2δ =

(aC/c)
2δ + 1[

[(aC/c)2δ + 1]2 − 1
]1/2

.

Apesar de muito mais elaborada do que a simples inversão do fator de escala,
a fórmula acima preserva a propriedade de que pequenas e grandes escalas são
trocadas, i.e. aC � 1 é mapeado em ãC � 1, etc.

Um ponto muito importante aqui é que a trasnformação acima é válida na
presença de um potencial dilatônico nada trivial, dado na Eqs.(9.56). Lembre
que uma das caracteŕısticas fundamentais da dualidade O(d, d) da gravitação di-
latônica é o fato de que o potencial dilatônico VC(φ) deve ser necessariamente
constante (ou uma função muito espećıfica, do dilaton deslocado; ver fim do
§6.2.2). Assim, a capacidade de implementar a transformação de escalas na pre-
sença de VC(φ) é um mérito da DFE. Para deixar claro esse ponto, apresentamos
agora o seguinte exemplo: partindo de um sistema gravidilatônico com o dilaton
livre, i.e. VC = 0, aplicamos a DFE e encontramos o potencial dual ṼC(φ̃). Como
veremos, ṼC 6= 0, ou seja, a DFE cria um potencial dilatônico.

*
Criação de potencial dilatônico

Considere a solução do sistema gravidilatônico com VC = 0. De acordo com
a transformação (8.57) isso signfica que o potencial V no quadro de Einstein
também se anula. Para analisar a solução das equações no quadro de Einstein,
usamos um superpotencial dado pela restrição (8.46),

0 = V = (3/2)W 2 + (a/4) d(W 2)/da,

cuja integração é imediata: W 2 = W 2
∗ a
−6. Há duas soluções para o sistema de

primeira ordem (8.45) com esse superpotencial: uma em contração, outra em
expansão. Ambas podem ser escritas como

a(η) = a∗ (|η|/η∗)1/2, σ(η) =
√

3 log(|η|/η∗), (8.58)
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com η > 0 correspondendo à expansão, e η < 0 à contração. Dáı se tem

a(σ) = a∗ exp
[

1√
12
σ
]

e aC(φ) = a∗ exp
[(

1√
24
− 1
)
φ
]
. (8.59)

onde usamos (8.56) e (8.57). A fórmula para a(σ) também pode ser obtida da
Eq.(8.49).

O superpotencial dual se encontra da Eq.(8.47), W̃ 2 = W̃ 2
∗ ã

2. As soluções
para o sistema de primeira ordem são

ã(η̃) = ã∗ (|η̃|/η̃∗)−1/2, σ̃(η̃) =
√

3 log(|η̃|/η̃∗), (8.60)

mas agora η̃ < 0 corresponde a uma expansão, e η̃ > 0 a uma contração. Temos

ã(σ̃) = ã∗ exp
[
−1

2
σ̃
]
, e ãC(φ̃) = ã∗ exp

[
−
(

1 + 1√
8

)
φ̃
]
. (8.61)

Note que para V = 0 a equação de estado correspondente é w = 1, e o campo
dual corresponde a w̃ = −5/3, ou seja, σ̃ é um campo fantasma. A transformação
entre os campos pode ser obtida de a(σ) = c/ã(σ̃) ou da Eq.(8.55) com V = 0, e
temos

σ =
√

3 σ̃, logo φ =
√

3 φ̃, (8.62)

o que leva à tranformação entre aC e ãC por comparação entre (8.61) e (8.59),

ãC/ã∗ = (a∗/aC)
√

24+1√
24−1 . (8.63)

Como esperado, não se trata de uma inversão simples, mas como o expoente é
maior que zero temos aC � 1 mapeado em ãC � 1, e vice-versa.

Por fim, podemos calcular o potencial ṼC , “dual” ao potencial VC = 0. Usando
diretamente a Eq.(8.46) para o superpotencial W̃ 2 = W̃ 2

∗ ã
2, ou usando a Eq.(8.48)

com V = 0, chegamos ao potencial exponencial

ṼC(φ̃) = 2(λs/κ)4η̃−2
∗ exp

[
− (
√

8−1)√
8
φ̃
]
. (8.64)

8.5 Discussão

A dualidade apresentada neste caṕıtulo é a base de todo o trabalho desenvol-
vido nesta tese; por isso achamos por bem fazer aqui uma recapitulação de suas
principais caracteŕısticas.

Historicamente, a expressão ‘dualidade do fator de escala’ se refere à simetria
presente na gravitação dilatônica descrita no §6.2. Apesar disso, por questão de
praticidade, neste trabalho utilizamos a expressão e seu acrônimo ‘DFE’ para
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denotar a nossa ‘dualidade do fator de escala no tempo conforme (na gravitação
de Einstein)’.

A DFE é uma simetria on-shell da gravitação de Einstein em um universo
de FLRW no tempo conforme. Preserva, portanto, a forma das equações de Fri-
edmann, e serve como um mapa no espaço das suas soluções. O mapa sempre
relaciona universos acelerados e universos desacelerados; em particular, um uni-
verso preenchido por radiação é dual ao universo preenchido por uma constante
cosmológica (positiva). Pode-se ligar: a) um universo em expansão a outro em
contração, ou b) dois universos em expansão (ou contração). Para fluidos com
parâmetro da equação de estado w ∈ [−1, 1/3], a DFE preserva a condição fraca
de energia.

A dualidade atua como uma simetria de Weyl discreta, invertendo o fator
conforme Ω ∼ a. Mapeia, assim, pequenas escalas f́ısicas em grandes escalas, e
vice-versa. Em particular, mapeia um big-bang (uma singularidade tipo-espaço)
sobre um infinito futuro I + tipo-sepaço.

Para qualquer potencial V (σ) na gravitação de Einstein, pode-se passar ao
quadro de cordas e encontrar o potencial dilatônico VC(φ) correspondente. As-
sim, a relação de dualidade entre dois potenciais V (σ) e Ṽ (σ̃) leva a uma relação
entre os respectivos potenciais dilatônicos; reciprocamente, dado um VC é sempre
posśıvel passar ao quadro de Einstein. Assim, a DFE fornece uma transformação
da gravitação dilatônica que inclui potenciais VC não-triviais. A forma da trans-
formação do fator de escala aC no quadro de cordas só pode ser identificada a
cada caso, e não é uma inversão simples mas, em geral, fornece uma relação do
tipo {aC � 1} 7→ {ãC � 1}, etc.

135



Caṕıtulo 9

Fluidos Autoduais

O objetivo deste caṕıtulo é implementar a dualidade do fator de escala equanto
simetria de um único universo. Isto é: o mapa (M ,g) 7→ (M̃ , g̃) definido pelas
Eqs.(8.15) deve ligar não dois universos distintos cujos fluidos apresentam cada
um sua própria equação de estado, relacionadas pela Eq.(8.16); mas sim único
universo que deve apresentar, portanto, uma equação de estado invariante sob a
transformação (8.16). As condições para que se tenha

(M ,g) 7→ (M̃ , g̃) = (M ,g)

em um universo de FLRW,

ã(η) = a(η̃), ρ̃(ã) = ρ(ã), P̃ (ã) = P (ã), (9.0)

quando aplicadas às Eqs.(8.15) da DFE, levam a

a(η) = c2/a(2ηc − η); (9.1a)

ρ(Ωa) = Ω−2ρ(a), w(ρ) + w(Ω−2ρ) = −2
3
, (9.1b)

onde Ω ≡ c2/a2. (9.1c)

Um modelo cosmológico simétrico sob as transformações (9.1) será dito autodual.
Algumas observações gerais sobre a implementação da autodualidade:

1. A autodualidade é uma simetria discreta sob o grupo ćıclico de ordem 2, Z2.
A operação (9), repetida uma vez, leva ao elemento (modelo cosmológico)
original, uma vez que ˜̃a = a, etc. Sobre isso, ver o §9.6 abaixo.

2. Por se tratar de um único universo, as derivadas da/dη e dã/dη̃ devem ter
o mesmo sinal (ou seja, ou o universo se expande ou se contrai); logo a
transformação do tempo conforme é necessariamente uma reflexão (8.28),
η̃ = −η + 2ηc, com ηc uma constante que corresponde ao valor cŕıtico em
que ã(ηc) = a(ηc), i.e. ao ponto fixo da transformação de inversão do fator
de escala.
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3. Uma vez que a DFE mapeia acelerações com sinais opostos, um universo
autodual deve possuir uma fase acelerada e outra desacelerada; as fases
serão mapeadas uma na outra e portanto o ponto fixo da transformação
deve corresponder ao ponto de transição em que a aceleração se anula:
d2a(ηc)/dt

2 = 0. (Note que a derivada é com respeito ao tempo cósmico,
que é o que mede a aceleração da expansão; cf. Eq.(2.34) e discussão cor-
respondente.) Como (9.1) apresenta apenas um ponto fixo, correspondente
a η = ηc, não se pode ter, por exemplo, quatro (ou mais) fases de aceleração
em um universo autodual.

4. Se um universo em expansão começa com a fase desacelerada e termina com
a fase acelerada, então ele possui um horizonte de part́ıculas e um horizonte
de eventos, cf. §8.2.2. Usando a simeria de translação de η podemos colocar
a singularidade na origem, a(η = 0) = 0, e áı teremos a(ηf ) = ∞ para
um ηf = rP + rF , dado pela Eq.(8.30), que mede a duração conforme do
universo. Por construção, o diagrama conforme de um universo autodual
deve ser simétrico sob as transformações descritas no §8.2.2 e, assim, segue
que

ηc = 1
2
ηf .

Isso também pode ser verificado diretamente da Eq.(9.1a): se a(0) = 0
então a(2ηc) = c2/0 =∞.

5. A DFE sempre mapeia altas escalas em pequenas escalas, e vice-versa. No
caso da autodualidade, como se trata de um único espaço-tempo, isso equi-
vale a uma simetria entre o ińıcio e o final do universo. Isto é, o universo
próximo ao big-bang, com a � c é equivalente, sob a DFE, ao universo
“velho”, com a� c.

*

O restante deste caṕıtulo será destinado a construir e analisar composições
de fluidos que satisfaçam as condições (9.1b) e dão origem a universos autoduais.
No entanto, é posśıvel construir um universo autodual simplesmente “colando”
dois universos duais no ponto fixo da transformação. Considere, por exemplo, o
par Poeira/Paredes de Domı́nio (8.21). A solução (B.10) dá

a(η) = Aη2 para w = 0, e ã(η̃) = Ã (−η̃)−2 para w̃ = −2/3, (9.2)

com A e Ã constantes arbitrárias. Para construir um universo autodual, impomos
que a(ηc) = ã(ηc), logo as constantes devem ser escolhidas tais que η4

cA = Ã. O
fator de escala autodual fica dado por

a(η) =

{
Aη2 se 0 ≤ η ≤ ηc

Aη4
c/(2ηc − η)2 se ηc ≤ η ≤ 2ηc,

(9.3)
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representada na Fig.9.1. É imediato verificar que (9.3) satisfaz as condições (9.1).
Trata-se de uma solução das equações de Friedmann com uma descontinuidade
da matéria em η = ηc. Neste ponto, em que a(ηc) = ã(ηc) = c, não só a função
é cont́ınua, mas sua primeira derivada também o é, como se vê da Eq.(8.4) (com
o sinal invertido por causa da composição com a reflexão temporal).1 A segunda
derivada, todavia, é descont́ınua por causa da mudança no sinal da aceleração.

Ηc
Η

c

a

Figura 9.1: Solução autodual por colagem. A linha tracejada representa a solução
com w = 0, a ∼ η2; a linha pontilhada a solução dual com w̃ = −2/3, ã ∼
1/(2ηc − η)2. A linha ponto-tracejada é a solução autodual cont́ınua (9.3).

9.1 Composições de fluidos duais com w cons-

tante

O método mais simples de se obter um universo autodual sem recorrer à colagem
de duas soluções exemplificado na Fig.9.1 é a composição de pares de fluidos duais
não interagentes, com os parâmetros ajustados de maneira apropriada.

*
Um par de fluidos

Os fluidos autoduais mais simples são obtidos pela composição (2.45) para
um par de fluidos duais, i.e.

ρ =
ρw

a3(1+w)
+

ρw̃
a3(1+w̃)

com w̃ = −w − 2
3
. (9.4)

1Repare que a Eq.(8.4) vale para qualquer dualidade do fator de escala na gravitação de
Einstein, e portanto este método de construir modelos autoduais por colagem de duas soluções
duais no ponto fixo sempre gera uma função cont́ınua e com primeira derivada cont́ınua, mesmo
na a dualidade no tempo cósmico descrita no §8.1.
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A condição (9.1b), que se lê

ρw
a3(1+w)

+
ρw̃

a3(1+w̃)
=
c4

a4

( ρw
ã3(1+w)

+
ρw̃

ã3(1+w̃)

)
=
c4

a4

(
ρwc

−3(1+w)

a−3(1+w)
+
ρw̃c

−3(1+w̃)

a−3(1+w̃)

)
,

impõe restrições sobre os parâmetros, e ao final a densidade autodual é dada por

ρ = ρw a
−3(1+w) + ρw̃ a

3w−1 (9.5a)

com ρw/ρw̃ = c2(1+3w). (9.5b)

A autodualidade é evidente: sob a DFE o primeiro termo se mapeia no segundo,
e com a restrição sobre as densidades relativas a expressão fica invariante.

*
Dois pares de fluidos e modelo ΛCDM

O método acima é facilmente generalizado: pode-se simplesmente combinar
dois ou mais pares de fluidos duais, por exemplo

ρ = ρΛ +
ρR
a4

+
ρM
a3

+
ρPD
a

+
ρC
a2
, (9.6)

que fornece o modelo ΛCDM acrescido de radiação, curvatura e um gás de paredes
de domı́nio. O termo de curvatura pode ser ignorado fazendo-se ρC = 0, uma vez
que ele é seu próprio dual. Mas o termo exótico ρPD/a correspondente às paredes
de domı́nio é o dual do termo de poeira ρM/a

3 e, se for suprimido, a relação (9.5b)
cancela automaticamente toda a poeira. Mais precisamente, a Eq.(9.5b) fixa as
densidades relativas dos pares duais como

ρR/ρΛ = (ρM/ρPD)2 = c4. (9.7)

(Logo ρPD = 0 implica ρM = c2ρPD = 0.)
Vale notar que não só não há evidências de existência de um gás de paredes

de domı́nio no universo atual, como também a razão entre as densidades relativas
de radiação e da constante cosmológica deve ser muito pequena, da ordem de
ρR/ρΛ ∼ 10−4/(0.7) ∼ 10−4.

9.2 Generalizações e o gás de Chaplygin

A interação entre dois fluidos pressupõe uma troca de energia que impede que
cada um obedeça a equação da continuidade separadamente. Em vez da Eq.(2.44)
se tem

dρ{1}/dη + 3(ρ{1} + P{1})(a
′/a) = Q(η)

dρ{2}/dη + 3(ρ{2} + P{2})(a
′/a) = −Q(η),
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para alguma função Q(η) que descreve a interação através da troca de energia.
A diferença no sinal traduz o fato de que a energia perdida por um dos fluidos
é transferida completamente para o outro, de forma que o tensor de energia-
momento T µν = T µν{1} + T µν{2} satisfaz a equação da continuidade como deve ser.
Com mais de dois fluidos, é necesário um conjunto de funções de transferência QJ

tais que dρ{J}/dη+ 3(ρ{J}+P{J})(a
′/a) = QJ(η), com

∑
J QJ = 0. Para resolver

o conjunto de equações, é necessário o conhecimento das funções de transferência,
mas essas dependem diretamente da f́ısica particular dos fluidos envolvidos. Ape-
sar de ser posśıvel descrever fenomenologicamente alguns cenários de interação
utilizando-se de algum ansatz para as funções Q — por exemplo, pode-se descre-
ver a interação entre matéria e energia escuras, como em Fraga et al. (2010); Jamil
& Rahaman (2009) —, não é fácil utilizar esse método para encontrar modelos
autoduais. Nossa abordagem, portanto, será outra.

9.2.1 Uma famı́lia de fluidos autoduais

Com o objetivo de encontrar um fluido autodual com duas componentes que
possua suficiente generalidade, assumimos o ansatz

ρ = (B ar +Das)t . (9.8)

Os dois parâmetros B e D correspondem às densidades relativas de cada com-
ponente — vamos considerar B e D > 0 —, e as potências r, s e t são livres
desde que se satisfaçam as condições de autodualidade (9.1b). A condição de que
ρ(ã) = c−4 a4ρ(a) impõe(

c2rB a−r + c2sDa−s
)t

=
(
c−4/tB ar+4/t + c−4/tDas−4/t

)t
. (9.9)

Igualando as potências temos duas possibilidades. Ou −r = r+4/t e −s = s+4/t
logo r = s = −2/t, ou então −r = s+ 4/t e −s = r + 4/t, logo

r + s = −4/t, (9.10)

o que inclui r = s = −2/t como um caso particular e dá, portanto, a condição
sobre as potências em (9.8). Além disso, os coeficientes das potências de a dos
dois lados da Eq.(9.9) devem coincidir,{

c2r B = c−4/tD

c2sD = c−4/tB
logo

{
B/D = c−2r−4/t

B/D = c2s+4/t
;

as duas condições à direita são equivalentes de acordo com a Eq.(9.10), i.e.

B/D = cs−r. (9.11)
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Com a Eq.(9.10) há apenas dois expoentes independentes no ansatz (9.8).
Renomeie r ≡ −3(1 + β), s ≡ −3(1 + γ), logo 1/t = 3

4
(2 + β + γ), e

ρ =
(
Ba−3(1+β) +Da−3(1+γ)

) 4
3(γ+β+2)

,

com D = Bc3(γ−β).

(9.12)

Esta é a famı́lia de fluidos autoduais que desejávamos, parametrizada por γ e
β. Usando a equação da continuidade, o (hipotético) parâmetro w = P/ρ se
comporta com a de acordo com

(1 + w)ρ = −1
3
a dρ/da. (9.13)

Diferenciando a densidade de energia (9.12) encontramos

1 + w(a) =
4(1 + β)

3(β + γ + 2)

B a−3(1+β) +
(

1+γ
1+β

)
Da−3(1+γ)

B a−3(1+β) +Da−3(1+γ)

 . (9.14)

Um dos parâmetros γ ou β é sempre maior que o outro; assuma γ > β. Nos
limites assintóticos em que a → 0 e a → ∞ dominam os termos com expoente
γ e β, respectivamente, e o parâmetro da equação de estado assume os valores
constantes

wγ =
γ − 3β − 2

3(γ + β + 2)
, wβ =

β − 3γ − 2

3(γ + β + 2)
, (9.15)

respectivamente. Como observado acima, a autodualidade relaciona estes limites
através da DFE e por isso, como era de se esperar, a soma

wγ + wβ = −2/3. (9.16)

Em outras palavras, nos limites assintóticos o fluido autodual (9.12) se comporta
como pares de fluidos duais com equação de estado constante. Por exemplo, para
γ = 3β + 2, temos como assintóticos os pares Poeira/Paredes Cósmicas e repare
que esses limites são obtidos para toda uma famı́lia de fluidos com densidade de
energia

ρ = a−9(1+β)
(
Ba6(1+β) +D

) 1
3(1+β) (9.17)

parametrizada livremente por β. No que segue, vamos considerar apenas (1 + β)
e (1 + γ) positivos.
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9.2.2 O gás de Chaplygin modificado

Fazer o ansatz da forma de ρ = ρ(a) é útil para a busca de uma forma autodual,
mas passa por cima de um ponto importante. O que define um fluido isentrópico
(na ausência de cisalhamento, torções e etc.) é a existência de uma equação de
estado que dê P como função de ρ e, como visto no §2.4, é a partir de P (ρ) que
se obtém a função ρ(a), integrando-se a equação da continuidade ∇µT

µν = 0, cf.
Eq.(2.35). O ansatz que fizemos passa por cima desse processo, e não há garantia
de que uma dada função ρ(a), como por exemplo (9.8) ou (9.12), corresponda
a alguma equação de estado. Assim, para garantir que estamos de fato lidando
com um fluido, é necessário tentar reconstruir a função P (ρ) a partir de (9.8).
Isso corresponde a expressar o lado direito da Eq.(9.13),

1 + w = −1
3
t ρ−1/t(rBar + sDas),

em termos de ρ, o que requer que se encontre a = a(ρ) invertendo o ansatz
(9.8). Essa inversão, que corresponde às soluções de uma equação do tipo xr +
xs + constante = 0, é, em geral, imposśıvel, mas um caso especial em que a
solução é imediata corresponde a anular um dos expoentes, digamos r = 0. Então
as = −B/D + ρ1/t/D e temos a equação de estado

w(ρ) = −1− 1
3
ts+ 1

3
tsBρ−1/t.

Os dois parâmetros independentes s e t podemos substituir por w∗ ≡ −1− ts/3
e δ ≡ 1/t, de forma que

w(ρ) = w∗ − (w∗ + 1)Bρ−δ. (9.18)

Esta equação de estado é análoga à de um ‘gás de Chaplygin modificado’, apre-
sentado por Benaoum (2002), para o qual P = Aρ − B/ρn, com n ≥ 1, e que
pode ser obtido a partir de um campo taquiônico com um potencial espećıfico na
gravitação de Einstein.1 Sua fenomenologia enquanto modelo de quintessência é
amplamente discutida, cf. e.g. Chimento (2004); Debnath et al. (2004); Fabris
et al. (2011); Lu et al. (2008); Saadat & Pourhassan (2013, 2014).

1No trabalho original de Chaplygin (1902), o gás com equação de estado P = −A/ρ é usado
para modelar a pressão negativa criada por um aerofólio que permite que a asa de um avião
levante vôo. Um século depois o modelo foi introduzido como uma “alternativa à quintessência”
por Kamenshchik et al. (2001); a pressão negativa, agora usada para explicar a aceleração da
expansão do universo, pode ser obtida através da ação de Nambu-Goto para uma D-brana em
um espaço-tempo com dimensões (D + 1) + 1. As váriações sobre o gás de Chaplygin incluem
o “gás de Chaplygin generalizado”, com equação de estado P = −A/ρα, α ∈ (0, 1], introduzido
por Bento et al. (2002), além do “gás modificado” utilizado no texto — que corresponde à
composição do gás “generalizado” com um segundo fluido com equação de estado comum, i.e.
linear.
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Aqui, o interesse principal será em utilizar (9.20) enquanto modelo qualitativo
de um universo autodual que tenha flexibilidade suficiente para descrever uma
evolução mais elaborada do que os exemplos de dois fluidos não-interagentes do
§9.1. Na Eq.(9.18), entretanto, não está imposta a autodualidade. Para isso,
é necessária a restrição (9.10) que, como agora estamos assumindo r = 0, dá
ts = −4 ou w∗ = 1/3, ou seja

P = 1
3
ρ− 4ρδΛ

3
ρ1−δ. (9.19)

Aqui, definimos B ≡ ρδΛ; fazendo também D ≡ ρδR, a Eq.(9.12) fica

ρ =
(
ρδΛ + ρδR a

−4δ
) 1
δ , (9.20a)

com ρR/ρΛ = c4. (9.20b)

O motivo da renomeação das densidades relativas é óbvio: quando a−4δ ∼ 0 a den-
sidade de energia se comporta como uma constante cosmológica ρ ∼ ρΛ = 1

κ2 Λ, e
no limite oposto, quando a−4δ � 1, a densidade de energia se dilui como radiação
(seu par dual), ρ ∼ ρR/a

4. Repare que a condição sobre as densidades relativas
(9.20b), determinada na Eq.(9.12) e especializada para β = −1, corresponde exa-
tamente à condição (9.7) para o caso de fluidos não interagentes — na realidade,
a densidade (9.20a) dá a combinação simples de radiação e constante cosmológica
para δ = 1.

9.3 Campo escalar e o potencial autodual

Usando a descrição do tensor de energia-momento em termos de um campo es-
calar, a equação de estado (9.19) fornece um potencial simétrico sob inversão do
fator de escala. Das Eqs.(8.39) segue que V = 1

2
(ρ−P ) = 1

3

(
1− 2ρδΛ ρ

−δ) ρ. Para
encontrar ρ = ρ(σ) basta usar a Eq.(8.43):

σ = ±
√

2

3

∫
dρ

ρ
√

1 + w(ρ)
= ±2−1/2

∫
dρ ρ−1 (1− ρδΛ ρ−δ)−1/2;

com a mudança x =
√

1− ρδΛ ρ−δ, σ = ±
√

2
δ

∫
dx/(1− x2) = ±

√
2
δ

Arc th x e

ρ(σ) = ρΛ

(
cosh

[
δ√
2
(σ − σ0)

])2/δ

. (9.21)

Dáı fica determinado o potencial correspondente ao gás de Chaplygin modificado:

V (σ) =
ρΛ

3

{[
cosh2

(
δ√
2
(σ − σ0)

)] 1
δ

+ 2
[
cosh2

(
δ√
2
(σ − σ0)

)] 1−δ
δ

}
. (9.22)
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A autodualidade de V (σ) se verifica usando a Eq.(8.44) ou, alternativamente,
calculando a(σ) a partir da Eq.(8.42), ou ainda, e mais eficientemente, usando as
Eqs.(9.21) e (9.20) para se obter

a(σ) = c
(

senh
[
δ√
2
(σ − σ0)

])−1/2δ

. (9.23)

com o coeficiente c = (ρR/ρΛ)1/4 dado pela Eq.(9.20b). Com a inversão do fator
de escala temos então que

senh
(

δ√
2
(σ̃ − σ̃0)

)
senh

(
δ√
2
(σ − σ0)

)
= 1. (9.24)

Usando a Eq.(9.24) se verifica que de fato V (σ̃) = V (σ).
A natureza do potencial autodual (9.22) depende qualitativamente do valor

de δ. V (σ) possui um extremo em σ = σ0 correspondendo a um vácuo em que
o espaço-tempo se torna de Sitter, com constante cosmológica determinada pela
densidade de energia ρ(σ0) = ρΛ da Eq.(9.21), e com ∂2

σV (σ0) = m2
σ sendo a

massa do campo escalar correspondente:

m2
σ = (d2V/dσ2)|σ0 = 1

3
(3− 2δ) ρΛ δ. (9.25)

Assim, σ0 é um máximo de V (σ) (e portanto um vácuo instável) para δ > 3/2 e
um mı́nimo para 0 < δ < 3/2. No primeiro caso, o potencial tem a forma de um
fundo de garrafa cujos dois mı́nimos, em

σ± = σ0 ±
√

2
δ

Arc ch
√

2(δ − 1), onde V (σ±) = 21/δ

3
δ(δ − 1)−1+1/δρΛ,

se degeneram no único mı́nimo global ao se diminuir os valores de δ abaixo do
limite 3/2; para δ < 0 o extremo se torna um máximo global, como ilustrado na
Fig.9.2.

Ao mudar o sinal de δ, mudam as condições iniciais para o fator de escala. De
acordo com a Eq.(9.23)

{a(σ0) =∞, a(∞) = 0} para δ > 0, (9.26)

{a(σ0) = 0, a(∞) =∞} para δ < 0. (9.27)

Portanto para δ > 0 o campo começa no alto e desce o potencial em direção ao
vácuo em σ0; logo o universo começa com a fase de radiação (com σ̇2 = 4V ) e
termina na fase de de Sitter (com σ̇ = 0). Por outro lado, para δ < 0, o campo
começa no vácuo de de Sitter, com energia cinética nula sobre o máximo global em
σ0, e rola potencial abaixo na direção de σ →∞, onde volta a ter energia cinética
nula à medida que o potencial tende a zero enquanto o universo se comporta com
a equação de estado P/ρ → 1/3. Essas caracteŕısticas aparecem com a solução
do fator de escala enquanto função do tempo no §9.4.1 abaixo; cf. Fig.9.4.
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Σ

V

Figura 9.2: Potencial autodual (9.22) para diferentes valores de δ; aqui σ0 = 0.
Linha pontilhada: δ < 0; Linha cont́ınua: 0 < δ < 3/2; Linha tracejada: δ > 3/2.

9.4 Aspectos do gás de Chaplygin modificado

O gás de Chaplygin modificado (9.19) servirá como referência para universos
simétricos sob a DFE nos caṕıtulos subsequentes, e por conta disso vamos agora
analisar em detalhes suas várias caracteŕısiticas.

9.4.1 Solução anaĺıtica para as Equações de Friedmann

A solução das Equações de Friedmann, a = a(η), pode ser obtida implicitamente
na forma η = η(a) para a densidade de energia (9.20). A primeira das Eqs.(8.14)
dá a′ = κ√

3
a2(ρδΛ + ρδR a

−4δ)1/2δ, ou seja

κ√
3
(η − η∗) = c−1ρ

−1/2
Λ

∫ (
1 + (a/c)4δ

)−1/2δ
d(a/c), (9.28)

onde usamos a Eq.(9.20b). A integral indefinida acima é uma função Beta de
Euler incompleta, que por sua vez é ligada à função Hipergeométrica, cf. Eq.(I.6),∫ x

0

zp−1(1− z)q−1dz =
xp

p
F [p, (1− q); (p+ 1);x] . (9.29)

Fazendo z = −(a/c)4δ, a integral (9.28) assume a forma do lado esquerdo da
fórmula (9.29), com p = 1/4δ e q = 1−1/2δ. Como resultado, fixando a constante
de integração de maneira que fique a singularidade a = 0 em η = 0, temos

η(a) = 31/2

cρ
1/2
Λ

(a/c) F
[

1
2δ
, 1

4δ
; 1 + 1

4δ
;− (a/c)4δ

]
. (9.30)

Repare que η = η(a/c) é na verdade uma função da razão a/c. Com isso, a
função a(η) corresponde grosso modo à inversa de uma função Hipergeométrica e
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portanto nem sempre pode ser obtida analiticamente. Seu comportamento pode
ser inferido, entretanto, do gráfico da função (9.30), traçado na Fig.9.3. Existem

a

Ηc

2Ηc

Η

(a)

a
Ηc

Η

(b)

Figura 9.3: Tempo conforme como função do fator de escala, Eq.(9.30). Linhas
cont́ınuas representam η(a/c), linhas tracejadas representam η(c/a). (a) δ > 0;
(b) δ < 0.

dois tipos de comportamento assintótico muito diferentes, correspondendo ao
sinal de δ que faz com que o argumento da Hipergeométrica se anule ou divirja
nos limites a → 0 e a → ∞. Estes limtes são relacionados entre si por conta da
simetria de autodualidade inerente à solução. Aqui, a autodualidade surge como
consequência de uma relação entre Hipergeométricas:

F [a, b; c; z] =
Γ(b− a)Γ(c)

Γ(b)Γ(c− a)
(−z)−aF

[
a, a− c+ 1; a− b+ 1;

1

z

]
+

+
Γ(a− b)Γ(c)

Γ(a)Γ(c− b)
(−z)−bF

[
b, b− c+ 1; b− a+ 1;

1

z

]
.

(9.31)

Substituindo os parâmetros de (9.30), se chega a

η(a/c) = −η(c/a) + 2ηc, ηc =
31/2

8cδρ
1/2
Λ

{Γ(1/4δ)}2

Γ(1/2δ)
. (9.32)

a constante ηc vem do segundo termo de (9.31), onde F [a, 0; c; 1/z] = 1 e cujo
fator (−z)−b = c/a é cancelado. A Eq.(9.32) deixa claro que a solução dual η(c/a)
é obtida a partir de η(a/c) por uma reflexão sobre a linha ηc, o que se ilustra na
Fig.9.3, e relaciona os dois limites assintóticos a→ 0 e a→∞:

η(0) = −η(∞) + 2ηc. (9.33)

Basta, portanto, analisar o limite a = 0 na fórmula (9.30). Expandindo a série
Hipergeométrica,

η(a) = 31/2

cρ
1/2
Λ

(a/c)

[
1− (1/2δ)(1/4δ)

(1 + 1/4δ)
(a/c)4δ +

(1 + 1/2δ)(1 + 1/4δ)

2(2 + 1/4δ)
(a/c)8δ − · · ·

]
,
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vemos que:
— Se δ > 0, os expoentes são todos positivos e portanto η(0) = 0. A Eq.(9.33)

dá então que η(∞) = ηf ≡ 2ηc <∞. (Apesar de todos os termos da série diver-

girem para a → ∞, os termos se cancelam.) É este o comportamento mostrado
na Fig.9.3(a).

— Se δ < 0, as potencias (a/c)n4δ dentro das chaves todas divergem em
a → 0, e todas se anulam no limite oposto a → ∞, caso em que, portanto,
F [a, b; c; z] → 1 e o fator (a/c) → ∞ faz com que η(∞) = ∞. Com a Eq.(9.33)
temos então η(0) = −∞. É este o comportamento mostrado na Fig.9.3(b).

ℐ+

i0
ℐ–

(a)

ℐ+

ℐ–

i0

i+

i–

(b)

Figura 9.4: Diagramas conformes para os universos preenchidos pelo gás de Cha-
plygin modificado, correspondentes às soluções da Fig.9.3. Porções cinza corres-
ponde a ä > 0, e brancas a ä < 0. (a) δ > 0; (b) δ < 0.

Os dois tipos de comportamento verificados na Fig.9.3 dizem respeito às
condições de contorno do problema. Para δ > 0 o universo começa dominado
por radiação, que domina a densidade de energia (9.20) para pequenos valores
do fator de escala, para ser dominado pela constante cosmológica ρΛ em sua fase
final. Assim, a expansão começa desacelerada e depois passa a ser acelerada.
A ordem das diferentes fases de aceleração importa porque um universo desace-
lerado possui uma singularidade tipo-espaço e um acelerado possui um infinito
tipo-espaço como no diagrama da Fig.9.4(a) — em outras palavras, o tempo con-
forme percorre um domı́nio finito [0, 2ηc]. Já para δ < 0, ocorre o contrário:
o universo começa dominado pela constante cosmológica, logo seu passado infi-
nito é o do espaço-tempo de de Sitter (em coordenadas planas), e portanto uma
superf́ıcie nula. Seu futuro infinito é dominado por radiação e também é uma
superf́ıcie nula, resultando no diagrama da Fig.9.4(b) e no domı́nio infinito do
tempo conforme η ∈ (−∞,+∞). Note que esses resultados estão de acordo com
a mudança na forma do potencial escalar (9.22), ver Fig.9.2, como foi discutido no
§9.3. (Note que a descrição que acabamos de apresentar assume que o universo se
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expande, por isso dizemos que a = 0 é o começo, e a =∞ o fim do universo. Na
verdade, é a relação entre o comportamento de a e de ρ(a) que é relevante aqui,
e que influencia a forma dos diagramas na Fig.9.4, e não a parametrização de
a(η). Ou seja, naturalmente existem as mesmas soluções com o comportamento
temporal invertido, correspondendo a universos em contração.)

O mapa entre as curvas duais definido pela Eq.(9.32) e ilustrado nas Figs.9.3
pode ser usado para se construir geometricamente a correspondência entre dois
“pontos duais” de um universo autodual. Isto é, a autodualidade, atuando como
simetria de um universo com fator de escala a(η), mapeia o valor a∗ do fator de
escala no instante conforme η∗ sobre o valor c2/a∗ que o fator de escala vem a
assumir em um outro instante η̃∗. Para encontrar a correspondência entre estes
eventos basta olhar a Fig.9.5. A função original (para δ > 0, linha cont́ınua) é
mapeada na função dual (linha tracejada) da qual se obtém, por projeção vertical,
a posição dos pontos correspondentes aos valores de c2/a. Vê-se assim que η̃∗ =
η∗ + 2τ∗, logo η̃∗ = 2ηc − η∗, como na Eq.(9.32).

a* c2
�a*

Ηc

2Ηc

Η*

2Ηc-Η*

Figura 9.5: Descrição geométrica da autodualidade. A curva cont́ınua é η(a/c) e
a tracejada η(c/a). Cada par de pontos sobre uma mesma curva, como indicado,
são relacionados por uma inversão do fator de escala.

9.4.2 Cosmologia autodual pós-inflacionária

Já foi mencionado no §9.2.2 que a fenomenologia do gás de Chaplygin modifi-
cado enquanto modelo para o universo velho, i.e. após a inflação e até a era
da energia escura, é amplamente discutida na literatura, incluindo verificações
observacionais. Enfatizamos que nosso interesse é utilizá-lo enquanto um modelo
qualitativo, e quase sempre supersimplificado, para universos autoduais. Apre-
sentamos agora algumas das possibilidades nesse sentido.

Em primeiro lugar, existem dois casos em que a fórmula (9.30) é facilmente
inverśıvel, levando a uma expressão anaĺıtica para o fator de escala a = a(η). São
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eles δ = 1/2 e 1/4.

— O universo de radiação com uma constante cosmológica e curvatura.
Para δ = 1/2, a densidade de energia (9.20) se comporta como

ρ = ρΛ +
ρR
a4

+
ρC
a2
, com P = 1

3
ρ− 4

3

√
ρΛ ρ ;

com ρR/ρΛ = c4 e ρC = 2
√
ρRρΛ.

(9.34)

Ou seja, o universo está preenchido por radiação, uma constante cosmológica
e um gás de cordas cósmicas — ou uma curvatura negativa K = −κ2

3
ρC , cf.

Eq.(8.23). A concordância deste modelo com dados observacionais foi realizada
por Lu et al. (2015), com resultados razoáveis. A Hipergeométrica (9.30) se torna
aqui F [1, 1/2; 3/2; z] = z−1/2Arc th z1/2, logo

a(η) = c tan

[
31/2c

ρ
1/2
Λ

η

]
, (9.35)

com 0 < η < 2ηc, onde ηc = 31/2π/4cρ
1/2
Λ é dado pela Eq.(9.32). A solução

simples para o fator de escala permite que se passe ao tempo cósmico, viz.

t =

∫
a(η) dη = −cα log [cos (η/α)] ,

com α ≡ ρ
1/2
Λ /31/2c, e dáı o fator de escala se lê

a(t) = c
√
e2t/cα − 1. (9.36)

Mais ainda, é posśıvel encontrar como se realiza a DFE no tempo conforme em
termos do tempo cósmico. Podemos encontrar a transformação de t sob a dua-
lidade (8.15) fazendo t̃ =

∫
ã(η̃)dη̃ = −

∫
dη c2/a(η), o que dá a transformação

nada trivial

e−2t̃/αc = 1− e−2t/αc. (9.37)

— O modelo ΛCDM autodual.
Para δ = 1/4, a densidade de energia ρ = (ρ

1/4
Λ + ρ

1/4
R a−1)4 dá o modelo

ΛCDM acrescido dos ingredientes que o tornam autodual, i.e. o modelo (9.6)
com valores espećıficos de ρPD, ρM e ρC relacionados aos parâmetros ρR e ρΛ;
expandindo a potência

ρ = ρΛ +
ρR
a4

+
ρM
a3

+
ρPD
a

+
ρC
a2
,

com ρM = 4(ρ3
RρΛ)1/4, ρPD = 4(ρRρ

3
Λ)1/4, ρC = 6(ρRρΛ)1/2.

(9.38)
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A Hipergeométrica em (9.30) fica F [2, 1; 2; z] = 1/(1− z), de onde se tira

a(η) =
η/`

1− η/c`
, (9.39)

com ` =
√

3/ρΛ. Esta é talvez a função mais simples que se pode imaginar
interpolando entre o fator de escala do universo de radiação, a ≈ η/`, para
η/`� 1; e o fator de escala de de Sitter com raio `, i.e. a ≈ −`/η, para η/`� 1.

Além desses dois casos em que é posśıvel encontrar a solução anaĺıtica a =
a(η), existe ainda um terceiro que vale a pena ser observado.

— Da radiação à poeira e à constante cosmológica.
Para δ = 3/4, a densidade de energia (9.20) apresenta a seguinte expansão

com o inverso do fator de escala:

ρ = (ρ
3/4
Λ + ρ

3/4
R a−3)4/3 = ρΛ +

(4/3)(ρ3
RρΛ)1/4

a3
+O[1/a]5. (9.40)

Assim, trata-se de um universo que, como todos os outros com δ > 0, começa
dominado por radiação, com ρ ∼ ρR/a

4 para a � (ρR/ρΛ)1/4; mas após um
tempo suficientemente grande, o que resta é apenas uma constante cosmológica
Λ e poeira, com uma densidade relativa ρM = (4/3)(ρ3

RρΛ)1/4. (Isto é um terço
do parâmetro correspondente no modelo (9.38).) Serve, portanto, como uma boa
simulação para o modelo ΛCDM.

9.4.3 Modelos inflacionários autoduais

Os modelos com δ < 0 não são bons representantes de universos pós-inflacionários
porque começam como de Sitter e terminam como radiação, como foi observado
algumas vezes mais acima, cf. Fig.9.4(b). Por este mesmo motivo eles são can-
didatos naturais a modelos inflacionários espećıficos que transicionem para o
universo radiativo após um reheating, com as duas fases ligadas pela inversão do
fator de escala.

A forma do potencial em linha pontilhada da Fig.9.2 indica que o tipo de
inflação obtida nestes modelos autoduais é do tipo conhecido como “hilltop infla-
tion”, introdzido por Boubekeur & Lyth (2005), ver também Kohri et al. (2007).
Nesses modelos o potencial tem um máximo que pode ser aproximado por

V (σ) ≈ V0

(
1− 1

2
|η0|(σ/mPl)

2 + · · ·
)
, (9.41)

onde o parâmetro η0 ≡ mm2
Pl/V0, relacionado à massa m negativa do campo no

vácuo instável em σ = 0, é o segundo dos parâmetros de slow-roll

ε ≡ 1
2
m2
Pl(∂σV/V )2 e η ≡ m2

Pl(∂
2
σV/V ) (9.42)

150



avaliado em σ = 0. O inflaton começa próximo ao vácuo, rola para uma plańıcie,
e a fase infalcionária dura até que as condições de slow-roll ε� 1 e |η| � 1 sejam
violadas.

Fixando por simplicidade σ0 = 0, nas proximidades do vácuo o potencial
(9.22) tem a forma (9.41), viz.

V (σ) = ρΛ

[
1− 1

2
|δ|
(
1 + 2

3
|δ|2
)
σ2 +O[σ]2

]
, (9.43)

com |η0| = |δ|
(
1 + 2

3
|δ|2
)
≈ |δ| se |δ| � 1; usamos mPl = κ2 = 1. Na realidade,

o parâmetro η(σ) = η0 permanece constante até onde for válida a aproximação
quadrática para o potencial, enquanto ε = δ2σ2. Segue que a aproximação é
válida ao menos até que σ = mPl, e tomando este como o fim da inflação, o
número de de desdobramentos exponenciais (e-foldings) do fator de escala até o

final da era inflacionária, N =
∫ fim

d log a =
∫ fim

H dt pode ser escrito, durante
a fase de slow-roll, como

N(σ) =

∫ σ

σfim

dσ/{∂σV/V }. (9.44)

Logo, aqui temos N = − 1
2|δ|

∫ σ
1

dσ
σ

e podemos parametrizar, portanto, σ = e−2|δ|N .

O ı́ndice spectral e a razão escalar/tensorial de perturbações que deixam o hori-
zonte faltando N e-foldings para o fim da inflação são dados por

ns = 1 + 2η − 6ε e r = 16ε, (9.45)

cf. Eqs. (4.59) e (4.62), que no caso presente ficam

ns = 1− 4|δ| − 12δ2e−4|δ|N , r = 32δ2e−8|δ|N . (9.46)

Com isso, para o caso t́ıpico de N = 60, tomando, e.g., δ ∼ −0.075 temos
nS ∼ 0.97 e r ∼ 10−5, em concordância com os valores observacionais (4.63).

À primeira vista, o potencial autodual (9.22) parece pertencer a uma classe de
modelos inflacionários conhecidos como ‘atratores-α’, apresentados por Kallosh
et al. (2013) em uma generalização da ‘classe universal’ de modelos de inflação
superconforme descrita por Kallosh & Linde (2013). Tais modelos têm o potencial
com a forma

V (σ) = f 2[tanh(σ/
√

6α)] (9.47)

para um função f genérica, e sua universalidade reside no fato de que, no limite em
que N � 1, todos esses potenciais levam assintoticamente aos mesmos seguintes
valores de r e ns:

r = 12α/N2 e ns = 1− 2/N, (9.48)
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que se encontram na região favorecida por Planck Collaboration et al. (2016b).
Este comportamento é muito diferente da dependência exponencial obtida na
Eq.(9.46) para o potencial autodual. Entretanto, V (σ) possui sim a forma (9.47)
dos modelos atratores-α de Kallosh et al. (2013). Definindo

Φ2 ≡ 6 tanh2
(
σ/
√

6α
)
, com α ≡ 1/3δ2, (9.49)

com um pouco de álgebra se verifica facilmente da Eq.(9.22) que

V (σ) = f 2(Φ/
√

6) = ρΛ

[
1− 2

3
Φ2/6

(1− Φ2/6)1/δ

]
. (9.50)

Para explicar o porquê de o potencial autodual não ser um atrator-α, i.e. não
resultar em (9.48), apesar de possuir a forma (9.47), é necessário explicar o meca-
nismo que gera o resultado (9.48) para um grande classe de funções f 2(tanh σ√

6α
).

Para uma função genérica f(σ), a mudança para f(Φ) atua como uma trans-
formação que “encurta” o eixo das abcissas resultando num aplainamento de f
para valores de Φ ≈ ±

√
6. Por esse motivo, as funções f(Φ/

√
6) possuem, tipica-

mente, um planalto nas regiões nas regiões em que seu argumento é da ordem da
unidade. Ou seja, se o potencial tem a forma (9.47), tipicamente ele apresenta
um planalto onde ocorre slow-roll e portanto inflação. Considere esse intervalo
mencionado em que Φ2 ≈ 6, i.e. a “fronteira” do intervalo conforme [−

√
6,
√

6],
onde σ �

√
6α e portanto

Φ/
√

6 = (1− e−2σ/
√

6α)/(1 + e−2σ/
√

6α) ≈ (1− e−2σ/
√

6α)2,

logo

Φ/
√

6 ≈ 1− 2e−2σ/
√

6α. (9.51)

Suponha agora que a função f(Φ/
√

6) seja expanśıvel em uma série de potências
próximo a Φ =

√
6, ou seja,

com x ≡ 1− Φ/
√

6� 1, suponha V = f 2 = V∗ −
∑
n

Cnx
n. (9.52)

Truncando a série no termo com a menor potência, que vamos assumir ser algum
p ≥ 1, de modo que, usando (9.51),

V = V∗ − 2pC e−2p σ/
√

6α, (9.53)

podemos parametrizar σ com o número de e-foldings através de (9.44). Temos

∂σV/V ≈ (2p+1Cp)/(V∗
√

6α)e−2pσ/
√

6α, (9.54)
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e a integral (9.44) dá e−2pσ/
√

6α = V∗6α
2p+2p2C

(1/N) desde que V∗ 6= 0. Devolvendo este

resultado à Eq.(9.54), e calculando também a segunda derivada de V , obtemos
os parâmetros de slow-roll (9.42) ε = 3α

4p2 (1/N2) e η = −1/N , e com a Eq.(9.45),

r = 12αp−2/N2, ns = 1− 2/N + O[1/N2]. (9.55)

Este é o resultado (9.48), apresentado por Kallosh et al. (2013) para p = 1,1

i.e. assumindo que a série (9.52) possua o primeiro termo, linear em x. Repare
que, no limite N � 1, temos x ∼ 1/N � 1, o que justifica o corte da série na
potência mais baixa. As fórmulas (9.55) não dependem do coeficiente C, sendo
portanto insenśıveis à forma espećıfica da função f . Ou seja: trata-se de um
comportamento universal, ao qual os modelos são “atráıdos” após um grande
número de e-foldings.

Ocorre que em alguns casos muito espećıficos, f não pode ser expandida na
série (9.52). Uma das possibilidades é que haja uma singularidade em Φ =

√
6,

e é exatamente isso que há na função (9.50) se δ > 0, pois f 2 ∼ (1 − Φ2/6)−1/δ

diverge. Tal singularidade não ocorre nos modelos em que δ < 0, e como a análise
feita acima na realidade não depende de a potência p em (9.53) ser um número
inteiro, poderia se esperar que esses modelos pertencessem à classe dos atratores-
α. Porém a forma do potencial (9.50), representada na Fig.9.6, é mais uma vez
muito espećıfica:

f 2 = ρΛ

3
(x1/|δ| + 2x1+1/|δ|),

o que corresponde a um potencial (9.53) com V∗ = 0. Assim a Eq.(9.54) não é
válida, impedindo que se chegue à fórmula “universal” (9.55). Ao contrário, o
mesmo cálculo leva à Eq.(9.46).

9.5 Potencial dilatônico autodual e dualidade

no quadro de cordas

No §8.4 mostramos como a DFE, analisada no quadro de cordas, atua sobre o
potencial dilatônico de forma não-trivial. A forma da transformação da DFE,
válida on-shell, é diferente em cada modelo quando efetuada no quadro de cor-
das. Aqui, mostramos essa realização no caso do potencial autodual, e assim
fornecemos mais um exemplo de simetria entre grandes e pequenas escalas na
cosmologia cordas com potencial dilatônico.

A passagem para o quadro de cordas se dá por meio da transformação (6.15).
Interessa-nos descrever o campo escalar σ como uma representação do dilaton φ,

1A demonstração feita aqui é uma pequena generalização do argumento dado por Kallosh
& Linde (2013), onde os autores usam α = p = 1.

153



- 6 6
F
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Figura 9.6: Potencial autodual (9.50) para diferentes valores de δ. Linha ponti-
lhada: δ < 0; Linha cont́ınua: 0 < δ < 3/2; Linha tracejada: δ > 3/2.

isto é, consideramos a ausência de matéria na ação gravidilatônica. Nesse caso,
a transformação se reduz a (cf. Eqs.(8.56)-(8.57))

σ = φ/
√

2κ2, aC = (κ/λs)e−φaE, VC = (λs/κ)4eφVE(φ),

aqui usamos um ı́ndice E para indicar o quadro de Einstein, por uma questão de
clareza. É fácil escrever VC(φ) para o potencial autodual (9.22),

VC(φ) =
ρΛ

3
λ4
se
φ
{[

cosh2(2δφ)
] 1
δ + 2

[
cosh2(2δφ)

] 1−δ
δ

}
. (9.56)

(Fazemos σ0 = 0.) Usando (9.23) podemos escrever também o fator de escala

no quadro de cordas como função do dilaton, aC(φ) = κ
λs
c e−φ [senh(2δφ)]−1/2δ ,

assim como a transformação direta entre os quadros de corda e de Einstein:

(aC/c)
2δ =

√
1 + (aE/c)4δ − 1. (9.57)

Por construção, a DFE, que leva aE 7→ ãE = c2/aE, preserva a forma do
potencial (9.56), e, assim, é uma dualidade no quadro de cordas com potencial
dilatônico não trivial e não nulo, o que é imposśıvel para a dualidade do fator de
escala de Veneziano (1991), descrita no §6.2, que mapeia aC 7→ 1/aC . No quadro
de cordas, ação da DFE é

1 + (ãC/c)
2δ =

(aC/c)
2δ + 1[

[(aC/c)2δ + 1]2 − 1
]1/2

, (9.58)

e, apesar da forma complicada, é imediato ver que permanece a propriedade de
ser aC � 1 mapeado em ãC � 1, e vice-versa. Ou seja, mapeia pequenas escalas
em grandes escalas.
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*
O potencial autodual e o Cenário Pré-Big-Bang

Ver o campo escalar autodual como o dilaton no quadro de Einstein tem algu-
mas consequências para a interpretação das soluções da equação de Friedmann.
No quadro de Einstein, o potencial autodual VE(σ) é par, e portanto, as soluções

a2δ
E (σ) = −1/senh(δσ/

√
2), para σ ∈ (−∞, 0), (9.59a)

e a2δ
E (σ) = 1/senh(δσ/

√
2), para σ ∈ (0,∞) (9.59b)

são equivalentes. Porém, no quadro de cordas, VC ∼ eφVE não é par, e a escolha
do sinal de σ ∼ φ dá origem a soluções distintas. Além disso, como eφ = e

√
2σ = g2

s

é o acoplamento de cordas, o limite σ → +∞ corresponde a um acoplamento
forte, onde a ação gravidilatônica deixa de ser válida e se deve utilizar efeitos não
perturbativos. Por sua vez, o limite σ → −∞ leva a um acoplamento fraco.

É instrutivo comparar os modelos autoduais com as cosmologias pré-big-bang
discutidas no §6.3, em que a singularidade é substitúıda por um ricochete. Para
δ > 0, e no quadro de Einstein, a singularidade de aE(σ) se encontra em σ = ±∞
e, a partir de uma solução em que aE(η) se expande, i.e. |σ(η)| vai de |∞| até
zero, podemos encontrar outra solução em que aE se contrai fazendo η 7→ −η.

Considere a solução (9.59b) em contração, começando na fase de Sitter em
σ = 0, com acoplamento g2

s = 1, e indo em direção ao big-crunch em σ = +∞
onde g2

s → ∞. Usando a DFE, a solução dual sem inversão temporal é um
universo em expansão que começa no big-bang em σ = +∞, também no regime
de acoplamento forte, e se expande até a fase de Sitter em σ = 0, onde g2

s = 1.
Toda a evolução se dá, portanto, num regime de acoplamento (muito) forte, com
g2
s > 1, e a prescrição do sistema enquanto solução da ação gravidilatônica não é

confiável.
Já as soluções com σ < 0 estão automaticamente no regime de acoplamento

fraco, com g2
s ≤ 1. Em particular, a singularidade em σ = −∞ tem g2

s → 0.
Portanto, uma solução do tipo big-crunch/big-bang tem o ricochete no regime
de acoplamento muito fraco, ao contrário do que acontece no Cenário Pré-Big-
Bang de Veneziano (§6.3), no qual se supõe que o ricochete ocorra em um regime
de acoplamento forte, dominado por efeitos não-perturbativos da teoria de cor-
das. Nesse sentido, nossa solução é mais próxima do que ocorre nos modelos
ecpiróticos do §6.3.3, muito embora o potencial autodual VC(φ) esteja longe da
forma espećıfica mostrada na Fig.6.3. Além disso, vale notar que, enquanto no
cenário de Veneziano o fator de escala no quadro de cordas se expande antes do
big-bang (ou seja, o ricochete só aparece no quadro de Einstein), aqui a solução
é do tipo ricochete nos dois quadros, como se pode ver calculando, por exemplo,
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a′C/aC = a′E/aE + 1
2
σ′ ≤ 0 antes do big-bang, já que ambos os termos do lado

direito são negativos.

9.6 Simetrias no espaço dos parâmetros dos flui-

dos autoduais

A dualidade do fator de escala no tempo conforme pode ser vista como uma
operação gc sobre o espaço F das soluções das equaçoes de Friedmann, e sobre o
espaço dos parâmetros da densidade de energia. Exploramos, agora, algumas de
suas propriedades de simetria.

9.6.1 A DFE como uma simetria discreta Z2

Uma solução f ∈ F da Equações de Friedmann é determinada pelo fator de
escala a(η) que resolve a equação de 1a ordem (2.28a) para uma certa densidade
de energia ρ(a) que fica determinada pela equação de estado P/ρ = w(ρ) através
da equação de continuidade (2.26). (Note que não fazemos menção às diferentes
posśıveis condições iniciais de a(η). Assumimos que estas são sempre tais que
a(η) tenha a “maior extensão posśıvel”; para universos em expansão com um big-
bang, e.g., isso significa as condições iniciais usuais, i.e. a(0) = 0, a(∞) = ∞.)

Podemos assim descrever uma solução como o conjunto f =

[
a(η)
ρ(a)

]
.

Denote a atuação da DFE sobre F como gc, determinada pelo parâmetro c
presente na inversão do fator de escala (8.3), com o mapa f 7→ f̃ dado por

f̃ =

[
ã
ρ̃(ã)

]
= gc[f ] =

[
c2/a

c−4 a4 ρ(a)

]
. (9.60)

Para um dado c fixo, o conjunto Dc = {gc, 1}, onde 1[f ] = f denota a operação
identitária, forma um grupo ćıclico,

Dc = {gc, 1} = Z2

já que a inversa g−1
c = gc, pois g2

c = 1, como se pode facilmente verificar. É esta
a simetria que vimos usando até aqui, e que será utilizada em quase todo este
trabalho.

A composição de duas operações de dualidade gc e gc′ , com parâmetros c 6= c′,
não possui uma estrutura de grupo sobre F . De fato, considere

gc′ · gc[f ] = gc′

[
c2/a

c−4 a4 ρ(a)

]
=

[
(c′/c)2a

(c′/c)−4 ρ(a)

]
≡ fc·c′
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O conjunto fc′·c é mais uma vez solução das equações de Friedmann, logo fc·c′ ∈ F ,
e não é, em geral, equivalente a f pois os parâmetros de ρ são reescalonados. Logo
gc′ ·gc não corresponde nem a uma transformação de dualidade do fator de escala
(não há inversão de a), nem à identidade. Mas faça uma terceira operação, com
um novo parâmetro c′′:

gc′′ · gc′ · gc[f ] = gc′′

[
(c′/c)2a

(c′/c)−4 ρ(a)

]
=

[
(cc′′/c′)2/a

(cc′′/c′)−4 a4 ρ(a)

]
,

e se vê que

gc′′ · gc′ · gc = gcc′′/c′ . (9.61)

Ou seja, existe uma estrutura de grupo com um número ı́mpar de operações gc
com diferentes valores de c, mas não com um número par.

9.6.2 Autodualidade parcial e simetria SO(1,1) no espaço
das densidades relativas

Dizemos que um fluido é ‘parcialmente autodual’ se sua equação de estado perma-
nece invariante sob a DFE, mas os parâmetros de ρ(a) podem mudar. O exemplo
mais simples é a composição (9.4), viz.

ρ =
ρw

a3(1+w)
+

ρw̃
a3(1+w̃)

com w̃ = −w − 2
3
,

mas sem impor uma relação entre ρw e ρw̃ como na Eq.(9.5b). De forma mais
geral, todos os exemplos de fluidos (perfeitamente) autoduais apresentados se
tornam parcialmente autoduais quando se relaxa a condição correspondente a
(9.5b); e.g. o gás de Chaplygin modificado é parcialmente autodual se não valer
a relação (9.20b).

O efeito da DFE sobre os parâmetros ρw e ρw̃ é

a 7→ gc[a] = c2/a ≡ ã

ρ(a) 7→ gc[ρ(a)] = c4ã−4

[
ρw

(c2/ã)3(1+w)
+

ρw̃
(c2/ã)1−3w

]
=
c−2(1+3w)ρw
ã1−3w

+
c2(1+3w)ρw̃
ã3(1+w)

,

ou seja: gc troca ρw e ρw̃, e reescala ambos com uma potência de c. No espaço
dos parâmetros isso pode ser descrito como

gc

(
ρw
ρw̃

)
=

(
0 c2(1+3w)

c−2(1+3w) 0

)(
ρw
ρw̃

)
. (9.62)
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Repare que(
0 c2(1+3w)

c−2(1+3w) 0

)
=

(
c2(1+3w) 0

0 c−2(1+3w)

)(
0 1
1 0

)
, (9.63)

e a matriz

J =

(
0 1
1 0

)
realiza a troca entre ρw e ρw̃, e corresponde à inversão do fator de escala. J
fornece uma representação de Z2, já que J2 = 1. Em uma matriz qualquer,(

0 1
1 0

)(
a b
c d

)(
0 1
1 0

)
=

(
d b
c a

)
, logo J

(
a 0
0 d

)
J =

(
d 0
0 a

)
,

ou seja, numa matriz diagonal se trocam os elementos. Assim, a composição

gc′ · gc =

(
c2(1+3w) 0

0 c−2(1+3w)

)
J

(
c′2(1+3w) 0

0 c′−2(1+3w)

)
J =

=

(
c2(1+3w) 0

0 c−2(1+3w)

)(
c′−2(1+3w) 0

0 c′2(1+3w)

)
=

(
(c/c′)2(1+3w) 0

0 (c/c′)−2(1+3w)

)

é diagonal e não possui a forma de (9.62), entretanto uma terceira operação

gc′′ · gc′ · gc =

=

(
c′′2(1+3w) 0

0 c′′−2(1+3w)

)
J

(
(c/c′)2(1+3w) 0

0 (c/c′)−2(1+3w)

)
=

=

(
0 (cc′′/c′)2(1+3w)

(cc′′/c′)−2(1+3w) 0

)
,

levando à mesma lei de composição geral obtida em (9.61),

gc′′ · gc′ · gc = gcc′′/c′ . (9.64)

Escrevendo a Eq.(9.62) como(
ρ̃w
ρ̃w̃

)
≡ gc

(
ρw
ρw̃

)
=

(
0 c2(1+3w)

c−2(1+3w) 0

)(
ρw
ρw̃

)
,

se vê que o produto ρw ρw̃ = ρ̃w ρ̃w̃ fica invariante sob atuação de gc. Esta
invariância é reflexo de uma simetria cont́ınua parametrizada por c. Definindo
ρ± ≡ 1

2
(ρw ± ρw̃), e analogamente para ρ̃±, temos que

ρw ρw̃ = ρ2
+ − ρ2

− = invariante.
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Ou seja, nesta base no espaço dos parâmetros fica claro que gc atua como o grupo
SO(1,1). Explicitamente,(

ρ̃+

ρ̃−

)
= gc

(
ρ+

ρ−

)
=

(
coshα(1 + 3w) senhα(1 + 3w)
senhα(1 + 3w) coshα(1 + 3w)

)(
ρ+

ρ−

)
,

com α = log c2.

Mais uma vez, insistimos que a estrutura da transformação acima se repete
em equações de estado mais complicadas; assim, em (9.7) temos duas simetrias
SO(1,1) agindo separadamente nos dois pares de parâmetros duais. De maneira
bem geral, isso ocorre também na relação (9.11) entre os parâmetros B e D
da famı́lia geral de fluidos autoduais (9.8) e, em particular, no caso do gás de
Chaplygin modificado, Eq.(9.20b).

Por fim, a autodualidade exata ocorre quando um fluido parcialmente auto-
dual, cujos parâmetros são ligados por (9.62), é invariante sob a ação de gc:

gc

(
ρw
ρw̃

)
=

(
ρw
ρw̃

)
. (9.65)

Trata-se, então, de um autovetor da matriz (9.63), e é imediato ver que a relação
necessária entre as componentes ρw e ρw̃ coincide com (9.5b) e com as fórmulas
análogas para os outros fluidos autoduais discutidos, e.g. Eq.(9.20b).

159



Caṕıtulo 10

Termodinâmica e a dualidade do
fator de escala

10.1 Dualidade das grandezas termodinâmicas

As transformações de dualidade (8.15) atuam sobre o sistema termodinâmico
limitado pelo volume V = V0a

3 mapeando-o no ‘sistema termodinâmico dual’
composto pelo fluido dual, cuja equação de estado é determinada por (8.16),
contido no interior de um volume Ṽ = Ṽ0ã

3. As Eqs.(8.15) não dizem nada
a respeito do volume comóvel constante V0 e, por consequência, o parâmetro
Ṽ0 no universo dual não pode ser determinado pelas transformações da DFE.
No entanto, por “sistema termodinâmico dual” nos referimos àquele no qual o
sistema termodinâmico original se transforma após a ação da DFE apenas, isto
é: mantendo invariantes todos os posśıveis parâmetros aos quais ela não afeta.
Portanto faça Ṽ0 ≡ V0.

Podemos agora ver que a dualidade do fator de escala mapeia o volume V 7→
Ṽ = V0c

6/a3, ou seja

Ṽ =
V 2

0 c
6

V
. (10.1)

A densidade de energia obedece a Eq.(8.15c), ã2ρ̃ = a2ρ, que em termos de E e
de V ∼ a1/3 se lê como

Ẽ

Ṽ 1/3
=

E

V 1/3
. (10.2)

Em conjunto com (10.2), a Eq.(8.15b) fornece, implicitamente, a transformação
da pressão do fluido. É imediato escrever

Ṽ 1/3

(
3P̃ +

Ẽ

Ṽ

)
= −V 1/3

(
3P +

E

V

)
. (10.3)
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Usando a Eq.(5.2) se pode eliminar P , transformando (10.3) em uma relação que
envolve a temperatura e a entropia:

Ṽ −1/3

(
S̃T̃ − 2

3
Ẽ

)
= −V −1/3

(
ST − 2

3
E

)
. (10.4)

Na Eq.(10.3) a transformação P 7→ P̃ , apesar de escrita de forma implicita,
está bem definida porque tanto a transformação da energia quanto do volume
são dadas, de forma independente, por (10.1) e, em composição, por (10.2). Na
Eq.(10.4), todavia, só está definida a transformação do produto ST , e não de S
e T separadamente. Ainda assim, sendo ambas as entropias constantes durante a
evolução adiabática do universo de FRW, (10.4) dita o comportamento da relação
T 7→ T̃ a menos de uma posśıvel “renormalização” da temperatura para incluir
o valor constante de S.

Uma vez que não há mais relações da DFE dispońıveis, fica então imposśıvel
determinar a relação entre os valores das entropias duais S e S̃ (mas note que

as densidades de entropia duais são sempre rećıprocas: s = S S̃
c3
× 1/s̃). A não

ser, é claro, no caso de um fluido autodual. Aı́ a DFE é uma simetria do sistema
termodinâmico, relacionando estados com energia E(V, S) a estados com energia
Ẽ(Ṽ , S̃) dentro da mesma evolução adiabática. Portanto é evidente que, sendo a
entropia constante,

S̃ = S para um fluido autodual. (10.5)

10.2 Termodinâmica do gás de Chaplygin mo-

dificado

Desejamos estabelecer os elementos da termodinâmica do fluido selecionado pela
simetria de inversão do fator de escala no §9.2.2, com equação de estado (9.19),

P = 1
3
ρ− 4

3
ρδΛ ρ

1−δ. (10.6)

Temos dP/dT = 1
3

(
1 + 4(δ − 1)ρδΛ ρ

−δ) dρ/dT , e como P + ρ = 4
3
ρ
(
1− ρδΛρ−δ

)
a

Eq.(5.3) permite determinar a relação diferencial entre % e T :

dT

T
=
ρδ − 4(1− δ)ρδΛ

4(ρδ − ρδΛ)

dρ

ρ
, (10.7)
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cuja integral fornece1

T 4δ = (ρδ − ρδΛ)4δ−3 × ρ4(1−δ)δ × constante.

No limite em que a densidade de energia é alta, % � ρΛ, a relação se simplifica
consideravelmente, e se torna

T 4 ∼ constante× ρ, ρ� ρΛ.

Como era de se esperar, visto que nesse mesmo limite a Eq.(10.6) se reduz à
equação de estado para um gás de fótons, a relação acima coincide com a Lei de
Stefan-Boltzmann para a energia interna da radiação de corpo negro como função
da temperatura. Assim, escolhemos a constante de integração multiplicativa de
maneira a corresponder com a Eq.(5.11), e temos

4σSB T 4 = ρ
(
1− ρδΛ/ρδ

)4− 3
δ . (10.8)

Note que no limite oposto

T → 0 quando ρ→ ρΛ,

o que era também esperado uma vez que a Eq.(10.6) se torna p = −ρΛ, a matéria
se comporta como uma constante cosmológica e o espaço-tempo se torna de Sitter,
que é efetivamente vazio.

A não ser em casos muito espećıficos do parâmetro δ, a Eq.(10.8) é, evidente-
mente, imposśıvel (ou no mı́nimo muito dif́ıcil) de se inverter para que se obtenha
ρ = ρ(T ). Consequentemente, encontrar expressões exatas para as grandezas ter-
modinâmicas como função da temperatura é, em geral, ou de todo imposśıvel ou
resulta em fórmulas tão complicadas cuja interpretação se torna obscura. Uma
maior compreensão pode ser obtida ao se explorar a simetria sob a dualidade do
fator de escala.

1Note que, apesar da forma à primeira vista embaraçada, o lado direito da Eq.(10.7) pode
ser escrito de maneira simples como

4
dT

T
=
ρδ −A
ρδ −B

dρ

ρ
, com A = 4(1− δ)ρδΛ e B = ρδΛ,

e como dρ/ρ = dρδ/(δρδ−1ρ), fazendo x = ρδ temos simplesmente uma razão de polinômios:

4δ
dT

T
=
x−A
x−B

dx

x
=

dx

x−B
− A

B

(
dx

x−B
− dx

x

)
.

A integração se torna trivial, 4δ log T = B−A
B log(x − B) + A

B log x + constante, e voltando às
variáveis e parâmetros originais temos o resultado do texto.
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10.2.1 Temperaturas duais

Da fórmula (9.19) para a diluição da energia com o fator de escala,

ρ =

(
ρδΛ +

ρδR
a4δ

)1/δ

, (10.9)

segue diretamente a lei de transformação da densidade de energia; como

a4δ = ρδR/(ρ
δ − ρδΛ) = c8δ/ã4δ = c8δ (ρ̃δ − ρ̃δΛ)/ρ̃δR,

temos

ρδ − ρδΛ =
(
ρR ρ̃R
c8

)δ 1

ρ̃δ − ρ̃δΛ
, (10.10)

o que mostra que altas energias, i.e. ρ � ρΛ, são mapeadas em baixas energias,
i.e. ρ ≈ ρΛ.

Com (10.9) também podemos parametrizar o fator de escala com a tempera-
tura. Usando diretamente a Eq.(10.8),(

4σSB
ρR

)1/4

T =
1

a

(
1 +

ρδΛ
ρδR

a4δ

) 1−δ
δ

, (10.11)

e queremos determinar o mapa

T 7→ T̃ , correspondente a a 7→ ã = c2/a.

Manipulando a Eq.(10.11),(
4σSB
ρR

) 1
4

T =
1

a

(
1 +

ρδΛ
ρδR

a4δ

) 1−δ
δ

=

(
ρΛ

ρR

)1−δ

a3−4δ

(
ρδR
ρδΛ

a−4δ + 1

) 1−δ
δ

=

= c2(3−4δ)

(
ρΛ

ρR

)1−δ

ã−3+4δ

(
ρ̃δΛ
ρ̃δR

ã4δ + 1

) 1−δ
δ

,

o último termo em parênteses tem a mesma forma que aparece na relação original
(10.11), mas agora na versão dual; isto é:(

4σSB
ρR

) 1
4

T = c2(3−4δ)

(
ρΛ

ρR

)1−δ

ã−3+4δ

(
ρ̃δΛ
ρ̃δR

ã4δ + 1

) 1−δ
δ

=

= c2(3−4δ)

(
ρΛ

ρR

)1−δ

ã−3+4δ ×
(

4σSB
ρ̃R

)1/4

ã T̃ .
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Ou seja,

λT/T̃ = a2(1−2δ), com λ ≡
(
ρ̃R
ρR

)1/4(
ρR
ρΛ

)1−δ

c−2. (10.12)

Isolando o fator de escala na Eq.(10.12), a = (λT/T̃ )1/2(1−2δ), e substituindo do
lado direito da Eq.(10.11),(

4σSB
ρR

)1/4

T =
1

(λT/T̃ )1/2(1−2δ)

(
1 +

ρδΛ
ρδR

(λT/T̃ )2δ/(1−2δ)

) 1−δ
δ

;

temos, com algum malabarismo,

(T T̃ )
1

2(1−2δ)

(
λ−

δ
1−2δ ρδR T

− 2δ
1−2δ + λ

δ
1−2δ ρδΛ T̃−

2δ
1−2δ

) 1−δ
δ

=
(4σSB)1/4 ρ

3−4δ
4

R

λ1/2
.(10.13)

Para escrever a relação de maneira simétrica entre grandezas duais, como

ρR = c4 ρ̃Λ e ρΛ = c−4 ρ̃R, (10.14)

note que o parâmetro λ definido na Eq.(10.12) pode ser escrito como

λ = (ρR/ρ̃R)
3−4δ

4 c2(1−2δ), com o dual λ̃ = (ρ̃R/ρR)
3−4δ

4 c2(1−2δ), (10.15)

e portanto λ · λ̃ = c4(1−2δ). (10.16)

Olhe para os coeficientes das temperaturas duais na soma entre parênteses da

Eq.(10.13). O coeficiente de T̃−
2δ

1−2δ é λ
δ

1−2δ ρδΛ, que pela Eq.(10.16) acima fica(
λ

1
1−2δ ρΛ

)δ
=
(
c4λ̃

1
1−2δ ρΛ

)δ
=
(
λ̃

1
1−2δ ρ̃R

)δ
,

tendo, portanto, a mesma forma do coeficiente de T−
2δ

1−2δ , mas com os parâmetros

duais. Por fim, do lado direito da Eq.(10.13), o termo ρ
3−4δ

4
R λ−1/2 se escreve

ρ
3−4δ

2
R λ−1 = ρ

3−4δ
2

R × (ρ̃R/ρR)
3−4δ

4 c−2(1−2δ) = (ρ̃RρR)
3−4δ

4 c−2(1−2δ),

que também é explicitamente simétrico sob uma troca de parâmetros duais. Com
isso, podemos reescrever a Eq.(10.13), viz.

(T T̃ )
1

2(1−2δ)

[
(a T )−

2δ
1−2δ + (ã T̃ )−

2δ
1−2δ

] 1−δ
δ

=
(4σSB)1/4 (ρR ρ̃R)

3−4δ
8

c1−2δ
,

com a ≡
√
λ ρ

2δ−1
2

R .

(10.17)
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Repare que esta fórmula só é bem definida para δ 6= 1/2, caso contrário se deve
voltar diretamente à Eq.(10.12), cujo lado direito se torna a0 = 1, resultando em

T̃ = λ T para δ = 1/2. (10.18)

As Eqs.(10.17) e (10.18) fornecem a realização da DFE em termos da tempera-
tura do gás de Chaplygin (10.6). No caso espećıfico de autodualidade (completa),
temos ρR = ρ̃R, λ = λ̃, etc., e as fórmulas se simplificam. Da Eq.(10.15) é imedi-

ato ver que λ = λ̃ = c1−2δ, logo a = ã = (c/ρR)
1−2δ

2 , e finalmente

(T T̃ )
1

2(1−2δ)

[
T−

2δ
1−2δ + T̃−

2δ
1−2δ

] 1−δ
δ

= cδ (4σSB/ρR)1/4 , (10.19)

para o fluido autodual.
O ponto fixo da transformação (10.17) se obtém fazendo T = T̃ = T∗,

T∗ =
c1−2δ

(
a−

2δ
1−2δ + ã−

2δ
1−2δ

) 1−δ
δ

(4σSB)1/4 (ρR ρ̃R)
3−4δ

8

; (10.20)

e no caso autodual,

T∗ = 2
1−δ
δ c−δ(ρR/σSB)1/4. (10.21)

As curvas descritas pelas Eqs.(10.17) e (10.18) no plano T -T̃ podem ser vistas
na Fig.10.1. Percebe-se a existência de diferenças qualitativas de comportamento
a depender do domı́nio do parâmetro δ; segue a análise desses comportamentos.

Tome os limites assintóticos T → 0 e T →∞, e use a Eq.(10.17) para obter qual
o comportamento da temperatura dual. Existem três possibilidades: ou T̃ → 0,
ou T̃ →∞, ou T̃ → constante. Escreva

(T T̃ 4δ−3)
1

2(1−2δ)

[
1 + (aT/ãT̃ )−

2δ
1−2δ

] 1−δ
δ

= constante; (10.22)

a igualdade deve ser consistente nos vários limites.

1. Para δ > 3/4.

(Linhas pontilhadas na Fig.10.1.)

Se T → 0 e (T/T̃ )→ constante ≥ 0, o termo em chaves em (10.22) tende a
[· · · ]→ constante, enquanto o termo em parênteses diverge. Logo a equação
não é consistente.
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Figura 10.1: Relação entre temperaturas duais para δ > 0, a partir da Eq.(10.17).
Linhas tracejadas correspondem a 0 < δ < 3/4, e linhas pontilhadas a δ > 3/4; a
linha ponto-tracejada corresponde ao caso limite δ = 3/4. A diagonal corresponde
à transformação linear do caso δ = 1/2.

Se T̃ → 0 mais rápido que T , de modo que T, T̃ → 0 e T/T̃ → ∞, o lado
esquerdo de (10.22) fica proporcional a

(T T̃ 4δ−3)
1

2(1−2δ) × (T/T̃ )−
2(1−δ)
1−2δ →∞,

e a equação de novo não é consistente.

Mas se T → 0 e T̃ → ∞, o termo em chaves tende a 1, e precisamos
ter T T̃ 4δ−3 → constante, o que é posśıvel. Ou seja, usando a simetria da
Eq.(10.22) sob a troca de T e T̃ , podemos escrever:

Para δ > 3/4, a relação assintótica entre as temperaturas duais é:

T → 0 ⇐⇒ T̃ ∼ 1/T 1/(4δ−3) →∞; (10.23a)

T̃ → 0 ⇐⇒ T ∼ 1/T̃ 1/(4δ−3) →∞. (10.23b)

2. Para δ = 3/4.

(Linha ponto-tracejada na Fig.10.1.)

A Eq.(10.22) é simplesmente

T−1
[
1 + (aT/ãT̃ )3

] 1
3

= constante.
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Se T →∞, é imediato ver que é preciso ter (a/ã)/T̃ → constante, ou seja,
usando a simetria entre T e T̃ , temos

Para δ = 3/4, a relação assintótica entre as temperaturas duais é:

T →∞ ⇐⇒ T̃ → constante; (10.24a)

T̃ →∞ ⇐⇒ T → constante; (10.24b)

Além disso, é fácil verificar que o limite T → 0 é inconsistente, e as tempe-
raturas nunca se anulam.

3. Para 1/2 < δ < 3/4.

(Linhas tracejadas na Fig.10.1.)

Consideremos T →∞. Suponha que com C <∞, tenhamos

T/T̃ → C ≥ 0⇒ T̃ →∞ com T → T̃ η,

e η < 1 para C = 0; ou η = 1 para C 6= 0. Logo 0 < η ≤ 1. O termo
em chaves na Eq.(10.22) tende então a uma constante e para que a equação
seja satisfeita é preciso que se tenha

T T̃ 4δ−3 = T/T̃ |4δ−3| → constante⇒ T → T̃ |4δ−3|,

e como η = |4δ − 3| > 1 para δ > 1/2, temos uma contradição.

Portanto, a razão das temperaturas dentro das chaves no lado direito da
Eq.(10.22) sempre diverge, e podemos escrever, no limite,

(T T̃ 4δ−3)
1

2(1−2δ) × (T/T̃ )−
2(1−δ)
1−2δ = constante,

ou
T−(4δ−3)T̃−1 = T |4δ−3|/T̃ = constante,

e com isso conclui-se duas coisas: em primeiro lugar, vemos que T̃ não se
anula nunca. Por simetria, isso implica que T também nunca se anula. Em
segundo lugar, temos a seguinte relação assintótica:

Para 1/2 < δ < 3/4, a relação assintótica entre as temperaturas duais é:

T →∞ ⇐⇒ T̃ ∼ T |4δ−3| →∞; (10.25a)

T̃ →∞ ⇐⇒ T ∼ T̃ |4δ−3| →∞. (10.25b)
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4. Para 0 < δ < 1/2.

Quando 0 < δ < 1/2 o sinal dos expoentes de T e T̃ se invertem simultane-
amente. O efeito é o seguinte: à medida que δ ↘ 1/2, a curva paramétrica
T (T̃ ) se fecha sobre a reta T ∼ T̃ , que vale para δ = 1/2, cf. Eq.(10.18).
Assim, quando δ < 1/2 os papéis de T e T̃ se invertem, e por causa da
simetria de reflexão a curva paramétrica “volta por onde veio”, repetindo o
padrão de δ > 3/4, mas agora com T e T̃ trocados.

10.2.2 Instabilidades termodinâmicas

A transformação (10.25) indica um comportamento anômalo do fluido para δ ≤ 3
4
.

O que se observa em (10.25) é que se T (ρ) é muito grande, então T̃ = T (ρ̃) também
o é, ou seja, a função T = T (ρ) não é uma função monotônica decrescente. A
partir de algum ponto cŕıtico em que T = Tcr, a temperatura do fluido começa a
aumentar enquanto sua densidade de energia decresce. Isso pode ser confirmado
ao se calcular a derivada

dT/dρ =
1

16σSB
ρ−

3+2δ
2 (ρδ − ρδΛ)

[
ρδ + 4(δ − 1)ρδΛ

]
(10.26)

a partir da Eq.(10.8). O termo (ρδ − ρδΛ) ≥ 0, já que ρΛ é o valor mı́nimo da
densidade de energia, mas o termo em colchetes pode se anular e mudar de sinal
para δ < 1. Nesse caso, temos uma densidade cŕıtica

ρcr = 41/δ(1− δ)1/δρΛ, em que (dT/dρ)|ρcr = 0. (10.27)

Ainda assim, se ρcr < ρΛ o sistema nunca chega ao estado em que dT/dρ se
anula, e portanto o comportamento anômalo da temperatura só ocorre quando
41/δ(1 − δ)1/δ > 1, i.e. quando δ ≤ 3/4. Então com a Eq.(10.8) se encontra o
valor da temperatura cŕıtica T (ρcr), em que a função T (ρ) alcança seu mı́nimo:

Tcr = (3− 4δ)
4δ−3

4δ (4− 4δ)
1−δ
δ (ρΛ/4σSB)1/4. (10.28)

É este o valor da temperatura nas quinas das curvas tracejadas da Fig.10.1. A
explicação para o fenômeno em questão é que o gás para o qual δ ≤ 3/4 possui
um calor espećıfico negativo; de fato, de acordo com a Eq.(5.17), quando ρ < ρcr

Cv = (∂E/∂T )V = V dρ/dT < 0 se δ ≤ 3/4. (10.29)

Isso contraria a desigualdade termodinâmica (5.18) e se conclui que nesse caso o
gás de Chaplygin generalizado é termodinâmicamente instável.

Outras posśıveis restrições nos valores posśıveis de δ vêm da condição de
estabilidade (5.23). Na compressibilidade adiabática (5.22), a derivada é avaliada
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em um processo em que a entropia permanece constante, o que é o caso na
expansão do universo através do fator de escala. Portanto podemos escrever

V KS = −(∂V/∂P )S = V0 da
3/dP = −3V0a

2(da/dρ)(dρ/dP ).

A derivada

dρ/da = −4
(
ρδΛ + ρδR/a

4δ
) 1−δ

δ ρδRa
−4δ−1 < 0,

e portanto a condição de que KS > 0 equivale a

dP/dρ > 0. (10.30)

Com a equação de estado (10.6),

dP/dρ = 1
3
ρ−δ

[
ρδ + 4(δ − 1)ρδΛ

]
, (10.31)

e se observa imediatamente que P (ρ), assim como a temperatura, não é uma
função monotônica da densidade de energia. Mais que isso, o termo em colchetes,
que determina o sinal de dP/dρ, é idêntico ao termo em colchetes na Eq.(10.26).
Ou seja, para δ ≤ 3/4 não só a temperatura atinge o valor mı́nimo Tcr para depois
começar a crescer, mas a pressão também apresenta o mesmo comportamento,
atingindo o valor mı́nimo

Pcr = −4
3
δ(4− 4δ)

1−δ
δ ρΛ, (10.32)

após o que passa aumentar à medida que o volume se expande. Assim, nesses
casos, a condição (10.30) é violada ou, consequentemente,

KS < 0 para δ < 3/4, (10.33)

reforçando o fato de que então o gás é termodinamicamente instável.
Apesar de a requisição de uma compressibilidade positiva não restringir valo-

res de δ diferentes daqueles já exclúıdos pela condição (10.29), existe ainda um
último detalhe. A derivada dP/dρ que analisamos é, na realidade, a velocidade
da propagação (adiabática) do som no gás, viz.

v2
s = dP/dρ (10.34)

e deve, evidentemente, ser positiva mas também ser menor do que a velocidade da
luz c2 = 1. Entretanto, para δ = 3/2 temos o limite da velocidade superluminal
v2
s(ρΛ) = 1, ou seja

v2
s(ρΛ) = 4δ−3

3
≥ 1 para δ ≥ 3/2. (10.35)

(Repare que v2
s |ρ→∞ → −∞ para δ < 0, violando toda e qualquer possibilidade

de estabilidade perto do big-bang. Isso explica a ausência da análise dos casos
δ < 0 no §10.2.1.)

Com tudo isto, que se encontra representado na Fig.10.2, conclui-se que

O gás de Chaplygin é termodinamicamente consistente apenas para δ ∈ (3
4
, 3

2
).
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Figura 10.2: Velocidade do som como função da densidade de energia, de acordo
com a Eq.(10.34). Linha pontilhada: δ > 3

2
; Linha tracejada: 0 < δ < 3

2
; Linha

cont́ınua: 3
4
< δ < 1; Linha ponto-tracejada: 1 < δ < 3

2
.

10.3 Termodinâmica dual de horizontes aparen-

tes

No que diz respeito a propriedades termodinâmicas de horizontes em universos
de FLRW, a formulação mais apropriada corresponde ao horizonte aparente H ,
§2.5.2, sobre o qual as equações de Friedmann correspondem à relação fundamen-
tal da termodinâmica (§5.2.2), e cujo raio (f́ısico), (2.55), é

`A = 1/
√
H2 +K/a2. (10.36)

10.3.1 Transformações gerais

Como no §5.2.2, seguindo Cai & Kim (2005), associamos ao horizonte aparente
temperatura e entropia

TA =
1

2π`A
, SA =

1

4G
(4π`2

A). (10.37)

As transformações de dualidade de TA e SA são encontradas mais facilmente
do que suas análogas do §10.1, e dependem apenas da transformação de `A. Agora
note que o raio comóvel

rA = `A/a = 1/
√
a2H2 +K (10.38)
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permanece invariante sob a DFE, que preserva aH = ±ãH̃, cf. Eq.(8.32). Ou
seja, o raio f́ısico se transforma como

˜̀
A/ã = `A/a. (10.39)

Dáı se tira imediatamente para entropia e temperatura que

ã T̃A = aTA, e S̃A/ã
2 = SA/a

2. (10.40)

Em um espaço-tempo esfericamente simétrico, com métrica hAB nas seções
ortogonais às superf́ıcies esféricas

ds2 = hAB(x0, x1) dxAdxB +R2(x0, x1)do2, A,B = 0, 1,

a ‘energia de Misner & Sharp (1964)’ contida dentro da esfera de raio R é definida
por

EMS(R) ≡ 1

2G
R
(
1− hAB∂AR∂BR

)
. (10.41)

A definição (10.41) é puramente geométrica e mede a energia no interior das
esferas através da deformação da métrica. A funcção R define o raio geométrico
das superf́ıcies esféricas, e no caso de um universo de FLRW

hAB = Diag
[
−1, a2(t)/(1−Kr2)

]
, R(t, r) = a(t)r,

e temos o raio f́ısico como de se esperar. Considere agora K = 0. A energia de
Misner-Sharp tem uma interpretação intuitiva,

EMS = 1
2
H2R3, (10.42)

e com as equações de Friedmann temos que EMS = (κ2/8π) × (4π/3)R3 ρ. Ou
seja, EMS é simplesmente (G vezes) a energia correspondente à densidade ρ em
um volume f́ısico esférico de raio R. Quando o volume é o interior do horizonte
aparente, a Eq.(10.42) se simplifica de forma curiosamente “holográfica”,

EMS|H = 1
2
`A, (10.43)

que depende linearmente do raio da esfera. Assim, a transformação dual vinda
de (10.39) é simplesmente

EA/a = ẼA/ã, (10.44)

onde EA ≡ EMS|H é a energia de Misner-Sharp correspondente ao horizonte
aparente. A entropia do fluido no interior de VA = 4

3
π`3

A é

SA = 4
3
π`3

A s, (10.45)
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onde a densidade de entropia s é a mesma da Eq.(5.2), e muda como s ∼ 1/a3.
Logo SA ∼ 1/(aH)3, e sendo aH invariante sob a DFE temos

SA = S̃A. (10.46)

A equação de Friedmann (2.27a) pode ser escrita como

1/`2
A = (3/κ2) ρ. (10.47)

Dada uma equação de estado para o fluido e, a partir dáı e pela Eq.(2.35), obtida
a função ρ = ρ(a), então se pode, em prinćıpio, inverter a Eq.(10.47) e resolver a
como função de `A, para enfim expressar (10.40) como uma relação apenas entre
entropias e entre temperaturas duais. Vamos dar um exemplo.

10.3.2 O caso do fluido autodual

Para o gás de Chaplygin modificado (9.20a), a Eq.(10.47) fica

κ2/(3`2
A) =

(
ρδΛ + ρδR a

−4δ
)1/δ

,

com o que se pode isolar a,

a4δ =
(3ρR/κ2)δ `2δ

A

1− (`A/`Λ)2δ
, onde `Λ ≡ 1/

√
(κ2/3)ρΛ =

√
3/Λ

é o raio de Hubble no limite dS4, onde só resta a constante cosmológica. Dáı é
fácil eliminar a nas Eqs.(10.40). Por exemplo, para a temperatura, escrevendo
a4δT 4δ

A = ã4δT̃ 4δ
A , temos

(3ρR/κ2)δ T 2δ
A

1− (TΛ/TA)2δ
=

(3ρ̃R/κ2)δ T̃ 2δ
A

1− (T̃Λ/T̃A)2δ
,

onde TΛ ≡ 1/(2π`Λ), etc. Para o caso perfeitamente autodual, ρ̃R = ρR e TΛ = T̃Λ,
e a expressão se simplifica,

T̃ 2δ
A − T 2δ

Λ =
T 4δ

Λ

T 2δ
A − T 2δ

Λ

. (10.48)

Para a entropia, SA ∼ `2
A, o cálculo é análogo e leva à expressão simples

S̃δA = SδΛ − SδA. (10.49)

Nos casos com δ > 0, SΛ e TΛ são a entropia e temperatura finais do universo,
enquanto para δ < 0 são os valores iniciais. No primeiro caso, TΛ é o valor mı́nimo
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de TA, que decresce do valor infinito na singularidade à medida que o universo se
torna vazio e assintoticamente dS4; temos

TΛ ≤ TA ≤ ∞ para δ > 0, enquanto 0 ≤ TA ≤ TΛ para δ < 0.

No último caso o universo começa no vácuo dS4 e se expande eternamente sendo
preenchido por radiação na sua fase final. A radiação se dilui e não há a presença
de um horizonte térmico como o de de Sitter, levando a T → 0. Em ambos os
casos, a fórmula (10.48) troca valores altos e baixos de TA, deixando invariante o
ponto intermediário TA = 21/δTΛ. Por sua vez, SA sempre cresce (ver discussão
abaixo), com o detalhe de que

0 ≤ SA ≤ SΛ para δ > 0, enquanto SΛ ≤ TA ≤ ∞ para δ < 0.

O (problemático) limite SA → 0 no universo com um big-bang resulta de que
rA → 0 próximo à singularidade, e o valor final SΛ é limitado pelo horizonte
finito e estático de dS4. Para δ > 0 o tamanho f́ısico, `A não atinge um valor
finito mas diverge no fim da vida do universo, e por isso a entropia do seu interior,
cuja densidade é finita, também diverge.

10.3.3 A Segunda Lei Generalizada e o gás de Chaplygin
modificado

A Segunda Lei da termodinâmica é satisfeita automaticamente para a entropia
de Bekenstein-Hawking SA, já que

dSA/dt = −π`4
A d(H2 +K/a2)/dt = −2πH`4

A (Ḣ − 2K/a2),

e, das equações de Friedmann, Ḣ = −(1/2)(ρ+ P ) +K/a2 (com κ2 = 1), logo

dSA/dt = πH`4
A (ρ+ P ) ≥ 0 (10.50)

em um universo em expansão (H > 0), desde que P + ρ ≥ 0, i.e. se for válida
a Condição Nula de Energia. A CNE é sempre satisfeita classicamente, embora
possa ser violada em processos quânticos.

O crescimento da entropia do fluido no interior do horizonte aparente, todavia,
é mais delicado. A expansão do universo é um processo adiabático para o fluido
presente no interior de um volume comóvel fixo, o que se expressa na Eq.(5.4);
mas a entropia do fluido dentro do horizonte aparente, cujo volume comóvel não
é fixo, não é (por consequência) constante. Seja S0 a constante tal que s = S0/a

3,
então SA = 4π

3
S0(aH)−3, e usando as Equações de Friedmann se vê que

dSA/dt =
2π

3

S0a

(aH)4
(ρ+ 3P ). (10.51)
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Logo dSA/dt ≥ 0 requer um universo desacelerado (a Condição Forte de Energia),
e portanto é violada na presença de uma constante cosmológica ou em uma fase
inflacionária.

A violação do crescimento monotônico de SA é consequência da diminuição
do raio comóvel da esfera de Hubble em um Universo acelerado (cf. §3.2). Ter-
modinamicamente, a violação do crescimento da entropia indica que o fluido no
interior do horizonte aparente não é um sistema termodinâmico isolado (e a in-
teração com o meio exterior pode ser encarada como responsável pela diminuição
de rA); à medida que rA diminui, o fluido no interior de H atravessa a esfera
de Hubble e deixa o sistema. Considerando o prórpio horizonte aparente como o
complemento do sistema termodinâmico, a entropia generalizada

Sgen = SA + SA (10.52)

deveria crescer,

d(SA + SA)/dt ≥ 0. (10.53)

Isso é posśıvel desde que o crescimento de SA seja suficiente para contrabalancear
a diminuição de SA durante uma fase acelerada. Mas nem sempre é verdade,
como mostra o seguinte exemplo.

Para o gás de Chaplygin modificado, usando nas Eqs.(10.50) e (10.51) as
expressões para P e ρ em termos do fator de escala,

d(SA + SA)/da =
96π2 ρδRa

−4(δ+1)

(ρδΛ + ρδR a
−4δ)1+1/δ

[
1 +

√
3S0

8πρδR

(ρδR − ρδΛ a4δ)

a3(ρδΛ + ρδR a
−4δ)1/2δ

]
.

A Segunda Lei é satisfeita se a expressão em chaves for positiva para todo a. Mas
para δ > 0, no limite a→∞, temos[

· · ·
]
→ 1−

√
3S0ρ

δ−1/2
Λ

8πρδR
a4δ−3,

que é negativo para qualquer δ > 3/4 porque o segundo termo diverge com a. No
caso limite em que δ = 3/4, em que o expoente de a se anula, resta uma condição

sobre o coeficiente, que deve ser menor que 1, ou seja: ρ
1/4
Λ ≤ 8πρ

3/4
R /
√

3S0.
Usando (5.11) para S0, concluimos que

para o gás de Chaplygin modificado, a soma das entropias do horizonte aparente
e do fluido em seu interior só cresce para δ < 3/4 e, para δ = 3/4, se

ρ
1/4
Λ ≤ 2π

√
3/(45σSB)1/4.
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Note que para δ < 3/4 há outros problemas termodinâmicos relacionados ao
comportamento da temperatura do fluido (§10.2.1) e à sua estabilidade (§10.2.2).

Em resumo, encontramos instabilidades termodinâmicas de três tipos.
No §10.2.2, vimos que o calor espećıfico e a capacidade térmica do gás de

Chaplygin modificado são negativos se δ < 3/4. Aqui estamos descrevendo um
gás homogêneo em equiĺıbrio, mas é válido notar que, muito embora seja proi-
bido para sistemas extensivos, outros tipos de sistema apresentam sim um calor
espećıfico negativo, o que está ligado a uma transição de fase de primeira ordem.
Em particular, essa é uma caracteŕıstica notável de certos sistemas astrof́ısicos,
como em estrelas e aglomerados de estrelas, em que a presença do potencial gravi-
tacional leva a ‘intabilidades gravotérmicas’ relacionadas à diferença de densidade
entre o centro e os limites do “gás” em questão. Ver, e.g. a revisão de Lynden-Bell
(1999).

Além da restrição de que δ > 3/4 para que se tenha Cv > 0, vimos que se
δ > 3/2 a velocidade do som v2

s = dP/dρ é superluminal para δ > 3/2; logo esses
modelos apresentam um segundo tipo de inconsistência e chegamos à restrição
3/4 < δ < 3/2.

Por fim, a Segunda Lei Generalizada, formulada sobre a soma simples da
entropia do horizonte aparente e a entropia do fluido contido no seu interior só é
válida ou para δ < 3/4, em contradição com a primeira restrição acima, ou para
o caso muito espećıfico em que δ = 3/4, dada uma restrição sobre o valor máximo
do parâmetro ρΛ.

*

A violação de (10.53) para quase todos os modelos de gás de Chaplygin modi-
ficado termodinamicamente estáveis diz menos sobre a entropia dos fluidos em si
do que sobre a definição de entropia generalizada adotada. Isso fica evidente para
o caso δ = 1, que é simplesmente radiação com uma constante cosmológica. Não
há nada de misterioso sobre a entropia de um gás de fótons, logo o problema deve
estar na definição de o que é, aqui, o sistema termodinâmico isolado para o qual
deve valer a Segunda Lei. O problema pode estar simplesmente na escolha do
horizonte aparente como limite do sistema termodinâmico e, associado a isso, na
utilização da sua área como entropia. Uma alternativa plauśıvel é que se use, no
lugar, o horizonte de eventos cosmológico; Davies & Davis (2002) mostram que
nesse caso a soma das entropias cresce para alguns exemplos de fluidos simples,
incluindo o universo de radiação com constante cosmológica que corresponde aqui
a δ = 1. Entretanto, como já discutido nos §§5.2.2 e 5.3.2, o horizonte de eventos
possui uma série de desvantagens sobre o horizonte aparente em um espaço-tempo
dinâmico.
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Figura 10.3: Direções do crescimento: da área do horizonte aparente (linha tra-
cejada); de Sgen sobre uma tela-Q pretérita, Q (linha cheia); do tempo conforme
sobre uma geodésica nula (linha diagonal).

A solução (que julgamos estar) correta é a de Bousso & Engelhardt (2016),
uma construção geométrica razoavelmente mais elaborada esquematizada no §5.3.2
e no Apêndice G. Considere a entropia generalizada de qualquer superf́ıcie bidi-
mensional (fechada) σ como sendo (1/4) de sua área mais a entropia da matéria
em seu interior. Isso é o que fizemos em (10.52) para o caso espećıfico de σ ser
(uma folha do) o horizonte aparente. O horizonte aparente H é uma superf́ıcie
especial por ser uma ‘tela holográfica pretérita’ (§G.1) em um espaço-tempo de
FLRW. O crescimento de sua área é, portanto, assegurado pelo Teorema de
Bousso & Engelhardt (2015a) (cf. §G.2), e se verifica na Eq.(10.50). A par-
tir de H se constrói (§G.3) uma ‘tela-Q’ sobre a qual Sgen cresce para o futuro
monotonicamente.
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Caṕıtulo 11

Cosmologias duais do tipo
conforme ćıclicas

Assim como acontece com a dualidade presente na cosmologia de cordas descrita
no §6.3, a dualidade do fator de escala no tempo conforme dá origem a cosmologias
pré-big-bang, mas na gravitação de Einstein; os universos antes e depois do big-
bang formam um par dual. Há duas classes de modelos: do tipo Contração-
Expansão, em que antes do big-bang o universo colapsa em um big-crunch; e do
tipo expansão-expansão, em que ambas as fases pré- e pós-big-bang se expandem.
Neste caṕıtulo, analisamos em detalhes este último caso, e a sua ligação com o
modelo da CCC apresentado no Caṕıtulo 7.

11.1 Universo dual antes do big-bang

Sejam Â ≡ {â(η̂); ρ̂(â); P̂} e Ǎ ≡ {ǎ(η̌); ρ̌(ǎ); P̌} um par de universos duais,

ǎ(η̌) = c2/â(η̂) e ŵ + w̌ = −2/3; (11.1)

e suponha que estejam ambos em expansão, de maneira que a Eq.(8.15c) dá

ǎ Ȟ = â Ĥ. (11.2)

(Em rigor podem estar ambos em contração, mas esse caso não será de nosso inte-
resse. Desejamos que sempre um dos universos tenha comportamento similar ao
nosso Universo observável.) Como discutido no §8.2.2, isto fixa a transformação
dos tempos conformes, η̂ 7→ η̌ como sendo composta de uma reflexão e uma
translação:

η̌(ǎ) = −η̂(â) + η∗. (11.3)
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A constante de integração η∗ é livre, e corresponde à invariância das equações de
Friedmann sob uma translação temporal que permite que se escolha a “origem do
tempo”. Mas a reflexão temporal deve ser realizada de acordo com os argumentos
das funções η(a). Faça η∗ = 0, e se pode omitir os indicadores:

η(ǎ) = −η(â). (11.4)

Agora fixe o big-bang de Ǎ em η|ǎ=0 = 0 = −η|â=∞, e temos em η = 0 a transição

do fim (â→∞) de Â para o big-bang de Ǎ , como mostrado na Fig.11.1(a). Ao

ηf

0

–ηf

a
η⋁

η⋀
â

a⋁

(a)

𝒳

ℐ+⋁

ℐ–
⋀

(b)

Figura 11.1: Dois universos duais ligados por {ǎ = 0} ∼ {â = ∞}. (a) Funções
η̂(â) e η̌(ǎ). Os pontos indicados pelas setas são ligados pela dualidade, com
ǎ = c2/â. (b) Diagramas de Penrose para universos duais com fase acelerada;
porções sombreadas indicam as regiões com aceleração positiva.

se realizar o mapa conforme de Â e Ǎ sobre o cilindro de Einstein E , gerando
os diagramas de Penrose, o tempo conforme é o eixo de E , e os diagramas para
os aeons duais, Fig.11.1(b), ficam um sobre o outro (logo um depois do outro),
unidos pela superf́ıcie de transição

X ≡ {(â =∞) ∼ (ǎ = 0)} = {η = 0}. (11.5)

Indicamos X por uma linha tripla nos diagramas: é a identificação de uma
singularidade (linha dupla) com um infinito conforme Î + (linha simples).

Note que é fundamental que Î + seja tipo-espaço, o que é garantido por cons-
trução pela transformação da matéria sob a DFE (ver ı́tem 8.2.2 do §8.2.2): o
big-bang de Ǎ é uma fase de expansão desacelerada para que a singularidade
seja tipo-espaço; esta fase é mapeada pela dualidade numa fase final de expansão
acelerada de Â , o que leva a um infinito tipo-espaço. (Ver §2.5.3, em particular
a Fig.2.4.) Isto é válido mesmo se Ǎ for desacelerado durante toda a sua vida
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conforme, que é então, infinita, com Ǐ + nulo mas Î + tipo-espaço e os diagra-
mas duais são do tipo mostrado na Fig.8.3. No que segue, nosso interesse será em
universos com duas fases de aceleração, começando com aceleração negativa, de
forma que tanto I + quanto a singularidade são sempre tipo-espaço nos dois uni-
versos, como mostrado na Fig.11.1. A duração conforme, Eq.(8.30), é invariante
sob a DFE, cf. Eq.(8.31).

Em resumo, a transformação de dualidade

ǎ(η) = c2/â(−η), com η ∈ (0, ηf ) (11.6)

mapeia Ǎ , com η̂ ∈ 0, ηf , em um universo Â antes do big-bang, com η̂ ∈ (−ηf , 0).

11.2 Dualidade do fator de escala enquanto uma

transformação de Weyl

Sejam Â e Ǎ dois universos como os da seção anterior, ambos tendo duas fases
de aceleração, com ińıcio em expansão acelerada e fim em expansão desacelerada.
Vamos chamar Â e Ǎ de ‘aeons’, por serem eternos no tempo cósmico t ∈ (0,∞),
apesar de finitos no tempo conforme η ∈ (0, ηf ).

O aeon futuro é o espaço-tempo (M̌ , ǧ), e o aeon passado o espaço-tempo

(M̂ , ĝ). Ambos são espaços de FLRW, e vamos considerar seções espaciais planas,
com elementos de linha

dš2 = ǎ2(η̌)
(
−dη̌2 + dx2

)
, e dŝ2 = â2(η̂)

(
−dη̂2 + dx2

)
. (11.7)

As variedades M̂ e M̌ são ambas subvariedades disjuntas de uma mesma ‘varie-
dade suporte’ M . Para métricas do tipo (11.7), M é R4 com x0 = η ∈ [−ηf ,+ηf ],
e (M ,g) é Minkowski, com gµν tendo elemento de linha

ds2 = −dη2 + dx2. (11.8)

Por outro lado, em M̌ , η̌ = η ∈ (0, ηf ), e em M̂ , η̂ = η ∈ (−ηf , 0). A superf́ıcie
de transição (11.5) liga os dois aeons, e assim

M = M̂ ∪X ∪ M̌ .

Com isso, a menos de uma constante multiplicativa, podemos escrever as métricas
da Eq.(11.7) na forma

ĝµν(x) = Ω2(x)gµν(x) ; ǧµν(x) = ω2(x)gµν(x),

com x ∈M ,
(11.9)
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e onde, seguindo (11.6), definimos

ω(η) =

{
1
c
ǎ(η)

−1
c
ǎ(−η)

e Ω(η) =

{
−c/ǎ(η) = −1

c
â(−η); η > 0

c/ǎ(−η) = 1
c
â(η); η < 0

. (11.10)

Os fatores de c são inseridos para que, por construção,

Ω(x)ω(x) = −1, (11.11)

enquanto os fatores de escala sejam duais. Por exemplo, para η > 0, temos

−1 = ω(η)× Ω(η) = 1
c2
â(η)× (−ǎ(−η)) .

O sinal negativo no lado direito da Eq.(11.11) garante que a função ω(η) seja
cont́ınua em η = 0, onde ω(0) = 0, como na Fig.11.2. Repare que desenhamos
ω e Ω divergindo para algum ηf finito, que é o caso que nos interessa, mas a
construção (11.10) funciona no limite ηf =∞, em que, por exemplo, Ǎ é sempre

desacelerado e Â sempre acelerado.

ω

Ω

ηf

–ηf

{η=0}

Figura 11.2: Fatores conformes definidos em (11.10).

*
A origem conforme da transformação da matéria na DFE

A transformação espećıfica da matéria na DFE, Eqs.(8.15b) e (8.15c), é con-
sequência da transformação de Weyl (11.9) com a imposição das Equações de

Einstein em ambos Ǎ e Â .

Podemos ligar as métricas dos dois aeons diretamente:

dš2 = ω2 Ω−2 dŝ2 = Ω−4 dŝ2, (11.12)
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e ao se relacionar as métricas de Ǎ e Â pelo reescalamento conforme ǧµν =
Ω−4ĝµν , a condição de que valham as equações de Einstein separadamente para

ambas ǧµν e ĝµν fornece uma ligação entre os tensores de energia-momento T̂µν e
Ťµν dada pela Eq.(7.16), viz.

Ťµν = T̂µν + Φµν , onde

Φµν = − 4

$2
∇̌µ$ ∇̌ν$ −

4

$
∇̌µ∇̌ν$ +

4

$

(
�̌$ − 2

$
ǧαβ∇̌α$ ∇̌β$

)
ǧµν .

(11.13)

Vê-se na Fig.11.2 que o campo escalar $ = −ω atravessa de maneira suave a
fronteira entre aeons. Em Ǎ , a definição (11.10) dá

$ = −1
c
ǎ(η). (11.14)

Com a métrica na forma de FLRW, podemos calcular as componentes de Φµν , e

encontrar como se relaciona a matéria em Ǎ e Â de maneira expĺıcita. Para isso,
precisamos de alguns resultados. O primeiro termo de Φµν só não se anula na
componente 00, para a qual ∇̌0$ ∇̌0$ = ($′)2, onde f ′ = ∂0f = ∂f/∂η. Usando
as usando as conexões da métrica (2.6), vê-se que a derivada covariante dupla

∇̌µ∇̌ν$ = ∂µ∂ν$ − Γ̌0
µν∂0$,

tem componentes não nulas

∇̌0∇̌0$ = $′′ − (ǎ′/ǎ)$′, ∇̌i∇̌i$ = −(ǎ′/ǎ)$′.

Com x0 = η, o operador de Laplace-Beltrami

�̌ = 1√
−ǧ∂µ(

√
−ǧ ∂µ) = 1

ǎ4∂µ
(
ǎ4∂µ

)
= ∂µ∂

µ + 4ǎ′

ǎ
∂0 = ∂µ

(
ǎ−2ηµν∂ν

)
+ 4ǎ′

ǎ
ǧ0µ∂µ,

fica
�̌ = 1

ǎ2η
µν∂µ∂ν − 2ǎ′

ǎ3 ∂0,

e como homogeneidade e istropia impõem $ = $(x0),

�̌$ = − 1
ǎ2$

′′ − 2ǎ′

ǎ3 $
′. (11.15)

Por fim,

ǧαβ∇̌α$ ∇̌β$ = ǧ00$′$′ = − 1
ǎ2 ($′)2. (11.16)

Com tudo isso, se obtém

Φ00 = −4

(
$′

$

)2

− 4
$′′

$
+ 4

ǎ′

ǎ

$′

$
+

(
− 4

ǎ2

$′′

$
− 8

ǎ′

ǎ3

$′

$
+

8

ǎ2

$′2

$2

)
(−ǎ2),
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ou seja,

Φ00 = −12($′/$)2 + 12(ǎ′/ǎ)($′/$). (11.17)

Usando a Eq.(11.14) para $, temos ǎ′/ǎ = φ′/φ, donde

Φ00 = 0. (11.18)

As outras componentes possivelmente não nulas de Φµν são os outros elemen-
tos de sua diagonal; para estas, o primeiro termo é nulo, e ficamos com

Φii = 4
ǎ′

ǎ

$′

$
+

(
− 4

ǎ2

$′′

$
− 8

ǎ′

ǎ3

$′

$
+

8

ǎ2

$′2

$2

)
ǎ2 = 4

[(
ǎ′

ǎ

)2

− $′′

$

]
,

(sem soma sobre os ı́ndices repetidos) onde usamos mais uma vez ǎ′/ǎ = $′/$.
Como $′′ = −1

c
ǎ′′, temos por fim

Φii = 4(ǎ′/ǎ)2 − 4(ǎ′′/ǎ). (11.19)

(Sem soma sobre os ı́ndices repetidos.)
De posse destes resultados, podemos calcular a relação entre as pressões e

densidades dos fluidos dos dois aeons, usando a Eq.(11.13), e lembrando que os
Tµν têm componentes (2.16a). A relação entre as componentes 00 é simplesmente

Ť00 = T̂00, ou seja, ǎ2 ρ̌ = â2 ρ̂. (11.20)

Já as componentes espaciais ficam

ǎ2P̌ = â2P̂ +
4

ǎ

(
ǎ′2

ǎ
− ǎ′′

)
.

A expressão em parênteses é a contribuição de Φii. Agora, o fator de escala satisfaz
as equações de Friedmann (2.28), e usando a Eq.(2.28b), temos a igualdade

ǎ2P̌ = â2P̂ + 2ǎ2
(
P̌ + 1

3
ρ̌
)
,

que, reorganizada de maneira mais simétrica com o aux́ılio da Eq.(11.20), fica

ǎ2
(
3P̌ + ρ̌

)
= −â2(3P̂ + ρ̂). (11.21)

***

As fórmulas (11.20) e (11.21) são as transformações da DFE, Eqs.(8.15b) e
(8.15c). O que mostramos aqui pode ser descrito da seguinte forma: o campo $,

correspondente à geometria do universo de FLRW Â , atua no universo dual Ǎ
de maneira a mudar o sinal da aceleração. Em particular, se em Â há uma cons-
tante cosmológica pura, o campo $ correspondente tem em Ǎ o comportamento
de radiação. Pode-se usar o argumento inverso: a DFE descreve a constante cos-
mológica como sendo efeito do campo $ correspondente a radiação. De forma
mais geral, qualquer “energia escura” violando a Condição Forte de Energia pode
ser descrita dessa forma em termos de matéria “comum” que satisfaz a CFE.
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11.3 A dualidade do fator de escala como uma

cosmologia conforme ćıclica de FLRW

Toda a discussão do §11.2 acima é muito próxima do formalismo descrito no
Caṕıtulo 7 para a Cosmologia Conforme Ćıclica. Na realidade, o que fica claro,
em particular com o §11.2, é que a dualidade do fator de escala no tempo conforme
é uma realização dos prinćıpios básicos da CCC em universos de FLRW. A maioria
das questões fenomenológicas da CCC não pode ser abordada com a geometria
idealizada dos espaços homogêneos e isotrópicos. Por exemplo, a Hipótese da
Curvatura de Weyl é satisfeita de maneira trivial. O fenômeno mais relevante aqui
é a simples existência de modelos pré-big-bang assintoticamente de Sitter ligados
ao big-bang por uma superf́ıcie de transição conforme X . Das hipóteses da CCC,
além da existência de X e da relação rećıproca (11.11), podemos ainda analisar
a ‘hipótese da massa-de-repouso suprimida’ (HMRS), descrita na Eq.(7.8).

*
A hipótese da massa-de-repouso suprimida

Desejamos escrever ∇µω∇µω ≡ gµν∇µω ∇νω como uma expansão em ω.
Aqui, de acordo com (11.8), gµν é a métrica de Minkowski e sendo ω, dado pela
(11.10), função de η apenas, então

∇µω∇µω = − 1
c2

(ǎ′(η))2, para η > 0. (11.22)

Usando a primeira das equações de Friedmann, (2.28a) (com K = 0), temos

∇µω∇µω = − 1
3c2

ǎ4 ρ̌; η > 0. (11.23a)

Já para η < 0, temos ∇µω∇µω = −c2
(
â′(η)
â2(η)

)2

, ou seja,

∇µω∇µω = − c2

3
ρ̂; η < 0. (11.23b)

A HMRS (7.8) é de que

∇µω∇µω = −1 + (2−Q)ω2 + O[ω3], (11.24)

com Q constante, i.e. não existe o termo linear na expansão. Para ω dado por
(11.10), a hipótese acima se lê

∇µω∇µω = −1 + (2−Q)
c2

ǎ2(η) + O[ǎ3(η)]; η > 0, (11.25a)

∇µω∇µω = −1 + c2(2−Q)â−2(η) + O[â−3(η)]; η < 0, (11.25b)
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e, comparando estas com as Eqs.(11.23), obtemos uma condição sobre as densi-
dades de energia nos dois aeons nas proximidades da superf́ıcie de transição:

ρ̌ = 3c2 ǎ−4 + 3(Q− 2)ǎ−2 + O[ǎ−1] ;

ρ̂ = 3
c2

+ 3(Q− 2)â−2 + O[â−3].
(11.26)

Ou seja, o ińıcio de Ǎ é dominado por radiação,

ρ̌ ≈ ρ̌R/ǎ
4 , com ρ̌R = 3c2;

o final de Â é dominado por uma constante cosmológica,

ρ̂ ≈ ρ̂Λ , com ρ̂Λ = 3/c2,

estando as densidades, portanto, ligadas como determina a DFE, (8.20), viz.

c4 = ρ̌R/ρ̂Λ. (11.27)

Note que, impĺıcita na escolha de −1 para o termo de ordem zero na expansão
(11.24), está a condição de normalização de ∂µω em X , i.e. gµν∂µω ∂νω|X = −1.

Como se vê de (11.27), esta condição fixa o valor da constante cosmológica Λ̂ =
3/c2. Para ser mais geral, defina

Nµ ≡ f ∂µω, com f ≡ (3/c2ρ̂Λ)1/2 = (3ρ̌R/c
2)1/2, (11.28)

onde assumimos (11.27), e imponha uma versão equivalente da HMRS:

gµνN
µNν = −1− Q̌2

c2
ǎ2 − Q̌3

c2
ǎ3 − Q̌4

c2
ǎ4 + O[ǎ5] para η > 0

gµνN
µNν = −1− Q̂2

c2
â−2 − Q̂3

c2
â−3 − Q̂4

c2
â−4 + O[â−5] para η < 0

(11.29)

supondo que as potências sejam todas inteiras ao menos até ordem 4. Comparação
com (11.26) mostra que as densidades de energia têm a forma

ρ̌ = ρ̌R ǎ
−4 + ρ̌C ǎ

−2 + ρ̌PD ǎ
−1 + · · ·

ρ̂ = ρ̂Λ + ρ̂C â
−2 + ρ̂M â−3 + ρ̂R â

−4 + · · ·
(11.30)

Com a condição de normalização de Nµ (e não de ∂µω diretamente), o fator f 2

em (11.28) introduz uma relação entre os coeficientes:

Q̌2 = c2ρ̌C/ρ̌R, Q̌3 = c3ρ̌PD/ρ̌R, Q̌4 = c4ρ̌Λ/ρ̌R,

e Q̂2 = c−2ρ̂C/ρ̂Λ, Q̂3 = c−3ρ̂M/ρ̂Λ, Q̂4 = c−4ρ̂R/ρ̂Λ.
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Assumindo que sejam universais, i.e. que Q̌2 = Q̂2, Q̌3 = Q̂3 e Q̌4 = Q̂4, então se
introduz, em conjunto com (11.27), as seguintes relações entre as densidades dos
tipos de matéria em cada aeon,

ρ̌PD/ρ̂M = c−2, ρ̌C/ρ̂C = 1. (11.31)

A primeira dessas equações é a transformação da DFE para o par de fluidos duais
Poeira-Paredes de Domı́nio, Eqs.(8.21). A segunda das equações mostra que se

há um gás de cordas com densidade relativa ρ̂C em Â , ele passa para Ǎ com a
mesma densidade. (Newman (2014) fixa Q2 = 0, logo impõe a ausência de um
gás de cordas no ińıcio e final dos aeons. Uma expansão similar das densidades
em componentes de fluidos perfeitos foi encontrada por Meissner & Nurowski
(2015).)

Conceitualmente, o detalhe mais importante de (11.30) é que não existe, no
ińıcio de Ǎ , um fluido de poeira/matéria-escura. Vem dáı a motivação para a no-
menclatura: a hipótese da supressão da massa-de-repouso equivale à inexistência
do termo ρ̌ ∼ ǎ−3, i.e. não há matéria bariônica no ińıcio do universo. As ex-
pansões (11.30) mostram que (na presença apenas de potências inteiras do fator

de escala) os fluidos perfeitos permitidos no final do aeon Â são todos os posśıveis
no modelo padrão: constante cosmológica ρ̂Λ, poeira/matéria escura fria ρ̂M e ra-
diação ρ̂R, incluindo também, possivelmente, um gás de cordas ρ̂C . Já no ińıcio
de Ǎ , só estão permitidos radiação, o mesmo gás de cordas, e um gás de paredes
de domı́nio ρ̌PD. Se valem as relações (11.31), este último está ligado diretamente

à presença de poeira/matéria-escura em Â , e ρ̌PD = 0 se e somente se ρ̂M = 0.
A condição de que haja apenas potências inteiras na expansão (11.29) é des-

necessariamente restritiva. Considere um gás de Chaplygin preenchendo Ǎ ,

ρ̌ = ǎ−4
(
Ď + B̌ǎ4δ

)1/δ
. (11.32)

A autodualidade faz com que em Â haja um fluido do mesmo tipo, com diferentes
valores de D e B. Na vizinhança de X temos

ρ̌ = Ď1/δǎ−4 + B̌Ď
1−δ
δ

δ
ǎ−4(1−δ) + O[ǎ−4(1−2δ)], (11.33)

logo para δ ≥ 1/2 a condição de supressão da massa-de-repouso é obedecida.
Para δ = 1/2, temos uma série de fato igual à (11.26), com um termo ∼ ǎ−2, e

Q = 2 + B̌Ď
1−δ
δ /3δ. Se δ > 1/2, a expansão não é exatamente da forma (11.26),

podendo inclusive contar com potências irracionais de ǎ; porém a caracteŕıstica
desejada de que gµν∂µω ∂νω ≈ −1 até ordem superior a ω2 fica preservada. Note,
por outro lado, que impondo ao gás de Chaplygin que a expansão só possua
potenciais inteiras leva a uma restrição sobre os valores de δ, viz. δ = 1/2, 3/4
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ou 1. Em particular, para δ = 3/4, temos um modelo curioso. Na vizinhança do
big-bang temos radiação e paredes de domı́nio, porque ρ̌ ≈ ρ̌R/ǎ

4 + ρ̌PD/ǎ, mas
para ǎ suficientemente grande, surge uma contribuição de poeira, ρ̌ ≈ ρ̌Λ+ρ̌M/ǎ

3.
Isso é uma ralização perfeita da HMRS: por motivos óbvios, deve haver matéria
bariônica em Ǎ , ela deve ser suprimida apenas nas proximidades do big-bang.

11.4 Extensões ćıclicas de cosmologias duais

A construção do §11.1 se extende para uma sequência infinita de aeons duais.
No espaço-tempo suporte (M ,g) = M (3,1), particione o eixo temporal η ∈ R

em infinitos intervalos Ij = [(j − 1)ηf , jηf ], com j ∈ Z números inteiros. Sobre
um intervalo, digamos I0, defina o fator de escala a1(η1), solução das equações de
Einstein para o fluido com equação de estado wj, com duração conforme finita ηf
e com η1 ∈ I1. Nos intervalos adjacentes, I±1, defina as soluções duais, e assim
por diante. A sequência de aeons Aj, caracterizados por

Aj = {aj(ηj); ηj ∈ [(j − 1)ηf , jηf ]; j ∈ Z}, (11.34)

e mostrados na Fig.11.3, tem cada fator de escala aj(ηj) se relacionando com seus
adjacentes por

aj+1(ηj+1) =
c2

aj(2jηf − ηj+1)
; aj−1(ηj−1) =

c2

aj(2(j − 1)ηf − ηj−1)
, (11.35)

como na Fig.11.3(a) e as densidades e pressões dos fluidos

a2
j ρj = a2

j+1 ρj+1, a2
j(3Pj + ρj) = −a2

j+1(3Pj+1 + ρj+1),

wj + wj+1 = −2
3
.

(11.36)

Ao fim de cada intervalo Ij temos uma superf́ıcie de transição

Xj =
{
aj(jηf ) =∞ ∼ aj+1 (jηf ) = 0

}
,

marcando o fim de Aj e o big-bang de Aj+1.
Na Fig.11.3 vemos alguns aeons da sequência infinita, tanto o comportamento

do fator de escala, Fig.11.3(a), quanto um diagrama de Penrose, Fig.11.3(b).
Neste último, vale notar que quanto mais distante da da linha central X0, a área
correspondente aos aeons Aj diminui por causa da geometria conforme (próximo
às bordas do diagrama há uma compressão das distâncias), mas todos tem a
mesma duração ηf no tempo conforme, como indicado na Fig.11.3(a). Apesar
da sequência ser infinita, a simetria Z2 faz com que haja, de fato, apenas duas
soluções distintas, infinitamente repetidas. Isto é,

aj(ηj) = aj+2(ηj+2) ∀ j, com ρj = ρj+2, etc. (11.37)

186



ηf

0 a

2ηf

–ηf

–2ηf
(a)

𝒳2

𝒳1

𝒳0

𝒳-1

𝒳-2

A0

A1

A2

A3

A–1

A–2

(b)

Figura 11.3: Sequências de aeons. (a) Evolução dos fatores de escala ηj(aj).
Pontos ligados pelas setas são diretamente mapeados pela DFE. (b) Diagrama de
Penrose de diversos aeons consecutivos.

Como um exemplo concreto, tome o caso simples de um gas de Chaplygin
(11.32) com δ = 1/2:

ρ =
(√

ρΛ +
√
ρR a

−2
)2
. (11.38)

(Este exemplo satisfaz a hipótese da massa suprimida como visto acima.) É trivial
integrar o fator de escala diretamente de (9.28); para o aeon A1, com big-bang
em η1 = 0 e argumento no intervalo I1 = [0, ηf ], temos

a1(η1) = (ρR1/ρΛ1)1/4 tan
(
π
2
η1/ηf

)
,

onde ηf = 3π/2(ρR1 ρΛ1)1/4. Com a Eq.(11.35), podemos encontrar os aeons
adjacentes, por exemplo

a0(η0) = c2 (ρΛ1/ρR1)1/4 cot
[
−π

2
η0/ηf

]
= (ρR0/ρΛ0)1/4 tan

[
π
2
(η0 + ηf )/ηf

]
,

onde usamos a identidade tan(x±π/2) = − cotx = cot(−x) na última passagem
e a relação (9.20b) entre as constantes. Sendo o fluido autodual, a diferença
entre as soluções adjacentes está meramente na redefinição das constantes, e
no deslocamento do intervalo de η, levado a cabo pela adição de ηf na última

igualdade. É útil usar a a0(η0) para determinar o próximo aeon, A−1, e mostrar
que a−1 = a1, com o domı́nio do fator de escala deslocado de −2ηf . Mais uma
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vez usando (11.35), temos

a−1(η−1) =
c2

a0(−η−1 − 2ηf )
=

= (ρR1/ρΛ1)1/4 tan

[
−π

2

(η−1 + 2ηf )

ηf

]
= (ρR1/ρΛ1)1/4 tan

[
π
2
η−1/ηf

]
como esperado.

*
Paisagem de aeons parcialmente duais

A simetria Z2 responsável pela repetição eterna de apenas duas soluções, ex-
pressa em (11.37), é consequência de se manter constante em todas as operações
de dualidade o parâmetro c na inversão do fator de escala, como demonstrado
no §9.6. Desejamos construir uma cadeia em que cada aeon seja ligado ao seu
adjacente por transformações de dualidade com diferentes valores de c. Vamos
considerar aqui somente o caso de fluidos parcialmente autoduais, em que vale a
discussão do §9.6.2, e será suficiente analisar o caso mais simples da composição
de radiação e constante cosmológica, cujos parâmetros denotaremos por

ρ(a) = Λ +R/a4. (11.39)

A atuação de uma transformação de dualidade sobre os parâmetros Λ e R é
dada pela Eq.(9.62), com w = 1/3:(

R̃

Λ̃

)
= gc

(
R
Λ

)
=

(
0 c4

c−4 0

)(
R
Λ

)
. (11.40)

Por conta da simetria SO(1,1) no espaço dos parâmetros, o produto RΛ é um
invariante sob gc, para qualquer c; por sua vez c fica determinado pelas razões
c4 = R̃/Λ = R/Λ̃. Sejam R1 e Λ1 os parâmetros de uma solução, e aplique uma
série de transformações g12, g23, g34, etc. com

gn,n+1 ≡
(

0 c4
n,n+1

c−4
n,n+1 0

)
e

(
Rn+1

Λn+1

)
= g12 · g23 · g34 · · · gn,n+1

(
R1

Λ1

)
. (11.41)

Nas linhas do que foi discutido no §9.6.2, as operações gn,n+1 são uma composição
de um reescalamento e uma inversão, e só atuam como uma inversão do fator de
escala a1 para n par. Em particular, gn,n+1 não formam um grupo como no caso
de c fixo. Entretanto a duração conforme de cada aeon é, por construção, sempre
a mesma independente do valor de c, e assim é posśıvel particionar a reta real
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e construir uma sequência de aeons como na Fig.11.3, com a diferença que os
parâmetros das soluções não se repetem.

Forma-se, então, uma paisagem (um “landscape”) de universos com diferentes
valores das constantes cósmicas, sempre relacionados aos parâmetros do universo
que o precede, e tais que

R1Λ1 = R2Λ2 = · · · = RnΛn = · · ·
e c4

n,n+1 = Rn/Λn+1 = Rj+1/Λn.
(11.42)

11.5 Entropia de Gauss-Bonnet na superf́ıcie de

travessia

Um dos objetivos principais da CCC é zerar a curvatura de Weyl no big-bang,
e com isso explicar a baixa entropia inicial do Universo, e a seta do tempo. No
contexto de espaços de FLRW o tensor de Weyl se anula ab initio, e a prinćıpio
no há como discutir a questão.

Desejamos aqui discutir a questão da diferença de entropia entre aeons a partir
de outro ponto de vista, tomando como medida a entropia generalizada (5.36),

S = 1
4
AH + Sfluido, (11.43)

onde AH = 4π/H2 é a área do horizonte aparente. A parte não-geométrica de
S escrevemos como sendo devida à presença do fluido preenchendo o universo;
na vizinhança da travessia, a contribuição relevante é a de AH . Considere uma
transição A1 → A2 entre dois aeons duais consecutivos. A superf́ıcie X12 tem
duas faces; no fim de A1, a entropia é a de dS4,

Ŝ1 = π`2
H|1, e Š2 = 0

é a entropia no ińıcio de A2, onde o horizonte aparente possui área nula. Uma
entropia exatamente zero é certamente não f́ısico, mas isso é efeito da aproximação
de avaliarmos a área exatamente na singularidade. Essa perda de entropia na
passagem entre aeons é fundamental para evitar o paradoxo de Tolman: se a
entropia sempre cresce entre os aeons, então ela deve ter um valor nulo em um
“aeon primordial”, que poderia ser interpretado como o “ińıcio do universo”; o
problema da existência de um big-bang é então apenas jogado para trás no tempo.

A discussão da diferença de entropias entre aeons fica mais rica com a in-
trodução de um termo de Gauss-Bonnet na ação gravitacional. Como observado
no §5.2.3, essa correção é esperada e, apesar de não afetar a dinâmica, introduz
uma constante na entropia do horizonte aparente, que fica

S = 8π2

κ2 `2
H − 16π2

κ2 λ`2
GB. (11.44)
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Se λ < 0 (como sugerido pela teoria de cordas), há um valor mı́nimo para a
entropia, e mesmo sobre a singularidade onde `H = 0, temos SGB = 16π2

κ2 |λ|`2
GB >

0. Assim, cada aeon começa com uma “entropia primordial”. Vamos considerar
uma sequência de aeons duais Aj, como no §11.4. Há então duas possibilidades:
a) considerar as diferenças de entropias entre aeons, e b) considerar a entropia
total nas travessias.

(a) Consideremos diferenças ∆ijS entre as entropias (11.44) de cada aeon. En-

tre A2 e A1, a perda de entropia ∆SX ≡ (Š − Ŝ)X , fica dada por

− κ2∆21S = 8π2`2
H|1 + 16π2 λ(`2

GB|1 − `2
GB|2). (11.45)

Uma possibilidade é impor continuidade, escolhendo

λ = −
`2
H|1

2(`2
GB|2 − `2

GB|1)
, então ∆12SX = 0. (11.46)

Nesse caso o proceso de transição é (nesses termos) adiabático. Repare que
na travessia seguinte A2 → A3, como A3 é idêntico a A1, temos −κ2∆32S =
8π2`2

H|2 + 16π2 λ(`2
GB|2 − `2

GB|1), e a escolha (11.46) leva a

−∆32S = 8π2(`2
H|2 + `2

H|1)/κ2.

Como ∆S < 0, há um ganho de entropia na passagem entre aeons, propor-
cional às entropias dos horizontes de eventos finais. Na transição seguinte,
∆43S volta a se anular, e assim por diante. Em média, portanto, a entropia
cresce ao longo da cadeia; como mencionado acima, essa construção leva
inevitavelmente a uma transição no passado onde a entropia assume um
valo mı́nimo antes de se tornar negativa.

Uma construção com o mesmo esṕırito pode ser feita da seguinte ma-
neira. Considere uma “transição primordial” onde, digamos, `GB = `Pl. A
Eq.(11.44) dá a entropia primordial S0 = 8π2|λ|. (Lembre que κ2 = 2`2

Pl.)
Imagine que cada aeon seja autodual, logo

`H|1 = `H|2 = `H|j = `H .

Então faça a entropia aumentar em quanta discretos de S0 em cada transição,
impondo que no aeon Aj o valor de `GB seja `2

GB|j = (j+ 1)`2
Pl. A perda de

entropia entre cada aeon é sempre

−∆j+1,jS = 8π2(`2
H/`

2
Pl)− S0 = 8π2

`2Pl
(`2
H − |λ|`2

Pl),
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e podemos ajustar |λ| = `2
H/`

2
Pl de forma que se tenha ∆S = 0 em todas as

transições. Apesar das transições “adiabáticas”, a entropia sempre cresce
em cada aeon Aj, desde (j + 1)S0 até (j + 1)S0 + 8π2`2

H/κ2.

É bom enfatizar que essa discussão é puramente qualitativa. Por exemplo,
se `H corresponde à constante cosmológica atual, o acoplamento do termo
de Gauss-Bonnet especificado acima é enorme, |λ| = `2

H/`
2
Pl ∼ 10122.

(b) Como foi dito mais acima, a existência de um aeon primordial “recria” o
problema do big-bang. Na CCC, há uma destruição da entropia ao fim de
cada aeon, e o aeon seguinte começa com entropia muito baixa. Considere-
mos então a soma das entropias em uma transição A2 → A2,

κ2Σ12S = 8π2`2
H|1 − 16π2 λ(`2

GB|1 + `2
GB|2). (11.47)

Se λ > 0, é posśıvel eliminar a entropia de dS4 com o termo de GB, fazendo

λ =
`2
H|1

2(`2
GB|1 + `2

GB|2)
, logo Σ12S = 0.

Na passagem seguinte, entretanto, κ2Σ23S = 8π2(`2
H|2 − `2

H|1). Assim, em-
bora a entropia cresça, se `H|2 > `H|1 há sempre uma perda nas transições,
e periodicamente a entropia se anula por completo. Note que, em aeons
autoduais, como `H|2 = `H|1, temos Σ23S = 0, ou seja: a entropia total em
todas as transições se anula.

Repare que assumir λ > 0 leva imediatamente a um limite inferior para
a área do horizonte aparente, algo t́ıpico da gravitação de Gauss-Bonnet,
como se vê da Eq.(11.44): `2

H > 2λ`2
GB. Com a escolha para λ feita acima,

isso dá

`2
H|j >

`2
GB|j `

2
H|1

`2
GB|1 + `2

GB|2
.

Em A1, a desigualdade é trivialmente satisfeita, enquanto em A2 ela leva à
condição 1 + `2

GB|1/`
2
GB|2 > `2

H|1/`
2
H|2, que em universos autoduais também

é trivial.

11.6 DFE vs. CCC

Vale recapitular, enfim, as semelhanças e diferenças entre a DFE e a CCC pro-
posta por Penrose.
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Pré-big-bang e superf́ıcie de travessia conforme: A DFE dá origem naturalmente
a um universo em expansão antes do big-bang, com uma duração infinita
no tempo cósmico (por isso chamado de um ‘aeon’), mas finita no tempo
conforme (se após o big-bang desacelerado a evolução entra em uma fase
final acelerada). Os fatores de escala efetuam uma transformação conforme
entre uma ‘métrica de transição’, plana e não singular, e as métricas de
FLRW de cada aeon. Os fatores conformes respectivos, ligados pela dua-
lidade, satisfazem a hipótese rećıproca de Penrose (7.3), que coincide com
(11.11). A superf́ıcie tipo-espaço onde â−1 = ǎ = 0 (ou Ω−1 = ω = 0)
pode ser interpretada como uma transição conforme entre aeons. Esse é o
esquema geral da proposta da cosmologia conforme, que, portanto, encaixa-
se naturalmente à DFE.

Hipótese rećıproca: A simetria conforme da CCC só aparece na transição entre
aeons, no fim de Â e no ińıcio de Ǎ , quando toda a matéria presente
no Universo (supostamente) se torna sem massa. Nessa vizinhança η ∈
(−ε, ε) ao redor da superf́ıcie X = {η = 0}, as métricas do tipo f 2(x)gµν
constituem uma só classe conforme associada à métrica de transição não
singular gµν , e o fator conforme de Ǎ fica determinado pelo de Â através
da hipótese rećıproca ω = −1/Ω. Longe de X , e.g. na fase dominada por
poeira, a simetria conforme é quebrada, e a dinâmica é independente das
transformações da travessia.

A DFE está restrita a universos FLRW, e a hipótese rećıproca então se
traduz na inversão dos fatores de escala. Mas como o fator de escala é
uma única função de uma única variável completamente determinada pelas
equações de Friedmann, sua inversão na vizinhança de X determina toda
sua evolução ao longo do aeon. Em outras palavras, enquanto na CCC
a hipótese Ωω = −1 só vale para |η| ≈ 0, na DFE ela vale para todo
η ∈ (−ηf ,+ηf ).

‘Ciclos’: Penrose assume que todos os aeons possuam o mesmo valor para a
constante cosmológica, e o mesmo tipo de matéria: os fluidos do modelo
padrão cosmológico, mais algum campo que seja responsável pela dinâmica
da transição. Por isso o ‘ćıclica’ da CCC. Considerando que o universo
de FLRW na DFE se inicie dominado por radiação e termine com uma
constante cosmológica, vimos que, em primeiro lugar, não é necessário que
a constante cosmológica do aeon dual apresente o mesmo valor, embora isso
possa ser ajustado pelo parâmetro c. Além disso, à excessão da radiação
e constante cosmológica, o conteúdo material “intermediário” pode diferir
entre aeons vizinhos. Em particular, no aeon dual ao modelo ΛCDM a
matéria escura é substitúıda por um gas de branas, e nesse sentido o modelo
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ΛCDM não é “ćıclico” quando usamos a DFE. Ou seja, para obter aeons
ćıclicos é necessário que cada um seja autodual; no mı́nimo, parcialmente
autodual: nesse caso, há diferenças entre valores dos parâmetros (e.g. Λ),
mas as espécies de fluidos são sempre as mesmas.

Transformação da matéria: Apesar do que foi dito no ponto anterior, os resul-
tados do §11.2 mostram que a transformação espećıfica da matéria na DFE,
com w̃ = −w − 2/3, pode ser encontrada seguindo o mesmo procedimento
usado para a CCC no §7.2. Ou seja, apesar de não fornecer, necessaria-
mente, aeons ćıclicos, a DFE pode ser vista como uma realização da CCC
em universos exatamente FLRW.

Entropias: A abordagem para o problema da entropia proposta por Penrose
(ver, e.g., Penrose (2007)) difere drasticamente da nossa. Em primeiro lu-
gar, Penrose assume que o horizonte cosmológico de dS4 não está associado
a qualquer entropia: a entropia gravitacional se resume à de buracos ne-
gros e a alguma quantidade associada ao tensor de Weyl (ver §5.4.2). Em
segundo lugar, ele assume que a singularidade de um buraco negro destrói
informação, e após uma evaporação completa a entropia codificada na área
do horizonte desaparece. Esse é o mecanismo de “redução do espaço de fase”
em Â que permite que Ǎ se inicie contendo baixa entropia e satisfazendo
a Hipótese de Curvatura de Weyl.

Nós fazemos suposições completamente diferentes. Assumindo a validade
da segunda lei generalizada para a cosmologia, a entropia do universo que
termina sua vida assintoticamente dS4 é ditada pela constante cosmológica.
Conjecturamos que a mudança de entropia entre um aeon e o seguinte é um
fenômeno que ocorre na superf́ıcie de transição, e descrevemos algumas pos-
sibilidades ilustrativas usando um termo de Gauss-Bonnet, mas o assunto
permanece em aberto.

Em resumo, a ńıvel de um universo completamente homogêneo e isotrópico,
os universos pré-big-bang obtidos com a DFE são perfeitamente compat́ıveis com
a CCC. As posśıveis diferenças surgem ao se introduzir flutuações lineares, e em
como estendê-las através de X .

193



Caṕıtulo 12

Flutuações em universos duais e
inflação antes do big-bang

No último caṕıtulo, mostramos como a Dualidade do Fator de Escala no tempo
conforme pode servir como prinćıpio de construção para um universo antes do
big-bang. Sejam Â e Ǎ os espaços-tempos correspondendo a universos duais
pós- e pré-big-bang, respectivamente, conectados pela superf́ıcie de transição

X ≡ {(â =∞) ∼ (ǎ = 0)} (12.1)

(Eq.(11.5)). Se Â é assintoticamente dS4, com a energia dominada por uma
constante cosmológica positiva, o big-bang após a transição ocorre em uma fase
de radiação. A hipótese a ser explorada neste caṕıtulo é de que a fase acelerada
no fim de Â possa servir como substituta para o que seria a inflação usual de Ǎ ,
atuando como uma “inflação antes do big-bang”. Nesse caso, X faz o papel de
uma superf́ıcie de reheating. Fisicamente, a própria existência de um aeon antes
do big-bang só faz sentido se algum tipo de informação “atravessar” X . Caso
contrário, Â e Ǎ são apenas dois modelos cosmológicos com certas propriedades
mútuas, porém disjuntos: nem há por que dizer que um esteja “antes” do outro.
Nosso objetivo é analisar se e como as flutuações em Â podem ser estendidas
até Ǎ , e quais as caracteŕısticas das flutuações nesses modelos inflacionários
constrúıdos a partir da DFE.

12.1 Continuidade dos modos das flutuações en-

tre aeons

Para descrever de maneira geral as flutuações lineares, consideremos um campo
escalar livre ϕ(x) sobre o espaço-tempo de FLRW. A equação de movimento é

ϕ′′ + 2(a′/a)ϕ′ − ∂2
xϕ = 0, (12.2)
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junto com as equações de Friedmann. Nessa equação, ϕ pode ser um dos modos
de polarização das ondas gravitacionais, Eq.(4.22), ou a flutuação do inflaton no

calibre plano; com a substituido por z = a ˙̄φ/H, temos a equação de Mukhanov-
Sasaki (4.38) em que ϕ equivale à variável de Mukhanov v = zR. Em uma
evolução com lei de potências, em que a ∼ η−α para α constante, z = constante×a
e a equação de Mukhanov-Sasaki se reduz diretamente à Eq.(12.2); note que isso
acontece para fluidos perfeitos, em que, de acordo com a Eq.(2.38),

α = − 2
(1+3w)

= constante, e ˙̄φ2/H2 = (1 + w)ρ̄/H2 = κ2(1+w)
3

(12.3)

é uma constante independente de k.
Também nos interessa a função f(x) = a(η)ϕ(x), cujos modos de Fourier

obedecem

f ′′k +
[
k2 − (a′′/a)

]
fk = 0. (12.4)

Essa é a equação de um oscilador com frequência variável ω2(η) = k2−C(η), onde
C ≡ a′′/a, e se pode quantizar a variável fk da maneira canônica. Num regime em
que a variação de C(η) é muito menor do que a frequência, i.e. que C ′/C � ω, o
oscilador fk sente o efeito da mudança de frequência muito lentamente, e se pode
definir um ‘vácuo adiabático’ como sendo o vácuo usual do espaço de Fock de um
oscilador com frequência ω. Se o fator de escala obedece a lei de potências

a/a∗ = (η/η∗)
α

a Eq.(12.4) tem uma solução exata bem conhecida. Ela se resume a

f ′′k +

[
k2 − α(α− 1)

η2

]
fk = 0, (12.5)

e com a substituição f =
√
η u(η) temos

η2u′′ + η u′ +
(
−1

4
− α(α− 1) + k2η2

)
u = 0,

isto é, uma equação de Bessel com ı́ndice ν2 = 1
4

+ α(α − 1) e argumento kη.
Então escrevemos a solução geral de (12.5) como

fk(η) = Ak
√
kηH(1)

ν (kη) +Bk

√
kηH(2)

ν (kη),

ν = −α + 1/2.
(12.6)

O ı́ndice é solução da equação 1
4

+ α(α− 1)− ν2 = 0. A solução para o fator de
escala dual se obtém fazendo α 7→ −α, logo

ν̃ + ν = 1. (12.7)
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A escolha das funções de Hankel (e não de Bessel) como base das soluções se deve
ao fato de que, no limite kη � 1,

H(1),(2)
ν ≈ i

√
2

π kη
exp

[
± (ikη − iεν)

]
, (12.8)

onde εν é uma fase independente de kη. Logo a decomposição em ondas livres
no regime adiabático fica expĺıcita. A condição de que só haja part́ıculas com
frequência positiva, fixa Ak = 0.

Estamos interessados no comportamento das soluções no limite oposto, quando
kη ≈ 0, na vizinhança da travessia entre aeons. Voltemos à flutuação ϕk = fk/a,
cujo comportamento para um fator de escala qualquer pode ser determinado a
paritr dos limites da Eq.(12.2). Sua transformada de Fourier,

d2

d(kη)2ϕk + 2(aH/k) d
d(kη)

ϕk + ϕk = 0, (12.9)

é a equação de um oscilador amortecido, e o comportamento das soluções de-
pende da intensidade do termo de amortecimento, controlado pelo coeficiente
(k/a)−1/(1

2
H−1), razão entre o comprimento de onda f́ısico do modo k e metade

do raio da esfera de Hubble, que delimita a região de domı́nio causal. Assim, se
o comprimento de onda é muito menor do que o horizonte de Hubble, o termo
de amortecimento é despreźıvel, fk se encontra no regime adiabático e o modo
ϕk(η) oscila livremente como por exemplo em (12.8); por outro lado, se a onda
é muito maior que a esfera de Hubble, partes da mesma onda se encontram in-
comunicáveis e a oscilação deve ser congelada, o que de fato acontece devido à
dominância do termo de amortecimento. Um mesmo modo pode ser congelado
ou descongelado com o passar do tempo, a depender da dinâmica da métrica de
fundo, e da evolução de H(η) em relação a kη. Para sermos precisos: fora do
horizonte, o termo de amortecimento domina e temos

ϕ′′k + 2(a′/a)ϕ′k = 0.

Esta equação tem duas soluções; uma delas é a que discutimos, ϕ0
k = constante,

e a segunda solução pode ser verificada imediatamente: a solução geral é

ϕk(η) ≈ ϕ0
k + ck

∫
dη a−2(η). (12.10)

Em um universo em expansão, a solução não-constante decai, e a solução cons-
tante domina se o modo permanece por tempo suficiente fora do horizonte de
Hubble. Em outras palavras, as oscilações que saem do horizonte “congelam”, e
têm suas amplitudes preservadas.

O produto aH diverge em η = 0− em uma expansão acelerada, e em η = 0+,
próximo ao big-bang de uma expansão desacelerada, portanto numa transição
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entre aeons, no limite η → 0 todos os modos de Fourier estão fora do horizonte
de Hubble. Logo há sempre uma solução constante para ϕk(η), dada por ϕ0

k

na Eq.(12.10) em ambos os limites. Considerando que o universo acelerado é a
fase pré-big-bang de seu dual desacelerado, há então uma maneira óbvia de se
estender as flutuações de um aeon para o outro: igualando os modos constantes
na transição.

*
Radiação e de Sitter

O exemplo mais simples é o par dual de um universo de radiação precedido
por um universo de de Sitter. Em dS4, a = (−Hη)−1, e a Eq.(12.5) fica

f ′′k +
[
k2 − 2/η2

]
fk = 0;

uma solução é eikη(1 + i/kη) e outra seu conjugado complexo, logo

ϕk(η) = A+
k e

ikη(1− ikη) + A−k e
−ikη(1 + ikη). (12.11)

A função de Hubble é constante, e a razão aH/k é simplesmente 1/|kη|, logo o
modo se encontra no interior do horizonte se |kη| � 1; a solução acima é então
uma combinação de ondas livres. Para |kη| � 1, ϕk se encontra fora do horizonte
de Hubble. Expandindo a exponencial e±ikη ≈ 1± ikη − k2η2, os termos lineares
se cancelam com a contribuição de (1∓ ikη), e temos

A±k (1∓ ikη)e±ikη ≈ A±k ± iA
±
k k

3η3,

como previsto pela Eq.(12.10). A solução não constante, ∼ (kη)3 decai à medida
que η → 0 em direção ao futuro infinito I +. Em dS4 a expansão acelerada faz
com que os comprimentos de onda se estiquem e saiam, um a um, da região causal
(cujo raio f́ısico H−1 é constante) no instante em que η = 1/k (como é costume
generalizado, ignoramos um fator de 2 na definição de “sáıda do horizonte”). Em
I + todos os modos estão congelados.

O universo dual, pela DFE, é preenchido por radiação, e tem a = η. A
Eq.(12.5) é simplesmente f ′′k + k2fk = 0, e portanto ϕk(η) = B+

k η
−1eikη +

B−k η
−1e−ikη. A razão aH/k é, mais uma vez, 1/kη, e, mais uma vez, os modos se

encontram fora do horizonte para kη � 1. Para encontrar a solução constante,
podemos escrever

ϕk(η) = C−k (kη)−1(eikη − e−ikη) + C+
k (kη)−1(eikη + e−ikη). (12.12)

A função no primeiro termo é simplesmente 2i(senx)/x → 2i quando x = kη →
0. O segundo termo, C+

k (kη)−1(eikη + e−ikη) ≈ 2C+
k /kη, está de acordo com a
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Eq.(12.10): de fato decai com o passar do tempo mas diverge no limite em que
η → 0, no big-bang.

Escolhendo as soluções com modo constante em η → 0 nas Eqs.(12.11) e
(12.12), e impondo continuidade em η = 0,

ϕk(η) =

{
A+
k e

ikη(1− ikη) + A−k e
−ikη(1 + ikη), η < 0

(A+
k + A−k ) senkη

kη
, η > 0

(12.13)

A dependência em k dos coeficientes pode ser determinada impondo-se, no interior
do horizonte em dS4, em η → −∞, onde fk se comporta como um campo livre, a
normalização com o produto interno de Klein-Gordon (4.54). O resultado é que

A±k =
√
ξ±/2k, com |ξ−|2 − |ξ+|2 = 1. (12.14)

Os valores relativos dos ξ± parametrizam a escolha do vácuo inicial; escolhendo
apenas modos com frequência positiva ξ+ = 0, e

ϕk(η) =

{
(2k)−1/2e−ikη(1 + ikη), η < 0

(2k)−1/2 sen kη/kη, η > 0
(12.15)

*
Lei de potências

Podemos voltar ao exemplo mais geral de uma potência arbitrária de η, assu-
mindo dois aeons Â e Ǎ com fatores de escala respectivos

a(η) =

{
â = â∗(−η)−α, η < 0

ǎ = ǎ∗ η
α̃, η > 0

, (12.16)

com α e α̃ > 0. Assumimos α > 1, de modo que em η < 0 temos uma expansão
acelerada. Se â e ǎ são duais pela DFE, α = α̃.

Considere um modo φk(η) que sai do horizonte no instante ηex < 0 na fase

acelerada de Â , passa pela travessia para Ǎ em η = 0, e reentra no horizonte em
ηre > 0 durante a fase desacelerada. Para evitar expressões desnecessariamente
desajeitadas envolvendo as funções de Hankel (12.6), é mais usar os limites as-
sintóticos da Eq.(12.4), com a seguinte aproximação:

φk =


(2/k)1/2â−1(η) exp(−ikη), η < ηex

Ak +Bk

∫ η
dη/â2(η), ηex < η < 0

Ãk + B̃k

∫ η
dη/ǎ2(η), 0 < η < ηre

(2/k)1/2ǎ−1(η)[c+(k) exp(−ikη) + c−(k) exp(ikη)], ηre < η

(12.17)
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que assume um vácuo simples (de Bunch-Davis) como condição inicial no interior
do horizonte em η < ηex, e usa a Eq.(12.10) quando o modo está fora do horizonte.
Para cada número (comóvel) de onda k, a sáıda do horizonte ocorre quando
k = aH; para (12.28), aH = α/(−η), então ηex = −α/k. A reentrada ocorre
quando mais uma vez k = aH, e ηre = α̃/k. Podemos determinar o modo oscilante
final após a reentrada no horizonte impondo a continuidade e derivabilidade de
φk nas transições.

Continuidade na sáıda do horizonte implica

(2/k)1/2ei = Akaex +Bkaex
∫ ηex
η∗

dη/a2.

O limite inferior η∗ da integral indefinida
∫ η
dη/a2 dá a condição de contorno da

solução não-constante fora do horizonte. Uma escolha apropriada aqui é especi-
ficá-la sobre a sáıda do horizonte, i.e. η∗ = ηex; assim

∫ ηex dη/a2 =
∫ ηex
ηex

dη/a2 = 0,
e temos

Ak = (2/k)1/2 eia−1
ex . (12.18)

Bk é determinada pela continuidade de φ′k, Bk = −(2/k)1/2ei(ikaex + a′ex). Con-
tinuidade em η = 0 requer B̃k = 0, já que a integral

∫ η
dη/ǎ2 diverge em η = 0.

(Com isso, na região 0 < η < ηre, estamos impondo que φk seja exatamente
constante.) Logo

Ãk = Ak +Bk

∫ 0

ηex
dη/â2 =

√
2
k
ei
[
ǎ−1
ex − (ikǎex + ǎ′ex)

α1+2α

â2
∗(1+2α)

k−(1+2α)
]
.

Finalmente, na reentrada no horizonte em ηre temos duas equações e duas cons-
tantes, c±. A primeira equação é a continuidade de φk, e a segunda vem da
continuidade de φ′k,

(2/k)1/2a−1
re (c+e

−i + c−e
i) = Ãk, − 1

ik
a′re
are

(c+e
−i + c−e

i) = c+e
−i − c−ei.

A solução é

eic− = 1
2

√
1
2
k Ãk(are + ik−1a′re), e−ic+ = −eic− +

√
1
2
k Ãkare.

*
Espectro de potências

O espectro de potência Pϕ(k; η) do campo ϕ é definido como na Eq.(4.45),

Pϕ(k, η) = k3〈ϕkϕ−k〉 = k3|ϕk(η)|2. (12.19)
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Uma vez que ϕk se torna constante fora do horizonte, o valor do espectro fica
congelado até a reentrada. No exemplo acima, |Ak|2 na Eq.(12.17) fornece o
espectro de potência na sáıda do horizonte, e a dependência em k fornece o ı́ndice
espectral.

Se ϕ for interpretado como a flutuação do inflaton φ̄, o espectro escalar

Ps = k3 〈RkR−k〉 = (H/ ˙̄φ)2Pϕ = constante× |Ak|2,

onde usamos a Eq.(12.3). Na Eq.(12.18) para Ak, o fator de escala are depende
implicitamente de k, ambos are e aex são avaliados em |kη| = 1, viz.

aex = â∗k
α a′ex = αâ∗k

1+α, are = ǎ∗k
−α̃, a′re = α̃ǎ∗k

1−α̃.

Com isso,

|Ak|2 = 2
â2
∗
k−(1+2a), (12.20)

Usando a Eq.(4.45), encontra-se o espectro de potencia escalar

Ps(k) = constante× k3|Ak|2 = constante× k2(1−α)

e o ı́ndice espectral ns = 1 + d logPs/d log k fica então

ns = 3− 2α. (12.21)

Para um espaço de de Sitter, α = 1, e temos o resultado esperado ns = 1: o
espectro é invariante de escala. O ı́ndice tensorial é nT = ns − 1, i.e.

nT = 2(1− α). (12.22)

12.2 Um universo pré-big-bang dual ao modelo

de concordância

Postular a validade estrita da DFE na formulação de um universo pré-big-bang
implica que o aeon passado é dual ao modelo cosmológico de concordância. Mais
precisamente, considere que após o big-bang a densidade de energia do universo
é o modelo ΛCDM com radiação,

ρ̌ = ρ̌Λ +
ρ̌R
ǎ4

+
ρ̌M
ǎ3

; a energia dual ρ̂ = ρ̂Λ +
ρ̂R
â4

+
ρ̂PD
â

(12.23)

é, então, o conteúdo antes do big-bang. O universo dual funciona como uma
espécie de fase inflacionária cujo reheating ocorre na superf́ıcie de transição. A
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primeira coisa a ser notada é que antes dessa inflação existe um peŕıodo desace-
lerado dominado por radiação, dual à constante cosmológica atual. Em seguida,
a fase acelerada antes do big-bang tem duas etapas: o final assintoticamente de
Sitter, dual à era de radiação do nosso aeon, é precedido uma fase dominada por
um gás de branas dual à era de dominação de matéria escura e poeira, como
ilustrado na Fig.12.1.

ηEQ

k

(gás de branas) (de Siter) (Radiação) (CDM) (de Siter)(Radiação)

ηreηex

aH

ηEQ
~ηI η𝛬

Figura 12.1: Universo dual antes do big-bang do modelo de concordância.

Inflação com um gás de branas

O gás de branas com densidade ρ̂PD é o fluido dual à poeira e matéria escura,
como discutido no §9.1, e

(ρ̌M/ρ̂PD)2 = ρ̌R/ρ̂Λ = c−4, (12.24)

ver Eqs.(8.20)-(8.21). A transição entre as eras de dominação por radiação e
por poeira, após o big-bang, e de dominação pelo gás de branas e pela cons-
tante cosmológica, antes, ocorre quando as respectivas razões entre as densidades
relativas,

R ≡ ρ̌R/ǎ
4

ρ̌M/ǎ3
e R̃ ≡ ρ̂PD/â

ρ̂Λ

ficam menor que 1. Usando (12.24), e como ǎ(−η) · â(η) = c2, é fácil obter a
identidade R(−η) · R̃(η) = 1. Logo o instante ηEQ de igualdade entre radiação e
poeira após o big-bang, e o instante η̃EQ de igualdade entre o gás de branas e a
constante cosmológica antes do big-bang são relacionados por

ηEQ = −η̃EQ. (12.25)
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A invariância do raio comóvel do horizonte aparente sob a DFE, Eq.(8.32),
para K = 0 equivale a âĤ = ǎȞ. Uma vez que a condição k = |aH| determina
a entrada e a sáıda do horizonte de Hubble, se o modo φk deixa o horizonte em
ηex < 0 sua reentrada então ocorre no instante dual

ηre = −ηex. (12.26)

Juntas, as Eqs.(12.25) e (12.26) significam que os modos que entram no hori-
zonte após o big-bang durante a fase de dominação de poeira sáıram do horizonte
durante a fase dominada pelo gás de branas, o que se pode ver facilmente de
maneira geométrica na Fig.12.1, onde a região sombreada indica o exterior do
horizonte de Hubble. Ou seja, a “inflação sentida” pelos modos de Fourier que
entram no horizonte durante a fase dominada por matéria, e que determina seu
espectro de potências, é uma inflação produzida por um gás de branas. Esses
modos incluem os que entram no horizonte após a recombinação do Hidrogênio e
emissão da CMB.

Os modos de Fourier que só vêm a entrar no horizonte após a recombinação
são precisamente os responsáveis pelo efeito Sachs-Wolfe e pela formação de es-
truturas em larga escala, e seu espectro de potência primordial pode ser medido
diretamente dos coeficientes C` com multipolos ` � 200, através da fórmula
(4.44), como descrito no §4.4. Por permanecerem congelados fora do horizonte
no instante da recombinação, são também os que melhor preservam o espectro de
potências primordial obtido na sáıda do horizonte de Hubble durante a fase ace-
lerada. O valor observacional para seu ı́ndice espectral concorda com as predições
inflacionárias de slow-roll (quase de Sitter): o espectro é quase invariante de es-
cala, com ns ≈ 1. E, entretanto, o espectro obtido em um universo dominado por
um gás de branas é inaceitavelmente vermelho,

ns = −1 (gás de branas) (12.27)

como se obtém da Eq.(12.21) com α = 2.
A presença de um gás de branas é uma das possibilidades dentro da proposta

iniciada por Brandenberger & Vafa (1989); Tseytlin & Vafa (1992) de que se
inclua elementos da teoria de cordas no conteúdo material do universo primor-
dial. Esse panorama ficou conhecido como ‘cosmologia de gás de cordas’ (‘string
gas cosmology’ ) por incluir um conjunto de cordas cósmicas cuja temperatura
apresenta, como consequência da dualidade-T, um limite máximo (de Hagedorn)
que previne a existência da singularidade inicial. Além de cordas, é posśıvel in-
cluir branas com todas as dimensões permitidas no espaço-tempo, o que foi feito
por Alexander et al. (2000).1 Dentre os efeitos desses objetos na cosmologia pri-
mordial, Brandenberger et al. (2004) mostraram que o gás de branas pode ser

1Repare que há uma diferença fundamental entre esse tipo de modelo e os cenários ec-
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responsável por uma fase “inflacionária” de expansão acelerada, impelida pela
equação de estado w = −2/3, como a que encontramos aqui. Essa equação de
estado é válida enquanto a separação entre branas é muito menor que o raio
de Hubble (possibilitando a descrição como um gás), uma condição que é natu-
ralmente violada após um peŕıodo suficientemente longo de expansão acelerada,
na qual o raio de Hubble decresce; assim, a ‘inflação de branas’ acaba por conta
própria. Entretanto, ao fim da fase acelerada há uma superpopulação das paredes
de domı́nio (que deveriam decair antes de se iniciar o modelo de concordância), e
a densidade de energia é baixa demais, sendo necessário especificar algum outro
mecanismo para criar o reheating. Além disso, há o problema do ı́ndice espectral
inadequado (12.27).

No universo pré-big-bang com energia (12.23) os problemas do reheating e da
população excessiva de branas deixam de existir porque Λ̂ domina sobre a energia
eventualmente e, com isso, a inflação não acaba quando as branas deixam o
horizonte de Hubble; com a continuação da expansão acelerada, todas as eventuais
branas restantes (com dimensão mais baixa) são diluidas. O reheating, por sua
vez, além de estar, aqui, relacionado ao problema da transição conforme entre
aeons, não ocorre ao fim da era dominada pelo gás de branas, e sim no universo
de de Sitter. O problema do ı́ndice espectral, entretanto, permanece, como já
descrevemos. Uma posśıvel solução vem do fato de que as flutuações no gás de
branas não são equivalentes a flutuações adiabáticas de um (único) campo escalar
como o inflaton; há modos de flutuações de isocurvatura que podem interagir com
os modos adiabáticos e mudar o espectro, como observado por Brandenberger
et al. (2004). Deve-se notar que as flutuações nos modelos ecpiróticos e no cenário
pré-big-bang gravidilatônico também possuem um ı́ndice espectral inadequado
nas flutuações escalares (mas lá ns > 1, um desvio para o azul), um problema
que pode ser abordado justamente com o uso de flutuações de isocurvatura, a
partir a introdução de um ‘curvaton’, que interage com as flutuações adiabáticas
somente após a reentrada no horizonte, durante a era de radiação, como sugerido
por Lyth & Wands (2002).1 A possibilidade de se obter o ı́ndice espectral correto
no aeon dominado pelo gás de branas, usando um curvaton ou outro mecanismo,

piróticos descritos no §6.3.3 em que o universo inteiro é uma brana 4-dimensional embebida
num espaço-tempo com 5 dimensões, ou de outros cenários de inflação em mundos-de-branas
“intrinsecamente cord́ısticos”, como os propostos por Burgess et al. (2001); Dvali & Tye (1999);
Herdeiro et al. (2002), etc. Na cosmologia com um gás de branas, as branas são superf́ıcies tri-
dimensionais no universo quadridimesional usual da gravitação de Einstein (ou dilatônica, a
depender do regime de escalas), e aparecem como origem para fontes de matéria, i.e., no tensor
de energia-momento.

1Recentemente, Gasperini (2017) mostrou que esse mecanismo está associado ao crescimento
do acoplamento de cordas (i.e. do dilaton), e que é posśıvel obter um ı́ndice espectral apropriado
sendo que no passado remoto o sistema se encontra em um regime perturbativo (logo possui
‘trivialidade assintótica pretérita’).
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requer investigação.

Domı́nio de radiação antes da inflação

A segunda caracteŕıstica marcante da dinâmica do aeon dual é a presença de
uma fase de radiação antes do ińıcio da expansão acelerada correspondente à
inflação, dual à era dominada pela constante cosmológica Λ̌ do modelo ΛCDM.
O parâmetro da equação de estado de um gás de p-branas, Eq.(F.3),

wp = (p+1)
3
v2 − p

3

depende da velocidade média dos pontos das branas, v, e no limite ultrarela-
tiv́ıstico, quando v → 1, temos wp = 1/3 para qualquer p. Assim, o plasma
primordial pode conter as 2-branas que mais tarde, em energias mais baixas com
v � 1, iniciam a fase acelerada com a equação de estado w2 = −2/3. Talvez seja
válido notar que, como observado por Brandenberger et al. (2004) de acordo com
resultados de Nagasawa & Brandenberger (1999, 2003), a presença de (campos de
calibre em) um plasma a temperatura finita pode servir para estabilizar defeitos
topológicos instáveis como branas do tipo não-BPS.

Considerações a respeito de uma posśıvel fase radiativa antes do ińıcio da
inflação foram feitas por Hirai (2003); Marozzi et al. (2011); Powell & Kinney
(2007) e outros; ver Das et al. (2015) para uma revisão mais recente. A presença
de uma fase desacelerada antes da inflação pode atuar como um mecanismo para
a renormalização das flutuações no limite infravermelho em que k � 1, no qual o
mecanismo de renormalização por subtração adiabática não é bem definido. Mas
as motivações também podem ser “fenomenológicas”: uma vez que a inflação não
resolve o problema da singularidade, cf. §3.4, suas “condições iniciais” permane-
cecem em aberto. Em modelos inflacionários que duram por pouco mais de 60
e-folds essas condições podem ter consequências observáveis.

Para ilustrar essas consequências, considere uma transição súbita do fator de
escala no instante −ηI < 0,

a(η) =

{
(aI/ηI) (−η), η < ηI

aI (−η/ηI)−α, η > ηI
. (12.28)

A continuidade da derivada e do fator de Hubble requer ηI = −1/α. Vamos
considerar que a fase acelerada seja impulsionada por um campo escalar φ̄; no re-
gime de slow-roll, portanto, α ≈ −1, mas não vamos impor essa restrição porque
a inflação descrita acima começa com um gás de branas e α = 2. Na fase radia-
tiva, há tanto flutuações ϕ do campo escalar como flutuações termodinâmicas do
plasma, e estas em geral se acoplam través do potencial de Bardeen Φ. Mas Φ
decai durante o domı́nio de radiação enquanto se encontra dentro do horizonte,
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e sua contribuição para o espectro de potência de R = Φ + (H/ ˙̄φ)ϕ pode ser
ignorada. Além disso, como mostrado por Powell & Kinney (2007), sob certas
condições razoáveis as flutuações do inflaton se desacoplam e podem ser tratadas
de maneira independente.

Já foi observado que durante a fase de radiação a Eq.(12.4) se reduz a um
oscilador com frequência constante,

f ′′k + k2fk = 0.

Ou seja, a′′/a = 0 e, portanto, os modos fk não sentem o efeito da expansão do
universo. Isso deriva do fato de que num universo de radiação o escalar de Ricci
R = 0, e a equação para um campo com acoplamento não-mı́nimo, (�+ξR)ϕ = 0
é a mesma para qualquer valor de ξ, incluindo o acoplamento conforme ξ = 1/6.
Assim, o universo de radiação tem uma caracteŕıstica especial: é posśıvel definir
um vácuo para fk como se este fosse um campo livre em Minkowski:

fk = (2k)−1/2e−ikη, e ϕk(η) = a−1(2k)−1/2e−ikη, η < ηI . (12.29)

A evolução do fator de escala não produz part́ıculas, i.e. fk permanece no vácuo
acima até o ińıcio da fase acelerada. Na fase acelerada, para η > ηI , a solução da
Eq.(12.4) é dada pelas funções de Hankel (12.6). Escreva

ϕk(η) = a−1 (Aku(z) +Bku
∗(z)) ,

onde u(z) =
√

4
π
z1/2H(2)

ν (z), ν = α + 1/2 e z ≡ −kη.
(12.30)

Impondo a continuidade de ϕk e de sua derivada em ηI temos um sistema algébrico
de duas equações para as constantes Ak e Bk,

Ak∂zu(zI) +Bk∂zu
∗(zI) = −ik(2k)−1/2 e−ikηI

Aku(zI) +Bku
∗(zI) = (2k)−1/2 e−ikηI .

A solução pode ser encontrada usando uma propriedade do Wronskiano das
funções de Hankel, viz.

H(2)
ν (z) ∂zH

(1)
ν (z)−H(1)

ν (z) ∂zH
(2)
ν (z) = 4i/πz,

que equivale a u(z)∂zu
∗(z)− u∗(z)∂zu(z) = −i, e temos

Ak = −i(2k)−1/2 e−ikηI [∂zu
∗(zI)− iku∗(zI)] ,

Bk = i(2k)−1/2 e−ikηI [∂zu(zI)− iku(zI)] .
(12.31)

Assim, ao contrário do que é costume nas flutuações inflacionárias, no limite
ultravioleta, em que k � 1 e z → −∞ não temos um vácuo de Bunch-Davies
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(que corresponderia a Bk = 0) na fase acelerada; há uma mistura de frequências
negativas e positivas.

Desejamos avaliar o efeito sobre o espectro de potências Pϕ = k3|ϕk|2. Dentro
da fase acelerada, em que vale (12.30),

|ϕk|2 = a−2(η)
[ (
|Ak|2 + |Bk|2

)
|u(z)|2 + AkB

∗
ku

2(z) + A∗kBk(u
∗(z))2

]
, (12.32)

e nos interessa o regime no interior do horizonte, para z � 1. As funções de
Hankel satisfazem

H(1)
ν (z) ≈ pνz

ν + iqνz
−ν + · · · H(2)

ν (z) ≈ p∗νz
ν − iqνz−ν + · · ·

Na fase acelerada ν > 0, e.g. em de Sitter ν = 3/2 e no gás de branas ν = 5/2, o
primeiro termo é irrelevante e temos u ≈ −u∗; logo u2 = −|u|2 = (u∗)2, e

|ϕk|2 = |Ak −Bk|2a−2|u(z)|2.

O fator a−2|u|2 corresponde à amplitude do espectro inflacionário usual, em que
as flutuações se encontram no vácuo de Bunch-Davies no interior do horizonte, e
podemos escrever, comparativamente,

PRadϕ = |Ak −Bk|2PBDϕ . (12.33)

Ou seja, o efeito da fase radiativa nos modos em grandes escalas é uma modi-
ficação do espectro por um fator multiplicativo, comparando-se com o esperado
em modelos de inflação pura. O fator, |Ak−Bk|2, é uma função complicada de k;
uma expressão anaĺıtica é dada por Das et al. (2015). Para k alto, |Ak−Bk|2 ∼ 1,
e para pequenos k seu efeito mais pronunciado é o de suprimir a amplitude do
espectro; de acordo com Marozzi et al. (2011), seu valor é tipicamente da ordem
de ∼ 1/2, logo a amplitude do espectro é reduzida pela metade.

Este efeito é bastante conhecido, tendo sido obtido, e.g., por Marozzi et al.
(2011); Powell & Kinney (2007). Uma explicação intuitiva para a supressão da
amplitude em grandes escalas pode ser dada seguindo Powell & Kinney (2007).
É de se esperar que haja flutuações em todas as escalas k tanto durante quanto
antes do começo da inflação. A amplitude de ϕk decai com o fator de escala
enquanto dura a fase de radiação e enquanto os modos se encontram dentro do
horizonte na fase acelerada. Assim, em geral, as flutuações produzidas na época
pré-inflacionária são dilúıdas e não interferem no espectro de potências no aeon
atual (ou após o reheating). Assim como acontece durante a inflação, é de se
esperar que flutuações sejam criadas em todas as escalas durante a fase radiativa.
Os modos produzidos em η em escalas k ∼ a(η)H(η) saem do horizonte pouco
depois de serem criados e preservam sua amplitude. Em geral, estes modos são
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produzidos dentro da fase inflacionária, mas uma exceção. Modos produzidos no
fim da fase radiativa, com escala k ∼ aIHI carregam informação do vácuo em
que se encontravam quando produzidos e, por terem viajado por pouco tempo
antes de sair do horizonte, não são completamente dilúıdos. Por isso a diferença
(12.33) só aparece para pequenos valores de k, enquanto para grandes valores k
voltamos a ter PRadϕ ≈ PBDϕ .

Pela DFE, o instante ηI em que começa a fase inflacionária é dual ao instante
ηΛ quando se inicia o domı́nio de Λ̌ no nosso universo, i.e. ηI = −ηΛ, ver Fig.12.1.
Por causa da simetria do raio comóvel do horizonte de Hubble, os modos produ-
zidos durante a fase de radiação pré-inflacionária em escalas k ≈ aIHI voltam a
entrar no horizonte em η . ηΛ. No momento nos encontramos coincidentemente
próximos do ińıcio da fase acelerada, η0 & ηΛ, e portanto os efeitos da fase de
radiação devem ser observados em escalas correspondentes à do universo atual.

12.3 Exemplo: universo autodual com δ = 1/2

Em universos perfeitamente autoduais acontece um efeito curioso se tentamos
fazer cont́ınuas as flutuações ao longo de uma cadeia de aeons. A função |aH|
é periódica em η, com peŕıodo ηf , e sempre diverge em η = nηf , com n inteiro.
Quando k > aH o campo φk(η) oscila amortecidamente, e quando k < aH o
amortecimento domina. Na cadeia de aeons, o problema equivale a uma mecânica
quântica unidimensional em um potencial periódico V = aH como na Fig.12.2, e
a continuidade em toda a cadeia só é posśıvel para valores discretos de k.

Como exemplo, considere o modelo com δ = 1/2, i.e.

ρ = (ρ
1/2
Λ + ρ

1/2
R /a2)2.

Repare que se trata de um universo contendo radiação, uma constante cos-
mológica e uma curvatura negativa. A solução para o fator de escala se obtém
facilmente por integração direta de (9.28); a hipergeométrica geral (9.30) se sim-
plifica, levando a

a(η) = a∗ tan(πη/2ηf ). (12.34)

A Eq.(12.4),
f ′′k +

[
k2 + (π2/2η−2

f ) cos−2 (πη/2ηf )
]
fk = 0,

tem como solução

fk(η) = Ak

[
cos kη + π

2ηf
k−1 tan π

2ηf
η sen kη

]
−Bk

[
sen kη − π

2ηf
k−1 tan π

2ηf
η cos kη

]
,

e portanto

φk(η) = Ak

[
cot π

2ηf
η cos kη + π

2ηf
k−1sen kη

]
−Bk

[
cot π

2ηf
η sen kη − π

2ηf
k−1 cos kη

]
.
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Regularidade em η = 0 impõe Ak = 0, e então

φk(η) = Bk

[
π

2ηf
k−1 cos kη − cot π

2ηf
η sen kη

]
(12.35)

é regular também em η = ηf , onde φk(ηf ) = Bkπ
2kηf

cos kηf . Então começando do

aeon A1 onde η ∈ [0, ηf ], passa-se ao aeon A2 onde η ∈ [ηf , 2ηf ]. As flutuações
para diferentes valores de k estão representadas na Fig.12.2 com as ondas em
linha tracejada; o eixo horizontal é o tempo conforme. Para baixos valores de k
os modos estão fora do horizonte (abaixo do “potencial” aH em linha pontilhada),
e as flutuações são fortemente suprimidas, enquanto para maiores valores de k,
φk(η) oscila (mais) livremente. Também é posśıvel ver na Fig.12.2 que, apesar
da regularidade em η = 0 e ηf , em η = 2ηf a cotangente no segundo termo
de (12.35) diverge, e é imposśıvel passar a A3. Isso não pode ser remediado
ajustando a constante Bk arbitrária; a única maneira de se obter continuidade de
φk em todas as passagens, fazendo o termo cot π

2ηf
η sen kη finito em η = nηf para

n inteiro, é cancelando a divergência da cotangente com o seno, i.e. impondo

k = πn/2ηf , n ∈ Z. (12.36)

Uma oscilação desse tipo é representada pela onda cont́ınua na Fig.12.2.

-1 0 1 2

Figura 12.2: Flutuações em uma cadeia de aeons autoduais.

Essa quantização de k é uma caracteŕıstica genérica das condições de contorno
periódicas que emergem em uma cadeia de aeons perfeitamente autoduais. Mas
note que ηf em (12.36) é a duração conforme de toda a evolução dos universos,
e é tipicamente um número grande (por exemplo, no modelo ΛCDM ηf ∼ 1010

anos, ver Eq.(2.74)), logo a densidade de ńıveis discretos é extremamente alta, e
o espectro é, na prática, cont́ınuo.
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12.4 Dualidade de flutuações adiabáticas

Até aqui, discutimos os efeitos de flutuações sobre universos cuja métrica de
fundo é relacionada pela DFE. Nesta seção, nosso objetivo é descrever uma dua-
lidade das próprias flutuações, compat́ıvel com a inversão do fator de escala. Tal
dualidade foi implementada na gravitação dilatônica por Brustein et al. (1998);
Copeland et al. (1997); nesse caso, enquanto a dualidade do fator de escala corres-
ponde à dualidade-T da teoria cordas, a dualidade das flutuações está relacionada
a uma simetria da teoria de cordas conhecida como ‘dualidade-S’, que inverte o
sinal do dilaton e, portanto, mapeia o acoplamento de cordas gs 7→ 1/gs.

Seguimos Brustein et al. (1998). Considere a teoria de um campo escalar φ(x)
com ação

S = 1
2

∫
d3x dη a2(η)

[
(∂ηφ)2 − ∂xφ · ∂xφ

]
. (12.37)

Trata-se da ação para um campo escalar sem massa em um universo de FLRW,
mas os resultados que descreveremos são válidos em outras situações em que a
ação possua a mesma forma. A função a(η) (nesse caso) é o fator de escala da
métrica de fundo, e é predeterminada pelas equações de Friedman. A equação de
campo é a equação de Klein-Gordon para φ,

φ′′ + 2(a′/a)φ′ − ∂2
xφ = 0. (12.38)

Com o momento canônico conjugado π = ∂L /∂φ′,

π(x) = a2(η) ∂ηφ(x),

podemos escrever a Hamiltoniana

H[φ, π] =
∫
d3x[φ′(x)π(x)−L ] = 1

2

∫
d3x [a−2 π2 + a2 |∂xφ|2] ,

ou, em modos de Fourier,

H[φ, π] = 1
2

∫
d3k

[
a−2 πk π−k + a2k2 φk φ−k

]
, (12.39)

As equações de Hamilton, φ′k = δH/δπk e π′k = −δH/δφk, dão o par de equações
de primeira ordem

φ′k = a−2 π−k, e π′k = −a2k2 φ−k.

A Hamiltoniana (12.39) e, consequentemente, as equações de Hamilton, são
simétricas sob a transformação

a(η) 7→ ã(−η) = c2/a(η)

φk(η) 7→ φ̃k(−η) = − 1
c2
k−1πk(η)

πk(η) 7→ π̃k(−η) = c2 k φk(η).

(12.40)
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Chamaremos essa transformação de dualidade-S. (Na cosmologia de cordas, a
função a está associada ao acoplamento effetivo, a = 1/g2

s(η); logo a trans-
formação liga acoplamentos fortes e fracos.) A verificação da invariância de
H[φ, π] é imediata: em suma, (12.40) troca o termo quadrático em π pelo termo
quadrático em φ, e vice-versa. Por preservar a Hamiltoniana (e os parênteses de
Poisson), esta é uma transformação canônica.

***

A transformação (12.40) é uma extensão da DFE às flutuações lineares sobre o
universo homogêneo e isotrópico.

Como já observado, para f(x) = a(η)φ(x) a equação de campo (12.38) se
resume à Eq.(12.4), que coincide com a Eq.(4.53) para as flutuações escalares do
dilaton no calibre plano. Para a flutuação da curvatura R, vale a equação de
Mukhanov-Sasaki (4.36),

R′′ + 2(z′/z)R− ∂2
xR = 0,

que é exatamente a Eq.(12.38), com a substituido por z = a ˙̄φ/H, onde aqui φ̄ é
o campo escalar de fundo. Assim, a equação de MS acima possui uma simetria
do tipo (12.40) com a inversão z 7→ 1/z, o que não corresponde, em geral, a uma
inversão do fator de escala.1 Se a geometria de fundo é guiada por um fluido
perfeito com equação de estado w constante, ou um campo escalar que crie uma
lei de potências, então, como observado na Eq.(12.3),

z = a ˙̄φ/H = (1+w)κ√
3

(a/a∗)
−(1+3w)/2.

Assim, a inversão z 7→ 1/z equivale a a 7→ 1/a ou w 7→ −w − 2/3, que é preci-
samente a transformação correta para a DFE. Além disso, vimos no §4.2 que os
modos de polarização de ondas gravitacionais também se comportam como cam-
pos escalares sem massa se propagando sobre a métrica de fundo, e são, portanto,
descritos pela mesma ação (12.37). Assim, pode-se encarar φ na discussão que
segue como flutuações lineares escalares ou tensoriais em um universo de FLRW
com fator de escala a(η).

1Vale notar que há outra simetria da Eq.(4.36) que foi chamada de “dualidade” por Wands
(1999); há sempre duas funções, a(η) e ã ≡ C a(η)

∫ η
η∗
dη/a2(η), que resultam no mesmo “po-

tencial” a′′/a = ã′′/ã. No caso de uma lei de potências, a ∼ ηα, a equação de MS tem a forma
(12.5), e a simetria corresponde ao fato de que há duas soluções α para um único valor do
coeficiente µ2 = α(α − 1). Assim, as flutuações fk em dS4, com α = −1, obedecem a mesma
equação que num universo com poeira, que tem α = 2. Repare que essa dualidade é bastante
diferente da que estamos utilizando aqui: no nosso caso, o potencial a′′/a não fica invariante
sob inversão do fator de escala; a DFE mapeia soluções diferentes de equações diferentes.
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*
Condições de contorno e a dualidade

A escolha do vácuo de Bunch-Davies é uma condição de contorno para a
solução da Eq.(12.4), que junto com a normalização (12.14) determina completa-
mente a solução fk ou

φk(η) = (2k)−1/2e−ikη(1 + ikη).

Trata-se de uma especificação de condições de contorno mistas, de Dirichlet (na
escolha do vácuo de BD, fazendo A+ = 0) e de Neumann (na normalização do
produto de Klein-Gordon), sobre a superf́ıcie inicial B0 = {η = −∞}. Note que
esta é apenas uma possibilidade. As duas condições de contorno necessárias para
fixar completamente a solução da equação de Klein-Gordon podem ser prescritas
de mais de uma maneira. Por exemplo, pode-se impor condições de Dirichlet
sobre duas superf́ıcies, uma em B1 e outra em B = {η = ηc}; escolhendo apenas
frequências positivas em B0, a solução

φk(η) = ϕ0
k

(1 + ikη)

(1 + ikηc)
e−ik(η−ηc)

satisfaz a condição φk|B = ϕ0
k, ou seja φ0(x)|B = ϕ(x), para uma função qualquer

ϕ0 em B. Esta solução será útil no Caṕıtulo 13 para determinar a função de onda
do universo.

Considere a solução φ(x) em η < 0, determinada por uma condição de Diri-
chlet em B = {η = ηc}. A dualidade-S (12.40) mapeia

φk(ηc) 7→ −c−2k−1π̃k(−ηc), onde π̃k(−η) = −ã2(−η)∂ηφ̃k(−η).

Logo a solução dual φ̃(x), com η > 0, satisfaz uma condição de Neumann sobre
a superf́ıcie (dual) B̃ = {η = −ηc}. Vice-versa, e.g., se φ̃(x) for determinada
por uma condição de Dirichlet em B̃, então φ(x) está sujeita a uma condição de
Neumann sobre B. Em resumo, a dualidade-S mapeia condições de contorno de
Dirichlet em Neumann, e vice-versa.

A dualidade das condições de contorno imposta pela dualidade-S não é trivial.
Em um par de universos duais, as soluções φk(η) e φ̃k(η) da equação (12.4) têm,
cada uma, duas constantes de integração, necessitando portanto 4 condições de
contorno ao todo. Em prinćıpio, estas condições são independentes. Para obter
a solução (12.15), impusemos: (i) A regularidade de (12.12) em η = 0; (ii)
continuidade em η = 0; (iii) condição de apenas frequências positivas em η =
−∞; e (iv) normalização de Klein-Gordon em η = −∞. As condições (i)-(iii) são
de Dirichlet, e (iv) é uma condição de Neumann. Com a dualidade-S, entretanto,
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a relação entre φk(η) e π̃k determina uma das condições, e restam apenas 3,
impossibilitando certas configurações, como por exemplo (12.15).

De fato, a solução geral em dS4

φk(η) = A+
k e

ikη(1− ikη) + A−k e
−ikη(1 + ikη)

tem momento conjugado (πk = a2φ′k)

πk(η) = ikη−1(A+
k e

ikη − A−k e
−ikη).

Já a solução (12.12) no universo de radiação pode ser escrita como

φ̃k(η) = η−1(B+
k e

ikη +B−k e
−ikη).

Impondo a dualidade-S, φ̃k(η) = − 1
c2
k−1πk(−η), temos as condições

−iA−k = c2B+
k ; iA+

k = c2B−k .

Impor regularidade de φ̃k em η = 0 requer B+
k = −B−k , logo A−k = A+

k e é
imposśıvel escolher apenas A+ = 0; há necessariamente uma mistura de modos
com frequência positiva e frequência negativa em dS4.

12.5 Discussão

Para um par de universos duais, nós vimos que é posśıvel estender as flutuações
entre aeons impondo a continuidade dos modos de Fourier que se congelam no
interior do horizonte de Hubble, e considerar o universo dual ao universo atual
como uma inflação “pré-big-bang”. Se for dual ao modelo ΛCDM com radiação,
essa inflação possui algumas carcteŕısticas peculiares: é assintoticamente de Sitter
no futuro, mas começa com uma lei de potências correspondente a um gás de
branas; há também uma fase radiativa desacelerada pré-inflacionária.

Nas discussões acima, nós consideramos a DFE como uma simetria “exata”,
no sentido de que a aplicamos a toda a evolução do modelo pós-big-bang para
obter o universo inflacionário dual, com suas componentes de energia. Pode-se
argumentar que o mais plauśıvel é que a DFE, com sua simetria “quase-conforme”
de inversão do fator de escala, seja válida apenas assintoticamente, isto é: que
para obter o universo pré-big-bang se deva restringir a efetuar a transformação de
dualidade na era radiativa do ińıcio do universo, quando não há massa de repouso.
Nesse caso, a inflação antes do big-bang não possui uma fase prévia desacelerada
e, por ser dual a um universo cuja dinâmica é próxima do universo de radiação,
desvia pouco da dinâmica de dS4 (o que evitaria a presença de ı́ndices espectrais
exóticos como (12.27)).
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Para além da construção de modelos, a caracteŕıstica principal dessa proposta
de uma inflação pré-big-bang reside na natureza da superf́ıcie X de “reheating”,
onde se efetua a transição conforme. Essa questão não apareceu de forma expĺıcita
nas dicussões acima pelo mesmo motivo com que as predições de modelos infla-
cionários são insenśıveis à teoria do fim da inflação: os modos constantes fora do
horizonte não sentem essa parte da dinâmica. Mas na inflação usual a dinâmica da
métrica é cont́ınua, sejam quais forem os detalhes espećıficos do mecanismo de re-
aquecimento, enquanto a colagem dos modos de Fourier que efetuamos atravessa
uma descontinuidade drástica do fator de escala da métrica de fundo. Impli-
citamente, nós assumimos que as flutuações (congeladas fora do horizonte) são
insenśıveis ao rescalamento conforme infinito {â = ∞} ∼ {ǎ = 0}. Isso reflete,
de certa forma, a idéia da CCC de que na transição entre aeons o que importa é
a métrica de ligação regular gµν , tal que ĝµν = Ωgµν e ǧµν = ωgµν — no tempo
conforme, as flutuações hij, Φ e Ψ equivalem a pequenas flutuações de gµν = ηµν ,
com o fator de escala tendo sido fatorado. Mas assumir isso, embora justificável
até certo ponto, não deixa de ser uma hipótese arriscada. A eventual descrição da
f́ısica envolvida na identificação de toda uma classe conforme de métricas pode
ter efeitos sobre a maneira de se descrever as flutuações. Por exemplo, pode ser
necessária a identificação de classes duais de flutuações ligadas pela dualidade-S,
impondo restrições sobre as condições de contorno que podem ter efeitos sobre,
por exemplo, os espectros de potência.

De todo modo, um mecanismo que crie um reheating conforme onde se possa
efetuar um reescalamento de inversão do fator de escala está longe de ser encon-
trado e, em última instância, conciliar a DFE com o universo inflacionário pode
requerer uma mudança conceitual drástica de paradigma. No caṕıtulo seguinte,
apresentamos um caminho posśıvel.
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Caṕıtulo 13

A DFE em um universo
holográfico

As grandezas observacionais previstas pelos modelos inflacionários são as funções
de correlação (os espectros de potência) das flutuações da métrica e da matéria
no universo após o reheating, que apresentam uma série de propriedades dentre
as quais a que mais se destaca é a quase-invariância de escala. A explicação
do paradigma inflacionário segue o esṕırito da f́ısica de part́ıculas: postula a
existência de um campo escalar (que nunca foi observado) com um potencial
apropriado, que se acopla à gravitação da maneira usual e induz a dinâmica quase-
de Sitter do espaço-tempo. Existe uma explicação completamente diferente para
o mesmo fenômeno: É amplamente discutido, e.g. por Antoniadis et al. (2012);
Creminelli et al. (2012); Lyth & Riotto (1999), que muito das propriedades das
correlações previstas pela inflação estão relacionadas não à existência do dilaton,
mas sim às simetrias do espaço (quase-)dS4. Assintoticamente, de Sitter é dual
a uma teoria conforme, como proposto por Strominger (2001a). Em conjunto,
essas duas observações abrem a possibilidade de se formular a questão do universo
primordial holograficamente.

Descrever a inflação através da holografia, como um fluxo do grupo de re-
normalização na teoria dual, é uma proposta feita originalmente por Strominger
(2001b), e desenvolvida de maneira operacional por vários autores,1 em particular
Bzowski et al. (2013); Larsen et al. (2002), seguindo a reformulação da dualidade
dS/CFT introduzida por Maldacena (2003). Esta é uma mudança drástica de
paradigma, que pode ser esquematizada da seguinte forma: O espaço-tempo cos-
mológico possui uma TQC dual, da qual ele é o correspondente holográfico. As
correlações de objetos geométricos como 〈RkRk′〉 no lado gravitacional da duali-
dade correspondem a valores médios de operadores quânticos 〈OkOk′〉 na teoria

1Uma lista incompleta inclui Halyo (2004); Larsen & McNees (2003, 2004); Larsen et al.
(2002); McFadden & Skenderis (2010b); van der Schaar (2004).
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de campos, e o regime de baixas energias, semiclássico, da gravitação corresponde
a um regime ultravioleta da TQC. Conhecendo a TQC holográfica, é inclusive
posśıvel substituir o regime de altas energias da gravitação (i.e. a fase singular
antes da inflação) por uma descrição em termos da TQC dual e, nesse regime,
não existe o espaço-tempo, no sentido geométrico da Teoria da Relatividade; esta
é a proposta de um ‘universo holográfico’, de McFadden & Skenderis (2010b).1

Por sua vez, uma inflação descrita pela Dualidade do Fator de Escala se en-
caixa nesse quadro holográfico muito melhor do que no paradigma inflacionário
por um motivo simples: a holografia reformula completamente o conceito do rehe-
ating. Na inflação, o espaço-tempo é quase de Sitter por um intervalo de tempo, e
o reheating induz uma transição da geometria para a de um universo de radiação
antes de que se chegasse à borda I +|dS. Por outro lado, na holografia é justa-
mente em I +|dS que “reside” o ponto fixo conforme da teoria de campos dual à
inflação — e é precisamente sobre I +|dS que a DFE mapeia o ińıcio singular de
um universo de radiação. Com isso em mente, este caṕıtulo é dedicado a revisar
a formulação operacional da inflação holográfica, e aplicá-la à DFE.

13.1 Simetria conforme na borda de dS4

Para definir uma teoria conforme no futuro infinito de dS4 é preciso, em primeiro
lugar, que I + seja invariante sob o grupo conforme e, além disso, que os campos
presentes em dS4 se estendam à borda e se comportem como campos quase-
primários. (Ver Apêndice E.)

*
SO(4,1) e o grupo conforme em de Sitter

O espaço de de Sitter de raio L = 1/H é definido pela forma quadrática (D.1),
que é simplesmente a distância covariante

dS4 : ηABX
AXB = 1/H2, (A,B = 0, 1, 2, 3, 4) (13.1)

de um ponto X à origem de M(4,1), ou seja, uma pseudo-esfera num espaço pseudo-
Euclidiano (e, portanto, um hiperbolóide de uma folha; ver Fig.D.1). Assim, por
construção, dS4 é invariante sob as tranformações de Lorentz em M(4,1), que
formam o grupo SO(4,1) e cujos geradores

JAB = XA
∂

∂XB
−XB

∂

∂XA
, (13.2)

1Ver McFadden & Skenderis (2010a) para uma discussão um pouco mais extensa, e Afshordi
et al. (2017a,b) para uma discussão recente incluindo comparação com os últimos resultados
observacionais.
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onde XA ≡ ηABX
B, satisfazem a álgebra de Lie so(4,1):

[JAB, JCD] = −ηACJBD + ηBCJAD − ηBDJAC + ηADJBC . (13.3)

As componentes espaciais iJij, com i, j = 1, · · · 3, são evidentemente geradores
de rotações em R3 ⊂ M(4,1) (ηij = δij). Os outros elementos JiA e J04 também
têm uma interpretação sobre o espaço Euclidiano; definindo

iPj = Jj4 − Jj0 ; Kj = i(Jj4 + Jj0) ; D = −iJ40, (13.4)

é imediato verificar que os comutadores em (13.3) se separam para formar a
álgebra do grupo conforme (E.17). Ou seja: so(4,1), a álgebra das simetrias de
dS4, é isomórfica à álgebra das transformações conformes de R3.

Mas o grupo conforme não age necessariamente sobre as seções espaciais de
dS4, aliás há mais de uma maneira de se folhear o hiperbolóide em seções espaciais,
como mostrado no §D.1. A folheação que nos interessa é em coordenadas planas,
que descrevem um universo acelerado com constante cosmológica Λ = 3H2/κ2,
e, em particular, no tempo conforme. A parametrização (D.6) induz, a partir da
métrica de M(4,1), o elemento de linha de dS4

ds2 =
1

H2η2
(−dη2 + δijdx

idxj), (13.5)

com

η = − L2

X0 +X4
e xi = − LX i

X0 +X4
,

e os geradores (13.2) com as redefinições (13.4), se escrevem

D = −i(η∂η + xi∂i); Ki = 2H xiD −H2(−η2 + x2)Pi (13.6)

Pi = −iH−1∂i; Jij = xi∂j − xj∂i. (13.7)

As seções espaciais na métrica (13.5), definidas por η = constante, têm a geome-
tria de R3, e os geradores Pi e Jij induzem translações e rotações infinitesimais
das coordenadas xi. Para |λ| � 1, as transformações infinitesimais geradas por
D, xµ 7→ x′µ = (1 + iλD)xµ, cf. Eq.(E.15), são

δDη = λη, e δDx
i = λxi, (13.8)

e para Ki, x
µ 7→ x′µ = (1 + iH−1bjKj)x

µ com |b/H| � 1, (note que bi tem
dimenssão de 1/comprimento, logo o parâmetro adimensional é bi/H)

δKη = 2bjxjη, e δKx
i = 2bjxjx

i − (x2 − η2)bi. (13.9)

A transformação δDx
i está de acordo com o esperado para o gerador de dilatações;

já a transformação δKx
i, resultado da atuação do gerador de transformações
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conformes especiais, não coincide com as transformações infinitesimais de R3, que
deveriam ser (o termo em parênteses da Eq.(E.11)) 2bjxjx

i − x2bi. A diferença
está no termo η2bi, que se anula (assintoticamente) no futuro infinito I + = {η =
0}. Assim, o grupo de simetrias de dS4, SO(4,1), atua, assintoticamente para
Hη � 1, e exatamente na borda I + = {η = 0}, como o grupo conforme das
seções espaciais da métrica (13.5).

A simetria conforme presente em I + está diretamente relacionada às isometrias
do interior do espaço (i.e., para η < 0 arbitrário). de Sitter é um espaço-tempo de
simetria máxima: por definição, possui o número máximo de isometrias posśıvel,
10 (em geral, D(D + 1)/2 em D dimensões. Ver, e.g. Weinberg (1972)), cada

uma correspondente a um vetor de Killing ξ
(I)
µ , solução de

∇µξ
(I)
ν +∇νξ

(I)
µ = 0, I = 1, · · · , 10. (13.10)

Na métrica (13.5), isto equivale a

η−1∂ηξ
(I)
0 = 0, (13.11a)

−(Hη)−1∂ηξ
(I)
i + ∂iξ

(I)
0 − 2Hξ

(I)
i = 0, (13.11b)

∂iξ
(I)
j + ∂jξ

(I)
i − 2He2Ht δijξ

(I)
0 = 0. (13.11c)

Para encontrar as 10 soluções (vetoriais), note que os vetores de Killing são as
transformações infinitesimais de coordenadas que preservam a métrica, e com ela
a forma quadrática (13.1). Portanto uma combinação dos ξ

(I)
µ deve fornecer os

geradores de so(4,1) e, de fato, há 5×(5−1)/2 = 10 geradores antisimétricos JAB
para corresponder aos 10 vetores de Killing de dS4. Em suma, restringindo os
geradores JAB(xµ) ao hiperbolóide, e os decompondo em uma combinação linear
de 10 vetores independentes, chega-se indiretamente às soluções das Eqs.(13.11);
mas é exatamente esse o processo que resulta nos geradores (13.6). Os operadores
Pi, Ki e D fornecem 3 + 3 + 1 = 7 vetores linearmente independentes, e os
operadores (antisimétricos) de rotação Jij fornecem mais 3, completando os 10
vetores que preservam (13.1). A t́ıtulo de exemplo, escritos explicitamente em
coordenadas os vetores de Killing correspondentes a D e Ka, a = 1, 2, 3, ficam

{ξ0
(D) = η, ξi(D) = xi},

{ξ0
(Ka) = 2Hxaη, ξi(Ka) = H(2xa − x2 + η2)xi}.

*
Campos escalares na borda de dS4; funções de correlação

Considere um campo escalar livre φ(x), com massa m. A ação

S[φ] = −
∫
d4x
√
−g
[

1
2
gµν∂µφ ∂νφ+ 1

2
m2φ2

]
(13.12)
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fornece a equação de Klein-Gordon

(−�+m2)φ(x) = 0. (13.13)

Pelo que se discutiu acima, as simetrias de dS4 devem fazer com que φ se comporte
como um campo conforme (quase-primário) no limite de I +.

A função de 2-pontos avaliada em um vácuo invariante sob o grupo SO(4,1)
dá origem à função de Green (ou de Wightman), solução de

(−�x +m2)G(x, x′;m2) = (−g)−1/2 δ4(x− x′). (13.14)

A simetria sob SO(4,1) implica que G só pode depender de x e x′ através da
distância geodética covariante ou, alternativamente, através da função z(x, x′)
definida no §D.2. Em coordenadas planas (Eq.(D.11))

z(x, x′) = 1− 1

4ηη′
(
−(η − η′)2 + |x− x′|2

)
. (13.15)

Usando a fórmula (D.12) para o Laplaciano, a Eq.(13.14) fica[
z(1− z)

d2

dz2
+ 2(1− 2z)

d

dz
− m2

H2

]
G(z;m2) = 0, (13.16)

para x 6= x′; isto é uma equação hipergeométrica (cf. §I.3), com solução

G(z;M2) = CMF [w+, w−; 2; z], (13.17)

onde w± = 3
2
± ν, com ν ≡

√
(3/2)2 − (m/H)2. (13.18)

Próximo à borda, η, η′ → 0, z ≈ −(x − x′)2/4ηη′ diverge, e tomando o limite
assintótico de F (z) dado pela Eq.(I.5),

G(x, x′;m2)|η,η′→0 ≈
C+(ηη′)w+

(x− x′)2w+
+

C−(ηη′)w−

(x− x′)2w−
, (13.19)

onde C± são constantes que só dependem de m2 e H. Consideramos apenas o
intervalo 0 < m2/H2 < 9/4, em que w± são números reais e 0 < w− < w+, e com
isso G(x, x′;m2)|I + = 0. A dependência espacial coincide com a forma (E.34), o
que mostra que perto de I + um campo massivo em dS4 se comporta como um
operador quase-primário com dimensão conforme ∆ = w.

*

218



Perto de I +, a equação de Klein-Gordon (13.13), escrita em coordenadas
planas, [

η2 ∂2
η − 2η∂η − η2∂2

x +m2/H2
]
φ(x) = 0, (13.20)

tem o termo contendo a derivada espacial suprimido por continuidade:[
η2 ∂2

η − 2η∂η +m2/H2
]
φ(x) = 0. (13.21)

O ansatz φ ∼ ηw é uma solução desta equação assintótica desde que w = w±. Isto,
é claro, era de se esperar já que estamos efetivamente resolvendo a mesma equação
(13.16) cujo limite assintótico encontramos em (13.19). Portanto o campo se
comporta, assintoticamente, como

φ(x) ≈ ηw− Φ0(x), perto de I + = {η = 0}. (13.22)

A função

Φ0(x) ≡
[
η−w−φ(x)

]
η→0

(13.23)

serve como uma condição de contorno de Dirichlet que determina φ(x) em η < 0,
isto é, a solução da equação de Klein-Gordon (13.13) pode ser escrita como

φ(x) =

∫
I +

d3x′K(x; x′)Φ0(x′), (13.24)

para uma função K(x; x′) chamada de ‘propagador interior-superf́ıcie’ (‘bulk-to-
boundary’ ) que satisfaz

(−�x +m2)K(x; x′) = 0 (13.25)

para x no interior de dS4 e x′ ∈ I +. Pode-se determinar K a partir de G por
meio do teorema de Green,que leva a

φ(x) = −
∫

I + d
3x′
√
|γ|nµ Φ0(x′)η′w− gµν∂′νG(x, x′;m2),

onde γab é a métrica induzida por gµν sobre a borda, à qual nµ é a 1-forma normal.
Comparação com a Eq.(13.24) mostra que o propagador interior-superf́ıcie é dado
pela derivada normal da função de Green em I +,

K(x; x′) = −
[
η′w−
√
γ nµg

µν∂′νG(x, x′;m2)
]
η′→0

. (13.26)

O lado direito deve ser entendido como um limite. A métrica induzida numa
superf́ıcie {η′ = constante} é γij = (Hη′)−2δij, logo√

Det γ(x′)nµg
µν(x′) = −(Hη′)−2δν0 , (13.27)
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e K(x; x′) = [(Hη′)−2 η′w− ∂η′G(x, x′;m2)]η′=0 . O limite da derivada da função
de Green é obtido da Eq.(13.19),

η′−2+w−∂η′G ≈
w+C+η

w+

[−η2 + (x− x′)2]w+
η′w++w−−3 +

w−C−η
w−

[−η2 + (x− x′)2]w−
η′2w−−3.

(Note a presença do termo −η2 nos numeradores, ausente em (13.19) porque lá
η → 0.) O expoente de η′ no primeiro termo se anula, já que w− + w+ = 3; no
segundo termo 2w−−3 = −2

√
9/4− (m/H)2 < 0, e por isso para que a expressão

não divirja se deve tomar C− = 0. Isso determina o propagador interior-superf́ıcie
como uma função finita (para x 6= x′) em I +,

K(x, η; x′) =
w+C+

H2

ηw+

[−η2 + (x− x′)2]w+
. (13.28)

Para m2 = 0, a solução da Eq.(13.13)

�xϕ(x) = 0, (13.29)

não é mais a hipergeométrica (13.17), já que w− = 0. (Usamos ϕ(x) para di-
ferenciar o campo escalar sem massa do campo massivo φ(x).) Como estamos
interessados na solução assintótica, em que η → 0, podemos usar a expressão
(13.21) para o Laplaciano,

�xϕ(x) ≈ −(η2 ∂2
η − 2η∂η)ϕ(x) = 0. (13.30)

É evidente que uma solução assintótica é a função “constante”

ϕ(x) = ϕ0(x) que corresponde ao expoente w− = 0.

(Essa é a solução “congelada” fora do horizonte usada nos modelos inflacionários.)
A segunda solução é ϕ(x) = η3f2(x), o que corresponde ao valor de w+ = 3
para m2 = 0, e morre no limite η → 0. É a função congelada ϕ0(x) que serve
como condição de contorno de Dirichlet para ϕ(x) (fazendo o papel análogo a
Φ0 no caso massivo), e podemos escrever (analogamente à Eq.(13.24)), ϕ(x) =∫

I +d
3x′ J(x; x′)ϕ0(x), com o propagador J(x; x′) = C η3 (−η2 + |x− x′|2)−3.

***

Os resultados dessa discussão mostram que:

1. Campos escalares em dS4 se comportam como campos conformes quase-
primários na borda I +, com dimensão conforme w±, solução da equação

m2/H2 = w(3− w). (13.31)

Portanto é posśıvel definir uma teoria conforme em I + usando os campos
φ(x) em dS4.
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2. A função Φ0(x) em I +, tal que φ(x) ≈ ηw− Φ0(x), determina completa-
mente o campo no interior de dS4 por meio do propagador K(x; x).

Isso motiva a definição de uma dualidade holográfica entre o interior de dS4 e uma
CFT3 em I +. A correspondência entre a borda de de Sitter e uma teoria con-
forme foi originalmente proposta por Strominger (2001a), diretamente inspirado
na ‘dualidade calibre/gravitação’ (‘gauge/gravity’ ) entre o espaço de anti -de Sit-
ter e teorias conformes descoberta por Maldacena (1999) e elaborada por Gubser
et al. (1998); Witten (1998).1

13.2 dS/CFT

Seguindo Maldacena (2003), identificamos a ‘função de onda do Universo’ com
a função de partição de uma teoria conforme Euclidiana dual

Ψ[hab, φ] = ZCFT [hab, φ]. (13.32)

Essa fórmula requer alguma explicação.
A função de onda do Universo deve ser entendida no sentido de Hartle &

Hawking (1983). No formalismo de Feynman (1948), a função de onda de uma
part́ıcula com um certo estado inicial é descrita pela integral de caminho2 (omiti-
mos um fator de normalização), ψ(x, t) =

∫
[Dx(t)] exp(iS[x(t)]), onde S[x, t] é a

ação clássica. A função de onda Ψ[hab, φ] associada à uma 3-superf́ıcie tipo-espaço
S , com métrica hab, induzida pela métrica gµν do espaço-tempo M ⊃ S , é a
integral funcional Ψ[hab, φ] =

∫
[Dgµν ][Dφ] exp(iS[gµν , φ]), em que a integral em

gµν é sobre todas as configurações de geometria do espaço-tempo que induzam
hab, e a integral em φ é sobre os campos restritos às condições de contorno em S .

1Para uma revisão da dualidade AdS/CFT, ver, e.g., Aharony et al. (2000). Ao contrário
da AdS/CFT, a dualidade no espaço de de Sitter não possui uma realização precisa na teoria de
cordas, mas mesmo a AdS/CFT pode ser formulada sem recorrer a isso, tendo sido antecipada
por Brown & Henneaux (1986) usando apenas o grupo assintótico de simetrias de AdS3, quase
uma década antes do trabalho de Maldacena. E de Sitter, como mostrado, possui o grupo con-
forme como simetria assintótica. A ausência de uma formulação de cordas faz com que a teoria
de campos dual a dSd não seja conhecida, mas McFadden & Skenderis (2010b) constroem o
dicionário holográfico mapeando o espaço-tempo cosmológico em uma parede de domı́nio assin-
toticamente AdS4, seguindo o procedimento de Skenderis & Townsend (2006, 2007), e efetuam
os cálculos holográficos usando AdS/CFT. Depois voltam à cosmologia com uma continuação
anaĺıtica. Com isso, propõem fenomenologicamente uma definição expĺıcita de um protótipo de
teoria de Yang-Mills 3-dimensional com grupo de calibre SU(N), admitindo o limite de N � 1,
e que, na gravitação dual, reproduz os resultados das últimas observações cosmológicas, como
anunciado por Afshordi et al. (2017b).

2Ver Feynman et al. (2010). Para a formulação da teoria de campos em termos de integrais
de caminho, ver, e.g., Zinn-Justin (2002).
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Podemos tomar aqui hab como perturbações das seções espaciais do universo de
FLRW. Assim como na mecânica quântica ψ(x, t) pressupõe uma posição inicial
x0, Ψ pressupõe uma configuração inicial para os campos, por exemplo o vácuo
invariante de dS4 (o vácuo de Bunch-Davies) longe da borda, i.e. para η → −∞.
No limite semiclássico, a integral funcional pode ser aproximada por seu ponto
de sela e, desconsiderando um fator multiplicativo

Ψ[hab, φ] = exp (iScl[hab, φ]) , (13.33)

com hab e φ soluções das equações de campo clássicas. A função de onda serve
como um peso probabiĺıstico para o valor esperado dos campos,

〈φ(x1) · · ·φ(xn)〉 =

∫
[Dφ] |Ψ|2 φ(x1) · · ·φ(xn). (13.34)

Se os campos dão origem às flutuações cosmológicas, (13.34) determina as funções
de correlação de observáveis e os espectros de potência descritos no §4.5.

Em uma teoria de campos Euclidiana em 3 dimensões com ação SQFT [O(x)],
as funções de correlação, 〈· · · 〉 =

∫
[DO] e−SQFT (· · · ), dos campos (operadores)

O(x), podem ser obtidas a partir da função de partição

Z[J ] =
∫

[DO] exp
[
−SQFT +

∫
d3x J(x)O(x)

]
(13.35)

por meio de derivadas funcionais com respeito às fontes J acopladas linearmente,

〈O(x1) · · · O(xn)〉 =
1

Z(0)

[
δ

δJ(x1)
. . .

δ

δJ(xn)
Z(J)

]
J=0

.

(Enfatizamos que estamos considerando uma teoria Euclidiana. Note o expoente
real na função de partição.) Assim, a identificação (13.32) da função de onda
do universo com a função de partição de uma teoria (conforme) de campos em
I + faz com que φ e hab na Eq.(13.33) devam ser interpretados não como os
campos mas como as fontes da teoria dual. Mais precisamente, as fontes da
CFT3 são as funções assintóticas Φ0(x) definidas pela Eq.(13.23), e as correlações
dos operadores conformes são expressas em termos de derivadas da função de
onda do universo:

〈O(x1) · · · O(xn)〉 = (−i)n δnΨ

δΦ0(x1) · · · δΦ0(xn)

∣∣∣∣∣
Φ0=0

, (13.36)

e uma fórmula similar para hab. Pode-se escrever, portanto,

Ψ[hab,Φ0] = exp

[∑
n

1

n!

∫
d3x1 · · ·

∫
d3xn

[
〈O(x1) · · · O(xn)〉Φ0(x1) · · ·Φ0(xn)+

+ 〈Oab(x1) · · · Ocd(xn)〉hab(x1) · · ·hcd(xn)
]]
,

(13.37)
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onde Oab é o operador que que se acopla à métrica como fonte, e corresponde
ao tensor de energia-momento da CFT, como será discutido abaixo. No limite
semiclássico (13.33), o lado direito da Eq.(13.36) equivale às derivadas da ação
clássica para flutuações em dS4, i.e.

δnΨ

δΦ0(x1) · · · δΦ0(xn)

∣∣∣∣∣
Φ0=0

=
δnScl

δΦ0(x1) · · · δΦ0(xn)

∣∣∣∣∣
Φ0=0

, (13.38)

logo para encontrar as funções de correlação devemos escrever a ação on-shell
Scl[Φ0] como função dos campos na borda.

*
Correlações duais

A relação holográfica entre a função de dois pontos 〈O(x1)O(x2)〉 e o valor
esperado 〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 é dada pela fórmula apresentada por Maldacena (2003):

〈ϕk ϕ−k〉reg = − 1

2Re〈OkO−k〉reg
. (13.39)

Para a demonstração, escreva a parte escalar de (13.37) em termos das compo-
nentes de Fourier,

Ψ[ϕ] = exp

[
1

2

∫
d3k

∫
d3k′〈OkOk′〉 ϕ0

k ϕ
0
k′+

+
∑
n≥3

1

n!

[
n∏
a=1

∫
d3ka

]
〈Ok1 · · · Okn〉

[
n∏
a=1

ϕ0
ka

]]
.

Para a função de 2-pontos basta o termo quadrático. Temos

〈ϕ0
k ϕ

0
−k〉 =

∫
[Dϕ0

k] |Ψ|2ϕ0
kϕ

0
−k =

∫
[Dϕ0

k]ϕ
0
k ϕ

0
−k exp

[
1
2
ϕ0
q ·K(q, q′) · ϕ0

q′

]
,

onde ϕ0
q ·K(q, q′) · ϕ0

q′ ≡
∫
d3q
∫
d3q′ ϕ0

q {2Re〈OqOq′〉 δ3(q + q′)} ϕ0
q′ .

O termo em chaves define o operador K(q, q′), e a integral funcional se resolve
encontrando o operador inverso D(q, q′) tal que

∫
d3kD(q, k)K(k, q′) = δ3(q−q′).

É imediato verificar que D(q, q′) = [2Re〈OqOq′〉]−1 δ3(q + q′), e o resultado da
integral Gaussiana, ∫ [

Dϕ0
k

]
ϕ0
k ϕ

0
−k exp

[
1
2
ϕ0
q ·K(q, q′) · ϕ0

q′

]
=

=
δ2

δJkδJ−k
exp

[
1
2
ϕ0
q ·K(q, q′) · ϕ0

q′ + Jq · ϕ0
q

] ∣∣∣∣∣
J=0

= D(k, k′)

é a fórmula (13.39), na qual o subscrito reg denota a omissão da função delta.
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*
Função de dois pontos para um operador escalar

Calculamos agora o valor médio do produto de um campo sem massa ϕ(x)
em dois pontos distintos, ambos na borda; o procedimento serve de exemplo para
iluminar o significado da fórmula (13.34) e o uso da função de onda do universo
Ψ = exp(iScl[ϕ]).

Comece reescrevendo a ação no interior de dS4, Eq.(13.12) por meio de uma
derivada total:

S[φ] = −
∫
d4x 1

2

[√
|g|gµν∇µφ∇νφ+m2φ2

]
=

= −
∫
d4x

√
|g|1

2

[
∇µ(gµνφ∇νφ) + φ(−�+m2)φ

]
.

A ação Scl[φ] é obtida impondo-se a equação de movimento, (−�+m2)φ = 0, que
anula o último termo. O que sobra é uma divergência,

∫
dS4
d4x

√
|g|∇µ(gµνφ∇νφ),

que pode ser avaliada na borda,

Scl[φ] = −1
2

∫
I +

d3x
√
|γ|nµ φ∂µφ. (13.40)

Usando a Eq.(13.27), e avaliando a ação sobre a superf́ıcie {η = ηc}, para mais
tarde tomar ηc → 0,

Scl|ηc = − 1

2H2

∫
d3x

[
φ ∂ηφ

η2

]
ηc

= −(2π)3

2H2

∫
d3k

[
φk ∂ηφ−k

η2

]
ηc

, (13.41)

onde realizamos a transformada de Fourier de φ(x, η) =
∫
d3k φk(η) eik·x.

O resultado acima vale para qualquer m2; agora consideramos φ = ϕ, com
m2 = 0. Ψ mede a amplitude de transição entre duas configurações, e portanto é
preciso que a solução da equaçãode de Klein-Gordon satisfaça uma certa condição
de contorno no passado que caracterize o estado inicial do universo, e que coincida
com o perfil ϕ0(x) = ϕ(x, ηc) sobre a superf́ıcie final. A solução da (transformada
de Fourier da) equação de Klein-Gordon (13.20),[

η2 ∂2
η − 2η∂η − η2k2

]
ϕk = 0,

que se encontra no vácuo de Bunch-Davies em η → −∞ e que, no limite oposto
em que η → ηc dá a função ϕ0

k é a razão de duas soluções (4.56),

ϕk = ϕ0
k

(1 + ikη)e−ikη

(1 + ikηc)e−ikηc
, (13.42)
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que inserida na ação (13.41) dá

Scl = −(2π)3

2H2

∫
d3k

k2ϕ0
k ϕ

0
−k

ηc(1 + ikηc)
≈ −(2π)3

2H2

∫
d3k k2ϕ0

k ϕ
0
−k

[
1

ηc
− ik

]
(13.43)

para ηc → 0. A prescrição (13.34) usa como peso o módulo de eiScl , que só inclui
a parte imaginária de (13.43), cancelando o termo divergente ∼ 1/ηc. Assim

〈ϕ0
k ϕ

0
k′〉 =

∫
[Dϕ0

k] exp

[
−(2π)3

H2

∫
d3q

∫
d3q′ϕ0

q q
3δ3(q + q′) ϕ0

q′

]
ϕ0
kϕ

0
k′ .

A integral funcional é Gaussiana e pode ser efetuada sem muita dificuldade,
levando a

〈ϕ0
k ϕ

0
k′〉 = 1

(2π)3
(H2/2)k−3δ3(k + k′). (13.44)

Este é o mesmo resultado obtido através da quantização canônica do inflaton na
Eq.(4.57); mais adiante veremos como se pode descrever a inflação holografica-
mente.

*
O tensor de energia-momento da CFT dual

Em um espaço-tempo (M ,g) que possui uma borda ∂M com métrica in-
duzida hab, há uma prescrição devida a Brown & York (1993) que fornece um
tensor de energia-momento “quasilocal” que inclui os efeitos do próprio campo
gravitacional, e é definido por

T ab ≡ −2(Deth)−1/2 δScl
δhab

. (13.45)

(Não confundir Tab nesta seção com o tensor de energia-momento da matéria
na Relatividade Geral.) A ação é a ação clássica gravitacional com o termo de
Gibbons & Hawking (1977a), Eq.(A.5), mas regularizada de maneira apropriada
porque se a borda ∂M se encontra no infinito, como é o caso em dS4, o termo
de Gibbons-Hawking diverge. Essa regularização foi feita, em AdS, por Balasu-
bramanian & Kraus (1999) que usaram (13.45) para definir o tensor de energia-
momento da CFT dual. O mesmo pode ser realizado no caso de de Sitter, como
observado por Strominger (2001a).

Assim como para um operador escalar, a fonte é o valor assintt́otico Φ0 do
campo escalar em dS4, a fonte de Tab deve corresponder ao valor assintótico de
uma flutuação tensorial em dS4 com dois ı́ndices e traço nulo na parte gravitacio-
nal, ou seja: os modos tensoriais da flutuação da métrica, hab. A fórmula (13.45)
identifica Oab = −1

2
T ab na Eq.(13.37),

Ψ[hab] = exp
[
−1

2

∑
n

1
n!

∫
d3x1 · · ·

∫
d3xn〈T ab(x1) · · ·T cd(xn)〉hab(x1) · · ·hcd(xn)

]
.(13.46)
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A função de 2-pontos de Tab deve ter a forma (E.41)

〈T ab(x1)T cd(x2)〉 =
CT

|x1 − x2|6
P abcd, (13.47)

onde, com Iab(x) = gab − 2
x2x

axb,

P abcd = 1
2

[
Iad(x12) Ibc((x12) + Iac(y12)Ibd(x12)

]
− 1

3
δabδcd.

A constante CT é a carga central da teoria, e podemos encontrar sua relação com o
valor esperado da métrica. Larsen & Strominger (2014) usaram a correspondência
holográfica para estimar o valor de CT ∼ 1/H2 ∼ 109 a partir da amplitude do
espectro de potência tensorial (4.62). Com a decomposição (4.21) de hab em
modos de polarização,

Ψ[hab] =

∫
[Dhab] e

−SQFT exp

[
−1

2

∫
d3k (hkTk + h−kT−k)

]
,

e o problema se decompõe em dois campos sem massa. A correlação 〈hk hk′〉 foi
calculada em (13.44), e a Eq.(13.39) dá

〈Tk Tk′〉 = (2π)3(2/H2)k3 δ3(k + k′).

Efetuando a transformada de Fourier, temos (13.47) com

CT = 2/H2. (13.48)

13.3 (a)dS/pCFT

A observação de um espectro de potência quase invariante de escala na CMB
sugere uma generalização da correspondência dS4/CFT3 através da perturbação
da teoria conforme com um operador cujo acoplamento (fonte) é um campo ho-
mogêneo φ(η),

SpCFT = SCFT + φ

∫
d3xO(x), (13.49)

cf. Eq.(E.42). A evolução das seções espaciais do universo de FLRW assintotica-
mente de Sitter (o que denotaremos por (a)dS) é interpretada como o fluxo do
grupo de renormalização sob a mudança do parâmetro de escala λ igual ao fator
de escala a(η). Com isso, a TQC3 dual a cada seção espacial sai do ponto fixo
conforme guiada pela função beta holográfica

β(φ) =
∂φ

∂ log a
, e com dimensão anômala γ(φ) =

∂β

∂φ
. (13.50)
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No lado gravitacional da correspondência, o campo escalar serve como fonte das
equações de Einstein e satisfaz as equações de Friedmann (2.29), que combinadas
podem ser escritas como Ḣ = −1

2
φ̇2 = −1

2
Ha(dφ/da). Todas as variáveis podem

ser parametrizadas por um único parâmetro, digamos o tempo cósmico, de modo
que, sendo β = a∂φ/∂a = aφ̇/ȧ, temos a relação

β(φ) = − 2

H

dH

dφ
(13.51)

ligando a função beta da TQC à evolução da geometria por meio da função de
Hubble.

As flutuações na CMB são derivadas das correlações do campo escalar ϕ(x),
flutuação linear de φ. A estratégia é calcular as correlações do operador dualO(x)
na pCFT, resolvendo a equação do grupo de renormalização, e a partir delas
obter a as correlações de ϕ(x) através da correspondênica holográfica usando
a fórmula (13.39), mas com a função de dois pontos 〈O(x1)O(x2)〉 da teoria
conforme perturbada, e o valor esperado 〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 no universo de FLRW
assintoticamente dS4.

Funções de 2-pontos e a equação de Callan-Symanzik

A violação da simetria conforme não quebra a simetria rotacional, e a função
de 2-pontos 〈O(x1)O(x2)〉 = G(r;φ) só depende da distância r = |x1 − x2|.
A transformada de Fourier G(k;φ), que satisfaz a Equação de Callan-Symanzik
(E.47),[

−k ∂
∂k

+ β(φ)
∂

∂φ
+ 3 + 2γ(φ)

]
G(k;φ) = 0, com γ(φ) ≡ ∂β/∂φ. (13.52)

sendo k = |k1 − k2|. A solução é dada pelas Eqs.(E.50) e (E.49),

G(k;φ) = k3G0(φ̄) exp

[
2

∫ k′=k

k′=aM

d log

(
k′

aM

)
γ(φ̄)

]
. (13.53)

Aqui, introduzimos a escala M e o ‘acoplamento fluido’ (‘running coupling’ )

φ̄ = φ̄(k/a, φ), tal que
∂φ̄

∂ log k
= β(φ̄) e ϕ̄(M,φ) = φ. (13.54)

A segunda condição permite que se faça uma mudança de variáveis em (13.53), e
se escreva, alternativamente,

G(k;φ) = k3G0(φ̄) exp

[
2

∫ ϕ̄(M,φ)

φ̄(k/a,φ)

du
γ(u)

β(u)

]
. (13.55)
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Usando (13.39), a solução (13.53) dá a função de correlação do campo escalar:

〈ϕk ϕ−k〉reg = −k
−3

2

1

G0(φ̄)
exp

[
−2

∫ k′=k

k′=aM

d log

(
k′

aM

)
γ(φ̄)

]
.

A função 1/G0 tem dimensão de inverso do comprimento, e podemos escrever
1/G0(φ̄) = As(φ̄)H2(φ̄), onde a ‘função de Hubble fluida’ é dada por

H(φ̄) = H(φ) exp

[
−1

2

∫ φ̄(M,φ)

φ̄(k/a,φ)

du β(u)

]
. (13.56)

No ponto fixo, onde β = 0, isso leva à solução correta para 〈ϕk ϕ−k〉, e fora do
ponto fixo a forma espećıfica da exponencial dá β(φ̄) = −2H−1(φ)∂φH(φ̄), o que
é consistente com (13.51). Assim, temos

〈ϕk ϕ−k〉reg = −1
2
As(φ̄) k−3H2(φ) exp

[
−
∫ k′=k

k′=aM

d log
(
k′

aM

) (
β(φ̄) + 2γ(φ̄)

)]
. (13.57)

Índices espectrais a partir da holografia

Os cálculos feitos até aqui levaram em conta o campo φ se propagando sobre a
métrica de fundo homogênea e isotrópica. Isso corresponde ao calibre plano, em
que todas as flutuações escalaressão alocadas no campo. A grandeza invariante
de calibre R, descrita no §4.3, se relaciona com φ através de (cf. Eq.(4.50))

R = (H/φ̇)ϕ = ϕ/β(φ).

Logo o espectro de potência Ps(k) = 1
2π2k

3〈Rk R−k〉 fica dado pela Eq.(13.57),

Ps(k) =
H2(φ)

(2π)2β2(φ)
As(φ̄) exp

[
−
∫ k′=k

k′=aM

d log
(
k′

aM

) (
β(φ̄) + 2γ(φ̄)

)]
. (13.58)

Esta fórmula, obtida por Larsen & McNees (2004), é válida para qualquer va-
lor de k, e fornece uma expressão para o espectro de potência que não é uma
aproximação para o limite k � aH, como é costume no contexto inflacionário.
Mas para fazer uso da Eq.(13.58), é necessário saber algo sobre a função As(φ̄).
Ela é faz parte do comportamento dinâmico da teoria, e por isso não pode ser
determinada pela equação de Callan-Symanzik (que só lê o comportamento de
escala). As determina a função de 2-pontos na escala k = aM , onde o expoente
se anula, e em geral As deve depender de M de forma que a expressão total lhe
seja independente. Se M � H, a escala em questão está bem no interior do
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horizonte de Hubble, e se a teoria se encontra próxima ao ponto fixo, num espaço
quase dS4, a Eq.(13.57) deve reproduzir a Eq.(13.44), logo As ≈ (2π)3.

Da parametrização (4.47), Ps = As(k∗)(k/k∗)
ns−1, ou ns − 1 = k∂k logPs, a

Eq.(13.58) dá o ı́ndice espectral em termos dos parâmetros holográficos:

ns = 1− β2 − 2γ. (13.59)

Usando a Eq.(13.51) para a função beta holográfica, e comparando com os parâmetros
de slow-roll de Hubble (3.22), verifica-se que a expressão acima coincide com a
fórmula (4.59) para a inflação no regime de slow-roll.

13.4 A DFE e a inflação holográfica

Podemos combinar a DFE e o paradigma holográfico em dois passos:

1. O universo pós-inflacionário começa numa fase de radiação, no regime de
acoplamento forte, com a� 1. O horizonte de Hubble cresce com o tempo,
e flutuações que entram no horizonte oscilam em seu interior. As condições
iniciais são determinadas por correlações na entrada do horizonte.

2. Essas correlações são determinadas (indiretamente) pela pCFT3 que é o
holograma do universo (a)dS4 determinado pela DFE, e no qual (pela in-
versão do fator de escala) o regime gravitacional é de acoplamento fraco.
A superf́ıcie I +|dS4 corresponde ao ponto conforme UV da teoria de cam-
pos holográfica; neste ponto fixo, há uma perturbação com um operador
relevante acoplado a um campo Φ (ou φ), e um fluxo do grupo de renor-
malização leva a teoria em direção ao IR. Cada valor da escala de energia
λ = a corresponde a uma das seções espaciais no lado gravitacional. As
correlações de campos nessas seções são determinadas pelas correlações dos
operadores na TQC3 correspondente, obtidas da função beta e da dimensão
anômala através da Eq.(13.57).

O esquema se encontra ilustrado na Fig.13.1. Note que, de acordo com a reflexão
do tempo conforme,

η 7→ η̃ = −η,

necessária para que o universo inflacionário esteja também em expansão (Eq.(8.28)),
a passagem do tempo no universo pós-inflacionário tem o mesmo sentido que o
fluxo do grupo de renormalização. Entretanto, enfatizamos que apesar dessa di-
ferença de sinal o universo inflacionário está em expansão (por construção), e
sua evolução termina em I +|dS onde η̃ = 0. A inversão de sinal do tempo con-
forme pode ser entendida geometricamente de maneira simples: as superf́ıcies
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ã = constante próximas à borda de dS4, descritas no holograma pela pCFT3

próxima ao ponto UV, são duais (pela DFE) às superf́ıcies a = constante próximas
ao big-bang. Assim, como mencionado na introdução deste Caṕıtulo, nessa in-
terpretação a superf́ıcie

X = {a = 0} ∼ {ã =∞}

não corresponde ao fim da inflação holográfica. Na realidade, o universo pré-
inflacionário com η̃ < 0 é eterno (para o futuro), tanto quanto o universo pós-
inflacionário (ambos têm, inclusive, a mesma duração conforme) — ambos são
“aeons”. Por outro lado, não se “atravessa de um aeon para o outro”; a conexão
entre ambos é através de um holograma, a pCFT3.

DFE

te
m

po

pCFT

UVIR

ℐ+|dS

Universo pós-inflacionário

“inflação holográfica”

Figura 13.1: Inflação holográfica e a DFE

13.5 Fluxo do GR em universos duais

Vamos considerar a proposta acima em dois exemplos em que é posśıvel encontrar
uma forma exata para a função beta: o modelo de universo autodual e a fase desa-
celerada do modelo de concordância, sem constante cosmológica pós-inflacionária,
e seu dual.1

1Neste caṕıtulo há uma ambiguidade de sentidos para a palavra ‘dual’: 1) dualidade a
respeito de uma transformação da DFE, que vimos consideramos ao longo de toda esta tese;
ou 2) dualidade entre a (p)CFT3 e (a)dS4. Para tentar causar a menor ambiguidade posśıvel,
vamos tentar nos referir a (2) pelo nome completo ‘dualidade holográfica’, sempre que for
posśıvel haver confusão. Assim, em geral, dizer simplesmente ‘dual’ é uma referência à DFE.
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O universo autodual

Descrito como um campo escalar φ, o modelo do gás de Chaplygin modificado é
caracterizado pelo potencial (9.22)

V (φ) =
Λ

3

[(
cosh2 δφ√

2

) 1
δ

+ 2
(

cosh2 δφ√
2

) 1−δ
δ

]
.

Aqui mudamos a notação da §9.3, e usamos φ em vez de σ, para não destoar das
equações que acabamos de deduizr. O potencial possui um vácuo dS4 com raio
L =

√
3/Λ em φ = 0, onde a massa m2

φ = (d2V/dφ2)|φ=0, dada pela Eq.(9.25),
pode ser escrita na forma (13.31)

L2m2
φ = γUV (γUV − 3), com γUV ≡ −2δ. (13.60)

(Repare que aqui temos γ = −w, comparando com a Eq.(13.31); w correspondia
à dimensão de operadores sob rescalamento de x, na borda de dS4, enquanto que
aqui o rescalamento do campo homogêneo é com o tempo η, correspondente ao
fluxo do RG; por isso o sinal se inverte, como se pode ver na Eq.(13.19).) De
fato, a solução para o fator de escala, Eq.(9.23),

a(φ) = c [senh(δφ/
√

2)]−1/2δ , (13.61)

mostra que próximo ao vácuo, para φ� 1, φ ≈ constante× a−2δ.
Para δ > 0, o limite acima corresponde a a � 1, logo se trata do regime

infravermelho na gravitação, correspondente ao acoplamento fraco na fase infla-
cionária. Holograficamente, a é a escala de energia da teoria dual, e portanto
estamos no limite UV da teoria de campos perturbada por um operador rele-
vante, γUV < 0. O fluxo (inverso) do grupo de renormalização retira a teo-
ria do ponto fixo, os valores médios 〈OkOk′〉 mudam de acordo com a equação
de Callan-Symanzik e o espectro das flutuações de φ se desvia do espectro de
Harrison-Zel’dovich de acordo com a Eq.(13.59). Podemos calcular as funções
holográficas (13.50), para φ

β(φ) = −2
√

2 tanh δ√
2
φ, γ(φ) = − 2 δ

cosh2 δ√
2
φ
. (13.62)

Como era de se esperar, no vácuo em φ = 0 temos β(0) = 0 e γ(0) = γUV .
As equações de Friedmann deslocam φ em direção a φ → ∞, e β(φ) cresce
monotonicamente até o valor β(∞) = 2. (Repare que para δ > 0 o regime φ =∞
corresponde a a = 0, i.e. a um big-bang; o fluxo é contrário ao tempo.)

O modelo é por construção autodual, o que significa que o regime próximo ao
big-bang é equivalente ao regime próximo à borda, ou que φ = ∞ é equivalente
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a φ = 0. Mas no limite a → 0 o comportamento de escala do campo φ é mal
definido; é imposśıvel expandir β(φ) ao redor de φ→∞, e portanto não se pode
terminar a dimensão anômala γ. Note que −1

2
β = (1−e−2δφ/

√
2)/(1+e−2δφ/

√
2), e

ao redor do ponto φ =∞ um parâmetro pequeno é dado por e−2δφ/
√

2, que pode
ser usado para a construção de um novo campo Φ com transformação de escala
bem definida. Defina, assim,

Φ = Φ0 tanh δ√
2
φ, com Φ0 =

√
2/δ, (13.63)

tal que o domı́nio infinito φ ∈ (0,∞) corresponde ao domı́nio finito Φ ∈ [0,Φ0].
(cf. Eq.(9.49).) O fator de escala (13.61) fica escrito como

a(Φ) = c
[
(Φ2

0 − Φ2)/Φ2
]1/4δ

, (13.64)

e temos uma nova função beta, βΦ = ∂Φ/∂ log a,

βΦ = γUV Φ
[
1− (Φ/Φ0)2

]
. (13.65)

Há dois pontos fixos em que βΦ se anula. O primeiro em Φ = 0, correspondente
ao vácuo dS4 no IR gravitacional em que a→∞ para δ > 0; o segundo, em Φ =
Φ0, corresponde à singularidade em que a = 0. Podemos calcular as dimensões
anômalas

γ(0) = −2δ = γUV e γ(Φ0) = 4δ = γIR. (13.66)

O resultado em Φ = 0, coincidindo com o que encontramos para φ, era esperado
porque no limite φ � 1 a Eq.(13.63) dá Φ ≈ φ e as funções beta coincidem.
Ao redor do outro ponto fixo g ≡ Φ0 − Φ � 1, e usando a Eq.(13.64), podemos
escrever

(a/c)4δ = (2Φ0−g)
(Φ0−g)2 g ≈ 2

Φ0
g � 1.

Logo o campo g se rescala com peso 4δ > 0 com a escala de energia a.
Escrevendo o fator conforme

Ω ≡ c2/a2, logo Ω(Φ) =

(
Φ2/Φ2

0

1− Φ2/Φ2
0

)1/2δ

,

vemos que a transformação da DFE para Φ é homogênea e tem a forma de uma
transformação de Weyl, Φ̃ = Ω−δΦ, e ã = Ω a. Alternativamente, podemos
escrever Φ̃2 + Φ2 = Φ2

0, que após uma diferenciação com relação a log a = − log ã,
fornece a transformação da função βΦ, descrevendo o comportamento do fluxo ao
redor do big-bang em termos do fluxo na vizinhança de I +,1

Φ βΦ = Φ̃ β̃Φ.

1Compare com a transformação análoga para β(φ). Temos β̃φ̃/βφ = −dφ̃/dφ e, usando a

Eq.(8.44) para a transformação dos campos, chega-se a β2
φ + β̃2

φ̃
= 2.
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*
O termo cinético do campo Φ.

Fazemos aqui um parênteses para observar que o campo Φ é um campo escalar
com termo cinético não-canônico, determinado por uma métrica KIJ do tipo
“modelo-sigma”, i.e. sua Lagrangeana tem a forma

LΦ = −
[

1
2
KIJ gµν∂µΦI∂νΦ

J + V (ΦI)
]
.

Tais Lagrangeanas são comuns em modelos cosmológicos com mais de um campo,
e sua presença só modifica as equações de Friedmann através da correspondência
com um fluido perfeito,

ρ = 1
2
KIJΦ̇IΦ̇J + V (Φ), P = 1

2
KIJΦ̇IΦ̇J − V (Φ),

enquanto a equação de Klein-Gordon agora se escreve Φ̈I + 3HΦ̇I = −KIJ∂ΦJV.
No modelo em questão aqui, V (Φ) é o potencial autodual escrito em termos

de Φ, (Eq.(9.50)),

V (Φ) = ρΛ

[
1− 2

3
Φ2/Φ2

0

(1− Φ2/Φ2
0)

1/δ

]
,

e como há um único campo, os ı́ndices I, J são triviais, com a métrica KIJ sendo
apenas a função escalar

K(Φ) =
1

(1− (Φ/Φ0)2)2 .

Lembre que Φ0 =
√

2/δ. É imediato verificar que na vizinhanção do vácuo dS4

em Φ/Φ0 � 1 a métrica acima se torna simplesmente δIJ e o campo se torna
canônico.

*
Φ e a deformação da CFT

No lado da CFT, não há qualquer problema na troca do campo φ pelo campo
Φ. Para gerar o fluxo do grupo de renormalização que retira a CFT do ponto UV,
é preciso perturbá-la com um operador relevante. Uma possibilidade é um ope-
rador caracterizado pelo acoplamento com o campo φ correspondente ao inflaton
canônico, mas há outras e, em geral, pode haver mais de uma perturbação em
direções diferentes (embora se suponha que uma domine). Assim, Φ corresponde
simplesmente a um outro operador dual, diferente daquele que se acopla a φ.

O espectro das correlações na CFT é desviado do espectro invariante de escala
pelo fluxo induzido pelo operador O que perturba a teoria. Vimos acima que esse
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desvio é idêntico ao obtido pela inflação no regime de slow-roll quandoO se acopla
a φ, que obedece as equações de Friedmann, que levam à Eq.(13.51). Perturbar
a teoria com um operador diferente O′ poderia modificar esse resultado. Mas
quando O′ é dual a Φ, uma vez que Φ ≈ φ na vizinhança do ponto UV onde
se calcula o espectro, o desvio do tipo slow-roll permanece válido. A diferença
só se torna relevante longe do ponto UV; Φ então descreve uma trajetória bem
comportada até outro ponto fixo IR em Φ0. A interpretação da singularidade
enquanto esse ponto IR do fluxo do grupo de renormalização deve ser melhor
investigada.

O modelo de concordância, assintoticamente

Como um segundo exemplo, consideramos a inflação hológrafica gerada pelo uni-
verso dual ao ińıcio do modelo de concordância. Isto é, consideramos como modelo
pós-inflacionário o universo preenchido por poeira e radiação,

ρ̃ =
ρR
ã4

+
ρM
ã3
.

Usamos um til nas variáveis pós-inflacionárias porque nosso objetivo é trabalhar
no universo inflacionário e só depois aplicar a DFE. O universo dual inflacionário
é preenchido por uma constante cosmológica Λ e por um gás de branas,

ρ = Λ +
ρPD
a
. (13.67)

Desconsiderar a constante cosmológica pós-inflacionária e a radiação pré-inflacionária
que lhe é dual permite que se encontre uma solução simples para o fator de escala.
Usando a Eq.(8.42) obtemos uma integral anaĺıtica para φ(a), que se inverte,

a(φ) =
ρPD/Λ

senh2 1
23/2φ

. (13.68)

Dáı se obtém ρ(φ), e com a equação de estado correspondente a (13.67), dada
por P = −2

3
ρ− 1

3
Λ, temos o potencial escalar V = 1

2
(ρ− P ),

V (φ) = 1
6
Λ(1 + 5 cosh2 1

23/2φ).

Há um mı́nimo em φ = 0, onde V = Λ, correspondendo a um vácuo dS4. A função
beta holográfica β = ∂φ/∂ log a se calcula de (13.68), β(φ) = − tanh 1

23/2φ, possui
um zero no vácuo dS4 correspondendo a um ponto fixo e a dimensão anômala
γ(0) = −1/2.

Mais uma vez definindo o campo Φ = Φ0 tanh 1
23/2φ, com Φ0 = 23/2, encontra-

mos facilmente a nova função beta βΦ = ∂Φ/∂ log a,

βΦ = 1
2
Φ
[
(Φ/Φ0)2 − 1

]
. (13.69)
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A função apresenta dois pontos fixos, um em Φ = 0 correspondente ao mesmo
vácuo dS4 onde a =∞, e o outro em Φ = Φ0, correspondente a φ =∞ e a = 0.
Derivando γ = ∂β/∂Φ, obtemos as dimensões anômalas em cada um,

γ(0) = −1
2

= γUV , e γ(Φ0) = 1 = γIR. (13.70)

A função beta junto com γUV e com a (função) carga central holográfica (13.48),

C(φ) = 1/(`PlH(φ))2, C(0) = 1/`2
PlΛ,

determinam a CFT3. Isso fixa as correlações fora do horizonte na fase pós-
inflacionária.

Mapas entre pCFTs

Nos dois exemplos acima, perturbando a CFT3 no UV com o campo apropriado Φ,
obtemos um fluxo até um segundo ponto fixo IR que corresponde, na gravitação a
uma singularidade com a = 0. No exemplo autodual, por construção, esse ponto
é diretamente ligado ao ponto UV pela DFE. Para o modelo de radiação e poeira,
não: o ponto IR encontrado corresponde ao limite a → 0 no universo acelerado,
e desejamos saber se em ã = 0, no universo de radiação dual ao limite dS4 onde
ocorre o ponto UV, existe um campo Φ̃ que dê origem a uma função beta com
uma dimensão anômala bem definida.

A passagem do modelo (13.67) para o universo de radiação e poeira apresenta
algumas complicações. A ligação entre φ e φ̃, dada pela Eq.(8.44), é complicada:

1√
2
(φ̃− φ̃0) =− 2

√
3 log

[
√

6 cosh φ
23/2 +

√
5 + 3 cosh φ

23/2

]
+

+ 2 log

2
√

2 cosh φ
23/2 +

√
5 + 3 cosh φ

23/2

2
√

2 cosh φ
23/2 −

√
5 + 3 cosh φ

23/2

 ,
ao contrário do modelo autodual, cuja transofrmação (9.24) é simples. Conside-
remos o limite assintótico na vizinhança do ponto UV em φ = 0. Para φ� 1, a
fórmula acima se reduz a

exp
[
− 1

23/2 (φ̃− φ̃0)
]
≈ (
√

3 + 3
2
)1

8
φ2.

Ou seja, φ� 1 corresponde a φ̃� 1. Com a inversão do fator de escala ã = c2/a,
isso permite que se encontre

ã(φ̃) ≈ e−φ̃/2
3/2

,

235



e logo a função beta correspondente, β̃ = ∂φ̃/∂ log ã, β̃ ≈ −2
√

2. Repare que
este é o mesmo comportamento da função βφ na Eq.(13.62) quando φ → ∞.
Seguindo os argumentos dos exemplos anteriores, entretanto, podemos definir
Φ̃ = Φ̃0 tanh 1

2
√

2
φ̃, com Φ̃0 = 2

√
2. Então

ã ≈
(

Φ̃0−Φ̃
Φ̃0+Φ̃

)1/2

,

logo
β̃Φ̃ = −1 + (Φ̃/Φ̃0)2, com β̃Φ̃(Φ̃0) = 0 e γ(Φ̃0) = 2.

Ou seja, temos mais uma vez um ponto IR, com dimensão anômala γIR > 0, no
big-bang de radiação, assim como encontrado na Eq.(13.70).

13.6 Discussão

Descrever a inflação como o regime UV da pCFT é uma abordagem que coincide
com a de van der Schaar (2004). Esta é a situação apropriada para a combinação
da holografia com a DFE se quisermos relacionar as correlações no ińıcio do
universo pós-inflacionário com as correlações na borda futura de dS4 do universo
dual. Vale mencionar que também é posśıvel posicionar a inflação num ponto fixo
IR da pCFT3, como feito, por exemplo, por Larsen et al. (2002) e por Bzowski
et al. (2013). Nesse caso, o ponto conforme corresponde ao passado I − de dS4, e
o regime inflacionário ocorre em acoplamentos fortes na teoria gravitacional, i.e.
para a � 1. Um exemplo desse segundo tipo é dado pelos modelos autoduais
com δ < 0. Vimos no §9.4 que o potencial tem então um máximo em φ = 0,
o universo começa como de Sitter e evolui para o domı́nio de radiação para
a→∞, um comportamento t́ıpico de inflação do tipo hilltop. Repare que nesse
caso a dimensão anômala γ = −2δ > 0 e se perturba a teoria com um operador
irrelevante, como é o apropriado num ponto fixo IR.

Levando a dualidade às últimas consequências, caso saibamos a teoria de
campos podemos interpretar as correlações das flutuações da métrica que entram
no horizonte durante a fase desacelerada como sendo determinadas, através da
Eq.(13.39), diretamente pelos valores médios dos operadores da teoria de campos.
O fato de que a pCFT3 possui uma descrição em termos do interior de um espaço-
tempo (a)dS4 significa que as correlações são também duais ao espectro de um
campo escalar em um universo acelerado quase de Sitter e, assim, na prática,
obtemos resultados similares aos da inflação usual. A inflação “acaba” quando
a TQC se afasta suficientemente do ponto UV, de forma que os valores médios
dos operadores não possuam mais um espectro quase invariante de escala. No
bulk, isso acontece, aproximadamente, quando a aceleração se anula. Podemos
estimar o valor do acoplamento Φ correspondente no modelo autodual de maneira
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simples: por causa da simetria de autodualidade, a aceleração é zero quando o
fator de escala satisfaz a/c = c/a. Usando a Eq.(13.64), vemos imediatamente
que isso acontece para Φ2 = 1

2
Φ2

0, i.e. a aproximadamente 2/3 do intervalo (0,Φ0).

UVIR

UVIR

ℐ+|dS

ℐ+|dSD
FE

Figura 13.2: Mapas entre teorias holográficas.

*

Nos exemplos do §13.5, perturbamos o ponto UV da teoria conforme com o
operador OΦ, com dimensão ∆UV = 3 + γUV , acoplado ao campo Φ que possui
as propriedades de escala adequadas (em oposição a φ). Sabendo a solução exata
da geometria em termos de Φ, foi posśıvel encontrar funções beta exatas para as
TQCs que no limite IR, quando o fator de escala tende a um big-bang, possuem
outro ponto fixo onde Φ = Φ0. Aqui, a combinação da holografia com a DFE
leva à agradável possibilidade de se mapear essa teoria de campos em regime de
acoplamento forte no IR em uma (outra) teoria conforme em acoplamento fraco
no UV. O mapeamento é automaticamente induzido pela DFE, e representado
na Fig.13.2.

Há uma ressalva. O mapa da Fig.13.2 é bem definido quando ambos os univer-
sos duais (pela DFE) possuem o futuro (a)dS4, e portanto uma pCFT3 holográfica
bem definida no UV. Já em casos como (13.67), em que há apenas uma borda
I +|dS, o mapa funciona para o ponto IR correspondente ao big-bang no universo
de radiação, mas o outro big-bang, no universo dominado por um gás de branas,
é mapeado pela DFE no infinito de um universo desacelerado (dominado por po-
eira) em que, pela ausência das simetrias assintóticas de de Sitter, não existe uma
interpretação holográfica estabelecida.
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Caṕıtulo 14

Conclusão

Os resultados da pesquisa apresentada nesta tese têm como ponto de origem um
fato simples: a existência de uma simetria das equações de Friedmann sob a in-
versão do fator de escala. A grande utilidade desse tipo de simetria é relacionar
a f́ısica em regime de altas energias e pequenas escalas com a f́ısica de baixas
energias e grandes escalas — sabendo descrever fenômenos em um dos dois regi-
mes, temos também o comportamento no limite oposto. Isso torna uma simetria
de inversão do fator de escala particularmente útil para a descrição do universo
primordial, em que a gravitação se encontra em um regime de alt́ıssimas energias
e a geometria se torna singular, e oferece, assim, uma posśıvel direção para a
abordagem do problema da singularidade inicial.

Preservação das equações de Friedmann sob a inversão a 7→ 1/a requer uma
transformação conjunta dos campos de matéria que depende (apenas) do calibre
temporal escolhido; diferentes calibres têm efeitos muito distintos sobre a trans-
formação da dinâmica. Nossa simetria de Dualidade do Fator de Escala usa o
tempo conforme, e é caracterizada por inverter o sinal da aceleração através de
uma transformação espećıfica da equação de estado, w̃ = −2

3
− w. Essa relação

dual entre universos acelerados e desacelerados sinaliza mais uma vez que a DFE
pode ter aplicação na descrição do universo primordial, na transição entre a fase
inflacionária e o universo desacelerado.

Toda a Parte III desta tese foi dedicada a explorar consequências e aplicações
da DFE na construção de modelos cosmológicos. Como conclusão, relembramos
agora os resultados principais e mencionamos alguns problemas em aberto.

*
Mapas entre soluções, universos autoduais e simetria assintótica

A DFE definida no Caṕıtulo 8 é antes de tudo um mapa entre soluções das
equações de Friedmann. Dado qualquer universo de FLRW, com seu conteúdo
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material e sua evolução do fator de escala a(η) particular, sempre existe um uni-
verso dual com o conteúdo material definido pela Eq.(8.16). (Na verdade, para
cada solução existem duas soluções duais, ver abaixo.) O regime de altas ener-
gias de uma solução corresponde ao regime de baixas energias de outra solução,
correspondente a um universo diferente, preenchido, em geral, por uma espécie
diferente de matéria. Por exemplo, baixas energias no universo de de Sitter se
mapeiam no regime de altas energias de um universo radiativo.

No Caṕıtulo 9 introduzimos o conceito e deduzimos exemplos de universos
autoduais sob a DFE. Isso promove o mapa que é a DFE a uma simetria. O
espaço-tempo de Robertson-Walker tem o fator de escala como único grau de
liberdade, e forçar uma simetria discreta sobre o comportamento de a é extre-
mamente restritivo. Apesar de os modelos que encontramos, em particular toda
a classe de 1-parâmetro de modelos do tipo gás de Chaplygin modificado, cuja
consistência termodinâmica foi analisada no Caṕıtulo 10, terem servido como
‘toy-models’ ao longo de todo o trabalho, o Universo descrito pelo modelo de
concordância cósmica não apresenta a simetria de autodualidade.

Aparte os valores espećıficos das densidades relativas das componentes, a den-
sidade de energia do modelo ΛCDM com radiação coincide com as de um universo
autodual se introduzirmos um gás de branas. Um gás desse tipo não seria uma
proposta muito fora da realidade no universo primordial, servindo como uma
possibilidade inflacionária, como discutido no §12.2. Mas a inversão do fator
de escala é uma simetria discreta do tipo Z2, e um universo autodual deve ser
simétrico com relação a um único ponto invariante sob a DFE e no qual, por-
tanto, a aceleração é zero. Ou seja: é uma restrição dinâmica da autodualidade,
independente do conteúdo material, que a aceleração do fator de escala troque
de sinal apenas uma vez. Portanto é imposśıvel que um universo contendo po-
eira, radiação e uma constante cosmológica, como o nosso, seja autodual e, ao
mesmo tempo, possua uma fase inicial inflacionária. (Ou seja, as branas de um
“modelo de concordância autodual” devem dominar na fase final, após o domı́nio
de poeira, o que é absolutamente irrealista.)

Por outro lado, não seria reaĺıstico esperar que a DFE fosse uma simetria
exata do universo de FLRW. Uma simetria de fato sob a inversão do fator de
escala é similar a uma simetria de Weyl, e faz mais sentido, portanto, em alguma
escala de energia do universo primordial. Assim, é interessante investigar a viabi-
lidade de modelos inflacionários que apresentem a autodualidade como simetria
assintótica. Uma possibilidade nesse contexto é que a DFE relacione a fase infla-
cionária com a fase pós-reheating, e isso foi obtido em um dos exemplos analisados
aqui: nos modelos de gás de Chaplygin modificado com δ < 0 do §9.4.3. Outra
possibilidade é que a dualidade leve a uma fase desacelerada pré-inflacionária,
como encontramos no §12.2.
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*
Ricochetes e a DFE

Para cada solução das equações de Friedmann, existem dois universos duais:
um em expansão e outro em contração. De fato, sem a reflexão do tempo conforme
feita na Eq.(8.28), a transformação de inversão do fator de escala, a(η) 7→ c2/a(η),
relaciona um universo em expansão a outro em contração (correspondendo ao
sinal negativo na Eq.(8.25)). Esses modelos não foram abordados em detalhes, e
por isso fazemos aqui um breve comentário a seu respeito.

Seja A um universo t́ıpico em expansão (por exemplo o modelo ΛCDM), em
que o fator de escala a(η) tem a(0) = 0 e a(ηf ) = ∞, com η ∈ [0, ηf ] onde ηf
pode ser infinito se não há uma fase final acelerada. Considere seu dual Ã , com
ã(η) = c2/a(η). Fazendo uma translação da origem do tempo, podemos escrever

ã(η) = c2/a(η + ηf ),

de modo que o fator de escala ã(η̃) tem η̃ ∈ [−ηf , 0], com ã(−ηf ) =∞ e ã(0) = 0.
Assim, na superf́ıcie η = 0 = η̃ se encontram ambas as singularidades: o big-
bang de A e o big-crunch de Ã . Isto pode muito bem ser encarado como um
universo de ricochete, e serve como modelo de cosmologia pré-big-bang de forma
inclusive mais usual do que a transição conforme que invocamos nos modelos
duais de expansão/expansão. Na passagem entre aeons, o fator de escala é,
evidentemente, cont́ınuo, mas suas derivadas sofrem uma descontinuidade se os
modelos não possúırem exatamente a mesma densidade de energia próximo ao
ricochete. Por exemplo, vimos que o universo em contração dual ao modelo
ΛCDM com radiação é preenchido por radiação, outra constante cosmológica e
um gás de branas. Repare que, aqui, a ordem das fases é invertida em relação
ao que vimos nos modelos de expansão/expansão: o universo começa acelerado,
sendo assintoticamente dS4 no passado, passa pelo domı́nio do gás de branas e
termina desacelerado e dominado por radiação no big-crunch, como ilustrado na
Fig.14 (porções sombreadas indicam aceleração positiva).

Ricochetes são comuns no contexto de cosmologia pré-big-bang (ver, e.g.,
Brandenberger & Peter (2017) para uma revisão recente), mas apresentam ca-
racteŕısticas perigosas de instabilidade por causa da presença de singularidades
caóticas de Belinskii et al. (1970, 1982). Pequenas anisotropias presentes no ińıcio
da fase de contração são amplificadas de forma caótica durante o colapso gravita-
cional, como descrito no §5.4.3. Evitar uma singularidade caótica no big-crunch,
portanto, requer ou um ajuste fino nas condições iniciais do colapso, ou um me-
canismo que previna o desenvolvimento das divergências anisotrópicas. Existem
tais mecanismos, um deles é através de uma equação de estado efetiva w � 1
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Big-Bang

Big-Crunch

Figura 14.1: Universos duais em contração/expansão.

durante a contração. Isso gera uma densidade de energia proporcional a a−3(1+w);
a densidade das anisotropias se escala com a−6 e é, portanto, dilúıda pela equação
de estado com w � 1. Este é o mecanismo presente, por exemplo, nos modelos do
tipo ecpirótico. Nos modelos autoduais, entretanto, ele apresenta um problema
grave: introduzindo um campo φ com equação de estado efetiva w � 1 antes do
big-crunch obtemos um campo dual φ̃, após o ricochete, cuja equação de estado
é w̃ = −2

3
− w � −1. Ou seja, a estabilidade das anisotropias requer um campo

fantasma após o ricochete que viola drasticamente a condição fraca de energia, e
introduz instabilidades taquiônicas discutidas no §8.3.1; ver também Hsu et al.
(2004); Kallosh et al. (2008).

*
Potenciais dilatônicos, o Cenário Pré-Big-Bang e a CCC

A dualidade do fator de escala na gravitação dilatônica leva ao Cenário Pré-
Big-Bang descrito no Caṕıtulo 6. Nesse caso a dualidade requer que o potencial
dilatônico V seja uma função do “dilaton deslocado”, fazendo com que os modelos
que possuem um par dual sejam razoavelmente restritos, geralmente apresentando
um potencial constante. Por sua vez, a DFE é uma dualidade constrúıda na
gravitação de Einstein, e qualquer modelo com um potencial arbitrário de um
campo escalar será mapeado em outro modelo, com outro potencial determinado
pelas Eqs.(8.15), e cujo fator de escala é o inverso do original. Ora, pode-se passar
ao quadro de cordas através do procedimento usual, e obter os dois modelos
dilatônicos correspondentes. Os fatores de escala assim obtidos, no quadro de
cordas não são, é claro, ligados por uma inversão simples, mas os exemplos que
mostramos nos §§8.4 e 9.5 fornecem transformações entre altas e baixas energias,
como é desejado. Isso é um resultado importante, e por si só uma motivação
da DFE no tempo conforme, porque podemos ver o procedimento sob a ótica
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inversa: começando com um universo UC com potencial arbitrário na gravitação
dilatônica, passamos ao quadro de Einstein e obtemos UE, que se mapeia em ŨE

sob uma transformação da DFE, e voltamos ao quadro de cordas para obter ŨC ,
assim “indiretamente dual” ao universo original.

No Cenário Pré-Big-Bang da gravitação dilatônica, a fase pré-big-bang se con-
trai quando vista no quadro de Einstein, e acaba em um ricochete, mas no quadro
de cordas ambas as fases pré- e pós-big-bang se expandem, o peŕıodo antes do big-
bang funcionando como uma inflação. No caso da DFE, um racioćınio análogo
permitiu interpretar as soluções duais como estando “antes do big-bang”, mas
na gravitação de Einstein. Nosso interesse no Caṕıtulo 11 foi em universos duais
que se expandem. Há então o problema imediato de que não há dilaton para
guiar a dinâmica através da singularidade (nem se pode recorrer ao argumento
de uma fase não-perturbativa da teoria de cordas). O que há é o elemento prin-
cipal da Cosmologia Conforme Ćıclica descrita no Caṕıtulo 7: a transição não
se dá através de uma singularidade, como num ricochete, e sim através de uma
“superf́ıcie conforme”, onde se deve “identificar” fatores de escala inversamente
proporcionais, com

a(η) · ã(−η) = c2.

Essa proposta é conceitualmente muito peculiar, e requer mecanismos como, por
exemplo, uma gravitação de Weyl onde exista uma simetria conforme do espaço-
tempo. Não é claro como se pode obter a gravitação de Einstein a partir de uma
gravitação de Weyl que fosse válida, digamos, no universo primordial, e menos
claro ainda é como se pode restaurar a simetria conforme (4-dimensional) no fim
de um universo descrito pela gravitação de Einstein; seria necessário uma espécie
de mecanismo de Higgs inverso, que causasse o decaimento da massa bariônica.
Apesar da escassez de detalhes conhecidos, julgamos conceitualmente interessante
e digna de atenção o conceito de uma transição conforme.

De certa forma, a DFE pode ser vista como a realização da CCC para um
espaço-tempo de FLRW. A transformação da matéria na DFE coincide com o li-
mite homogêneo e isotrópico de fórmulas obtidas para a CCC, como mostrado no
§11.2. A CCC requer uma inversão apenas assintótica dos fatores de Weyl, mas
num universo de FLRW, em que o fator de escala (um fator de Weyl, no tempo
conforme) é o único grau de liberdade, tal transformação é forçosamente “ŕıgida”,
afeta a dinâmica como um todo e possibilita apenas a uma versão “esquemática”
das propriedades da CCC. Ou seja, a ‘Hipótese Rećıproca’ corresponde simples-
mente à inversão do fator de escala e, para uma soma de fluidos perfeitos, a
restrição, também assintótica, da ‘hipótese da massa de repouso suprimida’ equi-
vale à ausência total de um termo de poeira na dinâmica do universo. Com
modelos um pouco mais maleáveis, como o Gás de Chaplygin modificado, con-
seguimos emular melhor algumas dessas propriedades no §11.3. Como indica o
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nome, a CCC postula a repetição ćıclica de universos similares ao nosso, enquanto
uma “cadeia de aeons” constrúıda com a DFE alterna (de maneira ćıclica) entre
conteúdos materiais diferentes. Uma exceção são universos autoduais, e nesse
caso a variação do parâmetro c da DFE atua como o grupo SO(1,1) nas densida-
des relativas das componentes da energia. Por fim, uma das motivações principais
da CCC diz respeito à Hipótese da Curvatura de Weyl, e à busca de um meca-
nismo que tornasse pequena a entropia (gravitacional) próximo ao big-bang. Na
transição entre aeons, analisamos o efeito da entropia de Wald ligada a um termo
de Gauss-Bonnet, mas a solução para o problema da origem da Segunda Lei da
Termodinâmica permanece em aberto. Seria interessante investigá-la nos mode-
los de inflação pré-big-bang que consideramos no Caṕıtulo 12, e ver como se pode
formular o problema no cenário holográfico do Caṕıtulo 13.

*
Inflação antes do big-bang, flutuações

Apesar do problema da continuidade do fator de escala na “passagem con-
forme” entre aeons duais, uma das propriedades dinâmicas mais interessantes da
DFE é a preservação do raio comóvel do horizonte aparente. Num universo plano,
isso equivale a uma simetria do valor do raio (comóvel) de Hubble nos instan-
tes duais ±η, antes e depois do big-bang. Flutuações adiabáticas da métrica e
da matéria com comprimento de onda maior que o horizonte de Hubble travam
suas amplitudes em um valor constante, fenômeno responsável pela amplificação
de flutuações primordiais no universo inflacionário. Assim, as flutuações que
deixam o horizonte no instante η = ηex < 0 durante a expansão acelerada pré-
big-bang voltam a entrar no horizonte no instante simétrico ηre = −ηex > 0 após
o big-bang, tendo permanecido constantes durante a transição. É perfeitamente
posśıvel impor a continuidade dos modos de Fourier dessas soluções constantes,
assim como se faz na inflação através do reheating. Isso foi realizado no Caṕıtulo
12 e usado para analisar a aceleração pré-big-bang como um universo inflacionário
cuja evolução é determinada pela DFE.

Essa análise pressupõe, é claro, que de fato as flutuações fora do horizonte
sejam insenśıveis à mudança da f́ısica na transição conforme. Seria interessante
investigar com cuidado a viabilidade do procedimento em modelos, por exemplo,
de gravitação de Weyl. De qualquer forma, impor a continuidade dos modos de
Fourier é uma abordagem que se encaixa nas linhas gerais da proposta da CCC:
denotando a métrica do universo antes do big-bang por ĝµν = Ω(x)gµν , e após
por ǧµν = ω(x)gµν , a transição obedece a hipótese rećıproca Ω ·ω = −1, enquanto
a métrica gµν é regular. A singularidade está, portanto, toda no fator conforme
ω → 0, e o big-bang é uma singularidade isotrópica. Se definirmos os fatores de
Weyl rećıprocos como no §11.2, as flutuações de ĝµν e ǧµν podem ser vistas como
flutuações da métrica regular gµν .
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*
Holografia

Uma mudança radical do paradigma inflacionário é a proposta de uma inflação
holográfica revisada no Caṕıtulo 13: as condições iniciais das correlações das flu-
tuações que entram no horizonte de Hubble no universo desacelerado são determi-
nadas holograficamente por uma teoria de campos Euclidiana 3-dimensional per-
turbada ao redor de um ponto fixo conforme. A inflação enquanto modelo predi-
tivo das flutuações do universo isotrópico pode ser substitúıda por essa pCFT3.De
fato, a dualidade entre uma CFT3 e a borda de dS4 permite que se descreva o
fluxo do grupo de renormalização na pCFT3 como um universo 4-dimensional
assintoticamente de Sitter. Ao contrário do que acontece na bem estabelecida
dualidade AdS/CFT, não é posśıvel obter explicitamente a TQC dual a partir da
teoria de cordas, e é necessário uma abordagem mais fenomenológica, mas os re-
sultados de modelos de universos holográficos estão de acordo com as observações
recentes, ver Afshordi et al. (2017a).

A combinação da DFE com a holografia pode ser realizada de forma bem
natural. As flutuações em um universo desacelerado U são determinadas pela
pCFT3 que é um holograma do universo acelerado Ũ , obtido de U pela aplicação
da DFE. Na prática, os resultados obtidos são equivalentes aos da inflação pré-
big-bang do Caṕıtulo 12, mas conceitualmente o problema da transição conforme
é completamente reformulado. Os universos duais não se “conectam” diretamente
em uma transição onde vale uma gravitação conforme. Eles são “disjuntos”, e
apenas (as correlações de) suas flutuações se relacionam indiretamente através da
existência de uma pCFT3 Euclidiana holográfica. A grande pergunta em aberto
aqui é: qual é essa teoria conforme, e quais restrições e propriedades a DFE impõe
sobre ela? Nos exemplos do §13.5 as propriedades da função beta holográfica que
derivamos, as cargas centrais e as dimensões dos operadores indicam as propri-
edades da TQC respectiva. Será posśıvel encontrar uma descrição microscópica
correspondente?

Perturbando a CFT holográfica com o operador apropriado, encontramos um
fluxo exato do GR desde o ponto UV na borda de dS4 até um ponto IR correspon-
dente à singularidade inicial. A interpretação holográfica da função beta próximo
ao ponto UV é bem estabelecida pelas simetrias assintóticas de dS4, mas a sua
continuação até a singularidade ainda requer alguma atenção. Um fato possivel-
mente relacionado é o resultado de Larsen & McNees (2004), de que a equação
de Callan-Symanzik pode ser deduzida puramente através da requisição da in-
variância por difeomorfismos de um espaço-tempo com borda. Nesse contexto,
também é interessante a seguinte questão: os cálculos holográficos no bulk, in-
cluindo o uso da função de onda do universo, utilizam a ação com uma condição
de contorno de Dirichlet. Vimos no §12.4 que existe uma transformação canônica

244



das flutuações que, junto com a inversão do fator de escala, preserva a ação mas
troca as condições de contorno de Dirichlet e de Neumann. Talvez essa troca possa
levar a algum efeito interessante na holografia. Em uma direção similar, pode-se
lembrar o resultado de Maldacena (2011) mostrando que, na gravitação conforme
(de Weyl) quadridimensional, impor uma condição de contorno de Neumann leva
à gravitação de Einstein através da função de onda de um universo assintotica-
mente dS4. É interesseante investigar como a DFE e a dualidade canônica das
flutuações se encaixam nesse argumento.

Além disso, vimos que a combinação da DFE com a holografia induz um mapa
entre dois pontos fixos das funções beta holográficas, relacionando um ponto UV
com acoplamento fraco (correspondente à borda futura de dS4) em um ponto
IR com acoplamento forte (correspondente ao big-bang dual). A interpretação
e as consequências desse mapa devem ser investigadas com cuidado no futuro,
e mais uma vez sugerem a possibilidade de se encarar o big-bang de radiação
holograficamente, enquanto uma teoria conforme. Uma posśıvel descrição da
passagem entre esses pontos fixos IR e UV duais em termos da TQC holográfica
seria um grande avanço na direção de se realizar, de fato, a transição conforme
entre aeons.
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Apêndices
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Apêndice A

Notações e definições

Um espaço-tempo (M ,g) é um par composto por uma variedade diferenciável
quadridimensional M , com métrica gµν , Lorentziana com assinatura − + ++.

Índices gregos correm de 0 a 3, com x0 sendo a coordenada temporal. Índices
latinos correm de 1 a 3 e indicam as componentes espaciais de vetores. Usamos
a notação de Einstein em que ı́ndices repetidos indicam um somatório. Nossa
convenção de sinais segue Wald (2010): o tensor de curvatura de Riemann, defi-
nido tal que (∇α∇β−∇β∇α)Vµ ≡ Rαβµ

νVν , pode ser escrito através das conexões
compat́ıveis com a métrica,

∇αgµν = 0, logo Γαµν = 1
2
gαβ(∂νgβµ + ∂µgβν − ∂αgµν), (A.1)

como

Rµνα
β = ∂νΓ

β
µα − ∂µΓβνα + ΓσµαΓβσν − ΓσναΓβσµ, (A.2)

de onde se obtém tensor de Ricci,

Rµν = Rµαν
α = ∂αΓαµν − ∂µΓααν + ΓαµνΓ

β
αβ − ΓαβνΓ

β
αµ. (A.3)

A Ação de Einstein-Hilbert é escrita como

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
−g R +

∫
d4x
√
−g Lmat[gµν ,Ψ], (A.4)
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onde Lmat é a Lagrangeana covariante correspondente ao conjunto de campos
de matéria Ψ. Em um espaço-tempo com uma borda ∂M , deve-se adicionar um
termo de borda à parte gravitacional, que se torna

S =
1

2κ2

∫
M

d4
√
−g (R− 3Λ) +

1

κ2

∫
∂M

d3x
√
|γ|K. (A.5)

Aqui, K ≡ (gµν+nµnν)Kµν é o traço da curvatura extŕınseca de ∂M , nµ seu vetor
normal e γab a métrica induzida sobre ∂M através da restrição de (gµν+nµnν). O
novo termo é necessário porque na variação de

∫
M
d4x
√
−g R que leva às equações

de Einstein, geralmente se despreza um termo de borda

∫
M
d4x
√
−g∇µδv

µ =
∫
∂M

d3x
√
|γ|nµδvµ,

onde δvµ = ∇ν(δg
µν) − gαβ∇µ(δgαβ), sob o pretexto de que δgµν = 0 em ∂M .

Para analisar fenômenos envolvendo explicitamente a borda, esse argumento deixa
de ser válido e é preciso adicionar um contratermo na ação para tornar o problema
bem definido. É posśıvel expressar δvµnµ como o traço da curvatura extŕınseca
Kµν = −∇(µnν), i.e. nµδv

µ = 2δK, levando à Eq.(A.5). Ver, e.g., Wald (2010).
Dito isto, a variação de (A.5) com respeito à métrica, δS/δgµν = 0, dá origem às
Equações de Einstein,

Rµν − 1
2
Rgµν = κ2 Tµν , (A.6)

onde o tensor de energia-momento

Tµν ≡ −2(−g)−1/2δ
{√
−gLmat

}
/δgµν . (A.7)

é conservado por causa das Equações de Bianchi, ∇µGµν = 0,

∇µTµν = 0. (A.8)

Efetuando a variação do determinante da métrica na definição acima se chega a

Tµν = −2(δLmat/δg
µν) + Lmat gµν . (A.9)
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O limite de campos fracos e a comparação com a gravitação Newtoniana
mostram que κ2 ≡ 8πG, sendo G a constante gravitacional de Newton. Nesta
tese usamos frequentemente unidades tais que

κ2 ≡ 8πG = 1. (A.10)

A Teoria da Relatividade Geral é descrita por Hawking & Ellis (1973); Misner
et al. (1973); Wald (2010); Weinberg (1972).
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Apêndice B

Diagramas de Penrose para

universos de FLRW

O diagrama de Penrose de um espaço-tempo (M ,g) esfericamente simétrico é
um mapa conforme sobre o cilindro E conhecido como o “Universo estático de
Einstein”, de métrica

ds2
E = −dτ 2 + dχ2 + sen2χdo2, (B.1)

com do2 = dθ2 + sen2θ dφ2 o elemento de linha sobre a 2-esfera.

B.1 Minkowski

A métrica (B.1) é conforme à métrica plana de Minkowski,

ds2
M = −dη2 + dr2 + r2do2, (B.2)

através da transformação {η, r} 7→ {τ, χ} definida por

r = 1
2

[
tg
(
χ+τ

2

)
+ tg

(
χ−τ

2

)]
= 1

2
sec
(
χ+τ

2

)
sec
(
χ−τ

2

)
senχ , (B.3a)

η − η0 = 1
2

[
tg
(
χ+τ

2

)
− tg

(
χ−τ

2

)]
= 1

2
sec
(
χ+τ

2

)
sec
(
χ−τ

2

)
sen τ ; (B.3b)
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com a qual se estabelece entre as métricas (B.1) e (B.2) a relação

𝝉

ℐ+ℐ+

ℐ–ℐ–

i0

i+

i–

𝜒
𝜒0

π

0

π

–π

(a)

ℐ+

ℐ–

i0

i+

i–

(b)

Figura B.1: (a) Universo de Einstein com o diamante do Espaço-tempo de Min-
kowski. (b) Diagrama de Penrose para M(3,1).

ds2
M = Ω2

M(τ, χ) ds2
E com Ω2

M(η) = 1
4

sec2
(
χ+τ

2

)
sec2

(
χ−τ

2

)
. (B.4)

Fazendo do2 = 0 sem perda de generalidade (é um espaço isotrópico), E pode ser
desenhado na Fig.B.1(a) como um cilindro bidimensional, de altura τ e ângulo
χ. Os domı́nios infinitos de r e η se mapeiam em domı́nios finitos de χ e τ ,

−π < τ ± χ < π , χ ≥ 0 ⇔ r > 0, −∞ < η <∞, (B.5)

o que restringe todo o espaço de Minkowski ao interior de um losango (um “di-
amante”) em E , traçado também na Fig.B.1(a). As arestas do diamante corres-
pondem aos diferentes tipos de limite com os quais se chega ao infinito em M(3,1)

onde diverge o fator conforme ΩM . Os limites η → ±∞, como se vê da Eq.(B.3a),
correspondem à divergência de

∣∣tg χ±τ
2

∣∣, o que ocorre sobre quatro “semi-ćırculos”
em E ; dois na “metade superior” com τ > 0:

I + = {χ+ τ = π} ∪ {χ− τ = −π}, (B.6)
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e dois na “metade inferior” com τ < 0:

I + = {χ+ τ = −π} ∪ {χ− τ = π}. (B.7)

É evidente que I ± são hipersuperf́ıcies nulas (retas de inclinação unitária no
plano τ -χ) e por isso chamados de ‘futuro nulo’ (I +) e ‘passado nulo’ (I −). Os
pontos (as “quinas” de I ±)

i± ≡ {χ = 0, τ = ±π} (B.8)

são chamados de ‘infinitos tipo-tempo’, por serem o passado infinito (i−) e o futuro
infinito (i+) de todas as curvas tipo-tempo inextenśıveis. Já o ponto

i0 ≡ {χ = ±π, τ = 0} (B.9)

é chamado de infinito tipo-espaço’ por ser o ińıcio e o fim das curvas tipo-espaço
inextenśıveis.O diagrama de Penrose é o desenho sobre o plano τ -χ obtido ao
se “desenrolar” o desenho de sobre o cilindro E , como na Fig.B.1(b). Vamos
adotar a iconografia padrão em que uma linha cheia indica um infinito I , os
pontos • indicam os infinitos i e a linha tracejada vertical indica a singularidade
das coordenadas correspondente χ = 0 em E , ou a r = 0 em M(3,1). Estão
traçados exemplos de uma curva tipo-tempo inextenśıvel e duas curvas tipo-
espaço. Também há uma geodésica nula que sai de I − no passado infinito e
chega a I +. A “reflexão” em χ = 0 corresponde simplesmente a uma mudança
angular na 2-esfera θ-φ (não representada nas figuras) que ocorre quando o raio
de luz que vem em direção ao observador na origem passa por ele e continua o
caminho “pelas suas costas” (grosseiramente, na direção −r).

B.2 Universos de FLRW

Para mapear um universo FLRW plano sobre E , basta multiplicar a métrica de
Minkowski pelo fator de escala, ou seja

ds2
FLRW = Ω2(τ, χ) ds2

E com Ω2(η) = 1
4
a2(τ, χ) sec2

(
χ+τ

2

)
sec2

(
χ−τ

2

)
.

(B.9)
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O fator conforme é o mesmo da Eq.(B.4), mas agora multiplicado por a2 enquanto
função de η(τ, χ) de acordo com as Eqs.(B.3). A diferença crucial vem do fato
de que a existência de uma singularidade inicial faz com que as geodésicas não
sejam extenśıveis até o infinito no passado (quando há uma singularidade no
futuro, e.g. um big-crunch, as geodésicas não são extenśıveis para o futuro).
De maneira prática, agora além de o espaço-tempo ficar limitado em E pelas
superf́ıcies I e i onde ΩM diverge, devemos levar em conta que o fator de escala,
por si só, também pode: (i) Se anular em uma singularidade para τ > −π, ou (ii)
Divergir mais rápido que ΩM . Vamos ilustrar estes pontos usando os universos
com w constante. Da Eq.(8.17) pode-se usar (8.14) diretamente para integrar

a(η) =
a∗

(η∗ − η0)2/(1+w)

[
1 + 3w

3(1 + w)
(η − η0)

]2/(1+3w)

, w 6= −1/3. (B.10)

Como fica óbvio do expoente, existem três classes qualitativamente diferentes de
solução, de acordo com se w ≶ −1/3.

Se w > −1/3, o universo se expande desaceleradamente, e tem uma singula-
ridade em η0, onde a(η0) = 0. A superf́ıcie X = {η = η0} fica definida sobre E
pela Eq.(B.3b) sec

(
χ+τ

2

)
sec
(
χ−τ

2

)
sen τ = 0, e como secx 6= 0 sempre, temos

X = {η = η0} = {τ = 0}. (B.11)

Em geral, a solução (B.10) só fica definida para η > η0, quando a expressão em
chaves é positiva. A singularidade X , no passado (finito) de todas as geodésicas
tipo-tempo e nulas (um big-bang) corta ao meio o diamante do diagrama de
Penrose de M(3,1), resultando no diagrama mostrado na Fig.B.2(b). Não existem
nem I − nem i−: as geodésicas tipo-tempo e nulas não são inextenśıveis até o
passado infinito; elas são incompletas.

Se w < −1/3 o universo é acelerado. O expoente muda de sinal, e portanto
em η = η0 o fator de escala diverge, a(η0) = ∞. Isto significa que o futuro
causal do espaço-tempo, definido pela superf́ıcie I + = {η = η0} ocorre a um
tempo conforme finito e é portanto uma superf́ıcie tipo-espaço. Já o limite em
que a = 0 só ocorre para η → −∞ e portanto é uma hipersuperf́ıcie nula I −. O
diagrama de Penrose é o da Fig.B.2(b).

Note aqui a diferença entre I + nas Figs.B.2(a) e B.2(b), e no universo. No
primeiro caso, assim como em M(3,1) na Fig.B.1(b), o infinito futuro tem que ser
decomposto em duas partes, I +∪ i+, já que as geodéscias nulas todas terminam
em I + e as geodésicas tipo-tempo todas terminam em i+. No segundo caso,
ambos os tipos de geodésica causal terminam sobre a mesma superf́ıcie tipo-
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ℐ+

i0

i+

𝒳
(a)

i0

ℐ–

i–

ℐ+

(b)

Figura B.2: (a) universo desacelerado (−1/3 < w < 1); (b) universo acelerado
(−1 < w < −1/3).

espaço I + — por isso aqui não serve o nome “infinito nulo”.
Por fim, há o caso limite em que w = −1/3 e o universo possui aceleração

zero. O fator de escala não é dado pela Fórmula (B.10), e o tempo conforme

agora é dado por η − η0 = t0
a0

∫
dt
t

= t0
a0

log
(
t
t0

)
, e seu domı́nio é toda a reta

real: η ∈ (−∞,+∞) à medida que t ∈ (0,∞), portanto o domı́nio de τ é todo o
intervalo (−π,+π). O fator de escala

a(t) = a0

t0
t no tempo conforme fica a(η) = a0 exp

[
a0

t0
(η − η0)

]
.

A Eq.(B.3b) mapeia a singularidade a = 0 (η = −∞) na superf́ıcie nula I − =
{χ+ τ = −π} ∪ {χ− τ = π}, e o futuro infinito é mapeado em I + = {χ+ τ =
π}∪{χ−τ = −π}, como em M(3,1). Assim, o diagrama de Penrose para w = −1/3
é idêntico ao da Fig.B.1(b), mantendo-se em mente que em I − o fator de escala
se anula.

*
Curvatura espacial positiva

Universos com K = −1, por possúırem sessões espaciais abertas e infinitas
como no caso K = 0, tem estrutura causal muito similar à descrita acima. Por
outro lado, a topologia compacta dos espaços de Robertson-Walker com K = 1
leva a diagramas de Penrose diferentes e mais simples. De fato, a métrica de
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FLRW no tempo conforme para K = 1 é simplesmente

ds2 = a2(η) ds2
E (B.11)

(cf. Eq.(2.4)), logo o fator conforme é igual ao fator de escala — sem a con-
tribuição ΩM necessária para se compactificar as sessões espaciais infinitas dos
universos abertos. Com isso, a porção de E que descreve esses modelos cos-
mológicos é limitada apenas pelos zeros e infinitos de a(η) que, sendo função
apenas da coordenadas temporal η = τ , leva sempre a fronteiras tipo-tempo e,
portanto, a diagramas de Penrose que são sempre retângulos como na Fig.B.3.
Sua largura π é sempre igual ao domı́nio de χ, viz. χ ∈ (0, π), com as linhas
horizontais τ = constante percorrendo todo o ćırculo (dão a volta no cilindro de
Einstein) e tendo topologia S × S2 = S3 (lembre que cada ponto no diagrama
sempre tem a topologia S2); portanto as bordas verticais devem ser identificadas.
A altura do retângulo fica determinada pelo domı́nio de τ ∈ (τi, τf ) tal que a(τi)
e a(τf ) divirjam ou se anulem.

Big-Bang

Big-Crunch

Figura B.3: Universo com K = 1 e w = 0.

Por exemplo, a solução para o fator de escala com K = 1 e preenchido por
poeira, com w = 0, é

a = a0(1− cos η), (B.12)

logo há um big-bang em ηi = 0 e um big-crunch em ηf = 2π e a altura do
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diagrama, ηf − ηi = 2π, é duas vezes maior que sua largura, como na Fig.B.3.
Isso significa que uma geodésica nula, partindo da origem em um polo da esfera,
em χ = 0, durante o big-bang, chega no polo oposto — i.e. à outra borda do
diagrama, que corresponde a {χ = π} — na metade da duração conforme do
universo, em η = π/2, quando o fator de escala assume o seu valor máximo a0

e depois começa a decrescer em direção ao big-crunch. No instante final ηf , a
geodésica, após dar uma volta completa na seção espacial do universo, retorna ao
ponto de partida χ = 0.
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Apêndice C

Calibres nas flutuações cósmicas

Suponha uma mudança de coordenadas infinitesimal (um difeomorfismo)

xµ 7→ x′µ = xµ + εµ(x), (C.1)

com εµ de primeira ordem, i.e. O[εµ] = O[hµν ] = O[δρ] = O[δP ], etc. Um campo
tensorial Wµν(x) sobre o espaço-tempo (M ,g) é mapeado em um campo tensorial

W ′
µν através da regra usual W ′

µν(x
′) = ∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
Wαβ(x), mas, em primeira ordem,

∂xα

∂x′µ
= δαµ −

∂xγ

∂x′µ
∂εα

∂xγ
= δαµ − ∂εα/∂xµ,

e portanto

W ′
µν(x

′) = Wµν(x)− ∂µεα Wαν(x)− ∂νεβ Wµβ(x). (C.2)

Por outro lado, sendo x′ = x+ε, podemos expandir o lado esquerdo da última
equação acima em uma série de Taylor ao redor de x,

W ′
µν(x

′) = W ′
µν(x+ ε) = W ′

µν(x) + εα ∂αW
′
µν(x), (C.3)

sempre em primeira ordem. Juntando (C.2) e (C.3), temos a diferença dos dois
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campos tensoriais avaliados no mesmo ponto x do espaço-tempo,

W ′
µν(x)−Wµν(x) = −εα ∂αW ′

µν −Wαν ∂µε
α −Wµβ ∂νε

β. (C.4)

Vista desta forma, como a comparação entre os campos W e W′ em um mesmo
ponto, o difeomorfismo (C.1) é chamado de transformação ativa do espaço-tempo;
se encarado como uma troca de coordenadas usual, diz-se que se trata de uma
transformação passiva.

Separando o tensor original entre um “tensor de fundo”, W̄µν , e uma per-
turbação de primeira ordem, δWµν , com O[δWµν ] = O[εµ], podemos escrever o
tensor transformado W′ com uma separação semelhante:

W ′
µν(x) = W̄µν(x) + δWµν(x) + ∆δWµν(x) (C.5)

ou seja: ∆δWµν(x) ≡ W ′
µν(x) − Wµν(x), usando o mesmo tensor de fundo, e

alocando a diferença toda na parte relativa à perturbação. Isso é posśıvel uma vez
que de acordo com a Eq.(C.4) a variação ∆δWµν é uma grandeza da mesma ordem
que δWµν , O[∆δWµν ] = O[δWµν ]. Repare que o śımbolo ∆ indica uma variação
devida ao difeomorfismo, e não uma perturbação da perturbação. Substituindo
a Eq.(C.5), que serve como uma definição de ∆δWµν , na Eq.(C.4), temos1

∆δWµν(x) = −εα ∂αW̄µν − W̄αν ∂µε
α − W̄µβ ∂νε

β. (C.6)

Esta transformação é dita uma ‘transformação de calibre’.
A Teoria da Relatividade Geral é, por construção, invariante sob difeomor-

fismos. Em outras palavras, qualquer sistema de coordenadas no espaço-tempo
(M ,g) é tão bom quanto qualquer outro para descrever fenômenos f́ısicos — e
portanto a ambiguidade na definição das perturbações de Wµν corresponde a uma
ambiguidade na descrição de grandezas f́ısicas: por exemplo, a separação entre
a métrica de fundo ḡµν e a perturbação hµν é arbitrária. Podemos encontrar
um novo sistema de coordenadas onde a métrica não está perturbada, i.e. onde
∆hµν = −hµν . Vice-versa: se temos um tensor que consideramos perturbado,
isso que vemos como uma perturbação pode ser simplesmente fruto de uma es-
colha desajeitada do sistema de coordenadas. Em suma, todas as flutuações dos
§§4.1 e 4.1, separadas na “parte FRW + flutuações”, possuem interpretação f́ısica
amb́ıgua. A métrica gµν(x), vista em um sistema de coordenadas {xµ}, descreve

1O que fizemos aqui, na realidade, foi nada menos que calcular a derivada de Lie do campo
Wµν ; viz. £εWµν = ∆δWµν .
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o campo gravitacional; com uma troca de coordenadas para um novo sistema
{x′µ} a métrica assume uma nova forma g′µν(x

′) que também descreve o mesmo
campo gravitacional. Sendo gµν um campo tensorial do mesmo tipo que Wµν , sua
variação devida ao difeomorfismo é dada pela Eq.(C.6), i.e.

∆hµν = −εα ∂αḡµν − ḡαν ∂µεα − ḡµβ ∂νεβ. (C.7)

Por sua vez, o tensor de energia-momento também se transforma de acordo com
a Eq.(C.6), o que mantém as equações de Einstein invariantes:

∆δTµν = −εα ∂αT̄µν − T̄αν ∂µεα − T̄µα ∂νεα. (C.8)

Até agora não usamos em momento algum o fato de ser ḡ a métrica de FRW
(ou qualquer outra métrica). Voltando ao contexto cosmológico podemos escrever
explicitamente as componentes das transformações de calibre ∆hµν dadas por
(C.7), a saber

∆h00 = −2 ε̇0 ; (C.9a)

∆h0j = 2Hεj − ε̇j − ∂jε0 ; (C.9b)

∆hij = 2aȧ ε0 δij − ∂iεj − ∂jεi . (C.9c)

Aqui, os ı́ndices de εµ são abaixados com a métrica de fundo (uma vez que εµ já
é de primeira ordem), i.e. εµ = ḡµνε

ν , logo

ε0 = −ε0 ; εj = a2 εj. (C.10)

Com o tensor de energia-momento não-perturbado sendo o de um fluido perfeito,
Eq.(4.4), temos

∆δT00 = 2ρ̄ ε̇0 + ˙̄ρ ε0 ; (C.11a)

∆δT0j = 2HP̄ εj + ρ̄ ∂jε0 − P̄ ε̇j ; (C.11b)

∆δTij = ∂0(a2P̄ ) ε0 δij − P̄ (∂iεj + ∂jεi) . (C.11c)

Podemos decompor a parte espacial do vetor εµ em modos escalar e vetorial
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como no §4.1; defina a função escalar εS e o vetor sem divergência1 εVi tais que

εi = ∂iε
S + εVi ; com ∂iε

V
i = 0. (C.12)

Com isso as Eqs.(C.9) fornecem as transformações das funções A, B, Ci, Dij, E,
F e Gj em que decompomos a perturbação da métrica (4.3). Temos

∆A = 2H ε0 ; ∆B = −2a−2εS ; ∆Cj = −a−2 εVj ; (C.13a)

∆Dij = 0 ; ∆E = 2ε̇0 ; (C.13b)

∆F = a−1
(
2HεS − ε0 − ε̇S

)
; ∆Gj = a−1

(
2HεVj − ε̇Vj

)
. (C.13c)

Da mesma forma, as Eqs.(4.4) dão a transformação das perturbações do tensor
de energia-momento (4.6):

∆δP = ˙̄P ε0 ; ∆δρ = ˙̄ρ ε0 ; ∆δU = −ε0 ; ∆δUV
j = 0. (C.14a)

Há duas maneiras de tratar perturbações adequadamente: ou se trabalha
apenas com combinações de grandezas que sejam invariantes de calibre, ou se
escolhe um calibre (i.e. um sistema de coordenadas) e se permanece com ele até
o fim — é isto que se faz no texto ao se adotar o calibre de Newton. Repare que
a partir da forma geral (4.3) se chega ao calibre de Newton, em que E = 2Φ e
A = −2Ψ, da seguinte forma: Escolhendo εS, fixamos ∆B de modo a ter B = 0.
Dado esse εS, escolhemos ε0 e fixamos ∆F de modo a ter F = 0. (Se B̃ e F̃ são as
funções antes da mudança de coordenadas que acarreta na mudança de calibre, o
que desejamos é fazer ∆B = −B̃ e ∆F = −F̃ . É imediato ver das Eqs.(C.13) que

isto dá εS = 1
2
a2B̃ e ε0 = aF̃ − 1

2
a2 ˙̃B. Estas fórmulas não têm muita serventia,

entretanto, o importante é que é sim posśıvel fazer com que as novas funções B
e F se anulem.)

1Cf. discussão após Eqs.(4.3).
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Apêndice D

O espaço-tempo de de Sitter

D.1 Geometria

O espaço de de Sitter, dS4, é o espaço-tempo com curvatura constante positiva
R = 12/L2. Trata-se de um espaço-tempo com simetria máxima: possui 10
vetores de Killing. (Assim, como a esfera, o plano e o espaço hiperbólico são
os espaços Riemannianos com curvatura constante e simetria máxima, de Sitter,
Minkowski e Anti-de Sitter são os espaços-tempos correspondentes.)

A estrutura global é a de um hiperbolóide de uma folha embebido no espaço de
Minkowski em 5 dimensões, Fig.D.1, deixando evidente a invariância sob a ação
do grupo de simetria SO(4,1), como descrito abaixo. Se {XA} são coordenadas
em M(4,1), o hiperbolóide de uma folha de raio L é definido por

H : −(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 = L2. (D.1)

A geometria intŕınseca de dS4 é obtida parametrizando-se o hiperbolóide com
diferentes conjuntos de coordenadas {xµ} tais que XA(x) satisfaçam a Eq.(D.1), e
a métrica, em cada sistema de coordenadas, é induzida pela métrica de Minkowski
sobre H , ou seja, é tal que

gµνdx
µdxν =

{
−(dX0)2 + (dX1)2 + (dX2)2 + (dX3)2 + (dX4)2

}
H

com os XA sujeitos à Eq.(D.1). Há três parametrizações principais.
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X0

X4

M4,1

Xi

(a)

X0

X4

M4,1

Xi

(b)

Figura D.1: Hiperbolóide (D.1) que descreve o espaço de de Sitter dS4 embebido
no espaço de Minkowski 5-dimensional M4,1. (a) Folheação esférica (global); (b)
Folheação plana (inflacionária).

(i) Folheação esférica.

Definindo {xµ} tais que X0 = L senh(t/L) e Xa = L cosh(t/L)ωa, onde ωa,
com a = 1, 4, parametrizam1 a 3-esfera, folheia-se o hiperbolóide transversalmente
como na Fig.D.1(a). Há uma correspondência uńıvoca entre cada ćırculo {X0 =
constante} na Fig.D.1(a) e os valore de t, logo as superf́ıcies com t constante, são
esferas S3 ∈ M(4,1), com raio L cosh t/L. Isto também pode ser visto a partir das

1As coordenadas angulares θa, a = 1, · · · , D − 1, sobre a esfera SD−1, com domı́nio

0 < θk < π , para k = 1, . . . , D − 2 , e 0 < θD−1 < 2π ,

são parametrizadas por

ω1 = cos θ1 , ω2 = sen θ1 cos θ2 , ω3 = sen θ1 senθ2 cos θ3 , . . . , ωD = sen θ1sen θ2 · · · sen θD−1 .

É imediato verificar que
∑D
i=1

(
ωi
)2

= 1. No caso simples de S2, temos as coordenadas

azimutal, θ1 ≡ θ, e polar, θ2 ≡ φ. O elemento de linha sobre SD−1 é do2 =
∑D
i=1

(
dωi
)2

, que
com a condição de normalização dos ω se torna

do2 = (dθ1)2 + sen2θ1 (dθ2)2 + · · · + sen2θ1sen2θ2 · · · sen2θD−2 (dθD−1)2 .
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seções espaciais da métrica induzida sobre o hiperbolóide,

ds2 = −dt2 + L2 cosh2(t/L)
[
dχ2 + sen2 χ(dθ2 + sen2 θdφ2)

]
. (D.2)

Essa é uma métrica para um espaço de Roberston-Walker com curvatura K = 1;
o fator de escala começa indefinidamente grande em t = −∞ e decresce até
o valor mı́nimo a = L em t = 0 (a garganta do hiperbolóide), para depois
voltar a crescer e divergir em t → +∞. As coordenadas cobrem todo o espaço
dS4, no sentido de que o domı́nio de cada um dos XA é X0 ∈ (−∞,+∞) e
Xa ∈ [L,∞). Este é portanto um sistema de coordenadas ‘global’. O diagrama
conforme, t́ıpico de uma cosmologia de FLRW com curvatura positiva (cf. §B.2)
é o quadrado visto na Fig.D.2(a). Cada ponto tem a topologia de S2, e as linhas
horizontais {t = constante} são, na verdade, um ćırculo esticado correspondendo
à coordenada angular χ ∈ (0, π). Cada linha vertical corresponde à linha-de-
mundo de um observador em χ = constante.

ℐ+

ℐ–

(a)

ℐ+
i0

i–

(b)

ℐ+

ℐ–

i0

i+

i–

(c)

Figura D.2: de Sitter em três sistemas de coordenadas. (a) Coordenadas globais
(D.2); (b) Coordenadas inflacionárias (D.4); (c) Coordenadas estáticas (D.6).

(ii) Folheação plana.

Definindo {t, xi} tais que

X0 = L senh t/L+ 1
2L
et/Lδijx

ixj, X4 = L cosh t/L− 1
2L
et/Lδijx

ixj, (D.3a)

X i = et/Lxi, com i = 1, 2, 3, (D.3b)

temos um sistema de coordenadas que cobre apenas metade do hiperbolóide, já
que X4 + X0 = Let/L > 0. As superf́ıcies {t = constante} folheiam a metade do
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hiperbolóide em hipérboles obĺıquas como na Fig.D.1(b). A métrica induzida é

ds2 = −dt2 + e2t/Ldx2, (D.4)

do tipo Robertson-Walker com K = 0, que é a solução (2.41) das equações de
Einstein na presença apenas de uma constante cosmológica

Λ = 3/(κ2L2), e com fator de Hubble constante H = 1/L. (D.5)

Corresponde a um universo que se expande exponencialmente desde t = −∞ até
t = +∞, e funciona como limite de um espaço-tempo inflacionário, cf. §3.3.1.
A expansão acelerada faz com que o diagrama de Penrose tenha a forma da
Fig.B.2(b). Assim como a folheação cobre apenas metade de H , o diagrama
conforme cobre apenas metade do quadrado observado nas coordenadas globais,
como indicado na Fig.D.2(b). A superf́ıcie nula {t = −∞} que serve de limite
para o diagrama nas coordenadas planas é um horizonte de eventos estático para
um observador na origem.

No tempo conforme η, o fator de escala é dado por −1/Hη = eHt, que deter-
mina também t(η). O futuro infinito I + se encontra em η = 0 (correspondendo
a t = ∞), logo em η se pode fazer uma expansão ao redor de I +, tornando-o
uma coordenada particularmente útil para o estudo da borda de dS4. Fazendo a
mudança de coordenadas nas Eqs.(D.3), temos a parametrização de H

X0 = L
2

(η/L− L/η)− 1
2
δijx

ixj/η,

X4 = −L
2

(η/L+ L/η) + 1
2
δijx

ixj/η,

X i = Lxi/η, com i = 1, 2, 3.

(D.6)

(iii) Folheação estática.

A existência do horizonte de eventos fica mais evidente no sistema de coorde-
nadas {t, r, θ, φ} com

X0 = L(1− r2/L2)1/2 senh t/L, X4 = L(1− r2/L2)1/2 cosh t/L, X i = rωi.
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A métrica assume então a forma estática (não há presença de t em gµν)

ds2 = −(1− r2/L2)dt2 + (1− r2/L2)−1dr2 + r2do2, (D.6)

que possui a mesma estrutura da métrica de um buraco negro de Schwarzschild

ds2 = −(1− r2
S/r

2)dt2 + (1− r2
S/r

2)−1dr2 + r2do2,

com L fazendo o papel análogo ao raio de Schwarzschild rS onde se localiza o hori-
zonte de eventos do buraco negro (caracterizados pelo anulamento das expressões
em parênteses, coeficientes de dt2). Mas note a diferença fundamental: enquanto
em Schwarzschild r > rS, em de Sitter r < L logo o sistema de coordenadas
estáticas de de Sitter corresponde ao interior do horizonte de eventos em r = L.
Com isso, a parte do diagrama conforme correspondente é a quina no interior dos
horizontes futuro e passado de um observador na origem, mostrada na Fig.D.2(c).
(Mais uma vez, o sistema de coordenadas não cobre todo o hiperbolóide H .)

Existem outras parametrizações posśıveis (em particular, há um sistema de
coordenadas em que a métrica tem a forma de Robertson-Walker com K = −1,
logo, curiosamente, dS4 contém os três tipos de curvatura posśıveis num cenário
cosmológico). Para mais detalhes sobre a geometria ver, e.g., Hawking & Ellis
(1973); Moschella (2006).

D.2 Geodésicas

Através de uma continuação anaĺıtica X0 = iX̃0, o hiperbolóide (D.1) se torna
uma esfera S4, de raio L = 1/H, embebida em R5. Denotemos essa esfera
por EdS4 (a partir de espaço ‘Euclidiano de de Sitter’). A projeção (i.e. o
produto interno) do vetor XA ∈ R5 sobre o vetor X ′A, δABX

AX ′B, define o
ângulo θ(X,X ′) entre ambos:

δABX
AX ′B = |X| × |X ′| cos θ(X,X ′). (D.6)

As geodésicas sobre a esfera são seus grandes arcos (os meridianos), de modo que
a distância geodética entre dois pontos XA e X ′A em EdS4, formando entre si um
ângulo θ, é d(X,X ′) = Lθ(X,X ′). Usando (D.6), podemos escrever d(X,X ′) =
H−1Arc cos

(
H2δABX

AX ′B
)
, já que |X| = L = H−1 para X ∈ EdS4. Desfazendo
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a continuação anaĺıtica, voltamos a dS4 e temos que o arco de geodésica sobre o
hiperbolóide, separando os pontos XA, X ′A ∈ dS4, tem comprimento

γ(x, x′) = H−1Arc cos
(
H2ηABX

A(x)X ′B(x′)
)
, (D.7)

onde xµ indica um ponto sobre dS4, ou seja, com XA restrito ao hiperbolóide.
Note que o fato de ηAB não ser positiva definida faz com que o lado direito
seja complexo para pontos separados por um distância tipo-tempo. Para evitar
números imaginários, defina a função

z(x, x′) ≡ 1
2
(1 + cosHγ(x, x′)). (D.8)

Explicitamente,

z(x, x′) = 1
2

(
1 +H2ηABX

A(x)X ′B(x′)
)
, (D.9)

e calculando o quadrado da distância entre X e X ′,

(X −X ′)2 = ηAB(XA −X ′A)(XB −X ′B) = 2(1− z(x, x′))/H2, (D.10)

portanto z(x, x′) < 1 corresponde a uma separação tipo-espaço entre xµ e x′µ;
z > 1 a uma separação tipo-tempo; e se z = 0 ou 1, então xµ e x′µ estão separados
por uma distância nula.

No texto principal fazemos uso de z em coordenadas planas no tempo con-
forme. Usando a parametrização (D.6) na Eq.(D.10), após um pouco de álgebra
a expressão se simplifica consideravelmente, resultando em

1− z(x, x′) =
1

4ηη′
(
−(η − η′)2 + |x− x′|2

)
. (D.11)

Seja f(z) uma função que só dependa dos pontos x e x′ através da distância
covariante. O operador de Laplace se torna o operador diferencial em z (cf.
Folacci (1991))

�f(z) = −H2

[
z(1− z)

d2

dz2
+ 2(1− 2z)

d

dz

]
f(z). (D.12)
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Para a demonstração, fazemos a continuação anaĺıtica para EdS4; nas coordena-
das globais (D.2) que são as coordenadas usuais da esfera S4, com r = it

ds2 = dr2 + L2 cos2(r/L)
[
dχ2 + sen2 χ(dθ2 + sen2 θdφ2)

]
,

o operador � = gµν∇µ∇ν é simplesmente o Laplaciano em coordenadas esféricas,

� = ∂2
r + 3 cot r∂r + sen−2r∇2

S3 , (D.13)

onde ∇2
S3 é o Laplaciano em S3 e fizemos L = 1. É evidente que a separação entre

quaisquer pontos x, x′ ∈ S4 pode ser colocada em termos de, apenas, r, estando
fixos os outros ângulos (qualquer segmento de grande arco na esfera pode ser
usado para traçar o equador), assim se pode desconsiderar o último termo em
(D.13). Sem perda de generalidade, os ângulos χ, θ e φ podem ser colocados
todos iguais a zero. Assim, temos X0 = senr e X4 = cos r, de modo que a (versão
Euclidiana da) Eq.(D.9) dá z(x, x′) = 1

2
(1 + sen r sen r′ + cos r cos r′). A mesma

simetria permite que se fixe por fim um dos r sobre o equador; faça r′ = 0, com isso
z = 1

2
(1 + cos r). Efetuando essa troca de variáveis, o operador � = ∂2

r + 3 cot r∂r
fica escrito em termos de z como � = − [z(1− z)(d2/dz2) + 2(1− 2z)(d/dz)].
Devolvendo L = 1/H, esta é a fórmula (D.12). Escrita desta forma, trata-se
de uma equação explicitamente covariante, então válida em qualquer sistema de
coordenadas, e desfazendo a continuação anaĺıtica escrevemos � em dS4 como
função de z(x, x′).
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Apêndice E

Teorias Conformes

Um ‘transformação conforme’ entre dois espaços(-tempos) (M ,g) e (M̃ , g̃) é tal
que a métrica é preservada a menos de um ‘fator conforme’ multiplicativo:

g̃ab(x̃) = Ω2(x)gab(x). (E.1)

Assim, enquanto uma transformação de coordenadas (um difeomorfismo) deixa
invariantes as distâncias gab(x

a− ya)(xb− yb) entre os pontos xa e ya, uma trans-
formação conforme (um ‘conformofismo’) preserva apenas ângulos entre direções.

Vamos nos concentrar nos espaços planos Rn e M(n−1),1, com gab = δab ou ηab, e
dimensão n > 2. Efeitos de transformações conformes em espaços-tempos curvos
são descritos no Apêndice H. Aqui usamos ı́ndices latinos tanto para espaços
Euclidianos quanto pseudo-Euclidianos.

E.1 Transformações conformes de Rn e M(n−1),1

As transformações conformes de um espaço(-tempo) com dimensão n ≥ 3 são
composições de três operações fundamentais:

1. Difeomorfismos usuais, que preservam o produto interno gabx
axb, e que tem

fator conforme trivial Ω2 = 1. No espaço Euclidiano estes são as rotações e
translações de Rn; no espaço de Minkowski, as transformações de Poincaré.
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Estas transformações têm a forma geral

xi 7→ x′i = Ri
jx
j + ai, Ri

j ∈ O(n) (ou O(n− 1, 1)). (E.2)

2. Dilatações: o fator conforme é uma constante, Ω = 1/λ > 0. Trata-se,
portanto, de um rescalamento global das coordenadas:

xa 7→ x′a = λxa, λ > 0. (E.3)

3. ‘Transformações conformes especiais’: a transformação não trivial das co-
ordenadas de um espaço-tempo que satisfaz a condição (E.1) é

xa 7→ x′a =
xa − bax2

1− bixi + b2 x2
, (E.4)

para a qual o fator conforme tem a forma

Ω2(x) =
(
1− 2bix

i + b2x2
)2
. (E.5)

Pode-se interpretar mais facilmente o significado de (E.4) reescrevendo-a,

x′i/x′2 = −bi + xi/x2; (E.6)

ou seja, uma inversão (x 7→ 1/x) seguida de uma translação por um vetor
bi com dimensão [b] = [1/x].

Podemos sistematizar as transformações conformes (E.2)-(E.5) escrevendo

xa 7→ x′a = [RΩ]ab x
b, com com [RΩ]ab(x) = Ω−1(x)

(
∂x′a/∂xb

)
, (E.7)

e a condição

gabdx
′adx′b = Ω2gabdx

adxb requer [RΩ]ca [RΩ]cb = gab. (E.8)

A última igualdade é simplesmente RT · R = 1, logo R ∈ O(n). Isso deixa
evidente que as transformações conformes formam um grupo (que não é, todavia,
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O(n)). Para Ω = 1, [R1]ab são as translações e rotações (E.2) formando o grupo
O(n) n Tn. Para dilatações, temos simplesmente

[RD]ab = λδab para dilatações com Ω = 1/λ. (E.9)

As transformações conformes especiais não podem ser representadas diretamente
na forma (E.7) porque não são transformações lineares, mas sendo, entretanto,
equivalentes a uma composição de translações com inversões, cf. Eq.(E.6), é
suficiente que haja uma matriz [RΩ]ab correspondendo a estas últimas. A matriz
desejada, [RI ]

a
b(x) ≡ Iab(x), é

Iab(x) = gab − 2
x2x

axb. (E.10)

É imediato ver que x′a = Iabx
b = xa/x2. É fácil verificar que Iab ∈ O(n). Note que

Det I = −1 e, como era de se esperar, a inversão não pode ser deformada na matriz
identidade, mas uma transformação conforme especial, sendo uma composição de
duas inversões (e uma translação), sim.

***

As fórmulas (E.2)-(E.5) são obtidas através da integração (exponenciação)
das transformações infinitesimais correspondentes, que são por sua vez induzidas
por uma transformação de coordenadas x′i = xi + εi(x), sob a qual a métrica
g′ij = (∂xa/∂x′i)(∂xb/∂x′j)gab fica g′ij = gij − (∂iεj + ∂jεi) = Ω2gij, logo

∂iεj + ∂jεi = f(x)gij com f = (2/n)∂iε
i.

A última equação se obtém do traço da anterior. Derivando a primeira das
equações acima se obtém uma relação entre as derivadas segundas de εi e a deri-
vada primeira de f , que levam a

(n− 1)(n− 2)∂i∂jf = 0, e, tomando o traço, ∂2f = 0.

Portanto, para n ≥ 3, f deve ser no máximo uma função linear em x, e por con-
sequência εµ deve ser quadrática. Com alguma manipulação, se chega à seguinte
decomposição

εi = ai − ωijxj + λxi − (bi x
2 − 2xi bjx

j), (E.11)
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com ωij = −ωji. Aqui, os parâmetros são todos infinitesimais, e sua exponen-
ciação dá origem às transformações finitas (E.2)-(E.4). O primeiro termo, de
ordem zero em x, dá origem às translações, e o segundo termo, proporcional a ω,
dá as transformações de Lorentz quando exponenciado. O termo λxi dá origem
às dilatações e por fim o termo não linear entre parênteses gera as transformações
conformes especiais.

E.2 Álgebra de Lie

Uma ‘álgebra de Lie’ é um espaço vetorial V munido de uma operação interna
bilinear, antisimétrica, chamada de ‘parênteses de Lie’, ou ‘comutador’, denotada
por [·, ·], e que obedece a identidade de Jacobi:

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0, (E.12)

para A,B,C ∈ V . Dois exemplos t́ıpicos são V = R3, com [v,w] = v ×w; e V
igual ao espaço M(R, n) das matrizes reais n× n, com [A,B] = AB −BA.

Inserindo uma métrica em M(R, n), um grupo de Lie G pode ser encarado
como uma superf́ıcie suave neste espaço. Os vetores (que para grupos matriciais
como SO(n), SO(m,n), etc., são também matrizes) no espaço tangente TG ao
redor da origem (i.e. da matrix identidade I) são chamados de ‘geradores’ de G,
uma vez que para X ∈ TG o mapa exponencial expX dá uma matriz em G, e
portanto X é uma transformação infinitesimal correspondente a um elemento de
G. (O mapa exponencial de uma matriz X é definido como a série de potências
expX = 1 + 1

1!
X + 1

2!
X2 + · · · .) Para cada grupo G, os vetores geradores devem

obedecer algumas condições. Por exemplo, se G = SO(n), então os geradores X
são matrizes n×n antisimétricas. O espaço tangente TG ao redor da identidade,
munido com os parênteses de Lie na forma do comutador das matrizes em TG,
forma uma ‘álgebra de Lie, g, do grupo G’, completamente caracterizada pelos
parênteses de Lie de seus elementos, que deve ser uma operação fechada, isto
é, seu resultado é uma combinação linear de vetores Xa ∈ g, [Xa, Xb] = f cabXc,
determinada pelas ‘constantes de estrutura’ f cab.

Pode-se representar os geradores de uma álgebra de Lie através de um campo
vetorial em Rn associando a cada elemento X ∈ g o ‘campo vetorial linear’
VX ∈ Rn tal que para x ∈ Rn V i

X(x) = X i
jx
j. Este campo define um conjunto de

curvas integrais às quais é tangente, parametrizadas por algum parâmetro t ∈ R,
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e determinadas pela equação diferencial

dxi/dt = −X i
jx
j(t), cuja solução é imediata: x(t) = exp(−tX)x0, (E.13)

sendo x0 ≡ x(0). Isso permite representar os geradores de G como operadores
diferenciais. Para uma transformação infinitesimal de Rn induzida pelo gerador
X e parametrizada por t, a Eq.(E.13) mostra que o ponto x é mapeado em

δxi = x′i − xi = −(X̂ · xi) δt. (E.14)

Por exemplo, para uma translação infinitesimal, x′i = xi + ai δt, é imediato ver
que X̂ = −ai∂i; para uma rotação infinitesimal, x′i = xi + δt ωijxj, com ωij
antisimétrica, logo X̂ = −ωij 1

2
(xi∂j − xj∂i). Não é dif́ıcil verificar a validade de

(E.13); por exemplo uma translação finita é obtida do gerador −ai∂i pelo mapa
exponencial

exp(taj∂j)x
i ≡

(
1 + taj∂j + 1

2
t2ak∂k(a

j∂j) + · · ·
)
xi = xi + tajδij + 0 = xi + tai.

É costume redefinir os geradores trocando (E.14) por

x′i = (1 + iεATA)xi, (E.15)

onde A é um conjunto de ı́ndices e εA um conjunto de parâmetros infinitesimais.
Por exemplo, no caso da translação acima, iεA = aiδt, e TA = −i∂i. Com essa
convenção, para as transformações infinitesimais do grupo conforme (E.11), a
representação dos geradores como operadores diferenciais é

Jab = i (gac x
c∂b − gbc xc∂a)

Pa = −i∂a
D = −ixa∂a
Ka = −i

(
2gac x

cxb∂b − gbc xbxc∂a
)
.

(E.16)

Para transformações conformes do espaço Euclidiano Rn, gab = δab é a métrica
de Euclides, e Jab são os geradores das rotações. Mas as fórmulas acima são
válidas também em espaços pseudo-Euclidianos Rn

(p,q), como por exemplo Min-

kowski M (3,1) ≡ R4
(1,3), em que gab = ηab, e Jab são então transformações de
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Lorentz. Vale verificar como D gera as dilatações finitas. Usando (E.13),

exp(itD)xi ≡ (1 + txj∂j + 1
2
t2xk∂k(x

j∂j) + · · · )xi =

= xi + txi + 1
2
t2xk∂k(x

jδij) + · · · = et xi,

que é (E.3) com λ = et. Por fim, a álgebra de Lie dos geradores (E.16) pode ser
obtida aplicando-se seu comutador sobre uma função f em Rn; após um cálculo
tedioso se chega a

[Jab, Jcd] = −i (gacJcd − gbcJad + gadJcb − gbdJca) ;

[Jab, Pc] = −i (gacPb − gbcPa) ; [Jab, Kc] = −i (gacKb − gbcKa) ;

[Pa, Kb] = −2i (gabD + Jab) ; [Pa, D] = −iPa ; [Ka, D] = iKa ;

[Jab, D] = [Pa, Pb] = [Ka, Kb] = 0.

(E.17)

Repare que os comutadores da álgebra de Poincaré, Jab e Pa, junto com o ope-
rador de dilatação D, formam uma subágebra fechada, sendo então posśıvel uma
teoria ser covariante e invariante de escala, mas não invariante sob transformações
conformes especiais.

E.3 Campos conformes

A variação de um campo (clásico) Φ(x) sob uma transformação induzida por
(E.16) fornece uma nova representação do Grupo Conforme em termos dos ope-
radores GA tais que

Φ′(x′) = (1− iεAGA)Φ(x).

O apóstrofo em Φ′ indica que o grupo conforme age não somente sobre as coor-
denadas mas também sobre o próprio campo. Por exemplo, se Φ é um campo
vetorial, a atuação do subgrupo SO(n) (ou SO(n − 1, 1) induz uma rotação (ou
transformação de Lorentz). Em geral, ΦI(x) possui um ı́ndice spinorial I sobre
o qual atua uma representação de O(n) (ou SO(n − 1, 1)). Para encontrar a
representação GA é útil usar um método de indução (ver, e.g., Francesco et al.
(2012)), em que primeiro consideramos a transformação do campo sem mudança
de coordenadas. Escolhendo como ponto fixo a origem x = 0, a ação dos geradores
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sobre o campo Φ(0) (que é dito um ‘campo primário’) é

JIab ΦI(0) = SIab ΦI(0),

DΦI(0) = ∆̃ΦI(0),

KaΦI(0) = κaΦI(0).

Para formar uma representação do grupo conforme, os operadores κa, ∆̃ e SIab
satisfazem a álgebra (E.17), mas para Pa = 0, i.e.

[SIab, S
I
cd] = −i

(
gacS

I
cd − gbcSIad + gadS

I
cb − gbdSIca

)
;

[SIab, κc] = −i (gacκb − gbcκa) ;

[κa, ∆̃] = iκa ; [SIab, ∆̃] = [κa, κb] = 0.

(E.18)

Uma vez que [SIab, ∆̃] = 0, pode-se mostrar que ∆̃ ≡ −i∆I é um múltiplo da
matriz identidade I, o que por sua vez força κa = 0 (já que [κa, ∆̃] = iκa).

Para encontrar a ação dos geradores sobre Φ(x), fora da origem, se utiliza
o gerador de translações Pa, já que Φ(x) = exp(−ixaPa)Φ(0). Assim, em x,
cada operador O atua como exp(ixaPa)O exp(−ixaPa), o que pode ser avali-
ado usando a álgebra (E.17) (e a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff), e.g.
exp(−ixaPa)D exp(ixaPa) = D + xaPa. Calculando as translações de Jab e Ka,
chegamos a

JIab ΦI(x) =
[
i(xa∂b − xb∂a) + SIab

]
ΦI(x),

DΦI(x) = −i [xa∂a + ∆] ΦI(x),

KaΦI(x) =
[
−2ixax

b∂b + ix2∂b − 2ixa∆ + xaSIab
]

ΦI(x).

(E.19)

Estaremos interessados principalmente em campos escalares, para os quais
SIab = 0. O efeito de uma transformação finita é obtido a partir da exponenciação
de (E.19), que leva a

Φ′(x′) =
∣∣∂x′/∂x∣∣−∆/n

Φ(x), ou Φ′(x′) = Ω∆(x) Φ(x), (E.20)

onde
∣∣∂x′/∂x∣∣ = Det [∂x′i/∂xj] = Ω−n(x) é o Jacobiano da transformação (E.1).
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Em particular, para uma dilatação (E.3),

Φ′(λx) = λ−∆Φ(x). (E.21)

O número (real) ∆ é, por isso, chamado de ‘dimensão conforme’, ou ‘dimensão
de escala’ do campo Φ(x), que é dito um campo ‘quase-primário’. Numa teoria
de campos quase-primários, uma transformação de escala mapeia a parte cinética
da ação em

∫
dnx gab∂aΦ∂bΦ 7→

∫
dnx
∣∣∣∂x′
∂x

∣∣∣Ω2 gabλ−2∆∂aΦ∂bΦ =

∫
dnxλn λ−2 gabλ−2∆∂aΦ∂bΦ.

Para que haja simetria conforme a ação deve permanecer invariante e, portanto,
as potências de λ devem todas se cancelar: n− 2− 2∆ = 0. Ou seja, uma teoria
escalar só é invariante conforme para campos de dimensão conforme

∆ = (n− 2)/2. (E.22)

Além disso, termos de interação polinomais gp
∫
dnxΦp se transformam como

∫
dnxΦp 7→

∫
dnxλnλ−p∆Φp,

de onde se conclui que em n dimensões a única interação invariante de escala tem
p = n/∆, ou, usando (E.22),

V = g

∫
dnxΦ2n/(n−2). (E.23)

*
O tensor de energia-momento

Considere uma teoria com ação S[Φ] funcional de campos Φ e suas derivadas
primeiras, e invariante sob transformações conformes. Assim, por hipótese, a
ação é invariante sob translações infinitesimais xa 7→ xa + εa, com εa constante,
e portanto se xa 7→ xa + εa(x), a variação de S só pode depender então das
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derivadas ∂bεa(x),

δS =

∫
dnxT ab(x)∂aεb(x). (E.24)

O tensor T ab é o tensor de energia-momento da teoria. Impostas as equações de
movimento (i.e. ‘on-shell’ ), δS = 0 para variações arbitrárias, e com isso uma
integração por partes leva a

∂aT
ab = 0. (E.25)

Para transformações de Lorentz ou rotações infinitesimais, εa = ωabx
b, com ωab

antisimétrica, e portanto covariância da ação requer

δS =

∫
dnxT ab∂aεb =

∫
dnxT abωab = 0, logo T ab = T ba. (E.26)

E uma dilatação corresponde a εa = λxa, portanto

δS =

∫
dnxT ab∂aεb = λ

∫
dnx gabT

ab,

e invariância de escala requer que o traço se anule:

gabT
ab = 0. (E.27)

Invariância sob transformações conformes especiais não impõe nenhuma nova
condição. De fato, para εb = bb x

2 − 2xb bcx
c,

δS =

∫
dnxT ab(2xabb−2bcx

cgab−2baxb) = 2

∫
dnx

[
(xabb−baxb)T ab−bcxcT aa

]
= 0,

onde usamos (E.26) e (E.27).
A simetria de T ab permite reescrever (E.24) como

δS =
1

2

∫
dnxT ab(∂aεb + ∂bεa) = −1

2

∫
dnxT abδgab,
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onde na última igualdade usamos a variação da métrica sob uma troca infini-
tesimal de coordenadas, e com isso o tensor de energia-momento fica dado pela
Eq.(A.9),

Tab ≡ −2δS/δgab. (E.28)

Por fim, note que como ∂aεb possui dimensão zero, a dimensão canônica de T ab

deve ser tal que cancele a dimensão de dnx, ou seja:

∆T = n. (E.29)

E.4 Funções de correlação

A quantização da teoria promove os campos a operadores. Considere uma teoria
cuja ação (clássica) é invariante conforme, e contenha um conjunto de campos
{Φ}, dos quais um subconjunto {φA(x)} são campos quase-primários, e os outros
posśıveis campos se possa expressar como uma combinação linear dos φA e suas
derivadas. Assumindo a existência de um vácuo |0〉 invariante sob transformações
conformes, i.e. D|0〉 = 0, Jab|0〉 = 0, Ka|0〉 = 0, etc., a função de correlação de p
pontos é dada pela integral funcional(com Z ≡

∫
[DΦ] e−S[Φ])

〈φ1(x1) · · ·φp(xp)〉 =
1

Z

∫
[DΦ] φ1(x1) · · ·φp(xp) e−S[Φ]. (E.30)

O requerimento de invariância sob o grupo conforme é extremamente restritivo
e permite que se determine completamente a forma das funções de 2- e 3-pontos
apenas com argumentos de simetria. Para a função de dois pontos

G(x1, x2) ≡ 〈φ1(x1)φ2(x2)〉 =
1

Z

∫
[DΦ] φ1(x1)φ2(x2) e−S[Φ]. (E.31)

(Vamos considerar sempre campos escalares quase-primários.) Em primeiro lugar,
invariância sob rotações ou transformações de Lorentz (para a quais o Jacobiano
é unitário) e sob translações implica que 〈φ1(x1)φ2(x2)〉 = G(|x1 − x2|) só pode
depender da distância covariante entre os dois pontos. Sob uma transformação
conforme vale (E.20). A ação é supostamente invariante e assumimos que a
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medida de integração [DΦ] também o seja, de forma que

〈φ1(x′1)φ2(x′2)〉 =
1

Z

∫
[DΦ]

∣∣∂x′1/∂x1

∣∣−∆1/nφ1(x1)
∣∣∂x′2/∂x2

∣∣−∆2/nφ2(x2) e−S[Φ].

Os Jacobianos são funções apenas das coordenadas, e saem da integral funcional
(em Φ), de onde se conclui que

〈φ1(x′1)φ2(x′2)〉 =
∣∣∂x′1/∂x1

∣∣−∆1/n
∣∣∂x′2/∂x2

∣∣−∆2/n〈φ1(x1)φ2(x2)〉. (E.32)

Para uma transformação de escala com x′ = λx, temos
∣∣∂x′/∂x∣∣ = λn, logo

G(λ|x1 − x2|) = λ−(∆1+∆2)G(|x1 − x2|)

é uma função homogênenea de uma variável real x12 ≡ |x1−x2| e grau−(∆1+∆2).
Pelo teorema de Euler1

〈φ1(x1)φ2(x2)〉 =
C12

|x1 − x2|∆1+∆2
. (E.33)

Aplicando agora uma transformação conforme especial, Eqs.(E.4) e (E.5), e sa-
bendo que vale (E.33), a fórmula (E.32) dá

C12

|x1 − x2|∆1+∆2
=

(Ω1Ω2)(∆1+∆2)/2

Ω∆1
1 Ω∆2

2

× C12

|x1 − x2|∆1+∆2
,

onde Ω(x) = 1 − bax
a + b2x2. Ou seja, a constante C12 deve ser zero a menos

que seja ∆1 = ∆2 = ∆, caso em que o fração extra do lado direito se torna 1.
Portanto, com base apenas nas simetrias conformes, a função de 2-pontos de dois
operadores quase-primários é

〈φ1(x1)φ2(x2)〉 =

{
C12

|x1−x2|2∆ se ∆1 = ∆2 = ∆

0 se ∆1 6= ∆2

. (E.34)

1Se G(zi) = λ−kG(kzi) é uma função homogênea de grau k, então zi∂G/∂zi = kG. Para
uma função de uma variável apenas, a equação pode ser imediatamente integrada, resultando
em G = constante× zk.
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A determinação da função de 3-pontos segue a mesma lógica. Invariância de
translação e rotação faz com que

〈φ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)〉 ≡ G(x12, x23, x31), onde xab ≡ |xa − xb|,

e a invariância de dilatação,

G(λx12, λx23, λx31) = λ−(∆1+∆2+∆3)G(x12, x23, x31),

implica que

G(x12, x23, x31) =
C123

xα12 x
β
23 x

γ
31

, com α + β + γ = ∆1 + ∆2 + ∆3.

Por fim a simetria conforme especial fornece um sistema linear que fixa os expo-
entes α, β e γ em termos dos ∆i. O resultado final é que

〈φ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)〉 =
C123

x∆1+∆2−∆3
12 x∆2+∆3−∆1

23 x∆3+∆1−∆2
31

. (E.35)

Para funções de n-pontos com n > 3 as restrições de simetria sob as trans-
formações conformes não são suficientes para determinar completamente a de-
pendência em xi porque com 4 pontos se pode construir as ‘razões anarmônicas’

ξ = (x12x34)2/(x13x24)2 e ζ = (x12x34)2/(x23x34)2,

que são por si só invariantes conformes. Com isso dada alguma G(x1, · · · , xn)
invariante, há sempre a liberdade de multiplicá-la por outra função arbitrária
f(ξ, η), pois f(ξ, ζ)G(x1, · · · , xn) também será invariante conforme.

*
Campos Tensoriais

Se ΦI(x) é um campo quase-primário tensorial, com I indicando um conjunto
de ı́ndices sobre os quais atua O(n) (ou O(n− 1, 1)), então

Φ′I(x′) = Ω−∆/nΛIJ [RΩ] ΦJ (x), com Ω =
∣∣∂x′/∂x∣∣,
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onde ΛIJ [RΩ] é a representação adequada de O(n) (ou do grupo de Lorentz)
quando R é uma rotação. (Cf. (E.7) e discussão subsequente.) Por exemplo,
para campos vetoriais I = a, e ΛIJ = Ra

b ∈ O(n); para um campo tensorial T ab,
I = ab, e ΛIJ = Ra

c Rb
d, etc.

A regra obtida para o campo escalar (caso em que Λ = 1), Eq.(E.34), implica
que a função de 2-pontos para dois campos de mesma dimensão ∆ tem a forma

〈ΦI11 (x1)ΦI22 (x2)〉 = 1
x2∆

12
P I1I2(x12),

com a condição de invariância conforme do tensor P expressa evidentemente por

ΛI1J1 [R(x1)] ΛI2J2 [R(x2)] PJ1J2(x12) = P I1I2(x′12) = P I1I2(λx12) = P I1I2(x12).

Uma solução dessa equação é

P I1I2(x12) = ΛI1J1 [I(x12)]GJ1I2 , (E.36)

onde GI1I2 é invariante sob rotações R:

ΛI1J1 [R] ΛI2J2 [R]GJ1J2 = GI1I2 , (E.37)

como se pode verificar; cf. Osborn & Petkou (1994).
A primeira conclusão que se tira da fórmula (E.36) é de que a função de

correlação de campos com spin diferente (i.e. com I1 6= I2) é sempre zero, já
que nesse caso não existe G que satisfaça a condição (E.37). E.g. para um
campo vetorial e um tensor, 〈φaT cd〉 = 0. Para ı́ndices vetoriais, I = a, a
representação é trivial, Λa

b = Ra
b, logo ΛIJ [I(x12)] = Iab(x12). Nesse caso um

tensor Gab invariante sob rotações (ou transformações de Lorentz) é simplesmente
a métrica, e a Eq.(E.36) fornece diretamente a função de correlação para dois
campos vetoriais φa

〈φa1(x′1)φb2(x′2)〉 =
C

x2∆
12

Iab(x12), (E.38)
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se ∆1 = ∆2, ou zero se ∆1 6= ∆2. Note que Iab pode ser escrito na forma

Iab(x12) = 1
2
x2

12 ∂
a
1∂

b
2 log x2

12. (E.39)

Também nos interessa a função de 2-pontos do tensor de energia-momento.
Na representação tensorial de grau 2,

ΛIJ [RΩ(x)] = Λab
cd[RΩ(x)] = [RΩ(x)]ac[RΩ(x)]bd,

logo (E.36) fica
P abcd(x12) = Iac(x12) Ibd(x12)Gabcd,

com o tensor Gabcd formado por combinações lineares da métrica. Para T ab

simétrico Gabcd deve ser simétrico nos pares ab e cd, logo

Gabcd = 1
2
(gacgbd + gadgbc) + α gabgcd. (E.40)

Para gabT
ab = 0, Gabcd deve ter traço total nulo e portanto α = −1/n. Assim, (e

notando que gcdI
acIdb = gac)

〈T ab(x1)T cd(x2)〉 =
C

x2∆
12

[
1

2

[
Iad(x12) Ibc(x12) + Iac(x12)Ibd(x12)

]
− 1

n
gabgcd

]
. (E.41)

E.5 Teorias conformes perturbadas

Nesta seção, em especial, trabalhamos em n = 3 dimensões.
Pode-se perturbar uma teoria conforme com a inserção de um operador O(x)

com acoplamento g(x),

SpCFT = SCFT +

∫
d3x gO(x), (E.42)

o que equivale a inserir mais uma fonte −g na função de partição (13.35),

Z[J, g] =
∫

[DO] exp
[
−SQFT +

∫
d3x J(x)O(x)−

∫
d3x gO(x)

]
.
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Expandindo exp−
∫
d3xgO, as funções de correlação da teoria perturbada, e.g.

〈O(x1)O(x2)〉 = δ2Z/δJ(x1)δJ(x2)|J=g=0, são dadas em função das correlações
da CFT,

〈O(x1)O(x2)〉 = 〈O(x1)O(x2)〉CFT +

∫
d3x′g〈O(x1)O(x2)O(x′)〉CFT + · · ·

Uma maneira eficiente de se calcular 〈O(x1)O(x2)〉 sem somar essa série é através
do formalismo do Grupo de Renormalização (de Wilson).

Considere a função de 2-pontos G(r; g) de um operador que, na teoria con-
forme, possui dimensão conforme ∆. Aqui, r ≡ |x1−x2|. Sob uma transformação
de escala, por definição, G(r/λ; 0) = λ−2∆G(r; 0). Suponha válida essa lei de es-
cala na teoria perturbada, com g 6= 0. Em uma transformação infinitesimal
λ = eε ≈ 1 + ε, defina a função1

β ≡ − ∂g

∂ log λ
, (E.43)

de forma que

G(r; g) = λ2∆G(r/λ; g(λ)) = (1− 2∆ε)G
(
(1− ε)r; g0 − βε

)
,

com g0 ≡ g|ε=0. Expandindo G na última igualdade, obtém-se

(
r
∂

∂r
+ β(g)

∂

∂g
+ 2∆

)
G(r; g) = 0. (E.44)

Na pCFT, a dimensão conforme ∆ passa a depender da escala. Por inspeção da
Eq.(E.42) vê-se que, se a perturbação não quebrasse a simetria conforme então
g se rescala como g 7→ λ∆−3. Assim, sob uma transformação infinitesimal, δg =
−(∆ + 3)ε, o que, com a Eq.(E.43) mostra que ∆ = 3 + β/g. Perto do ponto
conforme, ambos g e β tendem a zero, e a dimensão conforme do operador,

∆ = 3 + ∂β/∂g, (E.45)

1Note que a função beta definida aqui tem o sinal oposto da função beta holográfica (13.50);
por isso diz-se que na holografia há um “fluxo inverso” do GR.
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depende da ‘dimensão anômala’ γ(g) ≡ ∂β/∂g. A equação completa é então

[
r
∂

∂r
+ β(g)

∂

∂g
+ 6 + 2γ(g)

]
G(r; g) = 0, (E.46)

uma ‘equação de Callan-Symanzik’.
Se β = 0, e constante, a solução da equação de Callan-Symanzik é trivial:

G(r; 0) = c/r2∆, que é o comportamento correto da função de correlação na
CFT. Logo β 6= 0 caracteriza a perturbação da CFT é uma função beta não nula.
É costume introduzir a seguinte nomenclatura: O valor de g = g∗ para o qual
β(g∗) = 0 é chamado de ‘ponto fixo’ da teoria. Expandindo ao redor de um ponto
fixo, com ∂β/∂g = γ,

βO(g) = γ(g∗)(g − g∗) + · · · = λ∂g/∂λ.

Se γ(g∗) > 0, então ∂g/∂λ ≶ 0 para g ≶ g∗ e, portanto, à medida que λ cresce
g → g∗. Como o crescimento de λ equivale ao infravermelho (‘infrared), i.e.
grandes comprimentos de onda, diz-se que g∗ é um ponto fixo estável no IR. Caso
contrário, se γ(g∗) < 0, então g → g∗ à medida que λ diminui, o que equivale ao
ultravioleta, e diz-se que o ponto cŕıtico é estável no UV.

Considere um ponto fixo, por exemplo, estável no UV, e um operador O com
γ < 0. A dimensão ∆O(gUV ) < 3, e o procedimento de renormalização, ao
diminuir a escala λ, faz com que o termo perturbativo

∫
d3x gO(x) na Eq.(E.42)

aumente, perturbando ainda mais a teoria e a distanciando do ponto fixo. Diz-
se nesse caso que O é um operador ‘relevante’ (no UV). Por outro lado, um
operador O′, que possua γ′ < 0, terá ∆O′ > 3, e ao se diminuir a escala o termo∫
d3x gO(x) será proporcional a uma potencia positiva de λ e portanto tende a

zero. Por isso O′ é incapaz de afastar a teoria do ponto fixo UV, e diz-se que se
trata de um operador ‘irrelevante’.

A Eq.(E.46) rege a maneira como a teoria perturbada caminha entres pontos
fixos à medida que se efetua tranformações de escala, um processo conhecido
como ‘fluxo do grupo de renormalização’, o nome sendo herdado da TQC. (Ver,
e.g. Peskin & Schroeder (1995); Zinn-Justin (2002).)

*
Solução da Equação de Callan-Symanzik

Tome a transformada de Fourier G(k; g) = 1
(2π)3

∫
d3xG(r;φ)e−ik·x, que satis-
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faz (note que se trata de transformadas de Fourier de funções pramente radiais)

[
−k ∂

∂k
+ β(g)

∂

∂g
+ 3 + 2γ(g)

]
G(k; g) = 0, (E.47)

onde k ≡ |k|. Introduza o ‘acoplamento fluido’ (porque flui com o fluxo do GR;
em inglês, ‘running coupling’ )

ḡ(k/a; g) tal que k∂ḡ/∂k = β(ḡ), (E.48)

e a escala M tal que ḡ(M ; g) ≡ g. A solução de (E.47) é dada por

G(k; g) = k3G0(ḡ) exp

[
2

∫ ḡ(M ;g)

ḡ(k/a;g)

du
γ(u)

β(u)

]
, (E.49)

e podemos usar a relação (E.48) para realizar uma mudança de variáveis,

G(k; g) = k3G0(ḡ) exp

[
2

∫ k′=k

k′=aM

d log

(
k′

aM

)
γ(ḡ)

]
. (E.50)

Para verificar que as fórmulas acima são de fato soluções de (E.47), é útil escrever
(E.48) como

∫ ϕ̄(k/a,ϕ)

ϕ̄(M,ϕ)

du/β(u) =

∫ k′=k

k′=aM

d log

(
k′

aM

)
=

∫ k′=k

k′=aM

dk′/k′, (E.51)

de cujas derivadas1 se deduz que ∂ϕ̄/∂ϕ = β(ϕ̄)/β(ϕ).

1Usando a Regra de Leibniz (não confundir com o teorema de Newton, sob risco de ofender
os mortos) para a derivada de uma integral:

d

dx

∫ b(x)

a(x)

dt f(x, t) = f(x, b(x))b′(x)− f(x, a(x))a′(x) +

∫ b(x)

a(x)

dt
∂f(x, t)

∂x
.
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Apêndice F

Equação de estado para um gás

de p-branas

Desejamos aqui encontrar a equação de estado para um gás de p-branas em um
espaço-tempo com d + 1 dimensões. Seguimos de perto a dedução apresentada
por Boehm & Brandenberger (2003).

Sejam xµ, com µ = 0, 1, · · · , d coordenadas no espaço-T sobre o qual se move
uma p-brana B com coordenadas intŕınsecas σA, A = 0, 1, · · · , p, em sua folha-
de-mundo. Se gµν é a métrica do espaço-T, a métrica induzida em B é γAB =
gµνX

µ
,AX

ν
,B, onde Xµ(σ) são as coordenadas de B. A ação de Dirac-Born-Infeld

é o volume de B,

Sp = −Tp
∫
dp+1σ e−φ |γ|1/2, (F.1)

onde φ é o dilaton e Tp a tensão. Vamos considerar um regime em que o dilaton
é constante definir a tensão efetiva τp = Tpe

−φ = Tp/gs, onde gs é o acoplamento
de cordas. Escreva a ação como uma integral sobre o espaço-tempo,

Sp = −τp
∫
dd+1x

[∫
dp+1σ |γ(σ)|1/2 δd+1(xµ −Xµ(σ))

]
.
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O tensor de energia-momento de B é então dado pela fórmula usual,

T µν(x) = −2|g|−1/2δSp/δgµν , ou δSp = −1
2

∫
dd+1x T µνδgµν .

A dependência em gµν se encontra na métrica induzida; temos δ
√
−γ = 1

2

√
−γδγAB,

e δγAB/δgµν = Xµ
,AX

ν
,B, logo

T µν(x) = −τp
∫
dp+1σ |γ(σ)|1/2 γABXµ

,AX
ν
,B δ

d+1(xµ −Xµ(σ)).

A densidade energia ρ da brana é dada pela componente T 00, e seu vetor
momento por T 0j. Assim como a ação de Nambu-Goto, (F.1) é invariante por
reparametrizações da folha-de-mundo, e podemos escolher as p + 1 coordenadas
σA tais que

σ0 = X0, γ00 = −
√
−γ, γ0a = 0

com a = 1, · · · , p. Nesse calibre, T 00(x) = τp
∫
dp+1σ δd+1(xµ−Xµ(σ)); escrevendo

explicitamente a função delta,

T 00 = τp
∫
dp+1σ δd(xj −Xj(σ))δ(x0 − σ0),

e integrando sobre σ0 temos a densidade de energia

ρ = τp

∫
dpσ δd(xj −Xj(σ)), e E =

∫
ddx ρ(xj) = τpVp, (F.2)

é a energia total da brana, com Vp =
∫
dpσ o volume da folha-de-mundo de B.

Num espaço-tempo com seções espaciais compactas (e.g. um toro) Ep é finita;
note que τp pode ser portanto interpretada como a densidade volumétrica de
energia. O vetor (densidade espacial de) momento πj é dado por T 0j. No calibre
escolhido, γABX0

,AX
j
,B = γ00Xj

,0 = −Ẋj/
√
−γ, logo

T 0j = τp
∫
dpσ Ẋj δd(xj −Xj(σ)), e Πj = τp

∫
dpσ Ẋj

é o momento total, Πj =
∫
ddxπj.

A pressão é obtida a partir da média espacial do traço gijT
ij. Precisamos

calcular γABX i
,AXi,B; no calibre escolhido, em que σ0 = X0, temos X0

,a = 0 =
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∂σ0/∂σa = 0 por construção, logo γab ≡ gµνX
µ
,aX

ν
,b = gijX

i
,aX

j
,b; contraindo

essa igualdade com γab, temos γabγab = γabX i
,aXi,b. Agora,

γABX i
,AXi,B = γ00X i

,0Xi,0 + γabX i
,aXi,b = γ00Ẋ2 + γbaγab,

pois γ0a = 0. Como γbaγab = δaa = p, T ii = τp
∫
dpσ

[
Ẋ iẊi + p|γ| 12

]
δd+1(xµ −

Xµ(σ)), e como −
√
−γ = γ00 = Xµ

,0Xµ,0 = −1 + Ẋ2, temos finalmente

T ii = τp

∫
dpσ

[
(p+ 1)Ẋ iẊi − p

]
δd+1(xµ −Xµ(σ)).

Tomando a média 〈T ii〉 sobre as posições “espaciais” σa sobre a brana, a veloci-
dade (transversal) 〈Ẋ iẊi〉 se torna independente de σa e sai da integral; obtemos
assim a pressão P ≡ 〈T ii〉/d

P ≡ 1
d
〈T ii〉 =

[
(p+ 1)〈Ẋ iẊi〉/d− p/d

]
τp

∫
dpσδd+1(xµ −Xµ(σ)).

A integral restante é simplesmente a densidade de energia (F.2), e com isso temos
a equação de estado

P/ρ = wp, com wp =
(p+ 1)

d
v2 − p

d
, (F.3)

onde v2 é a velocidade média quadrada de um ponto na brana.
No espaço-tempo quadridimensional, d = 3. No limite ultrarelativ́ıstico, v2 ≈

1, e wp ≈ 1/3 logo branas com qualquer p se comportam como um gás de radiação.
No limite não relativ́ıstico, com v2 ≈ 0, temos

wp = −1
3
p. (F.4)

Há três valores posśıveis para p em seções espaciais tridimensionais, p = 1, 2, e 3.
Uma 3-brana ocupa todo o espaço-tempo, e tem w = −1, sendo equivalente a uma
constante cosmológica. Uma 2-brana aparece como uma membrana nas seções
espaciais (e forma uma folha-de-mundo tridimensional no espaço-tempo), o que
se costuma chamar de parede de domı́nio. Uma 1-brana é uma corda cósmica.
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Apêndice G

Teorema de área e a entropia

generalizada na cosmologia

Aqui damos uma descrição do argumento de Bousso & Engelhardt (2015a) para o
crescimento das áreas das superf́ıcies marginalmente anti-capturadas que folheiam
uma tela holográfica pretérita. Em seguida, indicamos como esse teorema pode
ser usado na definição de uma segunda lei generalizada em espaços cosmológicos
(Bousso & Engelhardt (2016)).

G.1 Definições — telas holográficas

— Em um espaço-tempo esfericamente simétrico, por um ponto p passam quatro
famı́lias de geodésicas nulas, classificadas pelas direções de acordo com a Fig.G.1:
(1) Passado exterior, (2) Passado interior, (3) futuro exterior, (4) futuro inte-
rior. Uma superf́ıcie B de codimensão 2 é dita ‘normal’ se as geodésicas futuro
interior γ− e futuor exterior γ+ possuem expansão θ± ≷ 0, como na Fig.G.1(a).
Isso quer dizer que raios de luz emitidos na superf́ıcie B em direção ao seu in-
terior convergem, enquanto raios emitidos em direção ao seu exterior divergem.
Este é o comportamento intuitivo, que ocorre na ausência de gravidade, e dáı a
nomenclatura.

— Por outro lado, uma superf́ıcie σ de codimensão 2 é dita ‘marginalmente
anti-capturada’ (‘marginally anti-trapped’) se θ+ > 0 mas θ− = 0, como na
Fig.G.1(b). Nesse caso, os raios de luz emitidos em σ em direção ao exterior
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Figura G.1: Diagramas conformes para espaços esfericamente simétricos mos-
trando as famı́lias de geodésicas nulas para (a) Uma superf́ıcie normal B; (b)
Uma superf́ıcie σ marginalmente anti-capturada.

divergem normalmente; porém os raios em direção ao interior param de convergir,
localmente. O termo ‘marginalmente’ denota a situação limite; uma superf́ıcie é
dita ‘anti-capturada’ se θ− > 0, caso em que as geodésicas nulas γ− divergem em
ambas as direções, isolando causalmente um observador no interior da superf́ıcie
da região exterior.

— Uma hipersuperf́ıcie H , de codimensão 1, é uma ‘tela holográfica pretérita’
(‘past holographic screen’) se é folheada por superf́ıcies marginalmente anti-
capturadas.

(Essas definições são relevantes em espaços cosmológicos. Conceitos análogos,
com ı́ndices + trocados por − e > por < são utilizados no contexto de buracos
negros; diz-se então ‘superf́ıcie capturada’ e ‘tela holográfica futura’.)

G.2 Teorema para o crescimento da área

Teorema
Em uma tela holográfica pretérita H , as áreas de suas superf́ıcies

marginalmente anti-capturadas σ crescem monotonicamente, para o futuro em
segmentos tipo-tempo e para o exterior em segmentos tipo-espaço.
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O detalhe importante é o aumento monotônico. Com as adaptações ne-
cessárias (futuro → passado, etc.), o teorema também é válido para telas ho-
lográficas futuras, que surgem no contexto de colapso gravitacional e são o caso
analisado em mais detalhes por Bousso & Engelhardt (2015a). Aqui, como já
vimos fazendo, adaptamos todas as pequenas demonstrações para o caso de telas
holográficas pretéritas, que são do nosso interesse cosmológico. Com essa ressalva,
toda a discussão e os exemplos abaixo seguem de perto o artigo citado.

𝜎

𝜎

H

𝛿A>0

𝛿A=0

𝜎1

𝜎2 𝜃–=0 𝜃+>0

𝜎

𝜎3 𝜎4

𝛿A=0𝛿A>0

Figura G.2: Tela holgráfica H para um universo de Friedmann desacelerado; H
é uma superf́ıcie tipo-tempo. A área das folheações σ cresce na direção das setas.
Por definição, todas as folhas σ (superf́ıcies espaciais bidimensionais que folheiam
H ) são superf́ıcies marginalmente anti-capturadas, logo a expansão da direção
interior futura é zero. Vê-se também a construção geométrica (deformações da
superf́ıcie nas direç oes nulas) que demonstram que a área de uma tela holográfica
pretérita sempre cresce para o futuro num segmento tipo-tempo, e para o exterior
num segmento tipo-espaço.

Em espaços esfericamente simétricos é fácil entender o que acontece. Em
segmentos tipo-tempo de H , a área das seções σ cresce para o futuro porque se
pode deformar infinitesimalmente a superf́ıcie ao longo das direções nulas, como
na Fig.G.2. Saindo de σ1, com área A1, e deslocando-se na direção nula exterior,
por ser θ+ > 0, chega-se a uma superf́ıcie com área A′ = A1 + δA > A1. Dáı
se prossegue para σ2 na direção nula interior em que θ− = 0 e, portanto, não
há perda ou ganho de área, de modo que ao fim A2 = A′ > A1. Enfatizamos
que o processo deve ser encarado como um limite em que δA → 0. De forma
completamente análoga, um segmento tipo-espaço de H teria área aumentando
na diereção exterior. Portanto a monotonicidade em segmentos tipo-espaço e
em segmentos tipo-tempo está garantida. Basta demonstrar que é imposśıvel
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que uma tela holográfica apresente uma esquina entre os dois tipos de segmento
que viole a monotonicidade, como por exemplo na Fig.G.3(a). Na vizinhança de
uma esquina desse tipo há uma folha-de-luz N que parte de uma das superf́ıcies
σ1 ∈ H , onde, por definição sua expansão é θ1 = 0. A mesma folha-de-luz
intersecta H uma segunda vez na superf́ıcie σ2 onde, também por definição,
θ2 = 0. Isso leva a uma contradição, porque a expansão de uma mesma folha-
de-luz se anular em dois pontos diferentes viola as condições nula e genérica de
energia, que são assumidas para a validade do teorema.

𝜃>
0

𝜃<
0

𝜃=0
𝜃=0

𝜃=0

𝜃=0

N

𝜎1

𝜎2

(a)

𝜃–<0 𝜃+=0

𝜎

(b)

Figura G.3: (a) Formato de segmento de tela holográfica que viola a monoto-
nicidade do aumento da área das folhas. As quatro folhas de luz partindo de
cada superf́ıcie σ ∈H têm expansão θ como indicado no canto esquerdo inferior.
Portanto na vizinhança da esquina há uma folha de luz N (linha pontilhada) em
que a expansão se anula em dois pontos diferentes. (b) Tela holográfica futura no
colapso de uma esfera de poeira (região cinza) formando um buraco negro. Em
uma tela holográfica futura, as superf́ıcies σ são marginalmente capturadas: por
definição, a folha de luz com expansão nula é na direção futura e exterior, como
indicado no canto direito.

No exemplo mostrado na Fig.G.2, H é inteira tipo-tempo e pode parecer des-
necessário considerar esquinas entre segmentos de duas naturezas causais diferen-
tes, mas nem sempre é esse o caso. Na Fig.G.3(b) mostramos o exemplo de um
colapso de Oppenheimer-Snyder, em que H é uma tela holográfica futura, folhe-
ada por superf́ıcies marginalmente capturadas (e completamente contida dentro
do horizonte de eventos). Na região preenchida por poeira, H é tipo-tempo (e as
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áreas aumentam na direção do passado), mas na região onde há vácuo H passa
a ser tipo-espaço; a junção é tal que não viola a monotonicidade do aumento das
áreas.

A demonstração completa do teorema, na ausência de simetria esférica, é
bastante elaborada, e se encontra em Bousso & Engelhardt (2015b).

G.3 SLG na cosmologia

Uma tela-Q pode ser vista como uma tela holográfica em que, em vez de se
extremizar a expansão θ em uma das direções nulas, se extremiza a expansão
quântica Θ, definida em (5.37),

Θk[σ; y] ≡ lim
δA→0

(4/δA)(dSgen/dλ)
∣∣∣
y
,

e, portanto, a entropia generalizada. Mais precisamente, para cada σ há duas
direções nulas futuras, ver Fig.G.4; se Θk = 0 sobre toda σ, então diz-se que σ é
uma ‘superf́ıcie quântica marginal’. Se na direção nula oposta, Θl[σ] > 0, então
σ é uma ‘superf́ıcie quântica marginalmente anti-capturada’. Uma tela-Q é, por
definição, uma hipersuperf́ıcie Q folheada por supef́ıcies quânticas marginais. Se
for folheada por superf́ıcies quânticas marginalmente anti-capturadas, Q é uma
‘tela-Q pretérita’. (Como no caso clássico, há definições análogas para uma tela-Q
futura, mais relevante no caso de buracos negros.)

Em casos esfericamente simétricos, o crescimento de Sgen ao longo de Q pode
ser demonstrado do mesmo jeito que se mostrou o teorema das áreas no §G.2,
com pequenas deformações em zigue-zague ao redor de Q. Nesses casos, em geral
Q fica mais próxima da origem (tem um raio menor) do que H , como mostrado
na Fig.G.4. O motivo é que a tela holográfica clássica, H , é encontrada sob a
condição de que dA = 0, e a tela-Q se obtém de

d(A/4 + Sex) = 0.

Olhe para σ1 ⊂ H , que divide uma superf́ıcie de Cauchy Σ. Por definição,
a variação da área de σ1 na direção kµ é zero. Deslocando-se nessa direção,
e deformando-se Σex, aumenta-se a entropia Sex. Mas dessa forma se chega a
superf́ıcies no interior de H , onde a expansão (clássica) θ < 0 (dentro de H
as superf́ıcies são normais, em oposição a anti-capturadas), logo a área passa a
diminuir. Ou seja, seguindo na direção de kµ, temos dA < 0 e dSex > 0, logo
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Q
H

𝛿A<0

𝜮ex

𝜎2 𝜎1
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𝜮

Figura G.4: Tela-Q para um universo de Friedmann desacelerado. A entropia
generalizada cresce na direação das setas. Por definição, todas as folhas σ (su-
perf́ıcies espaciais bidimensionais que folheiam Q) são superf́ıcies quânticas mar-
ginalmente anti-capturadas, logo a expansão quântica na direção kµ, interior fu-
tura é zero, e na direção lµ é positiva. Vê-se também a construção geométrica
que demonstra que Q está no interior da tela holográfica clássica H .

para alguma σ2 se terá dSgen[σ2] = 0: então σ2 ⊂ Q.
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Apêndice H

(Fórmulas para) Transformações

de Weyl

Dado um espaço tempo (M ,g), põe-se a pergunta: Seja um segundo espaço-
tempo (M , g̃), composto da mesma variedade diferenciável porém com uma
métrica (Lorentziana) diferente; qual a condição para que a estrutura causal de
ambos seja idêntica?

Em outras palavras, desejamos encontrar o mapa

g 7→ g̃ (H.1)

entre as métricas g e g̃ que preserva os cones de luz de M . Para tanto, conside-
remos uma base do espaço tangente Tp de um ponto p ∈M ,

{t, xa}, (H.2)

onde a = 1, . . . , d− 1, sendo d a dimensão do espaço-tempo.1 Escrevemos t como
o vetor tipo-tempo, e xa como vetores tipo-espaço. Seja esta base ortonormal
com respeito a g, isto é g(t, t) = −1 = −g(xa,xa), e g(xa, t) = 0. Então, por
construção, os vetores na,± = t± xa são nulos, estando sobre o cone de luz em p.
Se o mapa (H.1) preserva a estrutura causal, então por hipótese na,± são também

1Enfatizamos que, aqui, a não se trata de ı́ndice tensorial, mas só indica a qual vetor da
base nos referimos. Em notação de componentes, temos [xa]µ = xµ(a).
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vetores nulos com respeito a g̃, isto é: g̃(na,±,na,±) = 0 ou g̃(t, t) + g̃(xa,xa)±
2g̃(xa, t) = 0. Subtraindo estas duas equações, vemos que t é ortogonal a cada
um dos vetores xa, também com respeito a g̃:

g̃(xa, t) = 0, (H.3)

e portanto

g̃(t, t) = −g̃(xa,xa). (H.4)

Podemos construir uma outra classe de vetores nulos em p, ma,b = t+ 1√
2
(xa+

xb), com b 6= a. É imediato verificar que dada a ortogonalidade da base escolhida
com respeito a g, temos g(ma,b,ma,b) = 0. Por hipótese, então também devemos
ter g̃(ma,b,ma,b) = 0, ou seja g̃(t, t) + 1

2
[g̃(xa,xa) + g̃(xb,xb)] + 2√

2
g̃(t,xb) +

g̃(xa,xb) = 0. Mas, de acordo com (H.3), o quarto termo é nulo; de acordo com
(H.4), a soma dos três primeiros termos também se anula:

g̃(t, t)+1
2

[g̃(xa,xa) + g̃(xb,xb)] = 1
2

[g̃(t, t) + g̃(xa,xa) + g̃(t, t) + g̃(xb,xb)] = 0;

de onde se conclui a ortogonalidade dos vetores tipo-espaço da base (H.2), também
com respeito a g̃,

g̃(xa,xb) = 0. (H.5)

Conclúımos assim, a partir de (H.3) e (H.5), que (H.2) é uma base ortogo-
nal também com respeito a ambas as métricas g e g̃. Da Eq.(H.4), temos que
g̃(t, t)/g̃(xa,xa) = −1 = g(t, t)/g(xa,xa). Portanto, podemos afirmar que em
cada ponto p ∈ M , g̃ = Ω2(p) g. A função Ω2 : M → M , que chamaremos de
‘fator conforme’, deve ser positiva definida, para que um vetor tipo-tempo com
respeito a uma métrica não seja tipo-espaço com respeito à outra. Encontramos
assim a transformação desejada.
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H.1 Transformações de Weyl

Escreva a ‘transformação de Weyl’ encontrada acima, e sua inversa

g̃ = Ω2(p) g, g̃−1 =
1

Ω2(p)
g−1. (H.6)

A seguir, obtemos as transformações de diversos objetos geométricos sob (H.6).

*
Conexões

Considere os śımbolos de Christoffel

Γαµν = 1
2
gαβ(gβµ, ν + gβν, µ − gµν, β), e Γ̃αµν = 1

2
g̃αβ(g̃βµ, ν + g̃βν, µ − g̃µν, β),

de duas métricas relacionadas por (H.6). Temos

Γ̃αµν = 1
2
Ω−2gαβΩ2(gβµ, ν + gβν, µ− gµν, β) + 1

2
Ω−2gαβ2Ω(gβµ Ω,ν + gβνΩ,µ− gµνΩ,β),

portanto,

Γ̃αµν = Γαµν + Sαµν , (H.7a)

Sαµν = Ω−1(δαµ Ω,ν + δαν Ω,µ − gµνΩ ,α). (H.7b)

*
O tensor de Riemann

Sabendo (H.7), podemos calcular a transformação do tensor de Riemann,

Rα
βγδ = Γαβδ, γ − Γαβγ, δ + Γαγσ Γσβδ − Γαδσ Γσβγ.

Consideremos coordenadas geodésicas para a métrica g, de modo que

R̃α
βγδ = Rα

βγδ+

+ Sαβδ, γ − Sαβγ, δ + Sαγσ S
σ
βδ − Sαδσ Sσβγ,
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ealculando, as contração de Sαµν , temos

R̃α
βγδ −Rα

βγδ = 2Ω−1(δα[δ ∂γ] ∂βΩ− gβ[δ ∂γ]∂
αΩ)−

− 4Ω−2(δα[δ∂γ]Ω∂βΩ− gβ[δ ∂γ]Ω∂
αΩ +

1

2
δα[γgδ]β∂σΩ ∂σΩ).

Esta é uma expressão tensorial, válida em qualquer sistema de coordenadas,
desde que restituamos as derivadas covariantes quando necessário. Uma vez que
∇[µ∇ν]Ω = 0 para a função escalar Ω(x), não é necessário simetrizar as derivadas
de segunda ordem. Assim, em um sistema de coordenadas qualquer,

R̃αβ
γδ−Ω−2Rαβ

γδ = 4Ω−3δ
[α
[δ ∇γ]∇β]Ω−8Ω−4

(
δ

[α
[δ∇γ]Ω∇β]Ω +

1

4
δα[γδ

β
δ]∇σΩ∇σΩ

)
.

Usando

δ
[α
[γ δ

β]
δ] = 1

2
(δα[γδ

β
δ] − δ

β
[γδ

α
δ]) = 1

2
(δα[γδ

β
δ] + δβ[δδ

α
γ]) = δα[γδ

β
δ], (H.8)

e reescrevendo derivadas covariantes como

{
Ω−2∇σΩ

}
Ω−2∇σΩ = ∇σ

(
Ω−1

)
∇σ
(
Ω−1

)
. (H.9)

temos por fim a relação entre os tensores de Riemann ligados por uma trans-
formação conforme:

R̃αβ
γδ = Ω−2Rαβ

γδ + δ
[α
[γΩβ]

δ]; (H.10a)

Ωβ
δ = 4Ω−1 gβσ (Ω−1); δσ − 2δβδ g

στ (Ω−1);σ (Ω−1); τ . (H.10b)

*
O tensor e o escalar de Ricci

Com a fórmula (H.10), podemos facilmente calcular o tensor de Riemann R̃β
δ.

Somando α e γ,

R̃αβ
αδ = Ω−2Rαβ

αδ + δ
[α
[αΩβ]

δ]. (H.11)
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Agora, segue alguma álgebra. É necessário usar

δ
[α
[αΩβ]

δ] =
1

4
{(d− 2)Ωβ

δ + δβδ Ωα
α}; (H.12)

e também

δ
[α
[αΩβ]

δ] = (d− 2)Ω−1 gβσ(Ω−1); δσ − δβδ g
στ [(d− 1) (Ω−1);σ (Ω−1); τ − Ω−1 (Ω−1);στ ]. (H.13)

Os dois últimos termos da última igualdade podem ser reescritos de forma mais
compacta, notando que

(
Ωd−2

)
;στ

= (d− 2)Ωd
{

(d− 3)∇σ

(
Ω−1

)
∇τ

(
Ω−1

)
+ Ω−3∇σ∇τΩ

}
,

onde usamos (H.9). Agora, temos

∇σ∇τ

(
Ω−1

)
= −∇σ

(
Ω−2∇τΩ

)
= 2Ω−3∇σΩ∇τΩ− Ω−2∇σ∇τΩ, (H.14)

e portanto

(
Ωd−2

)
;στ

= (d− 2)Ωd
[
(d− 1)∇σ

(
Ω−1

)
∇τ

(
Ω−1

)
−∇σ∇τ

(
Ω−1

)]
. (H.15)

Isso leva à relação procurada:

R̃β
δ = Ω−2Rβ

δ + (d− 2)Ω−1 gβσ
(
Ω−1

)
; δσ
− (d− 2)−1Ω−d δβδ g

στ
(
Ωd−2

)
;στ

. (H.16)

Por fim, podemos tomar o traço da equação acima, para obter o escalar de
Ricci:

R̃ = Ω−2R + (d− 2)Ω−1 gµν
(
Ω−1

)
;µν
− d (d− 2)−1Ω−d gµν

(
Ωd−2

)
;µν

, (H.17)

ou ainda, usando as Eqs.(H.9), (H.14) e (H.15),

R̃ = Ω−2R− 2(d− 1)Ω−3 gµνΩ;µν − (d− 1)(d− 4)Ω−4 gµνΩ;µ Ω; ν . (H.18)
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H.2 O Tensor de Weyl

Tendo encontrado as fórmulas para as transformações dos tensores de curvatura
sob o mapa (H.6), é posśıvel construir uma combinação destes objetos que seja
invariante conforme.

Da Eq.(H.11), usando o resultado (H.12),

R̃β
δ − Ω−2Rβ

δ = 1
4
{(d− 2)Ωβ

δ + δβδ Ωα
α}, (H.19)

segue imediatamente que o escalar de Ricci é proporcional ao traço do tensor
Ωα

β, viz.

R̃− Ω−2R = 1
2
(d− 1)Ωα

α. (H.20)

Assim, podemos reescrever o lado direito da relação (H.10) em termos de uma
combinação do escalar e do tensor de Ricci, eliminando Ωα

β:

R̃αβ
γδ − Ω−2Rαβ

γδ = δ
[α
[γΩβ]

δ]

=
4

d− 2
δ

[α
[γ

(
R̃β]

δ] − Ω−2Rβ]
δ]

)
− 1

d− 2
δα[γ δ

β
δ] Ωσ

σ

=
4

d− 2
δ

[α
[γ

(
R̃β]

δ] − Ω−2Rβ]
δ]

)
−

− 2

(d− 1)(d− 2)
δα[γ δ

β
δ]

(
R̃− Ω−2R

)
.

Aqui, usamos a relação (H.19) para eliminar Ωα
β na segunda igualdade, e a relação

(H.20) para eliminar Ωσ
σ na última igualdade. Usamos também a identidade

(H.8). Contraindo ambos os lados da equação com g̃ = Ω2g, podemos abaixar o
ı́ndice β; com isto, os fatores Ω−2 do lado direito da equação somem (lembre que
está entendido que o ı́ndices do tensores em (M ,g) têm ı́ndices levantados com
a métrica correspondente, g) e ficamos com

R̃α
βγδ −Rα

βγδ =
2

d− 2

{
δα[γ

(
R̃δ]β −Rδ]β

)
− δσ[γ

(
R̃α

δ]g̃σβ −Rα
δ]gσβ

)}
−

− 2

(d− 1)(d− 2)
δα[γ δ

σ
δ]

(
g̃σβR̃− gσβR

)
.
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Fica então claro, separando em cada lado da equação as grandezas corresponden-
tes a cada métrica, que o tensor

Wα
βγδ = Rα

βγδ − 2
d−2

{
δα[γRδ]β − δσ[γRα

δ]gσβ
}

+ 2
(d−1)(d−2)

δα[γ δ
σ
δ] gσβR (H.20)

é um invariante conforme, isto é

W̃α
βγδ = Wα

βγδ. (H.21)

O tensor (H.2) é conhecido como ‘Tensor de Weyl ’. É imediato obter a fórmula
com todos os ı́ndices covariantes:

Wαβγδ = Rαβγδ − 2
d−2

{
gα[γRδ]β − gβ[γRδ]α

}
+ 2

(d−1)(d−2)
gα[γ gδ]βR. (H.22)

Note que, como discutido ao fim do §H.1, a posição dos ı́ndices é crucial; por
exemplo, neste caso W̃αβγδ = Ω2Wαβγδ, e portanto, ao contrário de (H.2), o
tensor (H.22) não é um invariante conforme.

É imediato ver, da Eq.(H.22), que o tensor de Weyl possui as mesmas simetrias
do tensor de Riemann:

W(αβ)γδ = Wαβ(γδ) = 0 ; Wαβγδ = Wγδαβ; (H.23)

aqui, T(α···β), etc., denota a simetrização dos ı́ndices em parênteses.
Considere o traço de W obtido ao se contrair os ı́ndices α e γ, em (H.2):

Wα
βαδ = Rβδ −

1

d− 2
{(d− 2)Rβδ + gβδR}+

1

d− 2
gβδR

= − 1

d− 2
gβδR +

1

d− 2
gβδR

= 0.

Desta forma, usando as simetrias (H.23), temos que

Wα
βαδ = −Wα

βδα = −Wβ
α
αδ = −Wδα

α
β = −Wαδβ

α = 0.

Os outros traços posśıveis de W são triviais, do tipo Wα
αγδ = Wβδ

α
α = 0,
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que se anulam devido à antissimetria dos pares de ı́ndices contráıdos. Portanto,
conclúımos que todos os traços posśıveis do tensor de Weyl se anulam. É às vezes
dito que W é “a parte sem traço do tensor de Riemann”.
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Apêndice I

Fórmulas especiais

I.1 Manipulação de Jacobianos

Ao lidar com derivadas do tipo (∂x/∂y)z onde o subscrito significa manter z cons-
tante (i.e. x = x(y, z)), o cálculo de razões de derivadas parciais é realizado de
maneira simples usando as propriedades de ‘Jacobianos’ ∂(A,B)/∂(C,D), defini-
dos como

∂(A,B)

∂(C,D)
= Det

(
∂A/∂C ∂A/∂D
∂B/∂C ∂B/∂D

)
.

É óbvio de sua definição que a derivada (∂x/∂y)z podem ser escrita como o Jaco-
biano (∂x/∂y)z = ∂(x, z)/∂(y, z). Também da definição, é automática a proprie-
dade de antisimetria ∂(A,B)/∂(C,D) = −∂(B,A)/∂(C,D) = −∂(A,B)/∂(D,C),
que equivale à troca de linhas ou colunas do determinante. Por fim, usando a
multiplicação de matrizes e a regra da cadeia para as derivadas parciais que
compõem seus elementos, também é imediato mostrar que os Jacobianos obede-
cem sua própria “regra da cadeia” na forma

∂(A,B)

∂(C,D)
=
∂(A,B)

∂(x, y)

∂(x, y)

∂(C,D)
,
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que implica, em particular, em

1

∂(A,B)/∂(C,D)
=
∂(C,D)

∂(A,B)
.

Com isso se pode calcular, por exemplo,

(∂E/∂V )S
(∂E/∂S)V

=
∂(E, S)

∂(V, S)

/∂(E, V )

∂(S, V )
=
∂(E, S)

∂(V, S)

∂(S, V )

∂(E, V )
=

= −∂(E, S)

∂(V, S)

∂(V, S)

∂(E, V )
= − ∂(E, S)

∂(E, V )
= −(∂S/∂V )E.

Repare no sinal, que mostra que não se pode simplesmente “cancelar” os ∂E no
primeiro membro da equação, como se faria em uma regra da cadeia de derivadas
ordinárias.

I.2 Condição para uma forma quadrática posi-

tiva

A desigualdade (5.14) equivale a afirmar que a forma quadrática

Q = ΓABδX
AδXB, com Γ =

(
∂2E
∂S2

∂2E
∂S∂V

∂2E
∂S∂V

∂2E
∂V 2

)
e δX =

(
δS
δV

)

deve ser positiva definida. A afirmação pode ser verificada diagonalizando a matiz
Γ e exigindo que os elementos da matriz resultante sejam, cada um, positivos. Isso
porque o processo de diagonalização, sendo uma transformação ortogonal, não
muda o valor de Q, e com a quádrica estando diagonalizada a ausência de termos
cruzados permite avaliar cada coeficiente separadamente. Esses coeficientes serão

os autovalores de Γ. Para demonstrar as Eqs.(5.15) abrevie Γ =

(
a b
b c

)
. Os

autovalores λ± são as soluções da equação caracteŕıstica Det (Γ − λI) = 0, que
aqui são as ráızes de um polinômio do segundo grau:

λ± = 1
2

(
a+ c±

√
(a+ c)2 − 4ac+ 4b2

)
.

303



Queremos as condições para que ambos os autovalores λ± > 0. Siga os seguintes
passos. (1) Se

√
{(a+ c)2 + · · · } > |a + c| pelo menos um dos autovalores é

negativo, viz. λ− < 0; para que isso não aconteça é necessário que −4ac+4b2 < 0,
i.e. ac − b2 > 0, que é a Eq.(5.15b). (2) Se a e c têm sinais opostos então
ac − b2 < 0, o que contraria (1) e portanto a e c têm o mesmo sinal. (3) De
(2) se conclui imediatamente que a > 0 caso contrário teŕıamos a + c < 0 e
necessariamente λ− < 0; a condição a > 0 é a Eq.(5.15a).

I.3 Função Hipergeométrica de Gauss

[Cf., e.g., Bateman et al. (1955); Dennery & Krzywicki (1996).]

A Função Hipergeométrica (de Gauss), denotada por F [α, β; γ; z] (ou 2F1[α, β; γ; z])
é expressa pela série de potências

F [α, β; γ; z] =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)

∞∑
n=0

Γ(α + n)Γ(β + n)

Γ(γ + n)Γ(n+ 1)
zn, (I.0)

que converge para |z| < 1, ou pela integral de Euler

F [α, β; γ; z] =
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

∫ 1

0

dt(1− tz)−α (1− t)γ−β−1, (I.1)

válida por continuação anaĺıtica sobre todo C com o corte |arg(1 − z)| < π. É
uma solução da equação diferencial

z(1− z)
d2F

dz2
+ [γ − (α + β − 1)]

dF

dz
− αβF = 0. (I.2)

É fácil ver que F [α, β; γ; z] é simétrica sob a troca de α e β, e se um deles,
digamos α = 0, a integral de Euler mostra imediatamente que F [0, β; γ; z] =
F [α, 0; γ; z] = 1, logo a Hipergeométrica deixa de ser uma solução não-trivial
da equação diferencial. Tanto a equação diferencial quanto a solução acima são
singulares nos pontos z = 0, 1,∞. Usando a representação (I.1) em z = 1 a
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integral se reduz à Função Beta de Euler

B[x, y] ≡
∫ 1

0

dt tx−1(1− t)y−1 =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, (I.3)

de onde se tira imediatamente que

F [α, β; γ; 1] =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − β)Γ(γ − α)
. (I.4)

No limite em que |z| → ∞,

F [α, β; γ; z] ≈ Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
(−z)−α + {β ↔ α}. (I.5)

Uma representação integral alternativa da Hipergeométrica,

F [α, β; γ;x] =
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

∫ ∞
1

(z − x)−α(z − 1)γ−β−1 zα−γdz,

tem uma relação útil com a Função Beta Incompleta de Euler,

Bx[p; q] ≡
∫ x

0

zp−1(1− z)q−1dz,

levando à solução para uma classe de integrais indefinidas. Com a mudança de
variáveis y = x/z, que mapeia o intervalo de integração z ∈ (0, x) 7→ y ∈ (∞, 1),

Bx[p; q] =

∫ ∞
1

(x/y)p−1(1− x/y)q−1(x/y2)dy = xp
∫ ∞

1

(y − x)q−1 y−(p+q)dy,

e fazendo α = 1 − q, β = p, γ = 1 + p temos a Hipergeométrica a menos do
coeficiente de funções Gamma Γ(γ)/Γ(β)Γ(γ − β) = β = p, ou seja

∫ x

0

zp−1(1− z)q−1dz =
xp

p
F [p, (1− q); (p+ 1);x] . (I.6)
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REFERÊNCIAS

Planck Collaboration, Ade, P., Aghanim, N., Arnaud, M., Arroja, F., Ashdown,
M., Aumont, J., Baccigalupi, C., Ballardini, M., Banday, A., Barreiro, R., et al.
(2016b). Astronomy & Astrophysics, 594, A20. 64, 152

Planck Collaboration, Ade, P. A. R., Aghanim, N., Arnaud, M., Ashdown, M.,
Aumont, J., Baccigalupi, C., Banday, A. J., Barreiro, R. B., Bartlett, J. G., &
et al. (2016c). Astronomy and Astrophysics, 594, A13. 16

Polarski, D. & Starobinsky, A. A. (1996). Classical and Quantum Gravity, 13
(3), 377. 61

Polchinski, J. (1998a). String theory: Volume 2, superstring theory and beyond.
Cambridge university press. 88

Polchinski, J. (1998b). String theory: Volume 1, an introduction do the bosonic
string. Cambridge university press. 88, 94

Powell, B. A. & Kinney, W. H. (2007). Physical Review D, 76 (6), 063512. 204,
205, 206

Quevedo, F. (2002). Classical and Quantum Gravity, 19 (22), 5721. 105

Riess, A. G., Filippenko, A. V., Challis, P., Clocchiatti, A., Diercks, A., Gar-
navich, P. M., Gilliland, R. L., Hogan, C. J., Jha, S., Kirshner, R. P., et al.
(1998). The Astronomical Journal, 116 (3), 1009. 21

Robertson, H. P. (1929). Proceedings of the National Academy of Sciences, 15
(11), 822–829. 11

Saadat, H. & Pourhassan, B. (2013). Astrophysics and Space Science, 343 (2),
783–786. 142

Saadat, H. & Pourhassan, B. (2014). International Journal of Theoretical Physics,
53 (4), 1168–1173. 142

Sachs, R. K. & Wolfe, A. M. (1967). The Astrophysical Journal, 147 (1), 73–90.
58

Sasaki, M. (1986). Progress of Theoretical Physics, 76 (5), 1036–1046. 55

Schrödinger, E. (1944). What is life?: The physical aspect of the living cell.
Cambridge University Press. 80

Sinha, A. (2011). Classical and Quantum Gravity, 28 (8), 085002. 75

318



REFERÊNCIAS
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