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Resumo

Esta tese ¢ uma investigacao de modelos cosmoldgicos duais sob uma
inversao do fator de escala no tempo conforme, na gravitagao de Eins-
tein. A transformacdao de Dualidade do Fator de Escala no tempo
conforme (DFE) atua como um mapa entre altas e baixas energias,
e entre evolugoes aceleradas e desaceleradas do universo. Utilizada
enquanto um principio de simetria, a DFE seleciona modelos com
duas fases de aceleragao, simétricos por reflexao ao redor do ponto
em que aceleracao ¢ nula. Encontramos uma classe desses modelos,
correspondente a um gas de Chaplygin modificado, que pode ser usada
como ferramenta de discussao em diversos regimes fenomenolégicos,
e.g. uma fase inflacionaria do tipo hilltop, ou um universo de quin-
tesséncia.

A DFE, na gravitacao de Einstein, é analoga a uma dualidade bem
conhecida da gravitagao dilatonica, em que a inversao do fator de es-
cala (no quadro de cordas) junto com uma transformacao apropriada
do dilaton fornecem uma simetria das equacoes gravidilatonicas para
uma classe muito restrita de potenciais. Apesar de ser uma simetria
das equacgoes de Friedmann no quadro de Einstein, as solucoes duais
da DFE, para qualquer potencial, podem ser interpretadas no qua-
dro de cordas, onde fornecem transformacoes relacionando grandes e
pequenos valores do fator de escala.

A dualidade gravidilatonica da origem ao chamado Cenario Pré-Big-
Bang na cosmologia de cordas. De maneira similar, um universo dual
pela DFE pode ser interpretado como estando antes da singulari-
dade, na gravitagao de Einstein. Concentramo-nos em analisar as
cosmologias duais em que a fase pré-big-bang é um universo em ex-
pansao eterna (ao contrario dos modelos usuais de ricochete), e sua
fase final, acelerada, faz o papel da inflacao antes do big-bang do
universo seguinte. Essa idéia é reminiscente da idéia de uma ‘Cosmo-
logia Conforme Ciclica’. A transi¢ao através da singularidade requer
uma identificacao conforme; abordamos esse problema utilizando a
correspondéncia dS/CFT e o grupo de renormalizacao holografico.



Abstract

This thesis is an investigation of cosmological models dual under an
inversion of the scale factor in conformal time, in Einstein gravity.
The Scale Factor Duality in conformal time (SFD) acts as a map
between high and small energy, and between accelerated and decele-
rated evolutions of the universe. Used as a symmetry principle, the
SED selects models with two phases of acceleration of the scale factor,
symmetric by reflection over the point when acceleration vanishes. We
derive a class of such models, corresponding to a modified Chaplygin
gas, which might be used as a toy model in more than one phenome-
nological regime, e.g. a hilltop inflationary phase or a quintessence
model.

In Einstein gravity, SFD is analogous to a well known duality in di-
latonic gravity, in which the inversion of the scale factor in the string
frame, along with an appropriate transformation of the dilaton, is a
symmetry of the gravidilatonic equations for a restricted class of po-
tentials. Although it is a symmetry of the Friedmann equations in the
Einstein frame, dual solutions obtained with the SFD, for any poten-
tial, may be mapped to the string frame, providing transformations
which relate small and large values of the (string-frame) scale factor.

Gravidilatonic duality gives rise to the so-called Pre-Big-Bang Sce-
nario of string cosmology. Analogously, a universe obtained by the
SED may be interpreted as being “before” the big-bang of its dual, in
Einstein gravity. We concentrate in the analysis of such pre-big-bang
universes which are eternally expanding (in contrast with bouncing
models), and their final, accelerated phase plays the role of an in-
flationary phase previous to the big-bang of the ensuing decelerated
universe. This idea is reminiscent of a ‘Conformal Cyclic Cosmology’.
The transition across the singularity requires a conformal identifica-
tion; we address this issue by making use of the dS/CFT correspon-
dence and the holographic renormalization group.
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Capitulo 1

Introducao

— NONADA.

J.G. Rosa, no Grande Sertao: Veredas

1.1 O comeco do tempo

13.8 bilhoes de anos atras comecam as linhas-de-mundo que virao a descrever o
Universo atual. Esta é a fantastica consequéncia da Teoria da Relatividade Geral
aplicada ao espago-tempo em larga escala, descoberta a partir dos teoremas de
Penrose (1965) e Hawking (1965). A predi¢ao do fim (ou do inicio) do espago-
tempo mostra muito literalmente os limites da Relatividade Geral, e a necessidade
de uma teoria mais fundamental da gravitacao. A esperanca é que essa teoria
advenha de uma formulacao quantica da gravidade, e a termodinamica de bura-
cos negros revela importantes aspectos da relacao entre geometria e fenomenos
semiclassicos. Em um buraco negro a singularidade, envolta por uma regiao
contendo superficies capturadas, é escondida de um observador externo pelo ho-
rizonte de eventos, cuja area codifica toda a entropia perdida (ou nao) em seu
interior.

No big-bang acontece o oposto. A presenca da Radiacdo Césmica de Fundo
indica a existéncia de superficies anti-capturadas, que por sua vez implicam na
ocorréncia de uma singularidade tipo-espaco no passado do Universo que nao esta
oculta por um horizonte de eventos. Uma singularidade no passado levanta mais
perguntas que uma singularidade no futuro, porque a observacao da causalidade
como principio fundamental da fisica nos leva sempre a especificar as condigoes
inictais de um sistema, em oposicao as suas condigoes finais. Assim, o comeco do
Universo ha um tempo finito enfaticamente sugere a pergunta: se ha um Inicio,



nele devem estar especificadas as condigoes iniciais que nos trouxeram até aqui:
Quais sao elas?

Hoje, o Universo se encontra em uma configuracao surpreendentemente pe-
culiar cujas origens eram um enigma até a explicacao brilhante apresentada por
Starobinsky (1980), Guth (1981), Linde (1982) e vérios outros através a for-
mulagao do paradigma inflacionario. Com o simples mecanismo dinamico de
uma expansao exponencial no inicio da evolugao césmica, a inflagao dissolve ino-
mogeneidades e anisotropias, aplaina a curvatura das secoes espaciais, e resolve
de uma sé vez uma lista de problemas do modelo ACDM. Além disso, flutuagoes
quanticas do campo escalar responsavel por guiar a expansao exponencial, o infla-
ton, se tornam estocésticas pela expansao acelerada do espago-tempo (cldssico),
e explicam as pequenas anisotropias da Radiacao Césmica de Fundo e a formacao
de estruturas na fase dominada por matéria escura.

A inflacdo nao é uma teoria fundamental: é um paradigma. H4 uma colecao
de modelos e potenciais com forma e origem muito diferentes que realizam o me-
canismo inflacionario, e a questao a respeito das condigoes iniciais do Universo
se transfere em quao naturais sao as condigoes para esses modelos. H&a muita
discussao sobre o assunto,! inclusive sobre como medir a “naturalidade”; das
duas grandes classes de modelos separadas por “inflacao a campo pequeno” ou
a “campo grande”, a primeira parece requerer uma boa quantidade de ajuste
fino nos valores do inflaton e de sua velocidade para que se inicie uma fase infla-
cionéria. A inflacao a campo grande, entretanto, pode ser iniciada em condigoes
consideravelmente genéricas, o regime de slow-roll sendo um atrator no espaco
de fase. Seja qual for o modelo, hd um problema que a inflagao nao resolve, en-
quanto paradigma: a singularidade inicial continua presente, as geodésicas num
espaco-tempo inflacionario sao incompletas no passado.

1.2 Antes do Big-Bang

As propostas de resolucao da singularidade inicial sao praticamente unanimes em
recorrer a um ricochete. Ha um excelente motivo: a tinica maneira de se estender
a dinamica do espaco-tempo de forma continua para além do big-bang, evitando
que os volumes se contraiam até o zero, ¢ havendo uma passagem de expansao
para contracao em algum valor minimo do fator de escala.

A idéia de que o mundo é destruido por uma conflagragao (em grego, ekpirasis)
e renasce das cinzas para depois ser ciclicamente destruido outra vez é muito
antiga, e tem certamente o seu apelo estético. Como modelo cosmolégico rela-
tivistico esse tipo de dindmica aparece no trabalho pioneiro de Tolman (1931), que
conseguiu descrever um universo termodinamicamente estavel e (quase) ciclico,

!Para uma revisao recente, ver Brandenberger (2017).



cuja curvatura positiva é responsavel por reverter a expansao. Hoje sabemos que
a curvatura espacial do Universo é quase nula, as equagoes de Friedmann levam
a H=—47G (P + p), sendo portanto impossivel ocorrer um ricochete sem que
haja ou uma violagao da Condigao Nula de Energia (que é uma das condigoes dos
teoremas de singularidade), ou uma modificacao da Relatividade Geral, ou ambas
as coisas. K, de fato, ricochetes tendem a aparecer em diversas abordagens da
gravitacao quantica, tanto em nivel perturbativo (com a adigdo de novos termos
de curvatura a agao de Einstein-Hilbert, formando Lagrangeanas do tipo f(R)),
quanto em formulagoes fundamentais como a Gravitacao Quantica de Lagos e a
Teoria de Cordas.!

Universos de ricochete apresentam dificuldades com as condigoes iniciais dife-
rentes das enfrentadas pelos modelos inflacionarios. Por exemplo, como o universo
tem uma vida indefinidamente longa antes do big-bang, nao ha, por construcao,
problemas de causalidade com a homogeneizacao da Radiagao Céosmica de Fundo.
Em compensacgao, outras questoes surgem; um ponto delicado é o fato de que,
em um colapso gravitacional, anisotropias iniciais tendem a se desenvolver e ser
amplificadas e, em geral, desenvolvem singularidades cadticas do tipo descrito
por Belinskii et al. (1970, 1982). A isotropia observada hoje entao requer ou que
anisotropias (cldssicas) simplesmente nao existam no estado inicial do universo,
ou que durante o ricochete exista algum tipo de matéria exdtica com parametro
da equacao de estado w > 1, que dominaria sobre os termos anisotropicos. Essa
ultima possibilidade é de fato prevista por modelos de colisao de branas vindos
da Teoria-M.

Das varias maneiras mais ou menos fenomenoldgicas de se construir um uni-
verso antes do big-bang, é particularmente interessante o chamado ‘Cenario Pré-
Big-Bang’, de Gasperini & Veneziano (1993). Nesse caso, a gravitagao é descrita
pela acao efetiva dilatonica da cosmologia de cordas, e o ponto de partida é a “T-
dualidade’ do espectro das cordas bosonicas, que num espago-tempo cosmologico
corresponde a simetria da acao gravidilatonica sob a inversao do fator de escala

a(t) — 1/a(t),

em conjunto com uma transformacao apropriada do dilaton ¢, ficando invariante
o “campo deslocado” ¢ = ¢ — 6loga. Partindo da funcdo a(t) que descreve, com
o tempo césmico t, a expansao do Universo apds o big-bang que observamos, em
que o dilaton esta congelado, e aplicando essa transformacao, chega-se a uma
solucao dual antes do big-bang, na qual o dilaton é dinamico e o Universo é con-
duzido até a singularidade depois de comecar sua vida em t = —oo em um vacuo
perturbativo. O que causa o crescimento da curvatura e o ricochete é divergéncia

!Para uma revisio recente do estado da arte de modelos de ricochete, ver Brandenberger &
Peter (2017).



de ¢ a medida que t — 07; mas junto com ele, o acoplamento de cordas diverge
exponencialmente e, portanto, em algum momento ¢ < 0 se inaugura uma fase
nao perturbativa em que efeitos da teoria de cordas (supostamente) dominam a
dindmica e eliminam (de alguma maneira ainda desconhecida) a singularidade.
Nesse Cenario Pré-Big-bang, o colapso gravitacional que leva ao ricochete é um
fenomeno percebido no ‘quadro de Einstein’, obtido da acao dilatonica a partir
de uma transfomacao de Weyl tal que o dilaton assuma a forma de um campo
escalar canonico. Desse ponto de vista, o big-crunch é andlogo a formagao de
um buraco negro do qual “emerge”, com o ricochete, o Universo que observamos.
No ‘quadro de cordas’, que é onde acontece a fisica “natural” da gravitacao di-
latonica, o fator de escala sempre cresce antes do ricochete, cuja singularidade
se deve a divergéncia de ¢, e assim se realiza o paradigma inflacionério antes do
big-bang.

O que d& origem a pesquisa relatada nesta tese é a observacao da existéncia
de uma certa simetria das equacoes de Friedmann, na gravitacao de Einstein, sob
a inversao do fator de escala no tempo conforme,

a(n) — ¢ /a(£n). (1.1a)
A inversao é acompanhada por uma transformacao da matéria que mapeia equacoes
de estado com paramteros

w— —w— 2, (1.1b)

logo universos desacelerados em acelerados. Qualitativamente, essa dualidade
corresponde, na Relatividade Geral, a transformacao que acabamos de descrever
na gravitagao dilatonica. Se escolhermos o sinal positivo em (1.1a), o dual de um
universo em expansao ¢ outro em contragao, mas com o sinal negativo temos um
par dual de universos em expansao, um deles acontecendo em 7 < 0, e o outro em
n > 0; portanto um universo acontece “antes” do big-bang do seu dual, e ambos
sao ligados em 7 = 0 pela transformacao {a(07) = 0} — {a(07) = oo}. Apesar
de isso ser basicamente o oposto do que acontece em um ricochete, inspirados
no Cendrio Pré-Big-Bang, é tentador arriscar a seguinte pergunta: seria possivel
descrever de forma operacional o conceito de uma inflacao antes do big-bang na
gravitacao de Einstein?

1.3 A simetria conforme perdida

Na presenca de simetria conforme, todas as escalas sao equivalentes ja que, por
definigao, ¢ impossivel distinguir entre duas métricas g, (x) e .. (z), tais que

Guv = QQ(:E) g;u/-



Embora o angulo entre duas diregoes permaneca bem definido, a medicao de
distancias efetivamente perde o significado, ja que ds* = Q*(z)d3?. Repare que,
num espago-tempo, “distancia” inclui a direcao temporal, e em suma, se nao for
possivel medir o fator conforme €(x), é impossivel construir réguas e relogios.
Tudo isso acontece na Teoria da Relatividade para particulas sem massa; em
uma geodésica nula a distancia ds?> = 0 é invariante conforme. O fato de que
o tempo nao passa e a distancia nao existe para um féton é s6 uma maneira
de descrever a transformacao de Lorentz para um referencial na velocidade da
luz, com contracao espacial e dilatagao temporal infinitas. Assim, na auséncia
de massa, sé existe, na Relatividade, a estrutura causal formada pelos cones
de luz. Numa teoria gravitacional conforme é possivel efetuar a identificagao de
escalas arbitrariamente grandes e arbitrariamente pequenas, {a = 0} ~ {a = 0o},
necessaria para a transicao entre o fim de um universo em expansao e o inicio
de um universo singular que desejamos, mas, nas palavras de 't Hooft (2015), a
simetria conforme local é a componente perdida das simetrias do espago-tempo.

Existem, todavia, algumas pistas do seu paradeiro.

H& muito se considera a possibilidade de se construir uma gravitacao em que a
simetria conforme esteja no mesmo patamar que a covariancia de Lorentz.! Uma
possibilidade é utilizar apenas a parte invariante conforme do tensor de Riemann,
o tensor de Weyl. Em 4 dimensoes, a Lagrangeana

L == gWapuw W = 2y/=g(R,,, R* — 1 R?) + inv. topolégico,

apesar de ter derivadas segundas da métrica, logo equagoes de campo de quarta
ordem, ¢é razoavelmente bem comportada e, (apenas) para fontes ndo-massivas,
as equacoes de movimento coincidem com as equacoes de Einstein. Estamos nos
preocupando aqui apenas com o setor gravitacional, e assumindo que a matéria
também se acople a métrica de maneira invariante sob conformofismos locais.
Seja como for, a Relatividade Geral tem que ser recuperada no limite apropriado,
e é necessario descrever como a acao de Einstein-Hilbert pode ser obtida a partir
da Lagrangeana conforme.

E possivel generalizar a Lagrangeana de Einstein-Hilbert de maneira simples,
e de forma que a quebra de simetria é evidente. Basta compensar a transformagao
do escalar de Ricci sob uma transformacao conforme pela introdugao de um par
de campos escalares,

L =V=g 50" — )R — 30,00 ¢+ $0,x0"x — 55M(¢* — x*)?] .

Lagrangeanas com essa forma tém origem em teorias de supergravitacao. A acao
¢ invariante sob transformagcoes conformes locais da forma

g;w = 9_2($)gw,, )2 = Q(J}) X ¢ = Q(CL’) ¢7
Wer, e.g., Maldacena (2011); Mannheim (2012).




e, apesar da energia cinética negativa, o campo y nao é um fantasma porque
nao possui graus de liberdade; trata-se de um potencial de calibre. Quando
X% = ¢?+6/5%, temos a acao de Einstein-Hilbert com um campo escalar canonico
sem massa e constante cosmoldgica A, e assim a simetria conforme esta quebrada
(se x assume a forma adequada ao assumir seu valor cldssico, por exemplo). Ou-
tras escolhas de y levam, por exemplo, a acao gravidilatonica. Note que para
© > 4/6 o coeficiente do escalar de Ricci muda de sinal, resultando em uma te-
oria de “antigravitacao”.! Uma generalizacao que preserva a simetria conforme
¢ a substituicio de A por uma funcao f%(¢/x). No ‘calibre de Einstein’, isso
substitui a constante cosmolégica por um potencial V(¢) = f2 (tanh(p/(/6))
para o campo escalar canonico ¢. Introduzindo um parametro « tal que V(p) =
f? (tanh(p/v/6a)), cria-se uma classe ainda mais geral de potenciais inflaciondrios
chamada de ‘atratores-a’, apresentados por Kallosh et al. (2014). A forma fun-
cional acima abrange uma grande classe de potenciais inflacionarios (a campo
grande) cujas predigoes para o espectro da CMB coincidem; e essas predigoes sao
as mais compativeis com os ultimos resultados observacionais.

H& uma possibilidade radicalmente diferente das anteriores de se incorporar
simetrias conformes a gravitagao, e que parece ser particularmente adequada a
construcao que surge com a dualidade do fator de escala no tempo conforme: a
holografia. Se o big-bang é dominado por radiacao, a fase dual obtida por (1.1)
termina em um universo de de Sitter que corresponde a ‘fase inflacionaria’ an-
tes do big-bang. Por definicao, essa fase se estende até a borda .#1 de dSj,
onde ocorre a identificacdo conforme {a = oo} ~ {a = 0}. Mas em I,
que tem a topologia do espaco Euclidiano, o grupo de isometrias de dS, atua
como o grupo conforme em R3, o que levou Strominger (2001a,b) a propor uma
dualidade calibre/gravitacional dSs/CFT3, andloga a bem estabelecida corres-
pondéncia AdS/CFT da teoria de cordas. Assim, é natural tentar interpretar a
transicao conforme entre as fases pré- e pos-big-bang em termos de uma CFTj
hologréfica na superficie {n = 0}. Na verdade, como o universo anterior é apenas
assintoticamente de Sitter, o que temos é uma teoria conforme perturbada que sai
do ponto fixo seguindo um grupo de renormalizacao holografico. Esse formalismo
¢é usado para descrever o espectro da CMB, a partir da identificacao apresentada
por Maldacena (2003),

V[P] = Z[2],

em que ¥ é a fungdo de onda do Universo e Z a funcao de particao da teoria
de campos holografica. As flutuagoes do interior gravitacional, denotadas cole-
tivamente por ¢, atuam como fontes na teoria de campos da borda. O desafio
é descrever um fluxo do Grupo de Renormalizacao que seja compativel com a
transformagao (1.1), e com o fato de que a travessia liga a borda de dS; a uma

1Utilizada por Bars et al. (2012) para construir ricochetes geodesicamente completos.



singularidade dominada por radiacao.

1.4 A dualidade do fator de escala no tempo
conforme

O objetivo desta tese é a investigacao das consequéncias da transformagao (1.1),
que chamaremos de ‘dualidade do fator de escala’ (no tempo conforme, e na
gravitagao de Einstein).

Enquanto simetria das equagoes de Friedmann, a dualidade do fator de escala
(DFE) é de interesse por si s6. No tempo conforme, a métrica de FLRW ¢ uma
transformacao conforme de Weyl de um espaco-tempo estatico; para K = 0,
Minkowski. Como s6 ha um grau de liberdade, expresso pelo fator de escala a(n),
o mapa a — 1/a é a transformagao de Weyl mais simples que inverte as escalas
fisicas preservando as simetrias de isotropia e homogeneidade.

A transformagao da matéria que deve acompanhar a inversao de a(n) para
preservar a forma das equacoes de Friedmann relaciona univocamente universos
acelerados e universos desacelerados. Em particular, o primeiro fluido perfeito a
dominar a evolucao do nosso Universo apos a inflagao é dual ao tultimo, isto é:
radiagdo (w = 1/3) é dual a uma constante cosmoldgica (w = —1), como se vé
diretamente de (1.1b). Ou seja, a DFE é uma simetria assintética do Universo
observado. Inspirados nisso, podemos tentar usar a DFE como principio de si-
metria para obter universos com duas fases de aceleracao, cujo comportamento
durante a fase acelerada seja completamente determinado pela fase desacelerada,
e cujo comportamento em altas energias (préximo ao big-bang) seja completa-
mente determinado pelo comportamento em baixas energias.

Num modelo cosmoldgico com apenas um campo escalar em um potencial
qualquer, é sempre possivel passar para o quadro de cordas e interpreta-lo como o
dilaton; a DFE fornece entao, de maneira indireta, uma transformacao no quadro
de cordas que relaciona pequenas e grandes escalas para potenciais nao-triviais.
Isso ndo acontece na dualidade original; inversao ac(t), onde ac é o fator de escala
no quadro de cordas, e t é o tempo cosmico, s6 é uma simetria para um potencial
dilatonico constante, ou que seja no maximo uma funcao do dilaton deslocado.
Na DFE é possivel usar qualquer potencial V(¢) porque a simetria mora no
quadro de Einstein; ao ser transferida para o quadro de cordas, a inversao de a
se torna uma transformagcao possivelmente complicada, que depende do modelo
cosmoldégico.

E, por fim, assim como no Cenario Pré-Big-Bang dilatonico, a DFE na gra-
vitacao de Einstein da origem naturalmente a uma cosmologia antes do big-bang.
Para nosso universo em expansao em 7 > 0, ha duas solugoes duais em 1 < 0;



uma, em contra¢ao, pode ser interpretada como um ricochete (singular); a ou-
tra, que sera de nosso maior interesse, que se expande e deve se conectar a fase
pos-big-bang através da superficie em 1 = 0 definida por uma classe de equi-
valéncia conforme {a = oo} ~ {a = 0}. O universo dual anterior ao nosso deve
possuir, também, um inicio desacelerado e um final dominado por A, e portanto
tem uma duragao finita no tempo conforme, muito embora o tempo césmico seja
ilimitado para o futuro. Nesse sentido, cada universo é eterno, mas repare que
se perto de n = 0 surgir uma simetria conforme nao havera relégio que meca o
tempo coésmico. Se conseguirmos elaborar uma descrigao de como efeitos do uni-
verso antes do big-bang influenciam no universo apéds, definindo uma teoria para
a superficie de travessia (hologréfica?), temos o diagrama de Penrose abaixo:

o

c==—=- fravessia —==== >,

pig-ba"s

Feito isso, e repetindo o procedimento, pode-se criar uma cadeia de aeons duais li-
gados por travessias conformes — uma idéia préxima, em espirito, da Cosmologia
Conforme Ciclica proposta por Penrose (2007).

1.5 Organizacao desta tese

O texto principal deste trabalho se encontra dividido em trés partes. A primeira
¢ uma revisao da cosmologia usual do universo descrito pelo modelo padrao cos-
molégico acrescido da inflacdo;! a segunda traz uma descricao de dois modelos
cosmoldgicos relevantes para o desenvolvimento da DFE e sua utilizagao enquanto
cosmologia pré-big-bang. Na terceira parte se encontram os resultados originais
dessa pesquisa, publicados em

A. A. Lima, U. Camara dS, & G. M. Sotkov. Scale factor self-dual cosmological
models. Journal of High Energy Physics, v. 2015, n. 7, p. 1-18, (2015).

A. A. Lima, U. Camara dS, & G. M. Sotkov. Scale factor duality for conformal
cyclic cosmologies. Journal of High Energy Physics 2016.11 (2016):

90.
LA revisdao de cosmologia presente nos Capitulos 2, 3 e 4 segue vérios livros excelentes,

em particular Baumann (2009); Dodelson (2003); Durrer (2008); Gasperini (2007); Mukhanov
(2005); Weinberg (2008).




A. A. Lima, U. Camara dS, & G. M. Sotkov. Thermodynamics of scale factor
dual universes. Physical Review D, v. 95 n. 4, p. 044033, (2017).

Alguns outros resultados originais, obtidos em colaboragao com G. Sotkov e U.
Camara dS e ainda nao publicados aparecem no texto desta tese:

1. No §8.4, mostramos explicitamente que a DFE pode ser usada para se
obter, indiretamente, transformacoes entre grandes e pequenas escalas na
gravitacao dilatonica com um potencial arbitrario.

2. No §9.6, mostramos que é possivel estender a DFE em modelos autoduais
como uma simetria SO(1,1) atuando sobre o espago dos parametros.

3. No Capitulo 13 (onde incluimos uma breve introducdo a correspondéncia
holografica dS/CFT), analisamos o efeito da DFE como uma dualidade
entre flutuacoes lineares, e sua aplicacao no contexto da holografia e do
grupo de renormalizacao holografico para a construgao de uma travessia
conforme.

Definic¢oes utilizadas na Teoria da Relatividade Geral se encontram no Apéndice
A,



Parte 1

O Universo Apds o Big-Bang
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Capitulo 2

O Universo, homogéeneo e
isotropico

2.1 A métrica de Robertson-Walker

Da Terra, observamos que o céu se mostra o mesmo em todas as direcoes.! Se-
guindo o Principo Cosmolégico (Copernicano) de que nao nos encontramos em um
ponto privilegiado, e que nao deve haver ponto privilegiado no Cosmo, a geome-
tria de um modelo cosmolégico que descreva as propriedades do Universo em larga
escala é a de um ‘espago de Robertson (1929) e Walker (1944)’; isto é, um espago-
tempo (#,g) com a topologia .# = R x J , sendo as folheagoes 3-dimensonais,
J, espacos Riemannianos completamente homogéneos e isotrépicos, e por isso
com curvatura constante. (Ver, e.g. Weinberg (1972).) O tensor de Riemann
para um espaco de curvatura constante tem a forma

Rt(z?l;)cd = K(’)/ad’ybc - ’Yab’}/cd)a (21)

sendo caracterizado completamente pelo valor da constante K. A métrica da
variedade Riemanniana %", que pela hipotese de isotropia deve deixar invariante
a métrica sobre a 2-esfera .72, .#% C ¥ e, portanto, tem a forma

ds®y = \(r)dr? + 1r*(d6” + send dp?),

INeste trabalho, quando dissermos ‘a Terra’, estaremos, em geral, nos referindo & nossa
posicao no Universo em larga escala, como um ponto em uma geodésica em um espago-tempo
de FLRW. Em escalas planetarias, como o Sol dé testemunha, o Universo nao é homogéneo,
e mesmo observagoes correspondentes a escalas cosmolégicas, como a da Radiacao Césmica de
Fundo, apresentam isotropia apenas apos se eliminarem efeitos locais como a posicao do planeta
na Via Léactea e sua velocidade peculiar (em relagdo ao fluxo de Hubble). Assim, dizemos ‘a
Terra’ cometendo um significativo abuso de linguagem.
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deve satisfazer a condigao de que seu tensor de Ricci seja compativel com (2.1)
ng) = 2Kva, e o escalar de curvatura R®) = vabRﬁ) =6K, (2.2)

o que fixa a fungao A(r) como sendo A(r) = 1/(1 — Kr?). Portanto, a métrica
das segoes espaciais do Universo em larga escala deve ter a forma

dr?

m + TQ(dQQ + sen29d<p2), (23)

ds’, =
com a constante K, cujo médulo pode ser absorvido na definicao de unidades
da “régua’ radial, caracterizada por seu sinal. Para K = 0 é evidente que %
¢ simplesmente o espaco Euclidiano R?, escrito aqui em coordenadas esféricas.
Para K =1/ V€ > 0, por causa da singularidade no denominador do coeficiente
de dr?, a coordenada r é limitada entre 7 € (0,41/vK), e portanto pode ser
transformada em um angulo x € (0,+7%) tal que r = £seny. (Valores negativos
de r nao sao possiveis uma vez que em r = 0 ha uma singularidade do sistema
de coordenadas.) Com isso fica evidente que a métrica

dr?
1—(r/0)?
é a de uma 3-esfera . (e o espaco de RW com K > 0 tem a topologia de um

cilindro R x .#3). Por fim, para K < 0 se pode fazer a mesma mudanca de
varigveis mas agora com K = i/v/( levando a

ds®, = + r*(df + sen®0dp®) = (% {dx* + sen’x(d6” + sen®0dy®)}  (2.4)

2
ds%, = dar 5+ 1(d6? + sen®0dy”) = €2 {dx* + senh®x (d6” + senh®0 d®) }

1+ (r/0)
que descreve o espaco hiperbdlico tridimensional.

Com a simetria fixa das secoes espaciais, a métrica do espaco-tempo de Robertson-
Walker s6 pode depender da coordenada temporal 2° de maneira a preservar o
elemento de linha ds?, a cada instante, i.e. de maneira a folhear o espago-tempo
como .# = R x ¢ . O ansatz mais geral a satisfazer essa condicao é

ds? = —~N2(2)d(2°)? + a?(2")yop (x) da®d”, (2:5)

com ds%, = vup(x) dz®da®, ouseja Yo = 0y + K l_xfgiixc. (2.5b)

Denotemos z° = 7, e por brevidade escrevamos df /dr = f . Os simbolos de

Christoffel (A.1) para (2.5) s@o

IS = N/N; T% = (aa/N?) vy

i | i i i (2.6)
Iy = (a/a)d; e T =T%[].
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Todos os outros sao nulos. As conexdes I'),[7] indicam o simbolo de Christoffel
da métrica espacial (2.3), i.e. I [v] = 57"(9;v + Ornj — Dryjk), que ndo depende
de 7. Segue que os observadores definidos pelo vetor tipo-tempo 0, descrevem
geodésicas: o vetor unitario na direcao de 0,

U+ = még‘, tal que U, U" = —1, (2.7)

obedece a equagao das geodésicas:
urv,u* = 0. (2.8)

Portanto o campo vetorial (2.7) define observadores em queda-livre. Derivando
as conexoes (2.6) se obtém as componentes do tensor de Ricci (A.3):

Roo = —3i/a + 3(a/a)(N/N); (2.9a)
Ry; = |ai/N* +2(a/N)?* — aaN /N®| v;; + 2K 7, (2.9b)

assim como o escalar de curvatura
R = 6i/N%a+ 6(a/aN)? — 6aN /aN® + 6K /a?. (2.10)

Os tltimos termos das Eqs.(2.9b) e (2.10) vém das contribui¢oes puramente es-
paciais dos sfmbolos I'{;[y], que acabam por formar o tensor de Ricci (2.2) das
secoes espaciais £ . As componentes Ry; sao nulas como era de se esperar pela
auséncia de direcoes privilegiadas no espaco; note também que R;; ~ d;; nao
seleciona nenhuma dire¢ao particular em #". O tnico grau de liberdade con-
tido na curvatura é o fator de escala a(z°). A fungao N = /—go, chamada
de ‘funcao lapso’ — que atua como um multiplicador de Lagrange na acao de
Einstein-Hilbert no formalismo de Arnowitt et al. (1960) — é livre, e esta sujeita
a uma “escolha de calibre”, i.e. a escolha do sistema de coordenadas por meio
da definicao da coordenada temporal; por isso para cada N a coordenada x° terd
significados fisicos diferentes. Ha duas escolhas principais, correspondentes aos
tempos césmico e conforme.
Faca N =1, viz.

dr?

2 _ 2 2

+ 1r2(d6? + sen*0dp?) | . (2.11)

Entao a coordenada t marca a passagem (—ds?) do tempo-préprio de um obser-
vador cuja posicao espacial é fixa. Com N = 1, temos U = 0;. Logo as érbitas
de 0, sao geodésicas tipo-tempo e t marca o tempo-proprio de observadores em
queda-livre sujeitos apenas ao fluxo de Hubble. Por corresponder aos relégios de
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, 41

an
p dx(p.q) q

Figura 2.1: Diagrama conforme mostrando geodésicas nulas emitidas sobre a
linha~-de-mundo de um observador G (e.g. uma galdxia) que passa pelo evento
q € Ay e recebidas por um segundo observador 7 (e.g. a Terra) cuja linha-de-
mundo passa pelo evento p € ;. A superficie £ corresponde ao tempo conforme
No- A primeira geodésica passa por g e a segunda cruza a linha de mundo em
um outro evento correspondente a 7y + An. Por construgao, o intervalo de tempo
conforme entre os eventos p e w sobre a linha-de-mundo de 7 é igual a distancia
comével dg(p, q) entre p e gq.

observadores sujeitos unicamente a gravidade do Universo em larga escala, a este
t chamamos de ‘tempo cosmico’.
Faga agora N(2°) = a(2?), 2°=ne
dr?

2 _ 2 2
ds —a(n) —dT] +m

+ 72(df* + sen?0dyp?) | . (2.12)
A funcio a?(n) atua como um fator conforme para uma métrica independente do
tempo, e portanto n é chamado de ‘tempo conforme’. E imediato relacionar o
tempo conforme com o tempo cdsmico se soubermos a fungao a = a(t):

dn = dt/a(t). (2.13)

Geodésicas nulas sao insensiveis a fatores conformes, que se fatoram no elemento
de linha ds? = 0, e portanto entre dois eventos p e ¢ € .#, com coordenadas
{Nps7,0,0} € {n4,74,0,0} (por conta da isotropia podemos considerar apenas a
distancia radial entre dois pontos quaisquer), ligados por uma geodésica nula vale
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Ny — Mg = di(p,q), com dg(p,q) = qudu\/’Yab(dﬂfa/du)(dxb/du) = pq \/fw -
d(rp) — dg(ry), onde

Arcsen(r) para K =1
dg(r)=<r para K =0
Arcsinh(r) para K = -1

Portanto o tempo conforme é um parametro afim das geodésicas nulas, e a di-
ferenca entre tempos conformes mede a ‘distancia comdvel’ percorrida por um
féton entre dois eventos, como mostrado na Fig.2.1.

*

O fator de escala

A distancia entre os pontos p e ¢ que realmente é medida por um observador
no instante 2° ndo € a distancia comével dg (p, ¢) por causa da funcao a®(z°) que
multiplica o elemento de linha das segoes espaciais na métrica (2.5a), e que tem
o efeito de modificar a escala das réguas fundamentais, e por isso é chamada de
‘fator de escala’. Assim, a ‘distancia fisica’, mensuravel, é a distancia-prépria
{(2°) entre os dois pontos p e g,

gp,q('%o) = qu dslxozconstante = a2($0)dK(p, Q)-

Para se detectar a variacao do fator de escala ao longo do tempo se usa como
régua fundamental os comprimentos de onda do espectro luminoso emitido por
galdxias. Seja a Via Lactea o observador 7 cuja linha-de-mundo passa pelo evento
p e uma galdxia qualquer o observador G cuja linha-de-mundo passa pelo evento
q, com p,q € J;, no instante conforme 1 = 7y. A galdxia emite radiagdo com
periodo conforme An. A frente de onda emitida no evento ¢ alcanca 7 no evento
w, como mostrado na Fig.2.1. O periodo conforme observado por 7 é o mesmo
An (pois o tempo conforme é insensivel ao fator de escala sobre geodésicas nulas).
O que se mede, entretanto, é a diferenca de tempo coésmico entre as frentes de
onda que, de acordo com a Eq.(2.13), é At,, = a(t,)An; e da mesma forma o
periodo fisico da radia¢do emitida por G é At, = a(t,)An. (Consideramos que
o fator de escala ndo muda apreciavelmente no intervalo An.) Assim existe uma
discrepancia entre o comprimento A, da onda no instante em que ¢ emitida e o
seu comprimento A\, quando observada, medida pelo ‘desvio para o vermelho’

Aw—Ag L+ a(ty)

v a0 (2.14)

©
Il
|
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Em primeira ordem na diferenca (¢, — t,), ou seja, para galdxias préximas da
Terra, se pode expandir

aty) |
a(ty) ’

e como c(t, —t,) é a distancia (fisica) ¢ entre as galdxias, tem-se uma relacao
linear entre o desvio para o vermelho observado e a distancia da galaxia que se
observa: z ~ Hyl. Esta é a ‘Lei de Hubble (1929)’, que mediu pela primeira
vez a expansao do Universo. A relacao fora deduzida teoricamente por Lemaitre
(1927), dois anos antes de sua comprovacao observacional. O coeficiente (usamos
um ponto para denotar derivada quanto ao tempo cdsmico)

H(t) = a/a,

a(tw) = alty) + (tw = t4)

cujo valor hoje (ou em 1929, sem diferenga apreciavel) é conhecido como Cons-
tante de Hubble, e vale! Hy = 67.74kms™"Mpc™" de acordo com os dados da
Planck Collaboration et al. (2016¢).

2.2 O tensor de energia-momento

O tensor de energia-momento 7}, deve possuir as mesmas simetrias da métrica
e, portanto, no referencial adequado em que esta assume a forma diagonal (2.5),
(1) as componentes de T}, nao podem depender das coordenadas espaciais, devido
a completa homogeneidade das secoes J£'; e

(2) a projecao de T}, sobre as secoes £ deve ser uma matriz diagonal, caso
contrario haveria uma direcao espacial privilegiada violando a isotropia.

A tnica diregao privilegiada no espago-tempo de Robertson-Walker ¢ a dire¢ao
tipo-tempo ao longo do vetor dy que define observadores em queda-livre seguindo
geodésicas com vetor tangente (2.7), U* = mé(’f . A projecao ortogonal a essa
diregao ¢ feita pelo tensor

P =U"0, + 6 (logo Pu = guab) = U.Us + gu),

tal que para qualquer vetor V* temos | V# = P*V" perpendicular a U*. Sendo
assim, s6 pode exisitir um grau de liberdade nos espaco gerado por U*U" e outro
nas trés direcoes ortogonais representadas por P*; descreva-os, respectivamente,
com as fungoes p(z°) e P(2°), e a tinica forma do tensor de energia-momento
compativel com as condigdes (1) e (2) é

T = p UU, + P (UUy + gu). (2.15)

!Unidade derivada do parsec (pc); 1Mpc = 10%pc, com 1pc = 3,26 anos-luz = 3,086 x
10'8cm, ou seja 1Mpc ~ 3 x 1022 metros.
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Explicitamente, as componentes
Too=—N?p, Tij=a"Pé; e T®=—5p, TV=2LPé;, (216a)
enquanto
T", = Diag (—p, P, P, P). (2.16b)
*

Um fluido isentropico

O tensor de energia-momento com o formato (2.15) corresponde ao de um
fluido cujas linhas de fluxo tém o campo U* como tangente. (Cf., e.g., Hawking
& Ellis (1973).) A projegao T**U,U, da a densidade de energia percebida pelo
observador que acompanha o fluxo. No sistema de referencial da Terra, em que
N =1, a densidade de energia observada é, portanto, p(t). As componentes
espaciais Tj; dao as pressoes do fluido nas direcoes de z° que aqui sao dadas por
uma Uunica fungao P(t), idéntica em todas as dire¢oes espaciais (i.e. o fluido
é “isentrdpico”). A diferenga entre os diversos tipo de fluido cujo tensor tem
a forma (2.15) estd na relacdo entre as componentes espaciais e a componente
temporal de T*"". Isto é, os diferentes fluidos e, portanto, as diferentes possiveis
dinamicas do universo, sao determinados por uma relacao da forma

P = P(p), ou P/p=w(p). (2.17)

A dltima dessas equagoes corresponde a equacao de estado do fluido (ou do gés)

na sua descri¢do termodinamica. A fungao w(p) é conhecida como ‘parametro da

equacao de estado’, e assume valores constantes em diversos casos relevantes: um
1

gds de fotons tem w = 3 e um gés de poeira tem w = 0.

*

Um campo escalar

Para um campo escalar ¢(x,t) com potencial V(¢), a Lagrangeana de matéria

Ly = —% g"" 0,0 0,0 — V(9), (2.18)
d4 o tensor de energia-momento (A.7),
T = 049 009 — g (5000 0“0 + V(9)) , (2.19)
que tem exatamente a forma (2.15), desde que se leia
p=—30,00"0+V(p), P=—350.00"¢—V(e), (2.20a)
Ul = —(0a0 0%¢) 12 01 . (2.20b)
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Repare que a analogia entre o campo escalar e um fluido existe mesmo para
®(x,t); no caso de um universo homogéneo e isotrépico, temos necessariamente
¢ = ¢(t) e com isso

p=L1P+V(e); P=1is-V(9). (2.21)

A constante cosmoldgica

Originalmente introduzida por Einstein (1917) do lado esquerdo, “geométrico”,
das equagoes de campo,

RMV - %RQW + Aguy = %2 T/u/a

a constante cosmoldgica A pode ser passada para o lado direito e interpretada
como um tipo de matéria cujo tensor de energia-momento tem a forma especifica
T = —» *Ag,,. Comparagdo com a Eq.(2.15) revela que isso equivale a um
fluido com equacao de estado

P=—p, logo w=—1,
e densidade densidade de energia constante
p =N/ (2.22)

Além disso, comparagao com a Eq.(A.9) deixa claro que a constante comoldgica
pode ser obtida pela inclusao de um termo £, ~ A constante na Lagrangeana

de Einstein-Hilbert: )
S=— [d*/=g(R—-2A\).
5 V=yg( )
Por outro lado, essa Lagrangeana constante corresponde a um campo escalar ¢
estacionado em uma configuracao de vacuo, i.e. um extremo ¢, do potencial V'(¢)

tal que 9,¢ = 0 e portanto (2.18) se resume a V(¢,) = A/»>.

2.3 As equacoes de Friedmann

A dinamica do espago-tempo de Robertson-Walker é descrita pelas Equacoes de
Einstein (A.6),

Ry — 2R g = 5 T, (2.23)

com uma possivel constante cosmologica inclusa no tensor de energia-momento.
Usando as férmulas (2.9) e (2.10) para montar o tensor de Einstein do lado

18



esquerdo, e com o tensor de energia-momento (2.16), chega-se a duas equagoes
diferenciais de segunda ordem independentes,

1 lda\? 2 K

adr
1 dafdr [ a d (1da lda 1 dN 2
= SfEer)y oot S CN . Z 1 3p). (2.24b
N2 |:da/deT(adT>+CLdT NdT] g (P 3P)- (224D)

(A Eq.(2.24a) é simplesmente a componente 00 das equagoes de Einstein, en-
quanto (2.24b) é uma combinagao das componentes 00 e 11.)

Além destas, o vinculo (A.8) fornecido pelas identidades de Bianchi implica
na conservagao do tensor de energia-momento,

v, =0, (2.25)
0 que, para o tensor de energia-momento do fluido perfeito, da
(P+p) UV, U +UU'N ((P+p)+ (P+p)U'V,U"+V'P=0.

Ao se multiplicar a equagao acima por U, e utilizando a Eq.(2.8) para o compor-
tamento geodésico dos observadores U®, temos uma ‘equagao de continuidade’
para a variacao da densidade de energia a medida que o fator de escala muda:

Dp/dr = —(P+ p)V,U",

sendo D/dr = U*V,, a derivada ao longo da curva definida pelo campo U*, pa-
rametrizada pelo parametro tipo-tempo 7. Como V,U* = dN~!/dr + Nfllﬂg“ =
—N72dN/dr + N"Y(N~'dN/dr + 3a~'da/dT), temos por fim

dp/dr = —3@ da/dr . (2.26)

Um par de equagoes diferenciais de segunda ordem, as Eqs.(2.24) sao sufici-
entes para determinar o fator de escala como funcao de 7 uma vez especificada
a matéria, i.e. a equagdo de estado (2.17) do fluido (ou o potencial V(¢) para
um campo escalar). Portanto a Eq.(2.26) ndo pode ser uma terceira equagao
independente e, de fato, nao é. E possivel chegar a ela derivando-se a Eq.(2.24a)
e usando o resultado para eliminar @ na Eq.(2.24b).

okok

No tempo césmico t, com a funcao lapso N = 1, as Equacoes de Einstein
(2.24) sdo conhecidas como Equagoes de Friedmann (1922, 1924):

. 2
a 81G K
(5> === (2.27a)
ija = —?(p +3P). (2.27b)
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Denotamos f = df /dt. O conhecimento destas equagoes muito antes das anélises
de Robertson e Walker mostra que A. Friedmann chegou sozinho a métrica (2.11),
e por isso a descricao do Universo através de um espaco-tempo homogéneo e
isotrépico é geralmente dita uma ‘cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker’
(FRW). A primeira pessoa a perceber que nestes modelos o Universo se ex-
pande apds “surgir” de uma explosao (ou de um “a4tomo primordial”) foi Lemaitre
(1931). Por esse motivo os modelos cosmolégicos da ‘Teoria do Big-Bang’ cos-
tumam ser chamados de ‘cosmologias de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker’
(FLRW). No tempo conforme 1 = [ dt/a(t), as equagoes de Friedmann ficam

ad\? 8@ K

(9):=T?ﬂ—a? (2282)
a” a\? 47 G
E‘(E) = -T2+ 3P), (2.28h)

com f"=df/dn. A equagao da continuidade (2.26) mantém a mesma forma pois
é independente da escolha da funcao lapso.
As equagdes para um campo escalar, usando a correspondéncia (2.21), ficam

(afa)* = % (36° + V(9)) - K/a® (2.299)
ifa=-% (8~ V(9)): (2.20b)
no tempo césmico, e
(d/[a?)? = % (§(¢//a)® + V(¢)) — K/a*; (2.:30a)
a'/a* = —Z ((¢/a)? — 4V ($)) — K /a? (2.30D)

no tempo conforme. A Eq.(2.25) para a conservagao do tensor de energia-
momento d& a equacao de Klein-Gordon

o+ 3(afa) g = -9,V (9), (2.31)
ou, no tempo conforme,
" +2(d' Ja) ¢ = —a® IV (). (2.32)

A derivada segunda do fator de escala com respeito ao tempo cdsmico, d*a/dt?,
corresponde a aceleracao da expansao cosmica, uma vez que o tempo cosmico
corresponde ao tempo préprio na Via Lactea. Com isso se vé da Eq.(2.27b) que

se w(p) > —1/3 o universo desacelera: @ < 0; (2.33a)
ese w(p) <—1/3 o universo acelera: a > 0, (2.33Db)
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onde usamos a equagao de estado do fluido, Eq.(2.17). Contrariando todas as
expectativas, a segunda possibilidade é a que se observa, com a aceleracao da
expansao césmica tendo sido comprovada por Riess et al. (1998) e Perlmutter
et al. (1999). Uma maneira comum de se medir a aceleragao do fator de escala
para K = 0 é através do chamado ‘parametro de desaceleracao’
a 1
=———=—(14+3w 2.34
= (1 +3u), (234)
tal que ¢ > 0 indica aceleracao negativa, etc. Repare da Eq.(2.28b) que a” > 0
nao corresponde, necessariamente, a um universo acelerado.

2.4 Modelos cosmoldégicos

A solugao das equagoes de campo (2.24) descritas na segao anterior fornece a
evolucao da geometria e da matéria no Universo. Uma vez conhecida a equacao
de estado, a Eq.(2.26) d4 a maneira com que o fluido se “dilui” com o fator de
escala, i.e.

adp/da = —3(p+ P) logo a(p) =exp {—%/ (1(1'3_/5})} : (2.35)

Invertendo a relagao para se ter p = p(a), a Eq.(2.27a) é uma equagao de primeira
ordem cuja solugao é dada pela integral indefinida

VG2T3) () = / da N (a® pla) — 3K/52) /2. (2.36)

Claro que nem sempre é possivel resolver a integral analiticamente e, mesmo
quando sim, nem sempre é possivel inverter analiticamente a fungao 7(a) para
obter o fator de escala a(7), o que ndo impede que se tire informagoes importantes
mesmo nesses casos, como serda exemplificado mais abaixo.

*

Fluidos barotropicos

A classe mais simples de solucoes analiticas das equacoes de Friedmann é dada
por fluidos barotrépicos com w = constante. A integral em (2.35) é trivial, e

p = pu X a 30T (2.37)

com p,, uma constante de integracdo. Para K = 0, a integral (2.36) também é
imediata, e temos

a(t) = a, t*30FY e a(n) = a, n¥ I3, (2.38)
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nos tempos césmico (N = 1) e conforme (N = a), com a, uma constante ar-
bitraria de integragao determinada pelas condigoes iniciais.
Os exemplos principais de fluidos barotrépicos sao:

Radiag¢ao: Se o fluido é composto por particulas ultrarelativisticas (a altas ener-
gias, i.e. p® > m?), equagao de estado é a mesma de um gds de fétons na
radiacao de corpo-negro, w = 1/3; entao

;e a=as\t=a.n. (2.39)

Wl

p = pr/a* com w =

Poeira / Matéria Escura: Para particulas que se movem a baixas velocidades a
pressio é nula e w = 0. E o caso do universo dominado por matéria fria
(e.g. matéria escura). Entao a densidade de energia se dilui com o volume
espacial V ~ a3, viz.

p=pu/a®, com w=0, e a:a*t2/3:a*772. (2.40)

Constante Cosmoldgica: Para w = —1 a densidade de energia é constante e
corresponde & constante cosmoldgica dada pela Eq.(2.22); entao

p=pr e a(t)=a.e™ a(n)=1/(Hn), com H = /pp/3. (2.41)

Outros casos que serao uteis sao as equagoes de estado de objetos extensos com
dimensao 1 e 2, i.e, cordas e paredes de dominio. Esses objetos sao ‘defeitos
topoldgicos’ que surgem em uma possivel transicao de fase no universo primor-
dial, através do mecanismo de Kibble (1976); ver também, e.g., Durrer (1999);
Vilenkin & Shellard (1994). Também sao ingredientes de modelos cosmolégicos
contendo um gés de cordas ou de branas, propostos por Alexander et al. (2000);
Brandenberger & Vafa (1989). A equacao de estado para um gas de p-branas é
deduzida no Apéndice F; cordas sao 1-branas e paredes de dominio 2-branas.

Um gds de cordas: Um gas de cordas nao relativisticas tem como equacao de
estado w = —1/3, e portanto

Pch/CLQ, com w=-1/3, e a=a.t=a,logn. (2.42)

(Note que a férmula (2.38) a(n) ndo vale.) O termo de curvatura na
Eq.(2.27a) tem a mesma dependéncia, e podemos trata-lo como se fosse
uma contribui¢ao a densidade de energia correspondente a um gas de cor-
das, tendo em mente que nesse caso a densidade relativa po = —K pode
assumir valores negativos em universos fechados onde K > 0. (Essa inter-
pretacao geométrica do gas de cordas nao é incomum, ver, e.g. Kamenshchik

& Khalatnikov (2012).)
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Um gds de branas: Um gas de branas, ou de paredes de dominio, nao rela-
tivisticas tem como equagao de estado w = —2/3, e portanto

p=ppp/a, com w=-2/3 e a=a,t’=a./n. (2.43)

*

Mistura de fluidos nao interagentes

A primeira generalizacao das solugdes (2.37) consiste em se considerar uma
mistura de mais de um fluido barotrépico, cada um com parametro constante
na equacgao de estado, e todos nao interagentes. Um conjunto de fluidos com
densidade e pressao {pgsy, Prsy} € dito “nao interagente” se cada fluido obedece

~ . . 177 .
a equacao da continuidade V”T{ = 0 separadamente, ou seja, se

dpgry/dn + 3(pisy + Puy)(d'/a) =0 (2.44)

para todo J; com isso se pode determinar individualmente a evolucao de cada
componente com o fator de escala através da integral (2.35). O tensor de energia-
momento total, que serve de fonte para as equagoes de Einstein/Friedmann é a
soma TH = 3", T{“}’}, cujas componentes sao também a soma das densidades e

pressoes, i.e.
B 1 dp/p }
p_ZeXp{ 3/(1+wj) '

J

Se wy sado constantes a Eq.(2.37) dd

_ PJ
P=D ey (2.45)
J

com p, constantes (nao confundir com pyy, viz. pryy = ps/a® 7). Quando
fluidos interagem, apenas o tensor total, e nao os tensores Tff}’}, satisfaz a equacao
da continuidade. (Para uma descrigdo um pouco mais detalhada, cf. §9.2.)

2.5 Geometria causal de universos FLRW

2.5.1 Horizontes de particula e de eventos

O tempo conforme é um parametro afim para as geodésicas nulas, e em um
diagrama n-r, onde r é a coordenada radial comével de (8.24) os cones de luz sao
descritos pelas retas

CF ={r=4n+n.}. (2.46)
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O sinal positivo, €T, corresponde a geodésicas que se afastam radialmente do
evento p = {n,, 7.}, o sinal negativo as geodésicas que se aproximam. Para um
dado observador O no instante 7, o raio comével maximo rp de seu cone de luz
passado, se rp < 00, define uma esfera chamada de ‘horizonte de particulas’.
Trata-se da fronteira entre os eventos que podem ter contactado O até o instante
1. A existéncia de um horizonte de particulas indica que 7 tem um “comeco” em
n =mn; > —0o0 ou, mais precisamente, que a linha-de-mundo de O nao é extensivel
infinitamente para o passado, como se vé na Fig.2.2. Em outras palavras, indica a
existéncia de uma singularidade. Por outro lado, a existéncia de um raio comével
maximo rg < oo para o cone de luz futuro indica a existéncia de um ‘horizonte
cosmoldgico’ (ou “horizonte de eventos cosmolégico” ), que determina o limite dos
eventos que poderao eventualmente ser influenciados por O.

Como se pode inferir da Fig.2.2, a existéncia de horizontes estd associada a
existéncia de uma “duracao conforme finita” do universo. Se ha uma singulari-
dade em 7; “cortando” as geodésicas passadas do observador em p no instante
conforme 7, entao o raio comével do horizonte de particulas é

rp=n—";, € Tp=1nF—1 (2.47)

para um horizonte de eventos, onde 1y é o “final conforme” da vida universo,
quando a(ny) = oo. Os raios fisicos s@o, respectivamente,

Cp(n) =am)(n—m), e Le(n)=an)(n —mn). (2.48)

No tempo cosmico, as rp e rp sao escritos como as integrais

rp(t) = /t dtfa(t),  re(t) = /t " dta(t), (2.49)

com ((t) = a(t)r(t). Ainda é possivel reescrever (2.49) em fungao apenas do fator
de escala, através da mudanga de variaveis dt = Hda, donde

rp(a) = /Oa da/(Ha?), re(t) = /00 da/(Ha?). (2.50)

Usando as Eqs.(2.47) e (2.50), temos uma expressao para a duracao conforme
do universo:

Ny — 1o = / da/(Ha®) =rp +rp. (2.51)
0

Nem sempre as integrais (2.50) convergem, entretanto, o que significa que
nem sempre existem um ou os dois tipos de horizontes. Por exemplo, considere
um universo em expansao em que, para a — 0 ou para a — 0o, 0 parametro da
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Figura 2.2: Horizonte de eventos (rg) e de particulas (rp).

equagao de estado seja aproximadamente constante e valha a Eq.(2.37). Usando
a Eq.(2.27a) para K = 0, temos H = /(pw/3)a"20%)/2 logo

/a da/(Ha®) = \/3/pu /a da qBw—1/2 o g(143w)/2 _ ;.(143w)/2

Tomando o limite x — 0 ou x — oo temos, a menos de um possivel sinal e um
fator multiplicativo, rp e rp, respectivamente. Dai, e com o auxilio da Eq.(2.34),
se conclui que

1) Se w > —1/3, entao rp é finito e rr diverge; logo, universos que sao desacelera-
dos para a arbitrariamente grande nao possuem horizonte de eventos, e universos
desacelerados no big-bang, quando a — 0, possuem horizonte de particulas.

2) Se w < —1/3, agora r é finito e rp diverge; logo, universos que sao acelerados
para a arbitrariamente grande possuem um horizonte de eventos, e universos
acelerados no big-bang, quando a — 0, nao possuem horizonte de particulas.

2.5.2 A esfera de Hubble e o horizonte aparente

Para um certo observador na origem do sistema de coordenadas em um universo
de FLRW, a velocidade de afastamento de um ponto a uma distancia fisica ¢ = ar
¢é dada por

v="{=aHr = HL.

A expansao se torna superluminal (mais rapida que a luz) se v > ¢, o que corres-
ponde a distancias ¢ > ¢y tal que Hly = ¢, ou seja (devolvendo por um instante
a velocidade da luz)

ly =c/H, (2.52)
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o que define o ‘raio de Hubble’. A esfera de Hubble, com raio (g, é, assim,
uma espécie de “horizonte dinamico”, uma medida local que determina, a cada
instante, os limites de uma regiao cujo interior estd em contato causal. Isso
deve ser comparado com a natureza intrinsecamente nao-local dos horizontes de
eventos e particula, definidos com base em toda a evolucao, passada ou futura, do
Universo. (No caso do horizonte de eventos o problema é de ordem teleoldgica,
ja que para determinar rg(t) é necessario conhecer toda a histéria futura do
Universo, coisa que, por defini¢do, ainda nao aconteceu.)

Pela conveniéncia de ser uma grandeza local, vamos utilizar o raio de Hubble
como medida do tamanho (causal) do Universo.

De forma mais técnica, o raio de Hubble esta ligado ao ‘horizonte aparente’ de
um universo de FLRW.! Em um espaco esfericamente simétrico, uma superficie
esférica . é um ‘horizonte aparente’ se a expansao da familia de geodésicas nulas
futuras exteriores a . é 8, > 0, e enquanto a expansao das geodésicas futuras
interiores a . é #_ = 0. Em uma superficie esférica ‘normal’, _ < 0 pois as
geodésicas convergem para o centro. Intuitivamente, . é uma superficie limitrofe
a partir da qual as geodésicas nulas dirigidas ao interior de uma esfere divergem
por causa da expansao do espaco. A expansao de uma familia de geodésicas ()
ortogonal a uma superficie . de area A pode ser calculada como

0= (1) A)dA/d), (2.53)

onde A é um parametro afim de . Esta equacao ¢ a férmula mais simples para
o cdlculo de § em um universo de FLRW. Escrevendo a métrica na forma

ds® = a*(t) (—dn®* + dx* + f*(x)do) , (2.54)

onde f(x) = senhy, seny, x, para K = —1, +1, 0, uma esfera .#, de raio ¥,
possui drea A = 47 a*(t) f*(x). Usando n = A como parametro afim, podemos
calcular 6. para as geodésicas radiais v+ dirigidas para o exterior futuro (+) e
para o interior futuro (—). Escrevendo por um momento f’ = df /dy, temos

dA/dX\ = Axd(af)?/dny = 8raf (f da/dn+ adf /dn) = 2A (a+ (f'/ f)dx/dn),

e pela Eq.(2.54) geodésicas nulas obedecem dy/dnp = +1. Assim, com a Eq.(2.53),
temos

0. =2a(HEf'/(af)), (2.54)

com o sinal + (—) indicando que o raio p aumenta (diminui) para uma geodésica
que se dirige ao exterior (interior) de .. O horizonte aparente é definido por

L As definicoes seguem Hayward (1994), com a nomenclatura original relacionada a buracos
negros adaptada para espagos cosmoldgicos. Ver também Faraoni (2011) e Bousso (2002).
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0_ = 0 e, portanto, satisfaz f'(x)/f(x) = a H cuja solugdo é r4 = £4/a, com o
raio fisico

1

by = ————.
VH? + K/a?

Assim, enquanto K /a? for suficientemente pequeno (e, em particular, para K = 0)
a esfera de Hubble coincide com o horizonte aparente.

E valido enfatizar a maior das diferencas entre a natureza local do horizonte
aparente e do horizonte de Hubble, por um lado, e a natureza nao-local do hori-
zonte de particulas, por outro. O horizonte de particulas estabelece uma relacao
entre eventos. Se um ponto a uma distancia comével r corresponde a um evento u
fora do horizonte de particulas de um observador o, entao uma pessoa em u nunca
pode ter entrado em contato com o. Por outro lado, o horizonte aparente esta-
belece uma relacao entre distancias, a cada instante. Se r é a separacao comoével
entre dois observadores, e rg(n) < r no instante 7, entdo a comunicagdo entre
ambos estd proibida, mas apenas momentaneamente. Se em algum momento 7’
valer ri(n') > r, entdo a comunica¢do passa a ser permitida.

(2.55)

Figura 2.3: Diagrams de Penrose para universos com equacao de estado constante
e K = 0; (a) universo desacelerado; (b) universo acelerado; (c¢) universo com
aceleragao nula.

2.5.3 Diagramas de Penrose

Um grafico como o da Fig.2.2 fornece uma representacao “finita” do infinito
temporal {t — oo} ~ {n — 7}, nos casos em que 7y < co. A compactificacao
completa do espago-tempo pode ser feita por meios de diagramas de Penrose (ver
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Apéndice B). Para encontrar os diagramas associados a um universo de FLRW,
escreva a métrica no tempo conforme,

ds® = a2(77)(—d772 + dsig), (2.56)

de maneira que a dependéncia temporal corresponda a uma transformacgao de
Weyl de uma métrica estatica. Para K = 1, o termo em parénteses (cf. Eq.(2.4)),

ds% = —dn* + dx* + sen®x(df” + sen®d dy?), (2.57)

ja é o préprio cilindro de Einstein, e para K = 0 trata-se da métrica de Minkowski,
que pode ser mapeada em ds% pela transformagao conforme (B.3), levando a

ds* = Q(7,x) ds%, com Q*(n) = 1 a?(7, x) sec® (X3T) sec? (X57).  (2.58)

(Cf. Eq.(B.9).) Transformagao semelhante pode ser realizada para K = —1.

Num diagrama de Penrose, o infinito espacial fica compactificado pela trans-
formagao conforme (B.3), que mapeia o dominio infinito de r € (0, 00) no dominio
finito (1+x) € (—m, 7), cf. Eq.(B.5). Com isso apenas, temos o digrama que ma-
peia Minkowski sobre uma “esquina”’ de &, como descrito no §B.1. Nos espagos
de FLRW, a presencga de a® no fator conforme em (2.58) impoe um “corte” no
diagrama de Minkowski, a depender se a se anula ou diverge para um tempo
conforme finito. Como vimos no §2.5.1, universos assintoticamente acelerados no
futuro tém 7; < oo e se assintoticamente acelerados no passado a singularidade
estd em a(—o0) = 0; logo, no primeiro caso, o futuro infinito #* corresponde a
superficie tipo-espaco {1 = 7}, enquanto o passado infinito .#~ ~ {n = —oo}
tem a mesma estrutura causal que em Minkowski: uma superficie nula. Para uni-
versos desacelerados, a légica se inverte, i.e. a singularidade ocorre num tempo
conforme finito e é, portanto, tipo-espaco, enquanto .#* é nulo. Os diagramas
de fluidos perfeitos com w constante, ou seja, eternamente acelerados ou desace-
lerados, se encontram na Fig.2.3. Quando ha duas fases de aceleragao, primeiro
desacelerada e depois acelerada (como é o caso do modelo de concordéancia), tanto
a singularidade quanto o infinito sao tipo-espaco e o diagrama tem a forma da
Fig.2.4. Repare que se a ordem das fases fosse invertida, com o inicio acelerado e
o final desacelerado, o universo tem infinito e singularidade nulas, e o diagrama
tem a forma da Fig.B.1(b).

2.6 O Modelo Cosmolégico Padrao

Na descricao do Universo em larga escala compativel com os dados observacionais
advindos de diversas origens, e por isso conhecida como “modelo de concordancia
césmica” (Ostriker & Steinhardt (1995)), ou “modelo cosmolégico padrao”, o
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Figura 2.4: Diagrama de Penrose para universo com big-bang, comecando desa-
celerado (porgao branca) e assintoticamente acelerado (porgao cinza).

tensor de energia-momento é composto por trés fluidos nao interagentes: matéria
fria nao-relativistica que inclui tanto particulas “comuns” (béarions) quanto, e
principalmente, matéria escura; particulas relativisticas, principalmente radiagao
(e neutrinos); e uma constante cosmolégica A:
_ 3 4
p = pu/a’ + pr/a’ + px.

Escrevendo ag para o valor do fator de escala hoje, e usando o subindice 0
para outras grandezas avaliadas no tempo atual, é costume usar como parametros
para as fracoes relativas da densidade de energia, em vez dos pysy acima, (2 p
tais que

P = 3%£20 [QM(ao/a)?’ + QR(ao/a)4 —FQA} .

Pela a equagao de Friedmann (2.27a), o coeficiente
3HZ )3 = perit (2.59)

representa a densidade de energia do universo no instante atual, chamada de
‘densidade critica’. Definindo ainda Qx = —K/aZHZ, e avaliando a Eq.(2.27a)
hoje, se obtém a relagao fixa

Qar+ Qr + Q4 + Q= 1. (2.60)

A Eq.(2.27a) d& a solugao do tempo como uma fungao do fator de escala através
da integral

t= /Oada/ [a Ho/Qr(ao/a)* + Qurlag/a)® + Qx(ao/a)? + QA} . (2.61)

com t = 0 quando a = 0; é vantajoso escrever a mesma integral com uma mudanca
de varidveis para o desvio para o vermelho z dado pela Eq.(2.14) (com a,, = ay),
Viz.

1/(1+2)
#(2) = Hy! /0 de / [5\/9354 T OME + QR+ QA} . (2.62)
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2.6.1 A Radiagao Césmica de Fundo (CMB)

A prevaléncia da ‘Teoria do Big-Bang’ sobre os outros modelos cosmolégicos da
década de 60 (principalmente o ‘steady state universe’ de Bondi & Gold (1948) e
Hoyle (1948)) se consolidou apés a descoberta da Radia¢ao Césmica de Fundo por
Penzias & Wilson (1965). Liberada no instante de desacoplamento entre fétons
e barions, i.e. no momento de “recombinagao” (embora nao tenha havido outra
“combinagao” antes) entre elétrons e prétons em &tomos de hidrogénio, a CMB
oferece evidéncia de um Universo primordial quente. Sua temperatura atual é de

Tp =2,7260 £ 0,0013 K, (2.63)

(cf. Fixsen (2009)) e corresponde a um espectro (tecnicamente perfeito) de corpo-
negro, cuja distribuicao de f6tons segue a relagao de Planck (uma distribuigao de
Bose-Einstein com 2 graus de liberdade para as polarizagoes de féton, cf. Landau
& Lifshitz (1980))

1 VE*dk

12 ehck/kpT _ 17

dN(T) = (2.64)
para o nimero dNy de fétons com ntmero de onda entre k e k + dk. Durante a
expansao do Universo, a dependéncia temporal do volume V ~ a3(t), enquanto
k = 2m/A ~ 1/a(t), sendo A ~ a(t) o comprimento de onda (fisico). Portanto
o fator no numerador, V k2dk, fica invariante. No denominador, o argumento
da fungao exponencial tem a dependéncia de k/T. Mas, como se pode ver da
Eq.(2.66) em comparagao com a solucao (2.39) para um universo preenchido por
radiacao, a temperatura de corpo-negro se reescala como T ~ 1/a(t), o que
mantém a razao k/T também invariante. Assim, a distribuigdo de Planck é pre-
servada ao longo da evolugao do Universo e a CMB se mantém com um espectro
de corpo-negro até hoje, e desde a sua emissao. Ao mesmo tempo, o espectro é
gradualmente deslocado na direcao do vermelho por conta da diminuicao da tem-
peratura com o inverso do fator de escala. Em termos do desvio para o vermelho
(2.14), e tomando a temperatura atual como referéncia,

T=(1+2)T. (2.65)

O valor medido para z no instante do desacoplamento ¢ z, ~ 1090 (ver Eq.(2.71)
abaixo), logo a temperatura original da CMB era de fato extremamente alta,
~ 2974 K.

A densidade de energia a cada frequéncia w = ck é dada pela Formula de

Planck
h w3 dw

1203 ehw/kpT _ 17

dpp(w;T) =
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e a densidade total é obtida com a integracao! sobre todas as frequéncias, viz.
2k} 4

PR = e T

(2.66)

conhecida como ‘Lei de Stefan-Boltzmann’ (cf. Eq.(5.11), §5.1). Com a tempera-
tura (2.63), e calculando a razao (h& um fator de ¢=2 para conversao de unidades;
E = mc?)

4.63 x 1073 kg/m?

~ —4
8.62 x 10727 kg/m3 ~ 0.54 x 1077,

c? pR(T(])/pcrit ~

onde usamos o valor de p.i; dado abaixo, temos a densidade de energia relativa
a radiacao no Universo atual,

Qp ~ 54 x107°.

2.6.2 O Modelo ACDM

Por isso se pode fixar {2 = 0 sem prejuizo, de forma que o Universo fica descrito
durante quase toda a sua histéria pelo chamado ‘modelo ACDM’, com apenas
a constante cosmologica A, cujo valor é medido através de 25, e poeira com
densidade

Q= Qp + Q, (2.67)

correspondente a dois tipos de componentes com velocidades nao-relativisticas
(e portanto equagao de estado w = 0): bdrions, com densidade relativa €); e
matéria escura fria (‘Cold Dark Matter’, CDM), com densidade relativa Q.. O
modelo ACDM ¢ o mais simples, i.e. com o menor nimero de parametros livres
(seis) a concordar com os dados observacionais. As tltimas medigoes de Planck
Collaboration et al. (2016a) determinam Q.h* ~ 0.1188 e Q,h* ~ 0.02230, onde
h = Hy/(100km/s/Mpc) é a “constante de Hubble reduzida”. A partir desses
valores (e dos outros parametros livres do modelo), se calculam

Hy ~ 67.74 km/s/Mpc, h = 0.6774; (2.68a)
Qp =~ 0.0486, .~ 0.2589, O ~ 0.3089, Q) ~ 0.6911; (2.68Db)
Perit & 8.62 x 107" kg/m®. (2.68¢)

LA integral é do tipo fooo iiff, com x = hw/kgT, e estd relacionada & Funcao zeta de

Riemann, ((z) = >_.° , 1/n%; o resultado ¢ (ver, e.g., Landau & Lifshitz (1980), §58)

© 23 dx
/0 1 (1—1/2°)T(4)¢(4) = 7*/15.

633_
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Em suma, cerca de 69% do contetido energético do Universo é devido a constante
cosmoldégica, e dos 30% de matéria restantes apenas cerca de 5% ¢é a matéria
barionica que se observa em laboratdrios, sendo a maioria, 26% da matéria nao
relativistica composta de matéria escura. Com a Eq.(2.60) os valores (2.68b)
colocam sobre o valor da “densidade de curvatura”

um limite muito pequeno que indica que o Universo é, hoje, extremamente plano.
E 1til em célculos ter o valor

Hy = 67.7 km/s/Mpc ~ 2.2 x 10771 ~ 107% ¢/. (2.70)
(Com isso, por exemplo, pode-se calcular a densidade critica (2.59)

kg - s

3 2
it = — (2.2 x 1078 g7t —_—
Perit ( x 107 s ) % 6.7 x 10~11m3

~86-1072"k 3,
o 8.6-10 g/m”.)

O desvio para o vermelho da radiacao césmica de fundo desde sua emissao no
desacoplamento entre fétons e barions é

2, ~ 1090, (2.71)

com o que (2.62) fornece a idade do Universo quando do desacoplamento da CMB
como sendo

t, ~ 3.77 x 10° anos. (2.72)

Com a mesma integral (2.62), em z = 0, obtemos a idade ¢, do Universo hoje (o
tempo passado desde o big-bang):

to = 13.799 x 10° anos. (2.73)

O tempo conforme pode ser calculado da mesma maneira que o tempo césmico,
s6 hd um fator a~! a mais no integrando em (2.61). Seu valor atual é 7, =
4.7 x 10'% anos. Por terminar em uma fase acelerada a duracao conforme do
Universo € finita: avaliando a integral de a = 0 até a = oo temos

n¢|acom = 6.4 x 10" anos. (2.74)

Ou seja: ja percorremos cerca de 70% da duracao total conforme.
O raio do Universo observavel é dado pelo raio de Hubble (2.52); com (2.68a)
temos Hy = 67.7 km/s/Mpc ~ 2.19 x 10718571 ¢

Cr(to) = ¢/Hy ~ {3 x 10° (s/m)}/{2.19- 10" ¥ s} ~ 10*" m. (2.75)

32



Alternativamente, o raio do horizonte de particulas (2.50) é dado pela integral

Cp(to) = (cag/Hy) X /01 da/ (aQ\/QM a3+ Qra* +QA> :

Como a(tyg) = 1, avaliando a integral numericamente temos
(p(to) &~ 3.2 x £y (ty) ~ 10* m. (2.76)

A mesma integral, com os limites 1 a oo dé para o horizonte de eventos (futuro)
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Capitulo 3

Cosmologia inflacionaria

3.1 Paradoxos do modelo cosmolégico padrao

Ha dois problemas dinamicos classicos com as “condigoes iniciais” no modelo de
concordancia cosmica, caso se assuma a sua validade desde o instante inicial ou,
pelo menos, desde o instante de Planck tp;. Sua origem estd no fato de a expansao
do Universo preenchido por matéria e radiagao ser desacelerada, apresentando um
horizonte de particulas.

*

Problema da planaridade

O primeiro problema é conhecido como ‘problema da planaridade’, e diz res-
peito ao valor muito pequeno da observado para a curvatura (2.69). Reescrevendo
a Eq.(2.27a) na forma

QA +Qp+ U —1=K/(aH)?, (3.1)

e lembrando que em cada uma das épocas passadas da evolugao do Universo em
que dominaram radiacao e matéria o fator de escala evolui como a ~ t% com
a < 1, temos que aH ~ t“ 1 e

O+ Qr+Qu=1+K *"  com a<l1.

Ou seja, o termo proporcional a curvatura cresce durante uma expansao desace-
lerada e, portanto, a extensao do modelo de concordancia ao tempo de Planck
implica que, entao, o valor de Qx(a) = —K/(aH)? era ainda menor do que agora.
O quao menor pode ser determinado se soubermos um valor de referéncia para o
desvio para o vermelho e o parametro de Hubble em algum momento da historia,
pois

K/(aPlHPl)2 = (aref/aPl)2(Href/HPl)2(aref/a0)2<Href/H0)2QK-
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Tomando como referéncia o desacoplamento dos fétons da CMB, no desvio para
o vermelho (2.71), z, ~ 1100, chega-se a

K/(apiHp))? ~ (K/(agHp)?) x 107%. (3.2)

Entretanto, no modelo de concordancia nao ha qualquer razao para esperar que
K/(apiHp;)* nao fosse de ordem 1; ou seja, nao hé qualquer explicagao para um
ajuste tao fino nas condicoes iniciais que fixam a curvatura das segoes espaciais.

*

Problema do horizonte

O segundo grande paradoxo do modelo concordancia é conhecido como ‘pro-
blema do horizonte’ e corresponde basicamente ao fato de que desde a singu-
laridade ou, mais precisamente, desde o instante de Planck tp; até a formagcao
da CMB pela recombinacao do Hidrogeénio e desacoplamento dos fétons, o que
ocorre num desvio para o vermelho z, ~ 1100, nao se passou tempo suficiente
para que o Universo tivesse se termalizado. Ainda assim, a radiacao cdsmica de
fundo apresenta enorme homogeneidade, o que é impossivel de explicar sem uma
relacao causal entre suas partes.

Para estimar o tamanho do problema, considere o raio fisico do horizonte de

particulas atual, t

0

Cp(to) = Clo/ A ;
tpl a(t)

onde substituimos o big-bang em ¢t = 0 pelo limite mais realistico de t = tp;.
Como a(tp;) > 0, a integral acima ¢ um numero finito. Um limite inferior para
este numero é obtido ao substituirmos o integrando pelo seu menor valor ao longo
do intervalo de integragao [tp;, tp]. Assumindo um universo em expansao, em que
o fator de escala nunca diminui, este menor valor corresponde justamente o fator
de escala do universo atual. Assim, o raio causal do Universo hoje é

gpo > Emin =cC (to — tpl> ~ 1026 m. (33)

A dependéncia temporal de £p é proporcional ao fator de escala, e o raio comdvel
do horizonte de particulas, rp = p(t)/a(t), é constante. Para descobrir qual era
o tamanho fisico ¢p,, no momento t, da recombinagao do Hidrogénio, do raio
((t) que hoje tem o valor (3.3), note que £p(t.) = a(t.)(€p(to)/ao), € o fator de
proporcionalidade a(t,)/ag = (1 + z,)~' ~ 1073. Ou seja, na época da emissao
da CMB, o tamanho do Universo causal que temos hoje era mil vezes menor, da
ordem de
gp(t*) > 1023 m.
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Considere agora (para fins de argumento) que entre o instante de Planck e o
desacoplamento o universo seja dominado por radiagao. Olhe para o raio fisico
de um dominio causal em tp; da ordem do comprimento de Planck, ¢;(tp;) = {p;.
Apo6s expandir até o instante do desacoplamento, este dominio passa a ter o raio
lr(te) = {a(t.)/a(tp)}¢p;. Num universo preenchido por radiagao, o fator de
escala é proporcional ao inverso da temperatura de corpo negro, a ~ 1/T. (Cf.
§5.1.) Logo ¢;(t.) = {Tp/T}lp;. A temperatura para o desacoplamento do
Hidrogénio é da ordem de T, ~ 10~ !eV, enquanto Tp; ~ 10%eV, logo

(r(t.) ~ 10*¢p; ~ 10~ %m.

O que se demonstrou aqui é que dentro da porcao da radiacao cosmica de fundo
que se observa hoje ha um numero da ordem de

(Cp(ta)/lr(t.))* ~ 107

“bolhas causais”, i.e. regides que tiveram tempo de entrar em contato causal entre
tp; e t,. Na Fig.3.1 se vé um diagrama conforme esquematizando o problema:
um observador o (nés) olhando em diregdes diametralmente opostas para a CMB
recebe informagoes vindas de eventos p e ¢ cujos cones de luz passados nao se
intersectam — e ainda assim a temperatura medida para os dois pontos é a
mesma. Em resumo, assumindo apenas o modelo de concordancia, chega-se a
conclusao absurda de que 10%7 regides sem contato causal, de alguma forma,
entraram em equilibrio térmico no periodo entre tp; e t,.

3.2 A evolucao do raio de Hubble

Podemos descrever os problemas do Modelo Cosmolégico Padrao em termos do
horizonte de Hubble, cf. §2.5.2.
Quando a expansao do Universo obedece uma lei de poténcias,

a=(t/tg)*, temos H=oa/t e i=ala—1)t;*t*2 (3.4)
Portanto em uma expansao desacelerada 0 < o < 1, e o raio de Hubble
ly =t/a, (3.5)

que cresce linearmente, aumenta mais rapido que o tamanho fisico de uma regiao
com raio comével r constante, cujo tamanho fisico ¢ = ar cresce como t*. Eo que
ocorre em ambas as fases dominadas por radiacao (a = 1/2) e poeira (o = 2/3)
do modelo de concordancia. Para o raio comdvel da esfera de Hubble,

rg =Llg/a = %tl_o‘, temos 71y = % (1 —a)t™, (3.6)
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horizonte de q

horizonte de o

Figura 3.1: Relacao entre os horizontes de particulas de um observador o e de
pontos p e ¢ sobre a superficie do tltimo espalhamento de fétons (CMB). Vé-se
também a evolucao do raio comével da esfera de Hubble. Eixo vertical: tempo
conforme; eixo horizontal: distancia comével.

logo ry sempre cresce com o tempo se 0 < o < 1, mas decresce se a > 1. Ou
seja, enquanto o Universo se encontra em expansao desacelerada, 1/aH cresce;
se a expansao é desacelerada, 1/aH passa a diminuir. No modelo ACDM o
Universo entra em uma fase acelerada dominada pela constante cosmoldgica em
um instante ¢ < tp, a partir do qual o raio comével da esfera de Hubble passa
entao a decrescer, como se vé na Fig.3.1.

Agora, repare que ambos os problemas descritos no §3.1 podem ser formulados
com base nessa simples observagao a respeito da dinamica de rg, que 75 > 0 em
um universo desacelerado. A Eq.(3.1) pode ser escrita como

QA+QR+QM—1:KT?{,

uma vez que durante (quase) toda a vida do Universo ry cresce, qualquer que seja
o valor do lado esquerdo da equacao hoje, no inicio da evolucao desacelerada ele
deveria ser bem menor. Ocorre que pela Eq.(2.69) temos Krg(ty) < 1073 e nada
explica o motivo pelo qual no inicio do Universo se devesse ter Q + Qg + Qu
tao mais préximo de 1 (que é um valor instavel).

O problema do horizonte pode ser reformulado trocando-se o horizonte de
particulas pelo horizonte de Hubble. Nao hd nenhum impecilio conceitual, uma
vez que para (3.4) temos rp = fot dt/a(t) =t§(1 —a) 't = 2ry, ou seja, rp

37



e ry praticamente coincidem e, mais ainda,
rp 2 rg para 0<a <1, (3.7)

logo usar o raio de Hubble como limite causal é ser ainda mais conservador do
que usar o horizonte de particulas. A medida que cresce (linearmente), o raio
comével ry passa a englobar escalas comoveis cada vez maiores; se rgy cresceu
desde sempre, essas novas regides que entram no horizonte a cada instante nunca
tinham estado em contato causal com o interior da esfera de Hubble. Ainda assim,
entre tp; e a criagao da CMB toda regiao que entrou no horizonte de Hubble havia
sido termalizada.

3.3 Inflacao

O “universo inflaciondrio” introduzido por Guth (1981), elaborado por Linde
(1982) e Albrecht & Steinhardt (1982), e que teve como precursor Starobinsky
(1980), resolve os problemas do §3.1 introduzindo uma expansao acelerada no
inicio do Universo, antes do dominio da radiacao.

3.3.1 Aspectos gerais de um universo inflacionario

A discussao do fim do §3.2 deixa claro que os problemas do modelo de con-
cordancia vém do fato de que o raio comével do horizonte de Hubble cresce desde
o inicio da existéncia do Universo. A solugao 6bvia é encontrar um mecanismo
que faga com que, antes de comegar a crescer, ry diminua até atingir o valor
muito pequeno requerido. Como visto na Eq.(3.6), o raio comével da esfera de
Hubble diminui se @ > 1, o que corresponde, pela Eq.(3.4), a uma expansao
acelerada. De maneira mais geral, independentemente de a obedecer uma lei de
poténcias, como 7y = —a~ (1 + H/HQ) o raio de Hubble decresce se

=_-H/H? < 1. (3.8)

No que diz respeito ao tipo de matéria necessaria para que se obtenha um universo
acelerado, como visto em (2.33), a equagao de estado deve ter w < —1/3, o que da
uma pressao negativa e viola a condicao forte de energia. O menor valor de w que
nao recai em problemas de estabilidade é w = —1; de acordo com (2.41) temos
entdao H = constante e logo € = 0, com a expansao exponencial (a ‘infla¢ao’)

ds® = —dt* + 2 (dr® 4 r*do?) (3.9)

de um universo de de Sitter, Eq.(2.41). Ao mesmo tempo, ry ~ e ! diminui
exponencialmente, o que torna de Sitter uma solucao excelente para os problemas
do modelo cosmolégico padrao.

38



ru

Ho Ho Q
. CMB p q
n *
4 r ’Z) AN AN,

Hu
Hr /\

(a) (b)

Figura 3.2: Causalidade em um Universo inflacionério. (a) A evolugao do raio
comével de Hubble ry = 1/aH, que decresce durante uma expansao acelererada;
a regiao tingida se encontra dentro da esfera de Hubble e as escalas que adentram o
horizonte hoje (79) ja estiveram em contato causal no passado (em algum instante
nr). (b) A inflagao desloca o big-bang para longe no passado conforme, e os cones
de luz de eventos p e ¢ se prolongam dentro da fase acelerada até se intersectarem
na regiao tingida. Logo p e ¢ estiveram em contato causal.

A solugao inflacionaria é atrativamente simples. Olhando para a evolucao do
raio de Hubble na Fig.3.2(a), se, em algum momento durante a inflagdo rgy >
ru(to), as escalas que observamos hoje, e que durante a expansdo desacelerada
do Universo estiveram sempre fora de contato causal, estavam entao todas dentro
da esfera de Hubble e podem ter se termalizado. A medida que ry decresce, as
escalas vao sucessivamente perdendo contato causal, e apds o fim da inflacao,
quando rg passa a crescer, elas voltam a entrar dentro do horizonte de Hubble.
Outro ponto de vista é notar que, de acordo com o ponto 2) do final do §2.5.1, a
expansao acelerada desloca a singularidade para n — —oo (¢~ é uma superficie
nula), logo os cones de luz de p e ¢ na Fig.3.1 podem ser estendidos para o
passado até que se sobreponham como na Fig.3.2(b). Repare que o ponto u
onde os cones se intersectam tem como coordenada o tempo conforme 7, tal que
M0 = 1| = [ — 1.

A inflagdo acaba em algum instante proximo a n = 0, em que a aceleragao
do universo se anula e passa a ser negativa, iniciando a fase usual do modelo
de concordancia dominada por radiacao a altas temperaturas. O mecanismo
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responsavel pela transigao costuma ser chamado de ‘reaquecimento’ ( ‘reheating’),
de acordo com Albrecht et al. (1982); Kofman et al. (1994); para uma revisao ver,
e.g., Allahverdi et al. (2010); Bassett et al. (2006).

A duracao minima do periodo inflacionario deve ser tal que o passado causal
se estenda pelo menos até 7y tal que ry(n;) seja do tamanho de rg(ny). Assim,
todas as escalas que enxergamos hoje um dia ja estiveram em contato causal (em-
bora depois tenham, temporariamente, deixado de estar). Algumas aproximagoes
mostram que para isso se deve ter rg(nr)/ru(nr) > 10%. Isso resolve ambos os
problemas do horizonte e da planaridade. Considerando o periodo inflacionario
sendo quase de Sitter, de forma que o valor do parametro de Hubble seja cons-
tante e, ao fim da inflacho, Hr = Hj, entao rg(nr)/ru(nr) = a(nr)/a(n;), e
temos a(nr)/a(nr) > 10?8, ou

Np =log [a(np)/a(m)] > 64. (3.10)

Chama-se Np de “nimero de e-folds” (“desdobramentos exponenciais”) da fase
inflacionédria.

3.3.2 Slow-roll

A pressao negativa necessaria para inflar a expansao do Universo é obtida pela
presenga de um campo escalar o, o ‘inflaton’; sujeito a um potencial V(o). As
equagoes de movimento sao (2.29) e (2.31), que escrevemos'

%2 -
H? =% (16 +V(0)); (3.11)
d+3Ho=-V'(0). (3.12)
Desconsideramos aqui o termo de curvatura K /a?. Derivando a primeira equagio
e utilizando a segunda, temos H = —(5?/2) 6% e podemos reescrever o parametro
adimensional ¢ definido em (3.8) como
522
€= 252 (3.13)

Usando a correspondéncia entre o campo escalar e um fluido termodinamico, a
equacao de estado associada a o tem parametro w, = —1 + %5. Com isso, a
condicao necesséaria para que ocorra a inflagao, ¢ < 1, entao garante que w, <

!Nesta secdo, por praticidade, vamos usar V' = 9,V etc. Nao confundir com a notacio
para a derivada em respeito do tempo conforme geralmente utilizada em outros trechos. Mais
importante, definimos o segundo parametro de slow-roll nas Egs.(3.14) e (3.16) usando o stmbolo
universalmente aceito 7, que aqui coincide com o simbolo usado para o tempo conforme. Espe-
ramos que a diferenca entre ambos seja identificavel em cada contexto.
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—1/3 e também implica que a energia cinética %dz seja menor que a energia total
do campo, %('72 +V = %Hz. Ou seja, o campo escalar deve mudar lentamente na
escala de tempo de Hubble 1/H. Além disso, a condi¢ao ¢ < 1 deve ser satisfeita
durante um tempo suficientemente grande na escala Hubble para que se obtenha
a desigualdade (3.10), isso significa que a razao

n=¢/(He) < 1. (3.14)

Podemos reescrever € e 77 em termos no nimero de e-folds (3.10), visto como
uma grandeza continua. Se a inflacao comeca para um certo valor a; do fator de
escala, defina

a t
N(a) = / dloga = / dt H(t). (3.15)
ar t[
Como dt = dN/H, segue imediatamente que
dlog H dloge
dN dN
Os parametros € e 1 sao chamados de ‘parametros de slow-roll’. A maneira

mais simples de se implementar uma fase inflacionaria é assegurar a validade das
‘condigoes de slow-roll’

€= (3.16)

g, |n| < 1,

que significam que o inflaton desce (rolando) lentamente o potencial V(o). Isso
impde restrigoes sobre a forma de V (o), que podem ser encontradas com as se-
guintes aproximacoes.

1. Como ja observado acima, para

e<1, temos 16°<V logo H?= (5/3)V. (3.17)

2. Usando a expressao (3.13) temos que ¢ = »2(6/H?)(5 — H/H), logo
n=26/(Hé)— H/H*) =2(5/(Ho) +¢), (3.18)
e se, junto com ¢ < 1, vale |n| < 1, entao
|6/Ho| <1, logo —V'(0)=~3Hg. (3.19)

A aproximacao vem do fato de que, sendo a aceleracao do campo escalar
pequena em relagao a velocidade (o que “sustenta” a infla¢do), o termo de
“friccao” (proporcional a velocidade ¢) na equagao de Klein-Gordon (3.12)
domina sobre a aceleragao &, e a “forca” —V' é quase igual a forca de
arrasto.
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3. Tomando a razao das aproximagoes (3.17) e (3.19) para calcular (3.13),
temos a primeira condi¢ao sobre V (o),

e~ 2% (0,V/V) <« 1. (3.20)

Derivando a equagao (3.19), —=V"¢ =~ 3(H/H? + 6/H6)H?¢, e usando
(3.17), V")V ~ —32(H/H? + 6/ H6) = 32(c — 6/ HE) = 32(c + ¢ — n/2),
onde usamos (3.18). Logo

2e — in| ~ | ZO2V/V] < 1. (3.21)

As condigoes (3.20) e (3.21) mostram que a fase de slow-roll requer um
potencial “muito plano”, i.e. cujas duas primeiras derivadas sao muito
pequenas.

A escolha de quais parametros usar para medir a inflagdo é relativamente
ambigua, cf. Liddle et al. (1994). Por exemplo, é costume definir as razoes (3.20)
e (3.21) como “parametros de slow-roll potencial”

ev= S (0,VIV) e =% 0V/V;

de acordo com a discussao acima a aproximacao de slow-roll faz € ~ ey e ny ~
2e —n/2. Uma defini¢do especialmente vantajosa sao os chamados “parametros

de slow-roll de Hubble”,
en =20,H/H)?, e ng=20°H/H. (3.22)

Usando as equagoes de movimento é facil verificar que ey coincide com o parametro
original (3.8), e portanto a inflagdo definitivamente acaba se ey > 1. O parametro
ng se relaciona com (3.14) por ny =2 —n/2 = ny.

A aproximagcao de slow-roll é 1til para determinar o niimero de e-folds a partir
da forma do potencial. Em termos do inflaton, a integral (3.15) fica N(o) =

[do H/6 = \/ 2 [do/\/2, tendo sido usada a Eq.(3.13). Esta ¢ uma expressao

exata; assumindo que a inflacdo ocorre enquanto vale a fase de slow-roll, e por
isso enquanto € & ey, temos o nimero total de e-folds

2

Np =1/ =

= . (3.23)

| darver

I

3.4 Inflacao e o comego do tempo

E uma caracteristica geral de modelos inflaciondrios que sejam eternos para o
futuro. Isto é, regioes inflacionarias de espaco-tempo continuam sendo criadas
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indefinidamente por um inflaton que se move sobre um potencial. Uma revisao a
respeito é dada, e.g., por Guth (2007). No caso de modelos de inflagao a campo
grande, e.g., em que o inflaton desce o potencial a partir de valores proximos
da escala de Planck, flutuacoes quanticas nessa regiao deixam um rastro eterno
que bolhas que se formam; dentro de cada uma o inflaton desce o potencial e o
universo infla, mas h& sempre uma probabilidade de que outra bolha se forme.

Apesar de as bolhas inflacionarias serem criadas eternamente, dentro de um
universo inflaciondrio as geodésicas sao incompletas na direcao do passado.

Como ilustracao, considere primeiro o passado de geodésicas no espago-tempo
de de Sitter. A expansado exponencial (3.9) corresponde, na realidade, a uma
folheagao particular e incompleta do espago de dS, (ver Apéndice D). Mais preci-
samente, as coordenadas da métrica inflaciondria (3.9) cobrem apenas metade do
espago-tempo completo, e o diagrama causal nessas coordenadas, que tem a forma
da Fig.B.2(b) para um universo acelerado, é a metade diagonal superior do dia-
grama completo (um quadrado).Considere uma curva tipo-tempo entre os pontos
p e ¢ na Fig.3.3(a); por cruzar o horizonte de eventos diagonal, o tempo-préprio
7(p,q) deve ser calculado com a métrica global (Eq.(D.2)) e é, naturalmente,
finito; portanto também o é o tempo-préprio 7(p,u) < 7(p,q) que liga p & su-
perficie nula correspondente a {t = —oo} nas coordenadas da métrica (3.9). Por
isso, se restritas a metade inflacionaria do espaco de de Sitter, as curvas mos-
tradas na Fig.3.3(a) sdo incompletas. (A situagao é andloga a de uma geodésica
que atravessa o horizonte de um buraco negro com um tempo-préprio finito, e é
incompleta nas coordenadas de Schwarzschild.)

De forma mais geral, ¢ ha muito sabido (Borde (1994); Borde & Vilenkin
(1994)) que regimes de inflagdo eterna nao podem ser geodesicamente completos
na direcao do passado se a condicao fraca de energia for valida. Mas a inflacao
eterna ocorre para valores do inflaton em que flutuacoes quanticas sao necessari-
amente relevantes, e foi demonstrado (pelos mesmos autores, Borde & Vilenkin
(1997)) que estas flutuagoes podem levar a violagao da condigao fraca de energia.
Ainda assim, mais tarde, Borde et al. (2003) chegaram a uma nova prova de que
um espago-tempo inflacionario tem o passado incompleto, independentemente da
validade da condigao fraca de energia. A demonstragao é surpreendentemente
simples mesmo no caso geral em que a métrica nao é homogeénea e isotropica; a
hipdtese necessaria para a demonstracao ¢ chamada de “condicao de expansao
média”, e requer que a média Hj; do fator de Hubble sobre uma geodésica seja
positiva na direcao do passado. Para ser mais precisos e ilustrar o método, vamos
apresentar a demonstracao do teorema no caso de um universo de FLRW.

Em uma geodésica nula o tempo conforme 7 é um parametro afim. Sejam t;
e ty dois valores de referéncia do tempo cdsmico, e escolha o parametro afim A =
n/ay, com ay = a(ty) > a(t;) = a;, normalizado de tal forma que d\/dt|;—;, = 1,
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(a) (b)

Figura 3.3: (a) As coordenadas da métrica inflaciondria (3.9) correspondem a
metade diagonal superior (em branco) do espago completo de de Sitter. Por
isso ha curvas causais incompletas nessas coordenadas, que atingem o horizonte
em um parametro afim finito. (b) Congruéncia de geodésicas tipo-tempo com
expansao média positiva em um espaco inflacionédrio genérico.

ou seja: d\ = (a(t)/ay))dt, e portanto

A af
/ dX (a/a) = a;l/ da = a;l(af —a;) < 1. (3.24)
Ai a;

Definindo a expansao média

1 ts
Hy = —/ dXN H(\) (3.25)
Alty) = Ati) Jy,
sobre a geodésica, a desigualdade (3.24) implica em Hy < (M(t;) — A(t)) ™" A
condicao necessaria para a demonstracao ¢ que a expansao média seja positiva.
Se isso é verdade, entao

0< Hy < (Aty) = At:)™" levaa At) < Aty). (3.26)

Ou seja, partindo de um ponto p sobre a geodésica, em que A = Ay, como na
Fig.3.3(b), e voltando na dire¢ao do passado, a geodésica termina antes que se
percorra um comprimento afim finito AN < Ay — A, E fdcil mostrar a mesma
coisa para geodésicas tipo-tempo e, como ja dito, a generalizacao para espagos
que nao sao de FLRW também nao é complicada.
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A condicao H,; > 0 significa que, ao redor de algum ponto p existe uma
congruéncia de geodésicas que localmente (e em média) se afastam entre si, ou
seja, que o espago se expande localmente como na Fig.3.3(b). Isso é trivialmente
satisfeito em um espaco de FLRW, mas o ponto da demonstracao de Borde et al.
(2003) ¢é definir um equivalente da fungao de Hubble em espagos gerais, usando
a velocidade relativa das geodésicas tipo-tempo (infinitesimalmente) vizinhas. E
muito natural esperar que uma regiao com essas caracteristicas, e de extensao
grande o suficiente para conter o fim das geodésicas, exista em um espago-tempo
inflacionario, em que a expansao acelerada é razoavelmente homogénea em es-
calas da ordem de 1/H. Nas regides em que a inflagio eventualmente chega
ao fim, as geodésicas tipo-tempo podem desenvolver expansao negativa e formar
cdusticas (levando a formacao de galdxias, etc.), como indicado na regiao cinza
da Fig.3.3(b).

A presenca de geodésicas incompletas, com parametro afim finito, é o que
define uma singularidade, e portanto, em suma, espacos-tempos inflaciondarios
possuem uma singularidade no passado.
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Capitulo 4

Flutuacoes no Universo de FLRW

4.1 Flutuacoes em primeira ordem

Sejam hy,, () pequenas flutuagoes ao redor da métrica homogeénea e isotrépica de
FLRW g, de forma que a métrica total do universo seja

glw(xv t) = glﬂ/(t) + h/W<X7 t)» (4 1)

com g detde” = —N?*(2°)d(2°)? + a®(2°)d;; da'da? '
(Eq.(2.5) com K = 0) e hy, sendo de primeira ordem em relacao a g,,. No que
segue, vamos identificar as grandezas de fundo (de ordem zero), sempre por uma
barra. A perturbacao da inversa da métrica é h*” = g*” — g, e satisfaz

B0 — Ry s RO = a%hm R = —a%hm* (4.2)

A analise do comportamento das perturbacoes lineares é convenientemente
realizada apés uma decomposicao da matriz h,, no chamados modos escalares,
vetoriais e (puramente) tensoriais (as vezes referida como SVT, Scalar-Vector-
Tensor). Escreva a métrica como

h()() =-F (43&)
OF
a9 6 4.
o ( o tG ) (4.3b)
PB  0C, aC
hy = (A Ry I M D”) (43¢

onde as funcoes do lado direito satisfazem
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Esta decomposigao é sempre possivel,e extremamente ttil devido ao fato, explo-
rado abaixo, de que as equagoes para cada modo sao desacopladas. Ou seja, as
equagoes para a matriz D;; no setor tensorial, por exemplo, se resolvem indepen-
dentemente das equacoes para as funcoes E, F', A, B, no setor escalar.

XKk

A homogeneidade e isotropia da métrica de RW implicam que o tensor de
fundo tem, necessariamente, a forma (2.15),

Too=—p; T;=d*Pdy, (4.4)
com a 4-velocidade do fluxo de particulas normalizada g UMU” = —1, sendo
U; =0e Uy = —1, no tempo césmico. O tensor total é

T =Ty + 0T,

e assuma por enquanto que ele também possua a forma (2.15), com a 4-velocidade
total U, normalizada por g, U*U"” = —1. Em primeira ordem, as componentes
espaciais da perturbacao da velocidade, 0U; sao variaveis dinamicas completa-
mente independentes, enquanto a componente temporal é fixa,

5U0 - (SU() = _%hOO - %hog, (45)

onde usamos (4.2) para obter a ultima igualdade, e a perturbagao linear do tensor
de energia momento fica

(STO() = (Sp — ,5 hog, (SCTU = th] + CL25ij 5P7

_ _ 4.6

Como ja observado, essas férmulas sao validas apenas na auséncia de componen-
tes anisotrépicas de 7}, mas na presenca de anisotropias podemos usa-las para
definir as flutuagoes do tensor nao-perturbado T,W. Por exemplo, sabendo as
flutuacoes da métrica h,,,, e dado o tensor de energia-momento nao perturbado,
podemos definir dp através da primeira das Eqs.(4.6). A quebra da isotropia es-
pacial faz com que as componentes 7j da perturbacao tenham um termo a mais
em sua forma geral: 07;; = P hij + a2(5ij5P + ;. Decompondo esse ‘stress ani-
sotrépico’ em modos SVT, viz. ¥;; = aﬁﬂrs —i—(?ﬂr]‘-/ —|—7r;§, e fazendo o mesmo para
6U; = 0;0U + 60U}, as componentes gerais do tensor energia-momento perturbado
sao

5T00 = (5p - ﬁ hog, (47&)
6Ty = Phy — (P + p)(9;6U + oUY), (4.7b)
57—‘7;]' = p h'ij + CL25¢]'5P + aiajﬂ's + aﬂT]V + 7T;§ (47(3)
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E valido ressaltar que nem sempre os termos de stress anisotropico sao diferentes
de zero. Em particular, eles se anulam para as perturbagoes de um campo escalar
¢(t,x), mesmo que ¢ dependa explicitamente da posigao espacial x de forma
anisotropica, como veremos abaixo.

*

As equacgoes de Einstein

Em ordem zero, as equacoes de Einstein assumem a forma das equagoes de
Friedmann (2.27). Isso determina o fator de escala a(t) em (4.3). Para encontrar
as equacoes para as flutuagoes, linearize as equagoes de Einstein escritas na forma
R,, = —81G(T,, — %Tgw,). Temos

OR,, = —87G6S,, onde (4.8)
05 = 0T, — 2 (G dT + T hy) - (4.9)

Podemos calcular T facilmente, j& que T#, = Diag (—ﬁ, P, P, P),

T=3P—p=——— (—+H2>, (4.10)

onde H = a/a e usamos na segunda igualdade as equagoes de Friedmann que
sao satisfeitas pelos tensores nao perturbados. A perturbagao do trago, 67 é
6T+, = §(g"°T,,) = h"*T,, + g"*0T,,, e usando entdo as Eqs.(4.2), (4.3) e (4.6),
temos 0T = 30 P — dp, levando finalmente a

0R,, = —87G [6T,, + 525 (d/a+ H?) hyy — L (36P = 6p) ] . (4.11)

Apés o célculo da linearizagao do tensor de Ricci como funcao de hy, e suas
derivadas, as Eqgs.(4.11) s@o as equagdes para as flutuagoes de primeira ordem
da métrica, tendo como fonte as flutuacoes do tensor de energia-momento. As
equagoes para cada um dos modos SVT se separam, como ja dito. Assim, para
obter as equagoes dos modos tensoriais, fixamos a zero todas as grandezas esca-
lares, e.g. 0P = dp = A = E = 0, etc. Para obter as equagoes do setor escalar,
fazemos D;; = 0, etc. No contexto da cosmologia, os modos relevantes sao os
modos tensoriais, que dao origem a ondas gravitacionais, e os modos escalares,
diretamente ligado as flutuagoes de temperatura na CMB.

4.2 Flutuacoes tensoriais; ondas gravitacionais

Os modos tensoriais das equacgoes de Einstein sao os mais simples. Olhando
as Eqs.(4.3), temos hgy = ho; = 0 e hy; = a*D;;, com D;; possuindo traco e
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divergente nulos. As componentes da flutuagao do tensor de Ricci sao

(5R00 = 5R0j = 0, (S (412&)
5Rij = %VQDZ']' — aZ_ZDij — %CLCLDU + (aa + 20,2)D” (412b)
Da parte do tensor de energia-momento, a inica contribui¢ao aos modos tensoriais

vem de m; na Eq.(4.7¢), e as flutuagoes do tensor fonte S, dadas pela Eq.(4.9)
com (4.10) ficam 0.Sp) = 65p; =0 e

0Sij = Pa’Dij + a* ), + 25 (i/a + H?)a’Dy;. (4.13)

Podemos agora montar as Eqgs.(4.11). As componentes 00 e 0j sao triviais (0 =
0), e restam as componentes espaciais ij. Usamos as equagoes de Friedmann para
eliminar P que aparece no primeiro termo da Eq.(4.13); igualando as Eqs.(4.12)
e (4.13), temos por fim

CL72V2Dij — ng — 3(@/@) ng = —167TG 7'(',L7j1 (414)

Repare que o lado esquerdo é simplesmente o Laplaciano da métrica de FLRW,
O = (—g)"Y20,[(—9)?g"0,] = —0? — 3HO, + a~20%, e podemos escrever, de
forma explicitamente covariante,

ODy; = —167Gr};. (4.15)
Logo D;; obedece uma equagao de onda com 7T£~ como fonte, ou seja, os modos

tensoriais se comportam como uma ‘onda gravitacional’ se propagando sobre o
espaco-tempo de FLRW.

*

A acao quadrdtica

Existe uma maneira alternativa de se chegar a Eq.(4.15), através da expansao
direta da acao de Einstein-Hilbert como uma fungao quadratica de D;;. Vamos
ilustra-la aqui no caso em que a métrica de fundo é o espaco de de Sitter, por
simplicidade e porque nos serd tutil em outro lugar, mas nao é dificil generalizar
o procedimento para um espago FLRW. Considere a acao (A.4),

_ 1 4
S=5 /d V—g(R — 2A),

e faga uma perturbacao 6g,,. Em primeira ordem, a menos do termo de borda
usual,

1 (D = v
S = 52 /d4\/—g(RW — A )og"”. (4.16)
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Impostas as equacoes de Einstein para a métrica de fundo de dSy, R, = Agu,
a primeira variacao 65 = 0, como era de se esperar. O primeiro termo nao nulo
de S é o termo quadratico, portanto. Para obté-lo, expanda mais uma vez o
integrando de (4.16) em primeira ordem de dg*”. O resultado, apés se impor as
equagoes de Einstein, é

1

528 = —
S 2372

d*/G(6R,, — N6g,. )09 . (4.17)
(Note que a variagdo do determinante s6 contribui para a ordem cubica.) Para
flutuagoes tensoriais apenas os indices espaciais contribuem; usando dg;; = a*D;;,

09 = —a?D;; e a férmula (4.12) para dR,,, temos

1 _
628 = 5 / d*\/g [a®ODg, + a*(2H? + i/a) Doy, — a*ADgy| [—a™*Dyy).
V4

Aqui estd implicita uma soma simples (usando d,,) sobre os indices repetidos.
O termo em parénteses, em dS;, é simplesmente 2H? + d/a = 3H? = A, e com
isso temos simplesmente 625 = 555 [d*\/G Dg00Dg, que com uma integragao por
partes d&a

1 _ _
(SQS = —2—%2 /d4\/§§uvquab VI/Daba (418)

a menos de um termo de borda. Mas isso é simplesmente a acao para um campo
D, sem massa se propagando no espago-tempo com métrica g,,, € a equagao de
campo é portanto a equacao de Klein-Gordon [1Dy;, = 0, que coincide com (4.15).
Essa formulacao Lagrangeana reforca a interpretagao de D;; como um campo de
spin 2 sobre o espaco de fundo, e permite inclusive sua quantizacao.

*

Polarizacoes

A Eq.(4.14) pode ser decomposta em duas equacoes escalares. Seja D;;(q,t) a
transformada de Fourier da matriz D;;(x,t) = [d*q Dy;(t) e'9*. As condigoes de
trago e divergente nulo se traduzem, para o modo de Fourier relativo ao vetor de
onda q, em D;;(q,t) =0 e ¢;D;j(q,t) = 0. A primeira condi¢ao é uma restrigao
sobre os seis elementos independentes da matriz (simétrica e 3 x 3); sobram 5
elementos livres. A segunda condigao, ¢;D;; = 0, fornece mais um conjunto
de 3 equagoes e portanto ha somente 2 elementos livres ao todo em D;;. Sao
os graus de liberdade correspondendo aos dois modos de polarizacao das ondas
gravitacionais. Escolhendo q = ¢z na dire¢ao x® (ndo ha perda de generalidade

20



devido a isotropia da métrica de fundo), os modos tensoriais podem ser escritos
em termos de duas funcoes escalares,

hy hy O
0 0 0

Outra escolha equivalente é definir um covetor complexo e tal que
%o =0, 0%, =0, e 5ab626b = 1. (4.20)

As polarizacoes na direcao q sao entao dadas pela funcgoes h, e sua conjugada
complexa hy, tais que

Dap(q,t) = hyeqer + hy ey (4.21)
De qualquer forma, a transformada de Fourier da Eq.(4.14), com WZ; = 0, fica
hy + 3H hy — (q/a)*hy = 0, (4.22)

sendo h, um modo de Fourier para qualquer uma das funcoes escalares que defi-
nimos.

4.3 Flutuacoes escalares e calibre de Newton

O célculo dos modos escalares das flutuagoes é muito mais barroco. Existe na
definicao de hy,, uma ambiguidade intrinseca devida ao fato de o Principio da
Equivaléncia tornar a Relatividade Geral invariante sob difeomorfismos, que por
isso modificam a forma de h,, sem modificar o significado fisico das equagoes;
em suma, os difeomorfismos induzem ‘transformacoes de calibre’ em h,,,, o que é
descrito em detalhes no Apéndice C. Os modos tensoriais D;; sao invariantes sob
uma transformagao calibre, mas os modos escalares (e vetoriais), ndo. Por isso,
a analise das equacoes das flutuacoes escalares é sempre ambigua a nao ser que
ou se escolha desde o inicio e se mantenha até o fim em um calibre especifico,
e/ou que se trabalhe apenas com grandezas invariantes de calibre (que sdo, na
verdade os objetos “fisicos” da teoria). Duas combinagoes invariantes de calibre

para as flutuacoes escalares da métrica sao os chamados ‘Potenciais de Bardeen’
1 . 1 .. . .
=2 A+aH(B—2F)}, @Eé[E—a(B—QF)+aH(B—2F) .

Uma das escolhas mais convenientes de fixagdo de calibre para flutuagoes
escalares é o chamado ‘Calibre de Newton’, em que B=F =0 ¢

E=20; A=-20. (4.23)
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As perturbacoes escalares da métrica, no tempo césmico, ficam assim escritas
goo=—1-20(t,x); goi=0; gy=a’(t)(1-29(t,x))dy.  (4.24)
(A prova de que é possivel colocar a métrica nessa forma se encontra no fim do
Apéndice C.)
H& 6 equagoes diferentes. Da Eq.(4.8), temos uma para a componente 00 (i.e.

Ry = —8m(GdSy), uma para as componentes 0j, e duas para as componentes
17. Sao elas:

ArG (0p — 6P = V?7%) = LV2U — HO -2 (2H* + 4) & — VU + 6H ¥ (4.25a
G CL2 8i8j7rs = 8283 (‘1’ — (I)) (4 25b
ArG(p+ P)oU = —(H<I>+\if) (4.25¢
ATG (6p + 30P + V°1r®) = V2<I>+3H<I>+6 '+ 30 1 6H (4.25d

A equacao de conservacao da energia fica
§p+3H(Sp + 6P) + V2 ( PPV SU 4 Hor ) —3(5+ P)W,
e a conserva¢ao do momento
SP + V271 + 8y [(p+ P)SU] + 3H (p+ P)oU + (p+ P)® = 0.

Assim como nas equagoes de Friedmann, deve-se assumir dado o tensor de
energia-momento e uma relagdo constitutiva entre p e P (i.e. uma equagao de
estado), e uma férmula para o termo de anisotropia 7°. Assim, as funcoes in-
dependentes a serem determinadas sao trés: U (ou ®), dP (ou dp) e 0U. H4E
seis equacoes diferenciais acima, logo trés sao vinculos. Um pode ser colocado
numa forma simples combinando as equacoes de maneira a eliminar T, 75 e P,
resultando em uma equacao de Poisson para o potencial W:

4 e =6p—3H(p+ P) éU. (4.26)
Repare que (4.26) nao descreve a evolugao temporal de U(t, x); ela deve ser vista
como uma condi¢ao inicial (que é preservada no tempo) sobre ¥(t,x). Em pe-
quenas escalas, quando V?W¥ domina sobre o termo com dU, esta equacao equivale
a equagao de Newton para o campo gravitacional gerado pela densidade dp (dai
o nome do calibre). Outro vinculo relevante é a Eq.(4.25b), que determina ® em
termos de W e vice-versa; se m° = 0, ou seja, na auséncia de fontes anisotrépicas,

®=1. (4.27)
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A correspondéncia (2.20) entre os tensores de energia-momento de um campo
escalar e de um fluido perfeito é valida para um campo arbitrario ¢(t,x), que
pode depender das coordenadas espaciais x, logo num universo preenchido apenas
por um campo escalar o tensor de energia-momento perturbado tem 7° = 0,
impondo a condi¢ao (4.27).A mesma condi¢do em escalas muito maiores que o
raio de Hubble, como discutido mais abaixo. Assuma (4.27) a partir de agora.

*

Flutuagoes adiabdticas

Se a matéria pode ser descrita de maneira termodinamica, a relacao constitu-
tiva entre p e P mencionada acima leva uma relagao entre as flutuagoes determi-
nada pela equacao de Clausius (cf. Eq.(5.1))

P =2 dp+T68S, (4.28)

onde vy = (0P/dp)s é a velocidade do som no fluido e T' = (0P/05), sua tem-
peratura. Dadas estas duas fungdes, pode-se combinar as Eqgs.(4.25a)-(4.25d) e

(4.26) para encontrar uma equagao fechada para ® = ¥, apresentada por Bardeen
(1980) (cf. Mukhanov et al. (1992)):

"+ 3(1+v)H P — VP + [2H + (1 + 3v))H?| @ = 47G a°T6S.  (4.29)

Escrevemos a equagao no tempo conforme, por conveniéncia, e H = da’/a = aH.
Flutuagdes com 05 = 0 costumam ser chamadas de ‘adiabaticas’. Note que,
nesse caso, p e P sdo fungbes apenas de uma variavel, a temperatura (que pode
por sua vez ser parametrizada completamente pelo tempo). Assim, para todas
as espécies que compoem o fluido total, uma flutuacao adiabdtica tem a forma
dpa = (0pa/OT)6T(x), logo dpr/pr = 0T /T = dpun/pu, para uma composiao
de radiacdo e matéria, por exemplo. Em termos de wy = Px/pa, a equacio de
conservagao pa = —3H (1 + wa)pa permite escrever

(5A/(1—|—w,4):53/(1+w3), com 5AE(5pA/ﬁA.

Para fluidos perfeitos com equacao de estado com parametro constante ¢? = w,
vale H = 1/n e a Eq.(4.29) se simplifica bastante:

6(1+w)

@//
+ 14 3w

n ' 4+ wV2d =0, (4.30)

cuja solugao é proporcional a fungoes de Bessel. Em particular, em um universo
dominado por poeira/matéria escura, temos ¢ = w = 0, e o Laplaciano some,
deixando

" +6n'd =0 logo ®(n,x)=Fi(x)+ Fa(x)n>. (4.31)
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O segundo modo decai rapidamente e o primeiro representa um perfil de flu-
tuagoes espaciais que permanece constante com a evolucao da métrica de fundo e
deve obedecer a Eq.(4.26), sendo portanto determinado pela distruibuicao inicial
de matéria. O que acabamos de mostrar é que desde que o Universo passa a
ser dominado por matéria escura, o que ocorre desde antes da recombinacao do
hidrogeénio e emissao da CMB, o potencial gravitacional ® se encontra congelado.
Mas antes dessa era de poeira ® oscilava, e é necessario resolver a Eq.(4.29) de-
talhadamente para determinar as condigoes iniciais F(x). Em vez de seguir esse
caminho, é costume acompanhar o desenvolvimento de uma outra grandeza R.

*

Flutuacao da curvatura

Uma maneira de se determinar as condicoes iniciais sobre ® discutidas acima é
através de uma lei de conservacao vélida para uma outra grandeza, denotada por
R, e relacionada a perturbagdo da curvatura (intrinseca) das superficies espaciais.
A forma explicitamente invariante de calibre dessa ‘perturbacao da curvatura’ é
R = A/2+ HSU, que no calibre de Newton fica

R =V + HU. (4.32)

A lei de conservacao em questao diz respeito aos modos de Fourier Ry, com
R = [d®k Ry e™*. No limite em que o nimero de onda (comdvel) ¢ < aH,
entdo uma das solugoes das Eqs.(4.25) tem

Ry, = constante e Uy(t) = By (t) = — (1 — (H/a) / dt a) Ry (4.33)

A outra solucao tem Ry = 0 e Wy (t) = ®x(t) = Cx H/a, para uma constante Cy.
Durante uma expansao acelerada aH cresce, como mostrado no §3.2, e portanto
o limite k& < aH passa a ser valido para um grande intervalo de ntmeros de
onda k. Fisicamente, aH = 1/ry é o inverso do raio comével de Hubble, e se
diz que as ondas, de comprimento comével 1/k, estao ‘saindo do horizonte’. Em
suma, durante uma fase de expansao acelerada (como na infla¢ao), os modos
escalares saem do horizonte e “congelam” em um valor constante de Ry, no
que permanecem até que, durante uma fase desacelerada subsequente (como no
dominio de poeira) o raio ry volte a diminuir e os comprimentos 1/k voltem a
entrar no horizonte e oscilar com o tempo. Ha uma razao fisicamente intuitiva
para este comportamento: rg aje como uma barreira causal, e uma onda maior
que esta escala estd “fora de contato causal consigo mesma’”, sendo portanto
impossivel que evolua com o tempo.

A demonstragao de (4.33) pode ser feita diretamente usando as Egs.(4.25)
para determinar o comportamento de R, na forma (4.32), no limite apropriado.
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Uma prova muito geral, que nao envolve a forma explicita do conteiido material
presente no universo, foi dada por Weinberg (2003) (ver Weinberg (2004) para um
teorema andlogo nos modos tensoriais, e Weinberg (2008) para uma revisao) e faz
uso explicito da invariancia de calibre de R como uma simetria que é quebrada
no universo homogéneo e isotropico de fundo.

E possivel encontrar uma equagao de evolugao para R usando as Eqs.(4.25a)-
(4.25d), no tempo conforme (" = d/dn), temos

R" + (aH —2H'/H + H'/H)R' — V*R = 0. (4.34)
Considere o universo seja preenchido por um campo escalar ¢ e defina a funcao

2(n) = ag/H, (4.35)

que s6 depende de grandezas de fundo. Uma vez que 2'/z = a — H' JH + agZ/ q;ﬁ,

e usando as equacoes de Friedmann para escrever H = —4wG¢?, temos
(1/a*) (H" — d'H'[a) = H = —8G¢* (6/0) = 2H = 2H'(6/0) a,

ou seja: aé/é = (H"/H" —aH)/2, e 22'/z = aH — 2H'/H + H"/H', o que é
precisamente o termo entre parénteses na Eq.(4.34) que pode ser escrita, entao,

PR 2dzdR _,
—+———-V"R=0 4.36
dn? * zdn dn v ’ (4.36)

Esta equagao é conhecida como ‘Equagdo de Mukhanov (1986)-Sasaki (1986)".
Podemos eliminar o termo de derivada linear R’ fazendo uma troca para a variavel

v=2R. (4.37)

A equacao de MS para os modos de Fourier v, toma a forma de uma equacao
para um oscilador,

v+ (K* = 2"/2) v, =0, (4.38)

cuja frequéncia (k? — 2”/z) muda com o tempo de acordo com a fungao z(n).

4.4 O céu iluminado pela Radiacao Cdésmica de
Fundo

Nossa visao do céu se mapeia sobre a esfera S%. A (pequena) diferenca de tem-
peratura AT = T'(n) — Tp, observada ao redor da temperatura média atual da
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CMB, T, = (4m)~! [d*nT(n) ~ 2, 7K, é uma fungio (escalar) do vetor unitério
n € S? que indica a direcao da linha de visada, e portanto pode ser expandida
em uma base de harmonicos esféricos:

AT (7)
= Y,/ (n).
TO Ezn;aém 4 (TL)

O valor de AT medido em uma direcao qualquer é alterado por detalhes do
caminho especifico percorrido pelo féton.Para obter informacao intrinsecamente
cosmolégica é preciso tirar médias estatisticas de AT. Fazendo uso de um Teo-
rema Ergodico, assumimos que a média sobre diferentes pontos de observacao seja
equivalente a média sobre diferentes direcoes de observacao a partir de um mesmo
ponto. O Principio Cosmolégico se traduz aqui na suposi¢ao de que as médias
(AT (n1)AT(ng) - -+ ) sejam invariantes de rotacdo, de modo que s6 dependam
das diferencas entre os vetores direcionais, i.e. dos angulos 615 = Arccosng - no.
Assim, necessariamente (AT(n)) = 0 (o que caracteriza estatisticamente AT
como uma “flutuacgao”). Anisotropias da CMB sdo medidas pela correlagao
(AT (n)AT(7)). (H& outras correlagoes importantes referentes a polarizagao dos
fotons, que sao particularmente tteis para acessar informagoes sobre flutuagoes
tensoriais.) A simetria rotacional impde diagonalidade a correla¢do dos coefici-
entes’
(aem a}‘/m,) = Cy 0 5mm’;

com o que a soma Y0, Y(7) Y, ™(A') = (47) (20 + 1) Po(i - 1Y) leva a

AT(n) AT(n') 1 o
< T T > = E;(QH 1) Cy Py(n - 1), (4.39)
sendo P, os Polinomios de Legendre. Os nimeros (reais) Cy; s@o o ‘espectro da
CMB’. Esse espectro é observdvel através de anélises estatisticas da CMB, como
por exemplo a realizada pela equipe de Planck Collaboration et al. (2016a); um
modelo cosmologico deve explicar o comportamento dos Cy a partir das flutuagoes
de grandezas fisicas (¥, ®, R, dp, IP, o inflaton, etc.).

No universo pés-inflaciondrio ha um inventério de radiagdo (fétons e neutri-
nos), matéria escura e barions. As flutuacoes nas densidades de cada compo-
nente se relacionam entre si direta ou indiretamente, através das perturbagoes
da métrica. Vimos no §4.3 que ao longo da inflacao os modos de Fourier das
flutuagoes da métrica deixam o horizonte de Hubble e param de oscilar; durante
a fase desacelerada comecam a reentrar no horizonte e oscilar outra vez. A in-
fluéncia na criacao de anisotropias da CMB varia de acordo com o comportamento

LAs correlacoes indicadas aqui correspondem a médias estocasticas obtidas de diversas
direcoes na esfera da CMB. Ver, e.g. Durrer (2008).
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de W, e & apds o reheating, a depender se os modos reentram no horizonte an-
tes ou depois da recombinacao do Hidrogénio. Modos com k alto (comprimento
de onda curto) entram cedo no horizonte, e evoluem durante a era de radiacgao
e a passagem para a era dominada por poeira, influenciando de maneira deli-
cada a dinamica das densidades de matéria. Por possuirem comprimento de onda
curto, essas flutuagoes se imprimem na CMB em pequenas distancias angulares:
o angulo no céu correspondente a escala de Hubble na recombinacao ¢ da ordem
de 6, ~ 1°, o que corresponde a um multipolo ¢ ~ 200 nos coeficientes Cy; as
flutuacoes que entram no horizonte de Hubble muito antes da emissao da CMB
correspondem portanto a angulos 6 < 1°, e a multipolos ¢ > 200. O efeito final
¢ a existéncia de uma sucessao de “picos acusticos” na dependéncia de Cy com /,
o primeiro dos quais ocorre a £ ~ 200. A descricao desses efeitos é um assunto
extenso e delicado; uma exposigao detalhada é dada por Durrer (2008).!

Por outro lado, comprimentos de onda maiores que o horizonte de Hubble no
momento da recombinacao permaneceram constantes ao longo de toda a evolugao
desacelerada, e se encontram ainda no mesmo estado em que se encontravam antes
de sairem no horizonte, i.e. durante a fase inflacionaria. Esses modos correspon-
dem a angulos 6 > 1°, e a multipolos ¢ < 200, e contém, portanto, informagoes
preciosas a respeito do universo primordial inflacionédrio. Abaixo, vamos descrever
de forma simplificada como essas informagoes — mais precisamente, o espectro
de poténcias das flutuacoes inflacionarias — se encontram codificadas nos C.

*

Informagoes sobre o Universo primordial

Como descrito no §2.6.1, a CMB é um gas de fétons com temperatura de
corpo-negro seguindo a distribuigao estatistica de Planck (2.64), que podemos
escrever esquematicamente como

f(w/T) =1/ [exp(w/T) — 1],

onde as frequéncias w(t) sofrem um desvio para o vermelho proporcional a 1/a(t).
A temperatura -
T(z)=T(t)+T(t,x),

tem valor de fundo homogéneo T >> §T, que fornece o espectro de corpo-negro
e diminui com o aumento do fator de escala, T(t) X a(t) = constante, ver §5.1,
logo a razao w/T é constante. A distribuicdo f(w/T) obedece uma equacio de
Boltzmann, resultado do fato de o volume no espaco de fase ao longo da evolucao

Ver também Dodelson (2003), e Giovannini (2007); Mukhanov (2005); Weinberg (2008).
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do sistema se conservar (o teorema de Liouville) que, para fétons num “caminho
livre”, tem a forma!

g_Fd_wﬁ_i_dx af =0

df fdn = on  dndw = dn Ox’

(4.40)

O argumento da distribuigao f pode ser escrito como w/T = w, /T, para valores
de referéncia arbitrarios que denotamos pelo indice r relativo a recombinagcao.
Expandindo f(w/T) em primeira ordem para T =T + T,

fw/T) = {eXP <%> exp (%T/(j;i) — 1] h ~ f(w/T) {1 _ %T_dlojlééﬁjﬂ

Tanto w/T quanto a derivada em colchetes na tltima igualdade sdo constantes,
e por isso, em primeira ordem, a equagao (4.40) se simplifica para

d (6T d log w,
i =0. 4.41
dn ( T ) dn (4.41)

(Repare a derivada total em d(6T)/dn ~ 0,(6T) + (9z"/9n)0;(6T).)

Agora siga um foton que se desacoplou da matéria na recombinacao do hi-
drogeénio e percorreu sua geodésica nula, sem colidir com nada, até atingir a sonda
Planck em 2015. No calibre de Newton (4.24) e no tempo conforme, a condi¢ao
guwp'p” = 0 leva a p° = (1 — ¥)k/a, onde k = w,/a é o mdédulo da parte espa-
cial do quadrimomento na métrica nao perturbada, e p* = n‘(1 + ®)k/a, com n’
um vetor unitdrio. Note que p® = dn/d\, e portanto a equagao das geodésicas,
dpt /d\+ Fgﬁpapﬁ = 0, apds o célculo dos simbolos de Christoffel para (4.24), d4,
em primeira ordem,

dlog w dv

B —— + 0,V + 0,.
dn dn
Com isso podemos integrar a Eq.(4.41), desde um instante inicial que escolhemos
ser o instante da recombinacao, 7,, até um instante final, 79, em que o féton
atinge os sensores de Planck. O resultado é uma relacao entre a variacao da

temperatura e os potenciais gravitacionais:

or
T

oT

—| ==V + / Vi (0 + @), (4.42)

r

To Tr

O primeiro termo no lado direito é conhecido como ‘Efeito Sachs € Wolfe (1967)°
(SW); corresponde ao desvio para o vermelho (logo na variagao da temperatura)

'Em geral, df(n,w,x,p)/dn = €[f], onde €[f] depende da colisio dos fétons com outras
particulas. O termo (dp’/dn)(df/0p") que, a rigor, deve aparecer em (4.40) foi omitido por ser
de segunda ordem. Ver em especial Dodelson (2003).

o8



dos fétons que passam por um “poco” do potencial gravitacional. O segundo
termo costuma ser chamado de “efeito Sachs-Wolfe integrado” e, numa descricao
mais completa ha também um termo devido ao movimento peculiar da Terra.
O efeito SW domina em grandes escalas e durante a maior parte da evolucao
do Universo, em particular durante a era de dominacao de poeira, quando se da
a criacdo de estruturas. De fato, como se vé na Eq.(4.31), nesse periodo ¢ e
U nao dependem de 7, e portanto a integral se anula. (Mas note que tanto no
Universo jovem quanto no Universo atual as contribuicoes respectivas de radiacao
e constante cosmoldgica ativam o dltimo termo em (4.42).)

A variacao na temperatura da CMB vista hoje tem, portanto, duas contri-
buicdes principais (nesse regime): o valor atual de ¥, e o valor de §T/T no
instante da recombinac¢ao, ou seja, variagoes intrinsecas de temperatura no ins-
tante de emissao da CMB. Por sua vez, estas variacoes dependem também do
valor de ® em 7),.. Para flutuacoes adiabaticas num fluido com equagao de estado
w, (6T/T), ~ 2®,/3(1+w), e ¥ ~ . Durante a emissio da CMB o Universo j4
¢ dominado por matéria, com w = 0, e portanto a Eq.(4.42) se resume a

(6T/T)| =3V

70

(4.43)

nr’

Portanto, assumindo que os desvios observados hoje, AT, correspondem as per-
turbagdes 67, temos que ((AT/Tp)(AT/Ty)) = §(¥V),. A determinagio dos
coeficientes Cy pode ser obtida com alguma dlgebra (ver, e.g. Durrer (2008)),
Co = # d(log k) Py (k) 32 [k(no — 0], (efeito Sachs-Wolfe)  (4.44)
0
onde j,(z) sao fungoes de Bessel esféricas e Py(k) é o ‘espectro de poténcia’ de
U, definido na secao seguinte. O argumento de j, é a distancia conforme percor-
rida pelo f6ton entre hoje (1) e sua emissao na recombinagao (7). Enfatizamos
que a férmula acima sé é valida em grandes escalas; mais precisamente, é valida
para flutuagoes cujos comprimentos de onda eram maiores que horizonte de Hub-
ble (e portanto se encontravam congelados) no momento da recombinagao do
Hidrogénio, durante a era dominada por poeira; o que corresponde a angulos
0> 1° e a { < 200.

4.5 Espectros de poténcia

Vimos que as flutuacoes de temperatura sao determinadas por ¥ que por sua vez,
fora do horizonte, coincide com grandeza conservada R, Eq.(4.33). Fica evidente
da Eq.(4.39) que os C; s6 podem depender das médias (R(x) R(y)). A invariancia
rotacional da média estocdstica mais uma vez impoe que (R(x,t)R(y,t)) s6
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dependa do médulo da distancia |x — y| e com isso a fun¢ao de correlagao da
transformada de Fourier deve ter a forma

A funcao P,(k) é chamada de ‘espectro de poténcia’ de R.! Suas derivadas
definem o ‘“ndice espectral’ n, também chamado de ‘inclinagdo’ (“tilt”), e o indice
espectral ‘fluido’ (‘running’), a,

dlog Ps dng
ns—1= e as= .
dlogk dlogk

(4.46)

O espectro é a grandeza mensuravel a partir das flutuacoes da CMB, como ilus-
trado pela Eq.(4.44). Com as defini¢oes acima se pode escrever

L —1+4ns(k)+2 s (k) log(k/ k)
) ) (4.47)

para uma escala arbitraria de referéncia k. E nessa forma que se encontram os
resultados de Planck Collaboration et al. (2016a).

O mesmo pode ser feito para os modos tensoriais, mas é costume utilizar
uma notacao um pouco diferente. A transformada de Fourier hy de cada modo
de polarizagao h; » tem uma fungao de correlacdo como em (4.45): (hy hy) =
k=3 Py(k) 63 (k+k'), mas como hé dois modos de polarizagao, o chamado ‘espectro
tensorial’ é definido por

PT(k) = 2Ph(l€) (4.48)
Além disso, é costume se definir o indice espectral tensorial sem a soma de —1,
d log PT
k)= ————. 4.49
k) = ogk (4.49)

Em geral, definiremos o espectro de poténcia Px (k) de qualquer grandeza es-
tocdstica X por uma férmula andloga a (4.45). Por exemplo, P, na Eq.(4.44) é
o espectro de poténcia relativo a média do potencial de Bardeen W.

4.6 Flutuacoes no universo inflacionario

O grande triunfo da teoria da inflagao é fornecer uma explicacao para a pre-
senca de flutuacoes primordiais: as flutuacoes do inflaton se comportam como

'Também ¢é comum chamar de ‘espectro de poténcia’ a funcao P(k) tal que (Rj, RL,) =
2m)3 P(k) 3 (k + K).
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um campo quantico cujo valor médio esperado no vacuo é diferente de zero.
Usando a correspondéncia usual entre um fluido e o campo escalar, nao é dificil

determinar que perturbacio da 4-velocidade corresponde U = —6¢/¢, de modo
que a Eq.(4.32) da

R =—T — Hip/o. (4.50)

Portanto, durante a inflacdo, as médias (R,R,) estao ligadas diretamente as
fungoes de correlagao do inflaton. Existe um calibre das flutuagoes chamado de
‘calibre (espacialmente) plano’, no qual o potencial ¥ = 0, e R é diretamente
proporcional a d¢ a menos de um fator que s6 depende da métrica de fundo.
Além disso, como flutuacoes de um campo escalar nao induzem anisotropias, e
g = 0, entao ¥ = & = 0 e a teoria de perturbacoes escalares é equivalente a
descri¢ao do campo d¢ se propagando sobre o universo de FLRW nao perturbado.
As correlagoes

(66 6n) = (6/H)*(Ry Ry, (4.51)

do lado esquerdo da igualdade, sdo os valores médios (dos modos de Fourier)
do campo d¢ ap6 ele ser quantizado. Apds a saida do horizonte de Hubble, es-
ses modos perdem contato causal e deixam de oscilar, como visto no §4.3. Isso
pode ser entendido, seguindo Polarski & Starobinsky (1996), como um processo
de descoeréncia que transforma os valores médios quanticos (d¢y d¢x/) em cor-
relagoes estatisticas (classicas) de (Ry Ry) apds a entrada no horizonte durante
a fase desacelerada dominada por matéria.A saida e o congelamento dos modos
de Fourier de dentro do horizonte de Hubble durante a expansao acelerada sao
o coragao do mecanismo inflacionario: as flutuacoes quanticas ficam preservadas
(ndo decaem) e depois, quando cldssicas, induzem as inomogeneidades na fase
desacelerada pés-reheating.

Desejamos calcular (¢ d¢y/) no regime de slow-roll. A agao para um campo
escalar no universo de FLRW é dada por (2.18). Fazendo a perturbacao de
primeira ordem ¢ = ¢ + d¢, a perturbacio em segunda ordem da acdo (em
primeira ordem a variacao é zero apés implementadas as equagoes de Friedmann)
fica

S =g [d*z [(0f)0n)? = Oxf - Oxf + (d/a — a®B3V () 7],
onde f = adp. No regime de slow-roll, a*’93V (¢) < i/a, e

SI) = / o) [(0F)0n) — ) - Of + (a"/a) 7] . (4.52)

Aqui uma linha indica derivada com respeito ao tempo conforme 7. As equagoes
de Euler-Lagrange determinam a evolucao de f. Sao simplesmente Para os modos
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de Fourier fy = # [ d3xf(n, x)e~ %,

L+ (K —d"/a) fr =0, (4.53)

que é igual a Eq.(4.38) para Ry, com z substituido por a. A quantizagao canonica
de f se d4 impondo a relagao de incerteza [f(n,x),7(n,x")] = i63(x — x'), ou
[fr(n), me(n)] = i63(k + k’). O espago de Fock se constréi a partir da definigao
dos operadores de aniquilagdo e criacio « tais que fi(n) = ag f& + ole( f* com
f& solugdo da equacio classica (4.53). A relagdo de incerteza induz sobre os as
a comutacao (f¢, f) [ou, al,] = 83(k + k'), onde o produto interno de Klein-

Gordon (fg, f)
(Fe Fi7) = =il S 0157 = [ onfi) =1 (4.54)

deve ser normalizado para se obter o comutador usual [@k,aL,] = &k + k).
Assumindo que o estado inicial do campo é um vécuo |0), aniquilado por oy, e
usando as regras de comutacao se chega ao valor médio

(fr fr) = (O AL il 0) = (2m)3| £ 2 6 (k + K),
e voltando a d¢ = f/a,
<6¢k 6¢k’> = (27r)3a_2]f§l|2 53<k + k/) (455)

Diferentes escolhas da solucao f correspondem a diferentes escolhas do vécuo.
No espaco de de Sitter existe uma escolha preferencial, o vacuo de Bunch &
Davies (1978), que assume no limite muito interior ao horizonte de Hubble os
modos sao insensiveis a presenga da curvatura e se comportam como particulas
livres de frequéncia positiva em Minkowski. A solugao geral da Eq.(4.53) para
a = —1/Hn é a familia f = AL(k)eT™*(1 £i/kn), e a solucdo que obedece a
condigao apropriada em 1 — —oo, normalizada de acordo com (4.54) é

BD — (1/2k)Y2(1 — i /kn)e~ . (4.56)
Substituindo f = fBP na Eq.(4.55) da
(6w 0y = (210)% (H?/2k*)[1 + k* /a> H?] 63 (k + K). (4.57)

O modo k deixa o horizonte quando k£ < aH. Entao o segundo termo nos col-
chetes se torna subdomintante e, apds algum tempo de inflacao, desprezivel.
Defina Pss = (2m)*H?/2, em analogia & Eq.(4.45). Em um espago aproxima-
damente dSy, durante a fase de slow-roll, H varia lentamente com ¢, e temos

Pss = (2m)*H?(k)/2, com H?(k) sendo H?*(¢) avaliado no instante de saida do
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horizonte em que a(¢)H(¢) = k. Por fim, usando (4.51) com a aproximacio de
que (0, 0dp) = k™3Psy(k)0%(k + k'), temos o espectro de poténcia escalar numa
inflagao de slow-roll:
- H2(b
Pk = 8 (Wi =2t | 0 (1.58)
gH(¢) k=aH

onde ey é o parametro de slow-roll de Hubble (3.13). Isso fornece enfim uma
relagao entre o indice espectral (4.46) e os parametros de slow-roll (3.22). Lem-
brando que H é aproximadamente constante, temos

dlogP;  dlogP;  dlogPs 1 dP;
dlogk — dlogaH =~ dloga  HP, dt

ns—1=

ou seja,
ns(k) =1 —2eq — Nalp—ypy - (4.59)

Como visto no §4.2, os modos tensoriais se divididem em dois modos esca-
lares idénticos de polarizac¢do, que sdo guiados pela mesma equacao (4.53), cf.
Eq.(4.22). Portanto toda a formulagao acima fornece o espectro de poténcia
(4.48) Pr = 2Ps,, ou seja

Pr = (2m)°H*(9), (4.60)
de maneira que o indice tensorial ny da Eq.(4.49) se escreve como

np(k) =2em|,_ . (4.61)

Repare que pela auséncia do fator H/¢ o resultado (4.60) para os modos tensoriais
passa por menos aproximagoes que no caso escalar; a existéncia de um indice
espectral nao nulo na impressao das ondas gravitacionais na CMB é a predicao
mais forte do paradigma inflacionario, medindo diretamente o primeiro parametro
de slow-roll.

Escrevendo Pr na forma (4.47), i.e. Pr = Ar(q.)(q/q.)"", e inferindo Az (k)
e Ag(k,) para uma dada escala de referéncia k, a partir de (4.58) e (4.60), temos
por fim a chamada ‘razao tensorial escalar’

r=Ar/As = 16ey. (4.62)

A amplitude escalar Ag(k,) pode ser medida diretamente da CMB, e para k, =
0.05 Mpc™t seu valor é A, ~ 107%. E uma vez que r ~ Pr/Ps, e Pr ~ H? mede
o valor do raio de Hubble durante a inflacao, uma medicao de r fornece a ordem
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de escala de energia durante a fase inflacionaria. Uma vez que durante o slow-roll
H? ~ V, temos
V ~ 10% r MeV.

E dificil medir diretamente nr, e os resultados observacionais sao dados tipica-
mente por ng e r, que servem para parametrizar diferentes modelos inflacionarios.
As medigoes recentes de Planck Collaboration et al. (2016b) dao

ng =0.968 +0.006  r<0.11. (4.63)

O valor n, ~ 1 revela que o espectro de poténcia P, é quase independente de k,
logo todas as escalas sao equivalentes (o chamado ‘espectro de Harrison (1970)-
Zeldovich (1972)"), este efeito é de fato observado na CMB (ver férmula (4.44)).
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Capitulo 5

Topicos sobre a termodinamica
do Universo

5.1 Termodinamica de universos de FLRW

No universo espacialmente homogéneo e isotrépico, a cada instante de tempo
todo o fluido deve estar em equilibrio termodinamico a uma temperatura 71" e
pressao P constantes ao longo das secOes espaciais J#;; caso contrario — se, por
exemplo, P fosse uma fungao P(x) sobre J#; — seria quebrada a homogeneidade
e 0 espaco-tempo nao seria descrito pela métrica de FLRW. Em outras palavras,
as grandezas termodinamicas que descrevem o ‘fluido césmico’ sé podem variar
com um unico parametro A(t) correspondente ao tempo césmico ¢; com isso nao
podem ser todas independentes entre si, e é possivel escolher uma delas como .
Escolha T' = A(t), e todas as grandezas termodinamicas sao fungoes apenas da
temperatura.

Considere-se o sistema termodinamico composto pelo fluido no interior de um
volume arbitrario V. A energia interna do fluido, E(T'), sua pressao, P(T), e sua
entropia, S(T'), obedecem a relacao fundamental da termodinamica:

dE = TdS — PdV. (5.1)

O volume V é arbitrariamente delimitado, mas a densidade de energia p = E/V
¢ uma caracteristica do fluido (de fato, a componente 00 do tensor de energia-
momento 7%,). Defina a densidade de entropia s = S/V, e a relagao fundamental

d(pV) =Td(sV) — PdV fica
ap 0s
pdV + V(?_TdT = (Ts— P)dV—l—TVa—TdT.

A condigao de integrabilidade de (5.1) é a igualdade dos coeficientes de dV e de
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dT de cada lado da equagao acima. Os coeficientes de dV dao

1
S(T) = 2 (p(T) + P(T), (52)
e os coeficientes de dT' fornecem 0p/0T = T'0s/0T. Como ambas p(T) e s(T)
sao funcoes da temperatura apenas, as derivadas parciais podem ser substituidas
por derivadas totais e com isso, ao se derivar P(T') obtém-se, de acordo com a

Eq.(5.2),

dP/dT — % (o(T) + p(T)) . (5.3)

Se V =V, x a®(t), com V uma constante fixa, entao a mudanga no volume
do sistema se deve apenas a expansao césmica e é um processo termodinamico
reversivel. A reversibilidade pode ser comprovada se demonstramos que a entropia
é constante ao longo do processo, ou seja, para um volume comével unitario

3

S(a*,T) = a®s(T) = % (o(T) + P(T)) = constante. (5.4)

De fato, integrando a Eq.(5.3) para uma funcao p = p(P) arbitréria temos
T(P) = aexp [[dP/(P + p)] (5.5)

o que, substituido em (5.2) d4 para a densidade de entropia

s=1(P+p)exp[— [dP/(P+p)]. (5.6)

a é uma constante de integragao (cf. Eq.(5.11) abaixo). Derivando com respeito
ao tempo temos s = iexp — If—fp p, ou seja:

$/s=p/(p+p). (5.7)

Agora, para S = a®s, temos S = a®s + 3a2as = a®s (/s + 3H) e, usando (5.7),

S=25 (HLP + 3H) : (5.8)

Mas o termo entre parénteses se anula pela equagao de continuidade, logo S =0.
A reversibilidade do processo termodinamico de expansao do fluido devida a
expansao do universo, expressa pela Eq.(5.4), permite que se use a temperatura
como um relégio césmico. Derivando a Eq.(5.4) temos que 3a? G+ a®(9s/0T)T =
0, logo
dr (0s/0T) a

dt s(T) a’
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cujo ultimo termo pode ser eliminado pela equagao de Friedmann a/a = 4/ %\/ﬁ

(num universo plano em expansao). Assim, sabendo a entropia e a (densidade
de) energia interna como funcao de 7" sabemos como o tempo cdsmico evolui com
a temperatura ou vice-versa:

1 (0s(T)/0T)
= V247G /dT s(T)\/p(T) (5:9)

E através dessa correpondéncia que se pode contar a historia do inicio do Universo
como uma sucessao (temporal) de processos a energias (temperaturas) conhecidas.
Uma descricao detalhada pode ser encontrada, e.g., em Weinberg (2008) (ver
também Weinberg (1993)).

No denominador do integrando de (5.9) é necessério saber p = p(T'), e para
isso é suficiente saber a equagao de estado P = P(p), com o que se torna possivel
integrar a Eq.(5.5) e usar mais uma vez uma a equagao de estado para obter
T = T(p). O exemplo mais simples (e significativo) vem de equagoes de estado
lineares p = w p, com w constante, para as quais a integral é imediata e d&

(w+1)

p(T) = constante x T w | (5.10)

descrevendo como a energia do fluido (ou gés) depende da sua temperatura. Para
radiacao (um géas de fétons), onde a equagao de estado é P = %p, ie. w= %, a
relagao (5.10) é a conhecida Lei de Stefan et al. (1879) e Boltzmann (1884). A
nivel de “termodinamica cldssica”! a constante, vinda da integragao da Eq.(5.3),
nao pode ser determinada a nao ser experimentalmente; no caso da radiagao (de
corpo negro), escrevendo aqui explicitamente a velocidade da luz ¢,

40’53

p(T) x T

. , (5.11)

osp € a ‘constante de Stefan-Boltzmann’, e fica determinada a partir da distri-
buicao estatistica de Planck em termos da constante de Boltzmann como

_ ™k
60h3c?
Ver, e.g., Landau & Lifshitz (1980). Note que isso determina também o valor

de S = a3s na Eq.(5.4), para radiacio. Como p = pg/a?, a Eq.(5.11) d4 T =
(c pr/dosp)/*a~t. Além disso, s = (4/3) p/T = (4%0sp/3c) T?, logo

453 o 1/4
Sp = (%) . (5.11)

0SB

L.e., sem a Mecénica Estatistica. Ver Fermi (1956).
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*

Potenciais termodinamicos

A funcao p(T') determina a energia interna como fungao do volume e da tem-
peratura, E(V,T) = Vp(T'). Na relagdo fundamental (5.1), entretanto, a tempe-
ratura nao entra como variavel independente e o lado direito da igualdade revela
que ali temos E = E(V,S). A energia interna como fungao do volume e da
entropia ¢ dita um ‘potencial termodinamico’ do sistema, uma vez que de suas
derivadas se obtém as outras duas grandezas termodinamicas (no caso a tempe-
ratura e a pressao); basta olhar os coeficientes dos diferenciais na Eq.(5.1) para
saber

DE(V,S) . OE(V.S)
ov. a8
Para elevar a temperatura a condi¢ao de variavel independente assim como ela

aparece na Eq.(5.2), é necessario realizar uma ‘transformada de Legendre’ de
E(V,S), ie.

dE = TdS — PdV = d(T'S) — SdT — PdV logo d(E —TS) = —SdT — PdV,

P = (5.12)

e do lado direito temos T como variavel independente como se deseja. Portanto,
F(V,T) = E-TS é uma fungao do volume e da temperatura, trata-se de um novo
potencial termodinamico ja que as outras grandezas (aqui a entropia e a pressao)
sao obtidas a partir de suas derivadas. Uma nova transformada de Legendre pode
substituir V' por P, levando ao potencial termodinamico

®(P,T)=E—TS+ PV, (5.13)

do qual se obtém volume V = 0®(P,T)/0P e entropia S = —0®(P,T)/0T.
Os potenciais termodinamicos F(V,T) e ®(P,T) sao conhecidos como ‘energias
livres’, respectivamente de Helmholtz e de Gibbs.

Ao redor do volume V' delimitando o sistema termodinamico, desenhe o vo-
lume V >> V, muito maior que o primeiro e cujo contetido funciona como um meio
com o qual V se encontra em equilibrio térmico. (Pode-se pensar em V ~ (1/H)?,
da ordem do volume de Hubble, i.e. V corresponde efetivamente ao “resto do uni-
verso”.) Qualquer processo deve obedecer a Segunda Lei da Termodinamica, e
a entropia total Sy = S + S ndo pode decrescer. Da relacio fundamental (5.1),
vemos que Sy é uma funcio de By = E+ E e Vo =V + V. Sendo £ > E e
V > V, podemos expandir em primeira ordem

So(Eo, Vo) = S(Eo — E,Vo = V) + S(E,V) =
dS(E, V)] o {85*(1@_, V)

L V+S(EV).
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O subscrito [+ -] indica que devemos avaliar as derivadas para os argumentos
E = Ey e V = V] relativos ao sistema total. Mas note que, pela segunda das
Eqgs.(5.12), a primeira das derivadas
OS(E,V OE(V,S
oE 0 oS 0

Quanto a segunda, dividindo ambas as Eqs.(5.12),

(OE/0V)s 08 OS(E,V)
P/T=—"""1"">_ (= ——| = R/T.
/ (0E/0S)y  \ov ), ‘Tomomdne v |, /T

Cf. §1.1. Voltando a Eq.(5.1), o que obtemos é que Sy = S — (E+ PV —T,S) /Tp.
Mas a expressao em parénteses é precisamente o potencial de Gibbs (5.13) do
sistema dentro do volume V', logo

So =S — ®(Py, Ty)/T. (5.12)

O sistema total entra em equilibrio para o maior valor possivel de Sy e, portanto,
no equilibrio termodinamico o potencial de Gibbs se encontra em um minimo.

*

Desigualdades termodinamicas

A cada instante ¢ do tempo césmico o fluido se encontra em equilibrio termo-
dinamico com pressao e temperatura constantes, e resulta que as hipersuperficies
; do universo de FRW sao equipotenciais de ®(P,T"). Escolha uma dessas hi-
persuperficies, digamos

Ho = {P(Fy, Ty) = P = constante},

contendo os volumes V e V do sistema e do meio, em equilibrio térmico a tem-
peratura e pressao Ty e Fy. Considere uma pequena variacao oV do volume do
sistema, mas sem sair da superficie ). Repare que, sob a agao apenas da gra-
vidade no espaco-tempo homogéneo e isotropico, qualquer variacao 6V se da na
direcao tipo-tempo perpendicular a %, — e é a dinamica desta variacao que até
aqui vimos descrevendo. O que agora estamos considerando é uma variacao na
direcao tipo-espaco tangente a £, que, portanto, nao pode ser efetuada pela gra-
vitacao de FRW apenas. Imagine entao que 0V seja realizada por um “agente
externo”, por exemplo uma pequena variagao no potencial gravitacional devida
a perturbagoes da métrica. A flutuacao retira o sistema do equilibrio, e uma vez
que no estado de equilibrio ® se encontra em um minimo, entao sob a variagao a
funcao sé pode crescer; ou seja

§®(Py, Ty) = 6 E — TydS + PysV > 0. (5.13)
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Em primeira ordem, o lado direito da equagao acima se anula por conta da relacao
fundamental (5.1). Devemos analisar 0E(V,S) = E(V + dV, 5 + S) — E(V,S)

até segunda ordem, portanto. Expandindo,

_ oL oL 1)L OL o
5E—8S5S+8V5V+2 85268 +8V25V +28V85

2 2 2
OE OE 1{8E 0*E 8E5V5S}.

Todas as derivadas parciais sao avaliadas com 05 = 0V = 0, no sistema em
equilibiro (e, portanto, de acordo com (5.12), temos de fato que os termos de
primeira ordem sao 7305 — PydV). Com isso a condigao (5.13) é uma condicao
sobre a expressao em chaves, que deve ser positiva:

O*FE 0*FE 0*FE

i 2 i 2
952 % t g2V T 25755

5V8S >0, (5.14)

o que leva as condigoes (cf. §1.2)

2
E
g? > 0; (5.15a)
*E O*E 2E \°
852 V2 (avas) 0 (5.15b)

As ‘desigualdades termodinamicas’ acima garantem a estabilidade do sistema
termodinamico sob pequenas flutuagoes para fora do equilibrio. (Cf. Landau &
Lifshitz (1980).) Cada uma diz respeito a uma propriedade fisica mensuravel.

A Eq.(5.15a) é uma afirmagao sobre o ‘calor especifico’ do material que compoe
o sistema termodinamico. Os calores especificos a volume e a pressao constantes
sao definidos, respectivamente, por

C, =T(3S/dT)y, e C,=T(dS/0T)p. (5.16)

De acordo com a relagao fundamental (5.1), ao se fornecer uma energia dF = T'dS
num processo a volume constante, a temperatura do corpo sofre um aumento dT'

tal que dE = T(0S/0T)vdT = C,dT, ou scja,
C, = (0E/OT)y, (5.17)

logo C', mede a quantidade de calor recebida pelo corpo para que sua temperatura
aumente, a volume constante, em uma unidade (um Kelvin). Analogamente C,.

Pela Eq.(5.12),
0 (OE(S,V)\ [oT\ _
as (“as ) = (as), =7/
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logo a Eq.(5.15a) equivale a dizer que o calor especifico a volume constante de
qualquer corpo é sempre positivo,

C, >0, (5.18)

e a Eq.(5.17), entdo garante que a energia interna é uma fun¢do monotonica
crescente da temperatura. Também é possivel mostrar usando as defini¢oes (5.16)
que

C,>C,>0, (5.19)

Em suma, a condigao (5.15a) garante que em um sistema termodinamicamente
estdvel, um aumento na temperatura corresponde a um aumento na energia in-
terna.

Usando as Eqs.(5.12), e o fato de que 0?E/0S0V = 9?E/0V/0S, o lado
esquerdo da Eq.(5.15b) fica

(), (o), (o), (-55), -5

e, desenvolvendo o Jacobiano, chegamos a

(OP/OV),. < 0. (5.20)

No processo sofrido pelo fluido em expansao no universo FRW o que se tem ¢ a
entropia, nao a temperatura constante. Mas
o(p,T) _o(p,T)/0(P,S) 0(P,S)  (9T/dS)p

OF1OV)r = 5w.7) = a(v.1)ja(v.5) o(v.8) ~ @r /sy, 1/ )s:

e % = C,/C,. Logo (5.20) em conjunto com (5.19) implicam que

(OP/OV) < 0. (5.21)

As desigualdades (5.20) e (5.21) podem ser interpretadas como condigoes sobre a
chamada ‘compressibilidade’ do sistema termodinamico. As ‘compressibilidades
isotérmica e adiabatica’, Kt e Kg, se definem como

1 [0V 1 [0V
Kr=——|=—= Ke=—— (== . 5.22
b (@), web@), om
Medem a taxa de variagao do volume do corpo ao se aplicar sobre ele uma pressao
em um processo isotérmico ou adiabético. Uma vez que (0P/0V) = —1/V K, as
desigualdades demonstradas equivalem a
Kr, Kg > 0. (5.23)

Em suma, em um sistema termodinamicamente estavel, o aumento no volume em
um processo isotérmico ou adiabdtico corresponde a uma diminuicao da pressao.
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5.2 Entropias de horizontes

Na auséncia de gravitacao, um sistema termodinamico isolado tende a se homo-
geneizar a medida que entra em equilibrio térmico e atinge o valor méaximo da
entropia. Um gas se se espalha dentro de um recipiente fechado porque ao se
distribuir uniformemente atinge uma entropia muito maior do que em uma con-
figuracdo em que as moléculas se concentrem ao redor de um tunico ponto. A
presenca de um campo gravitacional produz o efeito inverso: a configuracao de
mator entropia apresenta aglomeragoes. Num campo gravitacional homogéneo,
por causa da variacao do potencial quimico, a configuracao de maior entropia
para o gas ¢ aquela em que as moléculas estao concentradas préximas a parte in-
ferior da caixa (como na atmosfera terrestre). Em geral, a configuragao de maior
entropia possivel para um sistema ocorre se ele forma um buraco negro.

5.2.1 A entropia de Bekenstein-Hawking

As “quatro leis da mecanica de buracos negros” apresentadas por Bardeen et al.
(1973) permitem descrever seu comportamento cldssico a partir de leis analogas
as da termodinamica: Se k é a gravidade superficial no horizonte de eventos que
possui area A, e M é a massa do buraco negro (desconsideramos por simplicidade
rotagdo e carga elétrica), entdo em qualquer processo cldssico (por exemplo, a
acregao de material estelar ou a colisdo de dois buracos negros) x é constante
sobre o horizonte (Lei Zero),

M = 8£5A (Primeira Lei); (5.24)
m
JA >0 (Segunda Let). (5.25)

Nessa que era, a principio, uma analogia, a area do horizonte de eventos faz o
papel da entropia confirmando especulagoes anteriores de Bekenstein (1972). Uma
conexao mais profunda entre foi mais tarde estabelecida por Hawking (1975), ao
demonstrar que buracos negros irradiavam com um espectro de corpo-negro a
temperatura, em unidades naturais,

Ty = (27) K (5.26)

proporcional a gravidade superficial x sobre o horizonte (o fato de x ser constante
sobre o horizonte é a “Lei Zero da termodinamica de buracos negros”). Com
isso se estabelece definitivamente uma ‘termodinamica de buracos negros’, como
descrita por Hawking (1976) e Bekenstein (1973). A entropia, associada a area
A do horizonte de eventos, tem como coeficiente correto, em unidades naturais,’

!Devolvendo as constantes fundamentais, entropia e temperatura se léem (note a auséncia
de G em Tg)
Ty = (h/27kpe) k; Spn = (¢*/Gh) A/4.
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um fator simples de 1/4, viz.
Spn = A/4. (5.27)

Esta é a conhecida férmula de Bekenstein-Hawking. Com isso (5.24) se torna a
relacao fundamental da termodinamica, 0 = Ty dSgy.

5.2.2 Horizontes aparentes

Um buraco negro é um espacgo-tempo estacionario, mas em espagos dinamicos ¢é
mais adequado utilizar uma definicao local para o horizonte que nao caia em pro-
blemas teleolégicos, como discutido no §2.5.2, onde se argumenta pela utilizacao
de horizontes aparentes como limite causal no caso de universos de FLRW. Ape-
sar de sua termodinamica nao ser tao definitivamente bem definida como a dos
buracos negros, o horizonte aparente, que denotaremos por .7, possui proprie-
dades interessantes. Pode-se definir a entropia usual de Bekenstein-Hawking (um
quarto da drea), e a temperatura de Akbar & Cai (2007); Cai & Kim (2005),

Sy = %(47%?4), e Th= 273£A. (5.28)
A gravidade superficial do horizonte aparente &
= maA (v=Deth n*®oR) | .
e quando R = {4 é dado pela Eq.(2.55), {4 = 1/\/WK/(127
1
= (1= 5rta) (5.29)

Considerando que ¢4 muda lentamente, pode-se desconsiderar a derivada no inte-
rior dos parénteses e a temperatura de Cai-Kim (5.28) fica dada por Ty ~ || /2,
como na Eq.(5.26). Aqui vale ressaltar que hé outras prescri¢oes para a tempe-
ratura do horizonte aparente, incluindo definir 74 = —x/2m, que entretanto nao
é positiva definida por conta do termo em parénteses na Eq.(5.29). Para uma re-
visao das diferentes escolhas para a temperatura e os respectivos usos e limitagoes,

LA gravidade superficial de um horizonte de Killing gerado pelo vetor de Killing £* estatico
¢ definida por & tal que {#V ¥ = Kk & sobre o horizonte. Em espagos dinémicos, na auséncia
de um vetor de Killing tipo-tempo, pode-se utilizar o ‘vetor de Kodama’, uma generalizagao
do vetor de Killing, ver Abreu & Visser (2010); Hayward (1998), para definir k, que é o que
fazemos. A definicdo, entretanto, nao é tnica.
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ver Tian & Booth (2015). Nés vamos assumir a prescrigao (5.28). Varios tra-
balhos mostram a equivaléncia das equagoes de Friedmann com a relagao termo-
dinamica fundamental sobre o horizonte aparente,

—dE =T4dS, equivale a H = —4x(P + p).

Ver, e.g. Akbar & Cai (2007); Cai & Kim (2005); Hayward (1998); Hayward
et al. (1999); Tian & Booth (2015). (A ligacdo entre a relagdo fundamental da
termodinamica e as equagoes de Einstein, observada por Jacobson (1995), parece
ser um fato bastante geral, e ter um significado profundo; ver, e.g. Padmanabhan

(2002).)

5.2.3 A entropia na gravitacao de Gauss-Bonnet

Na vizinhanga de uma singularidade, a acao de Einstein-Hilbert deve ser modifi-
cada. Considerando uma expansao em termos da curvatura, do tipo

/d4x\/—_g[R+a(R2+5RWRW+---)+7(R3+---)},

os novos termos levam a equagdes de campo com altas derivadas (e, portanto, a
problemas de instabilidade), a ndo ser nos casos em que se combinam para formar
as densidades de Euler. Este é o teorema de Lovelock (1971). Mais precisamente,
na Lagrangeana de Lovelock, os termos de ordem n no tensor de Riemann (e.g. R
¢é de ordem 1, Ragm,Ro‘fB“” de ordem 2, RR,,, R" de ordem 3, etc.) correspondem
a densidade de Euler em 2n dimensoes,

nt sar g8, soan 560 RHv1 .o RHnVn )

2n " p1 Hn Z vy a1 onBn
Fica evidente da antisimetria acima que os termos com n > d/2 sao identicamente
nulos, portanto para d = 4 a Lagrangeana se resume aos termos com n = 0 e
n = 1, uma constante cosmoldgica e o escalar de Ricci, ou seja: a Lagrangeana
de Einstein-Hilbert. O termo com n = 2, a densidade de Euler em 4 dimensoes,

XeB = R? — 4R, R" + Ropu, RO .

¢ conhecido como termo de Gauss-Bonnet (GB), e é previsto enquanto corre¢ao
de primeira ordem pela teoria de cordas, Boulware & Deser (1985); Zwiebach
(1985); para dimensoes d > 4, ele é relevante dinamicamente, mas em d = 4 sua
integral sobre o espago-tempo fornece o genus da variedade. Com a inclusao do
termo de GB, acao gravitacional fica

1
ézﬁl/l#x\/ZE[R——QAﬁéB(Rz——4B%VR“”+aRmmVR“@Wﬂ. (5.30)
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E necesséria a inclusio de um novo parametro {gp, com dimensao de compri-
mento, para compensar as novas derivadas da métrica; A € um ntmero adimensi-
onal. Por ser um invariante topolégico em d = 4, a inclusao do termo de GB nao
modifica as equagoes de movimento (a variacdo dxgp/0g"” = 0), que permane-
cem idénticas as equagoes de Einstein. Apesar disso, o termo de Gauss-Bonnet
contribui para a entropia de horizontes.

Considere uma teoria covariante de gravitacao genérica, cuja Lagrangeana
tem a forma .Z(g", R*,3); por exemplo, a gravitacao de Einstein-Hilbert, ou a
de Lovelock. A simetria sob difeomorfismos cria uma corrente conservada, e com
ela uma carga de Noether. Foi mostrado por Wald (1993) que em um espago-
tempo onde £% é um vetor de Killing possuindo um horizonte 7 com esfera de
bifurcacao % cuja gravidade superficial vale x, a carga de Noether

2m 07
K Ja 8RQ5W

€ aBE v (5.31)

onde £,5 € a forma binormal a %, ¢é a entropia de J#. Se £ é a Lagrangeana
de Einstein-Hilbert, a integral acima sobre o horizonte de um buraco negro da
a entropia usual de Bekenstein-Hawking. Em um universo de FLRW, a féormula
(5.31) se reduz & seguinte expressao para a entropia do horizonte aparente:!

Sy =872 (seH) (1 — 2\MZ 5 H?). (5.32)

A contribuicao do termo de GB para a entropia mesmo que ele nao afete as
equagoes de movimento vem do fato de que a carga de Noether-Wald é obtida de
uma integral sobre uma superficie, em um procedimento independente da variagao
da agao. A Eq.(5.32), obtida por Sinha (2011),? pode ser interpretada como uma
entropia de emaranhamento sobre o horizonte aparente, logo uma medicao da
entropia da matéria exterior ao horizonte.

5.3 A Segunda Lei da Termodinamica, Genera-
lizada

A introducao de uma entropia associada a horizontes de eventos leva a uma
Segunda Lei Generalizada da Termodinamica (SLG),

5(Sumat + Seray) > 0. (5.33)

'O coeficiente do termo 872/(3H)? se reduz ao conhecido 14 = 7/H? quando se usa
unidades geometrizadas em que G = 1, logo s»? = 87G = 8.
2Ver também Myers & Sinha (2011).
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5.3.1 Limites de entropia

A validade da Segunda Lei Generalizada impde limites para o valor maximo
possivel para a entropia Sy, de um sistema termodinamico. Considere um sis-
tema com entropia Spae que cai no interior de um buraco negro de area A. A en-
tropia do sistema se perde atras do horizonte de eventos, 10g0 0 Syt = —Smat < 0
e a Segunda Lei é violada a menos que A aumente o suficiente para que 0Sgay
compense a perda de Sy.¢. Mas a area do horizonte de eventos depende apenas
da massa do buraco negro, e portanto A depende apenas da massa (energia) E
do sistema material, e nao de Syat. Deve haver, por isso, um limite fundamental
superior para a entropia contida no sistema material, que impeca a violagao da
SLG; por estar associado a gravitacao, este limite deve levar em conta tanto a
energia interna E quanto as dimensoes (a geometria) do sistema. Nesse sentido,
Bekenstein (1981) argumenta que para um sistema com gravitagdo prépria fraca
vale

Smat < 27 E R, (5.34)

onde R é o raio da menor esfera que se pode tragar ao redor do sistema. Este
ficou conhecido como ‘limite de Bekenstein’. (Devolvendo as constantes, Spap <
(kp/hc) x 2m E R.)

Outro limite pode ser obtido considerando-se que um sistema de massa m sé é
gravitacionalmente estavel se for maior que seu raio de Schwarzschild, isto é, se o
raio R da menor esfera que contém o sistema for R > 2m, e o limite de Bekenstein
entao implica que (E = m, em unidades naturais) Sy.; < 27 m R < 7 R?; ou seja,

Sinat < A/4, (5.35)

onde A é a area da menor esfera contendo o sistema. Em outras palavras, a
entropia de um sistema material é sempre menor que a entropia que teria um
buraco negro formado pelo seu conteudo. Este é conhecido como o ‘limite de
entropia esférico’.

H& outros tipos de limites similares. Tudo parece indicar que a area de um
horizonte de eventos codifica toda a entropia contida em seu interior, e que ha
uma relagdo profunda entre geometria e informacao (quantica). Uma revisao
detalhada desse ‘Principio Hologréfico’ ¢ dada por Bousso (2002).

5.3.2 A Segunda Lei Generalizada e a cosmologia

A formulagao de uma Segunda Lei Generalizada para horizontes cosmoldgicos é
problematica. Considere, por exemplo, o espaco-tempo de de Sitter, que pos-
sui um horizonte de eventos estatico a uma distancia /y = 1/H da origem, ver
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Apéndice D. Nas coordenadas em que dS; descreve um universo de FRW com
fator de escala a = eff*] H corresponde ao fator de Hubble, H = a/a. A pre-
senga de um horizonte estatico faz de dS, muito parecido com o espaco-tempo
de Schwarzschild, em varios sentidos; em particular, como mostrado por Gib-
bons & Hawking (1977b), o horizonte cosmoldgico possui gravidade superficial
k constante, e irradia um espectro de corpo-negro com temperatura dada pela
férmula (5.26). Entretanto, como observado, por exemplo, por Davies & Davis
(2002), ha uma série de questoes quanto a interpretacao da drea do horizonte de
de Sitter como uma entropia. Em particular, a auséncia de um parametro que
faga o papel da massa do buraco negro torna ambiguo o calculo de ganho e perda
de entropia que leva, por exemplo, ao limite de Bekenstein descrito acima. Uma
interpretacao para a entropia na area de um buraco negro é como codificagao dos
graus de liberdade finitos escondidos na regiao interior ao horizonte, mas no caso
de dS, a regiao inacessivel é infinita: o horizonte cosmolégico envolve o observa-
dor, e tudo a uma distancia ¢ > (g é causalmente inacessivel. Nesse sentido, uma
entropia finita, A/4 = 7%/ H, codificaria infinitos graus de liberdade. Abordagens
para o problema da SLG na cosmologia podem ser encontradas, por exemplos,
em Brustein (2000); Davies & Davis (2002); Easther & Lowe (1999).

Recentemente, Bousso & Engelhardt (2015a) demonstraram um novo teorema
no mesmo espirito da Eq.(5.25) a respeito do crescimento da area das superficies
(bidimensionais) espaciais que folheiam uma hipersuperficie (tridimensional) de
assinatura nao definida chamada de ‘tela hologrdfica’. A descrigao do teorema se
encontra no Apéndice G. Usando este resultado, os mesmos autores formularam
uma definicao univoca de uma SLG cosmoldgica. Seja 2 uma superficie de Cauchy
em um espagco-tempo, e ¢ C ¥ uma superficie tipo-espaco que divide ¥ em duas
porcoes que indicaremos por ¥;, e ¥, como na Fig.5.3.2. Bousso & Engelhardt
(2016)) definem a ‘entropia generalizada de ¢’ como

Sgen(0) = (1/4)A(0) + Sez + -+, (5.36)

onde as reticéncias indicam possiveis contratermos na entropia de von Neumann
sobre a superficie ¥.,, dada por Se, = —Trpe, log pe.., com a densidade de entropia
per correspondendo aos graus de liberdade (quanticos) em X.,. Pode-se usar,
alternativamente, S;,, a entropia sobre ¥;,, com o mesmo resultado final do
crescimento da entropia generalizada.

Fazendo uma pequena deformagao de ., numa das diregoes nulas k* que
partem de o, chega-se a uma nova superficie ¢’ com drea A’ e uma nova superficie
exterior >/ com entropia S’,. Tome o limite em que 64 = A" — A e 0S., =
S!. — Ser tendem a zero. Se A é o parametro afim da geodésica nula na diregao
em questao passando por y € o, entao defina a ‘expansdo quantica’ como

Orlosy] =

= lim (4/5A)(dSjen/dN) (5.37)

Y
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Figura 5.1: 2 é a tela-QQ em um universo de FLRW com um big-bang e uma
constante cosmolégica. A entropia generalizada cresce na dire¢ao das setas (fu-
turo). A linha pontilhada descreve a tela holografica classica 7, que coincide
com o horizonte aparente. Ver Apéndice G. Acima do diagrama, mostra-se a
construcao geométrica, associada a definicao de uma entropia generalizada para
a 2-superficie ¢ que divide uma 3-superficie de Cauchy X, por meio de uma
deformacao da superficie exterior Y., na dire¢ao nula k,, seguindo Bousso &
Engelhardt (2016).

© ¢é andloga a expansao 6 de uma familia de geodésicas nulas, e com isso se pode
definir, analogamente a defini¢ao de uma tela hologréfica (cf. Ap. G), uma ‘tela-
@’ como uma hipersuperficie folheada por superficies o em que Ox[o] = 0 em
uma das dire¢bes. Com isso se pode, por fim, conjecturar que, “sendo 2 uma
tela-Q com folheagao o(r). Ent@o a entropia generalizada Sye,(r) = Syen|o(r)]
cresce estritamente ao longo da folheagao:

dSgen/dr > 0.

Bousso & Engelhardt (2016) demonstram a validade da conjectura em casos im-
portantes, e dao motivos para se acreditar que ela seja vélida sempre. Um exemplo
concreto da validade da conjectura sera dado no §10.3.3.

5.4 A entropia no Universo e a peculiaridade do
big-bang

A Teoria da Relatividade Geral é invariante sob reflexdes temporais. Isto é, dado
um espaco-tempo com orientagao temporal definida, a operagao 7 — —7 sobre
a coordenada tipo-tempo é um difeomorfismo e, pela covariancia geral da teoria,
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uma simetria das equagoes de campo. Assim, a assimetria entre passado e futuro,
i.e. a seta do tempo observada na natureza, nao pode ter sua origem na dinamica
da Relatividade; deve se tratar de um fenomeno estatistico introduzido por um
analogo do Teorema-H de Boltzmann (ver Pauli (1973) ou, em maiores detalhes,
Tolman (1938)): uma transigdo para um estado em que a entropia diminua é
muito pouco provavel.

5.4.1 Inventario de entropia

Estimativas das contribuicoes para a entropia total vindas de diversos tipos de
processos sao encontradas em Bousso et al. (2007), em Frampton et al. (2009)
e, com valores mais detalhados, em Egan & Lineweaver (2010). Nesta secao
vamos apresentar o raciocinio por tras das estimativas simplificadas das maiores
contribuigoes relativas a matéria — CMB, estrelas, meio intergalactico, etc. Para
isso, serd 1til adiante uma estimativa de quantos barions existem no Universo. A
densidade de energia total do Universo hoje ¢ dada por (cf. Egs.(2.59) e (2.68¢))

Perit = SHG /871G = 8.58 x 107" kg/m”®.

Apenas 4.8% desse valor, ~ 4.1 x 1072 kg/m3, corresponde a matéria barionica,
cf. Eq.(2.68b). A massa do conteido bariénico é amplamente dominada pela
massa de prétons e néutrons, m, ~ 1,67 x 1077 kg; portanto no Universo ha

4.1 x 10728 kg /m3

T 10~ 0.25 nticleons por metro ctibico. (5.38)

O numero total de barions ¢é obtido da massa total dentro do volume do Universo
visivel. De acordo com a Eq.(2.75), ¢/Hy ~ 10*" m, logo o volume de Hubble
sm(c/Ho)? ~ 4 x 103 m? e,

NB (Ntmero de nticleons no Universo observavel) ~ 10%!, (5.39)

*

A entropia de estrelas e poeira iluminada (nds)

De acordo com o inventario cédsmico de Fukugita & Peebles (2004), da fragao
2, de bérions presentes no Universo (Eq.(2.68b), cerca de 0.002 acabaram for-
mando estrelas (da sequéncia principal do diagrama de Hertzsprung-Russell).
Com isso, consideramos que 10% dos barions no Universo formam estrelas, e des-
tes apenas 10% sao utilizados nos processos de fusao, logo cerca de NB/100 ~ 107
contribuem para a entropia do processo de nucleosintese estelar.

Para estimar a producao de entropia por barion Bousso et al. (2007) consi-
deram a energia por barion gerada no processo de fusao mais comum, a fusao
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de Hidrogénio em Hélio na cadeia préton-proton, cuja reagao total, 4p — 4He
(contando apenas barions), libera cerca de 27 MeV; logo ~ 7 MeV por bérion.
As estrelas na sequéncia principal irradiam tipicamente no espectro do visivel,
a temperatura T ~ 1 eV. (E.g. o Sol, a temperatura de cerca de 6 x 10® K,
ou 0.5 eV.) A entropia por barion pode ser estimada como a razdo da energia
liberada por barion no processo e a temperatura dos fétons finais (E = T'S), ou
seja 7 MeV / 1 eV ~ 10°. Levando em conta a fragao de barions que entra nesses
processos, temos uma entropia total ~ 10*NB.

Uma observacao feita por Bousso et al. (2007) é de que cerca de metade
dos fétons emitidos pelas estrelas sao absorvidos e reemitidos por material in-
tergalactico a uma temperatura bem menor, de cerca 20 meV, no espectro do
infravermelho. Isso corresponde a uma entropia

Shss ~ (% x 1072 x NB) kp ~ (10° x NB) kg ~ 10%kp.
O indice “nés” se refere ao fato de que parte dessa contribuicao é advinda de nés
mesmos — o planeta Terra faz parte da poeira intergalactica que reprocessa a luz
estelar. Como observado por Schrédinger (1944), ver também Penrose (1989b),
¢ justamente o fato de o Sol banhar a Terra de maneira anisotrépica (ha o dia
e hé a noite) com fétons de entropia menor do que os fétons (infravermelhos)
que o planeta irradia termicamente — é essa atuacao do Sol como “fonte de
baixa entropia” — o principal motivo que permite a criacao continua e estavel de
sistemas altamente ordenados na superficie do planeta sem que haja uma violagao
global da Segunda Lei da Termodinamica.®

*

A entropia da Radiacdo Cdsmica de Fundo

A entropia da CMB pode ser facilmente calculada. Sendo um géas de fétons a
temperatura Ty = 2.726 K, sua densidade de entropia é dada pela Eq.(5.2), com
P =p/3,

s(T) = 5p(T)/T,

e a densidade de energia obedece a Lei de Stefan-Boltzmann (5.11), logo

somp (Tp) = L BB kp/m? (5.40)

45 h3e3 0

LA “entropia negativa” fornecida pelo Sol entra na cadeia alimentar através da fotossintese
(em particular, de fitoplancton) e se propaga cadeia acima. Deve-se mencionar que hé alguns
microorganismos (qumiolitétroficos; exemplo notével sdo bactérias vivendo préximo a fontes
termais no fundo do oceano, onde ndo héd luz) que estdo fora desse ciclo por nao utilizarem
a fotossintese como fonte de energia, e sim compostos inorganicos presentes no ambiente — a
procura por indicios da presenca desse tipo de vida primitiva é relevante para a astrobiologia.
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Assim, no interior do volume de Hubble temos um ntimero trés ordens de grandeza
maior do que S,
Semp ~ 10 kg.

Esta é a maior contribuigao para a entropia do Universo vinda de fontes “nao-
gravitacionais” (i.e. buracos negros, etc.); a segunda maior contribuigao é Spss. As
estimativas da contribuicao de outros tipos de processos podem ser encontradas
em Bousso et al. (2007) e Egan & Lineweaver (2010). A entropia total devida a
processos relativos a matéria presente no Universo hoje é, portanto,

Smat (fo) & Scmp + Sues ~ 10% k. (5.41)

Como visto no §5.1, a evolucao do contetido material do Universo é adiabética
(o Universo é um sistema termodinamico fechado), e portanto deixa constante
Smat- Visto assim, o valor enorme de Sy, pode aparecer como um problema: Por
que o Universo comegou com uma entropia tao grande? (Ou, ainda: por que a
entropia total Spa; ~ 10% e a “massa” total do Universo

48% X perit X %W(C/Ho)s ~ 10°° kg ~ 10% mpy,

cf. Eq.(5.38), sdo tao maiores que a escala de Planck?) No contexto da inflacao,
essa pergunta ficou conhecida como o “problema da entropia” (ver, e.g., Linde
(1990, 2005)), e se argumenta que a solugao existe em alguns modelos, embora
nao em todos. Por exemplo, em modelos de inflacao cadtica o inflaton pode
comecar o mais “alto” possivel em seu potencial, de maneira que o universo tenha
densidade de energia, tamanho e massa todos da ordem da escala de Planck e,
também, uma entropia de ordem 1. Mais tarde, durante o reheating, se produz,
de alguma maneira, a entropia toda que vemos hoje.

*

A entropia de todos os buracos negros no Universo

Considere agora a entropia Bekenstein-Hawking (5.27). Para um buraco negro
de Schwarzschild (sem momento angular nem carga) de massa M, a drea do
horizonte é 47r%, com rg = 2GM/c?,

A =16m(G/c*)* M? ~ 2.8 x 107" x (M/kg)? x m* ~ 10'7 x (M /kg)? x (%,.

De acordo com o inventdrio césmico de Fukugita & Peebles (2004), a massa total
de buracos negros no Universo ¢, aproximadamente,

SMpn & 107 X pee X 37(c/Ho)* ~ 107* x 4 x 10°° kg ~ 2 x 10*° My,
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e se a distribuirmos em pequenos buracos negros de massa solar My ~ 2 x 10%°
kg, cada um com &area

Ap ~ 2.8 x 107 x (My/kg)? x m? ~ 10% m? ~ 4 x 105742,

vemos que cada um deles tem entropia da mesma ordem de S, apenas duas
ordens de grandeza menor do que a entropia de toda a CMB. Juntando todos os
10%® buracos negros chegamos a uma entropia total XSpy ~ 10% x 1087 = 1012,
(Usamos “BN” para indicar a entropia de todos os buracos negros, e “BH” como
atalho para Bekenstein-Hawking.) Este nimero é na verdade um limite inferior
(e bastante médico) para a entropia de todos os buracos negros, ja que grande
parte de X Mgy nao estd em buracos negros pequenos mas sim nos buracos negros
supermassivos (‘SMBH’, para supermassive balck holes) no nucleo de galdxias,
ver Ferrarese & Merritt (2000); Kormendy & Richstone (1995). Cada SMBH tem
massa da ordem de 107 a 10° M, e uma entropia de 10* a 10*® vezes maior que
a de um buraco negro de massa solar. Ou seja, s6 um SMBH possui entropia
Ssvpr ~ 101°1-101% Assumindo que haja cerca de 10> SMBH no Universo, e
escolhendo valores intermediarios, podemos apresentar a estimativa de

YSpN ~ 1018, (5.42)

i.e., praticamente toda a entropia do Universo hoje, Sy = XSpx + Smar ~ 10118,
¢ devida as contribuicoes gravitacionais de buracos negros.

*

A Flecha do Tempo

A insignificancia da entropia S,,.; ~ 10°° advinda de processo termodinamicos
“ordinarios”, em comparacao com a entropia de horizontes de eventos Spn ~
1018, deixa evidente que, na presenca da gravitacao, os processos mais vantajosos
do ponto de vista do aumento da entropia sao aqueles envolvendo a aglomeracao
de matéria cujo limite extremo é a formacao de buracos negros. Por isso, apesar
do valor S,,q; ~ 10%, a distribuicio homogénea da matéria no big-bang quente
(ou no reheating) estd associada a uma entropia total (relativamente) muito baiza.

De acordo com um conhecido argumento de Penrose (1979), esse fato pode
explicar a existéncia de uma Seta do Tempo termodinamica no nosso Universo:
a entropia generalizada do universo primordial era muito pequena, porque nao
havia aglomeracoes e a entropia gravitacional era praticamente nula.! Assim,

!Para comparacio, no instante de Planck tp;, o raio de Hubble que se desenvolveu no
nosso universo observavel, £ (tp;) = (a(tp;)/ag) X Lg(ty), media £z (tp;) ~ 1031p;. Se toda a
matéria ali formasse um buraco negro de raio £y, teriamos um limite superior para a entropia
(o ‘limite de Hubble’) dado por ~ £ ~ 102, o que ¢ 30 ordens de grandeza menor do que a
entropia da CMB sozinha, e quase 60 ordens menor que a entropia total que vemos hoje.
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toda a evolugao cosmica até hoje corresponde ao processo em dire¢ao ao maximo
da entropia, durante o qual ha a formagao de estruturas: estrelas, galaxias, etc., e,
em particular, buracos negros. A questao passa a ser, entao, explicar a razao pela
qual a entropia inicial era pequena e, com isso, explicar a existéncia da seta do
tempo. Em certo sentido, isso corresponde a explicar a homogeneidade inicial do
Universo, o que é naturalmente obtido pelo mecanismo da inflacao, ou possiveis
substitutos como o cenério pré-big-bang (cf. §6.3), como mostrado por Veneziano
(1999). Entretanto Penrose (1989a,b) e outros, e.g. Page (1983), argumentam
que mesmo o mecanismo inflacionario tem dificuldades para explicar o valor da
entropia inicial porque, basicamente, o mecanismo faz ele préprio uso implicito
da existéncia de uma seta do tempo (i.e. de uma Segunda Lei da termodinamica).
De acordo com Wald (2006), nenhum mecanismo dindmico é capaz de explicar
as condigoes iniciais de maneira completamente satisfatéria. (Para um ponto de
vista contrario, ver por exemplo Carroll & Chen (2004).)

5.4.2 A entropia do campo gravitacional e a Hipdétese da
Curvatura de Weyl

Se, por um lado, a baixa entropia do big-bang tem uma natureza geométrica:
trata-se de uma singularidade “lisa”, de certa forma oposta a singularidade no
interior de um buraco negro, por outro lado o comportamento tipico de sistemas
gravitacionais em colapso leva a ‘singularidades cadticas’, ou ‘singularidades BKL’
(para Belinskii-Khalatnikov-Lifshitz) no futuro, do tipo descrito por Belinskii
et al. (1970, 1982). Por exemplo, durante um colapso anisotrépico o fator de
escala se expande em algumas direcoes e se contrai em outras, com o volume
fisico total diminuindo; a expansao em cada direcao dura apenas um intervalo
de tempo finito até que, bruscamente, o fator de escala passe a se contrair, para
depois bruscamente voltar a se expandir. Essas mudancas de comportamento sao
cadticas e analogas a mudanca de direcao de uma bola de bilhar, como descrito
por Damour et al. (2003). Outra maneira de pensar a natureza da singularidade
em um big-crunch é notar que a medida que o Universo se contrai a matéria
aglomerada passa a formar buracos negros supermassivos que, por sua vez, se
fundem em véarias singularidades cadticas.

Por causa da simetria sob reflexdes temporais da Relatividade Geral, era de se
esperar que esse tipo de singularidade cadtica encontrada no futuro das geodésicas
de um espaco-tempo fosse também o tipo encontrado no passado, contradizendo a
natureza “gravitacionalmente organizada” observada no big-bang. Uma definicao
precisa do que se quer dizer com a expressao em aspas requer uma definicao de o
que seria a ‘entropia do campo gravitacional’.

E muito razodvel que a entropia do campo gravitacional esteja relacionada ao
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tensor de Weyl. O tensor de Weyl, W?g,,,, (cf. §H.2) é a parte de trago nulo do
tensor de curvatura de Riemann,

Raﬁ;w = Waﬁul/ + Qaﬁ#w

onde
QOCﬂwg = (5%}%5}5 - (Sf{yRa(;}ggﬁ - %5% 5;;7] gU/aR.

contém toda a dependéncia de R, com o tensor de Ricci. E apenas I, € nao
o tensor de curvatura completo R, que entra nas equagoes de Einstein para ser
determinado pelo tensor de energia-momento, entao se pode interpretar We,z,
como o representante dos graus de liberdade da curvatura de um espago-tempo
que sao independentes da matéria. Ou seja, o tensor de Weyl descreve o “campo
gravitacional puro”. (Nao é, todavia, completamente independente, por conta
das identidades de Bianchi.) Além disso, é ele o principal responsavel por ‘efeitos
de maré’, i.e. pela distorcao de familias de goedésicas.

A construcao de uma entropia do campo gravitacional deve envolver, portanto,
apenas combinagoes escalares do tensor de Weyl, por exemplo WWO‘B WH 5.
(Note que as simetrias de W, que sao as mesmas do tensor de Riemann, restringe
bastante as combinacGes possiveis. Além disso, a propriedade de traco nulo inu-
tiliza os escalares mais simples, os tracos do préprio W.) Mas nao é qualquer
escalar obtido do tensor de Weyl que pode ser interpretado como entropia, como
discutido por Clifton et al. (2013). Deve-se respeitar algumas condi¢oes: Sgray
deve ser nao-negativa e se anular se, e somente se, W,,3, = 0; deve medir local-
mente a anisotropia do campo gravitacional; aumentar a medida que estruturas
gravitacionais se formam e coincidir com a entropia de Bekenstein-Hawking no
caso de buracos negros. A proposta dos autores é uma construcao altamente nao
trivial que satisfaz todas essas propriedades.

Independentemente da forma da fungao do tensor de Weyl que caracterize
a entropia do campo gravitacional, a proposta de Penrose (1979) é de que a
caracteristica geométrica especial do big-bang seja o fato de que:

Em uma singularidade inicial, Wy,p, = 0;
esta € a Hipdtese da Curvatura de Weyl (HCW).

Se verdadeira, a HCW resolve o problema da pouca entropia do big-bang anu-
lando, nas proximidades da singularidade, a entropia gravitacional. Vem de Sgyay
a maior contribuicao para a entropia total, Spmat + Sgrav, € portanto a HCW per-
mite inclusive que Sy, nao precise se anular.
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5.4.3 Singularidades isotrépicas

A anulagao de parte do tensor de Riemann em uma singularidade onde Rz,
ele proprio, diverge, ¢ possivel gracas as propriedades de transformagao conforme
de Wy,p,. Considere dois espacos-tempos (#,g) e (#,g), cujas métricas sao
ligadas por uma transformacao de Weyl,

Guv = Q_Q(x) QW, (543)

com z € . (Ver Apéndice H para dedugoes das varias férmulas ligadas a esse
tipo de transformacgao.) O tensor de Weyl com o primeiro indice contravariante
é invariante sob essa transformagao (por construgao, cf. §H.2),

Wauﬁl, = Waugl,, portanto Wa,uﬁu = 9_2(1’) Wa#gy.

Se a métrica gy, for singular nos pontos em que 2~ = 0, entao Wy,s, = 0 na
singularidade, logo a existéncia de uma singularidade deste tipo é uma condicao
suficiente para que a HCW seja satisfeita. Estas sao chamadas de ‘singularidades
1sotropicas’. O adjetivo vem do fato de que, estando o comportamento singu-
lar restrito ao tensor de Ricci, uma congruéncia geodética (um aglomerado de
particulas teste) adquire densidade infinita, mas o comportamento controlado do
tensor de Weyl impede que forgas de maré distorcam a congruéncia e criem aniso-
tropias infinitas e/ou cadticas como nas singularidade de BKL (cf. §5.4.2). Uma
definigao precisa é dada por Goode & Wainwright (1985): Suponha ser possivel
folhear .# em superficies tipo-espaco Y7 para algum parametro 7' > 0 (o vetor
Or é tipo-tempo). Se existir o espago-tempo (//Z ,&) com a transformacao (5.43)
tal que 2 = Q(T) é uma fungao suficientemente continua na vizinhanca de 7' =0
e com ©(0) = 0, enquanto §,, é regular, i.e. ndo possui nenhuma singularidade,
entao a 3-superficie X7—y ¢ uma singularidade isotrépica. Fazendo uma hipdtese
sobre o limite das derivadas de 2 quando 1" — O:

Lim ("/9)(92/))* = constante < oo,
é possivel demonstrar que

174 (0%
Lim R,"R,* =00 e Lim W W _ 0
R, R,*
Ou seja, a definigao implica que o tensor de Ricci diverge (trata-se de fato de uma
singularidade), e domina o tensor de Weyl (mas nao implica que ele se anule).
Uma singularidade isotropica €, portanto, uma singularidade devida ao anula-
mento de uma tnica funcao €2, e que pode ser “reescalada” por uma transformagao
de Weyl levando a uma métrica regular g,,, cuja restri¢ao a superficie tipo-espaco
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Yo = {Q = 0} fornece uma estrutura interna, uma geometria intrinseca a singula-
ridade. Além de Goode & Wainwright (1985), o trabalho de Claudel & Newman
(1998) e, principalmente, de Tod (1990, 1991, 1992, 2003), e Anguige & Tod
(1999a.,b), mostra que a métrica (tridimensional) 04 = §uu|y, ¢ um conjunto
de condicoes iniciais suficiente para definir um problema de Cauchy com solugao
univoca para as equagoes de Einstein com diferentes tipos de matéria (desde
fluidos politrépicos até campos de Yang-Mills).

A questao da validade da HCW, entretanto, é delicada. Os exemplos mais sim-
ples de singularidades isotrépicas satisfazem a HCW, sao os universos de FLRW.
Escrita no tempo conforme a métrica de Robertson-Walker tem a forma (5.43),
com Q(n) = a(n) e ds* = —dn?+ds>,. Nesse caso, a superficie 3 é simplesmente
uma 3-esfera, o plano Euclidiano ou espaco de Lobatchevski, a dependender do
valor de K. E, uma vez que se pode fazer uma transformacao conforme de das
geometrias com K # 0 para a geometria plana (ver Eq.(2.58)), entao o tensor de
Weyl se anula nos trés casos. Um dos resultados de Goode & Wainwright (1985)
(Teorema 4.2) ¢ que, se a matéria ¢ um fluido irrotacional, a tnica parte ndo nula
do tensor de Weyl sobre a singularidade isotrépica é proporcional ao tensor de
Ricci 8%, de g,,. Logo, a HCW s6 ¢é satisfeita se S%, se anula, o que significa que
(3o, 0) é um espago (3-dimensional e Riemanniano) de curvatura constante (cf.
Eq.(2.2)). Ou seja, trata-se das mesmas condigoes iniciais que as de um universo
de FLRW. Tendo em vista que a métrica o, determina univocamente a solugao
das equagoes de Einstein, este, dentre outros motivos, levaram Tod (1987) a con-
jecturar que as unicas solugoes em que a singularidade isotrépica possui tensor
de Weyl nulo sao os universos de FLRW. Resultados de seu trabalho subsequente
corroboram a conjectura.
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Parte 11

O Universo Antes do Big-Bang
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Capitulo 6

Cosmologia de cordas antes do
Big-Bang

Vimos que com ou sem inflacao, existe uma singularidade no passado cosmoldgico,
e a Relatividade Geral falha, e se espera que uma modificacao quantica da teoria
na escala de Planck (da ordem de 1072% cm) resolva este problema.

A formulacao mais avancada de uma teoria de gravitacao quantica é a Teo-
ria de (super)Cordas, ver Green et al. (1987); Polchinski (1998a,b). Vamos nos
restringir a cordas fechadas. A acao para uma corda se movendo em um espagco-
tempo curvo pode ser obtida a partir de uma generalizacao da acao de Polyakov,
viz.

g 1

Y /,/F" 72 4 0.X" 0 X" G, (6.1)

em que a métrica g, (X) do espago-tempo em que se encontra embebida a folha-
de-mundo #  da corda — com coordenadas intrinsecas ¢® e métrica intrinseca
Yab(0), com a,b = 0,1 e v = Det {v,} — deixa de ser a métrica plana, 1,,, de
Minkowski em (d + 1) dimensoes, e passa a ser uma métrica curva sobre uma
variedade .Z. A agao (6.1) é conhecida como um ‘modelo sigma nao-linear’. O
espacgo-tempo .Z em que se encontra embebida a folha-de-mundo é comumente
chamado de ‘espago-alvo’, ou ‘espago-T’ (a partir de “target space”), ja que as
coordenadas X*(c®) definem um mapa { folha-de-mundo} — #. A curvatura do
espago-alvo . pode ser pensada como um estado coerente de gravitons, um dos
estados nao massivos da corda bosonica. Mais precisamente, os estados quanti-
zados da corda bosonica em um espaco-tempo plano, i.e., com g,, = 1, contém
particulas com spin 2, ou seja, gravitons. A curvatura de .#, descrita por g,
no modelo sigma nao-linear (6.1) pode ser pensada como uma interagao entre a
corda e os gravitons, sendo portanto natural que se generalize a acao para in-
cluir, de maneira analoga, os outros dois modos nao-massivos, correspondentes a
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um potencial antisimétrico B, = —B,, (a “2-forma de Neveu-Schwarz-Neveu-
Schwarz”) e a um escalar ¢, o ‘dilaton’, levando & agao

2

“Ree|, (62)

1

=),

d’o /=y [aaXM XY (Y guv + € B +
onde R(Y) é o escalar de Ricci da folha-de-mundo e o tensor antisimétrico €® ¢
normalizado com 7'/2¢'? = 1. Nesta secdo, vamos descrever como a acio (6.2) d4
origem a uma descrigao do Universo conhecida como ‘Cendrio Pré-Big-Bang’.

6.1 Acao efetiva e gravitacao dilatonica

A métrica curva g, (X), por depender das coordenadas sobre a variedade .#, faz
com que a a¢ao do modelo sigma nao-linear deixe de ser simplesmente quadratica
nos campos X" e passe a descrever interagoes; com isso os campos devem satis-
fazer condigoes (dinamicas) que garantam a invariancia conforme da teoria sobre
a folha~-de-mundo. A nivel de diagramas de arvore, estas equagoes podem ser ob-
tidas a partir de uma acao efetiva em que o dilaton se comporta como um campo
escalar acoplado nao minimalmente a métrica:

1
T oA

1
/ dlx\/—ge? [R + " 0,0 0yp — 20TV (¢) — Eﬂaﬁwﬂaﬁv ,

Sap

com o tensor completamente antisimétrico Hypy = 0o Bgy + OsgHo + 0y Hop, €
R sendo o escalar de curvatura do espaco-tempo, relativo a métrica g,,. (Nao
confundir com o escalar de curvatura da folha-de-mundo, R(7), que se acopla ao
dilaton na agao (6.2).) A acao efetiva gravi-dilatonica (6.3) é o ponto de partida
para uma ‘cosmologia de cordas’, como descrita, e.g., por Gasperini (2007).!
Pode-se somar a (6.3) uma a¢ao S, corresponde & contribuicao de matéria,
tal que sua variacao com respeito a métrica defina um tensor de energia-momento

1
0Smat = 5 /dd+1x V=9 T, 66" (6.4)

como de costume. A Lagrangeana associada a S,,,; sempre inclui a métrica para
efeito de covariancia, mas em geral pode incluir também o dilaton e, nesse caso,

INesta secdo seguimos de perto a discussdo apresentada em Gasperini (2007). Observe,
todavia, que 14 o autor usa a assinatura oposta da métrica, i.e. (+ — ——), e por isso o termo
cinético na Lagrangeana de um campo escalar apresenta o sinal oposto. Além disso, Gasperini
define o tensor de Riemann com o sinal oposto ao nosso (que seguimos a definigdo de Hawking
& Ellis (1973) e Wald (2010)). Assim, nosso escalar de Ricci tem o sinal contrério ao seu. Isso
implica em um sinal negativo global na definigdo, em Gasperini (2007), da acdo de Einstein-
Hilbert, viz.: S = — [ d*r\/—g R/25, e um sinal negativo correspondente em outras agoes,
como por exemplo em (6.3), acompanhado de uma mudanga do sinal do termo ~ V().
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assim como sua variagao com respeito a g"” da origem a 7}, a variacao com
respeito a ¢ dé origem a uma “densidade de carga escalar” x tal que

1
0Smat = —5 /dd+1$ V=g X 00. (6.5)

Da mesma forma, a variacao com respeito a B*” leva a uma corrente antisimétrica
Juw, mas no que segue vamos desconsiderar a contribuicao do potencial anti-
simétrico, fazendo B, = 0. Nao é dificil efetuar a variacdo de (6.3) com respeito
ao dilaton, 05/d¢ = 0. O resultado pode ser escrito como

R+2V%¢ — ¢"0,00,¢ + 2271 (V(¢) — OV (¢)/0¢) = A" e”x. (6.6)

(Repare que a soma de V' com 0V/0¢ é possivel porque o dilaton é adimensional.)
Na variagdo com respeito a métrica, 65/6¢g" = 0, o procedimento é similar ao
que leva as equacoes de Einstein a partir da acao de Hilbert, com o detalhe de que
o acoplamento do dilaton na forma e?R altera as derivadas totais responsaveis
por eliminar as segundas derivadas da métrica na Lagrangeana. Nesse sentido, a
rigor, pode-se incluir um contra-termo de borda em (6.3). A equagao resultante,

Ry — iR g, + V. V.0 + 1 [VadVh — V26 — 20771 (V(4) — 9,V (9))] =

= A§_16¢ Ty,

(6.7)

inclui o tensor de Einstein (os dois primeiros termos do lado esquerdo), e pode
ser simplificada com o uso de (6.6) para eliminar o escalar de Ricci em favor do
dilaton, levando por fim a

R+ V.V — M0V g = A1 (Thn + Sx9,0) - (6.8)

A escolha de escrever os termos correspondentes ao dilaton e seu potencial no lado
esquerdo das equagoes, junto com a parte geométrica correspondente a gravitagao
de Einstein, nao é por acaso. Ao contrario de um campo escalar na gravitacao
de FEinstein, o dilaton nao é uma “fonte para a geometria” do espago-tempo, e
sim um campo fundamental do sistema gravi-dilatonico emergente da acao (6.2)
para o modelo sigma nao-linear. As fontes verdadeiras do sistema, x e T}, (que
podem incluir um campo escalar, digamos, o), se encontram do lado direito das
equagoes, acopladas tanto a ¢ quanto a g, .

*

O acoplamento de cordas

Nada foi dito até aqui sobre a constante \;, com dimensao de comprimento,
que aparece na agao do modelo sigma nao linear (6.2) e na acdo efetiva (6.3)
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para a gravitacao dilatonica. Ela é necessaria para tornar adimensional a acao
de Nambu-Goto 3 Syg = A/A2, onde A = — [d*c/=7 é érea da folha-de-mundo
desenhada pela corda, que descreve a dinamica de maneira equivalente a acgao
de Polyakov (6.1). A é a tnica constante fundamental da teoria de cordas, e
por isso naturalmente determina a escala de relevancia da teoria, isto é, escalas
compardveis com A sdo naturalmente “cordisticas” (por exemplo, assim como
escalas compardveis a i sdo naturalmente “quanticas”).

Como foi mencionado mais acima, o modelo sigma nao-linear (6.2) corres-
ponde a interagao da corda com os campos de fundo g,,, ¢ e B,,. A maneira
de descrever as interacoes se da quase como na Teoria Quantica de Campos. O
objeto basico é a funcao de particao Z ~ exp —S5, de cuja expansao se obtém a
soma de diagramas de Feynman. Os diagramas de Feynman da TQC sao grafos
em que as interagoes se representam como pontos ligados por linhas internas e
externas e cada termo da expansao perturbativa inclui um nimero cada vez maior
de lagos nos diagramas. As cordas, por outro lado, em vez de linhas-de-mundo
unidimensionais, formam superficies-de-mundo bidimensionais e, por isso, sua in-
teracao nao pode ser representada por grafos planos. O que corresponderia aos
lagos dos grafos de Feynman corresponde entao ao nimero de furos (ou algas)
das folhas-de-mundo, seu ‘genus’. De acordo com o Teorema de Gauss-Bonnet, o
genus n de uma superficie bidimensional #° com métrica 7,, é determinado pela
‘caracteristica de Fuler’

ﬁ /f/ d*o\/]7|R(7) = 2 — 2n. (6.9)

A superficie-de-mundo na Fig.6.1(a) é um exemplo tipico de um termo de genus
n = 2 na expansao de lacos na interagao de duas cordas. O menor valor possivel
para n é zero, correspondendo a uma superficie sem furos, como na Fig.6.1(b).

AN AN

TV S N\

Figura 6.1: Superficie-de-mundo de genus (a) n = 2; (b) n = 0.

91



Separando uma parte correspondente ao valor médio constante do dilaton,
¢ ={¢)+¢, com (@)= constante, (6.10)

o acoplamento peculiar de ¢ com a curvatura da métrica bidimensional na acgao
(6.2) fornece simplesmente a caracteristica de Euler da folha-de-mundo:

1

Sold] = 5oLl + () o

| #o VARG = Sild + (1)), 611
Wn

Assim, a soma sobre todos os diagramas com diferentes genera, i.e. sobre todas
as topologias, fica

Z exp —S,[¢] = Z e D@ exp — 8, [¢], (6.12)
n=0

topologias

onde em cada termo na ultima expressao S, [p] deve ser integrada sobre as folhas-
de-mundo #;, com n genera. (A func¢do de parti¢ao inclui ainda a integral funci-
onal sobre os campos X*, 4, etc.) O que se conclui dai é que o parametro de
acoplamento, que controla a expansao em lacos da interagao das cordas, é

g2 = exp(9), (6.13)

uma grandeza dinamica determinada pelo valor cldssico do dilaton.

Em (6.12), ainda estd presente na acdo a métrica curva g, que se encara
como um campo interagindo com a corda. Para calcular os termos da somatéria
se faz uma sequnda expansao, ao redor de uma solugao classica da corda, i.e.
XH* = (X" + A Y" e se calcula a agdo para as flutuagoes Y#. Repare que Y* sdo
adimensionais, estando a dimensao separada na tnica constante dimensional da
teoria, A;. Logo a expansao é valida para Y* < 1. Se estas sao escolhidas para
ser coordenadas normais de Riemann, a métrica também se expande como

9 (X) = 9 (X)) = (1/3) A7 Rpsaws (X)) Y Y7,

e portanto a acao resultante da expansao de S, descrevendo as flutuagoes quanticas
Y*#, tem como coeficientes nao g, mas suas derivadas na forma do tensor de cur-
vatura. Esta acao deve ser renormalizada, e a renormalizagao deve preservar a
simetria conforme presente na agdo de Polyakov (6.1), que é invariante sob uma
transformacao de Weyl da métrica da folha-de-mundo, 4, — QQ(X )Yap- A sime-
tria deve ser assegurada termo a termo, e impoe uma série de restricoes sobre os
campos g,, (ou sobre seu tensor de curvatura), ¢, etc. Em primeira ordem em A,
e em ordem n = 0 na constante de acoplamento (6.13), ou seja, na ordem de g; 2,
correspondendo a diagramas de arvore como na Fig.6.1(b), as restri¢oes impostas
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pela simetria conforme de % sobre g, e ¢ sao nada mais que as equagoes da gra-
vitacao dilatonica, (6.6)-(6.8). A agao efetiva (6.3) é na realidade uma maneira
“indireta” de chegar as mesmas equagoes (dai o nome ‘efetiva’), e sé vale neste
regime que descrevemos.

*

O quadro de Einstein

A agao efetiva (6.3) pode ser transformada em uma agao de Einstein-Hilbert
(A.4) acoplada minimalmente a um campo escalar (2.18), através de uma trans-
formagao de Weyl da métrica g, — Q?g,,. De acordo com a Eq.(H.18), o escalar
de Ricci se transforma como R+ Q2R + derivadas de . Portanto escolhendo
0% ~ e ? elimina-se o acoplamento do dilaton com o escalar de curvatura. Os
termos extras provindos da transformagao de R contém derivadas de ¢ e se in-
corporam no termo cinético do dilaton, mudando seu coeficiente e fazendo com
que se deva normalizar ¢ para se obter o coeficiente canonico da energia cinética
de um campo escalar. Assim, para

G = (2/A) ¢ PG $=[(d— 1)1 g,

o 2ld-12 1 (6.14)
_ d+1
V(6) = O/ exp | 50| V1)
a acao efetiva Sgp (com H,g, = 0) assume a forma
I T
Sép = /dd+1$ V=g {WR - 59“ 90, — V(Qb)] : (6.15)

Ao se utilizar a métrica g,, e a acdo gravidilatonica original (6.3), diz-se que se
estd no ‘quadro de cordas’ ( ‘string frame’). Apés a transformacao (6.14) e usando
a agao (6.15), diz-se estar no ‘quadro de Einstein’ (‘Einstein frame’).

Para o sistema gravidilatonico puro, sem fontes de matéria, é impossivel dis-
tinguir a teoria efetiva do quadro de cordas de um campo escalar com o potencial
adequado na gravitacao de Einstein, mas enfatize-se que a acao efetiva Sgp ndo é
equivalente a uma acao de Einstein-Hilbert, e sim a uma acao de Einstein-Hilbert
com um campo escalar. (Ou seja, se a agdo Sgp estd correta, hd necessariamente
um campo escalar no universo, mesmo que este esteja “congelado” como em
(6.44).) Isso porque o dilaton nao entra como fonte em Sgp, e sim como parte
intrinseca da agao para a gravidade. Na presenca de fontes, a acao total é

SGD[¢> g,uu] + Smat [¢7 g,ul/: \Ij]’

com V¥ denotando coletivamente os campos de matéria. A métrica se acopla aos
campos ¥ e suas derivadas de maneira a deixar a acao covariante, e assim ao se re-
alizar a transformagao de Weyl (6.14) o campo escalar ¢ acaba se acoplando aos W
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de maneira nao convencional para a gravitagao de Einstein, tornando distinguivel
a teoria de Relatividade Geral “pura” de uma teoria efetiva de gravitacao de cor-
das no quadro de Einstein. O tensor de energia-momento TW visto no quadro de
Einstein é obtido de

1 -
(8Smat /65" )0G" = 5 / d"e N/~ T,, 65"

e usando (6.14) se vé obtém a relagdo entre este e o tensor de energia-momento

original 7}, definido por (6.4) no quadro de cordas,

T = (Ns/30)" 1 €2 T, (6.16)

6.2 Dualidade do Fator de Escala

A teoria de cordas tem como simetria uma transformacao chamada de ‘dualidade-
T’. O exemplo mais simples aparece no espectro de energia de cordas bosonicas
com uma dimensao espacial compactificada em um circulo de raio R. Se a di-
mensao compacta é a 25¢ (em um espaco M?! x S1), entdao X?*(¢% ol + 7) =
X?%(6% o) 4+ 27w R, onde w conta o ntimero (inteiro) de voltas (‘winding num-
ber’) com que a corda enlaga o circulo. A quantizagdo dos campos X* leva a
valores discretos n/R para o momento na 25% dire¢do, e o espectro de energia da
corda é dado pela massa ao quadrado
n2  wlR2 2 ~
mzzﬁ—i-oé—f—i-g(]v—i-]\[—?),

com N — N = nw, e onde N eN contam o nimero de voltas em cada sentido
(horario, anti-horario). A T-dualidade (o ‘T’ se refere a ‘target-space’) é a simetria
de m? sob a inversaio R — o'/R e n + w. Ver, e.g. Becker et al. (2006);
Polchinski (1998b). H4& vérias outras maneiras de entender a T-dualidade, cf.,
e.g., Alvarez et al. (1995) para uma revisdo. Na cosmologia de cordas, é necessério
generalizar a simetria para incluir um espaco-tempo em expansao, o que foi feito
por Veneziano (1991). No que segue nos serd importante apenas a realiza¢ao da
simetria para a acao efetiva gravidilatonica. Nesse caso, a dualidade diz respeito
a i) campos clédssicos, i.e. o fator de escala e o dilaton, e i) dimensdes nao-
compactas. A transformacao de inversao R +— 1/R equivale & inversao do fator
de escala a(t) — 1/a(t), fornecendo uma maneira de se expressar o limite da
gravitacdo em “altas energias” (com a pequeno) em termos da gravitagdo em
“baixas energias” (com a grande). Esse é o ponto de partida para uma cosmologia
de cordas antes do big-bang, como serd discutido mais adiante no §6.3.
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6.2.1 A inversao do fator de escala

Quando .# ¢é um espago-tempo de Robertson-Walker plano, com métrica (2.11)
trivialmente extendida para (d + 1) dimensdes,

ds® = —dt* + a*(t) dv;dw;, (6.17)
i=1,---.d,
as Eqgs.(6.6) e (6.8) se tornam, na cosmologia de cordas, o correspondente as

Equacoes de Friedmann. Assumindo que o dilaton acompanha a isotropia do
espago, e que a matéria tem a forma hidrodinamica usual dada na Eq.(2.16), viz.

p=0(t), x=x() e T", =Diag(p(t),P(t), -, P(t)), (6.17)
a Eq.(6.6) se torna uma equagao para a fungao de Hubble H = a/a:
20 — ¢* + 2dH ¢ — 2dH — d(d + 1) H? = 2)\37" (3e?x + 0V/9¢ — V (¢)) .(6.18)
As componentes espaciais da Eq.(6.8) ficam
H—Hp+dH* =X {(P-1x)e? —aV/oe}, (6.19)
e a componente temporal da Eq.(6.7) d4 a ligacdo com a densidade de energia p,
¢* —2dHp+d(d— 1)H* =\ (pe? + V(9)), (6.20)

cuja derivada, apods se eliminar H e ¢ com o auxilio das outras duas equagoes,
leva a

p+dH(P+ p) = 1xo. (6.21)

Comparagao com a equagao da continuidade (2.26) mostra que o dilaton impede
que o tensor de energia-momento se conserve, i.e. V,T* # 0. A razao é 6bvia: na
gravitacao de Einstein V,T* = V,G"” = 0 como consequéncia das identidades
de Bianchi para o tensor de Einstein, o que nao ocorre no sistema gravi-dilatonico
por conta dos termos extras do lado esquerdo da Eq.(6.7) (além do acoplamento
de ¢ com T}, do lado direito).

Defina o ‘dilaton deslocado’

6 =¢—dloga, (6.22)
e considere o sistema gravi-dilatonico puro com o dilaton livre, ou seja, faca as
fontes 7, e x, e o potencial escalar V' (¢) todos nulos. As equagoes (6.18)-(6.20)
se escrevem

2 — ¢ — dH? = 0, (6.23a)

H-Hp=0, ¢ —dH?=0. (6.23b)
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Este conjunto de equagoes € invariante sob a inversao do fator de escala:
a(t) = a(t) = 1/a(t); ¢+ ¢ (6.24)

A verificagao é imediata; basta reparar que a transformacao da funcao de Hubble
se resume a uma mera troca de sinal,

H=a/a=ad(a™)/dt = —H, (6.25)
a qual as FEqgs.(6.23) sao insensiveis. Essa mesma troca de sinal — que indica
que uma geometria em expansao, com H > 0, é mapeada por (6.24) em uma
geometria em contragdo, com H < 0 (o que é 6bvio; se a cresce com t, entao 1/a
diminui) — pode ser eliminada através de uma outra simetria das Eqs.(6.23): a
reflexao temporal

t— —t, (6.26)

cujo efeito sobre H é, também, uma mudanca de sinal.

As transformagoes (6.24) e (6.26), sendo uma simetria das equagdes gravi-
dilatonicas, atua como um grupo discreto sobre o espago das solugdes de (6.23),
mapeando

{a(t), o(t)} = {al(=t), o(£1)}. (6.27)

A nova solugao {a(xt),d(+t)} é dita dual & primeira, e as transformagoes sao
conhecidas como uma ‘Dualidade do Fator de Escala’, introduzida por Veneziano
(1991) e Tseytlin (1991).

6.2.2 Simetria O(d,d) da agao efetiva

A inversao do fator de escala da métrica (6.17) é na realidade apenas um caso es-
pecifico de uma simetria global da acao efetiva (6.3) sob o grupo pseudo-ortogonal
O(d,d), encontrada por Meissner & Veneziano (1991) (ver também Gasperini &
Veneziano (1992)). A simetria completa inclui a 2-forma B,,,; a métrica g, ¢é ar-
bitraria desde que possua d isometrias de translacao, com o que se pode escolher
um sistema de coordenadas onde goo = 1 € go; = Bo, = 0 e os campos restan-
tes, ¢, B;; e gi; sejam fungoes apenas da coordenada temporal 2° = ¢. Defina a

matrizes (d x d)
G={g;} e B={By}, cominversas G '={g"}, etc.

Defina também (implicitamente) o dilaton deslocado ¢ através de uma genera-
lizacao de (6.22) para a métrica g,,,

¢ = [ d%z\/Detgje™® ou ¢p=¢— 5 log |Det G| (6.28)
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com a ultima igualdade valida para se¢oes espaciais finitas, em que f d’z /Det Gij =
V,, um volume finito que se possa absorver na definicao do dilaton. Defina por
fim a matriz (2d x 2d)

G! -G™'B : I
ME(BG_l G—BG_lB)’ e seja n:(l ) (6.29)

a métrica do grupo O(d,d), com I sendo a identidade para matrizes (d x d).
A matriz M € O(d,d), ja que MTnpM = n, como é facil verificar. Com algum
trabalho, pode-se reescrever a ac¢ao (6.3) como

Sep = % / dt e~ [(ZQ + 1Ty (MM—l) - V(qa)} , (6.30)

tendo a integral sobre as se¢oes espaciais sido absorvida na definicao (6.28). Es-
crita nessa forma a acao se revela invariante sob a transformacao
M M=A"MA, ¢~ o,

6.31
desde que A € O(d,d) ie. A'nA=n. (6.31)

Basta verificar a invariancia do termo matricial,

Te{ MM~} = Te{ATMAA" D1 (AT) 1} = Te{ATMNH(AT) 1} =
= Te{MM (A7) 'AT} = Te{M M},

(No tltimo passo, lembre que Tr{ABC'} = Z” y Aii B Cri = E”k BCriAij =
Tr{BCA}.) A transformacao (6.31) ¢ a forma completa da simetria de dualidade
dos campos { g, B, ¢}. Em geral, como em M a métrica se mistura a 2-forma,
a dualidade embaralha ambas. A inversao do fator de escala (6.24) vem do caso
especial em que A = 7 e, obviamente, B = 0; entao

M= (Gl G) s M = " Mn = (G G—l) . (6.32)

Passamos por cima de um detalhe a respeito do potencial dilatonico V().
Ambas as transformacoes (6.31) e (6.24) deixam invariante o dilaton deslocado
e, consequentemente, nao deixam invariante o dilaton, i.e. ) # ¢; no caso da

inversao do fator de escala (6.24) a transformagao qﬁ p—dloga = p—dloga =
da

b ¢ =¢—2dloga. (6.33)

Quando se escreve a agao na forma (6.30), esta claro que o termo cinético (sim-
plesmente o dilaton deslocado ao quadrado) e a exponencial ficam invariantes sob
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(6.31); porém o potencial dilaténico é, em geral, uma funcio de ¢, e nao de ¢ —
logo, a presenca do potencial dilaténico V(¢) quebra explicitamente a simetria
O(d,d), no geral, e a simetria de inversio do fator de escala, em particular, a
nao ser nos casos em que V € constante ou no caso muito especifico de funcgoes

V(¢) do dilaton deslocado.

6.2.3 Dualidade do fator de escala na presenca de matéria

Até aqui, discutimos o sistema gravi-dilatonico puro, mas é possivel adicionar
fontes do tipo (6.4) e (6.5) de maneira a preservar a dualidade. A discussao a
nivel geral da simetria O(d, d) é complicada e nao entraremos no mérito; cf., e.g.
Gasperini (2007) para uma revisao. Sera suficiente para nossos propositos voltar
ao caso cosmoldégico em que a métrica é (6.17), e as equagoes gravi-dilatonicas na
presenga de densidade de energia p, pressao P e carga escalar y sao as Eqs.(6.18)-
(6.20). Agora além do dilaton deslocado (6.22), defina

p=alp, P =a'P, ¥ = aly (6.34)
e as Eqgs.(6.18)-(6.20) se escrevem como

26— 2 — dH? = Ly e?, (6.35a)
H—Hp=1e?(P—y/2), ¢ —dH?=cp. (6.35b)

Estas sao as Eqgs.(6.23) com os termos correspondentes as fontes agora presentes
no lado direito. Ja foi mostrado que sob a inversao do fator de escala com dilaton
deslocado constante, i.e. sob (6.24), o unico efeito do lado esquerdo das equagdes
acima é a mudanca de sinal de H. Isso significa que os lados direitos da Eq.(6.35a)
e da segunda das Eqgs.(6.35b) devem ficar invariantes (logo Y = Y), enquanto o
lado direito da primeira das Eqgs.(6.35b) deve simplesmente mudar de sinal (logo
X = —X). A conclusao que se tira é que, necessariamente, a carga escalar Y deve
ser nula para que haja a simetria e, de resto, as transformacoes

a(t) —a(t)=1/a(t), oo, p=p, PP, (6.36)
ie. alp=ap e a'P=—a'P, (6.37)

e tendo x = 0, preservam a forma das Eqs.(6.35).

6.3 O Cenario Pré-Big-Bang

As novas solucgoes obtidas a partir da dualidade do fator de escala dao origem
ao seguinte cenario cosmoldgico: Antes do big-bang o universo se encontra em
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uma fase dominada pela fisica de cordas, com um dilaton guiando a evolucao do
fator de escala até a singularidade da qual emerge o universo quente (reheated)
da cosmologia usual. As fases pré- e pés-big-bang sao duais entre si.

6.3.1 Solucoes duais

A dualidade do fator de escala fornece novas solugoes (duais) a partir de uma
dada solucao original das Egs.(6.35). Em conjunto, a inversao do fator de escala
e a reflexao temporal fornecem trés solugoes distintas, além da original. Como
exemplo, considere o sistema gravi-dilaton puro, regido pelas Eqgs.(6.23), e faca
o ansatz a = (t/tg)* para algum a. Com isso H = a/a = «a/t, e a segunda das
Eqs.(6.23b) dd ¢ = a/d/t, logo ¢ = a/d logt+ constante. Esta solucao deve ser
consistente com pelo menos uma das outras equacoes; para o ansatz, H = —a//t2
e a primeira das Eqgs.(6.23b) mostra que para isso deve ser

a==+1/Vd. (6.38)

Escolhemos o sinal negativo. Portanto, uma solugao para o sistema gravi-dilaton
é

I1: {a(t) = (t/to)) Y9, (1) = —log(t/t)}. (6.39)

As outras trés solugoes se obtém com uma inversao do fator de escala, (6.24),

I: fa(t) = (t/t)"V", 6(t) = —log(t/ty)}, (6.40)
e em seguida para I e I] temos as solucoes correspondentes com tempo refletido,
IIT: A{aft) = (—t/to) "V 6(t) = —log(—t/to)},  (6.41)
IV Aa(t) = (=t/to)/"", (1) = ~log(~t/to)}, (6.42)
Os graficos se encontram na Fig.6.2. E 1til escrever o escalar de curvatura
R =2dH +d(d+1)H?, que para as solucoes consideradas fica R ~ H?,

pois se H ~ 1/t entdao H ~ H?; assim, o crescimento de H indica crescimento da
curvatura, e vice-versa. Seguimos com a descri¢ao de cada tipo de evolucao.

I) Um universo em expansio (H > 0) desacelerada e singular em ¢ = 0
(H — 00), cuja curvatura decresce com o tempo; o fator de escala na Fig.6.2(b)
cresce com o tempo, tendo sido nulo na singularidade que é, portanto, um big-
bang. O universo se desenvolve no intervalo de tempo t € (0, c0).
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(I Reflexdao Temporal)

II) Com uma reflexdo temporal temos um universo em contra¢ao acelerada
com t € (—00,0), terminando em um big-crunch. A func¢ao de Hubble é refletida
sobre o eixo horizontal (pois H — —H ) e sobre o eixo vertical (pois t — —t).

(3 Inversao do Fator de Escala)

I11) Ainda no intervalo t € (—00,0), e com uma inversao do fator de escala, a
solugao Il é mapeada em outro universo em expansao acelerada, pois H H=
—H > 0. Seu fator de escala a(t) = 1/a(—t) agora diverge em t = 0, onde ainda
assim ha uma singularidade pois H(0) = co. Por outro lado, o fator de escala se
anula em t — —oo onde R = 0.

(3 Reflexdo Temporal)

IV) Com uma segunda reflexdo temporal, voltamos ao intervalo ¢ € (0, 00)
em um universo que é como em [/] com o tempo ao contrario. Comeca singular
e com fator de escala infinito em ¢ = 0, e se contrai desaceleradamente até a = 0
em t = oo

As solugoes [ e III representam o exemplo mais simples do panorama chamado
de Cendrio Pré-Big-Bang, elaborado por Gasperini & Veneziano (1993). (Ver
Gasperini & Veneziano (2003) para uma revisao.)

I, I L1

(a) (b) (c)

Figura 6.2: (a) Fungao de Hubble, (b) fator de escala, (c¢) dilaton deslocado para
as quatro solugoes duais (6.39)-(6.42).
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6.3.2 A evolugao pré-big-bang

Vamos descrever em mais detalhes a dinamica do universo no cenério pré-big-
bang em um universo como o da secao anterior, mas preenchido por um fluido
perfeito de equagao de estado P = wp. Por praticidade, considere o espago-tempo
como sendo quadridimensional, com d = 3, assumindo ja a compactificacao de
dimensoes internas. A equacao da continuidade fornece como de costume p =
pwa30F%) e portanto a densidade deslocada (6.34) é p = p,a~>*. Como antes,
faca o ansatz a = t*, e suponha, motivado pelo que se encontrou anteriormente,
¢ = —fBlogt. A segunda das equagoes (6.35b) entdo requer 3wa — 3 —2 =0, e
a Eq.(6.35) (com y = 0) impoe 3(2 — ) — 3a? = 0, e temos um sistema de duas
equagoes algébricas para a e 3, com solugoes

2w 5 2
o0=— =
1+ 3w?’ 1+ 3w?

Isso resolve completamente o ansatz para a e ¢, dando como solugao do sistema
gravidilatonico com fluido perfeito (devolvemos ¢ = ¢ + 3loga)

2w 2(3w —1)
t = tl w2 t = —]_

p(t) = pua*0N(1), P =uwp.

l;
o8 (6.43)

No inicio quente do universo preenchido por radiagao w = 1/3, e (6.43) é
idéntica a solucao na gravitacao de Einstein, porque o dilaton se encontra fizo,

a(t)=t"%, e ¢ = constante para P = p/3,

com t e (0,00). (6.44)

Esta solucao, a expansao desacelerada partindo de uma singularidade em ¢t =
0, é a conhecida fase de radiacao pos-big-bang da cosmologia usual, dada em
(2.39). Corresponde a solugao I da secao anterior. A fase pré-big-bang ¢é obtida
por uma transformacao de dualidade correspondente a solucao I7I1. Com uma
transformagao (6.36) composta com uma inversao temporal, (6.43) se mapeia em
outra solucao do sistema gravi-dilatonico:

alt) = (=t)"2, e ¢=—3log—t, com te (—oc,0)

e P=—(1/3)p, p=p.a’ (6.45)

Logo o fluido antes do big-bang é um gas de cordas (2.42) e o dilaton, congelado

na fase de radiacao, é aqui dinamico e influencia na evolugao do universo.
Assim, a histéria césmica comega em t = —oo, com a solugdo (6.45). O

fator de escala, @ = 1/(—t)'/?, é assintoticamente nulo no passado, mas isso ndo

101



configura uma singularidade porque o dilaton ¢ = —3log(—t) se encontra em seu
‘vacuo perturbativo’, i.e.

¢ = —00, q5:0, para t— —oo0.

Isto significa que o parametro de acoplamento g = ¢, dado na Eq.(6.13), tende
a zero e portanto nos encontramos em um regime em que a acuracia da descrigao
em termos da acao efetiva (6.3) é extremamente alta. E o dilaton que guia a
evolugao da fungao de Hubble de acordo com a Eq.(6.23b), e como se pode ver
no vécuo perturbativo H = 0 para ¢ = 0. De fato, aqui H = 1(—t)%? se anula
em t — —oo. Logo R ~ H? = 0, e ndo s6 o estado inicial do universo nao é
singular como seu escalar de curvatura é nulo. Em suma, trata-se de um inicio
absolutamente trivial para o universo: com energias muito baixas e acoplamento
de interagao g, muito fraco — o oposto de um big-bang quente e singular. O
universo se expande aceleradamente, até que no limite t — 0=, H2 ~ R — o0
e se chega a uma singularidade. Na realidade, neste limite o dilaton também
diverge, ¢ ~ —log0 = oo (0 que explica a singularidade apesar da expansdo), e
portanto se entra em uma fase nao-perturbativa, com g? > 1. De acordo com
a discussao do §6.1, a agao efetiva gravidilatonica deixa entao de ser valida, e
entram em cena corregoes de altas ordens da teoria de cordas que, espera-se,
evitem a singularidade.

E assim que o Cenario Pré-Big-Bang resolve o problema das condic¢oes iniciais
do Universo: elas nao sao nada peculiares, o universo comeca em um vacuo
perturbativo simples, e é direcionado pelo dilaton a uma fase nao-perturbativa,
cuja descricao exata nao se conhece, mas apds a qual o dilaton congela e de
onde emerge o universo quente dominado por radiacao e sujeito a gravitagao de
Einstein, que observamos.

6.3.3 Ricochetes e ecpirose

Concluimos esta secao e este capitulo com uma breve discussao a respeito de
outra classe importante de modelos cosmoldgicos que se estendem para antes do
big-bang, baseados na teoria-M, em um mundo de branas.

O primeiro exemplo é o ‘Universo Ecpirdtico’ de Khoury et al. (2001), que
acontece em um espaco-tempo com 5 dimensoes onde vivem duas branas com
341 dimensoes cada; uma é o nosso universo, e a outra ¢ uma ‘brana escondida’.
Ambas estao separadas por uma distancia finita na quinta coordenada, tipo-
espaco, sobre a qual existe uma terceira brana, paralela as outras, que surge
préxima a brana escondida (por exemplo, em um processo de nucleacdo) e se move
em dire¢ao a brana visivel (nosso universo) guiada por um potencial negativo. A
aproximacao é percebida na brana visivel como uma contracao do universo. A
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colisao da brana interior com a nossa transfere parte da energia cinética daquela
para esta, induzindo a criagao de particulas e radiagao a uma alta (porém finita)
temperatura que enxergamos como o big-bang. ‘Conflagracao’ em grego se diz
‘ecpirose’. O fato de o big-bang ser criado por um tinico objeto macroscépico (a
brana invisivel) que teve um tempo indefinidamente longo para se “termalizar”
resolve o problema do horizonte, e a suposicao de que a brana interior é criada
num estado quase plano correspondente ao estado fundamental da teoria-M (um
estado BPS) resolve o problema da planaridade. Pequenas flutuagoes quanticas
nas branas explicam as flutuacoes da CMB.

Uma elaboracao do cenario acima consiste em se utilizar apenas duas branas,
com a distancia entre ambas parametrizada na brana visivel por um campo escalar
¢ com um potencial V(¢) adequado (Fig.6.3). A colisao entre as branas corres-
ponde ao colapso dessa quinta dimensao (espacial). Apés a colisdao, as branas
se afastam (e o universo se expande), mas sao eventualmente trazidas mais uma
vez ao encontro uma da outra devido a forma de V' (¢), que deve interpolar entre
valores positivos e negativos. Outra colisao ocorre, e o processo se repete para
sempre. Este é o modelo de ‘Universo Ciclico’ de Steinhardt & Turok (2002a,b).
A dinamica é descrita pela agao (efetiva, 4-dimensional)

S= [@0v=5 [5R= 10,6 #6-V(O) + @) pu+pu)] . (640

onde além de ¢ ha a presenga de radiacdo (pr) e poeira (pys) acopladas a ¢ pela

funcao 5(¢), cuja forma depende dos detalhes da teoria de cordas de onde se deriva

(6.46), e esta relacionada a geometria das branas. As equagoes de movimento sao,
2

com 3 =1,

H2 = L35 4V + 8" (pon+ par)| (6.47)
ifa= 1|6~V + B (Sow + pr) | (6.48)

A equacao para ¢ é ) '
¢+ 3H ¢ = =0,V — 3 par 0,

e a equacao para os fluidos pode ser escrita na forma usual
adpy/da=—=3(ps+ps), J=R,M,

desde que se defina o ‘fator de escala na brana’ a = fB(¢)a. A forma do aco-
plamento [(¢) deve ser tal que na singularidade, onde a = 0, a fun¢do « nao
se anule e com isso a densidade de radiacdo produzida na brana, ~ 1/a*, seja
finita, assim como a densidade de matéria. Por isso a singularidade devida ao
colapso instantaneo da quinta dimensao é muito amenizada, e em particular nao
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Figura 6.3: Potencial no universo ciclico.

ha qualquer problema com a coordenada temporal. Isso resolve o problema do
big-bang, de acordo com Steinhardt & Turok (2002b).

Fenomenologicamente, o potencial V' (¢) deve ter uma forma como na Fig.6.3.
Em toda a regiao do lado esquerdo, onde V' < 0, a evolugao do universo ¢é desa-
celarada, i.e. @ < 0, como se pode ver da Eq.(6.48). Atualmente ¢ se encontra
(préximo) a posicao mais a direita, onde o valor positivo de V' garante aceleragao
positiva. No valor maximo de ¢, correspondente a separacao maxima entre as
branas, o universo se torna de Sitter. Entao a aceleracao comeca a diminuir e
se anula em V = 0, e em seguida o universo entra numa fase de expansao desa-
celerada. Depois de um tempo o valor muito negativo de V' anula H, Eq.(6.47),
o universo para de se expandir e comeca a se contrair em dire¢ao ao big-crunch
em ¢ = —o0, com a energia gravitacional perdida aumentando o valor da energia
cinética de ¢. Apds o ricochete, o campo retorna, passando de novo pelo vale (fa-
ses dominada por radiagao e depois por matéria), subindo o planalto na direita
(nova fase acelerada andloga a nossa condi¢ao atual) e parando, para voltar ao
ponto de partida. Assim, o modelo incorpora a constante cosmoldgica como peca
fundamental do mesmo modelo que descreve o equivalente da fase inflacionaria:
sem o planalto do lado direito do potencial, ¢ nao para e recomeca o ciclo. As flu-
tuagoes observacionalmente relevantes sao criadas na fase de contracao, quando
0 universo se encontra quase estatico e sao, por isso, quase invariantes de escala
como deveriam. Uma diferenca fundamental é a predicao de um indice espectral
desviado para o azul nos modos tensoriais, distinta da predicao inflacionaria.

Seguindo Khoury et al. (2002), é possivel passar a agao (6.46) para o quadro de
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cordas tomando ¢ como (proporcional a) o dilaton, de forma que o acoplamento
de cordas g?> = e?. Portanto, o ricochete, em ¢ = —oo, ocorre no regime de
acoplamento fraco, g> — 0. Essa é uma diferenga fundamental entre os modelos
ecpiréticos e o Cendario Pré-big-bang.

XKk

Uma idéia central, comum a todos esses modelos, ¢ a substituicao do big-
bang por um ricochete no qual a gravitacao de Einstein é corrigida pela teoria
fundamental em questao (super-cordas, etc.), evitando a singularidade. O mesmo
acontece no Cendrio Pré-big-bang do §6.3: usando (6.14) se vé que no quadro de
Einstein a solugao (6.45) para o universo antes do big-bang tem fator de escala

2

L I,

Ou seja, muito embora a®> = 1/(—t) cresca e, no quadro de cordas, se tenha uma
expansao acelerada, no quadro de Einstein o universo sofre uma contracao até
um big-crunch, que é identificado com o big-bang da fase de radiacao seguinte,
onde o dilaton se encontra fixo.

Por fim, notamos que modelos de universo pré-big-bang contendo ricochetes
podem ter varias origens diferentes dessa apresentada nos cendrios acima; em
vez de se modificar diretamente a teoria da gravitacao pode-se introduzir, por
exemplo, um géas de cordas préoximo a singularidade. Para uma lista de diversas
possibilidades dentro e fora da teoria de cordas, ver a revisao recente de Branden-
berger & Peter (2017). Além disso, cordas e branas podem modificar o paradigma
inflacionario de outras maneiras além das que mencionamos. Para uma revisao,
ver, e.g., Quevedo (2002).
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Capitulo 7

Cosmologia Conforme Ciclica

A Cosmologia Conforme Ciclica (CCC), é um esquema proposto por Penrose
(2010) que fornece uma solugao para o paradoxo da baixa entropia do big-bang
(cf. §5.4.2) dentro da Relatividade Geral, sem a presenca de um big-crunch,
sem utilizar a Teoria de Cordas, e oferecendo uma alternativa a inflagao. O
argumento qualitativo é descrito em detalhes por Penrose (2010), e os pontos
essenciais sao apresentados de maneira muito mais breve em Penrose (2006); ver
também, Penrose (2007).

7.1 Principios

A motivacao fundamental da CCC é encontrar uma implementacao dinamica da
Hipdtese da Curvatura de Weyl. Isso é obtido com o seguinte mecanismo.

7.1.1 Os aeons

A evolucao do Universo se da em ‘ciclos de tempo’; cada ciclo comeca em um
big-bang e termina em um futuro infinito #* tipo-espago. O tempo conforme de
cada um tem, portanto, dominio finito, 7 € (1, 72), apds o qual o ciclo seguinte se
inicia, com 1 € (12,m3), etc. No tempo cdsmico, t € (0,00), o ciclos sdo eternos,
e por isso cada ciclo é chamado de um ‘acon’ (do grego aion, ‘eternidade’).

A geometria de cada aeon segue as equagoes classicas de Einstein,

Ry — %Rguv + A g =T,

sem nenhum tipo de corre¢ao (quantica, de cordas, etc.). Nesta se¢@o escrevere-
mos a constante cosmologica separada do tensor de energia-momento.

Apébs a ‘regiao de transigao’ descrita no §7.1.2, o Universo passa a ser domi-
nado por radiagao e segue sua evolu¢ao como no modelo cosmologico padrao, sem
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passar por uma fase inflaciondria. Cada aeon possui uma constante cosmoldgica
(que Penrose (2010) assume ter sempre o mesmo valor) e, portanto, termina em
uma expansao acelerada assintoticamente de Sitter em #*. Isso d4 conta dos
problemas de planaridade, e o problema do horizonte é resolvido automaticamente
pelo “passado eterno” do Universo.

7.1.2 A superficie de transicao

A transigao entre dois aeons ocorre em uma ‘superficie de transi¢ao’ (‘crossover’)
2 que é a identificacao entre o big-bang do aeon futuro com o infinito .#* do aeon
passado. Trata-se de uma identificacao conforme, onde se supoe que as métricas
G, do aeon passado, e g, do aeon futuro,' sao ligadas por transformagoes de
Weyl:

g/ﬂ/ = Qg;w) guu = Wuv- (71)

A ‘métrica de transi¢ao’ g,, é, por definicao, regular sobre a variedade
M= MO UM

Com isso o big-bang de g, corresponde a w = 0 e, no minimo, se assemelha a
uma singularidade isotrépica (ver §5.4.3). Além de nao possuir singularidades,
impoe-se que a métrica de transicao seja finita, com o que o futuro infinito de g,
entao corresponde a {2 = oo. Assim, sobre a superficie de transicao, temos

2 ={01=0} ={w=0}, (7.2)
e se assume a ‘hipotese reciproca’, de que
Oxw=-1, logo Guw=wdw, € Guw=209u. (7.3)

(Poderia ser qualquer constante no lado direito da equagao, mas normalizagao
é sempre possivel porque g,, s6 é definida a menos de reescalamentos.) Essa
construcao so é valida numa vizinhanca da superficie tipo-espago 2", e nao ao
longo de toda a evolucao dos aeons. Isto é, se T é um parametro temporal
determinado pelo vetor tipo-tempo Or proporcional a normal de 2, e tal que
2 = {T = 0}, entdo as Eqs.(7.1) e (7.3) sdo vélidas apenas numa regiao 7' €
(—e,¢) para algum € > 0.

'A notacdo com circunflexos e haceks serd padrdao, e segue Penrose (2010). Como
mnemonica, se pode pensar no cone de luz de um ponto em 2": o circunflexo corresponde
a metade pretérita do cone, A, e portanto ao aeon “anterior”; ja o hacek corresponde a metade
futura do cone, V, e portanto ao aeon “posterior”.
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7.2 Equacoes

Alguns detalhes de uma formulacao precisa dos principios apresentados acima sao
fornecidos nos apéndices de Gurzadyan & Penrose (2013); Penrose (2010). Nés
aqui seguiremos a apresentagao mais elaborada de Tod (2013).

Considere dois aeons consecutivos, & = (#,8) e o = (M,g). (Podemos
encarar &/ Como 0 NOSSO Universo.) Em cada um, sao satisfeitas separadamente
as equacoes de Einstein,

R/w - %éguv + Agw = T/W» € RHV - %Rguv + Ag/w = T/w- (7.4)

Na vizinhanga da transigao, as métricas sao dadas por (7.1) e (7.3);
9w =L G G =W g w=-1/Q (7.5)
1080 G = 27 G- (7.6)

O sinal negativo na hipdtese reciproca garante que w seja uma fungao continua
e suave na transigao entre aeons: w > 0 em &7, se anula no big-bang e portanto
deve ser w < 0 em /. Mais precisamente, uma vez que a superficie de transicao

2 = {w=0} ~{Q= oo} (7.7)

é, por definicao, tipo-espaco, entao o vetor N#* = V*#w, normal a %, é um vetor
tipo-tempo, permitindo assim que se encare w como uma coordenada temporal
no espago-tempo regular (.#Z,g). Se impomos N* = 0 sobre 2, entdo w deve
mudar de sinal apds se anular. Gurzadyan & Penrose (2013) propdem que seja
satisfeita uma ‘hipdtese da massa-de-repouso suprimida’ (HMRS), significando
que, na vizinhanca de 2,

¢"V,wV,w=—1+(2-Q)w?+ Ow’], (7.8)

i.e. que N,N* = —1 em segunda ordem em w. A constante () fica indeterminada,
e se relaciona com um possivel mecanismo de geracao de massa-de-repouso em
7. O motivo para a nomenclatura se explica mais abaixo.

O problema que se deve resolver consiste em encontrar um procedimento que
permita a determinacao univoca da funcao §2; entao a métrica atual fica deter-
minada em fungao da métrica do universo antes do big-bang. A transformacao
entre o escalar de Ricci de &7 e o da métrica de transicao,

R=0*R—6Q° 001, (7.9)

(cf. Eq.(H.18), com d = 4, e trocando  — Q7! § — g e g — §) sugere que se
possa encarar a extensao do fator conforme w = —Q~! do aeon futuro .« sobre o
aeon anterior .2 como um campo w = —w que se propaga obedecendo

O — R = —LR&. 7.10
6 6
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Os Principios da CCC descritos no §7.1 impoem que na vizinhanca de 2 a
matéria perca toda a massa e se torne invariante conforme, logo o trago de TW
se anula perto de £ e, durante a transicao, o escalar de curvatura R é uma
constante dada pelas equacoes de Einstein: R = 4A — g“”T o~ 4A. Vamos
fazer o ansatz de que a métrica de transicao também possua curvatura constante
R = 4)\. A equacgao para w fica, entao

Ow — (2/3)A @w = (2/3)\ @°. (7.11)

Este é um caso particular da equacao de Yamabe (1960)'. Penrose (2010) assume
que A=)= A, mas néo vamos impor essa condicdo. De posse da métrica de o ,
e estando fixo o valor de A, a solugao da Eq.(7.11) determina w.

A interpretacdo de @ como um campo pode ser extendida para o compor-
tamento da matéria em &7 como funcao da matéria antes do big-bang. Sob a
transformacao (7.6), gu = Q *§,., os tensores de Ricci das duas métricas se
transformam de acordo com a Eq.(H.16),

A

Ru=R,—2V, Y, +27, T, — §u ™ (VaTs + 27, T5), (7.12)

onde, aqui, escrevemos T, = 20,log(). Para os escalares de curvatura, temos
R = g™ (RW + - ); a Eq.(7.6) d4, para as inversas das métricas, g" = Q1 g,
e ficamos com (cf. Eq.(H.18))

R=Q"*"[R-6g" (T, T, +V,Y.,)], (7.13)

onde R = g“”R,“,, etc. Podemos agora montar o tensor de Einstein usando as
Egs.(7.12) e (7.13). Do lado direito, o fator Q=% na Eq.(7.13) se cancela no
produto %ng,, e temos a transformacgao “linear”

éuu = éuu + QTMTV - QWMT,, + QQW gaﬁvaTﬁ + gw/ gaﬁTaT/B- (7-14)

A hipétese (7.4) de que em ambos os aeons valem as equagoes de Einstein faz
da Eq.(7.14) uma relacao entre os tensores de energia-momento,

T =Ty — 20, Ty 4+ 2V, Ty — 20,0, 3°°VaXs = G 2P T T4 (7.15)

(8mG = 1). Assim, a contribuigdo (geométrica) vinda de 2 através das tran-
formagoes de Weyl entre os aeons pode ser descrita como uma contribuicao adi-
tiva ao tensor da matéria em .o/ comparada ao tensor da matéria em .«/. Uma

!Que descreve a deformacio de uma variedade Riemanniana em uma estrutura Riemanniana
de curvatura constante. Fraseado por Lee & Parker (1987), este é o ‘Problema de Yamabe’:
“Dada uma variedade Riemanniana de dimensao m > 3 e métrica g, encontre uma métrica
conforme a g e que possua escalar de curvatura constante.” Aqui, n = 4.
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vez que T, = —%@w, o lado direito da Eq.(7.15) se reescreve como
T,w = A,u, + @, onde
4 o 4o 4 (- 2 se - (7.16)
P, = _gv,@ V,w — Evuvyw + - (Dw -9 AV o V/g@) -

(Usamos o fato de que, sendo w uma funcao escalar, sua derivada parcial é igual
a derivada covariante (com qualquer métrica), i.e. 9,@w =V ,w.)
A métrica do aeon &/ é a de um espaco-tempo com constante cosmoldgica

positiva A = 3H 2 e assintoticamente, assume a forma de uma expansao de
Starobinskii (1983),

ds? = —dt* + €2H£ (aij + 6721%51‘]‘ + 673H£Cij + - ) dwidxja (7.17)

com a;j, bi;, ¢;; fungoes de x* e nao do tempo, i.e. toda a dependéncia temporal é
colocada em poteéncias de et Parat — o0, esta é uma solucao para as equacoes
de Einstein com uma constante cosmologica positiva, desde que se respeite um
conjunto de restri¢oes: o tensor b;; nao ¢ independente, mas se relaciona com a;;,

bij = H? (3 Ri;la] — 1) Rla] aij) (7.18)

onde (3)R;j[a] é tensor de Ricci obtido da métrica 3-dimensional definida por a;,
e 3)Rla) = a” 3 R;;]a] é o escalar correspondente. O tensor ¢;;, por sua vez, deve
obedecer as 4 condigoes

acij=0 e a’Ve =0. (7.19)

Além dessas restrigoes, hé trés fungoes livres em a;;, ajustaveis pela invariancia da
métrica sob redefinicoes das coordenadas z°, e existe ainda uma liberdade de cali-
bre na transformagao £ ~— t+¢(z*) em conjunto com z* +— z'—(1/2H)e 10" 9;¢,
que preserva a forma da métrica com a;; — 62H¢aij e Cij e_Hd’cij. Por fim,
a;j e c¢;; sao, evidentemente, simétricos. Tudo isso faz com que haja apenas 4
funcoes independentes, duas em cada tensor, e sao os tnicos graus de liberdade
do problema. Todos os outros termos da expansao (7.17) ficam determinados a
partir de a;; e ¢;;. E claro que a presenca de um tensor de energia-momento que se
comporta assintoticamente como T}, ~ O(e~3%) (sem incluir em T, a constante
cosmoldgica que estd presente por defini¢do), ndo altera a discussao. Seguindo a
expansao de Starobinskii, o = 1/ pode ser obtido do seguinte ansatz:

H

w=e Pl e Hig, 4 e 3Hig, 4 ... (7.20)

com os @, fungoes (possivelmente) das coordenadas espaciais z°. Substitua agora
na Equacdo de Yamabe (7.11), com o operador de Laplace-Beltrami calculado
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com a métrica (7.17), e resolva ordem a ordem. O resultado é que w; e wy s@o
arbitrarios e w,, com n > 2, nao sao. Com isso a métrica de transicao, restrita a
superficie 2" = {t = oo}, é

9ij = @1 aij.

A expansio exponencial na Eq.(7.17) tende a tornar a métrica isotrépica ra-
pidamente. (O que é, basicamente, o motivo pelo qual a inflagdo funciona.) No
limite ¢ — 00, o tensor de Weyl satisfaz Wagw,WO‘ﬁW — 0, matando quase
todos os graus de liberdade gravitacionais (Starobinskii (1983)), e levando a im-
plementagao da Hipotese da Curvatura de Weyl, como requerido pela CCC. De
forma mais geral, a invarancia conforme de W*g,,, garante que We Bur = W% =
we Buv» logo

Wamw = w2 Waglw e chﬁm/ = Q2 Waﬂ,uu-

Sendo g,,, regular, Wyg,, ¢ finito, e portanto no big-bang
Wa,@;w = w2 Wagul, — 0 em 3{,

e a HCW fica automaticamente satisfeita. Mas além disso, para que Waﬁw nao
seja divergente do outro lado da transicao, quando €2 = oo, é necesséario que

Wa/jw, — 0. (7.21)

Com isso, nessa construcao, a comunicacao de graus de liberdade de um aeon
para o outro ocorre por meio apenas da derivada normal do tensor de Weyl,
como argumentado por Gurzadyan & Penrose (2013). De fato, a derivada de
Wamw na direcao normal a 2, i.e. 97‘5N VgWagw, =w" g”‘sN VC;WO@W, vale

D . L, d
%Wagm, =w Z%MQWQBW) = dWop/dw #0 em Z.

A aplicacao mais simples deste formalismo para a CCC é, evidentemente, em
uma métrica de FLRW escrita no tempo conforme:

ds® = a(n) ds*, ds* = a(n) ds?, (7.22)
com ds® = —dn® + v;; da'da’ (7.23)

servindo como métrica de transi¢ao (que é, evidentemente, regular), desde que

Q=cia(i), w=cya(), logo a(n)=—c/a(i). (7.24)

de acordo com a hipétese reciproca de 2 = —1/w. Mas nao vamos entrar em
detalhes aqui; o assunto serd abordado no Capitulo 11.
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*

Estrutura conforme e Relatividade em de Sitter

A discussao acima tenta seguir de perto a formulacao original do problema
matematico da transicao entre acons na CCC, como apresentado por Gurzadyan
& Penrose (2013) e elaborado por Tod (2013), através da solucao da Equagao de
Yamabe. Pode-se, todavia, abordar a transicao entre aeons de outras maneiras,
e descrevemos agora um exemplo particularmente interessante.

Encarando a constante cosmolégica A > 0 como uma propriedade geométrica
fundamental, pode-se argumentar, seguindo Aldrovandi et al. (2007), em favor
de uma modificagao do Principio de Equivaléncia: referenciais em queda livre,
localmente livres de gravitagao, devem corresponder nao ao espago-tempo de Min-
kowski, mas sim ao espago-tempo de de Sitter. Ou seja, a relatividade restrita
deve ser uma ‘relatividade restrita de de Sitter’. Assim como Minkowski, dSy
é um espaco-tempo com simetria maxima, mas com curvatura finita ~ A, que
induz uma escala (de Hubble) invariante L = 4/3/A. Olhando L como escala
maxima tal como ¢ é um limite maximo para a velocidade, a relatividade de de
Sitter possui dois novos limites “ultra- e nao-relativisticos”, dados por L indo a
zero ou ao infinito. O limite “nao-relativistico” L — oo recupera o espago-tempo
de Minkowski, com A = 0, e no limite oposto, quando L — 0, o hiperboldide
(D.1) que forma dS, se degenera em um cone quadridimensional €. A natureza
desse espaco-tempo € pode ser compreendida através dos 10 vetores de Killing
geradores do grupo de simetrias de dS4, que é isomérfico ao grupo conforme
SO(4,1), ver §13.1. Com uma parametrizacao apropriada dos geradores, vé-se
que no limite “ultra-relativistico” em que L — 0 o gerador de translacoes, P*,
se separa da algebra de Lie e resta apenas um vetor K*, correspondente a trans-
formacgoes especiais conformes, formando, junto com os ‘boosts’ de Lorentz, um
grupo analogo ao grupo de Poincaré mas com as tranformagoes conformes subs-
tituindo as translacoes. Assim, ¥ é um espacgo-tempo em que as nogoes usuais
de tempo e espaco, ditadas por P¥, perdem o sentido, tendo sido substituidas
por transformagoes conformes K*. Ou seja, o cone com L = 0 possui simetria
conforme, sua singularidade é isotrépica com tensor de Weyl nulo, e com isso foi
proposto por Araujo et al. (2015) que € pode servir como o espago-tempo de
“ponte” entre dois aeons.

Na ‘relatividade geral de de Sitter’, a nova formulagao do Principio de Equi-
valéncia tem consequéncias dinamicas, descritas, e.g. por Aldrovandi & Pereira
(2009), e a constante cosmoldgica pode mudar com o tempo de uma maneira
especifica a medida em que o tensor de energia-momento se converte numa “cor-
rente conforme” equivalente ao “tensor de energia-momento melhorado” de Callan
et al. (1970). (Deve-se notar que Gurzadyan & Penrose (2013) mencionam o ten-
sor de energia-momento melhorado como uma possivel fonte de matéria escura
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na CCC; ver também Penrose (2017).) Essa dinamica da constante cosmoldgica
pode ser usada para abordar a questao do pequeno valor atual de A e o problema
da coincidéncia, e também pode atuar como o mecanismo levando L desde o seu
grande valor atual até um limite ultrarelativistico, no futuro, em que L — 0.
Estritamente, L nao deve chegar a zero: flutuacoes ao redor de € para L ~ (p;
podem dar origem a um universo “inflacionédrio”, ou seja, a um novo big-bang.

7.3 Fenomenologia e problemas

No seu argumento para a realizacdoda CCC, Penrose (2010) faz algumas hip6teses
fisicas que sao, no minimo, arriscadas. A justificativa apresentada para a identi-
ficacao conforme das métricas fisicas g, e g,, na transicao entre aecons vem da
hipétese de que, na vizinhanga de 2, toda a matéria seja invariante conforme e,
portanto, sem massa. Isso nao é exatamente um problema no futuro de 2", onde
logo apds o big-bang a energia pode ser alta o suficiente para restaurar a simetria
conforme, mas é um problema no passado de 2, onde o Universo se encontra no
final da sua evolugao. Neste ponto, Penrose (2010) sugere que:

1. Apds um tempo suficientemente longo, buracos negros supermassivos no
interior das galaxias terao capturado a maior parte da matéria no Universo,
até que sejam eles as tnicas estruturas restantes. Apds mais um tempo
suficientemente longo, esses buracos negros evaporam completamente, eli-
minando quase toda a massa-de-repouso no Universo.

2. Penrose (2007, 2010) reconhece que é inevitavel que pelo menos alguma
matéria escape dos horizontes de eventos dos buracos negros e acabe isolada
no interior de seu proprio horizonte de eventos cosmologico. No momento
nao ha qualquer evidéncia de que essas particulas isoladas venham a decair
em particulas sem massa. O problema é particularmente dificil no que diz
respeito a elétrons isolados, por causa da conservacao da carga elétrica. A
Unica maneira de resolver a questao ¢ postular algo como o decaimento da
massa-de-repouso de todas as particulas, em algum tipo de “mecanismo de
anti-Higgs”. Por outro lado, no Modelo Padrao (de particulas) a existéncia
de particulas sem massa e eletricamente carregadas é uma impossibilidade
tanto tedrica quanto observacional — o decaimento de um féton em um
par de particula anti-particula seria observavel nos aceleradores atuais, e
entretanto nunca foi detectado.

3. Além de servir como mecanismo de eliminacao da massa de repouso, os
buracos negros também serviriam para eliminar a entropia da matéria. En-
tretanto, apesar da auséncia de uma solucao definitiva para os paradoxos
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encontrados em um tratamento semiclassico, ha muitas indicagoes de que a
evaporacao de buracos negros é, afinal, unitaria. Para uma revisao recente
da questao, ver, e.g., Marolf (2017).

. Uma das predigoes feitas por Gurzadyan & Penrose (2010) é a de que ondas
gravitacionais geradas durante a colisao dos ultimos buracos negros super-
massivos no fim de .« ficariam impressas na matéria presente no inicio de
o/, através dos graus de liberdade contidos na perturbacio da derivada
do tensor de Weyl. Durante a espiral de coalescimento (uma “versao su-
permassiva”’ do evento observado por LIGO-VIRGO Collaboration et al.
(2016)), seriam geradas varias ondas concéntricas com um fim abrupto no
instante em que ocorre a fusdo. A impressao indireta das ondas na CMB
teria a forma de circulos concéntricos em que a variacao da temperatura
seria muito menor do que o esperado pelo modelo cosmolégico padrao. Em
uma série de publicagoes, Gurzadyan & Penrose (2010, 2011); Gurzadyan &
Penrose (2013) afirmaram ter encontrado esses circulos nos mapas de tem-
peratura fornecidos pela WMAP; de acordo com os autores, a presenca dos
circulos forneceria uma evidéncia observacional em favor da CCC. Entre-
tanto, com uma analise detalhada dos dados, varios grupos independentes,
Hajian (2011); Moss et al. (2011); Wehus & Eriksen (2011) e mais tarde
DeAbreu et al. (2015) verificaram a existéncia, de fato, de circulos, mas
mostraram que estes sao, na verdade, perfeitamente compativeis com o es-
pectro esperado do modelo ACDM. (Uma anélise curiosa da histéria e seus
desdobramentos é apresentada por Eriksen & Wehus (2011).)

. Muito recentemente, Penrose (2017) propos que particulas escalares de
massa altissima, da ordem da massa de Planck, ~ 107° gramas, sejam
as componentes da matéria escura, geradas no aeon anterior ao nosso, e
correspondentes ao campo escalar w, nas linhas do que foi descrito no §7.2.
Aparte a existéncia ou nao da CCC e de aeons anteriores, o ponto mais in-
teressante da proposta talvez seja uma sugestao concreta para uma possivel
verificacao do decaimento de matéria escura. De acordo com Creswell et al.
(2017), ha uma suposta correlacdo entre os ruidos de fundo medidos nos dois
interferometros do LIGO, uma afirmacao que foi questionada pela equipe
da colaboracao LIGO-VIRGO. De acordo com a proposta de Penrose, a
correlacao entre os ruidos deve sim ser verdadeira, sendo causada nao por
defeito de estatistica ou por ruidos terrestres, mas sim por ondas gravita-
cionais legitimas, emitidas no decaimento de particulas de matéria escura
presentes na galdxia que hospeda os buracos negros cuja colisao deu ori-
gem a medicao principal. Se este for o caso, basta apontar os detectores
para outras galdxias (onde hé aglomeracao de matéria escura) para mais
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uma vez se medir uma correlagao entre “ruidos” (com o intervalo de tempo
correspondente & posi¢ao da galdxia em questao).

*

Independente das particularidades fenomenoldgicas da proposta original, é a
nocao de uma “transicao conforme” entre um infinito futuro tipo-espaco &+
e um big-bang a idéia principal do formalismo da CCC que nos interessera futu-
ramente. OQutras maneiras de implementa-la, além das que mencionamos acima,
serao exploradas na parte III desta tese.
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Parte 111

Dualidade do Fator de Escala no
Tempo Conforme

116



Capitulo 8

A Dualidade do Fator de Escala

A pesquisa apresentada nesta tese se dedica a modelos cosmoldgicos relacionados a
uma dualidade de inversao do fator de escala no tempo conforme, na gravitacao de
Einstein. A idéia é similar a dualidade original introduzida na cosmologia de cor-
das por Veneziano (1991), e que revisamos no §6.2: desejamos implementar uma
simetria que relacione pequenas escalas (altas energias) a grandes escalas (baixas
energias) na evolugao do Universo. Como veremos a seguir, as caracteristicas da
transformagao a — 1/a sdo distintas para cada escolha de coordenada temporal.
Por exemplo, no tempo césmico a dualidade necessariamente viola a condicao
fraca de energia, enquanto no tempo conforme a condicao é preservada (dentro
de um limite). Neste Capitulo 8 descrevemos em detalhes as propriedades da du-
alidade no tempo conforme, e os capitulos seguintes serao devotados a explorar
suas consequéncias na construcao de diversos tipos de cosmologias.

8.1 A dualidade do fator de escala na gravitacao
de Einstein

Desejamos implementar uma simetria de inversao do fator de escala nas equagoes
de Friedmann. No ansatz geral da métrica de Robertson-Walker, dado pela
Eq.(2.5),

ds® = —N?(7)d7* + a*(7)ds>,, (8.1)
com uma coordenada tipo-tempo 2° = 7 arbitraria e determinada pela escolha
da fungao lapso N(7), as equagoes de Friedmann sao

1 [1da\® K
( —) =3P (8.2a)
2

N2 \adr
1 da/dr a d [(lda lda 1 dN P
— A2y 2 S E . Z o, 03P).  (8.2b
N? [da/deT (ad7’>+adr NdT] 6(p+3) (8.2b)
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A inversao do fator de escala corresponde a transformacao
a— a=c*/a, (8.3)

onde ¢ é uma constante positiva adimensional. O objetivo é que, apds a trans-
formacao, as Eqs.(8.2) sejam preservadas. Neste caso, a func¢ao a, sendo também
uma solucao das equagoes de Friedmann, corresponde ao fator de escala de um
‘universo dual’ aquele descrito por a. Uma vez que

1da 1da

- (8.4)

adr adr’

a inversao do fator de escala naturalmente mapeia
universos em expansao — UNiversos em contracao,

mas como as derivadas temporais sé estao presentes ao quadrado, as equagoes
(8.2) s@o explicitamente invariantes sob a transformagao linear

T+ +7 + constante. (8.5)

Uma composi¢ao de ambas as transformagoes (8.3) e (8.5) tém o efeito de mudar
o sinal em (8.4), levando a um mapa entre dois universos que se expandem ou
contraem. Repare que o termo de curvatura K/a* em principio viola a simetria,
e por isso faca, por enquanto, K = 0.

A fungao lapso N(7) nado possui dinamica; corresponde a uma escolha (de
calibre) do sistema de coordenadas. Sendo @ o unico grau de liberdade da métrica
(8.1), a evolugao da fungao N é regulada por sua evolugao, N(7) = N(a(7)), e
a forma da funcao lapso dual N tem que coincidir com a forma de N. Caso
contrario, além da inversao do fator de escala (8.3) estarfamos realizando uma
troca de coordenadas, ou seja

N = N(a). (8.6)

A transformagao (8.3) introduz novos termos do lado esquerdo das equagoes
de movimento e por isso sua invariancia requer uma transformacao das fontes,
isto é, de P e p. Usando a Eq.(8.4), a Eq.(8.2a) (com K = 0) da

3 [(1da\® 3 1da\?
 (CIRECORY

2 adr
ou seja, a transformacgao para a densidade de energia é simplesmente

N?p = N?p. (8.7a)
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Estando definida p, a Eq.(8.2b) fornece, mesmo que de maneira um tanto implicita,
a transformacao da pressao P — P. Partindo da equacao dual

idd/dT[ a d(1@) 1da 1dN] 2

N a |dajarar\adr) Tadr N ar

e usando (8.4), temos

22/~ ~ 1 da/d’f
—7(P+3P)=—ﬁ a

¢ d(1de\ 1l 1%

da/dt dr \ adr adr N dr
N\? 1 (1da 1 da 1dN 1dN
<N) 6(p+3 )+N2 ((LdT)[ (adT) NdT+NdT]

- v (G Gt b5 G )]

Na tltima linha, usamos a Eq.(8.6) para eliminar N e sua derivada:

dN/dr = (6N/da)(da/dT) e
dN /dr = (6N/éa)(da/dr) = —c2a"2(6N/da)(da/dr).

Finalmente,

-~ - ON [ @2
_ N2%(j +3P) = N? P)4oN? |2 L2 (S L2, .
43P = Np3p) o 2= S (G4 5 )] e

As Eqs.(8.7) fornecem a transfomagao das fontes, para qualquer escolha da
funcao N. Em outras palavras, escolhida a funcao lapso, temos a trasformagcao
adequada de P e p para que as Equacoes de Friedmann sejam simétricas sob
a inversao (8.3). A relacdo pode ser escrita também em termos da equagao de
estado para o fluido,

P(p) = w(p) p-

Com a transformagao da energia (8.7a), a formula (8.7b) fornece diretamente

a(p) = () - 3 [3- 22 (S + 5. (33)

Existem duas escolhas usuais para o lapso na métrica de Robertson-Walker:
uma corresponde ao tempo césmico, com N = 1, e a outra ao tempo conforme,
com N = a.
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A dualidade do fator de escala no tempo césmico

No tempo césmico 7 = ¢, com N = 1, as equagoes de Friedmann (8.2) assu-
mem sua forma usual:

N\ 2 .
Cg _= §:>i§@+3m, (8.9
com K =0. As Eqgs.(8.7) dao as transformagoes de simetria
a(t)=c/alt); p=p, P=—P—2p, (8.10)
e a Eq.(8.4) expressa a invariancia, modulo um sinal, da fun¢ao de Hubble:
H(t)=—-H(1), H(t)=H(t) (8.11)

onde t = —t + constante corresponde & reflexdo temporal (8.5). As Eqgs.(8.10)-
(8.11), foram descobertas por Dabrowski et al. (2003) e também analisadas por
Chimento & Lazkoz (2003) (ver também Chimento & Zimdahl (2008)), que as uti-
lizaram para descrever modelos fantasmas (cf. §8.3.1) em termos de cosmologias
com um campo escalar usual. De fato, essa transformacao ¢ muito apropriada

para tanto, ja que mapeia parametros de equacao de estado, de acordo com a
Eq.(8.8),

W= —w—2, (8.12)

o que deixa evidente que qualquer fluido com w < 1 serd mapeado em um dual
com w < —1, e portanto todas as cosmologias usuais tém como dual uma cosmo-
logia fantasma. Ou seja, o fluido dual sempre viola a Condigao Fraca de Energia.
Em particular,

w=3% (radiagdo) +~— w=—1 (“radiagio dual”); (8.13)

1
3
os autores usam estes dois fluidos duais como base para a construcao de outros
fluidos com equacgao de estado arbitraria.

A relacao entre diferentes valores de w e seu dual w pode ser lida na Fig.8.1.
E imediato ver que todos os universos duais possuem parametro de desaceleracao

. . ~ 1 ~ ~ 5 .

(2.34) negativos, i.e. ¢ = 5(1+3w) < 0, a nao ser que w < -3 Logo exis-
tem universos desacelerados (com w > —1/3) mapeados em universos acelerados
(com w < —5/3), e existem universos acelerados mapeados em universos também

acelerados.
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-1 -2/3 -1/3 0 173 2/3 1

Figura 8.1: Eq.(8.12). Cada valor de w se encontra acima de seu dual.

8.2 A Dualidade do Fator de Escala no tempo
conforme (DFE)

A base da pesquisa nesta tese é a dualidade do fator de escala determinada por
(8.3) e (8.7), no tempo conforme 7. Com N = a e 7 = 7, as equagoes de
Friedmann se escrevem

a\? 2 K a1 (ad\? 272

O apéstrofo sempre vai indicar derivada a respeito de n. De acordo com as
Eqgs.(8.7) temos

a(n) = ¢*/a(f)); com 17 = +n+ constante, e (8.15a)
a2(p+ 3P) = —a2(p + 3P), (8.15b)
a’p = a’p. (8.15¢)

As Eqs.(8.15) dao as transformagoes de simetria que deixam invariantes as
equagoes de Friedmann no tempo conforme. Em tudo o que segue, ao nos re-
ferirmos a ‘dualidade do fator de escala (DFE)’ estaremos nos referindo a estas
formulas em especifico, a nao ser que se diga explicitamente o contrario.

8.2.1 Universos acelerados & desacelerados

A transformagao (8.15b) deixa claro que a dualidade do fator de escala mapeia ex-
clusivamente universos acelerados em universos desacelerados, e deixa invariante
um universo com aceleracao zero. Em termos do parametro de desaceleracao,
G = —q. A Eq.(8.8) dé a transformacao do parametro da equacao de estado,

@(p) = ~wlp) 2. (8.16)
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Figura 8.2: Eq.(8.16). Cada valor de w se encontra acima de seu dual.

que pode ser visualizada na Fig.8.2. A transformacao é simétrica por reflexao
sobre o ponto w = —1/3 = W, e por isso o intervalo [—1,1/3], cujo centro é
—1/3, é invariante sob a transformagao. Entao para qualquer fluido que tenha
—1 < w(p) <1/3 o fluido dual também terd —1 < w(p) < 1/3 e portanto ambos
preservam a Condigao Fraca de Energia. Vamos nos concentrar principalmente
em equacoes de estado que permanecam dentro deste intervalo, mas veja o §8.3.1.

*

Exemplos de universos duais

Usando a solugdo (2.37) para a equacao da continuidade, a densidade de
energia se dilui com o fator de escala de acordo com

p = pu X a 30 para w = constante. (8.17)

As Eq.(8.16) e (8.15¢) mostram que a densidade dual obedece jp = p,, x a=30+%) =
Pw X a'73% com as constantes p,, e p, ligadas uma a outra,

P = Puw O P = Puw &_1+3w; (818)

com p, = A0+ p (8.19)

Seguem os exemplos mais importantes de pares de fluidos duais com w constante.

— Radiagao € Constante Cosmoldgica:

w=1/3 — w=-1 (8.20a)
p=pra’ — P = pa, (8.20b)
pr/pr = ¢t (8.20¢)
— Poeira (matéria escura) € Paredes de Dominio Césmicas:
w =0 — w=-2/3 (8.21a)
p=pua’ — p=pppa ", (8.21b)
pa/ppp = ¢ 2. (8.21c)
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— Gas de cordas, autodual:

w=—1/3 =10 (8.22a)
p=pca’ — p=pca >, (8.22b)
pc/ﬁc = 1. (822C)

O gés de cordas é o exemplo mais simples de um fluido (parcialmente) autodual,
isto é, que se transforma em si mesmo a menos do valor parametro pc.

Como se pode ver da Eq.(8.2a), a contribui¢ao da curvatura para as Equagoes
de Friedmann pode ser tratada como uma componente p = pc/a* da densidade
de energia, com

pc = —3K /3, (8.23)

e esta dependéncia com o inverso do quadrado do fator de escala é a mesma do
gas de cordas, correspondente a w = —1/3. Ou seja:

O termo de curvatura nas Fquacoes de Friedmann é invariante sob as
tranformagoes (8.15). Portanto, a Dualidade do Fator de Escala no tempo
conforme € uma simetria dos universos de Friedmann com curvatura nao-nula.

E este o motivo de mantermos o termo de curvatura nas Eqgs.(8.14) (comparar
com as Egs.(8.9) no tempo c6smico).

8.2.2 Geometria conforme de universos duais

No tempo conforme, a métrica de FLRW
ds® = a*(n){—dn® + dr* + r*(d6” + sen®0 d¢?)} (8.24)

tem no fator de escala um fator conforme Q?(x) = a?(n). Portanto, a DFE
¢ uma transformacao de Weyl, Q(n) — 1/Q(n), e, como toda transformacao
conforme, deixa invariante a estrutura dos cones de luz do espago-tempo (#, g).
No que segue, analisamos em algum detalhe as propriedades geométricas dessa
transformacao.

*

O tempo conforme e a dualidade

Usando a Equagao de Friedmann na Eq.(8.15¢), escreva a DFE como

a=c*/a, aH = +aH, (8.25)
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onde H = (1/a)(da/dt) = a’/a* é a funcao de Hubble. O sinal + surge ao se tirar
a raiz quadrada de (8.15c). O sinal é positivos se ambos os universos duais se
expandem (ou contraem), e negativo se um contrai e o outro se expande. Nao h4,
em (8.25), nenhuma mengao (explicita) a transformacao de n enquanto argumento
das funcoes. Escreva

n—1o = / dt/a(t) = /ada/(HaZ), (8.26)

to ap
com uma constante de integracao arbitraria tal que a(ny) = ao. Usando as
Eqs.(8.25), com da/a = (a/c*)d(c*/a) = —da/a, temos
“ 1 da “0) 1 da
R I = (8.27)

Ora, a ultima integral é simplesmente o tempo conforme dual, 77(a)—7y = faao If,—&al@,

com zero fixado em 7(ag) = 1o, tal que ag = a(ag) = ¢*/ay. Ou seja:

i(a) = —n(a) + 1., (8.28)

com 7, = 7)p+1)p, 0 que é nada mais que a transformacao linear do tempo conforme
escrita em (8.15a), aqui com o sinal negativo, 7 = —n + constante. Se tivéssemos
escolhido aH = —aH, é imediato ver que chegarfamos a 7] = 1 4 constante. A
interpretacao fisica é 6bvia: a inversao do fator de escala sempre liga um universo
que se expande a um dual em contracao, e para que haja expansao em ambos é
necessaria a inversao temporal.

*

Mapas de horizontes

A transformacio (8.28) mapeia €+ + €F, como se vé da Eq.(2.46). Além
disso, usando a Eq.(2.50) é imediato perceber que a transformacao dual (8.27)
atua sobre os horizontes com

“14d @1 da
e [ L a:_/ da_ (8.29)

o Ha a w Ha a
mostrando que a DFE mapeia horizontes (de eventos) cosmoldgicos e em hori-
zontes de particulas, e vice-versa. Repare que nem sempre um espago-tempo
cosmoldgico possui os dois tipos de horizonte como na Fig.2.2. Ali, o universo
tem uma “vida conforme”
> 1 da

_ - 8.30
"= Ha rp+TE (8.30)
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finita. (Cf. Eq.(2.51).) Mas pode acontecer de se ter um horizonte de particulas
mas nao um horizonte cosmolégico, i.e. 7 = oo = 1y apesar de rp ser finito; é o
que ocorre em universos desacelerados, e.g. um universo de radiacao. Nesse caso,
seu dual terd um horizonte cosmoldgico mas nao um horizonte de particulas, i.e.
7r = rp finito, enquanto 7p = rrp = 00; é 0 que ocorre com universos acelerados.
A Eq.(8.29) mostra que um par de universos duais possui a mesma duragao, pois

ﬁf:fp—FfFIT'F—l-Tp:?]f, (831)

o que vale tanto para universos com 7 finito como para aqueles que nao possuem
um dos tipos de horizonte, caso em que 7y = 1)y = 00.

Por fim, em um espacgo-tempo de FLRW o raio fisico £4 do horizonte aparente,
¢ dado por (2.55), {4 = 1/4/H? + K/a?. Sob a transformagao de dualidade, como
a’p = a?p e, de acordo com as equacoes de Friedmann, p = %(H 2+ K/a?),
ficamos com

fA:gA/&zﬁA/a:rA. (832)
Ou seja, o rato comdvel do horizonte aparente € invariante sob a DFE.

*

Diagramas de Penrose duais

O elemento de linha d3? do universo dual pode ser escrito na mesma forma

(B.9)

d3? = L@ (7(x, 7)) sec? () sec? (37) (—d7? + dx* + sen’y do?), (8.33)

Vamos nos concentrar no caso mais interessante em que ambos os universos se
expandem, e portanto hé uma reflexdo de n. De acordo com as Eqs.(B.3), é facil
ver que as coordenadas sobre o cilindro de Einstein ficam mapeadas em

T = T=-T; (8.34a)
X = X=X (8.34Db)
a(x,7) = a(x,7) =c*/a(x, —7). (8.34¢)

As consequéncias destas tranformacoes para o diagrama de Penrose do universo
dual sao as seguintes.

O formato do diagrama causal: Em primeiro lugar, fica claro que o formato
do diagrama dual é o mesmo formato do diagrama original, mas espelhado
sobre o eixo 7 = 0. Isto é: se p é um ponto do diagrama original, ele passa
a ser mapeado em p no diagrama dual de acordo com

b= {XvT} = p = {X7 _T}‘ (835)
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Figura 8.3: Diagramas de Penrose duais para universos com w constante.

Os infinitos i+ e i°: Consequentemente, os infinitos tipo-tempo passam a ser
invertidos, i.e.

Y T (8.36)

enquanto o infinito tipo-espaco fica invariante: i — i°. Note que caso um
diagrama nao possua, digamos, i", seu dual nao possuird i~.

Os infinitos .#%: Vamos considerar universos do tipo big-bang, em que o fator
de escala a(n) tem dominio a € (0,00). Neste caso o dominio do fator de
escala dual é também a semi-reta, com o mapa sendo dado pela Eq.(8.34c)
a € (0,00) = a € (00,0), e com isso

It I I I (8.37)

Combinando (8.35) e (8.37) temos que se um espago-tempo possui singulari-
dade tipo-espago e infinito futuro tipo-luz, seu dual vai possuir .# ~ tipo-luz
e ST tipo-espaco. Dal se conclui que, se desejarmos que a DFE seja uma
simetria do universo em questdo (i.e., que ele seja autodual no sentido do
Capitulo 9), entao a estrutura causal da singularidade deve ser igual d es-
trutura causal do futuro infinito (ambos tipo-espago ou nulos). O mapa
entre singularidade e infinito futuro é o limite extremo da propriedade da
DFE de mapear escalas grandes em pequenas, e vice-versa.
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Os cones de luz: Os cones de luz sao as retas de inclinacao unitéria, i.e. y —x' =
+(7—7"), com =+ correspondendo a cones futuro e passado, respectivamente.
Logo, se ‘Kpi s@o os cones futuro e passado do ponto p € (A, g), e p é dado
por (8.35)

G = b (8.38)

Os horizontes cosmologicos de evento e de particula: O horizonte de eventos
de um observador é por defini¢do o cone passado de sua posi¢ao em #T;
o horizonte de particulas é por definicao o cone futuro de sua posicao em
J~. As relagoes (8.37) e (8.38), portanto, significam que Horizontes de
eventos — Horizontes de particula, e Horizontes de particula — Horizontes
de eventos. Ambos os horizontes sé se tornam relevantes se os respectivos
cones de luz nao englobam o espaco-tempo inteiro. E facil ver entdo que
se # 1 é tipo-espaco hd horizonte de eventos; se .#~ é tipo-espaco hd hori-
zonte de particulas. (Em um universo autodual deve haver os dois tipos de
horizontes ou nenhum, o que é coerente com o que foi dito em 8.2.2. sobre
#* possufrem a mesma estrutura.) Comparar com §8.2.2.

8.3 A dualidade e o campo escalar

As transformagoes (8.15) para um campo escalar o sujeito ao potencial V(o)
podem ser obtidas através da correspondéncia (2.21) com o tensor de energia-
momento de um fluido perfeito:

p= a2 +V,  P=Ld /R V. (8.39)

Primeiro note que, da Eq.(8.15b) e com o auxilio da Eq.(8.15¢), a pressao dual
P = —(a*/a*)(P + 6p), de onde se pode escrever

p=V+3(5'/a) = (a/a)* p
P =V +3(5'/a) = —(a/a)*(P + 6p);

que por subtracéo fornecem @*V = 3a?V + 2(¢”)2. Usando a equacio de Fried-
mann (2.30a) para o campo escalar, com K = 0, elimina-se a derivada do campo
no lado direito, portanto

a’V = —ad®V +12(d'Ja)*. (8.40)

Sabendo o fator de escala como fungao de o a Eq.(8.40) fornece a transformacao
do potencial. Serd de 1til uma féormula que forneca essa relagao entre a e o a partir
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do conhecimento da equacao de estado w = P/p de um fluido com densidade de
energia p = p(a). Tal férmula pode ser obtida como segue. Das Egs.(8.39) temos
que (0’/a)* = (1 +w)p, e dividindo esta pela equacao da continuidade na forma
adp/da = —3(P + p) temos que

do/dn = d' do/da = £/ —3a® (dp/da). (8.41)

Agora, usando a primeira das Eqs.(8.14) para eliminar da/dn obtemos a integral

2a (dp/da)
/ K (8.42)

(Aqui »* = 871G = 1.) E esta a férmula desejada, que pode (a0 menos em
principio) ser invertida para fornecer a = a(o) e dai completar a transformacao
dual de V(&) na Eq.(8.40). Para encontrar transformacio do campo dual, i.e.
o = o(&), note que da Eq.(8.41) segue que

(do/dp)* = —3a*(dp/da)(dp/dn) = —5a°(da/dp)(a’)
Usando mais uma vez a primeira das Eqs.(8.14) e a equagao da continuidade,

2/3
pVI+w

Uma equagao idéntica é valida para o campo dual e portanto

do/dp =+ (8.43)

do/de = (dp/dp) (pV/1+ D)/ (pV1 + w).

Usando a Eq.(8.15¢) para calcular dp/dp, com alguma manipulagdo se obtém

1~ 3@ 1
dojds — /2230 _ 4, [30H W) (8.44)
1—3w 1—3w

Sabendo p = p(a) e a = a(0), a Eq.(8.44) d4 a relagdo entre os campos duais.

*

Superpotencial

Existe uma maneira de se expressar a dualidade entre os campos escalares
sem a necessidade de se recorrer a descricdo termodinamica (8.39). O método
consiste na substituicao das equagoes de Friedmann por um sistema de equagoes
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diferenciais de primeira ordem. Defina uma fungao W (a), que chamaremos de
‘superpotencial’,! tal que

(d'/a)? = (5°/4) (®W? — 4K /"), (8.45a)
o = —(1/2)a* d(W?)/da. (8.45b)

Derivando as equacoes acima, vé-se que este sistema de primeira ordem resulta
no sistema de segunda ordem das Eqs.(2.30a) e (2.31), viz.

(a'/a*)? = (52°/6) [(0'/a)* + 2V (0)] + K/a?, o" +2(d/a)o’ = —a’dV/do,
desde que o potencial tenha a forma
V(o) = (3/2)W? + (a/4) d(W?)/da. (8.46)

Ou seja, existe uma classe de modelos cosmolégicos, tais que V(o) respeita o
vinculo (8.46), que pode ser descrita pelo sistema (8.45). (Em outras palavras,
solucoes do sistema de primeira ordem sempre sao solugoes do sistema de se-
gunda ordem original, mas o contrario nao é verdade.) Este formalismo troca a
especificagao do potencial V(o) (i.e. da Lagrangeana) pela especificagao do su-
perpotencial, ja que a solucao do sistema (8.45) requer que se saiba de antemao
a funcdo W (a). Note que isso é também equivalente a se especificar a equagao de
estado na representagao termodinamica: a equagao de Friedmann (2.28a) mostra
que W? = (2/3)p, entao fornecer W(a) é fornecer uma solugiao da Eq.(2.35) e,
portanto, equivalentemente, a fornecer uma equagao de estado w(p). As solugoes
cosmoldgicas usuais com w constante sao todas descritiveis por superpotenciais
simples através da Eq.(2.37).

Uma vez que, sob a DFE, (@'/a)? = (d’/a)?, a Eq.(8.45a) que define o super-
potencial da a transformacao simples

a?W? = W2, (8.47)

Derivando esta relagao, é facil encontrar a transformagao do potencial (8.46),
V =—(a/c)*V +2(a/c)* W2 (8.48)
A transformacao do campo pode ser obtida a partir da razao entre as Eqgs.(8.45),

(5%/2)(a®W? — 4K)
—adW?/da

(da/do)® = : (8.49)

! Apesar de aparentemente ad hoc, o sistema (8.45) surge naturalmente no contexto de
paredes de dominio em teorias de supergravitacao, e é de 14 que se tira o nome ‘superpotencial’;
ver Cveti¢ & Soleng (1995, 1997). Existe uma continuagdo analitica simples que transforma
paredes de dominio em espagos de Robertson-Walker, o que leva a aplicagoes cosmoldgicas do
sistema de primeira ordem; ver, e.g., Skenderis et al. (2007); Townsend (2008).
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cuja solugao fornece a(o). Observe que
da/do = (d5/do) x (da/d5) = —(d&/do) x (c/a)?* x (da/ds),

e se pode encontrar d&/do usando a equagao dual a Eq.(8.49). Fazendo K =0
por simplicidade, e eliminando dW? /da em favor do potencial V através de (8.46),
com alguma manipulacao se chega a

do /dé = g\/ 2;;22)__3;//2&), (8.50)

onde ¢ = Sinal [—(da/do)/(da/ds)]. Sabendo W (o), a integracdo da equagao
acima dd 6 = (o). As férmulas (8.47)-(8.50) equivalem as transformacoes ja
encontradas em termos da descricao termodinamica, como se pode verificar facil-
mente.

8.3.1 Modelos fantasmas

Uma componente ‘fantasma’ na matéria do universo é um fluido, ou um campo
escalar equivalente, tal que a equacao de estado é ‘supernegativa’,

w < —1.

Esses modelos foram introduzidos por Caldwell (2002)' para tentar explicar a
entao recém observada expansao acelerada do Universo. Para um campo escalar,
a condicao fantasma P < —p, de acordo com a identifica¢ao (2.21), significa que

(1/2)6* = V(o) < = [(1/2)6* + V()] ouseja &% <0.

Evidentemente, um campo escalar comum nao satisfaz essa condigao, e por isso
um ‘campo fantasma’ se obtém através de uma modificagdo (“desesperada’, se-
gundo Gibbons (2003)) da Lagrangeana (2.18), invertendo-se o sinal da energia
cinética:

Ltantasma = +39" 0,00,0 — V(o). (8.51)
No caso homogéneo e isotrépico, a analogia com o fluido perfeito fica entao

p=-1"+V, e P=-1i5"-V, (8.52)

LQue explica sua escolha para a nomenclatura como “A phantom is something which is
apparent to the sight or other senses but has no corporeal existence—an appropriate description
for a form of energy necessarily described by unorthodox physics”.
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de modo que a condicao P/p < —1 equivale a —5? < 0 e é satisfeita automati-
camente. De maneira pragmatica, obtém-se um fluido fantasma a partir de um
fluido comum fazendo uma “rotagao de Wick” na derivada

dfantasma - io'-comum . (8 53)

Como discutido por Carroll et al. (2003), fluidos fantasmas violam todas as
condicoes de energia, ja que p + P < 0, e a energia negativa torna o campo
fantasma instavel, permitindo reagoes em cadeia descontroladas como o decai-
mento de um ‘fanton’ em um numero infinito de particulas.

Como visto acima, a dualidade do fator de escala no tempo césmico expressa
na Eq.(8.10) mapeia modelos fantasmas em modelos cosmolégicos usuais (ver
Fig.8.1). Assim, de acordo com Chimento & Lazkoz (2003), é possivel descrever
a dinamica exotica dos primeiros em termos da dinamica conhecida dos segundos.
Algo similar ocorre no caso da DFE no tempo conforme (8.15): modelos fantas-
mas com —5/3 < w < —1 podem ser descritos por um fluido dual nao-fantasma
desacelerado, com 1/3 < w < 1. Entretanto, como se discutiu no §8.2.1, a DFE
(8.15) permite mapas entre modelos duais em que nenhum dos dois é fantas-
magobrico, e é neles que vamos nos concentrar principalmente. Mas logo abaixo
apresentaremos ao menos uma situagdo em que uma transformagao do campo
comum para um campo fantasma é relevante, e por isso vale a pena uma breve
discussao.

*

A DFFE para campos fantasmas

Como se pode ver claramente da Eq.(8.44), a transformagao entre o e & sé
estd bem definida para equacoes de estado nao fantasmas, i.e. w,w > —1. Caso
contrario, o lado direito da equagao se torna um nimero imaginario, isto é

. 3(1+w) 3|1+ w
SN i Sl e Y o el
dofdo = +\[=—=" "1 3w

quando o é fantasma (logo w+ 1 < 0). Agora, uma vez que o uinico parametro de
evolugao nas equagoes de movimento é o tempo, temos que do/dé = o'/, e no
caso em que o é um fantasma devemos usar a prescrigdo (8.53), o que cancela i
(e muda um sinal, mas que é irrelevante por conta do +). Ou seja, se a dualidade
mapeia um campo o fantasma em um campo ¢ nao fantasma, entao a férmula
(8.44) deve ser corrigida para

. 314w
dafantasma/da =4 1|——3'UJ| (854)
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Da mesma forma, usando o superpotencial, a férmula (8.50) fica

—2V (o) + 3W?(0)
W2(o) — 2V (o)

(do/d5)* = (8.55)

8.4 A DFE como uma (nova) transformacgao na
gravitacao dilatonica

Apesar de a DFE ser implementada no quadro de Einstein, nada impede que se

passe ao quadro de cordas e se analise os efeitos da transformacao. Obtém-se,

assim, uma relacao entre solugoes duais da gravitagao dilatonica que, é claro, é
muito distinta da dualidade do §6.2. Pode-se esquematizar o processo como

Sol. no quadro de Einstein Sol. dual no quadro de Einstein
DFE (8.15)
Transf.(6.14) Transf.(6.14)
Sol. no quadro de cordas . Sol. dual no quadro de cordas

Suponha que nao haja fontes externas no quadro de cordas, e que portanto o
campo escalar ¢ no quadro de Einstein seja (proporcional a) o dilaton ¢. As
solugoes em cada quina do diagrama acima sao dadas por

a(n),o, V(o) DFE (5.15) a(i), s, V(o)
Transf.(6.14) Transf.(6.14)
ac(n). &, Ve(9) (i), 6. Ve (D)

De acordo com a transformagao (6.14), ¢ e ¢ sdo idénticos a menos de uma
constante multiplicativa que torna ¢ adimensional,

o= (22" = ¢/V?2, (8.56)

onde na tltima igualdade usamos unidades com »? = 1. As mudancas relevantes
se dao na forma do fator de escala e do potencial,

ac = (/A )e %a, Vo= (N\s/2)'e?V(0), (8.57)
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e analogamente para os duais.

Nao ha uma férmula geral para ac — ac, correspondente a transformacao
‘2’ Isso porque, ao contrario da dualidade (6.24), que é uma simetria da ag¢do
gravidilatonica, a DFE (8.15) é uma transformagao on-shell. Como se pode ver
da Eq.(8.42), a relac@o entre a e o depende intrinsecamente da forma de p(a), que
se obtém através da integragao de uma das equagoes de movimento. Com isso, as
férmulas explicitas para a transofrmagao ac = f(ac) dependem de cada caso, e a
representacao de nossa dualidade no quadro de cordas nao é uma inversao do fator
de escala a¢. Por exemplo, para a classe de fluidos autoduais parametrizadas por
um numero real § > 0, e introduzida no Capitulo 9, a transformagcao no quadro
de cordas é derivada no §9.5, Eq.(9.58):

(ac/c)? +1 '
[(ac /e +17 ~1]"

1+ (ag/c)® =

Apesar de muito mais elaborada do que a simples inversao do fator de escala,
a formula acima preserva a propriedade de que pequenas e grandes escalas sao
trocadas, i.e. ac < 1 é mapeado em a¢ > 1, etc.

Um ponto muito importante aqui é que a trasnformacao acima é valida na
presenga de um potencial dilatonico nada trivial, dado na Eqs.(9.56). Lembre
que uma das caracteristicas fundamentais da dualidade O(d, d) da gravitacao di-
latonica é o fato de que o potencial dilatonico Vo (¢) deve ser necessariamente
constante (ou uma func¢do muito especifica, do dilaton deslocado; ver fim do
§6.2.2). Assim, a capacidade de implementar a transformacao de escalas na pre-
senga de Vo (¢) é um mérito da DFE. Para deixar claro esse ponto, apresentamos
agora o seguinte exemplo: partindo de um sistema gravidilatonico com o dilaton
livre, i.e. Vi = 0, aplicamos a DFE e encontramos o potencial dual \N/C(gz;) Como
veremos, Vo # 0, ou seja, a DFE cria um potencial dilatonico.

*
Criagao de potencial dilatonico

Considere a solucao do sistema gravidilatonico com Vo = 0. De acordo com

a transformacao (8.57) isso signfica que o potencial V' no quadro de Einstein

também se anula. Para analisar a solucao das equacoes no quadro de Einstein,
usamos um superpotencial dado pela restrigao (8.46),

0=V =(3/2)W?+ (a/4) d(W?)/da,

cuja integracao é imediata: W? = W2a % H4 duas solucoes para o sistema de
primeira ordem (8.45) com esse superpotencial: uma em contracao, outra em
expansao. Ambas podem ser escritas como

a(n) = a. (Inl/n.)""?,  o(n) = V3 log(Inl/n.), (8.58)
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com 7 > 0 correspondendo a expansao, e n < 0 a contragao. Dai se tem

a(o) = a, exp [\/%o} e ac(p) = asexp [(\/Lﬂ — 1) (b} . (8.59)

onde usamos (8.56) e (8.57). A férmula para a(co) também pode ser obtida da
Eq.(8.49).

O superpotencial dual se encontra da Eq.(8.47), W? = W2a2. As solugdes
para o sistema de primeira ordem sao

a(i) = a. (|l/5) "2 (@) = V3 log(|il /7i.), (8.60)

mas agora 7] < 0 corresponde a uma expansao, ¢ 77 > 0 a uma contragao. Temos
a(5) = a.exp [-16], e ac(d) = . exp [— (1 + %g) é} . (8.61)

Note que para V = 0 a equacao de estado correspondente é w = 1, e o campo
dual corresponde a w = —5/3, ou seja, & é um campo fantasma. A transformacao
entre os campos pode ser obtida de a(c) = ¢/a(d) ou da Eq.(8.55) com V =0, e
temos

oc=+v35, logo ¢=1+3¢, (8.62)
o que leva a tranformagao entre ac e a¢ por comparacao entre (8.61) e (8.59),
VTt
dc/a. = (a./ac) Vet . (8.63)

Como esperado, nao se trata de uma inversao simples, mas como o expoente é
maior que zero temos ac < 1 mapeado em ac > 1, e vice-versa.

Por fim, podemos calcular o potencial Vg, “dual” ao potencial Vo = 0. Usando
diretamente a Eq.(8.46) para o superpotencial W2 = W2a2, ou usando a Eq.(8.48)
com V = 0, chegamos ao potencial exponencial

Ve(9) = 2\ /) i exp |- L509) (8.64)

8.5 Discussao

A dualidade apresentada neste capitulo é a base de todo o trabalho desenvol-
vido nesta tese; por isso achamos por bem fazer aqui uma recapitulacao de suas
principais caracteristicas.

Historicamente, a expressao ‘dualidade do fator de escala’ se refere a simetria
presente na gravitacao dilatonica descrita no §6.2. Apesar disso, por questao de
praticidade, neste trabalho utilizamos a expressao e seu acronimo ‘DFE’ para
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denotar a nossa ‘dualidade do fator de escala no tempo conforme (na gravitacao
de Einstein)’.

A DFE é uma simetria on-shell da gravitacao de Einstein em um universo
de FLRW no tempo conforme. Preserva, portanto, a forma das equagoes de Fri-
edmann, e serve como um mapa no espaco das suas solugoes. O mapa sempre
relaciona universos acelerados e universos desacelerados; em particular, um uni-
verso preenchido por radiagao ¢ dual ao universo preenchido por uma constante
cosmoldgica (positiva). Pode-se ligar: a) um universo em expansao a outro em
contragao, ou b) dois universos em expansao (ou contracao). Para fluidos com
parametro da equagao de estado w € [—1,1/3], a DFE preserva a condicao fraca
de energia.

A dualidade atua como uma simetria de Weyl discreta, invertendo o fator
conforme €2 ~ a. Mapeia, assim, pequenas escalas fisicas em grandes escalas, e
vice-versa. Em particular, mapeia um big-bang (uma singularidade tipo-espago)
sobre um infinito futuro .#* tipo-sepaco.

Para qualquer potencial V(o) na gravitagdo de Einstein, pode-se passar ao
quadro de cordas e encontrar o potencial dilatonico V(o) correspondente. As-
sim, a relacdo de dualidade entre dois potenciais V(o) e V(&) leva a uma relacéo
entre os respectivos potenciais dilatonicos; reciprocamente, dado um Vi é sempre
possivel passar ao quadro de Einstein. Assim, a DFE fornece uma transformagcao
da gravitagao dilatonica que inclui potenciais Vi nao-triviais. A forma da trans-
formacao do fator de escala ac no quadro de cordas s6 pode ser identificada a
cada caso, e nao é uma inversao simples mas, em geral, fornece uma relagao do
tipo {ac < 1} — {ac > 1}, ete.
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Capitulo 9

Fluidos Autoduais

O objetivo deste capitulo ¢ implementar a dualidade do fator de escala equanto
simetria de um unico universo. Isto é: o mapa (#,g) — (A ,g) definido pelas
Egs.(8.15) deve ligar ndo dois universos distintos cujos fluidos apresentam cada
um sua proépria equagao de estado, relacionadas pela Eq.(8.16); mas sim tnico
universo que deve apresentar, portanto, uma equacgao de estado tnvariante sob a
transformagao (8.16). As condigbes para que se tenha

(M, g) ~ (M,§) = (A g)

em um universo de FLRW,

a(n) =a(m),  p@) =p@, P@)=Pa) (9.0)
quando aplicadas as Egs.(8.15) da DFE, levam a
a(n) = ¢*/a(2n. — n); (9.1a)
p(Qa) = Q2p(a), w(p) +w(Q?p) = —3, (9.1Db)
onde Q= c?/ad% (9.1c)

Um modelo cosmoldgico simétrico sob as transformagoes (9.1) serd dito autodual.
Algumas observagoes gerais sobre a implementacao da autodualidade:

1. A autodualidade é uma simetria discreta sob o grupo ciclico de ordem 2, Z.
A operagao (9), repetida uma vez, leva ao elemento (modelo cosmoldgico)
original, uma vez que a = a, etc. Sobre isso, ver o §9.6 abaixo.

2. Por se tratar de um tnico universo, as derivadas da/dn e da/dn devem ter
o mesmo sinal (ou seja, ou o universo se expande ou se contrai); logo a
transformagao do tempo conforme é necessariamente uma reflexao (8.28),

17 = —n + 2n., com 7. uma constante que corresponde ao valor critico em
que a(n.) = a(n.), i.e. ao ponto fixo da transformagao de inversao do fator
de escala.
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3. Uma vez que a DFE mapeia aceleragoes com sinais opostos, um universo
autodual deve possuir uma fase acelerada e outra desacelerada; as fases
serao mapeadas uma na outra e portanto o ponto fixo da transformacao
deve corresponder ao ponto de transicao em que a aceleragao se anula:
d*a(n.)/dt* = 0. (Note que a derivada é com respeito ao tempo cdsmico,
que é o que mede a aceleracao da expansao; cf. Eq.(2.34) e discussao cor-
respondente.) Como (9.1) apresenta apenas um ponto fixo, correspondente
a1 = 1., nao se pode ter, por exemplo, quatro (ou mais) fases de aceleragao
em um universo autodual.

4. Se um universo em expansao comeca com a fase desacelerada e termina com
a fase acelerada, entao ele possui um horizonte de particulas e um horizonte
de eventos, cf. §8.2.2. Usando a simeria de translacao de n podemos colocar
a singularidade na origem, a(n = 0) = 0, e al teremos a(ny) = oo para
um 7y = rp + rp, dado pela Eq.(8.30), que mede a duragdo conforme do
universo. Por construgao, o diagrama conforme de um universo autodual
deve ser simétrico sob as transformacoes descritas no §8.2.2 e, assim, segue
que

Ne = %nf'
Isso também pode ser verificado diretamente da Eq.(9.1a): se a(0) = 0
entdo a(2n,) = */0 = oco.

5. A DFE sempre mapeia altas escalas em pequenas escalas, e vice-versa. No
caso da autodualidade, como se trata de um tinico espago-tempo, isso equi-
vale a uma simetria entre o inicio e o final do universo. Isto é, o universo
préoximo ao big-bang, com a < c¢ é equivalente, sob a DFE, ao universo
“velho”, com a > c.

*

O restante deste capitulo serd destinado a construir e analisar composicoes
de fluidos que satisfacam as condigdes (9.1b) e dao origem a universos autoduais.
No entanto, é possivel construir um universo autodual simplesmente “colando”
dois universos duais no ponto fixo da transformacao. Considere, por exemplo, o
par Poeira/Paredes de Dominio (8.21). A solucao (B.10) da

a(n) =An* para w=0, e a(f)=A(-7)"% para w=-2/3, (9.2)

com A e A constantes arbitrdrias. Para construir um universo autodual, impomos
que a(n.) = a(n.), logo as constantes devem ser escolhidas tais que ;A = A. O
fator de escala autodual fica dado por

An? se0<n<n,
a(n) =

9.3
Ant/(2n.—n)?  sen.<n<2n,, ©-3)
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representada na Fig.9.1. E imediato verificar que (9.3) satisfaz as condicdes (9.1).
Trata-se de uma solucao das equacoes de Friedmann com uma descontinuidade
da matéria em 1 = 7.. Neste ponto, em que a(n.) = a(n.) = ¢, ndo s6 a funcao
é continua, mas sua primeira derivada também o é, como se vé da Eq.(8.4) (com
o sinal invertido por causa da composigao com a reflexdo temporal).! A segunda
derivada, todavia, é descontinua por causa da mudanca no sinal da aceleracao.

a

Figura 9.1: Solugao autodual por colagem. A linha tracejada representa a solugao
com w = 0, a ~ n? a linha pontilhada a solucao dual com w = —2/3, a ~
1/(2n. —n)?. A linha ponto-tracejada é a solucao autodual continua (9.3).

9.1 Composicoes de fluidos duais com w cons-
tante

O método mais simples de se obter um universo autodual sem recorrer a colagem
de duas solugoes exemplificado na Fig.9.1 é a composigao de pares de fluidos duais
nao interagentes, com os parametros ajustados de maneira apropriada.

*
Um par de fluidos

Os fluidos autoduais mais simples sao obtidos pela composigao (2.45) para
um par de fluidos duais, i.e.
2

Pw w ~
P= Birw + i) oM W= -w-— g (9.4)

'Repare que a Eq.(8.4) vale para qualquer dualidade do fator de escala na gravitacio de
Einstein, e portanto este método de construir modelos autoduais por colagem de duas solugoes
duais no ponto fixo sempre gera uma fungao continua e com primeira derivada continua, mesmo
na a dualidade no tempo césmico descrita no §8.1.
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A condigao (9.1b), que se 1é

P i 04( Do i )_ A (prB(Hw) pﬁ)c3(1+w))
a’ T at ’

BUtw) | B0Fw) | g4 \g3tw) T z3(1+w) ad \ g-30tw) q—3(1+)

impoe restricoes sobre os parametros, e ao final a densidade autodual é dada por

0= Pu a—3(1+w) + P a3w—1 (95&)
com  py/pg = AW, (9.5b)

A autodualidade é evidente: sob a DFE o primeiro termo se mapeia no segundo,
e com a restricao sobre as densidades relativas a expressao fica invariante.

*

Dois pares de fluidos e modelo ACDM

O método acima é facilmente generalizado: pode-se simplesmente combinar
dois ou mais pares de fluidos duais, por exemplo

p:pAJrZ—er'Oa—]\;ﬂLM%—FZ—S, (9.6)

que fornece o modelo ACDM acrescido de radiagao, curvatura e um gés de paredes
de dominio. O termo de curvatura pode ser ignorado fazendo-se po = 0, uma vez
que ele é seu préprio dual. Mas o termo exdtico ppp/a correspondente as paredes
de dominio é o dual do termo de poeira py;/a® e, se for suprimido, a relagao (9.5b)
cancela automaticamente toda a poeira. Mais precisamente, a Eq.(9.5b) fixa as
densidades relativas dos pares duais como

pr/pa = (pu/ppp)? = . (9.7)

(Logo ppp = 0 implica py = 2ppp = 0.)

Vale notar que nao s6 nao ha evidéncias de existéncia de um gas de paredes
de dominio no universo atual, como também a razao entre as densidades relativas
de radiacao e da constante cosmoldgica deve ser muito pequena, da ordem de

pr/pa ~ 1071/(0.7) ~ 107,

9.2 (Generalizacoes e o gas de Chaplygin

A interacao entre dois fluidos pressupoe uma troca de energia que impede que
cada um obedeca a equagao da continuidade separadamente. Em vez da Eq.(2.44)
se tem

dpgiy/dn + 3(pgy + Puy)(d /a) = Q(n)
dpgay/dn + 3(p2y + Ppay)(d’/a) = —Q(n),
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para alguma funcao Q(n) que descreve a interagao através da troca de energia.
A diferenca no sinal traduz o fato de que a energia perdida por um dos fluidos
¢é transferida completamente para o outro, de forma que o tensor de energia-
momento T = T ﬁ"} + T{“QV} satisfaz a equacao da continuidade como deve ser.
Com mais de dois fluidos, é necesario um conjunto de funcoes de transferéncia @) ;
tais que dpg/dn+3(pgn + Pry)(d'/a) = Q(n), com >~ ; Qs = 0. Para resolver
o conjunto de equagoes, é necessario o conhecimento das func¢oes de transferéncia,
mas essas dependem diretamente da fisica particular dos fluidos envolvidos. Ape-
sar de ser possivel descrever fenomenologicamente alguns cendrios de interacao
utilizando-se de algum ansatz para as funcoes () — por exemplo, pode-se descre-
ver a interagao entre matéria e energia escuras, como em Fraga et al. (2010); Jamil
& Rahaman (2009) —, nao ¢é facil utilizar esse método para encontrar modelos
autoduais. Nossa abordagem, portanto, serd outra.

9.2.1 Uma familia de fluidos autoduais

Com o objetivo de encontrar um fluido autodual com duas componentes que
possua suficiente generalidade, assumimos o ansatz

p=(Ba" + Da*). (9.8)

Os dois parametros B e D correspondem as densidades relativas de cada com-
ponente — vamos considerar B e D > 0 —, e as poténcias r, s e t sao livres
desde que se satisfagam as condigoes de autodualidade (9.1b). A condicao de que
p(a) = c*a'p(a) impoe

(*Ba™"+c*D a’s)t = (074# Ba™tt 44t D as’4/t)t : (9.9)

Igualando as poténcias temos duas possibilidades. Ou —r = r+4/te —s = s+4/t
logo r = s = —2/t, ouentdo —r =s+4/t e —s =r +4/t, logo

r+s=—A4/t, (9.10)

o que inclui r = s = —2/t como um caso particular e d&, portanto, a condi¢ao
sobre as poténcias em (9.8). Além disso, os coeficientes das poténcias de a dos
dois lados da Eq.(9.9) devem coincidir,

"B = C—4/t D B/D — c—2r—4/t
25D = C—4/t B 0go B/D — C2s+4/t !

as duas condigdes a direita sao equivalentes de acordo com a Eq.(9.10), i.e.

B/D ="\ (9.11)
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Com a Eq.(9.10) ha apenas dois expoentes independentes no ansatz (9.8).
Renomeie r = =3(1+4 ), s = =3(1+7), logo 1/t =32+ B +7), e

4
o= ( Ba-30+8) 4 Da*3(1+v)> S

com D = B0,

(9.12)

Esta € a familia de fluidos autoduais que desejdvamos, parametrizada por 7y e
B. Usando a equacao da continuidade, o (hipotético) parametro w = P/p se
comporta com a de acordo com

(14 w)p = —3adp/da. (9.13)

Diferenciando a densidade de energia (9.12) encontramos

414 5) Ba-30+8) 1 (ﬁ_g) D g3+
(B+v+2) Ba=30+46) 4 D q=30+7)

14+ w(a) = 3 (9.14)

Um dos parametros 7 ou § é sempre maior que o outro; assuma v > . Nos
limites assintéticos em que a — 0 e a — 0o dominam os termos com expoente
v e (3, respectivamente, e o parametro da equagao de estado assume os valores
constantes

v—38—2 B =3y-2

R Town s Sl T NN (6:15)

respectivamente. Como observado acima, a autodualidade relaciona estes limites
através da DFE e por isso, como era de se esperar, a soma

wy 4+ wg = —2/3. (9.16)

Em outras palavras, nos limites assintéticos o fluido autodual (9.12) se comporta
como pares de fluidos duais com equacao de estado constante. Por exemplo, para
v = 30 + 2, temos como assintéticos os pares Poeira/Paredes Césmicas e repare
que esses limites sao obtidos para toda uma familia de fluidos com densidade de
energia

p= q20+58) (Ba6(1+ﬁ) + D)ﬁ (9_17)

parametrizada livremente por 5. No que segue, vamos considerar apenas (1 + ()
e (1 + ) positivos.
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9.2.2 O gas de Chaplygin modificado

Fazer o ansatz da forma de p = p(a) é 1til para a busca de uma forma autodual,
mas passa por cima de um ponto importante. O que define um fluido isentrépico
(na auséncia de cisalhamento, tor¢oes e etc.) é a existéncia de uma equagao de
estado que dé P como fungao de p e, como visto no §2.4, é a partir de P(p) que
se obtém a funcédo p(a), integrando-se a equacao da continuidade V, 7" = 0, cf.
Eq.(2.35). O ansatz que fizemos passa por cima desse processo, e nao hé garantia
de que uma dada fungao p(a), como por exemplo (9.8) ou (9.12), corresponda
a alguma equacao de estado. Assim, para garantir que estamos de fato lidando
com um fluido, é necessério tentar reconstruir a fungao P(p) a partir de (9.8).
Isso corresponde a expressar o lado direito da Eq.(9.13),

14+ w=—3t p Y (rBa" + sDa®),

em termos de p, o que requer que se encontre a = a(p) invertendo o ansatz
(9.8). Essa inversao, que corresponde as solugoes de uma equagao do tipo z” +
x® 4+ constante = 0, é, em geral, impossivel, mas um caso especial em que a
solucao é imediata corresponde a anular um dos expoentes, digamos r = 0. Entao
a® = —B/D + p'/*/D e temos a equacio de estado

w(p) = —1 — ts + LtsBp~ /",
Os dois parametros independentes s e ¢ podemos substituir por w, = —1 — ts/3
e d = 1/t, de forma que

w(p) = w, — (w, +1)Bp~°. (9.18)

Esta equagao de estado é analoga a de um ‘gds de Chaplygin modificado’, apre-
sentado por Benaoum (2002), para o qual P = Ap — B/p"™, com n > 1, e que
pode ser obtido a partir de um campo taquionico com um potencial especifico na
gravitacao de Einstein.! Sua fenomenologia enquanto modelo de quintesséncia é
amplamente discutida, cf. e.g. Chimento (2004); Debnath et al. (2004); Fabris
et al. (2011); Lu et al. (2008); Saadat & Pourhassan (2013, 2014).

INo trabalho original de Chaplygin (1902), o gds com equacao de estado P = —A/p é usado
para modelar a pressdo negativa criada por um aerofélio que permite que a asa de um aviao
levante v6o. Um século depois o modelo foi introduzido como uma “alternativa a quintesséncia”
por Kamenshchik et al. (2001); a pressao negativa, agora usada para explicar a aceleragao da
expansao do universo, pode ser obtida através da acao de Nambu-Goto para uma D-brana em
um espago-tempo com dimensdes (D + 1) + 1. As vdariagoes sobre o gds de Chaplygin incluem
o “gés de Chaplygin generalizado”, com equagao de estado P = —A/p*, « € (0, 1], introduzido
por Bento et al. (2002), além do “gds modificado” utilizado no texto — que corresponde &
composicao do gas “generalizado” com um segundo fluido com equagao de estado comum, i.e.
linear.
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Aqui, o interesse principal serd em utilizar (9.20) enquanto modelo qualitativo
de um universo autodual que tenha flexibilidade suficiente para descrever uma
evolugao mais elaborada do que os exemplos de dois fluidos nao-interagentes do
§9.1. Na Eq.(9.18), entretanto, ndo estd imposta a autodualidade. Para isso,
¢é necessaria a restrigdo (9.10) que, como agora estamos assumindo r = 0, d&
ts = —4 ou w, = 1/3, ou seja

408 1-
P=1p— 2 p0 (9.19)

Aqui, definimos B = p3; fazendo também D = p%, a Eq.(9.12) fica

1
p= (oA +pRa™)", (9-20a)
com pr/ps = c. (9.20b)

O motivo da renomeacao das densidades relativas é 6bvio: quando =% ~ 0 a den-

sidade de energia se comporta como uma constante cosmolégica p ~ py = %A, e
no limite oposto, quando a=° > 1, a densidade de energia se dilui como radiacao
(seu par dual), p ~ pr/a*. Repare que a condicio sobre as densidades relativas
(9.20b), determinada na Eq.(9.12) e especializada para [ = —1, corresponde exa-
tamente a condigao (9.7) para o caso de fluidos néo interagentes — na realidade,
a densidade (9.20a) d4 a combinagao simples de radiacao e constante cosmoldgica
para 6 = 1.

9.3 Campo escalar e o potencial autodual

Usando a descricao do tensor de energia-momento em termos de um campo es-
calar, a equagao de estado (9.19) fornece um potencial simétrico sob inversao do
fator de escala. Das Egs.(8.39) segue que V = £(p—P) = 3 (1 — 2p p~°) p. Para
encontrar p = p(o) basta usar a Eq.(8.43):

2 dp
o= i\/j/ — = i2_1/2/dp p (L= php )
3. py/T+w(p) :

com a mudanca = = /1 — p p=9, 0 = +¥2 [dz/(1 — 2?) = +¥2Arcth z e

p(o) = pa <cosh [%(O’ - UO)DQ/S. (9.21)

Dai fica determinado o potencial correspondente ao gés de Chaplygin modificado:

1-¢

Vio) = 2 eost? (500 = 0))]" 2ot (50 -om))] T} 02)
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A autodualidade de V(o) se verifica usando a Eq.(8.44) ou, alternativamente,
calculando a(o) a partir da Eq.(8.42), ou ainda, e mais eficientemente, usando as
Eqgs.(9.21) e (9.20) para se obter

a(o) =c (senh [\%(a — 0’0):|>_1/26 : (9.23)

com o coeficiente ¢ = (pr/pa)** dado pela Eq.(9.20b). Com a inversio do fator
de escala temos entao que

senh (%(5 - 5—0)> senh (%(0‘ - 00)> ~ 1. (9.24)

Usando a Eq.(9.24) se verifica que de fato V() = V(o).

A natureza do potencial autodual (9.22) depende qualitativamente do valor
de §. V(o) possui um extremo em o = o, correspondendo a um vacuo em que
o espaco-tempo se torna de Sitter, com constante cosmoldgica determinada pela
densidade de energia p(oy) = ps da Eq.(9.21), e com 9?V (0y) = m?2 sendo a
massa do campo escalar correspondente:

mZ = (d°V/do?)|,, = 5(3 — 26) pp 0. (9.25)

Assim, 0y é um maximo de V(o) (e portanto um vacuo instavel) para § > 3/2 e
um minimo para 0 < § < 3/2. No primeiro caso, o potencial tem a forma de um
fundo de garrafa cujos dois minimos, em

oL =00t \/TiArc ch v/2(60 —1), onde V(oy)= % (6 — 1)~ p,,

se degeneram no unico minimo global ao se diminuir os valores de ¢ abaixo do
limite 3/2; para 0 < 0 o extremo se torna um méximo global, como ilustrado na
Fig.9.2.

Ao mudar o sinal de §, mudam as condicoes iniciais para o fator de escala. De
acordo com a Eq.(9.23)

{a(og) = 00, a(0) =0} para >0, (9.26)
{a(o9) =0, a(oc0) =00} para 0 <. (9.27)

Portanto para 6 > 0 o campo comegca no alto e desce o potencial em direcao ao
vacuo em og; logo o universo comeca com a fase de radiacao (com 6% = 4V) e
termina na fase de de Sitter (com ¢ = 0). Por outro lado, para § < 0, o campo
comega no vacuo de de Sitter, com energia cinética nula sobre o maximo global em
09, € rola potencial abaixo na direcao de 0 — o0, onde volta a ter energia cinética
nula a medida que o potencial tende a zero enquanto o universo se comporta com
a equacao de estado P/p — 1/3. Essas caracteristicas aparecem com a solugao
do fator de escala enquanto funcao do tempo no §9.4.1 abaixo; cf. Fig.9.4.
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Figura 9.2: Potencial autodual (9.22) para diferentes valores de ¢; aqui og = 0.
Linha pontilhada: ¢ < 0; Linha continua: 0 < § < 3/2; Linha tracejada: § > 3/2.

9.4 Aspectos do gas de Chaplygin modificado

O gés de Chaplygin modificado (9.19) servird como referéncia para universos
simétricos sob a DFE nos capitulos subsequentes, e por conta disso vamos agora
analisar em detalhes suas vérias caracterisiticas.

9.4.1 Solucao analitica para as Equacoes de Friedmann

A solugao das Equacgoes de Friedmann, a = a(n), pode ser obtida implicitamente
na forma n = n(a) para a densidade de energia (9.20). A primeira das Eqs.(8.14)

dd o' = Za*(p} + pk a~1)Y% ou seja
(g —n)=c oy / (1+ (a/c)) " d(a/e), (9.28)

onde usamos a Eq.(9.20b). A integral indefinida acima é uma fungao Beta de
Euler incompleta, que por sua vez é ligada a fungao Hipergeométrica, cf. Eq.(1.6),

/Oxzp_l(l—z)q_ldz: %F[ ,(1—=q);(p+1);x]. (9.29)

Fazendo z = —(a/c)*, a integral (9.28) assume a forma do lado esquerdo da
férmula (9.29), com p = 1/46 e ¢ = 1—1/2§. Como resultado, fixando a constante
de integracao de maneira que fique a singularidade a = 0 em 1 = 0, temos

1/
na) = 25 (a/0) F |55 451 + 45— (a/0)" | (9.30)

Repare que n = n(a/c) é na verdade uma funcdo da razao a/c. Com isso, a
funcao a(n) corresponde grosso modo a inversa de uma funcao Hipergeométrica e
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portanto nem sempre pode ser obtida analiticamente. Seu comportamento pode
ser inferido, entretanto, do gréfico da fungao (9.30), tracado na Fig.9.3. Existem

n n
TIC,, . ,\,\, Qo TIC’ """""""" \ '\""”’*‘:;:;: """""""""""""""""
T a
(a) (b)

Figura 9.3: Tempo conforme como fungao do fator de escala, Eq.(9.30). Linhas
continuas representam 7(a/c), linhas tracejadas representam n(c/a). (a) 6 > 0;

(b) 6 < 0.

dois tipos de comportamento assintético muito diferentes, correspondendo ao
sinal de 6 que faz com que o argumento da Hipergeométrica se anule ou divirja
nos limites a — 0 e a — oo. Estes limtes sao relacionados entre si por conta da
simetria de autodualidade inerente a solug¢ao. Aqui, a autodualidade surge como
consequéncia de uma relagao entre Hipergeométricas:

a .C_Z:—F(b—a,)f‘(c) —2)*F |la,a— ¢ ca — l
Fla,b;c; 2] F(b)F(c—a)( ) F{, +1; b+ 1; }—I— o)
RN Y PPt B
I‘(a)F(c—b)( )F [b,b +1;b +1,J :
Substituindo os parametros de (9.30), se chega a
1/2 2
n(a/c) = —n(c/a) + 2n., e 5 {T(1/49)} (9.32)

B 805/)1/2 I'(1/26)

a constante 7. vem do segundo termo de (9.31), onde Fla,0;¢;1/2z] = 1 e cujo
fator (—2)7% = ¢/a é cancelado. A Eq.(9.32) deixa claro que a solugao dual n(c/a)
é obtida a partir de n(a/c) por uma reflexdo sobre a linha 7., o que se ilustra na
Fig.9.3, e relaciona os dois limites assintéticos a — 0 e a — 00:

1n(0) = —n(oc0) + 21.. (9.33)

Basta, portanto, analisar o limite a = 0 na férmula (9.30). Expandindo a série
Hipergeométrica,

" (1/26)(1/46)
na) = # (ajc) |1— U+ 1/4)

(1+1/26)(1 + 1/49)

2(2 + 1/49) (a/e) =

(a/c)* +
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vemos que:

— Se § > 0, os expoentes sao todos positivos e portanto (0) = 0. A Eq.(9.33)
dd entao que n(o0o) = ny = 21, < co. (Apesar de todos os termos da série diver-
girem para a — 00, 0s termos se cancelam.) E este o comportamento mostrado
na Fig.9.3(a).

— Se § < 0, as potencias (a/c)™ dentro das chaves todas divergem em
a — 0, e todas se anulam no limite oposto a — oo, caso em que, portanto,
Fla,b;c;z] — 1 e o fator (a/c) — oo faz com que n(oc0) = co. Com a Eq.(9.33)
temos entdo 7(0) = —oo. E este o comportamento mostrado na Fig.9.3(b).

j+

Figura 9.4: Diagramas conformes para os universos preenchidos pelo gas de Cha-
plygin modificado, correspondentes as solucoes da Fig.9.3. Porcoes cinza corres-
ponde a @ > 0, e brancas a @ < 0. (a) 6 > 0; (b) § < 0.

Os dois tipos de comportamento verificados na Fig.9.3 dizem respeito as
condigoes de contorno do problema. Para 6 > 0 o universo come¢a dominado
por radiagdo, que domina a densidade de energia (9.20) para pequenos valores
do fator de escala, para ser dominado pela constante cosmolégica p, em sua fase
final. Assim, a expansao comeca desacelerada e depois passa a ser acelerada.
A ordem das diferentes fases de aceleracao importa porque um universo desace-
lerado possui uma singularidade tipo-espago e um acelerado possui um infinito
tipo-espaco como no diagrama da Fig.9.4(a) — em outras palavras, o tempo con-
forme percorre um dominio finito [0,27.]. J& para 6 < 0, ocorre o contrario:
o universo comeca dominado pela constante cosmoldgica, logo seu passado infi-
nito é o do espago-tempo de de Sitter (em coordenadas planas), e portanto uma
superficie nula. Seu futuro infinito ¢ dominado por radiacao e também ¢é uma
superficie nula, resultando no diagrama da Fig.9.4(b) e no dominio infinito do
tempo conforme 1 € (—o0,+00). Note que esses resultados estao de acordo com
a mudanga na forma do potencial escalar (9.22), ver Fig.9.2, como foi discutido no
§9.3. (Note que a descrigdo que acabamos de apresentar assume que 0 Universo se
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expande, por isso dizemos que a = 0 é o comeco, e a = 0o o fim do universo. Na
verdade, é a relagao entre o comportamento de a e de p(a) que é relevante aqui,
e que influencia a forma dos diagramas na Fig.9.4, e nao a parametrizacao de
a(n). Ou seja, naturalmente existem as mesmas solugbes com o comportamento
temporal invertido, correspondendo a universos em contragao.)

O mapa entre as curvas duais definido pela Eq.(9.32) e ilustrado nas Figs.9.3
pode ser usado para se construir geometricamente a correspondéncia entre dois
“pontos duais” de um universo autodual. Isto é, a autodualidade, atuando como
simetria de um universo com fator de escala a(n), mapeia o valor a, do fator de
escala no instante conforme 7, sobre o valor ¢*/a, que o fator de escala vem a
assumir em um outro instante 7,. Para encontrar a correspondéncia entre estes
eventos basta olhar a Fig.9.5. A funcao original (para § > 0, linha continua) é
mapeada na func¢ao dual (linha tracejada) da qual se obtém, por projegao vertical,
a posigao dos pontos correspondentes aos valores de ¢?/a. Vé-se assim que 7], =
Nw + 274, logo 7. = 2n. — 1., como na Eq.(9.32).

21c;
2nc—1. *
Mo T\,‘f‘,\ e
n. R o
a. c?/a.

Figura 9.5: Descri¢ao geométrica da autodualidade. A curva continua é n(a/c) e
a tracejada n(c/a). Cada par de pontos sobre uma mesma curva, como indicado,
sao relacionados por uma inversao do fator de escala.

9.4.2 Cosmologia autodual pés-inflacionaria

J& foi mencionado no §9.2.2 que a fenomenologia do gés de Chaplygin modifi-
cado enquanto modelo para o universo velho, i.e. apds a inflagao e até a era
da energia escura, é amplamente discutida na literatura, incluindo verificagoes
observacionais. Enfatizamos que nosso interesse é utiliza-lo enquanto um modelo
qualitativo, e quase sempre supersimplificado, para universos autoduais. Apre-
sentamos agora algumas das possibilidades nesse sentido.

Em primeiro lugar, existem dois casos em que a férmula (9.30) é facilmente
inversivel, levando a uma expressao analitica para o fator de escala a = a(n). Sao
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elesd =1/2 e 1/4.

— O universo de radiacao com uma constante cosmologica e curvatura.
Para § = 1/2, a densidade de energia (9.20) se comporta como

PR | Pc
p=pat T+ 5, com P=3p—5\pap;

(9.34)
com pr/px=c' e pc=2\/prpa.

Ou seja, o universo estd preenchido por radiacao, uma constante cosmologica
e um gas de cordas césmicas — ou uma curvatura negativa K = —%pc, cf.
Eq.(8.23). A concordancia deste modelo com dados observacionais foi realizada
por Lu et al. (2015), com resultados razoaveis. A Hipergeométrica (9.30) se torna
aqui F[1,1/2;3/2;2] = 2~Y/?Arcth 2'/2, logo

a(n) = ctan li&% n} , (9.35)

com 0 < n < 2., onde n, = 31/27r/40,0}\/2 ¢ dado pela Eq.(9.32). A solucao
simples para o fator de escala permite que se passe ao tempo cosmico, viz.

t= /a(n) dn = —calog [cos (n/a)],

com o = py/?/31/2¢, e dai o fator de escala se 1¢

a(t) = ¢/ e/ex — 1. (9.36)

Mais ainda, é possivel encontrar como se realiza a DFE no tempo conforme em
termos do tempo cosmico. Podemos encontrar a transformacao de t sob a dua-
lidade (8.15) fazendo t = [a(f)dij = — [dn ¢*/a(n), o que dé& a transformagao
nada trivial

6—25/046 -1 6—2'5/040_ (9.37)

— O modelo ACDM autodual.

Para 6 = 1/4, a densidade de energia p = (py* + pi/*a™!)* dé o modelo
ACDM acrescido dos ingredientes que o tornam autodual, i.e. o modelo (9.6)
com valores especificos de ppp, pyr € po relacionados aos parametros pgr e pa;
expandindo a poténcia

PR , PM |, PPD | PC
p_pA—FF—i_?—FT—F?’ (9.38)
com py = 4phoa)"t. prp = 4preX)"",  po = 6(prpa)'.
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A Hipergeométrica em (9.30) fica F'[2,1;2;z] = 1/(1 — 2), de onde se tira

n/t

=T (9.39)

a(n)

com { = /3/pr. Esta é talvez a fungdo mais simples que se pode imaginar
interpolando entre o fator de escala do universo de radiagao, a ~ n/{, para
n/l < 1; e o fator de escala de de Sitter com raio ¢, i.e. a &~ —{/n, paran/{ > 1.

Além desses dois casos em que é possivel encontrar a solucao analitica a =
a(n), existe ainda um terceiro que vale a pena ser observado.

— Da radiacao a poeira e a constante cosmologica.
Para § = 3/4, a densidade de energia (9.20) apresenta a seguinte expansao
com o inverso do fator de escala:

3 \1/4
p= G+ a0 =y DT e (o)
Assim, trata-se de um universo que, como todos os outros com d > 0, comeca
dominado por radiacdo, com p ~ pr/a* para a < (pr/pa)'/*; mas apés um
tempo suficientemente grande, o que resta é apenas uma constante cosmoldgica
A e poeira, com uma densidade relativa py; = (4/3)(phpa)Y*. (Isto é um terco
do parametro correspondente no modelo (9.38).) Serve, portanto, como uma boa
simulagao para o modelo ACDM.

9.4.3 Modelos inflacionarios autoduais

Os modelos com d < 0 nao sao bons representantes de universos pés-inflacionarios
porque comecam como de Sitter e terminam como radiagao, como foi observado
algumas vezes mais acima, cf. Fig.9.4(b). Por este mesmo motivo eles sdo can-
didatos naturais a modelos inflaciondrios especificos que transicionem para o
universo radiativo apés um reheating, com as duas fases ligadas pela inversao do
fator de escala.

A forma do potencial em linha pontilhada da Fig.9.2 indica que o tipo de
inflacao obtida nestes modelos autoduais é do tipo conhecido como “hilltop infla-
tion”, introdzido por Boubekeur & Lyth (2005), ver também Kohri et al. (2007).
Nesses modelos o potencial tem um maximo que pode ser aproximado por

V(o) = Vo (1= 3mol(a/mpr)> + ), (9.41)

onde o parametro 1y = mm%,/Vj, relacionado & massa m negativa do campo no
vacuo instavel em o = 0, é o segundo dos parametros de slow-roll

e=1m} (0, V/V)* e n=mh(2V/)V) (9.42)
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avaliado em ¢ = 0. O inflaton comega préximo ao vacuo, rola para uma planicie,
e a fase infalciondria dura até que as condigoes de slow-roll € < 1 e |n| < 1 sejam
violadas.

Fixando por simplicidade oy = 0, nas proximidades do vacuo o potencial
(9.22) tem a forma (9.41), viz.

V(o) =pa [1—316] (1+2[0]°) o* + O0]?] , (9.43)

com |no| = |6] (14 2|8]*) =~ || se |§] < 1; usamos mp; = 3* = 1. Na realidade,
o parametro n(c) = 1y permanece constante até onde for vélida a aproximacao
quadratica para o potencial, enquanto € = §?02. Segue que a aproximacao é
valida ao menos até que o = mp;, e tomando este como o fim da inflagdo, o
nimero de de desdobramentos exponenciais (e-foldings) do fator de escala até o
final da era inflacionaria, N = ffzm dloga = fflmH dt pode ser escrito, durante
a fase de slow-roll, como

N(o) = / " do[{O,VIVY. (9.44)

fim

—2|5|N

: o 1 0 do : _
Logo, aqui temos N = il f1 <7 e podemos parametrizar, portanto, o = e

O indice spectral e a razao escalar/tensorial de perturbagoes que deixam o hori-
zonte faltando N e-foldings para o fim da inflagao sao dados por

ns=1+2n—06e e r =10, (9.45)
cf. Egs. (4.59) e (4.62), que no caso presente ficam
ne =1 — 4[5 — 126240V = 32528101V, (9.46)

Com isso, para o caso tipico de N = 60, tomando, e.g., § ~ —0.075 temos
ng ~ 0.97 e r ~ 107°, em concordancia com os valores observacionais (4.63).

A primeira vista, o potencial autodual (9.22) parece pertencer a uma classe de
modelos inflaciondrios conhecidos como ‘atratores-a’; apresentados por Kallosh
et al. (2013) em uma generalizacao da ‘classe universal’ de modelos de inflagao
superconforme descrita por Kallosh & Linde (2013). Tais modelos tém o potencial
com a forma

V(o) = f?[tanh(c/V6a)] (9.47)

para um funcao f genérica, e sua universalidade reside no fato de que, no limite em
que N > 1, todos esses potenciais levam assintoticamente aos mesmos seguintes
valores de r e n,:

r=12a/N* e n,=1-2/N, (9.48)
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que se encontram na regiao favorecida por Planck Collaboration et al. (2016b).
Este comportamento é muito diferente da dependéncia exponencial obtida na
Eq.(9.46) para o potencial autodual. Entretanto, V(o) possui sim a forma (9.47)
dos modelos atratores-a de Kallosh et al. (2013). Definindo

®? = 6 tanh? <0/\/6a) , com «=1/36% (9.49)

com um pouco de dlgebra se verifica facilmente da Eq.(9.22) que

— 29%/6 ]

V(o) = fA(®/V6) = pa [

Para explicar o porqué de o potencial autodual nao ser um atrator-a;, i.e. nao
resultar em (9.48), apesar de possuir a forma (9.47), é necessario explicar o meca-
nismo que gera o resultado (9.48) para um grande classe de funcoes f?(tanh \/LGTI)

Para uma fungao genérica f(o), a mudanga para f(®) atua como uma trans-
formacao que “encurta” o eixo das abcissas resultando num aplainamento de f
para valores de ® ~ £+/6. Por esse motivo, as funcoes f(®/+/6) possuem, tipica-
mente, um planalto nas regioes nas regioes em que seu argumento ¢ da ordem da
unidade. Ou seja, se o potencial tem a forma (9.47), tipicamente ele apresenta
um planalto onde ocorre slow-roll e portanto inflacao. Considere esse intervalo
mencionado em que ®? = 6, i.e. a “fronteira” do intervalo conforme [—v/6, /6],
onde o > v6a e portanto

CI)/\/E _ (1 . 6—20/\/6704)/(1 4 6—20/«/6?) ~ (1 B 6—20/\/671)2,
logo
®/\V6 ~ 1 — 2 2/Voe (9.51)

Suponha agora que a funcio f(®/v/6) seja expansivel em uma série de poténcias
préximo a ® = /6, ou seja,

com z=1-®/V/6<1, suponha V =f2=V,— ZCnx". (9.52)

Truncando a série no termo com a menor poténcia, que vamos assumir ser algum
p > 1, de modo que, usando (9.51),

V=V, - 2°C e po/Voo (9.53)
podemos parametrizar o com o niumero de e-foldings através de (9.44). Temos

9,V/IV =~ (2PT1Cp) / (Vi 6a)e 2o/ Voo (9.54)
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¢ aintegral (9.44) d4 e=2o/Voa — _Veba_ (1 /) desde que V; # 0. Devolvendo este

P 2p2C
resultado a Eq.(9.54), e calculando também a segunda derivada de V', obtemos
os parametros de slow-roll (9.42) € = j’%(l/]\f?) en=—1/N,ecom a Eq.(9.45),

r=12ap ?/N*  ny=1-2/N+ O[1/N?]. (9.55)

Este é o resultado (9.48), apresentado por Kallosh et al. (2013) para p = 1,
i.e. assumindo que a série (9.52) possua o primeiro termo, linear em x. Repare
que, no limite N > 1, temos x ~ 1/N < 1, o que justifica o corte da série na
poténcia mais baixa. As férmulas (9.55) ndo dependem do coeficiente C', sendo
portanto insensiveis a forma especifica da funcao f. Ou seja: trata-se de um
comportamento universal, ao qual os modelos sao “atraidos” apds um grande
nimero de e-foldings.

Ocorre que em alguns casos muito especificos, f nao pode ser expandida na
série (9.52). Uma das possibilidades é que haja uma singularidade em ® = /6,
e é exatamente isso que ha na funcio (9.50) se § > 0, pois f2 ~ (1 — ®2/6)~1/?
diverge. Tal singularidade nao ocorre nos modelos em que § < 0, e como a andlise
feita acima na realidade nao depende de a poténcia p em (9.53) ser um nimero
inteiro, poderia se esperar que esses modelos pertencessem a classe dos atratores-
a. Porém a forma do potencial (9.50), representada na Fig.9.6, é mais uma vez

muito especifica:
2= %(xl/w g1 +1/18ly

o que corresponde a um potencial (9.53) com V, = 0. Assim a Eq.(9.54) nao é
vélida, impedindo que se chegue a férmula “universal” (9.55). Ao contrario, o
mesmo célculo leva a Eq.(9.46).

9.5 Potencial dilatonico autodual e dualidade
no quadro de cordas

No §8.4 mostramos como a DFE, analisada no quadro de cordas, atua sobre o
potencial dilatonico de forma nao-trivial. A forma da transformagao da DFE,
valida on-shell, é diferente em cada modelo quando efetuada no quadro de cor-
das. Aqui, mostramos essa realizacao no caso do potencial autodual, e assim
fornecemos mais um exemplo de simetria entre grandes e pequenas escalas na
cosmologia cordas com potencial dilatonico.

A passagem para o quadro de cordas se d& por meio da transformagao (6.15).
Interessa-nos descrever o campo escalar ¢ como uma representacao do dilaton ¢,

LA demonstracao feita aqui ¢ uma pequena generalizaciao do argumento dado por Kallosh
& Linde (2013), onde os autores usam o« = p = 1.
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Figura 9.6: Potencial autodual (9.50) para diferentes valores de . Linha ponti-
lhada: ¢ < 0; Linha continua: 0 < ¢ < 3/2; Linha tracejada: § > 3/2.

isto é, consideramos a auséncia de matéria na acao gravidilatonica. Nesse caso,
a transformagao se reduz a (cf. Eqgs.(8.56)-(8.57))

0 =¢/V2:2, ac = (x/\)e Cag, Vo= (\/2)eVi(o),

aqui usamos um indice E para indicar o quadro de Einstein, por uma questao de
clareza. E facil escrever V(¢) para o potencial autodual (9.22),

1-6

Ve(o) = %Ai‘e¢ { [cosh2(25¢)}% + 2 [cosh®(20¢)] T} : (9.56)

(Fazemos o9 = 0.) Usando (9.23) podemos escrever também o fator de escala

no quadro de cordas como fungao do dilaton, ac(¢) = Fce™® [senh(20¢)] /% |

assim como a transformacao direta entre os quadros de corda e de Einstein:

(ac/c)®® = \/1+ (ag/c)* — 1. (9.57)

Por construcao, a DFE, que leva ap — ap = ¢*/ag, preserva a forma do
potencial (9.56), e, assim, € uma dualidade no quadro de cordas com potencial
dilatonico nao trivial e nao nulo, o que é impossivel para a dualidade do fator de
escala de Veneziano (1991), descrita no §6.2, que mapeia ac +— 1/ac. No quadro
de cordas, acao da DFE é

(ac/c)? +1
(aefe + 12 1] "

1+ (ac/c)® = (9.58)

e, apesar da forma complicada, é imediato ver que permanece a propriedade de
ser ac < 1 mapeado em ac > 1, e vice-versa. Ou seja, mapeia pequenas escalas
em grandes escalas.
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O potencial autodual e o Cendrio Pré-Big-Bang

Ver o campo escalar autodual como o dilaton no quadro de Einstein tem algu-
mas consequéncias para a interpretacao das solugoes da equagao de Friedmann.
No quadro de Einstein, o potencial autodual Vg (o) é par, e portanto, as solugoes

a® (o) = —1/senh(d0/+/2), para o € (—o0,0), (9.59a)
e a®(0) = 1/senh(d0/1/2), para o € (0,00) (9.59Db)

sdo equivalentes. Porém, no quadro de cordas, Vi ~ e®Vg ndo é par, e a escolha
do sinal de o ~ ¢ d4 origem a solucdes distintas. Além disso, como e? = eV2o = g>
é o acoplamento de cordas, o limite 0 — +00 corresponde a um acoplamento
forte, onde a acao gravidilatonica deixa de ser valida e se deve utilizar efeitos nao
perturbativos. Por sua vez, o limite ¢ — —oo leva a um acoplamento fraco.

E instrutivo comparar os modelos autoduais com as cosmologias pré-big-bang
discutidas no §6.3, em que a singularidade é substituida por um ricochete. Para
d > 0, e no quadro de Einstein, a singularidade de ag (o) se encontra em o = +o0
e, a partir de uma solucao em que ag(n) se expande, i.e. |o(n)| vai de |oo| até
zero, podemos encontrar outra solugao em que ag se contrai fazendo 7 — —n.

Considere a solugao (9.59b) em contragao, comegando na fase de Sitter em
o = 0, com acoplamento g2 = 1, e indo em dire¢do ao big-crunch em ¢ = 400
onde g2 — oo. Usando a DFE, a solucio dual sem inversao temporal é um
universo em expansao que comega no big-bang em ¢ = 400, também no regime
de acoplamento forte, e se expande até a fase de Sitter em o = 0, onde g2 = 1.
Toda a evolugao se dé, portanto, num regime de acoplamento (muito) forte, com
g% > 1, e a prescrigao do sistema enquanto solugiao da agao gravidilatonica nao é
confidvel.

Ja as solugoes com o < 0 estao automaticamente no regime de acoplamento
fraco, com ¢g?> < 1. Em particular, a singularidade em ¢ = —oo tem g2 — 0.
Portanto, uma solu¢ao do tipo big-crunch/big-bang tem o ricochete no regime
de acoplamento muito fraco, ao contrdrio do que acontece no Cenario Pré-Big-
Bang de Veneziano (§6.3), no qual se supde que o ricochete ocorra em um regime
de acoplamento forte, dominado por efeitos nao-perturbativos da teoria de cor-
das. Nesse sentido, nossa solu¢ao ¢ mais préoxima do que ocorre nos modelos
ecpiréticos do §6.3.3, muito embora o potencial autodual Vi (¢) esteja longe da
forma especifica mostrada na Fig.6.3. Além disso, vale notar que, enquanto no
cenario de Veneziano o fator de escala no quadro de cordas se expande antes do
big-bang (ou seja, o ricochete sé aparece no quadro de Einstein), aqui a solucao
¢é do tipo ricochete nos dois quadros, como se pode ver calculando, por exemplo,
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ap/ac = dy/ag + %a’ < 0 antes do big-bang, ja que ambos os termos do lado
direito sao negativos.

9.6 Simetrias no espaco dos parametros dos flui-
dos autoduais

A dualidade do fator de escala no tempo conforme pode ser vista como uma
operacao g. sobre o espaco F das solugoes das equacoes de Friedmann, e sobre o
espago dos parametros da densidade de energia. Exploramos, agora, algumas de
suas propriedades de simetria.

9.6.1 A DFE como uma simetria discreta 2,

Uma solucao f € F da Equagoes de Friedmann é determinada pelo fator de
escala a(n) que resolve a equacao de 1* ordem (2.28a) para uma certa densidade
de energia p(a) que fica determinada pela equacao de estado P/p = w(p) através
da equacao de continuidade (2.26). (Note que nao fazemos mencao as diferentes
possiveis condigoes iniciais de a(n). Assumimos que estas sdo sempre tais que
a(n) tenha a “maior extensao possivel”; para universos em expansao com um big-
bang, e.g., isso significa as condigoes iniciais usuais, i.e. a(0) = 0, a(o0) = 0.)
a(n)
pla)]’

Denote a atuacao da DFE sobre F como g., determinada pelo parametro c
presente na inversao do fator de escala (8.3), com o mapa f f dado por

Podemos assim descrever uma solugao como o conjunto f =

2/a

F= L] o= [l | (9.60)

Para um dado ¢ fixo, o conjunto ®. = {g., 1}, onde 1[f] = f denota a operacao
identitaria, forma um grupo ciclico,

QC - {967 1} - Z2

jé que a inversa g ! = g, pois g2 = 1, como se pode facilmente verificar. E esta
a simetria que vimos usando até aqui, e que sera utilizada em quase todo este
trabalho.

A composicao de duas operacoes de dualidade g. e g, com parametros ¢ # ¢/,
nao possui uma estrutura de grupo sobre F. De fato, considere

g - gelf] = o L_f;/ Z(a)} = {(C,;i)/fziia)} = fuo
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O conjunto f... é mais uma vez solucao das equagoes de Friedmann, logo f.. € F,
e nao é, em geral, equivalente a f pois os parametros de p sao reescalonados. Logo
go - gc nao corresponde nem a uma transformacao de dualidade do fator de escala
(ndo hé inversao de a), nem a identidade. Mas faga uma terceira operagao, com
um novo parametro ¢”:

g Ger * Gl f] = ger [(c,(/i{leaa)] = Lcc,gji,/)/_c;);/ Z(a)] ,

e se vé que

ger - Gt Be = B /o - (961)

Ou seja, existe uma estrutura de grupo com um nimero impar de operacoes g,
com diferentes valores de ¢, mas nao com um nimero par.

9.6.2 Autodualidade parcial e simetria SO(1,1) no espago
das densidades relativas

Dizemos que um fluido é ‘parcialmente autodual’ se sua equagao de estado perma-
nece invariante sob a DFE, mas os parametros de p(a) podem mudar. O exemplo
mais simples é a composicao (9.4), viz.

2

p= 3,0w ,01,;~ com wW=—w — %,
q3(1+w) q3(1+w) 3

mas sem impor uma relagao entre p, e pg como na Eq.(9.5b). De forma mais
geral, todos os exemplos de fluidos (perfeitamente) autoduais apresentados se
tornam parcialmente autoduais quando se relaxa a condicao correspondente a
(9.5b); e.g. o gas de Chaplygin modificado é parcialmente autodual se nao valer
a relagao (9.20b).

O efeito da DFE sobre os parametros p,, € pg €

a gla) =c/a=a
» P Pi ¢ 2 p,, Pi
{(02/@3(1%;) + (CQ/d)l—sw} T gl sw + G3(1tw)

\ 2(1+3w)

Q

pla) = gelp(a)] = ¢

ou seja: g. troca p, e pg, e reescala ambos com uma poténcia de c. No espaco
dos parametros isso pode ser descrito como

w 0 C2(1+3w) w
ge (gw) = (02(1+3w) 0 ) (pw) : (9.62)
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Repare que

0 C2(l+3w) C2(l+3w) 0 0 1
(02(1+3w) 0 = 0 o 2(1+3w) 1 0/ (9-63)

()

realiza a troca entre p, e pg, e corresponde a inversao do fator de escala. J
fornece uma representacao de Zs, ja que J? = 1. Em uma matriz qualquer,

o) a)Go)= () we v (3)7=(0)

ou seja, numa matriz diagonal se trocam os elementos. Assim, a composicao

C2(1—&-310) 0 c/2(1+3w) 0
g¢ B = 0 c—2(1+3w) J 0 —2(1+3w) J =

C2(1+3w) 0 C/_2(1+3w) 0 (C/C/)2(1+3w) 0
= 0 o 2(1+3w) 0 /2(1+3w) = 0 (c/c) 2(143w)

é diagonal e nao possui a forma de (9.62), entretanto uma terceira operacao

e a matriz

ge - B B =

B C//2(1+3w) 0 7 (C/C ) (1+3w) 0 B
— 0 C//72(1+3w) 0 (C/C ) 2(143w) | —

B 0 (CC///C/)2(1+3w
- (CC”/C ) 2(14+3w) 0 )

levando a mesma lei de composicao geral obtida em (9.61),

9e - B " B = Bect /e - (964)
Escrevendo a Eq.(9.62) como

(re) = () = (o 07) ()
,5117 c D 072(1+3w) 0 D )

se vé que o produto p, ps = pw Po fica invariante sob atuacao de g.. KEsta
invariancia é reflexo de uma simetria continua parametrizada por c¢. Definindo
pr = %(pw + p), e analogamente para py, temos que

Pw Piv = pi — pz_ = invariante.
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Ou seja, nesta base no espaco dos parametros fica claro que g. atua como o grupo
SO(1,1). Explicitamente,

p+\ p+\ _ [cosha(l+3w) senha(l+3w)) [pt
-] Be p—) \senha(l+3w) cosha(l+3w)) \p_)’
com o« = logc®.

Mais uma vez, insistimos que a estrutura da transformagao acima se repete
em equagoes de estado mais complicadas; assim, em (9.7) temos duas simetrias
SO(1,1) agindo separadamente nos dois pares de parametros duais. De maneira
bem geral, isso ocorre também na relagdo (9.11) entre os parametros B e D
da familia geral de fluidos autoduais (9.8) e, em particular, no caso do gas de
Chaplygin modificado, Eq.(9.20b).

Por fim, a autodualidade exata ocorre quando um fluido parcialmente auto-
dual, cujos parametros sao ligados por (9.62), é invariante sob a ac¢ao de g.:

ge (ﬁ:) = (g;) . (9.65)

Trata-se, entdo, de um autovetor da matriz (9.63), e é imediato ver que a relagao
necessaria entre as componentes p,, € py coincide com (9.5b) e com as férmulas
andlogas para os outros fluidos autoduais discutidos, e.g. Eq.(9.20b).
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Capitulo 10

Termodinamica e a dualidade do
fator de escala

10.1 Dualidade das grandezas termodinamicas

As transformagoes de dualidade (8.15) atuam sobre o sistema termodinamico
limitado pelo volume V = Vya® mapeando-o no ‘sistema termodinamico dual’
composto pelo fluido dual, cuja equacao de estado é determinada por (8.16),
contido no interior de um volume V = Vpad. As Egs.(8.15) nao dizem nada
a respeito do volume comovel constante V[, e, por consequéncia, o parametro
Vo no universo dual nio pode ser determinado pelas transformacoes da DFE.
No entanto, por “sistema termodinamico dual” nos referimos aquele no qual o
sistema termodinamico original se transforma apds a acao da DFE apenas, isto
é: mantendo invariantes todos os possiveis parametros aos quais ela nao afeta.
Portanto faca Vo = V.
Podemos agora ver que a dualidade do fator de escala mapeia o volume V' +—
V = Vyc®/a?, ou seja
‘/02 66
v
A densidade de energia obedece a Eq.(8.15¢), a?p = a®p, que em termos de F e
de V ~ a'/3 se 1é como

‘7:

(10.1)

E E
Vs Y
Em conjunto com (10.2), a Eq.(8.15b) fornece, implicitamente, a transformacao
da pressao do fluido. E imediato escrever

- . FE E
Vs <3P + T> — Y3 (SP + —) : (10.3)
1 v

(10.2)
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Usando a Eq.(5.2) se pode eliminar P, transformando (10.3) em uma relagao que
envolve a temperatura e a entropia:

71/ <§T _ §E> _ s <5T - %E) . (10.4)

Na Eq.(10.3) a transformacao P + P, apesar de escrita de forma implicita,
esta bem definida porque tanto a transformacao da energia quanto do volume
sao dadas, de forma independente, por (10.1) e, em composigao, por (10.2). Na
Eq.(10.4), todavia, sé estd definida a transformacao do produto ST, e nao de S
e T separadamente. Ainda assim, sendo ambas as entropias constantes durante a
evolugao adiabética do universo de FRW, (10.4) dita o comportamento da relagao
T + T a menos de uma possivel “renormalizacao” da temperatura para incluir
o valor constante de S.

Uma vez que nao ha mais relagoes da DFE disponiveis, fica entao impossivel
determinar a relagio entre os valores das entropias duais S e S (mas note que
as densidades de entropia duais sao sempre reciprocas: s = % x 1/3). A nao
ser, é claro, no caso de um fluido autodual. Ai a DFE é uma simetria do sistema
termodinamico, relacionando estados com energia F(V,S) a estados com energia
E (f/, S ) dentro da mesma evolugao adiabética. Portanto é evidente que, sendo a
entropia constante,

S =S para um fluido autodual. (10.5)

10.2 Termodinamica do gas de Chaplygin mo-
dificado

Desejamos estabelecer os elementos da termodinamica do fluido selecionado pela
simetria de inversao do fator de escala no §9.2.2, com equacao de estado (9.19),

P= %p — %pf\ 9. (10.6)

Temos dP/dT = § (14 4(6 — 1)p} p=°) dp/dT, e como P+ p=3p (1 —pip™°) a
Eq.(5.3) permite determinar a relagao diferencial entre o e T":
dT  p® —4(1 = 8)p} dp

= = 10.7
T Alp° —pd)  p (107
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cuja integral fornece'
T = (p° — p%)43 x p*179% ¢ constante.

No limite em que a densidade de energia é alta, o > py, a relagao se simplifica
consideravelmente, e se torna

T* ~ constante X p, p>> pa.

Como era de se esperar, visto que nesse mesmo limite a Eq.(10.6) se reduz a
equacao de estado para um gas de fétons, a relagao acima coincide com a Lei de
Stefan-Boltzmann para a energia interna da radiacao de corpo negro como funcao
da temperatura. Assim, escolhemos a constante de integracao multiplicativa de
maneira a corresponder com a Eq.(5.11), e temos

4-—3
dosp T =p (1 —p3y/p°) °. (10.8)
Note que no limite oposto
T —0 quando p — pa,

o0 que era também esperado uma vez que a Eq.(10.6) se torna p = —p,, a matéria
se comporta como uma constante cosmolégica e o espaco-tempo se torna de Sitter,
que é efetivamente vazio.

A nao ser em casos muito especificos do parametro J, a Eq.(10.8) é, evidente-
mente, impossivel (ou no minimo muito dificil) de se inverter para que se obtenha
p = p(T). Consequentemente, encontrar expressoes exatas para as grandezas ter-
modinamicas como func¢ao da temperatura é, em geral, ou de todo impossivel ou
resulta em férmulas tao complicadas cuja interpretacao se torna obscura. Uma
maior compreensao pode ser obtida ao se explorar a simetria sob a dualidade do
fator de escala.

Note que, apesar da forma & primeira vista embaracada, o lado direito da Eq.(10.7) pode

ser escrito de maneira simples como
ar p° — A dp
T p°—B p’

com A=4(1-0)p% e B=p3,

e como dp/p = dp®/(5p°~'p), fazendo = = p° temos simplesmente uma razao de polinémios:

45d7Tifod7x7 dz 7é dx 7dim
T x—B z r—B B\z—B =z /)

A integragdo se torna trivial, 40 logT = B—JEA log(x — B) + % log = + constante, e voltando as
varidveis e parametros originais temos o resultado do texto.
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10.2.1 Temperaturas duais

Da férmula (9.19) para a diluigdo da energia com o fator de escala,

0 1/6
p= (pi + a—f;) : (10.9)
segue diretamente a lei de transformacao da densidade de energia; como

@l = /(0" — ) = & [a = & (7 = )/

temos

1

=y

o que mostra que altas energias, i.e. p > p), sao mapeadas em baixas energias,
ie. prpy.

Com (10.9) também podemos parametrizar o fator de escala com a tempera-
tura. Usando diretamente a Eq.(10.8),

1-9
4 1/4 1 5 5
( UsB) T== (1 + p—ga‘“) : (10.11)
PR a PR

P —ph = (emfm)’

(10.10)

e queremos determinar o mapa
T +— T, correspondente a a+> a = cQ/a.

Manipulando a Eq.(10.11),

1 5 1= 1-§ b 152
(4053)4 T — 1 (1 n p—?a“) _ <p_A) 349 <P_§2 a9 1) _
pR a pR pR pA

1-4 ~0 52
— (2(3-49) (P_A) G3+46 (@_{/S\ G 4 1) ’
PR PR

o tltimo termo em parénteses tem a mesma forma que aparece na relagao original
(10.11), mas agora na versao dual; isto é:

1 1-5 ~5 52
PR PR PR

0 1-6 Ao 1/4 R
_ c2(3—45) (_A> G340 o ( ~SB) aT.
PR PR
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Ou seja,
) ~ N\ 1/4 1-6
AT/T =a®%) com A= (p—R> (p—R) c 2 (10.12)
PR PA

Isolando o fator de escala na Eq.(10.12), a = (A\T/T)"/?0-29) e substituindo do
lado direito da Eq.(10.11),

1/4 1=
OR (AT T)1/2(1-29) PR

temos, com algum malabarismo,

45
~ 1= 4 1/4
(TT) a— 25) ()\ — 25p T 1- 26 + \1-25 25p T 137625) s — ( O'SB))\I/2 IOR (10.13)

Para escrever a relacao de maneira simétrica entre grandezas duais, como
4~ —4 ~
PR=C pA € pPA=C PR, (10.14)

note que o parametro A definido na Eq.(10.12) pode ser escrito como

A= (pR/ﬁR)S%M 1-2)  com o dual A= (ﬁR/pR)S%M 21=2) " (10.15)
(

e portanto A - A = ¢*(1-20), (10.16)

Olhe para os coeficientes das temperaturas duais na soma entre parénteses da
~ 26 )
Eq.(10.13). O coeficiente de T~ 1=z é \7=2 p3, que pela Eq.(10.16) acima fica

1 \° 471 g s \9
()\172510/\) = <C AT—26 PA) = ()\1725 pR) ,

. _726 A
tendo, portanto, a mesma forma do coeficiente de T~ 7-25 | mas com os parametros

3-45
duais. Por fim, do lado direito da Eq.(10.13), o termo pp* A~1/2 se escreve

3—46 3—46 3—46

pRz )\—1 _ pRz (PR/PR) 4 2(1 20) __ 2(1-24)

= (prpr) * ;

que também ¢é explicitamente simétrico sob uma troca de parametros duais. Com
isso, podemos reescrever a Eq.(10.13), viz.

~\3-48

1-5 1/4

S _ - 5 (4os)"" (pr PR) S
TT)20-25) T - T =
(7)o [(a 1) 5 o+ (0 ) -2 " (10.17)

20—1
com a=V\ PR’
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Repare que esta férmula s6 é bem definida para ¢ # 1/2, caso contrario se deve
voltar diretamente & Eq.(10.12), cujo lado direito se torna a® = 1, resultando em

T=\T para 6=1/2. (10.18)

As Eqgs.(10.17) e (10.18) fornecem a realizacao da DFE em termos da tempera-
tura do gés de Chaplygin (10.6). No caso especifico de autodualidade (completa),
temos pr = pr, A = A, etc., e as férmulas se simplificam. Da Eq.(10.15) é imedi-

~ 1—-26
ato ver que A = A = "% logo a =a = (c/pr) 2 , e finalmente

1-8
Ty 1 7% T = (dosp/pr)*, (10.19)
para o flutdo autodual.

O ponto fixo da transformagao (10.17) se obtém fazendo T' = T="T,,

20

1-6§
25 5
61726 (a_ 1-25 | a_1—25> 0

~ 3—495 )

(4033)1/4 (PR PR)®

T, = (10.20)

e no caso autodual,
T, =25 ¢ (pr/osp) . (10.21)

As curvas descritas pelas Eqs.(10.17) e (10.18) no plano T-T' podem ser vistas
na Fig.10.1. Percebe-se a existéncia de diferencas qualitativas de comportamento
a depender do dominio do parametro ¢§; segue a andlise desses comportamentos.

Tome os limites assint6ticos ' — 0 e T — oo, e use a Eq.(10.17) para obter qual
o comportamento da temperatura dual. Existem trés possibilidades: ou T — 0,
oul' — oo, ou T' — constante. Escreva

1-96
B

746—3 ﬁ ~ 7 —% 5 .
(TT*°)20-25 |14 (aT'/aT) = constante; (10.22)

a igualdade deve ser consistente nos varios limites.

1. Para 6 > 3/4.
(Linhas pontilhadas na Fig.10.1.)

Se T — 0 e (T/T) — constante > 0, o termo em chaves em (10.22) tende a
[+ ] — constante, enquanto o termo em parénteses diverge. Logo a equacao
nao é consistente.
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Figura 10.1: Relagao entre temperaturas duais para § > 0, a partir da Eq.(10.17).
Linhas tracejadas correspondem a 0 < § < 3/4, e linhas pontilhadas a 6 > 3/4; a
linha ponto-tracejada corresponde ao caso limite § = 3/4. A diagonal corresponde
a transformagao linear do caso § = 1/2.

Se T — 0 mais rapido que T, de modo que T,T — 0 e T/T — 00, 0 lado
esquerdo de (10.22) fica proporcional a

201§

(TT3)w25 % (T)T)~ 1% — oo,

e a equacao de novo nao € consistente.

Mas se T >0eT — 00, 0 termo em chaves tende a 1, e precisamos
ter TT*3 — constante, o que ¢é possivel. Ou seja, usando a simetria da
Eq.(10.22) sob a troca de T" e T', podemos escrever:

Para 6 > 3/4, a relagao assintdtica entre as temperaturas duais é:

T—0 < T~1/TVH3) 5 (10.23a)
T—0 < T~1/TY"3) 4 (10.23b)

2. Para 6 = 3/4.
(Linha ponto-tracejada na Fig.10.1.)
A Eq.(10.22) é simplesmente

wl—=

T |14 (aT/aT)?|” = constante.
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Se T'— o0, é imediato ver que é preciso ter (a/a)/T — constante, ou seja,
usando a simetria entre T e T', temos

Para § = 3/4, a relagdo assintdtica entre as temperaturas duais €:

T — 0o <= T — constante; (10.24a)
T — oo <= T — constante; (10.24Db)

Além disso, é facil verificar que o limite 7" — 0 é inconsistente, e as tempe-
raturas nunca se anulam.

. Para 1/2 <6 < 3/4.
(Linhas tracejadas na Fig.10.1.)

Consideremos 17" — oo. Suponha que com C' < oo, tenhamos
T/T%CZO?T%OO com T —T",

en < 1paraC =0;oun=1paraC # 0. Logo 0 <n < 1. O termo
em chaves na Eq.(10.22) tende entao a uma constante e para que a equacao
seja satisfeita é preciso que se tenha

TT4=3 = T/T13 - constante = T — T3,

e como 1 = |40 — 3| > 1 para 0 > 1/2, temos uma contradigao.

Portanto, a razao das temperaturas dentro das chaves no lado direito da
Eq.(10.22) sempre diverge, e podemos escrever, no limite,

2(1-6)

(TTM_?’)ﬁ X (T/T)*ﬁ = constante,

ou
T—(46=3)p-1 _ T‘4‘5_3|/T = constante,

e com isso conclui-se duas coisas: em primeiro lugar, vemos que 1" nao se
anula nunca. Por simetria, isso implica que 7" também nunca se anula. Em
segundo lugar, temos a seguinte relacao assintética:

Para 1/2 < § < 3/4, a relagao assintdtica entre as temperaturas duais é:

T— o0 <« T~TH3 5 oo (10.25a)
T — o0 <= T~TH3 5 (10.25b)
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4. Para 0 <0 < 1/2.

Quando 0 < 6 < 1/2 o sinal dos expoentes de T e T se invertem simultane-
amente. O efeito é o seguinte: a medida que 0 N\, 1/2, a curva paramétrica
T(T) se fecha sobre a reta T ~ T, que vale para d = 1/2, cf. Eq.(10.18).
Assim, quando § < 1/2 os papéis de T' e T se invertem, e por causa da
simetria de reflexdo a curva paramétrica “volta por onde veio”, repetindo o
padrao de 0 > 3/4, mas agora com T e T trocados.

10.2.2 Instabilidades termodinamicas

A transformacao (10.25) indica um comportamento anémalo do fluido para § < 2.
O que se observa em (10.25) é que se T'(p) é muito grande, entdao 7' = T(j) também
0 é, ou seja, a funcdo T = T'(p) nao € uma fungdo monotonica decrescente. A
partir de algum ponto critico em que T' = T,,, a temperatura do fluido comeca a
aumentar enquanto sua densidade de energia decresce. Isso pode ser confirmado
ao se calcular a derivada

1 _ 3426

dT/dp = ——p~"2 (9" — p}) [p" +4(6 — 1)p}] (10.26)
16053
a partir da Eq.(10.8). O termo (p° — p3) > 0, j& que pp é o valor minimo da
densidade de energia, mas o termo em colchetes pode se anular e mudar de sinal
para 6 < 1. Nesse caso, temos uma densidade critica

per = 4°(1 = 8)2ps,  em que (dT/dp)|,.. = 0. (10.27)

Ainda assim, se p., < pa 0 sistema nunca chega ao estado em que dT'/dp se
anula, e portanto o comportamento anomalo da temperatura s6 ocorre quando
419(1 — §)Y% > 1, i.e. quando < 3/4. Entdo com a Eq.(10.8) se encontra o
valor da temperatura critica T'(p..), em que a fungao T'(p) alcanca seu minimo:

Tor = (3—40)"% (4—40)5 (pa/doss) /", (10.28)

E este o valor da temperatura nas quinas das curvas tracejadas da Fig.10.1. A
explicagao para o fenémeno em questao é que o gas para o qual 6 < 3/4 possui
um calor especifico negativo; de fato, de acordo com a Eq.(5.17), quando p < pe,

C,=(0E/OT)y =Vdp/dT <0 se 6 <3/4. (10.29)

Isso contraria a desigualdade termodinamica (5.18) e se conclui que nesse caso o
gas de Chaplygin generalizado é termodinamicamente instavel.

Outras possiveis restrigoes nos valores possiveis de § vém da condigao de
estabilidade (5.23). Na compressibilidade adiabética (5.22), a derivada é avaliada
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em um processo em que a entropia permanece constante, o que é o caso na
expansao do universo através do fator de escala. Portanto podemos escrever

VKg=—(0V/OP)s =V dag/dP = —3V0a2(da/dp)(dp/dP).
A derivada

1-6

dp/da = =4 (p} + p/a®) * pra "' <0,
e portanto a condicao de que Kg > 0 equivale a
dP/dp > 0. (10.30)
Com a equacao de estado (10.6),
dP/dp = 1p~° [p° +4(6 — 1)p}] (10.31)

e se observa imediatamente que P(p), assim como a temperatura, nao é uma
funcao monotonica da densidade de energia. Mais que isso, o termo em colchetes,
que determina o sinal de dP/dp, é idéntico ao termo em colchetes na Eq.(10.26).
Ou seja, para 6 < 3/4 ndo sé a temperatura atinge o valor minimo 7, para depois
comegar a crescer, mas a pressao também apresenta o mesmo comportamento,
atingindo o valor minimo

1-6

P, = —30(4—40)77 pa, (10.32)
apds o que passa aumentar a medida que o volume se expande. Assim, nesses
casos, a condi¢ao (10.30) é violada ou, consequentemente,

K¢ <0 para 0<3/4, (10.33)

reforcando o fato de que entao o gas é termodinamicamente instavel.

Apesar de a requisicao de uma compressibilidade positiva nao restringir valo-
res de § diferentes daqueles ja excluidos pela condi¢ao (10.29), existe ainda um
ultimo detalhe. A derivada dP/dp que analisamos é, na realidade, a velocidade
da propagagao (adiabética) do som no gés, viz.

v2 = dP/dp (10.34)
e deve, evidentemente, ser positiva mas também ser menor do que a velocidade da

luz ¢* = 1. Entretanto, para § = 3/2 temos o limite da velocidade superluminal
v2(pa) = 1, ou seja

vi(py) =42 >1 para 0> 3/2. (10.35)

S

(Repare que v2|, 0 — —00 para ¢ < 0, violando toda e qualquer possibilidade
de estabilidade perto do big-bang. Isso explica a auséncia da andlise dos casos

d < 0mno §10.2.1.)
Com tudo isto, que se encontra representado na Fig.10.2, conclui-se que

O gas de Chaplygin é termodinamicamente consistente apenas para § € (%, %)
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Figura 10.2: Velocidade do som como funcao da densidade de energia, de acordo
com a Eq.(10.34). Linha pontilhada: ¢ > %; Linha tracejada: 0 < 6 < %; Linha
continua: % < 0 < 1; Linha ponto-tracejada: 1 < < %

10.3 Termodinamica dual de horizontes aparen-
tes

No que diz respeito a propriedades termodinamicas de horizontes em universos

de FLRW, a formulagao mais apropriada corresponde ao horizonte aparente .7,

§2.5.2, sobre o qual as equagoes de Friedmann correspondem a relagao fundamen-
tal da termodinamica (§5.2.2), e cujo raio (fisico), (2.55), é

ta=1/\/H? ¥ K]a?. (10.36)

10.3.1 Transformacoes gerais

Como no §5.2.2; seguindo Cai & Kim (2005), associamos ao horizonte aparente
temperatura e entropia

1 1

T), = —— -
AT on0, S 4(;(

470%). (10.37)

As transformagoes de dualidade de Ty e S5 sao encontradas mais facilmente
do que suas analogas do §10.1, e dependem apenas da transformagao de 4. Agora
note que o raio comovel

ra=4Lla/a=1/Va?H?>+ K (10.38)
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permanece invariante sob a DFE, que preserva aH = +aH, cf. Eq.(8.32). Ou
seja, o raio fisico se transforma como

(a)a=104/a. (10.39)
Dai se tira imediatamente para entropia e temperatura que
dTA :CLTA, (§] S’A/&2 :SA/CLZ. (10.40)

Em um espago-tempo esfericamente simétrico, com métrica hap nas secoes
ortogonais as superficies esféricas

ds® = hap(2®, 2') de?dz® + R*(2°,2")do®, A,B=0,1,
a ‘energia de Misner & Sharp (1964)’ contida dentro da esfera de raio R é definida
por
1
- 2G
A definigao (10.41) é puramente geométrica e mede a energia no interior das

esferas através da deformacao da métrica. A funccao R define o raio geométrico
das superficies esféricas, e no caso de um universo de FLRW

Eus(R) R(1-h*"P9,ROpR) . (10.41)

hap = Diag [—1,@2(15)/(1 — Krz)} ., R(t,r)=a(t)r,

e temos o raio fisico como de se esperar. Considere agora K = 0. A energia de
Misner-Sharp tem uma interpretacao intuitiva,

Eys = H*R®, (10.42)

e com as equagoes de Friedmann temos que Fyg = (3¢2/87) x (47/3)R? p. Ou
seja, Fys é simplesmente (G vezes) a energia correspondente a densidade p em
um volume fisico esférico de raio R. Quando o volume é o interior do horizonte
aparente, a Eq.(10.42) se simplifica de forma curiosamente “holografica”,

Enslw = $la, (10.43)

que depende linearmente do raio da esfera. Assim, a transformacao dual vinda
de (10.39) é simplesmente

Exla=E4)a, (10.44)

onde €4 = Eygs|le é a energia de Misner-Sharp correspondente ao horizonte
aparente. A entropia do fluido no interior de V, = %ﬂﬁi é

Sa = inlss, (10.45)
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onde a densidade de entropia s é a mesma da Eq.(5.2), e muda como s ~ 1/a3.
Logo Sa ~ 1/(aH)3, e sendo aH invariante sob a DFE temos

Su =38, (10.46)
A equagao de Friedmann (2.27a) pode ser escrita como
1/04 = (3/52) p. (10.47)

Dada uma equacgao de estado para o fluido e, a partir daf e pela Eq.(2.35), obtida
a fungao p = p(a), entao se pode, em principio, inverter a Eq.(10.47) e resolver a
como funcgao de ¢4, para enfim expressar (10.40) como uma relagdo apenas entre
entropias e entre temperaturas duais. Vamos dar um exemplo.

10.3.2 O caso do fluido autodual
Para o gds de Chaplygin modificado (9.20a), a Eq.(10.47) fica

2/(363) = (Ph+pha™)",

com o que se pode isolar a,

a' = W onde {lp =1/+/(52/3)pa = /3/A

1= (a)y)*

é o raio de Hubble no limite d.S,, onde sé resta a constante cosmoldgica. Dai é

fécil eliminar a nas Eqs.(10.40). Por exemplo, para a temperatura, escrevendo
a®Ty = a®TH, temos

Gon/ 2P TE _ (3pnf2) T2
L—(Ta/Ta)?* 1 —(Ta)Ta)®

onde Ty = 1/(2wly), ete. Para o caso perfeitamente autodual, pr = pre Ty = T,
e a expressao se simplifica,

=25 25 Ty
Para a entropia, Sy ~ (4, o cdlculo é andlogo e leva & expressao simples
S4 =55 — S5 (10.49)

Nos casos com § > 0, Sy e T sao a entropia e temperatura finais do universo,
enquanto para ¢ < 0 sao os valores iniciais. No primeiro caso, T é o valor minimo
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de T4, que decresce do valor infinito na singularidade a medida que o universo se
torna vazio e assintoticamente dSy; temos

Tha <Tjh<oo para 06>0, enquanto 0<T, <T, para ¢ <0.

No 1ltimo caso o universo comeca no vacuo dS, e se expande eternamente sendo
preenchido por radiagao na sua fase final. A radiacao se dilui e nao hé a presenca
de um horizonte térmico como o de de Sitter, levando a T — 0. Em ambos os
casos, a férmula (10.48) troca valores altos e baixos de Ty, deixando invariante o
ponto intermedidrio T4 = 2'/9T,. Por sua vez, S, sempre cresce (ver discussio
abaixo), com o detalhe de que

0<54< Sy para 6 >0,enquanto Sy <Ty < oo para o <O0.

O (problematico) limite S4 — 0 no universo com um big-bang resulta de que
ra — 0 proximo a singularidade, e o valor final Sy é limitado pelo horizonte
finito e estatico de dS;. Para 6 > 0 o tamanho fisico, /4 nao atinge um valor
finito mas diverge no fim da vida do universo, e por isso a entropia do seu interior,
cuja densidade é finita, também diverge.

10.3.3 A Segunda Lei Generalizada e o gas de Chaplygin
modificado

A Segunda Lei da termodinamica é satisfeita automaticamente para a entropia
de Bekenstein-Hawking S4, ja que

dSy/dt = —ml4 d(H* + K/d®)/dt = —2rH{% (H — 2K /a?),
e, das equacdes de Friedmann, H = —(1/2)(p + P) + K/a? (com 3 = 1), logo
dSa/dt = THY, (p+P) >0 (10.50)

em um universo em expansao (H > 0), desde que P + p > 0, i.e. se for valida
a Condicao Nula de Energia. A CNE é sempre satisfeita classicamente, embora
possa ser violada em processos quanticos.

O crescimento da entropia do fluido no interior do horizonte aparente, todavia,
¢ mais delicado. A expansao do universo é um processo adiabatico para o fluido
presente no interior de um volume comével fixo, o que se expressa na Eq.(5.4);
mas a entropia do fluido dentro do horizonte aparente, cujo volume comével nao
é fixo, ndo é (por consequéncia) constante. Seja Sy a constante tal que s = Sy /a3,
entao Sy = 4%So(aH )73, e usando as Equacoes de Friedmann se vé que

2 Spa

173



Logo dS4/dt > 0 requer um universo desacelerado (a Condigao Forte de Energia),
e portanto ¢é violada na presenca de uma constante cosmoldgica ou em uma fase
inflacionaria.

A violagao do crescimento monotonico de S, é consequéncia da diminuicao
do raio comével da esfera de Hubble em um Universo acelerado (cf. §3.2). Ter-
modinamicamente, a violacao do crescimento da entropia indica que o fluido no
interior do horizonte aparente nao é um sistema termodinamico isolado (e a in-
teragao com o meio exterior pode ser encarada como responsavel pela diminuicao
de r4); a medida que r4 diminui, o fluido no interior de J# atravessa a esfera
de Hubble e deixa o sistema. Considerando o prorpio horizonte aparente como o
complemento do sistema termodinamico, a entropia generalizada

Sgen = SA + SA (1052)
deveria crescer,
d(SA + SA)/dt > 0. (1053)

Isso é possivel desde que o crescimento de S4 seja suficiente para contrabalancear
a diminuicao de S, durante uma fase acelerada. Mas nem sempre é verdade,
como mostra o seguinte exemplo.

Para o gas de Chaplygin modificado, usando nas Eqs.(10.50) e (10.51) as
expressoes para P e p em termos do fator de escala,

d(SA +SA)/da =

9672 pla—4(6+D) V3Sy  (ph—rha®)
(05 + p% a—9)1+1/0 8mpl, ad(pd + pl, a—19)1/2

A Segunda Lei é satisfeita se a expressao em chaves for positiva para todo a. Mas
para 6 > 0, no limite a — oo, temos

8mp%

5—1/2
[. ) ] 1 \/§SOPA / 403
que é negativo para qualquer 6 > 3/4 porque o segundo termo diverge com a. No
caso limite em que § = 3/4, em que o expoente de a se anula, resta uma condi¢ao
sobre o coeficiente, que deve ser menor que 1, ou seja: pjl\/ 4 < 87rp?,’%/4/ V/3S,.
Usando (5.11) para Sp, concluimos que

para o gas de Chaplygin modificado, a soma das entropias do horizonte aparente
e do fluido em seu interior sé cresce para § < 3/4 e, para 6 = 3/4, se

o <23/ (Pos)
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Note que para 6 < 3/4 ha outros problemas termodinamicos relacionados ao
comportamento da temperatura do fluido (§10.2.1) e a sua estabilidade (§10.2.2).

Em resumo, encontramos instabilidades termodinamicas de trés tipos.

No §10.2.2, vimos que o calor especifico e a capacidade térmica do gas de
Chaplygin modificado sdo negativos se § < 3/4. Aqui estamos descrevendo um
gas homogéneo em equilibrio, mas é valido notar que, muito embora seja proi-
bido para sistemas extensivos, outros tipos de sistema apresentam sim um calor
especifico negativo, o que esta ligado a uma transicao de fase de primeira ordem.
Em particular, essa é uma caracteristica notavel de certos sistemas astrofisicos,
como em estrelas e aglomerados de estrelas, em que a presenca do potencial gravi-
tacional leva a ‘intabilidades gravotérmicas’ relacionadas a diferenca de densidade
entre o centro e os limites do “gés” em questao. Ver, e.g. a revisao de Lynden-Bell
(1999).

Além da restrigao de que 6 > 3/4 para que se tenha C, > 0, vimos que se
§ > 3/2 a velocidade do som v? = dP/dp é superluminal para § > 3/2; logo esses
modelos apresentam um segundo tipo de inconsisténcia e chegamos a restricao
3/4 <0 <3/2.

Por fim, a Segunda Lei Generalizada, formulada sobre a soma simples da
entropia do horizonte aparente e a entropia do fluido contido no seu interior sé é
vélida ou para 0 < 3/4, em contradi¢do com a primeira restri¢do acima, ou para
o0 caso muito especifico em que § = 3/4, dada uma restri¢ao sobre o valor méximo
do parametro py.

A violagao de (10.53) para quase todos os modelos de gas de Chaplygin modi-
ficado termodinamicamente estaveis diz menos sobre a entropia dos fluidos em si
do que sobre a definigao de entropia generalizada adotada. Isso fica evidente para
o caso 0 = 1, que é simplesmente radiacao com uma constante cosmolégica. Nao
hé nada de misterioso sobre a entropia de um gas de fétons, logo o problema deve
estar na definicao de o que é, aqui, o sistema termodinamico isolado para o qual
deve valer a Segunda Lei. O problema pode estar simplesmente na escolha do
horizonte aparente como limite do sistema termodinamico e, associado a isso, na
utilizagao da sua area como entropia. Uma alternativa plausivel é que se use, no
lugar, o horizonte de eventos cosmolégico; Davies & Davis (2002) mostram que
nesse caso a soma das entropias cresce para alguns exemplos de fluidos simples,
incluindo o universo de radiagao com constante cosmoldgica que corresponde aqui
a 0 = 1. Entretanto, como ja discutido nos §§5.2.2 e 5.3.2, o horizonte de eventos
possui uma série de desvantagens sobre o horizonte aparente em um espago-tempo
dinamico.

175



entropia

Figura 10.3: Diregoes do crescimento: da area do horizonte aparente (linha tra-
cejada); de Sy, sobre uma tela-Q pretérita, 2 (linha cheia); do tempo conforme
sobre uma geodésica nula (linha diagonal).

A solugao (que julgamos estar) correta é a de Bousso & Engelhardt (2016),
uma construcao geométrica razoavelmente mais elaborada esquematizada no §5.3.2
e no Apéndice G. Considere a entropia generalizada de qualquer superficie bidi-
mensional (fechada) o como sendo (1/4) de sua drea mais a entropia da matéria
em seu interior. Isso é o que fizemos em (10.52) para o caso especifico de o ser
(uma folha do) o horizonte aparente. O horizonte aparente J# é uma superficie
especial por ser uma ‘tela holografica pretérita’ (§G.1) em um espago-tempo de
FLRW. O crescimento de sua &area é, portanto, assegurado pelo Teorema de
Bousso & Engelhardt (2015a) (cf. §G.2), e se verifica na Eq.(10.50). A par-
tir de € se constréi (§G.3) uma ‘tela-Q’ sobre a qual Sy, cresce para o futuro
monotonicamente.
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Capitulo 11

Cosmologias duais do tipo
conforme ciclicas

Assim como acontece com a dualidade presente na cosmologia de cordas descrita
no §6.3, a dualidade do fator de escala no tempo conforme dé origem a cosmologias
pré-big-bang, mas na gravitacao de Einstein; os universos antes e depois do big-
bang formam um par dual. Ha duas classes de modelos: do tipo Contracao-
Expansao, em que antes do big-bang o universo colapsa em um big-crunch; e do
tipo expansao-expansao, em que ambas as fases pré- e pds-big-bang se expandem.
Neste capitulo, analisamos em detalhes este tultimo caso, e a sua ligagao com o
modelo da CCC apresentado no Capitulo 7.

11.1 Universo dual antes do big-bang
Sejam o7 = {a(7); p(a); PY e o = {a(if); p(@); P} um par de universos duais,
a(f) =c*/a(h) e w+w=—2/3; (11.1)

e suponha que estejam ambos em expansdo, de maneira que a Eq.(8.15¢) da

A~

aH=aH. (11.2)

(Em rigor podem estar ambos em contragao, mas esse caso nao sera de nosso inte-
resse. Desejamos que sempre um dos universos tenha comportamento similar ao
nosso Universo observéavel.) Como discutido no §8.2.2, isto fixa a transformacao
dos tempos conformes, 77 — 177 como sendo composta de uma reflezao e uma
translacgao:

n(a) = —n(a) + .. (11.3)
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A constante de integracao 7, é livre, e corresponde a invariancia das equagoes de
Friedmann sob uma translacao temporal que permite que se escolha a “origem do
tempo”. Mas a reflexao temporal deve ser realizada de acordo com os argumentos
das fungoes 71(a). Faca 1, = 0, e se pode omitir os indicadores:

n(a) = —n(a). (11.4)

Agora fixe o big-bang de .7 em 7]a—g = 0 = —1]a—s0, € temos em 7 = 0 a transicio
do fim (& — 00) de & para o big-bang de .7, como mostrado na Fig.11.1(a). Ao

(a) (b)

Figura 11.1: Dois universos duais ligados por {a = 0} ~ {a = oo}. (a) Fungoes
n(a) e n(a). Os pontos indicados pelas setas sao ligados pela dualidade, com
a = c*/a. (b) Diagramas de Penrose para universos duais com fase acelerada;
porcoes sombreadas indicam as regioes com aceleragao positiva.

se realizar o mapa conforme de o e of sobre o cilindro de Einstein &, gerando
os diagramas de Penrose, o tempo conforme é o eixo de &, e os diagramas para
os aeons duais, Fig.11.1(b), ficam um sobre o outro (logo um depois do outro),
unidos pela superficie de transicao

2 ={(a=00)~ (a=0)} = {n =0} (11.5)

Indicamos £ por uma linha tripla nos diagramas: é a identificagao de uma
singularidade (linha dupla) com um infinito conforme .#* (linha simples).

Note que ¢é fundamental que g+ seja tipo-espaco, o que é garantido por cons-
trugao pela transformagdo da matéria sob a DFE (ver item 8.2.2 do §8.2.2): o
big-bang de </ é uma fase de expansdo desacelerada para que a singularidade
seja tipo-espaco; esta fase é mapeada pela dualidade numa fase final de expansao
acelerada de &/ , 0 que leva a um infinito tipo-espago. (Ver §2.5.3, em particular
a Fig.2.4.) Isto é valido mesmo se &/ for desacelerado durante toda a sua vida

178



conforme, que é entao, infinita, com Z+ nulo mas S+ tipo-espago e os diagra-
mas duais sao do tipo mostrado na Fig.8.3. No que segue, nosso interesse serd em
universos com duas fases de aceleracao, comecando com aceleracao negativa, de
forma que tanto .#* quanto a singularidade sao sempre tipo-espaco nos dois uni-
versos, como mostrado na Fig.11.1. A duragao conforme, Eq.(8.30), é invariante
sob a DFE, cf. Eq.(8.31).

Em resumo, a transformacao de dualidade

a(n) = ¢*/a(—n), com n e (0,7y) (11.6)

mapeia &7, com 7 € 0,7n¢, em um universo o antes do big-bang, com 7 € (—ny,0).

11.2 Dualidade do fator de escala enquanto uma
transformacao de Weyl

Sejam o e o dois universos como os da secao anterior, ambos tendo duas fases
de aceleragao, com inicio em expansao acelerada e fim em expansao desacelerada.
Vamos chamar &/ e o de ‘aeons’ , por serem eternos no tempo césmico t € (0, 00),
apesar de finitos no tempo conforme n € (0,my).

O aeon futuro é o espago-tempo (.//Z ,&), e o aeon passado o espago-tempo
(//Z ,&). Ambos sao espagos de FLRW, e vamos considerar se¢oes espaciais planas,
com elementos de linha

ds* = a*(n) (—dip®> + dx?), e d§* =a*(n) (—di* + dx?). (11.7)

As variedades .# e .# sdao ambas subvariedades disjuntas de uma mesma ‘varie-
dade suporte’ .. Para métricas do tipo (11.7), .# é R* com 2° = n € [—n;, +1y],
e (A ,g) é Minkowski, com g, tendo elemento de linha

ds* = —dn? + dx>. (11.8)

Por outro lado, em .#, ) =1 € (0,7m¢), e em M, H=n € (—ny,0). A superficie
de transigao (11.5) liga os dois aeons, e assim

M= ML UM

Com isso, a menos de uma constante multiplicativa, podemos escrever as métricas
da Eq.(11.7) na forma

(1) = L) (7) 5 G (7) = W () g (),

11.9
com € ., (11.9)
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e onde, seguindo (11.6), definimos

La(n —c/a(n) =—-Xa(-n); n>0
wn)=4q° 1(v> e Qn) = V/ ( >_ LS ( ) . (11.10)
—a(=n) c/a(—n) = 3 a(n); n<0
Os fatores de ¢ sao inseridos para que, por construgao,
Qz)w(z) = —1, (11.11)

enquanto os fatores de escala sejam duais. Por exemplo, para n > 0, temos

—1=w(n) x Qn) = % aln) x (—a(-n)).

O sinal negativo no lado direito da Eq.(11.11) garante que a funcdo w(n) seja
continua em 1 = 0, onde w(0) = 0, como na Fig.11.2. Repare que desenhamos
w e  divergindo para algum 7, finito, que é o caso que nos interessa, mas a
construgao (11.10) funciona no limite ny = oo, em que, por exemplo, o 6 sempre
desacelerado e o7 sempre acelerado.

nr

Figura 11.2: Fatores conformes definidos em (11.10).

*

A origem conforme da transformacgao da matéria na DFE

A transformagao especifica da matéria na DFE, Eqgs.(8.15b) e (8.15¢), é con-
sequéncia da transformagao de Weyl (11.9) com a imposi¢ao das Equagoes de
Einstein em ambos &7 e 7.

Podemos ligar as métricas dos dois aeons diretamente:

ds® = w? Q0 2ds* = QO ds?, (11.12)
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e ao se relacionar as métricas de &/ e &/ pelo reescalamento conforme g,, =
Q29,., a condi¢do de que valham as equagoes de Einstein separadamente para

ambas g, e g, fornece uma ligagao entre os tensores de energia-momento T ww €
1,, dada pela Eq.(7.16), viz.

. . 4 o 4 (. 2 . . 11.13

VoV, w—-—V,V,m+ — (Dw — = §*V,@ vﬁw> guf )
w w w

Vé-se na Fig.11.2 que o campo escalar @w = —w atravessa de maneira suave a

fronteira entre acons. Em o7, a definigao (11.10) da

La(n). (11.14)
Com a métrica na forma de FLRW, podemos calcular as componentes de ®,,, e
encontrar como se relaciona a matéria em < e &7 de maneira explicita. Para isso,
precisamos de alguns resultados. O primeiro termo de ®,, s6 nao se anula na
componente 00, para a qual Vyw Vow = (')?, onde ' = dyf = 0f/0n. Usando
as usando as conexdes da métrica (2.6), vé-se que a derivada covariante dupla

w=—

V,ﬁyw = 0,0, — f?waow,
tem componentes nao nulas
VoVow =@ — (@ /a)w’,  VViw = —(d'/a)w.
Com z° = 1, o operador de Laplace-Beltrami
0= =0u(V/=90") = #0, (a'9") = 9,0" + £ = 0, (a >0 9,) + L™,

fica
0= Ln"0,0, — 20,

a2

e como homogeneidade e istropia impoem @ = w(a?),
Por fim,

Com tudo isso, se obtém

7\ 2 " < " <1 2
4 8
oy = 4 (2) F e <_Tgw_ _812+3w2) ).
a® w a w

w w a w
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ou seja,

Oy = —12(w’ Jw)? +12(d' /a) (& | w). (11.17)
Usando a Eq.(11.14) para w, temos d@'/a = ¢’ /¢, donde

As outras componentes possivelmente nao nulas de @, sao os outros elemen-
tos de sua diagonal; para estas, o primeiro termo é nulo, e ficamos com

. . N\ 2
a/ wl 4 w// CL/ w/ 8 w/Z 5 CL/ w//
Qjj=d——+ |5 — 8z -+t )" =4~ ——|.
a w a? w @ww  aw a w
(sem soma sobre os indices repetidos) onde usamos mais uma vez a'/a = @' /w.
Como w” = —%ELII, temos por fim

Py = 4(d'/a)* — 4(a" /a). (11.19)

(Sem soma sobre os indices repetidos.)

De posse destes resultados, podemos calcular a relacao entre as pressoes e
densidades dos fluidos dos dois aeons, usando a Eq.(11.13), e lembrando que os
T,, tém componentes (2.16a). A relacao entre as componentes 00 é simplesmente

p. (11.20)

Too = Too, ou seja, a

Ja as componentes espaciais ficam

A expressao em parénteses é a contribuicao de ®;;. Agora, o fator de escala satisfaz
as equagoes de Friedmann (2.28), e usando a Eq.(2.28b), temos a igualdade

a’P = a*P +2a* (P + 1p),
que, reorganizada de maneira mais simétrica com o auxilio da Eq.(11.20), fica

a* (3P + p) = —a*(3P + ). (11.21)

XKk

As férmulas (11.20) e (11.21) sao as transformagoes da DFE, Eqs.(8.15b) e
(8.15¢). O que mostramos aqui pode ser descrito da seguinte forma: o campo w,
correspondente a geometria do universo de FLRW o , atua no universo dual o
de maneira a mudar o sinal da aceleracao. Em particular, se em .« hd uma cons-
tante cosmolégica pura, o campo w correspondente tem em o comportamento
de radiagao. Pode-se usar o argumento inverso: a DFE descreve a constante cos-
molégica como sendo efeito do campo w correspondente a radiagao. De forma
mais geral, qualquer “energia escura” violando a Condicao Forte de Energia pode
ser descrita dessa forma em termos de matéria “comum” que satisfaz a CFE.
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11.3 A dualidade do fator de escala como uma
cosmologia conforme ciclica de FLRW

Toda a discussao do §11.2 acima é muito préxima do formalismo descrito no
Capitulo 7 para a Cosmologia Conforme Ciclica. Na realidade, o que fica claro,
em particular com o §11.2, é que a dualidade do fator de escala no tempo conforme
é uma realizagao dos principios basicos da CCC em universos de FLRW. A maioria
das questoes fenomenolégicas da CCC nao pode ser abordada com a geometria
idealizada dos espacos homogeéneos e isotrépicos. Por exemplo, a Hipdtese da
Curvatura de Weyl é satisfeita de maneira trivial. O fenémeno mais relevante aqui
¢é a simples existéncia de modelos pré-big-bang assintoticamente de Sitter ligados
ao big-bang por uma superficie de transicao conforme 2. Das hipdteses da CCC,
além da existéncia de 2 e da relagao reciproca (11.11), podemos ainda analisar
a ‘hipétese da massa-de-repouso suprimida’ (HMRS), descrita na Eq.(7.8).

*

A hipdtese da massa-de-repouso suprimida

Desejamos escrever V,w Viw = ¢g"V,w V,w como uma expansao em w.
Aqui, de acordo com (11.8), g,, é a métrica de Minkowski e sendo w, dado pela
(11.10), fungao de n apenas, entao

V,uw Viw = —L(d'(n))?, paran > 0. (11.22)

C

Usando a primeira das equagoes de Friedmann, (2.28a) (com K = 0), temos

VuwVtw =—La*p n>0. (11.23a)
N2
J& para n < 0, temos V w VFw = —¢? <22((7177))> , ou seja,
VawVhio = - p <0, (11.23b)

A HMRS (7.8) é de que
VuwViw = -1+ (2 — Q)w? + Ofw?], (11.24)

com () constante, i.e. nao existe o termo linear na expansao. Para w dado por
(11.10), a hipdtese acima se 1&

Vw Vi = =1+ EDa2(n) + 0lad(n)); 7 >0, (11.25a)

c2

VuwViw =—1+c2-Q)a*(n) +0[a3n)]; n<0, (11.25b)
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e, comparando estas com as Eqgs.(11.23), obtemos uma condi¢ao sobre as densi-
dades de energia nos dois aeons nas proximidades da superficie de transicao:

p=3ca"'+3(Q—2)a>+0[a""];

p=3+3(Q-2)a~" +0[a. (11.26)

Ou seja, o inicio de & é dominado por radiacao,

prla’, com pp=3c%

Q

K
o final de & é dominado por uma constante cosmoldgica,
prpr, com =3/,
estando as densidades, portanto, ligadas como determina a DFE, (8.20), viz.
= pr/pa. (11.27)

Note que, implicita na escolha de —1 para o termo de ordem zero na expansao
(11.24), esté a condicao de normalizagao de J,w em 2, i.e. ¢" 0w Ow|zy = —1.
Como se vé de (11.27), esta condigao fixa o valor da constante cosmolégica A=
3/c?. Para ser mais geral, defina

N, = f 0w, com f=3/pn)Y? = (3pr/cH)Y?, (11.28)
onde assumimos (11.27), e imponha uma versao equivalente da HMRS:
gu NFNY = —1 — %ELQ — %63 - %d4 + 0[a"] paran >0

. (11.29)
guNFN" = —1— 242 - L33 - L4714 0[a"] paran<0

supondo que as poténcias sejam todas inteiras ao menos até ordem 4. Comparacao
com (11.26) mostra que as densidades de energia tém a forma

p=pra *+poca?+pppat 4

R o o 11.30
A T+ CCL72+pMCL3+,OR(Z4+"' ( )

>

p=

Com a condi¢do de normalizagao de N* (e nao de d,w diretamente), o fator f?
em (11.28) introduz uma relagao entre os coeficientes:

Q2 = pc/pr, Qs =ppp/Pr. Q1= c*pr/pr,
e Q2=c"pc/prn, Qs =c"pu/pr, Qi=c"pr/pa.
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Assumindo que sejam universais, i.e. que Qo = @2, Q3 = Q3 e Q4 = (4, entao se
introduz, em conjunto com (11.27), as seguintes relagoes entre as densidades dos
tipos de matéria em cada aeon,

pep/iv =2, po/pe =1. (11.31)

A primeira dessas equagoes ¢é a transformacao da DFE para o par de fluidos duais
Poeira-Paredes de Dominio, Eqgs.(8.21). A segunda das equagoes mostra que se
hé um géas de cordas com densidade relativa pc em o . ele passa para &7 com a
mesma densidade. (Newman (2014) fixa Q)3 = 0, logo impde a auséncia de um
gas de cordas no inicio e final dos aeons. Uma expansao similar das densidades
em componentes de fluidos perfeitos foi encontrada por Meissner & Nurowski
(2015).)

Conceitualmente, o detalhe mais importante de (11.30) é que nao existe, no
inicio de &7, um fluido de poeira/matéria-escura. Vem dai a motivacao para a no-
menclatura: a hipotese da supressao da massa-de-repouso equivale a inexisténcia
do termo p ~ a3, i.e. ndo hd matéria barionica no inicio do universo. As ex-
pansoes (11.30) mostram que (na presenca apenas de poténcias inteiras do fator
de escala) os fluidos perfeitos permitidos no final do aeon o sdo todos os possiveis
no modelo padrdo: constante cosmoldgica py, poeira/matéria escura fria pys e ra-
diacao pg, incluindo também, possivelmente, um gas de cordas pc. Ja no inicio
de 7, $6 estdo permitidos radiacéo, o mesmo gés de cordas, e um gés de paredes
de dominio ppp. Se valem as relagoes (11.31), este ultimo esta ligado diretamente
a presenga de poeira/matéria-escura em o , e ppp = 0 se e somente se py; = 0.

A condicao de que haja apenas poténcias inteiras na expansao (11.29) é des-
necessariamente restritiva. Considere um gés de Chaplygin preenchendo .7,

p=a*(D+ Ba")"".

(11.32)
A autodualidade faz com que em o haja um fluido do mesmo tipo, com diferentes
valores de D e B. Na vizinhanga de 2~ temos

1—

pv — Dl/(sd—ﬁl + BD(STB d—4(1—5) + O[d_4(1_26)}, (1133)

logo para § > 1/2 a condigdo de supressao da massa-de-repouso é obedecida.
Para § = 1/2, temos uma série de fato igual a (11.26), com um termo ~ a2, e
Q=2+ BD%&/%. Se 6 > 1/2, a expansao nao é exatamente da forma (11.26),
podendo inclusive contar com poténcias irracionais de @; porém a caracteristica
desejada de que ¢"9,w J,w ~ —1 até ordem superior a w? fica preservada. Note,
por outro lado, que impondo ao gas de Chaplygin que a expansao sb possua

potenciais inteiras leva a uma restri¢ao sobre os valores de ¢, viz. § = 1/2, 3/4
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ou 1. Em particular, para § = 3/4, temos um modelo curioso. Na vizinhanca do
big-bang temos radiacdo e paredes de dominio, porque p = pr/a* + ppp/d, mas
para @ suficientemente grande, surge uma contribuicao de poeira, p ~ pp+par/a>.
Isso é uma ralizagao perfeita da HMRS: por motivos ébvios, deve haver matéria
bariénica em <7, ela deve ser suprimida apenas nas proximidades do big-bang.

11.4 Extensoes ciclicas de cosmologias duais

A construcao do §11.1 se extende para uma sequéncia infinita de aeons duais.

No espago-tempo suporte (Z,g) = M (1) particione o eixo temporal € R
em infinitos intervalos I; = [(j — 1)ny, jny], com j € Z nimeros inteiros. Sobre
um intervalo, digamos I, defina o fator de escala a1(n;), solugao das equagoes de
Einstein para o fluido com equacao de estado w;, com duragao conforme finita 7y
e com 7n; € I;. Nos intervalos adjacentes, Iy, defina as solugoes duais, e assim
por diante. A sequéncia de aeons .27;, caracterizados por

dy =A{a;(ny); ny €(G— g, gngl;  J € Z}, (11.34)

e mostrados na Fig.11.3, tem cada fator de escala a;(7;) se relacionando com seus
adjacentes por

c? c?

. yoai—1(Nj-1) = . , (11.35
a;j(2jny —nj1) T 7 (1) a;(2(5 — 1)ny — nj-1) ( )

aj+1(77j+1) =

como na Fig.11.3(a) e as densidades e pressoes dos fluidos

aipj=ai, piv1, a;(3P 4 p;) = —a; (3P + pin

(11.36)
wj -+ ij = —

),
2
s
Ao fim de cada intervalo I; temos uma superficie de transigao

2; = {a;(jng) = 00 ~ a1 (jng) = 0},

marcando o fim de «7; e o big-bang de ;.

Na Fig.11.3 vemos alguns aeons da sequéncia infinita, tanto o comportamento
do fator de escala, Fig.11.3(a), quanto um diagrama de Penrose, Fig.11.3(b).
Neste ultimo, vale notar que quanto mais distante da da linha central 2y, a area
correspondente aos aeons .o7; diminui por causa da geometria conforme (préximo
as bordas do diagrama hd uma compressao das distancias), mas todos tem a
mesma durac@o 7y no tempo conforme, como indicado na Fig.11.3(a). Apesar
da sequéncia ser infinita, a simetria Z, faz com que haja, de fato, apenas duas
solucgoes distintas, infinitamente repetidas. Isto é,

a;(n;) = ajr2(Nj+2) YV j, com  p; = pjia,  etc. (11.37)
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=20 Lo
(a) (b)

Figura 11.3: Sequéncias de aeons. (a) Evolucao dos fatores de escala 7;(a;).
Pontos ligados pelas setas sao diretamente mapeados pela DFE. (b) Diagrama de
Penrose de diversos aeons consecutivos.

Como um exemplo concreto, tome o caso simples de um gas de Chaplygin
(11.32) com § = 1/2:

p=(vpr+ vora?). (11.38)

(Este exemplo satisfaz a hipdtese da massa suprimida como visto acima.) E trivial
integrar o fator de escala diretamente de (9.28); para o aeon %, com big-bang
em 7, = 0 e argumento no intervalo I; = [0, 7], temos

ar(m) = (PR1/pA1)1/4 tan (%771/77]0) ;

onde 1y = 37/2(pr1 pa1)/*. Com a Eq.(11.35), podemos encontrar os aeons

adjacentes, por exemplo

ao(mo) = ¢ (par/pr1)"’* cot [—Zno/ns] = (pro/pao) " tan [Z(mo +ns) /ny]

onde usamos a identidade tan(x £+ 7/2) = — cot & = cot(—z) na ultima passagem
e a relagdo (9.20b) entre as constantes. Sendo o fluido autodual, a diferenca
entre as solugdes adjacentes estd meramente na redefinicdo das constantes, e
no deslocamento do intervalo de 7, levado a cabo pela adi¢cao de 7y na tltima
igualdade. E til usar a ao(no) para determinar o préximo aeon, 27_1, e mostrar
que a—; = ai, com o dominio do fator de escala deslocado de —2n;. Mais uma

187



vez usando (11.35), temos

2

(n-1) -
a—l ’)7_1 == ==
ao(=n-1 — 21y)
T (n_1+2
= (PR1/PA1)1/4 tan [_5(77117—]0771‘)] = (pRl/pA1)1/4 tan [51-1/n5]

como esperado.

*

Paisagem de aeons parcialmente duais

A simetria Z5 responsavel pela repeticao eterna de apenas duas solugoes, ex-
pressa em (11.37), é consequéncia de se manter constante em todas as operagoes
de dualidade o parametro ¢ na inversao do fator de escala, como demonstrado
no §9.6. Desejamos construir uma cadeia em que cada aeon seja ligado ao seu
adjacente por transformacoes de dualidade com diferentes valores de ¢. Vamos
considerar aqui somente o caso de fluidos parcialmente autoduais, em que vale a
discussao do §9.6.2, e sera suficiente analisar o caso mais simples da composicao
de radiacao e constante cosmoldgica, cujos parametros denotaremos por

pla) = A+ R/a". (11.39)

A atuacao de uma transformacao de dualidade sobre os parametros A e R é
dada pela Eq.(9.62), com w = 1/3:

(f) - @ - (004 o) (f) - (11.40)

Por conta da simetria SO(1,1) no espago dos parametros, o produto RA é um
invariante sob g., para qualquer ¢; por sua vez c fica determinado pelas razoes
ct = R/A = R//N\. Sejam R; e A; os parametros de uma solucao, e aplique uma
série de transformacoes gi2, @23, @34, €tc. com

_ 0 Ci n+1 Rn1) Ry
Onntl = <C;,i+1 0 ) e <An+1 =g12° 023 934" Onntl A (11.41)

Nas linhas do que foi discutido no §9.6.2, as operacoes g, 11 Sa0 Uma composicao
de um reescalamento e uma inversao, e s6 atuam como uma inversao do fator de
escala a; para n par. Em particular, g, ,4+1 nao formam um grupo como no caso
de c fixo. Entretanto a duragao conforme de cada aeon é, por construcao, sempre
a mesma independente do valor de ¢, e assim é possivel particionar a reta real
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e construir uma sequéncia de aeons como na Fig.11.3, com a diferenca que os
parametros das solugoes nao se repetem.

Forma-se, entao, uma paisagem (um “landscape”) de universos com diferentes
valores das constantes césmicas, sempre relacionados aos parametros do universo
que o precede, e tais que

RiAy = RoAg = -+~ =R\, =

11.42
€ Ci,n+1 = Rn/An—H = Rj+1/An~ ( )

11.5 Entropia de Gauss-Bonnet na superficie de
travessia

Um dos objetivos principais da CCC é zerar a curvatura de Weyl no big-bang,
e com isso explicar a baixa entropia inicial do Universo, e a seta do tempo. No
contexto de espacgos de FLRW o tensor de Weyl se anula ab initio, e a principio
no ha como discutir a questao.

Desejamos aqui discutir a questao da diferenga de entropia entre acons a partir
de outro ponto de vista, tomando como medida a entropia generalizada (5.36),

S = zllAH + Sfluidoa (11.43)

onde Ay = 4n/H? é a 4rea do horizonte aparente. A parte nao-geométrica de
S escrevemos como sendo devida a presenca do fluido preenchendo o universo;
na vizinhanca da travessia, a contribuicao relevante é a de Ay. Considere uma
transicao &, — @ entre dois aeons duais consecutivos. A superficie 27, tem
duas faces; no fim de @7, a entropia é a de dSy,

gl :ﬂ-g%ﬂl? (§ SQIO

¢ a entropia no inicio de %, onde o horizonte aparente possui darea nula. Uma
entropia exatamente zero é certamente nao fisico, mas isso é efeito da aproximagcao
de avaliarmos a area exatamente na singularidade. Essa perda de entropia na
passagem entre aeons ¢ fundamental para evitar o paradoxo de Tolman: se a
entropia sempre cresce entre os aeons, entao ela deve ter um valor nulo em um
“aeon primordial”, que poderia ser interpretado como o “inicio do universo”; o
problema da existéncia de um big-bang é entao apenas jogado para tras no tempo.

A discussao da diferenca de entropias entre aeons fica mais rica com a in-
troducao de um termo de Gauss-Bonnet na acao gravitacional. Como observado
no §5.2.3, essa correcao ¢ esperada e, apesar de nao afetar a dinamica, introduz
uma constante na entropia do horizonte aparente, que fica

S =802 1T 2. (11.44)

n
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Se A < 0 (como sugerido pela teoria de cordas), ha um valor minimo para a
entropia, e mesmo sobre a singularidade onde ¢ = 0, temos Sgp = 15;;2 A2 >
0. Assim, cada aeon comega com uma “entropia primordial”. Vamos considerar
uma sequéncia de aeons duais 7, como no §11.4. H4a entao duas possibilidades:
a) considerar as diferencas de entropias entre aeons, e b) considerar a entropia

total nas travessias.

(a) Consideremos diferencas A;;S entre as entropias (11.44) de cada aeon. En-
tre o/ e o7, a perda de entropia ASy = (S — 9) 4, fica dada por

— 2 Ay S = 870y + 167 A(Copy — Loppa)- (11.45)
Uma possibilidade é impor continuidade, escolhendo

2
Cop

2(£%;B|2 - géB\l)’

Nesse caso o proceso de transi¢ao é (nesses termos) adiabético. Repare que
na travessia seguinte o — &%, como 2% é idéntico a o7, temos —?AgS =
82051y + 16T MG 512 — Capp ), € a escolha (11.46) leva a

A= — entdo ApSe = 0. (11.46)

—A325 = 87'('2(6%_”2 + €%|1)/%2

Como AS < 0, hd um ganho de entropia na passagem entre aeons, propor-
cional as entropias dos horizontes de eventos finais. Na transicao seguinte,
Ay3S volta a se anular, e assim por diante. Em média, portanto, a entropia
cresce ao longo da cadeia; como mencionado acima, essa construcao leva
inevitavelmente a uma transicao no passado onde a entropia assume um
valo minimo antes de se tornar negativa.

Uma construgdo com o mesmo espirito pode ser feita da seguinte ma-
neira. Considere uma “transicao primordial” onde, digamos, {gp = {p;. A
Eq.(11.44) d4 a entropia primordial Sy = 87%|)\|. (Lembre que »?* = 2/(2,.)
Imagine que cada aeon seja autodual, logo

Cap = Lup =Ly = ly.

Entao faga a entropia aumentar em quanta discretos de Sy em cada transigao,
impondo que no aeon <7; o valor de (g seja EQGBU = (j+1)¢%,. A perda de
entropia entre cada aeon é sempre

DS = 806/ B) — S0 = 3Gy — MR,
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e podemos ajustar |\| = £2,/¢%, de forma que se tenha AS = 0 em todas as
transicoes. Apesar das transicoes “adiabaticas”, a entropia sempre cresce
em cada aeon o7, desde (j + 1)Sy até (j + 1)Sy + 87203, /5.

E bom enfatizar que essa discussao é puramente qualitativa. Por exemplo,
se £y corresponde a constante cosmoldgica atual, o acoplamento do termo
de Gauss-Bonnet especificado acima ¢ enorme, |\| = (3, /(%, ~ 1022,

(b) Como foi dito mais acima, a existéncia de um aeon primordial “recria” o
problema do big-bang. Na CCC, ha uma destruicao da entropia ao fim de
cada aeon, e 0 aeon seguinte comega com entropia muito baixa. Considere-
mos entao a soma das entropias em uma transicao ot — %,

#5128 = 8m U5y, — 167 N((gp + (o) (11.47)
Se A > 0, é possivel eliminar a entropia de dS4 com o termo de GB, fazendo

2
gH\l

(G + Cpp)

A= 5 logo Y125 =0.

Na passagem seguinte, entretanto, 23,35 = 8#2(6%{'2 — K%m). Assim, em-
bora a entropia cresga, se £p2 > £p; hd sempre uma perda nas transicoes,
e periodicamente a entropia se anula por completo. Note que, em aeons
autoduais, como (g = {g1, temos X935 = 0, ou seja: a entropia total em
todas as transicoes se anula.

Repare que assumir A > 0 leva imediatamente a um limite inferior para
a area do horizonte aparente, algo tipico da gravitacao de Gauss-Bonnet,
como se vé da Eq.(11.44): (3, > 2)\l% ;. Com a escolha para ) feita acima,
isso da 2 p

GBlj “H|1

@, > OBy THL
|7 2 2
Capn T Gpp

Em o7, a desigualdade é trivialmente satisfeita, enquanto em .@% ela leva a

condigio 1+ (35, /le.10 > L3/ Chpp» que em universos autoduais também
é trivial.

11.6 DFE vs. CCC

Vale recapitular, enfim, as semelhancas e diferencas entre a DFE e a CCC pro-
posta por Penrose.
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Pré-big-bang e superficie de travessia conforme: A DFE da origem naturalmente
a um universo em expansao antes do big-bang, com uma duracao infinita
no tempo césmico (por isso chamado de um ‘aeon’), mas finita no tempo
conforme (se apds o big-bang desacelerado a evolugao entra em uma fase
final acelerada). Os fatores de escala efetuam uma transformacgao conforme
entre uma ‘métrica de transicao’, plana e nao singular, e as métricas de
FLRW de cada aeon. Os fatores conformes respectivos, ligados pela dua-
lidade, satisfazem a hipdtese reciproca de Penrose (7.3), que coincide com
(11.11). A superficie tipo-espago onde a™! = a = 0 (ou Q! = w = 0)
pode ser interpretada como uma transi¢ao conforme entre aecons. Esse é o
esquema geral da proposta da cosmologia conforme, que, portanto, encaixa-
se naturalmente a DFE.

Hipdotese reciproca: A simetria conforme da CCC s6 aparece na transicao entre
aeons, no fim de « e no inicio de o/ , quando toda a matéria presente
no Universo (supostamente) se torna sem massa. Nessa vizinhanca n €
(—¢,¢) ao redor da superficie 2 = {n = 0}, as métricas do tipo f*(z)g,.
constituem uma sé classe conforme associada a métrica de transicao nao
singular g, e o fator conforme de o fica determinado pelo de &/ através
da hipétese reciproca w = —1/Q. Longe de 27, e.g. na fase dominada por
poeira, a simetria conforme é quebrada, e a dinamica é independente das
transformacoes da travessia.

A DFE esta restrita a universos FLRW, e a hipdtese reciproca entao se
traduz na inversao dos fatores de escala. Mas como o fator de escala é
uma tnica fungao de uma tinica variavel completamente determinada pelas
equacoes de Friedmann, sua inversao na vizinhanca de 2~ determina toda
sua evolucao ao longo do aeon. Em outras palavras, enquanto na CCC
a hipdtese Qw = —1 sé vale para || =~ 0, na DFE ela vale para todo

n € (=g, +ny).

‘Ciclos’: Penrose assume que todos os aeons possuam o mesmo valor para a
constante cosmoldgica, e o mesmo tipo de matéria: os fluidos do modelo
padrao cosmologico, mais algum campo que seja responsavel pela dinamica
da transicao. Por isso o ‘ciclica’ da CCC. Considerando que o universo
de FLRW na DFE se inicie dominado por radiacao e termine com uma
constante cosmoldgica, vimos que, em primeiro lugar, nao é necesséario que
a constante cosmolégica do acon dual apresente o mesmo valor, embora isso
possa ser ajustado pelo parametro c. Além disso, a excessao da radiacao
e constante cosmoldgica, o conteido material “intermediario” pode diferir
entre aeons vizinhos. Em particular, no aeon dual ao modelo ACDM a
matéria escura é substituida por um gas de branas, e nesse sentido o modelo
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ACDM nao é “ciclico” quando usamos a DFE. Ou seja, para obter aeons
ciclicos é necessario que cada um seja autodual; no minimo, parcialmente
autodual: nesse caso, héd diferencas entre valores dos parametros (e.g. A),
mas as espécies de fluidos sao sempre as mesmas.

Transformacdo da matéria: Apesar do que foi dito no ponto anterior, os resul-
tados do §11.2 mostram que a transformacao especifica da matéria na DFE,
com w = —w — 2/3, pode ser encontrada seguindo o mesmo procedimento
usado para a CCC no §7.2. Ou seja, apesar de nao fornecer, necessaria-
mente, aeons ciclicos, a DFE pode ser vista como uma realizacao da CCC
em universos exatamente FLRW.

Entropias: A abordagem para o problema da entropia proposta por Penrose
(ver, e.g., Penrose (2007)) difere drasticamente da nossa. Em primeiro lu-
gar, Penrose assume que o horizonte cosmoldgico de dS; nao esta associado
a qualquer entropia: a entropia gravitacional se resume a de buracos ne-
gros e a alguma quantidade associada ao tensor de Weyl (ver §5.4.2). Em
segundo lugar, ele assume que a singularidade de um buraco negro destro:
informacao, e apdés uma evaporagao completa a entropia codificada na area
do horizonte desaparece. Esse é o mecanismo de “reducao do espaco de fase”
em o que permite que o7 se inicie contendo baixa entropia e satisfazendo
a Hipotese de Curvatura de Weyl.

Nés fazemos suposicoes completamente diferentes. Assumindo a validade
da segunda lei generalizada para a cosmologia, a entropia do universo que
termina sua vida assintoticamente d.S; é ditada pela constante cosmoldgica.
Conjecturamos que a mudanca de entropia entre um aeon e o seguinte é um
fenomeno que ocorre na superficie de transicao, e descrevemos algumas pos-
sibilidades ilustrativas usando um termo de Gauss-Bonnet, mas o assunto
permanece em aberto.

Em resumo, a nivel de um universo completamente homogéneo e isotrépico,
os universos pré-big-bang obtidos com a DFE sao perfeitamente compativeis com
a CCC. As possiveis diferencas surgem ao se introduzir flutuagoes lineares, e em
como estendé-las através de 2.
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Capitulo 12

Flutuacoes em universos duais e
inflacao antes do big-bang

No 1ltimo capitulo, mostramos como a Dualidade do Fator de Escala no tempo
conforme pode servir como principio de construgao para um universo antes do
big-bang. Sejam o e o os espacos-tempos correspondendo a universos duais
pos- e pré-big-bang, respectivamente, conectados pela superficie de transicao

Z ={(a=0o0)~(a=0)} (12.1)
(Eq.(11.5)). Se & ¢ assintoticamente dSy, com a energia dominada por uma
constante cosmoldgica positiva, o big-bang apds a transicao ocorre em uma fase
de radiagao. A hipotese a ser explorada neste capitulo é de que a fase acelerada
no fim de o7 possa servir como substituta para o que seria a inflacio usual de <7,
atuando como uma “inflagao antes do big-bang”. Nesse caso, 2 faz o papel de
uma superficie de reheating. Fisicamente, a prépria existéncia de um aeon antes
do big-bang s6 faz sentido se algum tipo de informacao “atravessar” 2 . Caso
contrario, o e o s3o apenas dois modelos cosmolégicos com certas propriedades
mutuas, porém disjuntos: nem hé por que dizer que um esteja “antes” do outro.
Nosso objetivo é analisar se e como as flutuagoes em o podem ser estendidas
até o7, e quais as caracteristicas das flutuacdes nesses modelos inflaciondrios
construidos a partir da DFE.

12.1 Continuidade dos modos das flutuacoes en-
tre aeons

Para descrever de maneira geral as flutuacoes lineares, consideremos um campo
escalar livre ¢(x) sobre o espago-tempo de FLRW. A equagao de movimento é

¢ +2(d' Ja) — 02 =0, (12.2)

194



junto com as equagoes de Friedmann. Nessa equacao, ¢ pode ser um dos modos
de polarizagao das ondas gravitacionais, Eq.(4.22), ou a flutuac¢ao do inflaton no

calibre plano; com a substituido por z = a¢/H, temos a equacio de Mukhanov-
Sasaki (4.38) em que ¢ equivale a varidvel de Mukhanov v = 2zR. Em uma
evolugao com lei de poténcias, em que a ~ 1~ para « constante, z = constante xa
e a equagao de Mukhanov-Sasaki se reduz diretamente a Eq.(12.2); note que isso
acontece para fluidos perfeitos, em que, de acordo com a Eq.(2.38),

a = = constante, e ¢?2/H2 =(14+w)p/H? = @ (12.3)

2
(1+3w)

¢ uma constante independente de k.
Também nos interessa a fungao f(z) = a(n) p(z), cujos modos de Fourier
obedecem

W+ [k* = (d"/a)] fe = 0. (12.4)

Essa é a equagao de um oscilador com frequéncia varidvel w?(n) = k*—C(n), onde
C = d"/a, e se pode quantizar a variavel f; da maneira canonica. Num regime em
que a variagao de C'(n) é muito menor do que a frequéncia, i.e. que C'/C < w, o
oscilador f; sente o efeito da mudanca de frequéncia muito lentamente, e se pode
definir um ‘vacuo adiabatico’ como sendo o vacuo usual do espaco de Fock de um
oscilador com frequéncia w. Se o fator de escala obedece a lei de poténcias

afa. = (n/n.)*

a Eq.(12.4) tem uma solugao exata bem conhecida. Ela se resume a
a(a—1
MRS [kz Gl 7 )] Jr =0, (12.5)

e com a substituicao f = \/fu(n) temos

nu" +nu' + (=1 —ala—1) + k*n*) u =0,

isto é, uma equacao de Bessel com indice 12 = 4 (o — 1) e argumento kn.
Entao escrevemos a solucgao geral de (12.5) como
fe(n) = Ax /knHD (kn) + B/ knH (kn),
(12.6)
v=—a+1/2.

O indice ¢ solucao da equagao % +a(a—1) —v? = 0. A solugao para o fator de
escala dual se obtém fazendo o — —a, logo

U4+v=1. (12.7)

195



A escolha das fungdes de Hankel (e nao de Bessel) como base das solugoes se deve
ao fato de que, no limite kn > 1,

2
HD® /7'('_]{3?7 exp [ =+ (ikn — ie,)], (12.8)

onde €, é uma fase independente de kn. Logo a decomposicao em ondas livres
no regime adiabatico fica explicita. A condicao de que s6 haja particulas com
frequéncia positiva, fixa Ay = 0.

Estamos interessados no comportamento das solugoes no limite oposto, quando
kn = 0, na vizinhanca da travessia entre aeons. Voltemos a flutuagao ¢ = fi/a,
cujo comportamento para um fator de escala qualquer pode ser determinado a
paritr dos limites da Eq.(12.2). Sua transformada de Fourier,

2
d(gn)ﬂpk + 2<CLH/]€)%% +¢r =0, (12.9)

é a equacao de um oscilador amortecido, e o comportamento das solugoes de-
pende da intensidade do termo de amortecimento, controlado pelo coeficiente
(k/a)~'/(3H™'), razdo entre o comprimento de onda fisico do modo k e metade
do raio da esfera de Hubble, que delimita a regiao de dominio causal. Assim, se
o comprimento de onda é muito menor do que o horizonte de Hubble, o termo
de amortecimento é desprezivel, f, se encontra no regime adiabatico e o modo
¢r(n) oscila livremente como por exemplo em (12.8); por outro lado, se a onda
¢ muito maior que a esfera de Hubble, partes da mesma onda se encontram in-
comunicaveis e a oscilacao deve ser congelada, o que de fato acontece devido a
dominancia do termo de amortecimento. Um mesmo modo pode ser congelado
ou descongelado com o passar do tempo, a depender da dinamica da métrica de
fundo, e da evolu¢ao de H(n) em relacao a kn. Para sermos precisos: fora do
horizonte, o termo de amortecimento domina e temos

kT 2(d'/a)g), = 0.

Esta equagdo tem duas solugoes; uma delas é a que discutimos, ¢} = constante,
e a segunda solucao pode ser verificada imediatamente: a solugao geral é

er(n) = @) + ¢ [ dna=?(n). (12.10)

Em um universo em expansao, a solugao nao-constante decai, e a solucao cons-
tante domina se o modo permanece por tempo suficiente fora do horizonte de
Hubble. Em outras palavras, as oscilagoes que saem do horizonte “congelam”; e
tém suas amplitudes preservadas.

O produto aH diverge em 1 = 0~ em uma expansao acelerada, e em n = 0%,
proximo ao big-bang de uma expansao desacelerada, portanto numa transicao
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entre aeons, no limite n — 0 todos os modos de Fourier estao fora do horizonte
de Hubble. Logo h& sempre uma solugao constante para (), dada por ¢}
na Eq.(12.10) em ambos os limites. Considerando que o universo acelerado é a
fase pré-big-bang de seu dual desacelerado, ha entao uma maneira 6bvia de se
estender as flutuagoes de um aeon para o outro: igualando os modos constantes
na transicao.

*

Radiacao e de Sitter

O exemplo mais simples é o par dual de um universo de radiagao precedido
por um universo de de Sitter. Em dSy, a = (—Hn)™!, e a Eq.(12.5) fica

i K =2/ fr =05
uma solucao é e*7(1 +i/kn) e outra seu conjugado complexo, logo
or(n) = A e®(1 —ikn) + A e~ *1(1 +ikn). (12.11)

A funcdo de Hubble é constante, e a razao aH/k é simplesmente 1/|kn]|, logo o
modo se encontra no interior do horizonte se |kn| > 1; a solu¢do acima é entao
uma combinacao de ondas livres. Para |kn| < 1, ¢ se encontra fora do horizonte
de Hubble. Expandindo a exponencial e**" ~ 1 £ ikn — k?n?, os termos lineares
se cancelam com a contribuigao de (1 F ikn), e temos

AE(1 Fikn)e®™ ™ ~ AT +iATED?,

como previsto pela Eq.(12.10). A solugiao nao constante, ~ (kn)® decai a medida
que 1 — 0 em direcao ao futuro infinito .#*. Em dS,; a expansao acelerada faz
com que os comprimentos de onda se estiquem e saiam, um a um, da regiao causal
(cujo raio fisico H~! é constante) no instante em que n = 1/k (como é costume
generalizado, ignoramos um fator de 2 na definigao de “saida do horizonte”). Em
7T todos os modos estao congelados.

O universo dual, pela DFE, é preenchido por radiacao, e tem a = n. A
Eq.(12.5) é simplesmente f{ + k*fy = 0, e portanto ¢x(n) = Bn 'e* +
By n~tem™*. A razdo aH/k é, mais uma vez, 1/kn, e, mais uma vez, os modos se
encontram fora do horizonte para kn < 1. Para encontrar a solu¢ao constante,
podemos escrever

wi(n) = Cy (k) (€™ — &™) + CF (k) 7 (€™ + 7). (12.12)

A fungao no primeiro termo é simplesmente 2i(senz)/z — 2i quando x = kn —
0. O segundo termo, C; (kn)~'(e*" 4 e~*1) ~ 2C," /kn, estd de acordo com a
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Eq.(12.10): de fato decai com o passar do tempo mas diverge no limite em que
n — 0, no big-bang.

Escolhendo as solugbes com modo constante em 17 — 0 nas Eqgs.(12.11) e
(12.12), e impondo continuidade em 7 = 0,

Afe*n(1 —ikn) + A e *1(1 +ikn), n<0
wr(n) = { e )+ A ) (12.13)

= —\ senk
(A + A7 )i, 0> 0
A dependeéncia em k dos coeficientes pode ser determinada impondo-se, no interior
do horizonte em dSy, em 7 — —o0, onde f; se comporta como um campo livre, a
normalizagdo com o produto interno de Klein-Gordon (4.54). O resultado é que

AF =/€L/2k, com € P —|&)P=1 (12.14)

Os valores relativos dos &1 parametrizam a escolha do vacuo inicial; escolhendo
apenas modos com frequéncia positiva £, =0, e

71/2671']{?71 i
o) = {(Qk) (1+ikn), 1<0 (12.15)

| (2k)Y2 senkn/kn, n>0

*

Lei de poténcias

Podemos voltar ao exemplo mais geral de uma poténcia arbitraria de n, assu-
mindo dois aeons &7 e &/ com fatores de escala respectivos

Q — A* - —0(7 < O
a(n) = {& B . ( dn) =, (12.16)
a = a.n", n>0

com o e & > 0. Assumimos « > 1, de modo que em 7 < 0 temos uma expansao
acelerada. Se a e @ sao duais pela DFE, a = a.

Considere um modo ¢x(n) que sai do horizonte no instante 7., < 0 na fase
acelerada de & , passa pela travessia para &7 em 1n = 0, e reentra no horizonte em
Nre > 0 durante a fase desacelerada. Para evitar expressoes desnecessariamente
desajeitadas envolvendo as fungdes de Hankel (12.6), é mais usar os limites as-
sintéticos da Eq.(12.4), com a seguinte aproximagao:

(2/k) 27" (n) exp(—ikn), N < Nex
Ay + B, ["dn/a? » 0

o= B /@), ler <1 <015 179
A+ By [T dn/a*(n), 0<n< N

(2/k)"2a (n)[c+ (k) exp(—ikn) + c_ (k) exp(ikn)],  nre <1
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que assume um vacuo simples (de Bunch-Davis) como condicao inicial no interior
do horizonte em 1 < 7., € usa a Eq.(12.10) quando o modo esté fora do horizonte.
Para cada numero (comével) de onda k, a saida do horizonte ocorre quando
k = aH; para (12.28), aH = «a/(—n), entao 1., = —a/k. A reentrada ocorre
quando mais umavez k = aH, e n,. = &/k. Podemos determinar o modo oscilante
final apds a reentrada no horizonte impondo a continuidade e derivabilidade de
@i nas transigoes.
Continuidade na saida do horizonte implica

(2/k})1/2€i = Akaem + Bka/ea; fnzez d,',//a2.

O limite inferior 7, da integral indefinida [ "dn/a* d4 a condicao de contorno da
solucao nao-constante fora do horizonte. Uma escolha apropriada aqui é especi-
ficd-la sobre a safda do horizonte, i.e. 1, = n,; assim [ dn/a* = fnne; dn/a* = 0,
e temos

Ay = (2/k)? ela). (12.18)

By, é determinada pela continuidade de ¢}, B, = —(2/k)Y?¢!(ikae, + a’,). Con-
tinuidade em 7 = 0 requer By, = 0, ja que a integral ["dn/a? diverge em 1 = 0.
(Com isso, na regiao 0 < 1 < 7, estamos impondo que ¢, seja eratamente
constante.) Logo

A= A+ By [} dnfa? = \[2e [ag! — (ke + ) stk 142

Finalmente, na reentrada no horizonte em 7,. temos duas equagoes e duas cons-
tantes, c+. A primeira equagao é a continuidade de ¢, e a segunda vem da
continuidade de ¢},

2/k) 20 cpe o) = Ay, —L%(cie e el) =crel —c e

ik are

A solucao é

. . L » . N
— %\/%k‘ Ap(ape +ik™'al,), e 'cp = —e'c_ + %k: Apaye.

*

Espectro de poténcias

O espectro de poténcia P, (k;n) do campo ¢ é definido como na Eq.(4.45),

Polk,n) = k(i) = k*|on(n)>. (12.19)
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Uma vez que ¢, se torna constante fora do horizonte, o valor do espectro fica
congelado até a reentrada. No exemplo acima, |Ax|? na Eq.(12.17) fornece o
espectro de poténcia na saida do horizonte, e a dependéncia em k fornece o indice
espectral.

Se ¢ for interpretado como a flutuacio do inflaton ¢, o espectro escalar

P, =k (RyR_) = (H/%)QPW = constante x |Az|?,

onde usamos a Eq.(12.3). Na Eq.(12.18) para Ay, o fator de escala a,. depende
implicitamente de k, ambos a,. € ae, sdo avaliados em |kn| = 1, viz.

14+ __ x —Q / o~ 11—
KT ape = a k™, a,, = adk .

A o / A
Aoy = sk a,, = re

€.

Com isso,
Af? = & k02, (12.20)
Usando a Eq.(4.45), encontra-se o espectro de potencia escalar
P, (k) = constante x k3| Ay|? = constante x k21~
e o indice espectral ny = 1 + dlog P, /dlog k fica entao
ns =3 — 2. (12.21)

Para um espago de de Sitter, « = 1, e temos o resultado esperado ny = 1: o
espectro ¢é invariante de escala. O indice tensorial é ny = ng — 1, i.e.

ny =2(1 - a). (12.22)

12.2 Um universo pré-big-bang dual ao modelo
de concordancia

Postular a validade estrita da DFE na formulacao de um universo pré-big-bang
implica que o aeon passado ¢ dual ao modelo cosmolégico de concordancia. Mais
precisamente, considere que apés o big-bang a densidade de energia do universo
¢ o modelo ACDM com radiagao,

PR PM PR . PPD

p=pr+ — +—; aenergiadual p=pp+ — + —
at = a at a

(12.23)

é, entao, o conteido antes do big-bang. O universo dual funciona como uma
espécie de fase inflacionaria cujo reheating ocorre na superficie de transicao. A
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primeira coisa a ser notada é que antes dessa inflacao existe um periodo desace-
lerado dominado por radiagao, dual a constante cosmolégica atual. Em seguida,
a fase acelerada antes do big-bang tem duas etapas: o final assintoticamente de
Sitter, dual a era de radiagao do nosso aeon, é precedido uma fase dominada por
um géas de branas dual a era de dominagao de matéria escura e poeira, como
ilustrado na Fig.12.1.

(Radiagao) (gas de branas) (de Siter) ||\ (Radiagdo) (CDM) (de Siter)

aH

k

A —

N Hee Nro Neo  Nre nm

Figura 12.1: Universo dual antes do big-bang do modelo de concordancia.

Inflacao com um gas de branas

O gas de branas com densidade ppp ¢é o fluido dual a poeira e matéria escura,
como discutido no §9.1, e

(or/ppp)® = pr/pa =, (12.24)

ver Eqgs.(8.20)-(8.21). A transigdo entre as eras de dominacao por radiacao e
por poeira, apdés o big-bang, e de dominacao pelo gés de branas e pela cons-
tante cosmoldgica, antes, ocorre quando as respectivas razoes entre as densidades
relativas,

~ ~4 N ~

R=PRIE b0/t

pu /@ PA

ficam menor que 1. Usando (12.24), e como a(—n) - a(n) = ¢*, é facil obter a
identidade R(—n) - R(n) = 1. Logo o instante ngg de igualdade entre radiagao e
poeira apds o big-bang, e o instante 7go de igualdade entre o gas de branas e a

constante cosmoldgica antes do big-bang sao relacionados por

NeqQ = —NEQ- (12.25)
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A invariancia do raio comével do horizonte aparente sob a DFE, Eq.(8.32),
para K = 0 equivale a aH = aH. Uma vez que a condicdo k = laH| determina
a entrada e a saida do horizonte de Hubble, se 0 modo ¢;. deixa o horizonte em
New < 0 sua reentrada entao ocorre no instante dual

Nre = —Negx- (1226)

Juntas, as Eqs.(12.25) e (12.26) significam que os modos que entram no hori-
zonte apds o big-bang durante a fase de dominacao de poeira sairam do horizonte
durante a fase dominada pelo gas de branas, o que se pode ver facilmente de
maneira geométrica na Fig.12.1, onde a regiao sombreada indica o exterior do
horizonte de Hubble. Ou seja, a “inflagao sentida” pelos modos de Fourier que
entram no horizonte durante a fase dominada por matéria, e que determina seu
espectro de poténcias, é uma inflagao produzida por um gas de branas. Esses
modos incluem os que entram no horizonte apds a recombinacao do Hidrogénio e
emissao da CMB.

Os modos de Fourier que s6 vém a entrar no horizonte apds a recombinagao
sao precisamente os responsaveis pelo efeito Sachs-Wolfe e pela formacao de es-
truturas em larga escala, e seu espectro de poténcia primordial pode ser medido
diretamente dos coeficientes C; com multipolos ¢ < 200, através da férmula
(4.44), como descrito no §4.4. Por permanecerem congelados fora do horizonte
no instante da recombinacao, sao também os que melhor preservam o espectro de
poténcias primordial obtido na saida do horizonte de Hubble durante a fase ace-
lerada. O valor observacional para seu indice espectral concorda com as predicoes
inflaciondrias de slow-roll (quase de Sitter): o espectro é quase invariante de es-
cala, com ng =~ 1. E, entretanto, o espectro obtido em um universo dominado por
um gas de branas ¢ inaceitavelmente vermelho,

ng=—1 (gés de branas) (12.27)

como se obtém da Eq.(12.21) com a = 2.

A presenca de um gés de branas é uma das possibilidades dentro da proposta
iniciada por Brandenberger & Vafa (1989); Tseytlin & Vafa (1992) de que se
inclua elementos da teoria de cordas no conteido material do universo primor-
dial. Esse panorama ficou conhecido como ‘cosmologia de gas de cordas’ (‘string
gas cosmology’) por incluir um conjunto de cordas cdsmicas cuja temperatura
apresenta, como consequéncia da dualidade-T, um limite maximo (de Hagedorn)
que previne a existéncia da singularidade inicial. Além de cordas, é possivel in-
cluir branas com todas as dimensoes permitidas no espago-tempo, o que foi feito
por Alexander et al. (2000)." Dentre os efeitos desses objetos na cosmologia pri-
mordial, Brandenberger et al. (2004) mostraram que o gas de branas pode ser

'Repare que h4 uma diferenca fundamental entre esse tipo de modelo e os cendrios ec-
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responsavel por uma fase “inflaciondria” de expansao acelerada, impelida pela
equagao de estado w = —2/3, como a que encontramos aqui. Essa equacao de
estado é valida enquanto a separagao entre branas é muito menor que o raio
de Hubble (possibilitando a descrigdo como um gas), uma condigdo que é natu-
ralmente violada apdés um periodo suficientemente longo de expansao acelerada,
na qual o raio de Hubble decresce; assim, a ‘inflacao de branas’ acaba por conta
propria. Entretanto, ao fim da fase acelerada ha uma superpopulacao das paredes
de dominio (que deveriam decair antes de se iniciar o modelo de concordancia), e
a densidade de energia é baixa demais, sendo necessério especificar algum outro
mecanismo para criar o reheating. Além disso, ha o problema do indice espectral
inadequado (12.27).

No universo pré-big-bang com energia (12.23) os problemas do reheating e da
populagao excessiva de branas deixam de existir porque A domina sobre a energia
eventualmente e, com isso, a inflacdo nao acaba quando as branas deixam o
horizonte de Hubble; com a continuacao da expansao acelerada, todas as eventuais
branas restantes (com dimensdo mais baixa) sao diluidas. O reheating, por sua
vez, além de estar, aqui, relacionado ao problema da transicdo conforme entre
aeons, nao ocorre ao fim da era dominada pelo gas de branas, e sim no universo
de de Sitter. O problema do indice espectral, entretanto, permanece, como ja
descrevemos. Uma possivel solu¢ao vem do fato de que as flutuacoes no gas de
branas ndo sao equivalentes a flutuagoes adiabaticas de um (\inico) campo escalar
como o inflaton; ha modos de flutuagoes de isocurvatura que podem interagir com
os modos adiabaticos e mudar o espectro, como observado por Brandenberger
et al. (2004). Deve-se notar que as flutuagoes nos modelos ecpirdticos e no cendrio
pré-big-bang gravidilatonico também possuem um indice espectral inadequado
nas flutuagoes escalares (mas 14 ng > 1, um desvio para o azul), um problema
que pode ser abordado justamente com o uso de flutuacoes de isocurvatura, a
partir a introducao de um ‘curvaton’, que interage com as flutuacoes adiabaticas
somente apos a reentrada no horizonte, durante a era de radiagao, como sugerido
por Lyth & Wands (2002).! A possibilidade de se obter o indice espectral correto
no aeon dominado pelo géds de branas, usando um curvaton ou outro mecanismo,

piréticos descritos no §6.3.3 em que o universo inteiro é uma brana 4-dimensional embebida
num espaco-tempo com 5 dimensoes, ou de outros cendrios de inflagado em mundos-de-branas
“intrinsecamente cordisticos”, como os propostos por Burgess et al. (2001); Dvali & Tye (1999);
Herdeiro et al. (2002), etc. Na cosmologia com um gds de branas, as branas sio superficies tri-
dimensionais no universo quadridimesional usual da gravitacdo de Einstein (ou dilatonica, a
depender do regime de escalas), e aparecem como origem para fontes de matéria, i.e., no tensor
de energia-momento.

'Recentemente, Gasperini (2017) mostrou que esse mecanismo est4 associado ao crescimento
do acoplamento de cordas (i.e. do dilaton), e que é possivel obter um indice espectral apropriado
sendo que no passado remoto o sistema se encontra em um regime perturbativo (logo possui
‘trivialidade assintética pretérita’).
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requer investigacao.

Dominio de radiacao antes da inflagao

A segunda caracteristica marcante da dinamica do aeon dual é a presenca de
uma fase de radiacao antes do inicio da expansao acelerada correspondente a
inflacdo, dual & era dominada pela constante cosmolégica A do modelo ACDM.
O parametro da equagao de estado de um gas de p-branas, Eq.(F.3),

depende da velocidade média dos pontos das branas, v, e no limite ultrarela-
tivistico, quando v — 1, temos w, = 1/3 para qualquer p. Assim, o plasma
primordial pode conter as 2-branas que mais tarde, em energias mais baixas com
v < 1, iniciam a fase acelerada com a equagao de estado wy = —2/3. Talvez seja
vélido notar que, como observado por Brandenberger et al. (2004) de acordo com
resultados de Nagasawa & Brandenberger (1999, 2003), a presenca de (campos de
calibre em) um plasma a temperatura finita pode servir para estabilizar defeitos
topoldgicos instaveis como branas do tipo nao-BPS.

Consideracoes a respeito de uma possivel fase radiativa antes do inicio da
inflagdo foram feitas por Hirai (2003); Marozzi et al. (2011); Powell & Kinney
(2007) e outros; ver Das et al. (2015) para uma revisao mais recente. A presenca
de uma fase desacelerada antes da inflagao pode atuar como um mecanismo para
a renormalizagao das flutuagoes no limite infravermelho em que k£ < 1, no qual o
mecanismo de renormalizagao por subtracao adiabatica nao é bem definido. Mas
as motivacoes também podem ser “fenomenoldgicas”: uma vez que a inflagao nao
resolve o problema da singularidade, cf. §3.4, suas “condigoes iniciais” permane-
cecem em aberto. Em modelos inflacionarios que duram por pouco mais de 60
e-folds essas condicoes podem ter consequéncias observaveis.

Para ilustrar essas consequéncias, considere uma transicao subita do fator de
escala no instante —n; < 0,

) = {(af/m (-m),  n<m 1225)

ar (=n/n)™%  n>n

A continuidade da derivada e do fator de Hubble requer n; = —1/a. Vamos
considerar que a fase acelerada seja impulsionada por um campo escalar ¢; no re-
gime de slow-roll, portanto, & =~ —1, mas nao vamos impor essa restricao porque
a inflacao descrita acima comega com um gés de branas e a« = 2. Na fase radia-
tiva, ha tanto flutuacgoes ¢ do campo escalar como flutuagoes termodinamicas do
plasma, e estas em geral se acoplam través do potencial de Bardeen . Mas &
decai durante o dominio de radiacao enquanto se encontra dentro do horizonte,
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e sua contribuicio para o espectro de poténcia de R = ® + (H/¢)p pode ser
ignorada. Além disso, como mostrado por Powell & Kinney (2007), sob certas
condicoes razoaveis as flutuagoes do inflaton se desacoplam e podem ser tratadas
de maneira independente.

Ja foi observado que durante a fase de radiagdo a Eq.(12.4) se reduz a um
oscilador com frequéncia constante,

WA K fr = 0.

Ou seja, a”’/a = 0 e, portanto, os modos f; nao sentem o efeito da expansao do
universo. Isso deriva do fato de que num universo de radiacao o escalar de Ricci
R =0, e a equagao para um campo com acoplamento nao-minimo, (O+&R)yp = 0
é a mesma para qualquer valor de ¢, incluindo o acoplamento conforme § = 1/6.
Assim, o universo de radiagao tem uma caracteristica especial: é possivel definir
um vacuo para f; como se este fosse um campo livre em Minkowski:

fro= (k)™ e pn(n) = a7t (2k) e ™ < (12:29)

A evolucao do fator de escala nao produz particulas, i.e. f; permanece no vacuo
acima até o inicio da fase acelerada. Na fase acelerada, para n > n;, a solugao da
Eq.(12.4) é dada pelas fungoes de Hankel (12.6). Escreva

or(n) = a~" (Agu(z) + Bru*(z)),

12.30
onde wu(z)= \/%zl/2H,52)(z), v=a+1/2 e z=—kn. ( )

Impondo a continuidade de ¢ e de sua derivada em 7; temos um sistema algébrico
de duas equagoes para as constantes Ay e By,

Ardzu(zr) + B (zr) = —ik(2k) 2 e
Apu(zr) + Byu*(21) = (2k) Y2 =ik,

A solucao pode ser encontrada usando uma propriedade do Wronskiano das
funcoes de Hankel, viz.

H(2)0,HY(z) — HY(2) 0,HP (2) = 4i/nz,
que equivale a u(2)0,u*(z) — u*(2)0,u(z) = —i, e temos

Ay = —i(2k) V2 ek (9 (27) — ikt (2)]

. 12.31
By = i(2k) V2 e [0 u(2;) — iku(z)] . ( )

Assim, ao contrario do que é costume nas flutuacoes inflacionarias, no limite
ultravioleta, em que £k > 1 e 2 — —00 nao temos um véacuo de Bunch-Davies
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(que corresponderia a By, = 0) na fase acelerada; ha uma mistura de frequéncias
negativas e positivas.

Desejamos avaliar o efeito sobre o espectro de poténcias P, = k*|px|?. Dentro
da fase acelerada, em que vale (12.30),

okl = a™*(n) [ (JA)? + 1Bxl?) [u(z) P + ArBju?(z) + AfBi(u*(2))?], (12.32)

e nos interessa o regime no interior do horizonte, para z < 1. As funcoes de
Hankel satisfazem
HWY(2) = p, 2" 4 iz " + - HP(2) mpizl —iqz" + - -

Na fase acelerada v > 0, e.g. em de Sitter v = 3/2 e no gas de branas v =5/2, o
primeiro termo ¢é irrelevante e temos u ~ —u*; logo u? = —|ul* = (u*)?, e

loxl® = |Ax — Bil?a?|u(2) .

O fator a=2|u|* corresponde & amplitude do espectro inflaciondrio usual, em que
as flutuacoes se encontram no vacuo de Bunch-Davies no interior do horizonte, e
podemos escrever, comparativamente,

PRt = | A, — BiPPEP. (12.33)
Ou seja, o efeito da fase radiativa nos modos em grandes escalas é uma modi-
ficacao do espectro por um fator multiplicativo, comparando-se com o esperado
em modelos de inflagao pura. O fator, |Ay — Bi|?, ¢ uma fungao complicada de k;
uma expressao analitica ¢ dada por Das et al. (2015). Para k alto, |Ay — Bi|* ~ 1,
e para pequenos k seu efeito mais pronunciado é o de suprimir a amplitude do
espectro; de acordo com Marozzi et al. (2011), seu valor é tipicamente da ordem
de ~ 1/2, logo a amplitude do espectro é reduzida pela metade.

Este efeito é bastante conhecido, tendo sido obtido, e.g., por Marozzi et al.
(2011); Powell & Kinney (2007). Uma explicacao intuitiva para a supressao da
amplitude em grandes escalas pode ser dada seguindo Powell & Kinney (2007).
E de se esperar que haja flutuagoes em todas as escalas k£ tanto durante quanto
antes do comeco da inflacao. A amplitude de ¢, decai com o fator de escala
enquanto dura a fase de radiagao e enquanto os modos se encontram dentro do
horizonte na fase acelerada. Assim, em geral, as flutuagoes produzidas na época
pré-inflacionaria sao diluidas e nao interferem no espectro de poténcias no aeon
atual (ou apés o reheating). Assim como acontece durante a inflacdo, é de se
esperar que flutuagoes sejam criadas em todas as escalas durante a fase radiativa.
Os modos produzidos em 7 em escalas k ~ a(n)H(n) saem do horizonte pouco
depois de serem criados e preservam sua amplitude. Em geral, estes modos sao
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produzidos dentro da fase inflacionaria, mas uma exce¢ao. Modos produzidos no
fim da fase radiativa, com escala k ~ a;H; carregam informacao do vacuo em
que se encontravam quando produzidos e, por terem viajado por pouco tempo
antes de sair do horizonte, nao sao completamente diluidos. Por isso a diferenca
(12.33) s6 aparece para pequenos valores de k, enquanto para grandes valores k
voltamos a ter P ~ PIP.

Pela DFE, o instante 77; em que comeca a fase inflacionéria é dual ao instante
na quando se inicia o domfnio de A no nosso universo, i.e. n; = —ny, ver Fig.12.1.
Por causa da simetria do raio comoével do horizonte de Hubble, os modos produ-
zidos durante a fase de radiacao pré-inflaciondria em escalas k =~ ayH; voltam a
entrar no horizonte em 7 < 74. No momento nos encontramos coincidentemente
préximos do inicio da fase acelerada, 1y 2 na, e portanto os efeitos da fase de
radiacao devem ser observados em escalas correspondentes a do universo atual.

12.3 Exemplo: universo autodual com § = 1/2

Em universos perfeitamente autoduais acontece um efeito curioso se tentamos
fazer continuas as flutuagoes ao longo de uma cadeia de aeons. A fungao |aH |
¢ periédica em 7, com periodo 7, e sempre diverge em 7 = nny, com n inteiro.
Quando k > aH o campo ¢g(n) oscila amortecidamente, e quando k < aH o
amortecimento domina. Na cadeia de aeons, o problema equivale a uma mecanica
quantica unidimensional em um potencial periédico V' = aH como na Fig.12.2, e
a continuidade em toda a cadeia sé é possivel para valores discretos de k.
Como exemplo, considere o modelo com § = 1/2, i.e.

1/2 1/2
p= (o> +p’a®)?.

Repare que se trata de um universo contendo radiagdo, uma constante cos-
moldgica e uma curvatura negativa. A solucao para o fator de escala se obtém
facilmente por integracao direta de (9.28); a hipergeométrica geral (9.30) se sim-
plifica, levando a

a(n) = a. tan(mn/2ny). (12.34)
A Eq.(12.4),
K (B (2 2n57) cos™ (mn/2n5)] fi = 0,
tem como solugao
fe(n) = Ay [cos kn + %/{:_1 tan %n sen kn] — By, [sen kn — %k‘l tan #n cos /{:n} ,
e portanto

or(n) = Ay [cot %n cos kn + %k‘lsen /{;n} — By, [cot %77 sen kn — %/{:_1 cos /{;n} :
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Regularidade em 1 = 0 impoe A, = 0, e entao

or(n) = By, %k’l cos kn — cot %'r; sen kn (12.35)

é regular também em 7 = 1y, onde ¢x(ny) = f;’j;; cos kny. Entao comecando do

aeon 7 onde 1 € [0,7y], passa-se ao aeon 2% onde 1 € [ny,2ns]. As flutuacoes
para diferentes valores de k estao representadas na Fig.12.2 com as ondas em
linha tracejada; o eixo horizontal é o tempo conforme. Para baixos valores de k
os modos estao fora do horizonte (abaixo do “potencial” aH em linha pontilhada),
e as flutuacoes sao fortemente suprimidas, enquanto para maiores valores de k,
¢r(n) oscila (mais) livremente. Também é possivel ver na Fig.12.2 que, apesar
da regularidade em 1 = 0 e 1y, em 7 = 27 a cotangente no segundo termo
de (12.35) diverge, e é impossivel passar a 4. Isso nao pode ser remediado
ajustando a constante By arbitraria; a iinica maneira de se obter continuidade de
¢r, em todas as passagens, fazendo o termo cot 5—n sen k7 finito em 7 = nn; para

nf
n inteiro, é cancelando a divergéncia da cotangente com o seno, i.e. impondo

k=mn/2n;, neZ. (12.36)

Uma oscilagao desse tipo é representada pela onda continua na Fig.12.2.

Figura 12.2: Flutuagoes em uma cadeia de aeons autoduais.

Essa quantizacao de k é uma caracteristica genérica das condigoes de contorno
periddicas que emergem em uma cadeia de aeons perfeitamente autoduais. Mas
note que 1y em (12.36) é a duragao conforme de toda a evolugao dos universos,
e é tipicamente um nuimero grande (por exemplo, no modelo ACDM n; ~ 10
anos, ver Eq.(2.74)), logo a densidade de niveis discretos é extremamente alta, e
o espectro €, na pratica, continuo.
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12.4 Dualidade de flutuacoes adiabaticas

Até aqui, discutimos os efeitos de flutuagdes sobre universos cuja métrica de
fundo é relacionada pela DFE. Nesta secao, nosso objetivo é descrever uma dua-
lidade das proprias flutuacoes, compativel com a inversao do fator de escala. Tal
dualidade foi implementada na gravitacao dilatonica por Brustein et al. (1998);
Copeland et al. (1997); nesse caso, enquanto a dualidade do fator de escala corres-
ponde a dualidade-T da teoria cordas, a dualidade das flutuacoes esta relacionada
a uma simetria da teoria de cordas conhecida como ‘dualidade-S’, que inverte o
sinal do dilaton e, portanto, mapeia o acoplamento de cordas gs — 1/gs.

Seguimos Brustein et al. (1998). Considere a teoria de um campo escalar ¢(x)
com agao

S = %/d3x dna®(n)[(8,0)* — Ox - Ox0]. (12.37)

Trata-se da acao para um campo escalar sem massa em um universo de FLRW,
mas os resultados que descreveremos sao vélidos em outras situacoes em que a
agao possua a mesma forma. A funcao a(n) (nesse caso) é o fator de escala da
métrica de fundo, e é predeterminada pelas equacoes de Friedman. A equacao de
campo ¢ a equacao de Klein-Gordon para ¢,

¢" +2(d' Ja)g — D2¢ = 0. (12.38)
Com o momento canénico conjugado m = 9.2 /0¢’,
m(x) = a®(1) Fyo(2),
podemos escrever a Hamiltoniana
H(p, 7] = [ dx[¢/(z)r(x) — L] = 5 [d®x [a™*7° + a® |0xo[*],

ou, em modos de Fourier,
Hlp,m| =13 /dgk la ™ mp 7o+ a°K* b ], (12.39)

As equagbes de Hamilton, ¢} = dH/dmy e m, = —dH /Iy, dao o par de equagdes
de primeira ordem

Op=amy, e m=—a’k>d 4.

A Hamiltoniana (12.39) e, consequentemente, as equagoes de Hamilton, sao
simétricas sob a transformacao

a(n) — a(—n) = /a(n)
Pr(n) — ék<_77> = —C%kflﬂk(ﬁ) (12.40)
me(n) = Tu(—n) =  k dr(n).
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Chamaremos essa transformacao de dualidade-S. (Na cosmologia de cordas, a
fungdo a estd associada ao acoplamento effetivo, a = 1/¢%(n); logo a trans-
formagao liga acoplamentos fortes e fracos.) A verificagdo da invariancia de
H[¢, 7| é imediata: em suma, (12.40) troca o termo quadrético em 7 pelo termo
quadrético em ¢, e vice-versa. Por preservar a Hamiltoniana (e os parénteses de
Poisson), esta é uma transformagao canonica.

*okok

A transformagao (12.40) é uma extensao da DFE as flutuagoes lineares sobre o
universo homogéneo e isotrépico.

Como ja observado, para f(z) = a(n) ¢(x) a equagdo de campo (12.38) se
resume a Eq.(12.4), que coincide com a Eq.(4.53) para as flutuagoes escalares do
dilaton no calibre plano. Para a flutuacao da curvatura R, vale a equacao de
Mukhanov-Sasaki (4.36),

R’ +2(2/2)R — 2R =0,

que é exatamente a Eq.(12.38), com a substituido por z = a¢/H, onde aqui ¢ é
o campo escalar de fundo. Assim, a equacao de MS acima possui uma simetria
do tipo (12.40) com a inversao z — 1/z, o que ndo corresponde, em geral, a uma
inversao do fator de escala.! Se a geometria de fundo é guiada por um fluido
perfeito com equacao de estado w constante, ou um campo escalar que crie uma
lei de poténcias, entao, como observado na Eq.(12.3),

= a¢?/H — (1-\&-/15)%(a/a*)7(1+3w)/2.
Assim, a inversao z +— 1/z equivale a a — 1/a ou w — —w — 2/3, que é preci-
samente a transformacao correta para a DFE. Além disso, vimos no §4.2 que os
modos de polarizacao de ondas gravitacionais também se comportam como cam-
pos escalares sem massa se propagando sobre a métrica de fundo, e sao, portanto,
descritos pela mesma acao (12.37). Assim, pode-se encarar ¢ na discussao que
segue como flutuacoes lineares escalares ou tensoriais em um universo de FLRW
com fator de escala a(n).

Vale notar que hd outra simetria da Eq.(4.36) que foi chamada de “dualidade” por Wands
(1999); ha sempre duas fungoes, a(n) e a = Ca(n) f:* dn/a?(n), que resultam no mesmo “po-
tencial” a” /a = @” /a. No caso de uma lei de poténcias, a ~ 7%, a equagdo de MS tem a forma
(12.5), e a simetria corresponde ao fato de que hé duas solugbes v para um tnico valor do
coeficiente p? = a(a —1). Assim, as flutuagdes fi em dS;, com a = —1, obedecem a mesma
equagao que num universo com poeira, que tem « = 2. Repare que essa dualidade é bastante
diferente da que estamos utilizando aqui: no nosso caso, o potencial @’ /a nao fica invariante
sob inversao do fator de escala; a DFE mapeia solugoes diferentes de equagoes diferentes.
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Condigoes de contorno e a dualidade

A escolha do vacuo de Bunch-Davies é uma condicao de contorno para a
solucdo da Eq.(12.4), que junto com a normalizagao (12.14) determina completa-
mente a solucao f; ou

dr(n) = (2k) 2™ 1(1 + ikn).

Trata-se de uma especificagdo de condigoes de contorno mistas, de Dirichlet (na
escolha do vécuo de BD, fazendo AT = 0) e de Neumann (na normalizac¢ao do
produto de Klein-Gordon), sobre a superficie inicial %, = {n = —oco}. Note que
esta é apenas uma possibilidade. As duas condicGes de contorno necessarias para
fixar completamente a solucao da equacao de Klein-Gordon podem ser prescritas
de mais de uma maneira. Por exemplo, pode-se impor condicoes de Dirichlet
sobre duas superficies, uma em %; e outra em % = {n = 1.}; escolhendo apenas
frequéncias positivas em %, a solugao

o (1 +ikn)

efik(nfnc)
k (1 + ikn.)

or(n) =

satisfaz a condigao ¢|z = ¢}, ou seja ¢°(z)|% = p(x), para uma fungao qualquer
0 em . Esta solucao ser titil no Capitulo 13 para determinar a funcao de onda
do universo.

Considere a solugao ¢(z) em 1 < 0, determinada por uma condigao de Diri-
chlet em & = {n =n.}. A dualidade-S (12.40) mapeia

Oe(ne) = —c 2k (=), onde  F(—n) = —a*(—n)dydu(—n).

Logo a solucao dual gNS(x), com 1 > 0, satisfaz uma condi¢ao de Neumann sobre
a superficie (dual) & = {n = —n.}. Vice-versa, e.g., se ¢(x) for determinada
por uma condigao de Dirichlet em %, entao ¢(x) estd sujeita a uma condigao de
Neumann sobre #Z. Em resumo, a dualidade-S mapeia condigcoes de contorno de
Dirichlet em Neumann, e vice-versa.

A dualidade das condicoes de contorno imposta pela dualidade-S nao é trivial.
Em um par de universos duais, as solugoes ¢x(n) e ék(n) da equagao (12.4) tém,
cada uma, duas constantes de integracao, necessitando portanto 4 condigoes de
contorno ao todo. Em principio, estas condi¢oes sao independentes. Para obter
a solucao (12.15), impusemos: (i) A regularidade de (12.12) em n = 0; (i)
continuidade em n = 0; (77) condicdo de apenas frequéncias positivas em 7 =
—00; e (1v) normalizacao de Klein-Gordon em 1 = —oo. As condigoes (7)-(7ii) sdo
de Dirichlet, e (iv) é uma condi¢do de Neumann. Com a dualidade-S, entretanto,
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a relagao entre ¢r(n) e 7 determina uma das condigdes, e restam apenas 3,
impossibilitando certas configuragoes, como por exemplo (12.15).
De fato, a solucao geral em dSy

o) = Afe™ (1 —ikn) + Ay e™™ (1 + ikn)
tem momento conjugado (m), = a’¢},)
m() = ik~ (A — Ape).
Ja a solugdo (12.12) no universo de radiagao pode ser escrita como
gz;k(n) = n_l(B,jeik" + Bk_e_ik”’).
Impondo a dualidade-S, ¢y (1) = — %k 'me(—n), temos as condigoes
—iA;, = 2B,;"; A = C2B,€_.

: it — + - - At o A
Impor regularidade de ¢, em n = 0 requer B, = —B,, logo A, = A e é
impossivel escolher apenas A™ = 0; h& necessariamente uma mistura de modos
com frequéncia positiva e frequéncia negativa em dSj.

12.5 Discussao

Para um par de universos duais, nés vimos que ¢é possivel estender as flutuacoes
entre aeons impondo a continuidade dos modos de Fourier que se congelam no
interior do horizonte de Hubble, e considerar o universo dual ao universo atual
como uma inflagao “pré-big-bang”. Se for dual ao modelo ACDM com radiagao,
essa inflagao possui algumas carcteristicas peculiares: é assintoticamente de Sitter
no futuro, mas comeca com uma lei de poténcias correspondente a um gés de
branas; ha também uma fase radiativa desacelerada pré-inflacionaria.

Nas discussoes acima, nés consideramos a DFE como uma simetria “exata”,
no sentido de que a aplicamos a toda a evolugao do modelo pés-big-bang para
obter o universo inflacionario dual, com suas componentes de energia. Pode-se
argumentar que o mais plausivel é que a DFE, com sua simetria “quase-conforme”
de inversao do fator de escala, seja valida apenas assintoticamente, isto é: que
para obter o universo pré-big-bang se deva restringir a efetuar a transformacao de
dualidade na era radiativa do inicio do universo, quando nao ha massa de repouso.
Nesse caso, a inflagao antes do big-bang nao possui uma fase prévia desacelerada
e, por ser dual a um universo cuja dinamica é proxima do universo de radiacao,
desvia pouco da dinamica de dS; (o que evitaria a presenca de indices espectrais
exdticos como (12.27)).
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Para além da construcao de modelos, a caracteristica principal dessa proposta
de uma inflagao pré-big-bang reside na natureza da superficie 2" de “reheating”,
onde se efetua a transicao conforme. Essa questao nao apareceu de forma explicita
nas dicussoes acima pelo mesmo motivo com que as predi¢oes de modelos infla-
ciondrios sao insensiveis a teoria do fim da inflacao: os modos constantes fora do
horizonte nao sentem essa parte da dinamica. Mas na inflagao usual a dinamica da
métrica é continua, sejam quais forem os detalhes especificos do mecanismo de re-
aquecimento, enquanto a colagem dos modos de Fourier que efetuamos atravessa
uma descontinuidade drastica do fator de escala da métrica de fundo. Impli-
citamente, nds assumimos que as flutuagdes (congeladas fora do horizonte) sao
insensiveis ao rescalamento conforme infinito {a& = oo} ~ {@ = 0}. Isso reflete,
de certa forma, a idéia da CCC de que na transicao entre aeons o que importa é
a métrica de ligacao regular g,,, tal que g, = 29, € §u = Wy — no tempo
conforme, as flutuacoes h;;, ® e ¥ equivalem a pequenas flutuacoes de g,, = 1.,
com o fator de escala tendo sido fatorado. Mas assumir isso, embora justificavel
até certo ponto, nao deixa de ser uma hipétese arriscada. A eventual descricao da
fisica envolvida na identificacao de toda uma classe conforme de métricas pode
ter efeitos sobre a maneira de se descrever as flutuagoes. Por exemplo, pode ser
necessaria a identificacao de classes duais de flutuagoes ligadas pela dualidade-S,
impondo restrigoes sobre as condicoes de contorno que podem ter efeitos sobre,
por exemplo, os espectros de potéencia.

De todo modo, um mecanismo que crie um reheating conforme onde se possa
efetuar um reescalamento de inversao do fator de escala esta longe de ser encon-
trado e, em tultima instancia, conciliar a DFE com o universo inflacionario pode
requerer uma mudanca conceitual drastica de paradigma. No capitulo seguinte,
apresentamos um caminho possivel.
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Capitulo 13

A DFE em um universo
holografico

As grandezas observacionais previstas pelos modelos inflacionérios sao as fungoes
de correlagao (os espectros de poténcia) das flutuagdes da métrica e da matéria
no universo apés o reheating, que apresentam uma série de propriedades dentre
as quais a que mais se destaca é a quase-invariancia de escala. A explicacao
do paradigma inflacionario segue o espirito da fisica de particulas: postula a
existéncia de um campo escalar (que nunca foi observado) com um potencial
apropriado, que se acopla a gravitacao da maneira usual e induz a dinamica quase-
de Sitter do espaco-tempo. Existe uma explicacao completamente diferente para
0 mesmo fendmeno: E amplamente discutido, e.g. por Antoniadis et al. (2012);
Creminelli et al. (2012); Lyth & Riotto (1999), que muito das propriedades das
correlacoes previstas pela inflagao estao relacionadas nao a existéncia do dilaton,
mas sim as simetrias do espaco (quase-)dS;. Assintoticamente, de Sitter é dual
a uma teoria conforme, como proposto por Strominger (2001a). Em conjunto,
essas duas observacoes abrem a possibilidade de se formular a questao do universo
primordial holograficamente.

Descrever a inflacao através da holografia, como um fluxo do grupo de re-
normalizacao na teoria dual, é uma proposta feita originalmente por Strominger
(2001b), e desenvolvida de maneira operacional por vérios autores,! em particular
Bzowski et al. (2013); Larsen et al. (2002), seguindo a reformulagao da dualidade
dS/CFT introduzida por Maldacena (2003). Esta é uma mudanga dréstica de
paradigma, que pode ser esquematizada da seguinte forma: O espago-tempo cos-
mologico possui uma TQC dual, da qual ele é o correspondente holografico. As
correlagoes de objetos geométricos como (R, Rys) no lado gravitacional da duali-
dade correspondem a valores médios de operadores quanticos (O Oy/) na teoria

'Uma lista incompleta inclui Halyo (2004); Larsen & McNees (2003, 2004); Larsen et al.
(2002); McFadden & Skenderis (2010b); van der Schaar (2004).
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de campos, e o regime de baixas energias, semicléssico, da gravitacao corresponde
a um regime ultravioleta da TQC. Conhecendo a TQC holografica, é inclusive
possivel substituir o regime de altas energias da gravitagao (i.e. a fase singular
antes da inflacdo) por uma descrigdo em termos da TQC dual e, nesse regime,
nao existe o espaco-tempo, no sentido geométrico da Teoria da Relatividade; esta
é a proposta de um ‘universo holografico’, de McFadden & Skenderis (2010Db).!

Por sua vez, uma inflagao descrita pela Dualidade do Fator de Escala se en-
caixa nesse quadro holografico muito melhor do que no paradigma inflacionario
por um motivo simples: a holografia reformula completamente o conceito do rehe-
ating. Na inflacao, o espago-tempo é quase de Sitter por um intervalo de tempo, e
o reheating induz uma transicao da geometria para a de um universo de radiagao
antes de que se chegasse a borda #*|;s. Por outro lado, na holografia é justa-
mente em £ |5 que “reside” o ponto fixo conforme da teoria de campos dual a
inflagdo — e é precisamente sobre . |;s que a DFE mapeia o inicio singular de
um universo de radiagao. Com isso em mente, este capitulo é dedicado a revisar
a formulagao operacional da inflagao holografica, e aplica-la a DFE.

13.1 Simetria conforme na borda de dS,

Para definir uma teoria conforme no futuro infinito de d.S, é preciso, em primeiro
)
lugar, que .# " seja invariante sob o grupo conforme e, além disso, que os campos
9 9 7
presentes em dS; se estendam a borda e se comportem como campos quase-
primérios. (Ver Apéndice E.)

*

SO(4,1) e o grupo conforme em de Sitter

O espago de de Sitter de raio L = 1/H ¢ definido pela forma quadratica (D.1),
que é simplesmente a distancia covariante

dSy : napXAXP=1/H? (A,B=0,1,2,34) (13.1)

de um ponto X a origem de MY ou seja, uma pseudo-esfera num espaco pseudo-
Euclidiano (e, portanto, um hiperboldide de uma folha; ver Fig.D.1). Assim, por
construcdo, dS; é invariante sob as tranformacoes de Lorentz em M®*D . que
formam o grupo SO(4,1) e cujos geradores

0 0

_x.2 _x, 7
Jap ASYE B

Wer McFadden & Skenderis (2010a) para uma discussdo um pouco mais extensa, e Afshordi
et al. (2017a,b) para uma discussdo recente incluindo comparagdo com os dltimos resultados
observacionais.

(13.2)
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onde X, = napX?B, satisfazem a dlgebra de Lie so(4,1):

[Jag, Jep] = —nacdsp + NecJap — NepJac + NapJIse. (13.3)

As componentes espaciais 4.J;;, com ¢,j7 = 1,---3, sao evidentemente geradores
de rotagdes em R®* C M®Y (n; = ;). Os outros elementos Jia e Jos também
tém uma interpretacao sobre o espaco Euclidiano; definindo

ZP] = Jjs — JjOS Kj = i(Jj4 + Jjo) ; D = _iJ40> (13'4)

¢ imediato verificar que os comutadores em (13.3) se separam para formar a
algebra do grupo conforme (E.17). Ou seja: so(4,1), a dlgebra das simetrias de
dSy4, € isomdrfica a dlgebra das transformacoes conformes de R3.

Mas o grupo conforme nao age necessariamente sobre as secoes espaciais de
dSy, alids ha mais de uma maneira de se folhear o hiperboldide em secoes espaciais,
como mostrado no §D.1. A folheacdo que nos interessa é em coordenadas planas,
que descrevem um universo acelerado com constante cosmolégica A = 3H? /3,
e, em particular, no tempo conforme. A parametrizagao (D.6) induz, a partir da
métrica de M®* | o elemento de linha de dS,

d32 = HT772<_dn2 + 5Z'jdl’idl'j), (135)
com ,
Y . ILX
S S ¢ T T T X
e os geradores (13.2) com as redefini¢oes (13.4), se escrevem
D = —i(nd, +2'9;); K;=2Hux;D— H*(—n* +x*)P; (13.6)

As segbes espaciais na métrica (13.5), definidas por n = constante, tém a geome-
tria de R®, e os geradores P; e J;; induzem translagoes e rotagoes infinitesimais
das coordenadas z'. Para |\| < 1, as transformagoes infinitesimais geradas por
D,z — 2 = (1 +iAD)z*, cf. Eq.(E.15), sdo

Spn=2An, e Opx' =\’ (13.8)

e para K;, a* — 2" = (1 4+ iH 'WK;)z* com |b/H| < 1, (note que b’ tem
dimenssao de 1/comprimento, logo o parametro adimensional é b/ H)

Sgn =2zm, e Sga' =2z — (x> —n?)b. (13.9)

A transformacao dpa’ estd de acordo com o esperado para o gerador de dilatacoes;
ja a transformacao dxa’, resultado da atuacao do gerador de transformacoes
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conformes especiais, ndo coincide com as transformacoes infinitesimais de R?, que
deveriam ser (o termo em parénteses da Eq.(E.11)) 20/x;z° — x*b". A diferenga
estd no termo n?b’, que se anula (assintoticamente) no futuro infinito .+ = {n =
0}. Assim, o grupo de simetrias de dSy, SO(4,1), atua, assintoticamente para
Hn < 1, e exatamente na borda S+ = {n = 0}, como o grupo conforme das
secgoes espaciais da métrica (13.5).

A simetria conforme presente em . estd diretamente relacionada as isometrias
do interior do espaco (i.e., paran < 0 arbitrario). de Sitter é um espago-tempo de
simetria maxima: por defini¢do, possui o nimero maximo de isometrias possivel,
10 (em geral, D(D + 1)/2 em D dimensoes. Ver, e.g. Weinberg (1972)), cada

uma correspondente a um vetor de Killing 5,81), solugao de

Vil + v, =0, 1=1,---,10. (13.10)
Na métrica (13.5), isto equivale a
N0, =0, (13.11a)
—(Hn) 10,60 + 068" — 20" =0, (13.11b)
068" + 0,61 — 2H e 5,680 = 0, (13.11¢)

Para encontrar as 10 solugoes (vetoriais), note que os vetores de Killing sao as
transformacoes infinitesimais de coordenadas que preservam a métrica, e com ela
a forma quadratica (13.1). Portanto uma combinacdo dos &(f) deve fornecer os
geradores de so(4,1) e, de fato, ha 5 x (5—1)/2 = 10 geradores antisimétricos Jap
para corresponder aos 10 vetores de Killing de dSs. Em suma, restringindo os
geradores Jap(x*) ao hiperboldide, e os decompondo em uma combinacao linear
de 10 vetores independentes, chega-se indiretamente as solugoes das Eqs.(13.11);
mas é exatamente esse o processo que resulta nos geradores (13.6). Os operadores
P;, K; e D fornecem 3 + 3 4+ 1 = 7 vetores linearmente independentes, e os
operadores (antisimétricos) de rotagao .J;; fornecem mais 3, completando os 10
vetores que preservam (13.1). A titulo de exemplo, escritos explicitamente em
coordenadas os vetores de Killing correspondentes a D e K,, a = 1,2, 3, ficam

{f?D) =, féD) = l'i};
{é?Ka) = 2Hx"n, £EK¢Z) = H(2z2" - x* + 772)*75l}-
*

Campos escalares na borda de dSy; funcdes de correlacao

Considere um campo escalar livre ¢(x), com massa m. A agao

Sl¢] = — /d% V=9 [29"0,0 0,0 + 1m?¢?| (13.12)
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fornece a equagao de Klein-Gordon
(=0 + m?)é(z) = 0. (13.13)

Pelo que se discutiu acima, as simetrias de dS; devem fazer com que ¢ se comporte
como um campo conforme (quase-primario) no limite de & .

A fungao de 2-pontos avaliada em um vacuo invariante sob o grupo SO(4,1)
d4 origem a fungao de Green (ou de Wightman), solucao de

(=0, + m?)G(z,2';m?) = (—g) V2 6*(x — o). (13.14)

A simetria sob SO(4,1) implica que G s6 pode depender de x e z’ através da
distancia geodética covariante ou, alternativamente, através da funcao z(x,z’)
definida no §D.2. Em coordenadas planas (Eq.(D.11))

1
dnny

z(z,2)) =1~ (=(n—n")+x—x]?). (13.15)

Usando a féormula (D.12) para o Laplaciano, a Eq.(13.14) fica

2 m2

d d
z(1 - z)@ +2(1 - 22)@ i G(z;m?) =0, (13.16)

para x # x'; isto é uma equacao hipergeométrica (cf. §1.3), com solugao

G(z; M?) = Cp Flwy, w_;2; 2], (13.17)
onde wy=3+v, com v=+/(3/2)2— (m/H). (13.18)

Préximo & borda, n,n — 0, z &~ —(x — x')?/4nn’ diverge, e tomando o limite
assintético de F'(z) dado pela Eq.(1.5),

Cy(g)er C_(q')*-
(X _ X/)2w+ (X _ X/)Zw_ ’

G (2, 2';m?)| o0 ~ (13.19)

onde C4 sao constantes que s6 dependem de m? e H. Consideramos apenas o
intervalo 0 < m?/H? < 9/4, em que w4 sao nimeros reais e 0 < w_ < w,, e com
isso G(z,2';m?)| s+ = 0. A dependéncia espacial coincide com a forma (E.34), o
que mostra que perto de £ um campo massivo em dS; se comporta como um
operador quase-primario com dimensao conforme A = w.

*

218



Perto de £, a equagao de Klein-Gordon (13.13), escrita em coordenadas
planas,

(0?02 — 200, — n*0% + m®/H?| ¢(x) = 0, (13.20)
tem o termo contendo a derivada espacial suprimido por continuidade:
(1?02 — 20, +m?/H?| ¢(x) = 0. (13.21)

O ansatz ¢ ~ n" é uma solucao desta equacao assintética desde que w = w. Isto,
é claro, era de se esperar ja que estamos efetivamente resolvendo a mesma equagao
(13.16) cujo limite assintdtico encontramos em (13.19). Portanto o campo se
comporta, assintoticamente, como

d(x) =~ "~ Py(x), pertode Lt ={n=0} (13.22)
A fungao
Py(x) = [n_w*gb(x)]n_m (13.23)

serve como uma condi¢ao de contorno de Dirichlet que determina ¢(z) em n < 0,
isto é, a solucao da equagao de Klein-Gordon (13.13) pode ser escrita como

o(x) I/jer?’XIK(:C;X/)(DO(X/), (13.24)

para uma fungdo K (x;x’) chamada de ‘propagador interior-superficie’ (‘bulk-to-
boundary’) que satisfaz

(-0, +m*)K(z;x') =0 (13.25)

para x no interior de dS; e X' € #*. Pode-se determinar K a partir de G por
meio do teorema de Green,que leva a

o) = — [, @x'\/ |y @o(x )0~ g0, Gz, 2'sm?),

onde 7y, ¢ a métrica induzida por g, sobre a borda, a qual n,, é a 1-forma normal.
Comparagao com a Eq.(13.24) mostra que o propagador interior-superficie é dado
pela derivada normal da funcao de Green em ¥,

K(x; x) = — [ A nug"o,Gla,a'sm?)] . (13.26)

O lado direito deve ser entendido como um limite. A métrica induzida numa
superficie {n/ = constante} é v;; = (Hn')~24;;, logo

v/Dety(2') n,g" (z') = —(Hn') 255, (13.27)
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e K(z; xX') = [(Hn) 20" 0,y G(x, 2’y m?)]
de Green é obtido da Eq.(13.19),

=0 O limite da derivada da funcgao

w+0+nw+ oy +w_—3 + w*C*nw7 12w_—3
S+ o+

77/—2+w_ 817’ G ~

(Note a presenga do termo —n? nos numeradores, ausente em (13.19) porque 14
n — 0.) O expoente de i’ no primeiro termo se anula, ja que w_ + wy = 3; no
segundo termo 2w_—3 = —2,/9/4 — (m/H)? < 0, e por isso para que a expressio
nao divirja se deve tomar C'_ = 0. Isso determina o propagador interior-superficie
como uma fungao finita (para x # x') em S+,

~we Oy nt

K(x,n; x') = T ot (= w) e (13.28)

Para m? = 0, a solugao da Eq.(13.13)
Oy0(z) =0, (13.29)
nao é mais a hipergeométrica (13.17), ja que w_ = 0. (Usamos ¢(x) para di-

ferenciar o campo escalar sem massa do campo massivo ¢(x).) Como estamos
interessados na solugao assintotica, em que n — 0, podemos usar a expressao
(13.21) para o Laplaciano,

Caplw) ~ (2 02 — 200, )e(x) = 0. (13.30)
E evidente que uma solucao assintotica é a funcao “constante”
o(x) = po(x) que corresponde ao expoente w_ = 0.

(Essa é a solugao “congelada” fora do horizonte usada nos modelos inflacionarios.)
A segunda solugao ¢ ¢(r) = n3fy(x), o que corresponde ao valor de w, = 3
para m? = 0, e morre no limite n — 0. Ea fungao congelada ¢y(x) que serve
como condi¢ao de contorno de Dirichlet para ¢(x) (fazendo o papel andlogo a
®y no caso massivo), e podemos escrever (analogamente a Eq.(13.24)), ¢(z) =
J %" J(z:x")po(x), com o propagador J(z;x') = C'n® (—n* + |x — x/|*) 2.

k%
Os resultados dessa discussao mostram que:

1. Campos escalares em dS; se comportam como campos conformes quase-
primdrios na borda .#*, com dimensao conforme w., solucao da equacao

m?/H? = w(3 —w). (13.31)

Portanto é possivel definir uma teoria conforme em .#* usando os campos

¢(x) em dSy.
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2. A fungao Pp(x) em £, tal que ¢(x) ~ n*- Py(x), determina completa-
mente o campo no interior de dSy por meio do propagador K (z;x).

Isso motiva a definicao de uma dualidade hologrdfica entre o interior de dS, e uma
CFT3 em .#*. A correspondéncia entre a borda de de Sitter e uma teoria con-
forme foi originalmente proposta por Strominger (2001a), diretamente inspirado
na ‘dualidade calibre/gravitagao’ (‘gauge/gravity’) entre o espago de anti-de Sit-
ter e teorias conformes descoberta por Maldacena (1999) e elaborada por Gubser
et al. (1998); Witten (1998).!

13.2 dS/CFT

Seguindo Maldacena (2003), identificamos a ‘fun¢do de onda do Universo’ com
a funcao de particao de uma teoria conforme Euclidiana dual

Uhap, 9] = Zerr|hap, 0. (13.32)

Essa férmula requer alguma explicacgao.

A func¢ado de onda do Universo deve ser entendida no sentido de Hartle &
Hawking (1983). No formalismo de Feynman (1948), a funcao de onda de uma
particula com um certo estado inicial é descrita pela integral de caminho? (omiti-
mos um fator de normalizagao), ¢(z,t) = [[Zx(t)] exp(iS[z(t)]), onde S|z, t] é a
acao classica. A funcao de onda W[h,y, ¢] associada & uma 3-superficie tipo-espago
&, com métrica hg,, induzida pela métrica g,, do espago-tempo .#Z O .7, é a
integral funcional U|ha, ¢] = [[29,u][2¢] exp(iS[guw.#]), em que a integral em
g € sobre todas as configuracoes de geometria do espago-tempo que induzam
hap, € a integral em ¢ é sobre os campos restritos as condig¢oes de contorno em .%.

!Para uma revisio da dualidade AdS/CFT, ver, e.g., Aharony et al. (2000). Ao contrario
da AdS/CFT, a dualidade no espago de de Sitter ndo possui uma realiza¢do precisa na teoria de
cordas, mas mesmo a AdS/CFT pode ser formulada sem recorrer a isso, tendo sido antecipada
por Brown & Henneaux (1986) usando apenas o grupo assintético de simetrias de AdS3, quase
uma década antes do trabalho de Maldacena. E de Sitter, como mostrado, possui o grupo con-
forme como simetria assintética. A auséncia de uma formulacdo de cordas faz com que a teoria
de campos dual a dSy; nao seja conhecida, mas McFadden & Skenderis (2010b) constroem o
diciondrio hologréafico mapeando o espaco-tempo cosmoldgico em uma parede de dominio assin-
toticamente AdSy, seguindo o procedimento de Skenderis & Townsend (2006, 2007), e efetuam
os calculos hologréficos usando AdS/CFT. Depois voltam & cosmologia com uma continuagao
analitica. Com isso, propoem fenomenologicamente uma defini¢ao explicita de um protétipo de
teoria de Yang-Mills 3-dimensional com grupo de calibre SU(V), admitindo o limite de N > 1,
e que, na gravitagao dual, reproduz os resultados das tltimas observagoes cosmoldgicas, como
anunciado por Afshordi et al. (2017b).

2Ver Feynman et al. (2010). Para a formulagao da teoria de campos em termos de integrais
de caminho, ver, e.g., Zinn-Justin (2002).
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Podemos tomar aqui hy, como perturbagoes das secoes espaciais do universo de
FLRW. Assim como na mecanica quantica ¢ (x,t) pressupoe uma posicao inicial
xp, ¥ pressupoe uma configuracao inicial para os campos, por exemplo o vacuo
invariante de dS; (o vacuo de Bunch-Davies) longe da borda, i.e. para n — —oo.
No limite semiclassico, a integral funcional pode ser aproximada por seu ponto
de sela e, desconsiderando um fator multiplicativo

U hap, @] = exp (iSalhab, 9]) , (13.33)

com hgy, e ¢ solugoes das equacoes de campo classicas. A funcao de onda serve
como um peso probabilistico para o valor esperado dos campos,

((x1) -~ P(n)) = /[%b] [P* G(21) - Plan). (13.34)

Se os campos dao origem as flutuagoes cosmolégicas, (13.34) determina as fungoes
de correlacao de observaveis e os espectros de poténcia descritos no §4.5.

Em uma teoria de campos Euclidiana em 3 dimensoes com agao Sorr[O(x)],
as fungoes de correlagao, (---) = [[Z20]e%er7(.-.), dos campos (operadores)
O(x), podem ser obtidas a partir da funcao de partigao

Z[J) = [[20] exp [-Sqrr + [d*x J(x)O(x)] (13.35)
por meio de derivadas funcionais com respeito as fontes J acopladas linearmente,
1 ) )

(O(x1) - O(x,)) = 70) |5700) "'5J(xn)Z(J)
(Enfatizamos que estamos considerando uma teoria Euclidiana. Note o expoente
real na fun¢ao de partigdo.) Assim, a identificacdo (13.32) da funcdo de onda
do universo com a fungao de partigdo de uma teoria (conforme) de campos em
Jt faz com que ¢ e hy, na Eq.(13.33) devam ser interpretados nao como os
campos mas como as fontes da teoria dual. Mais precisamente, as fontes da
CFTj3 sao as fungoes assintdticas $o(x) definidas pela Eq.(13.23), e as correlagoes
dos operadores conformes sao expressas em termos de derivadas da funcao de
onda do universo:

J=0

on\w

<O(X1) . O(Xn)> = (—Z)n §(I)o<X1) . 5(I)O(Xn)

, (13.36)

®o=0

e uma férmula similar para h,,. Pode-se escrever, portanto,

[y, Bo] = exp [Z = /d3x1 . ./dSXn (060 Ox) Bofacr) -~ Balix,)+

(0" (x1) -+ O 30 han(x1) -+ hea(36,) |

)
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onde O% é o operador que que se acopla & métrica como fonte, e corresponde
ao tensor de energia-momento da CF'T, como serd discutido abaixo. No limite
semiclassico (13.33), o lado direito da Eq.(13.36) equivale as derivadas da acao
classica para flutuacoes em dSy, i.e.

o"vU . 5nScl
(5(1)0()(1) v 5(1)0(}(”) B0 (5(130()(1) v 5(1)0<Xn) o ’

0= 0=0

(13.38)

logo para encontrar as fungoes de correlagao devemos escrever a acao on-shell
Sa[®o] como func¢ao dos campos na borda.

*
Correlagoes duais
A relagao hologréfica entre a fungao de dois pontos (O(x;) O(x2)) e o valor
esperado (p(x1)p(x2)) é dada pela férmula apresentada por Maldacena (2003):

1
(Px Px)reg = _2R€<Ok O _i)reg

(13.39)

Para a demonstragao, escreva a parte escalar de (13.37) em termos das compo-
nentes de Fourier,

1
Ulp] =exp [5 /dgk /d3kl<0k0k’> Spﬁ 9012’+

Al ]

n>3
Para a funcao de 2-pontos basta o termo quadratico. Temos
(0h %0) =S (200 19700y =[ [260] e ° 1 exp [390 - K(q,¢) - 0] ,
onde @) - K(q,q) - ¢y = [ d*qfd*q @) {2Re(0,04) 6*(q+q')} ¢l
O termo em chaves define o operador K(gq,q’), e a integral funcional se resolve
encontrando o operador inverso D(q, ¢') tal que [d°kD(q, k) K(k,q') = 6*(q—d').

E imediato verificar que D(q,q") = [2Re(0,0,)] ' 8*(q + '), e o resultado da
integral Gaussiana,

[ 1948164 & o (b6 Klaa) 4] =

52

0 0 0
= 5757 P lavs Kla.d) ey +Jy-¢] | =Dk K)

J=0

¢ a formula (13.39), na qual o subscrito reg denota a omissao da funcao delta.
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*

Funcao de dois pontos para um operador escalar

Calculamos agora o valor médio do produto de um campo sem massa ¢(z)
em dois pontos distintos, ambos na borda; o procedimento serve de exemplo para
iluminar o significado da férmula (13.34) e o uso da fungao de onda do universo
U= eXp(iScl [90])

Comece reescrevendo a agao no interior de dSy, Eq.(13.12) por meio de uma
derivada total:

St = [ o} [VIglaw v o V7o + mie?] -
—— [ Vgl [T(9,07"6) + 6(-0 + m¥)g]

A agao Sy[¢] é obtida impondo-se a equagao de movimento, (—+m?)¢ = 0, que
anula o tiltimo termo. O que sobra é uma divergencia, [ o d*z \/|gIV*(g,, V"),
que pode ser avaliada na borda,

Salg] = % /ﬁdsx VIng ¢0"6. (13.40)

Usando a Eq.(13.27), e avaliando a agao sobre a superficie {n = 7.}, para mais
tarde tomar 1. — 0,

_ 1 s [@0,0] _ @n)° [ Sk Ondi
Scl|77¢ - _W/d X |:7]—2/’7‘|7]C = —W/d k |:7]—772:| nc, (1341)

onde realizamos a transformada de Fourier de ¢(x,n) = [ d°k ¢k (n) e’&™.

O resultado acima vale para qualquer m?; agora consideramos ¢ = ¢, com
m? = 0. ¥ mede a amplitude de transicao entre duas configuracoes, e portanto é
preciso que a solucao da equacaode de Klein-Gordon satisfaca uma certa condicao
de contorno no passado que caracterize o estado inicial do universo, e que coincida
com o perfil py(x) = p(x, n.) sobre a superficie final. A soluc¢ao da (transformada
de Fourier da) equacao de Klein-Gordon (13.20),

(1?07 — 200, — *k?] ¢r = 0,

que se encontra no vacuo de Bunch-Davies em 1 — —o0 e que, no limite oposto
em que 1 — 7, dd a fungao ¢} ¢ a razao de duas solugoes (4.56),

o (1+ikm)ein
= ; 13.42
Pk P (1 + i/{:nc)e_lk’%’ ( )
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que inserida na agao (13.41) d&

(277)3/ 3 ko 0y (277)3/ 3,20 0 |1 -
0= Pk ~ &k k ~ —ik| (134
S = =0 ne(L+ikn.)  2H? P poi |- k] (1343)

para 7. — 0. A prescrigao (13.34) usa como peso o médulo de €<, que sé inclui

a parte imaginéria de (13.43), cancelando o termo divergente ~ 1/1n.. Assim

(Pr o) = / (2] eXp[ L /d‘°’ /d3q’ 0 5% (q+dq) gooq,] L.

A integral funcional é Gaussiana e pode ser efetuada sem muita dificuldade,
levando a

(Ph P) = o (H?/2)k 20 (k + ). (13.44)

Este é o mesmo resultado obtido através da quantizacao canonica do inflaton na
Eq.(4.57); mais adiante veremos como se pode descrever a inflagao holografica-
mente.

*

O tensor de energia-momento da CFT dual

Em um espago-tempo (#,g) que possui uma borda d.# com métrica in-
duzida hgp, hd uma prescricao devida a Brown & York (1993) que fornece um
tensor de energia-momento “quasilocal” que inclui os efeitos do préprio campo
gravitacional, e é definido por

17205l
5hab .

(Nao confundir T, nesta segdo com o tensor de energia-momento da matéria
na Relatividade Geral.) A agdo é a agao classica gravitacional com o termo de
Gibbons & Hawking (1977a), Eq.(A.5), mas regularizada de maneira apropriada
porque se a borda 0.# se encontra no infinito, como é o caso em dSy, o termo
de Gibbons-Hawking diverge. Essa regularizacao foi feita, em AdS, por Balasu-
bramanian & Kraus (1999) que usaram (13.45) para definir o tensor de energia-
momento da CFT dual. O mesmo pode ser realizado no caso de de Sitter, como
observado por Strominger (2001a).

Assim como para um operador escalar, a fonte é o valor assinttotico ®, do
campo escalar em dSy, a fonte de T}, deve corresponder ao valor assintético de
uma flutuagao tensorial em d.S; com dois indices e trago nulo na parte gravitacio-
nal, ou seja: os modos tensoriais da flutuacdo da métrica, he. A férmula (13.45)
identifica O = —1T na Eq.(13.37),

Ulha) = exp [ don i fd3 o[ B (T (x1) -+ - T (%) Y Pap (%1) - - - hcd(xn)} .(13.46)

T% = —2(Det h)~ (13.45)
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A funcao de 2-pontos de Ty, deve ter a forma (E.41)
Cr

B X1 — X|°

(T (x1)T(x2)) pabed. (13.47)

onde, com I?(x) = ¢** — Zaab,

Pabcd — % [Iad(Xn) ]bc((X12> + Iac(y12)]bd<xl2)} . %50,1)66(1'

A constante C é a carga central da teoria, e podemos encontrar sua relagao com o
valor esperado da métrica. Larsen & Strominger (2014) usaram a correspondéncia
hologréfica para estimar o valor de Cp ~ 1/H? ~ 10° a partir da amplitude do
espectro de poténcia tensorial (4.62). Com a decomposi¢ao (4.21) de hg, em
modos de polarizacao,

Vil = [(Fha)eorr exp |4 [0+ 070

e o problema se decompde em dois campos sem massa. A correlagao (hy hy) foi
calculada em (13.44), e a Eq.(13.39) d4

(Th Ty) = (270)3(2/HH) K3 83 (k + K').
Efetuando a transformada de Fourier, temos (13.47) com

Cr=2/H>. (13.48)

13.3 (a)dS/pCFT

A observacao de um espectro de poténcia quase invariante de escala na CMB
sugere uma generalizacao da correspondéncia dS,/CFT3 através da perturbacao
da teoria conforme com um operador cujo acoplamento (fonte) é um campo ho-
mogéneo (1),

SpC’FT == SC’FT + ¢/d3x O(X), (1349)

cf. Eq.(E.42). A evolucao das segoes espaciais do universo de FLRW assintotica-
mente de Sitter (o que denotaremos por (a)dS) ¢ interpretada como o fluxo do
grupo de renormalizacao sob a mudanca do parametro de escala A igual ao fator
de escala a(n). Com isso, a TQC; dual a cada segao espacial sai do ponto fixo
conforme guiada pela fungao beta hologréfica

9¢

_ o
~ Ologa’

B(¢) = 3 (13.50)

e com dimensao andomala 7(¢)
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No lado gravitacional da correspondéncia, o campo escalar serve como fonte das
equagoes de Einstein e satisfaz as equagoes de Friedmann (2.29), que combinadas
podem ser escritas como H = —% P = —%Ha(dgzﬁ/da). Todas as varidveis podem
ser parametrizadas por um tnico parametro, digamos o tempo césmico, de modo
que, sendo = ad¢/da = aé/ a, temos a relacao

2 dH

Bg) = “Hdo (13.51)

ligando a funcao beta da TQC a evolucao da geometria por meio da funcao de
Hubble.

As flutuagoes na CMB sao derivadas das correlagbes do campo escalar ¢(z),
flutuacao linear de ¢. A estratégia é calcular as correlagdes do operador dual O(x)
na pCFT, resolvendo a equagao do grupo de renormalizacao, e a partir delas
obter a as correlagoes de ¢(z) através da correspondénica hologréfica usando
a féormula (13.39), mas com a funcao de dois pontos (O(x;) O(x2)) da teoria
conforme perturbada, e o valor esperado (p(x1)p(x3)) no universo de FLRW
assintoticamente dSj.

Funcgoes de 2-pontos e a equagao de Callan-Symanazik

A violagao da simetria conforme nao quebra a simetria rotacional, e a fungao
de 2-pontos (O(x1) O(x2)) = G(r;¢) sé depende da distancia r = |x; — Xa.
A transformada de Fourier G(k; @), que satisfaz a Equacao de Callan-Symanzik
(E.47),

0 0
kg 4 B0) 55 434 21(0)| G 0) =0, com 5(6) =05/00. (1352
sendo k = |k; — ks|. A solugao é dada pelas Eqs.(E.50) e (E.49),
_ k'=k % B
Gliso) = 1 Gol@exp |2 [ dlog ( ) 23| (13.53)
k'=aM aM
Aqui, introduzimos a escala M e o ‘acoplamento fluido’ ( ‘running coupling’)
- ¢ - - B
6= (k/a,0), tal que 7100 = 5(G) © MG =6 (1350

A segunda condic¢ao permite que se faga uma mudanga de varidveis em (13.53), e
se escreva, alternativamente,

B P(M,0) U
G(k; ¢) = k* Go() exp [2 /W/ ) du %] . (13.55)
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Usando (13.39), a solugao (13.53) dé a fungao de correlagao do campo escalar:

k—3 1 k'=k % 3
2 Go(d) [_Z/MM tlos <aM ) W)] |

<90k ‘P7k>reg =5

A fungao 1 / Go tem dimensao de inverso do comprimento, e podemos escrever
1/Go(¢) = As(¢)H?(¢), onde a ‘fungao de Hubble fluida’ ¢ dada por

o(M,9)

H(®) = H(6) exp [—% /¢ du ﬁ@)] | (13.56)

(k/a,6)

No ponto fixo, onde § = 0, isso leva a solugao correta para (px p_xk), e fora do

ponto fixo a forma especifica da exponencial dd 8(¢) = —2H ()03 H (¢), o que
¢ consistente com (13.51). Assim, temos

k'=k

(P Pt)reg = —3A(9) k> H?(¢) exp [—/k dlog (£7) (B(9) + 27(95))] . (13.57)

'=aM

Indices espectrais a partir da holografia

Os calculos feitos até aqui levaram em conta o campo ¢ se propagando sobre a
métrica de fundo homogénea e isotropica. Isso corresponde ao calibre plano, em
que todas as flutuacoes escalaressao alocadas no campo. A grandeza invariante
de calibre R, descrita no §4.3, se relaciona com ¢ através de (cf. Eq.(4.50))

R = (H/O)p = o/B(9).

Logo o espectro de poténcia Ps(k) = 55k*(Ry, R_y) fica dado pela Eq.(13.57),

0 T
P.K) = G @) p[ | s () (6@ + @) |- (1359

Esta férmula, obtida por Larsen & McNees (2004), é vélida para qualquer va-
lor de k, e fornece uma expressao para o espectro de poténcia que nao é uma
aproximacao para o limite k£ < aH, como é costume no contexto inflaciondrio.
Mas para fazer uso da Eq.(13.58), é necessario saber algo sobre a funcio A,(¢).
Ela é faz parte do comportamento dinamico da teoria, e por isso nao pode ser
determinada pela equacgao de Callan-Symanzik (que s6 1é o comportamento de
escala). A, determina a funcao de 2-pontos na escala k = aM, onde o expoente
se anula, e em geral A, deve depender de M de forma que a expressao total lhe

seja independente. Se M > H, a escala em questao estd bem no interior do
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horizonte de Hubble, e se a teoria se encontra proxima ao ponto fixo, num espaco
quase dS;, a Eq.(13.57) deve reproduzir a Eq.(13.44), logo A, ~ (27)3.

Da parametrizacao (4.47), Py = Ag (k) (k/ko)™ 1, ou ng — 1 = kdy log Ps, a
Eq.(13.58) d4 o indice espectral em termos dos parametros holograficos:

ng=1—p%—27. (13.59)

Usando a Eq.(13.51) para a fungao beta hologréfica, e comparando com os parametros
de slow-roll de Hubble (3.22), verifica-se que a expressao acima coincide com a
férmula (4.59) para a inflagdo no regime de slow-roll.

13.4 A DFE e a inflacao holografica

Podemos combinar a DFE e o paradigma holografico em dois passos:

1. O universo pés-inflacionario comeca numa fase de radiacao, no regime de
acoplamento forte, com a < 1. O horizonte de Hubble cresce com o tempo,
e flutuagoes que entram no horizonte oscilam em seu interior. As condigoes
iniciais sao determinadas por correlacoes na entrada do horizonte.

2. Essas correlagoes sao determinadas (indiretamente) pela pCFT3 que é o
holograma do universo (a)dSy determinado pela DFE, e no qual (pela in-
versao do fator de escala) o regime gravitacional é de acoplamento fraco.
A superficie £ |ys, corresponde ao ponto conforme UV da teoria de cam-
pos hologréfica; neste ponto fixo, hd uma perturbacao com um operador
relevante acoplado a um campo ® (ou ¢), e um fluxo do grupo de renor-
malizacao leva a teoria em direcao ao IR. Cada valor da escala de energia
A = a corresponde a uma das secOes espaciais no lado gravitacional. As
correlagoes de campos nessas secoes sao determinadas pelas correlagoes dos
operadores na TQC3 correspondente, obtidas da fungao beta e da dimensao
anomala através da Eq.(13.57).

O esquema se encontra ilustrado na Fig.13.1. Note que, de acordo com a reflexao
do tempo conforme,

nen=—n,

necessdria para que o universo inflaciondrio esteja também em expansao (Eq.(8.28)),
a passagem do tempo no universo pos-inflacionario tem o mesmo sentido que o
fluxo do grupo de renormalizagao. Entretanto, enfatizamos que apesar dessa di-
ferenga de sinal o universo inflaciondrio estd em expansao (por construgao), e
sua evolugao termina em % |45 onde 7 = 0. A inversao de sinal do tempo con-
forme pode ser entendida geometricamente de maneira simples: as superficies
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a = constante préximas a borda de dS,, descritas no holograma pela pCFTjy
préxima ao ponto UV, sao duais (pela DFE) as superficies a = constante proximas
ao big-bang. Assim, como mencionado na introdugao deste Capitulo, nessa in-
terpretacao a superficie

Z ={a=0} ~{a= o0}

nao corresponde ao fim da inflagao holografica. Na realidade, o universo pré-
inflaciondrio com 7 < 0 é eterno (para o futuro), tanto quanto o universo pés-
inflaciondrio (ambos tém, inclusive, a mesma duracao conforme) — ambos sao
“aeons”. Por outro lado, nao se “atravessa de um aeon para o outro”’; a conexao
entre ambos ¢é através de um holograma, a pCFTj3.

Universo pos-inflacionadrio

DFE

tempo

“inflagdo holografica”

Figura 13.1: Inflagdo hologréfica e a DFE

13.5 Fluxo do GR em universos duais

Vamos considerar a proposta acima em dois exemplos em que é possivel encontrar
uma forma exata para a funcao beta: o modelo de universo autodual e a fase desa-
celerada do modelo de concordancia, sem constante cosmoldgica pos-inflacionaria,
e seu dual.!

Neste capitulo h4 uma ambiguidade de sentidos para a palavra ‘dual’: 1) dualidade a
respeito de uma transformagao da DFE, que vimos consideramos ao longo de toda esta tese;
ou 2) dualidade entre a (p)CFT3 e (a)dSs. Para tentar causar a menor ambiguidade possivel,
vamos tentar nos referir a (2) pelo nome completo ‘dualidade hologréfica’, sempre que for
possivel haver confusdo. Assim, em geral, dizer simplesmente ‘dual’ é uma referéncia a DFE.
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O universo autodual

Descrito como um campo escalar ¢, o modelo do gas de Chaplygin modificado é
caracterizado pelo potencial (9.22)

V() = % [(Cosh2 %)é +2 (cosh2 %)156] .

Aqui mudamos a notacao da §9.3, e usamos ¢ em vez de o, para nao destoar das
equagoes que acabamos de deduizr. O potencial possui um vacuo dS; com raio
L =+/3/A em ¢ = 0, onde a massa m;, = (d°V/d¢*)|4—0, dada pela Eq.(9.25),
pode ser escrita na forma (13.31)

L*m} =vyv(ywv —3),  com ypy = —26. (13.60)

(Repare que aqui temos v = —w, comparando com a Eq.(13.31); w correspondia
a dimensao de operadores sob rescalamento de x, na borda de dS;, enquanto que
aqui o rescalamento do campo homogéneo é com o tempo 7, correspondente ao
fluxo do RG; por isso o sinal se inverte, como se pode ver na Eq.(13.19).) De
fato, a solugao para o fator de escala, Eq.(9.23),

a(¢) = ¢ [senh(6p/+/2)]/* (13.61)

mostra que préximo ao vécuo, para ¢ < 1, ¢ ~ constante x a~%.

Para 0 > 0, o limite acima corresponde a a > 1, logo se trata do regime
infravermelho na gravitagao, correspondente ao acoplamento fraco na fase infla-
cionéaria. Holograficamente, a é a escala de energia da teoria dual, e portanto
estamos no limite UV da teoria de campos perturbada por um operador rele-
vante, vy < 0. O fluxo (inverso) do grupo de renormalizagdo retira a teo-
ria do ponto fixo, os valores médios (O;Oy/) mudam de acordo com a equagao
de Callan-Symanzik e o espectro das flutuacoes de ¢ se desvia do espectro de
Harrison-Zel’dovich de acordo com a Eq.(13.59). Podemos calcular as fungoes
hologréficas (13.50), para ¢

20
T n2 0
~ cosh 2¢

B(9) = —2y/2tanh 50, (¢) = (13.62)

Como era de se esperar, no vacuo em ¢ = 0 temos 3(0) = 0 e v(0) = vy
As equagoes de Friedmann deslocam ¢ em diregdo a ¢ — oo, e ((¢) cresce
monotonicamente até o valor $(oc0) = 2. (Repare que para § > 0 o regime ¢ = oo
corresponde a a = 0, i.e. a um big-bang; o fluxo é contrario ao tempo.)

O modelo é por construcao autodual, o que significa que o regime préximo ao
big-bang é equivalente ao regime préximo a borda, ou que ¢ = oo é equivalente
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a ¢ = 0. Mas no limite a — 0 o comportamento de escala do campo ¢ é mal
definido; é impossivel expandir 3(¢) ao redor de ¢ — oo, e portanto nao se pode
terminar a dimensdo anémala 7. Note que —13 = (1— e 29/V2) /(14 ¢7209/V2) e
ao redor do ponto ¢ = oo um parametro pequeno é dado por e=29%/V2 que pode
ser usado para a construcao de um novo campo ® com transformacao de escala
bem definida. Defina, assim,

® = @ tanh 53¢, com By =+/2/5, (13.63)
tal que o dominio infinito ¢ € (0, 00) corresponde ao dominio finito ® € [0, Py.

(cf. Eq.(9.49).) O fator de escala (13.61) fica escrito como

a(®) = ¢ [(¥2 — 0?)/0%] (13.64)

e temos uma nova fungao beta, S = 0P /0loga,
Bo = yuv®[1 — (®/P0)?]. (13.65)

H4 dois pontos fixos em que (s se anula. O primeiro em ® = 0, correspondente
ao vacuo dSy no IR gravitacional em que a — oo para ¢ > 0; o segundo, em ¢ =
®, corresponde a singularidade em que a = 0. Podemos calcular as dimensoes
anomalas

7(0) = =26 =ypv e Y(Po) =40 = rr. (13.66)

O resultado em ® = 0, coincidindo com o que encontramos para ¢, era esperado
porque no limite ¢ < 1 a Eq.(13.63) d& ® ~ ¢ e as fungoes beta coincidem.
Ao redor do outro ponto fixo g = &y — ¢ < 1, e usando a Eq.(13.64), podemos
escrever

2Pg—
(a/0) = Et g~ 2g < 1.

Logo o campo g se rescala com peso 46 > 0 com a escala de energia a.
Escrevendo o fator conforme

q)g/(I)Q 1/26
Q=c%/d? 1 Q)= —L2_
o, oo (0= (200 )

vemos que a transformacao da DFE para ® é homogénea e tem a forma de uma
transformacao de Weyl, ® = Q%®, ¢ @ = Qa. Alternativamente, podemos
escrever ®2 + 2 = ®2. que apds uma diferenciagao com relagio a loga = —log a,
fornece a transformacao da funcao B4, descrevendo o comportamento do fluxo ao
redor do big-bang em termos do fluxo na vizinhanca de .#*,!

© o = fo.

!Compare com a transformacio andloga para 3(¢). Temos Bé/ﬁﬁf’ = —quS/qu e, usando a

Eq.(8.44) para a transformagio dos campos, chega-se a 33 + 55) =2.
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*

O termo cinético do campo P.

Fazemos aqui um parénteses para observar que o campo ® é um campo escalar
com termo cinético nao-canodnico, determinado por uma métrica K;; do tipo
“modelo-sigma”, i.e. sua Lagrangeana tem a forma

Ly =— 1K1 90 0,2'0,@7 + V(®')] .

Tais Lagrangeanas sao comuns em modelos cosmoldgicos com mais de um campo,
e sua presenca s6 modifica as equagoes de Friedmann através da correspondéncia
com um fluido perfeito,

P = %K[J(i)lq.)J—FV(q)), P = %K]J(bldy] — V((I)),
enquanto a equacio de Klein-Gordon agora se escreve ® + 3H®! = — K79, V.

No modelo em questao aqui, V(®) é o potencial autodual escrito em termos
de @, (Eq.(9.50)),

— 29%/®F
(1—®2/a2)"° |

e como ha um unico campo, os indices I, J sao triviais, com a métrica K;; sendo
apenas a funcao escalar

V(®) = pa [

1
(1= (2/®0)?)"

K(®) =

Lembre que ¢y = /2/§. E imediato verificar que na vizinhangao do vécuo dS;,
em ®/Py <« 1 a métrica acima se torna simplesmente d;; ¢ 0 campo se torna
canonico.

*

® e a deformagao da CFT

No lado da CFT, nao ha qualquer problema na troca do campo ¢ pelo campo
®. Para gerar o fluxo do grupo de renormalizacao que retira a CF'T do ponto UV,
é preciso perturbéd-la com um operador relevante. Uma possibilidade é um ope-
rador caracterizado pelo acoplamento com o campo ¢ correspondente ao inflaton
canonico, mas hé outras e, em geral, pode haver mais de uma perturbacao em
diregoes diferentes (embora se suponha que uma domine). Assim, ¢ corresponde
simplesmente a um outro operador dual, diferente daquele que se acopla a ¢.

O espectro das correlagoes na CF'T é desviado do espectro invariante de escala
pelo fluxo induzido pelo operador O que perturba a teoria. Vimos acima que esse
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desvio é idéntico ao obtido pela inflagao no regime de slow-roll quando O se acopla
a ¢, que obedece as equagoes de Friedmann, que levam & Eq.(13.51). Perturbar
a teoria com um operador diferente ' poderia modificar esse resultado. Mas
quando @’ é dual a ¢, uma vez que ® ~ ¢ na vizinhanca do ponto UV onde
se calcula o espectro, o desvio do tipo slow-roll permanece valido. A diferenca
s6 se torna relevante longe do ponto UV; ® entao descreve uma trajetéria bem
comportada até outro ponto fixo IR em ®y. A interpretacao da singularidade
enquanto esse ponto IR do fluxo do grupo de renormalizagao deve ser melhor
investigada.

O modelo de concordancia, assintoticamente

Como um segundo exemplo, consideramos a inflacao holografica gerada pelo uni-
verso dual ao inicio do modelo de concordancia. Isto é, consideramos como modelo
pos-inflacionédrio o universo preenchido por poeira e radiacao,

~__ PR | PM

pP="=7 1T =5

a a

Usamos um til nas variaveis pés-inflacionarias porque nosso objetivo é trabalhar
no universo inflacionario e s6 depois aplicar a DFE. O universo dual inflacionario
é preenchido por uma constante cosmolégica A e por um géas de branas,

p:AJJ’%’_ (13.67)

Desconsiderar a constante cosmoldgica pos-inflacionaria e a radiacao pré-inflacionaria
que lhe é dual permite que se encontre uma solugao simples para o fator de escala.
Usando a Eq.(8.42) obtemos uma integral analitica para ¢(a), que se inverte,

ppp/A

= 2 1 -
senh” 57 ¢

(13.68)

=)
—

Dai se obtém p(¢), e com a equagao de estado correspondente a (13.67), dada
por P = —%p — %A, temos o potencial escalar V = %(p — P),

V(p) = gA1+ 5 cosh? #gb)

H& um minimo em ¢ = 0, onde V' = A, correspondendo a um vacuo dS;. A funcao
beta holografica f = 0¢/0log a se calcula de (13.68), 5(¢) = — tanh #qﬁ, possui

um zero no vacuo dSy correspondendo a um ponto fixo e a dimensao anomala

7(0) = —1/2.
Mais uma vez definindo o campo ¢ = ®4tanh 23%@ com @y = 23/2, encontra-
mos facilmente a nova fungao beta o = 0®/dloga,

Bo =3P [(D/Pg)> — 1] . (13.69)
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A funcao apresenta dois pontos fixos, um em ® = 0 correspondente ao mesmo
vacuo dS, onde a = 0o, e 0 outro em ® = &, correspondente a ¢ = oo e a = 0.
Derivando v = 93/0®, obtemos as dimensoes andmalas em cada um,

70) = =3 =wv, e Y(P)=1=r (13.70)

A fungao beta junto com vy e com a (fungao) carga central holografica (13.48),
C) =1/(tpH(9))?,  C(0) = 1/ChA,

determinam a CFTj. Isso fixa as correlacoes fora do horizonte na fase pds-
inflacionaria.

Mapas entre pCFTs

Nos dois exemplos acima, perturbando a CF'T3 no UV com o campo apropriado @,
obtemos um fluxo até um segundo ponto fixo IR que corresponde, na gravitacao a
uma singularidade com a = 0. No exemplo autodual, por construcao, esse ponto
¢ diretamente ligado ao ponto UV pela DFE. Para o modelo de radiacao e poeira,
nao: o ponto IR encontrado corresponde ao limite @ — 0 no universo acelerado,
e desejamos saber se em a = 0, no universo de radiacao dual ao limite dS; onde
ocorre o ponto UV, existe um campo @ que dé origem a uma funcao beta com
uma dimensao anomala bem definida.

A passagem do modelo (13.67) para o universo de radiagdo e poeira apresenta
algumas complicacdes. A ligacio entre ¢ e ¢, dada pela Eq.(8.44), é complicada:

50— ) = 2310z | cosh g8z 5+ Seosh ] +

2\/2(:osh2;% +4/5+ BCoshQ?%
2\/QCosh2;% —4/5+ SCOShZ;%

ao contrario do modelo autodual, cuja transofrmacao (9.24) é simples. Conside-
remos o limite assintético na vizinhanga do ponto UV em ¢ = 0. Para ¢ < 1, a
formula acima se reduz a

exp |~ 7= (6 - d0)| = (V3 + )ie®

+ 2log

Ou seja, ¢ < 1 corresponde a gz~5 > 1. Com a inversao do fator de escala a = ¢*/a,
isso permite que se encontre

ZOET
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e logo a fungao beta correspondente, B = 8(5/810g a, B~ —24/2. Repare que
este é o mesmo comportamento da fungao [, na Eq.(13.62) quando ¢ — oo.

Seguindo os argumentos dos exemplos anteriores, entretanto, podemos definir
® = & tanh ﬁgb, com ¢y = 2,/2. Entao

~ &)0_&) 1/2
o~ (550)"
Bp = =1+ (/d0), com F3(Po) =0 e ~(Pg) =2

Ou seja, temos mais uma vez um ponto IR, com dimensao anomala vz > 0, no
big-bang de radiacdo, assim como encontrado na Eq.(13.70).

logo

13.6 Discussao

Descrever a inflagao como o regime UV da pCFT é uma abordagem que coincide
com a de van der Schaar (2004). Esta é a situagao apropriada para a combinagao
da holografia com a DFE se quisermos relacionar as correlacoes no inicio do
universo pés-inflacionario com as correlagoes na borda futura de dS; do universo
dual. Vale mencionar que também é possivel posicionar a inflacao num ponto fixo
IR da pCFTj3, como feito, por exemplo, por Larsen et al. (2002) e por Bzowski
et al. (2013). Nesse caso, o ponto conforme corresponde ao passado .~ de dSy, e
o regime inflacionario ocorre em acoplamentos fortes na teoria gravitacional, i.e.
para a < 1. Um exemplo desse segundo tipo é dado pelos modelos autoduais
com 6 < 0. Vimos no §9.4 que o potencial tem entao um mdzimo em ¢ = 0,
o universo comeca como de Sitter e evolui para o dominio de radiagao para
a — 0o, um comportamento tipico de inflacao do tipo hilltop. Repare que nesse
caso a dimensao anomala v = —20 > 0 e se perturba a teoria com um operador
irrelevante, como é o apropriado num ponto fixo IR.

Levando a dualidade as tltimas consequéncias, caso saibamos a teoria de
campos podemos interpretar as correlagoes das flutuagoes da métrica que entram
no horizonte durante a fase desacelerada como sendo determinadas, através da
Eq.(13.39), diretamente pelos valores médios dos operadores da teoria de campos.
O fato de que a pCFT3 possui uma descri¢ao em termos do interior de um espaco-
tempo (a)dSy significa que as correlagoes sdo também duais ao espectro de um
campo escalar em um universo acelerado quase de Sitter e, assim, na pratica,
obtemos resultados similares aos da inflacao usual. A inflacao “acaba” quando
a TQC se afasta suficientemente do ponto UV, de forma que os valores médios
dos operadores nao possuam mais um espectro quase invariante de escala. No
bulk, isso acontece, aproximadamente, quando a aceleracao se anula. Podemos
estimar o valor do acoplamento ® correspondente no modelo autodual de maneira
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simples: por causa da simetria de autodualidade, a aceleragao é zero quando o
fator de escala satisfaz a/c = ¢/a. Usando a Eq.(13.64), vemos imediatamente
que isso acontece para ®* = %(133, i.e. a aproximadamente 2/3 do intervalo (0, ®).

T I s
I
:
I
! IR uv
AR —— ———>-
» S — A
E EN j+‘ds b e
i i L e————————————————
o R “uv
I
:

Figura 13.2: Mapas entre teorias holograficas.

Nos exemplos do §13.5, perturbamos o ponto UV da teoria conforme com o
operador Og, com dimensao Ayy = 3 + yyv, acoplado ao campo ® que possui
as propriedades de escala adequadas (em oposicao a ¢). Sabendo a solugao exata
da geometria em termos de @, foi possivel encontrar funcoes beta exatas para as
TQCs que no limite IR, quando o fator de escala tende a um big-bang, possuem
outro ponto fixo onde ® = ®;. Aqui, a combinacao da holografia com a DFE
leva a agradavel possibilidade de se mapear essa teoria de campos em regime de
acoplamento forte no IR em uma (outra) teoria conforme em acoplamento fraco
no UV. O mapeamento é automaticamente induzido pela DFE, e representado
na Fig.13.2.

Ha uma ressalva. O mapa da Fig.13.2 é bem definido quando ambos os univer-
sos duais (pela DFE) possuem o futuro (a)dSy, e portanto uma pCF T3 holografica
bem definida no UV. J& em casos como (13.67), em que ha apenas uma borda
*|as, 0 mapa funciona para o ponto IR correspondente ao big-bang no universo
de radiagao, mas o outro big-bang, no universo dominado por um gas de branas,
é mapeado pela DFE no infinito de um universo desacelerado (dominado por po-
eira) em que, pela auséncia das simetrias assintéticas de de Sitter, nao existe uma
interpretacao hologréfica estabelecida.
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Capitulo 14

Conclusao

Os resultados da pesquisa apresentada nesta tese tém como ponto de origem um
fato simples: a existéncia de uma simetria das equacoes de Friedmann sob a in-
versao do fator de escala. A grande utilidade desse tipo de simetria é relacionar
a fisica em regime de altas energias e pequenas escalas com a fisica de baixas
energias e grandes escalas — sabendo descrever fendmenos em um dos dois regi-
mes, temos também o comportamento no limite oposto. Isso torna uma simetria
de inversao do fator de escala particularmente ttil para a descricao do universo
primordial, em que a gravitagao se encontra em um regime de altissimas energias
e a geometria se torna singular, e oferece, assim, uma possivel direcao para a
abordagem do problema da singularidade inicial.

Preservagao das equagdes de Friedmann sob a inversao a + 1/a requer uma
transformagao conjunta dos campos de matéria que depende (apenas) do calibre
temporal escolhido; diferentes calibres tém efeitos muito distintos sobre a trans-
formacgao da dinamica. Nossa simetria de Dualidade do Fator de Escala usa o
tempo conforme, e é caracterizada por inverter o sinal da aceleracao através de
uma transformacao especifica da equacao de estado, w = —% — w. Essa relagao
dual entre universos acelerados e desacelerados sinaliza mais uma vez que a DFE
pode ter aplicagao na descricao do universo primordial, na transicao entre a fase
inflacionaria e o universo desacelerado.

Toda a Parte III desta tese foi dedicada a explorar consequéncias e aplicagoes
da DFE na construgao de modelos cosmolégicos. Como conclusao, relembramos
agora os resultados principais e mencionamos alguns problemas em aberto.

*

Mapas entre solucoes, universos autoduais e simetria assintotica

A DFE definida no Capitulo 8 é antes de tudo um mapa entre solucoes das
equacoes de Friedmann. Dado qualquer universo de FLRW, com seu conteido
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material e sua evolugao do fator de escala a(n) particular, sempre existe um uni-
verso dual com o conteido material definido pela Eq.(8.16). (Na verdade, para
cada solugao existem duas solugbes duais, ver abaixo.) O regime de altas ener-
gias de uma solucao corresponde ao regime de baixas energias de outra solucao,
correspondente a um universo diferente, preenchido, em geral, por uma espécie
diferente de matéria. Por exemplo, baixas energias no universo de de Sitter se
mapeiam no regime de altas energias de um universo radiativo.

No Capitulo 9 introduzimos o conceito e deduzimos exemplos de universos
autoduais sob a DFE. Isso promove o mapa que é a DFE a uma simetria. O
espaco-tempo de Robertson-Walker tem o fator de escala como unico grau de
liberdade, e forcar uma simetria discreta sobre o comportamento de a é extre-
mamente restritivo. Apesar de os modelos que encontramos, em particular toda
a classe de 1-parametro de modelos do tipo gas de Chaplygin modificado, cuja
consisténcia termodinamica foi analisada no Capitulo 10, terem servido como
‘toy-models’ ao longo de todo o trabalho, o Universo descrito pelo modelo de
concordancia césmica nao apresenta a simetria de autodualidade.

Aparte os valores especificos das densidades relativas das componentes, a den-
sidade de energia do modelo ACDM com radiagao coincide com as de um universo
autodual se introduzirmos um gas de branas. Um gés desse tipo nao seria uma
proposta muito fora da realidade no universo primordial, servindo como uma
possibilidade inflacionaria, como discutido no §12.2. Mas a inversao do fator
de escala é uma simetria discreta do tipo Z, e um universo autodual deve ser
simétrico com relagao a um wunico ponto invariante sob a DFE e no qual, por-
tanto, a aceleracao é zero. Ou seja: é uma restricao dinamica da autodualidade,
independente do conteido material, que a aceleracao do fator de escala troque
de sinal apenas uma vez. Portanto é impossivel que um universo contendo po-
eira, radiagao e uma constante cosmoldgica, como o nosso, seja autodual e, ao
mesmo tempo, possua uma fase inicial inflaciondria. (Ou seja, as branas de um
“modelo de concordancia autodual” devem dominar na fase final, apés o dominio
de poeira, o que é absolutamente irrealista.)

Por outro lado, nao seria realistico esperar que a DFE fosse uma simetria
exata do universo de FLRW. Uma simetria de fato sob a inversao do fator de
escala é similar a uma simetria de Weyl, e faz mais sentido, portanto, em alguma
escala de energia do universo primordial. Assim, é interessante investigar a viabi-
lidade de modelos inflacionarios que apresentem a autodualidade como simetria
assintotica. Uma possibilidade nesse contexto é que a DFE relacione a fase infla-
ciondria com a fase pds-reheating, e isso foi obtido em um dos exemplos analisados
aqui: nos modelos de gas de Chaplygin modificado com § < 0 do §9.4.3. Outra
possibilidade é que a dualidade leve a uma fase desacelerada pré-inflacionaria,
como encontramos no §12.2.
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*

Ricochetes e a DFE

Para cada solucao das equacoes de Friedmann, existem dois universos duais:
um em expansao e outro em contragao. De fato, sem a reflexao do tempo conforme
feita na Eq.(8.28), a transformacao de inversao do fator de escala, a(n) — ¢*/a(n),
relaciona um universo em expansao a outro em contragao (correspondendo ao
sinal negativo na Eq.(8.25)). Esses modelos nao foram abordados em detalhes, e
por isso fazemos aqui um breve comentario a seu respeito.

Seja 2/ um universo tipico em expansao (por exemplo o modelo ACDM), em
que o fator de escala a(n) tem a(0) = 0 e a(ns) = oo, com n € [0,7n¢] onde 7
pode ser infinito se nao ha uma fase final acelerada. Considere seu dual o , com
a(n) = ¢/a(n). Fazendo uma translacao da origem do tempo, podemos escrever

a(n) = /a(n+ny),

de modo que o fator de escala a(n) tem 77 € [—ny, 0], com a(—nf) = oo e a(0) = 0.
Assim, na superficie n = 0 = 7] se encontram ambas as singularidades: o big-
bang de o/ e o big-crunch de . Isto pode muito bem ser encarado como um
universo de ricochete, e serve como modelo de cosmologia pré-big-bang de forma
inclusive mais usual do que a transicao conforme que invocamos nos modelos
duais de expansao/expansao. Na passagem entre aeons, o fator de escala é,
evidentemente, continuo, mas suas derivadas sofrem uma descontinuidade se os
modelos nao possuirem exatamente a mesma densidade de energia préximo ao
ricochete. Por exemplo, vimos que o universo em contragao dual ao modelo
ACDM com radiacao é preenchido por radiacao, outra constante cosmoldgica e
um gas de branas. Repare que, aqui, a ordem das fases é invertida em relacao
ao que vimos nos modelos de expansao/expansao: o universo comeca acelerado,
sendo assintoticamente dS; no passado, passa pelo dominio do gas de branas e
termina desacelerado e dominado por radiacao no big-crunch, como ilustrado na
Fig.14 (porgdes sombreadas indicam aceleragao positiva).

Ricochetes sao comuns no contexto de cosmologia pré-big-bang (ver, e.g.,
Brandenberger & Peter (2017) para uma revisao recente), mas apresentam ca-
racteristicas perigosas de instabilidade por causa da presenca de singularidades
cadticas de Belinskii et al. (1970, 1982). Pequenas anisotropias presentes no inicio
da fase de contragao sao amplificadas de forma cadtica durante o colapso gravita-
cional, como descrito no §5.4.3. Evitar uma singularidade cadtica no big-crunch,
portanto, requer ou um ajuste fino nas condigoes iniciais do colapso, ou um me-
canismo que previna o desenvolvimento das divergéncias anisotrépicas. Existem
tais mecanismos, um deles é através de uma equacao de estado efetiva w > 1
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Big-Bang

Big-Crunch

Figura 14.1: Universos duais em contracao/expansao.

durante a contracio. Isso gera uma densidade de energia proporcional a a=3(+®);

a densidade das anisotropias se escala com a~% e é, portanto, diluida pela equacao
de estado com w > 1. Este é o mecanismo presente, por exemplo, nos modelos do
tipo ecpirdtico. Nos modelos autoduais, entretanto, ele apresenta um problema
grave: introduzindo um campo ¢ com equacao de estado efetiva w > 1 antes do
big-crunch obtemos um campo dual ¢, apds o ricochete, cuja equacao de estado
éw = —% —w < —1. Ou seja, a estabilidade das anisotropias requer um campo
fantasma apds o ricochete que viola drasticamente a condicao fraca de energia, e
introduz instabilidades taquionicas discutidas no §8.3.1; ver também Hsu et al.
(2004); Kallosh et al. (2008).

*

Potenciais dilatonicos, o Cendrio Pré-Big-Bang e a CCC

A dualidade do fator de escala na gravitagao dilatonica leva ao Cendrio Pré-
Big-Bang descrito no Capitulo 6. Nesse caso a dualidade requer que o potencial
dilatonico V seja uma funcao do “dilaton deslocado”, fazendo com que os modelos
que possuem um par dual sejam razoavelmente restritos, geralmente apresentando
um potencial constante. Por sua vez, a DFE é uma dualidade construida na
gravitacao de Einstein, e qualquer modelo com um potencial arbitrario de um
campo escalar serd mapeado em outro modelo, com outro potencial determinado
pelas Eqs.(8.15), e cujo fator de escala é o inverso do original. Ora, pode-se passar
ao quadro de cordas através do procedimento usual, e obter os dois modelos
dilatonicos correspondentes. Os fatores de escala assim obtidos, no quadro de
cordas nao sao, ¢ claro, ligados por uma inversao simples, mas os exemplos que
mostramos nos §§8.4 e 9.5 fornecem transformacgoes entre altas e baixas energias,
como ¢é desejado. Isso é um resultado importante, e por si s6 uma motivagao
da DFE no tempo conforme, porque podemos ver o procedimento sob a ética
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inversa: comecando com um universo % com potencial arbitrario na gravitacao
dilatonica, passamos ao quadro de Einstein e obtemos %, que se mapeia em Uy
sob uma transformacao da DFE, e voltamos ao quadro de cordas para obter U,
assim “indiretamente dual” ao universo original.

No Cenario Pré-Big-Bang da gravitacao dilatonica, a fase pré-big-bang se con-
trai quando vista no quadro de Einstein, e acaba em um ricochete, mas no quadro
de cordas ambas as fases pré- e pés-big-bang se expandem, o periodo antes do big-
bang funcionando como uma inflagao. No caso da DFE, um raciocinio analogo
permitiu interpretar as solucoes duais como estando “antes do big-bang”, mas
na gravitagao de Einstein. Nosso interesse no Capitulo 11 foi em universos duais
que se expandem. Ha entao o problema imediato de que nao héa dilaton para
guiar a dinamica através da singularidade (nem se pode recorrer ao argumento
de uma fase nao-perturbativa da teoria de cordas). O que hé é o elemento prin-
cipal da Cosmologia Conforme Ciclica descrita no Capitulo 7: a transicao nao
se d& através de uma singularidade, como num ricochete, e sim através de uma
“superficie conforme”, onde se deve “identificar” fatores de escala inversamente
proporcionais, com

Essa proposta é conceitualmente muito peculiar, e requer mecanismos como, por
exemplo, uma gravitacao de Weyl onde exista uma simetria conforme do espaco-
tempo. Nao é claro como se pode obter a gravitacao de Einstein a partir de uma
gravitacao de Weyl que fosse vélida, digamos, no universo primordial, e menos
claro ainda é como se pode restaurar a simetria conforme (4-dimensional) no fim
de um universo descrito pela gravitagao de Einstein; seria necessario uma espécie
de mecanismo de Higgs inverso, que causasse o decaimento da massa barionica.
Apesar da escassez de detalhes conhecidos, julgamos conceitualmente interessante
e digna de atencao o conceito de uma transicao conforme.

De certa forma, a DFE pode ser vista como a realizacao da CCC para um
espago-tempo de FLRW. A transformagao da matéria na DFE coincide com o li-
mite homogéneo e isotrépico de féormulas obtidas para a CCC, como mostrado no
§11.2. A CCC requer uma inversao apenas assintotica dos fatores de Weyl, mas
num universo de FLRW, em que o fator de escala (um fator de Weyl, no tempo
conforme) é o tinico grau de liberdade, tal transformacao é forgosamente “rigida”,
afeta a dinamica como um todo e possibilita apenas a uma versao “esquematica”
das propriedades da CCC. Ou seja, a ‘Hipotese Reciproca’ corresponde simples-
mente a inversao do fator de escala e, para uma soma de fluidos perfeitos, a
restricao, também assintotica, da ‘hipétese da massa de repouso suprimida’ equi-
vale a auseéncia total de um termo de poeira na dinamica do universo. Com
modelos um pouco mais maleaveis, como o Gas de Chaplygin modificado, con-
seguimos emular melhor algumas dessas propriedades no §11.3. Como indica o
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nome, a CCC postula a repeticao ciclica de universos similares ao nosso, enquanto
uma “cadeia de aeons” construida com a DFE alterna (de maneira ciclica) entre
conteudos materiais diferentes. Uma excecao sao universos autoduais, e nesse
caso a variagdo do parametro ¢ da DFE atua como o grupo SO(1,1) nas densida-
des relativas das componentes da energia. Por fim, uma das motivagoes principais
da CCC diz respeito a Hipdtese da Curvatura de Weyl, e a busca de um meca-
nismo que tornasse pequena a entropia (gravitacional) préximo ao big-bang. Na
transicao entre aeons, analisamos o efeito da entropia de Wald ligada a um termo
de Gauss-Bonnet, mas a solugao para o problema da origem da Segunda Lei da
Termodinamica permanece em aberto. Seria interessante investiga-la nos mode-
los de inflagao pré-big-bang que consideramos no Capitulo 12, e ver como se pode
formular o problema no cenério holografico do Capitulo 13.

*

Inflacao antes do big-bang, flutuacgoes

Apesar do problema da continuidade do fator de escala na “passagem con-
forme” entre aeons duais, uma das propriedades dinamicas mais interessantes da
DFE é a preservacao do raio comével do horizonte aparente. Num universo plano,
isso equivale a uma simetria do valor do raio (comédvel) de Hubble nos instan-
tes duais £, antes e depois do big-bang. Flutuagoes adiabaticas da métrica e
da matéria com comprimento de onda maior que o horizonte de Hubble travam
suas amplitudes em um valor constante, fenomeno responsavel pela amplificacao
de flutuagoes primordiais no universo inflaciondrio. Assim, as flutuagoes que
deixam o horizonte no instante n = 7., < 0 durante a expansao acelerada pré-
big-bang voltam a entrar no horizonte no instante simétrico 7, = —ne, > 0 apds
o big-bang, tendo permanecido constantes durante a transicao. E perfeitamente
possivel impor a continuidade dos modos de Fourier dessas solugoes constantes,
assim como se faz na inflagao através do reheating. Isso foi realizado no Capitulo
12 e usado para analisar a aceleracao pré-big-bang como um universo inflacionario
cuja evolucao é determinada pela DFE.

Essa analise pressupoe, é claro, que de fato as flutuacoes fora do horizonte
sejam insensiveis a mudanca da fisica na transicao conforme. Seria interessante
investigar com cuidado a viabilidade do procedimento em modelos, por exemplo,
de gravitacao de Weyl. De qualquer forma, impor a continuidade dos modos de
Fourier é uma abordagem que se encaixa nas linhas gerais da proposta da CCC:
denotando a métrica do universo antes do big-bang por g, = (z)g,., e apds
por G, = w(2)g,w, a transicao obedece a hipdtese reciproca Q-w = —1, enquanto
a métrica g, ¢ regular. A singularidade estd, portanto, toda no fator conforme
w — 0, e o big-bang ¢ uma singularidade isotrépica. Se definirmos os fatores de
Weyl reciprocos como no §11.2, as flutuacgoes de g,, e g, podem ser vistas como
flutuacoes da métrica regular g, .
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*

Holografia

Uma mudanca radical do paradigma inflacionério é a proposta de uma inflacao
holografica revisada no Capitulo 13: as condigoes iniciais das correlagoes das flu-
tuacoes que entram no horizonte de Hubble no universo desacelerado sao determi-
nadas holograficamente por uma teoria de campos Euclidiana 3-dimensional per-
turbada ao redor de um ponto fixo conforme. A inflacdo enquanto modelo predi-
tivo das flutuagoes do universo isotrépico pode ser substituida por essa pCFT3.De
fato, a dualidade entre uma CFT3 e a borda de dS; permite que se descreva o
fluxo do grupo de renormalizacao na pCFT3 como um universo 4-dimensional
assintoticamente de Sitter. Ao contrario do que acontece na bem estabelecida
dualidade AdS/CFT, nao é possivel obter explicitamente a TQC dual a partir da
teoria de cordas, e é necessario uma abordagem mais fenomenoldgica, mas os re-
sultados de modelos de universos holograficos estao de acordo com as observagoes
recentes, ver Afshordi et al. (2017a).

A combinacao da DFE com a holografia pode ser realizada de forma bem
natural. As flutuagoes em um universo desacelerado % sao determinadas pela
pCFT3 que é um holograma do universo acelerado U , obtido de % pela aplicacao
da DFE. Na pratica, os resultados obtidos sao equivalentes aos da inflacao pré-
big-bang do Capitulo 12, mas conceitualmente o problema da transi¢ao conforme
é completamente reformulado. Os universos duais nao se “conectam” diretamente
em uma transicao onde vale uma gravitagao conforme. Eles sao “disjuntos”, e
apenas (as correlagoes de) suas flutuagoes se relacionam indiretamente através da
existéncia de uma pCFTj3 Euclidiana holografica. A grande pergunta em aberto
aqui é: qual é essa teoria conforme, e quais restri¢oes e propriedades a DFE impoe
sobre ela? Nos exemplos do §13.5 as propriedades da funcao beta holografica que
derivamos, as cargas centrais e as dimensoes dos operadores indicam as propri-
edades da TQC respectiva. Sera possivel encontrar uma descricao microscopica
correspondente?

Perturbando a CFT holografica com o operador apropriado, encontramos um
fluxo exato do GR desde o ponto UV na borda de dS4 até um ponto IR correspon-
dente a singularidade inicial. A interpretacao holografica da fungao beta préximo
ao ponto UV é bem estabelecida pelas simetrias assintéticas de d.S;, mas a sua
continuacao até a singularidade ainda requer alguma atencao. Um fato possivel-
mente relacionado é o resultado de Larsen & McNees (2004), de que a equagao
de Callan-Symanzik pode ser deduzida puramente através da requisicao da in-
variancia por difeomorfismos de um espacgo-tempo com borda. Nesse contexto,
também é interessante a seguinte questao: os calculos holograficos no bulk, in-
cluindo o uso da funcao de onda do universo, utilizam a acao com uma condi¢ao
de contorno de Dirichlet. Vimos no §12.4 que existe uma transformacao canonica
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das flutuagoes que, junto com a inversao do fator de escala, preserva a acao mas
troca as condicoes de contorno de Dirichlet e de Neumann. Talvez essa troca possa
levar a algum efeito interessante na holografia. Em uma direcao similar, pode-se
lembrar o resultado de Maldacena (2011) mostrando que, na gravitagao conforme
(de Weyl) quadridimensional, impor uma condigao de contorno de Neumann leva
a gravitacao de Einstein através da funcao de onda de um universo assintotica-
mente dS;. E interesseante investigar como a DFE e a dualidade canonica das
flutuacoes se encaixam nesse argumento.

Além disso, vimos que a combinacao da DFE com a holografia induz um mapa
entre dois pontos fixos das fungoes beta holograficas, relacionando um ponto UV
com acoplamento fraco (correspondente a borda futura de dS;) em um ponto
IR com acoplamento forte (correspondente ao big-bang dual). A interpretacao
e as consequéncias desse mapa devem ser investigadas com cuidado no futuro,
e mais uma vez sugerem a possibilidade de se encarar o big-bang de radiagao
holograficamente, enquanto uma teoria conforme. Uma possivel descricao da
passagem entre esses pontos fixos IR e UV duais em termos da TQC holografica
seria um grande avanco na direcao de se realizar, de fato, a transicao conforme
entre aeons.
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Parte 1V

Apeéendices
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Apeéendice A

Notacoes e definicoes

Um espago-tempo (A ,g) é um par composto por uma variedade diferenciavel
quadridimensional .#, com métrica g,,, Lorentziana com assinatura — + ++.
Indices gregos correm de 0 a 3, com 2° sendo a coordenada temporal. Indices
latinos correm de 1 a 3 e indicam as componentes espaciais de vetores. Usamos
a notacao de Einstein em que indices repetidos indicam um somatoério. Nossa
convengao de sinais segue Wald (2010): o tensor de curvatura de Riemann, defi-
nido tal que (VoV3—V3V,)V, = Rap,”V,, pode ser escrito através das conexoes
compativeis com a métrica,

Vaguw =0, logo T}, = %go‘ﬁ(@,,gﬁu + 0,980 — Oalyw), (A.1)
Ccomo
R.UVOCB = al’rga - aul_‘ga + FZOLFEV - Fgarg,m (AQ)

de onde se obtém tensor de Ricci,

Ry = Rua® = 015, — 0,12, + 1% rﬁﬁ — I, . (A.3)

v
A Acao de Einstein-Hilbert é escrita como

B 1
232

S d4x vV —g R -+ /d4$ vV —g gmat[gmj’ @]7 (A4)
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onde %, € a Lagrangeana covariante correspondente ao conjunto de campos
de matéria ¥. Em um espago-tempo com uma borda 0.4, deve-se adicionar um
termo de borda a parte gravitacional, que se torna

1 1
S = —2/ d*v/—g (R —3A) + ;/ d*x/ || K. (A.5)
Vi o

2

Aqui, K = (¢"+n'n")K,, é o traco da curvatura extrinseca de 0.4, n* seu vetor
normal e 7, a métrica induzida sobre 0.4 através da restri¢ao de (¢"* +n#n"). O
novo termo ¢é necessario porque na variacao de f P d*x\/—g R que leva as equacoes
de Einstein, geralmente se despreza um termo de borda

[, die/=g Vo0t = [, d*xr/|y|n.o0",

onde dv¥ = V,(5g") — g°? V*(8gas), sob o pretexto de que 6g,, = 0 em d.#.
Para analisar fenomenos envolvendo explicitamente a borda, esse argumento deixa
de ser vélido e é preciso adicionar um contratermo na agao para tornar o problema
bem definido. E possivel expressar dv¥n, como o traco da curvatura extrinseca
Kuw = =V, ie. n,ov* = 26K, levando a Eq.(A.5). Ver, e.g., Wald (2010).
Dito isto, a variagao de (A.5) com respeito a métrica, 6S/dg"” = 0, d4 origem as
Equacgoes de Einstein,

Ry —iRgu =" T,, (A.6)
onde o tensor de energia-momento
Ty = —2(—9) 26 {/=9 Lrnat } /59" (A7)
¢ conservado por causa das Equacoes de Bianchi, V*G,, =0,
V#T,, =0. (A.8)
Efetuando a variacao do determinante da métrica na definicao acima se chega a

T = —2(0Lnat/09") + Lrnat G- (A.9)
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O limite de campos fracos e a comparacao com a gravitagao Newtoniana
mostram que »? = 877G, sendo G a constante gravitacional de Newton. Nesta
tese usamos frequentemente unidades tais que

= 87G = 1. (A.10)

A Teoria da Relatividade Geral ¢é descrita por Hawking & Ellis (1973); Misner
et al. (1973); Wald (2010); Weinberg (1972).
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Apeéendice B

Diagramas de Penrose para

universos de FLRW

O diagrama de Penrose de um espago-tempo (.#,g) esfericamente simétrico é
um mapa conforme sobre o cilindro & conhecido como o “Universo estatico de
Einstein”, de métrica

ds? = —dr* + dx* + sen’x do?, (B.1)

com do? = df? + sen?d d¢? o elemento de linha sobre a 2-esfera.

B.1 Minkowski

A métrica (B.1) é conforme a métrica plana de Minkowski,
dsy; = —dn® + dr* + r*do?, (B.2)

através da transformacao {n,r} — {7, x} definida por
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com a qual se estabelece entre as métricas (B.1) e (B.2) a relagao

f \0_/
o \
-1 \\/
S~

() (b)

Figura B.1: (a) Universo de Einstein com o diamante do Espago-tempo de Min-
kowski. (b) Diagrama de Penrose para M.

ds3, = Q3,(1, x) ds2 com  Q3,(n) =1 sec? (XT) sec? (X7). (B.4)

Fazendo do? = 0 sem perda de generalidade (é um espaco isotrépico), & pode ser
desenhado na Fig.B.1(a) como um cilindro bidimensional, de altura 7 e angulo
X- Os dominios infinitos de r e 77 se mapeiam em dominios finitos de x e 7,

—T<Ttxy<m, x>0 & r>0 —oo<n<oo, (B.5)

o que restringe todo o espago de Minkowski ao interior de um losango (um “di-
amante”) em &, tracado também na Fig.B.1(a). As arestas do diamante corres-
pondem aos diferentes tipos de limite com os quais se chega ao infinito em M)
onde diverge o fator conforme €2,,. Os limites  — £00, como se vé da Eq.(B.3a),
correspondem a divergéncia de ‘tg xtr | 0 que ocorre sobre quatro “semi-circulos”

em &’; dois na “metade superior” Com 7> 0:

={x+r=n}U{x—7=-7}, (B.6)
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e dois na “metade inferior” com 7 < 0:
It={x+7=-ntU{x—7=7} (B.7)

E evidente que £* sdo hipersuperficies nulas (retas de inclinagio unitdria no
plano 7-x) e por isso chamados de ‘futuro nulo’ (F1) e ‘passado nulo” (F~). Os
pontos (as “quinas” de %)

it ={x=071==%7} (B.8)

sao chamados de ‘“infinitos tipo-tempo’, por serem o passado infinito (i~) e o futuro
infinito (i) de todas as curvas tipo-tempo inextensiveis. Ja o ponto

i’ = {x = +m,7 =0} (B.9)

é chamado de infinito tipo-espaco’ por ser o inicio e o fim das curvas tipo-espaco
inextensiveis.O diagrama de Penrose é o desenho sobre o plano 7-y obtido ao
se “desenrolar” o desenho de sobre o cilindro &, como na Fig.B.1(b). Vamos
adotar a iconografia padrao em que uma linha cheia indica um infinito ., os
pontos e indicam os infinitos ¢ e a linha tracejada vertical indica a singularidade
das coordenadas correspondente y = 0 em &, ou a r = 0 em M®D. Estao
tragados exemplos de uma curva tipo-tempo inextensivel e duas curvas tipo-
espaco. Também ha uma geodésica nula que sai de .~ no passado infinito e
chega a 1. A “reflexdo” em y = 0 corresponde simplesmente a uma mudanca
angular na 2-esfera #-¢ (nao representada nas figuras) que ocorre quando o raio
de luz que vem em direcao ao observador na origem passa por ele e continua o
caminho “pelas suas costas” (grosseiramente, na dire¢ao —r).

B.2 Universos de FLRW

Para mapear um universo FLRW plano sobre &, basta multiplicar a métrica de
Minkowski pelo fator de escala, ou seja

a®(7, x) sec? (XT) sec? (7).

dstipw = Q3(1,x)ds%2  com Q*(n) = 5 5
(B.9)

1
1
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O fator conforme é o mesmo da Eq.(B.4), mas agora multiplicado por a? enquanto
funcao de n(t, x) de acordo com as Eqgs.(B.3). A diferenca crucial vem do fato
de que a existéncia de uma singularidade inicial faz com que as geodésicas nao
sejam extensiveis até o infinito no passado (quando hd uma singularidade no
futuro, e.g. um big-crunch, as geodésicas nao sao extensiveis para o futuro).
De maneira pratica, agora além de o espaco-tempo ficar limitado em & pelas
superficies . e i onde ), diverge, devemos levar em conta que o fator de escala,
por si 86, também pode: (i) Se anular em uma singularidade para 7 > —m, ou (i)
Divergir mais rapido que €2;;. Vamos ilustrar estes pontos usando os universos
com w constante. Da Eq.(8.17) pode-se usar (8.14) diretamente para integrar

2/(1+3w)

., 1+ 3w (= o) . w# —1/3.  (B.10)

) = G =0 30+ w)

Como fica ébvio do expoente, existem trés classes qualitativamente diferentes de
solugao, de acordo com se w < —1/3.

Se w > —1/3, o universo se expande desaceleradamente, e tem uma singula-
ridade em 7, onde a(ny) = 0. A superficie 2" = {n = ny} fica definida sobre &
pela Eq.(B.3b) sec (XTJ“T) sec (%) sen7 = 0, e como sec x # 0 sempre, temos

2 ={n=mn}={r=0} (B.11)

Em geral, a solu¢ao (B.10) s6 fica definida para n > 1, quando a expressao em
chaves é positiva. A singularidade 2", no passado (finito) de todas as geodésicas
tipo-tempo e nulas (um big-bang) corta ao meio o diamante do diagrama de
Penrose de MG, resultando no diagrama mostrado na Fig.B.2(b). Nao existem
nem ¥~ nem i : as geodésicas tipo-tempo e nulas nao sao inextensiveis até o
passado infinito; elas sao incompletas.

Se w < —1/3 o universo é acelerado. O expoente muda de sinal, e portanto
em 7 = 19 o fator de escala diverge, a(ny) = oo. Isto significa que o futuro
causal do espago-tempo, definido pela superficie &+ = {n = n} ocorre a um
tempo conforme finito e é portanto uma superficie tipo-espaco. Ja o limite em
que a = 0 86 ocorre para nn — —oo e portanto é uma hipersuperficie nula .#~. O
diagrama de Penrose é o da Fig.B.2(b).

Note aqui a diferenga entre #+ nas Figs.B.2(a) e B.2(b), e no universo. No
primeiro caso, assim como em M®V na Fig.B.1(b), o infinito futuro tem que ser
decomposto em duas partes, £+ Ui, j4 que as geodéscias nulas todas terminam
em £t e as geodésicas tipo-tempo todas terminam em iT. No segundo caso,
ambos os tipos de geodésica causal terminam sobre a mesma superficie tipo-
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(a) (b)

Figura B.2: (a) universo desacelerado (—1/3 < w < 1); (b) universo acelerado
(-1 <w< —1/3).

espaco .# T — por isso aqui nao serve o nome “infinito nulo”.
Por fim, hd o caso limite em que w = —1/3 e o universo possui aceleragao
zero. O fator de escala nao é dado pela Férmula (B.10), e o tempo conforme

o [dt
ag t

real: 7 € (—00,+00) a medida que t € (0,00), portanto o dominio de 7 é todo o
intervalo (—m, +m). O fator de escala

agora ¢ dado por n —ny = = Z—glog <%), e seu dominio é toda a reta

alt) =2t no tempo conforme fica  a(n) = agexp [‘;—3(77 — 170)] .

A Eq.(B.3b) mapeia a singularidade a = 0 (n = —o0) na superficie nula &~ =
{x +7=—-7m}U{x — 7 =7}, eo futuro infinito é mapeado em &+ = {x + 7 =
mIU{x—7 = —7}, como em M3V, Assim, o diagrama de Penrose paraw = —1/3
¢ idéntico ao da Fig.B.1(b), mantendo-se em mente que em .#~ o fator de escala
se anula.

*

Curvatura espacial positiva

Universos com K = —1, por possuirem sessoes espaciais abertas e infinitas
como no caso K = 0, tem estrutura causal muito similar a descrita acima. Por
outro lado, a topologia compacta dos espacos de Robertson-Walker com K = 1
leva a diagramas de Penrose diferentes e mais simples. De fato, a métrica de
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FLRW no tempo conforme para K = 1 é simplesmente
ds* = a*(n) ds (B.11)

(cf. Eq.(2.4)), logo o fator conforme é igual ao fator de escala — sem a con-
tribuicao €2); necessaria para se compactificar as sessoes espaciais infinitas dos
universos abertos. Com isso, a porcao de & que descreve esses modelos cos-
moldgicos é limitada apenas pelos zeros e infinitos de a(n) que, sendo funcao
apenas da coordenadas temporal n = 7, leva sempre a fronteiras tipo-tempo e,
portanto, a diagramas de Penrose que sao sempre retangulos como na Fig.B.3.
Sua largura 7 é sempre igual ao dominio de x, viz. x € (0,7), com as linhas
horizontais 7 = constante percorrendo todo o circulo (dao a volta no cilindro de
Einstein) e tendo topologia S x §% = S (lembre que cada ponto no diagrama
sempre tem a topologia S?); portanto as bordas verticais devem ser identificadas.
A altura do retangulo fica determinada pelo dominio de 7 € (7;, 7¢) tal que a(m;)
e a(7y) divirjam ou se anulem.

Big-Crunch

/

Big-Bang

=
a

Figura B.3: Universo com K =1e w = 0.

Por exemplo, a solugao para o fator de escala com K = 1 e preenchido por
poeira, com w = 0, é

a = ag(1l — cosn), (B.12)

logo hd um big-bang em 7, = 0 e um big-crunch em 7y = 27 e a altura do
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diagrama, ny — n; = 2w, é duas vezes maior que sua largura, como na Fig.B.3.
Isso significa que uma geodésica nula, partindo da origem em um polo da esfera,
em Yy = 0, durante o big-bang, chega no polo oposto — i.e. a outra borda do
diagrama, que corresponde a {x = 7} — na metade da duragao conforme do
universo, em 7 = 7/2, quando o fator de escala assume o seu valor maximo ag
e depois comega a decrescer em direcao ao big-crunch. No instante final 7y, a
geodésica, apos dar uma volta completa na secao espacial do universo, retorna ao
ponto de partida xy = 0.
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Apéndice C

Calibres nas flutuacoes césmicas

Suponha uma mudanga de coordenadas infinitesimal (um difeomorfismo)
ot 2t = ot + (), (C.1)

com €" de primeira ordem, i.e. O[e*] = O[h,,| = O[dp] = O[6P], etc. Um campo
tensorial W, (x) sobre o espaco-tempo (., g) é mapeado em um campo tensorial

oz 9P

W}, através da regra usual W), (2') = Waps(x), mas, em primeira ordem,

— Bz'M §z'v
ox® 0x" Oe”
- . D™ I
ox'm dan ox'* Ox Oap = O [0,
e portanto
Wi (2') = Wy () = 0 Wy () — Bu” Wiys(). (C.2)

Por outro lado, sendo 2’ = x+ ¢, podemos expandir o lado esquerdo da tltima
equacao acima em uma série de Taylor ao redor de z,

Wi, (@) =W, (x+e) =W, (x) + € 0 W,,(v), (C.3)

sempre em primeira ordem. Juntando (C.2) e (C.3), temos a diferenga dos dois
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campos tensoriais avaliados no mesmo ponto x do espago-tempo,
W (@) = Wi (x) = —€* 0aW), = Way 9™ — Wy 0,€”. (C.4)

Vista desta forma, como a comparacao entre os campos W e W’/ em um mesmo
ponto, o difeomorfismo (C.1) é chamado de transformacao ativa do espago-tempo;
se encarado como uma troca de coordenadas usual, diz-se que se trata de uma
transformacao passiva.

Separando o tensor original entre um “tensor de fundo”, W,,, e uma per-
turbagao de primeira ordem, 6W,,, com O[0W,,] = O[e"], podemos escrever o
tensor transformado W’ com uma separagao semelhante:

W, (x) = W (2) + W () + ASW,, () (C.5)

ou seja: AdWy,,(z) = W), () — Wy, (x), usando o mesmo tensor de fundo, e
alocando a diferenca toda na parte relativa a perturbacao. Isso é possivel uma vez
que de acordo com a Eq.(C.4) a variagdo AdW,,, é uma grandeza da mesma ordem
que 0W,,,, O[A6W,,] = O[0W,,]. Repare que o simbolo A indica uma varia¢do
devida ao difeomorfismo, e nao uma perturbagcao da perturbacao. Substituindo

a Eq.(C.5), que serve como uma defini¢ao de A6W,,,, na Eq.(C.4), temos'

AéWuy(x) = _Ea 804WMV — V_Va,/ auea — Wﬂﬁ aUE’B. (CG)

Esta transformacao ¢é dita uma ‘transformacdao de calibre’.

A Teoria da Relatividade Geral é, por construcao, invariante sob difeomor-
fismos. Em outras palavras, qualquer sistema de coordenadas no espago-tempo
(A ,g) é tdo bom quanto qualquer outro para descrever fenomenos fisicos — e
portanto a ambiguidade na defini¢ao das perturbacoes de W, corresponde a uma
ambiguidade na descricao de grandezas fisicas: por exemplo, a separagao entre
a métrica de fundo g, e a perturbagao h,, ¢ arbitraria. Podemos encontrar
um novo sistema de coordenadas onde a métrica ndao estd perturbada, i.e. onde
Ah,, = —h,,. Vice-versa: se temos um tensor que consideramos perturbado,
isso que vemos como uma perturbacao pode ser simplesmente fruto de uma es-
colha desajeitada do sistema de coordenadas. Em suma, todas as flutuagoes dos
§684.1 e 4.1, separadas na “parte FRW + flutuagoes”, possuem interpretacao fisica
ambigua. A métrica g,, (), vista em um sistema de coordenadas {z*}, descreve

1O que fizemos aqui, na realidade, foi nada menos que calcular a derivada de Lie do campo
Wows viz. £ W, = AW,
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o campo gravitacional; com uma troca de coordenadas para um novo sistema
{2} a métrica assume uma nova forma g, (z') que também descreve o mesmo
campo gravitacional. Sendo g,,, um campo tensorial do mesmo tipo que W,,, sua
variagao devida ao difeomorfismo é dada pela Eq.(C.6), i.e.

Ahyy = —€% 00 — Gav Ou€™ — Gup d,€”. (C.7)

Por sua vez, o tensor de energia-momento também se transforma de acordo com
a Eq.(C.6), o que mantém as equagoes de Einstein invariantes:

AOT,, = —€* 0T, — Toy 0,€* — T O,€°. C.8
1 p 1 1

Até agora nao usamos em momento algum o fato de ser g a métrica de FRW
(ou qualquer outra métrica). Voltando ao contexto cosmolégico podemos escrever

explicitamente as componentes das transformacoes de calibre Ah,, dadas por
(C.7), a saber

Ahgy = =2 € ; (C.9a)
Ahoj = 2H€j - éj - 8j60 X (Cgb)
Ahij = 2aa € 61‘]’ — aiEj — ajei . (CQC)

Aqui, os indices de € sdo abaixados com a métrica de fundo (uma vez que € ji
é de primeira ordem), i.e. €, = g,.€”, logo

co=—€; e=a¢. (C.10)

Com o tensor de energia-momento nao-perturbado sendo o de um fluido perfeito,
Eq.(4.4), temos

A5T00 = Qﬁ éo + ﬁ €0 ; (Clla)
A(STOJ' = QHP €5 + ﬁajéo - PEJ ) (Cllb)
AT = do(a®P) € 0ij — P (0s¢; + 0j€;) . (C.11c)

Podemos decompor a parte espacial do vetor ¢ em modos escalar e vetorial
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como no §4.1; defina a funcio escalar € e o vetor sem divergéncia! €} tais que
6 = 0ie” + eZV ; com &EY =0. (C.12)

Com isso as Egs.(C.9) fornecem as transformagoes das fungoes A, B, C;, D;j, E,
F e G; em que decompomos a perturbacao da métrica (4.3). Temos

AA=2He¢; AB=-2a2"; AC;=—a?¢; (C.13a)

AF =a (2He® —eg—¢%) 5 AG;=a™' (2He) —¢)).  (C.13c)

Da mesma forma, as Eqgs.(4.4) dao a transformacao das perturbagoes do tensor
de energia-momento (4.6):

AP =Pey; Aép=jey; AU =—c; ASUY =0. (C.l4a)

H&4 duas maneiras de tratar perturbacoes adequadamente: ou se trabalha
apenas com combinagoes de grandezas que sejam invariantes de calibre, ou se
escolhe um calibre (i.e. um sistema de coordenadas) e se permanece com ele até
o fim — é isto que se faz no texto ao se adotar o calibre de Newton. Repare que
a partir da forma geral (4.3) se chega ao calibre de Newton, em que E = 2® e
A = -2V, da seguinte forma: Escolhendo ¢°, fixamos AB de modo a ter B = 0.
Dado esse €5, escolhemos € e fixamos AF de modo a ter F' = 0. (Se B e F sdo as
fungdes antes da mudanga de coordenadas que acarreta na mudanga de calibre, o
que desejamos 6 fazer AB = —Be AF — —F. E imediato ver das Egs.(C.13) que

isto dé € = 3 a?B e ey = aF — EazB. Estas férmulas nao tém muita serventia,
entretanto, o importante é que é sim possivel fazer com que as novas fungoes B
e I se anulem.)

LCf. discussao ap6s Eqgs.(4.3).
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Apeéendice D

O espaco-tempo de de Sitter

D.1 Geometria

O espaco de de Sitter, dSy, é o espago-tempo com curvatura constante positiva
R = 12/L?. Trata-se de um espaco-tempo com simetria mdxima: possui 10
vetores de Killing. (Assim, como a esfera, o plano e o espago hiperbdlico sao
os espagos Riemannianos com curvatura constante e simetria maxima, de Sitter,
Minkowski e Anti-de Sitter sao os espagos-tempos correspondentes.)

A estrutura global é a de um hiperboléide de uma folha embebido no espaco de
Minkowski em 5 dimensoes, Fig.D.1, deixando evidente a invariancia sob a acao
do grupo de simetria SO(4,1), como descrito abaixo. Se {X“4} sdo coordenadas
em M® | o hiperboléide de uma folha de raio L é definido por

A (X (X4 (P 4 (X (X2 = T2 (D.1)

A geometria intrinseca de dS; é obtida parametrizando-se o hiperboldide com
diferentes conjuntos de coordenadas {x*} tais que X4 (z) satisfacam a Eq.(D.1), e
a métrica, em cada sistema de coordenadas, €é induzida pela métrica de Minkowski
sobre 7, ou seja, € tal que

gudrtdz” = {—(dX°)* + (dX')* + (dX?)* + (dX*)* + (dX*)*}

H

com os X4 sujeitos & Eq.(D.1). Ha trés parametrizacdes principais.
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(a) (b)

Figura D.1: Hiperboldide (D.1) que descreve o espago de de Sitter dS, embebido
no espago de Minkowski 5-dimensional M%!. (a) Folheacio esférica (global); (b)
Folheacao plana (inflaciondria).

(i) Folheagdo esférica.

Definindo {z*} tais que X° = Lsenh(t/L) e X® = Lcosh(t/L)w®, onde w?,
com a = 1,4, parametrizam!® a 3-esfera, folheia-se o hiperboldide transversalmente
como na Fig.D.1(a). H4 uma correspondéncia univoca entre cada circulo {X° =
constante} na Fig.D.1(a) e os valore de t, logo as superficies com ¢ constante, sao
esferas S* € MV, com raio L cosht/L. Isto também pode ser visto a partir das

1 As coordenadas angulares %, ¢ = 1,--- , D — 1, sobre a esfera SP~!, com dominio
0<@*<m, para k=1,....,D—-2, e 0<6P 1 <or,

sao parametrizadas por

1 D

w! = cos ', W?

= senf' cosh?, w? =senf' send? cosh?,..., w” =senf'send?.-- senfP ',

E imediato verificar que Ziz1 (wi)2 = 1. No caso simples de S?, temos as coordenadas

azimutal, 8' = 6, e polar, 62 = ¢. O elemento de linha sobre SP~1 é do? = Ei’;l (dwi)Q, que

com a condi¢ao de normalizagao dos w se torna

do? = (df)? + sen®0' (d6?)? + --- + sen?0'sen?6? - .- sen?0P 2 (d9P~1)2.
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secoes espaciais da métrica induzida sobre o hiperboléide,
ds® = —dt* + L* cosh®(t/L) [dx* + sen® x(d6* + sen® §d¢?)] . (D.2)

Essa é uma métrica para um espago de Roberston-Walker com curvatura K = 1;
o fator de escala comeca indefinidamente grande em t = —oo e decresce até
o valor minimo @ = L em ¢t = 0 (a garganta do hiperboldide), para depois
voltar a crescer e divergir em t — +o00. As coordenadas cobrem todo o espaco
dS;, no sentido de que o dominio de cada um dos X4 é X° € (—o0,+o0) e
X®* € [L,00). Este é portanto um sistema de coordenadas ‘global’. O diagrama
conforme, tipico de uma cosmologia de FLRW com curvatura positiva (cf. §B.2)
é o quadrado visto na Fig.D.2(a). Cada ponto tem a topologia de S?, e as linhas
horizontais {¢ = constante} sao, na verdade, um circulo esticado correspondendo
a coordenada angular y € (0,7). Cada linha vertical corresponde a linha-de-
mundo de um observador em y = constante.

j+

I i

(a)

Figura D.2: de Sitter em trés sistemas de coordenadas. (a) Coordenadas globais
(D.2); (b) Coordenadas inflaciondarias (D.4); (c¢) Coordenadas estaticas (D.6).

(11) Folheagdo plana.
Definindo {¢, '} tais que

X" = Lsenht/L + i@t/’:éijxixj, X*= Lcosht/L — ﬁet/L&jxixj, (D.3a)
Xi=elg' comi=1,2,3, (D.3b)

temos um sistema de coordenadas que cobre apenas metade do hiperboldide, ja
que X* + X0 = Le!/t > 0. As superficies {t = constante} folheiam a metade do
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hiperbol6ide em hipérboles obliquas como na Fig.D.1(b). A métrica induzida é
ds? = —dt* + *'Edx?, (D.4)

do tipo Robertson-Walker com K = 0, que é a solugao (2.41) das equagoes de
Einstein na presenga apenas de uma constante cosmologica

A =3/(»*L?), e com fator de Hubble constante H = 1/L. (D.5)

Corresponde a um universo que se expande exponencialmente desde t = —oo até
t = +00, e funciona como limite de um espago-tempo inflacionario, cf. §3.3.1.
A expansao acelerada faz com que o diagrama de Penrose tenha a forma da
Fig.B.2(b). Assim como a folheagao cobre apenas metade de 7, o diagrama
conforme cobre apenas metade do quadrado observado nas coordenadas globais,
como indicado na Fig.D.2(b). A superficie nula {t = —oo} que serve de limite
para o diagrama nas coordenadas planas ¢ um horizonte de eventos estatico para
um observador na origem.

No tempo conforme 7, o fator de escala é dado por —1/Hn = et que deter-
mina também ¢(n). O futuro infinito £ se encontra em 7 = 0 (correspondendo
at = 00), logo em 7 se pode fazer uma expansao ao redor de ., tornando-o
uma coordenada particularmente 1til para o estudo da borda de dS4. Fazendo a
mudanga de coordenadas nas Eqgs.(D.3), temos a parametriza¢ao de .7

X" = % (77/L - L/’?) - %@jl’ixj/%
X* = —é (n/L+ L/n)+ %51:3'56%]/77; (D.6)
X'=La'/n, comi=1,2,3.

(111) Folheagao estdtica.

A existéncia do horizonte de eventos fica mais evidente no sistema de coorde-
nadas {t,r,0,¢} com

X0 =L —r?/L)Y 2 senht/L, X*=L(1—-7r?/L*)"Y? cosht/L, X'=ru'.
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A métrica assume entao a forma estatica (ndo ha presenca de ¢t em g, )
ds* = —(1 —r*/L*)dt* + (1 — r*/L*) " dr? + r?do?, (D.6)
que possui a mesma estrutura da métrica de um buraco negro de Schwarzschild
ds®* = —(1 —r&/r?)dt* + (1 — r%/r*) " tdr? + r?do?,

com L fazendo o papel analogo ao raio de Schwarzschild rg onde se localiza o hori-
zonte de eventos do buraco negro (caracterizados pelo anulamento das expressoes
em parénteses, coeficientes de dt?). Mas note a diferenga fundamental: enquanto
em Schwarzschild » > rg, em de Sitter r < L logo o sistema de coordenadas
estaticas de de Sitter corresponde ao interior do horizonte de eventos em r = L.
Com isso, a parte do diagrama conforme correspondente é a quina no interior dos
horizontes futuro e passado de um observador na origem, mostrada na Fig.D.2(c).
(Mais uma vez, o sistema de coordenadas nao cobre todo o hiperboldide 77.)

Existem outras parametrizagbes possiveis (em particular, hd um sistema de
coordenadas em que a métrica tem a forma de Robertson-Walker com K = —1,
logo, curiosamente, dS; contém os trés tipos de curvatura possiveis num cenario
cosmoldgico). Para mais detalhes sobre a geometria ver, e.g., Hawking & Ellis
(1973); Moschella (2006).

D.2 Geodésicas

Através de uma continuacio analitica X° = iX°, o hiperbolside (D.1) se torna
uma esfera S?, de raio L = 1/H, embebida em R®. Denotemos essa esfera
por EdS, (a partir de espago ‘Euclidiano de de Sitter’). A projecao (i.e. o
produto interno) do vetor X4 € R® sobre o vetor X', 5 XAX'B, define o
angulo (X, X') entre ambos:

SapXAX'P = |X| x | X' cos (X, X). (D.6)

As geodésicas sobre a esfera sao seus grandes arcos (os meridianos), de modo que
a distancia geodética entre dois pontos X4 e X’4 em FEdS,, formando entre si um
angulo 0, é d(X,X') = LO(X, X"). Usando (D.6), podemos escrever d(X, X') =
H'Arccos (H?645 X*X'P), jd que |X| = L = H* para X € EdS,. Desfazendo
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a continuacao analitica, voltamos a dS4 e temos que o arco de geodésica sobre o
hiperboléide, separando os pontos X4, X’4 € dS,, tem comprimento

v(z,2') = H 'Arccos (H?napX*(2) X5 (2')) (D.7)

onde z* indica um ponto sobre dS,, ou seja, com X4 restrito ao hiperboléide.
Note que o fato de m4p nao ser positiva definida faz com que o lado direito
seja complexo para pontos separados por um distancia tipo-tempo. Para evitar
nimeros imaginarios, defina a funcao

z(z,2") = (1 + cos Hy(z, 2')). (D.8)
Explicitamente,
2(z,2)) = 3 (1+ HPnap XA (2)X'P(2))) (D.9)
e calculando o quadrado da distancia entre X e X',
(X — X'V =nap(XA = XN(XE - X'BY=2(1 — 2(x,2))/H?,  (D.10)

portanto z(x,z') < 1 corresponde a uma separagao tipo-espago entre z* e xz'¥;
z > 1 a uma separacao tipo-tempo; e se z = 0 ou 1, entao z* e x’* estao separados
por uma distancia nula.

No texto principal fazemos uso de z em coordenadas planas no tempo con-
forme. Usando a parametrizagao (D.6) na Eq.(D.10), apds um pouco de algebra
a expressao se simplifica consideravelmente, resultando em

1

1—z(x,2') = T

(=(n=n")+x—x]?). (D.11)

Seja f(z) uma fungao que s6 dependa dos pontos = e x’ através da distancia
covariante. O operador de Laplace se torna o operador diferencial em z (cf.

Folacci (1991))

2

Of(z) = —H? z(l—z)%—i—Q(l—QZ)diz f(2). (D.12)
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Para a demonstracao, fazemos a continuacao analitica para FdSy; nas coordena-
das globais (D.2) que sdo as coordenadas usuais da esfera S*, com r = it

ds* = dr® + L? cos*(r/L) [dx* + sen® x(d6? + sen® 0d¢*)]
o operador L = ¢"*V,V, é simplesmente o Laplaciano em coordenadas esféricas,
O =02 + 3cot rd, + sen *r Vs, (D.13)

onde V%;i é o Laplaciano em S?® e fizemos L = 1. E evidente que a separacao entre
quaisquer pontos z, 2’ € S* pode ser colocada em termos de, apenas, r, estando
fixos os outros angulos (qualquer segmento de grande arco na esfera pode ser
usado para tragar o equador), assim se pode desconsiderar o tltimo termo em
(D.13). Sem perda de generalidade, os angulos x, 6 e ¢ podem ser colocados
todos iguais a zero. Assim, temos X° = senr e X* = cosr, de modo que a (versao
Euclidiana da) Eq.(D.9) dd z(x, ') = £(1 + senrsenr’ 4 cosr cosr’). A mesma
simetria permite que se fixe por fim um dos r sobre o equador; faca ' = 0, com isso
z = 1(1+4cosr). Efetuando essa troca de varidveis, o operador [ = 92 + 3 cot 0,
fica escrito em termos de z como O = — [2(1 — 2)(d?/dz?) + 2(1 — 22)(d/dz)].
Devolvendo L = 1/H, esta é a férmula (D.12). Escrita desta forma, trata-se
de uma equacao explicitamente covariante, entao valida em qualquer sistema de
coordenadas, e desfazendo a continuagao analitica escrevemos [J em dS; como
fungao de z(z, 2').
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Apeéendice E

Teorias Conformes

Um “transformacio conforme’ entre dois espacos(-tempos) (4, g) e (A ,g) é tal
que a métrica é preservada a menos de um ‘fator conforme’ multiplicativo:

Jab(7) = (@) ga (). (E.1)

Assim, enquanto uma transformagao de coordenadas (um difeomorfismo) deixa
invariantes as distancias ggp (2% — y?)(2° — y°) entre os pontos 2% e y?, uma trans-
formagao conforme (um ‘conformofismo’) preserva apenas angulos entre diregoes.

Vamos nos concentrar nos espacos planos R" e M=l com gap = 045 OU s, €
dimensao n > 2. Efeitos de transformagcoes conformes em espacos-tempos curvos
sao descritos no Apéndice H. Aqui usamos indices latinos tanto para espacos
Euclidianos quanto pseudo-Euclidianos.

E.1 Transformacoes conformes de R" e M1l

As transformagoes conformes de um espago(-tempo) com dimensdo n > 3 sao
composicoes de trés operacoes fundamentais:

1. Difeomorfismos usuais, que preservam o produto interno gz’ e que tem

fator conforme trivial 2% = 1. No espaco Euclidiano estes sao as rotacoes e
translacoes de R™; no espaco de Minkowski, as transformagoes de Poincaré.
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Estas transformagoes tém a forma geral
' 2" = Ra! +d, R'; € O(n) (ou O(n—1,1)). (E.2)

2. Dilatagoes: o fator conforme é uma constante, @ = 1/A > 0. Trata-se,
portanto, de um rescalamento global das coordenadas:

= 2= A > 0. (E.3)

3. ‘Transformagoes conformes especiais’: a transformagao nao trivial das co-
ordenadas de um espago-tempo que satisfaz a condigao (E.1) é

x® — ba?
i 2’ = : E.4
v v 1 — bzt + b2 22’ (E-4)
para a qual o fator conforme tem a forma
O*(z) = (1 — 22’ + 6%2%)° . (E.5)

Pode-se interpretar mais facilmente o significado de (E.4) reescrevendo-a,
2" )2 = b+ 2t 2 (E.6)
ou seja, uma inversao (x — 1/x) seguida de uma translagdo por um vetor
b* com dimensao [b] = [1/z].
Podemos sistematizar as transformagoes conformes (E.2)-(E.5) escrevendo
1% 7' = [Ro)%a®, com com [%ol%(x) = QN (z) (92"/0"), (E.T)
e a condicao

Japdz'da’® = D2 gdxda®  requer [%o% (o] = Gab. (E.8)

A dltima igualdade ¢ simplesmente Z7 - Z = 1, logo # € O(n). Isso deixa
evidente que as transformagoes conformes formam um grupo (que ndo é, todavia,
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O(n)). Para Q =1, [%#1]% sdo as translagoes e rotagoes (E.2) formando o grupo
O(n) x T,,. Para dilatagbes, temos simplesmente

[Zp)®, = A\  para dilatagoes com Q= 1/A. (E.9)

As transformacoes conformes especiais nao podem ser representadas diretamente
na forma (E.7) porque nao sdo transformagoes lineares, mas sendo, entretanto,
equivalentes a uma composicdo de translagoes com inversoes, cf. Eq.(E.6), é
suficiente que haja uma matriz [Zqg|%, correspondendo a estas ultimas. A matriz
desejada, [Z|%(z) = 1%(x), é

I°(z) = g® — Za%ab, (E.10)

E imediato ver que #* = I%? = 2%/22. E facil verificar que I € O(n). Note que
Det I = —1 e, como era de se esperar, a inversao nao pode ser deformada na matriz
identidade, mas uma transformagao conforme especial, sendo uma composicao de
duas inversoes (e uma translagao), sim.

kK
As férmulas (E.2)-(E.5) sao obtidas através da integragdo (exponenciagao)
das transformagoes infinitesimais correspondentes, que sao por sua vez induzidas

por uma transformagao de coordenadas " = z' + ¢(x), sob a qual a métrica
gy = (02 /02" (0x" /0" gy, fica g}; = gi; — (D5 + 0;€;) = Q%gy5, logo

Oi¢j + 0j¢; = f(x)g;; com f = (2/n)8iei.

A dltima equacao se obtém do traco da anterior. Derivando a primeira das
equagoes acima se obtém uma relagao entre as derivadas segundas de ¢; e a deri-
vada primeira de f, que levam a

(n—1)(n—2)9,0,f =0, e, tomando o trago, 0*f = 0.

Portanto, para n > 3, f deve ser no maximo uma func¢ao linear em x, e por con-
sequeéncia €, deve ser quadrética. Com alguma manipulagao, se chega a seguinte
decomposicao

€ — Q; — wijxj + )\{L’l - (bz 1'2 — 2[E7, bjl’j), (Ell)
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com w;; = —wj;. Aqui, os parametros sao todos infinitesimais, e sua exponen-
ciagdo dé origem as transformagoes finitas (E.2)-(E.4). O primeiro termo, de
ordem zero em x, da origem as translagoes, e o segundo termo, proporcional a w,
dé as transformacoes de Lorentz quando exponenciado. O termo Ax; da origem
as dilatacoes e por fim o termo nao linear entre parénteses gera as transformacoes
conformes especiais.

E.2 Algebra de Lie

Uma ‘algebra de Lie’ é um espago vetorial " munido de uma operagao interna
bilinear, antisimétrica, chamada de ‘parénteses de Lie’, ou ‘comutador’, denotada
por [-,-], e que obedece a identidade de Jacobi:

[A,[B,Cl]|+ [B,[C, Al + [C,[A,B]] =0, (E.12)

para A, B,C € ¥. Dois exemplos tipicos sdo ¥ = R? com [v,w]=v x w; e ¥
igual ao espago M (R, n) das matrizes reais n x n, com [A, B] = AB — BA.

Inserindo uma métrica em M (R,n), um grupo de Lie G pode ser encarado
como uma superficie suave neste espago. Os vetores (que para grupos matriciais
como SO(n), SO(m,n), etc., sdo também matrizes) no espago tangente Jg; ao
redor da origem (i.e. da matrix identidade I') sdo chamados de ‘geradores’ de G,
uma vez que para X € J; o mapa exponencial exp X dd uma matriz em G, e
portanto X é uma transformacao infinitesimal correspondente a um elemento de
G. (O mapa exponencial de uma matriz X é definido como a série de poténcias
expX =1+ %X + %X 2 +....) Para cada grupo G, os vetores geradores devem
obedecer algumas condigoes. Por exemplo, se G = SO(n), entao os geradores X
sao matrizes n X n antisimétricas. O espago tangente 7 ao redor da identidade,
munido com os parénteses de Lie na forma do comutador das matrizes em 7,
forma uma ‘algebra de Lie, g, do grupo G’, completamente caracterizada pelos
parénteses de Lie de seus elementos, que deve ser uma operacao fechada, isto
é, seu resultado ¢ uma combinagao linear de vetores X, € g, [Xa, Xp] = f5,X,,
determinada pelas ‘constantes de estrutura’ fg,.

Pode-se representar os geradores de uma algebra de Lie através de um campo
vetorial em R"™ associando a cada elemento X € g o ‘campo vetorial linear’
Vx € R" tal que para z € R" Vi (x) = X*;27. Este campo define um conjunto de
curvas integrais as quais é tangente, parametrizadas por algum parametro t € R,
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e determinadas pela equacao diferencial
da'/dt = —X";27(t), cuja solugdo é imediata: x(t) = exp(—tX)zo, (E.13)

sendo zy = x(0). Isso permite representar os geradores de G como operadores
diferenciais. Para uma transformacao infinitesimal de R™ induzida pelo gerador
X e parametrizada por t, a Eq.(E.13) mostra que o ponto x é mapeado em

or' =2’ — 2t = —(X - ') dt. (E.14)

Por exemplo, para uma translacio infinitesimal, 2" = 2 + a’ §t, é imediato ver
que X = —a'd;; para uma rotagio infinitesimal, 2/ = z' 4 §twz;, com wy;
antisimétrica, logo X = —wij%(xiaj — x,;0;). Nao é dificil verificar a validade de
(E.13); por exemplo uma translagio finita é obtida do gerador —a'd; pelo mapa
exponencial

exp(ta’9;)a’ = (14 ta?0; + L2 0 (a?0;) + - - ) 2’ = 2’ + ta? 0} + 0 = 2’ + ta'.
E costume redefinir os geradores trocando (E.14) por

g = (1 +ie*Ty)a’, (E.15)

onde A é um conjunto de indices e ¢* um conjunto de parametros infinitesimais.
Por exemplo, no caso da translacao acima, ie4 = a'dt, e Ty = —i0;. Com essa
convengao, para as transformagoes infinitesimais do grupo conforme (E.11), a

representacao dos geradores como operadores diferenciais é

Jab = 1 (ac T°Op — Goe °0,)
P, = —i0,
D = —iz?9,
K,=—1 (2gac z¢xbd, — e :cbxc@a) .

(E.16)

Para transformacoes conformes do espago Euclidiano R"™, g, = 04 ¢ a métrica
de Euclides, e J, sao os geradores das rotagoes. Mas as formulas acima sao
validas também em espagos pseudo-Euclidianos R?p 4)» COmMO por exemplo Min-

kowski MG = RE‘I 5)» €M qUE gap = Tap, € Jup 530 entdo transformagdes de
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Lorentz. Vale verificar como D gera as dilatagoes finitas. Usando (E.13),

exp(itD)z’ = (1 + ta?9; + 22270 (270;) + - -+ )z’ =
=’ +ta' + %t%kﬁk(xjé;) +.-=ela

que é (E.3) com A = ¢e'. Por fim, a dlgebra de Lie dos geradores (E.16) pode ser
obtida aplicando-se seu comutador sobre uma funcao f em R"; ap6s um calculo
tedioso se chega a

Jab; ch} =—1 (gacjcd - gchad + gadJcb - gdeca) )

Jaba Pc] = —1 (gacpb - gbcpa) ; [Jaba Kc] = —1 (gach - gcha) ;
PaaKb]:_Zi(gabD+Jab> ; [PmD]:_Z'Pa; [Ka7D]:iKa;
Jab; D] = [P(mpb] = [Kau Kb] =0.

|
{ (.17
|

Repare que os comutadores da algebra de Poincaré, J,, e P,, junto com o ope-
rador de dilatacao D, formam uma subagebra fechada, sendo entao possivel uma
teoria ser covariante e invariante de escala, mas nao invariante sob transformacoes
conformes especiais.

E.3 Campos conformes

A variacdo de um campo (cldsico) ®(z) sob uma transformacao induzida por
(E.16) fornece uma nova representagdo do Grupo Conforme em termos dos ope-
radores G4 tais que

(') = (1 —ie,GH)D(x).

O apodstrofo em @ indica que o grupo conforme age nao somente sobre as coor-
denadas mas também sobre o préprio campo. Por exemplo, se ® é um campo
vetorial, a atuac¢ao do subgrupo SO(n) (ou SO(n — 1,1) induz uma rotacao (ou
transformagcao de Lorentz). Em geral, ®z(z) possui um indice spinorial Z sobre
o qual atua uma representacdo de O(n) (ou SO(n — 1,1)). Para encontrar a
representagao G ¢ 1til usar um método de indugio (ver, e.g., Francesco et al.
(2012)), em que primeiro consideramos a transformacao do campo sem mudanga
de coordenadas. Escolhendo como ponto fixo a origem x = 0, a acao dos geradores
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sobre o campo ®(0) (que é dito um ‘campo primdrio’) é

Jo, ®7(0) = SZ, 7(0),

D®1(0) = Adz(0),
K,®7(0) = £,97(0).

Para formar uma representagao do grupo conforme, os operadores r,, A e S%
satisfazem a algebra (E.17), mas para P, =0, i.e.

192, ST = =1 (9acS% — GbeSag + GadSey — GoaSe) ;
[Sab, Ke] = =1 (Gacks — Gbeka) ; (E.18)
[HQ,A] = 1Ky ; [Sfb, A] = [Ka, kp] = 0.

Uma vez que [S%, A] = 0, pode-se mostrar que A = —iAI é um miltiplo da
matriz identidade I, o que por sua vez forca k, = 0 (ja que [kq, A] = ikg).

Para encontrar a agao dos geradores sobre ®(x), fora da origem, se utiliza
o gerador de translacoes P,, ja que ®(x) = exp(—iz®P,)®(0). Assim, em z,
cada operador O atua como exp(iz®P,)O exp(—iz®F,), o que pode ser avali-
ado usando a algebra (E.17) (e a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff), e
exp(—iz®P,)D exp(iz®P,) = D + z°P,. Calculando as translagoes de J,, e K,
chegamos a

J5, @z(z) = [i(2a0 — 20,) + S5,] Pz(z),
Do7(x) = —i[290, + A] Dz(z), (E.19)
K,0z7(z) = [—2iz,2°0, + i2°0, — 2ix, A + 2S5, | O7(z).

Estaremos interessados principalmente em campos escalares, para os quais
SZ, = 0. O efeito de uma transformagao finita é obtido a partir da exponenciagio
de (E.19), que leva a

A/n

(') = |02 J0x| """ ®(x), ou ¥(2) = Q% (z) (x), (E.20)

onde |92'/0z| = Det [02"/0x7] = Q7" (x) é o Jacobiano da transformagio (E.1).
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Em particular, para uma dilatagao (E.3),
' (\z) = \20(x). (E.21)

O numero (real) A é, por isso, chamado de ‘dimensao conforme’; ou ‘dimensao
de escala’ do campo ®(z), que é dito um campo ‘quase-primario’. Numa teoria
de campos quase-primarios, uma transformacao de escala mapeia a parte cinética
da agao em

/ d"z g0, D0, P — / d"x

/
g—“"] 02 g\ 220,50, = / A" A2 g A2, 50, D,
X

Para que haja simetria conforme a agao deve permanecer invariante e, portanto,
as poténcias de A devem todas se cancelar: n —2 — 2A = 0. Ou seja, uma teoria
escalar s6 é invariante conforme para campos de dimensao conforme

A= (n—2)/2 (E.22)

Além disso, termos de interagao polinomais g, [d"z ®P se transformam como
/ d"x OP / d"x \PATPADP,

de onde se conclui que em n dimensoes a tnica interagao invariante de escala tem
p=n/A, ou, usando (E.22),

V=g / A"y >/ (=2), (E.23)

*

O tensor de energia-momento

Considere uma teoria com agao S[®] funcional de campos ¢ e suas derivadas
primeiras, e invariante sob transformacoes conformes. Assim, por hipotese, a
acao ¢ invariante sob translacoes infinitesimais % — z® + €%, com € constante,
e portanto se x* — z% + €*(x), a variagdo de S s6 pode depender entdo das
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derivadas Ope, (),
59 = / " T (2)Duen (). (F.24)

O tensor T é o tensor de energia-momento da teoria. Impostas as equacdes de
movimento (i.e. ‘on-shell’), 6S = 0 para variagoes arbitrarias, e com isso uma
integracao por partes leva a

0, T = 0. (E.25)

Para transformacoes de Lorentz ou rotacoes infinitesimais, €, = wapz?, com we
antisimétrica, e portanto covariancia da acao requer

08 = /d”x T%),e, = /d”x T%w, =0, logo T =T". (E.26)
E uma dilatacao corresponde a €* = Ax“, portanto
0S = /d”x T%9,e, = /\/d”x g T,
e invariancia de escala requer que o traco se anule:

gabTab = 0. (EQ?)

Invariancia sob transformacoes conformes especiais nao impoe nenhuma nova
condicao. De fato, para €, = b, 2% — 213 b.2®,

0S = /d”:c T (224by—2b2° G — 2ba13) = 2 /d":v [(az‘abb—baxb)T“b—becT“a} =0,

onde usamos (E.26) e (E.27).
A simetria de T% permite reescrever (E.24) como

1 1
5S = 5 /dn[L’Tab<aa€b + abea) = —5 /dnx Tab(;ga,by
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onde na ultima igualdade usamos a variagao da métrica sob uma troca infini-
tesimal de coordenadas, e com isso o tensor de energia-momento fica dado pela
Eq.(A.9),

T = —205/6g". (E.28)

Por fim, note que como d,€, possui dimensao zero, a dimensdo canonica de 7%
) Y
deve ser tal que cancele a dimensao de d"x, ou seja:

Ar =n. (E.29)

E.4 Funcoes de correlacao

A quantizagao da teoria promove os campos a operadores. Considere uma teoria
cuja agao (cldssica) é invariante conforme, e contenha um conjunto de campos
{®}, dos quais um subconjunto {¢4(x)} sdo campos quase-priméarios, e os outros
possiveis campos se possa expressar como uma combinagao linear dos ¢4 e suas
derivadas. Assumindo a existéncia de um vécuo |0) invariante sob transformagoes
conformes, i.e. D|0) =0, J,|0) =0, K,|0) = 0, etc., a funcao de correlagao de p
pontos ¢ dada pela integral funcional(com Z = [[2®] e~51®))

(Grlan) - dylay)) = 5 [198] r(an) - dyfan) 0 (E30)

O requerimento de invariancia sob o grupo conforme é extremamente restritivo
e permite que se determine completamente a forma das fungoes de 2- e 3-pontos
apenas com argumentos de simetria. Para a funcao de dois pontos

Glar,a2) = (Gu(e)oalea)) = [[98) 6a(w) éalam)e . (E3D

(Vamos considerar sempre campos escalares quase-primarios.) Em primeiro lugar,
invariancia sob rotagdes ou transformagoes de Lorentz (para a quais o Jacobiano
¢ unitario) e sob translagoes implica que (¢1(z1)d2(x2)) = G(|x1 — x2|) 86 pode
depender da distancia covariante entre os dois pontos. Sob uma transformagcao
conforme vale (E.20). A acdo é supostamente invariante e assumimos que a
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medida de integragdo [Z2®P] também o seja, de forma que

(d1(a))¢a())) = % / [DD] |0, 01| b1 (1) |0y /s | 22" oy () €12,

Os Jacobianos sao fungoes apenas das coordenadas, e saem da integral funcional
(em @), de onde se conclui que

—A1/n

(p1(2))pa(xh)) = |0 /O | |0y /Oo| S (@) da(w2)).  (E.32)

Para uma transformacao de escala com x’ = Az, temos ‘83:’ / 8:1:" = \", logo
G(Nzy — 29|) = A=A 22 G(|2) — 24])

¢ uma funcao homogénenea de uma variavel real z19 = |21 —x2| € grau —(A;+A,).
Pelo teorema de Euler!

012

|l‘1 — I2|A1+A2

<¢1($1)¢2($2>> (E-33)

Aplicando agora uma transformagao conforme especial, Eqs.(E.4) e (E.5), e sa-
bendo que vale (E.33), a féormula (E.32) d4

Ci2 _ (9192)(A1+A2)/2 « Cia
|ZE1 _ x2|A1+A2 Qlﬁlggz |l‘1 _ x2|A1+A2’

onde Q(x) = 1 — b,z + b*x?%. Ou seja, a constante C}p deve ser zero a menos
que seja A; = Ay = A, caso em que o fracao extra do lado direito se torna 1.
Portanto, com base apenas nas simetrias conformes, a funcao de 2-pontos de dois
operadores quase-primarios é

c
— m se A=A, =A
et {0 se Ay # Ay . (E.34)

1Se G(z;) = A"¥G(kz;) é uma funcio homogénea de grau k, entdo 2;,0G/0z; = kG. Para
uma funcdo de uma varidvel apenas, a equacao pode ser imediatamente integrada, resultando

em G = constante x z¥.
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A determinacao da funcao de 3-pontos segue a mesma logica. Invariancia de
translacao e rotagao faz com que

<¢1($1)¢2(I2)¢3($3)> = G($12,$23,$31), onde Zg = |1, — ),
e a invariancia de dilatacao,
G()\xm AT23, >\3331) = Af(AﬁAHA@G(ﬂUlQ, T23, 5531),

implica que

C
G(Il27x237x31> = %, com a++v=A7A1+ 0+ As.
L1g Loz L31

Por fim a simetria conforme especial fornece um sistema linear que fixa os expo-
entes o, e v em termos dos A,;. O resultado final é que

Cias
<¢1($1)¢2(I‘2>¢3($3)> = Al+As—As AotA3—Ay Azt+AL—Ag” (E35)
L2 Log T3]

Para funcoes de n-pontos com n > 3 as restricoes de simetria sob as trans-
formacoes conformes nao sao suficientes para determinar completamente a de-
pendéncia em x; porque com 4 pontos se pode construir as ‘razoes anarmonicas’

§= ($12$34)2/($13I24)2 e (= ($12$34)2/($23$34)2,

que sao por si s6 invariantes conformes. Com isso dada alguma G(z1,--- ,z,)
invariante, hé sempre a liberdade de multiplica-la por outra funcao arbitraria
f(&,n), pois f(&,¢)G(xy,- -+ ,x,) também serd invariante conforme.

*

Campos Tensoriais

Se ®%(z) ¢ um campo quase-priméario tensorial, com Z indicando um conjunto
de indices sobre os quais atua O(n) (ou O(n — 1, 1)), entdo

T (2') = QO "AL [ %] @7 (x), com Q= |02’ /O],
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onde AZ[Zq] é a representacao adequada de O(n) (ou do grupo de Lorentz)
quando Z ¢ uma rotagao. (Cf. (E.7) e discussao subsequente.) Por exemplo,
para campos vetoriais Z = a, e ALI7 = %% € O(n); para um campo tensorial 7%,
T =ab, e AL, = %°. %, etc.

A regra obtida para o campo escalar (caso em que A = 1), Eq.(E.34), implica
que a funcao de 2-pontos para dois campos de mesma dimensao A tem a forma

(07 (1)8F (1)) = A PP%(110),
com a condicao de invariancia conforme do tensor P expressa evidentemente por
AP 7[R (21)] A2 3, [ (w5)] P72 (219) = PR (,) = PP (Awig) = PP (212).
Uma solucao dessa equacao é
PR (315) = AP 4 [I(212)] GT22, (E.36)
onde G712 ¢ invariante sob rotacoes R:
AT 7 [R] A2 4 [R] G2 = GT 12, (E.37)

como se pode verificar; cf. Osborn & Petkou (1994).

A primeira conclusdo que se tira da férmula (E.36) é de que a fungao de
correlagdo de campos com spin diferente (i.e. com Z; # Z,) é sempre zero, ja
que nesse caso nao existe G que satisfaca a condi¢ao (E.37). E.g. para um
campo vetorial e um tensor, (¢*T°!) = (0. Para fndices vetoriais, Z = a, a
representacao ¢ trivial, A% = Z%, logo AT 7[I(x12)] = I%(z12). Nesse caso um
tensor G invariante sob rotagdes (ou transformagoes de Lorentz) é simplesmente
a métrica, e a Eq.(E.36) fornece diretamente a funcao de correlacdo para dois
campos vetoriais ¢*

(B ()) = o T (1), (E.38)

T12
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se Ay = Ay, ou zero se A # A,. Note que 1%’ pode ser escrito na forma
[%(z12) = L 23, 0705 log 3, (E.39)

Também nos interessa a funcao de 2-pontos do tensor de energia-momento.
Na representacao tensorial de grau 2,

A g[Zo(x)] = A cal%a (7)) = [Za())"|[Za(z)]a,

logo (E.36) fica
Pade<£C12) — Iac(l'12) Ibd(l'lg) CTmecal7

com o tensor G formado por combinacoes lineares da métrica. Para T
simétrico G?? deve ser simétrico nos pares ab e cd, logo

Gabcd — %(gacgbd + gadgbc) + agabgcd. (E40)

Para g, 7% = 0, G% deve ter traco total nulo e portanto a = —1/n. Assim, (e
notando que g.4I%°1% = )

C J1 1
(T (21)T(x5)) = 5 |3 [1%(212) 1" (212) + I%(212) 1" (212)] — Egabgcd . (E.41)
12

E.5 Teorias conformes perturbadas

Nesta secao, em especial, trabalhamos em n = 3 dimensoes.
Pode-se perturbar uma teoria conforme com a insergdo de um operador O(x)
com acoplamento g(x),

SpCFT = Scrr + /dSXg O(X), (E.42)

0 que equivale a inserir mais uma fonte —g na fungao de partigao (13.35),

Z[J, gl = [[20] exp [~Sqrr + [ d*x J(x)O(x) — [ d*x gO(x)] .
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Expandindo exp — f d*xg O, as funcoes de correlacao da teoria perturbada, e.g.
(O(x1)0(x2)) = 62Z/6J(x1)0J (x2)] j=g—0, sa0 dadas em funcdo das correlagoes
da CFT,

(O(x1)0(x2)) = (O(x1)O(x2))crr + /d3X/9<O<X1)O(X2)O(X,)>CFT + -

Uma maneira eficiente de se calcular (O(x1)O(x32)) sem somar essa série é através
do formalismo do Grupo de Renormalizacao (de Wilson).

Considere a fungao de 2-pontos G(r;g) de um operador que, na teoria con-
forme, possui dimensao conforme A. Aqui, r = |x; —X2|. Sob uma transformacao
de escala, por definicao, G(r/X;0) = A"22G(r;0). Suponha vélida essa lei de es-
cala na teoria perturbada, com g # 0. Em uma transformacao infinitesimal
A = e ~ 1+ ¢, defina a funcao!

[ p— (E.43)

de forma que
G(r;g) = NX2G(r/x; g(N) = (1 — 28e)G((1 — €)r; go — fe),

com gy = ¢g|.—o. Expandindo G na ultima igualdade, obtém-se

(r% + ﬁ(g)2 + ZA) G(r;g) =0. (E.44)

Na pCFT, a dimensao conforme A passa a depender da escala. Por inspecao da
Eq.(E.42) vé-se que, se a perturbagdo nao quebrasse a simetria conforme entao
g se rescala como g — A273. Assim, sob uma transformacao infinitesimal, g =
—(A + 3)e, o que, com a Eq.(E.43) mostra que A = 3 + 3/g. Perto do ponto
conforme, ambos g e § tendem a zero, e a dimensao conforme do operador,

A =3+ 08/0g, (E.45)

'Note que a fungao beta definida aqui tem o sinal oposto da funcio beta holografica (13.50);
por isso diz-se que na holografia hd um “fluxo inverso” do GR.
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depende da ‘dimensao anémala’ y(g) = 0F/0g. A equacao completa é entao

0 0
ray tB@)5, +6+21(9)| Glrig) =0, (E.46)

uma ‘equacao de Callan-Symanzik’.

Se 8 = 0, e constante, a solucao da equacao de Callan-Symanzik é trivial:
G(r;0) = ¢/r*®, que é o comportamento correto da fungao de correlagiao na
CFT. Logo B # 0 caracteriza a perturbacao da CFT é uma funcao beta nao nula.
E costume introduzir a seguinte nomenclatura: O valor de ¢ = g, para o qual
B(g«) = 0 é chamado de ‘ponto fixo’ da teoria. Expandindo ao redor de um ponto
fixo, com 05/dg = 7,

Bo(g) = 7(9:)(g — g) + -~ = Adg /O

Se v(g«) > 0, entdao dg/0X < 0 para g S g, e, portanto, & medida que A cresce
g — g«. Como o crescimento de A\ equivale ao infravermelho (‘infrared), i.e.
grandes comprimentos de onda, diz-se que g, ¢ um ponto fixo estavel no IR. Caso
contrario, se y(g.) < 0, entdo ¢ — g, a medida que A\ diminui, o que equivale ao
ultravioleta, e diz-se que o ponto critico é estavel no UV.

Considere um ponto fixo, por exemplo, estavel no UV, e um operador O com
v < 0. A dimensao Ap(guy) < 3, e o procedimento de renormalizagao, ao
diminuir a escala A, faz com que o termo perturbativo [ d*x ¢ O(x) na Eq.(E.42)
aumente, perturbando ainda mais a teoria e a distanciando do ponto fixo. Diz-
se nesse caso que O é um operador ‘relevante’ (no UV). Por outro lado, um
operador O, que possua 7' < 0, terd Ao > 3, e ao se diminuir a escala o termo
| d*x g O(x) serd proporcional a uma potencia positiva de A e portanto tende a
zero. Por isso (0’ é incapaz de afastar a teoria do ponto fixo UV, e diz-se que se
trata de um operador ‘“rrelevante’.

A Eq.(E.46) rege a maneira como a teoria perturbada caminha entres pontos
fixos a medida que se efetua tranformagoes de escala, um processo conhecido
como ‘fluxo do grupo de renormalizac¢ao’, o nome sendo herdado da TQC. (Ver,
e.g. Peskin & Schroeder (1995); Zinn-Justin (2002).)

*

Solucao da Equacdao de Callan-Symanzik

Tome a transformada de Fourier G(k; g) = (27103 [ d3xG(r; p)e™ ™, que satis-
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faz (note que se trata de transformadas de Fourier de fung¢oes pramente radiais)
—k:£+ﬁ( )£+3+2() G(k;9) =0 (E.47)

onde k = |k|. Introduza o ‘acoplamento fluido’ (porque flui com o fluxo do GR;
em inglés, ‘running coupling’)

g(k/a;g) tal que kog/ok = 5(g), (E.48)

e a escala M tal que g(M;g) = g. A solugao de (E.47) é dada por

9(M;g) u
G(k; g9) = k> Go(g) exp [2 /(k/ . du %] ) (E.49)

e podemos usar a relagao (E.48) para realizar uma mudanca de varidveis,

k'=k /
G(k: g) = ¥* Golg) exp [2 [ g (a’jw) 7(9)] . (E.50)

Para verificar que as férmulas acima s@o de fato solugoes de (E.47), é 1til escrever
(E.48) como

?(k/a,p) k'=k k' k'=k
/ du/B(u) :/ dlog( ) :/ dk' /K, (E.51)
?(M,p) k' =aM aM k' =aM

de cujas derivadas® se deduz que dg/0p = B(p)/B(p).

1Usando a Regra de Leibniz (nao confundir com o teorema de Newton, sob risco de ofender
os mortos) para a derivada de uma integral:

d [* : , " 9f(at)
— dt f(z,t) = f(x,b(x))b' (x) — f(z,a(x))d (x dt .
G L A = b e — sl [
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Apeéndice F

Equacao de estado para um gas

de p-branas

Desejamos aqui encontrar a equagao de estado para um gas de p-branas em um
espago-tempo com d + 1 dimensoes. Seguimos de perto a dedugao apresentada
por Boehm & Brandenberger (2003).

Sejam x*, com pu = 0,1,---  d coordenadas no espaco-T sobre o qual se move
uma p-brana % com coordenadas intrinsecas 04, A = 0,1,--- ,p, em sua folha-
de-mundo. Se g,, ¢ a métrica do espago-T, a métrica induzida em % é yap =
GuwX* 4 X" p, onde X*(o) sdo as coordenadas de #. A acdo de Dirac-Born-Infeld
é o volume de 4,

S,= -1, [@to e, (F.1)

onde ¢ ¢ o dilaton e T}, a tensao. Vamos considerar um regime em que o dilaton
é constante definir a tensdo efetiva 7, = T,e™® = T,/gs, onde g, é o acoplamento
de cordas. Escreva a acao como uma integral sobre o espago-tempo,

Sp=—T7, /dde {/dp“a Iy (0)|V2 64 (a* — XP (o)) ] .
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O tensor de energia-momento de & é entao dado pela férmula usual,
™ (x) = _2|g|71/255p/59um ou 05, = _% Jd™ e T og,,.

A dependéncia em g,,, se encontra na métrica induzida; temos 6/—7y = %\ /—v0VaB,
e 0YaB/0guw = X* 4X" p, logo

19(2) = =7, [ @40 XX 51w = X))

A densidade energia p da brana é dada pela componente T, e seu vetor
momento por T%. Assim como a agao de Nambu-Goto, (F.1) ¢ invariante por
reparametrizacoes da folha-de-mundo, e podemos escolher as p 4+ 1 coordenadas
o tais que

o = X Yoo =—vV=7 Yoa=0

coma =1,---,p. Nesse calibre, T%(z) = 7, [dPT'o 6 (2 — X*(0)); escrevendo

explicitamente a funcao delta,
T =7, [dP*io 6427 — X(0))0(2° — o°),

e integrando sobre ¢ temos a densidade de energia
p="Tp /dpa 627 — X’(0)), e E= /ddxp(wj) =T1,Vp, (F.2)

é a energia total da brana, com V, = [dPo o volume da folha-de-mundo de 2.
Num espago-tempo com secoes espaciais compactas (e.g. um toro) E, ¢ finita;
note que 7, pode ser portanto interpretada como a densidade volumétrica de

energia. O vetor (densidade espacial de) momento 7/ é dado por T%. No calibre
escolhido, Y4B X0 4 X7 p = 49XJ ; = — X7 /,/=7, logo

T =7, [d0 X7 6%(a) = X(0)), e W =r,[d'o X/

é o momento total, IV = [ d%zn.
A pressao é obtida a partir da média espacial do trago ¢;;7%. Precisamos
caleular y4BX* 4 X; p; no calibre escolhido, em que ¢° = X temos X°, =0 =
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00 /0o = 0 por construgao, 10go Yap = g X" X" = ¢;; X" 4 X7 p; contraindo
essa igualdade com v, temos 7Y%y, = Y X, X, ;. Agora,

YPX aXip =" X 0 Xi0 + 7" X o Xip = 7K + 1" a,

pois Yoa = 0. Como Vv, = 6% = p, T = 7, [dPo [Xle + ply|z | 0% (@ —
XH(0)), e como —/—y =0 = X* o X,0=—1+ X2 temos finalmente

T =1, /dpa [(p + XX, —p] S (2t — XH(0)).

Tomando a média (TZZ> sobre as posigoes “espaciais” 0% sobre a brana, a veloci-
dade (transversal) (X"X;) se torna independente de o e sai da integral; obtemos
assim a pressao P = (T%;)/d

P =K% = [0+ DX d — p/d] 7, / P o5 (2 — X (o).

A integral restante é simplesmente a densidade de energia (F.2), e com isso temos
a equacao de estado

1
P/p=w,, com w,= MUQ -

J , (F.3)

QIS

onde v? é a velocidade média quadrada de um ponto na brana.

No espaco-tempo quadridimensional, d = 3. No limite ultrarelativistico, v? ~
1, e w, ~ 1/3 logo branas com qualquer p se comportam como um gas de radiacao.
No limite nao relativistico, com v? ~ 0, temos

w, = —3p. (F.4)

Ha trés valores possiveis para p em secoes espaciais tridimensionais, p = 1, 2, e 3.
Uma 3-brana ocupa todo o espago-tempo, e tem w = —1, sendo equivalente a uma
constante cosmoldgica. Uma 2-brana aparece como uma membrana nas segoes
espaciais (e forma uma folha-de-mundo tridimensional no espago-tempo), o que
se costuma chamar de parede de dominio. Uma 1-brana é uma corda césmica.
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Apéndice G

Teorema de area e a entropia

generalizada na cosmologia

Aqui damos uma descrigao do argumento de Bousso & Engelhardt (2015a) para o
crescimento das areas das superficies marginalmente anti-capturadas que folheiam
uma tela holografica pretérita. Em seguida, indicamos como esse teorema pode
ser usado na definicao de uma segunda lei generalizada em espagos cosmoldgicos
(Bousso & Engelhardt (2016)).

G.1 Definicoes — telas holograficas

— Em um espaco-tempo esfericamente simétrico, por um ponto p passam quatro
familias de geodésicas nulas, classificadas pelas dire¢oes de acordo com a Fig.G.1:
(1) Passado exterior, (2) Passado interior, (3) futuro exterior, (4) futuro inte-
rior. Uma superficie & de codimensao 2 ¢é dita ‘normal’ se as geodésicas futuro
interior v_ e futuor exterior v, possuem expansao #+ = 0, como na Fig.G.1(a).
Isso quer dizer que raios de luz emitidos na superficie % em direcao ao seu in-
terior convergem, enquanto raios emitidos em dire¢ao ao seu exterior divergem.
Este é o comportamento intuitivo, que ocorre na auséncia de gravidade, e dai a
nomenclatura.

— Por outro lado, uma superficie ¢ de codimensao 2 é dita ‘marginalmente
anti-capturada’ (‘marginally anti-trapped’) se 6, > 0 mas 6_ = 0, como na
Fig.G.1(b). Nesse caso, os raios de luz emitidos em o em dire¢do ao exterior
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(4) 0-<0 0->0 (3) 0-=0 0+>0

(1) (2)

s r Vo r
(a) (b)

Figura G.1: Diagramas conformes para espagos esfericamente simétricos mos-
trando as familias de geodésicas nulas para (a) Uma superficie normal %; (b)
Uma superficie 0 marginalmente anti-capturada.

divergem normalmente; porém os raios em dire¢ao ao interior param de convergir,
localmente. O termo ‘marginalmente’ denota a situacao limite; uma superficie é
dita ‘anti-capturada’ se _ > 0, caso em que as geodésicas nulas y_ divergem em
ambas as diregoes, isolando causalmente um observador no interior da superficie
da regiao exterior.

— Uma hipersuperficie .7, de codimensao 1, é uma ‘tela hologrdfica pretérita’
(‘past holographic screen’) se é folheada por superficies marginalmente anti-
capturadas.

(Essas definigoes sao relevantes em espagcos cosmolégicos. Conceitos andlogos,
com indices + trocados por — e > por < sao utilizados no contexto de buracos
negros; diz-se entao ‘superficie capturada’ e ‘tela hologréfica futura’.)

G.2 Teorema para o crescimento da area

Teorema
Em uma tela holografica pretérita 77, as areas de suas superficies
marginalmente anti-capturadas o crescem monotonicamente, para o futuro em
segmentos tipo-tempo e para o exterior em segmentos tipo-espaco.
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O detalhe importante ¢ o aumento monotonico. Com as adaptacoes ne-
cessarias (futuro — passado, etc.), o teorema também é vélido para telas ho-
lograficas futuras, que surgem no contexto de colapso gravitacional e sao o caso
analisado em mais detalhes por Bousso & Engelhardt (2015a). Aqui, como ja
vimos fazendo, adaptamos todas as pequenas demonstracoes para o caso de telas
holograficas pretéritas, que sao do nosso interesse cosmologico. Com essa ressalva,
toda a discussao e os exemplos abaixo seguem de perto o artigo citado.

Figura G.2: Tela holgréafica s para um universo de Friedmann desacelerado; ¢
é uma superficie tipo-tempo. A area das folheacoes o cresce na direcao das setas.
Por definigao, todas as folhas o (superficies espaciais bidimensionais que folheiam
) sao superficies marginalmente anti-capturadas, logo a expansao da dire¢ao
interior futura é zero. Vé-se também a construcao geométrica (deformagoes da
superficie nas direg oes nulas) que demonstram que a area de uma tela holografica
pretérita sempre cresce para o futuro num segmento tipo-tempo, e para o exterior
num segmento tipo-espaco.

Em espacos esfericamente simétricos é facil entender o que acontece. Em
segmentos tipo-tempo de 7, a area das segoes o cresce para o futuro porque se
pode deformar infinitesimalmente a superficie ao longo das diregoes nulas, como
na Fig.G.2. Saindo de o, com area A;, e deslocando-se na dire¢ao nula exterior,
por ser 0, > 0, chega-se a uma superficie com area A’ = A; + dA > A;. Dai
se prossegue para o, na direcao nula interior em que ¢_ = 0 e, portanto, nao
ha perda ou ganho de drea, de modo que ao fim A; = A’ > A;. Enfatizamos
que o processo deve ser encarado como um limite em que A — 0. De forma
completamente andloga, um segmento tipo-espaco de 7 teria area aumentando
na dierecao exterior. Portanto a monotonicidade em segmentos tipo-espaco e
em segmentos tipo-tempo estd garantida. Basta demonstrar que é impossivel
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que uma tela hologréfica apresente uma esquina entre os dois tipos de segmento
que viole a monotonicidade, como por exemplo na Fig.G.3(a). Na vizinhanga de
uma esquina desse tipo hd uma folha-de-luz 4" que parte de uma das superficies
o1 € J, onde, por definicao sua expansao é #; = 0. A mesma folha-de-luz
intersecta 27 uma segunda vez na superficie o, onde, também por definicao,
0y = 0. Isso leva a uma contradicao, porque a expansao de uma mesma folha-
de-luz se anular em dois pontos diferentes viola as condigoes nula e genérica de
energia, que sao assumidas para a validade do teorema.

Figura G.3: (a) Formato de segmento de tela holografica que viola a monoto-
nicidade do aumento da area das folhas. As quatro folhas de luz partindo de
cada superficie o € 7 tém expansao f como indicado no canto esquerdo inferior.
Portanto na vizinhanca da esquina hd uma folha de luz .4” (linha pontilhada) em
que a expansao se anula em dois pontos diferentes. (b) Tela holografica futura no
colapso de uma esfera de poeira (regiao cinza) formando um buraco negro. Em
uma tela holografica futura, as superficies ¢ sao marginalmente capturadas: por
definicao, a folha de luz com expansao nula é na direcao futura e exterior, como
indicado no canto direito.

No exemplo mostrado na Fig.G.2, ¢ é inteira tipo-tempo e pode parecer des-
necessario considerar esquinas entre segmentos de duas naturezas causais diferen-
tes, mas nem sempre é esse o caso. Na Fig.G.3(b) mostramos o exemplo de um
colapso de Oppenheimer-Snyder, em que 77 é uma tela holografica futura, folhe-
ada por superficies marginalmente capturadas (e completamente contida dentro
do horizonte de eventos). Na regiao preenchida por poeira, . é tipo-tempo (e as
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dreas aumentam na diregao do passado), mas na regiao onde hé viacuo  passa
a ser tipo-espaco; a juncao é tal que nao viola a monotonicidade do aumento das
areas.

A demonstracao completa do teorema, na auséncia de simetria esférica, é
bastante elaborada, e se encontra em Bousso & Engelhardt (2015b).

G.3 SLG na cosmologia

Uma tela-Q pode ser vista como uma tela holografica em que, em vez de se
extremizar a expansao # em uma das direcoes nulas, se extremiza a expansao
quantica O, definida em (5.37),

Oklo;y] = lim (4/0A)(dSgen/dA)

lim ,
0A—0 y

e, portanto, a entropia generalizada. Mais precisamente, para cada ¢ ha duas
diregoes nulas futuras, ver Fig.G.4; se ©; = 0 sobre toda o, entao diz-se que o é
uma ‘superficie quantica marginal’. Se na dire¢ao nula oposta, ©;[c] > 0, entdo
o é uma ‘superficie quantica marginalmente anti-capturada’. Uma tela-Q é, por
defini¢ao, uma hipersuperficie 2 folheada por supeficies quanticas marginais. Se
for folheada por superficies quanticas marginalmente anti-capturadas, 2 é uma
‘tela-@) pretérita’. (Como no caso classico, hé definigoes anédlogas para uma tela-Q
futura, mais relevante no caso de buracos negros.)

Em casos esfericamente simétricos, o crescimento de Sg.,, ao longo de 2 pode
ser demonstrado do mesmo jeito que se mostrou o teorema das dreas no §G.2,
com pequenas deformagoes em zigue-zague ao redor de 2. Nesses casos, em geral
2 fica mais préxima da origem (tem um raio menor) do que ., como mostrado
na Fig.G.4. O motivo é que a tela holografica classica, 7, é encontrada sob a
condicao de que dA = 0, e a tela-Q se obtém de

d(A/4+ S.,.) = 0.

Olhe para o, C 5, que divide uma superficie de Cauchy ¥. Por definigao,
a variacao da area de o; na direcao k* é zero. Deslocando-se nessa direcao,
e deformando-se ¥.,, aumenta-se a entropia S.,. Mas dessa forma se chega a
superficies no interior de 7, onde a expansao (classica) § < 0 (dentro de 7
as superficies sdo normais, em oposigdo a anti-capturadas), logo a drea passa a
diminuir. Ou seja, seguindo na dire¢ao de k*, temos dA < 0 e dS., > 0, logo
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Figura G.4: Tela-QQ para um universo de Friedmann desacelerado. A entropia
generalizada cresce na direacao das setas. Por defini¢ao, todas as folhas o (su-
perficies espaciais bidimensionais que folheiam 2) sao superficies quanticas mar-
ginalmente anti-capturadas, logo a expansao quantica na direcao k*, interior fu-
tura é zero, e na diregao [* é positiva. Vé-se também a construcao geométrica
que demonstra que 2 estd no interior da tela holografica classica 7.

para alguma oy se terd dSy.,[os] = 0: entdo oy C 2.
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Apéendice H

(Férmulas para) Transformagoes

de Weyl

Dado um espago tempo (.#,g), poe-se a pergunta: Seja um segundo espago-
tempo (#,g), composto da mesma variedade diferencidvel porém com uma
métrica (Lorentziana) diferente; qual a condi¢do para que a estrutura causal de
ambos seja idéntica?

Em outras palavras, desejamos encontrar o mapa

g—g (H.1)

entre as métricas g e g que preserva os cones de luz de .#. Para tanto, conside-
remos uma base do espago tangente T}, de um ponto p € .,

{t, x.}, (H.2)

ondea=1,...,d—1, sendo d a dimensao do espaco-tempo.! Escrevemos t como
o vetor tipo-tempo, e x, como vetores tipo-espaco. Seja esta base ortonormal
com respeito a g, isto é g(t,t) = —1 = —g(x,,X,), € g(X,,t) = 0. Entdo, por
construcao, os vetores n, + = t £x, sao nulos, estando sobre o cone de luz em p.
Se o mapa (H.1) preserva a estrutura causal, entdo por hipdtese n, + sdo também

!Enfatizamos que, aqui, a ndo se trata de indice tensorial, mas sé indica a qual vetor da
base nos referimos. Em notagao de componentes, temos [x,]* = x’(‘a).
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vetores nulos com respeito a g, isto é: g(n,+,n, 1) = 0 ou g(t,t) + g(x4, xa) +
2g(x,4,t) = 0. Subtraindo estas duas equagoes, vemos que t é ortogonal a cada
um dos vetores X,, também com respeito a g:

g(xq,t) =0, (H.3)
e portanto

g(t7t> = —g(Xa,Xa). (H4)

Podemos construir uma outra classe de vetores nulos em p, m,;, = t+ ﬁ (x4 +

Xp), com b # a. E imediato verificar que dada a ortogonalidade da base escolhida
com respeito a g, temos g(m,p, m, ;) = 0. Por hipdtese, entao também devemos
ter g(ma,bama,b) - 07 ou Seja g(tat) + %[g(xaaxa) =+ g<xb7xb)] + %g(tale +
g(xq4,%p) = 0. Mas, de acordo com (H.3), o quarto termo é nulo; de acordo com
(H.4), a soma dos trés primeiros termos também se anula:

g(t7t>+% [g(xavxa) + g(xfnxb)] - % [g<t7t) + g(XCL?XG) + g(tat) + g<xb’xb)] - 0;

de onde se conclui a ortogonalidade dos vetores tipo-espago da base (H.2), também
com respeito a g,

g(xq,%p) = 0. (H.5)

Concluimos assim, a partir de (H.3) e (H.5), que (H.2) é uma base ortogo-
nal também com respeito a ambas as métricas g e g. Da Eq.(H.4), temos que
g(t,t)/g(x4,x,) = —1 = g(t,t)/g(X4,X,). Portanto, podemos afirmar que em
cada ponto p € A4, g = Q*(p)g. A fungao Q% : .4 — ., que chamaremos de
‘fator conforme’, deve ser positiva definida, para que um vetor tipo-tempo com
respeito a uma métrica nao seja tipo-espaco com respeito a outra. Encontramos
assim a transformacao desejada.
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H.1 Transformacoes de Weyl

Escreva a ‘transformacao de Weyl” encontrada acima, e sua inversa
= 2 ~—1 |
g=00Me & =58 (H.6)

A seguir, obtemos as transformacoes de diversos objetos geométricos sob (H.6).

*

Conezxoes

Considere os simbolos de Christoffel
T, = 359" (980 + 9v, = Gun )y € L0, =33 (Gau v + G6v. u — Gy, 5
de duas métricas relacionadas por (H.6). Temos

Lo, = 30729 (9o v + Gov. u — Guw, ) + 329720095 L + 9502 — 902 5),

portanto,
re, =72, + 59, H.7a)
S, = Q7100 Q)+ 07 Q= gu2%). (H.7b)

*

O tensor de Riemann

Sabendo (H.7), podemos calcular a transformacao do tensor de Riemann,
Ry = Ts 5 = L5y, 6 + 150 Ts — Ts6 5
Consideremos coordenadas geodésicas para a métrica g, de modo que

Rgy5 = R g5t
+586,7 = S5 + 50 S5 — S50 Sy

(o)
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ealculando, as contragao de Sy, temos

R®gys — R%gys = 2071 (655 0y 952 — gp1s 0707 —
1
- 49_2((5["38719%9 — g/g[(; 87198‘“(2 -+ 55%95]/3809 8"9).
Esta é uma expressao tensorial, valida em qualquer sistema de coordenadas,
desde que restituamos as derivadas covariantes quando necessario. Uma vez que

V.V, = 0 para a fungao escalar Q(z), nao é necessario simetrizar as derivadas
de segunda ordem. Assim, em um sistema de coordenadas qualquer,

PO — «Q —3¢la — « 1 a o8 o
R 5—Q72 R 5 = 407350 v, vIQ—-80 ! (5{5 v, QvAQ + 19097V 2V Q) :

Usando

@Bl 1750 58 B sa\ _ 1/5sa 5B Bsa\ _ SasB
0% = 300505 — 0,05) = 3(0;05 + 0505)) = Of; 05 (H.8)

e reescrevendo derivadas covariantes como
{07V, 0} Qv =v, Q") v (Q). (H.9)

temos por fim a relacao entre os tensores de Riemann ligados por uma trans-
formacao conforme:

Raﬁw = ()2 Raﬁ’wS + 5[[39616]; (H.lOa)

V5 = 4071 g7 (271, — 20097 (1), () (H.10b)

Y 3T

*

O tensor e o escalar de Ricci

Com a férmula (H.10), podemos facilmente calcular o tensor de Riemann R%;.
Somando « e 7,

Raﬁms =2 Raﬂa(s + (5[[395]5]. (H.ll)
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Agora, segue alguma algebra. E necessédrio usar

o 1
sl = 1 {d=2)0% + 5%}, (H.12)

(o
e também
5[[396151 =(d—2)Q7" ¢"(Q )50 — 6597 [(d = 1) ()0 (A7) = Q7 Q) 0r]. (H13)

Os dois ultimos termos da ltima igualdade podem ser reescritos de forma mais
compacta, notando que

(12 = (d—2)9{(d-3)V, (@) V, (27} +Q°V,V,Q},

onde usamos (H.9). Agora, temos
VoV (Q71) ==V, (Q7°V.Q) =207°V,QV,Q - Q7°V,V,Q, (H14)
e portanto

(Q42) (d—2)Q[(d=1)V, () V(2" =V, V. (Q")]. (H.15)

;0T =
Isso leva a relacao procurada:

Ry = Q7 B+ (d =207 o7 (97) ,, = (4= 2707 57 (2*7),,

)

. (H.16)

Por fim, podemos tomar o traco da equacao acima, para obter o escalar de
Ricci:

R=Q7P?R+(d-2)Q" ¢ (") —d(d—2)7'Q" g (Q2) o (H7)

%

ou ainda, usando as Eqs.(H.9), (H.14) e (H.15),

R=Q72R—2(d— 1) ¢"U, — (d—1)(d— Q™ ¢, Q.. (H.18)
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H.2 O Tensor de Weyl

Tendo encontrado as férmulas para as transformacgoes dos tensores de curvatura
sob o mapa (H.6), é possivel construir uma combinagao destes objetos que seja
invariante conforme.

Da Eq.(H.11), usando o resultado (H.12),

RPs — Q7 2R% = H{(d - 2)Q% + 070°,}, (H.19)

1
4

segue imediatamente que o escalar de Ricci é proporcional ao traco do tensor
023, viz.

R—Q7?R=1Yd-1)0",. (H.20)

Assim, podemos reescrever o lado direito da relagdo (H.10) em termos de uma
combinagao do escalar e do tensor de Ricci, eliminando Q2 s:

R s — Q2R 5 = 5[6‘961
1
[ox Ié) -2 pp a B o
25 <R] - Q7R 15]) — 5050 Y%

d_
_ o (8 q-2pf ) _
_d—257 (R QR ‘”)
2 a B (D _ -2
R (R Q R).

Aqui, usamos a relagao (H.19) para eliminar 23 na segunda igualdade, e a relacao
(H.20) para eliminar 7, na tltima igualdade. Usamos também a identidade
(H.8). Contraindo ambos os lados da equagao com g = Q2g, podemos abaixar o
indice 3; com isto, os fatores 272 do lado direito da equacao somem (lembre que
estd entendido que o indices do tensores em (.#,g) tém indices levantados com
a métrica correspondente, g) e ficamos com

~ 2 I ~ leY
Rn5 = R0 = 7 {5[7 (Raw Ram) — 0, (Raélgoﬁ - R 5}905) } -

2 .
_m‘sh 0g) (9053—905}2).
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Fica entao claro, separando em cada lado da equacao as grandezas corresponden-
tes a cada métrica, que o tensor

W.5 = R%45 — %5 {00 Rals — 00 R 51908} + oy O 05 9os R (H.20)
¢ um invariante conforme, isto é
W55 = Wss. (H.21)

O tensor (H.2) é conhecido como ¢ Tensor de Weyl’. E imediato obter a férmula
com todos os indices covariantes:

Wapns = Ragrs — 723 19ab Bos — 951 Rt} + ey Jabr 9a1p R (H.22)

Note que, como discutido ao fim do §H.1, a posicao dos indices é crucial; por
exemplo, neste caso Wamg = O?W,p,5, € portanto, ao contrdrio de (H.2), o
tensor (H.22) ndo € um invariante conforme.

E imediato ver, da Eq.(H.22), que o tensor de Weyl possui as mesmas simetrias
do tensor de Riemann:

Wiagyys = Wapre) = 05 Wagys = Wasas; (H.23)

aqui, T{q...3), etc., denota a simetrizacao dos indices em parénteses.
Considere o trago de W obtido ao se contrair os indices « e 7, em (H.2):

. 1 1
%74 Bas = Rﬁ(s — m (d — Q)Rﬁ(s + gg(;R} + m gg(;R

1 1
BT A R

=0.
Desta forma, usando as simetrias (H.23), temos que
Waﬁa(s = _Waﬁéa = _Wﬁaaé = _Wéaaﬁ = - a5ﬂa =0.

Os outros tracos possiveis de W sao triviais, do tipo W%,,s = Wi = 0,
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que se anulam devido a antissimetria dos pares de indices contraidos. Portanto,
concluimos que todos os tracos possiveis do tensor de Weyl se anulam. E as vezes
dito que W ¢ “a parte sem traco do tensor de Riemann”.
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Apeéndice 1

Formulas especiais

I.1 Manipulacao de Jacobianos

Ao lidar com derivadas do tipo (0x/0y), onde o subscrito significa manter z cons-
tante (i.e. * = x(y,2)), o célculo de razoes de derivadas parciais é realizado de
maneira simples usando as propriedades de ‘Jacobianos’ (A, B)/0(C, D), defini-
dos como

OAB) _ (9A/0C 9A/OD
R (aB/ac 8B/8D)'

E ¢bvio de sua definicao que a derivada (0z/0y), podem ser escrita como o Jaco-
biano (0z/dy), = d(x, 2)/0(y, ). Também da defini¢do, é automatica a proprie-
dade de antisimetria (A, B)/0(C, D) = —9(B, A)/0(C, D) = —0(A, B)/0(D, C),
que equivale a troca de linhas ou colunas do determinante. Por fim, usando a
multiplicacao de matrizes e a regra da cadeia para as derivadas parciais que
compoem seus elementos, também ¢é imediato mostrar que os Jacobianos obede-
cem sua propria “regra da cadeia” na forma

J(A,B) 0(A,B) 0(z,y)

o(C,D)  d(x,y) O(C,D)’
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que implica, em particular, em

9(A,B)/o(C,D) ~ 9(A,B)

Com isso se pode calcular, por exemplo,

(OEJOV)s O(E,S) jo(E,V) O(E,S)d(S,V)
(0E/0S)y — 0(V,S) / a(S,V) oV,S)o(E, V)
_ O(E,S)0V.S)  O(E.S)
T AV, 80, V) AE,V) —(05/0V)

Repare no sinal, que mostra que nao se pode simplesmente “cancelar” os 0FE no
primeiro membro da equagao, como se faria em uma regra da cadeia de derivadas
ordinarias.

I.2 Condicao para uma forma quadratica posi-

tiva

A desigualdade (5.14) equivale a afirmar que a forma quadrética

oL 2E 5S

oS0V ov?2

deve ser positiva definida. A afirmacao pode ser verificada diagonalizando a matiz
' e exigindo que os elementos da matriz resultante sejam, cada um, positivos. Isso
porque o processo de diagonalizacao, sendo uma transformacao ortogonal, nao
muda o valor de @), e com a quadrica estando diagonalizada a auséncia de termos

cruzados permite avaliar cada coeficiente separadamente. Esses coeficientes serao

: b
os autovalores de I'. Para demonstrar as Eqs.(5.15) abrevie I' = Z ) Os
autovalores Ay sao as solugbes da equagao caracteristica Det (I' — A\I) = 0, que

aqui sao as raizes de um polinomio do segundo grau:

)\i:%<a+ci \/(a+c)2—4ac+4b2).
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Queremos as condigoes para que ambos os autovalores AL > 0. Siga os seguintes
passos. (1) Se \/{(a+¢)2+---} > |a + c| pelo menos um dos autovalores é
negativo, viz. A_ < 0; para que isso ndo aconteca é necessario que —4ac+4b* < 0,
ie. ac—b* > 0, que é a Eq.(5.15b). (2) Se a e c tém sinais opostos entao
ac — b* < 0, o que contraria (1) e portanto a e ¢ tém o mesmo sinal. (3) De
(2) se conclui imediatamente que a > 0 caso contrario terfamos a + ¢ < 0 e
necessariamente A_ < 0; a condigao a > 0 é a Eq.(5.15a).

I.3 Funcao Hipergeométrica de Gauss

[Cf., e.g., Bateman et al. (1955); Dennery € Krzywicki (1996).]

A Funcao Hipergeométrica (de Gauss), denotada por F[«, ;7; z] (ou o Fi o, B;7; 2])
é expressa pela série de poténcias

o0

=

o (0B 4n) ,
Pl B = () 2 T e ) (L

n

que converge para |z| < 1, ou pela integral de Euler

Flo, iy 2] = i) 6)/Odt(1—tz)°‘(1—t)751, (1)

LB (y

valida por continuagao analitica sobre todo C com o corte |arg(l — 2)| < 7. E
uma solucao da equacao diferencial

2
z(l—z)%#—h—(a—l—ﬁ—l)]%—aﬁF:O. (L.2)

E facil ver que Fla, f;7;2] é simétrica sob a troca de a e 3, e se um deles,
digamos a = 0, a integral de Euler mostra imediatamente que F[0,;~;z] =
Fla,0;7; 2] = 1, logo a Hipergeométrica deixa de ser uma solugdo nao-trivial
da equacao diferencial. Tanto a equagao diferencial quanto a solug¢ao acima sao
singulares nos pontos z = 0,1,00. Usando a representacao (I.1) em z = 1 a
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integral se reduz a Funcao Beta de Euler

1
Blz,y] = / dt t" 11— )t = 0 (1.3)
0
de onde se tira imediatamente que

Iy —a—-p)

Fla, B;v;1] = T — BT —a) (L4)
No limite em que |z| = oo,
Flau 2] = [~ (=24 {8 > ). (L5)

Uma representacao integral alternativa da Hipergeométrica,

L Ooz_x*az_ Y=B-1 o=,
_B>/1< )z — 1) &z,

Fla, By, 0] = L(B)T (v

tem uma relacao 1util com a Funcao Beta Incompleta de Euler,

B.[p;q] = / 71— 2)7 e,
0

levando a solugao para uma classe de integrais indefinidas. Com a mudanca de
varidveis y = x/z, que mapeia o intervalo de integracao z € (0,x) — y € (00, 1),

o0

B.[p;q] = /l(xzx/y)p‘l(l —/y)" (z/y?)dy = ﬂ’/1 (y — )"ty " dy,

e fazendo « = 1 —¢q, § = p, v = 1 + p temos a Hipergeométrica a menos do
coeficiente de fungoes Gamma I'(y)/T'(5)I'(y — ) = B = p, ou seja

/0 (1 - 2z = 2 F (- 0o+ il (1.6)
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