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A meus pais Justiniano e Olivia



“Sometimes courage is the quiet voice at the end of the day
saying:
I will try again tomorrow. .

2

Thomas S. Monson.



REsumMo

As medicdes cosmoldgicas tanto da histéria de expansdo H(z) como da histéria de crescimento
fos(z) amadureceram e, em conjunto, fornecem um importante teste ao modelo cosmoldgico da
teoria escalar-tensorial, em particular a do tipo Brans-Dicke, que fornece uma extensdo ao modelo
ACDM. Nés contruimos uma expressao analitica explicita (através de um ansatz) como uma modifi-
cagdo da taxa de Hubble do modelo ACDM, na qual, € dada em termos de um parametro constante
m, que quantifica as diferengas entre a dinamica do fundo das teorias escalar-tensorial e a relatividade
geral; realizando assim um andlise estatistico de SNIa, H(z) e BAO para encontrar o ajuste minimo
do pardmetro constante. Para completar nosso sistema, introduzimos as equacdes das perturbacdes
da dinamica de fluidos, a extensdo do ACDM, no que diz a respeito, desenvolve uma abordagem do
fluido efetivo para a funcdo de crescimento da matéria. N6s quantificamos o impacto de desvios do
fundo padrdo, da pressdo anisotropica e ndo negligenciando as componentes efetivas da perturbacao
de energia escura sobre a fungdo de taxa de crescimento da matéria fog e comparar estes resultados
com as medic¢des recentes da distorcao de espaco para redshift (RSD).



ABSTRACT

Cosmological measurements of both the expansion history H(z) and growth history fos have matured,
and the two together provide an important test of cosmological scalar-tensor theory, in particular
the Brans-Dicke type which provides an extension to the ACDM model. We construct an explicit
analytic expression (through an ansatz) as a modification of the Hubble rate of the ACDM model,
in which it is given in terms of a constant parameter m, which quantifies the differences between the
background dynamics of the scalar-tensor theories and general relativity, thus performing a statistical
analysis SNIa, H(z) and BAO to find the minimum fitting of the constant parameter. To complete our
system, we introduce equations of fluid dynamical perturbations, the extension of the ACDM in what
regards develops an effective fluid approach for the matter growth function. We quantify the impact
of deviations from standard background, of anisotropic stress and of non-vanishing perturbations of
effective dark energy component on the matter growth rate function fog and confront the results with
redshift-space distortion (RSD) measurements.
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Capitulo

INTRODUGAO

A teoria da relatividade geral de Einstein provou com sucesso ao longo de muitos anos de testes ex-
perimentais [1, 99].

Desde que foi descoberto pela primeira vez por [78, 81], a expansdo acelerada do Universo tem sido
um dos maiores mistérios na fisica moderna. A tentativa de explicar esse fendmeno motivou os fisi-
cos a propor numerosos de modelos tedricos. Entre estes candidatos, a constante cosmoldgica que €
a solucdo matematicamente mais simples. Embora a constante cosmoldgica seja capaz de adequar as
observacodes, existe um problema critico: o valor indicado pela constante cosmoldgica difere daquela
estimada pela teoria do campo quéntico em cerca de -~ 120 ordem de magnitude [96]

Surgem abordagens alternativas para explicar a aceleracdo cosmica sem a constante cosmoldgica in-
cluida um nimero que indroduz uma componente de energia exdtica no Universo, a chamada energia
escura. Os modelos propostos incluem dinadmica da energia de vacuo, fluido césmicos, campos esca-
lares e outros. Outras abordagens alteram a estrutura geométrica do espago-tempo, ou seja, modificam
a gravidade. Esses modelos, alguns deles motivados por teoria das cordas ou generalizagdes da Ge-
raltividade Geral, introduz modifica¢des na evolugao do tempo tardio do Universo, como a gravidade

f(R), a gravidade f(T), dimensodes extras, gravidado do escalar-tensorial e muitos outros.

Nesta tese, nos concentramos no modelo de teorias escalar-tensorial, explicitamente a do tipo Brans-
Dicke [18, 19, 20, 27]. O interessante neste tipo de teoria da gravidade estd relacionado com a
expectativa de que no tempo tardio a expansdo acelerado observada do Universo pode ser entendia
sem a componente de energia escura. Em vez disso, € modificada (comparada com a teoria de Eins-
tein) o setor geométrico que €s suposto fornecer a dinamica desejada. Isto pode ser visto como uma

geometrizagdo da energia escura.
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Armado com o conhecimento tedrico dos modelos de gravidade modificada. A primeira abordagem é
testar modelos especificos de gravidade modificada usando observagdes. Portanto, o modelo escalar-
tensorial do capitulo 4 foi testado por observacdes de SNIa, H(z) e BAO, em relagdo ao parametro m,

obtendo assim a consisténcia da extensdao ACDM.

Em geral, a teoria escalar-tensorial com base a dindmica cosmoldgica pode substancialmente diferir
da cosmologia padrao. Nosso foco aqui € a mais simples possivel extensdo do modelo padrio ACDM
que a teoria escalar-tensorial pode fornecer. No nivel do fundo, a equa¢do de Friedmann em modelos
de gravidade modificada sempre pode ser reformulada na equagdo de Friedmann na relatividade geral
com energia escura. Sendo assim, nossa proposta € construir um modelo simples na qual € analiti-
camente resolvido no Einstein-frame. Com ajuda de uma transformada conforme, em seguida, nos

permite obter a taxa de expansiao de Hubble Jordan-frame.

3G
H* = —=(on + pac)- (1.1)

Aqui nés contamos com a descricdo efetiva da relatividade geral da dinamicado Jordan-frame para
determinar a geometria equivalente da energia escura. Ajustando a equacdo de estado para a energia
escura, wy, = Py./pg. sempre € possivel imitar a expansao do fundo do Universo em modelos de
gravidade modificada pela energia escura. Uma andlise profunda a histora de expansdo em termos
da taxa de Hubble pode levar a degenerescéncia mesmo que paramatrizando a equacdo de estado.
Esta degeneracdo é quebrada se incluimos observagdes determinadas pela formacao de estrutura, as-
sumindo que a influéncia da energia escura seja suave. A mais utilizada para a historia de crescimento

esta ligada diretamente em termos da taxa de crescimento fog(z).

N6s formulamos a consisténcia da extensao de ACDM usando teoria de perturbacdes lineares. Na
extensao do modelo ACDM a equacao que domina a expansao do Universo e o crescimento da matéria

sao dados por

8nG
H = —=pr, (1.2)
k2
; = —47TG€fpr6T, (13)

onde pr € a densidade de energia total € 67 € o contraste da perturbacdo no calibre comdvel. As
modificagdes da gravidade aparecem no setor gravitacional, dada por G.ss, na qual, introduzimos a
pressdo anisotrépica (¢ # i) e pequenas contribuicdes da perturb¢io de energia escura. Trabalhamos

no espago de Fourier para perturbagdes. Em escalas do sub-horizonte, negligenciamos y na equagio



16

de continuidade e escontrar a equacdo de segunda ordem descrevendo a o crescimento da matéria 6,

k2

a

Esta equagdo descreve como a densidade de perturbagdo cresce devido ao efeito do potencial New-
toniano ¢. Assim, a modificacdo da gravidade prevé uma taxa de crescimento diferente. Mas o
crescimento da matéria ndo se importa se as perturbacdes da métrica sdo geradas (além da propria
contribui¢do) pela modificacdo da gravidade ou por um fluido adicional de energia escura. Sua res-

posta a eles € identica.

Este trabalho estd estruturada da seguinte maneira: no segundo capitulo serd apresentado uma descri-
¢do da teoria geral da relatividade e alguns modelos cosmoldgicos atuais, assim como também alguns
modelos de gravidade modifica que poderiam ser de interesse para futuras pesquisas. O terceiro ca-
pitulo, ja com a perspectiva do objetivo principal do trabalho, apresentamos apresnetamos de forma
resumida o formalismo de perturbacdes escalares, tanto as newtonianas como as relativisticas, que

dard origem as estruturas em largas escalas no Universo.

O modelo da teoria escalar-tensorial, como uma extensao de ACDM, € entdo apresentada detalhada-
mente no quarto capitulo. Obtendo assim, uma expressao analitica para a taxa de Hubble, que escla-
rece explicitamente, mostrando como o impacto do campo escalar sobre a dindmica cosmoldgica €
a principal realizacao neste capitulo. Logo depois, enfrentamos os desvios do modelo com dados de

Supernovas do tipo Ia, a idade diferencial de galdxias antigas e oscilagdes acusticas de baridnicas.

Tendo com objetivo de completar a historia da expansao do Universo através do parametro da taxa de
Hubble. No quinto capitulo € aplicado o formalismo das perturbacdes lineares. Na qual, nés conduz
a entender o crescimento da matéria através da taxa de crescimento. Neste capitulo se quantifica
os desvios do fundo padrdo, da pressao anisotropica e a ndo negligencia da componente efetiva da
perturbacdo de energia escura no crescimento da matéria, depois enfrentamos estes resultados as

recentes medigdes da distor¢do do espaco de redshift (RSD).
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Capitulo

TEORIA DA GRAVITAGAO

Einstein pensava que a lei da gravitagc@o universal estava “6tima, mas incompleta”. Issac Newton jha-
via descrito a interacdo gravitacional de duas massas (aquelas férmulas que que serve para descrever
tal interacdo a maneira de uma forca), mas nunca conseguiu examinar nem dar explica¢do de, por qué
acontece tal coisa? Quer dizer: Newton descreveu o “fendmeno” mas nio a sua “causa”’. Poderia-se
afirmar o fato de que a teoria Newtoniana faz uso da “acdo a distancia”, quer dizer, de uma forca
gravitacional que atua instantaneamente, enquanto que a teoria Einsteniana a interagdo gravitacional
propaga-se a velocidade da luz, igual que a interagcdo eletromagnética. Mas, de onde comegou a du-
vida de Einstein: “sumico instantdneo do sol”. Segundo o que Newton afirmava era que a gravidade
¢ uma forca instantdnea, portanto, ao momento de desaparecer, a forca de gravidade que mantém a
Terra girando ao redor do Sol desapareceria. Einstein, chegou a uma genial explicacdo: a gravidade,
cuja presenca estava presente em todos os lugares por onde existe um corpo, nio se tratava de um
corpo de uma for¢a em si, sendo de uma geometria, a s6 presenca de um corpo no espago deformava o
“espaco-tempo” e foi essa deformacdo que atraiu os corpos entre eles. Einstein ndo conseguiu deduzir
realmente o que era que “gerava” a gravidade nos corpos com massa, mas, deu um passo mais além

que Newton até a descricdo do fendmeno gravitacional: descreveu o campo gravitacional.

As observagdes dizem-nos que em promedio 5% do universo estd formado por matéria ordinaria; um
25% corresponde a matéria escura, que sabemos que existe porque interaciona gravitacionalmente
com a matéria ordinaria; e outro 70% € a energia escura, as quais se sabe que existe porque de outro

jeito ndo teria como explicar a expansao acelerada do Universo.

O modelo ACDM fornece a existéncia de energia escura, a qual, se ela ndo existisse, a atragdo gra-

vitacional fornecida pela matéria impediria a expansdao Universo, desacelerando, mas as observacoes
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concluém o contrario. A energia escura € aquele que faz com que o Universo se expanda acelerada-
mente. A investigacdo parte da hipétese de que a energia escura poderia ser dindmica. E o modelo
mais aceito é conhecido como ACDM, que explica a aceleragdodo Universo por intermedio da cons-
tante cosmoldgica, cuja equagdo de estado teria o valor de —1, constante ao longo de toda a evolucao

do Universo.

Neste capitulo exibiremos as ferramentas necessdrias para comprender a teoria da relatividade de
Einstein, assim como também a expansdo do Universo mediante o modelo ACDM, depois outras
maneiras alternativas de poder explicar a expansdo acelerada do Universo sem a inclusdo da constante

cosmoldgica, e sim modificando a gravidade.

2.1 Teoria da gravidade de Newton

Comecamos considerando a forca da gravidade na teoria cldssica de Newton. Nesta teoria newtoni-
. . =4 , . . o~
ana, a forca gravitacional f sobre uma particula teste de massa gravitacional mg em uma posi¢ao

especifica do espago é

-

f = mGg_) = _mgﬁgba

onde g é o campo gravitacional produzido pelo potencial gravitacional ¢ nessa possicdo. O potencial

gravitacional vem da equagdo de Poisson
V2¢ = 4nGp, 2.1)

onde p é a densidade da matéria gravitacional e G € a constante gravitacional de Newton. Esta é a
equacg¢do do campo da teoria newtoniana.

Da equagdo (2.1) € deduzido que a gravidade newtoniana ndo é compativél com a gravidade especial.
Esta equacdo nao tem uma dependéncia explicita com o tempo, o que significa que o potencial ¢, e
consequéntemente a forca f, respodem rapidamente a qualquer alteracao da densidade da matéria p.
Isto viola o principio de que nenhum sinal fisico pode-se propagar a velocidades superiores que da
luz.

Poderiamos tentar modificar (2.1) para “evitar” o problema da propagacao instantanea. O operador

de Laplace V? € equivalente ao operador d’ Alembertiano O — por exemplo no espaco de Minkowski
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com signatura (- + + + +)— assim podemos escrever (2.1) como
O¢ = 4nGp

Porém, esta equacdo ndo proporciona uma teoria relativista consistente. Nao cumpre a exigéncia de
covariancia de Lorentz (principio da relatividade especial) devido a que a densidade de matéria p ndo
se transforma como um escalar de Lorentz. Significa que a magnitude fisica p depende do sistema
de referéncia, pois depende de dois grandezas: (i) a massa, onde a medida depende do sistema de
referéncia; (i) o espago, que apresenta contragdes considerdveis no sistema de referéncia que se
movimenta a altas velocidades. Portanto, a densidade de matéria ndo € um parametro invariante,
sendo que a sua medicao da resultados diferentes quando modificamos a velodidade do observador.
Por outro lado, a equacd o de movimento de uma particula com massa inercial m; em um campo
gravitacional é

dz)? mg 6

W my
Experimentalmente estd comprovado que a relacdo mg/m; que aparece na equagdo é o mesmo para
todas as particulas. Com uma escolha apropriada das unidades podemos fazer essa relagdo igual
a 1. Portanto, podemos ver que a trajetoria que segue a particula em uma campo gravitacional é
independente da natureza da particula.
Aquela equivalencia entre a massa gravitacional e inercial € uma coincidéncia na teoria de Newton
verdadeiramente notdvel. Nesta teoria, a priori, ndo existe motivo nenhum pela qual a quantidade que
determina a magnitude da forca gravitacional sobre uma particula deveria ser igual a quantidade que

determina a “resisténcia” de uma particula a uma forga aplicada.

2.2 Principio de equivaléncia

A igualdade entre a massa gravitacional e inercial levou a Einstein a um experimento mental do
elevador em queda livre. Segue-se deste raciocinio que a aceleracao de qualquer particula com relacao
ao elevador € zero: a particula e o elevador tem a mesma aceleracao relativa a terra como resultado
da equivaléncia entre a massa gravitacional e inercial.

Todas as observacdes “mentais” permaneceriam exatamente equivaléntes se o campo gravitacional

da terra fosse realmente uniforme. Mas € claro, isso ndo acontece, ele se comporta radialmente
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e sua intensidade é proporcional a 1/r2. As particulas irdo experimentar quedas radiais além de
apresentarem for¢as de maré.

Porém, nés podemos considerar que o elevador cai durante um breve intervalo de tempo e que é
espacialmente pequeno, portanto, poderiamos considera-lo com um sistema de referéncia inercial, e
as leis da relatividade especial seria mantida dentro do elevador.

Principio de equivaléncia: Num laboratério que cai livremente e sem rotacdo tomando uma regido

pequena do espaco-tempo, as leis da fisica sdo as da relatividade especial.

2.3 Gravidade como curvatura do espaco-tempo

As observacgoes feitas anteriormente, levou a Einstein fazer uma oucada e que simultaneamente deu
uma descri¢do relativista da gravidade e também incorpora naturalmente o principio de equivalén-
cia, e consequéntemente a equivaléncia entre a massa gravitacional e inercial. Einstein propds que
a gravidade ndo deveria ser considerado como uma forca no sentido convencional sendo como uma
manifestacdo da curvatura do espaco-tempo, sendo esta curvatura causada pela presenca da maté-
ria. Esta € a idéia principal da Teoria Geral da Gravidade.

Assim, a gravidade € uma manifestacio da curvatura do espaco-tempo e nao a acdo de nenhum qua-
drivetor f que € definido sobre uma variedade espaco-tempo, enseguida a euqagao de movimento para
uma paricula livre no espaco-tempo curvo

dp _

0,
dr

onde p € o quadrimomento da particula e 7 € o tempo proprio medido ao longo de sua linha de mundo.
Portanto, a linha de mundo de uma particula em queda livre sob a acdo da gravidade é uma geodésica
no espaco-tempo curvo.

O principio de equivaléncia restringe uma possivél geometria do espago-tempo curvo para uma do
tipo pseudo-Riemanniana, depois vamos deduzir. Matemdticamente, o principio de equivaléncia diz-
nos que em qualquer ponto P do espago-tempo temos como definir um sistema de coordenadas X* de

modo que no vizinhanga de P, o elemento de linha do espago-tempo assume a forma

ds* ~ n,,dX"dV”
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cumprindo assim a igualdade no ponto P. Da equacio da geodésica, dai resulta que o caminho seguido
por uma particula livre (que s6 se movimenta sob a influéncia da gravidade) na vizinhanga de P e ela
¢ dada por

EX
dr? =

Considerando que [X¥] = (cT, X, Y, Z), para u = 0 a equagcdo mostra que dT/dt = cte.
Assim, para u = 1,2, 3 obtemos que

d* X+

arz =V

Assim, em um ambiente de P as coordenadas X* fica definido um sistema cartesiano localmente
inercial, na qual as leis da relatividade especial se conserva localmente. Na constru¢do de um sistema
de coordenadas como esta, o espagco-tempo dever ser uma variedade pseudo-Riemanniana. Em um

sistema arbitrario de coordenadas x*, o elemento de linha assume a forma geral

ds* = g,dx"dx".

2.4 Coordenadas localmente inerciais

A curvatura do espaco-tempo nos impede encontrar coordenadas nas quais a métrica g,, = 1,, para
todos os pontos da variedade. Neste sentido, ndo € possivél definir um sistema cartesiano global-
mente inercial, como poderia ser feito no espaco-tempo pseudo-Euclidiano de Minkowski. Ao invés,
estamos obrigados a usar um sistema arbitrario x* que rotule os pontos da variedade, e no geral, estas
coordenadas ndo tem significado fisico simples.

Porém, pelo principio de equivaléncia, os problemas da interpretacdo fisica das coordenadas podem
ser superadas através de uma transformacao destas, em cada ponto P do espago-tempo, a um sistema
localmente inercial X*, que, em uma limitada regido em torno de P, corresponde a um sistema carte-
siano que cai livremente sem rotacdo. Matematicamente, corresponde a a construir ao redor de P um

sistema de coordenadas X* de tal forma que

guv(P) = N (aagyv)P =0. (22)
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O que significa que I, = 0 e o sistema de coordenadas vetorial em P estabelecem um conjunto

ortonormal, i.e.

e, (P).e,(P) = 1. (2.3)

Na realidade, existem um ndmero infinito de sistema de coordenadas localmente inerciais em P, todos
eles estdo relacionados pelas transformagdes de Lorentz. Quando um sistema X* satisfaz as condi¢des

(2.2) e, por conseguinte, a condi¢do (2.3), depois o sistema também serd
X" = ANXY,

onde Al define as transformagdes de Lorentz. Desta forma, um sistema cartesiano em queda livre em
um ponto P estd relacionado por outras transformacgdes de Lorentz. Para qualquer um destes sistemas
de coordenadas, o vetor base temporaria e,(P) € simplesmente o vetor quadrivelocidade normalizado
i(P) do origem do sistema no ponto (P), e os vetores ortonormais de carater espacial e;(P) define a
orientagdo dos eixos espaciais no ambito de referéncia.

Para pontos préximos a P, a métrica do sistema de referéncia localmente inercial X* (onde o origem

estd em P), estd dada por
= ! 0,0 7Xr
gm,—77+§( - p)PX X*.

O tamanho das segundas derivadas determina a regido sobre a qual a aproximagao g,, ~ nuv continua

sendo valido.

2.5 Curvatura intrinseca de uma variedade

Quando n6s falamos da curvatura espaco-tempo na relatividade geral, devemos evitar pensar que o
espacgo-tempo estd incorporado em um espaco de dimensdo superior. Qualquer conceito de “incor-
poracdo”, se tem ou ndo realismo fisico, deveria ser irrelevante para nossa discudo. Somente nos

interessa as propriedades intrinsecas da geometria.

ds* = & (ax') + & (dx?) + ... + e (ax") (2.4)
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onde €, = =1, porém, os pontos das variedades sdo marcadas com outro sistema de coordenadas x“;
entdo, no geral, o elemento de linha ndo teria a forma de (2.4). Assim, para qualquer variedade do

elemento de linha esta dado por
ds* = gudx®dx?,

A;como podemos saber se uma geometria intrinseca da variedade em alguma regiao € plana ou cur-
vada?

Por exemplo, vamos considerar um espaco tridimensional, descrito pelo elemento de linha

(12

ds* = > 2dr2 + 12 + d6* + 17 sin” 0d¢.
a*—r

A;Existe alguma forma de dizer se a métrica de acima, ou qualquer outra mais complicada, corres-
ponde a um espago plano mas simplesmente parece complicado pela escolha de coordenadas?
Poderia ser muito tedioso e complicado descobrir qual € o sistema de coordenadas que reduz uma
métrica para uma da forma (2.4). Portanto, precisamos de algo que nos diga se uma variedade € dire-
tamente plana a partir de uma métrica g, independentemente das coordenadas a usar.

A;Qual é o significado fisico de tudo isto? Se em alguma regido do espago-tempo de quatro dimen-

soes nés podemos reduzir o elemento de linha
ds* = guwdx'dx’,

a forma de Minkowski da relatividade especial, entdo ndo pode existir campo gravitacional nessa
regido. A equivaléncia de um elemento de linha genérico com a do Minkowski garante, portanto,
que o campo gravitacional desaparece. A solucdo para este problema de encontrar uma maneira
independente das coordenadas, de definir a curvatura do espago-tempo nds levaria as equagdes da

gravidade.

2.6 Tensor de curvatura de Riemann

Podemos encontrar a solu¢do ao problema da medic¢do da curvatura de uma variedade em qualquer
ponto a partir da derivada parcial do vetor. Porém, diferem em um aspecto importante: importa a
ordem em que atua a derivada covariante e portanto, mudar a ordem, modifica o resultado.

Para um campo escalar, a derivada covariante € simplesmente a derivada parcial, assim, a ordem de
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diferenciag@o ndo importa. Contudo, vamos considerar um campo vetorial arbitrario definido em uma

variedade, cujas componentes sdo v,. A derivada covariante de v, € dada por
d
vaa = 8bva — Fabvb.

Se fazemos uma segunda diferenciacdo covariante, por ser ela um tensor de rango 2, temos

chbva ac(vbva) - rzcvbve - cheva

3:0pva = (8.T%) va = Th0eva — T4 (Bpve — Tva) = Ty, (Deva — Tova)

Se trocamos os indices b e ¢ para obter a expressdao V,V,v, diferenciando com a equagdo anterior,
obtemos

V.V, = V,Vov, = RE vy (2.5)

abc

onde
Rgbc = abrgc - acrgb + FZCFZZ - FZbFZC (2.6)

este tensor chama-se de fensor de curvatura o tensor de Riemann e a equagdo (2.6) nos mostra que
estad definido em termos do tensor métrico g, € suas primeiras e segundas derivadas.

Entao, devemos estabelecer como o tensor de curvatura esta relacionado com a curvatura da variedade.
Em uma reagido plana da variedade, podemos escolher umas coordenadas de tal modo que que o
elemento de linha tome a forma (2.4) em toda a regido. Nestas coordenadas, I'; e suas primeiras

derivadas sdo zero, entao

em qualquer ponto da regido. Esta € uma rela tensorial, e por consequéncia deve-se manter em qual-
quer sistema de coordenadas. Por outro lado, se RZbC = 0 em qualquer ponto da regido da variedade,
pode-se demostrar que é possivél escolher um sistema de coordenadas em que o elemento de linha
tome a forma (2.4) e portanto, esta regido serd plana. Assim, a condi¢ao Rgbc € necessdria e suficiente

para que na regido de alguma variedade esta seja plana.
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2.6.1 Propriedades do tensor de curvatura

O tensor de curvatura possui um certa quantidade de simetrias e satisfaz algumas identidades impor-
tantes. As simetrias do tensor pode ser derivado mais facilmente em termos de suas componentes
covariantes. Podemos usar essas componentes do tensor métrico para abaixar um indice e consequén-

temente obter
Rabcd = gaeR[egcd
No sistema de coordenadas arbitrarias, a forma explicita das componentes do tensor sao
1 of
Rabcd = E (adaagbc - 8d6bgac + acabgad - acaagbd) -8 (Feacrfbd - readrfbc) .

Agora vamos considerar um sistema de coordenadas geodésicas sobre um ponto P Tensor de Ricci e
a curvatura escalar(na qual I'; (P) = 0, embora que ndo suas derivadas). As componentes covariantes

do tensor de curvatura em P estdo dadas por

1
(Rahcd)P = 5 (adaaghc - adabgczc + 8cahgad - acaaghd)[) .

A partir desta expressdo, vemos que o tensor possui as seguintes simetrias em P:

Rubea = _Rhacd
Ruvca = —Ruabac
Rivca = Reaan

Assim, podemos deducir a seguinte identidade ciclica

Ruvca + Racap + Raape = 0

Todos estes resultados sdo deduzidos a partir de um sistema de coordenada especial. Porém, trata-se
de uma relacdes tensoriais, por tanto, se sdo vdlidas em um sistema de coordenadas entdo também
sdo vdlidas para qualquer outro sistema.

Como qualquer tensor de rango 4, o tensor de curvatura poderia parecer que tem N* componentes,
porém, as simetrias deste reduzem o niimero de componentes independentes a N>(N> — 1)/12. No

caso do espago-tempo de N = 4 dimensoes, terfamos 20 componentes independentes para o tensor
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métrico. Lembremos que sempre € possivél construir um sistema de coordenadas de tal forma que
na vizinhanca de algum ponto P o elemento de linha toma a forma (2.4). Lembremos também que
foi deduzido que em um ponto P do espaco-tempo podemos estabelecer uma troca de coordenadas
cartesianas locais, onde g,,(P) = n,, € (0,8,)p = 0 mas, no geral, ndo podem ser eliminadas as 20
combinagdes liniares das segundas derivadas da métrica (d,0,8,,)p. As componentes do tensor de
curvatura sdo estas combinagdes lineares.

O tensor de curvatura satisfaz também uma identidade diferencial, conhecida como a identidade de

Bianchi

VeRabcd + VcRabde + VdRabec =0

2.6.2 Tensor de Ricci e a curvatura escalar

Podemos realizar uma contracdo no primeiro e segundo indice do tensor de curvatura para obter
um novo tensor ndo zero de rango 2, que vamos chamar de fensor de Ricci e cujas componentes

covariantes siao

— pC
Rab=

abc?
e cuja expressao explicita é
_ c c ¢ 1d c 17d
Rap = 6Cl—‘ab - 6bruc + 1—‘ubl—‘cd - 1—‘adl—‘bc

Ao contrair o tensor de Ricci com o tensor métrico nos da uma quantidade escalar, que € definida em

cada ponto da variedade e que chamamos o o escalar de curvatura
— ,ab a
R=g"R, =R°

As derivadas covariantes do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, obedecem uma relagdo muito
importante, que € a chave para a resolu¢do das equagdes da relatividade geral. Subindo o indice a na
identidade de Bianchi e na contragcdo com d, obtemos

VRy+V.R,,,+V,R,, =0

bae
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Utilizando as propriedades de simetria no segundo termo obtemos que

V.Rp + V.Rpe + VaRa =0

bec

se agora subimos o indice b e com a contragdo de e encontramos que
V,R” +V.R+V,R? =0
Utilizando as propriedades de anti-simetria podemos escrever o terceiro termo como
VR = V,R"ch = V,R® = V,R
Entdo obtemos
2V4R — V.R =V, (2R? - 6'R) = 0
Finalmente, subindo o indice ¢, obtemos o resultado mais procurado

1
v, (R”C -3 gbCR) = 0.

O termo entre chave é chamado de tensor de Einstein

1
Gab = Rab _ Eg(le

Este tensor é simétrico e possui somente uma divergéncia independente V,G* e que desaparece (por

construcao).

2.7 O tensor energia-momento

Continuemos com a ideia de Einstein de que a gravidade é uma manifestacdo da curvatura do espago-
tempo, devido a presenca de matéria. Devemos obter um conjunto de equacdes que descrevam quan-
titativamente como a curvatura do espaco-tempo em um ponto estd relaconada com a distribui¢do da
matéria nesse ponto.

As equacdes de Maxwell na sjua formulacdo tensorial relacionam o campo eletromagnético F' em

qualquer ponto com a sua fonte, o quadri-vetor densidade de corrente j nesse ponto. Assim, analo-
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gamente, podemos pensar nas equacgoes que relacionam a curvatura com a sua fonte: a energia e o
momento da matéria.

Para construir as equagdes do campo gravitacional, em primeiro lugar, devemos encontrar uma forma
covariante de expressar o termo fonte. A defini¢do de covariante significa que todas as leis da fisica
devem tomar a mesma forma em todos os sistemas de referéncia; as leis tém de expressar-se tenso-
rialmente, devido a que os tensores sdo invariantes diante de transformacgdes de Lorentz. Devemos
encontrar um tensor que descreva a distribuicdo da matéria em cada ponto do espago-tempo.
Consideremos um distribui¢do que dependa do tempo, onde as particulas ndo interagem entre elas,
cada uma com massa em repouso m1. Isto é o que se chama de dust na literatura cientifica. No ponto P
do espago-tempo podemos caracterizar a distribui¢ca fornecendo a densidade da matéria p e o trivetor
velocidade i que sao medidos em algum sistema inercial. Para simplicidade, consideramos um ele-
mento de fluido no seu sistema em repouso intantdneo S em P, onde i = 0. Neste marco referencial,
a densidade propria estd dada por py = m,ny, onde m, é a massa em repouso das particulas e ny € o
numero de particulas em uma unidade de volume.

Consideremos outro sistema de referéncia S’ se movimentando com uma velocidade relativa v com
relacdo a §. Neste sistema de referéncia, o volume sofre uma contracido de Lorentz no sentido do
movimento. Por tanto, o nimero de particulas por unidade de volume vai ser n’ = yny. Igualmente, a

massa de cada particula em S’ serd m’ = ymy. Assim, a densidade de matéria em S’ ira ser
r_ 2
P =Y Po

Disso vamos concluir que a densidade de matéria ndo é um escalar. Porém, transforma-se com a com-
ponente 00 do tensor de rango 2. Isso sugere que o termo fonte nas equagdes do campo gravitacional
€ um tensor de rango 2. Em qualquer ponto do espago, poderemos construir um tensor T de rango 2 a
partir do produto tensorial dos quadri-vetores velocidade, e que € consistente com a nossa exigéncia

de transformagdo de py
T(x) = po(x)u(x) ® u(x), (2.7)

onde py(x) é a densidade propria do fluido, i.e., que € medidapor um observador comével com o fluxo
local e u(x) € o quadri-vetor velocidade. O tensor T(x) é chamado de tensor momento-energia da
distribui¢do de matéria. Daqui em diante designaremos a densidade propria como p.

No sistema arbitrdrio de coordenadas x* no qual o quadri-vetor velocidade do elemento de fluido é
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u", as componentes contravariantes de (2.7) é

™" = pu"'u”

Para dar um significado fisico as componentes do tensor enregia-momento, vamos a considerar um
sistema de coordenadas cartesianas localmente inercial em P onde as componentes do quadri-vetor
velocidade do elemento de fluido sdo [u*] = y(c, ii). Neste sistema de referéncia, vamos escrever as

componentes do tensor

TOO _ pMOMO — y2pc2

T = T° = pu®u' = ypul

TV = pu'w’ =v*pu'n’,
o significado fisico de cada componente é

T% ¢ a densidade de energia das particulas

7z

T% ¢ o fluxo de energia xc~! no sentido i

T ¢ a densidade do momento xc no sentido i

T ¢ o fluxo da componente i do momento por unidade de drea no sentido j. E a componente i

da forc¢a por unidade de drea aplicada sobre uma superficie onde a normal estd no sentido j.

2.7.1 Tensor de energia-momento do fluido perfeito

Ao generalizar nosa discussdo para fluidos reais, devemos levar em conta o seguinte

e Além do movimento do fluido, cada particula possui uma velocidade aleatéria (térmica).

e Pode existir forcas de interacdo entre as particulas que contribuem na energia potencial totoal

do sistema.

O signjificado fisico das componentes do tensor de energia-momento T, nos d4 um ideia de como
podemos generalizar sua forma para incluir as propriedades dos fluidos reais.

Consideremos T em qualquer ponto P e trabalhemos no sistema de coordenadas cartesiano localmente
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inercial § que € o sistema em repouso instantaneo do elemento de fluido em P, Para o dust, a unica
componente ndo nula é 7%, vamos agora a considerar as componentes de T no sistema S do fluido

real.

o T%: ¢ a densidade de energia total, incluindo qualquer energia potencial devido as forcas entre

as particulas e a energia cinética derivada do seu movimento térmico.

e TY: embora que nio exista movimento do volume total do fluido, a energia pode ser transmitida

por conducdo de calor, assim, este € basicamente um termo de condug@o em S .

e T: de novo, embora que as particulas ndo sofram um movimento global, se o calor é transmi-

tido, entdo a energia conduzird um transporte de momento.

e T'/: 0 movimento térmico das particulas ira dar um incremento do fluxo de momento, de modo
tal que T/ € a pressdo isotrépica no sentido i e T%(i # j) sdo os esforgos da viscosidade no

fluido.

Todas estas identificagdes sao vélidas para um fluido em geral. Um fluido perfeito é aquele onde as
particulas ndo interagem entre elas e e onde ndo tiver docugdo de calor ou viscosidade em §. Assim,

em S, para um fluido perfeito (¢ valido os principio de Pascal) as componentes do tensor T sdo

pc2 0 0 0
0O p 00
[T"] = (2.8)
0 0 p O
0 0 0 p
No geral, podemos escrever as componentes do tensor
T = (p + Ly’ - prp 2.9)
c? ’ ’

valido para qualquer sistema cartesiano localmente inercial em P. Porém, obter uma expressao va-
lida no sistema de coordenadas arbitrario simplesmente substituindo 7 pelas funcdes da métrica
g"”. Assim, chegamos até uma expressdao completamente covariante para as componentes do tensor

energia-momento de um fluido perfeito,

v _ 14 v v
™ =(p + g)u“u - pg"”, (2.10)
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Observamos que 7+ € simétrico e é composto por dois campos escalares, p € p, € um campo vetorial
u que caracteriza o fluido. Quando p — 0, o fluido perfeito converte-se no que temos chamado de
dust.

Repare que € possivél dar expressdes muito mais complicadas para representar o tensor em fluidos
ndo perfeitos, para fluidos carregados ou até mesmo fluidos eletromagnéticos. Todos esses tensores

sdo simétricos.

2.7.2 [Equacao de continuidade

Podemos deduzir que na cojnservagdo do momento e a energia no sistema arbitrario de coordenadas

estd dada pela equagao
v, =0 (2.11)

A demostracdo acima nao faz referéncia explicita de que o espago-tempo € Minkowskiano ou curvo.
Embora que (2.11) é vdlida em ambos casos e para qualquer sistema de coordenadas, a interpreta-
¢do da equacdo difere de um para outro caso. Se nds ignoramos a gravidade e assumimos que o
espaco-tempo é de Minkowski, a relagdo (2.11) representa a conservagdo da energia € 0 momento.
Na presenca do campo gravitacional, porém, a energia € o momento da matéria ndo é conservada
por si mesmos. Neste caso, a relagdo (2.11) representa uma equacdo de movimento da matéria sob a

influéncia de um campo gravitacional.

2.8 As equacao de Einstein

Estamos em condicdes de deduzir a forma das equacdes do campo gravitacional, propostas por Eins-
tein. Vamos recapitular alguns resultados obtidos aqui e outros que sdo ja conhecidos:

(i) A equagdo de campo na gravidade newtoniana

V2¢p = 4nGp
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(ii) Se a gravidade € uma manifestagdo da curvatura do espaco-tempo, para um campo gravitacional

fraco, de modo tal que g,, = 17, + h,, (com |h,,| << 1)e na qual a métrica € estatica, entdo
2¢
8oo = — (1 + Z)

(iii) A maneira correta em descrever a matéria estd dada pelo tensor momento-energia. Para um fluido

perfeito, no sistema em repouso instantaneo, temos
_ 2
Ty = pc

A combinagao de estas observagdes sugerem que, no caso de uma campo gravitacional fraco e estatico

no regime de baixa velocidade, temos

&G
2
V7800 = ——Too
c
Assim, vemos que no regime do campo gravitacional fraco, ¢ é essencialmente gg,. Por tanto, estas
consideragdes sugerem que as equagdes de campo gravitacional deveriam ser equagdes em segundas
derivadas dos coeficientes da métrica g,,. Também, como foi dito, tem a ser as equagdes tensoriais
que relacionam o campo com a fonte. Assim, as equacdes do campo gravitacional deveriam ser da

forma
Ky = KTy, (2.12)

onde K, é um tensor de rango 2 relacionado com a curvatura do espago-tempo € k> = 87G/c*. Desde
que a curvatura do espaco-tempo esta expressada pelo tensor de curvatura R,,,.,,, 0 tensor K,,, dever ser

construido a partir de R, € 0 tensor métrico g,,. Também, K, deveria ter as seguintes propriedades:

e Como dissemos antes, no limite newtoniano, K, deveria conter termos que sao lineares nas

segundas derivadas dos coeficientes da métrica.

e Uma vez que T, € simétrico, entdo K, deveria ser também simétrico.
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O tensor de curvatura R,,, ja € linar nas segundas derivadas da métrica e por tanto, a maneira mais

geral de K,,, que satisfaz as propriedades anteriores €
K,, = aRy, + Rg,, + A8, (2.13)

onde Ry, € o tensor de Ricci, R € a curvatura escalar € a, b e A sdo constantes.
Se nds queremos que todos os termos de K, sejam lineares nas segundas derivadas de g,,, entdo

concluimos que 4 = 0. Assim, temos que
K,, = aR,, + bRg,,

Para encontrar as constantes a € b, lembremos que o tensor energia-momento satisfaz V,T#" = 0.

Entdo, serd necessario que
V. K" =V, (aR" + bRg") =0
Ficou demostrado, anteriormente, que
vV, [R" l PRl =0
7 - Eg =Y
e levando em conta que V,g,, = 0, obtemos que
1
V. K" = 54 +b)g"V,R=0.

A quantidade V, R, em geral, ndo vai ser nulo em uma regido do espago-tempo, a menos que seja
plana e que ndo tenha campo gravitacional. Assim, encontramos que b = —a/2 e, consequéntemente,

as equagoes do campo gravitacional ficam como
1 2
alR, — Eg”VR =«kT,.

Para fixar a constante a, n6s vamos a comparar o limite do campo gravitacional fraco destas equacdes
com a equacdo de Poisson na gravidade newtoniana. Para que possua uma consisténcia com a teoria

de Newton, devemos exigir que a = 1 e assim

1 8nG

Ryv - EgﬂvR = TT/JV
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Estas equagdes constituem as equacées de Einstein do campo gravitacional e formam a base mate-
mdtica da Teoria da relatividade Geral.

No espaco-tempo de quatro dimensdes, guv tem 10 componentes independentes e por tanto, na rela-
tividade geral temos 10 equacdes independentes para o campo. Porém, na teoria de Newton tinhamos
s6 uma equagdo para o campo. Além disso, as equacdes de Einstein ndo sdo lineares em g,,, en-
quanto a gravidade de Newton € linear no campo ¢. Podemos apreciar que isto faz uma teoria muito

complicada.

2.8.1 As equacao de Einstein no vacuo

Em geral, T, contém todas as maneiras nas que se pode manifestar a energia € 0 momento. Uma
regido do espago-tempo onde 7, = 0 chama-se de vdcuo e por tanto carece de matéria ou radiacdo.

As equacdes do campo neste caso é

R, =0

Estas sdo as 10 equagdes com 10 incdgnitas g,,,. Isto ndo significa que R}, = 0, porque o tensor de
curvatura possui 20 componentes independentes enquanto o tensor de Ricci possui 10. Por tanto, é
possivél satisfazer as equacdes do campo no espago vazio com um tensor de curvatura de componentes
nao nulas. Um tensor de curvatura ndo nujlo representa um campo gravitacional que nao desaparece,

pelo que concluimos a possivél existéncia de campos gravitacionais no espago vazio.

2.8.2 Limite do campo fraco para as equacoes de Einstein

Antes de encontrar as equacdes de Einstein, sugerimos que nds s6 precisamos considerar as compo-

nentes 00. Usando uma expressdo alternativa para as equacoes, podemos escrever

1
Roo = & (Too - ETgoo)

Vamos supor que o espago estd fracamente curvado e por tanto, existe um sistema de coordenadas

onde g,, = 1, + hy,, com |h,| << 1 e onde € estaciondria. Neste caso goo ~ —1. Da defini¢do do
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tensor de Ricci encontramos que Ry, € dado por

Ry = 601“3” - (9#1“’(;0 + F(V)#Fﬁfo - FBOFKu

Em nosso sistema de coordenadas I',, sdo pequenos, assim nio serdo considerados os dois dltimos

termos da equacdo anterior. Também, desde que métrica € estaciondria, temos que
i
ROO = —8,-1"00

Podemos deduzir que I, ~ 36"78,0hoo até a primeira ordem em /,, e por tanto

1 ..
ROO =~ —55”(91-6jh00 (214)

Substituindo em nossa equagdo de campo, obtemos que

1. 1
Eé”(?,ﬁjhg() ~ K2 (TOO — ET)

Se assumimos que a distribuicdo da matéria é de modo que p/c* << p, o tensor de energia-momento

é
T, = pu,u,,

obtemos que T = pc?. Consideramos também que as particulas do fluido tem velocidades pequenas
comparadas com as da luz. Podemos fazer uma aproximagdo y = 1 e consequéntemente uy ~ ¢. Com

tudo isso, a equagao fica como
I 1, >
5(5 a,'ajhoo ~ EK pC

Podemos escrever 69,0, = V*. Da expressio gy = — (1 + %) temos que hgy = —i—‘f e, finalmente

obtemos que
V¢ ~ 4nGp, (2.15)

que € a equacdo de Poisson na gravidade newtoniana. Daqui que nds obtemos o valor para a constante

da.
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2.8.3 A constante cosmoléogica

As equacdes de Einstein sdo
1 2
R, — Eg’”R =kT, (2.16)

Mas estas equagdes ndo sao as dnicas. Logo apds de sua formacgdo, Einstein propds uma modificao
conhecida como o termo cosmologico.

Na obtencdo das equagdes, propusemos que o tensor K, fosse da forma
K, =aR,, + Rg,, + Ag,,

Assumimos que somente continha termos que sao lineares nas segundas derivadas de g, € nos levou
a afirmar que A = 0.

Lembremos que a relagdo V, 7" = 0 da a entender que V,K*” = 0. N6s sabemos também que
V,g" = 0. Assim, podemos adicionar qualquer constante que multiplique a g,, pela esquerda da

equacao (2.16), obtendo um conjunto consistente de equagdes do campo, que vamos escrever cComo

1
R, — EgWR +Aguy = KT, (2.17)

onde A € uma constante universal da natureza conhecida como constante cosmologica. Escrevendo a

equagdo em termos dos componentes mistos e contraindo, encontramos que
R =T +4A

Substituindo esta expressido em (2.16), obtemos a forma alternativa das equacdes do campo

1
Ry =« (TW - 5Tgw) + Ag- (2.18)

Pode ser comprovada que no limite de campo fraco, a equagcdo deo campo da gravidade newtoniana

que € conduzida a partir das equagdes de Einstein é

V2 = 4pGp — Ac?
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Para uma massa M esférica, a intensidade do campo gravitacional vem dada pela expressao

Assim, podemos ver como neste caso o termo da constante cosmoldgica corresponde a uma repulsdo
gravitacional onde a fora aumenta linearmente com r.

Einstein introduziu este termo nas suas equacdes porque ndo conseguia contruir um modelo estatico
do universo. suas equagdes previam um universo que ou bem estava em expansao ou em contragao.
Quando Einstein fez seu trabalho em torno de 1916, os cientistas pensavam que a Via Lictea era
o universo todo, o que Einstein interpetou como uma distribuicdo uniforme de estrelas fixas. Ao
introduzir A, Einstein construiu um modelo estdtico do universo. Anos depois, se descobriu que a Via
Lactea foi s6 uma das muitas galdxias no universo. Também, para 1929, Edwin Hubble descobriu a
expansao do universo com a medic¢ao de distancias e redshifts de galdxias externas. Provou-se que o
universo estava em expansao e nao houve mais a necessidade de um termo cosmoldgico.

Hoje em dia, a constante cosmoldgica se interpreta de maneira diferente. Lembremos que o tensor

energia-momento de um fluido perfeito é
T,UV —_ p MoV ny
—(p+—cz)u u’ — pgh.

Imaginemos agora um tipo de substancia que possua a seguinte equagdo de estado

2
p=-pc,
esta equagdo significa que a substancia hipotética possui pressiao negativa. O tensor energia-momento

desta substéncia seria

Tpv = —P8uw = pczg,m’

Existem dois aspectos em destaque desta equagao. O primeiro deles € que o tensor T desta substancia
desconhecida depende s6 do tensor métrico. Esta € uma propriedade intrinseca do vazio e podemos
chamar p como a densidade de energia do vicuo p,,.. O segundo aspecto a destacar é que a forma de
T,, ¢ amesma que a da constante consmoldgica na equagdo (2.17). Por tanto, podemos interpretar a

constante cosmoldgica como uma constante universal que fixa a densidade de energia do vdcuo

Ac*

= 2.1
8nG 2.19)

2
PvacC
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Assim chamaremos ao tensor de energia-momento do vicuo como Ty = pvacczgw, € eSCrevemaos as

equagdes do campo gravitacional como

1
Ry = S8R = ¥ (T + T3). (2.20)

onde T, € o tensor de energia-momento de qualquer forma de matéria ou radiac@o.

O célculo da densidade do vacuo é um dos mais maiores problemas fisicos sem solug¢do. Pensa-se que
deve existir um mecanismo que faz com que a constante cosmoldgica seja muito pequena. Alguns
fisicos t€ém pensado que deve existir um mecanismo que faz que A seja extamente igual a zero. Mas
nos ultimos anos tem crescido evidéncia de que a constante cosmoldgica é pequena mas nao é zero.
A evidéncia mais firme veio da observacdo de Supernovas tipo la na qual indicou que a expando do
universo esta acelerando. Se poderia imaginar que a gravidade da matéria no universo conduziria a
que expansdo desacelera. Porém, si a constante cosmoldgica ndo € nula, a pressdo negativa do viacuo

poderia fazer que o universo acelere sua expansao.

2.9 A expansao do Universo

2.9.1 A equacio de Friedmann: A necesidade da expansao do Universo

[73,74]

A conhecida solucdo de Friedmann, que relata a evolucdo do fator de escala a do Universo como uma
funcdo do tempo, obtém-se explicitamente substituindo a métrica de FLRW nas equag¢des de Einstein.
No entanto, esta equacao pode-se obter também através de argumentos Newtonianos, como segue-se.
Comecamos considerando uma esfera de raio fisico (o proprio) ar, onde r é o raio comével, que
¢ independente do tempo. Assim, o afastamento comdvel entre dois pontos no espaco no muda o
motivo da expansdo do Universo.

Suponhamos, também, que a matéria esta distribuido homogéneamente no espaco, de tal forma que
um ponto sob a superficie da esfera estd submetido somente a agdo gravitacional da massa envolvida
no interior dela (M(ar); o resultado equivalente desde conhecido resultado Newtoniano € o teorema

de Birkhoff).
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Portanto, a conservacdo da energia por unidade de massa expressa-se como:

1 GM(ar)

E(ar)2 - — = E, =cte. (2.21)
— — energia total

energia cintica  energia potencial

Tendo M(ar) = %ﬂp(ar)3, e olhando que a obtencdo relativista formal também permite determinar

Et0t9

871G
& - ”T,om2 e (2.22)

que € a equacio de Friedmann, onde k* é o fator geométrico da métrica de FLRW.
Na equagdo (2.22), pr inclui todas as possiveis contribuicdes a densidade de energia do Universo:

massa, radiacdo e A (também conhecida como “ energia do vacuo )

T = Pm + Pr + Pas (2.23)

onde p, se define em (2.19). Podemos escrever a contribui¢do do vacuo explicitamente

A 2.2
C3a = 2. (2.24)

G
& - ”Taz(pm +p) -

Uma maneria alternativa da equacdo de Friedmann utilizada obtém-se derivando com respeito ao

tempo (chama-se a “a forma &)

a_ 4G (pT v _2) (225)
a C

Da equacio (2.25) observamos que & # 0 sempre que pr + 3pr/c® # 0, independentemente do valor
de a. Isto acontece para todas as formas de energia nas quais a pressdo tem o mesmo sinal que a
densidade; no caso partircular, para matéria e radiacdo. Quer dizer, neste caso o fator de escala ndo
pode permanecer constante ainda se imediatamente a = 0. Neste caso, o Universo estd acelerado,
ja seja pq estd em expansdo (com a > 0) ou contragdo (com a < 0), € possivel de que atravesse de
um dos estados ao outro. Porém, Einstein, ante a falta de evidéncia da expansdo em seu momento.

introduz o termo A ao invés de agourar a expansdo do Universo.

Comparando os termos Ag,, € 87GT,,/c* da equagdo de Einstein, depara-se que A € equivalente a
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um sistema (na realidade, um fluido) com densidade e pressdo conhecido por

ctA

- = — 2 2.2
8aG’ DA T TPAC (2.26)

PA =

Em presencia do termo comoldgico, fica facil ver que as equagdes (2.25) e (2.26) que neste caso sim
podemos ter um Universo em equilibrio (quer dizer, com a = 0) se

4nG
T (om + 200), 2.27)

Aoy = —5
q C2

onde negligenciamos a pressdo da matéria. Portanto, este equilibrio € instdvel. Escrevendo a equacio
(2.25) e introduzindo o valor do equlibrio de A como A., = 87Gpx/ 2, com pp = Pmo/2 + pro, €
considerando um valor da densidade total p = p,, + p, + pa levemente diferente do valor de equilibrio
Po = Pmo + Pro + Pa, para estudar a estabilidade em torno dele. Obtém-se (novamente negligenciando

a pressdo da matéria):

.. 4
a_ _4nGpy (ﬁ _ 1), (2.28)
a 3 Lo
onde p oc 1/V o a=3, com p = p(f) e a = a(t). Portanto
.o 4 3
¢ 26, [(@) _ 1]. (2.29)
a 3 a
Considerando que a perturbacdo é pequena: a = (1 + €)ay, € < 1, temos
€ ~ 4nGpye, (2.30)
com uma solugao
€. oc e= VanGpl (2.31)

de maneira que o estado “+” cresce exponencialmente no tempo, mostrando um instabilidade. Assim,

o modelo estatico continua sendo poudo possivel, apesar de A.

Da equacdo de Friedmann (2.22) podemos observar que

3 /ay’ 3
pr=pe= oo (5) = (2.32)

onde H é o parametro de Hubble, ou taxa de Hubble, entdo, k = 0. Quer dizer, para p = p., o Universo
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€ plano. Similarmente, E,,, = 0.
Por outra parte:
por >p. = k=1= E,, <0 = Universo fechado,

pr < p. = k=-1= E,,; >0 = Universo aberto.

Se E,,; > 0, a expansdo continua por sempre ( que € semelhante a uma pedra jogada para cima com
V> V). Se E,, < 0, a expansdo finalmente atingira, e acontecera um etapa de contragdo no futuro.

Uma vez aceito o fato que o Universo estd em expansdo, uma extrapolacio até o passado sugere que
aintigamente o Universo foi mais compacto e estava mais estreito, até o devido momento em que a

densidade (e também a temperatura) deveriam divergir: O Big Bang (uma singularidade).

2.9.2 Parametros cosmologicos

[73] E conveniente definir varios parametros adimensionais

—A. Parametro de densidade—

(2.33)

onde H = 3, € a taxa de Hubble (lembrar que v = Hr na lei de Hubble). O parametro Q pode
ser definido para cada uma das densidades que contribuem a densidade total do Universo: matéria,
radiacdo e A, sendo simbolizados com suas respectivas contribui¢des como €2, 2, e Q4.

—B. “h-zinho”—

Hy
h = , 2.34
100kms=' M Pc! 2.34)
onde H, é o valor atual da taxa de Hubble.
Em termos destas varidveis, a densidade atual do Universo pode ser apresentado como
po = 1.88x1072°Qh*gem™
= 2.78x10" QM Mpc™3.
—C. Parametro de desaceleracao—
=-“ (2.35)
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—D. Fator de escala normalizado— a seu valor atual a
a=—. (2.36)

Em termos de Q e H, a equa¢do de Friedmann (2.22) pode-se reescrever como

kc?

HTQZ = QT - 1, (237)

onde Qr = pr/pe = Q, + Q, + Q.

Em termos de ¢, a forma a da equacdo de Friedmann (2.25) pode ser reescrever como

4nG 3pr
1= 301 (PT + 7) (2.38)

Para escrever esta equagdo exlicitamente em termos das diferentes contribuicdes a pr (2.23) e pr,
repara que na maioria dos casos a matéria é nao-relativista, conforme 3p,, < p,,. Para a radiagao,

lembremos que

", (2.39)

2

onde u, € a densidade de energia radiativa, que satisfaz u, = p,c°. Finalmente, usando a equacdo

(2.26) para p,, temos que
3pr
pPr + 2 = Pm + 20r — 204, (2.40)
pelo que (2.38) pode-se reescrever
1
q= EQm +Q,-Q,. (2.41)
Da equagdo (2.37), olhamos que, para um Universo plano (k = 0), deve-se ter Q7 = 1, no qual

3
q=59m+%L—L (2.42)

Forma & para um Universo plano.

Por dltimo, em termos de a, H escreve-se como

g=2 (2.43)
a
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2.9.3 Escalamentos com a expansao

[74]

De acordo com a Expansdo do Universo, uma serie de quantidades fisicas varia de uma forma bem
definida. A formulagcdo mais importante nesta discusdo € a do “observador comdével”, aquele que
se movimenta em conjunto com a expansao do Universo e em repouso com a média da matéria nas

redondezas.

Redshift cosmolégico

Considerando um sinal luminosa que ao tempo ¢ passa préximo a um observador comével Oy, que
mede o cumprimento de onda A(¢). Pouco depois, em ¢ + At, passa proximo a outro observador O,,
que mede A(f + Ar). Pela lei de Hubble, O, move-se com respeito de O; com uma velocidade

a

v=Hi= ( )cAt, (2.44)

a

onde / € a distancia entre O e O,. Se os dois observadores estdo suficientemente proximos, v > c, €

aplica-se a expressdo ndo-relativista do efeito Doppler

A '
at_v_ (2) At, (2.45)
A c a
portanto,
At + At) = (1 + AD)A(r) = [1 + gAt] A). (2.46)
a
Se expandimos o lado direito a primeira ordem
A0 + At = A(t) + A=A, (2.47)
a
sendo assim
A a
-=-, 2.48
12 (2.48)
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que provoca

A() « a(?), (2.49)
c
(1) : (2.50)
o — .
T Ay
ou
e AO o 1
oDyt s a=——, ap=1, (2.51)
Vo Ao a, I +z

onde z € o redshift, e os subscritos “0” e “e” tem como significado *“ na posi¢do do observador” e “na

posic@o onde o féton foi emitido”. O subscrito “0” indica o tempo atual.

Escalamento de quantidades fisicas

[52, 73] Como mencionado a densidade de matéria esta dada simplesmente como o inverso do volume.

Portanto

Pm(t) o o (1 +2)>. (2.52)

1
a’(1)

Por outro lado, a densidade de energia radiativa cresce como v/V, pelo que

p(1) o o (1 +2)* (2.53)

1
a*(r)

Observe que isto implica que ndo existe conservacdo global de energia, pois a densidade total da
energia diminui mais rapidamente que o inverso do vulume do Universo [74].

Por dltimo, pode-se demostrar que 0 momento tri-dimensional p = my cresce como

1
pxyx % (2.54)

Conhecendo estos agrupamentos, € possivel reescrever a nova equagdo de Friedmann (formas de a e
d) em termos dos valores atuais de H, Q e p. Observe que em cosmologia se acostuma olhar as coisas

desde o hoje até o passado, tomando z = 0 para hoje.
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Note que os valores atuais com subscritos “0”. Reparar que

3 3 Hy g
on@® = puoll + 2O = Q= Quo(1 +2) (E) (2.55)
4 4 HO 2
o) = poll +20] = Q, = Qo1 +2) (ﬁ) (2.56)
2
on = cte= Q= cte(%) , 2.57)

onde nas igualdades da direita tem-se usado a defini¢do da densidade critica (2.33), observando que
depende do tempo.

Prosseguindo com a equacdo de Friedmann (2.37) e expandindo as contribui¢des

kc?

= Qn+Q + Q4 — 1, (2.58)

Definimos o parametro de curvatura como

kc?
Qr=——, 2.59
ATy (2.59)
conseguimos
H2
H(ZZ) = Qo(1 +2)* + Quo(1 +2)° = Qr(l +2)* + Qn. (2.60)
0

Esta é uma equacdo muito importante que liga o valor da taxa de Hubble no passado com o redshift z
e os valores atuais dos varios parametros de densidade.

Notando que Q = Qr — 1, também podemos escrever

HZ(Z) _ 4 3 2
o Qo1 +2)"+Q,0(1 +2)° —(Q7ro— D1 +2)" + Q4. (2.61)
0
onde
Iim Q7 (z) = 1. (2.62)
7—00

2.9.4 Modelos cosmologicos

[73]

Todo os discutido até agora diz ao respeito do ““ Universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker”,
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termo que refere-se aos modelos onde aplica-se a métrica de Robertson-Walker, e que estdo governa-

dos pela equagdo de Friedmann. Dentro de estes modelos, existem varias possibilidades.

Modelo estatico de Einstein

Como discutido na se¢@o 2.9.1, s6 notar reparar a forma de ¢ da equacdo de Friedmann (2.25), a

condic¢do de aceleracdo zero implica

3
pr+-LL =0, (2.63)

Negligenciando as contribui¢des da matéria e radiacdp a pressdo, assim como a p, (que € uma boa

aproximacdo para z < 10%), temos pr = px = —pac?. Portanto

PT = Pm T PA = 3pA’ = Pm= 2,0A (2.64)

Além disso, pr > 0, e portanto, a equacao de Friedmann (2.22) com a = 0, obtém-se

k>0 = Universo fechado. (2.65)

como ja visto na se¢do 2.9.1, este modelo € instdvel.

Modelo de de-Sitter

Neste modelo, o Universo estd vazio, e s6 tem a contribuicdo do vacuo (A), que satisfaz p, = cte.
(quer dizer, nao € diluida com a expansao).

Neste caso, da equacdo de Friedmann (2.22), com pr = pa = cte,

a’ - 8ﬂTGpAaz = —kc?, (2.66)

vemos que, conforme o Universo se expandem o termo kc? torna-se progressivamente menos im-
portante em relacdo aos outros dois, e assintdticamente o Universo alcana a evolucionar de acordo

a

12
a= (SHG’) A) a, (2.67)

3
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com uma solugdo

1/2
R o< Exp [(Sﬂgp/\) tl = Exp

Ac?
\ Tr} . (2.68)

Isso significa, a expansdo acelera exponencialmente, igual como aconteceu ao perturbar o modelo

estatico de Einstein equacdo (2.31).

O caso k = 0, na qual (2.67) sempre se consegue, e corresponde que a taxa de Hubble em verdade

seja constante (ver equagdo 2.24) com p,, = p, =k =0

2
H=+/ ATC (2.69)

O Universo serd plano e aberto. Este caso é semelhante ao Universo estaciondrio de Hoyle, Bondi
e Gold, embora sem matéria. Dado que no Universo a matéria existe, para sustentar a constancia de
sua densidade, o modelo do Universo estaciondrio requer a criagcdo continua de matéria, ao ritmo de
aproximadamente 1 4dtomo de H por m~> cada 30 Giga anos (Gr). Este modelo pode ter sido aplicado

durante a época inflaciondria e também mais recentemente (z < 1), se hoje A domina a expansao.

2.10 Modelos de energia escura

Sabemos que hoje o Universo estd acelerando, de acordo com os dados obtidos por medidas de dis-
tancia de Luminosidade de Supernovas Tipo Ia (SN Ia), pelos grupos Supernova Cosmology Proyect
[81], e High Redshift Supernova Team [78]. A fonte para tal aceleracdo € o que chamamos de Energia
Escura, da qual sua origem ainda ndo foi identificada. A energia escura se distingue das espécies
comuns, tais como matéria barionica e da radiacdo, no sentido de que tem pressao negativa. Esta
pressao negativa leva a expansao acelerada do Universo, contrabalancando a forga gravitacional. As
observagdes SN Ia mostram que cerca de 70% da presente energia do Universo € composta por ener-
gia escura.

Dos modelos de energia escura que encontramos na literatura, o candidato mais simples seria a cons-
tante cosmoldgica, que € interpretada como a densidade de energia do vacuo, no entanto este sofre
de dois problemas [30], sendo assim outros modelos surgiram na tentativa de resolve-los. Existem
dois métodos, modificacdo da gravidade e da matéria. Primeiro iremos seguir com a modifica¢do da
matéria, onde focamos em modelos de quinta-esséncia. Depois com modelos de energia escura como

modificacdo da gravidade.
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2.10.1 Modelo ACDM

O mais simples candidato a energia escura € a constante cosmolédgica A, que chamamos assim porque
sua densidade de eenrgia é constante no tempo e no espago. De fato o modelo ACDM mostrou ser
consistente com um grande nimero de observgdes. Apesar de sua simplicdade, € geralmente dificil de
explicar por que a escala de energia da constante cosmoldgica necessdria para a aceleragdo cosmica,
hoje, é muito pequena em relacdoao previsto pela fisica de particulas, que € de cerca de 10'?! vezes

maior do que a densidade de energia observada.

2.10.2 Modelo ¢(t)CDM

N6s usamos o termo quinta-esséncia para designar um campo escalar candnico ¢ com um potencial
V(¢) que interage com todas as outras componentes apenas através da gravidade padrao. O modelo

de quinta-esséncia €, portanto, descrito pela acao

1 1
S = f d*x\=g [ﬁR Ly + S Lo =—58"0,00,6 ~ V(@) (2.70)

onde x> = 87G e R é o escalar de Ricci.

Considera-se um fluido com densidade de energia p,,, pressao py, € equacao de estado wy, = py/poum-
Aqui o indice M € utilizado para um fluido perfeito geral (incluindo o caso de um fluido total) sem es-
pecificar matéria ndo-relativistica ou radi¢do. Mais tarde, devemos utilizar o indice M para esecificar

matéria ndo-relativistica. O fluido satisfaz a equacdo de continuidade, isto €,

Pm +3H(py + pu) =0 (2.71)

O tensor de energia-momento da quinta-esséncia € calculado utilizando a a seguinte relacao

S

Concluimos que

1
T, = 0,00,8 = uv | 58" 0a90p + V(@) (2.73)
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Em um fundo FLRW, a densidade de energia ¢, € a pressdo ps do campo sao

l. 1 I.
po=Toy =58+ V@), py=3T; =3¢~ V(@) (2.74)

0 que nos da a seguinte equacdo de estado

L,
wy= - =2V (2.75)

T ps PP +2V(P)

No Universo plano (K = 0) onde as seguintes equacdes de movimento sao

, K 1.,
H” = ?(pde +pm) = ? |:§¢ + V(¢) + Pm (276)
H = Kz(p+ ) = K2(¢32+ + Pn) 2.77)
= 3 p) = > Pm T Pm .
onde p = py + P, € p = pd + p,,. a variagdo da agdo (2.70) com relagdo a ¢ temos que
¢+3Hp+Vy=0 (2.78)

onde V, = dV/d¢. A equagdo de Klein-Gordon (2.78) pode ser igualmente obtida por meio da
equacdo de continuidade p, + 3H(ps + py) = 0, ou por combinacdo das equagdes (2.67), (2.76) e
(2.77).

Durante a época de dominacao da radia¢do ou da matéria, a densidade de energia do fluido p,; domina
sobre o da quinta-esséncia, isto € py, > p,. Exigimos que p, acompanhe p), de modo que a densidade
de energia escura emerge em momentos tardios. se este comportamento de rastreamento ocorre ou
ndo depende da forma do potencial V(¢). Se o potencial possue uma cruva muito empinada, de modo
que a condi¢do ¢* > V(¢) é sempre satisfeita, a equagdo de estado do campo é dada por wys = 1 a
partir da equagdo (2.75). Neste caso, a densidade de energia do campo, evolui como p, « a™® o que
diminui muito mais rdpido do que a densidade do fluido de fundo.

Portanto, exige-se a condi¢do w, < —1/3 para realizar a acelerag@do tardia do tempo césmico, que se
traduz na condicdo ¢* < V(¢). Por isso, o potencial escalar precisa ser suficientemente plano para o

campo evoluir lentamente ao longo do potencial.
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2.11 Modelos de energia escura como modificacao de gravidade

Existem uma serie de modelos a serem discutidas para uma “gravidade modificada”, na qual, o origem
da energia escura € identificada como uma modificacio da gravidade. Isto incluiria a gravidade f(R),
teorias escalar-tensor, gravidade Gauss-Bonnet, etc. Nessas teorias pode-se modificar as leis de gravi-
dade de modo que a expansao acelerada do Universo no tempo tardio € realizado sem o requerimento

de uma componente de matéria da energia escura.

2.11.1 Gravidade f(R)

Um dos mais simples modelos de gravidade modificada € a chamada gravidade f(R), na qual, a acdo

quadri-dimensional € por alguma func¢ao geral f(R) do escalar de Ricci R:

S d*x\V=gfR) + S (8> P, (2.79)

T

onde k> = 871G, e S,, é uma acdo da matéria com campo de matéria ®,,. Com G sendo um bare de
constante gravitacional: vamos ver que valor observado seré em geral diferente. O campo material em
8uv corresponde ao frame fisico (que aqui € o Jordan-frame). Existem duas abordagens para derivar as
equagdes de campo para a acdo (2.79), uma € o formalismo métrico e a outra o formalismo de Palatini

[22, 38].

2.11.2 Teoria escalar-tensor

Como vimos na se¢do anterior para modelos de energia escura, existem modelos, ou a maioria, de
energia escura que depende de campos escalares. Campos escalares tém uma longa histéria na cosmo-
logia, comegando da teoria de Brans-Dicke [18, 19, 31] em que a gravidade € mediada por um campo
escalar, além do campo do tensor métrico [23, 34, 40]. A teoria de Brans-Dicke foi uma tentativa de
reviver o principio de Mach (segundo a qual a inérsia surge quando um corpo € acelerado em relacao
a distribuicdo de massa global no Universo) juntando a constante gravitacional a um campo césmico.
A teoria de Brans-Dicke ¢ um exemplo particular da teoria escalar-tensor. Este é provavelmente
um exemplo simple de modelos de gravidade modificada e, como tal, uma das alternativas mais in-
tensamente estudadas na Relatividade Geral. Apds a descoberta da aceleracao cdsmica, eles foram

invocados por varios autores [20, 34] para generalizar a constante cosmoldgica e explicar o problema
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do ajuste fino e o problema da coincidéncia. No capitulo 4, discutiremos as suas propiedades como

candidatos de energia escura.

2.11.3 Gravidade Gauss-Bonnet

As teorias f(R) e escalar-tensor adicionam ao campo tensor gravitacional um novo grau de liberdade,
um campo escalar. No entanto, isso certamente ndo sucumbe o intervalo de possiveis modifica¢des da
gravidade. Um possibilidade esta em adicionar ao lagrangiano de Einstein as funcdes gerais dos ten-
sores de Ricci e Riemann, ou seja, f(R, R, R", R,JmﬁR“V“ﬁ ,...) [24]. Existe uma maneira de modificar
a gravidade com a combinagdo dos tensores de Ricci e Riemann que mantém as equacdes em segunda
ordem na métrica e ndo necessariamente da origem a instabilidades, chamado termo de Gauss-Bonnet
acoplado a campos escalares [4, 21, 69, 70]. O termo de Gauss-Bonnet é topologicamente uma quan-
tidade invariante, que contribui para a dindmica em quatro dimensdes, que é acoplado a um campo
escalar que evoluindo dinamicamente. Tendo assim a possibilidade de realizar uma aceleracdo cOs-

mica no tempo tardio na presenca do termo Gauss-Bonnet acoplado ao campo escalar ¢.
1 1
S = f d*x-g [ER - 5(V¢)2 — V(@) — F@ORE5| + S m(8uv» P), (2.80)
onde V(¢) e f(¢) sdo funcdes de ¢, e Ré 5 € 0 termo de Gauss-Bonnet (GB) definido por

Rip = R* — 4R, R + RopR" ™. (2.81)
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Capitulo

TeEORIA DE PERTURBAGAO LINEAR

Neste capitulo, apresenta-se uma revisdo das perturbacdes cosmoldgicas Newtonianas e relativistas.
Em um universo inomogéneo, a métrica requer das fungdes adicionais { e ¢ que correspondem ao
potencial Newtoniano e a perturbacio a curvatura espacial, respectivamente. Portanto, damos maior
énfase as perturbacgdes relativistas na escala no sub-horizonte do invariante de calibre. Primeiro for-
necemos uma introdugdo o a essa teoria e através da teoria Newtoniana, para ter um enfoque maior
do que poderia tratar-se posteriormente quando se faz de maneira relativisa. Com transformacoes de
coordenadas chegamos a uma escolha de medir as perturbacdes e construir quantidades invariantes de
calibre que sdo importantes para essas varidveis e sO as Unicas que contém um significado fisico. Para
determinar a sua evolugdo, apresentamos as equagdes estimadas das equacdes de campo de Einstein
e a conservacdo em termos dessas varidveis. Encontrando assim, na parte final cémo evoluciona a

perturb¢ao da matéria.

3.1 Teoria das perturbacoes Newtonianas

A gravidade Newtoniana é uma descri¢cdo adecuada da relatividade geral em escalas dentro do raio
de Hubble e para matéria nao relativista, ou seja, matéria escura fria (CDM, siglas em inglés) e os
barions depois do desacoplamento. Comecaremos com a teoria das perturbacdes Newtonianas [55]

porque € mais intuitivo do que o tratamento total na relatividade geral (RG).
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3.1.1 Equacoes do fluido perturbado

Consideremos um fluido ndo-relativistico com densidade de massa p, pressdo p < p e velocidade v.
Denotamos o vetor posicao do elemento de fluido por r e o tempo por ¢. As equacdes de movimento

sdo dadas pela dinAmica de fluidos . A conservagdo da massa implica a equacdo de continuidade

9
20+ (), =0, r=123 (3.1)

enquanto a conserva¢cdo do momento nos leva a equagdo de Euler

0 1
—V' + "V v, = ——p,— @ (3.2)
ot Jo,

A equacdo anterior é simplesmente “F = ma” para um elemento de fluido. O potencial gravitacional

¢ € determinado pela equacdo de Poisson
V'V,¢ = A¢p = 4nGp. (3.3)

Estas equacdes devem implicar a evolucdo de pequenas perturbacdes em torno do fundo homogéneo.
Portanto, vamos a decompor todas as quantidades em valores de fundo e as perturbadas— por exem-
plo. p(t,x) = po(t)+p(t,X), e e do mesmo jeito para a pressao, a velocidade e o potencial gravitacional.
Assumindo que as flutuacdes sao pequenas, nds podemos linearizar as equacdes (3.1) e (3.2), ou seja,

n6s podemos ignorar os produtos de flutuacdes.

Espaco estatico

Aqui vamos a consideras um espaco estdtico. E fécil ver que a solugdo para o fundo € py = const.,

po = const. e v' = v§ = 0 (fluido em repouso). A evolugdo de equagdo de continuidade at€ primeira

ordem
9, +pov. =0 (3.4)
— V. =0, .
0tp pO Na
e a equacao de Euler
0 1 n
—D+ —p,+¢, =0, (3.5)
ot Po

'Landau and Lifshitz, Mecénica de fluidos.
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e a equacdo de Poisson
¢ = 4nGp. (3.6)

Misturando as equagdes 6%(3.4), (3.5), € (3.6), encontramos

2

@p — AP — 4nGpop = 0, (3.7)

para perturbagdes adiabaticas, as perturbagdes da pressdo e densidade esta relacionado por p = ¢?p,
onde ¢, € chamada de velocidade do som. Assim a equagdo (3.7) serd resolvida por uma onda plana
2 onde w = c,k, com k = |K|.

Agora da equacdo (3.7) podemos ter a relacdo de dispersao
w? = c2k? — 4nGpy, (3.8)

onde podemos observar que para w> > 0 w—real representara oscilacdes, mas quando w? < 0 terd
w—imaginario que representaria instabilidades. No caso limite quando a frequéncia das oscilagdes é

zero, w? = 0, veremos que existe um niimero de onda critico

VanGpo

Cs

(3.9

J

Para escalas pequenas (ou seja, um nimero de ondas bem grande ), k > k;, vemos o dominio da
pressdo e encontramos as oscilacdes sem a componente da gravidade. Contudo, em escalas maiores,
k < k;, hd um dominio da gravidade, a frequéncia w torna-se imaginario e as flutuagcoes crescem

exponencialmente. Entdo um crossover acontece no comprimento de Jeans

2r b
=L | X 3.10
"= % T\ Gpo .10)

2Espaco de Fourier— A maneira mais geral de resolver equacdes do tipo (3.7) é expandindo p nas componentes de
Fourier

. &’k _ikx ~
p(t,x) = f a2y P KX pu(o).
Entdo, a equacdo (3.7) torna-se no espaco de momentos como

62 272
(55 *+ AR = 0,

que tem como solucdo

DOk = Arexp™ +Brexp ™, wy = csk.
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e ld< ;= i—’l’, k > k;, ondas do som.

e 1 > Aj, k < kj, instabilidades.

Expansao do espaco

Na expansdo do espaco, temos a relacdo usual entre coordenadas fisicas e coordenadas comdémeis X,
r(t) = a(H)x. (3.11)

O campo de velocidade é dado por
(1) = Hr + v, (3.12)

onde Hr € o fluxo de Hubble e v = ax € uma velocidade adequada. No espago-tempo estatico,
as derivadas do espacgo e do tempo sdo definidos de ¢ e r foram independentes. Em uma expansao
espaco-tempo isto ndo é mais o caso. Entdo, é conveniente usar as derivadas do espago definidas com

respeito as coordenadas comoveis X, que vamos a denotar por V,. Usando (3.11), temos
V,=a’'V,. (3.13)

A relacdo entre derivadas temporais em r fixo e em X fixo é

0 0
(E)r _ (a_t) _ HxV,. (3.14)

De agora em diante vamos a desconsiderar o subindice x, tendo esta consideracao, veremos as equa-
¢oes do fluido no universo em expansao:
e Equacdo de continuidade

Substituindo (3.13) e (3.14) para V, e 0, na equacdo de continuidade (3.1), obtemos

[a% - HX.V] [po(1 + )] + éV.[po(l +0)(Hax +v)] = 0, (3.15)

Aqui, introduzimos a densidade fraciondria de perturbagcdo, 6 = ;—; As vezes 0 é chamada de

densidade de contraste.
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Vamos a analizar ordem por ordem na teoria de perturbagdes: - Em flutuacdes a ordem zero, temos

@

3Hpy =0, 3.16
6t+ £0 ( )

usamos V,.x = 3. Reconhecemos isto como a equagdo de continuidade para uma densidade de massa

homogénea, py « a>.

- em flutuacdes de primeira ordem, temos

0 1
[a_t — HX.V] [pod] + =V.[poHaxd + pov)] = 0, (3.17)
a
escrevemos como
0 00 Lo
— —3Hpy |06 —+—=V.o=0. 3.18
[(?t Po| 0+ pPo ot + PRl ( )

Com ajuda da equagdo de continuidade a ordem-zero, obtem-se

1
0=-—-V9p, (3.19)
a

14

onde “.” indica a derivada com respeito ao tempo.
e Equacdo de Euler

Fazemos a mesma manipulagdo em (3.2), leva a

. 1 1_.
b+ HYV— —Vp— -V (3.20)
apo a

Na auséncia de pressdo e da perturbagio gravitacional, esta equagio simplesmente diz que v o a™'.

e Equacdo de Poisson

Esta expressao serd obtida ao dizer que a equagdo (3.122) torna-se

Ap = 4nGa*pyo. (3.21)
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3.1.2 Perturbacoes adiabaticas na matéria

Considerando umas perturbacdes adiabdticas [43, 57] de um fluido com tnica componente ndo-

relativistica. Misturando 9,(3.19) com V.(3.20) e (3.21), obtem-se

2
§+2H5 — LA = 4nGp,
a

no espaco de momentos

k=c

2.2
d+2H5 = [47TGp - 23]6. (3.22)
a

Para resolver esta equacao € preciso primeiro encontrar a solucdo de fundo que dé as funcdes a(?),
H(t) = alae p(t).

Isto implica 0 mesmo comprimento de Jeans como em (3.10), mas ao contrario do caso de um espaco-
tempo estatico, agora depende do tempo via p(?) e c,(¢). Comparando com (3.7), a equacao de movi-
mento na expansio espaco-tempo inclui o termo de atrito, 2H4.

A solugdo da equacdo (3.22) depende do sinal do fator dentro dos colchetes. O primeiro termo €
devido a a gravidade. Se este termo domina, as perturbacdes crescem. O segundo termo € devido a
gradientes de pressdo. A pressdo tenta resistir a compressao, por isso, se este termo domina, obtemos
uma soluc¢do oscilante. O nimero de onda para os quais 0s termos sao iguais,

ky= ———, (3.23)

Cs

€ chamado o niimero de onda de Jeans, e o comprimento de onda correspondente € A = 2x/k;, como
o comprimento de Jeans. Para a matéria ndo-relativista ¢, < 1, de modo que o comprimento de Jeans
¢ muito menor do que o comprimento de Hubble, k; > H = aH. Assim, podemos aplicar a teoria
newtoniana para ambas as escalas maiores e menores do que o comprimento de Jeans.

Para escalas muito menores que o comprimento de Jeans, k < k;, entdo podemos aproximar a equacao

(3.22) por

2.2

Lk
§+2H5+—25 = 0. (3.24)
a

As solugdes sdo oscilantes, §(f) ~ ™', onde w = c,k/a. Estas oscilagdes sdo amortecidas pelo termo
2H6, de modo que a amplitude das oscilagdes diminui com o tempo. Ndo h4 crescimento de estruturas

em escalas de sub-Jeans.
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Para escalas maiores do que o comprimento de Jeans (mas ainda sub-horizonte), H < k < kj,

podemos aproximar a equagao (3.22)

0 +2HS — 4nGps = 0 (3.25)

3.1.3 Matéria escura dentro do parametro de Hubble

A estrutura newtoniana descreve a evolucado das flutuagdes da matéria. Podemos aplicar esta evolugao
da matéria escura e escalas sub-horizonte. (Ignoraremos pequenos efeitos devido aos barions).

e Durante a época do dominio da matéria, a equagio (3.22)
Om + 2HS,, — 4nGp,,6,, = 0, (3.26)

onde deixamos de considerar o termo de pressdo, entdo c¢; = 0 para flutuacdes de CDM linearizadas.
(O efeito ndo linear produz uma velocidade de som finita, mas pequena) Ji que a « >3, temos
H = 2/3t e consequentemente

. 4, 2
6m + _6111

- —0,, =0, 3.27
3¢ 312 ( )

onde usamos 41Gp,, = %Hz. O teste 0,, « t” oferece as duas solugdes seguintes:

t_l & a—3/2
Om (3.28)

23 « g
Portanto, o modo crescente (6,, « a) de flutuagdes da matéria escura cresce como o fator de escala.

Este € um resultado famoso que vale a pena lembrar.

e Durante a época do dominio da radiacdo, a equacgdo (3.22) é modificado a

B+ 2Hb, — 47G Y py6; = 0, (3.29)
1

onde a soma é sobre a matéria e radiacio. (Isto é a flutuacdo da densidade fotal p = p,, + 6, a qual
origina ¢!) As flutuacdes da radiaciio em escalas menores do que o raio de Hubble oscilam como
ondas de som (suportando uma forte pressao de radiacio) e sua densidade de contraste em média do
tempos desaparece. Para provar isto, requere-se rigorosamente a teoria de perturbacdes relativista.

Segue-se que a CDM ¢é essencialmente o tnico componente agrupado durante as oscilacdes actsticas
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da radiacdo, e entdo
N 1.
Om + ;6,,, —4nGp,, 0, = 0. (3.30)

Como 9, evolui apenas em intervalos de tempo cosmoldgicos (ndo tem a pressdo de suporte para que

seja feito de outra forma), temos

) 87G
B ~ H26p ~ ”Tp,(sm > 47G P, (3.31)

onde usamos que p, > p,. Podemos, portanto, igorar o dltimo termo em (3.30) em comparacao aos

outros. Entdo encontramos

const.
Om (3.32)

Int «Ina.

Vemos que a rdpida expansdo devido ao ndo agrupamento efetivo da radiacio reduz o crescimento
de 9,, apenas a um logaritmo. Este é outro fato que vale a pena lembrar: precisamos esperar até que
o universo se torne dominado pela matéria para que as flutuacdes da densidade da matéria escura
cres¢am significativamente.

e Durante a época do dominio de A
B + 2Hb, —47G ) pi6; = 0, (3.33)
1

onde I = m, A. Tanto quanto podemos dizer, a energia escura ndo agrupa (quase por defini¢do), entdo

podemos escrever
Om + 2HS — 410G, 0y, (3.34)

notar que este nao ¢ a mesma que (3.26). porque H € diferente. De fato, no regime onde a constante
cosmologica, A, domina H? ~ const. > 4nGp,,. Deixando o ultimo termoa da equagdo anterior,

obtemos

Om + 2H0,, = 0, (3.35)
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que tem a seguinte solucao

const.
Om (3.36)

expH" o« a2

Vemos que as flutuacdes da matéria param de crescer uma vez que a energia escura vem dominar.

3.2 Perturbacoes cosmologicas relativistas

O tratamento Newtoniano de perturbagcdes cosmoldgicas é inadequado em escalas maiores que o
raio Hubble, e para fluidos relativistas (como fétons e neutrinos). A descri¢do correta requer de um

tratamento completo relativista-geral que agora vamos desenvolver.

3.2.1 Espaco-tempo perturbado

A ideia basica € considerar pequenas perturbagdes g, em torno da métrica que descreve o fundo ho-
mogéneo e isotrépico g,,, (métrica de FLRW).
Através das equagdes de Einstein, as perturbacdes métricas serdo acopladas as perturbacdes na distri-

buicdo de matéria.

Perturbacées da métrica

Para evitar distracdes técnicas desnecessdrias, apenas vamos apresentar o caso de um espaco-tempo

plano no fundo da métrica FLRW,
ds* = —df + a*(t)5;;dx'dx’. (3.37)
A métrica perturbada pode entdo ser escrita como

ds’ = —(1+24)dr’ + 28 (OF idtdx’ + a*(t) |8y, + hidx'dx’ |, (3.38)
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Onde A, B; e h;; sdo fungdes de espago e tempo. Vamos a adotar uma convencgdo util na qual
os indices latinos em vetores espaciais e tensores serdo levantados e abaixados com ¢;;, ou seja,

hi = 61']']1,']'.

Escalar, Vetores e Tensores

Sera extremamente util realizar uma descomposicdo escalar-vetorial-tensorial (SVT) [64] das pertur-
bacdes. Para um 3-vetor, isto deveria ser familiar. O que simplesmente significa que podemos dividir

qualquer 3-vetor no gradiente de um escalar € um vetor sem divergéncias

B,i — F’l’ = ('JLF + F,i ) (339)
SN~ ——
escalar vetor

com d'B; = 0. Da mesma maneira, qualquer tensor de segunda ordem pode ser escrito como

hij = 2C61J + 28<,8]>E + 28(1E]) + 2Et} , (340)
escalar vetor tensor
onde
1
OHE = (a,-aj —~ 5(s,-,-VZ)E, (3.41)
1
dE) = 5 (GE; + 0,E). (3.42)

Como antes mencionado, as quantidades sem divergéncia, dos vetores e tensores, serdo nulos, ou seja,
OE; = 0e 0'E;; = 0. A perturbagio tensorial de trago nulo, E! = 0. Os 10 graus de liberdade da

métrica foram assim decompostos em 4 + 4 + 2 graus de liberdade SVT:

o escalares : A,F,C,E
e vyetores : F,, E;

e tensores : Ej;

O que torna a decomposi¢do SVT tdo eficaz é o fato de que as equacgdes de Einstein para escala-
res, vetores e tensores ndo se misturam em ordem linear € podem, por conseguinte, ser tratados por

separado. Nés estaremos interessados principalmente em flutuagdes escalares e as densidades de per-
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turbagdes associadas. As perturbagdes vetoriais sao responsdveis por produzir campos magnéticos e
ndo sdo produzidas pela inflagdo, e mesmo que fossem, elas decairiam rapidamente com a expansao
do universo. As perturbagdes tensoriais sao uma previsao importante da inflacao que da o espectro de

ondas gravitacionais primordiais, mas ndo serd estudado neste trabalho.

Problema de calibre

Antes de continuarmos, temos de enfrentar uma sutileza muito importante. As perturbacdes da mé-
trica em (3.38) ndo sdo definidos de forma unica, mas dependem de nossa escolha de coordenadas
ou da escolha de calibre. Em particular, quando escrevemos uma métrica perturbada, nés escolhe-
mos implicitamente um tempo especifico do fatiamento do espaco-tempo e definimos coordenadas
espaciais especificas nessas fatias de tempo. Se fazemos uma escolha diferente de coordenadas, po-
demos alterar os valores das varidveis de perturbacdo. Isto pode até introduzir perturbacdes ficticias.
Estas sao perturbagdes hipotéticas que podem surgir por uma escolha inconveniente de coordenadas,
mesmo se no fundo seja perfeitamente homogéneo.

Por exemplo, vamos a considerar um espago-tempo homogéneo da métrica FRW (3.37) e fazemos a
seguinte alteracdo de coordenadas espaciais, x' — ¥ = x' —£(t, x). N6s assumimos que & € pequeno
de modo que ele também possa ser tratada como uma perturbagdo. Usando dx' = d¥' + &' dt + £, d%*,

entdo a equac cao (3.37) se torna
ds’ = —df’ +a(t) |2£,0dXdt + (5, + 20 ))dX'd |, (3.43)

onde descartamos termos que sdo quadraticos em & e definimos &y = d,£. Aparentemente nés
introduzimos as perturbacdes da métrica F; = &, e E; = &;. Mas estes sdo s6 modos de calibre apenas
ficticias que podem ser removidos ao voltar as coordenadas antigas.

Do mesmo jeito, podemos mudar nosso tempo, fatiando, t — ¢ + &°(¢,x). A densidade homogénea
do universo fica perturbado, p(f) — p(t + &°(t,x)) = p(t) + &%5. Assim, mesmo em um universo
nao-perturbado, uma troca da coordenada temporal pode introduzir uma perturbacdo de densidade

ficticia
p = §0/5 (3.44)

Do mesmo jeito, podemos remover uma perturbacao real na densidade de energia, pela escolha de

a hipersuperficie de tempo constante para coincidir com a hipersuperficie de densidade de energia
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constante. Depois p = 0 apesar de que existem inomogeneidades. E p no puro grau de liberdade
fisico pode conter efeitos de coordenadas.

Esses exemplos ilustram que precisamos de um caminho mais fisico para identificar verdadeiras per-
turbacdes. Uma maneira de fazer isso € definir perturbacdes de tal forma que elas ndo mudam sob

uma troca de coordenadas.

Transformacoes de Calibre

Consideremos a transformag¢do de coordenadas
H— ¥ =2+ &, x), (3.45)
vamos a escrever as componentes espaciais do vetor infinitesimal & = (£, &) como
E=0¢+& =0"+¢&, (3.46)

No6s dividimos a deslocagiio espacial & em uma fungio escalar, £, e & um 3-vetor com divergencia
zero (¢, = 0). Desejamos saber como a métrica se transforma sob esta troca de coordenadas. O

truque consiste em explorar a invariancia do intervalo espago-tempo,
ds* = g (0)dx"dx’ = g.p(H)did7®, (3.47)

Onde usou-se um conjunto diferente de indices ficticios em ambos os lados para tornar as seguintes
linhas mais claras. Escrevendo dx® = (8%%/0x*)dx* (e do mesmo jeito para dx?), entdo, encontramos
0% 03P _

guw(x) = ﬁﬁgaﬁ(f)- (3.48)

Isso relaciona a métrica nas antigas coordenadas, g,,, a métrica nas novas coordenadas, g,s.
Vamos ver que (3.48) implica a transformagao das perturbacdes métricas em (3.38). Resolveremos a
componente-00, considere que u = v = 0 em (3.48):

OxX* 03 _

goo(x) = s Egaﬂ(j)- (3.49)

Vemos que o tnico termo que contribui ao lado esquerdo € aquele com @ = =0. Se consideramos, por

exemplo, @ = 0 e =i. A componente fora da diagonal da métrica g,; é proporcional a B;, entdo € uma
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perturba¢do de primeira ordem. Mas 0x'/dt € proporcional a varidvel de primeira ordem &', entdo o
produto € de segunda ordem e pode ser omitido. Um argumento semelhante é vilido para @ = i e
b=j.

A equacdo (3.49), portanto, reduz-se a

p
goo(x) = (8_;) 800(X). (3.50)
Substituindo (3.45) e (3.38), obtemos
(1+24) = (1+&°1 +24)

(3.51)

= (1428 +.)(1 +24)
(3.52)
= (1+28+24+0,), (3.53)

onde £° = 9p£°. Assim, encontramos que, na primeira ordem, a perturbacdo métrica A transforma-se

como

Ar— A=A-&. (3.54)

Do mesmo jeito podemos repetir os argumentos usados para obter as outras componentes métricas, e

mostrar que

F,'I—>F,'

Fi+&-&, (3.55)

hijv— hij = hyj—2HE S, — & — &, (3.56)

onde H = a/a é o parametro de Hubble.

Em termos da decomposi¢ao SVT, nés obtemos

A — A-E, (3.57)
F +— F+&-f,  Fiw— Fi—§£, (3.58)
C +— (f—b@o—%V%; (3.59)
F — E-(, E— E —-&,, Eij— Ej;. (3.60)
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Perturbacoes invariantes de calibre

Uma maneira de evitar os problemas de calibre é definir combinagdes especiais de perturbacoes

métricas que ndo se transformam sob uma troca de coordenadas. Estas s@o as varidveis Bardeen:

¢ = A+(B-E), (3.61)
W = —-C-—HB-E)+ %VZE, (3.62)
y; = E;—B;, Ey; (3.63)

Estas varidveis invariante de calibre podem ser consideradas como as perturbag¢des do espaco-tempo
“reais”, desde que ndo possam ser removido por uma transformacao de calibre.

Portanto, se substituimos as equacgdes (3.58) e (3.60) dentro das equacdes (4.64) e (3.62), somente
&% e £ contribuiriam as transformacdes de perturbacdes métricas escalares e escolhendo-os adequada-

mente, podemos fazer que duas das quatro fungdes A, C, F, E desaparecam.

Fixando um calibre

Uma solugdo alternativa (mas relacionado) ao problema do calibre € fixar o calibre companhar todas
as perturbacdes (métrica e matéria). Por exemplo, podemos usar de maneira livre as funcdes de cali-

bre £ e  para definir duas das quatro perturbacdes métricas escalares igual a zero:

—Calibre Newtoniano— A escolha de

B=E=0,
da uma métrica
ds* = —(1+2¢)dt* +a*(1 — 24)6;dx'dx’. (3.64)
Aqui, vamos a renomear as duas perturbacdes métricas restante, A = ¢ e C = —i, a fim de fazer

contato com os potenciais Bardeen em (4.64) e (3.62). Para perturbacdes que decaem na infinidade
espacial, o calibre Newtoniano € tnico (ou seja, o calibre é fixado completamente). Neste calibre, a
fisica parece muito simples, uma vez que as hipersuperficies de tempo constante sdo ortogonais as

curvas do espaco-tempo dos observadores nas coordenadas em repouso (onde B = () e a geometria
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induzida das hipersuperficies de tempo constante € isotropica (onde E = 0). Na auséncia da pressao
anisotrépica, ¢ = . Notar a similitude da métrica ao limite usual do campo fraco da Relatividade
Geral sobre o espaco de Minkowski; veremos que ¢ desempenha o papel do potencial gravitacional.
O calibre Newtoniano € uma ferramenta muito usual na escolha de calibres para estudar a formacao

de estruturas a grande escala.

3.2.2 Matéria perturbada

No fundo, a matéria em um universo homogéneo e istrépico toma a forma de um fluido perfeito

™, = (p+ pit'u, — pd, (3.65)
onde i, = 62, i = -6, para um observador comovel. Agora, consideremos pequenas perturbagdes
para o tensor energia-momento

™, = T, +T",. (3.66)

Perturbacoées do tensor energia-momento

No universo perturbado, a densidade de energia p, a pressao p e a quadri-velocidade #* podem ser
fungdes de posicdo. Além disso, o tensor de energia-momento agora pode ter a contribuicdo da

pressdo anisotropica, I1# . A perturbacdo do tensor de energia-momento é

™, = (+pu'u,+ @+ p)ia, +u'n,) - pd, - 11", + ¢"u, + g,u". (3.67)

A parte espacial do tensor da pressdo anisotropica pode ser escolhido para que seja de trago nulo,
IT' ; = 0, ja que seu traco sempre pode ser absorvido em uma redefini¢io da pressdo isotrépica, p.
O tensor de pressdo anisotropica também pode ser escolhido para que seja ortogonal a u¥, ou seja,
u'IL,, = 0. Sem perda de generalidade, entdo podemos definir IT; = IL,u" = g,u* = 0. Particular
énfase serd dada a fluidos perfeitos, isto €, aqueles em que a pressdo € isotrépica ndo serd considerada
(IT,, = 0), e ndo ha fluxo de calor (g, = 0). N6s vamos manté-lo por enquanto, mas em algum instante
vamos a desconsiderar-lo.

Vamos a encontrar a perturbacdo da quadri-velocidade, mas para isso, nds mesmos restringimos as
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perturbacdes escalares, serd descrito pelo elemento de linha

ds* = —(1+2¢)dt* +2a°F ;dtdx’ + a*[(1 — 2)6;; + 2E ;;]dx'dx’.

(3.68)

Os elementos do tensor métrico escalar, divididos segundo sua ordem serd Antes de comegar com as

Tensor métrico escalar
Fundo Perturbado
8oo = —1 8oo = —2¢
8oi = 8o =0 80i = 8o = a’F;
8ij=8i=a0y | &) = & = 2a°(=y5;; + E))

Tabela 3.1: Elementos do tensor métrico

perturbacdes da quadri-velocidade u*, devemos ter em considercao do que foi feito para perturbacoes

da métrica na qual pequenos desvios na homogeneidade e isotropia, provocaram pequenas flutuacoes,

entdo, estos desvios também acontecem na quadri-velocidade, de tal maneira que pode ser escrito

como a soma de um termo no fundo #* = (1,0, 0, 0), que tem uma perturbacio de ordem "

W=

Em geral, a quadri-velocidade € um vetor ortonormal u,u* = —1.

desconsiderando os termos de ordem superior a primeira ordem, obtemos

(i id, ) (it + )

Boo—
uﬂu—l

|
|
—_

(3.69)

Utilizando a equagdo anterior,

(3.70)

(3.71)
(3.72)

Além disso, se queremos levantar ou abaixar indices, podemos expressar em termos da métrica total

g

(8 + &)@ + ")

gull” + g, it

(3.73)

(3.74)
(3.75)
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A equacdo anterior nos fornece os vinculos para as componentes da perturbagdo da quadri-velocidade

" +80 = fp=2"= 3800 = ¢, (3.76)

Al + 8o =l = A*0" + a*F .

>
Il

>
Il

Sob uma transformagdo de calibre, a quadri-velocidade sera

ﬁ# = u,+ fjlu,, + fvl/ty’v
3.77)

Uty = bty + & (0 + i)+ E (i, + iL,),. (3.78)
Na primeira ordem, a coponente temporal da equacao acima corresponde a transformacao de calibre

para o pardmetro de perturbagdo ¢, enquanto a componente espacial resulta em

i+ 0 =+ b+ &0, + ) + @ + ),
(3.79)

(3.80)

Vamos a escrever as componentes espaciais da perturbacdo da quadri-velocidade como o gradiente

tridimensional de uma funcao escalar, desconsideramos o termo vetorial ja que nds estamos interes-

sados apenas nos escalares, entdo, i; = v;, obtemos
(3.81)

f/, = V’l' - fl
Desta maneira, podemos definir o calibre comével, que ¢é fixado através das escolhas ¥ = v = 0 e
F = F° =0. O termo &° fica determinado através da equacdo (3.81)
(3.82)

&=v,

Substituindo a equagdo (3.82) na transformacao (3.80), concluimos que se um observador neste refe-
rencial ndo serd capaz de ver as perturbacdes das componentes espaciais da quadri-velocidade. Entao,

os termos ¢°, E, ¥ dentro do calibre comével podem ser determinados a partir das informacdes da
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tabela 3.2.2
¢ = ¢p+&
(3.83)
¢ = d+vy, (3.84)
E’ = E+¢(a
(3.85)
E, = Eg+{a ™)
(3.86)
Ey, = Eg+va’-F, (3.87)
v o= y-¢&'H
(3.88)
Y¢ = y—vH. (3.89)

Para uma perturbacdo de qualquer quantidade escalar cujo termo esteja associado ao fundo homogé-
neo e isotrépico s6 depende do tempo s(z, x') = 5(¢)+ (¢, x'), é possivel definir uma quantidade escalar

invariante de calibre
5= 5+ &%, (3.90)

A formulag@o de uma teoria perturbativa em termos desta quantidade invariante de calibre € justificada
no calibre comdvel (£° = v = 0), neste caso a quantidade adquire significado fisico.

As perturbagdes do tensor energia-momento, sao Tg = p, da densidade de eneria, e 70 = (p + p)il,,
do fluxo de energia.

A perturbacdo do tensor energia-momento para a pressao

T = psb + 112 (3.91)
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3.2.3 Evolucao das equacoes linearizadas

A

Nosso proximo paso € derivar as equagoes de Einstein perturbadas, G, = 87G7T),, da métrica pertur-

bada e o tensor energia-momento. Comecaremos com o calibre Newtoniano

[ -a+20) 0

8uv = : (3.92)
0 a*(1 = 2y)6a

Aqui, ndo encontraremos situa¢des onde a pressdo anisotropica desempenhe um papel significativo.
Nesta sessao que nds assumiremos que a pressao anisotropica seja zero, I1,, = 0. Como veremos eso

nos exigira que ¢ = .

Coeficientes de conexao perturbadas

Para derivar as equagdes de campo, primeiro vamos precisar dos coeficientes de conexao perturbadas.

Lembrando que

(¥ 1 Q,
[gs = 28 *(8Bus + &sup — 8pop) (3.93)
Onde a métrica (3.92) € diagonal, seu inverso € muito simples

~1+2¢ 0
¢ = (3.94)

0 L+20)5, |

Substituindo (3.92) e (3.94) em (3.93), da

% = ¢ (3.95)
I, = s (3.96)
g, = %‘ﬁ (3.97)
0, = d6wl2H(@+y)+ i, (3.98)
[y = —Ubw, (3.99)

I, = —[Wabna + ¥ s6ia — V.abpal- (3.100)
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Equacoes perturbadas de Einstein

Vamos a calcular as equacdes de Einstein linearizadas no calibre Newtoniano. Requeremos da per-

turbagdo do tensor de Einstein, G, = R, — %Rgﬂy, entdo, primeiro precisamos calcular a perturbacao

do tensor de Ricci R, € do escalar R.

—Tensor de Ricci.— Devemos nés lembrar que o tensor de Ricci pode ser expresso em termos da

conexao, como

Rﬁ5 = rgé,a - rg 2,0 + ri/l(lr};é - F%r%a/

e

Substituindo as perturbagdes das conexdes dos coeficientes (3.95)-(3.100), encontramos

~ 1 . da. a.

Ry = —¢awt+3W+—-¢+6-y,
a a a

~ . a

Ry = 2y, + 2;¢,b

Ry = —ad*Spq — A*HpSpa — 6a° HyiSpy — 20> H(p + )Spq — 6a* H* (¢ + ¥)Spa

~@ pa + W pa + Ao,

—Escalar de Ricci.— Agora é relativamente simples calcular o escalar de Ricci

R = &%Ry+8Rup + " Roo + gRep

=
Il

2 ~ 1 N
2¢Rq0 + EwéabRab — Ry + ;@szab,

No fundo temos

.. . .2 .. .2
Ry = -32, Ry =d’ (5‘ + 2a_2) Oaps R = 6(6_1 + 61_2)
a a “a a a

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.1006)

—Tensor de Einstein.— Agora € uma questao de juntar todos nossos resultados anteriores. a compo-

nente 00 é
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) ) 1 1.
Gy = 8 Ry + g"Roo — ER = 2¢Roo — Roo — §R
G #R —ilﬁéR Y S

0o 00 a2 abab ) 00 202 abfabs

substituindo (3.102), (3.105) e (3.106) na ultima equag@o, onde muitos dos termos cancelam-se que

leva a um resultado simples

A 2 .
G = —— Ay + 6Hys + 6H*¢.
a
As componentes espaco-espaco sao
a am 1
G, = g"Ru— §5abR
A A 1 A
Gz = gumRmb + gamRmb - EdabR
A 2 . I A 1. .
G} = —=[2Y+Ry,+—=Ry — =0uR],
b az[ ¥+ Rap + 3 Rap = 50a ]

substituindo e arrumando-lo (s6 um pouco!) produz uma combinagdo

A o , . : 1 1
Gy = 6wy |20+ 6HY + 2H + pAH + 6H) | + — (= ba) = — (A = AY)

A 1
a#xb: Gp= ;(Q/f,ab — Pap)
Sem incluir pressao anisotropica:
Mpyis =0 = v=9¢

Em termos do tempo conforme: dt = adn

! | . 1 1 |
H = 4 _ aH, y=—y/', y=-SHY + =y, H=—[H - H.
a a a a a
Depois temos
a*G) = —2AY + 6HY + 6H™yY,
azébo = 21//’,17 + 27’(@//’1,,
2
T6a = W +3HY + 2H + H .

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)
(3.113)

(3.114)
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Substituindo o tensor de Eiinstein perturbado, a métrica e o tensor de energia-momento na equacao
de Einstein dando a equag¢do de movimento para uma métrica perturbada e a equagao de Friedman de
ordem-zero:

e Comecemos com a parte do traco-livre da equagdo ab, G,, = 87GT,,. Uma vez que descartamos a

pressdo anisotrdpica, ndo existe nenhuma fonte do lado direito da equagao (3.114),obtemos

940,(Y — ¢) = 0. (3.115)

Se tivéssemos mantido a pressdo anisotrépica, o lado direito deveria ser 87Ga’Il,;,. Na auséncia de

pressdo anisotrépica (e assumindo um decaimento apropriado no infinito), obtemos *

v = . (3.116)

Entdo, existe apenas um grau de liberdade que seja invariante de calibra na métrica. Na sequéncia,
vamos escrever todas as equagdes em termos de .

e Continuando, consideramos a equacao 00, Gg = 87TGT8. Usando a equagdo (3.112), obtemos
a*GL = “2Ay + 6HY + 6H* Y = —8nGpa?, (3.117)
que reduz-se a
Ay = 4nGpé + 3HWY + He'). (3.118)

e Da equacdo 0b, Gy = 87GT)p, com

—-87G(p + p)iy 200, + Hyp)

(3.119)
—4nGa*(p + pyvy, = W +HY),, (3.120)

assumimos que a perturbacdo decae no infinito, esta tltima equacdo pode ser integrada, para obter

—4rGa*(p + p)yv = ¢ +Hy. (3.121)

3No espaco de Fourier, a equaciio (3.115) torna-se

1
(kaky, — géabkzxw —¢) =0.

Para k finitos, portanto, devemos ter ¢y = ¢. Para k = 0, ¥ — ¢ = const. seria uma solucdo. Porém, a constante deve ser
zero, uma vez que a média das perturbagdes desaparece.
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e substituindo a equagdo (3.121) na equagdo de Einstein 00 (3.118), fornece
AY = 4nGa*pé°, (3.122)

onde pé° = pd — 3H(p — p)v.

Isto é da forma da equacdo de Poisson, mas com a uma densidade de origem dada pela varidvel
invariante de calibre 6¢ da equagio (3.90) onde s = p e & = v. Segue-se que 6 é o contraste de
densidade no calibre comovel e vemos da equacdo (3.122) que isto € o origem do termo do potencial
gravitacional y.

e Finalmente, consideramos o trago da equacio ab, ou seja, G¢ = 87GT?. Da equagio (3.114) (com
Y =¢)e(3.91),
a

c 8nGpot = Y +3HY + RH + Hy,

(3.123)

dnGpa*> = " +3HY + 2H + H* . (3.124)
De fato, as equagdes de Einstein e equacdes de conservacao de energia € momento constituem um

conjunto redundante (mas consistente!) de equacdes devido as identidades de Bianchi.

3.2.4 Teoria de perturbacoes em termos de variaveis invariantes de calibre

Neste ponto, além da quadri-velocidade (3.76), a densidade de energia p, a pressdo p e o escalar de
expansdo, O (denotados por uma barra superior) também deverdo ser divididos em um termo que

descreve o fundo homogéneo e isotrépico e um termo perturbativo de primeira ordem, denotado por

um chapéu.
g,uv = 8wt gyv
i, = u,+1i,
p = p+p (3.125)
p = p+p
® = 0+06

O principio cosmoldgico permite estabelecer que no fundo homogéneo e isotrépico p,, seja dada pela

métrica FLRW, a quadri-velocidade seja u,, = (1,0,0,0) e que a densidade p, pressdo p e o escalar
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de expansdo ® ndo possuam dependéncia espacial. Em particular, a densidade e a pressdo devem
satisfazer

P = 2nPn

(3.126)

P = 2D
onde n representa os possiveis componentes do universo.
A quantidade que nos interessa e que vai descrever as estruturas no Universo € denominada contraste
de densidade ¢, € definida como a razio entre a perturbacdo da densidade de energia e seu valor no

fundo homogéneo e isotropico.

(=%
M

-0 (3.127)

D ™
D I
ASHRSE

Encontrando uma relacdo dos escalares para a densidade, pressdo e escalar de expansdo com uma

descri¢do de invariante de calibre comdvel dada em (3.90)

po= pvp
¢ = p+vp (3.128)
O = O+vO

Ainda que esse desenvolvimento ndo utilize explicitamente a métrica as quantidades dindmicas p°¢,
p¢ e ©° cujos termos no fundo possuem apenas dependéncia temporal, devem ser escritas no calibre

comével, onde assumem de fato o papel de densidade, pressao e escalar de expansao.

Equacoes de conservacio

—Balanco de energia - equacio de continuidade—

Um aspecto importante para que um universo esteja em expansao € descrever que a dinamica de um
fluido perfeito sao dadas pela leis de conservacdo. O balanco de energia, para um fluido perfeito pode
ser obtido através da projecao da derivada covariante do tensor energia-momento da quadri-velocidade

Uy

T
-u, T, = 0

I
e

pu’ +pul, = pu+ pu”+ pu,
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Para o fundo homogéneo e isotrGpico é conveniente definir o escalar de expansdo ® = uf, = 3%, e

entao
p+0(+p) =0, (3.129)

onde foi usado que p = p,u’.

Levando estas quantidades dinamicas ao nivel perturbativo de primeira ordem

p = Pt + puit = pu’ + pit” (3.130)

[@(0+ p)] = O + p) + O + p). (3.131)
Assim, a conservacao da energia perturbada:
P’ +p+0p +p)+0Op+p)=0. (3.132)

Dividindo a equacdo anterior por p € possivel introduzir o contraste de densidade definido na equacao

(3.127)

5+86+eﬁ0+@)(1+£)+®(6+£):0, (3.133)
PP P P

dividindo a relag@o para p¢ por p, obtém-se uma relagdo invariante de calibre para o contraste de

densidade

=6+ = 5:50—(‘—))v+‘3v, (3.134)
p p] p

agora, vamos utilizar a equagdo (3.76), entdo a equacgdo (3.133) pode ser escrita como

6C—(é).v—}—ov + é(dc—év)—é¢+@c(l+g)—®(l+£)v

el p o o) p P o
(3.135)
+ @((5“—'3v)+®(p _pv):o (3.136)

o o

Segundo a equagdo (3.129), o termo g pode ser escrito em termos do balango de energia no fundo

homogéneo e isotrépico E = -0 (1 + 5), de modo que o balango de energia no nivel perturbativo
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assume a seguinte forma

5“—@35+®"(1+£)+®(1+3)(v+¢)+®p—:o. (3.137)
p p p p

—Balanco do momento—
Outra lei de conservacao importante é o balanco do momento, que por sua vez pode ser obtido através
da projecdo da derivada covariante no tensor h,,, onde h,, = g" + u*u", € um tensor de projecio

ortogonal a quadri-velocidade.

hapT;lf/V — (gay+unu#)[puuuv + p(glvlv + M“MV)];V =0
(3.138)
(o + pitg—hyp, =0 (3.139)

Essas leis de conservacdo podem ser utilizadas para determinar a dinamica dos fluidos perfeitos com
a especificacdo da equacgao de estado.

Da equacdo (3.139) temos que it,, = U, u®, portanto o limite a primeira ordem

(o + pitw = —(Rop,)" . (3.140)

Para uma andlise masi cuidadosa, vamos a resolver separadamente cada perturbagdo da derivada total

da quadri-velocidade

um = (um;vuv)/\ = (um;v)/\uv + um;vﬁv = (um,O - F:Znoua)/\ + (um,v - r(y;yuoz)l/zva

N PR a, a
Uy =ty + 100 — =ty + =gl (3.141)
a a
Temos que

um - nguV = i/\tl’l’l - gmvuv + ngi\tv,

(3.142)
= gl = —8am8™ + iy, (3.143)
também temos
0 1 Ou
I_‘mo =38 (g/lm,O + 8uom — ng,/z)' (3144)

2
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Perturbando a primeira ordem o simbolo de Christoffel de acordo com sua defini¢do, depois teremos

A1 1 a o 1.
= EgO'u(gym,O) + EgO'u(gym,O + 8uom — Gmoy) = Egymgo“ ~ S &o0m (3.145)

substituindo (3.142) e (3.145) em (3.141), e obtem-se

o . 1
Uy = Ty — Eg’oo,m- (3.146)

De (3.140) podemos encotrar a outra parte da perturbacio

(hp)" = g, +uu)p,1" =[pm+ un.pl",
(3.147)
(hyp)" = P+ Dl (3.148)
Lembrando que i, = v,
(py)" = (P+VvP)w = P (3.149)

de (3.146), (3.149) e lembrando que 2oy = —2¢ , depois substituimos em (3.140), obtém-se, com o

limite a primeira ordem, o balanco do momento no nivel perturbativo
AC
p

V= ———.
p+p

(3.150)

A conservacgdo da energia e do momento no nivel perturbativo podem ser descritas pela combinacao

das equagdes (3.137) e (3.150), pelo qual teremos uma equacdo bem mais simplificada

$—®3$+®%1+3):a 3.151)
P P

Equacoes de segunda ordem para a densidade de contraste total

A equacdo de evolugdo de ®

1
®+§®?+m#—2w?4mcw+3m—ugza (3.152)
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Esta equacdo determina a evolugdo do parametro ® ao longo da curva e € conhecida, em cosmologia,
como a equacdo de Raychaudhuri. Ela pode ser usada para demostrar que o universo descrito pela
equagao de Friedmann € singular, assumindo a validade de algumas hipéteses como, por exemplo, a
chamada condi¢do de energia forte, dada por p + 3p > 0.

Precisamos determinar a perturbacdo do escalar de expansdo, ®, no caso vamos a considerar as per-
turbacdes a primeira ordem, por tanto, o cisalhamento (o, que produz a forma diferente mas tendo o

mesmo volume) e a vorticidade (w, da origem a uma rotacdo), a qual serd dada por
v Lo —
0+ §® —it, +4nG( +3p) =0 (3.153)

No entanto, antes de poder perturbar esta a equag@o anterior, precisamos reescrever a equacao do

balango do momento (3.139)

bl
' =g"n, = —guv(hvpsﬂ)
p+p
(3.154)
h I m,p,
i = [_g,w( vm) g ( vm) il ) (3.155)
p+pr/l, p+pr/, p+p
de forma que a equagdo de Raychaudhuri (3.153) serd re-escrita como
.1 % hp.
O+ 202+ g |[2P2) _pr BPA L 4rGio+ 3p) = 0. (3.156)
3 p+pl, "p+p

Se perturbamos a expressao anterior, esta tomara a seguinte forma

A2
0~ 6p+ 300 + ¢"

(ﬁy+ihp+ﬂﬁ¢P-ﬂﬁﬁo)
y

p+p
1 [ﬁy + ﬁyp + 5(3)/¢p - 62ﬁ’0)fw [5;,1]7,,1 + M/l”yp,/l)l
. p+p . p+p
otp  + u'u, 8ipa + utuyp,
+g”KJ£i———Jﬂﬂ —r%[”” "+ 4nGp - 3p) = 0
p+p ) p+p

Nesta ultima equacdo, os termos que contém a métrica g contém o balanco do momento no fundo,
e que tem que ser anulado. Entdo, ao ter a métrica de FLRW que € diagonal, vamos a escrever da

seguinte forma

Ao 2 AP
O-0¢+-00+ ————+47G(p-3p) =0. 3.157
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Esta equacgdo pode ser trocada em funcdo de varidves dindmicas invariantes de calibre, dadas por la

expressao mostrada em (3.128)

W2 . NG
6° + SO0 +4nG(ps* +3p) + — P
a

_Eﬂsg—év—@ﬁ+@—§®®w4MG@+3mv:QGJ%)

que se reduz a

AC

Ap

A 2 A
0+ =00 + 41Gpd° + —— =
3 TR T 2+ p)

(3.159)

Vamos a isolar a perturbacdo do escalar de espansdao ®° que vém da equagdo de conservacdo de

energia e do balanco do momento (3.151)

@f:—(liéw(&%-®§5ﬁ, (3.160)
o

derivando com respeito ao tempo e substituindo na equagdo (3.159)

AC

Ap
a(p+p)

o2 1,
o =20 (f—@gy)—mmm&— (3.161)

p
Agora, vamos a diferenciar a equag¢do de conservagao de energia e do balangco do momento (3.151)
com respeito ao tempo e substituir ao resultado da equagdo anterior, entao teremos

p

I 5\ (3 9 p? Ap*
6‘+&H(2—6£+3£)+6%F(———12£+—£5+97): L. (3.162)
p P 2 p 2p el pa

Em cosmologia é sempre comum representar a escala temporal em funcdo do fator de escala a(t), e

torna-la como varidvel independente. Os passos relevantes para a troca de varidveis serdo

. 3 ) 1
5¢ = 6%aH, I{:—§(1+£gfﬂ, 50:5wa%#-5(1+33yﬁﬂ&2 (3.163)

P P

onde a linha indica a derivada com respeito ao fator de escala. Resultando em

2-62 432
pTp

o + (3.164)

: 3 15 "\ 6
H& = PH |6 + (2 - 2L 432 )2
2 2p P a

A equacio (3.162) € escrito com a varidvel dependente do fator de escala, entdo a equagdo final para

perturbacdes cosmoldgicas €

2 2p p

a>  a*H? a’p

315 N [3 2 e 1 AP
yﬁ+(_ p 3p)___[ p_9p p] _ p (3.165)

SRS E Y F
a (2 p 20 p



81

Capitulo

TEORIA ESCALAR-TENSOR

Neste capitulo estudamos um modelo que se ajuste melhor as observacdes fornecidas pelo modelo
ACDM, nos estamos interessados em uma do tipo de gravidade modificada, especificamente a da
teoria escalar-tensorial com a finalidade de que a expansao acelerada seja entendida sem a componente
da energia escura, assim, modificar o setor geometrico para depois fornecer a dindmica desejada.
Portanto, isto pode ser visto como uma geometriza¢cdo da energia escura. Nosso foco aqui € a extensao

mais simples possivel do modelo padrao ACDM que a teoria escalar-tensorial pode oferecer.

Comecamos com uma breve resenha de como foi obtida o modelo de Brans-Dicke e a propria genera-
lizagdo. Depois construimos um modelo simples mediante a generalizacido da densidade de matéria,
através de um ansatz f(a), este modelo serd resolvido no referencial de Einstein. Com ajuda de uma
transformada conforme mostramos como o campo escalar @, a qual é dada como uma certa for¢a do
fator de escala, entra na taxa de expansdo de Hubble, dando um impacto sobre a dinAmica cosmol6-
gica, no referencial de Jordan. Aqui nés contamos com uma descri¢do efetiva da relatividade geral da
dinamica no referencial de Jordan para determinar a geometria equivalente da energia escura. Sendo

assim, 0 nosso objetivo principal serd em encontrar a taxa de Hubble.
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4.1 Teoria de Brans-Dicke

4.1.1 A forma de Dicke do principio de Mach

A teoria de Brans-Dicke sdo uma classe de teorias em que o acoplamento gravitacional efetivo evolui
com o tempo, e assintoticamente atinge valores de G. O acoplamento € determinado por um campo
escalar, ¢, de tal modo que assintoticamente tende ao valor de G~'. Como veremos em breve, as
origens da teoria de Brans-Dicke estdo no principio de Mach segundo o qual a propriedade de inércia
dos corpos materiais surge por causa de sua interacdo o com a matéria distribuida no universo. No
contexto moderno, a teoria de Brans-Dicke tentou resgatar o cendrio inflacionério de alguns de seus
problemas.

Como mencionado anteriormente, a teoria de Brans-Dicke estd intrinsecamente ligada ao principio
de Mach. Vejamos primeiro esta conexao.

Como sabemos, os referenciais inerciais sao definidos como aqueles referenciais na qual a segunda lei
de Newton € valida, isto é, aqueles referenciais pelas quais, se uma forca F atuando sobre um ponto

de massa m, entdo a aceleracao produzida é dada por [18, 20, 31],
a=—. 4.1)

Haverd uma classe de referencial em que este seria realizado. Tais referenciais terdo velocidade
relativa que serd uma constante no tempo. -Esta é uma condicao necessaria, mas ndo o suficiente.- A
seguir, suponha que nés temos outro referencial que esta acelerando em relacdo a uma classe previa

. ~ - g . N
de referencial com uma aceleracdo A para a mesma for¢a F aplicado a massa, m, temos,
- =
md = F — mA. 4.2)

Essa nova classe de referencial sdo ndo-inercial. Note que F é uma for¢a externa independente. As-
sim mA néo dependa da forca externa mas somente da massa m.

Isso nos leva a questdo de saber quem determina se um referencial € inercial ou ndo. que € deter-
minado pela distribui¢do da matéria em partes distantes do universo. Isto implica que a distribuicao
da matéria do universo determina as leis locais da mecanica. Este, por sua vez, leva a algumas im-

plicacdes interessantes para o espaco vazio. Se considerarmos uma particula teste, de massa m, e
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assumimos que o universo € de outra forma vazio, entdo ndo forca atuando sobre a particula
md = 0. 4.3)

Uma visdo Newtoniana seria que a acelerag@o € zero. Isto, porém, ndo € correto desde o ponto de vista
“Machiana” porque como ndo hé outra matéria no universo, também ndo hd alusa de referencial com
que medir a aceleracdo. Portanto, de acordo com isso, a aceleragdao € uma quantidade indeterminada.
Entdo (4.3) implica que a massa é zero. Que leva a uma consequéncia direta ao fato que ndo ha
outra matéria no universo. Como a massa da particula € uma medida da inercia, esta claramente
demonstrado a conexao entre a inercia e a distribuicdo da matéria do universo.
Onde temos algumas consequéncias interessantes no contexto da cosmologia em que o universo se
expande com o tempo. Em tais casos, o principio de Mach implica que a massa inercial evolui com
o tempo. Entretanto, para quantificar a mudanca da massa com o tempo € preciso definir a unidade
fundamental da massa em relagdo a qual pode-se medir a mudanca. A massa de Planck € uma boa
unidade de massa. A razdo pela qua é uma boa unidade é que € definida puramente em termos de
constantes fundamentais
he \!72 y

mpy = (%) ~ 2.176470(51)x10 kg 4.4)

Entdo medimos a massa da particula em termos de um parametro y que é definido entre a proporcao

da massa de uma particula para a massa do Planck

2

2mm
X =

1/2
) VG, (4.5)
hc

assim tudo o que nés podemos medir € a evolugdo de y.

Para ver a conex@o com a teoria de Brans-Dicke, devemos notar que para uma mudanga em ), po-
demos escolher manter m constante mas apropriadamente variar G. - Mantemos 4 e ¢ tdo constantes
como queremos deixar a relatividade especial e a fSica quantica inalteradas.- Isto € a abordagem de
Brans-Dicke.

Para dar a esta abordagem uma base mais formal e precisa, vejamos a natureza da variacdo de G.
Vamos considerar a distribuicdo de massas puntuais com massas m; € o vetor posicdo #G~! em um

ponto com o vetor posi¢do 7 € e dado por,

Gl Y (4.6)
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Esta € a solucao da equacdo para o campo escalar,
0¢ = > mo(# - 7). 4.7)

Deste modo o valor de G~!' é determinado pelo campo escalar ¢, que é chamado campo de Brans-
Dicke.

O modelo desenvolvido por Brans-Dicke possuia como objetivo apresentar uma teoria de gravitacao
relativistica alternativa compativel com o principio de Mach de reacdo inercial, que enuncia que as
propriedades inerciais locais sdo determinadas pela distribui¢do total de massa do universo. Assim,
a constante gravitacional deveria ser uma funcdo desta distribuicd e esta relacdo pode ser escrita na

forma [20]

, (4.8)

e

onde m e r representam a massa e o raio do universo até o limite visivel, respectivamente, e k* é a
constante gravitacional.

Na formulacdo Newtoniana da gravitacdo a interacdo devida a uma distribui¢do da materia de densi-
dade p = p(x,y, z) € descrita por um potencial gravitacional escalar ¢ de modo a satisfazer a equacao

de Piosson

2
K
V¢ = 4nGp = ip, (4.9)

onde k> = 87G. Desta forma, é possivel comparar 1/k*, ou 1/G, com o campo escalar ® médio
associado a densidade de massa do universo.

O procedimento seguido por Brans e Dicke parte da lagrangiana usual dado na teoria de Einstein
incluindo matéria que contém diretamente o k> multiplicando as contribui¢des da matéria. Mantendo
o campo diretamente acoplado a matéria que inevitavelmente leva a mudangas no comportamento
local da matéria, as equacdes de movimento, como um resultado das variacoes em ®. Assim, em
orderm a incorporar o principio de Mach por meio da “constante” gravitacional variavel. Sendo

assim, comecamos com a a¢ao padrao de Einstein, como

fd4x\/—

—R+ KL ] =0, (4.10)

onde R é o escalar de curvatura associado a métrica fisica 8w € L, € olagrangiano da matéria “usual”,

a priori derivado de alguns particulas cldssicas ou modelos quénticos. Este lagrangiano da matéria
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conteém os campos materiais ¥,, acoplados exclusivamente a métrica g,,, preservando o principio de
equivaléncia. A equacdo (4.10) claramente ndo € suficiente, desde que nao fornece nenhuma equacao
de campo para o novo campo, k. Para continuar vamos rever alguns aspectos do famoso “principio
de equivaléncia". No artigo de Dicke [19] muitas vezes destacou que precisamos distinguir duas
maneiras de ver: —o Principio de equivaléncia fraco- afirma que todos os corpos no mesmo ponto de
espaco-tempo em um determinado campo gravitacional serd submetido sob a mesma acelera¢do. Nos
referiremos a isso como o principio de equivaléncia “fraco”, WEP (siglas em inglés). Por enquanto,
isso ndo quer dizer que exclui os possiveis efeitos da gravidade além da aceleracdo. —o principio
de equivaléncia Forte— e é um assunto mais solido, que na atualidade é importante para a teoria da
relatividade geral de Einstein, é que a so influéncia da gravidade é através da métrica, e pode assim
(além dos efeitos das marés) ser localmente, aproximadamente se transforma, indo para um frame
de referéncia apropriadamente acelerado. Isto € o principio de equivaléncia “forte", SEP (siglas em
inglés).

Dividindo (4.10) por k* segue que

=0 4.11)

A aciio em (4.10) com varidvel «?, claramente mudard a equacdo geodésica de uma particula teste,
assim, possivelmente o principio de equivaléncia fraco, WEP, e até a conserva¢cdo da massa. Mas em
1960 Brans e Dicke, modificam a equacdo (4.11) para que este concorde com o WEP. Para assegu-
rar as equacdes geodésicas para particulas pontuais, foi isolado «*> da matéria de (4.10) e fazendo a

substituicdo de 1/G — @ tem-se

=0, (4.12)

1 .
d*x -3 | — DR
6f . g[167r + Lo

lembrando que k> = 87G.

No entanto, devemos observar o seguinte. Enquanto parece que temos mantido as equacdes geodési-
cas para particulas teste, sabemos que os movimentos dos corpos sao ainda mais complexos. Acontece
que o acoplamento de um novo, campo escalar, @ diretamente ao campo gravitacional da origem a
efeitos potencialmente observaveis para o movimento de configuracdes da matéria para o qual a ener-
gia gravitacional contribui significativamente. Isto é conhecido como o efeito *“ Dicke-Nordtvedt"e
foi investigado no sistema terra-lua com o refletor de laser lunar, levando a possiveis violagdes de até

o mesmo WEP para massas estendidas. Precisamos equacdes de campo para @, entdo agcdo para este



86

novo campo escalar serd proporcionado

§fd4x\/——g[%r®l?+£m+£¢ =0. (4.13)

Notemos que ao permitir um novo campo escalar, nds estaos abrindo as portas para outras consequén-
cias. Uma vez que a gravidade esta universalemte acoplada para toda a fisica, o acoplamento direto
de @ a geometria, R, significa que ® esta universalmente acoplado em algum sentido. Como con-
sequéncia de (4.13), é que nds permite uma possivel violacdo do SEP, desde a gravidade, a interacdo
universal de massas, pode influenciar a fisica local, ndo somente através da geometria, mas também
ao mudar o local universalmente acoplado @, assim mudando a estrutura gravitacional interna.

O requerimento que as equagdes de campo de Lg sejam de segunda ordem. Além dessa restricao,

parece ndo haver mais restricdes a priori. Uma escolha padrdo para um campo escalar pode ser
Lo = ~wg"9,29,, (4.14)

resulta em uma equacio de onda para ® com R como fonte parece natural. Porém, o acoplamento
constante w precisaria ter as mesmas dimensdes que a ‘“constante"gravitacional G e que € o novo
campo que foi substituido. Mas, uma das motivacdes para estender a teoria de Einstein € eliminar a
constante dimensional, G. Entdo, se aparece uma constande de acoplamento, esta tem que aparecer

adimensionalmente. Uma escolha minima natural é
W,
Lo = 3 0,90,0, (4.15)
no qual o campo escalar @ tem dimensdes do inverso da contante gravitacional,
[@] = [G']. (4.16)

A equagdo (4.15) € o termo cinético do lagrangiano usual para um campo escalar, lembrando que
neste caso nao estd sendo considerada a dindmica associada a este campo (V(®) = 0), e o campo
escalar no denominador foi introduzido de modo a manter a constante w, que seré unico parametro

adimensional da teoria de Brans-Dicke. Assim, € possivel escrever o lagrangiano como
Lup = \J-2 (q)R - ggﬂvavtbaﬂd)) + 161L,,. (4.17)

O principio de acoplamento minimo da RG enuncia que o funcional a¢do descreve o acomplamento

entre os campos de matéria e as outras interagdes deve ser uma deformac¢do minima do funcional
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acdo da Relatividade Especial [20], substituindo-se a métrica de Minkowski 7,,, por g, € as derivadas
parciais d, pelas respectivas derivadas covariantes V. ou seja, a passagem de uma teoria para outra
nao deve ser feita adicionando-se termos explicitamente dependentes do tensor de curvatura. Se o
acoplamento entre o campo escalar e a métrica fosse realizado somente pelo termo cinético (4.15),
o acoplamento seria dito minimo. No entanto, o primeiro termo a direita de (4.17) nao pode ser
obtido obedecendo-se a esta regra, uma vez que no espaco tempo de Minkowski R = 0 e este termo
desapareceria. Desta forma, note que o acoplamento entre o campo escalar e a gravidade é feito ndo-
minimamente.

Assim, tem-se

Spo7e f d'x\Z ( R- —g’“”’(? Do @) + S B, (4.18)

e as equagdes de campo sdo obtidas aplicando-se o principio variacional com relagdo aos campos g+

e o campo escalar @. Logo, variando-se (4.17) com relagdo a ®@ segue que

0L —s W =
ach = V-3R+ ;0,000 \-g (4.19)

novamente diferenciando (4.17) com relacdo a d,® tem-se

(9.530 w 0 iy -
— 78,08, D) /=
50, D) @ 5(0, D) (8 u®) -2
= V80 (4.20)

Depois, segue que
0Lsp 1 =
Op | =—=| = 2w, |—= -8
(a@-cb)) " [@D ¢ ]
1 1 1
= 2w [—E(&,d)) \-807D + 5(0(7@)00 V-8 + o \/—gagaf’@]

- zé(a(,@)(a%) -z - 2% (@ )3, V-F + 50,07
W . ~ w -
[2@(@7@)(6 ®) G - 26[@] Nar) 421

onde

lr e

\/—_ (6, -5) @ + 8,0'®. (4.22)
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Diferenciando (4.19) e (4.21) na equacdo de Euler-Lagrange

0Lsp 0Lpp
- = 4.2
“(a(agqn)) g 0 (423)
temos que
w ad .
28 ®d. D - 2w— — R = 0. 4.24
(Da 0, s 0 (4.24)

As equag0es para o campo g, sao obtidas variando (4.17) com relagdo a g*” e suas primeiras deriva-

das, tendo como resultado (ver B)

~ K2~ w

Gﬂy = _Tﬂv + E

1 1
o (aﬂquq) ) gwgﬂaapmagcb) + 5(0,0,0 - 2,60). (4.25)

Note que o primeiro termo a direita de (4.25)€ o termo de fonte usual da Relatividade Geral, ou seja,
o tensor de energia-momento derivado do lagrangiano de matéria e obtido na se¢do 2.7. O segundo

termo desta soma € o tensor de energia-momento do campo escalar, obtido pela variacdo de (4.15)

dada por
0Ly
~d
V-2gTs = 75"
o [w
- d \/—”‘”80(1)80(1)]
o5 [(D 88
w 08" — _ _0+-8
= —0,99,D V- W —
z [6@” §TE o
w v cOo ~ 1~mr~ ~
= 55(@8@ [6;5V V-8 - 28 8w «/—g]
O] w 1~ ~ao
T, = @ @,CI)BV(D—EgWg 0,90,D|. (4.26)

Ambos surgem na equagdo de campo acoplados ao acoplamento gravitacional 1/®.
O terceiro termo de (4.25), por sua vez , € o resultado direito do fato de o acoplamento entre o campo
escalar e a curvatura ter sido feito ndo-minimamente. Porém, ao contrair (4.25) multiplicando tanto

na esquerda como na direita por g, obtem-se

K2

- - W 3.
-R = ET - &O#CD(')“(D - ED(D, 4.27)
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onde T = T, é o trago do tensor de energia-momento. Ao combind-la com (4.24) resulta em uma

nova equacio de onda para ® dada por

2
a0 = — 7T,
2w+ 3

(4.28)

ou seja, o campo escalar possui como fonte o traco do tensor de energia-momento, apesar de nao estar
acoplado a parte material do lagrangiano. A origem de (4.28) estd justamente no fato de que (4.25)
possui termos resultantes do acoplamento ndo-minimo em (4.17). Por tanto, um campo material que
originalmente acopla-se somente ao campo tensorial g, aparece, finalmente, acoplado ao campo es-
calar na equacdo de movimento, por meio da equagado representada por (4.28)

E importante ressaltar ainda que, como o tensor de energia-momento para a matéria mantém-se inal-

terado, continua sendo verdadeira a lei de conservagdo
v, 7" =0 (4.29)

Note que o trago T for nulo e se campo escalar @ for constante & equagio (4.25) reduz-se aquela en-
contrada para a Relatividade geral em 2 se for feita a identificacdo de G = 1/®, e (4.28) se transforma
em uma identidade.

Em resumo, a Teoria de Brans-Dicke €, de uma certa maneira, a extensdo mais simples da Relativi-
dade Geral, introduzindo um campo escalar ® como mediador da interagdo gravitacional juntamente
com a métrica do espaco-tempo, o que fica evidenciado por (4.28), de tal modo que o campo escalar
nao exerca influencia de maneira direta sobre a matéria, uma vez que s6 aparece acoplado a ela na

equagdes de campo.

4.2 Teoria Escalar-Tensorial

As teorias escalar-tensor esta acoplado ndo-minimamente com o lagrangiano de Einstein-Hilbert.
Onde a funcdo que contém o campo esclar @ se acopla ndo minimamente com o escalar de Ricci.
Entdo, na acdo serd considerado quando um acoplamento nao estandar entre o campo escalar e a

geometria esta presente [16, 84].

1
S (g @) = 55 f d*x =g |F(®)R - Z(®) (VDY = 2U(®D)| + S 1 (gr) (4.30)
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a partir do qual obtemos as equagdes de Einstein G, = T}, onde G,, = R, — % guR € o tensor de
Einstein e T}, € o tensor de energia-momentum efetivo que contém as contribui¢des do acoplamento

nao-minimo, e o termo da energia potencial e cinética sao

1
F(D) (va - Eg,uvR) = K2T;1v

1
+ Z(D) (a,,cpavcp = 58w (VO)* | + V,V,F(®) - g,,0F(®) — g, U(D}.31)

onde k* = 87G.,. R é o escalar de Ricci. F(®), Z(®D) sdo funcdes arbitrarias do campo escalar ® que
estdo acoplados com a gravidade e U(®) é uma funcdo genérica que descreve o potencial de auto-
interacdo. A variagdo da funcdo F(®) descreve a variagdo da constante gravitacional G.. O limite
da teoria escalar-tensor a relatividade geral pode ser obtida fixando F(®) = ®y ~ 1 (®y sendo uma
constante) ou por esfriando da dindmica de ® usando a funcio Z(®) ou do potencial U(®) [84].

Esta relacdo vém naturalmente da teoria de Brans-Dicke [19]. Se for reorganizado através das subs-

tituigdes: @ = F(D), w(®) = — [25,((?)2], a peculiaridade € que explica o principio de Mach, que tem
forgas inerciais dentro do contexto das interagdes gravitacionais.

Diferenciando a acdo com respeito ao campo escalar @ obtemos a equagdo de Klein-Gordon

dF ,dU
22(®)0P = ~~ R - —(ch) 225" (4.32)

Se uma redifini¢do € feita de tal modo que F(®) = @ e introduzindo o parametro de acoplamento

w(®) em vez de Z(D), nés temos uma teoria escalar-tensor baseada também na acao de Jordan-frame

S (guy, @) = ! f d*x\—-g [@R—(—)(Vd)) — U(®D)

+ S (gw) (4.33)

que tem um acoplamento minimo na parte da matéria

S = f d*xN=gLu (g) - (434)

L,, simboliza o lagrangiano da matéria e € considerada que depende somente da métrica g,,. A

equacdo de campo dinamico é

1
(D(R,N— EgWR) = KT,

L9 ( lg,WU, (4.35)

1
0, D0, D = = gy (VO)* | + V,V,® — g, 0D — 3
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onde o tensor de energia-momento € obtido pelo caminho usual

2 65,
T, = ———22m (4.36)
SE R

A dindmica do campo escalar ® é ditado por

9@ o g 1@ oo @@ dU

® O Jb » Tao (4.37)

Vamos ter em considera¢do que a fung¢do w(®) ndo esta definida a priori. Nao tem nada definido ainda,
ao momento de introduzir a teoria, que nds faca supor alguma forma especial o valor particular de w.
E aqui que o acoplamento é um pardmetro livre que deve ajustar-se a alguma evidencia observacional
e experimental que nao esteja em contradi¢cdo com as predi¢des da teoria.

A partir das equacdes do campo, € possivél utilizar a contracdo de (4.35) em (4.37) para obter a

equagdo para ® de um jeito mais operativa.

. 1 ( 2y _ do(®@) dU

- D) oy + 4L _ 2y, 4.38
2o@) +3 ¢ a0 VO ) (4.38)

claramente nota-se a diferencia com a equacao (4.28), o campo material aparece acoplado ao campo
escalar na equagdo de movimento e adicionalmente depende do pardmetro de acoplamento w(®) e o

potencial U(®), ambos dependentes do campo escalar. onde

o0 = g"V,V,0 = ——0,|(-9)"*0"0]

1
V=g
que implica o acoplamento do traco T = Tr(T},), € a forma contraida do tensor de energia-momento
da matéria. Utilzando esta forma da equacgdo e o limite fraco, podemos ver que quando w tem uma
tendencia ao infinito, o acoplamento entre a métrica e o campo cresce até ser universal, que é compati-
vel com a solu¢do ® =constante. De (4.38), é claro que para um valor de T finito, OO = O(1/w) para
w — oo, depois, ® ~ @y + O(1/w). Entio, o significado de w(D) é otorgar um grau de acoplamento
entre a métrica e o campo escalar. Para conteudos de matéria com 7 # 0, quanto mais grande é w
mais se parece a teoria da Relatividade Geral. Para T = 0, a teoria pode mostrar diferencas ainda no
limite w — oo.

Adotando uma transformagdo conforme

1 "
8uv = Eg,uv = ¢*"¥) 8uv (4.39)
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do tensor métrico g,, bem como uma redefini¢do do termo de potencial

U(d
Vig) = % (4.40)
c
1 (dD\> [(db\’ K>
(%) = (%) = sowrre “an

obtemos a acdo do Einstein-frame

S (&) = fd“x\/—_é[z%ﬁ’ - % (Fe) - 7 (0)

+ f d*x\J-gLu ("9%,0) . (4.42)

em que a parte da matéria esta acoplada no-minimamente ao setor gravitacional.

Tendo como equac¢@o de movimento dada por

N B . 1 .
Ruv - Eg/wR = 2 Tyv + 5#9031/90 - Eg,uv((vgo)z + 2V(‘P))] ’ (443)
av d
- = —ZZT (4.44)

Vamos restringir a modelos cosmolgicos homogéneos e isotrdpicos espacialmente planos com a mé-
trica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, FLRW, e assumindo uma estrutura de fluido perfeito
para o tensor energia-momentum da matéria com densidade de energia p,,, uma pressdo p,, € uma

quadri-velocidade u*,

T, = pmitytty + puhyy,  hyy = gy + Uy, (4.45)
onde u,u = —1,p > 0e p > 0. As equacdes de movimento para o universo FLRW, mais relevantes,
no Jordan-frame sao

K? Pm 1 w(®) oD\’ op 1
H? = ~3H— + =U|, 4.46
30 30 [2 o \oar o 2 ( )
onde H = %1_ ¢ a taxa de Hubble no Jordan-frame e a é o fator de escala no mesmo frame,
dH K py + P w(®) oD\ 8D LD
— = -7 -H— + — 4.47
dt 2 D 2d> o \or or  dr (447
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4> do 1 do (d®\* _dU
— +3H— = 2(om = 3pm) — — | — | —®— +2U|, 4.48
ar dt 2a)+3[K(p Pw) d(D(dt) o ) (44%)
também temos a conservacdo da matéria
dpm
% + 3H (pyy + pu) = 0. (4.49)
As relagdes correspondentes da equagdao de movimento no Einstein-frame sdao
~ K2 1 (de S
B =—\pa+t=|—=| +V], 4.50
372 (dt) v (430)
onde H = éd—‘; ¢ a taxa de Hubble no Einstein-frame e a o fator de escala no mesmo frame, bem como
dH & do\’
— == Om + Pm + | — R 4.51
ai 2 |PmTP (dt) 51
dpy, ~ de db
— +3H O+ Pw) = ——=——(Pm +3Dm 4.52
7 P+ Pm) = = dp Pt 3P ) (4.52)
e
d* ~d - db
— +3H—+V,=— (=P +3Pm) . 4.53
Y VT ap (=Pm + 3Dm) (4.53)
onde introduzimos a notagdo V,, = ‘;—Z.

Diferente de Jordan-frame, aqui a componente da matéria ndo é separadamente conservada. A co-
ordenada temporal e os fatores de escala da métrica de FLRW de ambos os frames sdo relacionados

por
dt=e’di e a=ca, (4.54)
respectivamente, A pressao da matéria e a densidade de energia da matéria transforma-se como
pn=e¢Ppn e pu=eVp, (4.55)

respectivamente. Isso significa que me = /’Bﬂ, isto €, o parametro da equacgdo de estado da matéria
m m

permanece invariante.
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4.2.1 Jordan-Frame vs Einstein-Frame

Os frames de Jordan e Einstein aparecem regularmente na literatura e em muitas das ocacides em con-
flito. Afirma-se frequentemente que existem diferencias entre ambos frames [11, 35, 36, 58, 86, 94],
chegando a afirmar que somente um dos frames corresponde ao frame fisico. Nada mais longe da
realidade. Os autores que afirmam isso [94], se sustentam na ideia de que dois teorias fisicas dife-
rentes podem ser matemdaticamente equivalentes sem ser fisicamente. Esta afirmacdo ndo é de todo
incoerente e pode ser correta em alguns cendrios bem restritos. Por exemplo, seja 77 o modelo padrao
da fisica de particulas, e seja 7, o modelo padrdo mas com as atribui¢cdes de “esquerda” e “direita”
trocadas. De acordo com isto 77 e 7, diferem devido a quebra de paridade na interagdo fraca. Entao,
Ambas teorias serdo equivalentes?. Claramente serdo matematicamente, desde que os estados de 7
correspondem-se um a um com os estados de 7,. No entanto, desde o seguinte ponto de vista, ndo
sdo equivalentes. Sempre podemos escolher objetos exteriores para uma teoria e definir os conceitos
de esquerda e direita, em relacdo a este padrdo a teoria 7 serd a certa enquanto que 7, ndo estaria
em concordancia com os experimentos.

Porém, existe outro ponto de vista, segundo a qual as teorias 77 e 7, sdo fisicamente equivalentes. A
diferenca entre as duas teorias se fundamenta em um critério arbitrdrio do que é esquerda e direita.
Se nos tivéssemos que testar o modelo de particulas de uma civilizacdo alienigena, nao compreende-
riamos a sua convencdo de direita e esquerda, e afirmariamos de forma natural que o modelo estara
correto se houver alguma escolha, de tal maneira que a teoria esta em concordancia com os expe-
rimentos. Deste ponto de vista, um teoria estard em concordancia com os experimentos se existe
alguma outra escolha de convencdo de modo que, as predicdes da teoria estd em concordancia com
os experimentos. Respectivamente, uma teoria s6 pode ser considerada incorreta se existir uma dis-
cordancia com os experimentos sob todas as escolhas de convencao.

Em outro contexto, onde a afirmagao dada em [94] pode ter sentido quando se atribui uma caracte-
rizagdo incompleta de uma teoria fisica. Em um caso especial isto aconteceria se a teoria representa
uma parte de uma teoria completa, e se as interagdes dessa teoria completa determinam algumas
das convencdes usadas na interpretacdo da teoria mais particular. Um exemplo claro disto € o ele-
tromagnetismo. Se consideramos um eletromagnetismo livre de fontes, esta serd matematicamente
equivalente a um teoria dual na qual as fun¢gdes dos campos magnéticos e elétricos foram trocadas.
Porém, esta equivalencia matematica nao é fisica, uma vez que expandimos a teoria para incluir acom-
plamentos carregados, hd cargas elétricas, mas ndo monopolos magnéticos.

Com todo o anterior chegamos a uma conclusdo de que se duas teorias sdo matematicamente equi-

valentes serd também fisicamente, sempre que (i) as convengdes arbitrdrias na interpretacdo da teoria



95

ndo sejam fixas e (ii) a teoria seja completa e abranja todos os graus de liberade que estdo envolvidas
nas grandezas relacionadas com a teoria. A acdo mais geral das teorias escalar-tensor é completa e
contém todos os graus de liberdade necessarios, e portanto, segundo discutido acima, todas as repre-
sentacoes conformes sao fisicamente equivalentes.

Além disso, do anteriormente mostrado, podemos utilizar outros argumentos para afirmar a equiva-
Iéncia entre os frames de Einstein e o frame de Jordan [25, 27, 34, 63]. Quando escolhemos um
frame conforme estamos escolhendo um sistema de unidades, como esclareceu Dicke em 1961 [19].
Quando mudamos de um sistema de unidades a outro, o resultado entre a antiga unidade de cum-
primento e a nova € geralmente uma constante, independente do espaco e do tempo, quer dizer, a
escolha de uma frame conforme nao € mais do que uma escolha de unidades fisicas. Os diferentes
frames, falando superficialmente, podem ser considerados com distintas normaliza¢des da teoria e sao

observacionalmente indistinguiveis [27], ao contrdrio do que se afirma na literatura.

4.2.2 Limite newtoniano e a constante gravitacional

Vamos a considerar o limite newtoniano (gravidade fraca e movimento lento) para determinar a cons-
tante gravitacional efetiva. E estabelecido que U(®) = 0 que nos daria uma melhor simplicidade na
descripcdo deste limite. No referencial de Jordan, a equacdo de uma geodésica u”V,u* = 0 (com v* a

quadri-velocidade) produz a equagcdo de movimento newtoniano

goo = —(1 +2¢),  gij = bij, (4.56)
onde ¢ € o potencial gravitacional newtoniano produzido pela densidade de energia da massa p como
V¢ = 4nGp, 4.57)

onde G € a constante gravitacional efetivo que ird ser determinado daqui a pouco.

Mas antes disso, de acordo com [97] iremos adotar as principais caracteristicas seguidas pela regra
post-Newtonian bookkeeping, que pode ser entendida de melhor maneira se primeiro consideramos
este sistema bookkeeping para assim manter o treajeto de “pequenas quantidades”.

No sistema solar, o potencial gravitacional U, ndo é maior do que a ordem de 10~ (nas unidades
geometrizadas, U teria que ser sem dimensao).

A matéria que compde o Sol e os planetas estd sob pressao p, mas essa pressao geralmente ¢ menor
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do que a densidade de energia gravitacional de matéria ; em outras palavras

oI

< U, (4.58)

ou seja, p/p é —~ 107 no Sol, e seria —~ 107! na terra. A relagdo que existe entre o potencial gravi-
tacional newtoniano, U, com a velovidade dos planetas é v* < U. Estas “pequenas quantidades” sdo

chamadas de bookkeeping que denota a sua “ordem de pequenez’:

U~V 0, (4.59)

assim, |0/0t|/10/0x| -~ O,. Depois, nosso limite newtoniano deve ser da ordem até O,, tendo em mente

estas consideragdes, a equacdo (3) vem a ser!

K*p
VD=, 4.60
2(P)+3 (4.60)
a solucdo desta equagdo até segunda ordem O, pode ser escrito como
2 d3 ’ ’
® = Dy+ — *pix) (4.61)

4m(29 + 3) x-x|°

onde @, designa o valor de ® no espaco infinito e temos a expansiao de sendo o valor assintético
deste como o = (D).

Entdo, na equacao (4.35) podemos multiplicar por g, e obtemos
DR = —i°T + g0 ©9,® - 300,

substituindo esta expressao em (2)

1 o) 3 ) 1
OR,, = K (TW - Eg,NT) + %aﬂcbaycp + ngu@ + (Tp) (aﬂcpavcb - ng(vq)f)
+V,V,® - ¢,00D
1 3(D) (D) 1
= K2 (Tpv — EgﬂvT) + an(l)avq) - ﬁgyv(V(D)z + V,uVV(D + Egﬂvl:'q), (462)

onde o dltimo termo da direita é O® = g™V, V,® + g"/V,;V ;®, substituindo na equagdo acima

1 3(D) (®) 1 ;
DR, = K (TW - EgWT) + g P = S5 (VOF +V,9,0 + Sg,, (8°VoVo® + gV,V,),

!0 segundo termo da direita em (4.39) é maior do que a ordem O,
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do mesmo jeito para (VO)* = gV, dV,® = g%(V)* + g'/V,0V ;@

1 3(D
OR,, = K (TW - Eg,,VT) ( )a DI, D — ;qjgﬂv(goo(vo(l)) + g'V,0V ;D)

l ..
VYD + 2 (87V0V0® + 8V,V,0).

evaluando a componente de R

1

DRy = & (Too - EgooT)

( )aocbao _ %gm(g‘”(vocbf + 8V,0V,0)

1 »
+VoVo® + 5800 (8OOV0V0® + g”ViVj(D> ,

de secdo 2.8.2, na equagdo acima vemos que o primeiro termo da direita é Kzg e goo ~ —1.

Tendo estas consideracdes, voltamos em (4.62)
2P 3(D) (D)

1
60CI)80(D - —goo(VQD) + V()V()(D + 2g00|:|CD

PR = K5435 20

tomando as considera¢des do limite newtoniano até segunda ordem O, , onde também no espaco

infinito ® ~ @ e W0 =~ w(Py), obtemos

30 1
(DR()() = zg + EQO(DBO(D - ﬁgOO(V(D) + V()V()(D + 2g00V2(D
1 1
DRy = =k*p—=V?O®
00 2K P 5 )
usando a equagdo (4.60),
1 K2p
®ORyy = —Kp+——,
= T 2 +3)
do Ry, do (citar apendice)
L, K (2wo + 4
—®y [ =670,0,h = — 4.63
0(2 f"“) 2(2w+3)p (463)
K2 20.)() +4
DVp = — 4.64
ov'e 2( 2+3 ) (464)

a expressao (4.63) nés podemos escrever como

20+4
2o = =20 22 . 4.65
O ngo K@D 213 P ( )



98

Para uma distribui¢do geral, e que seja localizada, p(x), temos

oy = — K> (20+4)fd3x' p(x) . K> (2o+4)M

4rdy \ 20 + 3 Xx—x| 4ndy\20+3) r’

onde | x —X|=zreM= f d*x’p(x’). Substituindo em goy = 100 + hgo

K M 20+ 4
_ thn = —] — —— ) 4.66
8oo = 100 + Moo - (20 n 3) (4.66)
Nés queremos obter o correto limite Newtoniano, lembrando que «* = 87G.,, temos
2G.M
goo — —1— . (4.67)
r
Comparando as expressoes (4.66) e (4.67) vemos que @ e G. estdo relacionadas por
1 (20+4
D) = . 4.68
TG, (20 + 3) (4.68)

Observe que quando w — oo, O ' > G., e a teoria de Jordan-Brans-Dicke tende a Relatividade
Geral.
A partir da expressao (4.64) podemos comparar com (4.57), podemos encontrar a constante gravita-

cional efetiva

1 «? 2()+4
4 = ——
Ter (O 2 (20+3)p
2 1 1 211 1
G = —[1+ LN L ,
8r 20+ 3] @ 81 | D (20+3) @
da igualdade em (4.41)
o (1 . 2 (dbY
G = G.lexp”™|1+—=|— , (4.69)
«? dQD %0

onde ¢ € o valor assintdtico de ¢ que corresponde a @ na qual temos usado a igualdade da equacdo
(4.41) e k¥* = 87G,. Assim G é uma quantidade que é medida pelo experimento do tipo Cavendish
[98]. Como G envolve ¢, a massa de um corpo auto-gravitante depende de ¢, e dai que o principio de
equivalencia forte € violado na teoria escalar-tensor.

Agora vamos a considerar o limite Newtoniano de Einstein-frame. Onde também consideramos
V(p) = 0 para simplificar nosso trabalho, temos uma métrica goo = —(1 + 2¢), g&; = 6;j, tendo

em consideracdo o limite Newtoniano para este frame, como na se¢do 2.8.2, ou podendo ser feito
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com os mesmos procedimentos no Jordan-frame, mas agora usando as equagdes (4.43) e (4.44) e

torna-se

2

K
Ve = —p,
¢ 7P
db
Ve = —p.
¢ = g

Caso similar ao feito em @, a solucéo de ¢ até a segunda ordem O(2) € dado por

1 db dx'p(x’)

i . 4.70
dnde X — x| (4.70)

= -

Depois a equagio de movimento da particula dada em (4.71)? no limite Newtoniano torna-se

6 [y 53080
x — x|
G

G

G

d’x -~ db
= = _VH- -V
a7 s
——

aceler

_G. f P E=XPX) 1 (@ |) fdw

Ix — x'|? 4r \dy Ix — x'|?

1 (db
G, +—|=
+47T(d90 '9”0)

2 (db Y\
G.+ EG* (% |w0)

2 (db\?
G. ll — (d—) l (4.72)
K 90 %]

a expressdo (4.72) é constante gravitacional efetiva G no Einstein-frame.

Se nés comparamos (4.69) e (4.72) encontramos a relacdo entre G e G de ambos os frames, vemos

que estdo relacionados por G = e 2?#0G.

4.2.3 Interacao de Fluidos

Para um sistema de dois componentes [33, 100], o tensor de energia-momento total € dividido em

uma parte de matéria 7%, e a parte T%" que é suposto a descrever uma forma da dinAmica da energia

20 movimento de uma particula com quadri-velocidade i = ¢’ u* no Einsten-frame é dado por [27]

Vit = —(@ 7 + 3)o,a(e). 4.71)



100

escura,
™" =TI + TY. (4.73)

Para ambas partes assumimos a estrutura de um fluido perfeito, ou seja,

T\ = payuy + pally’, W) =g" +uu)’, A=m,x. (4.74)

Para componentes 75, e T%" separadamente conservadas, o modelo ACDM pode ser visto como um
pa = const. e p, = 0. Geralmente, a conservacao total do tensor energia-

caso especial com p, =
momento 7% = 0 é compativel com o acoplamento entre ambas componentes,

Ty =0 To=-0, (4.75)

onde a quantidade Q" aparece como uma fonte (ou coletor) no balanco individual das equacdes. As

equagoes separadas do balango de energia sdo

Ty = Pimally + O = =l O (4.76)
e
— Ty = Prally + O:(0x + o) = —U Q° 4.77)
Em geral, cada componente tém suas proprias quadrivelocidades i/, com g, u,u’; = —1. As taxas O,

sdo definidas como ®4 = uj. . Para a dinimica do fundo assumimos todas que as quadri-velocidades

u¢ = u”. No equilivrio do momento segue-se que

coincidem, ou seja, u,

hﬁwT,’fJV = Pulty, = Iy, O (4.78)
e
hiﬂTﬁfv = (px + pOU + prphit = —h3, 0, (4.79)
onde iy = uj uy. A equacdo (4.78) implica que na presenca de um termo de acoplamento 0 movi-

mento do fluido CDM em geral ndo € geodésico.
O termo de interagdo Q" pode ser dividido em partes proporcionais e perdinculares para a quadri-
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velocidade total, de acordo a

o' =u'Q + O, (4.80)

onde Q = —u, Q" e O* = I, 0%, com uy, Q" = 0. Alternativamente, a divisio semelhante em relacdo a

quadri-velocidade da matéria pode ser util.

No fundo homogéneo e isotrépico o conjunto de equagdes (4.76) e (4.77) reduz-se a

Pm+3Hp, =0, p,+3H(A +wyp, =-0, (4.81)

onde w, = p./p. € o parametro da equagdo de estado (EoS) da componente da energia escura. As

equagoes (4.78) e (4.79) sdo satisfeitas identicamente.

4.2.4 Descricao do Einstein-Frame
A.Relacgoes gerais

As equacdes do Einstein-frame (4.50)-(4.53) s@o de uma estrutura efetiva de dois componentes na
qual a matéria interage com um campo escalar. N6s associamos uma densidade de energia efetiva g,

e uma pressao efetiva p, ao campo escalar (de maneira similar a 2.10.2), que sdo respectivemente

- 1 (dy > B 1 (dy 2
Py = E (E) +V e Dy = E (E) -V, (4.82)
Das equagdes (4.52) e (4.53) podemos assumir que ambos os componentes de energia escura e matéria

escura ndo se conservam separadamente, mas interagem uns com 0s outros, como nas equagoes (4.76)

e (4.77), de tal forma que as equacdes de equilibrio assume a forma

I s dy db S\

= H( m) Pm = =——(U- 'm) Pm 4.

T +3H( +W,)p, =0 dtdgo( 3VWm) P (4.83)
€

Do 31 +w)p, =-0=-229 1 3305 (4.84)

df p(P_ - dfd(p m pma .
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— Pm

respectivamente, onde w,, = o
m

€ o parametro da equacdo de estado da matériae w = % € 0 parametro
©

de equacao de estado para o campo escalar. Devemos notar a diferenca entre o parametro da equacao

de estado w e 0 acomplamento w na acdo da teoria escalar-tensor. Notar que a interacao desaparece

ao considerar o caso especial de w,, = 1/3. A densidade de energia total p e a pressdo total p sdo
P =Pm+ Py D= DPmt Py (4.85)
para o qual a equagdo de conservacdo total é
%+3H(ﬁ+ﬁ):0 (4.86)

se mantém

B.Modelando a interacao

Admite-se uma interagdo entre a energia escura (4.84) e matéria escura (4.83), onde Q simboliza
as interagcdes. No caso especial onde p, = 0. NOs assumimos, sem perda de generalidade, que a
densidade de energia do fluido pode ser escrito a partir da solu¢do de (4.83) pode ser escrito como

do dpm Pmdf

3
Pm = Pmo (;) fla = i3 +3Hp, = 7$ ) (4.87)

onde p,,0 € dy sdo constantes, dy = 1 para o valor de atual do fator de escala. Geralmente, uma
interacdo [33, 93, 100] modifica o comportamento de &> da densidade de energia da matéria, portanto,
se multiplicamos este comportamento por uma funcdo f(a) que € arbitraria dependente do tempo, esta
funcdo f(a) codifica os efeitos de uma interacio entre a matéria € o campo escalar. Vamos comparar

a equacdo (4.83) e (4.87), na qual segue que

1df dgdb o
1df _dpdb ), 4.88
Fdi T didg f=e (4.88)

Na auséncia de interagdo significa que a constante f, € equivalente a ¢ = ¢, = constante. Escevendo

a derivada temporal de f (@) como

df dfda df .
i dadr - aatt (4.39)
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A equacdo (4.84) torna-se

dp, ; df
O . 4.
dina Pt a (420
Integrando por partes® esta tiltima expressio
. . » af .
Py =exp(=-3(1+w) | Ina]|- d(na )pmoa exp 3(1+w) | dina)|d(lna) + C|,
sendo a constante C = Py
~ = =3(14W) df 3304w N
Py =a — a(in Zl)pmoa a d(Ina) + pyo (4.92)
Para o parametro de equagado de estado constante W a solucdo desta equacdo é
. I )
P = Pooli " = g a7 f a2l g5 (4.93)
a da

Para uma interacao dada f(a), a taxa de Hubble (4.50) é determinado pela soma de p,, de (4.87) com
(4.89) e p, da equagdo (4.93).
Para construir um modelo explicitamente soluciondvel nés vamos assumir um comportamento de lei

de poténcia da func¢do de interacao f(a).

f@=a" (4.94)

Claramente, para m = 0 a fung@o f torna-se constante e ha uma auséncia de interacao.

Com (4.94) a solugdo explicita de (4.93) sera

~ ~ m ). 30w m . 31-m
P = (oo + = ) = g a0, (4.95)
através de
dgo db ~ dy db
= 3mA, L3, 4.96
dide " dinade " (4.96)

3 a solucdo da equagdo diferencial ndio homogénea de primeira ordem serd

Yy +axy = bx)

Exp (_fa(x)dx) [fb(x)Exp (fa(x)dx) dx+C|.

y 4.91)
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o termo de interacdo Q torna-se

0 = 3mHp,,. 4.97)

C. A equacio de estado efetivo e a taxa de expansao de Hubble para uma dependéncia linear—

blg) = Kp—

Com o propo6sito de obter as expressoes analiticas para as dindmicas nos consideramos um caso sim-

ples de uma dependéncia linear

[ &
= = = _— 4.
b =b(p) = Ko, K 1016 (4.98)

onde a expressdo para K segue da equacgdo (4.41). Isto implica também as seguintes relacoes

3 db ~
Q= ?m In Zl, b =3mln El, eb = &3"1, E = 3mH, (499)

assim como
O = 2K = o720 = 57om, (4.100)

A poténcia m é uma medida direta da forca de interagc@o. O caso de interagdo livre m = 0 corresponde
a ¢ = @y = constante,isto é, V = §, e, consequentemente, para w = —1, € equivalente ao modelo
ACDM. Para m > 0 nés temos Q > 0 enquanto que para m < 0 o contrario, Q < 0, ’e vélido. A
primeira equacdo em (4.100) relaciona o campo escalar ® e ¢ sem nds sequer especificar um potencial
V(g).

Fazendo a escolha de um caso especial para um potencial exponencial,
V(p) = Voe™, (4.101)
temos da equacdo (4.41),

1 2
Q= —ﬁlnq) = V=V,0x (4.102)
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e a relacdo da equagdo (4.40) nos fornece a lei de potencia do potencial
U@) = Ug@™* %, Uy =23V, (4.103)

Com ajuda de (4.96) a igualdade da equacdo (4.84) para p,, pode ser escrito como

WBo  ap1(1 157 5
W+3H(1+W )p¢:0, (4.104)

com o parametro da equacdo de estado efetivo

eI = 4 mEm (4.105)

Py
correspondente a uma pressio efetiva 5o’ = w*//p,. A interagdo modifica o “bare” do parimetro
da equacgdo de estado w. A modificac@o € linear no parametro de interacdo m. Da mesma forma, a
igualdade da matéria (4.83) toma a forma de uma equacdo conservada
dpm

=+ 3H(1-—m)pu =0 = Pm = Pod 0™, (4.106)

Ja que a partir de (4.100) temos a = ein?, segue que a densidade de energia da matéria pode ser escrito

em termos do campo escalar como

1-m

~ 3-m) _ 5 e~ ke (4.107)

Pm = Pmod

Essa estrutura exponencial nos permite escrever

m

~m = - ~m 5 4.1
J% K —m)Pme (4.108)

que € de interesse em definir um potencial efetivo. Entdo, a equacdo (4.84) (para p,, = 0) € equivalente
a
¢ ~dy

ﬁ + 3Hﬁ + prff = 0, (4109)

Onde em V¢// agora estd incluida a interagio,

m

VI =4V, =V -
' (1-m)

Pm- (4.110)
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Por causa da representacdo em (4.107), o potencial de interacdo é do tipo exponencial.

introduzir quantidades efetivas

1 (dy 2 N
~eff _ [ 2¥ eff ~eff _
Pyl = 2( f) +V and p =

para o qual, da equacado (4.109),

dpeff
¢ a Aeff\ zeff —
=+ 3H 1+ WH) i = 0
¢ valido com
~eff ~ ~ ~
Werf = I TomPm Wt il
Toseff T p My T oMt
Py Po = 1omPm 1-m
Para w = —1 nés temos também W¢// = —1.

Junto com a equacdo (4.107) a densidade de energia total torna-se

1 m

~ _ ~  _ ~  ~=3(1-m) ~ ~ ~=3(1+W)
= + = — a + + a .
P = Pm T Py 1+ m/wpmo (pnpO W+ mpmo)

Para o valor atual nés temos Py = P0 + Pyo. Introduzindo as quantidades fracionais

- 87Ghw ~  SaGp _
QmO = l 5 0 ) Qch = —p¢0 = Q
30

302
0 quadrado da taxa de Hubbel é

72

L S O TR A PR
m/w w

0

Pode-se

4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

O caso da ndo interagcdo m = 0 corresponde ao modelo wCDM. Como ja mencionado, desde que ¢ =

constante, a Unica possibilidade aqui € w = —1, isto é, 0 modelo ACDM.

A seguir vamos nos concentrar no caso w = —1, mas considerando que m seja diferente de zero. Sob

estas condi¢des A* Consiste em uma parte constante, como o modelo ACDM mas modificada pela

preséncia de m e a parte da matéria na qual o parametro m modifica o comportamento convencional

a3

4.117)
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Essas pequenas modificacOes tornam a dindmica Einstein-frame diferente daquele do modelo ACDM
model. Alternativamente, esta solucao pode ser interpretada em um contexto puramente da relativi-
dade geral com a componente ¢ pertencente a parte da matéria das equagdes de campo, interagindo
com a matéria ndo relativista.

Para o parametro de desacelerc¢do

adH
g=-1-—=—— 4.118
1 Ada (4.118)
nds encontramos
1 (1 =3m) Qo 17 =2 [1 = m = Q0
qg== — — (4.119)
2 0@ 0 4 [1—m = Qo
Para m = 0 seu valor atual é consistentemente reduzido a go = —1 + %flmo.

Agora nés vamos verificar a consisténcia que pode ser executado da seguinte forma. Com (4.99) nés

temos

de\*  9m? .
(d_"tf) :FHz' (4.120)

Levando em consideragio H? = é (ﬁm + m) resulta em

2
&) -v 3w +3)(puth,) -V
7 = - s , (4.121)
%(%) +V 3m2(2w+3)(pm+p¢,)+v
que € equivalente a
6m? u + 3) Li2) )
w=-1+ = -1+ O0(m"). (4.122)

1+ 3m (2w + 3) 27)

Em geral, nossa suposi¢do inicial de que uma constante W nao parece ser compativel com a dinamica
de ¢ em (4.120). No entanto, as corre¢cdes para o valor constante w = —1 sdo quadréticas no parametro
de interacdo m, ndo aparece um termo linear em m em (4.122). Nossa abordagem serd, portanto,
consistente, se nos restringirmos para w = —1 e para modificacdes da equagdo de estado efetivo
(4.105) que sao lineares em m. Uma vez que m quantifica os desvios do modelo ACDM, espera-se

que m seja pequeno.
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4.2.5 Descricao do Jordan-Frame

Com H = é% a transformacao (4.54) nos permite estabelecer a relacdo entre as taxas de Hubble de

ambos os frames:

H=eb1+3mAH. (4.123)
Com
f=et=2 (4.124)
a
e (4.94) nés temos
~3m+1 ~ 1 a —m
a=a = a = q3m+l = — =q I (4125)
a

ou seja, a poténcia m quantifica a diferenca do fator de escala em ambos os frames. Para m = 0 temos
a = a e a dindmica em ambos os frames se reduz ao modelo ACDM. Combinando (4.99) e (4.125)

gera b em termos do fator de escala a de Jordan-frame.

3m db 3m
b= , — = 4.126
1+3m na dt 1+3m ( )
Para a taxa de Hubble, segue-se que
a -
H=-(1+3mH. (4.127)
a
A densidade de energia da matéria em ambos os frames esta relacionada por
Pm =€ Py = (‘_l) Pmod > = a” T a0 = Pmod ™, (4.128)
a

onde usamos J,0 = pPmo. Como esperado, recuperamos o comportamento caracteristico a™>

para
matérias nao-relativista conservadas separadamente no Jordan-frame.
Usando as relacdes (4.125) e (4.116) em (4.127) nds obtemos o quadrado da taxa de Hubble no

Jordan-frame

H?> = (1 +3my H2{ —=_q 1 +
1 +m/w

Q m+3(1+W
1 - —m0 - )]} (4.129)



109

Obviamente, H2 = (1 + 3m)* H2. Isto implica Q,,0 = (1 + 3m)* Q0. Entdo, para w = —1,

H? " 1 +3m)?
— = AQua T 4+ [1 - AQla T, A= d+3my (4.130)
H; 1-m
ou, tendo também
al?—glm = eZb = CI)_l, (4131)
o quadrado da taxa de Hubble pode ser escrito como
H2 AQmoa_3
— =——+[1-AQ,0] O. 4.132
7 o [ ol ( )

Esta expressdo € nosso principal resultado. Que representa a taxa de Hubble (Jordan-frame) de nosso
modelo da teoria escalar-tensor. A partir da estrutura (4.132) é obvio notar, como o campo escalar ©
modifica a dindmica cosmologica comparada com a relatividade geral com base ao modelo padrao.
Para m = 0, que € equivalente a ® = 1, recuperamos o modelo ACDM e a dindmica de Jordan-frame
coincide com a dinamica no Einstein-frame. Para qualquer m # 0, que € equivalente a @ # 1, a expres-
sado (4.132) mostra claramente que € testavel, um modelo alternativo com desvios presumivelmente
pequenos do modelo ACDM. Notar que as modificagdes do modelo ACDM sao diferentes daquele

do Einstein-frame. Um caso particular, quando ndo existe parte constante mesmo para w = —1.

Equacao efetiva do potencial

Devemos enfatizar que a solugdo de (4.131) € uma consequéncia da solu¢do da equagdo do fluido
dindmico macroscépico para a densidades de energia sob a suposi¢do (4.94). Isto ndo é uma
solug¢do de (4.48) em si, que exigiria uma expressao explicita para o potencial U. A solucdo
exata desconhecida da equacdo de campo escalar (4.48) € substituido aqui pela solucdo efetiva
em (4.131) que foi obtido utilizando as aproximacdes (4.94) e (4.98) no fluido dindmico macros-
copico. Nosso mecanismo nos permite obter conseguir uma expressao explicita para o campo
escalar @ e para a taxa de Hubble sem resolver a equagdo do campo escalar em (4.48).

De (4.131) encontra-se

o
oo__om @ (4.133)
1+3ma
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e
1+9m O
Q" =om———. 4.134
"1+ 3m)e & (4134)
ainda mais,
dd 6m
 — ®'gH=- OH, 4.135
dt . 1+ 3m (-133)
dz(D ’ ’ 1 2172 ’ 2 21y
v = (®aH)aH = ®"a"H" + ' (aH” + a"H'H). (4.136)
Aqui precisamos de H’. Diferenciando a equacgdo (4.132), produz
1+m 1 6m (O]
2HH' = -H;|3 AQ, 00> — 1 -AQ,0]—|. 4.137
%171+ 3m 0d a<D+1+3m[ O]a ( )
Usando também
OH* = Hi[AQ, a7 + (1 — AQ,0)D*], (4.138)

podemos escrever

> dd
3H— = -9H?

m -3 2
I + 7 0m[(l + m)AQ,0a"" + 2(1 — AQ,,0)D7]. (4.139)

Nossa expressao (4.131) pode ser visto como a soluc¢do da equagdo (4.139). Podemos introduzir

aqui

ad=ow
em seguida a equacao (4.139) € da forma
d*® do
W + 3HE + Ué)ff =0, (4.140)

onde U;f /"¢ dado pela expressdo do lado direito de (4.139) com o sinal oposto. Portanto, a
dinAmica de nosso ® é de um campo escalar com potencial U¢/. Para m = 0 a derivada de
Ufpf s desaparece, correspondente a um potencial efetivo constante e compativel com @ = 1, assim
recuperamos o modelo ACDM. Deve ter em mente, no entanto, que a dindmica de ® descreve os

desvios do modelo ACDM, ndo este modelo em si.
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A correspondente densidade de energia total pode ser escrito como

p= A% +po (1 = AQp) D, (4.141)

ou, separando a parte da matéria como em (4.46)

o= ’% 4 (A= 1)’% + o[l = AQ, 0] . (4.142)

Ao aparecer o campo escalar @ nestas expressdes muda as contribui¢des relativas da matéria e o equi-
valente de energia escura. Nosso modelo codifica os desvios da descri¢do escalar-tensor do modelo
ACDM inteiramente no parametro constante m que € suposto a ser pequeno. Para que seja mais defi-
nitiva, devemos assumir |m| < % Sob estas condigdes, @ decai com a para m > 0 enquanto aumenta
para m < 0. E exatamente na epoca atual ¢ = 1 que ®(a = 1) = 1. Param > 0 temos ® > 1 no pas-
sado (a < 1), param < 0, por outro lado, ® aumentade ® < 1 em a < 1 até o presente ®(a = 1) = 1.
Para a < 1 vemos que nesse limite a expressdo da direita de (4.142) so contribuiria o primeiro € o
segundo termo, mas o primeiro termo se cancela com uma parte do segundo termo, sendo assim a

nossa abordagem para a densidade de energia
0 ~ Appoa 3atn (a < 1). (4.143)

No limite de um futuro distante a > 1, da expressado (4.142) podemos observar que os dois primeiros
termos da direita somem, devido a essa consideracao, ficando s6 o terceiro termo, na qual a densidade

de energia serd aproximadamente

n

0~ po (1 = AQ) @™ ™5 (@ 1). (4.144)

Dependendo do sinal de m pode decair (i > 0) ou aumentar (m < 0).

A fracdo da matéria torna-se

Q, ="b" - Q" . (4.145)
o AD Qpa + [1 = AQg] D

Podemos introduzir uma descri¢ao efetiva da relatividade geral, definindo uma componente p, =

P - Pm,

B = 11— AQ,0 a5 + Qa7 [Aat — 1], (4.146)

Po



112

que € equivalente a

A
px = (5 - l)pm t o1 = AQy] @ (4.147)

com uma contribui¢do fracional

0 (Acp—1 - 1)Qmoa—3 +[1 - AQ,,0] ®

Q. === . 4.148
p A(D“Qmoa‘3 +[1 -AQ,0] ® ( )
Logo, em altos redshift,
pm 1 _ _6bm pX 1 _ _6m
Q,=—=r —a ™n, Q. =—=x~1-—a ™ (a<). (4.149)
p A Jol A

Para m > 0 a densidade de energia efetiva p, torna-se negativo para pequenos valores de a. Durante a

combinagdo 1 — AQ,,) permanece sempre positivo para pequenos valores de m e €,,9 da ordem 0.3, a
. ~ _bm_ 2 . .

combinagdo A a3 — 1 mudard seu sinal com o aumento do fator de escala. Essa mudanca de sinal

ocorrerd em um valor a., dado por

1+3m

1 -m 6m
(1 + 3m)*

6m

Aal ™ -1=0 = a.= (4.150)

numericamente, é direto verificar que valores O [m| > 0.1 muda drasticamente a dinimica comparada
em comparacdo com a do modelo padrdo. Particularmente, para m > 0 a combinacdo A atin — 1
¢ negativa para pequenos valores de a. Com o aumento de a obtém-se uma mudanga para valores
positivos em a. = 0.25 para m = 0.1, correspondente a um redshift z. * 3 e em a, = 0.31 (redshift
Z. = 2.2) param = 0.01. Param < 0 o termo Aatsi — 16 positivo em a < 1 mas mudard o sinal.
Para m = —0.1 isso acontece em a. ~ 0.39 (redshift z. ~ 1.6), para m = —0.01 o valor correspondente
éa. ~0.08 (z. # 11.6). O comportamento da densidade de energia fraciondria € mostrada na Fig.4.1.
O painel direito usa unidades logaritmicas mostrando os valores assintéticos de €, e 2, em tempos
primordiais. Deveria ser enfatizado novamente que a “densidade de energia” p, ndo representa um
residuo material, em outras palavras, é de origem geométrica. O fato que a quantidade p, pode tornar-
se negativo nao afeta o modelo. o que importa aqui € a taxa de Hubble, que é sempre bem comportada.

Para completar a analogia, a componente p, € suposto a obedecer a equacdo de conservacao

dp;
dt

+3H(1+wy)p,=0 (4.151)
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— m=-0.01
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Figura 4.1: Fracdo da matéria €, da energia total e fracdo da energia geométrica ), para valores
negativos (painel acima) e valores negativos (painel abaixo) de m. As unidades logaritmicas sdo
usadas no painel direito. Isso permite uma melhor visualizagdo dos valores assintéticos no tempo

primordial

A ~ ‘ dpx _ d .
com um w, como pardmetro de equagdo de estado. Através de * = %% = p'.aH nds obtemos

1 ’
pa+3(1+wy)p=0 = ltw,= —g’;‘“. (4.152)

Um célculo direto concede

21— AQ,0] @ + Q00> [“—mAqu - 1]

1+3m 1+3m

4.153
[1—AQ,0] @ + Qa3 [AD ' — 1] (4.153)

wy=-1+

A equacido (4.153) estabelce uma relagdo entre a constante, o “bare” do parametro da equacdo de

estado w = —1 no Einstein-frame e o parametro de equagao de estado efetivo w, no Jordan-frame,
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geralmente dependente do tempo. Para m = 0 recuperamos w, = w = —1. Em altos redshift
| LA — 1]
c~ =1+ < 1). 4.154
w AGT ] (@< 1) (4.154)

O valor de w, pode ser proximo de zero em altos redshift, ou seja, imitando poeira, mas a densidade
de energia efetiva serd negativa em m > 0. Ja um valor bastante pequeno de |m| # 0 mudard substan-
cialmente o comportamento de esta densidade de energia equivalente comparada com a densidade de

energia do modelo padrdo. O valor atual do parametro de equagdo de estado é

24 3mQ0
1+3m n
_ =1). 4.1
0. (a ) (4.155)

wy=-1+
Dado que |m| € pequeno, isso permanece nas proximidades de w, = 1. No futuro distante w, aproxima-
se

2m
1+3m

we -1+ (a>1). (4.156)

A evolugdo do parametro de equagdo de estado efetivo w, € visualizado em Fig.4.2 com diferentes
valores de m. Para pequeno valores de a temos w, > 0 mas haverd uma mudang¢a em w, < 0 bem
antes da época atual. A densidade de energia efetiva muda de um regime “phantom” para uma fase
tardia com p, > 0. Devido a uma troca de sinal em p,, o ponto de transicdo p, = 0 € acompanhado
por uma singularidade em w, neste ponto para m positivo.

O resultado para o parametro de desaceleracdo g = —1 — a% é

1_?’mA£2nan_3(D_1 - = [1 - AQmO] (Y

1= % lJr}mAQmoa‘3(I)‘1 + Efﬁ AQ,0] © (4.157)
Como mostra da Fig.4.3, ele muda desde uma valor de alto redshift
g~ ; ; iZ (a< 1), (4.158)
perto de 1/2, ao valor préximo a —1,
1
1% 11 3m (a>1), (4.159)

em tempos tardios. A expressao explicita para a pressao é



115

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 ‘ 0.8 o 1.0

Figura 4.2: Parametro de equacgdo de estado como func¢ao do fator de escala para valores negativos de
m (painel esquerdo) valores positivos (painel direito).

0.6~ 1 0.6~
EdS EdS

0.4+

0.2~

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3: Parametro de desaceleracdo para varios valores de m negativos (painel esquerdo) e positi-
vos (painel direito).
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1+m
e = WerfPx = —Px 1 - AQ,0] D + poQuoa™ AD! - 1]. 4.160
Dx = Wer P P +1+3m/00[ 0l © + poQmoa T2 3m ] ( )
Diferenciando e usando ® = —%-H® gera
2 1+m 2
9y = —pr — 3H 1 —AQ,0] D + Qoa™ AP — 1]}, 4.161
Px=—p Po{(1+3m)[ 0ol @ + Q00 (1+3m) ]} ( )
desde que
= 3Hped =2 (1= AQ] @ + Qypa | A - 1 (4.162)
x = — - m m0ad - ) .
P POAT+ 3m 0 T 3m

encontramos que

px 1+3m 1+3m
Pro 14 . (4.163)
P 1 = AQu0] @ + Qa3 [ AD! — 1]

14+3m 14+3m

( 2m )2 [1-AQ,0] P+ Qoa™ [(H_m)qu)_l B 1]

Em altos redshift esta quantidade (que corresponde a velocidade do som adiabdtica) é consideravel-

mente menor que 1, pode até ser préximo de zero. O limite do futuro distante é

3 2
pfz—l+ ~

5 - (a>1). (4.164)

Embora isso ndo pareca diferir substancialmente do modelo padrido, o comportamento intermedidrio
faz. Como visualizado na Fig.4.4, esta quantidade muda de sinal nos pontos com p, = 0 que implica
uma singularidade em f)—X Recordar que a densidade de energia p, ¢ uma quantidade efetiva que
simula a energia escura mas ndo pertence a parte matéria das equagdes de campo. Isto € de origem
inteiramente geométrico.

Podemos definir o pardmetro de equagdo de estado total w = f—) = % que resulta em

P Dx 1 (1+m[l-AQ,0] P +2mAD'Q,pa?
w=Z =2 - . (4.165)
o p 1+3m [1 -AQ, 0] P+ AD1Q,0a73
Cujos limites s@o
2
~ a<1) (4.166)

1+3m
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Figura 4.4: Velocidade do som efetiva para varios valores de m negativo (painel esquerdo) e posivito
(painel direito).

1+m
w R “T33m (a>1), (4.167)

ou seja, em altos redshift w € préximo a zero, no limite do futuro distante é proximo a —1. O pardmetro

de equacao de estado ¢é visualizado na Fig.4.5. Isto € bem composto para todos os valores de m.

Com
PP _1HM 10 0+ 2 (1 - AQ,| @ (4.168)
po 1+43m "0 1 +3m oL '
' 1 2
Lo Bl Ao Qa + — [1 = AQ, ] D = —3HE P (4.169)
00 1+3m 1+3m fo)
c
> P, 2m (1
P Pr_qy2mdrm ”? (1 = AQ,0) @ + Q007 A07!| (4.170)
Lo Po (1+3m)
encontramos
P _ 2m (1 + m) (1 -AQ,0) D+ Q,paAD! 4.171)
o 1+43m 2m[l —AQ]® + (1 +m)AD1Q, a3 '

Esta adiabaticidade da velocidade do som efetiva do meio césmico como um todo tem um limite em
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Figura 4.5: Parametro da equacgdo de estato total para varios valores de m, negativos (painel esquerdo)
e positivos (painel direito).

altos redshift

p 2m

“x - 1 4.172

e 1+3m (@<, ( )
ou seja, para valores pequenos, €

p 1 +m

LA 1), 4.173

o 1+3m (@=>1 ( )

no futuro distante, um valor préximo a —1.

A medida que m > 0 a derivada da pressdo total p é sempre positivo e a derivada da densidade de
energia total p é sempre negativo, a quantidade % permanece negativo em todo o intervalo. param < 0,
em contrapartida, p é sempre negativo mas p pode alterar o seu sinal para valores suficientemente

grandes de a, que da origem a uma divergéncia em fg no valore critico

[ = ) AQ, PR
| 20ml (1 = AQ,0)

(m <0). (4.174)

s

Para a < ay a relagdo £ € positiva, para a > a, isto € negativo desde que p comega a crescer em
P :
a = ay. Isso é consistente com o limite do futuro distante em (4.144). Exceto para um grande desvio

do modelo padrao com m = —0.1, essas singularidades ocorrem em um futuro distante. Fig.4.6 mostra



119

0.05" 4_// 005t 77

— 000[—=====—————————— === === = 000f—————~==—=——===cc==cc-—

m =-0.01
-e05- m = -0.001 1 -0.05~ 1

-0.10" : : : : -0.10 " : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6

0.8 1.0

Figura 4.6: Dependéncia do fator de escala da velocidade do som adiabética efetiva total para varios

valores de m, negativos (painel esquerdo) e positivos (painel direito).

a dependéncia de % no fator de escala para varios valores de m.

4.2.6 Condicoes de estabilidade

Verificamos aqui a estabilidade simplificada da solucdo para @, deixando uma andlise verdadeira da

perturbacao para ser objeto do proximo capitulo. Introduzimos uma decomposi¢ao

O =0, + P

(4.175)

com a nossa solucao do “fundo” @, e uma perturbacdo (homogénea) ®; de acordo com

__6m
O, =a ™, O <D,

Linearizando, produz

+3m 1+3m 1+3m 14+3m 1m
2m = (q)b + q)l) o~ q)b2m + 2 (Dth (I)l
m

1

d

D = (D, + D)) = D) +20,D,.

(4.176)

(4.177)

(4.178)

Introduzindo essas decomposicdes em (4.139) fornece-nos, em primeira ordem, com uma equacao

para @y,

d*®, d®, |1 1+m Lem
+3H +9H; |z ———AQ, 0D, +
dr? dt 0121 +3m "7

m
(1 + 3m)?

(1 — AQ,0)D,|®, =0.  (4.179)
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Figura 4.7: Dependéncia de w? vs m para o valor atual ®;, = 1 (linha sélida) e para o valor constante
@, < 1 (linha tracejada) que, para m < 0, corresponde ao fator de escala no passado, ou seja, a < 1. o
intervalo de instabilidade (valores de m da esquerda da interse¢do da curva @, com o eixo de w? = 0)
diminui para o passado, uma vez que o ponto de interse¢do se move a esquerda para ®, < 1. A
faixa cinza marca a regido de instabilidade. Os valores observados de forma observacional estdo
inteiramente na parte estdvel do plano w? — m. Para m > 0 a estabilidade é sempre garantida.

Esta € uma equagao para uma oscilador harmonico amortecido com uma frequéncia w dependente do

tempo, dado por

11+ Lim
W = OHZ |- — 0 AQ, 0D, +

>T73m - AQ,0)Dp | . (4.180)

_ g
1+ 3mp

2 > (. Para valores

A perturbacdo ®; € delimitada, ou seja, ndo hd instabilidade para qualquer w
positivos de m isto € sempre garantido. Para valores negativos m < 0 o segundo termo nos colchetes
teve que dominar o primeiro para quebrar a condicdo w? > 0. Mas, desde que é impusemos |m| < 1

isto pode acontecer apenas sob a condicao extrema a > a., onde a., € um valor critico, dado por

3 1lj3|1\21| 1- 2|m| AQmO
cr = ——(1- PV
. T g

(4.181)

Segue-se que uma instabilidade pode ocorrer, no méximo, no limite do futuro distante a > a., onde
a., > 1 devido a dependéncia inversa em |m|. Este valor de a., € da mesma ordem que o fator de escala
critico derivado anteriormente em (4.174). Na Fig.4.2.6 descrevemos a dependéncia em (4.180) de

w?* em m para o valor atual ®, = 1 (linha sélida) e para um valor constante ®, < 1 (linha tracejada)
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que corresponde a um fator de escala no passado, ou seja, a < 1, param < 0. A faixa cinza representa
a parte instavel w? < 0.

A regido observacionalemnte permitida para m (ver o andlise estatistico da proxima secdo) encontra-se
inteiramente na regido estavel, mesmo para para os valores negativos admitidos de m. Na direcao do
passado, a regido admissiveis de valores negativos de m aumenta pois a intersec¢do da linha tracejada
com w? é deslocada para a esquerda.

Com ajuda da descomposicao (4.175) a taxa de Hubble (4.132) pode ser dividido em uma parte do

1+3m

fundo H, e linear, Perturba¢do homogénea H; sobre este fundo também. Jd que com a™> = @

a evolucdo temporal da taxa de Hubble (4.132) é completamente determinado pela dinamica de O,
encontramos H; oc @y, ou seja, a taxa de Hubble perturbada herda as propriedades de estabilidade das

perturbacdes do campo escalar.

4.3 Analise Estatistica

A existéncia da energia escura € suportada por um certo niimero de observacoes. Isso inclui (i) a idade
do Universo em comparacdo com a idade de estrelas de baixa massa em aglomerados globulares, (ii)
observacdes de supernovas tipo Ia (SN Ia), (iii) a radiacdo césmica de fundo (BAO, em ingl€s), (iv)
oscilacoes acusticas de barions (BAO, em ingl€s), e (v) Estruturas em Larga Escala (LSS).

Em um Universo CDM a idade cdsmica pode ser menor do que a idade das estrelas mais velhas. A

energia escura pode explicar esta discrepancia, pois a sua presenga pode aumentar a idade césmica.

Nosso principal objetivo nesta se¢do € para testar a viabilidade da expansdo do fundo prevista por
(4.132), com base nas observacdes disponiveis. Um interesse particular aqui € obter restricdes sobre
o parametro m que € responsavel por sugerir desvios do modelo ACDM.

Para comparar (4.132) com os dados, restringimos os pardmetros com os seguintes conjuntos de dados

observacionais.

4.3.1 Observacoes de Supernovas

A explosdo de estrelas como supernovas € extremamente luminosa e libera grande quantidade de ra-

diacdo. As supernovas podem ser classificadas de acordo com as linhas de absor¢do de elementos
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quimicos. Se o espectro de ujma supernova inclui uma linha espectral do hidrogénio, € classificada
como tipo II. Caso contrario, é chamada de Tipo 1. A explosdo do Tipo Ia ocorre quando a masa de
uma ana branca num sistema bindrio ultrapassa o limite de Chandrasekhar. Uma vez que a lumino-
sidade absoluta de tipo Ia é quase constante no pico de brilho, a distancia de uma SN Ia pode ser
determinada medindo a sua luminosidade observada (aparente). Assim, a SN la é como uma vela

padrdo, através da qual a distancia de luminosidade pode ser medida por observacgao.

Para comecar o nosso andlese usamos os dados da Supernovae da compilacdo Joint Light-Curve
Analysis (JLA) [13]. Usaremos o conjunto de dados binados facilidado pela referéncia [13] com a
correspondente matriz covariancia C. Este teste se basa nos médulos de distincia observados p,s(z)

de cada dados binados SN Ia em um determinado redshift z.

d
1n(2) = 25 + SLog A;(Z), (4.182)

pc

onde a distancia de luminosidade, no espaco plano da métrica FLRW, é dado pela férmula

di(z) = c(1 +2) f (4.183)
0

d7
H@)
Conhecend a taxa de expansdo de Hubble nos permite calcular o valor tedrico previsto ,(z;) para um

redshift dado z;. Os dados binados JLA contém 31 pontos de dados. Para uma amostra de Supernova

JLA, a funcdo y? é construida de acordo com

Xy = (@) = tows(@) C7" (uin(Z) — tons(2)) . (4.184)

4.3.2 Restricoes dos dados H(z)

Uma segunda fonte observacional vem da avaliagdo de dados de idade diferencial de galdxias antigas
que evoluiram passivamente [49, 50, 91]. A taxa de expansao e a idade diferencial do Universo, dz/dft,

estdo ligadas pela equagdo

1 dz
Hi) = -——%. 4.185
@O=-T7a (4.185)

Os detalhes do método para calcular dz/dt da idade absoluta € dado por [87]. Os dados observacionais

comprende em medi¢des da taxa de Hubble H,,,(z;) em redshift z;, com as correspondentes incertezas
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do desvio padrao o;.

Para restringir parAmetros cosmoldgicos p do modelo de interese nés calculamos a fungo x 7

o [Hu(ziz Ho, p = Hopo(2)))?
X%(Ho,p):z[ 25 Ho P~ Hopl @) (4.186)

=1 o

onde Hy,(z;; Hy, p) € o valor previsto pelo modelo da taxa de Hubble. H,;,(z;; Hy, p) = HoE(z; p), entdo

da equagdo (4.186) encontra-se

28 28 2
3 Hops(2)E(z; 5 Hop, (i
_ 2HQ ObS(Zl) (Zl’ p) + obs(Z ) (4187)

28
E*(z;;p)
X#(Ho,p) = Hj Z > o2 o2

i=1 i i=1 i i=1 i
onde )(?1 depende dos pardmetros do modelo p bem como no parametro de incomodo H, cujo valor
nao € conhecido exatamente. Os dados usados aqui, consiste de 28 pontos de dados listados em [37],

mas previamente compilado em [62].

4.3.3 Oscilacoes Acusticas de Barions (BAO)

A escala de oscilagdes acusticas de barions € calculado através de

1/3

M@:a+#%@§% , (4.188)

onde D4(z) é a distancia do didmetro angular. Os valores para Dy tem sido reportados na literatura
por vdrias pesquisas de galaxias. Em nossa andlese nds usamos os dados em z + 0.2 e z = 0.35 do
SDSS [72, 76], dados em z = 0.44,0.6 € 0.73 dos WiggleZ [15] e um ponto de dado em z = 0.106 da
pesquisa de 6dFGRS [14].

Para nosso anélese estatistico nds construimos a fun¢do chi-quadrado de cada amostra.

N th(,\ _ £obs(, \\2
RN of Gl )i @159
i=1

g;

onde f = (H, Dy) para os conjuntos de dados de H(z) e BAO, respectivamente. O numero de pontos
de dados z;, f°*(z;) em cada conuntos é, respectivamente, Ny € Npao enquanto que o; € o erro obser-

vacional associado a cada observacdo f°”* e f é o valor tedrico previsto pelo modelo escalar-tensor.

Adicionando informacgdes de todas as amostras de dados, podemos construir a fun¢do total do chi-
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quadrado como

Xoral = Xsn + X1 + X5a0- (4.190)

Consideramos a taxa de expansao (4.132) como um modelo com trés parametros livres, Hy, £,,0 € m.
Nosso principal interesse € em restricdes sobre o dltimo.

Vamos fixar dois parametros das hipersuperficies Hy: o prior de Planck Hy, = 67.8km/s/Mpc [3] e
a recente delimitacdo do Hubble Space Telescope (HST) Hy = 73.2km/s/Mpc [82]. Esses prior em
H, nos permite expandir o plano €,y vs m. Isto pode ser visto nos paineis da Fig.4.8 e Fig.4.9, onde
a regido de confianca 1o e 20 sd@o mostrados em vermelho para os dados H(z), para os dados de
Supernovae de regido azul e para dados BAO de regido verde, para ambos prior de Hy. Os contornos
combinados sdo obtidos a partir da funcdo total do chi-quadrado (4.190) sdao dados pela linha solida
preta. A partir destes graficos € evidente que os valores preferidos de m dependem do prior Hy. Com
o prior Planck os valores positivos de m sao os preferidos, enquanto o prior HST prevé resultados em
uma preferéncia por m negativo.

E interessante evidenciar que, em ambos os grificos bidimensionais o0 modelo ACDM, expressado
pela linha horizontal em m = 0, situa-se fora da regido do nivel de confianca 20~ da funcao total

2

A fim de obter restri¢cdes especificas em m, aplicamos a andlese estatistica Bayesiana. Com este
procedimento obtemos uma fung¢ado de distribui¢do de probabilidade unidimensional (PDF) depois de

marginalizar a fun¢do likelihood.
£ = Ae o toQmom]2 (4.191)

sobre os parametros Hy € €,,,.
O resultado do PDF para o parametro m € mostrado no painel da Fig.4.10. Embora os valores positivos

para o parametro m sejam ligeiramente nosso preferido, o pico da distribuicdo foi obtido em m =

0.011(10) ~0.017(20y 9U€ indica a concordancia do modelo com o modelo ACDM.
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Figura 4.8: Restricdes observacionais nos parametros do modelo. nés fixamos a hipersuperficie com
o Planck prior Hy = 67.8km/s/Mpc e mostrando contornos do nivel de confianga 1o~ € 20~ no plano
Q.0 vs m. Apenas dados H(z) € respresentado pela regido vermelha, dados BAO pela regido verde e
dados de Supernovae pela regidao Azul.
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Figura 4.9: Restri¢des observacionais nos parametros do modelo. nés fixamos a hipersuperficie com
o HST prior Hy = 73.2km/s/Mpc mostrando contornos do nivel de confianca 1o~ € 20~ no plano Q,,
vs m. Apenas dados H(z) € respresentado pela regido vermelha, dados BAO pela regido verde e dados
de Supernovae pela regidao Azul.
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Figura 4.10: Os contornos obtidos a partir do total y? sdo retratados pela linha sélida preta. Nesta pei-
nel nés mostramos a fun¢do de distribuicao de probabilidade unidimensional (PDF) para parametros

de m apds a marginalizacao através de Hj e Q.
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Capitulo

CRESCIMENTO DA MATERIA NO MODELO DE ENERGIA

ESCURA COMO UMA MODIFICAQAO DA GRAVIDADE

5.1 Crescimento linear das perturbacoes de matéria

Além da histéria de expansao do universo, o crescimento da estrutura de grande escala pode também

fornecer restricdes importantes na energia escura e na gravidade modificada. A taxa de crescimento

da estrutura em grande escala é derivada através das perturbacdes da matéria 6, = f)—:, no regime
linear.

Neste capitulo introduzimos a nossa notacdo e apresentamos as principais ferramentas bdasicas que
serdo necessdrias para estudar o crescimento linear das perturbacdes da matéria, no contexto de di-
ferentes tipos de energia escura e leis gravitacionais, pelo menos em escalas onde aplica-se uma
aproximacdo quase-estdtica. Desde que estamos dentro na era dominante da matéria, podemos des-
preciar as componentes de radiacdo do parametro de expansdao de Hubble. Agora, para diferentes
tipos de energia escura a equacdo diferencial bésica de segunda ordem, que governa a dindmica das

perturbacdes lineares da matéria 9,, em escalas do sub-horizontes € [8, 80, 90]
Om + 2VHS,, — 4nGip, 0, = 0, (5.1)

onde () denota a derivada com respeito ao tempo ¢, € H(a) = 3 ¢ a taxa de Hubble. Fica claro que a
natureza da energia escura esta espelhada no coeficiente de amortecimento 7 e o efeito da gravidade

modifica € introduzido através de um resposta adimensional fi = G.s/G, onde G,.¢¢ € uma “cons-
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tante” gravitacional efetiva e € igual a constante gravitacional de Newton G na Relatividade Geral.
As quantidades 7 e 1 s@o fungdes gerais do fator de escala e possivelmente do niimero de onda k das
perturbacdes no espaco de Fourier. No caso de campos escalares como modelos de energia escura
(quintesséncia e similares) que aderem a Relatividade Geral, portanto, temos ¥ = i = 1; no caso, se
permitimos interagdes no setor escuro, em geral obtemos ¥ # 1 e i # 1. O caso para modelos ino-
mogéneos de energia escura [26] (dentro da RG) ou para modelos de gravidade modificada pode-se

mostrarque vV = l e i # 1.

A seguir buscaremos as ferramentas necessdrias para encontrar o crescimento das perturbagpes da

matériaparav = 1 e u # 1 ou G.y.

5.1.1 Perturbacao escalar

O elemento de linha da perturbacao escalar:
ds* = —(1+2¢)dtf’ +2a*F pdtdx' + a*[(1 — 24)5;; + 2E ;jldx'dx’. (5.2)
A equagdo de balanco para um fluido perfeito
P+B®p+p) =0, p=p,u". (5.3)

As quantidades a primeira ordem

O = P + poit™ = pu® + pil (5.4)

[©(0 + p)I" = Op + p) + OP + p). (5.5)

Tendo em consideracdo todas as expressoes do elemento de linha de (5.2), entdo a perturbagdo escalar

da expansio, sabendo que ® = i, entdo temos:
M

A

6 = a—lz(Av +Ay) - 30 —3H¢,  y=dXE-F), (5.6)
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onde A € o Laplaciano tri-dimensional.

Segue-se que as perturbagdes no balanco de energia em (5.3) pode ser escrito como

) sy N 1
( P —3¢) + (ﬁ—ﬁﬁ)+—2(Av+AX):o (5.7)
p+p p+p\" p') a

P ——

ﬁnad

Aqui a quantidade da perturbacdo invariante de calibre p’%p — 3y aparece naturalmente. Observe-se
também a segunda expressdo de (5.7) onde aparece a combinacio P,y = p — [’%[) que representa a
parte ndo-adiabdtica da perturbagdo da pressdo. Desaparece para perturbacdes adiabdticas.

Sera conveniente definir a quantidade {:

>

U
11}

— . (5.8)

W —
+

ptp

Em grandes escalas o termo da gradiente espacial sdo despreziveis.

Para grandes escalas, entdo temos

i~ -H-L_, (5.9)

que ¢ valido. Consequéntemente, se as perturbagdes da pressdo sdo puramente adiabdticas, a quanti-

dade { permanece aproximadamente constante:

IS

pP==p = DPwu=0 = constant. (5.10)

i)

5.1.2 Fluidos imperfeitos

Voltando as consideracdes feitas sobre fluidos de forma geral dada na secdo 3.2.2, como qualquer
tensor simétrico de segunda ordem, portanto, dado o campo vetorial tipo tempo u* representando a
direcdo normal da hiper-superficie (no caso de Friedmann, as hiper-superficies sdo homogéneas e
isotropicas ), podemos sempre decompor o tensor de energia momento 7, sendo assim um fluido

imperfeito, que pode ser dividido de acordo com

T, = puuu,+ phy, +11, +qg.u, +q,u,, (5.11)



130

os primeiros dois termos da equag@o sdo conhecidas para um fluido perfeito. Os tensores g, € I,

satisfazem os vinculos

g =0,
I1,,u" =0,
IL,g" =0,
M, = I,,.

A partir destas propriedades obtemos da equagdo (5.11)

1
P = Tuvuﬂuv’ pP= ghﬂvav, qu = _h;TV(ruo-» (512)
1
My = Kb Toe + phys = T+ SR T (5.13)

Todas as expressdes acima sdo medidas na hiper-superficies descritos por u*, hy,, = g, + u,u, € 0

projetor-métrico e que tem por sinal (-1, 1,1, 1), ou seja, u,u* = —1

Equacoées de conservaciao

A expressao covariante da conservacao total de energia obtem-se por
T!) = 0. (5.14)

Para projetar essa equacdo vetorial, paralela e ortogonalmente ao vetor #* na dire¢cdo do tempo, s

multiplicamos (5.14) por u*, ou seja,
(ou'u")uy, + (pH")uy + 11wy, + (g'u” + q"u).u, = 0. (5.15)
Desenvolvendo cada uma delas, obtem-se a equacdo de conservacao de energia [71]

- [p +p0 + p® — §'u, + q“ﬂ - (I"u,),, + H‘”uﬂ;v] =0,
(5.16)

p+p+pO®+V,¢+i,g + o, =0, (5.17)
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onde tem-se as defini¢des p = p.,u" e uu, = 0.
Agora vamos a projetar a equagao (5.11) no espago ortonal a u,,, para isso multiplicamos (5.11) por

I,

Tf;fhz =0
(5.18)
Por partes, temos
(pu'u"). by, = pihy = pil,
(5.19)
(phﬂv);vhz — p;vha/v + pl;t(l,
(5.20)
(¢'u)h; = ¢'h; +q"0,
(5.21)
vV a v @ a (04 (04
(qu)hy = g ghv +0%,+0",],
(5.22)
I ;VhZ = 1", +a, J17 (5.23)
Coletando os termos, obtem-se
. . . 4
e+pu*+Vip+ VI + i1 + hyq" + |0, + 0, + O] | q" = 0. (5.24)

3

No fundo homogéneo e isotropico ¢ = i, = I, = 04y = Wy, = 0. Para o formalismo das pertur-
bacdes pode ser considerado quantidades que sejam de primeira ordem. Em perturbagdes lineares os
produtos dessas quantidades sdo desconsideradas. Sob estas condi¢des as equacdes de conservagao

sao

p+B®p+p)+V,q" =0 (5.25)

4
w+pu+Vip+ VI + hq" + §®h‘j " =0. (5.26)
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Tendo estas equacdes nds podemos perturbar estas conservacoes de forma semelhante ao capitulo 3.

Vamos a considerar o tensor de energia-momento sem fluxo de calor,
A0 A 0 N £b A ch b
Ty=p, T,=@+piy, T,=po,+II. (5.27)

Usando a perturbacdo escalar dada na equagdo (5.6), obtem-se a equacdo de campo perturbada de

ordem 00
| 2 ; 5 R
G, = ;Alﬁ — EHAX + 6HY + 6H ¢ = —kp, (5.28)
e assim encontrando também a componente O« da métrica
Goo = 200 + 2Hp o = —k(p + PV, (5.29)
com o qual a equacao (5.28) serd equivalente a
AY + HAy - 3Hd* — 3H*a*¢ = 4nGpa® (5.30)
e assim, encontramos também a componente Oa da equagao (5.29)

3HY + 3H? = —4nG(3H(p + p))va’. (5.31)

O primeiro termo na direita da equacgdo (5.30) serd considerado como uma quantidade invariante de

calibre, sendo assim teremos o calibre do potencial gravitacional como
Y' =y + Hy, (5.32)
logo a equacdo (5.31) em (5.30), tem-se
AYX = 4nGa*(p — 3H(p + p)v) = 4nGa’p* = %H -, (5.33)
o que d4

1 , g .
SAY = 4rGE = Sy = —4rGps, (5.34)
a a



133

ou

. 2 K
5 =S (5.35)

Podemos observar que o potencial gravitacional fica determinado pela perturbacdo da densidade total.
Em escalas do sub-horizonte questdes do calibre ndo tem importancia e podemos omitir os sobrescri-
tos que indicam a informacao sobre as deifini¢des do invariante de calibre.

Para encontrar a relagcdo entre a pressdo anisotropica e os potenciais gravitacionais, vamos a consi-
derar a métrica (5.2) no calibre F = E = (0 e assim deixamos a pressdo anisotrépica ser o tnico

fendmeno de fluido imperfeito.
A . . . ) 1 3
G =320 + 6HY + 2Hp + ¢ (4H + 6H?)| + = (Ay — Ap) — = (Ay — A@), (5.36)
a a

ou seja,
G =320 + 6Hyjr + 2H + ¢ (4H + 6H”) | - % (AY — A). (5.37)

Considerando a combinagao

A A

Gy~ 363G = du |20 + 6HY + 2H + ¢ (4H + 6H)|

1 1
+_2 (w,ab - ¢,ab) - _25ab (AW - A¢)
a a

1o . . . 1.2
393 [2¢ + GHY + 2H + ¢ (4H + 6H2)] + 30 =50a (AU = A9), (5.38)

que produz um diferenga de potenciais ¢ — ¢

O DUV 1
G - 301G = (aaab - §5abA) W=9). (5.39)

As componentes relevantes do tensor energia—momento sao

T = pog +105,  T%=3p. (5.40)
Considerando a combinagdo
A 1. .
T, - géaan”j = I1;. (5.41)
Desde que
1 1

HZ = amHmb = Eéamnmb = ;Hab (542)
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1 1
Hab = (h;nhz - ghabhmn) H,mn = (6gm5z - gaz(saba_zdmn) H,mn (543)

ou

1
I, = (8a0b - §5abA) I1, (5.44)
segue relacdo a pressdo anisotrdpica,

1 1
T~ 3oty =115 = (aaa,, - §(sa,,A) I0. (5.45)

A parte espacial da equagdo de Einstein pode ser escrito como

A1 PO BN
G, - gél‘jGn’f = K(TZ — §5abT,'ff), (5.46)
das equagdes (5.39) e (5.45) encontramos
v — ¢ = «Il, (5.47)

a diferenca dos potenciais ¢ — ¢ € diretamente proporcional a pressdo anisotrépica. Notamos que ao
considerar o calibre F = E = 0 as quantidades ¢ e ¢ coincide com os Potenciais de Bardeen ¥ e @,

respectivamente.

5.1.3 Modelando a Pressao Anisotropica

A perturbaca total da densidade de energia que determina o potencial, em principio, pode ser obtido da
dindmica do campo escalar exata (4.35) e (4.38). A primeiroa ordem encontra-se (ver, por exemplo,

[27, 48]

. om 1 [1w[ .00, dod & oD\’
= Emy 9P+ (222 )2
p ®+K2q>{2q>{ at ’0+(d(Dw o N\

0D A 0D . 1dU . 1 N
—3H(E + H(D) + 35 (2H¢ + lﬁ) + Ed_(l)q) + Eéabq),ab} . (548)



135

1 . 1 (lw|[.00dd [(dod & od\l 2d dd
p = —(Pu—-—pO)+ —<3-=2——+|—=—-=-20||—=—| |+ — +2H—
po= gPn=p®) K2c1>{2c1>[ or dt (d(Dw O )((%)l ar dr
d*® d®d do ;. N 1dU . 2V
2= 2 - (p—2g) - == -2 5.49
(dﬂ " dt) -2 -5 5035 } (549)

Relacdes andlogas podem ser obtidas para as perturbacdes das outras quantidades de fluidos, bem
como para as suas contrapartes das componentes individuais [27, 48]. Consequéntemente, iremos
fortalecer nosso ponto a ser estudado na qual, em adiante, vamos a considerar uma abordagem que é
independente dos detalhes do potencial.

Em contrapartida, a perturbacao da densidade de energia comdvel § obedece as equacdes de conserva-
¢do da dindmica de fluidos de T%" = 0 em primeira ordem. Em geral, na presenca de perturbacdes da
pressdo, ndo haverd equacdo fechada para 6°. A dindmica de ¢¢ serd acoplado a perturbagdes relativas
(entropia) dentro do sistema. Além disso, a dindmica de fluidos n@o especifica a pressao anisotropica.
Sem entrar nos detalhes dessa dinamica acoplada, € direto ver como as densidades de perturbacdes

total e relativas estao relacionadas as perturbagdes de matéria observacionalmente relevantes.

Perturbacio relativa da entropia

Perturbacgdes com a propriedade g = ,[_;’ sao chamados de perturbacdes adiabdticas.

Se p = p(p), as perturbagdes sdo necessariamente adiabdticas. No caso geral, as perturbacdes podem
ou ndo podem ser adiabaticas. Em tltimo caso, as perturbacdes podem ser divididas em uma com-
ponente adiabdtica e ndo adiabdtica ou uma perturbacdo da entropia. Uma perturbagao da entropia €
uma perturbacao na relacio de entropia por particula.

Para perturbagdes adiabdticas nds temos assim
C2:€:£:>pi:& (550)
p p

onde ¢? é a velocidade do som. Se ndo existe transferencia de energia entre as componentes no fundo,

a equacdo de continuidade da energia € satisfeita por eles separadamente,

pi = =3H(p; + p:) = =3H(1 + w))p;, (5.51)
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assim para perturbacgdes adiabdticas

0i _ 51’
L+w, 1+w;

(5.52)

N6s podemos definir uma perturbagdo relativa da entropia entre dois componentes do fluido i e j, que
acaba por ser um indicador invariante de calibre devido a forma como as perturbagdes da densidade
p; se transformam. Este € realmente o tipo de quantidade mais comum chamado na literatura de

“perturbagdo da entropia” [51, 54, 59]

b, P 5 5
p pﬂ - J (5.53)

-3H (.— - = - ;
Pi Pj 1+ w; 1+ W;
para descrever um desvio no caso adiabatico.

Entdo nds podemos escrever as perturbagdes relativas entre componentes x e m descritas como uma

combinagdo (invariante de calibre) - — ﬁ (com 6, = % e, = Z—’”). Portanto, defimos uma per-

turbagdo realtiva da densidade de energia §,, como diferencia entre a perturbagdes total e da matéria
pura, mas como a pressao da matéria é zero, entdo serd possible usar [29, 41, 45]
o°¢

= s 54
S =1 = (5.54)

onde ¢}, = 6,, — 3H(1 + w)v. Por enquanto mantemos a sobreescrita ¢ para indicar que a quantidade
correspondente é um invariante de calibre e definido com respeito ao potencial de velocidade comével
v. Uma descri¢do completa da dindmica de perturbagcdo em primeira ordem pode ser escrita com um

sistema acoplado de equacOes de segunda ordem de 6¢ e §,, como € mostrado em [29, 101].

Perturbacao da Pressao

Neste contexto a (geralmente ndo-adiabética) perturbagdo da pressao isotrépica que € uma perturbacao
da pressdo efetiva de componente x esta associada a densidade de energia através do quadrado da
velocidade do som em concordancia com p¢ = p¢ = c2p¢, onde a velocidade do som € definida
como o coeficiente que relaciona as perturbacdes de pressao e perturbacdes de densidade de energia
€ uma parametro fenomenoldgico. Geralmente a adiabaticidade no sistema de 2 componentes, uma
componente m (sem pressdo) e x, podendo ser determinado a expressdo da perturbagdo de pressdo da

componente x sendo ela dependente explicitamente da perturbacao total da densidade de energia e a
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perturbacdo relativa da entropia S ,,, com

Py =P =Py, = P = pud,, e &, = —Sm (5.55)

Para obter a perturbagdo da pressdo isotrépica, utilizamos o segundo termo do lado esquerco da equa-

¢do (5.7) tem-se

N . D. y
Praa=p—=p=p"—=p ' =ps— ———@, +p) =Py — —F———P,, + 0 (5.56)
p p Px + Pum p(1+”)

com p, = —O(o, + py) € P = —Op,,, obtem-se a perturbacdo da pressdao ndo-adiabatica como

A~ AC px (px px) AC
pl’la = px (p pm)
¢ fx (0+p)
(5.57)
_ ,\C_&(px+px)ﬁc_&(l_ Pm )Ac
oo etp) T o p+p)
(5.58)
- e pxﬁ‘ L Pe_ P 5 - Px(ox + px)p@.
Y Py o+ o prp) "
(5.59)
. e Droac (ox + P Dx | P ﬁfn]
Pnada = Py~ Px"'Pm - D (560)
Px O +D) pc|Px+Dx Pm
E em termos da perturbacao da pressao total p
AC p/\c A p/\c AC px/\c (px+pX)pX ﬁgc ﬁ:n
P = =P+ Puaa = =P + P — —P% + Pm — - —]- (5.61)
o Jo Px ©+D) Px|Px+Px Pm

Primeiro vamos a considerar que o dltimo termo em (5.61), com p$ = p° — p}, e considerando a

equagao (5.54) isto pode ser escrito como

AC AC + AC AC + Ac +
Pr _Pw_PTP (_P _&) - TP (_p 56) =L L (5.62)
PxtDPx Pm PxtPx\PtTDP P Pxtpx\pt+p Px + Dx
Aqui serd necessario suposi¢des sobre p¢, pelo qual assumimos
P = b (5.63)

Entdo a equagdo (5.61) torna-se

= f—;p(sc + (cﬁ - %) 2+ puES . (5.64)

X X
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No prémixo passo eliminamos p¢ contida no segundo termo na equagao anterior, por

C

P00 = 0+ p)

_ Pm 5"] (5.65)
p+p p+p

considerando a equagdo (5.54) e substituir no termo entre chaves na anterior equacao

Ac . . 0°
Px = Pe+p)S,+ (p+p)5m _pmdm =(p +p)Sm + (px +px)(pp+p _Sm)
(5.66)
P = puSu+ (p P X)paff. (5.67)
p+tp
Substituindo na equagdo (5.64), obtemos a perturbagdo da pressao total
P = Bpéc (c - p_) [pmSm + (px px)p(ic + pnES
P Px p+p Px
(5.68)
AC p C 2 2 pJC c Px p C
P = =po° +cpmSnm +cx( ) 0¢ — (—) 0°, (5.69)
p o p+p px\p+p

PxtPx

na equacao anterior podemos usar a relacao % = ( pvs

), onde o primeiro e o ultimo termo da direita

sdo anuladas, para assim obter

ﬁc:C2(px+px
p+p

)p56+c§MSm. (5.70)
Observando claramente que ambas expressoes 5.55 e 5.70 estdo determinados pelas componentes ¢¢
e S,,. Com um pardmetro de velocidade de som efetiva ¢2. O primeiro termo em (5.70) representa
a parte adiabdtica (isotrOpica) da perturbacdo de pressdo, o segundo termo é responsavel pela ndo-
adiabaticidade.

A parte ndo-adiabatica torna-se

Praad = (sz px—ﬁ)pé"wipmsm. (5.71)
p+p P

No caso especial de uma componente adiabdtica x, o primeiro termo desaparece e encontramos

. Px Px

Pnad = C)chmSm = _pmSm (Ci = ._), (572)
Px Px

ou seja, a parte nao-adiabdtica € inteiramente devido as perturbacdes relativas da densidade de energia

S .. Contudo, podemos dizer que as perturbacdes de pressdo estdo determinados pela solu¢do do
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sistema acoplado por 6 e S ,,.

Para um sistema fechado, suposi¢des sobre pressdo anisotropica sdo necessarias. Num sentido estrito,
todas as quantidades ¢, p e também a pressao anisotrépica I1 serdo dadas em termos das perturbacdes
& do campo escalar basico [9, 27, 48] de forma maneira semelhante a perturbagio da densidade de
energia p é dada em férmula (5.48). Resolvendo a equagdo para ® em primeira ordem determinara
as quantidades do fluido efetivo. No entanto, o procedimento atual ndo depende da dindmica exata
do campo escalar. Em vez disso, usamos as equagdes de conservacido da dindmica de fluidos que
ndo requerem a dindmica exata do campo escalar. Como ja mencionado, isso € possivel devido a
circunstancia de que a dindmica gravitacional que € relevante para as perturbacdes da matéria nao
depende explicitamente do campo escalar. A dindmica gravitacional s6 depende do campo escalar

através da energia-momentum do meio césmico.

5.1.4 Relacao entre os potenciais

A perturbacdo da matéria estio relacionados com a perturbacdo da densidade total 6¢ e a perturbacdes

relativa S, por

- S (5.73)

Formalmente, esta € uma identidade de (5.54). Onde a dindmica cosmoldgica é descrita por um
sistema acoplado de equacdes de segunda ordem para 6¢ e S ,,, entdo, a relagdo (5.73) pode ser usado
para encontrar as perturbacdes da matéria a partir das solucdes deste sistema [45, 101]. Parece natural
supor que a pressao anisotropica pode ser expressa em termos da combinagdo da perturbacao de dois
variaveis independentes 6¢ € S ,,. Isto € uma relagdo semelhante apresentada em (5.70) para a pressao

isotrépica. Portanto, escrevemos uma ansatz para a pressao anisotropica

G m
U = pse +2s,, (5.74)
3 P

com coeficientes u e v que deve ser determinado observacionalmente. Este ansatz é semelhante a
relacdo dada em (5.70) em que a velocidade do som efetivo da componente da energia escura €
introduzida. Repara que os coeficientes u € v tem um comportamento semelhante ao quadrado da
velocidade do som expressas em (5.70). Com este ansatz € possivel fechar o sistema para 6 e S,,. A
relacdo (5.74) € inteiramente fenomenoldgico mas nos permitird colocar limites sobre a magnitude da

press” ao anisotropica.
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Agora, I1 € conhecido para dar origem a uma diferengao nos potenciais ¢ e ¥y como em (5.47), que vem
da componente espacial da equacdo de campo, assim, também consideramos um calivre longidudinal

X na equacdo (5.35). Portando, segue que a equagao (5.74) podera ser expresso como

W—¢=3 (u(sc + V@Sm) . (5.75)
o,
Esta é reescrita como
Pm Sm c Pm Sm 2 K2
lﬁ—¢:3 ﬂ+V??]6 :3[/14'1/??](—5@ v (5.76)
ou, especificamente
K2 Pm Sm
Ryl el 12 77
0 que resulta em
K P Sm
o=|1+ 2a2H2 o+ v?? . (5.78)

A diferenga nos potenciais gravitacionais ¢ e ¥, e as consequéncias para o crescimento da matéria, tem
sido amplamente utilizadas para discriminar a gravidade modificada da relatividade geral com a ajuda
de diferentes parametrizacdes para o deslizamento gravitacional g [10, 12,17, 42, 46,79, 89, 90, 92].

Enfatizamos, no entanto, que (5.78) nao € apenas uma parametrizacao do deslizamento gravitacional

14
¢

do sistema acoplado para 6 e S ,,. A expressdo geral para ¢ é

. O conhecimento dessa relagdo dos potenciais requer a solu¢@o de toda a dindmica de perturbacio

_Pm
P

s+ e (5.79)
Jo

o° <
e tendo também a relagdo em (5.54). Em geral, € preciso resolver o sistema acoplado para 6 e S,
para obter as perturbacdes da matéria em (5.73).
Em muitos estudos da taxa de crescimento da perturbacdo de matéria a perturbacdo de energia escura
sdo triviais. Isto corresponde ao assumir 65 = 0 na equacdo anterior. No entanto, essa suposi¢ao
serd estritamente justificado para modelos de ACDM. Na dindmica de modelos de energia escura 6
¢ diferente de zero e as perturbagdes sdo acopladas a perturbacdes de energia escura. Negligenciando
esta influéncia, pode resultar em uma interpretacao incorreta de dados observacionais [85].

Por outra parte, para modelos especificos o acoplamento pode, de fato, ser mostrado como triviais

em pequenas escalas [101]. Afim de obter uma equagdo de segunda ordem para ¢¢ , devemos assumir

m?
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aqui uma relag¢do simples de proporcionalidade ¢ = yd, entre 6 e ¢;,, onde y € uma constante de
proporcionalidade. Para um valor diferente de zero, e de primeira ordem, a perturbacaode energia
escura serdo relevantes.

Com esta simplificagdo dréstica efetuada ao assumir o fator proporcionalidade y como o pardmetro

de magnitude relativa das perturbacdes de energia escura,

5 = yot,. (5.80)

1

O fator y é esperado para ser dependente da escala, ° mas em nossa aproximag¢do severa podemos

ignorar isso.

Entao
& = (@ +y&)(5;1 = Qu+y(1-Q)&, Q=2 (5.82)
p p p
e de (5.54), obtem-se
X + X X >
Sm:—(p Px_, P )5;1. (5.83)
p+p p+p
a m SH'I
Agora, a relacdo relevante %y em (5.78) reduz a
m Sm x t Dx 1 - Qm
Pmdm _ _PxTPx (5.84)
p o p+p  TQu+y(l-Q,)
substituindo em (5.78), obtemos que esta equacao torna-se %
k? « + Dy 1-Q,
? 142 gy : (5.85)
l/’ a’H? ptp Qm+y(1_Qm)

INa literatura podemos encontrar para a matéria [68, 85], e durante a dominagio da matéria, a perturbaciio da densidade
de perturbagdo comdvel € extremamente simples, 05, = 65, (a = 1)a. Para a energia escura encontra-se

. 1+w, .
o< = o . 5.81
1 =-3w, " ( )

Dependendo dos valores da equagio do pardmetro de estado w, e da velocidade do som c2, o contraste da densidade de
energia escura pode ser da ordem 6$ ~ 0.065%, e da ordem de 6§ ~ 0.016;,, para w, = —0.8 e wy, = —0.95, respectivamente
(é claro se w, = —1 estamos lidando com uma constante cosmoldgica e, portanto, por definicdo nao tem perturbagdes).
Isso nds leva a intuir que a forga relativa das densidades de perturbagdes comdveis na energia escura e matéria € constante
em grandes escalas
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O parametro y quantifica o papel das perturbacdes da componente geométrica da energia escura. Para

y = 0 ndo existem perturbacdes da energia escura (6, = 0). Ou seja, a relacdo dos potenciais serd

2
gzuzafm (u—vp;i?), (6, = 0) (5.86)
Observamos também que nesta aproximacio o termo v s6 contribui para m # 0. Se, além disso,
Px = —pPx, que corresponde a m = 0, o caso do modelo ACDM com ¢ = ¢ € recuperado. Com
a suposicdo de (5.80) as perturbacdes da matéria pode ser calculado sem resolver explicitamente
o sistema acoplado das equagdes de perturbacdo. Em muitos estudos, as perturbacdes da energia
escura foram assumidas a ser despreziveis, pelo menos, em escalas do sub-horizonte. O calculo
explicito confirmou isso para casos especiais [101]. Mas em qualquer teoria consistente da dinamica
da energia escura, essas perturbacdes aparecem naturalmente e devem ser levadas em consideracao

[2,5,7,32,53, 65, 83, 84, 88].

5.1.5 Perturbacoes da Matéria

Na literatura, as perturbacdes da matéria sdo tratadas de forma diferente. Nas abordagens usuais, as
equagdes de Poisson (modificadas) sdo diretamente acopladas as equacdes de conservacdo da matéria.

O ponto de partida € a conservagdo de energia a primeira ordem para a matéria
D + Pl® + O + OP,, = 0, (5.87)
ou
5, +3Hop +0,, =0, (5.88)

onde a perturbacdo de ®,, = u?., (parte da matéria) é dado explicitamente por (5.6), alternativamente

mya

pode ser expressada por
A K2 .
O = == (Vi = X) = 3 = 3H9. (5.89)
a
Entdo, a conservacio de energia da matéria torna-se

. R
b =30 = — (v +2) =0. (5.90)
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A conservacao do momento a primeira ordem da componente da matéria produz
Vi = —@. (5.91)

Diferenciando a equagdo de conservacdo da energia em (5.90), usando a conservacdo do momento

em (5.91), e s6 assim podemos ter novamente a conservacao da energia, aqual resulta em

) .k . § .
B+ 2HE, + — (¢ + ) =3 (3 + 2HY). (5.92)
A primeira ordem isso ainda é extato. Considerando um calibre y = 0 e com a aproximagao quase-

estatica do sub-horizonte ﬁ > 1, obtemos da dltima equacdo acima uma que pode ser aproximada

por

k2
~¢ ~ 0. (5.93)

Om +2HS,, + —
a

Em nossa notacao a equagdo de Poisson (modificada) dada em (5.34) para ¢ serda

2

“u = ~4nGpo. (5.94)

Em escalas do sub-horizonte podemos largar o sobrescrito ¢ uma vez que a questdo do calibre sdo
dadas como irrelevantes. com (5.94) temos a equacao de Poisson para iy, mas para encontrar a pertur-

bacdo da densidade de matéria precisamos a equacdo de Poisson para ¢. Com a suposi¢ao

v =v¢ (5.95)
nos teremos
Z—ng = —4nG,;105,  Gopr = g (5.96)
e consequentemente, temos
O + 2HS,, — 47rgp6 =0. (5.97)

Coma a nossa relagdo (5.82) isto resulta numa equacgao fechada para 9,,,

S + 2HB,, — 471G o 1p QO = 0. (5.98)
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Ma literatura o efeito da energia escurda € introduzido através do termo 2H que € o amortecimento de
Hubble e o efeito da gravidade modificada € introduzida através da “contante” gravitacional efetiva
G.fr. Mas, em nossa abordagem, também usamos as equacdes de conservagdo de primeira ordem
para a matéria, mas de uma maneira diferente.

Por tanto, com a combinagdo das relacoes (5.82) e (5.85) a “constante” gravitacional efetiva G, ;s €

(1-9,) k2 Px + Dx 1-Q,
L4y =m0 - - . .
T, H M a2H2('u v(p+p Yo, wya-an))|¢ (5.99)

Gerr =

Observamos que no caso mais simples (ndo nosso caso) podemos despreziar as perturbagdes da ener-
gia escura, 0,. SO entdo obtemos uma equagao de maneira simples para (5.98), onde € considerada a

combinagdo da em (5.86) para obter o G.s¢, que torna-se

(0, =0). (5.100)

Gerr =

2

K Pr+ Ps

1+2 —yBE—2lG
asz(ﬂ Vp+p)

Entdo, observamos que neste caso nds podemos considerar também o feito em nossa abordagem, ao
ser considerada a equagdo de conservacdo a primeira ordem para a matéria, mas de uma maneira
diferente. Para encontrar as perturba¢des da matéria no caso de d, = 0, usamos a equagdo dada em
(5.98), e assim, podemos encontra-la usando a nova relacao obtida em (5.100) que deveria garantir as
perturbacdes da matéria, nesta abordagem.
Agora, voltando a nossa abordagem, As perturbacdes da matéria calculadas em (5.98) deve coincidir
com as perturbacdes de nossa abordagem.
Tendo

% = —%(1 +w) (5.101)
Da relagdo (5.99) observamos que o acoplamento gravitacional efetivo depende do fator de escala.
A equagdo mestre (5.98) para perturbagdes no regime em pequenas esclas, escalas no sub-horizonte
(isto €, nimero de onda k grande) pode ser resolvido trocando a varidvel independente do tempo para
o fator de escala a, entdao, nds temos
O 3 Geff . Om

3 ’
o+ =(1—-w)—= Q,— =0, 5.102
mt (1=w) a 2 G a? ( )
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onde a linha significa a derivada em relagdo ao fator de escala a.

Frequentemente, a equacgdo (5.102) pode ser escrito em termos de uma derivada logaritmica:

425, dH/dna\ ds, 3G,
( / n“) 22diq 5. =0. (5.103)

dlna? H dlna 2 G

Na auséncia de pressio anisotrépica (u = v = 0 um y positivo aumenta Gy, um y negativo diminui-
lo. Um p negativo tende a reduzir G.¢;. Para %Wl > % pode até tornar-se negativo. O impacto

do termo v € esperado a ser pequeno, pois p, + p, € proximo de zero. Para escalas de ordem de

k2
a?H?

k ~ 0.1hMpc™" o valor atual do fator

, . . 2.2

€ ( restaurando apropriadamente as unidades ’;I—Cz ~ 1.8-10°.
0

Consequentemente, uma pressdo anisotropica com |u| da ordem de |u| ~ 107 deve ter um impacto

notdvel no acoplamento gravitacional efetivo.

5.1.6 Importancia das perturbacoes de energia escura

Para poder explicar a importancia das perturbagdes da energia escura, vamos comegar apresentando

pelo fator de crescimento linear da perturbacdo de matéria g = % que parametriza a estrutura de

6/11 (a)

crescimento na matéria escura, além disso o crescimento linear A,, = 5, a=D"

Aqui vamos supor que,
em vez de normalizar as perturbacdes da densidade de matéria para um alto redshift, vamos calibrar
por sua amplitude atual. Isso se asemelha a corrigir o og 5.108. Embora as observagdes ndo tenham
determinado isso com precisdo, podemos explorar as consequéncias.—Na literatura, por exemplo
[47, 53, 66] encontramos que o fator de crescimento € normalizado de modo que g = 1 paraa < 1
(usando que A, « a durante a dominacao da matéria e em escalas do sub-horizonte).— Assim, com
o intuito de obter o fator de crescimento normalizado por seus valores de hoje, assumimos que g = 1
paraa = 1.

Comecamos notando que o fator de crescimento nio € unicamente determinado pela histéria de ex-
pansdo do Universo (e, portanto, w,). Ainda, os principais efeitos da energia escura seja mudar o
H, conduzindo a g > 1 [56] em tempos tardios, existe uma ligacdo adicional através do potencial
gravitacional ¢. Diferentes perturbacdes de energia escura levard a uma evolugao diferente de ¢, que
pode modificar o comportamento de g. Convencionalmente se assume que perturbacdes de energia
escura sdo triviais [75].

Na Fig.5.1.6 mostramos como o fator de crescimento da matéria muda em resposta a grandes pertur-
bacdes de energia escura.

Um aumento das perturbacdes de energia escura levam a perturbacOes da métrica melhoradas. A

matéria, por sua vez cai nos pocos potencias criados pela energia escura, levando a um aumento do
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fator de crescimento. Mesmo que g nao seja exclusivamente determinado por H em (5.98), ou pela
equagdo de estado w,, percebemos que isso sempre aumenta a medida que diminuimos a pressao
anisotrépica I1. Observando a evolucao da equacao (5.98) e (5.100) para I = 0 (& ¢ = ¢), no painel
direto da Fig.5.1.6 notamos que o fator de crescimento das peturbacdes da matéria fica determinado
pelos valores de m, e justamente quando o redshift z ~ 3 verifica-se claramente que suprime o fator
crescimento.

Ao considerar a pressao anisotropica aparece uma modificacdo somente no setor gravitacional, a qual
¢ representada pelas perturbacdes da métrica. A matéria ndo se importa se as perturbacdes da métrica
sao geradas (além de sua prépria contribui¢ao) por uma modificacdo da gravidade ou por um fluido
adicional de energia escura. Sua resposta € de forma idéntica. Dito de outra forma, se a energia escura
e matéria escura em conjunto podem criar ¢ e ¢ de (5.86) o fator de crescimento serd o mesmo que
no cendrio ta teoria escalar-tensorial.

Entdo, vemos imediatamente que, para gerar essas perturbacdes métricas, precisaremos introduzir um
pressdo anisotropica onde ¢ # . Isto aparenta ser uma maneira muito genérica de modificar a gravi-
dade que também estd presente no modelo escalar-tensorial. No painel esquerdo da Fig.5.1.6 nota-se
que o fator de crescimento é suprimido pela extensdo do modelo ACDM dentro do redshift z ~ 2
como mostra a a linha trazejada de cor verde, assim como também enchergamos uma queda do fator
de crescimeto para valores [v| = 107. De forma similar se negligenciamos a extensdo do modelo
ACDM (para valores de m = 0) observa-se que o fator de crescimento aumenta e diminui de acordo
com a contribui¢do da pressdo anisotrépica, sendo que diminui ao considerar u = +1077 dada pela

linha vermelha trazejada e aumenta quando u = —1077 linha azul trazejada.

Seguindo o mesmo raciocinio, e tendo em consider¢do o efeito que gera a perturbacdo da energia
escura dada em (5.79) no fator de crescimento, e negligenciando a pressdo anisotropica (5.99) ocorre
a alteracdo do setor gravitacional. Ao examinar o efeito da perturbacdo da energia escura contida
em y, e desconsiderando ainda qualquer outra contribui¢do (além do modelo de extensao ACDM ), o
setor gravitacional declarado pela “constante” gravitacional efetiva muda com G s = [1 + y%]
Nao obstante, observa-se claramente o efeito que possui y no painel direito da Fig.5.1.6. A inclusdo
do modelo da extensdo ACDM suprime o fator de crescimento, porém agora para um redshift z = 5,
os efeitos da perturbacdo da energia escura depende dos valores de y, por conseguinte, para valores

positivos o fator de crescimento aumenta e para valores negativos os mesmo diminui, como mostra o

painel esquerdo da Fig.5.1.6.
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Figura 5.1: Esta figura mostra o fator de crescimento g normalizados para os valores atuais. No painel
direito mostra-se o comportamento do fator de crescimento no modelo de extensdo de ACDM, sendo
suprimido este crescimento a partir do valor aproximado do redshift z ¥ 2. No painel esquerdo as
linhas trazejadas de cor magenta e verde estdo sob influéncia da extensiao de ACDM e para valores
de |v| = 107> da pressdo anisotrépica. Nas linhas tracejadas azul e vermelha estdo sob influéncia dos
valores de |u| = 1077 no modelo ACDM, negligenciando os outros pardmetros, assim, para u = +1077

esta ajuda a diminuir o fator de crescimento
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Figura 5.2: Da mesma forma que a figura anterior, no painel direito observa-se o comportamento
do fator de crescimento no redshift z = 5, na qual esta suprimida pela extensao de ACDM e também
vemos como a perturbagdo da energia escura y consegue diminuir o fator de crescimento. Isto mostra-
se claramente no painel esquerdo ao negligenciar os outros parametros com exececao do y € ver como
a perturbacdo por si s6 influencia ao modelo ACDM, suprindo o fator de crescimento para valores
pequenos e positivos de y, por exemplo, linhas tracejadas vermelha e verde.
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5.1.7 Breve descricao sobre galaxias Bias

Na literatura se assume que de fato a distribui¢do de galdxias € direta e linearmente proporcional a
densidade de matéria. No entanto, isto € em uma suposi¢ao a priori injustificada. Porque, ndo temos
nenhuma teoria convincente sobre a formacado de galdxias, ndo podemos ter a certeza da conexao
entre a distribui¢cdo de matéria e a distribuicido de galdxias. Parece bastante plausivel assumir que,
em média, uma regido com maior densidade de matéria serd marcada pela presenca de mais galaxias.
Portanto, para encontrar uma relagdo galaxia-matéria, serd suposto assumir galdxia linear, onde diz
que a densidade de perturbagdes na distribui¢cdo de galéxias d,, formam um reflexo tendencioso da

densidade de perturbacdes de matéria
Ogal = b0, (5.104)

onde b € o fator de bias conectando a perturbacdo total da matéria ¢ e as perturbacdes da galdxia
044. Em outras palavras, para valores positivos b > 1 a distribui¢do de galdxia seria melhorada se for
localizada em uma regido de alta densidade. Em circunstancias especiais, pode-se pensar também em
antibias (b < 0).

O fator de bias b para as galdxias tempranas pode, portanto, ser esperado para ser maior, deve-se
pensar sobre um fator b ~ 2 para essas galdxias tempranas. Enquanto para galdxias tardias parecem
tender para b ~ 1.

De (5.104) temos que 03,4, = 0gb como uma fun¢do de og para “ Lyman break galaxies” (LBGs)
[60, 61, 89] para modelos padrio ACDM, o3 4, € a rms das flutuagdes de massa das contagens dessdas
galdxias em esferas de radio 84! M pc para hoje, e com o3 = 0.8. Isso sugere que os descendentes do
brilho de LBGs estao provavelmente entre as galdxias mais brilhantes em z ~ 0, enquanto as mais fra-
cas pode desenvolver em uma populagcdo mais tipica de galaxias no tempo atual. Isto, potencialmente,

fornece uma maneira poderosa de restringir a taxa de crescimento da estrutura [77].

Medicoes RSD

As distorcdes do espaco de redshift, de sua sigla em inglés RSD, sdo provas muito importantes da
estrutura a grande escala proporcionando medi¢des de fog(z). Isto pode ser conseguido medindo a
relagdodo monopolo e dos multipolos quadropolares do espectro de poténcia do espaco de redshift
que depende de 8 = f/b [89? ].

As medigdes de perturbacdes em termos de densidade de galdxias d4,, que estdo relacionados as
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perturba¢des de matéria por 6,y = bJ,,. Assim, as medicdes iniciais da taxa de crescimento fornece
valores de taxa de crescimento f dividido pelo fator bias 4 conduzindo a um parametro S = %.

Este parametro medido € sensivel ao valor de bias b que podem variar no intervalo b € [1,3]. Este
fator de incerteza torna dificil combinar valores de S8 de diferentes regides e diferentes pesquisas levam
a conjunto de dados ndo confidveis de SB(z;) [61, 65].

A combinagdo mais confidvel é o produto f(z)os(z) = fos(z) € independente de bias, e como toda
bias dependéncia em esta combinacdo portanto anulam-se. A combinagdo fog(z) pode ser obtido
usando lentes fracas ou RSD.

Uma prova da observacao alternativa 6(z) € a dependéncia do redshift da rms das flutuacdes de massa

03(z) definida por [67]

o*(R,z) = f ) WZ(kR)Az(k,z)% (5.105)
com
sin(kR)  cos(kR)
W(kR) ( R Ry (5.106)
A (kz) = 4nk’Psk,?2), (5.107)

com R = 8h™'Mpc e Ps(k, z) o espectro de poténcia de massa no redshift z e W(kR) é a funcio janela
do experimento no espaco de Fourier. Para definir a fung¢do o3(z) calculado teoricamente serd preciso

definir a amplitude para hoje o(z = 0) conectada ao crescimento linear 6(z)

s
o5 = 6(;3 57 =0). (5.108)

Foram realizados varios estudos de distor¢des do espaco de redshift (RSD) para medir a combinacio

de parametros fog(z), onde para modelos com crescimento independente da escala serd definida como

[3]

dlné
f@) = Tna (5.109)
c
_ o3(z=0) d
fos(@) =—-(1+ z)—é(Z = 0) dzé(z), (5.110)

A combinagdo de pardmetros fog(z) € insensivel as diferencas entre o agrupamento de galdxias e a

matéria escura, isto é, para a galaxia bias [89].
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5.2 Analise de dados

A equacdo (5.102) descreve como a expansdo acelerada tardia tende a regular as perturbacdes da

matéria. Pesquisas atuais de galaxias fornecem dados observacionais para a combinacdo fog onde

dIné,
dlna

a taxa de crescimento linear f € definido como f = e o € a flutuacao da massa da RMS em

esferas com radio 84! Mpc. Em termos da quantidade f, a equagio (5.102) pode ser reformulado na

forma

i+f2+1

L 3Goss
dlna 2

1-3w)f==2

Q. 5.111
G ( )

Esta equacdo dependente do fator de escala € valido no regime linear, se espera a quebra para modos
ndo lineares. Devemos tragar a evolucao das sobre densidades da matéria a partir do momento intenso
na época dominada da matéria até hoje. Para permanecer no regime linear, nds fixamos o valor de
k = 0.1hMpc~" em nossos anélises, onde esse k é o comprimento de onda do modo correspondente
as distancias de 84~'Mpc. Com esta suposi¢io, a evolucdo temporal da normalizacdo g segue a

amplitude 9,, tal que [67]

_ Oz, k)
€
B 0s(0,k) d
fos(z, k) = —(1 +Z)5m(—0’k)d—zém(Z, k). (5.113)

Infelizmente, a quantidade de dados f(z)og(z) atualmente disponivel ndo € representativa (um par de
dezenas) para uma andlise estatistica. Além disso, a variacdo nos dados ainda ¢ alta, reduzindo a
confianca em qualquer resultado estatistico a posteriori. O que pode ser feito, no entanto, € avaliar o
impacto da alterac@o dos valores dos parametros do modelo em comparacao com a curva de referén-
cia no modelo ACDM. Para a variacao da distribuicdo da matéria hoje, assumimos og(z = 0) = 0.8
que € compativel com o modelo fiducial da cosmologia padrao conforme determinado pelo satélite
Planck. Este valor € tendencioso em relagdo a varidncia na distribui¢c@o de galdxias mas a combinacao
fos é independente do fator de bias [89]. Em nossa andlise, usamos um conjunto de crescimento
“Gold” que consiste em 18 pondos de dados das medi¢cdes de RSD de fog listados em [65]. Em se-
guida, estudamos a influéncia de diferentes combina¢des de pardmetros na func¢ao de crescimento e na
“constante” gravitacional efetiva. Comeg¢amos por considerar o impacto de cada um dos parametros,

separadamente.
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Figura 5.3: Painel esquerdo: mostra-se a dependéncia de fog(z) em z se unicamente a dindmica do
fundo é mudado (u = v = y = 0). para valores positivos de m diminuem a previsio do ACDM
para z < 1, valores negativos de m corresponde a um deslocamento na direcdo oposta. As maiores
alteragdes aparecem em z =~ 0.5. No painel direito: mostra a correspondentes as faixas evolutivas
conjuntas de H(z)/Hy e fog(z).

O painel esquerdo da Fig.5.2 mostra a dependéncia do reshit da funcio de crescimento fog(z) se
apenas a dindmica do fundo € alterada, ou seja, quando a pressdo anisotrépica e perturbacdo de energia
escura estdo ausentes (u = v = y = (). Valores positivos de m diminuem as previsdes do modelo em
relacdo a ACDM. Valores negativos resultam em uma mudanca na dire¢ao oposta para z < 1. Para
todos os valores de m as maiores mudancas aparecem em z ~ 0.5 que da a impressao de ser a faixa
de redshift ideal para a busca de efeitos de fundo no fog observdavel. Vale ressaltar que, se apenas
m # Omas u = v =y = 0 a “constante” gravitacional efetiva reduz-se ao seu valor Newtoniano, isto &,
G.s = G. O painel direito da Fig.5.2 combina a faixa evolutiva de H(z)/H, € fog(z) como sugerido
em [65]. Essas faixas conjuntas sdo particularmente uteis para o caso varidvel de m, pois tanto no

fundo quanto as perturbagdes sdo afetadas simultaneamente.

Na Fig.5.2 crecervemos o impacto da perturbacdo de energia escura em fog(z) para o valorde m = 0
no fundo ACDM na auséncia de pressao anisotropica (u = v = 0). As diferentes curvas correspondem
a diferentes contribui¢des fraciondrias y de perturbacdes de energia escura. Existe uma tendéncia para
aumentar a curva pura ACDM em redshift pequeno para valores positivos de y. Paray < 0 a curva
¢ reduzida. A correspondente “constante” gravitacional efetiva € mostrada no painel direito. Se o
pardmetro y da perturbacdo de energia escura torna-se da ordem de um, os desvios do modelo padrdo
tornam-se inaceitaveis. Isto implica que, na escala em questdo, as perturbacdes da energia escura

sdo pelo menos uma ordem de grandeza menor que as perturbagcdes da matéria. Fig.5.2 demonstra
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Figura 5.4: No painel esquerdo: a dependéncia de fog(z) em z para um valor no fundo ACDM com
m = 0eu =v=0. As diferentes curvas correspondem a diferentes contribuicdes de perturbacdes de
energia escura. Para y > 0 existe uma tendéncia de aumentar a curva do ACDM puro em pequenos
redshift. Para y < 0 a curva suprime o modelo puro ACDM para valores pequenos do redshift. No
painel direito: a “constante” gravitacional efetiva. se y é de ordem um, ou seja, se as perturbacdes de
energia escura sao da mesma ordem que as perurbacdes de matéria, os desvios se tornaram inaceita-
velmente grande, portanto as perturbagdes de energia escura tem que na faixa de —107! <y < +107".

a influéncia do parametro anisotrépico u em fog(z) para o valor do fundo fixo m = 0 no caso de
nao haver acoplamento de IT as perturbagdes relativas (v = 0) e auséncia de perturbacdes de energia
escura (y = 0). O painel da direita mostra a correspondente influéncia de u na “constante” gravitaci-
onal efetiva. A Fig.5.2 visualiza a influéncia do parametro anisotropico v em fog(z) € a “constante”
gravitacional efetiva para o valor de fundo fixo u = 0 e parau = y = 0. A influéncia de v separa-
damente em fog(z) € mais fraca do que a influéncia separada de 4 da mesma ordem (comparar com
Fig.5.2). Além disso, ele atua na direcdo oposta. A Fig.5.2 Retrata a relevancia do termo cruzado
que envolve ambos v e y na expressdo (5.99) para G, ;. Diferente da situagdo da Fig.5.2, neste termo
os valores positivos de y abaixam a curva para fog (para z < 1), correspondendo a uma “constante”

gravitacional efetiva reduzida.
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Figura 5.5: No painel esquerdo: dependéncia de fog(z) em z no fundo do modelo ACDM para
valores de m = 0 com v = y = 0. As diferentes curvas correspondem a distintos valores do parametro
anisotropico u. Valores negativos de u suprimem a curva tedrica comparada com o resultado de
ACDM, valores positivos de ¢ aumentam a curva. No painel direito: mostra-se a dependéncia do
fator de escala com a “constante” gravitacional efetiva.
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Figura 5.6: No painel esquerdo: dependéncia de fog(z) em z para o fundo ndo padrdo fixo m = +0.01
com u =y = 0. As diferentes curvas correspondem a distintos valores do pardmetro anisotrépico v.
Valoes acima da ordem de v ~ 107> o desvio do modelo padrdo permanece pequeno. Para v = +10~*
torna-se inaceitavelmente grande e para y = +107® pode-se negligenciar a sua contribuiciio. No painel
direito: a “constante” gravitacional efetiva podem variar entre os valores maiores € menores do que o
valor padrao ao longo da expansdo césmica.
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Figura 5.7: No painel esquerdo: dependéncia de fog(z) em z para o modelo padrdo no fundom = 0
comv = —107 e u = 0. As diferentes curvas correspondem a distintas contribui¢des da perturbagdo
de energia escura. Esta figura descreve o efeito de cruzamento entre a pressdo anisotropica, undu-
zida pela perturbagdo relativa, e perturbacao da energia escura. Aqui, valores do mesmo sinal de
ambas contribui¢des v e y suprimem a curva para fog(z), € sinal contrario de v e y fazem com que a
curva aumente, em ambos 0s casos para baixos redshift (z < 1). Isto corresponde a uma redugdo da
“constante” gravitacional efetiva (painel direito).
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Capitulo

ConNsIDERAGOES FINAIS

A descoberta da expansao acelerada do Universo veio relativamente tarde em nosso estudo do cos-
mos, mas ao mostrar que a gravidade pode agir de forma repulsiva, abriu muitas novas questodes
sobre a natureza da gravidade e o que Universo poderia conter. Portanto, serd que a aceleracdo esta
sendo conduzida pela energia escura? Ou € a propria relatividade geral que estd em erro, exigindo
modificacdes em grandes escalas para explicar a aceleracdo tardia?. Hoje em dia sabemos que a ex-
pansdo do Universo pode acelerar sem a constante cosmologica devido a modificagdo da gravidade
em escalas cosmologicas.

As histérias da expansdo césmica e o crescimento cosmico sdo observagdes fundamentais que des-
crevem nosso Universo, através de duas quantidades, H(z) e fog(z), como fungdes de redshift que

contém informacdes cosmoldgicas.

Com o intuito de poder resolver estas questodes, o presente trabalho foi desenvolvido ao estudo de
uma classe de modelos cosmoldgicos das teorias escalar-tensorial, que foi estabelecida como uma
simples extensao do modelo ACDM. Com o objetivo de encontrar uma expressao da taxa de Hubble,
que seria uma maneira de explicar a histéria da expansao. Obtivemos o nosso principal resultado dada
pela equacdo analitica (4.132) que € uma quantidade explicita da diferenca do modelo padrdo através
de um parametro constante m que define as dindmicas do campo escalar @, através da qual € discutida
a dindmica do fundo em detalhes. Além do mais, este parametro m ajuda desenvolver uma interacao

entre ambos fluidos dinAmicos.

Apoés de estabelecer as bases matemaéticas, respeitando as unidades [31], para ir de Einstein-Frame
para o Jordan-Frame, o modelo € submetido a testes cosmoldgicos para o parametro m com dados

de SNIa, H(z) e BAO restringindo valores muito pequenos de m, proximos a m = 0 que simularia o
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modelo ACDM, com uma ligera preferéncia por valores positivos.

Por outra parte, com base na extensdo do modelo ACDM, o foco do trabalho € também estudar
separadamente e influéncias associadas aos desvios do fundo ACDM, da pressdo anisotropica € nao
negligenciando as perturbagdes de energia escura. Assim a aplicacdo da dindmica perturbativa esta
em investigar o crescimento da matéria, e a inlfuéncia que tém a pressao anisotrépica e perturbacdes
de energia escura como parte da modificagdo no setor gravitacional, como parte do G.sr que € a

“constante” gravitacional efetiva.

Na qual, mesmo para um valor pequeno e ndo sendo negligenciado este parametro m, fornece desvios
da dinamica do fundo que levam a pequenas corregdes da predicio de ACDM para fog, onde estes
desvios sdao bem consideraveis em um redshift de cerca de 0.5; certamente modifica o cenario do

crescimento da matéria.

Como trabalho futuro, em andamento, descreve-se uma andlese detalhada do sistema completo de
equagdes da perturbacdo acoplada para ¢¢ e S, seguindo o raciocinio executado em (3.2.4), mas

agora incluindo o fluxo de calor.
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Apéndice

TeEORIA DE BRANS-DICKE E INVARIANCIA CONFORME

Outro dos assuntos mais controvertidos da literatura, além da equivaléncia fisica entre os frames de
Jordan e Einstein, € a convergéncia da teoria de Brans-Dicke a relatividade geral no limite w — oo
quando o tensor de energia-momento for cancelada 7 = 0. Baseadas nas propriedades conformes da
teoria de Brans-Dicke, tentaremos nesta secdo dar uma breve explicacao da convergéncia a RG neste
limite e daremos também alguns contra-exemplos a crenca estendida de que toda solucdo com 7 # 0
converge sempre a solucdo da relatividade geral.

Seja S pp a acdo de Brans-Dicke no frame de Jordan:
1 4 w
s d"x+—g(OR - Eg 0,00,D) + S u,

onde S, € a parte da acdo que esta associada a matéria e que € independente do campo escalar @.
Vamos esquecer por um momento da parte associada a matéria e vamos nds concentrar na parte

puramente gravitacional. Se aplicamos uma transformada conforme:
2~
g,UV = Q gﬂv’

onde (x*) é uma funcdo duas vezes diferencidvel diferente de zero. Agora descrevemos em mais

detalhe sobre as transformada conforme.
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A.1 Relatividade conforme

Vamos supor que temos duas variedades de espaco-tempo M, M com métricas g,,, g, € que tem
a mesma coordenada x*. Dizemos que duas variedades sao conforme um aou outro se eles estdo

relacionados pela seguinte transformada conforme:

ur = Q208 (A.1)

e a fungdo Q que é chamado como um fator conforme deve ser uma funcdo duas vezes diferencia-
vel de coordenadas x* e esta no intervalo 0 < Q < oo. As transformadas conforme se encolhem ou
se esticam das distancias entre os dois pontos descritos pelo mesmo sistema de coordenadas x* nas
variedades M, /\~/[, respectivamente, mas eles preservam os angulos entre os vetores (em particular,
vetores nulos que definem cones de luz) que leva a uma conservagdo da estrutura causal (global) da
variedade [44].

Se tomamos a constante €, entdo nds lidamos com as chamadas transformagdo de escala [40]. De
fato, as transformacoes conforme sdo transformacdes de escala localizadas Q2 = Q(x).

Por outro lado, as transformagées de coordenada x* — 3 apenas renomeia as coordenadas e nao
altera a geometria, e eles sdo completamente diferentes das transformacdes conforme. Isto € crucial,
ja que transformacdes conforme leva a uma fisica diferente em variedades conformemente relaciona-
das M, M [40].

Uma vez que isso usualmente serd relacionado a um acoplamento diferente de um campo fisico a gra-
vidade, estaremos falando sobre diferentes referenciais em que a fisica € estudada (em [39] podemos
ter uma visdo ligeramente diferente).

Em D = 4 dimensdes do espago-tempo, o determinante da métrica g = det(g,,] se transforma como:
V=g =Q'y-2 (A2)

E 6bvio que a partir da equacdo (A.1) que as seguintes relacdes para as métricas inversas € 0s inter-

valos do espaco possuem:

gr = Q7g” (A3)

ds* = Qd# (A4)



159

Finalmente, a no¢do de planicidade conforme significa que:

g,qu_z(x) = gyv = Nuvs (AS)

onde 7, € a métrica plana de Minkowski.

A utilizacdo de (A.1) aos coeficientes do simbolos de Chistoffel dado por:

T = < s sdk v v Qsﬂ
Fﬁv = l—‘/./}V + 5(529,1’ + 5:/19,/1 - gﬂvg/l Q,k)a Fﬂv = FIJV + 46 (A6)
I 1 K v v Q,
Fﬁv = Fﬁv - ﬁ(éﬁg,v + 639# - gpvg/l Q,K)’ Fﬂy = Fﬂv - 43# (A7)

Os tensores de Riemann, tensores de Ricci e escalares de Ricci nos dois referenciais relacionado

com g,, € g,, transforma-se como (usamos a convencdo de sinais (- +++), a conveng¢ao do tensor de

Riemann R, =TV  —TV, +D, I, —TI" e adefinicio do tensor de Ricci Ry = RY,)
s 1 s o
Ry = R+ g |82 = &1 + 22 QY — 2] (A.8)
2 [~ ~ . . 1 1=, ol
t |3192,9. — 82,01 + 2 Q" Q - 30" Q, | + o (84200 — 8] 202,
- 1 . .
R = Rau—5 |91 = 01 Q + 812 Q2 — 2] (A.9)
1
+ E [&;:gwl - 6/,;gw<] gLHQ’LQ’Ha
R, = R,+Q7[4Q,0,-Q,0%8,]-Q'[2Q;, +0QF,,] (A.10)
R, = R, -3Q7°Q,Q%, +Q7'[2Q,, + g,0Q], (A.11)
. aQ
R = Q7 [R - 6— (A.12)
Q
o aQ Q,.Q,
R = Q*|R+6——12¢"—2>|, A13
Q e ] (A.13)
e os operadores d’ Alembertianos mudam sob a equacdo (A.1) como:
2| = VQ’:“
Op = Q°|0¢+2g" H¢’V (A.14)
~ -2 VQ#
D¢ = Q D¢ - 2gﬂ an’y (A15)

Nessas formulas de d’Alembertianos O tomado com relacdo a métrica g,, € diferente de O que €

tomado com relagdo a uma métrica conformemente redimensionado g,,. O mesmo refere-se as deri-
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vadas covariantes ; e ; dentro de (A.8)-(A.11). Observar que algumas desssas quantidades sdo dadas
em [44] em uma forma diferente. Também, observe que a regra em (A.12) compde s6 de dois termos,
enquanto que a regra inversa (A.13) compde de trés termos. Isto mostra o fato de que as regras das
transformacoes simples e inversas nao sdo simétricas.

Para o tensor e Einstein nds temos:

.1 12 o
G = Gu+t s 42,9, - ©.Q"3,| - 5 | - 300, (A.16)
. 3 2

G = Guw+ UG+ 5 [y are] § (A.17)

Uma importante caracteristica das transformacgdes conforme € que eles preservam o tensor de curva-

tura de Weyl:
C/.tV/lK = R,uv/lk - ;_ (R,u/lgw - R,ukgv/l + RVKg,u/l - Rwlguk) (Alg)
D-2
1
R vk KSV.
D-DD-2) (818w = 8ux8va)

na qual temos (observe que o primeiro indice € levantado)

=CH

vAK?

Cﬂ

vAK

(A.19)

Sob (A.1) é um invariante das transformacdes conforme. O conjunto de propriedades completas
das transformagdes conforme de quantidades geométricas e fisicas pode ser encontrado em [28].

Aplicando estos resultados, a maior parte da acdo pode-se escrever

6000 w
+

V=2 = V7 |ooR -

3"V, 0V,0

agora suponhamos uma transformacao da forma

Q=0

assumindo a # 1/2, vamos redifinir o campo escalar [34], como

D - ("I') — (I)l—Z(y



161

a acdo gravitacional escreve-se
<
LBD V—g = \/—g [(DR + EQ“VV,,(DVV(D ,

com

w-—6a(e—-1)
(1 -2a)?

W=

Como podemos ver a a¢do ndo associada a matéria permanece invariante sob uma transformacao
F. consistente numa mudanca de escala e uma troca do campo escalar para @ # 1/2. Ou seja, as
trasformagdes [34]

Fo: (M8, 0“) > (M52, 7). (A.20)

uv

mapeam o espaco de Brans-Dicke (M, gfj{ﬁ), dD(“’)) em outro espaco do mesmo tipo; onde ambos espagos
pertencem a uma mesma classe equivalente &. Observe que as transformagdes 7, pertence a um grupo
abeliano de simétrias com uma singularidade o = 1/2. Aqui destacamos a importancia que, quando
a parte da acdo que estd associada a matéria S, € incluida no tratamento anterior, a invariancia
conforme € violada. Isso é facil de ver desde um ponto de vista fisico, quando uma teoria contém
massas terd também uma escala de massas associadas e por tanto ndo serd invariante sob troca de
escala. Uma vez feita esta observacgao fica claro que sempre que 7 = 0 a teoria serd invariante sob
transformacdes conforme. O argumento anterior nos permite entender por que a teoria de Brans-Dicke
ndo se reduz a relatividade geral no limite w — oo se 7 = 0. Como se viu uma troca no parametro
de Brans-Dicke w — @ que € equivalente a uma transformacdo ¥, para um valor permitido do
parametro «. No caso particular podemos considerar uma troca no parametro de tal forma que @ > 1
(isto é possivel devido a que a fungdo @, tem um polo em a = 1/2), que pode-se ver como um caso
equivalente ao limite w — oo, na qual espera-se recuperar a relatividade geral. Segundo os argumentos
anteriores, neste limite simplesmente move o espaco de Brans-Dicke (M, gffv’), CI)(‘”)) dentro de uma
classe equivalente &; e uma vez que a relatividade geral nao € uma invariante conforme [95] e por
tanto ndo pertence a classe mencionada, entdo concluimos que ndo pode ser obtida a partir da teoria
de Brans-Dicke se T = 0. Cabe observar que a condi¢do 7 # 0 ndo é uma condi¢cdo necessaria nem
suficiente para que as solugdes exatas na teoria de Brans-Dicke possa ser reduzida as correspondentes
solucdes das equacgdes de Einstein. De fato existe certas solucdes com 7' # 0 que ndo se reduzem as

solugdes relativistas gerais quando w — oo, como pode ser o exemplo dos problemas com simetria

cilindrica [6].
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Apéndice B

MiNIMO VARIACIONAL DA AGAO DE JORDAN-BRANS-DICKE

Uma outra maneira de se obter as equacdes de movimento para o campo gravitacional é através da
minimizagao do variacional da a¢do, para isso, seja a acdo de Brans-Dicke para os campos na auséncia

de matéria dada de acordo com
(D’i(D i
S = f(R(D — WT) V—gdQ. (B.1)

Calculando o variacional da expressao temos dois tipos de equagdes. Uma em termos da variacdo da
métrica como de costume nos procedimentos de Einstein-Hilbert, e outra em termos da variagdao do
campo escalar. Nota-se a presenca em ambas as equacdes do acoplamento escalar-tensorial exigido

como hipétese inicial

oS

5f(1ecp -W%) V=2d©
f [6(R)d) + RO(D) — wa(%)] \V=gdQ + f (Rd) - w%)(S(\/—_ng) .

. .. . C o~ QD
Lideraremos a priori com as respectivas variagdesde 6 | —= |.

DD, L DD, LD (1 il
§|——=|=0g"—=—]=d(g")—=—= + g*5 [ = | 01D, + g* —6(D, D).
((D) (gq)) =% g(q)),k,gq)(,k,)

Das regras dos variacionais de uma fun¢do associamos

1
5(+)=-2
D @?

.1 e 1
8 GO @4D) = g TP P, + Di5(D)].
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Como os indices da segunda expressao acima estdo contraidos, reduzidos fica em
i 1 I
8" =[6(P )P, + D6(P)] = 2—D'6(D),:.
d ()
Pode-se reescever a expressdo acima levando em conta uma generalizacdo das regras de derivagcdao

1. . _
25,0'5(®), = 2[In DT(6®), = 2[In OJ'5(®),;.

Agora é necessario realizarmos uma transformacao de derivadas totais, a fim de tratar o processo de

integracdo seja utilizado algum tipo de divergéncia

2[In ®'6(®), = 2 (In ®]'6@) —2([In®]) 5,

N N1
portando o variacional da primeira parte da acdo S serd

68| = f [Ré(@)—wé(%)] V=gdQ

(D’kq)i :
D ’6g’k} \V—gdQ.

B

- f {Réfb + wqyicp,,-fpiz) — 2w|[In ®}'6®) -+ 2w|(In cp)’i];i 5O — 6 — w

Tendo em vista o teorema da divergéncia de Gaussa, a integral da divergéncia deverd se anular nas

regides de fronteira, ou seja

2w f (Iin c1>]”'5cp);i V=gdQ = 0.

A duvida que talvez poderia surgir nessa etapa €: Sabe-se que em termos de derivadas usuais, a in-
tegral da divergéncia € nula quando nds tratamos de situagdes em que o campo se anula no infinito
(condi¢des de contorno). Mas o que de fato nos garante que a integral da derivada covariante também
devera ser nula? Primeiramente podemos entender de um modo discursivo através da idéia bdsica que
uma derivada covariante € de fato uma derivada usual “corrigida”, e que ndo deixa de ser um processo
de medida da taxa de variacdao de uma grandeza. Sendo assim, somado com o fato das nossas solugcdes
desejadas serem finitas e comportadas, concluimos que sera nula.

Nao saisfeitos podemos visualizar matematicamente a partir das seguintes consideragdes. Como
O'[In ®]6D se transforma como um B', teremos que [[ln (I)]’iéd)) = Bfi.

H)
5

Uma vez que B, = % B’ + T} B*, e também sabendo que I',, = 3 g™ (%gm + 2 gk — %gu), a0 ana-

lisarmos a expressdao poderemos concluir que os dois ultimos termos poderdo ser simplificados se for

levado em conta que o indice i poderd comutar com o fndice m do termo 1¢™-L g, = 1" -0 ey ou
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seja 1gMLg,y — gL =Lomi O oy — Lom O g
Portanto
I‘*i _ im 0 6 6 l—*i _1 im a
ki — 28 axkgmz Ix lgmk S mgkz — 1K~ 28 axkgmz-

O resultado acima é genérico no sentido que € vélido para métricas ndo necessariamente diagonais.
No entanto o resultado que pretenderemos encontrar € tanto valido para uma métrica diagonal, quanto
uma métrica completa. Por via de simplificacio, analisa-seo caso de uma métrica do tipo diagonal

. £ & vali Strin b i _ 1,0
para concluir um resultado que também € valido a uma métrica g*” qualquer I';, = 58" = g;.

Notemos que

pootyid , Lewd 1nd 1nd 150
Partindo do fato que dx” In(A) = j‘ ;Z,,A entdo, > 2 ak 2800 = %gia@goo e g0oog™ = 1, conclui-se que
10 11 0 I o1 0O

2akgoo ) Ooaxkgoo 28 gmﬁgoo-

Desse modo a expressdo I't. poderd ser reduzida a

w_luo 10

i = 58 238 = 55 N&i

W= o8 ax"g 2 Oxk §

Sendo assim B, = LB +T',B* = LB + 1B*L Ing;; levando em conta a arbitrariedade indicial
consequente das contragdes, 1 B*-% In g; = 1B’ Ing;;, ou seja, B, = -2 (Bi + B'In \/E), que por ser

uma divergéncia e apresentar os limites adequados, deverad ser nula sobre a integrac@o. Dessa forma a

acao do campo escalar ficard,

6S) = f [R(S(CI)) wa(q) )} V=gdQ,

i A D CI)
6S, = f {Ré(D+w(D’ cD,,-@aqwzw([(lncD) ] oD — }\/_dg
0S8, = f{R+w(D d)-%+2w([ln(1) }5(])\/_619 ik
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Sabendo que ([In ®]%).; = (%[)j = (@), — 0D, a agdo se reduzird a

[ R [ QD ;
S = f{R + WE(D (D’,‘ + ZWE((D );i - ZWE(D q),} oD \/—ng - fwTég \/—ng

1. 1. O,D; .
f {R—w@@lq),i+2w5(q>ﬂ);i} 6D \—gdQ — f w%églk \V—gdQ.

Além do termo acima encontrado que resulta no variacional do tensor métrico, a acdo completa possui
outros termos dependentes de dg* se agora estudarmos a segunda parte da acfio, que resultard no

variacional dos termos tensoriais
S, = f DOR \—gdQ + f (cDR - wéqy"qz,.) 5(\=g)dQ.
A fim de reduzir a expressao calculamos o variacional do Escalar de Curvatura
OR = 6(8"Rix) = 6(8")Rix + 8" 5(Ru).

E sabido que o tensor de Ricci definido em termos dos Simbolos de Chritoffel sdo dados por

6 [ a [ [ Tm my-l
Ry = @rik - ﬁru + Lyl — DD
e o calculo do variacional do tensor de Ricci €
_ a [ a [ [ Tm [ m my-l m [
OR; = @61—‘% - ﬁél“” + 6Fikrlm + Fikéf‘lm — 5F”ka - FU 6ka

Em Relatividade Geral os ditos Simbolos de Cristoffel ndo sdo tensores, pois transformam-se como
0s mesmos em termos de primeira ordem
. oxkoxmoxt_,  ox &Px"

= o
0T dxi 0xi Oxn ™ 9x'm Hxidxn

No entanto o variacional dos Simbolos de Christoffel,

'k 'm ']
ST = ox*ox™mox" .,
U xi oxi Oxn MR

sdo estruturas que se transformam como tensores. Se combinarmos esse fato com a estrutura geral

das derivadas covariantes de um Tensor misto A qualquer

i a i i m m AL m Al
(A% = @A e T DA = ThA — DAl
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Pode-se reduzir a expressdo do variacional do tensor de Ricci Ry, reescrevendo-o sobre as seguintes

contragoes
[ a [ [ m m [ m ')
(5Fik);l = @5rik + 1,00 = T o0, — T30,
9
(5r§,);k = W&rﬁ, TS ) R ) . )

Sendo assim

(éTﬁk);z a (§Ff,);k -

0 0

D554, 4 T4,0% - T, — Do, - -2ar, - I, 0T + Tgory, + Tt
a a m m m "m

ﬁérgk - ﬁérﬁl + Fllnlérik -1y 5ank - chmaril + Fikérim'

Essa expressao acima € equivalente ao variacional do tensor de Ricci, portanto

SRy = (5ka);, - (5r§,);k :

O variacional de I“;.k é

1 (8 P P 1 {0 P P
ST = =5(8™) [ -Zgi + =gt — ——2 | + =" [ -Z6; + ——6gmi — ——062 ],
i« =708 )(axkg NP axmgfk) 28 (axk Bimj T i O8mk T g xm 08k

Analisando estruturalmente a expressao acima, o primeiro termo, pode ser escrito por meio da utili-

zacdode uma outra conedo

L0 0 p
jk — 2g 8xkgmj 8xjgmk axmgjk s

que deve estar devidamente contraida por meio de g,,;

1 m 0 0 1, 0 0
Egnag (fracaaxkgmj + @gmk - @gjk) = 555, (fracaaxkgmj + %gmk - ngk)
1( 0 0 0 1({ 0 0 0

) (ﬁgaj + ﬁgak - @gjk) =5 (ﬁgmj + ﬁgmk - ﬁgjk)

8 nar;!k

Sabendo disso, escrevemos o variacional dos Simbolos de Christoffel sobre essas consideragcdes

i im n 1 im d 9 9
oIy = 6(8")8nal "y + 28 (ﬁgmj o8k ngk)

Pode-se, a critério de simplicacdo, analisar os termos 6(g"™)g,q, em relacdo as transformacgdes de
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coordenadas, de modo que

. ox' Ox™ pg 0% OX°
m na - - - / 51 §m5r6 — 51 5m rS ’ ,
g g 6)(,"0 ax qg (9)6 a Ll rs qg grs g grs

sendo assim, 6(g™g,.) = 68" g + &"08na = 0 = 6™ gy = —8"™6gne. Portanto com a utiliza¢do da
forma acima definida, 51“3.,( ficara

0 0

1.
~gm L g + —bgm
8\ ok 08mi ¥ G O8mk T G

6Ty = —g"6gnal "y, +

Mais uma vez recorremos as regioes de transformacgdo das derivadas covariantes de um tensor qual-

quer A;;, a fim de estabelecer uma transformagao reduzida ao tensor 51"3.,{

(9 n nm
(Ajk);l = @Ajk - szgmk ~ L k8mj»

seguindo a regra geral de diferenciacao covariante, escrevemos as derivadas do variacional dos tenso-

res métricos como

(5gmj);k

ad n
ngj kagnj rkjgnm,

0 n n
(6gmk);j = @gmk - rjmgnk - ijgnma

(08 k):m ——gi — I}, 8nk — L&

6 m

ou seja, podemos reagrupar as expressoes acima a fim de obtermos 5F3.k

d d ) . .
(5gmj);k + (5gmk);j - (5gjk);m = ﬁgl’ﬂj Ox ngk Ox mgjk kagnj - I_‘jmgnk
+ Fz”'gnk - rkjgnm - rjkgnm + FZkgnj

9 d )
wgm] a ]gmk (9 mg]k 2rk]gnm

Quando a semi-soma das derivadas covariantes do tensor métrico sdo contraidas pela métrica g™,

1 _im( 0 il il n £ o i
encontramos 5 g (ng it 508mk — 3w 8jk — 2Fk jgnm) que é exatamente o variacional de l"jk. Portanto

1
5ij = E [(5gmj);k + (6gmk);j - (6gjk);m] .

Finalmente podemos escrever o variacional do tensor de Ricci em termos das derivadas covariantes
do tensor métrico g, J4 que o variacional do Tensor de Ricci esta escrito em termos do variacional

do Simbolo do Christoffel e esse por sua vez € diretamente relacionado com dg.
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Assim, se 6Ry = (5Fﬁk);l - (5Ffl);ke 61“;,( = 1gim [(6gmj) %+ (Ogm).j (6gjk);m], sdo vélidos, conclui-se

OR

1 1
(Eglm [(6gmi);k + (6gmk);i - (6gzk),m]) - (Eglm [(5gmi);l + (6gml);i - (6gzl),m])
;1 sk

1
Eé’lm [(68mi)kst + (O&mi):it — (OZik)sm:t — (O8mi)ik — (O8m1):ik + (Oit)mik] -

Logo

1
ORy = Eglm [(5gmk);j;l — (08ik):ma — (O&m1):ik + (5gil);m;k] .

Com esse resultado, o primeiro termo relacionado com a variagdo da segunda agao, f DO(R) /[—gdQ,

sera

082

f 6 (Rug™) V=gdQ = f (6Rwg™ + Rydg™) v=gdQ

1 .
fq) (2 Im [(égmk) sl — (5gik);m;l - (5g,n1);i;k + (6gil);m;k] glk) \/_—ng

Analisando o argumento da expressao
1 .
78" 8" [(Ogm)is = (O8ik)ms = (Ogm)ix + (O8i)m]

e utilizando do fato que: g*8g,x = —g,x0g™ para quaisquer indices, teremos

- %glmgmk (5gik);i; + %glmgik (5gik);m;l + %8ikgm1 (58"11);[.;,( - %gikgiz (5gml);m;k
1 1

= 5 (08"), 5 (su8"); + 5 (swos™) — 5 (65”)

2 sk ’

Como esses termos acima definidos sdo componentes e estdo sendo somadas, se utilizarmos o fato

que as expressoes estdo devidamente contraidas

1 j 1 . a
_E (5gll);i;l - 5 (6g k);m;k - (6g b);a;b

e que

(ea9) + 5 ™), = (505",

N =

onde a, b, p e g foram utilizados para mostrar a conveniéncia imposta pelos indices mudos. Portanto,
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o argumento da expressdo simplificado sera
S ik Z S il
8ik08 ), —\98 )., -
Tendo isso em vista, concluimos que

1 .
f(D (Eglm [(5gmk);i;l - (6gik);m;l - (6gml);i;k + (6gil);m;k] glk) V_ng

ik i ik i
= f(D [(g,-kég’k).l - (5g l)-'-z] \V—-8dQ = fCD [(gikég k) - (6g l)] V—gdQ.
5 S 5l i
Se compararmos os termos acima com os de uma integragcdo por partes

[ o|(eaos) - (58"), |, v=sae
= o(guo")’ - (6"),| - f ((u0™)" - (55"), | @2 v=zde

e considerando que tanto o campo escalar quanto o tensor métrico sejam comportados de forma a se

—00

anularem nas regides de fronteira, teremos
[ @ [(eusg™ - 68", v=gdQ = - f |(2udg™)' — (0" | @) v=gdQ
= —f[(gikdé’ik);l] <D,zv—gdﬂ+f[(6gi’);i] D /—gdQ.

Agora, se calculamos essas novas duas integragdes por partes, também levando em conta as condi¢des

de borda acima discutidas, encontramos

f |(eade™)"| @, v=gdQ = - f [(@))7] o™ V=3dQ,

f |6g™"):| 1 V=gdQ = - f [(@,);] 6¢" V=gdQ.

Organizando os termos

[ [(guog™" - 68", V-gdQ = f ()" g408™ V=gdQ - f ® 168" \gdQ
= f(g,k(D”f - (D,l;i) 6gik \/—ng



170

Portanto

f (g OR + 68" Rir) V—8dQ = f (2a®] = @ + PRy ) 5g* V=gdQ. (B.2)

Por fim, resta conhecer o valor de 6 4/—g, para completar os correspondentes termos de 6Sg. Mas

sabemos que

B V-8giog™*

ovg =2

desse modo

. ) — i6 ik
f (d)R - wéq)"@,,-) 5(\=2)dQ f [CI)R - wéd)"(D,i] (—@) aQ

1 1. .
— f ~8ik [(DR - WE(I)’Z(I)J’] 6glk \/—ng

2

Com esses resultados pode-se escrever por completo S ,

1 1. .
052 f‘bé(R) V—gdQ + figik [Q)R - wgd)*‘CD,,-] 6g™ \—gdQ

2

. 1 1. .
f (gikCD:f ~ Dy — ~gik [@R —wg @D, |+ dDRik) 6g" \—gdQ.

Finalmente unindo os variacionais 6@ e 6g’* temos

(D’i(Di
65 = 5f(ch - WT) NS
. 1 1, ®,0, |
- f(gikq)j = Qi = 5 8ik [q)R - WECD’I(D,I-] -w fl) ~ o+ (I)Rik) 68" \=gdQ
. 1
* f {CDR ~ W @i+ 2w (@), j} 6D \/=gdQ.

Considerando vélida para todo e qualquer 6@ e dg’*, para que a agdo possua valor nulo, devemos

exigir que

D,D;

. 1 1.
gikq)j —DQui — S8k [(DR - Waq)"q),i] -w + @Ry =0, (B.3)

2
1 1
R=was @0, + 2w (@) =0, (B.4)
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onde (@), € 0 operador D’ Alembertiano em coordenadas Curvelineas

0

: 1
ad =o' = ———
N /_gaxt

(v=s0).
Se rearranjarmos a expressio que anula o variacional para todo g, encontramos

1 1
Ry — 58uR = —

7k =g

N W
D i — 8ik®:f-) t ((D,kq),i -

g,-kcb”'q),,-) : (B.5)
E importante notar que a equagdo acima, a parte da esquerda, corresponde exatamente 2 equagio de
Einstein. No entanto, a parte da direita difere com a existéncia de termos dependentes do campo

escalar.
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