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Resumo
De acordo com o nosso entendimento do universo a matéria escura e a energia escura
são as componentes dominantes na dinâmica do universo atual, enquanto os bárions e a
radiação contribuem apenas com uma pequena fração menor que 5% da energia cósmica.
Embora este setor escuro seja importante para descrever uma série de fenômenos que são
observados atualmente, sua natureza ainda é um dos maiores mistérios da cosmologia. Neste
trabalho considera-se o estudo de modelos que, diferente do modelo padrão, apresentam
uma interação de natureza não gravitacional entre a matéria escura e a energia escura.
Inicialmente, esta interação é parametrizada de uma maneira geral que depende de uma
função arbitrária da razão entre as densidades de energia da matéria escura e da energia
escura. É possível mostrar que nos casos em que esta razão depende exclusivamente do
fator de escala, tal modelo pode ser identificado com uma descrição unificada do setor
escuro. Uma vez que essa parametrização geral não possui solução analítica, escolhe-se
alguns casos específicos desta classe de modelos para realizar uma análise estatística de
seleção de parâmetros. Esta análise estatística é feita através do código cosmológico CLASS
(modificado para cada modelo) combinado com o código estatístico MontePython. Este
teste observacional é feito através da análise dos dados de H0, SNe Ia (JLA) e Planck TT.
O intuito dessa análise consiste em verificar como cada conjunto de dados observacionais
restringe uma interação no setor escuro em contrapartida do modelo ΛCDM, e se há
concordância entre os resultados da background (H0, SNe Ia e BAO) e os resultados no
nível linear (Planck TT).

Palavras-chave: Cosmologia, energia escura, matéria escura.



Abstract
According to our understanding of the universe, dark matter and dark energy are the
dominant components in the dynamics of the current universe, while baryons and radiation
contribute only a small fraction of less than 5 % of the cosmic energy. Although this dark
sector is important to describe a series of phenomena that are currently observed, its
nature is still one of the greatest mysteries of cosmology. In this work we consider the study
of models that, unlike the standard model, present a non-gravitational interaction between
dark matter and dark energy. Initially, this interaction is parameterized in a general way
that depends on an arbitrary function of the ratio between the energy densities of dark
matter and dark energy. It is possible to show that in cases where this ratio depends
exclusively on the scale factor, this model can be identified with a unified description of the
dark sector. Since this general parameterization has no analytical solution, some specific
cases of this class of models are chosen to perform a statistical analysis of parameter
selection. This statistical analysis is done using the CLASS cosmological code (modified
for each model) combined with the statistical code MontePython. This observational test
is done by analyzing the data of H0, SNe Ia (JLA) and Planck TT. The purpose of this
analysis is to verify how each observational datasets constraints an interaction in the dark
sector in counterpart of the ΛCDM model, and if there is a concordance between the
background results (H0, SNe Ia and BAO) and the results at the linear level (Planck TT).

Keywords: Cosmology, dark energy, dark matter.
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Introdução

Durante toda a história, a observação e o estudo do mundo celeste sempre fizeram
parte da realidade humana, e ainda hoje é incrível o fascínio que o céu é capaz de provocar
nas pessoas, independente de idade, etnia ou qualquer outro aspecto socio-cultural. Com
certeza este fato foi de extrema importância para o desenvolvimento intelectual, cultural
e até social da nossa civilização tal como conhecemos atualmente. Quando a própria
ciência era algo ainda não estabelecido, pode-se dizer que o pensamento cosmológico,
em contrapartida ao pensamento cosmogônico vigente, foi a semente da filosofia grega
[3]. Neste cenário, várias escolas filosóficas se desenvolveram na tentativa de encontrar
explicações baseadas em argumentos teóricos, muitas vezes abstratos, para a transição do
caos ao cosmos (palavra grega que designa o "belo", o "ordenado"). Nos dias de hoje, a
cosmologia já adquiriu status de ciência independente, e é o ramo dedicado ao estudo do
Universo em escalas grandes que, através de observações feitas no presente, tenta entender
o seu passado e prever o seu futuro.

Certamente o nosso entendimento do Universo evoluiu muito da Grécia antiga
até as últimas décadas, no entanto ainda há muito o que se entender e ainda não é
possível vislumbrar quando todas as nossas questões serão respondidas. As observações
mais recentes [2, 4, 5] indicam que a maior parte do Universo não é feito da matéria
"normal"que compõe os objetos que podemos enxergar, mas a maior parte do Universo
é composta por algo que não sabemos exatamente explicar o que é: o setor escuro do
Universo.

Segundo essas observações, a matéria ordinária (conhecida como matéria bariônica)
corresponde a apenas aproximadamente 5% da matéria total do Universo. Além dela há
uma porção de radiação, que embora já tenha dominado o Universo no passado, hoje
corresponde apenas a uma ínfima parte do conteúdo energético cósmico, e todo o resto
pertence ao setor escuro. Este setor escuro é dividido em duas componentes: a matéria
escura e a energia escura. Embora não haja nenhuma observação direta dessas componentes,
há bons indícios indiretos de sua existência, uma vez que cada uma delas desempenha um
papel importante para explicar o nosso Universo tal como observamos.

A matéria escura, que é responsável por 25% do conteúdo energético do Universo
total, é uma componente de matéria exótica sem pressão que não é capaz de interagir com
ondas eletromagnéticas, e por isso sua detecção não pode ser feita através de observações
diretas. A matéria escura foi proposta nos anos 30 para explicar observações de aglomerados
de galáxias [6], e tempos depois foi novamente invocada no estudo de curvas de rotação
de galáxias, que indicavam haver mais massa em galáxias do que aquela que poderia ser
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observada através de sua luminosidade [7]. Além disso, a análise da emissão de aglomerados
de galáxias na faixa do raio X e de sistemas conhecidos como lentes gravitacionais
corroboraram para a existência da matéria escura no Universo. Do ponto de vista teórico,
a matéria escura parece desempenhar um papel muito importante potencializando o
crescimento de estruturas de matéria bariônica após o desacoplamento, de maneira que
elas atinjam o regime não linear que é observado atualmente (δb � 1).

Por sua vez, a energia escura, que é responsável pelos 70% restantes e domina o
Universo atual, confere ao Universo uma fase atual de expansão acelerada. A expansão do
Universo já era conhecida no final dos anos 20 [8], porém, devido à natureza atrativa da
interação gravitacional, acreditava-se que tal expansão se desse de maneira desacelerada.
No entanto, em 1998, através da análise da luminosidade de supernovas, foi detectado
que, diferente do que se acreditava, a expansão do Universo ocorria de maneira acelerada
[9, 10]. Este resultado conferiu aos físicos Adam Riess, Brian Schmidt e Saul Perlmutter o
prêmio Nobel de física em 2011.

Dentro da descrição atual do Universo, esta energia escura pode ser identificada
com a constante cosmológica, que a priori é um termo de natureza geométrica no contexto
da teoria geral da relatividade. No entanto, tal identificação é análoga a um fluido com
equação de estado do tipo vácuo e densidade de energia constante. Esta descrição da
energia escura parece satisfazer com sucesso os dados observacionais mais recentes, no
entanto está em profundo desacordo com a previsão teórica para energia do vácuo que
advém da teoria quântica de campos.

Este conteúdo material do Universo caracteriza o modelo cosmológico padrão,
conhecido como modelo ΛCDM1. O modelo ΛCDM possui um grande sucesso observacional,
porém ele ainda deixa lacunas que motivam a busca por modelos alternativos para a
descrição do Universo [11, 12]. Neste contexto, esta tese tem como foco o estudo de modelos
cosmológicos nos quais, diferente do modelo cosmológico padrão, a matéria escura e a
energia escura não são componentes independentes, mas há uma interação de natureza não
gravitacional que provoca uma troca de energia entre elas. Uma característica importante
desta classe de modelos é que tal interação implica na existência de perturbações na
componente de energia escura mesmo no caso em que a energia escura é identificada com
um fluido to tipo vácuo.

Este tipo de modelo tem sido amplamente estudado na literatura [13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30] e há estudos que indicam que ignorar
esta possível interação entre as componentes do setor escuro e/ou flutuações da energia
escura podem levar a interpretações erradas dos resultados observacionais [31, 32].

A maior parte dos modelos propostos na literatura são tais que o termo de interação
1 O Λ faz referência à constante cosmológica e CDM faz referência à matéria escura, do inglês Cold Dark

Matter.
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é linear e em geral são propostos de maneira fenomenológica e independentes um do outro.
Aqui é proposta uma maneira para generalizar os modelos de interação no setor escuro cujo
termo de interação é uma função qualquer das densidades de energia da matéria escura e
da energia escura. Esta abordagem permite relacionar vários modelos de interação através
de uma função da razão entre as densidades de energia da matéria escura e da energia
escura. Uma vez que tal generalização não possui uma solução analítica, são estudados
alguns casos específicos, sendo alguns deles já presentes na literatura.

O estudo desses modelos propostos se dará através da análise detalhada da dinâmica
do Universo no nível do backgound e no nível perturbativo com limite na primeira ordem,
e posteriormente através da análise estatística dos modelos frente aos dados observacionais
mais recentes disponíveis. O conjunto de dados utilizados neste trabalho é constituído
de observações feitas a partir de: supernovas do tipo Ia (JLA) [5]; oscilações acústicas
bariônicas [33, 34, 35]; medidas locais do parâmetro de Hubble atual H0 [36] e anisotropias
da temperatura da radiação cósmica de fundo (Planck)2.

Com a intenção de verificar se tais modelos de interação possuem concordância
entre o background e o nível perturbativo, as análises estatísticas são divididas da seguinte
maneira: o primeiro teste consiste na utilização apenas dos dados de SNe Ia+H0 que são
dados do background que dependem exclusivamente de características recentes do Universo.
Esta primeira escolha de conjunto de dados se justifica pois sabe-se que a aplicação de
testes observacionais com supernovas do tipo Ia em modelos de interação no setor escuro
pode destoar dos resultados do modelo ΛCDM [37].

O segundo teste observacional consiste em acrescentar os dados provenientes das
oscilações acústicas bariônicas ao teste anterior (SNe Ia+H0+BAO). Embora a escala
acústica DV (z), que será introduzida de maneira formal posteriormente na equação (4.7),
seja uma quantidade do background medida no Universo recente, ela depende da física
do plasma fóton-bárion no Universo primordial, e por isso foi considerado de maneira
separada.

O terceiro e último teste proposto utiliza os dados provenientes das anisotropias
da temperatura da radiação cósmica de fundo, que é de natureza puramente perturbativa.
Com esses testes pretende-se avaliar se os parâmetros cosmológicos tradicionais mantém a
concordância como ocorre no modelo ΛCDM, e ainda se o novo parâmetro livre devido à
interação também possui concordância observacional.

Para a realização da análise estatística, todos os modelos mencionados foram
introduzidos no código numérico CLASS [38], e então foi utilizado o código numérico
MontePython [39] para a realização de fato da análise estatística através do método de
Markov Chain Monte Carlo, afim de explorar todo o espaço de parâmetro e encontrar o
2 A likelihood do Planck está disponível na página http://pla.esac.esa.int/pla/#cosmology.
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melhor ajuste para os parâmetros cosmológicos do modelo.

Esta tese de doutorado está dividida em duas partes: na primeira parte é feita uma
revisão do modelo cosmológico padrão na qual, no primeiro capítulo é abordado de maneira
sucinta o formalismo da teoria geral da relatividade. No segundo capítulo, é apresentado o
princípio cosmológico e como ele afeta a geometria do espaço-tempo. No terceiro capítulo é
analisada a dinâmica do Universo através do seu conteúdo material e de sua expansão. No
quarto capítulo são abordados alguns aspectos observacionais no contexto da cosmologia
atual junto com resultados observacionais para o modelo cosmológico padrão. No quinto e
último capítulo da primeira parte são apresentados algumas das questões que o modelo
cosmológico padrão não é capaz de responder.

Na segunda parte da tese, os modelos de interação no setor escuro são atacados de
maneira mais direta. Primeiramente, no capítulo de número seis, é descrita a maneira de
formular matematicamente uma interação no setor escuro do Universo. No sétimo capítulo
é analisada a teoria de perturbações cosmológicas no contexto de uma interação neste
contexto interagente. Tendo em mãos a análise perturbativa, o oitavo capítulo é devotado
para a descrição do espectro de potência das anisotropias da temperatura da radiação
cósmica de fundo. No nono capítulo são apresentados modelos específicos de interação
no setor escuro onde também são apresentados os resultados das análises estatísticas dos
modelos estudados. Por fim, o último capítulo é reservado para considerações finais. A
tese ainda conta com um apêndice acerca de definição geral de espectro de potência.



Parte I

A conjuntura cosmológica atual
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1 Uma teoria para gravidade

Toda a natureza pode ser explicada através de quatro interações fundamentais:
interação forte, que está associada aos fenômenos que ocorrem no interior dos núcleos
atômicos; interação eletromagnética, que está associada aos fenômenos eletromagnéticos;
interação fraca, que está associada aos fenômenos de decaimento radiativo; e a interação
gravitacional.

Parece uma ironia que a primeira das interações fundamentais que teve uma
formulação matemática robusta, a gravitação, é aquela que ainda está mais longe de uma
descrição completa, isto é, capaz de explicar de maneira simultânea fenômenos de natureza
clássica e quântica.

Neste capítulo, serão apresentados alguns aspectos importantes da teoria da gravi-
dade

1.1 Aspectos históricos
Na antiguidade, acreditava-se que a dinâmica celeste era algo superior à dinâmica

terrena. A cosmologia aristotélica, promovia uma hierarquização do cosmos: havia o mundo
supralunar, constituído da Lua, dos planetas (só eram conhecidos Mercúrio, Vênus, Marte,
Júpiter e Saturno), do Sol e das estrelas "fixas"na esfera celeste; e o mundo sublunar, que
compreende o nosso planeta. O primeiro era constituído da quintessência, o éter, substância
transparente, imperecível e imutável, que conferia esse caráter divino ao mundo supralunar.
Já a Terra, constituída dos elementos comuns possuía caráter perecível e mutável.

Pode-se dizer que essa visão foi definitivamente descartada a partir de 5 de julho
de 1687, quando Sir Isaac Newton publicou a sua obra prima "Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica". Em seu livro, além definir o conceito físico de força e formular
toda uma dinâmica consistente, Newton introduz a ideia de força gravitacional. Essa força
gravitacional seria resultado de uma interação entre todos os corpos que possuem massa.
Matematicamente, a força que um objeto 1, de massa M1, realiza sobre um objeto 2, de
massa M2, devido a ação gravitacional é

~F12 = GM1M2

|~r12|3
~r12. (1.1)

G é uma constante gravitacional, cujo valor só foi obtido experimentalmente quase cem
anos depois, em 1789 pelo descobridor do gás hidrogênio Henry Cavendish. Atualmente
seu valor é estimado em 6, 67384× 10−11m3kg−1s−2. O vetor ~r12 deve possuir a direção
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que une o centro de massa dos objetos e seu sentido leva do objeto 2 para o objeto 1, uma
vez que a força gravitacional é estritamente atrativa.

A mecânica newtoniana obteve êxito em quase todos os problemas a que foi
submetida, do movimento dos corpos na superfície da Terra até as órbitas dos planetas
(com a exceção da órbita de mercúrio!), e permaneceu até o início do século XX como
a descrição correta para a dinâmica dos corpos, sendo utilizada ainda hoje em muitas
ocasiões. De fato esse sucesso se deve ao fato de que não há muitas experiências, do
ponto de vista prático comum, que atingem os limites em que a teoria não pode ser
aplicada (velocidades próximas à velocidade da luz ou ação de campos gravitacionais muito
intensos).

A teoria de Newton se baseia em noções de espaço e tempo estáticas, imutáveis
e independentes, o que implica na existência de referenciais privilegiados, ditos inerciais,
nos quais todo observador experimentaria as leis de Newton. Esses referenciais devem
possuir movimento relativo entre si com velocidade constante e são relacionados segundo
as transformações de Galileu.

O grande problema da teoria newtoniana é a sua inconsistência com o eletromag-
netismo. Segundo a teoria de James Clerk Maxwell, a radiação eletromagnética (a luz, por
exemplo) pode ser descrita por uma onda que se propaga com velocidade constante. No
entanto a equação da onda não é invariante sob transformações de Galileu, ou seja, dois
observadores em referenciais inerciais seriam capazes de experimentar as leis de Newton
da mesma forma, porém deveriam observar fenômenos eletromagnéticos distintos.

Dessa forma Einstein propôs uma mecânica alternativa, que mantém invariante o
eletromagnetismo em referenciais inerciais: a teoria especial da relatividade. Essa teoria é
construída a partir de dois axiomas:

• As leis da física são as mesmas em qualquer referencial inercial;

• A velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial inercial;

Claramente o segundo axioma faz com que o eletromagnetismo se "adapte"ao primeiro.
Essa ideia de que a velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial inercial provocou
mudanças drásticas na noção de espaço, tempo e causalidade. Basicamente, para que todos
observadores em referenciais inerciais observassem a luz com a mesma velocidade então
eles deveriam medir distâncias e intervalos de tempo de forma diferentes.

Dessa forma a noção de referencial inercial se mantém a mesma, no entanto a relação
entre eles agora é dada pelas transformações de Lorentz. Segundo as transformações de
Lorentz as noções de espaço e tempo, que agora são conectadas de maneira intrínseca dando
origem ao termo espaço-tempo, são de fato diferentes para observadores inerciais distintos.
Na prática, um observador em repouso em um referencial inercial vê um relógio em repouso
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num outro referencial inercial, isto é, em movimento relativo com velocidade constante
em relação ao observador, funcionando mais lentamente (dilatação do tempo) e com um
menor comprimento (contração do espaço). No entanto, tais efeitos são potencializados
quando a velocidade relativa entre eles se aproxima da velocidade da luz, no limite de
baixas velocidade a teoria newtoniana é recuperada (as transformações de Lorentz se
reduzem às transformações de Galileu).

Além disso, ainda há dois aspectos importantíssimos que decorrem das transforma-
ções de Lorentz: O primeiro é a equivalência entre massa e energia, que também devem
depender do observador que faz a medição, e dá origem à relação,

E = mc2. (1.2)

E o segundo é a impossibilidade de transmissão de informação com uma velocidade superior
à velocidade da luz. Esse fato pode ser expresso através do cone de luz, que fornece a
região do espaço-tempo que possui contato causal com um determinado evento.

Figura 1 – O cone de luz define a região espacial que pode estar causalmente conectada.
Todos os pontos que estão dentro do cone de luz futuro podem ser afetados
causalmente pelo observador na hipersuperfície presente, enquanto todos os
pontos que estão no cone de luz passado podem afetar causalmente o observador
na hipersuperfície presente.

Este último aspecto confirma que a teoria do eletromagnetismo já possui uma
estrutura relativística, no entanto descarta a descrição newtoniana para a gravitação, uma
vez que, segundo a equação (1.1), uma variação na massa de qualquer um dos corpos, ou
na distância entre eles deve provocar uma variação na força gravitacional que será sentida
instantaneamente. Surge então a necessidade de uma nova teoria para a gravitação que
deu origem a teoria geral da relatividade.
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1.2 Princípio da equivalência
Macroscopicamente a massa e a carga elétrica são graus de liberdade intrínsecos a

sistemas físicos, no entanto, segundo a mecânica newtoniana, a resposta de determinado
objeto a uma força é proporcional somente à sua massa. Esse fato já intrigava Newton,
que admitia a possibilidade da existência de uma massa gravitacional, responsável pela
resposta do objeto à interações gravitacionais, e a massa inercial, responsável pela resposta
do objeto à força resultante ao qual está sujeito. Ainda hoje não foi detectada nenhuma
diferença entre as duas.

Este fato é conhecido como o princípio da equivalência, e possui as seguintes
formulações:

• Princípio da equivalência fraco

Todos os corpos devem experimentar de forma idêntica a queda livre, e então, um
observador sob a ação de um campo gravitacional não seria capaz de distinguir seu
referencial de um referencial inercial, pois todos os corpos a sua volta cairiam junto

com ele.

• Princípio da equivalência forte

Nenhum experimento local é capaz de distinguir um movimento de queda livre sem
rotação de um movimento uniforme na ausência de gravidade.

O princípio da equivalência abre caminho para uma identificação da gravitação
com a geometria do espaço-tempo, na qual sua curvatura seria responsável pela queda livre
dos corpos. Dessa forma, todo ponto do espaço-tempo pode ser localmente identificado
com o espaço de Minkowski, o que faz com que a teoria seja invariante sob transformações
gerais de coordenada.

1.3 Teoria geral da relatividade
Para descrever a gravitação através da curvatura do espaço-tempo alguns elementos

de geometria diferencial devem ser introduzidos. A noção de espaço curvo é abrigada no
contexto das variedades diferenciáveis, de forma que o espaço-tempo é descrito por uma
variedade diferenciável quadridimensional. De forma geral, uma variedade diferenciável
n-dimensional N é um conjunto que pode ser mapeado em intervalos abertos no Rn.
A diferenciabilidade da variedade confere a ela a possibilidade de descrever trajetórias
parametrizadas na variedade através de um campo vetorial tangente

vµ = dxµ

dη
, (1.3)
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onde η ∈ R é um parâmetro da curva. Além disso, a variedade deve conter a noção de
distâncias, e então a norma de um vetor é definida através do tensor métrico gµν , que
descreve explicitamente a geometria do espaço-tempo,

wµwµ = gµνw
νwµ. (1.4)

Em geral, a curvatura do espaço-tempo faz com que um vetor qualquer ao realizar
um transporte paralelo seja modificado, a variação de um vetor arbitrário wµ é dada por

δwµ = δxρδxσ
(
Γµνσ,ρ − Γµνρ,σ + ΓγνσΓµγρ − ΓγνρΓµγσ

)
wµ. (1.5)

O termo entre parênteses é definido como tensor de Riemann Rµ
νρσ. Esse tensor descreve a

curvatura da variedade, de modo que se todas as suas componentes forem nulas temos
uma variedade plana, onde um vetor é mantido inalterado sob transportes paralelos. Os
termos Γρµν são denominados símbolos de Christoffel

Γµνρ = 1
2g

µσ (gνσ,ρ + gσρ,ν − gνρ,σ) . (1.6)

O tensor de Riemann deve ainda satisfazer as identidades de Bianchi

Rµ
νρσ,γ +Rµ

νσγ,ρ +Rµ
νγρ,σ = 0. (1.7)

Existe uma classe de curvas que mantém paralelo seu vetor tangente, ainda com os
efeitos da curvatura, sob transportes paralelos. Cada trajetória desta classe é denominada
geodésica, elas definem o caminho dos objetos em queda livre no espaço-tempo, e estão
relacionadas com a menor distância entre dois pontos. Matematicamente, as geodésicas
são definidas como curvas que possuem aceleração nula

vµvν;µ = 0, (1.8)

o ponto e vírgula indicam a derivada covariante, definida como

T µ1...µm
ν1...νn;ρ = T µ1...µm

ν1...νn,ρ +
∑
i

ΓµiργT µ1...γ...µm
ν1...νn −

∑
i

ΓγρνiT
µ1...µm
ν1...γ...νn . (1.9)

Utilizando a relação para o vetor tangente (1.3) e a definição (1.9), a equação (1.8) pode
ser reescrita como

d2xµ

dλ2 + Γµνρ
dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0. (1.10)

Esse resultado é conhecido como equação da geodésica. Nele fica claro que além da
segunda derivada da posição há um termo de curvatura que contribui para a definição da
trajetória de uma partícula, dessa forma a trajetória de partículas sem aceleração não é
mais necessariamente uma reta.

A partir do tensor de Riemann pode-se definir sua contração do primeiro com o
terceiro índice, denominado tensor de Ricci

Rµν = Rρ
µρν = Γρµν,ρ − Γρµρ,ν + ΓρµνΓσρσ − ΓσµρΓρνσ, (1.11)
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e o traço deste novo tensor, como o escalar de curvatura de Ricci

R = Rµ
µ = −gµν

(
Γµνρ Γσρσ − ΓρµσΓσνρ

)
−
(
gµνΓρµρ − gµσΓνµσ

)
,ν
. (1.12)

Esses dois objetos serão importantes na descrição do movimento dos corpos sob ação do
campo gravitacional. Este é o arcabouço matemático onde deve ser desenvolvida a teoria
geral da relatividade.

Uma consequência importante da relatividade geral é que a geometria interfere
no movimento de queda dos corpos, que por sua vez, devido à sua massa, interferem na
geometria do espaço-tempo. As equações de campo devem fornecer exatamente como deve
acontecer essa relação. A interação gravitacional é descrita por uma ação do tipo

S =
∫

(Lgrav + Lmat) d4x. (1.13)

Inicialmente, vamos nos concentrar no primeiro termo da ação. A lagrangiana Lgrav
descreve a interação gravitacional no vácuo. Esse termo deve conter aspectos puramente
geométricos que influenciam na dinâmica dos corpos. A ação do campo gravitacional no
vácuo é dada pela ação de Einstein-Hilbert

Sgrav =
∫
R
√
−gd4x. (1.14)

As equações do campo gravitacional no vácuo podem ser determinadas através do cálculo
das variações [40], que implica em tomar o valor extremo da ação (1.14)

δSgrav = δ
∫
R
√
−gd4x = 0 ⇒ Rµν −

1
2Rgµν = 0. (1.15)

O segundo termo na lagrangiana (1.13) se refere à distribuição de matéria no
espaço-tempo. A distribuição de matéria pode ser descrita pelo tensor de energia momento
de um fluido Tµν . Em geral, na cosmologia é comum utilizar o tensor de energia momento
para um fluido perfeito sem viscosidade volumétrica1, que possui a seguinte forma [41]

Tµν = ρgµν + phµν . (1.16)

Na equação acima ρ e p são respectivamente a densidade e a pressão do fluido perfeito. O
tensor hµν é um tensor de projeção ortogonal à quadrivelocidade, definido como

hαµ ≡ gµν + uµuν . (1.17)

Sabendo que a teoria relativística deve retomar o caso newtoniano para baixas
velocidades e campos gravitacionais fracos, as equações de campo são definidas como2

Rµν −
1
2Rgµν = 8πGTµν . (1.18)

1 Esta utilização está baseada na homogeneidade do universo, predita pelo princípio cosmológico, que
será discutido a seguir.

2 Considera-se a velocidade da luz igual a unidade (c2 = 1)
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A partir desenvolvimento das identidades de Bianchi (1.7) conclui-se que a derivada
covariante das equações do campo gravitacional no vácuo é identicamente nula. Isto implica
que a distribuição de matéria deve ser conservada,(

Rµν −
1
2Rgµν

)
;ν

= 0 ⇒ Tµν;ν . (1.19)

Dessa forma, é evidente que a inclusão de um termo constante multiplicado pela
métrica no termo geométrico não afeta a estrutura das equações de campo, no sentido de
que as identidades de Bianchi ainda serão satisfeitas

Rµν −
1
2Rgµν + Λgµν = 8πGTµν . (1.20)

Essa constante cosmológica foi introduzida originalmente para descrever um universo
estático e após a constatação de que o universo se expandia ela foi descartada. Com a
constatação da expansão acelerada do universo a constante cosmológica foi resgatada e se
apresenta como uma das possibilidades de descrever a energia escura.
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2 O princípio cosmológico

A inexistência de referenciais privilegiados é bastante desejável para uma teoria
física. No caso do estudo do universo isso sempre foi uma premissa, ainda que não
houvesse nenhum motivo formal para tal. Este fato pode ser postulado através do princípio
cosmológico:

Em largas escalas o universo é espacialmente homogêneo e isotrópico.

Atualmente existem motivações fortes de que, ao menos o universo visível é homo-
gêneo e isotrópico. Os dados da radiação cósmica de fundo, detectada nos anos 60 [42],
que fornecem uma “foto” do universo quando ele tinha apenas 380.000 anos, indicam que
nesta época o desvio da isotropia do universo era da ordem de 10−5 [43]. Além disso a
nucleossíntese primordial e a distribuição de estruturas no universo também corroboram
para o princípio cosmológico.

Tendo em vista que os dados da radiação cósmica de fundo medem a isotropia
do Universo com uma grande precisão, a homogeneidade pode ser motivada através do
fato de que, em um espaço isotrópico e não homogêneo há a existência de referenciais
privilegiados.

2.1 Métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
Matematicamente, essa homogeneidade e isotropia do universo em largas escalas é

descrita por um espaço-tempo que possui folheações espaciais com simetria máxima. No
cenário da geometria diferencial as simetrias são descritas por vetores de Killing, que são
vetores que anulam a derivada de Lie do tensor métrico.

Existe um argumento matemático, baseado na existência do número máximo de
vetores de Killing para seção espacial do espaço-tempo, de se obter um tensor métrico
compatível com o princípio cosmológico [44]. O resultado dessa análise é a métrica de
Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

ds2 = −dt2 + a2 (t)
{

dr2

1−Kr2 + r2
[
dθ2 + sen2 (θ) dφ2

]}
. (2.1)

O termo K descreve a curvatura das seções espaciais, e para que a condição de simetria
máxima seja satisfeita deve ser constante.

O módulo dessa constante não possui significado físico, uma vez que sempre é
possível absorver seu valor através de uma redefinição da coordenada radial. O que de fato
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é importante é se essa constante de curvatura é positiva, negativa ou então se é nula. No
primeiro caso (costuma-se utilizar o valor 1) a métrica reproduz uma esfera, no segundo
(costuma-se utilizar o valor -1) um hiperbolóide e no último um plano.

2.2 A Lei de Hubble e o parâmetro de desvio para o vermelho
Tendo em mãos a geometria do espaço-tempo, resta ainda analisar a dinâmica

do universo. Durante muito tempo acreditou-se que o universo era um sistema físico
estático (foi essa inclusive a justificativa original para a constante cosmológica), até que
nos anos 20 Edwin Hubble detectou um afastamento de nebulosas [8], que indicavam
que o universo estava se expandindo. Ainda nesse tempo, devido a natureza atrativa da
gravidade acreditava-se que o universo estava desacelerando, e como já mencionado, essa
hipótese foi descartada em 1998 e uma componente exótica de energia escura com pressão
negativa foi introduzida para descrever uma expansão acelerada.

Toda análise do Universo feita através de observação (inclusive as descobertas
citadas no parágrafo anterior), devem ser feitas através de radiação eletromagnética que
chega até a Terra. Neste caso, para analisar a propagação da radiação eletromagnética no
meio cósmico deve-se recorrer ao primeiro par das equações de Maxwell no vácuo

gµν∇µFνρ = 0, (2.2)

onde o tensor eletromagnético é escrito em termos do potencial vetor Aµ, através da relação
Fµν ≡ Aν;µ − Aµ;ν .

Para um potencial vetor com uma amplitude Âµ multiplicada por um termo que
oscila espacialmente é possível obter, através de uma aproximação WKB, a condição de
transversalidade Âµkν = 0, onde kµ é o vetor de onda dessa onda eletromagnética, que
define sua direção de propagação. Esse vetor de onda pode ser escolhido de uma direção
espacial qualquer para descrever a propagação da radiação, em particular será escolhida a
direção x

kµ =
(
−1
a
, 1, 0, 0

)
. (2.3)

O vetor de onda deve gerar uma família de trajetórias geodésicas na seção espacial

ki = dxi

dη
, e por descrever a propagação de ondas eletromagnéticas deve ser um vetor do

tipo luz (kµkµ = 0).

A quantidade que caracteriza uma onda eletromagnética é a sua frequência. A
frequência da onda eletromagnética emitida por uma fonte qualquer no universo pode
ser obtida através de ν = kµuµ. No entanto, num universo homogêneo e isotrópico, um
observador em repouso não deve observar qualquer velocidade espacial, de forma que sua
quadrivelocidade deve ser uµ = (1, 0, 0, 0). Dessa forma, pode-se relacionar a frequência ν
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de uma radiação emitida por uma fonte com a frequência da mesma onda que é recebida
pelo observador νobs

ν

νobs
= λobs

λ
= aobs

a
. (2.4)

Do ponto de vista observacional, são medidas nos dias de hoje ondas eletromag-
néticas emitidas em períodos distintos do universo. Neste sentido é conveniente definir o
parâmetro de desvio para o vermelho

z = λ0 − λ
λ

(2.5)

λ0 indica o valor observado atualmente para o comprimento de onda. O parâmetro de
desvio para o vermelho se relaciona com o fator de escala segundo

a = 1
z + 1 (2.6)

Para uma radiação observada no tempo atual t0, que foi emitida em um instante
de tempo t, próximo o suficiente para permitir uma expansão do fator de escala através de
uma série de Taylor com aproximação na primeira ordem

1
a
≈ 1 + (t− t0)H0 ⇒ z ≈ (t− t0)H0, (2.7)

onde H ≡ ȧ

a
é denominado parâmetro de Hubble, e H0 indica seu valor atual.

Para um intervalo de tempo pequeno o termo (t− t0) coincide com a distância D
percorrida pela onda eletromagnética, e então obtemos uma relação de proporcionalidade
entre o parâmetro de desvio para o vermelho e a distância entre o observador e a fonte de
ondas eletromagnéticas

z ≈ DH0. (2.8)

Este resultado é conhecido como lei de Hubble, e foi a primeira constatação da expansão do
universo. As observações atuais não concordam sobre o valor do parâmetro H0, as medidas
cosmológicas [2] indicam que seu valor atual é da ordem de 68 km s−1Mpc−1, enquanto as
medidas locais [36] indicam que seu valor atual é da ordem de 73 km s−1Mpc−1.
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3 Dinâmica de Friedmann

A homogeneidade e isotropia do Universo em grandes escalas asseveradas pelo
princípio cosmológico permite que a descrição do Universo como um todo se dê através de
um fluido. Além disso, as identidades de Bianchi garantem que esse fluido cósmico total
seja conservativo, isto é, a derivada covariante do seu tensor energia momento deve ser
nula. Neste sentido, a descrição mais simples possível para o Universo em grandes escalas
se dá através de um fluido perfeito, que é caracterizado por um tensor de energia-momento
com a seguinte forma,

T µν = ρ uµ uν + p hµν , T µν ;ν = (0, 0, 0, 0) . (3.1)

onde ρ é a densidade de energia total do Universo, p é a pressão total do Universo e hµν é
um tensor de projeção ortogonal à quadrivelocidade, definido como,

hµν ≡ uµ uν + gµν . (3.2)

Como será visto na próxima seção, ainda que esta seja uma descrição muito
simples, o modelo cosmológico padrão possui uma considerável concordância com os dados
observacionais mais recentes.

O fato da derivada covariante do tensor de energia-momento ser nula implica
que o sistema físico Universo deve satisfazer algumas leis de conservação. A conservação
da energia pode ser obtida através da projeção da derivada covariante do tensor de
energia-momento sobre a quadrivelocidade,

−uµ T µν ;ν = 0 ,

ρ,ν u
ν + ρ uν;ν + p uν;ν = 0 ,

no contexto homogêneo e isotrópico é conveniente definir o escalar de expansão Θ ≡ uµ;µ =

3 ȧ
a

= 3H, e então a conservação da energia é dada por,

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0, (3.3)

onde foi usado que ρ̇ = ρ,µ u
µ.

Já a segunda lei de conservação, a conservação do momento, pode ser obtida
através da projeção da derivada covariante do tensor de energia-momento sobre o tensor
de projeção hµν ,

hκµT
µν

;ν = 0 ,

(uκ uµ + gκµ) [ρ uµ uν + p (uµ uν + gµν)];ν = 0 . (3.4)
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Note que o desenvolvimento da equação (3.4) resulta que o lado esquerdo da equação é
identicamente nulo, o que significa que, no contexto do Universo homogêneo e isotrópico
preenchido com um fluido perfeito não há possibilidade de haver transferência de momento.

3.1 Conteúdo material do Universo
Embora o Universo como um todo possa ser descrito por um único fluido perfeito,

o conteúdo energético do Universo parece ser composto de quatro espécies distintas de
matéria: radiação (que será denotada pelo índice r), matéria bariônica sem pressão (que
será denotada pelo índice b), matéria escura fria (que será denotada pelo índice c) e energia
escura (que será denotada pelo índice x). Quando for necessário falar do fluido cósmico
como um todo o índice será suprimido.

Cada uma dessas componentes do Universo também será descrita por um fluido per-
feito conservativo1, porém no caso das componentes materiais os fluidos são caracterizados
ainda por uma equação de estado do tipo,

pi = wi ρi , (i = r, b, c, x) , (3.5)

na qual ρi é a densidade de energia da i-ésima componente, pi é a pressão da i-ésima
componente e wi é o parâmetro de estado da i-ésima componente, que possui valor
constante. Para o Universo como um todo sua densidade de energia e pressão são dadas
pela soma das contribuições de cada uma das componentes,

ρ = ρr + ρb + ρc + ρx , (3.6)

p = pr + px . (3.7)

Neste ponto é conveniente introduzir a definição do parâmetro de densidade Ω para
cada uma dessas componentes,

Ωi ≡
8πG
3H2 ρi , (i = r, b, c, x) . (3.8)

Tal parâmetro será utilizado posteriormente para denotar a fração material de cada uma
dessas componentes materiais do Universo.

Nos itens que seguem serão apresentados em detalhes cada uma dessas componentes
materiais do Universo. Uma vez que, em largas escalas, cada escala se comporta como fluido
perfeito conservativo, as equações (3.3) e (3.4) também devem se aplicar individualmente
para cada componente.
1 A hipótese de que os fluidos que descrevem as componentes são conservativos vem do fato que não

se observa nenhuma interação em larga escala que justifique o contrário. No entanto, uma vez que a
natureza do setor escuro ainda é um mistério, essa hipótese pode ser contestada para uma interação
entre a matéria escura e a energia escura. Este fato será utilizado posteriormente para justificar uma
interação no setor escuro do Universo.
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Radiação

A componente de radiação (matéria relativística) é caracterizada pelo parâmetro
de estado dado por,

wr = 1
3 . (3.9)

A evolução temporal (com respeito ao fator de escala) da densidade de energia da radiação
pode ser obtida através da resolução da equação de conservação da energia (3.3) aplicada
à componente de radiação,

ρ̇r + 4Hρr = 0 ⇒ ρr = 3H2
0

8πGΩr0 a
−4. (3.10)

Mais uma vez o índice 0 indica o valor atual da quantidade física (a0 = 1).

Bárions

Conforme já foi mencionado, a matéria bariônica é aquela que compõe os sistemas
ordinários, isto é, aqueles sistemas que interagem eletromagneticamente. Por se tratar
de uma componente sem pressão, o parâmetro de estado da componente bariônica é
simplesmente wb = 0. A evolução temporal (com respeito ao fator de escala) da densidade
de energia dos bárions pode ser obtida através da resolução da equação de conservação da
energia (3.3) aplicada à componente bariônica,

ρ̇b + 3Hρb = 0 ⇒ ρb = 3H2
0

8πGΩb0 a
−3. (3.11)

Matéria escura fria

Assim como a matéria bariônica, a matéria escura também é uma componente
sem pressão, e por isso seu parâmetro de estado também é dado por wc = 0, entretanto
suas naturezas são distintas. Seu nome está associado ao fato de que suas partículas não
interagem eletromagneticamente, e por isso não podem ser detectadas de maneira direta.

A matéria escura foi inicialmente proposta para explicar fenômenos locais, como as
curvas de rotações de galáxias, no entanto, conforme será abordado adiante, ela desempenha
um papel muito importante para potencializar as perturbações da matéria bariônica afim
de que as estruturas se formem tal como são observadas hoje.

A evolução temporal (com respeito ao fator de escala) da densidade de energia da
matéria escura fria pode ser obtida através da resolução da equação de conservação da
energia (3.3) aplicada à esta componente,

ρ̇c + 3Hρc = 0 ⇒ ρc = 3H2
0

8πGΩc0 a
−3. (3.12)

Note que, do ponto de vista matemático, as equações (3.11) e (3.12) são equivalentes,
o que significa que no background é impossível distinguir essas duas componentes. Por
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isso, na análise de dados observacionais do background (por exemplo, supernovas do tipo
Ia) é conveniente combinar essas duas componentes formando uma única componente de
matéria total (que será denotada pelo índice m),

ρm = ρb + ρc ⇒ Ωm = Ωb + Ωc. (3.13)

A distinção dessas duas componentes se dá no nível perturbativo. No Universo
primordial os bárions estão acoplados na primeira ordem com a radiação enquanto as
perturbações da matéria escura crescem livremente. Após o desacoplamento, os bárions
caem no potencial da matéria escura e por isso seu crescimento se dá de maneira mais
rápida.

Energia escura

A energia escura foi introduzida para explicar a expansão acelerada do Universo.
No modelo cosmológico padrão a descrição da energia escura se dá através da constante
cosmológica Λ. Como já foi mencionado, a constante cosmológica possui a priori uma
natureza geométrica, no entanto a constante cosmológica pode ser absorvida pela contri-
buição material e pode ser identificada com um fluido com equação de estado constante
do tipo vácuo (wx = −1), o que resulta numa densidade de energia dada por,

ρx = Λ
8πG = 3H2

0
8πGΩΛ0 . (3.14)

Devido à essa associação com o vácuo há uma tentativa de associar a energia escura à
energia quântica do vácuo. No entanto, no caso da constante cosmológica, a densidade de
energia observada destoa muito das previsões da teoria quântica de campos.

Seguindo o procedimento feito nos dois casos anteriores, o balanço da energia para
um universo preenchido apenas por energia escura (modelo de de-Sitter) reproduz um
fluido com densidade de energia constante

ρ̇x = 0 ⇒ ρΛ = const. (3.15)

Há ainda um caso mais geral no qual a constante cosmológica é negligenciada e a
energia escura é descrita por um fluido cujo parâmetro de estado é constante, mas não
necessariamente igual ao do vácuo2. Neste caso, a equação de conservação da energia
resulta que a solução para a densidade de energia para a energia escura é,

ρ̇x + 3Hρc (1 + wx) = 0 ⇒ ρx = 3H2
0

8πGΩx0 a
−3(1+wx). (3.16)

2 É possível mostrar que é necessário que o parâmetro de estado seja menor que −1/3 para que o fluido
origine uma expansão acelerada.
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3.2 Expansão do Universo
Para descrever a dinâmica do universo em expansão deve ser retomada a equação

de Einstein com a constante cosmológica (1.19)

Rµν −
1
2Rgµν = 8πGTµν , (3.17)

no qual o tensor energia momento é dado por (1.16). Note que aqui está implicita a opção
por descrever a energia escura através de um fluido de com equação de estado px = wx ρx,
uma vez que o caso da constante cosmológica pode ser entendido como um caso específico
desta abordagem.

Segundo a análise da seção anterior, uma vez que cada um dos fluidos é descrito
também por um fluido perfeito, o tensor de energia momento do universo como um todo é
dado pela soma dos tensores de energia momento individuais de cada componente,

T µν = T µνr + T µνb + T µνc + T µνx ⇒

 ρ = ρr + ρb + ρc + ρx

p = pr + px
. (3.18)

Uma vez que a homogeneidade e isotropia do universo podem ser invocadas para justificar
que as quadrivelocidades para cada componente sejam as mesmas no background, de fato
a soma dos tensores de energia momento mantém a forma de um fluido perfeito.

A componente temporal das equações de Einstein resulta na relação que é conhecida
como equação de Friedmann

ȧ2

a2 + K

a2 = 8πG
3 ρ. (3.19)

onde ȧ/a ≡ H é o parâmetro de Hubble.

Já espacialmente as equações de Einstein resultam na equação para a aceleração
do universo

ä

a
= −4πG

3 (ρ+ 3p) . (3.20)

A partir deste resultado fica claro que para a descrição de uma fase de expansão acelerada
para o universo (ä > 0) é necessário um fluido com pressão negativa, ou então uma
constante cosmológica diferente de zero.

Combinando a derivada temporal da equação de Friedmann com a equação (1.8)
obtém-se o seguinte resultado para a derivada temporal do parâmetro de Hubble

Ḣ = −4πG
3H ρ̇+ K

a2 . (3.21)

Para cada componente do universo é conveniente utilizar a definição anterior do
parâmetro de densidade. Para a curvatura a definição do parâmetro de densidade possui a
seguinte forma,

ΩK = − K

a2H2 . (3.22)
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Com essas definições a equação de Friedmann se escreve

Ωm + Ωr + Ωx + ΩK = 1. (3.23)

Fica claro que o significado físico do parâmetro de densidade de uma determinada
componente representa a sua fração na composição do universo. A partir da equação (3.23)
pode-se ilustrar como a geometria do espaço-tempo está relacionada com a distribuição
de matéria no universo. Reunindo todo o conteúdo material em um único parâmetro de
densidade Ω0 = Ωr + Ωb + Ωc + Ωx, é possível relacionar a distribuição da matéria com a
curvatura do espaço,

Ω0 − 1 = K

a2H2 . (3.24)

Dessa forma a geometria do espaço-tempo pode assumir três formas:
Ω0 > 1 ⇒ Espaço-tempo fechado (esférico)
Ω0 < 1 ⇒ Espaço-tempo aberto (hiperbólico)
Ω0 = 1 ⇒ Espaço-tempo plano

.

A figura abaixo ilustra as três possibilidades descritas

Figura 2 – Geometria do espaço-tempo. Ω0 > 1 implica que o Universo possui geometria
esférica, Ω0 < 0 implica que o Universo possui geometria hiperbólica e Ω0 = 0
implica que o universo possui geometria plana. Os dados mais recentes indicam,
com boa precisão, que o Universo parece ser plano.

Recentemente, estudos realizados pela Agência Espacial Europeia, feitos com o
telescópio Planck, divulgaram valores atualizados para os parâmetro de densidade atual
de cada componente [2]. Segundo esse estudo, a componente de matéria Ωm0 corresponde
a aproximadamente 31,35% do universo, onde 4,9% corresponde ao percentual de matéria
bariônica Ωb0 e o resto corresponde à porção de matéria escura. Já a energia escura é
responsável por 68,25% da energia cósmica.
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Uma vez que o modelo ΛCDM não prevê interação entre suas componentes, a
dependência temporal obtidas anteriormente para cada componente separadamente devem
valer na cosmologia padrão. Dessa forma a dependência temporal do parâmetro de Hubble
pode ser obtida a partir da aplicação direta desses resultados na equação de Friedmann
(3.19)

H2 = H2
0

(
Ωr0a

−4 + Ωb0a
−3 + Ωc0a

−3 + Ωx0a
−3(1+wx) + ΩK0a

−2
)
. (3.25)

Conforme mencionado anteriormente, atualmente há uma tensão na medida do parâmetro
H0. Os dados atuais ainda indicam que o universo é espacialmente plano. Além de um
parâmetro de densidade pequeno ΩK = 0, 0008, com nível de confiança em 1σ não é
possível saber se a curvatura é positiva ou negativa. Por isso, de agora em diante será
considerado apenas o caso em que a curvatura é nula.

A combinação das equações (3.10), (3.11), (3.12) e (3.15) pode ser utilizada para
visualizar a evolução das componentes materiais do Universo. No modelo cosmológico
padrão, após o período inflacionário, o universo teve uma fase de dominação da radiação,
seguida por uma fase de dominação da matéria até atingir uma fase atual de predominância
da energia escura. Esta evolução é mostrada na figura 3 através do parâmetro de densidade.

3.3 Soluções da equação de Friedmann
A equação de Friedmann (3.19) pode ser resolvida analiticamente para alguns casos

específicos. Isto significa que é possível encontrar uma solução que depende do tempo para
o fator de escala, e consequentemente para as densidades de energia das componentes
materiais do Universo.

Universo dominado por radiação

Para o universo composto apenas por radiação, isto é ρ = ρ0 a
−4, a dependência

temporal do fator de escala é,

a =
√
t

t0
, (3.26)

o que resulta numa dependência temporal para a densidade de energia dada por,

ρ ∝ t−2. (3.27)

Note que nestas condições, o Universo estaria numa fase de expansão desacelerada,
uma vez que ä < 0.

Universo dominado por matéria

O o caso em que o Universo é composto apenas de matéria e isto inclui matéria
bariônica e matéria escura uma vez que ambas possuem a mesma evolução no background
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Figura 3 – Evolução do parâmetro de densidade para as componentes materiais do Universo.
A linha pontilhada representa a radiação, que domina em tempos remotos até
a ≈ 10−4. A linha tracejada representa a matéria total, que após a fase da
radiação domina até a um pouco menor que 1, e a linha sólida representa a
energia escura, que possui a maior contribuição material desde então. Para os
parâmetros de densidade atuais, foram utilizados os valores encontrados em [2].

(ρ = ρ0 a
−3), é conhecido como Universo de Einstein-de Sitter. Neste caso a dependência

temporal do fator de escala é dada por,

a =
(
t

t0

)2/3
, (3.28)

e então, a dependência temporal da densidade de energia da matéria pode ser escrita como,

ρ ∝ t−2. (3.29)

Pode se verificar que neste caso o Universo também se encontraria em uma fase de
expansão, uma vez que ä é negativo.

Universo dominado por energia escura do tipo vácuo

Seguindo o procedimento feito nos dois casos anteriores, o balanço da energia para
um universo preenchido apenas por energia escura do tipo vácuo (modelo de de-Sitter)
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reproduz um fluido com densidade de energia constante

ρ̇ = 0 ⇒ ρ = const. (3.30)

Neste caso, a equação de Friedmann resulta numa dependência exponencial do fator de
escala com o tempo

3H2 = Λ ȧ
a
⇒ a (t) ∝ eHt. (3.31)

Neste caso a expansão é acelerada, uma vez que ȧ e ä são todos positivos.

3.4 Medindo o Universo
A fonte de dados da cosmologia é toda proveniente da radiação que chega até nós.

Neste cenário, é muito importante entender como a luz se propaga e como realizar medidas
de distâncias num Universo em expansão [45].

A medida de distâncias no contexto cosmológico consiste em medir a distância que
um raio de luz percorre a partir de sua emissão em um tempo passado t, que caracteriza
um parâmetro de desvio para o vermelho z (t), até chegar até nós no tempo atual z0 = 1.
Por isso, o parâmetro de Hubble possui um papel muito importante, pois ele caracteriza a
expansão do Universo.

Neste capítulo serão apresentadas algumas definições de distâncias importantes
para a cosmologia, e como elas se apresentam para a análise de dados observacionais.

Distância própria

A distância própria é definida como o comprimento espacial da geodésica percorrida.
Considerando um universo espacialmente plano, a geodésica não deve possuir variação
angular, e para um deslocamento infinitesimal assume a seguinte forma

dΣ = a (t) dr. (3.32)

Sendo assim, a distância própria até o tempo atual é obtida através da sua integração
radial

dp (t0) =
∫ r

0
dr′ =

∫ t0

ti

dt′

a (t′) . (3.33)

Para escrever a distância própria em termos do parâmetro de Hubble, é conveniente
escreve-la como uma função do parâmetro de desvio para o vermelho

dt = − dz

(1 + z)H (z) ⇒ dp (t0) =
∫ z

0

dz′

H (z′) . (3.34)
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Distância de diâmetro angular

A distância de diâmetro angular pode ser definida para objetos cujos comprimentos
transversais são conhecidos. Tais objetos são denominados réguas padrão. Uma vez que
as distâncias transversais são muito menores que a distância que a luz percorre até o
observador, define-se a distância de diâmetro angular como a razão entre o tamanho
transversal b de algum objeto3 pelo ângulo definido em relação ao observador ∆θ

dA = b

∆θ . (3.35)

Para um Universo espacialmente plano, a razão entre um deslocamento transversal
infinitesimal e o respectivo deslocamento angular pode ser obtido a partir da métrica de
FLRW (2.1), na qual não há mudança na variável radial r e na variável angular φ

dA = ds

dθ
= a (t) r. (3.36)

A variável r corresponde a distância percorrida pela luz até chegar ao observador. Num
Universo plano, essa distância coincide com a distância própria (3.33)

dA = 1
(z + 1)

∫ z

0

dz′

H (z′) . (3.37)

Distância de luminosidade

Uma forma indireta de medir distâncias pode ser obtidas para fontes de luz cujas
luminosidades são conhecidas. Tais objetos são denominados velas padrão. A distância de
luminosidade é definida em termos da luminosidade do objeto ao qual deseja-se medir a
distância, e do fluxo de luz emitida por esse objeto que atinge o observador

dL =
√

L

4πf . (3.38)

Em geral, as dimensões das fontes luminosas no Universo são desprezíveis em
relação à distância percorrida pela luz emitida, o que significa que essas fontes de luz
podem ser descritas como um ponto. Neste caso, para um Universo plano, a luz deve se
propagar com simetria esférica, de modo que o fluxo de luz que atinge o observador é

f =
E0
∆t0

4πr2 , (3.39)

onde E0 é a energia do fóton que chega ao observador, e ∆t0 é o intervalo de tempo entre
o recebimento de dois fótons.

Sabe-se que a energia de um fóton é proporcional à frequência da onda eletro-
magnética, enquanto o intervalo de tempo entre a emissão de dois fótons é inversamente
3 Esse tamanho transversal b se refere à distância própria entre as extremidades da régua padrão no

tempo t, medida por um observador em t0.
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proporcional à mesma frequência. Então, utilizando a equação (2.4) as razões entre a
energia que chega ao observador e a energia emitida originalmente pela fonte, bem como
entre o intervalo de tempo entre a emissão de dois fótons consecutivos pela fonte e o
intervalo de tempo entre dois fótons recebidos pelo observador são

E0

E
= ∆t

∆t0
= 1

1 + z
. (3.40)

A luminosidade da fonte de luz é definida como L = E

∆t , de forma que o fluxo que
chega ao observador (3.39) pode ser ser escrito utilizando o resultado anterior

f = L

4πr2 (z + 1)2 (3.41)

Identificando novamente a variável r com a distância própria percorrida pela luz
emitida por uma fonte até chegar ao observador num Universo plano, obtém-se que a
distância de luminosidade (3.38) pode ser escrita como

dL = (z + 1)
∫ z

0

dz′

H (z′) . (3.42)
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4 Aspectos observacionais

Atualmente a pesquisa científica na área da cosmologia conta com um enorme
conjunto de dados observacionais com uma grande precisão. Nos últimos tempo, vários
trabalhos se destacam neste sentido [2, 36, 33, 34, 35, 46, 47, 48, 49, 50], e os próximos
anos ainda contam com uma série projetos de mapeamento de galáxias que resultarão
num série de informações que servirá para testar os modelos cosmológicos de uma maneira
mais robusta. Dentre esses projetos, é possível destacar o EUCLID1 [51], o DES2 [52], o
SDSS3 [53] e o JPAS4.

Neste capítulo serão apresentados e discutidos os dados observacionais mais re-
correntes na literatura atual. Estes têm sido fndamentais para corroborar o sucesso
observacional do modelo cosmológico padrão e também para testar modelos alternativos
[37, 54, 55, 56, 57, 58, 59].

Além disso, afim de gerar uma base de comparação para os modelos de interação no
setor escuro, os dados serão utilizados para testar o modelo cosmológico padrão (ΛCDM e
wCDM).

4.1 Dados cosmológicos
Nesta seção serão apresentados os dados observacionais que serão utilizados para a

análise dos modelos de interação no setor escuro.

• H0: O primeiro dado a ser utilizado é o valor atual do parâmetro de Hubble que
provém de observações nas faixas do visível e do infravermelho de um conjunto de
mais de 600 cefeidas [36].

O valor encontrado nesta análise para o valor atual do parâmetro de Hubble é,

H0 = 73.8± 2.4 km/sMpc−1. (4.1)

Este resultado possui uma grande relevância pois destoa do melhor ajuste para H0

encontrado pelo Planck, o que é um indício de que pode haver algum aspecto físico
que pode não estar sendo considerado.

A seleção de parâmetro feita a partir deste dado observacional e se dá simplesmente
através análise estatística da equação (3.25).

1 https://www.euclid-ec.org
2 http://www.darkenergysurvey.org
3 http://www.sdss.org
4 http://j-pas.org
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• SNe Ia (JLA): As supernovas do tipo IA são objetos luminosos com um brilho
extremamente intenso e característico, o que permite que sejam usadas como velas
padrão. Atualmente, sua importância para a cosmologia é de valor inestimável [60].

Em geral, para um objeto luminoso, cujo fluxo de luminosidade f é conhecido,
define-se a magnitude bolométrica aparente, isto é, magnitude relativa a soma da
contribuição de todo o espectro eletromagnético, da seguinte forma,

m = −2, 5 log (f) + C, (4.2)

C é uma constante que determina a escala de medida da magnitude aparente.
A relação anterior pode ser reescrita lançando mão da definição da distância de
luminosidade (3.38)

m = −2, 5 log
(

L

4πd2
L

)
+ C. (4.3)

Dessa forma, utilizando o desenvolvimento anterior define-se como a magnitude
bolométrica absoluta o valor da magnitude aparente caso a distância do objeto até o
observador fosse de 10pc

M = −2, 5 log
[

L

4π (10pc)2

]
+ C. (4.4)

Observacionalmente é conveniente introduzir o módulo de distância, dado pela
diferença entre a magnitude aparente e a magnitude absoluta. Explicitando a diferença
entre as equações (4.3) e (4.4), já incluindo a distância de luminosidade via (3.42),
obtém-se

µ = 5 log
[
(z + 1)

∫ z

0

dz′

E (z′)

]
− 5 log (h) + 42, 384. (4.5)

neste caso está implícita uma troca da escala de distância de 10pc para 1Mpc

Esta é a quantidade crucial para a análise de dados de SNe Ia. Neste trabalho será
usado o conjunto completo de dados do JLA [5], que conta com 740 dados. A figura
mostra os dados de distância de luminosidade do JLA e um dos seus resultados. As
ilustrações foram retiradas da referência [5].

• Oscilações acústicas bariônicas: Alguns minutos após a singularidade inicial, os
primeiros prótons do Universo podiam interagir com os elétrons através da seguinte
reação

p+ + e− −→ H + γ. (4.6)

Inicialmente, a escala de energia dos fótons favorecia a reação no sentido esquerdo,
fazendo do Universo um sistema ionizado. Além disso, fótons podiam ainda interagir
com os elétrons livres no Universo via espalhamento Thomson [61]. Nesta época, a
taxa de espalhamento era tão alta que o livre caminho médio dos fótons espalhados
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Figura 4 – Esquerda: Dados de módulo de distância do JLA. Direita: Curva de contorno
w × Ωm obtida com dados do JLA.

era menor que o raio de Hubble, aprisionando os fótons e tornando o universo opaco.
Esse acoplamento dos fótons com os elétrons implica que essas componentes deveriam
estar em equilíbrio térmico, caracterizando um único fluido de plasma ionizado.

Enquanto isso, flutuações no potencial gravitacional da componente de matéria
escura, que por não interagir eletromagneticamente já era desacoplada, produzem
gradientes de pressão e geram ondas de som nesse plasma. Essa influência, devido à
instabilidade gravitacional da matéria escura, no fluido formado pela componente
bariônicas e pela componente de radiação é denominada efeito Sachs-Wolfe [62].

A evolução do Universo prevê sua expansão e resfriamento, até que, quando a
escala de energia dos fótons se torna menor que 0.25eV , quando o número de
fótons é suficientemente grande, eles passam a ser incapazes de realizar a reação
de fotoionização, isto é, a equação (4.6) passa a ser favorecida no sentido direito.
Dessa forma, os prótons passam a se combinar com os elétrons formando átomos
de hidrogênio. Este período, quando o Universo passa ser eletricamente neutro, é
denominado recombinação.

A partir da recombinação, a taxa de espalhamento Thomson é drásticamente reduzida,
o que leva a um período de desacoplamento entre a componente bariônica e a
componente de radiação5, que passam a evoluir independentemente segundo (3.10) e
(3.11), e consequentemente as ondas sonoras deixam de existir.

No entanto essas ondas deixam marcas que podem ser medidas atualmente. No
caso da componente bariônica há uma impressão em largas escalas, denominadas
oscilações acústicas bariônicas6, que podem ser quantificadas utilizando a função de

5 Rigorosamente o termo desacoplamento é associado ao instante em que o livre caminho médio dos
fótons supera o raio de Hubble.

6 Em inglês, baryonic acustic oscilations, ou simplesmente BAO.



Capítulo 4. Aspectos observacionais 44

correlação [63], através de uma quantidade denominada média geométrica, definida
por

DV (z) =
{

[1 + z]2 d2
A

z

H (z)

}1/3

, (4.7)

na qual dA é a distância de diâmetro angular, definida em (3.37).

Neste trabalho os dados de BAO que serão utilizados são provenientes de [33, 34, 35].

• Radiação cósmica de fundo: Uma evidência de que de fato havia um acoplamento da
radiação com a componente bariônica é que o efeito Sachs-Wolfe também produz
assinaturas na componente de radiação, que pode ser observado através da análise
do espectro de temperatura da radiação cósmica de fundo.

A radiação cósmica de fundo7 é constituída dos fótons que sofreram o último
espalhamento [64, 65] no Universo, imediatamente antes das componentes de matéria
bariônica e de radiação se tornarem completamente independentes. Uma vez que
antes do último espalhamento a radiação estava em equilíbrio termodinâmico com a
matéria, ela satisfaz o espectro de corpo negro. Após o último espalhamento, por se
propagar de maneira independente das outras componentes, a CMB chega até nós
ainda satisfazendo o espectro de corpo negro, diferindo apenas do efeito da expansão
na temperatura.

A análise dos dados da CMB será feita utilizando os dados do espectro das anisotropias
da temperatura provenientes do Planck [2]. A análise desses dados é de extrema
relevância no cenário cosmológico atual, uma vez que eles conseguem restringir certos
parâmetros (como o parâmetro de densidade da matéria) com uma grande precisão.
Devido a essa importância, a física por trás da CMB será discutida em mais detalhes
nos capítulos seguintes. A figura 5 mostra a previsão teórica do modelo padrão para
o espectro de anisotropia da CMB confrontado com os dados observacionais. Como
pode ser observado, o modelo cosmológico padrão está em profundo acordo com os
dados observacionais.

4.2 Resultados observacionais do modelo ΛCDM
Nesta seção serão apresentados alguns resultados observacionais obtidos para o

modelo cosmológico padrão com a energia escura identificada com o vácuo. Os resultados do
modelo ΛCDM já são de amplo conhecimento na literatura, no entanto, neste capítulo, os
resultados observacionais foram obtidos como uma maneira de validar a análise estatística
que será feita posteriormente e também para ter uma base de comparação para os modelos
de interação no setor escuro.
7 Em inglês Cosmic microwave background, ou CMB.
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Figura 5 – Espectro das anisotropias da temperatura da radiação cósmica de fundo. Os
pontos azuis são os dados observacionais e a linha vermelha é o resultado para
o melhor ajuste para o modelo ΛCDM. Esta figura foi retirada de [2].

A análise será feita utilizando o código CLASS para o contexto cosmológico e
o código MontePython para a análise estatística. No caso do modelo padrão nenhuma
modificação foi feita nos códigos.

A análise estatística será dividida em três partes: Primeiramente será feita a análise
utilizando os dados provenientes do valor atual do parâmetro de Hubble [36] e os dados
de SNe Ia [5]. Esta escolha inicial foi feita por se tratarem de dados observacionais do
background e que apenas dependem diretamente da história recente do Universo.

Para um segundo teste será adicionado dados de medida da média geométrica
provenientes de oscilações acústicas bariônicas [33, 34, 35]. Este segundo teste, também
conta apenas com dados do background, no entanto as oscilações acústicas bariônicas
possuem um influência do Universo primordial.

O último teste será feito com os dados das anisotropias da temperatura da radiação
cósmica de fundo provenientes do Planck [2]. Este teste é de extrema relevância, pois
consegue restringir importantes parâmetros cosmológicos com alta precisão. Diferente dos
casos anteriores, estes dados possuem natureza perturbativa. Um aspecto muito importante
para um modelo cosmológico é capaz de concordar o resultado de seleção de parâmetros
para testes do background e do nível linear. Sabe-se que o modelo ΛCDM concorda com
relativo sucesso esses resultados. Os modelos de intereção no setor escuro devem ser
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testados neste aspecto. A análise será apresentada de maneira individualizada afim de
verificar essa concordância.

Utilizando o primeiro conjunto de dados, os parâmetros cosmológicos que podem
ser avaliados são h e Ωm0. Para esses parâmetros encontra-se que com 1σ de nível de
confiança que h = 0.7373+0.025

−0.026 e Ωm0 = 0.2967+0.033
−0.037. Os demais parâmetros avaliados

são parametros de nuisance dos dados de SNe Ia. O resultado detalhado desta análise é
mostrado na tabela 1.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7405 0.7373+0.025

−0.026 0.686 0.7884
α 0.1414 0.1412+0.0067

−0.0066 0.1278 0.1545
β 3.107 3.105+0.082

−0.084 2.94 3.272
M −18.92 −18.94+0.081

−0.079 −19.1 −18.78
∆M −0.07125 −0.06958+0.024

−0.024 −0.1171 −0.02286
Ωm0 0.2952 0.2967+0.033

−0.037 0.228 0.368
χ2
min = 682.9

Tabela 1 – Resultado da análise estatística do modelo ΛCDM utilizando os dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

Este resultado é também ilustrado nas curvas de contorno que constam na figura 6.

Com os dados de H0+SNe Ia (JLA)+BAO, os parâmetros cosmológicos que podem
ser avaliados também são h e Ωm0. Para esses parâmetros encontra-se que com 1σ de nível
de confiança que h = 0.6907+0.0076

−0.0078 e Ωm0 = 0.2854+0.013
−0.013. Note que a adição dos dados de

oscilações acústicas bariônicas afeta drásticamente o melhor ajuste para h. Esta é uma
das tensões do modelo ΛCDM. A tabela 2 mostra os resultados completos desta análise.
As curvas de contorno desta análise constam na figura 9.3

Parâmetro Best-fit Média±1σ 95% (Inferior) 95% (Superior)
h 0.691 0.6907+0.0076

−0.0078 0.6754 0.7061
α 0.1421 0.1414+0.0066

−0.0067 0.1281 0.1547
M −19.08 −19.08+0.03

−0.03 −19.14 −19.02
∆M −0.07295 −0.06978+0.023

−0.023 −0.1164 −0.02292
Ωm 0.2836 0.2854+0.013

−0.013 0.2598 0.3114
χ2
min = 692.2

Tabela 2 – Resultado da análise estatística do modelo ΛCDM utilizando os dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

Por fim, os dados do Planck são capazes de restringir um conjunto maior de
parâmetros. Por motivo de conveniência (quebra de degenerescência) os parâmetros
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Figura 6 – Curvas de contorno para o modelo ΛCDM obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

cosmológicos utilizados nesta análise é {100 ωb, ωcdm, ln1010As, ns, τreio, h}8. Neste caso,
com 1σ de nível de confiança, o resultado encontrado para o valor atual do parâmetro de
Hubble é 0.6785+0.0084

−0.0092, enquanto o valor encontrado para a quantidade total de massa é
Ωm0 = 0.3087+0.0016

−0.0018. O resultado da análise é mostrado na tabela 4.2, enquanto as curvas
de contorno são mostradas na figura 9.3.

4.3 Resultados observacionais do modelo wCDM
A mesma análise da seção anterior será feita agora para o modelo wCDM. Este

resultado também será importante para efeito de comparação, pois os modelos de interação
8 Os parâmetros ωcdm e ωb são definidos como ωcdm = Ωc0 h2 e ωb = Ωb0 h2.
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Figura 7 – Curvas de contorno obtidas através da análise estatística do modelo ΛCDM
utilizando os dados provenientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% (Inferior) 95% (Superior)
100 ωb 2.219 2.226+0.022

−0.023 2.181 2.271
ωcdm 0.1188 0.1186+0.002

−0.0018 0.1148 0.1225
ln1010As 3.058 3.071+0.024

−0.031 3.02 3.124
ns 0.9652 0.9671+0.0057

−0.0056 0.955 0.9781
τreio 0.06473 0.06991+0.014

−0.016 0.04003 0.09633
h 0.6767 0.6785+0.0084

−0.0092 0.661 0.6956
χ2
min = 1.127e+ 04

Tabela 3 – Resultado da análise estatística do modelo ΛCDM utilizando os dados proveni-
entes do Planck TT.
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Figura 8 – Curvas de contorno obtidas através da análise estatística do modelo ΛCDM
utilizando os dados provenientes do Planck TT.

também serão testados no contexto em que a equação de estado da energia escura é
px = wx ρx. No entanto, para este modelo, não será feito o teste com os dados do Planck,
uma vez que o parâmetro wx afeta o platô do espectro da CMB, e devido à variância
cósmica, este teste não é adequado para restringir wx.

Para a primeira análise são avaliados os parâmetros h, Ωm0 e wx. De acordo com
os dados de H0+SNe Ia (JLA) temos que h0.7371+0.024

−0.025, Ωm0 = 0.2322+0.14
−0.095 e wx =

−0.8991+0.27
−0.16. Os resultados desta análise são apresentados na tabela 4.3. A figura 4.3

mostra as curvas de contorno obtidas através desta análise.

Quando os dados das oscilações acústicas bariônicas são adicionados a análise
estatística para o modelo wCDM fornece que h = 0.6913+0.011

−0.011, Ωm = 0.2851+0.014
−0.015 e
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Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.737 0.7371+0.024

−0.025 0.688 0.7873
wx −0.7828 −0.8991+0.27

−0.16 −1.328 −0.5087
α 0.1416 0.1412+0.0067

−0.0067 0.1278 0.1548
β 3.092 3.106+0.082

−0.085 2.94 3.272
M −18.93 −18.93+0.079

−0.078 −19.08 −18.78
∆M −0.06753 −0.07047+0.023

−0.024 −0.1183 −0.02295
Ωm0 0.1944 0.2322+0.14

−0.095 0.001057 0.4091
χ2
min = 682.3

Tabela 4 – Resultado da análise estatística do modelo wCDM utilizando os dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

wx = −1.004+0.045
−0.046. Note que segundo esta análise o modelo ΛCDM é bastante preferido.

A tabela 4.3 fornece a análise completa do modelo wCDM, e suas curvas de contorno são
mostradas na figura 4.3.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.6895 0.6913+0.011

−0.011 0.6689 0.7139
wx −0.9994 −1.004+0.045

−0.046 −1.096 −0.9117
α 0.142 0.1415+0.0066

−0.0067 0.1282 0.1548
M −19.08 −19.08+0.033

−0.033 −19.15 −19.02
∆M −0.07333 −0.07001+0.024

−0.023 −0.1169 −0.02321
Ωm 0.2852 0.2851+0.014

−0.015 0.2563 0.3142
χ2
min = 692.2

Tabela 5 – Resultado da análise estatística do modelo wCDM utilizando os dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

A mesma análise será feita posteriormente com os modelos de interação no setor
escuro propostos neste trabalho.
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Figura 9 – Curvas de contorno obtidas através da análise estatística do modelo wCDM
utilizando os dados provenientes de H0+SNe Ia (JLA).
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utilizando os dados provenientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.
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5 Problemas em aberto do modelo ΛCDM

O modelo ΛCDM consegue reproduzir de forma satisfatória três elementos obser-
vacionais importantes: a expansão acelerada do universo, a radiação cósmica de fundo e
a nucleossíntese primordial [66]. Além disso, conforme mostrado anteriormente, pode-se
dizer que ele possui relativo sucesso observacional, sendo em muitas ocasiões denominado
modelo de concordância por prever resultados semelhantes para testes no fundo homogêneo
e isotrópico e no nível perturbativo.

Em largas escalas é possível que essa carência esteja relacionada com a natureza
da energia escura, o que nos motiva a busca de modelos alternativos que sejam também
capazes de reproduzir os dados observados do Universo. Nesta seção serão brevemente
apresentados dois dos problemas do modelo cosmológico padrão que serão de alguma forma
revistos com o modelos de interação no setor escuro.

5.1 O problema da constante cosmológica
O problema da constante cosmológica é dado pela inconsistência entre a previsão

teórica para a energia do vácuo e o valor observado para a densidade da energia escura
[67]. No modelo padrão, a descrição da energia escura através da constante cosmológica
pode ser interpretada como uma identificação da energia escura com o vácuo. No entanto
a teoria quântica de campos prevê que a energia do vácuo para um campo escalar com
uma massa m pode ser calculada como1

〈ρΛ〉 = 1
2

∫ 4πk2

(2π)3

√
k2 +m2dk. (5.1)

Para o caso geral essa integral deve divergir, no entanto pode se imaginar um corte
em alguma escala de energia fisicamente relevante que forneça algum valor compatível
para a energia do vácuo. Uma possibilidade natural para o corte nessa integral seria a
escala de Planck, no entanto esse corte resulta numa constante cosmológica da ordem
de 1070 GeV/m3, muito maior que o valor observado 10−52 GeV/m3. De fato não existe
nenhuma escala de energia com significado físico que resulte num valor sequer próximo ao
valor observado.
1 É utilizado que ~ = 1.
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5.2 O problema da coincidência cósmica
O problema da coincidência cósmica está relacionado com o fato de que atualmente

a densidade de energia da matéria é da mesma ordem que a densidade de energia da
energia escura [68]. Utilizando os resultados para a densidade de energia da matéria total
e da energia escura segue que

ρm
ρx

= Ωm0

Ωx0
a−3, (5.2)

segundo os dados observacionais [2], esta razão é de fato de ordem 1 para o universo
atual. No entanto a dependência do fator de escala indica que este fato só foi alcançado
"recentemente".

O modelo ΛCDM prevê que os fluidos cósmicos não interagem entre si, o que faz
com que a dinâmica de cada fluido seja completamente independente. Sendo assim, não há
nenhuma razão para que essa equivalência entre matéria e energia escura se dê somente
agora. É possível que este fato seja responsável por permitir a formação das estruturas
tal como as vemos, uma vez que a existência de um período de dominação da matéria
favoreceu o colapso gravitacional.

Há abordagens que entendem que a coincidência cósmica não é exatamente um
problema [69], no entanto a física não gosta de coincidências e talvez a sua investigação
lance alguma luz sobre a natureza da energia escura.
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6 A descrição matemática de uma interação
no setor escuro

Nesta parte da tese, será desenvolvido em detalhes o formalismo matemático que
descreve uma interação entre matéria escura e energia escura, e como essa interação pode
afetar a evolução do Universo e a formação de estruturas.

Assim como no modelo cosmológico padrão, será considerado que o Universo é
composto de quatro componentes materiais que podem ser descritas por fluidos perfeitos
com parâmetro de estado constante: radiação, bárions, matéria escura e energia escura.
Todas as componentes serão caracterizadas pelos mesmos parâmetros de estado e denotadas
pelos mesmos índices.

Na física, um dos procedimentos mais comuns para descrever uma interação se dá
através da equação de Boltzmann, que possui uma enorme importância na física [70],

df

dt
= C [f ] , (6.1)

onde f é a função de distribuição e C [f ] é um funcional de f que descreve um termo de
colisão.

De maneira geral, esse termo de colisão pode ser associado com uma microfísica das
partículas descritas através de uma seção de choque. No entanto, uma vez que a natureza
do setor escuro é desconhecida, não há sentido físico em tentar escrever uma seção de
choque para partículas do setor escuro.

Neste sentido, uma abordagem alternativa para a descrição de uma interação no
setor escuro do universo é estabelecer que tal interação, assumida de natureza fenomeno-
lógica, pode ser descrita de maneira covariante através de um quadrivetor Qµ que atua
como fonte para o tensor de energia-momento,

T µν;ν = Qµ , (6.2)

na qual o ponto e vírgula denota a derivada covariante de um tensor.

No caso hidrodinâmico em que o fluido é ideal, sabe-se que as componentes espaciais
do tensor de energia-momento são identicamente nulas, de modo que o vetor Qµ é dado
por,

Qµ =
(
Q,~0

)
(6.3)

A evolução temporal individual de cada componente do Universo é obtida pela
equação de conservação da energia. No background, a radiação e os bárions se conservam
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de maneira independente, resultando que as evoluções temporais das densidades de energia
da radiação e dos bárions são proporcionais a a−4 e a−3 respectivamente, resultado que é
idêntico ao modelo ΛCDM.

Uma vez que a natureza do setor escuro é desconhecida, considera-se uma interação
fenomenológica,que afete a conservação da energias das componentes do setor escuro, mas
mantendo o Universo como um sistema conservativo. No background, esta interação se
caracteriza como,

ρ̇c + 3Hρc = −Q, (6.4)

ρ̇x + 3Hρx (1 + wx) = Q. (6.5)

Nas próximas seções esta interação é explorada no nível linear, e são analisadas
ainda algumas de suas consequências observacionais.
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7 Perturbações cosmológicas

Como já foi mencionado, o princípio cosmológico estabelece que em largas escalas o
universo é homogêneo e isotrópico. Entretanto, inomogeneidades são evidentes em escalas
locais, por exemplo galáxias e aglomerados de galáxias. Acredita-se que essas estruturas se
originaram a partir da evolução de flutuações quânticas no universo inflacionário.

O modelo ΛCDM é de alguma forma capaz de explicar a origem dessas inomogenei-
dades através de perturbações no campo escalar inflaton que decai em matéria no reheating.
A partir da recombinação essas inomogeneidades são descritas através de desvios do fundo
homogêneo e isotrópico, isto é, as quantidades dinamicamente relevantes devem ser escritas
como a soma entre um termo de que caracteriza o fundo homogêneo e isotrópico e uma
perturbação1. Os dados da radiação cósmica de fundo para essa época justificam uma
teoria perturbativa na primeira ordem.

Neste capítulo será apresentada uma breve descrição do processo de formação de
estruturas no cenário padrão da cosmologia atual.

7.1 O problema do calibre
A RG provocou mudanças significativas no que diz respeito a forma de se entender

o universo. Mas, além disso, ela trouxe consigo um formalismo matemático muito mais
complexo e rico. Por isso, antes de desenvolver uma teoria de perturbações cosmológicas
no cenário relativístico, deve-se entender exatamente o que está acontecendo.

Na teoria das perturbações cosmológicas, as grandezas dinamicamente relevantes
serão divididas em uma quantidade de fundo (ordem zero) e uma perturbação linear (ordem
um). Entretanto, neste caso, essas grandezas devem pertencer à variedades diferentes: a
quantidade do fundo deve pertencer a uma variedade N fictícia, que está associada a um
espaço-tempo homogêneo e isotrópico com um sistema de coordenadas fixo x̄α, enquanto a
perturbação pertence a uma variedade inomogêneaM, com significado físico real.

Sendo assim, essas quantidades devem ser relacionadas via um difeomorfismo
D : N →M. Entretanto verifica-se que o difeomorfismo D não é único, ou seja, é possível
estabelecer um outro difeomorfismo D′ tal que a identificação entre as variedades se dê
de forma diferente. Isto significa que para uma quantidade qualquer (escalar, vetorial ou
tensorial) seu valor no fundo homogêneo e isotrópico não pode ser identificado com uma
única perturbação, caracterizando uma liberdade de calibre.
1 As relações do fundo homogêneo e isotrópico continuam sendo válidas para as quantidades de ordem

zero.
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Uma vez que um difeomorfismo relaciona sistemas de coordenadas entre as varie-
dades, essa liberdade de calibre pode ser caracterizada por uma translação infinitesimal
entre os sistemas de coordenadas induzidos por cada difeomorfismo na variedadeM

x′µ = xµ − ξµ (7.1)

Note que vetor ξα já é de primeira ordem, por isso, com o limite na primeira ordem, a
operação de levantar ou abaixar índices é feita usando a métrica para o fundo homogêneo
e isotrópico

ξµ = ḡµνξ
ν ⇒

 ξ0 = ḡ0νξ
ν ⇒ ξ0 = −ξ0

ξi = ḡiνξ
ν ⇒ ξi = a2ξi

. (7.2)

Em alguns momentos é conveniente explicitar a parte temporal e espacial do vetor
ξµ. Em geral a parte espacial de um vetor pode ainda ser escrita como a soma de um termo
vetorial transversal, com divergente nulo ξi⊥, e um gradiente de uma função escalar ζ,i.
Sabe-se que a formação de estruturas no universo é originada por modos escalares, então
neste trabalho, uma vez que estamos interessados nos modos escalares, o termo transversal
será negligenciado.

ξµ = (ξ0, ζ,i). (7.3)

O vetor de translação ξµ fornece dois graus de liberdade: sua componente temporal ξ0; e
a função escalar ζ que origina suas componentes espaciais. Posteriormente dois vínculos
deverão ser estabelecidos para se fixar um calibre.

Para explicitar esse fato considere, no ponto x′, uma quantidade tensorial contrava-
riante de segunda ordem T µ

′ν′(x′), que pode ser escrita como a soma entre um termo de
fundo T µ

′ν′

0 (x′) (ordem zero), com uma perturbação linear T̂ µ′ν′(x′) (ordem um)

T µ
′ν′(x′) = T µ

′ν′

0 (x′) + T̂ µ
′ν′(x′) (7.4)

o termo da perturbação se transforma da seguinte forma

T̂ µ
′ν′(x′) = dxµ

′

dxα
dxν

′

dxβ
T̂αβ(x),

T̂ µ
′ν′(x′) =

(
δµα + ξµ,α

) (
δνβ + ξν,β

)
T̂αβ(x). (7.5)

Na primeira ordem, a equação anterior se reduz a,

T̂ µ
′ν′(x′) = T̂ µν(x) (7.6)

Além disso, têm-se que,

T̂ µν(x) = T̂ µν(x′ + ξ)

T̂ µν(x) = T̂ µν + ξλT̂
µν;λ(x′) +O(ξ2). (7.7)
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Novamente, com limite na primeira ordem

T̂ µν(x) = T̂ µν(x′) (7.8)

Combinando as equações (7.6) e (7.8), conclui-se que

T̂ µ
′ν′(x′) = T̂ µν(x′) (7.9)

As quantidades do fundo devem satisfazer identicamente a seguinte relação

T µ
′ν′

0 (x′) = T µν0 (x′) +
[
T µ
′ν′

0 (x′)− T µν0 (x′)
]

(7.10)

Por fim, a equação (7.4) pode ser reescrita com as equações (7.9) e (7.10)

T µ
′ν′(x′) = T µν0 (x′) +

[
T µ
′ν′

0 (x′)− T µν0 (x′)
]

+ T̂ µν(x′) (7.11)

Uma mudança de referencial feita de forma inconveniente pode permitir que as seguintes
associações sejam feitas

T µν0 (x′) −→ Background original[
T µ
′ν′

0 (x′)− T µν0 (x′)
]

+ T̂ µν(x′) −→ Perturbação

ou ainda

T µν0 (x′) +
[
T µ
′ν′

0 (x′)− T µν0 (x′)
]

−→ Background original

T̂ µν(x′) −→ Perturbação

Sendo assim, a equação (7.11) deixa claro que uma mudança de referencial feita de uma
forma inapropriada pode resultar em termos adicionais provenientes da troca de referencial,
ou seja, sem significado físico.

Transformações de calibre

Deve-se agora analisar os efeitos de uma translação infinitesimal do tipo (7.1) para
escalares, vetores e tensores de segunda ordem.

Escalares

Por definição, um escalar S é um objeto invariante sob qualquer transformação de
coordenadas

S ′(x′) = S(x) (7.12)

Particularmente, para a translação infinitesimal de interesse

S ′(x− ξ) = S(x)
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S ′(x)− ξλS ′,λ(x) +O(ξ2) = S(x)

na primeira ordem,
S ′(x) = S(x) + ξλS ′,λ(x)

S ′(x) = S(x) + ξλS ′,λ(x′ + ξ)

S ′(x) = S(x) + ξλ
[
S ′(x′) + ξδS ′,δ(x′) +O(ξ2)

]
,λ

Mantendo na primeira ordem e usando a definição de escalar (7.12), conclui-se que

S ′(x) = S(x) + ξλS,λ(x) (7.13)

A equação (7.13) pode ser reescrita com a definição de derivada de Lie de um escalar S
sobre um campo vetorial ξα

S ′ = S + £ξS (7.14)

Uma vez que todas as quantidades são tomadas no mesmo ponto ele foi omitido a fim de
que a expressão se veja mais simples.

Vetores

Um vetor covariante wµ′ é um objeto cujas transformações de coordenadas se dão
via

wµ′(x′) = ∂xν

∂xµ′
wν(x) (7.15)

Particularmente, para a translação infinitesimal de interesse

wµ′(x− ξ) =
(
δνµ + ξν,µ

)
wν(x)

wµ′(x)− ξλwµ′,λ(x) +O(ξ2) = wµ(x) + ξν,µwν(x)

na primeira ordem
wµ′(x) = wµ(x) + ξν,µwν(x) + ξλwµ′,λ(x)

wµ′(x) = wµ(x) + ξν,µwν(x) + ξλwµ′,λ(x′ + ξ)

wµ′(x) = wµ(x) + ξν,µwν(x) + ξλ
[
wµ′(x′) + ξδwµ′,δ(x′) +O(ξ2)

]
,λ

wµ′(x) = wµ(x) + ξν,µwν(x) + ξλ
(
∂xν

∂xµ′
wν(x)

)
,λ

wµ′(x) = wµ(x) + ξν,µwν(x) + ξλ
[(
δνµ + ξν,µ

)
wν(x)

]
,λ

Mantendo na primeira ordem,

wµ′(x) = wµ(x) + ξν,µwν(x) + ξλwµ,λ(x) (7.16)

É conveniente reescrever os últimos dois termos da equação anterior em termos de suas
derivadas covariantes. A definição de derivada covariante para um tensor qualquer é(

T µ1...µn
ν1...νm

)
;α

=
(
T µ1...µn
ν1...νm

)
,α

+
∑
i

ΓµiαρT µ1...ρ...µn
ν1...νm −

∑
i

ΓρανiT
µ1...µn
ν1...ρ...νm (7.17)



Capítulo 7. Perturbações cosmológicas 62

então,
ξν,µwν(x) + ξλwµ,λ(x) =

(
ξν;µ − Γνµρξρ

)
wν(x) + ξλ

(
wµ;λ + Γρλµωρ

)
ξν,µwν(x) + ξλwµ,λ(x) = ξν;µwν(x) + ξλwµ;λ − Γνµρξρwν(x) + ξλΓρλµωρ

Uma vez que os símbolos de Christoffel são invariantes sob permutação dos índices de
baixo, é evidente que os dois últimos termos se cancelam. A equação (7.16) pode então ser
escrita como

wµ′(x) = wµ(x) + ξν;µwν(x) + ξλwµ;λ(x) (7.18)

Por fim, analogamente à equação (7.14) a equação (7.18) também pode ser escrita em
termos da derivada de Lie do vetor wµ sobre um campo vetorial ξα

wµ′ = wµ + £ξwµ (7.19)

Tensores

Um tensor covariante de ordem dois é um objeto cujas transformações de coorde-
nadas se dão via

Tµ′ν′(x′) = ∂xα

xµ′
∂xβ

∂xν′
Tαβ(x) (7.20)

Para a translação infinitesimal de interesse,

Tµ′ν′(x− ξ) =
(
δαµ + ξα,µ

) (
δβν + ξβ,ν

)
Tαβ(x)

Tµ′ν′(x)− ξλTµ′ν′,λ(x) +O(ξ2) = Tµν(x) + ξβ,νTµβ(x) + ξα,µTαν(x) + ξα,µξ
β
,νTαβ(x)

na primeira ordem,

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξβ,νTµβ(x) + ξα,µTαν(x) + ξλTµ′ν′,λ(x)

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξβ,νTµβ(x) + ξα,µTαν(x) + ξλTµ′ν′,λ(x′ + ξ)

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξβ,νTµβ(x) + ξα,µTαν(x) + ξλ
(
∂xα

xµ′
∂xβ

∂xν′
Tαβ(x)

)
,λ

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξβ,νTµβ(x) + ξα,µTαν(x) + ξλ
[(
δαµ + ξα,µ

) (
δβν + ξβ,ν

)
Tαβ(x)

]
,λ

Mantendo na primeira ordem, identificando os índices independentes

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξλ,νTµλ(x) + ξλ,µTλν(x) + ξλTµν,λ(x) (7.21)

Assim como foi feito anteriormente para os vetores, é conveniente escrever os últimos três
termos usando a definição da derivada covariante (7.17)

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) +
(
ξλ;ν − Γλνρξρ

)
Tµλ(x) +

(
ξλ;µ − Γλµρξρ

)
Tλν(x)

+ ξλ
(
Tµν;λ + ΓρλµTρν(x) + ΓρλνTµρ(x)

)
Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξλ;νTµλ(x) + ξλ;µTλν(x) + ξλTµν;λ

− ΓλνρξρTµλ(x)− ΓλµρξρTλν(x) + ξλΓρλµTρν(x) + ξλΓρλνTµρ(x)
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Uma vez que os símbolos de Christoffel são invariantes sob permutação dos índices de
baixo, é evidente que os termos da linha inferior se cancelam: o primeiro com o último, e
os dois do meio. A equação (7.21) pode então ser escrita como

Tµ′ν′(x) = Tµν(x) + ξλ;νTµλ(x) + ξλ;µTλν(x) + ξλTµν;λ(x) (7.22)

Exatamente como nas equações (7.14) e (7.19) a equação (7.22) também pode ser escrita
em termos da derivada de Lie do tensor Tµν sobre um campo vetorial ξα

Tµ′ν′ = Tµν + £ξTµν (7.23)

7.2 Perturbações da métrica e a escolha de um calibre
Na teoria da relatividade geral a geometria desempenha um papel de fato dinâmico.

Por isso, para descrever desvios da homogeneidade e isotropia no universo essas flutuações
também devem estar contidas na própria estrutura geométrica do espaço-tempo [71]. Neste
sentido, a métrica deve ser dividida em um termo que descreve o fundo homogêneo e
isotrópico ḡµν , (métrica de FLRW), e um termo de perturbação ĝµν

gµν = ḡµν + ĝµν . (7.24)

A princípio não há nenhum vínculo sobre a perturbação da métrica ĝµν . Por isso
ela deve ser considerada a mais geral possível. Em geral, a perturbação da métrica pode
ser decomposta como 

ĝµνu
µuν = 2ψ

ĝµνu
µhνλ = a2Aλ

ĝµνh
µ
λh

ν
ρ = a2ελρ

. (7.25)

Nesta decomposição gµν é a métrica total e uµ a quadrivelocidade total (que
também deve conter um termo de fundo e uma perturbação). Tendo em vista uma análise
perturbativa na primeira ordem a decomposição da perturbação da métrica, que já é de
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primeira ordem, deverá usar somente os termos de fundo da métrica e da quadrivelocidade.

2ψ = ĝµν ū
µūν ⇒ ĝ00 = 2ψ, (7.26)

a2Aλ = ĝµν ū
µh̄νλ

a2Aλ = ĝµν ū
µ (ūν ūλ + ḡνλ)

a2Aλ = ĝ0ν (ūν ūλ + δνλ) ⇒

 A0 = 0
ĝ0i = ĝi0 = a2Ai

, (7.27)

a2ελρ = ĝµν h̄
µ
λh̄

ν
ρ

a2ελρ = ĝµν (ūµūλ + ḡµλ)
(
ūν ūρ + ḡνρ

)
a2ελρ = ĝµν (ūµūλ + δµλ)

(
ūν ūρ + δνρ

)
⇒

 ε0µ = εµ0 = 0
ĝij = ĝji = a2εij = a2εji

. (7.28)

A partir dessa decomposição fica claro que a perturbação da métrica é uma matriz
quadrada de quarta ordem simétrica, e por tanto possui dez graus de liberdade, que estão
expressos em um escalar ψ, três componentes espaciais do vetor Ai mais seis componentes
independentes de uma matriz simétrica quadrada de ordem três εij.

O vetor espacial Ai pode ser decomposto na soma do gradiente de um escalar com
um termo puramente vetorial com divergente nulo

Ai = F,i + Si , (Si,i = 0). (7.29)

Já o tensor espacial εij pode ser decomposto em um tensor com traço nulo somado a um
tensor diagonal cujo cada termo é um terço do seu traço

εij = 1
3ε

a
aδij +Wij , (W i

i = 0). (7.30)

Este tensor com traço nulo pode ainda ser escrito como

Wij = B,ij − δijCa
,a +Di,j +Dj,i + Tij

Wij = B,ij − δijCa
,a + (U,ij + Vi,j) + (U,ji + Vj,i) + Tij

Wij = B,ij + 2U,ij − δijCa
,a + Vi,j + Vj,i + Tij, (7.31)

com os seguintes vínculos 
V i
,i = 0
T ii = 0
T ij,j = 0

. (7.32)

Agrupando as constantes com as identificações 2E,ij ≡ B,ij +2U,ij e 2ψ ≡ Ca
,a−

1
3ε

a
a,

o tensor εij resulta em

εij = 2 (−φδij + E,ij) + Vi,j + Vj,i + Tij. (7.33)
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O elemento de linha que resulta da perturbação da métrica ĝµνdxµdxν é dado por

dŝ2 = −2ψdt2+2a2 (F,i + Si) dtdxi+a2 [2 (−φδij + E,ij) + Vi,j + Vj,i + Tij] dxidxj. (7.34)

Note que essa forma de escrever a métrica mantém os dez graus de liberdade de
ĝµν : quatro graus de liberdade nos escalares φ, F , E e ψ; os vetores espaciais Si e Vi
representariam seis graus de liberdade, no entanto o vínculo de divergência nula que ambos
devem satisfazer eliminam dois graus de liberdade, restando apenas quatro; e por fim, o
tensor espacial simétrico Tij fornece somente mais dois graus de liberdade dos seis possíveis,
uma vez que são impostos quatro vínculos devido às condições de traço nulo e divergência
nula.

Utilizando esta decomposição é conveniente separar os graus de liberdade em modos
escalares, vetoriais e tensoriais, pois cada um desses modos reproduzirão efeitos distintos:

Modos escalares: As perturbações escalares são responsáveis por dar origem às es-
truturas no universo e

ĝ(e)
µν =

−2ψ a2F,i

a2F,i 2a2 (−φδij + E,ij)

 . (7.35)

Modos vetoriais: As perturbações vetoriais são responsáveis por produzir campos mag-
néticos, e costumam decair rapidamente

ĝ(v)
µν = a2

 0 Si

Si Vi,j + Vj,i

 . (7.36)

Modos tensoriais: As perturbações tensoriais são responsáveis pela produção de ondas
gravitacionais

ĝ(t)
µν = a2

0 0
0 Tij

 . (7.37)

Deve-se agora analisar o efeito de uma transformação de calibre na métrica. Uma
vez que neste trabalho estamos interessados na formação de estruturas no universo, neste
trabalho a métrica total será dada pela soma da métrica de FLRW com a métrica (7.35)

gµν = ḡµν + ĝ(e)
µν =

−(1 + 2ψ) a2F,i

a2F,i a2 [(1− 2φ) δij + 2E,ij]

 , (7.38)

onde

ḡ00 = −1 ĝ00 = −2ψ
ḡ0i = ḡi0 = 0 ĝ0i = ĝi0 = a2F,i

ḡij = ḡji = a2δij ĝij = ĝji = 2a2 (−φδij + E,ij)
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O tensor métrico deve satisfazer a transformação (7.21)

˜̄gµν + ˜̂gµν = ḡµν + ĝµν + ξλ,ν (ḡµλ + ĝµλ) + ξλ,µ (ḡλν + ĝλν) + ξλ (ḡµν + ĝµν),λ . (7.39)

Na primeira ordem, esta relação acima se reduz a

˜̄gµν + ˜̂gµν = ḡµν + ĝµν + ξλ,ν ḡµλ + ξλ,µḡλν + ξλḡµν,λ. (7.40)

(i) µ = ν = 0:

˜̄g00 + ˜̂g00 = ḡ00 + ĝ00 + ξλ,0ḡ0λ + ξλ,0ḡλ0 + ξλḡ00,λ

ψ̃ = ψ + ξ0
,0. (7.41)

(ii) µ = i e ν = 0 ou µ = 0 e ν = i:

˜̄gi0 + ˜̂gi0 = ḡi0 + ĝi0 + ξλ,0ḡiλ + ξλ,iḡλ0 + ξλḡi0,λ

F̃ = F + (ζa−2),0 − ξ0a−2. (7.42)

(iii) µ = m e ν = n:

˜̄gmn + ˜̂gmn = ḡmn + ĝmn + ξλ,nḡmλ + ξλ,mḡλn + ξλḡmn,λ.

Primeiro caso: m 6= n

2a2Ẽ,mn = 2a2E,mn + ξm,na
2 + ξn,ma

2

Ẽ = E + ζa−2 (7.43)

Segundo caso: m = n

2a2
(
Ẽ,mn − ψ̃

)
= 2a2 (E,mn − ψ) + a2ξn,n + a2ξn,n + ξλ (a2),0

φ̃ = φ− ξ0H (7.44)

Um calibre pode então ser fixado através da determinação explícita da translação
infinitesimal (7.1), que é descrita por ξ0 e ζ. Seguem os casos mais comuns na literatura
[71, 72].

Calibre síncrono

O calibre síncrono consiste em considerar os termos de perturbação da métrica
˜̂gµ0 = 0 o que implica que ψ̃ = ψ(s) = 0 e F̃ = F (s) = 0. Deve-se aplicar esses vínculos às
equações (7.41) e (7.42) para determinar ξ0 e ζ explicitamente

ψ = −ξ0
,0 (7.45)

(ζa−2),0 = ξ0a−2 − F. (7.46)
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Neste caso, a solução deste sistema para ξ0 e ζ não os determina unicamente, o que
significa que neste calibre a transformação infinitesimal (7.1) ainda deve conter termos
não físicos. Além disso neste calibre não é possível definir nenhuma quantidade dinâmica
invariante de calibre.

Calibre newtoniano

O calibre newtoniano é definido a partir dos vínculos Ẽ = E(l) = 0 e F̃ = F (l) = 0.
O primeiro vínculo faz com que a função escalar ζ seja univocamente fixada na equação
(7.43)

ζ = Ea2. (7.47)

Enquanto a componente temporal ξ0 é fixada através do vínculo F̃ = 0 na equação (7.42)

F = ξ0a−2 − (ζa−2),0
ξ0 = a2

(
F + Ė

)
. (7.48)

E então os termos ψ(n) e φ(n), no calibre longitudinal podem ser determinados a partir das
equações (7.41) e (7.44)

ψ(l) = ψ + ξ0
,0

ψ(l) = ψ + a2
[
2H

(
F + Ė

)
+ Ḟ + Ë

]
, (7.49)

φ(l) = φ− ξ0H

φ(l) = φ− a2H
(
F + Ė

)
. (7.50)

Os termos escalares (7.49) e (7.50) no calibre longitudinal coincidem com os potenciais
invariantes de calibre propostos por Bardeen [73].

De agora em diante, apenas o calíbre newtoniano será utilizado. Esta escolha se dá
uma vez que a modificação do código numérico CLASS foi realizada utilizando o calibre
newtoniano. Levando-se em conta os graus de liberdade escalares, a métrica assume a
seguinte forma,

ds2 = a3
[
− (1 + 2ψ) dη2 + (1− 2ψ)

]
, (7.51)

na qual foi utilizado o tempo conforme (dt2 = a2 dη2).

7.3 Equações de conservação do setor escuro
Para a investigação da formação de estruturas em modelos com interação no setor

escuro o formalismo perturbativo será aplicado a um fluido não conservativo geral, que
será posteriormente aplicada às componentes do setor escuro do Universo. As equações de
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conservação para todas as componentes junto com as equações de Einstein formam um
sistema de equações que deve ser resolvido para a análise da formação de estruturas no
nível linear. Uma vez que apenas o setor escuro foi modificado, as equações de Einstein
e as equações para todas as outras componentes se mantém inalteradas com relação ao
modelo ΛCDM.

Neste ponto, além da métrica e da quadrivelocidade a densidade de energia ρ, a
pressão p e o escalar de expansão também deverão ser divididos em um termo que descreve
o fundo homogêneo e isotrópico e um termo perturbativo de primeira ordem (denotado
por um chapéu). 

gµν = gµν + ĝµν

uµ = uµ + ûµ

ρ = ρ+ ρ̂

p = p+ p̂

Θ = Θ + Θ̂

. (7.52)

O princípio cosmológico permite estabelecer que no fundo homogêneo e isotrópico
gµν seja dada pela métrica de FLRW, a quadrivelocidade seja uµ = (1, 0, 0, 0) e que a
densidade ρ, pressão p e o escalar de expansão Θ não possuam dependência espacial. Em
particular, a densidade e a pressão devem satisfazer

ρ = ∑
i
ρi

p = ∑
i
pi

, (7.53)

na qual o índice i representa as possíveis componentes do universo.

A quantidade de interesse que vai descrever as estruturas no universo é denominada
contraste de densidade, é definida como a razão entre a perturbação de densidade de
energia e seu valor no fundo homogêneo e isotrópico.

δ ≡ ρ̂

ρ
⇒ δ̇ =

˙̂ρ
ρ
− δ ρ̇

ρ
. (7.54)

O balanço de energia de um fluido perfeito pode ser pensado no nível perturbativo,
onde cada uma das quantidades dinâmicas deve ser escrita como em (7.52)

˙̄ρû0 + ˙̂ρ+ Θ̄ (ρ̂+ p̂) + Θ̂ (ρ̄+ p̄) = Q+ Q̂. (7.55)

Dividindo a equação anterior por ρ̄ é possível introduzir o contraste de densidade definido
na equação (7.54)

δ̇ +
˙̄ρ
ρ̄
δ +

˙̄ρ
ρ̄
û0 + Θ̄

(
δ + p̂

ρ̄

)
+ Θ̂

(
1 + p̄

ρ̄

)
= 0 (7.56)
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No calibre newtoniano, a equação anterior pode ser escrita como,

δ′ + (1 + w) (θ − 3φ′) + 3H
(
c2
s − w

)
δ = aQ

ρ

[
ψ − δ + 3H

(
c2
s − w

) θ

k2

]
(7.57)

O termo θ é definido como θ = −k2v e c2
s é a velocidade do som em um referencial

comóvel. Este último termo c2
s não coincide com a velocidade adiabática do som, mas é

um parâmetro livre que, por questões de estabilidade, deve ser maior que 0 .

O próximo passo é olhar para a equação do balanço do momento no nível pertur-
bativo com limite na primeira ordem, isto é, para as componentes espaciais da derivada
covariante . Note que, como já foi mencionado, não há contribuição da interação da
interação no balanço do momento, e por isso não há uma componente espacial do termo
de interação. No entanto, o balanço do momento no nível perturbativo é afetado pela
interação via background,

θ′ +H
(
1− 3c2

s

)
θ − c2

s

1 + w
k2δ − k2ψ = aQ

(1 + w) ρ
[
θtot −

(
1 + c2

s

)
θ
]

+ aQ̂

ρ
. (7.58)

Por definição a velocidade total é θtot
∑
i

(ρi + pi) = ∑
i

(ρi + pi) θi.

As equações anteriores devem ser aplicadas para as componentes escuras. Para a
matéria escura temos wc = c2

s = 0, o que resulta em,

δ′c + θc − 3φ′ = −aQ
ρc

(ψ − δc)−
aQ̂

ρc
(7.59)

θ′c +Hθc − k2ψ = aQ

ρc
(θtot − θc) . (7.60)

Já para a energia escura, a priori, tanto wx quanto c2
s são parâmetros livres, o que resulta

em,

δ′x + (1 + wx) (θx − 3φ′) + 3H
(
c2
s − wx

)
δx = aQ

ρx

[
ψ − δx + 3H

(
c2
s − wx

) θ

k2

]
(7.61)

θ′x +H
(
1− 3c2

s

)
θx −

c2
s

1 + wx
k2δ − k2ψ = aQ

(1 + wx) ρx

[
θtot −

(
1 + c2

s

)
θx
]

+ aQ̂

ρx
(7.62)

Para a energia escura, sabe-se que a velocidade adiabática do som num referencial
comóvel deve ser maior que zero para que a solução seja estável. No entanto, é comum na
literatura adotar para a velocidade do som no referencial comóvel o valor encontrado para
energia escura do tipo campo escalar, ou seja c2

s = 1 [21].

As equações (7.59), (7.60), (7.61) e (7.62) devem ser adicionadas ao sistema de
equações com todas as outras componentes do Universo e as equações de Einstein. As
condições iniciais para as equações de mencionadas são dadas em [74]. Para as outras
componentes e para as equações de Einstein serão utilizadas as formulações padrão [75].
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8 A radiação cósmica de fundo

A física de radiação cósmica de fundo consiste no estudo de perturbações de elétrons,
bárions e fótons em escalas cosmológicas, levando em consideração seu acoplamento
gravitacional com as outras componentes via equações de Einstein. Os elétrons e os bárions
(prótons) possuem cargas elétricas opostas e são acoplados entre si através de processos
de espalhamento Coulomb. Os elétrons e fótons são acoplados através do espalhamento
Thomson, que é o limite do espalhamento de Compton quando os elétrons são não-
relativísticos e os fótons possuem uma energia menor do que a massa de repouso do elétron.
Então, tal processo de espalhamento resulta principalmente de uma deflexão do fóton, com
uma transferência de energia desprezível entre as duas partículas.

A taxa de espalhamento Thomson (em relação ao tempo conforme) é dada por
Γ = σT a ne xe, onde σT é a taxa de espalhamento Thomson, a é o fator de escala, ne é a
densidade total do número de elétrons (que escala como a−3 devido à diluição), e Xe é
a fração de elétrons ionizados (que é aproximadamente 1 em altas energias). Então, no
momento da recombinação (em torno de z ≈ 1080), que ocorre no início da época de
dominação da matéria, ne se mantém seu comportamento decaindo com a−3, no entanto Xe

cai abruptamente para valores muito pequenos. Isso faz com que o espalhamento Thomson
se torne repentinamente muito ineficiente, e os fótons se desacoplem dos elétrons. Assim,
a dissociação dos fóton é a história do espalhamento Thomson se tornando ineficiente,
enquanto o espalhamento Coulomb permanece eficiente. Por essa razão, pode-se descrever
elétrons e bárions como um único fluido acoplado. No início, o sistema completo de
(elétrons + bárions + fótons era fortemente acoplado, com o tempo, ele se separa em duas
componentes independentes: (elétrons)-bárions e fótons.

8.1 Equação de Boltzmann
Uma vez que os fótons se desacoplam dos bárions em um instente de tempo próximo

à recombinação, não podemos descrevê-los com equações hidrodinâmicas, mas precisamos
resolver a equação de Boltzmann, na primeira ordem perturbativa,

df

dη
= C[f ], (8.1)

Neste contexto, o lado direito representa o acoplamento fóton-elétron devido ao espalha-
mento Thomson. Em geral, a solução dessa equação é um problema bastante complexo,
uma vez que a função de distribuição do fótons f (η, ~x, ~p) possui muitos argumentos. No
entanto, pode-se reduzir a dimensionalidade do problema a partir de algumas considerações.
O ponto chave é que, uma vez que que enquanto os fótons estão em equilíbrio térmico com
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elétrons (bárions), eles são inteiramente descritos em qualquer ponto pelo valor local da
temperatura de equilíbrio. A função de distribuição dos fótons no espaço de fase é então
dada pela distribuição de Bose-Einstein,

f (η, ~x, ~p) = 1
e

εi
kBT − 1

. (8.2)

Na primeira ordem, a equação anterior é dada por,

f̂ (η, ~x, ~p) = df

d ln p
T̂

T
. (8.3)

Sabe-se que no regime de tightly-coupling, é possível substituir a distribuição
f (η, ~x, ~p) pela variável de dimensão inferior Θ (η, ~x), e então a equação de Boltzmann
resulta na equação de movimento para Θ (η, ~x).

Após o desacoplamento, de maneira geral, a forma da distribuição de fótons de
Bose-Eisntein é preservada, porém os fótons que viajam por diferentes geodésicas e em
diferentes direções experimentam diferentes redshifting. Assim, a função de distribuição
adquire uma dependência de um argumento extra, a direção n̂ de propagação

(
n̂ = ~p

p

)
.

Desta maneira, a equação de Boltzmann pode então ser utilizada para obter a equação de
movimento de Θ (η, ~x, n̂) no espaço de Fourier.

Devido à isotropia estatística do universo de FLRW, esta equação não depende
explicitamente de k ou de n̂, uma vez que não existe uma direção preferida, mas depende
apenas da direção da propagação relativamente ao número de onda considerado, ou seja,
no produto ~k · n̂. Daí a equação de movimento pode ser escrita em termos de k e do ângulo
θ tal que ~k · n̂ = k cos (θ). As condições iniciais para Θ dependem de ~k, uma vez que cada
modo obtém condições iniciais aleatórias, e podem ser escritas em termos de θ em vez
de n̂. Portanto, podemos eliminar completamente o n̂ da análise e resolver a equação de
movimento para Θ

(
η,~k, θ

)
. Devido a essa dependência, podemos expandir a anisotropia

de temperatura usando polinômios de Legendre,

Θ
(
η,~k, θ

)
=
∑
l

(−i)l (2l + 1) Θl

(
η,~k

)
Pl (cos (θ)) (8.4)

Θl são as momentos de multipolo das anisotropias da temperatura da radiação
cósmica de fundo e Pl os polinômios de Legendre. Pode-se mostrar que o monopolo Θ0

está relacionado à flutuação da densidade do fóton δγ em um dado ponto, o dipolo Θ1

à sua divergência de velocidade θγ e o quadrupoolo Θ2 ao seu estresse anisotrópico σγ.
A equação de Boltzmann pode ser escrita como uma hierarquia infinita de equações de
movimento para os momentos de multipolo acoplados Θl.

No espaço real, a equação de movimento para Θ pode ser escrita de forma conveni-
ente no gauge newtoniano,

Θ′ + n̂ · ~∇Θ− φ′ + n̂ · ~∇ψ = −Γ (Θ−Θ0 − n̂ · ~ve) , (8.5)
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onde Γ é a taxa de espalhamento Thomson conforme, Θ0 é o monopolo da anisotropia da
temperatura (ou seja, a média de Θ (η, ~x, θ) em todas as direções n̂), e ~ve é a velocidade
dos elétrons, que é igual à dos bárions devido espalhamento Coulomb.

8.2 O mapa das anisotropias da temperatura da CMB
O mapa das anisotropias de temperatura que observamos hoje (η = η0), ao olhar

em uma direção n̂ é representado matematicamente por,

T̂

T
(n̂) = Θ (η, ~x0,−n̂) , (8.6)

na qual o sinal negativo no segundo n̂ indica que os fótons viajam no sentido contrário das
observações e x0 é a posição do observador, que pode ser escolhido de maneira conveniente
como a origem. Nosso intuito é relacionar esta quantidade com as perturbações na superfície
do último espalhamento vistas na direção n̂, o que pode ser feito integrando a equação de
Boltzmann ao longo da correspondente linha de visão.

Afim de descrever o mapa das anisotropias da temperatura da radiação cósmica de
fundo, é conveniente olhar para a derivada total de uma função arbitrária F (η, ~x, n̂) ao
longo da trajetória de fótons indo em uma direção n̂ é,

d

dη
F (η, ~x, n̂) = F ′ + dxi

dη

∂F
∂xi

+ dni
dη

∂F
∂ni

. (8.7)

Se a função F (η, ~x, n̂) é um termo perturbativo linear, os dois primeiros termos
no lado direito também são de ordem um, mas o último termo é de ordem dois, uma vez
que dni

dη
é de ordem um (isto pode ser justificado a partir do fato de que em um universo

homogêneo e isotrópico, os fótons viajariam em linha reta com dni
dη

= 0). Portanto, podemos
deixar esse termo em uma abordagem linear.

Para o termo dxi
dη

deve-se apenas manter a contribuição de ordem zero, que pode
ser computada assumindo um universo homogêneo,

dxi
dη

= n̂. (8.8)

o que significa que os fótons se propagam na direção n̂ com a velocidade da luz (d~x2 = dη2).
Desta forma a equação (8.7) pode ser reescrita como,

d

dη
F (η, ~x, n̂) = F ′ + n̂ · ~∇F . (8.9)

Utilizando a equação anterior, neste ponto é conveniente obter a derivada total da
função e−τ(η) [Θ (η, ~x, n̂) ψ (η, ~x, n̂)],

d

dη

[
e−τ (Θ + ψ)

]
= e−τ

[
Θ′ + ψ′ + n̂ · ~∇ (Θ + ψ)

]
− τ ′e−τ (Θ + ψ) . (8.10)
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Utilizando a equação (8.5), e sabendo que τ ′ = −Γ, a equação acima pode ser
reescrita como,

d

dη

[
e−τ (Θ + ψ)

]
= −τ ′e−τ (Θ0 + ψ + n̂ · ~vb) + e−τ (φ′ + ψ′) . (8.11)

Neste ponto, é conveniente introduzir a função de viabilidade g = −τ ′e−τ , que
fornece a probabilidade de um fóton proveniente da radiação cósmica de fundo visto hoje
ter experimentado seu último espalhamento no instante de tempo η,

d

dη

[
e−τ (Θ + ψ)

]
= g (Θ0 + ψ + n̂ · ~vb) + e−τ (φ′ + ψ′) . (8.12)

Deve-se agora integrar essa relação ao longo da linha de visada, ou seja, ao longo
de uma linha reta vista pelo observador em uma determinada direção −n̂ (uma vez que os
fótons se propagam na direção n̂), começando por um tempo inicial antes da recombinação
(tal que e−τ(ηini) ≈ 0) até o momento em que os fótons atingem o observador (por definição
e−τ(η0) = 1). Esta integral pode ser escrita como,

(Θ + ψ) |0 =
∫ η0

ηini

[
g (Θ0 + ψ + n̂ · ~vb) + e−τ (φ′ + ψ′)

]
dη. (8.13)

Na equação anterior pode-se usar a aproximação de dissociação instantânea, na qual assume-
se que todos os fótons desacoplam simultâneamente no instante de tempo ηdec. Neste
limite, pode-se substituir a função de visibilidade g por uma delta de Dirac δD (η − ηdec)
e a função exponencial e−τ pela função Heaviside H (η − ηdec). Neste limite, a equação
(8.13) assume a seguinte forma,

(Θ + ψ) |0 = (Θ0 + ψ + n̂ · ~vb) |dec +
∫ η0

ηdec

(φ′ + ψ′) dη , (8.14)

onde Θ|0 é a anisotropia de temperatura medida pelo observador na direção −n̂, enquanto
Θ|dec é a anisotropia de temperatura na superfície do último espalhamento vista na mesma
direção. Se houvesse apenas esses dois termos, a equação anterior simplesmente nos diria
que a anisotropia de temperatura vista hoje em uma determinada direção é igual à
anisotropia intrínseca no ponto em que os fótons observados foram espalhados pela última
vez.

O termo (n̂ · ~vb) |dec representa a correção para esta temperatura proveniente do
efeito Doppler. De fato, essa correção é causada pela velocidade do fluido bárion-fóton
(que assumimos estar fortemente acoplado até ηdec) projetado ao longo da linha de visão.

Além disso, espera-se uma correção de natureza gravitacional, uma vez que o redshif-
ting e blueshifting dos fótons que viajam ao longo de flutuações de potencial gravitacional
devem afetar a anisotropia de temperatura observada. No entanto, sabe-se que os potenciais
gravitacionais variam com o tempo, e por isso este efeito não é conservativo, isto é, não
depende apenas de ηdec. Isto significa que o blueshifting ou redshifting experimentados
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pelos fótons que viajam através de um potencial não se compensam se o poço gravitacional
se aprofundar entre o momento em que o fóton entra e deixa o poço. Este efeito é medido
no último termo da equação (8.14).

Por fim, o segundo termo do lado esquerdo da equação (8.14) pode ser desprezado
pois ele representa apenas uma pequena flutuação isotrópica para as anisotropias observadas.
Do ponto de vista observacional é impossível medi-lo apenas com o mapa da radiação
cósmica de fundo, pois formalmente ele é equivalente a uma redefinição da temperatura
média.

A equação anterior pode ser reescrita de maneira conveniente, separando cada uma
das contribuições mencionadas,

Θ|0 = (Θ0 + ψ) |dec + (n̂ · ~vb) |dec +
∫ η0

ηdec

(φ′ + ψ′) dη, (8.15)

O primeiro termo do lado direito da equação acima (Θ0 + ψ) |dec é convencional-
mente chamado de termo de efeito Sachs-Wolfe, e inclui o termo de temperatura intrínseca
Θ0|dec e o termo Doppler gravitacional ψ|dec em um ponto na superfície de último es-
palhamento. O segundo termo (n̂ · ~vb) |dec é o termo Doppler convencional. A integral é
chamada de termo de efeito Sachs-Wolfe integrado, e contém todos os efeitos gravitacionais
não-conservativos que ocorrem em um universo com flutuações métricas não estáticas.

8.3 Espectro das anisotropias da temperatura da radiação cósmica
de fundo
O mapa das anisotropias da radiação cósmica de fundo pode ser expandido em

harmônicos esféricos,

T̂

T
(n̂) = Θ (η0, ~x0,−n̂) =

∑
l

∑
m

alm Ylm (n̂) . (8.16)

Usando a expansão de Legendre introduzida na equação (8.4), e algumas relações
matemáticas entre polinômios de Legendre e harmônicos esféricos, é possível expressar alm
como uma função de Θl,

alm = (−i)l
∫ 1

2π2Ylm
(
k̂
)

Θl

(
η0, ~k

)
d3~k. (8.17)

Usando a relação ortogonalidade de harmônicos esféricos, pode-se inferir a função
de correlação de dois pontos do alm como função do espectro de potência de curvatura
primordial,

〈alm a∗l′m′〉 = δKll′δ
K
mm′

[ 1
2π2

∫ 1
k

Θ2
l (η0, k)PR (k) dk

]
, (8.18)
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onde δK é o delta de Kronecker. O fato de que 〈alm a∗l′m′〉 é nulo quando l 6= l′ ou m 6= m′

está associado à homogeneidade e isotropia do Universo.

A quantidade entre colchetes é geralmente denotada como Cl, e é chamado de
espectro de potência das anisotropias da temperatura harmônico,

Cl ≡
1

2π2

∫ 1
k

Θ2
l (η0, k)PR (k) dk. (8.19)

Em um universo com perturbações lineares e gaussianas, os Cls contém toda a
informação relativa ao modelo cosmológico que descreve o nosso universo que está contida
no mapa de temperatura CMB.

Note que a equação (8.19) possui a mesma forma que a equação (A.8) para um
determinado espectro primordial PR. No espaço de Fourier, a equação anterior pode ser
decomposta de maneira semelhante à que foi feita em (8.15), o que resulta em,

Θl (η0, k) =
∫ η0

ηini

[
g (Θ0 + ψ) +

(
gk−2θb

)′
+ e−τ (φ′ + ψ′)

]
jl [k (η0 − η)] dη. (8.20)

Θl (η0, k) na equação anterior pode ser interpretado como a convolução da função esférica
de Bessel jl (x) com uma função ST (η, k) definida como,

ST (η, k) ≡ g (Θ0 + ψ) +
(
gk−2θb

)′
+ e−τ (φ′ + ψ′) . (8.21)

Esta função é denominada função de fonte de temperatura.

Usando mais uma vez a aproximação de desacoplamento instantâneo, a equação
para Θl (η0, k) no espaço de Fourier assume a seguinte forma,

Θl (η0, k) ≈ [Θ0 (ηdec, k) + ψ (ηdec, k)] jl [k (η0 − ηdec)] +

k−1θbj
′
l [k (η0 − ηdec)] +

∫ η0

ηdec

[(φ′ (η, k) + ψ′ (η, k))] jl [k (η0 − η)] dη (8.22)

Substituindo a equação anterior na equação (8.19) é possível determinar a con-
tribuição de cada um dos efeitos mencionados anteriormente para a composição dos Cls.
Para o efeito Sachs-Wolfe ordinário temos a seguinte contribuição,

CSW
l ∝ 〈|Θ0 + ψ|2〉|(

ηdec,
l

η0−ηdec

). (8.23)

Já para o efeito Doppler, temos a seguinte contribuição,

CDop
l = 〈|θb|2〉|(

ηdec,
l

η0−ηdec

). (8.24)

Por fim, para o efeito Sachs-Wolfe integrado,

CISW
l =

∫ η0

ηdec

(η0 − η) 〈|φ′ + ψ′|2〉dη. (8.25)

A figura 11 mostra explicitamente a contribuição de cada um dos termos citados
acima.
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Figura 11 – Espectro de potência das anisotropias da radiação cósmica de fundo. A linha
verde clara contém a contribuição total do efeito Sachs-Wolfe; a linha azul
contém a contribuição do efeito Sachs-Wolfe em tempos remotos, que está
associado à radiação; a linha amarela contém a contribuição recente do efeito
Sachs-Wolfe, que está associada à energia escura; a linha verde está associada
à contribuição de efeito Doppler; a linha vermelha é a soma de todas as
contribuições, isto é, o espectro total das anisotropias da CMB.

8.4 Influência dos parâmetros cosmológicos no espectro de potên-
cia da CMB
Nesta seção será analisada a contribuição de cada um dos parâmetros cosmológicos

convenientes para a computação do espectro das anisotropias da temperatura da radiação
cósmica de fundo. Para isso será assumido um espectro de potência primordial

PR (k) = As

(
k

k∗

)ns−1

, (8.26)

onde k∗ é uma escala arbitrária, As é a amplitude do espectro nesta escala e ns é o índice
spectral escalar ou tilt.

O modelo cosmológico padrão conta com um conjunto de seis parâmetros livres que
podem ser escolhidos de maneira conveniente. Para efeito desta análise será escolhido o
seguinte conjunto de parâmetros livres {As, ns, ωb, ωm,Ωx, τreio}. É importante ressaltar que
esta é apenas uma das escolhas possíveis para o conjunto de parâmetros que é conveniente
para ilustrar os efeitos dos parâmetros cosmológicos. Por exemplo, para a análise estatística
apresentada anteriormente o conjunto de parâmetros escolhidos foi {As, ns, ωb, ωc, θs, τreio}.
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As principais características do espectro de potência das anisotropias da radiação
cósmica de fundo são:

• Posição do primeiro pico: Sabe-se que os picos acústicos no espaço multipolar
correspondem aos harmônicos de uma única escala de comprimento de correlação no
espaço real. Por isso, a escala do pico é controlada (em boa aproximação) por um
único número lpeak. Este parâmetro depende da razão entre o horizonte de som no
desacoplamento pela distância de diâmetro angular no desacoplamento. O horizonte
de som depende da evolução do plasma fóton-bárion antes do desacoplamento. Por
isso, depende de ωm (que afeta o tempo da igualdade entre radiação e matéria) e
ωb (que afeta a velocidade do som no plasma fóton-bárion). A velocidade do som
ainda depende da expansão e geometria do universo após o desacoplamento, isto é,
depende ainda do parâmetro Ωx (ou do parâmetro de Hubble).

• Razão entre as amplitudes dos picos ímpares e pares: No efeito Sachs-Wolfe
a assimetria entre a amplitude dos picos ímpares e pares depende da mudança do
ponto zero das oscilações acústicas por um termo R, tomado no desacoplamento.
Este termo R pode ser definido como,

R ≡ 4ρb
3ργ

, (8.27)

e portanto, nesta análise depende exclusivamente do parâmetro ωb.

• Amplitude do primeiro pico: Uma mudança no instante de tempo que ocorre
a igualdade entre radiação e matéria afeta a amplitude de todos os picos pois está
relacionada com a duração do estágio intermediário entre igualdade e desacoplamento,
durante o qual as oscilações acústicas são amortecidas pelos efeitos bariônicos por
causa do efeito Sachs-Wolfe integrado. Se a igualdade ocorre antes, há menos tempo
para amortecimento (portanto, todos os picos são aumentados). O primeiro pico sofre
um aumento ainda maior pois as flutuações métricas também são menos estabilizadas
no desacoplamento.

Pode-se dizer que os parâmetros cosmológicos que afetam diretamente esta proprie-
dade são: ωm, ωb e Ωx.

• Amortecimento dos picos acústicos: Sabe-se que a partir do terceiro pico as
oscilações acústicas são sempre inferiores à função el/ld , onde ld é o momento multi-
polar de difusão. Este termo depende da razão entre a escala de amortecimento no
desacoplamento pela distância de diâmetro angular no desacoplamento. A primeira
quantidade depende da taxa de espalhamento Thomson antes do desacoplamento, em
particular, do ωm (que afeta o valor do tempo de igualdade entre matéria e radiação)
e ωb (associado à fração de ionização no plasma fótons-bárions). Esta, ainda depende
da expansão e geometria do universo após o desacoplamento, isto é, depende de Ωx.
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Note que esta propriedade, apesar de depender dos mesmos parâmetros que a
primeira, possui uma natureza diferente, pois o horizonte do som e a escala de
difusão dependem de combinações distintas de ωm e ωb.

• Amplitude global dos picos: A amplitude global do Cl depende exclusivamente
da amplitude do espectro primordial, fixada por As.

• Inclinação global: A inclinação global do Cl depende exclusivamente da inclinação
do espectro primordial, que por sua vez é fixada pelo índice espectral escalar ns.

• Inclinação do platô (Efeito Sachs-Wolfe integrado tardio): Além do efeito
de inclinação provocado pelo ns, o efeito Sachs-Wolfe integrado que ocorre em
tempos recentes inclina o platô do espectro em pequenos momentos de multipolo
(grandes aberturas angulares). Quando o nível do platô é mais elevado significa
que a dominação da energia escura é maior, logo, esta característica é afetada
exclusivamente pelo parâmetro Ωx.

No caso do modelo wCDM, o parâmetro wx também afeta este platô, uma vez que
está diretamente associado à componente da energia escura.

• Amplitude global para l > 40: A amplitude de Cl é suprimida no caso em que a
reionização ocorrer demasiadamente cedo, isto é, se τreio é grande, mas sem afetar as
maiores escalas (pequenas aberturas angulares).

As figuras que seguem mostram a influência de cada um dos parâmetros no
espectro das anisotropias da radiação cósmica de fundo. Nestas figuras ficam evidentes as
características apresentadas aqui.

A figura 12 ilustra a influência do parâmetro wm no espectro das anisotropias da
CMB. De acordo com a esta figura fica evidente com o aumento do valor de wm a mudança
na escala e na amplitude do primeiro pico acústico, e o amortecimento a partir do terceiro
pico acústico.

A figura 13 ilustra a influência do parâmetro wb no espectro das anisotropias da
CMB. De acordo com a esta figura fica evidente com o aumento do valor de wb a mudança
na escala do primeiro pico acústico, na razão entre as amplitudes dos picos pares e ímpares
e o amortecimento a partir do terceiro pico acústico.

A figura 14 ilustra a influência do parâmetro ns no espectro das anisotropias da
CMB. De acordo com a esta figura fica evidente com o aumento do valor de ns uma
inclinação do espectro como um todo no sentido anti-horário.

A figura 15 ilustra a influência do parâmetro As no espectro das anisotropias da
CMB. De acordo com a esta figura fica evidente com o aumento do valor de As um aumento
na amplitude global do espectro.
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Figura 12 – Influência do parâmetro wm no espectro de potência das anisotropias da CMB.
A linha preta representa o modelo ΛCDM com wc = 0.1203, enquanto as
linhas vermelhas representam cada uma um acréscimo de 0.02 no valor de wc.
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Figura 13 – Influência do parâmetro wb no espectro de potência das anisotropias da CMB.
A linha preta representa o modelo ΛCDM com wb = 0.022032, enquanto as
linhas vermelhas representam cada uma um acréscimo de 0.01 no valor de wb.

A figura 16 ilustra a influência do parâmetro τreio no espectro das anisotropias da
CMB. De acordo com a esta figura fica evidente com o aumento do valor de τreio uma
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Figura 14 – Influência do parâmetro ns no espectro de potência das anisotropias da CMB.
A linha preta representa o modelo ΛCDM com ns = 0.9619, enquanto as
linhas vermelhas representam cada uma um acréscimo de 0.04 no valor de ns.
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Figura 15 – Influência do parâmetro As no espectro de potência das anisotropias da CMB.
A linha preta representa o modelo ΛCDM com As = 2.215 · 10−9, enquanto as
linhas vermelhas representam cada uma um acréscimo de 0.1 · 10−9 no valor
de As.
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diminuição na amplitude do espectro a partir de l ≈ 40.
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Figura 16 – Influência do parâmetro τreio no espectro de potência das anisotropias da
CMB. A linha preta representa o modelo ΛCDM com τreio = 0.0925, enquanto
as linhas vermelhas representam cada uma um acréscimo de 0.02 no valor de
τreio.

A figura 17 ilustra a influência do parâmetro Ωx0 no espectro das anisotropias da
CMB. De acordo com a esta figura fica evidente com o aumento do valor de Ωx0 uma
mudança na posição do primeiro pico, um amortecimento a partir do terceiro pico acústico
e uma elevação do platô.



Capítulo 8. A radiação cósmica de fundo 82

101 102 103

`

0

1

2

3

4

5

6

7

8

[`
(`

+
1)
/
2π

]C
T

T
`

1e 10
ΛCDM

Ωx0

Figura 17 – Influência do parâmetro Ωx0 no espectro de potência das anisotropias da CMB.
A linha preta representa o modelo ΛCDM com Ωx0 = 0.67556, enquanto as
linhas vermelhas representam cada uma um acréscimo de 0.05 no valor de
Ωx0.
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9 Generalização de modelos de interação

9.1 Formalismo geral
Aqui estamos interessados no caso em que o termo de interação é dado por Q =

3HγR (ρc, ρx), onde R é uma função real de ρc e ρx que possui unidade de densidade
de energia e γ é um parâmetro livre adicional real. Usando essas definições, é possível
reescrever as equações de balanço de energia (6.4) e (6.5) como,

ρ̇c
ρc

+ 3H
(
γ
R

ρc
+ 1

)
= 0 , (9.1)

ρ̇x
ρx

+ 3H
(

1 + wx − γ
R

ρx

)
= 0 . (9.2)

Note que, uma vez que R é uma função de ρc e ρx, essas equações são acopladas. É
então conveniente introduzir a definição de r como a razão entre as densidades de energia
da matéria escura e da energia escura, e então, sua derivada com respeito ao tempo cósmico
é,

r ≡ ρc
ρx

⇒ ṙ = r

(
ρ̇c
ρc
− ρ̇x
ρx

)
. (9.3)

Combinando as equações (9.1), (9.2) e (9.3) é possível escrever uma equação diferencial
para r,

ṙ + 3Hr
(
γ R

ρc + ρx
ρc ρx

− wx
)

= 0. (9.4)

Esta equação pode ser utilizada para desacoplar as equações (9.1) e (9.2) no caso
em que há uma solução analítica r = r (a). Neste ponto será introduzido como um ansatz
que o primeiro termo dentro dos parênteses seja uma função apenas da razão r, isto é,

R
ρc + ρx
ρc ρx

= f (r) , (9.5)

e consequentemente o termo de interação é dado por,

Q = 3Hγ ρc ρx
ρc + ρx

f (r) . (9.6)

Usando a definição acima, a equação (9.4) pode ser reescrita como,

ṙ + 3Hr
[
γ f (r)− wx

]
= 0 . (9.7)

No caso em que a equação acima possui solução analítica para r que depende apenas do
fator de escala, é possível reescrever o termo de interação R (ρc, ρx) em termos de apenas
uma das densidades de energia e do fator de escala,

R = f (r)
1 + r

ρc ou R = f (r)
1 + r−1 ρx , (9.8)
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o que significa que as equações de conservação (9.1) e (9.2) se tornam separáveis,

ρ̇c + 3Hρc
(
γ
f (r)
1 + r

+ 1
)

= 0 , (9.9)

ρ̇x + 3Hρx
(

1 + wx − γ
f (r)

1 + r−1

)
= 0 . (9.10)

A priori a função f (r) pode ser completamente geral, no entanto, neste trabalho,
seguindo a forma apresentada em [76], serão considerados modelos de interação cujos
termos Q possuem a seguinte forma,

Q = 3Hγραc ρβx (ρc + ρx)σ . (9.11)

Note que, devido às unidades, a relação α + β + σ = 1 deve ser satisfeita.

No caso em que o parâmetro σ é um número inteiro, a expressão (9.11) pode ser
recuperada através de uma função f (r) dada por,

f (r) = rα−1 se σ = −1 , (9.12)

f (r) =
|σ+1|∑
k=0

(
|σ + 1|
k

)
rα−1+k se σ 6= −1 . (9.13)

Tais expressões não resultam em soluções analíticas para as densidades de energia da
matéria escura e da energia escura, por isso serão analisados alguns casos específicos desta
classe de modelos.

A contribuição perturbativa da interação no setor escuro é obtida diretamente da
linearização do termo de interação do background. Note que para todos os modelos desta
classe essa contribuição perturbativa deve incluir a perturbação do parâmetro de Hubble.
Neste trabalho será considerado que a perturbação do parâmetro de Hubble pode ser
obtida através da linearização do escalar de expansão Θ ≡ uµ;µ, dada por,

Θ̂ = 1
a

(
h′

2 − θ
)

(Calíbre síncrono) (9.14)

Θ̂ = 1
a

(θtot −Θψ − 3φ′) (Calíbre newtoniano) (9.15)

9.2 Descrição unificada do setor escuro
Uma característica interessante desta classe de modelos de interação cujo termo

de interação é dado por Q = 3HγR (ρc, ρx), é que é possível descrever o setor escuro de
maneira unificada, isto é, é possível combinar as componentes de matéria escura e de
energia escura para formar um único fluido conservativo (que será denotado pelo índice d,
fazendo referência a um fluido dark.) com uma EoS variável dada por,

pd = wd (a) ρd . (9.16)
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As densidade de energia e a pressão deste fluido unificado podem ser definidas
como o soma das contribuições das duas componentes envolvidas,

ρd = ρc + ρx e pd = pc + px = px , (9.17)

De maneira geral, é possível escrever a densidade de energia do fluido dark em
termos de r e de uma das densidades de energia ρc ou ρx,

ρd =
(1 + r

r

)
ρc ou ρd = (1 + r) ρx , (9.18)

e então, utilizando a segunda relação acima, conclui-se que,

pd = wx
1 + r

ρd . (9.19)

A relação acima é completamente geral, mas no caso em que r possui uma solução analítica
que depende apenas do fator de escala a equação (9.16) se verifica. É então possível escrever
o parâmetro de estado do fluido unificado em termos do fator de escala como,

wd (a) = wx
1 + r (a) . (9.20)

Neste caso, o fluido conservativo deve satisfazer a seguinte equação de conservação,

ρ̇d + 3Hρd
(

1 + wx
1 + r

)
= 0. (9.21)

Note que o parâmetro de Hubble pode ser escrito via 3H2 = 8πG (ρr + ρb + ρd), de
maneira que, para confrontar analisar modelo pertencente à esta classe utilizando testes
geométricos não é necessário conhecer a evolução temporal das componentes do setor
escuro individualmente, mas basta resolver a equação (9.21).

9.3 Modelos específicos
Conforme mencionado, uma vez que as soluções gerais (9.12) e (9.13) não possuem

soluções analíticas para a dinâmica do Universo, serão analisados alguns casos específicos
para esta classe de modelos de interação no setor escuro, isto é, serão escolhidas alguns
casos específicos para função f (r). Cada modelo será denotado por IDEM1 seguido de um
número que o identificará.

Para cada modelo serão desenvolvidas as dinâmicas do background e do nível
perturbativo com o propósito de submeter cada modelo aos testes observacionais já
mostrados para os modelos ΛCDM e wCDM. Para isso, o código numérico CLASS foi
modificado e então foi utilizado o código MontePython para realizar a análise estatística
através do método MCMC.
1 Do inglês Interacting Dark Energy Model.
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Da mesma forma que foi feito com o modelo padrão serão consideradas as duas
abordagens da energia escura: wx = −1 (que estaria associado a um termo de constante
cosmológica variável com o tempo) e wx 6= −1. Para o último caso também será escolhida
a velocidade do som no referencial comóvel igual a 1.

IDEM1: f (r) = 1

O primeiro caso analisado consiste no caso mais simples possível, ou seja, f (r) = 1.
É fácil verificar que este caso resulta num parâmetro de interação dado por,

Q = 3Hγ ρc ρx
ρc + ρx

, (9.22)

que corresponde ao caso com α = β = 1 e σ = −1.

Este caso coincide com um modelo amplamente estudado na literatura, o gás
de Chaplygin generalizado. Historicamente, o gás de Chaplygin generalizado aplicado à
cosmologia foi introduzido como um modelo de unificação do setor escuro [77, 78, 79], no
entanto há também a abordagem que individualiza as componentes do setor escuro: o gás
de Chaplygin generalizado decomposto [80].

Para este modelo a razão entre as densidades de energia da matéria escura e da
energia escura r pode ser encontrada através da substituição de f (r) = 1 na equação (9.7),

r (a) = r0 a
−3(γ−wx). (9.23)

Note que neste caso, para γ − wx > 0, esta razão diverge para tempos remotos e tende
para zero no futuro, o que significa dominação da matéria sobre energia escura no passado
e dominação da energia escura sobre a matéria escura no futuro.

As soluções do background para as densidades de energia das componentes de
matéria escura e de energia escura podem ser obtidas através da resolução das equações
(9.9) e (9.10), que resultam em,

ρc = 3H2
0

8πG Ωc0 a
−3
(

Ωc0 + Ωx0 a
3(γ−wx)

Ωc0 + Ωx0

)− γ
γ−wx

, (9.24)

ρx = 3H2
0

8πG Ωx0 a
−3(1−γ+wx)

(
Ωc0 + Ωx0 a

3(γ−wx)

Ωc0 + Ωx0

)− γ
γ−wx

. (9.25)

Note que de fato a razão entre as duas equações acima resulta em (9.23).

A figura 18 mostra a influência do parâmetro γ na evolução temporal das densidades
de energia para o modelo IDEM1 para o caso em que a energia escura é identificada com o
vácuo (wx = −1). Conforme pode ser visto, o parâmetro de interação γ afeta o tempo de
duração das fases dominação de radiação, matéria e energia escura, e consequentemente o
instante de tempo de igualdade das componentes na transição dessas fases de dominação.
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Quando o parâmetro de interação é negativo a transição da época de dominação da radiação
para a época de dominação de matéria se dá mais tarde que no modelo padrão, entretanto
a transição da fase de dominação da matéria para a fase de dominação da energia escura se
dá antes em comparação ao modelo padrão, o que pode ser entendido como uma maneira
de aliviar o problema da coincidência cósmica. Já o caso em que o parâmetro de interação
é positivo, o comportamento é inverso, de modo que a fase de dominação de matéria é
maior. Este comportamento é análogo para o caso em que wx 6= −1.
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0.0

0.2
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Ω
i(
a
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ΛCDM (γ=0)

γ= +0.5

Figura 18 – Evolução das densidades de energia .

Para o fluido unificado, a densidade de energia pode ser obtida através da resolução
da equação (9.21),

ρd = 3H2
0

8πGΩd0 a
−3
(

Ωc0 + Ωx0 a
3(γ−wx)

Ωc0 + Ωx0

)− wx
γ−wx

. (9.26)

Dessa maneira, somando a equação anterior com as equações da radiação e dos
bárions, obtém-se o parâmetro de Hubble,

H2 = H2
0

(Ωc + Ωx) a−3
(

Ωc0 + Ωx0 a
3(γ−wx)

Ωc0 + Ωx0

)− wx
γ−wx

+ Ωb0 a
−3 + Ωr0 a

−4

 . (9.27)

Sendo assim, a dinâmica do background para o primeiro modelo já está completamente
determinada.
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O modelo pode então ser testado utilizando os dados de H0+SNe Ia (JLA). Primei-
ramente considera-se o caso em que wx = −1. Neste caso os parâmetros a serem avaliados
são h, Ωm0 e γ. Com um intervalo de confiança de 1σ análise resulta em h = 0.7372+0.025

−0.025,
Ωm0 = 0.3125+0.048

−0.064 e γ = −0.121+0.41
−0.38. A tabela 6 contém todos os resultados desta análise,

enquanto as curvas de contorno estão contidas na figura 19.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7389 0.738+0.025

−0.025 0.689 0.7877
γ −0.5642 −0.604+0.7

−0.73 −2.09 0.9351
α 0.1407 0.1411+0.0068

−0.0068 0.1275 0.1547
β 3.106 3.106+0.082

−0.085 2.94 3.273
M −18.92 −18.92+0.079

−0.075 −19.08 −18.77
∆M −0.07032 −0.07063+0.024

−0.024 −0.1182 −0.02308
Ωm0 0.3605 0.3706+0.084

−0.097 0.1931 0.5533
χ2
min = 682.1

Tabela 6 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM1 utilizando os dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

A mesma análise também foi feita para o caso em que wx é uma parâmetro
livre constante. Esta primeira análise resulta que h = 0.7359+0.026

−0.024, Ωm0 = 0.2504+0.13
−0.14,

wx = −0.9278+0.3
−0.16 e γ − 0.1161+0.44

−0.4 . O resultado completo desta análise consta na tabela
7, e as curvas de contorno correspondentes na figura 20. De acordo com o resultado obtido,

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7411 0.7359+0.026

−0.024 0.6852 0.785
wx −1.151 −0.9278+0.3

−0.16 −1.439 −0.5042
γ −0.7623 −0.1161+0.44

−0.4 −1.12 0.8077
α 0.1413 0.1412+0.0068

−0.0067 0.1278 0.1546
β 3.123 3.105+0.081

−0.084 2.942 3.271
M −18.92 −18.93+0.083

−0.074 −19.09 −18.78
∆M −0.07241 −0.07022+0.024

−0.024 −0.1177 −0.02321
Ωm0 0.44 0.2504+0.13

−0.14 0.02157 0.5266
χ2
min = 682.2

Tabela 7 – Resultado da análise estatística do modelo wIDEM1 utilizando os dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA).

os dados de H0+SNe Ia não conseguem restringir de maneira satisfatória o parâmetro de
interação γ, que claramente possui uma forte degenerescência com o parâmetro Ωm0. Este
resultado corrobora com resultados prévios para este modelo [81, 82].

Seguindo a análise estatística deste modelo, deve-se agora acrescentar os dados
de oscilações acústicas bariônicas. Para o caso em que wx = −1, esta análise resulta em
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Figura 19 – Curvas de contorno para o modelo IDEM1 obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

h = 0.6921+0.011
−0.011, Ωm0 = 0.28+0.033

−0.038 e γ = 0.0181+0.078
−0.087. O resultado da análise é apresentado

na tabela 8 e suas respectivas curvas de contorno são apresentadas em 21. Note que nesta
análise o parâmetro de interação é vinculado de maneira mais forte, e possui valor quase
nulo, o que significa que o modelo ΛCDM é preferido.

Para o caso em que wx 6= −1, a análise estatística com dados de H0+SNe Ia
(JLA)+BAO resulta em h = 0.6913+0.011

−0.012, Ωm0 = 0.2925+0.082
−0.086, wx = −1.032+0.19

−0.12 e γ =
−0.01198+0.26

−0.27. O resultado completo é apresentado na tabela 9 e as curvas de contorno
estão na figura 22. Nesta análise o modelo ΛCDM também é favorecido.

No nível perturbativo, a contribuição da interação Q̂ deve ser obtida através da
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Figura 20 – Curvas de contorno para o modelo wIDEM1 obtidas através dos dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA).

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.6911 0.6917+0.011

−0.011 0.6693 0.7141
γ 0.001835 0.01544+0.076

−0.089 −0.1455 0.1848
α 0.141 0.1415+0.0067

−0.0068 0.1279 0.1551
β 3.102 3.11+0.081

−0.085 2.945 3.278
M −19.08 −19.08+0.033

−0.033 −19.15 −19.01
∆M −0.07167 −0.06983+0.024

−0.024 −0.1171 −0.02221
Ωm0 0.2871 0.2811+0.034

−0.037 0.2118 0.3521
χ2
min = 692.2

Tabela 8 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM1 utilizando os dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.
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Figura 21 – Curvas de contorno para o modelo IDEM1 obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

linearização da equação (9.22),

Q̂ = γ

[
Θ̂ ρc ρx
ρc + ρx

+ 3H ρc ρx

(ρc + ρx)2 (ρcδx + ρxδc)
]
, (9.28)

lembrando que o termo Θ̂ é explicitamente dependente de calibre de acordo com as
equações (9.14) e (9.15).

Este termo deve ser incluído de maneira adequada nas equações (7.57) e (7.58) para
compor o sistema de equações a serem resolvidas para computar o espectro da CMB. Para
a computação do espectro da CMB o código numérico CLASS foi modificado nas equações
de conservação e condições iniciais. Essa versão modificada do CLASS foi combinada com
o código numérico MontePython para vincular os parâmetros cosmológicos segundo os
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Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.69 0.6913+0.011

−0.012 0.6686 0.714
wx −0.9064 −1.032+0.19

−0.12 −1.383 −0.7073
γ 0.1874 −0.01198+0.26

−0.27 −0.5996 0.6196
α 0.1413 0.1415+0.0068

−0.0067 0.128 0.1548
β 3.11 3.11+0.082

−0.084 2.944 3.276
M −19.08 −19.08+0.033

−0.033 −19.15 −19.02
∆M −0.06976 −0.06977+0.024

−0.024 −0.1166 −0.02268
Ωm0 0.2245 0.2925+0.082

−0.086 0.1171 0.4621
χ2
min = 692

Tabela 9 – Resultado da análise estatística do modelo wIDEM1 utilizando os dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

dados da CMB. Para este teste, o resultado encontrado foi h = 0.687, γ = 0.07343+0.152
−0.142 e

Ωm0 = 0.2583+0.012
−0.016. Este resultado é mostrado na tabela 10, e o espaço dos parâmetros é

analisado na figura 23.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
100 ωb 2.234 2.225+0.022

−0.024 2.18 2.271
ωcdm 0.1184 0.1172+0.0078

−0.0065 0.1019 0.1318
ln1010As 3.084 3.071+0.026

−0.03 3.019 3.124
ns 0.9678 0.967+0.0056

−0.0061 0.9554 0.9786
τreio 0.07644 0.06989+0.014

−0.017 0.04039 0.09692
γ −0.01547 0.07343+0.152

−0.142 −0.1799 0.1965
h 0.687 0.6788+0.01

−0.01 0.6556 0.6991
χ2 = 1.127e+ 04

Tabela 10 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM1 utilizando os dados prove-
nientes do Planck.

Desta análise verifica-se que há uma considerável degenerescência entre o parâmetro
de interação γ e os parâmetros relacionados à matéria escura e energia escura (Ωm0, ωc,
wx). Este fato é esperado, uma vez que a interação afeta a dinâmica dessas componentes.

Conforme se verifica, os testes que envolvem a física em tempos recentes não são
capazes de vincular de maneira robusta o parâmetro de interação γ. No entanto, os dados
que de alguma maneira estão associados à física do Universo em tempos remotos vinculam
este modelo de maneira muito próxima ao modelo cosmológico padrão.

No caso do espectro da CMB a vinculação do parâmetro de interação é mais severa,
no que diz respeita às barras de erros. Este fato também é algo esperado, pois, como foi
mencionado anteriormente, a energia escura e a matéria escura afetam o espectro da CMB
em regiões onde os erros dos dados são muito pequenos, e, como o efeito do parâmetro
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Figura 22 – Curvas de contorno para o modelo wIDEM1 obtidas através dos dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

γ é muito degenerado aos efeitos da energia escura e da matéria escura, não há muita
liberdade para o parâmetro de interação.

IDEM2: f (r) = r−1

O segundo caso a ser estudado é aquele ta que f (r) = r−1. Neste caso é fácil de
ver que o termo de interação é dado por,

Q = 3Hγ ρ2
x

ρc + ρx
, (9.29)

que corresponde ao caso com α = 0, β = 2 e σ = −1.

Para este modelo a razão entre as densidades de energia da matéria escura e da
energia escura r pode ser encontrada através da substituição de f (r) = r−1 na equação
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Figura 23 – Curvas de contorno para o modelo IDEM1 obtidas através dos dados proveni-
entes de Planck.

(9.7),
r (a) = r0 a

3wx + γ

wx

(
1− a3wx

)
. (9.30)

Neste caso, note que, considerando wx < 0, o limite quando a −→∞ esta razão não vai
para zero como ocorre no modelo padrão e no IDEM1, mas tende para um valor constante.

As soluções do background para as densidades de energia das componentes de
matéria escura e de energia escura podem ser obtidas através da resolução das equações
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(9.9) e (9.10),

ρc = 3H2
0

8πG a
−3
(

1+ w2
x

wx+γ

) [
Ωx0 (wx + γ) + (Ωc0wx − Ωx0 γ) a3wx

(Ωc0 + Ωx0)wx

]− γ
wx+γ

[
Ωc0 a

3wx + Ωx0
γ

wx

(
1− a3wx

)]
, (9.31)

ρx = 3H2
0

8πGΩx0 a
−3
(

1+ w2
x

wx+γ

) [
Ωx0 (wx + γ) + (Ωc0wx − Ωx0 γ) a3wx

(Ωc0 + Ωx0)wx

]− γ
wx+γ

. (9.32)

Para o fluido unificado, a densidade de energia pode ser obtida através da resolução
da equação (9.21),

ρd = 3H2
0

8πGΩd0 a
−3
(

1− w2
x

wx−γ

) [
wx − γ + (wxr0 + γ) a−3wx

wx (1 + r0)

] wx
wx−γ

. (9.33)

Somando a equação anterior com as equações da radiação e dos bárions, obtém-se
o parâmetro de Hubble,

H2 = H2
0{Ωd0 a

−3
(

1− w2
x

wx−γ

) [
wx − γ + (wxr0 + γ) a−3wx

wx (1 + r0)

] wx
wx−γ

+ Ωb0 a
−3 + Ωr0 a

−4 } .

(9.34)
Dessa maneira, a dinâmica do background para o primeiro modelo já está completamente
determinada. Realizando o teste estatístico utilizando os dados deH0+SNe Ia (JLA) concluí-
se que, utilizando que wx = −1, com um intervalo de confiança de 1σ h = 0.7366+0.024

−0.025,
Ωm0 = 0.3037+0.083

−0.065 e γ = −0.03428+0.27
−0.36. A tabela 11 contém todos os resultados desta

análise, enquanto as curvas de contorno estão contidas na figura 24.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7389 0.7366+0.024

−0.025 0.6879 0.7859
γ −0.3585 −0.03428+0.27

−0.36 −0.655 0.6252
α 0.1415 0.1413+0.0067

−0.0069 0.1277 0.1548
β 3.109 3.105+0.082

−0.085 2.937 3.271
M −18.92 −18.94+0.078

−0.076 −19.09 −18.78
∆M −0.07473 −0.07029+0.024

−0.024 −0.1177 −0.02272
Ωm0 0.3699 0.3037+0.083

−0.065 0.1408 0.4554
χ2
min = 682.3

Tabela 11 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM2 utilizando os dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA).

Repetindo a análise para o caso em que wx é uma parâmetro livre constante. esta
primeira análise resulta que h = 0.7366+0.025

−0.026, Ωm0 = 0.2219+0.24
−0.097, wx = −0.954+0.26

−0.22 e
γ = 0.02175+0.38

−0.3 . O resultado completo desta análise consta na tabela 12, e as curvas de
contorno correspondentes na figura 25.
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Figura 24 – Curvas de contorno para o modelo IDEM2 obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

Seguindo a análise estatística, acrescenta-se agora os dados de oscilações acústicas
bariônicas. Para o caso em que wx = −1, esta análise resulta em h = 0.6922+0.011

−0.012,
Ωm0 = 0.2764+0.051

−0.045 e γ = 0.01551+0.11
−0.097. O resultado da análise é apresentado na tabela 13

e suas respectivas curvas de contorno são apresentadas em 26.

Para o caso em que wx 6= −1, a análise estatística com dados de H0+SNe Ia
(JLA)+BAO resulta em h = 0.6918+0.011

−0.012, Ωm0 = 0.2217+0.18
−0.075, wx = −0.9644+0.13

−0.16 e
γ = 0.06209+0.33

−0.25. O resultado completo é apresentado na tabela 14 e as curvas de contorno
estão na figura 27.

A contribuição no nível linear do termo de interação pode ser encontrada através
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Parâmetros Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7405 0.7366+0.025

−0.026 0.687 0.7862
wx −0.8683 −0.954+0.26

−0.22 −1.449 −0.465
γ −0.1549 0.02175+0.38

−0.3 −0.7554 0.7885
α 0.1406 0.1412+0.0067

−0.0068 0.1279 0.1547
β 3.104 3.105+0.081

−0.084 2.941 3.272
M −18.92 −18.94+0.077

−0.079 −19.09 −18.78
∆M −0.06915 −0.07007+0.024

−0.024 −0.1173 −0.02298
Ωm0 0.2758 0.2219+0.24

−0.097 −0.2119 0.5616
χ2
min = 682.2

Tabela 12 – Resultado da análise estatística do modelo wIDEM2 utilizando os dados
provenientes de H0+SNe Ia (JLA).

Parâmetrom Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.6909 0.6922+0.011

−0.012 0.6701 0.7147
γ 0.009742 0.01551+0.11

−0.097 −0.1891 0.2149
α 0.1409 0.1414+0.0067

−0.0068 0.1281 0.1549
β 3.091 3.111+0.081

−0.084 2.947 3.275
M −19.08 −19.08+0.032

−0.033 −19.14 −19.01
∆M −0.07002 −0.06989+0.024

−0.024 −0.1178 −0.02255
Ωm0 0.2807 0.2764+0.051

−0.045 0.1783 0.371
χ2
min = 692.2

Tabela 13 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM2 utilizando os dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.689 0.6918+0.011

−0.012 0.6694 0.7146
wx −1.172 −0.9644+0.13

−0.16 −1.224 −0.6713
γ −0.4509 0.06209+0.33

−0.25 −0.4919 0.6045
α 0.1403 0.1416+0.0066

−0.0068 0.1281 0.1551
β 3.085 3.11+0.082

−0.084 2.945 3.277
M −19.08 −19.08+0.033

−0.033 −19.15 −19.02
∆M −0.07035 −0.06985+0.024

−0.024 −0.1173 −0.02235
Ωm0 0.4142 0.2217+0.18

−0.075 −0.1254 0.4721
χ2
min = 692.1

Tabela 14 – Resultado da análise estatística do modelo wIDEM2 utilizando os dados
provenientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

da linearização da equação (9.22),

Q̂ = γ

[
Θ̂ ρ2

x

ρc + ρx
− 6H ρ2

xδx
ρc + ρx

+ 3Hρ2
x (ρcδc + ρxδx)

(ρc + ρx)2

]
. (9.35)



Capítulo 9. Generalização de modelos de interação 98

-1.79

-1.45

-1.12

-0.788

-0.455

w
x

-1.63

-1.03

-0.431

0.169

0.77

γ

0.117

0.128

0.14

0.151

0.163

α

2.81

2.96

3.11

3.26

3.41

β

-19.2

-19

-18.9

-18.8

-18.6

M

-0.149

-0.107

-0.065

-0.023

0.0191

∆
M

-0.837 -0.511 -0.185 0.141 0.468

Ωm0

0.653 0.7 0.746 0.792 0.839

h

-0.837

-0.511

-0.185

0.141

0.468

Ω
m

0

-1.79 -1.45 -1.12 -0.788 -0.455

wx
-1.63 -1.03 -0.431 0.169 0.77

γ
0.117 0.128 0.14 0.151 0.163

α
2.81 2.96 3.11 3.26 3.41

β
-19.2 -19 -18.9 -18.8 -18.6

M
-0.149 -0.107 -0.065 -0.023 0.0191

∆M

Figura 25 – Curvas de contorno para o modelo wIDEM2 obtidas através dos dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA).

Após a inclusão deste termo nas equações de perturbação, novamente o código
numérico CLASS foi modificado afim de testar este modelo frente aos dados de anisotropias
da CMB do Planck. Para os parâmetros h, Ωc0 e γ o resultado desta análise é h =
0.6788+0.0092

−0.01 , Ωc0 = 0.2560+0.48
−0.055 e γ = 0.007343+0.042

−0.043. Este resultado é apresentado na
tabela 15 e ilustrado na figura 28.

Após toda a análise, verifica-se que, assim como o modelo anterior, os testes com
H0+SNe Ia (JLA)+BAO e com Planck vinculam o parâmetro de interação mais próximo
ao ΛCDM. No entanto, a análise com os dados do Plnack restringe de maneira mais severa
os intervalos de confiança do parâmetro de interação.
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Figura 26 – Curvas de contorno para o modelo IDEM2 obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
100 ωb 2.234 2.225+0.022

−0.024 2.18 2.271
ωcdm 0.1184 0.1172+0.0078

−0.0065 0.1019 0.1318
ln1010As 3.084 3.071+0.026

−0.03 3.019 3.124
ns 0.9678 0.967+0.0056

−0.0061 0.9554 0.9786
τreio 0.07644 0.06989+0.014

−0.017 0.04039 0.09692
γ −0.0003047 0.007343+0.042

−0.043 −0.0799 0.0965
h 0.68 0.6788+0.0092

−0.01 0.6597 0.6981
χ2 = 1.127e+ 04

Tabela 15 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM2 utilizando os dados prove-
nientes do Planck.
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Figura 27 – Curvas de contorno para o modelo wIDEM2 obtidas através dos dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

IDEM4: f (r) = 1 + r−1

Por fim, o último modelo a ser estudado é caracterizado pela função f (r) = 1 + r−1.
Neste caso, o termo de interação é dado por,

Q = 3Hγρx , (9.36)

que corresponde ao caso com α = 0, β = 1 e σ = 0.

Para este modelo, a razão entre as densidades de energia da matéria escura e da
energia escura r pode ser encontrada através da substituição da função f (r) na equação
(9.7), o que resulta em,

r (a) = (r0wx a
3wx − γ a3wx + γ a3γ − r0 γ a

3wx) a−3γ

wx − γ
. (9.37)
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Figura 28 – Curvas de contorno para o modelo IDEM2 obtidas através dos dados proveni-
entes do Planck.

Para as densidades de energia das componentes do setor escuro, a solução das
equações (9.9) e (9.10) fornece o seguinte resultado,

ρc = 3H02

8πG

[
(Ωc0wx a

3wx − Ωc0 γ a
3wx − Ωx0 γ a

3wx + Ωx0 γ a
3γ) a−3(1+wx)

wx − γ

]
, (9.38)

ρx = 3H02

8πGΩx0 a
−3(1+wx−γ) . (9.39)

Utilizando as soluções anteriores, combinadas com as soluções para os bárions e para a
radiação, é possível escrever o parâmetro de Hubble para este modelo,

H2 = H2
0

[
(Ωc0wx a

3wx − Ωc0 γ a
3wx − Ωx0 γ a

3wx + Ωx0 γ a
3γ) a−3(1+wx)

wx − γ

+Ωx0 a
−3(1+wx−γ) + Ωb0 a

−3 + Ωr0 a
−4
]

(9.40)
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O teste estatístico utilizando os dados de H0+SNe Ia (JLA) resulta que, para o caso
em que wx = −1, com um intervalo de confiança de 1σ h = 0.7367+0.024

−0.024, Ωm0 = 0.3183+0.1
−0.063

e γ = −0.06048+0.15
−0.3 . A tabela 16 contém todos os resultados desta análise, enquanto as

curvas de contorno estão contidas na figura 29.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7353 0.7367+0.024

−0.024 0.6882 0.7848
γ −0.2592 −0.06048+0.15

−0.3 −0.476 0.456
α 0.1401 0.1411+0.0068

−0.0067 0.1275 0.1545
β 3.108 3.105+0.082

−0.085 2.94 3.273
M −18.93 −18.93+0.078

−0.074 −19.09 −18.78
∆M −0.06933 −0.07029+0.024

−0.024 −0.1176 −0.02249
Ωm0 0.3783 0.3183+0.1

−0.063 0.1343 0.4771
χ2
min = 682.2

Tabela 16 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM4 utilizando os dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA).

Considerando wx como um parâmetro livre constante esta primeira análise resulta
que h = 0.7365+0.024

−0.025, Ωm0 = 0.243+0.25
−0.11, wx = −0.9691+0.29

−0.25 e γ = −0.03112+0.27
−0.26. O resul-

tado completo desta análise consta na tabela 17, e as curvas de contorno correspondentes
na figura 30.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.7385 0.7365+0.024

−0.025 0.6882 0.7852
wx −0.9428 −0.9691+0.29

−0.25 −1.523 −0.4307
γ −0.1346 −0.03112+0.27

−0.26 −0.6278 0.5926
α 0.1416 0.1412+0.0068

−0.0068 0.1277 0.1548
β 3.102 3.105+0.082

−0.084 2.941 3.271
M −18.92 −18.93+0.076

−0.076 −19.08 −18.78
∆M −0.0729 −0.07033+0.024

−0.024 −0.118 −0.02249
Ωm0 0.3219 0.243+0.25

−0.11 −0.2731 0.6352
χ2
min = 682.2

Tabela 17 – Resultado da análise estatística do modelo wIDEM4 utilizando os dados
provenientes de H0+SNe Ia (JLA).

Na segunda etapa, considera-se os dados de H0+SNe Ia (JLA)+BAO. Para o
caso em que wx = −1, esta análise resulta em h = 0.692+0.011

−0.011, Ωm0 = 0.2785+0.041
−0.042 e

γ = 0.00786+0.047
−0.045. O resultado da análise é apresentado na tabela 18 e suas respectivas

curvas de contorno são apresentadas em 31.

Por fim, considerando wx 6= −1, a análise estatística com dados de H0+SNe Ia
(JLA)+BAO resulta em h = 0.6915+0.011

−0.012, Ωm0 = 0.25+0.19
−0.11, wx = −1.005+0.22

−0.19 e γ =
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Figura 29 – Curvas de contorno para o modelo IDEM2 obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA).

−0.0001563+0.22
−0.19. O resultado completo é apresentado na tabela 19 e as curvas de contorno

estão na figura 32.

Mais uma vez a contribuição da interação no nível perturbativo foi obtida através
da linearização do termo de interação. Neste caso, devido à simplicidade do termo de
interação (9.36), Q̂ assume a seguinte forma,

Q̂ = Θ̂ γ ρx + 3Hγρx δx . (9.41)

É possível então realizar o teste estatístico utilizando os dados de Planck. Este teste
resulta em h = 0.6789+0.01

−0.011, Ωm0 = 0.3016+0.018
−0.017, γ = 0.003586+0.02

−0.02. O resultado completo
desta análise está na tabela 20 e as curvas de contorno estão na figura 33.
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Figura 30 – Curvas de contorno para o modelo wIDEM4 obtidas através dos dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA).

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.692 0.692+0.011

−0.011 0.6692 0.7148
γ 0.00518 0.00786+0.047

−0.045 −0.08398 0.1004
α 0.141 0.1415+0.0067

−0.0068 0.1281 0.1551
β 3.119 3.11+0.082

−0.084 2.944 3.277
M −19.08 −19.08+0.033

−0.033 −19.15 −19.01
∆M −0.06992 −0.06999+0.024

−0.023 −0.1173 −0.02336
Ωm0 0.2788 0.2785+0.041

−0.042 0.195 0.3619
χ2
min = 692.2

Tabela 18 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM4 utilizando os dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.



Capítulo 9. Generalização de modelos de interação 105

-0.149

-0.0724

0.00414

0.0806

0.157

γ

0.121

0.132

0.143

0.154

0.165

α

2.82

2.97

3.11

3.25

3.4

β

-19.2

-19.1

-19.1

-19

-18.9

M

-0.149

-0.109

-0.0699

-0.0304

0.00908

∆
M

0.144 0.214 0.283 0.353 0.423

Ωm0

0.651 0.671 0.691 0.711 0.731

h

0.144

0.214

0.283

0.353

0.423

Ω
m

0

-0.149 -0.07240.004140.0806 0.157

γ
0.121 0.132 0.143 0.154 0.165

α
2.82 2.97 3.11 3.25 3.4

β
-19.2 -19.1 -19.1 -19 -18.9

M
-0.149 -0.109 -0.0699-0.03040.00908

∆M

Figura 31 – Curvas de contorno para o modelo IDEM4 obtidas através dos dados proveni-
entes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
h 0.691 0.6915+0.011

−0.012 0.6689 0.7142
wx −1 −1.005+0.22

−0.19 −1.458 −0.5333
γ 0.001856 −0.0001563+0.22

−0.19 −0.4406 0.4823
α 0.1421 0.1416+0.0068

−0.0068 0.128 0.1551
β 3.114 3.109+0.082

−0.085 2.942 3.275
M −19.08 −19.08+0.033

−0.033 −19.15 −19.01
∆M −0.06958 −0.07012+0.024

−0.024 −0.1181 −0.02236
Ωm0 0.2834 0.25+0.19

−0.11 −0.1346 0.5872
χ2
min = 692.2

Tabela 19 – Resultado da análise estatística do modelo wIDEM4 utilizando os dados
provenientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.
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Figura 32 – Curvas de contorno para o modelo wIDEM4 obtidas através dos dados prove-
nientes de H0+SNe Ia (JLA)+BAO.

Parâmetro Best-fit Média±σ 95% inferior 95% superior
100 ωb 2.221 2.225+0.022

−0.023 2.179 2.27
ωcdm 0.1197 0.1174+0.0069

−0.0063 0.1019 0.1321
ln1010As 3.049 3.071+0.025

−0.032 3.018 3.124
ns 0.9636 0.9669+0.0055

−0.0063 0.9553 0.979
τreio 0.0588 0.06987+0.014

−0.018 0.04039 0.09758
γ −0.0006935 0.003586+0.02

−0.02 −0.04214 0.05137
h 0.6743 0.6789+0.01

−0.011 0.6574 0.7006
χ2
min = 1.127e+ 04

Tabela 20 – Resultado da análise estatística do modelo IDEM4 utilizando os dados prove-
nientes do Planck.
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Figura 33 – Curvas de contorno para o modelo IDEM4 obtidas através dos dados proveni-
entes do Planck.
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Conclusão

Este trabalho foi dedicado ao estudo de modelos com interação no setor escuro do
Universo, em especial alguns casos específicos de uma classe de modelos que podem ser
identificados, no background, com modelos de unificação do setor escuro. Esta classe de
modelos é caracterizada por uma função f (r) da razão entre as densidades de energia da
matéria escura pela densidade de energia da energia escura.

Em geral, essa função f (r) é arbitrária, o que abre caminho para uma série de mode-
los cosmológicos exóticos de interação no setor escuro. Uma vez que fenomenológicamente
é razoável imaginar que uma interação no setor escuro dependa do produto de potências
das densidades da matéria escura e da energia escura (dividido por uma potência da soma
de ambas, pois o termo de interação deve ter unidade de densidade de energia), esta função
f (r) foi parametrizada de modo a gerar interações do tipo Q ∝ ραc ρ

β
x (ρc + ρx)−σ.

Para alguns casos específicos desta classe, foram desenvolvidas as equações dinâmi-
cas, tanto no nível do background quanto no nível perturbativo. As equações obtidas foram
então introduzidas no código numérico CLASS, que efetua numéricamente a computação
de importantes quantidades físicas (como soluções do background, distâncias cosmológicas,
espectro da CMB, etc). Por sua vez, este código foi combinado com o MontePython para
realizar análises estatísticas para seleção de parâmetros nesses modelos através do método
MCMC.

Os dados utilizados para a seleção de parâmetros foram: H0, SNe Ia (JLA), BAO
e anisotropias da temperatura da CMB (Planck). De acordo com essa análise é possível
tirar algumas conclusões globais sobre os modelos estudados: primeiramente, os modelos
de interação não resolvem ou sequer aliviam a tensão que há no modelo ΛCDM sobre o
valor atual do parâmetro de Hubble. Para todos os modelos analisados os testes com BAO
e Planck sugerem que h ≈ 0.68.

Além disso, para tais modelos, foi constatado que os testes que envolvem a física
recente do Universo (H0 e SNe Ia) permitem uma margem maior sobre o parâmetro de
interação. Porém as análises com dados provenientes de oscilações acústicas bariônicas e
do espectro das anisotropias da temperatura restringem os valores de γ próximo à zero
(modelo ΛCDM). Este último ainda, restringe fortemente os intervalos de confiança.

No caso do espectro da CMB, este resultado pode ser justificado pelo fato de
que o parâmetro γ afeta a evolução da matéria escura e da energia escura, que por sua
vez influenciam diretamente o espectro, inclusive para pequenas escalas, onde os dados
observacionais possuem grande precisão.
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Embora os testes observacionais indiquem que o modelo ΛCDM é favorecido,
ainda restam alguns aspectos que podem ser explorados nesta classe de modelos, como a
abordagem puramente unificada do setor escuro ou ainda explorar o nível não linear.
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APÊNDICE A – Espectro de potência e
função de transferência

Como já foi mencionado, a teoria linear das perturbações cosmológicas consiste em
determinar a dinâmica de quantidades físicas que são descritas pela soma de um termo
de ordem zero com um termo linear. Tal descrição é dita estocástica, isto é, para uma
quantidade física real A (η, ~x) = Ā (η) + Â (η, ~x), o termo de primeira ordem Â (η, ~x) deve
satisfazer uma distribuição de probabilidades.

Neste contexto linear, a evolução temporal da probabilidade da perturbação Â (η, ~x)
deve obedecer uma regra lilear, ou seja, denotando de p

[
Â (η1, ~x)

]
a probabilidade desta

flutuação em um ponto ~x num tempo η1 e p
[
Â (η2, ~x)

]
a probabilidade desta flutuação no

mesmo ponto ~x num tempo η2, essas probabilidades devem satisfazer a seguinte relação,

p
[
Â (η2, ~x)

]
= p

[
Â (η2, ~x)

λ

]
, (A.1)

onde λ ∈ R.

Esta dependência linear implica que a forma da distribuição de probabilidade não
varia com o tempo. Em outras palavras, se a distribuição de probabilidade p

[
Â (η1, ~x)

]
é

gaussiana, ela vai permanecer gaussiana em qualquer outro tempo futuro. Neste contexto
gaussiano a descrição física de um sistema pode ser feita através do valor quadrático médio
das quantidades físicas dinâmicas.

No que diz respeito à dependência espacial das perturbações Â (η, ~x) é possível
descrever um mapa dessas flutuações em um determinado tempo τ através da função de
correlação de dois pontos,

〈Â (η, ~x) Â (η, ~x′)〉 ≡ ξ (η, ~x, ~x′) . (A.2)

Num Universo descrito pela métrica de FLRW a dependência espacial da função correlação
de dois pontos depende do deslocamento entre os pontos ~x e ~x′1, isto é,

〈Â (η, ~x) Â (η, ~x′)〉 ≡ ξ (η, |~x′ − ~x|) . (A.3)

A equação anterior pode então ser reescrita no espaço de Fourier,

〈Â
(
η,~k

)
Â∗
(
η,~k′

)
〉 = δD

(
~k′ − ~k

)
PA (k) , (A.4)

na qual, uma vez que Â
(
η,~k

)
é uma quantidade real, Â∗

(
η,~k

)
= Â

(
η,−~k

)
, k é o módulo

do vetor ~k e δD é a distribuição de Dirac. A função PA (k) é denominada espectro de
1 Este fato decorre da homogeneidade e isotropia estatística da métrica de FLRW perturbada.
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potência da quantidade Â
(
η,~k

)
. Note que no caso em que o espaço-tempo é descrito pela

métrica de FLRW, a função de transferência depende apenas do módulo do vetor ~k.

Algumas vezes é conveniente utilizar o espectro de potência invariante de escala,
ou espectro de potência adimensional,

PA (k) ≡ k3

2π2 PA (k) (A.5)

A conveniência na utilização do espectro de potência invariante de escala reside no
fato de que a expressão padrão para o cálculo da média de algumas quantidades físicas no
espaço real é a convolução do espectro de potência com uma função f (k),

1
(2π)3

∫
d3~k PA (k) f (k) =

∫
d log kPA (k) f (k) . (A.6)

Sabe-se que, para condições iniciais adiabáticas, todas as perturbações estão re-
lacionadas entre si. Assim, no caso em que são utilizadas condições iniciais adiabáticas
gaussianas, basta especificar o espectro de potência primordial de apenas uma quantidade
que é suficiente para saber tudo sobre o sistema.

Por definição, o espectro primordial é geralmente escrito para a variável R, que
representa a perturbação da curvatura espacial em uma hipersuperfície comóvel. A van-
tagem de usar essa quantidade é que ela é conservada em escalas fora do horizonte para
condições adiabáticas iniciais. No calibre newtoniano R é dado por,

R = ψ − ρ̂

3 (ρ+ p) . (A.7)

O espectro de potência de uma para a quantidade Â em algum instante de tempo
arbitrário pode ser decomposto em duas partes, uma que contabiliza as condições iniciais
e uma que contabiliza a evolução linear temporal,

〈Â
(
η,~k

)
Â∗
(
η,~k′

)
〉 = δD

(
~k′ − ~k

) A
(
η,~k

)
R
(
~k
)
2

PR
(
~k
)
. (A.8)

Em um universo de FLRW, as equações de movimento de todas as perturbações
satisfazem a condição de isotropia, e portanto não dependem da direção do vetor de onda
~k. Portanto, a relação entre colchetes na última equação é uma função de k, e não de ~k.
Esta função ilustra a evolução linear da grandeza Â independentemente das condições
iniciais. Esta função é denominada "função de transferência" de Â,

TA (η, k) ≡
A

(
η,~k

)
R
(
~k
)
 . (A.9)
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