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RESUMO 

O foco deste trabalho é a investigação das duas fases intrínsecas de superconduto-

res estruturais, utilizando como objeto de estudo a resposta magnética e a sua com-

posição granular. Ao investigar a susceptibilidade magnética AC na cerâmica poli-

cristalina a base de mercúrio dopada com rênio (Hg0.82Re0.18Ba2Ca2Cu3O8.16 – 

(Hg,Re)-1223) com o precursor com teor ótimo de oxigênio, pulverizada (reduzida a 

pó e peneirada) foi possível determinar a temperatura crítica da amostra e observar 

que ela depende do tamanho de cada do grão. Para a partícula de 20 μm foi encon-

trada somente uma temperatura crítica de 133K, porém são observadas duas tem-

peraturas críticas (133K e 98 K) ao ser reduzir ainda mais o tamanho da partícula, a 

uma escala mesoscópica de 600 nm. Este fato foi elucidado por uma extensão da 

teoria de Ginzburg-Landau utilizando dois parâmetros de ordem para parametrizar o 

campo escalar complexo e fazendo a conexão com o modelo microscópico respon-

sável por descrever as peculiaridades destes tipos de grãos.  

Palavras-chave: Supercondutividade, Ginzburg-Landau, Temperatura crítica, Parâ-

metro de ordem supercondutor.  
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ABSTRACT 

The goal this work is the investigation of the two intrinsic phases of structural super-

conductors, using the magnetic response and its granular composition. By investigat-

ing the magnetic susceptibility to AC in the polycrystalline pottery of the mercury 

base doped with rhenium ((Hg0.82Re0.18Ba2Ca2Cu3O8.16 – (Hg,Re)-1223) - (Hg, Re) -

1223) with the precursor with optimum oxygen content, pulverized (reduced to pow-

der and sieved) it was possible to determine the critical temperature of the sample 

and to observe that it depends on the size of each of the grain. For the 20 μm particle 

only a critical temperature of 133K was found. But it had two critical temperatures 

(133K and 98K) as the particle size is further reduced to a mesoscopic scale of 

600nm. This fact was elucidated by an extension of the Ginzburg-Landau theory us-

ing two order parameters to parameterize the complex scalar field and making the 

connection with the microscopic model responsible for describing the peculiarities of 

these types of grains.  

Keywords: Superconductivity, Ginzburg-Landau, Critical temperature, Superconduct-

ing order parameter. 
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1 INTRODUÇÃO 

A supercondutividade é um fenômeno peculiar manifestado em certos materi-

ais ao serem resfriados abaixo de uma temperatura crítica (TC). A história desta ca-

racterística intrínseca de um grupo seleto de substâncias teve seu início na cidade 

de Leiden, em 1911, no laboratório de baixas temperaturas e altas pressões, geren-

ciado pelo físico holandês Heike Kamerlingh Onnes. [1,2].  

A surpreendente descoberta da resistividade nula para o mercúrio abaixo da 

temperatura de 4,2K só foi possível em virtude de outro trabalho realizado por On-

nes, a liquefação do Hélio [3], o que o possibilitou atingir temperaturas especialmen-

te baixas.  

O comportamento anômalo associado à condutividade mostrado pelo mercú-

rio a baixas temperaturas (e posteriormente mostrado por vários outros materiais), 

isto é, sua queda abrupta para zero, diverge do modelo de elétrons independentes 

proposto por Drude para condutores normais [4,5]. As resistividades de condutores 

metálicos, como o cobre, decrescem com a redução da temperatura, chegando a um 

limite diferente de zero, este valor residual é proveniente das impurezas e dos defei-

tos do material [6].   

 A supercondutividade não se restringe a ausência de resistência elétrica. 

Existe uma característica muito mais fundamental, descoberta em 1933 por Meissner 

e Ochsenfeld [7]: aplicando-se um campo magnético externo limitado a um dado va-

lor, conhecido como campo crítico (BC), o campo magnético resultante no interior do 

material continua nulo e o comportamento supercondutor ainda é preservado. Em 

outras palavras, existe um valor máximo para o campo magnético externo que pode 

ser aplicado ao material e que não é capaz de eliminar a supercondutividade. Deste 

fato, conclui-se então que o supercondutor não se resume apenas a idealização de 

um condutor perfeito, como descrito pelos modelos da física clássica. 

 A nova classe de materiais exigiu que novas teorias fossem desenvolvidas a 

fim de explicar os comportamentos observados. Apenas dois anos depois da desco-

berta do efeito Meissner (1935), os irmãos London propuseram uma nova teoria fe-

nomenológica [8] baseada nas observações dos fenômenos empíricos. Seu grande 

mérito foi conseguir descrever de forma particularmente simples, de acordo com o 
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eletromagnetismo clássico, a supercondução e a blindagem magnética propondo um 

comprimento de penetração, ou seja, a distância média que o campo magnético 

consegue penetrar na amostra. As equações de London podem também ser encon-

tradas utilizando conceitos da física quântica inspirados na teoria de Goter e Case-

mir [9,10], hipótese proposta por London em 1950. 

 Para explicar a supercondutividade, uma nova teoria fenomenológica foi pro-

posta por Ginzburg e Landau [11] em 1950. Sua formulação consistia em atrelar a 

mudança do estado normal para o estado supercondutor a uma transição de fase, 

vinculada a um parâmetro de ordem (ou um campo médio). Esta ideia já havia sido 

utilizada por Landau para explicar as transições magnéticas [12], ou seja, quando a 

energia térmica do corpo era reduzida abaixo de um valor específico, o parâmetro de 

ordem assumia um valor diferente de zero estabelecendo assim uma nova ordem. 

As equações encontradas pelos irmãos London são deduzidas através da teoria GL. 

 A década de 50 foi generosa para com a supercondutividade já que além das 

teorias supracitadas, Maxwell e Reynolds [13] descobriram a dependência da tempe-

ratura crítica, o que levou a comunidade a estudar a origem da supercondutividade. 

Em 1956, Cooper [14] mostrou que os elétrons estão associados a um acoplamento, 

formando um par, ou seja, os superelétrons nos supercondutores convencionais (li-

mitados a 25 K [14]), estão ligados devido a interação elétron-fônon como mecanis-

mo microscópico responsável pela formação do par e consequentemente do surgi-

mento da supercondutividade. Um ano depois, Bardeen, Cooper e Schrieffer propu-

seram uma teoria microscópica (BCS) que além de englobar as duas teorias feno-

menológicas explicava o acoplamento entre os elétrons, o gap de energia formado 

entre os estados normal e supercondutor. 

 Apesar do potencial dos supercondutores, a temperatura crítica era um dos 

maiores limitadores, já que para os materiais conhecidos na época era muito baixa, 

fato solucionado com a descoberta dos supercondutores de altas temperaturas críti-

cas (high – Tc) [15]. A teoria BCS não explica esta nova classe de supercondutores. 

De fato, ainda hoje não existe uma teoria para os high – Tc, apesar do seu uso práti-

co e suas aplicações serem amplamente difundidas. 

 Este trabalho está disposto em cinco capítulos. No capítulo seguinte é feita 

uma breve revisão dos elementos que servirão de base, para estabelecer a descri-

ção fenomenológica de transição de fase proposta no Capítulo 3 e para compreen-

der a visão microscópica abordada no Capítulo 4. Esta estrutura teórica contém os 
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fundamentos acerca do modelo dos elétrons independentes para os condutores 

normais e para os condutores perfeitos, expondo as discrepâncias com os super-

condutores. Estas divergências ocorrem principalmente devido ao efeito Meissner, o 

qual será explicado com eletromagnetismo clássico proposto pela teoria fenomeno-

lógica dos irmãos London.  

O terceiro Capítulo aprofunda o foco deste trabalho, introduzindo a teoria fe-

nomenológica de Ginzburg-Landau (GL), baseada na transição de fase. Esse capítu-

lo aborda os supercondutores de alta temperatura e é desenvolvida uma extensão 

do modelo de GL, propondo campos escalares complexos para descrever, através 

da energia livre de Gibbs, a mistura de duas fases supercondutoras distintas, coexis-

tentes na cerâmica Hg,Re – 1223, fazendo a análise com as fases separadas (ta-

manho de grão muito pequeno) e as fases unidas.  

No Capítulo 4 é estudada a teoria microscópica, o que possibilita a compre-

ensão da formação dos portadores de carga e o surgimento do gap de energia. 

Também é discutida a extensão proposta no capítulo três para explicar as duas fa-

ses coexistentes, segundo, porém, uma visão microscópica. 

Por fim, no Capítulo 5 encontram-se as considerações finais. 
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2 ELETROMAGNETISMO CLÁSSICO E INTRODUÇÃO À SU-

PERCONDUTIVIDADE 

2.1 Modelo de Drude

De modo geral, os metais são excelentes condutores de calor e eletricidade, o 

que justifica a construção de modelos que possibilitam sua compreensão e que per-

mitem o desenvolvimento de aplicações cotidianas. Baseando-se na teoria cinética 

dos gases ideias, P. Drude [4,5] formulou, em 1900, uma teoria sobre a condução 

elétrica e térmica em metais, com o intuito de fornecer algum esclarecimento, ainda 

que de forma aproximada e simples, acerca dessas propriedades. Outros estudos 

mais sofisticados corrigem as falhas do modelo de Drude e estendem sua análise, 

utilizando, entretanto, de ferramentas da teoria quântica [6].  

O modelo de Drude possui grande aplicabilidade apesar de sua evidente sim-

plicidade, sendo esta sua grande qualidade. Sua hipótese fundamental consiste em 

supor que os elétrons não interagem entre si (aproximação do elétron independente) 

e nem com os íons (aproximação do elétron livre). A rigor, as interações elétrons-

íons não são completamente ignoradas uma vez que os elétrons estão confinados 

ao metal. Supõe-se também que os elétrons livres são espalhados devido às vibra-

ções térmicas que deslocam íons de suas posições de equilíbrio e à presença de 

impurezas ou imperfeições na rede cristalina [15]. Já as velocidades com que os elé-

trons emergirão de uma colisão dependerá da temperatura da região. 

Nos materiais ôhmicos os elétrons fluem preferencialmente no sentido oposto 

ao da corrente, de acordo com a 1ª lei Ohm: 

i =
U

R
, 2.1 

escrita na versão original como sendo [16]: 

S =
A

L
, 2.2 

em que S é a magnitude da corrente em um circuito galvânico, A é a soma de todas 

as tensões e L é o comprimento reduzido total do circuito, isto é, as resistências 

apropriadas de todas as partes do circuito. 



20 
 

 

 No entanto, para suprimir a dependência da dimensão do material, sem per-

der a generalidade, a equação (2.1) é reescrita para um fio (por simplicidade) da se-

guinte forma, 

|J⃗|. A∗ =
|E⃗⃗⃗|. L∗

R
, 2.3 

|J⃗| =
|E⃗⃗⃗|. L∗

R. A∗
, 2.4 

mas, pela 2ª lei de Ohm: 

ρ(T) =
R. A∗

L∗
. 2.5 

Então: 

|J⃗| =
|E⃗⃗⃗|

ρ(T)
. 2.6 

A densidade de corrente elétrica (|J⃗|) é estacionária para um campo elétrico 

(|E⃗⃗⃗|) constante e a variável ρ(T) é a resistividade elétrica que é função da temperatu-

ra.  

Ao analisar a equação (2.6), nota-se que a densidade de corrente elétrica é in-

versamente proporcional à resistividade elétrica. Logo, para aumentar o valor da 

corrente deve-se estabelecer um método a fim de reduzir o valor da variável   

através de sua dependência. Este foi o objeto de estudo do professor da 

Universidade de Leiden, Onnes, Heike Kammerling [1].  

2.2 Supercondutividade: O início

No início do século XX, Onnes, H. Kammerling [1] buscava compreender a de-

pendência da resistividade elétrica em função da temperatura em metais. Ele acredi-

tava que ao diminuir a temperatura dos metais, a resistividade (e consequentemente 

a resistência) diminuiria como está ilustrado na Tabela 2.1. Para um metal, a resisti-

vidade pode ser modelada por [6,17]: 

ρ(T) = ρ0 + BT5, 2.7 

em que ρ0 (que é essencialmente independente da temperatura) é a resistividade 

proveniente dos espalhamentos causados pelos defeitos e pelas impurezas não 
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magnéticas. Já o segundo termo (BT5) é resultado dos espalhamentos pelas intera-

ções dos elétrons com os fônons.  

Ao analisar a equação (2.7) conclui-se que para metais perfeitamente puros, 

isto é, sem impurezas e sem defeitos na rede cristalina (ρ0 = 0), quando a tempera-

tura tende ao zero absoluto a resistividade também tende para zero. Contudo, para 

metais reais a temperatura converge para um valor residual não nulo, como ilustrado 

no Gráfico 1. 

Gráfico 1 – Variação da resistividade elétrica de metais em função da temperatura 

 

Fonte: 18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconductivity, Ox-

ford, Pergamon, 1988. 

A Tabela 2.1 fornece a resistividade de diversos metais em função da da tem-

peratura.  

Tabela 2.1: Resistividades elétricas (𝛍𝛀𝐜𝐦) de elementos selecionados 

Elemento 373 K 273 K 77 K 

Li 12,4 8,55 1,04 

Na Fundido 4,2 0,8 

K Fundido 6,1 1,38 

Rb Fundido 11,0 2,2 

Cs Fundido 18,8 4,5 

Cu 2,24 1,56 0,2 

Ag 2,13 1,51 0,3 

Au 2,84 2,04 0,5 

Be 5,3 2,8  
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Mg 5,6 3,9 0,62 

Ca 5,0 3,43  

Sr  23 7 

Ba  60 17 

Nb 19,2 15,2 3 

Fe 14,7 8,9 0,66 

Zn 7,8 5,5 1,1 

Cd  6,8 1,6 

Hg Fundido Fundido 5,8 

Al 3,55 2,45 0,3 

Ga Fundido 13,6 2,75 

In 12,1 8,0 1,8 

Tl 22,8 15 3,7 

Sn 15,8 10,6 2,1 

Pb 27,0 19,0 4,7 

Bi 156 107 35 

Sb 59 39 8 

Fonte, baseada em: 19  KAYE, G. W. C; LABY, T. H. Tables of Physical and Chemical Con-
stants. Londres: Longmans Green, 1966. 

Os estudos do professor Onnes avançaram significativamente depois de 1908 

[3], ano no qual conseguiu liquefazer o hélio pela primeira vez. Apenas três anos 

depois, ele observou que a resistência elétrica do mercúrio caía abruptamente para 

um valor irrisório à temperatura de 4,19K [1], como é ilustrado no Gráfico 2. 

Gráfico 2 - Resistência elétrica (Ω) do mercúrio em função da sua temperatura (K) 

 

Fonte: [1  ONNES, Heike Kamerlingh. Communications. Leiden 120b, 122b, 124c, 1911.  
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 A queda abrupta da resistência para um valor próximo de zero ao reduzir a 

temperatura para um valor inferior a um certo limite denominado temperatura crítica, 

TC (a qual é característica de cada material), não é um resultado previsto pelo mode-

lo de Drude. Este fenômeno descoberto por Onnes recebeu o nome de supercondu-

tividade, sendo o material associado a este comportamento chamado de supercon-

dutor.  Na tabela a seguir encontram-se alguns exemplos de elementos que apre-

sentam supercondutividade, com suas respectivas temperaturas críticas. 

Tabela 2.2: Exemplos de elementos químicos que apresentam o comportamento  
supercondutor e suas respectivas temperaturas críticas. 

Substância  Tc (K) 

Al 1.2 

Hg 4.1 

Nb 9.3 

Pb 7.2 

Sn 3.7 

Ti 0.39 

Tl 2.4 

V 5.3 

W 0.01 

Zn 0.88 

Zr 0.65 

Fonte: [17  ANNETT, James F.; Superconductivity, Superflu-
ids and Condensates. University Press, Oxford, p. 02-30, 

2003. 

A supercondutividade foi associada a supercondução até 1933, quando foi 

descoberta pelos físicos W. Meissner e R. Ochsenfeld uma característica mais fun-

damental para o comportamento supercondutor do que condutividade perfeita: o di-

amagnetismo perfeito (blindagem magnética). Este fenômeno, que está descrito na 

próxima secção, foi denominado de efeito Meissner-Ochsenfeld em homenagem aos 

seus descobridores [7].  

Apenas dois anos depois da descoberta de W. Meissner e R. Ochsenfeld, os 

irmãos London [17, 20, 21] criaram uma teoria fenomenológica para o estado super-

condutor capaz de  explicar satisfatoriamente a blindagem magnética através do ele-

tromagnetismo clássico [22] e do modelo de dois fluídos de elétrons [8,9]. 
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2.3 Efeito Meissner-Ochsenfeld e a Teoria De London 

Em 1933 os físicos Walter Meissner e Robert Ochsenfeld descobriram a caracte-

rística mais fundamental da supercondutividade, o efeito Meissner-Ochsenfeld [7], 

ao pesquisar o comportamento do campo magnético quando se variava a temperatu-

ra em amostras de estanho e chumbo [23] (as quais são substâncias superconduto-

ras, como pode ser verificado na Tabela 2.2). É graças a este fenômeno que, caso 

as amostras encontrem-se a temperatura inferior ao valor crítico, a indução magnéti-

ca total em seu interior é nula (B⃗⃗⃗ = 0), isto é, tornam-se diamagnetos perfeitos es-

pontaneamente, o que não ocorre nos condutores ideais o que deixou os pesquisa-

dores da época intrigados [15] (hoje já é sabido que a supercondutividade também 

depende da intensidade do campo aplicado). 

Para tentar explicar este novo comportamento da matéria, em 1935 foi elabora-

da uma teoria fenomenológica pelos irmãos Fritz e Heinz London [8]. Eles usaram 

argumentos empíricos para descrever o efeito Meissner e a supercondução. Esta 

teoria utiliza o eletromagnetismo clássico (equações de Maxwell [22]) e foi inspirada 

no modelo de dois fluidos, de Hendrik Brugt Gerhard Casimir e Cornelis Jacobus 

Gorter [10]. Eles propuseram que, abaixo da temperatura crítica (Tc), existem  dois 

tipos de densidade de elétrons de condução, a densidade de elétrons normais 

(nN(T)) e os “superelétrons” (nS(T)), que são aqueles que  não sofrem espalhamen-

tos devido às impurezas e nem pelas vibrações da rede, ou seja, não contribuem 

para a resistividade elétrica. Estes dois tipos de densidades de elétrons são funções 

da temperatura e coexistem assim como estados físicos distintos em uma transição 

termodinâmica. O número total de elétrons é dado por: 

n = nN(T) + nS(T) , 2.8 

em que,  

{
nS → n
nN → 0 , quando T ≪ Tc 2.9 

{
nS → 0
nN → n

, quando T = Tc. 2.10 

Define-se eS, mS e vS⃗⃗ ⃗⃗  como sendo respectivamente, a carga, a massa, e a velocida-

de dos superelétrons. Como eles se movem sem impedimento, ao aplicar um campo 
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magnético. Há indução de campo elétrico (E⃗⃗⃗) no material supercondutor, a equação 

de movimento para estes superelétrons fica escrita como 

dP⃗⃗⃗

dt
= −eS. E,⃗⃗⃗ ⃗ 2.11 

mS.
dvS⃗⃗ ⃗⃗ ,⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

dt
= −eS. E.⃗⃗⃗ ⃗ 2.12 

Se a densidade superficial de corrente é dada pela equação 

J𝑆⃗⃗ ⃗ = −nS. eS. vS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 2.13 

então, manipulando as equações (2.12) e (2.13) obtém-se: 

dJ𝑆⃗⃗ ⃗

dt
=

nS. eS
2

mS
. E⃗⃗⃗ . 2.14 

 Esta relação é conhecida como a primeira equação de London. Ela descreve a re-

sistividade nula, ou seja, a condução perfeita [24], o que fica evidente quando com-

parada com a equação (2.6). Em um condutor normal, devido a resistividade, é ne-

cessário que continue sendo aplicado um campo elétrico para manter os portadores 

de cargas em movimento.  

A lei de Faraday-Lenz [25] mostra que a variação do campo magnético no 

tempo gera um campo elétrico induzido, 

∇⃗⃗⃗ × E⃗⃗⃗ = −
∂B⃗⃗⃗

∂t
. 2.15 

Manipulando a equação (2.14) e substituindo em (2.15) obtém-se:  

mS

nS. eS
2
∇⃗⃗⃗ ×

dJ𝑆⃗⃗ ⃗

dt
= −

∂B⃗⃗⃗

∂t
, 2.16 

∂

∂t
(

mS

nS. eS
2
∇⃗⃗⃗ × J𝑆⃗⃗ ⃗ + B⃗⃗⃗) = 0. 2.17 

O termo entre parênteses da eq. (2.16) não depende explicitamente do tem-

po, logo pode-se igualá-lo a uma função vetorial que dependa explicitamente apenas 

das coordenadas espaciais F⃗⃗(r⃗). 

mS

nS. eS
2
∇⃗⃗⃗ × J𝑆⃗⃗ ⃗ + B⃗⃗⃗ = F⃗⃗(r⃗). 2.18 
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No domínio macroscópico (ou seja, em meios que podem ser polarizáveis e 

magnetizáveis, no caso, na amostra supercondutora), a lei de Ampère com a corre-

ção de Maxwell [25], mostra que correntes elétricas geram campo magnético: 

∇⃗⃗⃗ × H⃗⃗⃗ = J𝑆⃗⃗ ⃗ +
∂�⃗⃗⃗�

∂t
. 2.19 

Considerando que o campo elétrico induzido sobre a amostra supercondutora 

não varie no tempo (ou varie lentamente), 
∂D⃗⃗⃗

∂t
≪ 1. Logo, a corrente de deslocamento 

pode ser desconsiderada. Portanto, 

∇⃗⃗⃗ × H⃗⃗⃗ = J𝑆⃗⃗ ⃗, 2.20 

1

μ
. ∇⃗⃗⃗ × B⃗⃗⃗ = J𝑆⃗⃗ ⃗. 2.21 

Aplicando o operador rotacional na equação 2.21 e utilizando a identidade ve-

torial apresentada na equação 6.6 do APÊNDICE A, tem-se 

1

μ
. ∇⃗⃗⃗ × ∇⃗⃗⃗ × B⃗⃗⃗ = ∇⃗⃗⃗ × J𝑆⃗⃗ ⃗, 2.22 

1

μ
. ∇⃗⃗⃗(∇⃗⃗⃗ ∙ B⃗⃗⃗) −

1

μ0
. ∇⃗⃗⃗2B⃗⃗⃗ = ∇⃗⃗⃗ × J𝑆⃗⃗ ⃗, 2.23 

e como  ∇⃗⃗⃗ ∙ B⃗⃗⃗ = 0, 

∇⃗⃗⃗ × J𝑆⃗⃗ ⃗ = −
1

μ0
. ∇⃗⃗⃗2B,⃗⃗⃗⃗  2.24 

define-se o comprimento de penetração de London [26] como: 

λL = √
mS

μ. nS. eS
2
, 2.25 

utilizando (2.25) e (2.24) em (2.18), pode-se escrever finalmente 

−λL
2. ∇⃗⃗⃗2B⃗⃗⃗ + B⃗⃗⃗ = F⃗⃗(r⃗). 2.26 

Esta equação diferencial ordinária linear de segunda ordem descreve o compor-

tamento do campo magnético no interior da amostra, a qual poderia ser supercondu-

tora ou apenas uma condutora perfeita em uma temperatura muito baixa, próxima do 

zero absoluto, uma vez que não há resistividade elétrica. A figura a seguir mostra o 

comportamento da indução magnética total no interior de uma amostra que se torna 

um condutor perfeito, composta pelo campo magnético aplicado mais a densidade 

de fluxo magnético que se opõe, gerada pelas correntes de superfície, denominadas 

de correntes de blindagem. 
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Figura 2.1: Comportamento da indução magnética total no interior de um condutor perfeito. A amos-
tra é resfriada num campo magnético aplicado inicialmente nulo. Em seguida, aplica-se um campo 

magnético. 
Fonte: Baseado em 18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconducti-

vity, Oxford, Pergamon, 1988. 

Uma amostra, que se torna supercondutora ao ser resfriada, nas mesmas condi-

ções da anterior se comporta de modo idêntico: 

 
Figura 2.2: Comportamento da indução magnética total no interior de um supercondutor. A amostra é 
resfriada num campo magnético aplicado inicialmente nulo. Em seguida, aplica-se um campo magné-

tico. 
Fonte: Baseado em 18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconducti-

vity, Oxford, Pergamon, 1988. 

A Figura 2.3 representa o esquema em que é utilizada uma amostra que se tor-

na um condutor perfeito. Inicialmente aplica-se um campo magnético. Em seguida, o 

campo é retirado e correntes são induzidas na superfície da amostra, de forma a 

manter o fluxo magnético no seu interior, resultando em uma magnetização perma-

nente do material, já que não apresenta resistividade. 
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Figura 2.3: Comportamento da indução magnética total no interior de um condutor perfeito. Amostra 
resfriada numa região em que o campo magnético aplicado é diferente de zero. 

Fonte: Baseado em 18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconductivi-
ty, Oxford, Pergamon, 1988. 

Comparando a  Figura 2.1 com a Figura 2.3, fica evidente que para o condutor 

perfeito o estado de magnetização é determinado pela ordem das condições exter-

nas. Porém, como pode ser visto na  Figura 2.4, em uma amostra supercondutora o 

estado de magnetização é exatamente o mesmo para condições externas idênticas 

e independe da sequência com que as condições foram obtidas  

 

Figura 2.4: Comportamento da indução magnética total no interior de um supercondutor. Amostra 
resfriada numa região em que o campo magnético aplicado é diferente de zero. 

Fonte: Baseado em 18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconductivi-
ty, Oxford, Pergamon, 1988. 
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O resultando é que a indução magnética total sempre é nula no interior da 

amostra supercondutora. Portanto, como não há resposta magnética, F⃗⃗(r⃗) = 0 na 

equação  2.26, que fica: 

∇⃗⃗⃗2B⃗⃗⃗ =
1

λL
2 . B⃗⃗⃗. 2.27 

Por conveniência matemática, mas sem perder a generalidade dos resulta-

dos, suponha que o campo B⃗⃗⃗ tenha apenas a componente da direção k̂ e que de-

penda apenas de x, então: 

B⃗⃗⃗  = B⃗⃗⃗(x)k̂. 2.28 

𝜕2B(x) 

∂x2
=

1

λL
2 B(x). 2.29 

B(x) = B0e
−x

λL
⁄ + B1e

x
λL

⁄ . 2.30 

A constante B1 é nula, já que o campo magnético tem que ser limitado quando x →

∞. Logo, 

B(x) = B0e
−x

λL
⁄ . 

2.31 

O campo magnético decresce exponencialmente ao penetrar na amostra su-

percondutora até se tornar nulo em seu interior. Este comportamento descreve o 

efeito Meissner. A variável λL mede a distância de penetração na qual o campo é 

apreciável. Ela depende indiretamente da temperatura, já que depende de 𝑛𝑆(T). 

Então, quanto maior for a densidade de superelétrons, menor será a penetração do 

campo na amostra (veja equação 2.25). 

 

Figura 2.5: Comportamento do campo magnético no interior de uma amostra supercondutora semi-
infinita. 

Fonte:18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconductivity, Oxford, 
Pergamon, 1988. 
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Como o campo magnético no interior do supercondutor é nulo e para garantir 

as condições de contorno, já que o campo magnético e a corrente supercondutora 

são superficiais na a amostra supercondutora, a equação 2.21 pode ser reescrita 

sem perda de generalidade como: 

1

μ0
. ∇⃗⃗⃗ × B⃗⃗⃗ = J𝑆⃗⃗ ⃗, 2.32 

como consequência, o comprimento de penetração de London fica definido como 

sendo: 

λL = √
mS

μ0. nS. eS
2

 2.33 

 Utilizando as equações (2.28), (2.32): 

∇⃗⃗⃗2J𝑆⃗⃗ ⃗ =
1

λL
2 . J𝑆⃗⃗ ⃗. 2.34 

 É de se esperar que a resposta da equação 2.34 tenha a cara da eq. 2.31, 

sugerindo que a corrente dos superelétrons são superficiais. 

Como foi visto no decorrer deste capítulo, as equações da teoria de London 

descrevem a resistividade elétrica nula e o efeito Meissner através da teoria clássica 

do eletromagnetismo. Porém estas equações foram ser encontradas no próximo ca-

pítulo, a partir de uma teoria desenvolvida anos depois por Ginzburg e Landau. Para 

isso, é preciso minimizar a energia livre em um sistema com a presença de um cam-

po magnético externo suficientemente pequeno. O próximo capítulo também descre-

verá o processo termodinâmico que é responsável pela transição de fase nos super-

condutores de baixa temperatura e depois será proposta uma extensão deste mode-

lo para supercondutores de alta temperatura com uma mistura de fases coexistindo.  
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3 TRANSIÇÃO DE FASE SUPERCONDUTORA 

Em 1950 os físicos russos, Vitaly Lazarevich Ginzburg e Lev Davidovich Lan-

dau, elaboraram uma teoria fenomenológica para a supercondutividade [11]. Porém, 

a ideia foi desconstruída em 1959 por Gor’kov [27] ao mostrar que esta teoria pode-

ria ser derivada da teoria microscópica BCS (tratada no próximo capítulo), ou seja, 

deixando de ser consequência de argumentos empíricos para ser uma consequência 

da teoria microscópica em um limite adequado.  

Uma transição de fase consiste na alteração de simetria entre os estados. 

Nisso basearam-se os russos para explicar a transição do estado normal para o es-

tado supercondutor, pautando-se em princípios termodinâmicos e encarando-os co-

mo fases distintas, como ocorre por exemplo, na mudança de estado físico da maté-

ria do sólido para o líquido, entre outras. Nesta última, os parâmetros relevantes são 

as variáveis p (pressão) e V (volume). Já na transição de fase do estado normal para 

o estado supercondutor, serão utilizadas as variáveis H⃗⃗⃗ (campo intensidade magné-

tica) e a M⃗⃗⃗⃗ (magnetização) [17].   

3.1 Transição de fase para supercondutores do Tipo I 

Para mostrar a estabilidade do estado supercondutor e que na ausência de 

campo magnético a transição de fase é de segunda ordem. É utilizada uma amostra 

de formato cilíndrico, de área transversal A, muito longa em comparação com suas 

outras dimensões, e com o seu eixo na direção z⃗, envolta em um solenoide percorri-

do por uma corrente I, conforme mostrado na figura a seguir. 

  
Figura 3.1:  Amostra supercondutora no interior de um solenoide.  

Baseado em [29]. 
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O trabalho magnético feito apenas na amostra supercondutora é dado por 

(APÊNDICE 6.3):  

dW = μ0VH⃗⃗⃗ ∙ dM⃗⃗⃗⃗ . 3.1 

Pela primeira lei da termodinâmica: 

dU = TdS + dW, 3.2 

ou seja, para a amostra supracitada: 

dU = TdS + μ0VH⃗⃗⃗ ∙ dM⃗⃗⃗⃗. 3.3 

A entropia e a magnetização não são as variáveis mais adequadas para serem 

usadas uma vez que não podem ser medidas diretamente em laboratório, como é 

caso por exemplo do campo magnético H⃗⃗⃗, que está ligado diretamente à corrente. 

Este fato inviabiliza a utilização prática da energia interna, portanto mais vantajosa é 

a análise através da energia livre de Gibbs: 

dG(T, H⃗⃗⃗) = −SdT − μ0VM⃗⃗⃗⃗ ∙ dH⃗⃗⃗ . 3.4 

A transição de fase para supercondutores do tipo I é descrita no gráfico seguin-

te (Figura 3.2): 

 

Figura 3.2: Diagrama de fase para o estado supercondutor tipo I. 
Baseado : [17  ANNETT, James F.; Superconductivity, Superfluids and Condensates. University 

Press, Oxford, p. 02-30, 2003. 

 

Em uma transformação isotérmica (dT = 0) é possível analisar a diferença de 

energia entre os estados supercondutor e normal. Para isso, integramos a equação 

3.4 na linha vertical como mostrado na Figura 3.3 para o estado supercondutor:  

∫ dgS(T, H⃗⃗⃗)
H⃗⃗⃗c

0

= ∫ μ0H⃗⃗⃗ ∙ dH⃗⃗⃗
H⃗⃗⃗c

0

, 
 

3.5 
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gS(T, H⃗⃗⃗c) − gS(T, 0) = μ0

H⃗⃗⃗c

2

2
. 

 

3.6 

 

 

Figura 3.3: Caminho vertical para a transformação do supercondutor para o normal. 
Fonte: [17  ANNETT, James F.; Superconductivity, Superfluids and Condensates. University Press, 

Oxford, p. 02-30, 2003. 

Já para o estado normal, 

gn(T, H⃗⃗⃗c) − gn(T, 0) = 0. 3.7 

No ponto onde haverá a transição de fase (H⃗⃗⃗ = H⃗⃗⃗c), deve haver equilíbrio ter-

modinâmico. Isto quer dizer que:  

gs(T, H⃗⃗⃗c) = gn(T, H⃗⃗⃗c). 3.8 

Combinando as equações 3.6, 3.7 e 3.8: 

gS(T, 0) − gn(T, 0) = −μ0

H⃗⃗⃗c

2

2
. 3.9 

Observa-se então que a densidade de energia livre no estado supercondutor é 

menor que a do estado normal, confirmando que o estado supercondutor é estável. 

Logo, a transição normal → supercondutor ocorre de forma natural e espontânea pa-

ra valores de temperatura abaixo de Tc.  A equação (3.9) define a chamada energia 

de condensação.  

A densidade de entropia pode ser obtida das equações (3.4) e (3.8) e uma va-

riação infinitesimal do tipo (T, H) → (T + δT, H + δH): 

sS(T, H⃗⃗⃗c) − sn(T, H⃗⃗⃗c) = −μ0. Hc

dHc

dT
. 3.10 
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3.2 Energia Livre de Gibbs – Sistema Homogêneo  

Para a quebra espontânea de simetria na transição supercondutora, foi postu-

lado por Ginzburg-Landau um parâmetro de ordem complexo ψ, associado com o 

campo escalar. A ideia de usar um parâmetro de ordem não era inédita, tendo sido 

utilizada anteriormente em 1937 pelo próprio Landau para elucidar a transição de 

fase dos materiais ferromagnéticos [12, 28]. Ele formulou um modelo baseado em 

um parâmetro de ordem M⃗⃗⃗⃗ (magnetização espontânea), tal que acima da temperatu-

ra de Curie o estado era de desordem, ou seja, o parâmetro é nulo exceto abaixo 

dessa temperatura [17]. 

Análogo ao que ocorre com a magnetização nos ferromagnéticos, o parâme-

tro de ordem ψ é não nulo abaixo da temperatura crítica (Tc), ou seja, na fase super-

condutora, e nulo na fase normal, no estado de desordem, 

{
ψ ≠ 0
ψ = 0

T < Tc

T > Tc

supercondutor
normal

. 
3.11 

A variação da densidade da energia livre de Gibbs do estado supercondutor, 

na ausência de campo magnético externo (ou seja, para um sistema homogêneo), é 

uma transição de fase de segunda ordem e pode ser expandida em uma série de 

potência em função deste parâmetro ψ.  

gs = A(T) + B(T)ψ + C(T)ψψ∗ + D(T)ψψ∗ψ + E(T)ψψ∗ψψ∗ ⋯. 3.12 

Deseja-se observar e descrever o comportamento próximo à temperatura crí-

tica, contudo, quanto mais próxima a temperatura da amostra estiver de Tc, menor 

será ψ de modo que os termos de ordem superior podem ser desprezados. Além 

disso, a energia é real e ψ é complexo, logo os coeficientes que multiplicam os ter-

mos de expoentes ímpares devem ser nulos. No limite onde T = Tc,  

{
ψ = 0
gs = gn

, 3.13 

Observe-se ainda que a equação (3.12) pode ser escrita como: 

gs − gn = C(T)|ψ|2 + E(T)|ψ|4. 3.14 
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Para determinar os sinais dos coeficientes C(T) e E(T), será feita uma análise 

do comportamento das funções |ψ|2  e |ψ|4, e do estudo do comportamento da 

variação da energia livre de Gibbs em função do parametro de ordem. 

Gráfico 3: Análise da diferença de densidade livre de energia em função do parâme-
tro de ordem. 

 

 

Se  E(T) porventura for negativo, acarreta um comportamento para gs − gn 

ilustrado nos gráficos a seguir: 

Gráfico 4: Comportamento da diferença de densidade da energia livre em função do 

parâmetro de ordem, levando em consideração C(T) e E(T)  negativos. 
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Gráfico 5: Comportamento da diferença de densidade da energia livre em função do 

parâmetro de ordem, levando em consideração C(T) positivo e E(T)  negativo. 

 

 

 

Um estudo do Gráfico 4 e do Gráfico 5 evidencia que não existe um mínimo 

finito de energia quando E(T) < 0, então para haver supercondutividade, E(T) > 0 

para qualquer valor de temperatura. Além disso, o C(T) dever ser negativo, pois se 

T = Tc, o conjunto de equações (3.13) são satisfeitas, então se C(T) e E(T) forem 

positivos o único mínimo de energia possível seria o trivial, não havendo portanto a 

supercondutividade.  

Gráfico 6: Comportamento da diferença de densidade da energia livre em função do 

parâmetro de ordem, levando em consideração C(T) e E(T)  positivos. 
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Naturalmente, o caso de interesse neste trabalho ocorre para  C(T) negativo, 

o que proporciona um mínimo de energia para um parâmetro de ordem diferente de 

zero. Impondo-se as seguintes aproximações: 

C(T) ≈ a. (T − Tc) 3.15 

E(T) ≈
b

2
, 3.16 

em que a e b são parâmetros fenomenológicos positivos. O denominador da equa-

ção (3.16), é apenas um subterfúgio matemático que será compreendido no decorrer 

dos cálculos adiante. A densidade mínima de energia a partir da equação 

∂gs

∂|ψ|2
= C(T) + 2. E(T). |ψ|2 = 0, 3.17 

|ψ|2 = −
C(T)

2. E(T)
, 3.18 

com |ψ|2 sempre não negativo. 

De maneira análoga, usando a equações (3.14 e 3.16): 

∂gs

∂|ψ|2
= C(T) + b. |ψ|2 = 0, 3.19 

|ψ|2 = −
C(T)

b
. 3.20 

Esta equação expressa o gap supercondutor como o mínimo de energia livre 31]. 

Reescrevendo a equação (3.14), utilizando os (3.15), (3.16) e (3.20) tem-se: 

gs − gn = C(T)|ψ|2 + E(T)|ψ|4 = −
a2(T − Tc)

2

2b
, 3.21 

confirmando que: 

I) o estado supercondutor é estável (∆g < 0), assim como foi feito na (3.9); 

II) gs = gn, para (T = Tc). 

Igualando as equações (3.9) e (3.21), tem-se: 

gs − gn = −μ0

H⃗⃗⃗c

2

2
= −

a2(T − Tc)
2

2b
. 3.22 
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Gráfico 7: “Chapéu Mexicano”. Diferença de densidade livre de energia em 

função do parâmetro de ordem, para C negativo. 

 

O campo crítico pode ser obtido nas proximidades da temperaura crítica a partir da 

relação 

H⃗⃗⃗c =
1

√bμ0

. 𝑎. (T − Tc) . 3.23 

 

Usando as equações. (3.10) e (3.21) pode-se obter: 

ss − sn =
a2(T − Tc)

b
. 3.24 

Como b é um valor sempre positivo, constata-se que:  

I) Para T = Tc , não há variação de entropia acarretando a ausência calor la-

tente e consequentemente uma transição termodinâmica de segunda or-

dem; 

ss = sn, 3.25 

II)  Para  T < Tc, a densidade de entropia do estado supercondutor é menor 

que para do estado normal, 

sn − ss > 0 , 3.26 

o que condiz com os resultados já obtidos anteriormente. 
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Como foi observado até agora numa amostra inteiriça (posteriormente enca-

rada como um grão), o parâmetro de ordem é um valor complexo, como na super-

fluidez do Hélio, se ele puder ser encarado como uma função de onda macroscópi-

ca. Então: 

{
ψ =  a1(T). ∅1

∅1 = n1. e
i.φ1

. 3.27 

∆g = gsH − gn = C(T). ψ∗ψ +
b

2
. (ψ∗ψ)2. 3.28 

Substituído a equação (3.20) em (3.28), tem-se 

∆gmin =
C(T)

2
. (ψ∗ψ). 3.29 

∆gmin =
C(T)

2
. (a1(T). ∅1

∗
). (a1(T). ∅1), 3.30 

∆gmin =
C(T)

2
. (a1

2(T). ∅1
∗∅1). 3.31 

∆gmin =
C(T)

2
. [(a1

2(T). n1. e
−i.φ1 . n1. e

i.φ1) 3.32 

∆gmin =
C(T)

2
. (n1). [a1

2(T)]. (n1) 3.33 

λ = a1
2(T)  3.34 

3.3 Extensão da Energia Livre de Gibbs – Duas Fases 

O ano de 1986 foi um grande marco para os supercondutores. Os pesquisado-

res da IBM, Georg Bednorz e Alex Müller descobriram o primeiro supercondutor de 

alta temperatura crítica (também conhecido como high-Tc ou HTSC) [32,33], o que 

lhes rendeu o prêmio Nobel um ano depois. Esta nova classe de supercondutores, 

possui características muito peculiares. Como exemplo, pode-se citar os materiais 

cerâmicos, os quais são, a priori, isolantes (em si um fato intrigante ou mesmo um 

paradoxo), o que diverge dos supercondutores da época, que eram metálicos. Até 

esta incrível descoberta, os supercondutores “comuns”, (tratados pela teoria micros-

cópica, apresentada no próximo capítulo), tinham temperaturas críticas muito baixas 

[ 34], até aproximadamente 30K.  

Até hoje não existe uma teoria que modele e explique satisfatoriamente os 

high-Tc. Neste sentido, o foco deste trabalho será a cerâmica a base de mercúrio, 

https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Georg_Bednorz
https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Alexander_M%C3%BCller
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mais especificamente a família  HgBa2Can−1CunO2n+2+δ (Hg – 12(n-1)n), com o que 

se espera contribuir para o entendimento e elaboração de uma teoria abrangente. O 

primeiro composto desta família foi o Hg – 1201 (HgBa2CuO4+δ sintetizado por Putilin 

e seus colaboradores em 1993 [35]), apresentando os incríveis 94 K para a tempera-

tura crítica, mais que o triplo se comparado com o da maior temperatura crítica para 

os metálicos, abrindo as portas para o desenvolvimento de novos cupratos desta 

série, com valores ainda maiores de Tc, aumentando a pressão hidrostática externa 

ou usando dopagem flúor [36, 37, 38]. 

 

Figura 3.4: Estruturas cristalinas da família Hg – 12(n-1)n para n= (1, 2, 3, 4). 

 Na figura acima, os planos CuO estão em destaque e como precocemente 

poderia se intuir, aumentá-los não significa obrigatoriamente aumentar a temperatu-

ra crítica. 

A importância dos HTSC é inegável, principalmente na área das aplicações 

tecnológicas, como por exemplo, em dispositivo de proteção elétrica [39 - 42], em 

sistemas de energia [ 43 - 46], entre outros [47 - 49]. Porém, para que haja prosperi-

dade com respeito a evolução das aplicações no cotidiano, ainda é necessária uma 

otimização na síntese das amostras [50 - 52], na temperatura crítica, no entendimen-

to da influência dos tratamentos térmicos e principalmente nas propriedades de 

transporte, que podem ser limitadas pelos defeitos no interior dos grãos ou restringi-
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das pelos limites destes grãos (fronteira). Dito isso, é imprescindível o desenvolvi-

mento na compressão das propriedades físicas dos condutores policristalinos.   

Supercondutores granulares apresentam estruturas de cristal em camadas 

[53], o pseudogap [54], separação de fase eletrônica [55 - 57], que são característi-

cas especiais, o que justifica o empenho da comunidade científica na busca de ex-

plicações dos resultados experimentais [58, 59]. 

Neste trabalho foi utilizada a amostra policristalina o Hg – 1223 

(HgBa2Ca2Cu3O8+δ), com o precursor com teor ótimo de oxigênio, o que melhora a 

conectividade intergrain (nos limites, fronteiras dos grãos) [60, 61]. Para ser mais 

preciso, a amostra foi dopada com Rênio (Hg0.82Re0.18Ba2Ca2Cu3O8.76) para que não 

houvesse perdas nas propriedades supercondutoras causadas pelo processo de 

envelhecimento [66, 67]. O fato de dopar a amostra, não altera a estrutura cristalina, 

apenas dificulta a entrada de carbono [68] na posição do mercúrio, consequente-

mente dificultando a contaminação pelo CO2.   

 

Figura 3.5: Estruturas cristalinas do Hg – 1223 e do Hg, Re – 1223  

A dopagem com Rênio causa a separação de duas fases sólidas coexistentes 

[69], a HgBa2Ca2Cu3O8+δ (Hg – 1223) e a  HgxRe1−xBa2Ca2Cu3O8+δ  (Hg,Re – 1223), 
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porém quando a amostra supercondutora é inteiriça (pastilha), a resposta ao campo 

magnético ocorre de forma coletiva e única, com apenas uma temperatura crítica de 

133 K, como é ilustrado na figura a seguir. 

 

 

Figura 3.6: Susceptibilidade magnética ac em função da temperatura para diferentes granulosidades 
(maiores que 1𝛍m) 

Fonte: [31  ELEUTERIO, F. H. S. AMORIM, L. S., BELICH, H., ORLANDO, M. T. D., PASSOS, C. A. 

C., e ORTIZ, J. E. Two Mixed Superconducting Phases in (Hg, Re)-1223 Ceramics. Journal of Super-

conductivity and Novel Magnetism, v. 27, n. 12, p. 2679-2684, 2014. 

Os resultados mostram que para tamanhos maiores que 1μm não há sinal da 

fase extra. Rescrevendo a equação (3.28) tem-se 

∆g = gsH − gn = C(T). X∗X +
b

2
. (X∗X)2, 3.35 

sendo que para cada fase há um termo ∅ diferente [70, 71]. Porém, é proposto um 

campo escalar complexo da forma: 

{

X =  a1(T). ∅1 + i. a2(T). ∅2

∅1 = n1. e
i.φ1

∅2 = n2. e
i.φ2

, 3.36 

A fim de minimizar a energia proposta pela eq. (6.16), pode-se escrever: 

∂gsH

∂(X∗X)
= 0, 3.37 

C(T) + b. (X∗X) = 0, 3.38 
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b = −
C(T)

(X∗X)
. 3.39 

Substituindo (3.39) em (6.16), encontra-se: 

∆gmin = C(T). X∗X −
𝐶(T)

2. (X∗X)
. (X∗X)2, 3.40 

∆gmin =
C(T)

2
. (X∗X). 3.41 

Porém, utilizando a definição do campo escalar X dada pela eq. (3.36) na eq.(3.41) e 

em virtude da presença de dois campos escalares, obtém-se: 

∆gmin =
C(T)

2
. (a1(T). ∅1

∗
− i. a2(T)∅2

∗
). (a1(T). ∅1 + i. a2(T). ∅2), 3.42 

∆gmin =
C(T)

2
. (a1

2(T). ∅1
∗∅1 + i. a1(T). a2(T). ∅1

∗
∅2 − i. a1(T). a2(T). ∅2

∗
∅1

+ a2
2(T). ∅2

∗
∅2). 

3.43 

Utilizando os valos de ∅1 e ∅2 (eq. 3.36) em (3.43): 

∆gmin =
C(T)

2
. [(a1

2(T). n1. e
−i.φ1 . n1. e

i.φ1) + i. a1(T). a2(T). (n1. e
−i.φ1n2. e

i.φ2)

− i. a1(T). a2(T). (n2. e
−i.φ2 . n1. e

i.φ1) + a2
2(T)(n2. e

−i.φ2 . n2. e
i.φ2)], 

3.44 

∆gmin =
C(T)

2
. [a1

2(T). n1. n1 + i. a1(T). a2(T). n1. n2. e
i.(φ2−φ1)

− a1(T). a2(T). i. n2. n1. e
−i.(φ2−φ1) + a2

2(T). n2. n2]. 

3.45 

Escrevendo a eq. (3.45) na forma matricial obtém-se:  

∆gmin = 

C(T)

2
. (n1 n2) [

a1
2(T) i. a1(T). a2(T). ei.(φ2−φ1)

−i. a1(T). a2(T). e−i.(φ2−φ1) a2
2(T)

] (
n1

n2
). 

3.46 

Os autovalores da matriz de (3.46) podem então ser obtidos: 

|
a1

2(T) − λ i. a1(T). a2(T). ei.(φ2−φ1)

−i. a1(T). a2(T). e−i.(φ2−φ1) a2
2(T) − λ

| = 0, 3.47 
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(a1
2(T) − λ). (a2

2(T) − λ) − a1
2(T). a2

2(T) = 0 3.48 

a1
2(T). a2

2(T) − a1
2(T). λ − a2

2(T). λ + λ2 − a1
2(T). a2

2(T) = 0 3.49 

−λ. (a1
2(T) + a2

2(T) − λ) = 0 3.50 

{
λ1 = 0

λ2 = a1
2(T) + a2

2(T)}
, 3.51 

Há apenas um autovalor diferente do trivial, na forma de a1
2(T) + a2

2(T), refletindo a 

contribuição das duas fases, porém em uma resposta única. Não há divergência em 

relação ao encontrado no modelo tradicional, no qual é inviável a distinção de um ou 

dois tipos de superfluido na condensação, como foi encontrado na equação (3.34), 

com apenas uma fase, apresentando apenas uma resposta magnética, conforme 

pode ser observado na Figura 3.7: 

 

 

Figura 3.7: Modelo fenomenológico proposto para as duas fases estruturais intrínsecas apresentadas 
nas amostras da cerâmicos (Hg, Re) -1223 inteiriça (maior que 1𝝁m). 

Fonte: [31  ELEUTERIO, F. H. S. AMORIM, L. S., BELICH, H., ORLANDO, M. T. D., PASSOS, C. A. 

C., e ORTIZ, J. E. Two Mixed Superconducting Phases in (Hg, Re)-1223 Ceramics. Journal of Super-

conductivity and Novel Magnetism, v. 27, n. 12, p. 2679-2684, 2014. 

 

Por outro lado, ao triturar a amostra supercondutora reduzindo a dimensão ao 

pó (para a amostra testada, valores inferiores a 1μm), com tamanho médio de partí-

culas de 600 nm separadas por uma distância de 1000 nm e depositadas em um 

filme isolante, é observado que a resposta coletiva se dá de duas formas distintas, 

com duas respostas magnéticas distintas, verificando-se a existência de duas tem-

peraturas críticas bem diferentes, 98K e 133 K [68]: 
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Figura 3.8: Susceptibilidade magnética ac em função da temperatura para diferentes granulosidades 
(menores que 1𝝁m) 

Fonte: [31  ELEUTERIO, F. H. S. AMORIM, L. S., BELICH, H., ORLANDO, M. T. D., PASSOS, C. A. 

C., e ORTIZ, J. E. Two Mixed Superconducting Phases in (Hg, Re)-1223 Ceramics. Journal of Super-

conductivity and Novel Magnetism, v. 27, n. 12, p. 2679-2684, 2014. 

 

Além do mais, ao estudar os resultados obtidos do padrão de difração de rai-

os X realizado na linha específica do Laboratório Brasileiro de Luz Sincrotron (LNLS) 

em Campinas, no estado de São Paulo foi confirmada a existência de duas estrutu-

ras coexistindo. Através do refinamento Rietveld de alta qualidade, pôde-se observar 

uma fase extra de Hg -1223 além da fase principal de Hg,Re – 1223 [62, 63], fato 

primeiramente verificado por Passos e colaboradores [64], na difração anômala de 

raio X em 8,950 eV (dispersão convencional) e 10,600 eV (dispersão anômala)  [65], 

revelando que a fase principal rica em oxigênio teve um tamanho médio de cristalito 

maior que o dobro do tamanho do cristalito da fase extra (inferior à 50 nm).  Na Figu-

ra 3.9 é mostrado o padrão de difração típico do Hg, Re -1223. A análise detalhada 

do pico 001 evidencia uma forte assimetria. 
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Figura 3.9: Padrão de difração de raio X para amostras de (Hg,Re) -1223. 

Fonte : [31  ELEUTERIO, F. H. S. AMORIM, L. S., BELICH, H., ORLANDO, M. T. D., PASSOS, C. A. 

C., e ORTIZ, J. E. Two Mixed Superconducting Phases in (Hg, Re)-1223 Ceramics. Journal of Super-

conductivity and Novel Magnetism, v. 27, n. 12, p. 2679-2684, 2014. 

 

Ao analisar o primeiro pico em um difractômetro sincrotron de resolução mais 

alta, verifica-se um dupleto, o que corrobora com as duas fases coexistentes. Este 

fato está ilustrado na figura a seguir, onde o pico inferior retrata a fase principal e o 

maior a fase extra:  

 

Figura 3.10: Detalhe do pico (001) do padrão de difração de raio X para amostras de (Hg,Re) -1223. 

Fonte: [31  ELEUTERIO, F. H. S. AMORIM, L. S., BELICH, H., ORLANDO, M. T. D., PASSOS, C. A. 

C., e ORTIZ, J. E. Two Mixed Superconducting Phases in (Hg, Re)-1223 Ceramics. Journal of Super-

conductivity and Novel Magnetism, v. 27, n. 12, p. 2679-2684, 2014. 
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Logo, se a amostra não for inteiriça e estiver pulverizada, é possível isolar as 

partículas e assim observar empiricamente duas temperaturas críticas, cada uma 

atribuída a uma fase, já que não haverá tunelamento Josephson. Encontra-se assim 

consequentemente duas energias e portanto, a contra-diagonal da matriz (3.46) tem 

que ser nula: 

∆gmin =
C(T)

2
. (n1 n2). [

a1
2(T) 0

0 a2
2(T)

] . (
n1

n2
). 3.52 

Então, os autovalores da matriz de (3.52) serão: 

|
a1

2(T) − λ 0

0 a2
2(T) − λ

| = 0, 3.53 

(a1
2(T) − λ). (a2

2(T) − λ) = 0 3.54 

{
λ1 = a1

2(T)

λ2 = a2
2(T)

 3.55 

Obtém-se então dois autovalores distintos. Analisando a eq. (3.55), é possível ob-

servar dois autovalores semelhantes ao da equação (3.34). Conclui-se que, a amos-

tra de Hg,Re – 1223 em pó apresentou duas fases distintas (Hg,Re – 1223 e Hg – 

1223) que não interagem entre si e se comportam como dois supercondutores distin-

tos.  

 

Figura 3.11: Modelo fenomenológico proposto para as duas fases estruturais intrínsecas apresenta-
das nas amostras da cerâmicos (Hg, Re) -1223 pulverizadas (menor que 1𝝁m).  

Fonte : [31  ELEUTERIO, F. H. S. AMORIM, L. S., BELICH, H., ORLANDO, M. T. D., PASSOS, C. A. 

C., e ORTIZ, J. E. Two Mixed Superconducting Phases in (Hg, Re)-1223 Ceramics. Journal of Super-

conductivity and Novel Magnetism, v. 27, n. 12, p. 2679-2684, 2014. 

Se existem duas temperaturas críticas, então há duas energias de condensa-

ção (Ec = KBTC): 
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{
EC1 = 1 146,061. 10−5eV

EC2 = 988,617. 10−5eV
 

3.4 Energia Livre de Gibbs – Sistema Não Homogêneo  

Analisando o parâmetro de ordem e interpretando-o como uma função de onda 

macroscópica dos superéletrons, com uma dependência das coordenadas espaciais 

(�⃗�), então 𝛙(�⃗�).𝛙∗(�⃗�), está associada a supercorrente formada pelos pares de elé-

trons (mais tarde conhecidos como pares de Cooper [74] mostrando que a teoria GL 

pode ser obtida pela teoria a microscópica em um caso limite, conforme mostrado 

por Gor’kov [27]. 

Para a presença de um campo magnético externo H⃗⃗⃗0, Ginzburg e Landau 

postularam que a densidade de energia livre seria dada por: 

gsH = gn + C|ψ(r⃗)|2 +
b

2
|ψ(r⃗)|4 +

|−iℏ∇⃗⃗⃗ψ(r⃗) − (2e)A⃗⃗⃗ψ(r⃗)|
2

2(2m)
+

μ0(H⃗⃗⃗)
2

2
+ μ0H⃗⃗⃗ ∙ M⃗⃗⃗⃗ 

 

3.56 

Pelo efeito Meisser: 

M⃗⃗⃗⃗ = −H⃗⃗⃗0, 3.57 

logo: 

∆gsH = C|ψ(r⃗)|2 +
b

2
|ψ(r⃗)|4 +

|−iℏ∇⃗⃗⃗ψ(r⃗) − (2e)A⃗⃗⃗ψ(r⃗)|
2

2(2m)
+

μ0(H⃗⃗⃗)
2

2
− μ0H⃗⃗⃗ ∙ H⃗⃗⃗0. 3.58 

O termo 

|−iℏ∇⃗⃗⃗ψ(r⃗) − (2e)A⃗⃗⃗ψ(r⃗)|
2

2(2m)
, 

 

3.59 

representa a energia cinética do par de elétrons que constituem a supercorrente, já a 

parcela 

μ0

(H⃗⃗⃗)
2

2
− μ0H⃗⃗⃗ ∙ H⃗⃗⃗0, 

 

3.60 

é a densidade de energia magnética. 

Integrando a eq. (3.58) no volume do supercondutor obtém-se: 

∆GsH = ∫ {C|ψ(r⃗)|2 +
b

2
|ψ(r⃗)|4 +

|−iℏ∇⃗⃗⃗ψ(r⃗) − (2e)A⃗⃗⃗ψ(r⃗)|
2

2(2m)
+ μ0

(H⃗⃗⃗)
2

2
           

V

− μ0H⃗⃗⃗  ∙ H⃗⃗⃗0} d3r⃗, 

 

 

3.61 
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GsH é um funcional de ψ(r⃗), ψ∗(r⃗) e A⃗⃗⃗(r⃗) , que são linearmente independentes. 

Como o objetivo é minimizar a energia será preciso fazer um cálculo variacional para 

obter os valores das funções ψ(r⃗), ψ∗(r⃗) e A⃗⃗⃗(r⃗) que fornecem um mínimo.  

δGsH = GsH (ψ(r⃗) + δψ(r⃗), ψ∗(r⃗) +  δ ψ∗(r⃗), A⃗⃗⃗(r⃗) + δA⃗⃗⃗(r⃗)) 

−GsH (ψ(r⃗), ψ∗(r⃗), A⃗⃗⃗(r⃗)) =
GsH

δψ
δψ +

GsH

δ ψ∗
δ ψ∗ +

GsH

δA⃗⃗⃗
δA⃗⃗⃗ 

 

3.62 

Se δGsH = 0, para um ponto extremo (ψ0(r⃗), ψ0
∗
(r⃗), A0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(r⃗)), então para esse 

mesmo ponto as variações parciais também serão nulas: 

δGsH

δψ
=

δGsH

δ ψ∗
=

δGsH

δA⃗⃗⃗
= 0 

3.63 

Logo: 

Cψ + bψ|ψ|2 +
(−iℏ∇⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗)

2
ψ

2(2m)
= 0 , 

 

3.64 

(−iℏ∇⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗)ψn̂ = 0 . 3.65 

Estas são as equações para o parâmetro de ordem ψ. Porém, para encontrar as 

equações de ψ∗, basta fazer o processo análogo para  
δGsH

δψ
= 0, ao invés de usar 

δGsH

δψ∗ = 0:   

Cψ∗ + bψ∗|ψ|2 +
(−iℏ∇⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗)

2
ψ∗

2(2m)
= 0 , 

 

3.66 

(−iℏ∇⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗)ψ∗n̂ = 0 . 3.67 

As equações (3.65) e (3.67) explicitam que não há fugas de corrente através 

da interface de um supercondutor isolado. 

Por fim, fazendo a variação para o potencial vetor A⃗⃗⃗, obtém-se: 

−iℏ(2e)ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ + 2(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2 + iℏ(2e) ψ∗∇⃗⃗⃗ψ

2(2m)
+

∇⃗⃗⃗x ((∇⃗⃗⃗xA⃗⃗⃗) − μ0H0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

μ0
= 0. 

 

3.68 

−iℏ(2e)(ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ −  ψ∗ ∇⃗⃗⃗ψ)

2(2m)
+

(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2

(2m)
+ ∇⃗⃗⃗xH⃗⃗⃗ − μ0∇⃗⃗⃗xH0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0. 
 

3.69 

Utilizando a lei de Ampère: 

∇⃗⃗⃗xH⃗⃗⃗ = J⃗n, 3.70 
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Aqui, J⃗n é a densidade de corrente associada aos elétrons normais, já que H⃗⃗⃗ é 

o campo magnético gerado pelas correntes de elétrons que não estão no estado su-

percondutor, como já foi mencionado anteriormente. Além disso, 

∇⃗⃗⃗xH0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = J⃗T, 3.71 

é a densidade de corrente total, gerada pelo campo externo H0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.  

Substituído (3.70) e (3.71) em (3.69): 

J⃗T − J⃗n = J⃗S =
iℏ(2e)(ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ −  ψ∗∇⃗⃗⃗ψ)

2(2m)
−

(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2

(2m)
. 

 

3.72 

Sendo J⃗S a densidade de corrente supercondutora. Esta também pode ser in-

terpretada como a densidade de corrente quântica de uma partícula de massa e 

carga efetiva dada respectivamente por: 

m∗ = 2m 3.73 

e∗ = 2e 3.74 

Deixando claro que tratar-se de um par de elétrons. Para um estado coerente: 

ψ = |ψ|eiϕ, 3.75 

Φ é a fase comum a todas as partículas. Assim, (3.72) ficará: 

J⃗S =
iℏ(2e)|ψ|2(eiϕ∇⃗⃗⃗e−iϕ − e−iϕ∇⃗⃗⃗eiϕ)

2(2m)
−

(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2

(2m)
, 

 

3.76 

J⃗S =
iℏ(2e)|ψ|2(−2i∇⃗⃗⃗ϕ)

2(2m)
−

(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2

(2m)
, 

 

3.77 

J⃗S =
(2e)|ψ|2(ℏ∇⃗⃗⃗ϕ − 2eA⃗⃗⃗)

(2m)
. 

 

3.78 

Por ser puramente clássica, pela teoria de London não haveria possibilidade 

de encontrar o termo que envolve ∇⃗⃗⃗ϕ, o qual pode ser tratado apenas como uma 

escolha de calibre. Fazendo: 

∇⃗⃗⃗ϕ = 0,  

3.79 

J⃗S =
−2e2|ψ|2A⃗⃗⃗

m
. 

 

3.80 

Comparando (3.80) com a densidade de corrente encontrada na teoria de 

London, tem-se 

1

μ0λL
2 =

2e2|ψ|2

m
, 
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3.81 

 

|ψ|2 =
n

2
. 

 

3.82 

A partir do que foi descrito neste capítulo, infere-se que o estado supercondu-

tor é estável, e que a transição de estado normal para o estado supercondutor via 

um funcional de energia depende de um parâmetro de ordem proporcional a densi-

dade de portadores de carga. 

A transição supercondutora é espontânea, porém pode apresentar uma fase 

(padrão) ou mais de uma fase, como nos materiais cerâmicos, o que manifesta res-

postas distintas, quando triturada a um tamanho muito pequeno e separados, dificul-

tando a comunicação entre eles por tunelamento.  

 O conjunto das equações (3.73), (3.74) e (3.82), são os indícios de que a su-

percondutividade é governada por elétrons associados em pares. De fato, o que dá 

origem a supercondutividade é o acoplamento entre os elétrons via fônos da rede. 

Estes pares ficaram conhecidos por pares de Cooper.  

No capítulo seguinte, será feita uma abordagem da teoria microscópica com o 

intuito de compreender a formação dos portadores de carga em pares, além disso 

será dada uma visão microscópica para os supercondutores de baixa temperatura 

crítica e posteriormente fará uma extensão para os supercondutores de alta tempe-

raturas com duas fases coexistentes, mais especificamente fases do Hg,Re - 1223.  
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4 ASPECTOS MICROSCÓPICOS DA SUPERCONDUTIVIDADE 

  As teorias estudadas até o momento neste trabalho referem-se à supercon-

dutividade em uma visão macroscópica pautada na observação dos fenômenos e 

assumindo que os portadores de carga, chamados de superelétrons, fluem pelo su-

percondutor sem impedimento. Portanto não há uma análise que explique a origem 

desses superéletrons e o porquê de eles não sofrerem espalhamento pelas impure-

zas e imperfeições da rede.  

4.1 Misturas de fases supercondutoras, visão microscópica  

Nos supercondutores granulares no seu estado condensado, os elétrons em 

cada grão possuem a mesma fase, o que possibilita definir um gap associado para 

cada grão, formando o parâmetro de ordem: 

ψ𝑖 = 𝑎𝑖. η𝑖. e
i.φ1 4.1 

Para determinar a hamiltoniana, considera-se a energia para os pares de Co-

oper, que são bósons, passarem de um grão para outro, além da energia para retirar 

par, que é da forma [75] : 

E𝑐 =
(2𝑒)2

2. 𝐶
, 4.2 

onde C é a capacitância. O transporte do par de Cooper entre os grãos será: 

H = Ec.∑(bi
+bi − n̂𝟎)

2

i

− t ∑ bi
+bj + bj

+bi

<𝐢 𝐣>

 4.3 

em que  bi
+bi é o operador associado ao i-ésimo grão, n̂𝟎 é a densidade média sobre 

cada grão e -t é o elemento da matriz de salto entre os grãos vizinhos mais próximos 

(i = 1,2). 

Definindo: 

bi
+ = √𝑎𝑖. η𝑖 . e

i.φi 4.4 

Pode-se escrever: 

bi
+bj = √aiηi. aj. ηj. e

i.(φi−φj) 4.5 

No caso limite, onde a temperatura é muito baixa, e Ec tendo a zero, 
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H = −t ∑ √aiηi. ajηj. (e
i.(φi−φj) + e−i.(φi−φj)),

<𝐢 𝐣>

 4.6 

Este termo é muito semelhante ao encontrado na contra-diagonal da matriz (4.7) e é 

do tipo do tunelamento Josephson. Neste regime não há custo energético, então os 

pares passam pelos grãos vizinhos livremente, por tunelamento.   

Para um comparativo com que o foi encontrado no capítulo 2, toma-se n̂𝟎 = 0 como 

referência. Dessa forma,  a equação 4.8 fica: 

H = Ec. [(b1
+b1)

2 + (b2
+b2)

2] − t. (b1
+b2 + b2

+b1) 4.9 

H = Ec. [(√a1
2. η1

2)

2

+ (√a2
2. η2²)

2

] − t. √a1η1. a2. η2(e
i.(φ2−φ1) + e−i.(φ2−φ1)) 4.10 

H = Ec. [a1
2. η1

2 + a2
2. η2²] − t. √a1η1. a2. η2(e

i.(φ2−φ1) + e−i.(φ2−φ1)). 4.11 

Na forma matricial, 

 

H = Ec. (η1 η2)

[
 
 
 
 
 

a1
2

t

Ec
. √

a1. a2

η1. η2
. ei.(φ2−φ1)

t

Ec
. √

a1. a2

η1. η2
. e−i.(φ2−φ1) a2

2

]
 
 
 
 
 

(
η1

η2
) 4.12 

encontrando os autovalores da matriz: 

|

|
a1

2(T) − λ
t

Ec
. √

a1. a2

η1. η2
. ei.(φ2−φ1)

t

Ec
. √

a1. a2

η1. η2
. e−i.(φ2−φ1) a2

2(T) − λ
|

|
= 0, 4.13 

(a1
2 − λ). (a2

2 − λ) −
t²

Ec²
.
a1. a2

η1. η2
= 0 4.14 

a1
2. a2

2 − a1
2. λ − a2

2. λ + λ2 −
t²

Ec²
.
a1. a2

η1. η2
= 0 4.15 

Como existe tunelamento, analogamente a equação (3.51), só pode haver um 

autovalor diferente do trivial, e para isso: 

t²

Ec²
.
a1. a2

η1. η2
= a1

2. a2
2, 4.16 

t = Ec. √a1. a2. η1. η2 . 4.17 

Logo, a matriz (4.13), fica: 
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H = Ec. (η1 η2) [
a1

2 i. a1. a2. e
i.(φ2−φ1)

−i. a1. a2. e
−i.(φ2−φ1) a2

2
] (

η1

η2
) 4.18 

Foi acrescido o termo i na contra diagonal, de forma que não altere o resulta-

do, para deixar a matriz semelhante a (3.46), e de forma análoga é encontrado ape-

nas:  

{
λ1 = 0

λ2 = a1
2 + a2

2 , 4.19 

Com autovalores 0 e a1
2 + a2

2, idêntico ao que foi encontrado para um supercondu-

tor com uma mistura de fases havendo tunelamento. Se por algum motivo, for inibido 

o acoplamento Josephson então os termos do contra diagonal serão suprimidos, 

ficando: 

H = Ec. (η1 η2) [
a1

2 0

0 a2
2] (

η1

η2
) , 4.20 

fornecendo dois valores distintos de zero para os autovalores. 

{
λ1 = a1

2

λ2 = a2
2 . 4.21 

 

Neste âmbito microscópico, a supercondutividade foi estudada diferentemente 

do modelo de Drude, que considera a aproximação de elétrons independentes, fo-

ram levadas em conta as interações entre os elétrons no interior de uma rede crista-

lina. 

4.2 Interação Efetiva Elétron-Elétron - Pares de Cooper. 

O potencial colombiano para dois elétrons no vácuo é dado por: 

V(q⃗⃗) =
e2

4πε0q2
, 

4.22 

em que: 

q⃗⃗ = k⃗⃗ − k,⃗⃗ ⃗. 4.23 

No entanto, em 1950 Herbert [72] mostrou que em uma rede iônica estes elétrons 

podem se atrair, mesmo possuindo cargas iguais e tendo, portanto, uma interação 

coulombiana repulsiva, como se observa em (4.22). Pensando nisso, para dois elé-
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trons de vetores de onda k⃗⃗ e k,⃗⃗ ⃗ e energias εke εk,, é preciso considerar a interação 

efetiva elétron-elétron cuja constante dielétrica total é dada por [6]: 

1

ϵ
= (

q2

q2 + k0
) ∙ (1 +

ω2(q)

ω2 − ω2(q)
), 

4.24 

ω =
εk − εk,

ℏ
. 4.25 

Desse modo a eq. (4.22) será substituída por: 

e2

4πε0q2
→

e2

4πε0q2ϵ
=

e2

4πε0q2
 (

q2

q2 + k0
2) ∙ (1 +

ω2(q)

ω2 − ω2(q)
), 

4.26 

sendo que  k0 é o vetor de onda de Thomas-Fermi. O potencial efetivo será en-

tão: 

Vkk, = (
e2

4πε0(q2 + k0
2)

) ∙ (1 +
ω2(q)

ω2 − ω2(q)
). 

4.27 

O primeiro termo é o potencial coulombiano blindado, e o segundo termo é dado pe-

la interação elétron-fônon, tal que:  

(1 +
ω2(q)

ω2 − ω2(q)
) =

ω2

ω2 − ω2(q)
. 

4.28 

A frequência angular máxima para os fônons estarem no regime acústico é a 

frequência de Debye (ωD). Fica evidente portanto que para os elétrons terem uma 

interação atrativa e formarem um estado ligado (ou seja um potencial efetivo negati-

vo) é necessário que 

 ω < ωD, 4.29 

ou então, de  (4.25): 

εk − εk, < ℏωD. 4.30 

Conclui-se que quando um elétron de vetor de onda k⃗⃗ passa por uma rede iô-

nica, ela fica deformada e contraída. Quando ela relaxa emite uma espécie de “on-

da”, que transporta energia e momento. Pode-se assim associá-la a uma quase par-

tícula denominada fônon [25]. Se este fônon for absorvido por outro elétron de vetor 

de onda k ,⃗⃗ ⃗ de forma atrativa, de tal modo que supere a repulsão coulombiana, ou 

seja para εk − εk, < ℏωD, então este par de elétrons forma um estado ligado. 

Em 1956 Cooper [74] pautado nessas ideias demonstrou que em um super-

condutor os elétrons se ligavam dois a dois, conhecidos como pares de Cooper, os 

quais podem ocupar o mesmo estado quântico, possibilitando assim serem conside-



56 
 

 

rados como bósons. A corrente por sua vez será fruto do fluxo desses pares, e se a 

energia térmica não os destruir, então não haverá resistividade elétrica. 

 

Figura 4.1: Interação entre elétrons através de fônons. 
Fonte: [18  ROSE-INNES, A. C. P.; RHODERECK, E. H. Introduction to Superconductivity, Oxford, 

Pergamon, 1988. 

4.3 Solução Canônica - Teoria BCS 

Em 1957 John Bardeen, Leon Cooper e Robert Schrieffer elaboraram uma te-

oria microscópica para explicar a supercondutividade a baixa temperatura. A Hamil-

toniana da segunda quantização do sistema é dada por: 

Ĥ′ = Ĥ − μN̂ = ∑ε𝐤Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ𝐤,σ

𝐤,σ

+ ∑ V𝐤,𝐤′,σ,σ′Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ𝐤,σ′

+ Ĉ𝐤′,σ′Ĉ𝐤′,σ

𝐤,𝐤′

σ,σ′

, 4.31 

sendo o primeiro termo a energia cinética e o segundo a energia de ligação do par. 

Além disso, 

ε𝐤 =
ℏ2k2

2m
− μ. 

4.32 

Adota-se μ = ϵF (energia de Fermi), para os metais, pois para eles o potencial 

químico não varia consideravelmente com a temperatura.  

Ao analisar o segundo termo da equação (4.31) obtém-se:  

∑V𝐤,𝐤′,σ,σ′Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ𝐤,σ′

+ Ĉ𝐤′,σ′Ĉ𝐤′,σ

𝐤,𝐤′
σ,σ′

= ∑(V𝐤,𝐤′,σ↑Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ𝐤↑

+ Ĉ𝐤′↑Ĉ𝐤′,σ + V𝐤,𝐤′,σ↓Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′,σ)
𝐤,𝐤′
σ

, 

 

 

4.33 

∑V𝐤,𝐤′,σ,σ′Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ𝐤,σ′

+ Ĉ𝐤′,σ′Ĉ𝐤′,σ

𝐤,𝐤′
σ,σ′

= ∑(V𝐤,𝐤′↑↑Ĉ𝐤↑
+ Ĉ𝐤↑

+ Ĉ𝐤′↑Ĉ𝐤′↑ + V𝐤,𝐤′↑↓Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑

𝐤,𝐤′

+ V𝐤,𝐤′↓↑Ĉ−𝐤↓
+ Ĉ𝐤,↑

+ Ĉ𝐤′↑Ĉ−𝐤′↓  + V𝐤,𝐤′↓↓Ĉ−𝐤↓
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ−𝐤′↓). 

 

 

4.34 

Como os elétrons são férmions, tem-se que: 
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{Ĉ𝐤,σ, Ĉ𝐤′,σ′
+ } = Ĉ𝐤,σĈ𝐤′,σ′

+ + Ĉ𝐤′,σ′
+ Ĉ𝐤,σ = δ𝐤𝐤′δσσ, , 4.35 

{Ĉ𝐤,σ, Ĉ𝐤′,σ′} = {Ĉ𝐤,σ
+ , Ĉ𝐤′,σ′

+ } = 0. 4.36 

 Além disso, os elétrons obedecem o principio de exclusão de Pauli, implicando que 

o primeiro e o último termo da equação (4.34) devem ser obrigatoriamente nulos. E 

devido a equação (4.36): 

∑V𝐤,𝐤′,σ,σ′Ĉ𝐤,σ
+ Ĉ𝐤,σ′

+ Ĉ𝐤′,σ′Ĉ𝐤′,σ

𝐤,𝐤′
σ,σ′

= ∑V′𝐤,𝐤′Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑

𝐤,𝐤′

, 4.37 

sendo: 

V′
𝐤,𝐤′ = 2V𝐤,𝐤′↑↓. 4.38 

Como visto anteriormente o par forma um estado ligado, então: 

V′
𝐤,𝐤′ = {

−V  se |ε𝐤| ≤ ℏωD

0  se |ε𝐤| > ℏωD
. 

4.39 

Na aproximação de campo médio é definido o valor médio e a flutuação res-

pectivamente como: 

B̂𝐤 = 〈Ĉ−𝐤↓Ĉ𝐤↑〉, 4.40 

Ĉ−𝐤↓Ĉ𝐤↑ − 〈Ĉ−𝐤↓Ĉ𝐤↑〉 = F̂𝐤, 4.41 

logo: 

B̂𝐤 + F̂𝐤 = Ĉ−𝐤↓Ĉ𝐤↑, 4.42 

B̂𝐤
+

+ F̂𝐤
+

= Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ . 4.43 

Alterando (4.42) e (4.43) em (4.37): 

∑V𝐤,𝐤′Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑

𝐤,𝐤′

= ∑V′𝐤,𝐤′ (B̂𝐤
+

+ F̂𝐤
+
) ∙ (B̂𝐤′ + F̂𝐤′),

𝐤,𝐤′

 4.44 

∑V𝐤,𝐤′Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑

𝐤,𝐤′

= ∑V𝐤,𝐤′ (B̂𝐤
+
B̂𝐤 + F̂𝐤

+
B̂𝐤′ + B̂𝐤

+
F̂𝐤′ + F̂𝐤

+
F̂𝐤′)

𝐤,𝐤′

. 4.45 

Os desvios de ordem superior são desprezados, assim:  

∑V𝐤,𝐤′Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑

𝐤,𝐤′

= ∑V𝐤,𝐤′ (B̂𝐤
+
B̂𝐤′ + (Ĉ𝐤↑

+ Ĉ−𝐤↓
+ − B̂𝐤

+
) B̂𝐤′

𝐤,𝐤′

+ B̂𝐤
+
(Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑ − B̂𝐤′)), 

 

4.46 
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∑V𝐤,𝐤′Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑

𝐤,𝐤′

= ∑(−B̂𝐤
+
V𝐤,𝐤′B̂𝐤′ + Ĉ𝐤↑

+ Ĉ−𝐤↓
+ V𝐤,𝐤′B̂𝐤′ + V𝐤,𝐤′B̂𝐤

+
Ĉ−𝐤′↓Ĉ𝐤′↑) .

𝐤,𝐤′

 

 

4.47 

Definindo: 

∆𝐤= −∑V𝐤,𝐤′B̂𝐤′

𝐤′

, 4.48 

a equação (4.31) ficará: 

Ĥ′ = ∑ε𝐤(Ĉ𝐤↑
+ Ĉ𝐤↑ + Ĉ−𝐤↓

+ Ĉ−𝐤↓)

𝐤

− ∑−B̂𝐤
∗
∆𝐤 + Ĉ𝐤↑

+ Ĉ−𝐤↓
+ ∆𝐤 + ∆𝐤

∗Ĉ−𝐤↓Ĉ𝐤↑

𝐤

. 4.49 

Pela equação (4.49) observa-se que ∆𝐤 é responsável pela supercondutivida-

de, assim como o parâmetro de ordem (ψ) para a teoria de Ginzburg-Landau. 

Gor’kov mostrou que esses parâmetros diferem entre si por apenas constantes nu-

méricas.  

4.4 Transformação de Bogoliubov e Valantin 

De (4.35) sabe-se que: 

{Ĉ−𝐤↓, Ĉ−𝐤↓
+ } = 1, 4.50 

Ĉ−𝐤↓
+ Ĉ−𝐤↓ = 1 − Ĉ−𝐤↓Ĉ−𝐤↓

+ . 4.51 

Substituindo (4.51) em (4.49) obtém-se 

Ĥ′ = ∑ε𝐤(Ĉ𝐤↑
+ Ĉ𝐤↑ − Ĉ−𝐤↓Ĉ−𝐤↓

+ )

𝐤

− ∑Ĉ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ ∆𝐤 + ∆𝐤
∗Ĉ−𝐤↓Ĉ𝐤↑

𝐤

+ ∑ε𝐤 + B̂𝐤
∗
∆𝐤

𝐤

. 4.52 

Escrevendo na forma matricial, tem-se que 

Ĥ′ = ∑(
Ĉ𝐤↑

+

Ĉ−𝐤↓

)

T

(
ε𝐤 0
0 −ε𝐤

) (
Ĉ𝐤↑

Ĉ−𝐤↓
+ )

𝐤

+ ∑ (
Ĉ𝐤↑

+

Ĉ−𝐤↓

)

T

(
0 −∆𝐤

−∆𝐤
∗ 0

)(
Ĉ𝐤↑

Ĉ−𝐤↓
+ )

k

+ ∑ε𝐤 + B̂𝐤
∗
∆𝐤.

𝐤

 

 

4.53 

Ĥ′ = ∑ (
Ĉ𝐤↑

+

Ĉ−𝐤↓

)

T

(
ε𝐤 −∆𝐤

−∆𝐤
∗ −ε𝐤

)(
Ĉ𝐤↑

Ĉ−𝐤↓
+ )

𝐤

+ ∑ε𝐤 + B̂𝐤
∗
∆𝐤

𝐤

. 
 

4.54 

O segundo termo apresentado nessa equação é o estado fundamental da supercon-

dutividade. Redefinindo os operadores de criação e aniquilação, 
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{
Ĉ𝐤↑ = u𝐤

∗ γ̂𝐤↑ + v𝐤γ̂−𝐤↓
+

Ĉ−𝐤↓ = −v𝐤γ̂𝐤↑
+ + u𝐤

∗ γ̂−𝐤↓

, 
 

4.55 

que na forma matricial se escrevem como: 

(
Ĉ𝐤↑

Ĉ−𝐤↓
+ ) = (

u𝐤
∗ v𝐤

−v𝐤
∗ u𝐤

) (
γ̂𝐤↑

γ̂−𝐤↓
+ ). 

4.56 

Utilizando o fato da equação (4.56) e diagonalizando a matriz ( APÊNDICE F) pode-

se escrever:  

Ĥ′′ = ∑(
γ̂𝐤↑

+

γ̂−𝐤↓
)
T

∙

𝐤

(
E𝐤 0
0 −E𝐤

) ∙ (
γ̂𝐤↑

γ̂−𝐤↓
+ ) . 

4.57 

 
Figura 4.2: Formação dos pares de Cooper 

Fonte: 17  ANNETT, James F.; Superconductivity, Superfluids and Condensates. University Press, 

Oxford, p. 02-30, 2003. 

 
Figura 4.3: Formação de quase-partícula tipo elétron e quase-partícula tipo buraco. 

Fonte: 73  TIDECKS, R. Current Induced Nonequilibrium Phenomena in Quasi-One-Dimensional Su-

perconductors. Springer-Verlog (1990). 
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O resultado da diagonalização da hamiltoniana, presente na equação (4.57), 

revela no espectro de energia os valores E𝐤 e −E𝐤. Assim, além de associada com a 

formação dos pares de Cooper, a supercondutividade pode ser interpretada como o 

surgimento de quase-partículas do tipo buraco e do tipo elétron, quando a transição 

supercondutora se estabiliza. 

 Conforme discutido, os elétrons em um metal podem atrair-se revelando que 

que podem interagir como que positivamente. A formação dos pares de Cooper só é 

possível devido a esse comportamento. Essa atração possibilita a formação dos pa-

res de Cooper tendo como consequência o surgimento dos portadores de carga res-

posáveis pelo comportamento supercondutor observado. É verificada ainda a forma-

ção de um “gap” em torno da energia de Fermi, o que possibilita que a corrente su-

percondutora flua sem resistência elétrica.  

Através do formalismo de Nambu, Yoichiro (premio Nobel de 2008), foi possí-

vel conceber uma interpretação alternativa para a supercondutividade, assumindo 

como uma interação entre as quase-partículas tipo buraco e as quase-partículas tipo 

elétron, em oposição à ideia de considerar pares de elétrons com momentos de spin 

opostos. 

Compreendidos os mecanismos que possibilitam a transição supercondutora 

para baixas temperaturas (o limite de validade das teorias estudadas é menor ou 

igual a 20 K), pode-se proceder ao estudo do comportamento das cerâmicas super-

condutoras observando que não existe ainda uma teoria bem estabelecida para su-

percondutores a altas temperaturas. 
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste trabalho buscou-se evidenciar que o comportamento supercondutor de um 

material vai além da observação de uma perfeita condutividade, uma vez que como 

principal característica os supercondutores apresentam campos magnéticos nulos 

em seu interior caso a excitação externa de um campo magnético limitado a um va-

lor crítico seja observada, fato inicialmente descrito pelo eletromagnetismo clássico 

através da teoria dos irmãos London. Entretanto, mais tarde seria desenvolvida uma 

teoria capaz de descrever as transições de fase supercondutoras através da minimi-

zação do funcional de energia dependente de um parâmetro de ordem (teoria de 

Ginzburg-Landau).   

A densidade de energia de condensação do estado supercondutor, o qual é es-

tável, é dada por 

gn(T, 0) − gS(T, 0) = μ0
H⃗⃗⃗c

2

2
, 

 
5.1 

aqui observa-se a dependência com respeito a um parâmetro de ordem. 

Não é observado tunelamento de corrente nos supercondutores isolados, o 

que fica evidente através da relação 

(−iℏ∇⃗⃗⃗ − e∗A⃗⃗⃗)ψn̂ = 0. 5.2 

A densidade de corrente supercondutora é dada por: 

J⃗S =
iℏe∗(ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ −  ψ∗∇⃗⃗⃗ψ)

2m∗
−

(e∗)2|ψ|2A⃗⃗⃗

m∗
, 

 
5.3 

onde, o parâmetro de ordem é proporcional à densidade dos portadores de cargas, 

os quais são obtidos através da interação positiva entre os elétrons que compõe os 

pares de Cooper. A supercondutividade, porém, pode ser interpretada microscopi-

camente como a interação entre as quase partículas elétrons e buracos. 

Nos supercondutores HTS há um grande número de propriedades que não po-

dem ser explicadas exclusivamente pela teoria microscópica BCS. Com a inexistên-

cia de uma teoria capaz de modelar os supercondutores policristalinos de  alta tem-

peratura crítica, exige-se que se utilize a consideração de tunelamento a fim de mo-

delar o comportamento supercondutor observado em materiais cerâmicos, como se 

fossem formados de vários micro-supercondutores unidos.   
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O tunelamento Josephon entre os grãos ficou evidenciado quando foi estuda-

da a amostra (Hg, Re) 1223 que apresenta duas fases coexistindo, comportando-se 

como se fosse apenas uma, ao ser analisada com grãos acima de 1𝜇𝑚, porém com-

portando-se como dois supercondutores distinto quando triturados a tamanhos abai-

xo de  1𝜇𝑚.  Isto foi constatado tanto no estudo de difração de raios X (com o refi-

namento Rietveld), quanto no estudo da susceptibilidade magnética ac (𝜒𝑎𝑐) que in-

dicaram duas fases associadas, (Hg, Re) 1223 e Hg-1223, o que foi explicado satis-

fatoriamente pelo modelo de transição de fase na Extensão da Energia Livre de 

Gibbs – Duas Fases ao propor a descrição de uma mistura de dois superfluidos. Es-

te fato motivou a descrição do composto cerâmico como granular, a partir da hipóte-

se que existem dois tipos de grãos na amostra. Assim, estabeleceu-se uma descri-

ção microscópica que recupera qualitativamente o mesmo resultado em relação à 

resposta magnética. 

Portanto, a descrição de Ginzburg-Landau de dois superfluidos, bem como a 

descrição de dois tipos de grãos em um supercondutor, induz ao mesmo comporta-

mento físico. Além disso, apresentou-se a conexão do modelo estendido de Ginz-

burg-Landau com experimental análise por meio da energia de condensação. Atra-

vés de medições anômalas de difração de raios X, verificou-se as duas fases no ma-

terial. Este tipo de difração de raios-X usa energias muito próximas da energia de 

absorção dos elementos compondo a amostra. Para realizar medições de difração 

de raios X anômalos, concentrou-se em uma energia que faz um dos elementos "bri-

lhar", de modo a que a luz se espalhe de forma incomum. Neste caso, utilizou-se 

uma energia de 10.400 eV, que fez o rênio presente na amostra HgRe-1223 brilhar 

muito mais do que o habitual, ou seja, seu contraste é aumentado. Com esse fato, 

pode-se provar a existência dessas duas fases na amostra. 
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6 APÊNDICES 

APÊNDICE A 

6.1 Desenvolvimento matemático adicional 

∇⃗⃗⃗=
∂

∂x
î +

∂

∂y
ĵ +

∂

∂x
k̂ 6.1 

Então: 

∇⃗⃗⃗xF⃗⃗ = (
∂Fz

∂y
−

∂Fy

∂z
) î + (

∂Fx

∂z
−

∂Fz

∂x
) ĵ + (

∂Fy

∂x
−

∂Fx

∂y
) k̂ 6.2 

Aplicando-se o rotacional na equação (6.2): 

∇⃗⃗⃗x(∇⃗⃗⃗xF⃗⃗) =
∂

∂y
(
∂Fy

∂x
−

∂Fx

∂y
) î +

∂

∂z
(
∂Fz

∂y
−

∂Fy

∂z
) ĵ +

∂

∂x
(
∂Fx

∂z
−

∂Fz

∂x
) k̂ − 

−
∂

∂z
(
∂Fx

∂z
−

∂Fz

∂x
) î −

∂

∂x
(
∂Fy

∂x
−

∂Fx

∂y
) ĵ −

∂

∂y
(
∂Fz

∂y
−

∂Fy

∂z
) k̂ 

6.3 

∇⃗⃗⃗x(∇⃗⃗⃗xF⃗⃗) = (
∂

∂x
(
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
) −

∂2Fx

∂x2
−

∂2Fx

∂y2
−

∂2Fx

∂z2
) i ̂

+(
∂

∂y
(
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
) −

∂2Fy

∂x2
−

∂2Fy

∂y2
−

∂2Fy

∂z2
) j ̂

+(
∂

∂z
(
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
) −

∂2Fz

∂x2
−

∂2Fz

∂y2
−

∂2Fz

∂z2
) k̂ 

6.4 

∇⃗⃗⃗x(∇⃗⃗⃗xF⃗⃗) = î
∂

∂x
. (∇⃗⃗⃗. F⃗⃗) + ĵ

∂

∂y
. (∇⃗⃗⃗. F⃗⃗) + k̂

∂

∂z
(∇⃗⃗⃗. F⃗⃗) − ∇²Fxî − ∇²Fyĵ −  ∇²Fzk̂ 6.5 

∇⃗⃗⃗ × ∇⃗⃗⃗ × F⃗⃗ = ∇⃗⃗⃗(∇⃗⃗⃗ ∙ F⃗⃗) − ∇⃗⃗⃗2F⃗⃗  6.6 
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APÊNDICE B 

6.2 Analise dimensional do comprimento de penetração de London 

[λL] = √
[m]

[n][e]2[μ0]
, 

6.7 

[λL] = √
M

(L−3) ∙ (I2 ∙ T2) ∙ (M ∙ L ∙ T−2 ∙ I−2)
, 

6.8 

[λL] = √L2, 6.9 

[λL] = L . 6.10 
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APÊNDICE C 

6.3  Trabalho para aumentar infinitesimalmente a corrente em uma 

amostra muito longa, cilíndrica, envolvida em um solenoide 

 

Para a Figura 3.1: 

∮ H⃗⃗⃗dl⃗ = NI, 
6.11 

H∫ dl
L

0

= NI, 
6.12 

NI = HL , 6.13 

H =
NI

L
. 

6.14 

Vetorialmente: 

H⃗⃗⃗ =
N

L
Ik̂ , 

6.15 

em que  N L⁄  é o numero de voltas por metro, I é a corrente que passa pelo solenoide 

e k̂ é versor na direção do eixo do cilindro. 

A força de Lorentz é da pela equação: 

F⃗⃗ = q(E⃗⃗⃗ + v⃗⃗ × B⃗⃗⃗), 6.16 

sendo que E⃗⃗⃗ e B⃗⃗⃗ são respectivamente o campo elétrico e o campo magnético aplica-

do sobre essa carga q  e v⃗⃗ é a velocidade dessa carga.  

Se dl⃗ é o deslocamento infinitesimal sofrido por q em um intervalo de tempo 

dt, onde: 

dl⃗ = v⃗⃗dt. 6.17 

Então o trabalho realizado pela força de Lorentz será dado por 30]: 

dW = F⃗⃗dl⃗, 6.18 

(6.17) em (6.18): 

dW = F⃗⃗v⃗⃗dt. 6.19 

De (6.16):  

dW = qv⃗⃗ ∙ (E⃗⃗⃗ + v⃗⃗ × B⃗⃗⃗)dt, 6.20 

dW = qv⃗⃗ ∙ E⃗⃗⃗dt. 6.21 

Porém: 
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q = −Vne, 6.22 

V = LA. 6.23 

Os termos e, V, n, são respectivamente, a carga elementar, o volume e a quantidade 

de elétrons por unidade de volume. Sabendo que a direção da velocidade e a dire-

ção do campo magnéticos são as mesmas, mas com sentidos contrários, ou seja: 

v⃗⃗ ∙ E⃗⃗⃗ = −vE.  
 

6.24 

Logo substituindo (6.22) e (6.24) em (6.21): 

dW = VnevEdt. 6.25 

Usando o fato que J = −nev: 

dW = −VJEdt, 6.26 

se,  

J =
I

A
, 

6.27 

dessa maneira: 

dW = −V
I

A
Edt. 

6.28 

Usando (6.23): 

dW = −LIEdt, 6.29 

a f.e.m. (força eletromotriz) é dada pela eq.: 

ℇ = ∮ E⃗⃗⃗dl⃗ = −N
dΦ
dt

, 
6.30 

E∫ dl
L

0
= −N

dΦ
dt

, 6.31 

EL = −N
dΦ
dt

. 
6.32 

(6.32) em (6.29): 

dW = NIdΦ, 6.33 

de (6.13): 

dW = LHdΦ. 6.34 

Porém o fluxo magnético é dado pela eq.: 

Φ = ∫ B⃗⃗⃗ ∙ dA⃗⃗⃗, 
6.35 

Φ = B⃗⃗⃗ ∙ k̂A, 6.36 

dΦ = Ak̂ ∙ dB,⃗⃗⃗⃗  6.37 

(6.37) em (6.34): 
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dW = LAk̂H ∙ dB⃗⃗⃗, 6.38 

dW = VH⃗⃗⃗ ∙ dB⃗⃗⃗. 6.39 

Da identidade do eletromagnetismo é sabido que: 

dB⃗⃗⃗ = μ0(dM⃗⃗⃗⃗ + dH⃗⃗⃗). 6.40 

Logo: 

dW = μ0VH⃗⃗⃗ ∙ (dM⃗⃗⃗⃗ + dH⃗⃗⃗) . 6.41 

O trabalho exclusivo para a amostra supercondutora, excluído a autoindutân-

cia da bobina:  

dW = μ0VH⃗⃗⃗ ∙ dM⃗⃗⃗⃗ . 6.42 
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APENDICE D 

6.4 Minimização do funcional da energia livre de Gibbs em função do 

complexo conjugado do parâmetro de ordem ( 𝛙∗). 

Pela equação (3.61) pode ser encontrado: 

δGsH

δ ψ∗
=

δGn

δ ψ∗
+ ∫

δ

δ ψ∗
{C|ψ(r⃗)|2 +

b

2
|ψ(r⃗)|4 +

|−iℏ∇⃗⃗⃗ψ(r⃗) − (2e)A⃗⃗⃗ψ(r⃗)|
2

2(2m)V

+ μ0

(H⃗⃗⃗)
2

2
− μ0H⃗⃗⃗ ∙ H⃗⃗⃗0} d3r⃗ = 0 

 

 

6.43 

|−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ|
2

= (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ). (iℏ∇⃗⃗⃗ ψ∗ − 2eA⃗⃗⃗ ψ∗) 6.44 

De (6.44) e (6.43) tem-se: 

δGsH

δ ψ∗
=

δGn

δ ψ∗
+ ∫

δ

δ ψ∗
{Cψψ∗ +

b

2
ψ2ψ∗2 +

(−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ). (iℏ∇⃗⃗⃗ ψ∗ − 2eA⃗⃗⃗ ψ∗)

2(2m)V

+
(∇⃗⃗⃗ × A⃗⃗⃗)

2

2μ0
− ∇⃗⃗⃗ × A⃗⃗⃗ ∙ H⃗⃗⃗0} d3r⃗ = 0 

 

 

6.45 

Já que ψ(r⃗), ψ∗(r⃗) e A⃗⃗⃗(r⃗) são linearmente independentes então:  

δA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

δ ψ∗
= 0, 

6.46 

substituindo (3.63) e (6.46) em (6.45) encontra-se: 

δGsH

δ ψ∗
= ∫ {Cψδψ∗ + bψ2ψ∗δψ∗ +

(−iℏ∇⃗⃗⃗ψ−2eA⃗⃗⃗ψ).(iℏ∇⃗⃗⃗( δψ∗)−2eA⃗⃗⃗ δψ∗)

2(2m)
}

V
d3r⃗ = 0. 

 

6.47 

Nomeando,  

W⃗⃗⃗⃗ = (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ), 6.48 

δGsH

δ ψ∗
= ∫ {Cψδψ∗ + bψ2ψ∗δψ∗ +

(iℏW⃗⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗⃗ δψ∗ − 2eW⃗⃗⃗⃗ ∙ (A⃗⃗⃗ δψ∗))

2(2m)
}

V

d3r⃗ = 0. 

 

6.49 

Lembrando da identidade matemática:  

∇⃗⃗⃗. (δψ∗. W⃗⃗⃗⃗) = W⃗⃗⃗⃗. ∇⃗⃗⃗(δψ∗) + δψ∗∇⃗⃗⃗. W⃗⃗⃗⃗, 6.50 

W⃗⃗⃗⃗. ∇⃗⃗⃗(δψ∗) = ∇⃗⃗⃗. (δψ∗. W⃗⃗⃗⃗) − δψ∗∇⃗⃗⃗. W⃗⃗⃗⃗, 6.51 

e alterando (6.51) em (6.49): 
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δGsH

δ ψ∗
= ∫ {Cψδψ∗ + bψ2ψ∗δψ∗ +

(−iℏ δψ∗∇⃗⃗⃗. W⃗⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗ δψ∗.W⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )

2(2m)
}

V

d3r⃗

+ ∫ {
iℏ∇⃗⃗⃗. (δψ∗. W⃗⃗⃗⃗)

2(2m)
}

V

d3r⃗ = 0. 

 

 

6.52 

O teorema da divergência, também conhecido como teorema de Gauss é da-

do por: 

∫ (∇⃗⃗⃗ ∙ F⃗⃗)d3r⃗ = ∮ F⃗⃗
SV

∙ n̂dA, 
6.53 

no qual F⃗⃗ é um campo vetorial que contém uma superfície fechada  S delimitando 

um volume V , orientada por n̂, normal exterior. Se usar (6.48) e (6.53) em (6.52) se 

obtém: 

δGsH

δ ψ∗
= ∫ {Cψδψ∗ + bψ2ψ∗δψ∗

V

+
−iℏ δψ∗∇⃗⃗⃗. (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ) − 2eA⃗⃗⃗ δψ∗. (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ)

2(2m)
} d3r⃗

+ ∮ {
iℏ. (δψ∗. (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ))

2(2m)
} n̂dA

S

= 0, 

 

 

 

6.54 

δGsH

δ ψ∗
= ∫ {Cψ + bψ|ψ|2 +

(iℏ)2∇⃗⃗⃗2ψ + 2(2e)iℏA⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗⃗ψ + (2e)2(A⃗⃗⃗)
2
ψ

2(2m)
}

V

δψ∗d3r⃗

+
iℏ

2(2m)
∮ {−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ}n̂δψ∗dA
S

= 0, 

 

 

6.55 

δGsH

δ ψ∗
= ∫ {Cψ + bψ|ψ|2 +

(−iℏ∇⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗)
2
ψ

2(2m)
}

V

δψ∗d3r⃗ 

+
iℏ

2(2m)
∮ (−iℏ∇⃗⃗⃗ − 2eA⃗⃗⃗)ψn̂δψ∗dA
S

= 0. 

 

 

6.56 

Para que a equação (6.56) seja válida, cada uma das integrais que a compõe tem 

que ser nula. 

  



70 
 

 

 

APÊNDICE E 

6.5 Minimização do funcional da energia livre de Gibbs em função do 

potencial vetor do campo magnético (�⃗⃗⃗�). 

δGsH

δA⃗⃗⃗
=

δGn

δA⃗⃗⃗
+ ∫

δ

δA⃗⃗⃗
{Cψψ∗ +

b

2
ψ2ψ∗2 +

(−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ). (iℏ∇⃗⃗⃗ ψ∗ − 2eA⃗⃗⃗ ψ∗)

2(2m)V

+
(∇⃗⃗⃗ × A⃗⃗⃗)

2

2μ0
− ∇⃗⃗⃗ × A⃗⃗⃗ ∙ H⃗⃗⃗0} d3r⃗ = 0. 

 

 

6.57 

Contudo: 

δGn

δA⃗⃗⃗
=

δ ψ∗

δA⃗⃗⃗
=

δψ

δA⃗⃗⃗
= 0, 

6.58 

assim: 

δGsH

δA⃗⃗⃗
= ∫ {

(−2eδA⃗⃗⃗ψ). (iℏ∇⃗⃗⃗ ψ∗ − 2eA⃗⃗⃗ ψ∗) + (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ). (−2eδA⃗⃗⃗ ψ∗)

2(2m)V

+
(∇⃗⃗⃗ × A⃗⃗⃗) ∙ (∇⃗⃗⃗ × δA⃗⃗⃗)

μ0
− ∇⃗⃗⃗ × δA⃗⃗⃗ ∙ H⃗⃗⃗0} d3r⃗ = 0, 

 

 

6.59 

δGsH

δA⃗⃗⃗
= ∫ {

(−2eδA⃗⃗⃗ψ). (iℏ∇⃗⃗⃗ ψ∗ − 2eA⃗⃗⃗ ψ∗) + (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ). (−2eδA⃗⃗⃗ ψ∗)

2(2m)V

+
((∇⃗⃗⃗ × A⃗⃗⃗) − μ0H⃗⃗⃗0)

μ0
∙ (∇⃗⃗⃗ × δA⃗⃗⃗)} d3r⃗ = 0. 

 

 

6.60 

Nomeando, 

Y⃗⃗⃗ =
((∇⃗⃗⃗xA⃗⃗⃗) − μ0H0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

μ0
, 

 

6.61 

Z⃗⃗ = δA⃗⃗⃗, 6.62 

a equação (6.60) ficará escrita como: 

δGsH

δA⃗⃗⃗
= ∫ {

(−2eδA⃗⃗⃗ψ). (iℏ∇⃗⃗⃗ ψ∗ − 2eA⃗⃗⃗ ψ∗) + (−iℏ∇⃗⃗⃗ψ − 2eA⃗⃗⃗ψ). (−2eδA⃗⃗⃗ ψ∗)

2(2m)V

+ Y⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ × Z⃗⃗)} d3r⃗ = 0. 

 

 

6.63 

Lembrando da identidade matemática: 
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∇⃗⃗⃗. (Y⃗⃗⃗xZ⃗⃗) = Z⃗⃗. (∇⃗⃗⃗xY⃗⃗⃗) − Y⃗⃗⃗. (∇⃗⃗⃗xZ⃗⃗), 6.64 

Y⃗⃗⃗. (∇⃗⃗⃗xZ⃗⃗) = Z⃗⃗. (∇⃗⃗⃗xY⃗⃗⃗) − ∇⃗⃗⃗. (Y⃗⃗⃗xZ⃗⃗). 6.65 

δGsH

δA⃗⃗⃗
= ∫ δA⃗⃗⃗ {

−iℏ(2e)ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ + 2(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2 + iℏ(2e) ψ∗∇⃗⃗⃗ψ

2(2m)
+ Z⃗⃗. (∇⃗⃗⃗xY⃗⃗⃗)}

V

d3r⃗

+ ∫ {−∇⃗⃗⃗. (Y⃗⃗⃗xZ⃗⃗)}d3r⃗
V

= 0. 

 

 

6.66 

Utilizando mais uma vez o teorema do divergente (6.53),  

δGsH

δA⃗⃗⃗
= ∫ [δA⃗⃗⃗ {

−iℏ(2e)ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ + 2(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2 + iℏ(2e) ψ∗∇⃗⃗⃗ψ

2(2m)
} + Z⃗⃗. (∇⃗⃗⃗xY⃗⃗⃗)]

V

d3r⃗

− ∮ (Y⃗⃗⃗xZ⃗⃗) ∙ n̂ds
S

= 0, 

 

 

6.67 

De (6.61) e (6.62): 

δGsH

δA⃗⃗⃗
= ∫ δA⃗⃗⃗ {

−iℏ(2e)ψ. ∇⃗⃗⃗ ψ∗ + 2(2e)2A⃗⃗⃗|ψ|2 + iℏ(2e) ψ∗∇⃗⃗⃗ψ

2(2m)V

+
∇⃗⃗⃗x ((∇⃗⃗⃗xA⃗⃗⃗) − μ0H0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

μ0
}d3r⃗ 

−∮ (
((∇⃗⃗⃗xA⃗⃗⃗) − μ0H0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) xδA⃗⃗⃗

μ0
) ∙ n̂ds

S

= 0. 

 

 

 

6.68 
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APÊNDICE F 

6.6 Diagonalização da matriz da hamiltoniana (BCS) 

Para que as equações (4.35) e (4.36) sejam satisfeitas e então o principio de 

exclusão de Pauli seja obedecido então: 

|
u𝐤

∗ v𝐤

−v𝐤
∗ u𝐤

| = 1, 
6.69 

|u𝐤|
2 + |v𝐤|

2 = 1. 6.70 

O princípio do mínimo de energia, sugere que os elétrons que constituem o 

par tenham momento de spin opostos para constituir o estado fundamental do su-

percondutor. Sabendo que para um estado (𝐤 ↑, −𝐤 ↓) a probabilidade de existir o 

par é dado por |vk|
2 e a probabilidade da ausência do par é dado por |uk|

2 então 

podemos escrever: 

ΨBCS = ∏ (uk + vkĈ𝐤↑
+ Ĉ−𝐤↓

+ )|ϕ0〉
k

, 6.71 

Para o qual |ϕ0〉 é o estado de vácuo com nenhuma partícula. 

Voltando a atenção para a (4.56) e calculando sua transposta: 

(
Ĉ𝐤↑

Ĉ−𝐤↓
+ )

+

= (
γ̂𝐤↑

γ̂−𝐤↓
+ )

+

(
u𝐤 −v𝐤

v𝐤
∗ u𝐤

∗ ). 
 

6.72 

(4.56) e ( 

6.72) em (4.54): 

Ĥ′ = ∑(
γ̂𝐤↑

+

γ̂−𝐤↓
)
T

(
u𝐤 −v𝐤

v𝐤
∗ u𝐤

∗ ) (
ε𝐤 −∆𝐤

−∆𝐤
∗ −ε𝐤

)

𝐤

(
u𝐤

∗ v𝐤

−v𝐤
∗ u𝐤

) (
γ̂𝐤↑

γ̂−𝐤↓
+ ) + ∑ε𝐤 + B̂𝐤

∗
∆𝐤

𝐤

. 
 
6.73 

Focando-se apenas no primeiro termo da equação:  

Ĥ′′ = ∑(
γ̂𝐤↑

+

γ̂−𝐤↓
)
T

𝐤

 

. (
(|u𝐤|

2 − |v𝐤|
2)ε𝐤 + u𝐤

∗v𝐤∆𝐤
∗ + u𝐤v𝐤

∗∆𝐤 2u𝐤v𝐤ε𝐤 + v𝐤
2∆𝐤

∗ − u𝐤
2∆𝐤

2u𝐤
∗v𝐤

∗ε𝐤 + v𝐤
∗2

∆𝐤 − u𝐤
∗ 2

∆𝐤
∗ (|v𝐤|

2 − |u𝐤|
2)ε𝐤 − u𝐤

∗v𝐤∆𝐤
∗ − u𝐤v𝐤

∗∆𝐤

)

∙ (
γ̂𝐤↑

γ̂−𝐤↓
+ ), 

 

 

 

6.74 

 se definir: 

E𝐤 = (∆𝐤
2 + ε𝐤

2)
1

2 , 
6.75 
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para que a matriz: 

(
(|u𝐤|

2 − |v𝐤|
2)ε𝐤 + u𝐤

∗v𝐤∆𝐤
∗ + u𝐤v𝐤

∗∆𝐤 2u𝐤v𝐤ε𝐤 + v𝐤
2∆𝐤

∗ − u𝐤
2∆𝐤

2u𝐤
∗v𝐤

∗ε𝐤 + v𝐤
∗2

∆𝐤 − u𝐤
∗ 2

∆𝐤
∗ (|v𝐤|

2 − |u𝐤|
2)ε𝐤 − u𝐤

∗v𝐤∆𝐤
∗ − u𝐤v𝐤

∗∆𝐤

), 
6.76 

seja diagonal, impõe-se que: 

2u𝐤v𝐤ε𝐤 + v𝐤
2∆𝐤

∗ − u𝐤
2∆𝐤= 0, 6.77 

que por conseguinte tem seu complexo conjugado também nulo: 

2u𝐤
∗v𝐤

∗ε𝐤 + v𝐤
∗2

∆𝐤 − u𝐤
∗ 2

∆𝐤
∗= 0. 6.78 

Multiplicando a equação (6.77) por 
∆𝐤

∗

u𝐤
2
: 

(
v𝐤∆𝐤

∗

u𝐤
)

2

+ 2ε𝐤 (
v𝐤∆𝐤

∗

u𝐤
) − |∆𝐤|

2 = 0, 
6.79 

chamando: 

y =
v𝐤∆𝐤

∗

u𝐤
, 

6.80 

A eq. (6.79) ficará: 

y2 + 2εky − |∆k|
2 = 0. 6.81 

Resolvendo esta equação de segundo grau: 

y =
−2ε𝐤 ± √4ε𝐤

2 + 4|∆𝐤|2

2
, 

6.82 

Neste caso é considerado apenas a solução positiva, já que procura-se um 

mínimo de energia. 

y = −ε𝐤 + √ε𝐤
2 + |∆𝐤|2, 6.83 

de (6.75): 

y = E𝐤 − ε𝐤. 6.84 

Recordando da (6.80): 

v𝐤∆𝐤
∗

u𝐤
= E𝐤 − ε𝐤, 

6.85 

logo: 

y ∙ y∗ =
|v𝐤|

2|∆𝐤|
2

|u𝐤|2
= (E𝐤 − ε𝐤)

2, 
6.86 

|v𝐤|
2|∆𝐤|

2 = |u𝐤|
2(E𝐤 − ε𝐤)

2. 6.87 

Substituindo em (6.86) a (6.70): 

|v𝐤|
2|∆𝐤|

2 = (1 − |v𝐤|
2)(E𝐤 − ε𝐤)

2, 6.88 

|v𝐤|
2 +

|v𝐤|
2|∆𝐤|

2

(E𝐤 − ε𝐤)2
= 1. 

6.89 
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Manipulando a (6.75): 

|∆𝐤|
2 = E𝐤

2 − ε𝐤
2 = (E𝐤 − ε𝐤)(E𝐤 + ε𝐤). 6.90 

Alterando (6.90) em (6.89): 

|v𝐤|
2 (1 +

(E𝐤 + ε𝐤)

(E𝐤 − ε𝐤)
) = 1, 

6.91 

|v𝐤|
2 =

1

2
(1 −

ε𝐤

E𝐤
) . 

6.92 

Trocando (6.92) em (6.70): 

|u𝐤|
2 =

1

2
(1 +

ε𝐤

E𝐤
) . 

6.93 

Ainda falta encontrar dois termos da diagonal secundaria da matriz (6.76): 

(|u𝐤|
2 − |v𝐤|

2)ε𝐤 + u𝐤
∗v𝐤∆𝐤

∗ + u𝐤v𝐤
∗∆𝐤

= (|u𝐤|
2 − |v𝐤|

2)ε𝐤 + |u𝐤|
2 (

v𝐤∆𝐤
∗

u𝐤
+

v𝐤
∗∆𝐤

u𝐤
∗ ), 

 

6.94 

(|v𝐤|
2 − |u𝐤|

2)ε𝐤 − u𝐤
∗v𝐤∆𝐤

∗ − u𝐤v𝐤
∗∆𝐤

= (|v𝐤|
2 − |u𝐤|

2)ε𝐤 − |u𝐤|
2 (

v𝐤∆𝐤
∗

u𝐤
+

v𝐤
∗∆𝐤

u𝐤
∗ ), 

 

6.95 

Substituindo a eq. (6.85) em  (6.94) e (6.95) obtém respectivamente: 

(|u𝐤|
2 − |v𝐤|

2)ε𝐤 + u𝐤
∗v𝐤∆𝐤

∗ + u𝐤v𝐤
∗∆𝐤= (|u𝐤|

2 − |v𝐤|
2)ε𝐤 + 2|u𝐤|

2(E𝐤 − ε𝐤), 6.96 

(|v𝐤|
2 − |u𝐤|

2)ε𝐤 − u𝐤
∗v𝐤∆𝐤

∗ − u𝐤v𝐤
∗∆𝐤= (|v𝐤|

2 − |u𝐤|
2)ε𝐤 − 2|u𝐤|

2(E𝐤 − ε𝐤), 6.97 

(6.92) e (6.93) em (6.96) e (6.97), conclui-se: 

(|u𝐤|
2 − |v𝐤|

2)ε𝐤 + u𝐤
∗v𝐤∆𝐤

∗ + u𝐤v𝐤
∗∆𝐤==

ε𝐤
2 + E𝐤

2 − ε𝐤E𝐤 + ε𝐤E𝐤 − ε𝐤
2

E𝐤
= E𝐤, 

6.98 

(|v𝐤|
2 − |u𝐤|

2)ε𝐤 − u𝐤
∗v𝐤∆𝐤

∗ − u𝐤v𝐤
∗∆𝐤= −E𝐤. 6.99 
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