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"Ha mais pessoas que desistem do que pessoas que fracassam”.
(Henry Ford)



Resumo

As formulages mais usuais do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para resolver pro-
blemas advectivo-difusivos apresentam dificuldades significativas no tratamento do termo de
transporte, por distintas razdes. Enquanto a formulacdo classica (MECC), que usa a solugdo
fundamental advectivo-difusiva, é limitada para casos de campos de velocidade varidvel, a for-
mulagdo de Dupla Reciprocidade (MECDR) apresenta problemas de precisdo, sendo incapaz de
produzir resultados satisfatérios, mesmo em problemas com nimeros Peclét apenas modera-
dos. Este trabalho aplica a recente Técnica de Interpolacao Direta Regularizada com func¢oes
de base radial (MECIDR) para modelar o termo advectivo, permitindo assim uma boa precisdo
em problemas dominados pela adveccdo. O MECID apresentou resultados superiores a for-
mulacdo com dupla reciprocidade em vdrias aplicagdes, como nos casos regidos pelas equagoes
de Poisson e Helmholtz e, portanto, a sua extensdo aos problemas advectivos-difusivos é uma
consequéncia natural do seu desenvolvimento. Para avaliar o desempenho desta formulagdo,
este projeto traz problemas-teste com solu¢do analitica conhecida e ja simulados pelas for-
mulacdes anteriormente mencionadas, para expor a aplicabilidade e adequacdao do MECIDR

neste contexto.

Palavras-chave: Integracio Direta; Problemas Advectivo-Difusivos; Processo de Regula-

rizacao; Método de Elementos de Contorno



Abstract

The most usual formulations of the Boundary Element Method (BEM) for solving the diffusive-
advective problems present significant difficulties in the treatment of the transport term,
for various reasons. While the classical formulation (CBEM), which uses the fundamental
diffusive-advective solution, is limited in variable velocity fields, the Dual Reciprocity formula-
tion (DRBEM) presents precision problems, being unable to produce satisfactory results even
for moderate Peclét numbers. This work applies the recent Regularized Direct Interpolation
Technique with radial basis functions (RDIBEM) to model the advective term, thus allowing
good accuracy in problems dominated by advection. The DIBEM performance was superior
to the formulation with dual reciprocity in several applications, as in the cases governed by
the Poisson and Helmholtz equations, and thus, its extension to diffusive-advective problems
is a natural consequence of its development. In order to evaluate the efficiency of the new
formulation, test-problems with known analytical solution and already simulated by the for-
mulations previously mentioned are solved, in order to expose the applicability and adequacy
of RDIBEM in this context.

Keywords: Direct Integration; Advective-Diffusive Problems; Regularization Process; Boun-
dary Element Method
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1 Introducao

A relevancia dos métodos numéricos computacionais no contexto contemporaneo da enge-
nharia é notdrio, quer seja na academia ou nos mais diversos tipos de aplicacdo pratica. A
versatilidade e robustez associada aos mesmos permite, por sua vez, uma maior articulacao
nas investigacoes fenomenoldgicas de interesse ou mesmo na capacidade de dimensionar e
projetar sistemas e equipamentos mais adequados, visto a grande dindmica quando o foco é
um comparativo de possiveis cendrios técnicos. Neste tocante, destacam-se de sobremaneira
o Métodos de Diferencas Finitas (MDF) [1], Método de Elementos Finitos (MEF) [2], Método
de Elementos de Contorno (MEC) [3] e mais recentemente o Método dos Volumes Finitos
(MVF) [4]. Tais técnicas tem aplicabilidade nos mais diversos campos da fisica-matematica,
onde, logicamente, o estado da arte confronta-se com diversos temas de dificil trato, que

geram, por sua vez, instabilidades numéricas.

Dentre as diversas areas nas quais pode-se aplicar com éxito os métodos numéricos menci-
onados a priori, destaca-se a linha de termofluidos computacional, cuja natureza convectiva e
naturalmente acoplada dos problemas confere a esta um série de desafios a performance dos
métodos numéricos. Em um problema de dindmica dos fluidos com simultanea transferéncia
de calor tem-se complexidades associadas ao acoplamento de equacdes governantes via pro-
priedades do meio continuo, natureza nao-trivial no relacionamento dos campos de pressao e

velocidade, além de limitacOes intrinsecas a dominancia dos efeitos advectivos.

Com foco nos problemas de adveccdo dominante é possivel constatar avancos consistentes
do método de elementos de contorno. Em sua formulacao classica o MEC responde com
solidez a situacoes de forte adveccdo, entretanto limita-se a campos de velocidade constante
por conta da complexidade atrelada a solugdo fundamental demandada [5]. A formulagdo de
dupla reciprocidade (MECDR), por sua vez, ndo encontra-se limitada a campos de velocidade
mais simples, todavia é restrito a baixos nimero de Peclét, onde o método ja apresenta
instabilidades [6]. A mais recente formulagdo baseada em integragdo direta (MECID), ja
apresentou excelentes resultados em problemas de Poisson [7] e Helmholtz [8], e portanto
hd uma demanda clara por uma investigacao sequencial de sua performance em problemas

advectivo-difusivos.
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1.1 Objetivo do Trabalho

Em alinhamento com a demanda de investigacao mais aprofundada de problemas advectivos-
difusivos bidimensionais estaciondrios, o foco principal deste trabalho é determinar de forma
sistémica o comportamento da formulacdo de elementos de contorno por integracdo direta
regularizada (MECIDR) frente a estes problemas, de forma a inferir sobre sua precisdo e ver-

satilidade.

Este objetivo é bipartido, uma vez que, baseada em aproximagdes por base radial, a for-
mulac3o proposta tém dois parametros-chave de controle de precisao: quantidade de pontos
discretos utilizados na malha de contorno e quantidade de pontos componentes da nuvem de
pontos internos. A ciéncia destes dois fatores de controle permite uma analise da robustez da
formulacao proposta em relacao a dominancia dos efeitos advectivos, que pode ser considerado

o objetivo especifico desta dissertacdo.
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2 Estado da Arte

Nesta secao pretende-se expor o processo de evolucao do Método de Elementos de Contorno
aplicado a problemas de advecc¢do-difusdo estaciondrios e ndo-estaciondrios. Para tanto os
desenvolvimentos cientificos sdo elencados em ordem de avanco no estado da arte e sempre

que possivel também de forma cronoldgica.

Ikeuchi & Onishi (1983) foram uns dos primeiros autores a abordar a solu¢do do problema
advectivo difusivo via método de elementos de contorno. Em seu artigo foi testada uma
solucdo direta via formulacdo integral inversa, que utiliza a solugdo fundamental do préprio
problema advectivo-difusivo e uma solucao denominada de iterativa que utilizava a solucdo
fundamental do problema de laplace. A formulacdo cldssica apresenta resposta consistente e
precisa para problema com condi¢des puramente de Dirichlet em nimero de Peclét mediano,
enquanto a andlise de convergéncia de segunda ordem é alcancada para baixos niimeros do
adimensional. A formulacdo iterativa, baseada em solucdo fundamental mais simples, por sua
vez, apresentou resultados razodveis apenas para nimero de Peclét muito baixos e ndo exibiu
monotonicidade, o que indica o patamar em desenvolvimento, da segunda formulacdo proposta

pelos autores.

O artigo de lkeuchi & Sakakihara (1985) resolve o problema convectivo-difusivo em regime
estaciondrio através de um uma formulacdo de elementos de contorno, onde, o operador
original do problema é transformado em um operador simétrico mesmo para casos dominados
pela adveccdo. Os teste sdo realizados discretizando as expressdes integrais por elementos
constantes e lineares e as comparac¢des sao feitas em relacdao a solucdo analitica e ao método
de elementos finitos formulado via técnica de Galerkin. Um experimento numérico com campo
unidimensional de velocidades é testado até nimeros medianos do adimensional de Peclét,
apresentando bons resultados e nenhum sinal de desestabilizacdo, enquanto o método de
elementos finitos apresenta instabilidades devido a dominancia da advec¢ao. O comportamento
observado ja era esperado, pois a solucdao fundamental original do problema ainda é utilizada,

mesmo que em formato transformado.

O artigo de Brebbia e Partridge (1990) sintetiza os resultados de teste sistémicos correlatos
a formulacdo de dupla reciprocidade em problemas de campo escalar generalizado. No tocante
a problemas advectivo-difusivos sao testados problemas lineares e nao lineares, e até bidimen-
sionais, entretanto mantendo-se uma geometria eliptica simples. Também ndo foi executada
pelo autores uma andlise paramétrica correlata a dominancia dos efeitos advectivos, uma vez
que o objetivo dos mesmos no artigo era, a priori, avaliar a versatilidade do método da dupla
reciprocidade.

O trabalho de Wrobel & De Figueiredo (1991) apresenta a solu¢do do problema advectivo-
difuviso em regime permanente e transiente, ao soluciona-lo pela formulag¢do classica e também

pela denominada aproximacdo de dupla reciprocidade. Os teste numéricos foram baseados
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em problema com campo de velocidade constante, no qual a formulagdo classica, tal como
esperado, apresenta excelentes resultados para nimeros de Peclét elevados. A formulagdo
de dupla reciprocidade também apresentou excelentes resultados, porém, sé foi testada para

baixos valores de Peclét.

O periédico publicado por Wrobel, Qiu e Power (1991) executa uma comparag3o entre trés
diferentes formulacdes de elementos de contorno para problemas advectivos-difuvisos, sendo
uma delas a formulacdo de dupla reciprocidade com uso da solugcdo fundamental de Laplace.
Dois casos com campos unidirecionais e varidveis de velocidade sido testados e os resultados
baseados em dupla reciprocidade, inidicam, de forma geral, que s6 s3o possiveis resultados

satisfatérios para campos de velocidade de baixa magnitude.

O trabalho de Wrobel & De Figueiredo (1991) apresenta uma formulagdo de elementos
de contorno para problemas advectivo-difusivos baseada em uma decomposicao do campo
de velocidade em uma média e uma flutuagao. Enquanto a parte média é incluida em uma
tratamento que utiliza a solu¢ao fundamental correlata ao problema, a perturbacado é acoplada
a uma aproximacao via dupla reciprocidade. Os resultados obtidos apontam para uma limitacdo

de tal abordagem apenas no ambito de problemas com difusao dominante.

O trabalho de Young e Eldho (2000) propde a solu¢do de problemas advectivo-difusivos por
meio de um método hibrido que consiste em aliar o Método Lagrangiano-Euleriano ao Método
de Elementos de Contorno. Este método hibrido foi testado no trabalho dos autores e teve
boa resposta em problemas de velocidade variavel, em problemas dominados pela difusao ou
mesmo em problemas puramente advectivos com nimero de Peclét infinito. A formulacdo
deste método utiliza a solucdo fundamental associada a um problema de Laplace-Poisson
transiente, o que flexibiliza boa condicdo de trabalho com velocidades varidveis. O método
proposto pelos autores, ao que tudo indica, consegue um bom balango entre a problemética do
formato do campo de velocidade e os efeitos numéricos indesejaveis causados pela dominancia

da adveccao.

Massaro em (2001) em sua dissertagdo de mestrado executou um amplo estudo sobre
o desempenho das formulacdes classica e com técnica de dupla reciprocidade em problema
advectivo-difusivos estaciondrios bidimensionais. O autor comparou, de forma separada, o
desempenho de ambas as formulacdes frente a solucdes analiticas de referéncia para casos
com campos de velocidade uniforme e também varidvel. Como ja era esperado, nos casos de
velocidade varidvel s6 é possivel o uso de formulagdes pautadas em aproximacgoes via bases
radiais, uma vez que a solucdo fundamental correlata nao é previamente conhecida. Ja em
relacdo aos efeitos advectivos, a formulacao classica mostrou-se habil a acompanhar o aumento
no nimero de Peclét com baixos niveis de erro, enquanto a técnica de dupla reciprocidade

manteve resultados consistentes apenas para nimeros baixos do adimensional.

O artigo de Boztosun e Charafi (2002) desempenha uma comparagdo entre o método sem

malha que utiliza-se da fungdo thin plate spline (TPS) como aproximagdo de base radial, em
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comparagdao com métodos classicos dependentes de malha: o método das diferencas finitas e
o método de elementos de contorno com dupla reciprocidade. Os resultados mostram que o
método livre de maha apresenta melhores resultados nos casos testados tanto para problemas
dominados pelas difusdao quanto para problemas com maior influéncia do efeito advectivo.
E importante ainda ressaltar que as denominagdes utilizadas neste periddico, pelos autores,
como por exemplo, casos dominados pela adveccao, sdo intrigantes, uma vez que, atualmente

pode-se considerar tais testes como inseridos em um contexto de baixos nimeros de Peclét.

O periddico de Loeffler e Mansur (2003) propde uma formulagcdo de dupla reciprocidade
denominada quasi-dual (MECQDR), que apresenta uma redu¢do nos erros de aproximagdo
provindos de interpolagdes no dominio. Com uma série robusta de estudos de casos os autores
constatam um comportamento superior da nova proposta de formulacdo em relacdo a dupla
reciprocidade tradicional (MECDR), a medida que os efeitos da advecgdo tem sua importancia
acentuada com testes com nimeros de Peclét crescentes. Por fim é importante destacar que
mesmo o método MECQDR, apresenta resultados adequados para uso pratico em engenharia

apenas para faixas de Peclét medianas.

Loeffler, Cruz e Bulcdo em (2015), apresentam em seu artigo uma nova forma de tratar
a integral de dominio gerada pelo termo fonte em problemas de Poisson. Esta nova técnica,
denominada de MECID, também baseada em aproximacdes por bases radiais é baseada numa
aproximacdo completa no nicleo da integral de dominio, e foi testada pelos autores para
cinco casos de naturezas fisico-matemdticas bem distintas entre si. As analises realizadas
basearam-se na sensibilidade da nova técnica ao refinamento de contorno, mas principalmente
a quantidade de polos internos. Ficou evidenciado destas analises que a técnica MECID tem
sua precisao substancialmente aumentada com a inclusao de polos internos, diferentemente
da técnica da MECDR, largamente conhecida por usudrios e pesqusiadores do método. Os
resultados em linhas gerais apontam para melhor performance da técnica MECID frente ao
MECDR para todos os casos testados, desde que a quantidade de ponto internos seja devida-
mente ajustada. Por fim, é importante ressaltar a versatilidade da técnica MECID no tocante
a grande variedade de fungdes de bases radiais, que podem ser utilizadas para interpolagdes

nesta técnica, sem problemas de instabilidade.

Loeffler, Mansur e Barcelos em (2015) propde em seu artigo a aplicagdo da técnica de
integracdo direta (MECID) a problemas de autovalores de Helmholtz no intuito de obter
frequéncias naturais de vibracdo. Neste problema a integral de dominio a ser aproximada
tem contabilizac3o fisica do termo de inércia. A técnica MECID é testada em diversos casos
em uma e duas dimensoes, com niveis de complexidade crescente, e comparada com a dupla
reciprocidade (MECDR) e eventualmente com resultados gerados pelo método de elementos
finitos (MEF). Os resultados do MECID mostram-se satisfatérios em todos os casos, o que
motiva testes mais intensos desta técnica neste e em outros tipos de problemas cldssicos de

engenharia, em especial na drea de acustica.
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O trabalho de Carrer et. al em (2016) tem como foco uma analise holistica do avango do
método de elementos de contorno em problemas advectivo-difusivos. Os autores comparam o
desempenho de formulacdes transientes e estacionarias do método com solucdes analiticas de
referéncia ou com o método de elementos finitos na falta das mesmas. As formulacdes que
utilizam solucdo fundamental correlata ao problema em questido respondem coerentemente ao
gradual aumento da magnitude dos efeitos advectivos, enquanto o passo de tempo também
mostra-se como varidvel de decisao importante quanto a acurdcia do método. No tocante
a formulag¢des que utilizam solucdes fundamentais mais simples hd uma crescente desestabi-
lizagdo com aumento do nimero de Peclét, evidenciado pela grande quantidade de resultados
exibida pelos autores. Por fim, também é evidenciado pelos autores a demanda de uma for-
mulacdo capaz de lidar com velocidades varidveis dentre outras complexidades, o que alinha-se

fortemente com a proposta desta dissertacao.

O recente artigo de Loeffler e Mansur (2017) propde um esquema de regularizagdo aplicado
a técnica de integragdo direta (MECIDR), no intuito de eliminar a singularidade existente
no nicleo da integral de dominio a ser aproximada. Os testes sdo executados, entre eles,
em problemas de Helmholtz mostrando resultados levemente superiores aos gerados sem o
processo de regularizacdo. A grande vantagem operacional destacada pelos autores para o
uso da regularizacdo consiste na grande reducao no volume de entrada de dados tal como
simplicacdo significativa na implementagdo computacional. Por fim, os autores destacam o
potencial de aplicacdo do processo de regularizacao para muitos outros revelantes problemas,
em especial, problemas advectivo-difusivos, nos quais o nivel de singularidade nos nticleos de

integrais interpolados ¢ alto.
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3 Modelagem Matematica

Em vias gerais a representacdo matematica de um problema mecanico generalizado pode
ser feita de forma completa através de trés grandes alicérces: equagbes governantes, ex-
pressGes cinematicas e equagdes constitutivas, de acordo com posto em [20]. Os principios
de conservacdao de massa, momento linear e energia sao mostrados a seguir de maneira mais
geral possivel em uma primeira passagem para permitir a representacdo generalizada de um

problema mecanico de escoamento com troca de calor [21].

3.1 Principios Fundamentais da Mecéanica do Continuo

As leis naturais de conservacao, por serem de aplicacao ampla e geral, também sao de-
nominadas de principios da mecanica do continuo e podem ser aplicadas na modelagem de
distintos fendmenos fisicos. Tais leis desde sua concepcdo conceitual até suas demonstracoes
matematicas podem ser encontradas em detalhes em literaturas cldssicas tais como [22], [23]

e também em [24].

A priori apresenta-se a expressdo diferencial de conservacdo da massa, dada abaixo pela
equac¢ao 3.1 em seu formato conservativo, na auséncia de fontes e sorvedouros.
dp

0
E"‘a—xi(p?ﬁi) =0 (31)

E possivel observar que o termos de variacdo temporal da massa especifica com o tempo,
representado como primeiro termo da equagao 3.1 tem magnitude equivalente ao termo di-
vergente que o procede. Desta forma interpreta-se que a variagdo de massa especifica no
volume de controle em analise € igual ao balanco liquido das quantidades de fluxo massico nas

entradas e saidas deste mesmo volume de controle.
Na sequéncia apresenta-se a forma diferencial da conservacdo de quantidade de movimento
linear via equagdo 3.2, que traduz-se em uma expressao dindmica do movimento, oriunda da

segunda lei de Newton.

p ( o ", pfi o, (32)

Assim sendo o termo do lado esquerdo representa o produto entre a inércia e a aceleracao da
particula de continuo, enquanto o lado direito representa, respectivamente, a soma das forcas
de campo com as forcas de superficie por unidade de volume, que atuam sobre a particula.

Esta dltima classe de forcas é representada por um divergente do tensor extra-tensao ou tensor

das tensdes, notagdo esta utilizada em [25], [24].

Por fim o principio conservativo da energia também ¢é exibido em seu formato diferencial

pela expressao 3.3, cuja origem é proveniente da primeira lei da termodindmica e cujos detalhes
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algébricos podem ser melhor apreciados em literaturas tais como [26], [27] e [28].

0 0 0
51T + 5 -lpegusT) = T (% 4

op Ou; — 0Og,
g i ) n (3.3)

dr;) " 0x; " Ox,

A interpretacdo conceitual correta da equacdo 3.3, pode ser feita tomando-se o lado es-
querdo da mesma como totalizacao do taxa de variacdo total dos fluxos entélpicos no volume
de controle, formado por uma parcela global correlata a transiéncia e outra parcela correlara
ao transporte convectivo. Esta quantidade deve ser causada, no caso mais geral, pela super-
posicdo de trés efeitos, representados por trés termos no lado direito da mesma equacgdo. O
primeiro deles contabiliza os efeitos de compressibilidade, o segundo ¢ ligado ao fendmeno de

dissipacao viscosa e o lltimo correlato aos efeitos difusivos.

3.2 Equagoes Cinematicas e Constitutivas Relevantes

Uma observacdo atenciosa sobre o conjunto de equagdes 3.1, 3.2 e 3.3 revela que é preciso
conhecer sobre a constituicdo dos termos inerentes ao tensor extra tensdo 7;; presente na
equag¢do de momento, tal como o tensor viscoso o;; e fluxo de calor ¢; que surgem no balango

de energia.

Neste ponto de constatagao também é preciso sair da generalidade das equacdes da mecéanica
do continuo para ent3o definir um problema de termofluidos, e assim sendo o tensor constitu-
tivo de um fluido newtoniano é mostrado a seguir pela equacao 3.4, e devidamente alinhado

com a literatura em [29] e [25].

/Tij = 2,U/ng + ()\Dkk - p) 5”' (34)

A escrita algébrica da equacdo 3.4 é proveniente de uma decomposicdo esférica-desviadora
do tensor das tenses e um posterior rearranjo de acordo com a diagonal principal e os demais

termos do tensor.

Na equacdo de conservacdo de energia 3.3, por sua vez, ainda é necessdria a definicdo
constitutiva do tensor viscoso e do vetor fluxo de calor. No caso do tensor viscoso, este
pode ser definido tal como o tensor extra-tensdo da equacdo 3.4, entretanto excluindo a parte

inerente a pressdo termodindmica, em conformidade com [26].

Ja o fluxo de calor, pode ser definido de forma conveniente através da Lei de Fourier, que
preconiza um fluxo dependente da caracteristica do meio continuo e do gradiente de tempe-

ratura que o motiva, tal como abaixo na expressao 3.6. A equacao de taxa para mecanismo
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condutivo, trabalhada aqui, tal como outras equacdes constitutivas importantes podem ser

apreciadas em mais detalhes em literatura especifica tal como em [30] e [31].

qj = —kiT'; (3.6)

Uma vez postas as expressoes constitutivas, é preciso agora correlacionar algumas quanti-
dades tensoriais apresentadas a campos fisicos de interesse através de expressbes cinematicas.
Inicia-se portanto pela definicao do tensor taxa de cisalhamento D;;, que surge na equagdo

constituiva de um fluido newtoniano em consonancia com [29] e [22].

1 (Ou; Ouj ouy,
== 4+ - Dy = —% — g
R (8$j 8931-) W oxy, Yhok (3.7)

Desta maneira, a expressao 3.7 associa o tensor taxa de cisalhamento com o gradiente do
campo de velocidade do escoamento, que deve, por seua vez, ser determinado a posteriori
através da solu¢ao do conjunto de equacdes diferenciais do modelo. Por fim, a constante A
que surge na constituicao newtoniana pode ser associada com a viscosidade, de acordo com a

expressdo através da relagdo de Stokes [29], [26].

A=—Zu (3.8)

A seguir na equagdo constitutiva do fluxo de calor de Fourier, surge um tensor k;; que
representa a condutividade térmica do meio continuo em questdo. Trata-se de uma entidade
tensorial pois, no caso mais geral, esta propriedade pode variar na trés direcoes espaciais
de forma ndo padronizada, caracterizando a anisotropia do meio continuo. Entretanto, em
um caso mais simples, considerando-se a isotropia do meio continuo, no caso nosso fluido
newtoniano em questdo, a escrita do tensor condutividade térmica k;;, reduz-se ao formato

da equacgao 3.9 a seguir.

Desta forma, com tais consideracOes constitutivas e cinemdticas é possivel reescrever os
principios gerais da mecanica do continuo dados pelas expressdes 3.1, 3.2 e 3.3, para um
problema de escoamento de um fluido newtoniano isotrépico com troca simultanea de calor,
cujo modelo é agora representado pelo seguinte conjunto de equagdes diferenciais. Este con-
junto de equacgdes ainda apresenta elevado grau de complexidade, uma vez que, as equagdes
de momento e energia ainda encontra-se acopladas por conta da dependéncia de proprieades

fisicas, tal como a viscosidade com a temperatura e também dificuldades inerentes a efeitos
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de compressibilidade que constituem grandes desafios para a aplicacdo eficiente de métodos

numéricos, de forma geral.

ap 0
L = 1
5 + R (puk) =0 (3.10)
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Por fim, é preciso adequar de forma coerente o modelo matematico a ser utilizado com o
problema-alvo. O grande desafio do processo de modelagem matematica de um fendmeno é
equilibrar a complexidade do modelo utilizado a demanda de verossimilhanca requerida pela
aplicagdo em questdo [32], [33], [21], [34].

3.3 Hipoteses Simplificadoras

No intuito de simplificar o conjunto de equacgdes 3.10, 3.11 e 3.12 e adequar o modelo a
um problema convectivo de modelagem mais simples, a adocdo de algumas hipdteses simpli-

ficadoras se faz necessaria.

1. Regime Estacionario

2. Fluido Newtoniano Isotrépico

3. Propriedades Termo-fisicas Constantes
4. Escoamento Incompressivel

5. Dissipacao Viscosa Desprezivel

6. Forcas de Campo Desprezadas

E importante também salientar como cada uma das hipéteses adotadas acima afeta alge-
bricamente o modelo diferencial final, e por esta razao, executa-se a seguir a andlise individual
de cada uma delas.

Ao adotar-se o regime estacionario, ha a preconizacao de que as varidveis de interesse do

escoamento nao variam significativamente com o tempo. Tal hipdtese é razodvel em processos

ou fenémenos convectivos onde, depois de decorrido um determinado tempo, observa-se uma
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constancia média nas aferigcdes de varidveis. Portanto esta é uma hipétese razoavel em diver-
sos problemas de interesse pratico, onde deseja-se justamente modelar o comportamento do

sistema em sua etapa estabilizada, evitando complexidades inerentes a modelagem transiente.

O modelo constitutivo de fluido newtoniano isotrépico pode ter sua andlise dividida em duas
partes bem definidas. A priori, a reologia newtoniana caracteriza-se como um modelo simples,
que pode ser utilizado para descrever o comportamento deformacional de fluidos em muitas
situacbes de interesse pratico. Caso haja necessidade de utilizar-se de uma caracterizacdo
reoldgica mais complexa e aderente a aplicagdo, estas podem ser encontradas em classicos da
drea como [24], [35] e [25]. No vigente trabalho, um modelo reolégico newtoniano é robusto
o suficiente para atender as espectativas das aplicacoes-teste. Uma segunda parte da hipdtese
versa sobre a isotropia do meio continuo fluido. Ao considerar-se esta premissa, ha a demanda
de entrada de um valor tnico de condutividade térmica, uma vez que este ja é capaz de definir

o tensor isotrépico [27].

A terceira hipétese adotada torna as propriedades termo-fisicas do escoamento invariantes,
ou seja, ndo permite por exemplo que propriedades como viscosidade e condutividade térmica
variam com temperatura ou pressao. Tal premissa reduz consideravelmente a complexidade do
modelo, uma vez que permite o desacoplamento entre as equagdes conservativas de momento
e energia. Tal desacoplamento é de essencial importancia, principalmente no que tange a
possibilitar a geracao de solugdes analiticas de referéncia para casos simples, que sdo utilizadas

para validar novas formulagdes numéricas.

Na sequéncia, a adocdo de um escoamento incompressivel simplifica substancialmente o mo-
delo convectivo final, uma vez que anula miltiplos termos nas equacdes e elimina um grande
foco de instabilidades numéricas, uma vez que, a representacdao numérica de um problema
compressivel demanda formulacdes de sobremaneira mais robustas. Desta forma, a manu-
tencdo de um modelo razoavelmente simples alinha-se com a ideia de testar uma formulacao

e analisar seu desempenho de maneira objetiva e clara.

Pode-se assumir a negligéncia dos efeitos de dissipacdo viscosa de forma condicional, ou
seja, ap6s uma analise da importancia deste fendmeno no contexto do problema de interesse.
E importante aqui ressaltar, que este efeito nem sempre pode ser desprezado, e portanto,
exige-se por parte do engenheiro a sensibilidade técnica necessaria para adotar e justificar suas
hipéteses de modelagem. No presente caso, em especifico, este efeito ndo se encontra em

foco para o estudo e ndo serd considerado relevante.

Por fim, como sexta e tltima hipdtese as forcas de campo, que em nosso caso, resumem-se
a acOes gravitacionais sdo também desprezadas por ndo estarem inseridas em nosso foco de

analise e nao terem influéncia significativa sobre os problemas que serao aqui testados.
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3.4 Equacdes Governantes de um Problema Convectivo

A aplicagao das hipdtese de engenharia elencadas e devidamente interpretadas anterior-
mente permite a simplificacdo e adequacdo do modelo matematico que descreve um problema

convectivo, e que é governado pelas equacbes a seguir.

ﬁuk
i 3.13
v (3.13)
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O modelo de problema convectivo descrito pelas equagdes 3.13, 3.14 e 3.15 é formado
por duas leis conservativas escalares, representadas pelas conservacao de massa e conservacao
de energia e por pela conservacdo de momento linear que tem natureza vetorial. Com tal
colocacdo, em duas dimensdes, constata-se um montante de cinco equacdes diferenciais com o
mesmo numero de incdgnitas, provenientes dos campos de velocidade, pressao e temperatura.
Portanto, a solucdo completa do problema convectivo demanda a solu¢do do conjunto de

equagoes diferenciais para entdo determinar-se todos os campos fisicos de interesse.

3.5 Definicao do Problema

Neste trabalho em especifico, o objetivo central ndo reside em resolver o problema convec-
tivo por completo, e sim trabalhar apenas com a equac¢ao de energia, também conhecida como
equacdo de adveccdo-difusao quando algebrizada no formato da equagdo 3.15. Desta forma
a equacao de trabalho aqui é de natureza escalar e o foco estd na determinagdo do campo de
temperatura e respectivos fluxos de calor.

Para trabalhar de forma mais consistente com a equac3o diferencial de energia em questao,
é conveniente escrevé-la em sua forma adimensionalizada. Os pardmetros capazes de processar
a adimensionalizacao sao colocados abaixo, onde ressalta-se V' e L como, respectivamente,
velocidade e comprimento caracteristicos, e T, e T}, como temperaturas da superficie sélida

e temperatura média do escoamento.
uj T T -1
V T — T,

A insercao dos parametros destacados na expressdo 3.16, e sua substituicao na expressao

*
Lj

(3.16)
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de interesse 3.15, tem como resultados apds algebrismos simples na expressao abaixo.
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O grupamento adimensional que surge do processo algébrico é denominado nimero de
Peclét e contabiliza, por sua vez, um balanco entre as taxas de transferéncia de calor advectiva
frente a condutiva [36], [27]. Em outras palavras um ndmero de Peclét perto da unidade
simboliza um problema onde os efeitos advectivos e difusivos sdo parelhos. Enquanto, por outro
lado, o crescimento do nimero de Peclét, representa fisicamente a tendéncia de dominancia
dos efeitos advectivos. Uma definicao matematica deste adimensional é dada abaixo para uma

melhor elucidacdo do conceito.

VL
P€L == R@LP’/’L - — (318)

Q

Desta forma de posse das gradezas carateristicas e das propriedades termofisicas condensa-
das na varidvel de difusividade térmica «, é possivel determinar o nimero de Peclét. Um dos
objetivos centrais do vigente trabalho é testar a sensibilidade na formulagdo MECID em pro-
blemas advectivos-difusivos com predominancia dos efeitos advectivos,ou seja, incrementando

gradualmente os valores de Peclét.
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4 Formulacao Numérica do Problema Advectivo-Difusivo

Este capitulo é dedicado a expor de forma concisa a formulacao de problemas advectivo-
difusivos via método de elementos de contorno. Para fazé-lo de forma metddica é necessario
ressaltar a existéncia de trés formulacdes bem consolidadas, sendo a primeira denominada for-
mulagdo classica (MECC) por utilizar a solugdo fundamental correlata ao problema advectivo-
difusivo, a segunda representada pela técnica da dupla reciprocidade (MECDR), onde ja ha
o uso de funcdes de bases radiais e solucdo fundamental mais simples e uma terceira e mais
recente chamada de técnica de integragdo direta (MECID), que também vale-se da utilizagdo
de bases radiais, porém, com diferencas substanciais em relacdo a dupla reciprocidade. A
seguir é dado um quadro geral de evolucao do método de elementos de contorno com suas
principais potencialidades e limitagdes correlatas a problemas advectivo-difusivos e em seguida
a exposicao cuidadosa, porém sintética, de cada uma das formulagdes constituintes do estado

da arte do método neste tipo de problema fisico.

4.1 Contextualizacdo e Limitacdes do MEC

Os avancos feitos pelo método de elementos de contorno no contexto dos problemas de
natureza advectivo-difusiva foram substanciais desde que a proposta de formulacdo classica
surgiu por meio da solugcdo fundamental correlata ao problema. Esta primeira formulagao lida
muito bem com o efeito dominante da adveccao, uma vez que a solucdo fundamental correlata
ao problema original faz com que a mesma responda muito bem incrementos no nimero de
Peclét. Entretanto como desvantagem da formulagdo MECC, tem-se a impossibilidade de
simular problemas com campos varidveis de velocidade, uma vez que, a solucao fundamental
disponivel na literatura em [37] contempla apenas campos de velocidade uniformes. A técnica
de dupla reciprocidade (MECDR), que surgiu sequencialmente, foi um verdadeiro marco no
desenvolvimento do método dos elemento de contorno, uma vez que, ao utilizar uma solucao
fundamental simples e padronizada aliada a um processo de interpolacao via funcoes de bases
radiais consegue conferir versatilidade na solugcdo de diversos problemas mais complexos, cuja
solucao fundamental n3o precisa ser necessariamente ser conhecida. Todavia, ao submeter a
formulagdo MECDR a situagoes de adveccao dominante percebeu-se uma grande fragilidade
da técnica, que apresenta altos niveis de erro com o crescimento do nimero de Peclét, mesmo
para magnitudes relativamente baixas do adimensional. Neste contexto, a formulacdo baseada
em integrac3o direta (MECID) surge como uma alternativa t3o versatil quando o MECDR no
tocante a também utilizar aproximacdes por funcoes de bases radiais, porém, cujo desempenho
frente a problemas com fortes efeitos advectivos ainda ndo é conhecido de forma plena. E
portanto, latente a demanda de testes sistémicos sobre esta formulacdo MECID, para entdo
determinar a robustez da mesma frente aos problemas dominados pela adveccdo, demanda

esta que motiva o vigente trabalho.
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4.2 Formulacdo Classica do MEC

E prudente seguir uma ordem cronoldgica na exposicao das formula¢des disponiveis para
problemas advectivos-difusivos e, portanto, inicia-se pela formulacdo classica do método de
elementos de contorno. Tal formulacdo baseia-se no uso da solugcdo fundamental correlata ao

problema, que pode ser apreciada em mais detalhes em [37].

No objetivo de sempre manter a exposicao da formulacdo numérica o mais simples e ele-
gante possivel, usa-se aqui a notacdo indicial, largamente presente na literatura do método
de elementos de contorno e da fisica-matematica de forma geral. A equacdo de governo do
problema advectivo-difusivo dadas as hipdteses elencadas no capitulo Il pode ser escrita em

notac¢3do indicial como segue.

Uy = Vily; (4-1)

E perceptivel aqui que as propriedades termo-fisicas ou mesmo termodindmicas no caso
da versdao dimensional na equacao de governo ou mesmo o numero de Peclét, no caso da
equacao adimensional, sdao aqui omitidos por simplicidade, por se tratarem de constantes que

nao variam no dominio espacial ).

Multiplica-se agora ambos os lados da equacdo 4.1 pela solu¢ao fundamental correlata u*,

e integra-se ao longo do dominio genérico ().

/Q (X0 (X, €)dQ = /Q o (X )1, (X ) (X, €)d) (42)

Para a sequéncia da formulagdo é prudente denominar o lado esquerdo da equagdo 4.2 de
lado difusivo (LD) e o lado direito da mesma de lado advectivo (LA), dados os efeitos fisicos

representados por cada lado do balanco de energia.

LD = / X, £)dQ (4.3)

LA = /Q (X Yy (X (X, £)d) (4.4)

Na sequéncia o tratamento do lado difusivo, constituido por um operador laplaciano auto-
adjunto, pode ser facilmente tratado com o uso das identidades de Green [32] ou, analo-
gamente, via integragcdo por partes, seguido do uso do Teorema da Divergéncia [38] para a
conversao de integrais de dominio para o contorno, conforme largamente reportado na litera-
tura correlata em [39], [40], [41].

LD - / u* (X, €)dT — / u(X)q" (X, €)dT + / wh (X, Ou(X)d0  (45)

Q
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Uma vez resolvido o lado difusivo, parte-se para o tratamento do lado advectivo onde a
integracao por partes é novamente utilizada para desmembrar o niicleo da integral que compoe

o lado advectivo da equacao 4.4.

(viuu®) ,, = (viu) u* +vuw,, oo (vuu®),; = [vi,u A+ vug] vt 4 vuu,] (4.6)

Na aplicacdo da integracao por partes, conforme pode ser observado na expressao 4.6, surge
a entidade do divergente do campo de velocidade, que segundo a hipétese de incompressibi-
lidade do escoamento [24], adotada no capitulo anterior, anula-se. Portanto, algebricamente

tem-se:

a’Ui

— = 4.
oz, = 0 (4.7)

’Uim' =

Desta maneira é possivel anular um dos termos da decomposicao exposta pela equacao 4.6

e reescrever propriamente o nucleo da integral do lado advectivo tal como segue.

(viuu™) ,, = viu,ut +vuw,, o vuut = (vuu') ,, — vuu,! (4.8)

A insercao da decomposicao da equacdo 4.8 na equacdo 4.4 gera a seguinte biparticdo da

integral original.

[ 00w, (0w (X0 = [ COuX0w (O] 2~ [ w(Xuu; (X.d
Q Q Q (4.9)
E possivel neste ponto aplicar o Teorema da Divergéncia, apreciado em maiores detalhes
em literaturas [38] e [42], para entdo converter a primeira integral de dominio do lado direito

da equacdo 4.9 para uma escrita no contorno, tal como segue.

1 (X))o (X)u(X)u* (X, &)dl — / v (X)) u(X)u,; (X, €)dQ

[ ou o gin - |
Q Q
(4.10)

T

Substituindo entdo as expressdes de tratamento das equagdes 4.5 e 4.10, na equagdo 4.2,

chega-se a formulacdo integral inversa do problema dada abaixo.

[ o - [ux)e (o [ xguxae- @

Q

/Fni(X)vi(X)u(X)u*(X,g)dF—/vi(X)u(X)u,;‘ (X, £)dQ2

Q
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A sentenca integral inversa representada na equacao 4.11, pode ser reorganizada de maneira
providencial, de forma a reconstruir uma expressao de governo baseada na solu¢ao fundamen-
tal, onde é possivel evidenciar a equagao de governo que caracteriza o problema fundamental

correlato, tal como segue.

LLW%C&Q+W&W%NX£HMXMQ= (4.12)

lAMXMWXwa—ﬁq@%ﬂXiﬂf+/ﬁAwamwXWWX£MF

r

O problema correlato ao advectivo-difusivo em um dominio infinito cuja excitagdo de campo
¢ descrita por um pulso representado matematicamente pela funcao Delta de Dirac, é também
chamado de problema fundamental. Para melhor visualizagdo este problema é algebricamente

posto abaixo.

u,;; +oiu,; = —A(X, ) (4.13)

A solucdo da equacdo 4.13 n3o é trivial e pode ser melhor consultada na literatuta [37].
E possivel observar que tanto o campo potencial u*, quanto seu fluxo correlato ¢* ficam
dependentes de fun¢des de Bessel [43], cujo tratamento matemdtico na determinagdo das
integrais ndo ¢ tarefa simples, como citado e debatido em detalhes em [44] e [15], devido a

singularidades matematicas.

(. V]
* p— HT pu—
u(X,8) = g e (pr) = (4.14)
1 or 'V,
* ey L - _n

Utilizando-se entdo da equacgdo 4.13, e inserindo-a entdo na expressao 4.12, e aplicando-se
convenientemente as propriedades inerentes ao Delta de Dirac, é possivel entdo a seguinte

escrita.

(u©) + [

T

MXM%Xﬁmf—/

r

0w (XA + [ m(X)0(X)u(X)u" (X, dr =0
' (4.16)

A escrita da equacao 4.16 ainda encontra-se no dominio continuo. Ao realizar-se um
processo de discretizacao, onde fixa-se o ponto fonte £ em cada ponto da malha numérica e

interpola-se com todos os demais pontos, inclusive o préprio ponto, é possivel gerar um sistema

matricial com ordem igual ao nimero de pontos nodais. Tal discretizacao permite a escrita
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matricial, e portanto discreta, onde as matrizes |G|, [H] e [S] sdo determinadas diretamente

das integrais correspondentes na sentenca 4.16.
[H]{u} — [G]{q} + [S]{u} =0 (4.17)

[H'{u} = [Gl{q}  [H]=[H+S5] (4.18)

4.3 Formulacdo via Técnica do Dupla Reciprocidade

A técnica de dupla reciprocidade proposta inicialmente por Nardini e Brebbia em meados de
1983 representou um avanco substancial no panorama de consolidacao do método de elementos
de contorno, uma vez que confere ao método uma versatilidade ao aproximar termos mais
complexos por meio de fungdes de base radial, e flexibilizar o uso de uma solugdo fundamental
mais simples em detrimento a solucao fundamental correlata ao problema, que nem sempre é
conhecida ou de deducdo trivial. Tal flexibilidade permitiu a aplicacdo da dupla reciprocidade
a diversos problemas complexos e relevantes no contexto da fisica matematica, como pode ser
constatado em [45], [11], [46] e [47].

Segue-se aqui a mesma légica da exposicdo utilizada para a formulacao classica e adota-se
novamente como padrdo a notacdo indicial para tornar mais dinamica e leve a exposicao dos
pormenores da formulacdo da técnica de dupla reciprocidade. Inicia-se com a equacdo de
governo do problema com a exclusdo proposital dos coeficientes ou adimensionais correlatos

por simplicidade, tal como segue.

Uy = Vily; (4-19)

Multiplica-se a equacdo 4.19 pela solu¢cdo fundamental u* de ambos os lados da sentenca
e integra-se ao longo do dominio €2 da geometria, e gera-se entdo a formulacdo integral forte

relacionada ao problema.

/Q o (X" (X, )2 = / 0301,y (X )us* (X, €)d92 (4.20)

Q

Ja é possivel aqui destacar, que a solugcdo fundamental utilizada como fungdo auxiliar
na técnica da dupla reciprocidade é a solu¢do fundamental de Laplace/Poisson encontrada
na literatura em [40], que tem natureza matemdtica muito mais simples do que a solugdo

fundamental correlata do problema advectivo-difusivo propriamente dito.

Uma outra diferenca fundamental inerente a técnica da dupla reciprocidade (MECDR) ¢ a
forma inicial de trato do termo advectivo contabilizado no lado direito da equacdo 4.20. O
procedimento caracteristico, mostrado em detalhes em [45], consiste em interpretar o termo

de advecgdo como uma a¢do de dominio p(X). Desta maneira todo o lado direito da equagdo
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de governo é substituido pela acdo de dominio, e com isso a formulacao integral forte, dada

em 4.20 pode ser reescrita como a seguir.

[ w0 = [ p(x)w (X, a0 (4.21)

Q
Analogamente ao que foi feito a priori, na formulacdo antecedente, denomina-se o parte
esquerda da equag¢do 4.21 como lado difusivo (LD) e a parte direita como lado advectivo (LA),

de acordo com o mostrado na sequéncia na equagdes 4.22 e 4.23.

LD = /Q w55 (X)u* (X, €)d92 (4.22)

LA= /Q p(X)u* (X, €)dQ (4.23)

Sequencialmente é necessario focar no tratamento do lado advectivo dado pela expressdo
4.23, uma vez que o lado difusivo tem simples trato, como ja visto na formulagdo classica via
integracao por parte e teorema da divergéncia. A técnica da dupla reciprocidade preconiza
a aproximagdo do termo de dominio p(X) como um somatdrio de fun¢des de bases radiais
ponderado por coeficientes a determinar ozg, tal como mostra a equagao 4.24 abaixo. Uma
vez escolhida a funcdo de base radial a ser utilizada, sua primitiva ¢ também é conhecida,

coerentemente com a identidade conceitual mostrada abaixo.

p(X) = O‘gFj(Xa;Xj) waii = Fj (424)

Substituindo-se a aproximagdo por bases radiais proposta pela expressdo 4.24 no lado ad-

vectivo (LA), dado pela equagdo 4.23, tem-se:

/Q (X0 (X, )0 = /Q oL FI(X; X7 (X, €)d0 = /Q ot (X X7)u (X, €)d. (4.25)

A integracdo por partes é aqui aplicada pela primeira vez, utilizada para descarregar o

operador derivada de sobre a funcdo primitiva ¢ parcialmente para a solucdo fundamental u*.

(¢7zU*) "% ?Dm'U* + ¢7iu’i* m’U* - ( 7iu*) W m‘u?i* (4'26)

A substituicao da decomposicao proposta pela equacao 4.26 na equacao 4.25 e posterior
aplicacdo do Teorema da Divergéncia, levando possiveis integrais de dominio para o contorno,

resulta no formato abaixo.

/S;ag [(@DMU*) N ¢nun*]dQ = Aagnl¢’ZU*dF - /Qagwnun*dg (427)
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A estrutura da equacao 4.27 revela uma das integrais ja correlata ao contorno e uma integral
de dominio remanescente. Para transferir esta segunda integral também ao contorno, aplica-se

por uma segunda vez o procedimento de integracdo por partes tal como segue.

(¢u7z*) N wm‘un’* + ¢Um* 7iu’i* = (77/}u,2*) W wuaii* (428)

Ainda por motivos de sintetizar a formulacdo, define-se neste ponto uma nova varidvel 7’

dependente dos cossenos diretores e do gradiente da funcao primitiva .

nj = n;,, (4.29)

Substituindo entdo a decomposicdo da equacdo 4.28 e a definicdo da equacgdo 4.29, na
expressao 4.27, e aplicando o Teorema da Divergéncia na integrais possiveis, é possivel chegar

ao seguinte formato.

/agnju*dl“—/ ag [(Yu,;") ,; — Yu,;"1dQ = /aéﬁu*dl“—/aé@/mm,fdf#—/ agwu,ii*dﬁ
r Q r r Q
(4.30)

Uma anélise da equacdo 4.30 revela duas integrais ja enderecadas ao contorno e uma
integral de dominio que ainda demanda tratamento. Entretanto, é perceptivel o fato de que
o operador laplaciano foi completamente transferido de sobre a primitiva da fungdo radial v
para a solucao fundamental u*. Desta forma pode-se tratar a integral de dominio em questao

com a conveniente escrita do problema fundamental de Laplace/Poisson mostrada a seguir.

wyt = —A(X, ) (4.31)

i

A solucao correlata ao problema é amplamente conhecida na literatura em exemplares
como [39], [5], [48], e dada abaixo, onde também define-se por conveniéncia o fluxo relacionado

a solucao fundamental, ¢*.
1 1
u (X&) = —lIn (—) (4.32)

¢ = nu,;” (4.33)

A insercdao do problema fundamental dado pela equacao 4.31 e da definicao do fluxo cor-

relato a solucdo fundamental dado pela expressdo 4.33, ambas na sentenca da equagdo 4.30,
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e com uso apropriado da propriedades do Delta de Dirac, permitem a seguinte escrita do lado

advectivo.

LA = /p(X)u*(X, £)dQ =
@ (4.34)

O‘g{—C(§)¢(£)+/77j(X;XJ)u*(X,€)dT—/Fl/)(X;X")q*(X,f)dF}

r

A formulacdo integral final pode ser escrita alinhando o tratamento do lado advectivo
recém escrito pela equacdo 4.34 com o tratamento cldssico do lado difusivo, que consiste na
manipulacdo de um operador auto-adjunto, resultando na seguinte expressdo integral final no

dominio continuo.

c(eu(e) + |

w9 = [aouw(xgar = @35)

T

o] {—c@)w(s) ; /F P (X5 X7y (X, €)dT — /F (X XN (X, f)dF}

Pode-se neste ponto do algebrismo impor o processo de discretizacao sobre a sentenca 4.35,

gerando assim um sistema matricial resultante da seguinte forma:

[H] [u] = [G]]g] = {[H][¢] = [G] ]} @ (4.36)

Neste ponto do desenvolvimento da técnica se faz ainda necessario determinar os coefici-
entes o. Para tanto relembra-se da definicdo de forca artificial de campo p, colocado abaixo

no formato de suas componentes em x e y.

ou ou
p Vit p v ax py Uﬁy ( )
p=ajF; o ay=Fp (4.38)

Percebe-se na equacdo 4.37 a presenca das derivadas parciais ou gradientes correlatos ao
campo potencial u. Estas derivadas ainda estdo em formato continuo e também precisam
ser aproximadas a posteriori. Todavia antes disso, para uma visao mais geral da formulacdo
discreta gerada até aqui, substituindo as definicdes da aproximacado por bases radiais da acdo
de dominio reapresentada por comodidade na equacdo 4.38 acima, e as expressoes da equacao

4.37, na expressao 4.36, tem-se:

[H] [u] = [G] lq] = {[H] [¥] = (G 0]} F~" (po + py) =

ou 0 ) (4.39)

(H) [6) — (G [} F! (vm— o,

ox 8_3/
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Neste ponto, para facilitar a escrita vamos definir uma matriz [S], que tem componentes

em duas direcdes de acordo com a estrutura algébrica a seguir.

[Sx]=A{H W] = [GI} F Vol o [SYl={[H] W] - [GI[]} F~ [Vy] (4.40)

Substituindo ent3o as definicdes recém fixadas pelas equagao 4.40, na equagao 4.39, po-

demos chegar a seguinte estrutura.

H)(d) - (Gl o) = [5+] 5 + 541 5 (4.41)

A equacdo 4.41 evidencia de forma muito clara a presenca das derivadas em relacdo as
direcbes x e y e uma clara demanda por uma aproximacdo para as mesmas. Apesar da natureza
continua da derivada, em detrimento ao restante da estrutura ja devidamente posta em ldgica
discreta, o que pode provocar certa discrepancia conceitual, esta forma ainda mostra-se como
apropriadamente didatica para a exposicao da légica da dupla reciprocidade. A aproximacao
aqui sera feita no préprio campo escalar u, utilizando-se uma segunda aproximacgao via bases

radiais tal como mostrado na sequéncia.

u=GF f=F"tu (4.42)

Da aproximacdo estabelecida na equacdo 4.42, pode-se diferenciar em relacdo as duas

direcdes espaciais, de forma a estabelecer uma aproximacao para as derivadas parciais.

ou_or ou_or
oxr  Ox oy Oy

Substituindo as aproximacdes das derivadas parciais dadas pela expressdo 4.43, na expressao

B=FFlu B =FE,Ftu (4.43)

4.41, pode-se reescrever a equacdo matricial da seguinte forma:

[H] [u] — [G] [q] = [SxFuF ™" + Sy F,F ] {u} (4.44)

Para uma representacao algébrica ainda mais compacta pode-se ainda sintetizar através de
uma matriz [R], a exposicdo da expressdo final, conforme visto nas defini¢des abaixo.

[R.] = SxF,F' [R,)]=SyF,F! [R] = [R,] + [R,] (4.45)

Com o uso da definicdo da equacdo 4.45, na expressao 4.44, o sistema matricial discreto
final do problema advectivo-difusivo via técnica na dupla reciprocidade pode ser compactado

conforme abaixo na equacao 4.46.

[H = R][u] = [G]d] (4.46)
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4.4 Formulac3o via Integracdo Direta Regularizada

Inicia-se com a exposicao da equacao de governo simplificada da advec¢do-difusdo mostrada
abaixo. Todo o desenvolvimento porvir é feito com utilizacdo da notacdo indicial, uma vez
que esta facilita de sobramaneira a exposicdo algébrica e confere objetividade e elegancia ao
desenvolvimento matematico, tal como as formulacdes anteriormente expostas. Aqui, vale
também reinterar as omissdes de propriedades termofisicas por simplicidade, uma vez que n3o
variam em func3o do espaco ou do campo escalar wu.

Uyii = Vil (447)

Ao multiplicar-se os dois lados da equacao 4.47 por uma solucdo auxiliar, denominada
solugcdo fundamental, no caso desta formulacdo de natureza mais simples que a correlata ao
problema original, chega-se a chamada formulacao integral forte do problema. Mais detalhes
acerca da estrutura da solucdo fundamental utilizada nesta formulacdo serdo expostos em
momento propicio. E importante ressaltar também que as relacGes funcionais s3o expostas, de
forma proposital, para deixar mais claros os procedimentos algébricos e evitar possiveis erros

de formulagdo.

/Quaii(X)u*(ﬁ,X)dQ(X)=/vz’(X)um(X)u*(é,X)dQ(X) (4.48)

Q
Devido a extensdo do tratamento matemdtico dado a posteriori com base na formulacdo
integral representada pela equacdo 4.48, faz-se conveniente pensar a algebra em duas partes,
onde o lado esquerdo da equagdo representa o lado difusivo (LD) e o lado direito é tratado

como lado advectivo (LA).

O lado difusivo, se visto isoladamente, corresponde a equacdo diferencial de Laplace, cujo
tratamento matematico na da seara do método dos elemento de contorno é vastamente co-
nhecido e encontrado com facilidade na literatura especializada como em [39], [40], [3] e

também [5]. Segue abaixo portanto, formulagdo integral inversa correlata ao lado difusivo.

LD = c()ule) + /

w(X)g" (€, X)dT — / A(X)u* (€, X)dr (4.49)
T

r

Uma analise mais atenta da formulac3o inversa apresentada em 4.49 revela que a funcao de
ponto que surge como primeiro termo é resultado do tratamento de uma integral de dominio via
solu¢do fundamental de Laplace/Poisson. Apesar do problema original ser de natureza fisica
advectivo-difusiva, a solugdo fundamental utilizada aqui é a de Laplace/Poisson, devido a sua
simplicidade dentro outros fatores mais elaborados que serdo exposto doravante. A estrutura

de tal solucdo fundamental classica é mostrada abaixo para problemas bidimensionais em
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alinhamento com a literatura em [41].

w*(€,X) = —5lnr(6, X) (4.50)

Hipoteticamente, se o problema posto fosse o de Laplace, o resultado final, pds-discretizacao,
seria o sistema linear posto abaixo cujas incégnitas podem ser potenciais e fluxos, cujos calculos
sao feitos de forma simultdnea na mecanica dos método de elementos de contorno. Os coe-
ficientes podem ser definidos na sequéncia, e sao classicos na literatura correlata ao método

como pode ser visto em [5] e [39].

[H] [u] = [G] [4] (4.51)
Hej :/F‘q*(&X)de (4.52)
Gé‘j:/r u*(f,X)dF] (453)

i

Uma vez tratado o lado difusivo é possivel focar no tratamento do lado advectivo da
equacdo de governo, cujo lidar é um pouco mais elaborado. Por conveniéncia e conforto o lado
advectivo visto de forma separada é exposto abaixo novamente, tal como o desenvolvimento

da integracdo por partes afim de trabalhar a integral de dominio.

LA = / Vi (X)), (X)u™ (€, X)d (4.54)

Q
(viuu®) ,; = (viu) " + v, (4.55)
(viuu™) ,; = [viu + viu, u* + viuu,;” (4.56)
Viy; =0 (4.57)
viuut = (viuu®) ,; — viuu,;” (4.58)

Com a utilizagdo da técnica de integraciao por partes, ilustrada pela equagao 4.55, e uti-
lizando as premissas da hipétese de incompressibilidade do fluido, representada matematica-
mente pela equacgdo 4.57, é possivel chegar a uma formulac3do integral fraca, mostrada abaixo

pela equagao 4.59.

LA:/(viuu*),idQ—/viuu,i*dQ (4.59)
Q Q
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Sequencialmente, via teorema da divergéncia é possivel transpor a primeira integral gerada

do dominio para o contorno.

LA:/vi(X)ni(X)u(X)u*(f,X)dF—/vi(X)u(X)u,f(f,X)dQ (4.60)
r Q

Observe entdo que o primeiro termo da equacdo 4.60 j& estd contabilizado como uma
integral de contorno, e portanto, ndo representa mais grande problema a nivel de manipulagao
matematica. Volta-se entdo, a partir de agora, nosso foco para o tratamento da segunda

integral que ainda esta correlata ao dominio.

4.4.1 Processo de Regularizacdo do Termo Advectivo

O foco do tratamento do lado advectivo resume-se entdo a manipulacdo matematica da
integral de dominio restante na expressdo 4.60. A técnica da integragdo direta (MECID),
propde a aproximacao de todo o nicleo da integral de dominio via fun¢des de bases radiais,
tal como pode ser visto e maiores detalhes nas referéncias [8], [7]. Ambas as técnicas fazem
a citada aproximacdo através de uma soma de coeficientes e funcdes de bases radiais. Um
extenso trabalho de testes de eficiéncia destas fungdes radiais foi feita em [49], sendo o

comportamento de algumas delas ja conhecido e previsivel.

E também inserido neste desenvolvimento um artificio matematico para o tratamento de
singularidade quando ha coincidéncia entre ponto fonte e ponto interpolante, na contabilizacdo
da solucdo fundamental. Tal artificio tem como fundamento a soma e subtracdo de uma mesmo
termo integral de dominio, sendo denominado de processo de regularizacao, e ilustrado a seguir
pela equagao 4.61, a seguir. Tal procedimento gerou bons resultados a nivel de estado da arte e
vem se mostrando eficaz em alguns problemas centrais de engenharia, como pode ser apreciado
em [19].

LA= /F 0 (X (X (X (€, X)dT — /Q (XY, (€, X)u(X)d9 (4.61)

+ / 0s(X )t (6, X )u(€)ds — / 0i(X )t (€, X )u(€)dD

Conforme pode ser visto na equacdo 4.61 acima, os ultimos dois termos com sinais opostos
constituem os termos regularizadores, e tem como principal fun¢do o tratamento da singula-
ridade como exposto a priori. Ao acoplarmos um dos dois termos com segunda integral da
equacgao 4.61, como mostrado a seguir, cria-se um termo de dominio que serd rotulado como
termo regularizado. Tal denominagao se deve ao fato de sua nulidade quando da coincidéncia

do ponto fonte com o ponto interpolante.
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LA = /F 0 (30 (X )u(X ) (€, X)dT — /Q (Xt (6 X) [u(X) — u(€)] dQ (4.62)
- [ w0t u(ean

Como ha sempre um equilibrio entre ganho de acurdria e custo matemdtico, percebe-se
que a equagao 4.62 traz a presenca de trés termos integrais. Apenas para somatizar uma
visdo geral, o primeiro termo n3o representa dificuldades por ja se encontrar no contorno. O
segundo termo, chamado regularizado sera tratado com a técnica MECID e as aproximacoes
serdo feitas utilizando funcdes de bases radiais. Dedica-se a seguir uma secdo especifica ao

tratamento de cada um dos dois termos integrais de dominio.

4.4.2 Tratamento do Termo Regularizado

O termo regularizado serd tratado, como ja citado anteriormente através da técnica de
integracao direta, que preconiza por sua vez a aproximag¢ao de todo o ntcleo da integral via
funcoes de base radial. Por conveniéncia o termo a ser tratado é exposto abaixo pela equacao
4.63.

TR - /Q 0,3 (6, X) [w(X) — u(€)] dO (4.63)

A aproximac¢ao do nicleo pode ser acompanhada abaixo, sendo definida como uma soma

de produtos entre funcbes de base radial e coeficientes por hora indeterminados.

vi(X)u) (€, X) [u(X) —u(®)] = oSFj(X;, X) (4.64)

Uma vez que os coeficientes sdo constante numéricas, estes podem ser retirados das in-
tegrais e o tratamento matemdtico das fung¢des de base radial como nicleos de integracao
é feito através de suas funcdes primitivas. Este tratamento é mostrado de forma sucinta na
sequéncia de passos ilustrados pela equacao 4.65 a seguir, onde os conceitos de primitivas e

teorema da divergéncia s3o utilizados.

Q Q Q .
E possivel neste ponto, trabalhar algebricamente a equac3o 4.65, em vistas a ter expressdes

algébricas mais compactas. Define-se de forma inicial uma nova varidvel que acople o produto

entre o cosseno diretor e o gradiente da primitiva como segue.

nj =, n (4.66)
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Utilizando a definicdo da equacdo 4.66 para entdo reescrever a equagao 4.65, é possivel

reescreve-la no formato a seguir.

TR=af / n;dl (4.67)
r

A quantificacdo da integral presente na equacdo acima pode ser condensada numa notagao

mais simples tal como abaixo.

NjZ/T]de (468)
I

Desta forma o termo regularizado pode equacionado em funcao dos coeficientes a determi-

nar « e das quantidades V;, resultando em:
TR oSN, (4.69)

4.4.3 Tratamento do Termo Excedente de Dominio

Subsequente ao tratamento do termo regularizado, o dltimo termo que demanda tratamento
algébrico € um termo de dominio inserido na formulagdo devido ao artificio da regularizacao.

Para melhor exposicdo da élgebra, tal termo é escrito de forma isolada abaixo.

TE:/QUZ-(X)u,f(S,X)u(g)dQ (4.70)

Como o termo de potencial u(&) ndo depende das coordenadas espaciais, pode, por sua vez,
deixar a integral, restando agora apenas os dois outros termos que compoe o nticleo tratavel
da mesma. Com aplicagdo simples da integracdo por partes, em 4.71 e 4.72, e posterior
transferéncia para o contorno via teorema da divergéncia, a integral, ja no contorno, pode ser

posta tal como na equacdo 4.73.

(viu™) ,; = viu" + viuy” (4.71)

vin," = (viu) ,; (4.72)

TE = u(f) /vi(X)ni(X)u*(f,X)dF (4.73)
r

Apds o tratamento deste termo de dominio a formulag¢do integral do problema difusivo-
advectivo com regularizacdo chega ao fim, estando assim, neste nivel de manipulagao algébrica,

pronta para ser discretizada.
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4.4.4 Processo de Discretizacdo do Lado Difusivo

O processo de discretizagao de uma equacgdo integral corresponde conceitualmente a uma
migracao do dominio continuo, descrito pela equacao integral de governo para uma perspec-
tiva discreta onde a analise é focada apenas em alguns pontos discretos do dominio. Por
sua natureza, o MEC exige apenas a discretizacdo do contorno, gerando assim uma reducdo
significativa na dimens3o do problema e portanto em sua complexidade. De forma analoga
ao tratamento algébrico dado ao termo difusivo em secdo anterior, a discretizacdo do lado
difusivo é vastamente conhecida e pode ser sintetizada abaixo. Para maiores detalhes deste

desenvolvimentos cldssicos vide [39], [40] e [3].

N

N
LD = c(&)u()+ Z { / RCC X)drj} -3 { / 0w X)drj} (4.74)

j=1

Para facilitar a visualizacdo do sistema linear em secao a posteriori, usa-se entdo as de-
finicGes das expressdes 4.52 e 4.53 para expor a seguir o desenvolvimento de cada linha do
sistema linear. E importante notar que cada linha do sistema é gerada pela alocacao do ponto
fonte £ sobre um dos nds de célculo do elemento da malha de contorno e posterior interpolacdo

com todos os demais pontos nodais.

LD = C(f)’d(é_) + {Ungl + u2H£2 R uNHfN} — e

(4.75)
—{1Ge1 + G2+ ... + qnGen'}

4.4.5 Processo de Discretizacdo do Lado Advectivo

O processo de discretizacdo e sua aplicagdo ao lado advectivo é mostrada em maiores
detalhes com o tratamento individual de cada um dos trés termos que o compde. Inicia-se
pelo termo mais simples de contorno que é mostrado abaixo com todas as relagcdes funcionais

por conveniéncia.

71 = /F (ving) i (€, X )dT (4.76)

Ao discretizar-se para um nimero N arbitrario de elementos no contorno, tem-se:

J

T1 = Z((vmi)j /F uj(X)u*(g,X)drj) (4.77)

Jj=1
Observa-se da expressao 4.77 que o potencial u assim como o produto entre a velocidade e

o cosseno diretor sdo dependentes apenas do elemento e portanto ndo dependem do contorno,
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podendo deixar a integral. Desta forma, fazendo uso da definicdo da equagao 4.53 é possivel

escrever a forma discretizada do termo como segue.

T1 = {(vmi)lungl + ...+ (Umi)NuNGgN} (4.78)

O segundo termo a ser trabalhado é o regularizado, que por sua vez foi aproximado utilizando
funcbes de base radial através do MECID. Por momento n3o ha como manipular este termo
uma vez que os coeficientes o ainda permanecem desconhecidos, ao contrario dos termos N;
que s3o calculaveis. O termo proveniente da aproximacdo é apenas mostrado aqui em sua

forma expandida.

T2 = aﬁNj = oszl + ...+ as

nel

Nnel (479)

Por fim o termo excedente de dominio é mostrado abaixo também de forma individual
por facilidade, reinterando ainda as relacdes funcionais que se fazem lteis para o processo de

discretizacao.

T3 = u(§) /P (vini) u* (€, X )dT; (4.80)

i
Perceba que, no nicleo da integral, os termos inerentes aos fluxos de velocidade também
podem deixar a integral por serem inerentes a cada elemento do contorno discretizado. Desta

forma, o formato discretizado da equagdo 4.80 torna-se:

73— u(©){ Y <<vmi>j | u*<s,x>drj) (481)

j=1

A utilizagdo da definicdo da equacdo 4.53 resulta em uma forma expandida conforme segue.

T3 = u(¢) {(Umi)lc:@ bt (Umi)NGgN} (4.82)

Enfim apds a discretizacdo dos trés termos individualmente é possivel organiza-los de forma
unissona no formato discretizado em func¢do do termo fonte & para o lado advectivo do pro-

blema.

LA = {(Umi)lungl + ...+ (vmi)NuNGgN} + Oé%Nl + ...+ Oé?vNN (483)
+u(€) {(vmi)ngl + ...+ (U,-ni)NGSN} (4.84)
O formato de escrita mostrado na sentenca 4.84 acima tal como a que representa o lado

difusivo na equac¢ao 4.75 serdo de sobremaneira usuais na formagao do sistema linear, que é o

foco da secdo a posteriori.



Problemas Advectivo-Difusivos Bidimensionais Estacionarios 43

4.4.6 Constituicdo do Sistema Linear

Uma vez executado com sucesso o procedimento de discretizacdo da equacdo integral de
governo é possivel gerar um sistema linear responsavel por calcular os potenciais e fluxos
incégnitos em cada elemento do contorno. Para tanto, uma visdo geral de uma linha do

sistema matricial é mostrada abaixo, resultado que sintetiza a se¢cdo anterior.

c(f)u(é’) + {Ungj} — {quéj} = {viknikungj} — {Oz?Nj} — u({') {(vmi)jGQ} (4.85)

Por ser um termo recorrente na formulacdo o produto entre escalar entre o vetor velocidade

e o cosseno diretor é condensado em uma nova varidvel 37 conforme a seguir.

Bl = (ving)? (4.86)

Cada um dos termos da equacgao 4.85 acima, pode ser melhor visualizado ao expandir a
notacdo indicial implicita em cada termo, expondo a formacao de cada linha do sistema linear
através de matrizes linha e coluna. Abaixo essa configuragdo é exposta dividindo-se por LD e

LA como vem sendo feito de forma recorrente.

U1 q1
LD = c(f)u(é) + (H£1~-~H§2---H§N) — (G@G@Gﬂv) (4.87)
uUn qN
Blug Ny gt
LA = (Ggl...Ggg...GgN) —i—(gal...gag...ga]\[) + (Ggl...Ggg...GgN) u(f)
BNuy Ny By

O sistema matricial pode ser facilmente expandido, alocando o ponto fonte £ em cada um
dos nés funcionais do contorno e executando a varredura de interpolagcdes, gerando assim um
sistema linear com matrizes de coeficientes de ordem idéntica ao nimero de elementos que

discretizam o a malha numérica. O formato do sistema matricial gerado é exibido abaixo.

[c] [u] + [H] [u] = [G][q] = [G'] [u] = [a] [N] = [D] [u] (4.89)

Uma analise mais atenta do sistema matricial de 4.89 revela a presenca de duas matrizes
diagonais [c| e [D]. Além disso, focando apenas no lado direito do sistema matricial nota-se que
as duas matrizes [G'] e [D] sdo especificas desta formulagdo, e por tal motivo, sdo mostradas
a seguir de forma expandida. Importante salientar que a notacao indicial foi utilizada na

exposicdo dos elementos da matriz diagonal [D], para tornar compacta sua visualizacdo. Por
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sua vez as matrizes [c|, [H] e [G] sdo cldssicas das formulagdes mais simples do Método de

Elementos de Contorno e podem ser facilmente encontradas nas referéncias [39] e [40].

BlG11 B*Gre B3Gis
|G'] = | B'Ga1 B?Gan B3Gas (4.90)
B3Gq B3G32 B3Gss

Gy 0 0 (B'Gy + ..+ BNGy) - 0
[D]( 0 Gy O ) : :
0 0 BGsj 0 o (BGpy + .+ BNGry)
(4.01)

Com isso uma visao atualizada do sistema linear, gerado até entdo, pode ser apreciada

abaixo de forma bipartida novamente, mostrando primeiramente o LD expandido e logo em

seguida o LA.

c&) ... 0 uy Hyi -+ Hin| |wm G - Gin Q1
0 - clén)| |un Hyy -+ Hyn| |un Gy - Gan| |aw
(492

BGy o BNGIN ]| [w 11 - oqan | | M
LA = : : e - (4.93)

BGy1 - BNGyn]| |un Nor - nyan| [Ny

(ﬁlGll + ...+ BNGlN) ce 0 (75}

4.4.7 Determinacdo da Matriz Alfa

A priori uma outra andlise na equag¢ao matricial 4.89 revela que os termos da equacgao
obedecem a um padrao de produto entre matriz coeficiente e vetor de potenciais ou fluxos.
Uma exce¢do a esse padrao nesta etapa na formulagdo se localiza no termo regularizado que foi
aproximado via técnica da integra¢do direta (MECID). E preciso entdo, nesta fase determinar
a matriz de coeficientes [o].

Para tanto é preciso iniciar com um retorno a aproximacao proposta pelo MECID, onde
todo o ntcleo da integral do termo regularizado foi aproximada por uma somatéria de bases

radiais [50] ponderadas por coeficientes a determinar, como pode ser revisto abaixo.

oS (X, X5) = vy X )" (€, X) [u(X) — u(€)] (4.94)
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Com objetivo de sintetizar o algebrismo, o produto entre a velocidade e o gradiente da
solugcdo fundamental é condensado em um termo novo conforme segue em forma compacta e

matricial diagonal.

A8 = v(X)u,; (&, X) (4.95)
A oo 0
Al =1 & - (4.96)
0 - Ay

s

E conveniente neste ponto escrever a equacdo 4.94 em forma matricial, uma vez que
expandindo-se tal equacdo e, alocando o ponto fonte sobre todos os nés funcionais, pode-se

expor o resultado da seguinte forma:

[F] [fa] = [FA] [u(X) = u(€)] (4.97)

Para uma visualizacao mais clara da expressao acima sua forma matricial é elencada abaixo.

Lo BN e Ao 0 uy
- =] |~ )] (4.98)

F]{[ F]J\\[ can 0 - Ay uN

Uma vista mais cuidadosa na equagdo matricial 4.98 acima revela que todos os termos de
sua formulagdo sdo matrizes ou vetores, inclusive o vetor [u()], ainda ndo escrito de forma
expandida, constituido pela funcao de ponto. Entretanto, este também pode ser escrito como
um vetor uniforme, ou seja, cujas componentes siao todas idénticas por estar sendo multiplicado
por uma matriz diagonal, e com isso, nao alterando o resultado matematico. A versao reescrita

da expressao 4.98 é posta abaixo.

o BN e Ao 0 u1 u(§)
P = -] (4.99)

Fy oo FN| |ean 0 - Ay uN u(§)
Para tornar entdo o vetor [a], determinado pode-se pré multiplicar ambos os lados da
equacao 4.99 pela inversa matriz da bases radiais, [F]_l, expondo entdo a seguinte expressao

para o célculo dos coeficientes a determinar em forma compacta e expandida, respectivamente,
nas equacodes 4.100 e 4.101.

[a] = [F]7" [A] [u(X)] = [F]7 [A] [u(é) (4.100)
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-1
5041 Fll FlN €A1 0 ul u(ﬁ)

Sl= e ST =] (4.101)
EOéN F]{, F]]VV 0 gAN Uun u(f)

Com a forma adequada de calcular os coeficientes o é possivel tratar o termo matricial
regularizado que ainda nao se encontra em funcao dos potenciais a determinar no contorno. As
préximas etapas algébricas trabalham no sentido de executar esta manipulacdo. Primeiramente
nomeia-se o termo regularizado a se trabalhar como um novo vetor denominado de [A] tal

como segue.

Ay 11 -+ 1N Ny
=1 & : (4.102)
AN Na1 - nan | | Ny
Uma vez feita tal definicdo, para um melhor desenvolvimento da dlgebra é possivel trabalhar

no célculo de cada componentes do vetor [A], que por sua vez é fun¢do da localizagdo do

ponto fonte, assim como todas as linhas do sistema linear.

£
Ag = (Nl...NN) (4.103)

(AN
Esta forma de trabalho é conveniente, pois, durante a determinagao dos coeficientes «, o
vetor de coeficientes inerentes a um ponto fonte genérico foi isolado, tal como na expressao

matricial acima.

Ao substituir o vetor de coeficientes [«] determinado na equagdo 4.101 na equagdo 4.103,

posta anteriormente, tem-se:

A¢=(Ni..Ny) | 20 -0 Do S e (4.104)
B B Lo ] (o] [u©

(SlsN) = (NINN) (4.105)
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De tal forma que agora cada coeficiente do vetor [A], que depende da posi¢do do ponto

fonte, pode ser descrito matematicamente como:

Ao 0 u1 u(§)
Ae=(S1...Sn) | ¢ . N (4.106)
0 - An uN u(§)

Com alguma manipulagdo algébrica é possivel escrever todo o vetor [A] definido na equagdo

4.106 da forma a seguir.

N 3
Yo [=SiuAi(1 —di1)] So1Ay ... Sn1AN
Al 1=1 N (5]
Sl = S12A Z [—Si2Ai(1 — di2)] - SnoAN
Ay, = N uN
SinA SanAs Do [=SinAi(1 = din)]
- i=1 i
(4.107)

Abaixo, isola-se apenas a modelagem dos termos da diagonal, onde pode-se perceber clara-
mente o tratamento da singularidade produzido pelo procedimento de regularizacdo proposto
nesta formulacdo. Quando ha coincidéncia do ponto fonte com o ponto interpolante, o opera-
dor Delta de Dirac se encarrega de anular o termo vigente, promovendo assim uma tendéncia

a melhora dos resultados numéricos.

N
[—Siei(1 — bi¢)] (4.108)
i=1
Com a observa¢do acima da modelagem do vetor [A] definido pela equagdo 4.107 o sistema
linear estd completo e pode agora ser escrito exclusivamente em funcdo de potenciais e fluxos e
matrizes de coeficientes determinaveis. O lado difusivo e advectivo sdo mostrado em sequéncia,

respectivamente.

c(&) ... 0 Uy Hy -+ Hin| |w
L A B N S R N N s
0 c(én)| |un Hny Hyn| |un
(4.100)
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N )
=SitAi(1 -6 Sn1A o
BlGu 5NG1N z;[ 1A V)] NN U1l
LA = S :
1 N N
B G B G Sin s S S =) | | L
=1 )
N ; 7]
1;1 B Glj 0 _ul i
N ._
0 3 BGn, 4N
~ (4.110)

Por fim organizando-se o sistema matricial final de forma compacta para uma visualizacao

mais clara é possivel chegar a um formato final com a estrutura que segue.

(4.111)

Por conveniéncia as matrizes de coeficientes sdo definidas abaixo de maneira reiterada,
encerrando a definicao do sistema linear resultante do problema advectivo-difusivo com regu-

larizagdo utilizando a técnica de integracao direta via funcGes de bases radiais.

Hyy Hin
H']=| : 5
Hpny Hyn
BLGyy
=1
BYG
S [=SiAi(1 = 6)]
[Z] = :
SinM
Zi]\ilﬁ Gly
[S] = :
0

e .0

0 e
NGy
Ny

Sn1ANn
N :
> it [FSiNAi(1 = din)]

0

N
Zz‘:l 5JGNJ‘

Gin

GNN

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)
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5 Analise de Resultados e Discussoes

Este capitulo é dedicado a expor a resposta da formulagdo proposta (MECIDR), a diversos
tipos de simulagdes no intuito de avaliar sua performance nos problemas advectivos-difusivos.
Para tanto foram selecionados quatro casos, que serdo submetidos a testes sistémicos conforme

a metodologia descrita em detalhes a seguir.

5.1 Metodologia Adotada

A definicao objetiva de uma metodologia e seu detalhamento é importante para conferir
credibilidade e reprodutibilidade aos resultados cientificos. Portanto, nesta secao determina-se
o algoritmo de teste adotado e define-se que tipos de andlise devem ser executadas em cada

caso proposto com sua respectiva motivacao e fundamentacao.

A priori, com a observacdo de que a formulacdo sob teste, MECIDR, é fundamentada
em bases radiais, tem-se dois parametros principais de controle de refinamento de malha:
quantidade de pontos de contorno (EC) que efetuam a discretizagdo do contorno e quantidade
de pontos internos (Pl) que conferem precisdo as interpolacdes. No vigente trabalho as malhas
possuem nos duplos implementados nas quinas e a discretizacdo é feita com base em elementos
de contorno lineares. O eficiéncia do tipo de elemento de contorno utilizado: constante, linear
e quadrético foi estudado com completude na referéncia [51], sendo o elemento linear o que
apresenta o melhor balanco entre precisao e simplicidade de implementagcao para a grande

maioria dos problemas de campo escalar.

Neste contexto, as duas primeiras analises realizadas em cada um dos quatro casos sao
relativas a convergéncia em relacdo a estes dois parametros-chave. Em outras palavras, espera-
se uma queda sistémica do erro médio atrelado a malha com o incremento da quantidade
de elementos de contorno ou expansao da nuvem de pontos internos. Estas andlises sdo
responsaveis por inferir sobre a robustez e tendéncia convergente da formulagdo proposta.
Tais testes sao realizados com a utilizacao de um valor unitdrio para o numero de Peclét, o
que traduz uma andlise com dominancia dos efeitos difusivos. E importante ressaltar também
que os erros para estes testes de convergéncia utilizam o critério erro |, equacao 5.3, que é

abordado em detalhes na sequéncia.

Na sequéncia, em cada caso é realizada uma analise paramétrica em relagdo ao nimero de
Peclét, na qual os efeitos advectivos sao gradualmente amplificados através do aumento deste
adimensional, no intuito de verificar o intervalo de precisio da formulacago MECIDR. Num
primeiro momento esta analise é efetuada com uma malha fixa de contorno e gerando curvas
para diferentes tamanhos de nuvem de pontos internos. Com isto, é possivel avaliar se uma

maior quantidade de pontos internos é capaz de aumentar o intervalo de precisdo do método.

Por fim uma segunda andlise paramétrica correlata a situa¢ées com dominancia da adveccao

é realizada, mas, fixando desta vez, a quantidade de pontos internos e variando o nivel de
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refinamento da malha de contorno. Esta andlise permite, por sua vez, a determinacdo da
relacdo entre a quantidade de elementos de contorno e a acuracia da formulacdo em problemas
dominados pela adveccao. E valido ressaltar que ndo foram feitas andlises especificas para
determinar um balanco ideal entre a quantidade de elementos de contorno e quantidade de
pontos internos, apesar de sabido que esta propor¢ao pode influenciar significativamente a

precisdo do método.

O agrupamento fisico que governa o balanco de efeitos advectivos e condutivos na versdo
adimensional da equacdo de energia é o nimero de Peclét. A definicao classica deste adimen-
sional é posta abaixo novamente por conveniéncia, e pode ser encontrada com facilidade no

melhor da seara da literatura de transferéncia de calor, tal como em [36], [21], [26].

Pej, = Rep Pry, = % (5.1)

Nos quatro casos a serem analisados, por motivo de simplicidade, as geometrias sdo qua-
drados de lados unitarios e o fluido que escoa sobre o dominio tem difusividade térmica «
também unitdria, o que reduz a estrutura de mensuracdo do nimero de Peclét a uma ve-
locidade caracteristica a ser selecionada. Adota-se aqui o0 mdédulo do vetor velocidade como
parametro hidrodindmico caracteristico, uma vez que os quatro casos sao testados com campos

constantes de velocidade.

Per, = [|V|| (5.2)

As andlises em todos os quatro casos, no tocante a malha de contorno, sdo feitas apenas
nas arestas significativas, que sdo devidamente apontadas na descri¢do detalhada de cada caso,
exceto se informado explicitamente de forma adversa. Esta opgdo justifica-se pela dificuldade
que as fungdes interpolantes de bases radiais tem de interpolar valores de pequena e grande
magnitude simultaneamente de acordo com [50], e portanto, considerar as arestas onde isto

ocorre seria uma forma de atribuir ao método um desempenho n3o condizente com a realidade.

A avaliacdo do erro numérico cometido em cada né da malha numérica, por sua vez, é feita
através de dois critério de erro, dados nas expressoes que seguem. Tem-se que o parametro de
proporcao do critério | é baseado no maior valor analitico relacionado a aresta analisada, no
caso de um né de contorno, ou o maior valor analitico da nuvem de pontos internos, quando
se tratar de um né desta natureza. J3 o critério |l baseia-se no valor analitico de cada né para
efetuar a ponderacdo percentual, padrdo este classico, e largamente utilizado na literatura de

métodos numéricos de forma geral.

e = |Unumem'co — uemt0| ery = |Unumerz'co - Uea:at0| (5.3)
max ’uexat()’ Uezato

O uso deste critério | de calculo de erro fundamenta-se principalmente em sua capacidade

de compensacdo dos altos niveis artificiais de erros em quinas, onde ha descontinuidades da
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varidvel basica, que nao pode ser realizada com o uso do critério cldssico Il. Entretanto, é
comum em algumas situa¢des a apresentacdo de baixos niveis de erro através do critério |,
mesmo quando a solugdo numérica e analitica j& apresentam certo distanciamento.Para lidar
com tal caracteristica, o critério || é sesmpre usado como parametro comparativo, afim de definir
um intervalo comum aos dois critérios como uma zona de confiabilidade, na qual sabe-se que

a formulacao apresenta resultados coerentes.

Por fim, vale salientar que nenhuma métrica escolhida para representar o erro cometido
por um método numérico é livre de critica. Portanto, no que tange a garantir a consisténcia
dos resultados gerados em alinhamento com sua referéncia analitica, estes valores sdo sem-
pre comparados de maneira absoluta antes da exposicdo grafica e tabular final, garantindo
assim que os critérios ndo estejam conferindo um comportamento de desempenho artificial a

formulacao.

5.2 Caso | - Problema Unidimensional com Campo de Velocidade
Uniforme

O primeiro caso a ser testado consiste em um problema com escoamento unidimensional,
com fluxo nulo imposto nas arestas horizontais, fluxo ndo-homogéneo na aresta direita e

potencial nulo prescrito na aresta esquerda do dominio, mostrado abaixo na Figura 1.

Figura 1 — Croqui Representativo do Caso |

Este caso é considerado simples, pois ha escoamento em apenas uma direcdo. Adicional-
mente, os fluxos nulos em arestas opostas fazem com que sua fisica seja governada matema-
ticamente por uma equacao diferencial ordindria, posta a seguir.

dT d*T

PV = kw (5.4)
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A solucao analitica da equacao diferencial ordinaria de segunda ordem ¢é de facil obtencao e
segue posta abaixo, juntamente com o sua derivada correlata. Estas expressoes sdo utilizadas
como referéncias na determinacdo dos erro numéricos cometidos pela formulacdo de elementos

de contorno.

v v
T(x) = er-1 aT _c (5.5)

vev dx ev
Por se tratar de um contorno que demanda o calculo de potencial em trés de suas quatro
arestas, a priori, vamos desprezar os resultados de fluxo que teoricamente seriam provenientes
da aresta esquerda. Nesta linha de raciocinio, os potenciais sao calculados em trés arestas,
entretanto, os resultados sdo exibidos com base apenas nos potenciais da aresta direita, que
possui valores significativos. Isto pode ser facilmente vislumbrado pela natureza exponencial
na solucdo analitica em 5.5, que gera valores de pequena e grande magnitude nos potenciais
na aresta horizontais, com o crescimento gradual da velocidade do escoamento nas analises
executadas, que , por sua vez, nao sao factiveis de serem interpolados pelas fun¢des de bases

radiais.

Inicia-se a exibicdo dos resultados com dois testes de convergéncia, que tem como parametros-
chave a quantidade de pontos internos e o nivel de refinamento da malha de contorno. O
erro de potencial da aresta significativa é entdo trazido no eixo das ordenadas, em relacdo aos

parametros elencados.
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Figura 2 — Andlise de Convergéncia em relacdo a P.| e EC. Pe=1

No gréfico da esquerda da Figura 2, os testes foram feitos para uma malha de contorno
fixada com 80 elementos de contorno (EC) lineares, e a nuvem de pontos internos teve sua
densidade gradualmente aumentada. Observa-se que uma queda sistémica do erro numérico é

obtida quando do uso de uma maior quantidade de pontos internos. Ja no grafico da direita,



Problemas Advectivo-Difusivos Bidimensionais Estacionarios 53

fixa-se um conjunto de 625 pontos internos (P.1), e varia-se agora o nivel de refinamento no
contorno, o que gera uma resposta de aumento da precisdo dos resultados. Os dois testes
executados apontam para um bom comportamento da formula¢do regularizada proposta no

tocante a convergéncia.

Num segundo momento, executa-se uma a primeira andlise paramétrica citada na metodo-
logia, em que os efeitos da advecgdo tem sua magnitude gradualmente acrescida pelo aumento
do adimensional de Peclét. Para tanto, uma malha de 320 EC ¢ fixada, e s3o testadas trés
nuvens distintas de pontos internos, cada uma com quantidades aproximadamente proporci-
onais ao dobro da anterior. E importante destacar aqui, que apresentam-se os resultados de
potenciais para a aresta significativa e para os pontos internos de forma separada. Tal seccdo
justifica-se pelo fato dos resultados no pontos internos serem fortemente influenciados pelas
oscilagcdes provenientes de arestas com valores nao-significativos. Desta forma, uma anélise
conjunta ndo permitiria isolar os comportamentos acerca da precisdo de cada conjunto, ge-
rando andlises ndo conclusivas. Inicia-se portanto com a exibicdo dos erros correlatos aos
potenciais na aresta considerada significativa, que pode ser exibida com um critério unifi-
cado de erro, uma vez que a natureza da solucdo analitica provoca uma equivaléncia entre os

critérios | e |l, nesta aresta.

3 —

25 —

Anélise Paramétrica 320 EC

2 ALA A qapd

| | @@ @324P
OO O625PI

Erro de Potencial no Contorno (%)

05 —

Numero de Peclét (Pe)

Figura 3 — Andlise Paramétrica do Ndmero de Peclét - Potencial na Aresta Significativa - 320 EC Fixado

A Figura 3 demonstra um bom desempenho da formulacdo proposta para nimeros de
Peclét até mesmo medianos, onde os niveis de erro sao mantidos em patamares de aplicacao
em engenharia. E possivel observar também uma reducao clara e significativa dos niveis de
erro, quando aumenta-se a nuvem de pontos internos usada na malha, o que alinha-se com um

comportamento j& esperado mostrados por testes de convergéncia. Em particular, para este
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resultado, pode-se inferir que mesmo para problemas dominados pela adveccao, o quantidade

de pontos internos continua a representar um forte parametro de controle de precisdo.

Na sequéncia apresenta-se os resultados para os potenciais nos pontos internos para as
mesma trés nuvens de pontos internos, e também aumentando gradativamente o nimero de
Peclét. Neste caso, porém, os erros medidos pelos critérios | e Il sdo distintos, sendo prudente

entdo mostra-los lado a lados para permitir uma comparagao mais ajustada.

6 Analise Paramétrica 320 EC - Critério 1i
O O Owe
1A A 324P
O O Ooxpi
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o 0 0
* A A Arl
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IS
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|
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Figura 4 — Anélise Paramétrica do Nimero de Peclét - Potencial nos Pontos Internos- 320EC Fixado - Critério
lell

A Figura 4 deixa bem claro um comportamento bem distinto entre as duas métricas de erro
adotadas, sendo necessaria uma andlise por partes. Primeiramente no grifico da esquerda,
o critério |, exibe erros em niveis muitos baixos, em especial para os conjuntos de nuvem
interna de 324 P.l e 625 P.I, para nimeros de Peclét até a magnitude de 30. Entretanto,
ao observar-se o comportamento né a né dos pontos internos, percebeu-se um descolamento
entre os valores analiticos e numéricos, que de certa forma, n3o se explicita pelo critério I.
Ja com o foco no gréfico da direita, por sua vez, que sintetiza a aplicacdo do critério Il, esta
caracteristica fica mais evidente, indicando erros factiveis a nivel de engenharia para os dois
conjuntos mais refinados de pontos internos apenas até um nimero de Peclét equivalente a
8, que é muito inferior ao constatado pelo critério I. Em alinhamento, portanto, com o fixado
pela metodologia adotada, determina-se a o intervalo de confiabilidade da formulacdo nesta

analise com base no critério 1l.

Na sequéncia apresenta-se a segunda andlise paramétrica correlata ao nimero de Peclét,
na qual fixa-se um nuvem de pontos internos de 1156 P.| e varia-se o nivel de refinamento
de contorno em propor¢des de duplicagdo. Esta andlise, em ambito geral, apresenta malhas
com nivel de refinamento global superior a anélise anterior e serve de referéncia para inferéncia

do desempenho do método. Inicia-se portanto, na mesma sequéncia, mostrando os erros de
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potencial numéricos nas arestas com valores significativos, na qual os critérios de erro | e |l

S30 uNissonos.
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Figura 5 — Analise Paramétrica do Nidmero de Peclét - Potencial na Aresta Significativa - 1156 P.l Fixado

A Figura 5 mostra os resultados com niveis de erro de pequena ordem de magnitude para
todas as trés malhas testadas, e em todos os valores do intervalo de numéros de Peclét
testados. Também segundo o esperado, os niveis de erro sdo decrescentes entre as malhas
quando avaliados segundo o refinamento do contorno, e portanto, a malha de contorno mais
refinada apresenta os menores niveis de erro. E também relavante observar que os resultados
para as malhas de 640 EC e 1280 EC s3o muito semelhantes em quase todos o intervalo
testado do adimensional de Peclét, o que aponta para uma certa saturacao dos niveis de erro,

quando em baixas magnitudes, tornando os refinamentos redundantes.

Por fim, foca-se na exibicdo dos erros de potenciais correlatos aos pontos internos para
esta segunda analise paramétrica. Aqui, de forma recorrente ao feito na primeira analise,
apresentam-se os resultados obtidos através dos critérios de erro | e |l para permitir uma

comparagao pertinente.

A Figura 6, em seu grifico da esquerda revela os erros nos potenciais calculados pelo
critério |. E possivel observar uma indicacdo de niveis muito baixos de erro para todas as
malhas testadas para todo o intervalo de Peclét, até uma magnitide de mediana de 30. Em
contrapartida, ao analisar-se o grafico da direita referente ao critério Il de erro, constata-se
bons niveis de erro até um Peclét mais baixo equivalente a magnitude de 10, o que ja é superior
ao encontrado no grafico da figura 4, na primeira andlise, mostrando que o refinamento foi
responsavel por ampliar o intervalo no qual o erros permanecem baixos mesmo com presenca
mais intensa dos efeitos advectivos.
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Figura 6 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Potencial nos Pontos Internos- 1156 P.I Fixado -
Critério I e Il

5.3 Caso Il - Problema Bidimensional com Condicées de Contorno
Variaveis
O segundo caso submetido a teste consiste em um problema bidimensional com condigdo

de contorno de essencial varidvel aplicada em todas as arestas do dominio, tal como mostrado

na Figura 7.

Figura 7 — Croqui Representativo do Caso Il

As condicoes de contorno sdo impostas por uma funcido de duas varidveis com natureza
exponencial, o que por sua vez, torna o problema teste em questdao numericamente desafiante.

A equacdo de governo pautada no balanco de energia, e simplificada para este caso toma a
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forma abaixo.

— 5.6
dz? * dy? (56)

V1= + V—— =«
Ydx 2dy

dT dT (dQT dzT)

A solucao da equacao 5.6, torna-se imediata, uma vez que, dada a imposicao de uma mesma
funcdo como condicdo de contorno em todas as aresta, deve também a solucdo analitica
acompanhar o mesmo formato. A seguir, na equacao 5.7 s3o expostas a solucio analitica para
potencial e fluxos nas duas direcdes ortogonais. Neste caso, assim como no caso pregresso as
solucGes analiticas servem como referéncia comparativa que permite inferir sobre o nivel de

desempenho do formulacao MECIDR proposta.

oT oT
T(z,y) = e 4 e™* I = v1e"” 0_y

A geometria do problema em conjunto com a condi¢dao de contorno imposta revelam que

= vye"?Y (5.7)

o problema possui simetria. O par de arestas 2 e 3 é simétrico, tal como o par de arestas 1 e
4, de acordo com a numeragao proposta no croqui na Figura 7. Ainda neste tocante, apenas
as arestas 2 e 3 sdo significativas e todos os calculos de fluxo no contorno serdao performados
apenas em relacdo a estas arestas. A fundamentacado para a restricdo é andloga a apresentada
no caso |, onde a natureza exponencial da solucdo analitica gera valores nas arestas 1 e 4,
cujas interpolagGes via fun¢des de bases radiais ndo se apresentam boa precisdo [50]. Desta
forma, ha grande oscilacGes numéricas nestas arestas, que nao traduzem de forma fidedigna o

comportamento do método, e por isso, sdo devidamente excluidas da analise.

Inicia-se pela andlise de convergéncia parametrizada no primeiro teste pela nuvem de pontos
utilizada. Para tanto uma malha de 80 EC é fixada e o tamanho da nuvem de pontos internos
é expandida para a observacido deste parametro sobres os erros numéricos gerados. No tocante
aos erros, a imposicao de condi¢cOes de potencial em todas as arestas, exige o calculo dos fluxos
em todas as arestas do contorno. Em contrapartida a isto, nos pontos internos, analisa-se
apenas valores de potencial, e portanto a exibicdo dos resultados no fluxos no contorno e
potencial nos pontos internos deve ser feito de maneira bipartida, tal como segue nos graficos

na Figura 8.

A observancia dos resultados trazidos pela Figura 8, mostra uma queda consistente com
o aumento dos nimero de pontos internos tanto para erros médios de fluxo no contorno,
no grafico a esquerda, quanto para os potenciais calculados no pontos internos, no grafico
a direita. Tal comportamento consolida a quantidade de polos internos como sendo um
parametro de grande influéncia no refinamento de malha, em consonancia com o observado

no caso |.

Na sequéncia, executa-se uma segunda andlise de convergéncia, baseada no refinamento
da malha de contorno. Para tanto fixa-se uma malha com 576 P.| pontos internos e varia-se

a quantidade de elementos de contorno em uma razao de duplicacdao. Aqui, novamente, os
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Figura 8 — Anilise de Convergéncia em relagcdo a P.I com Pe=1

resultados para fluxos no contorno nas arestas significativas e potenciais no pontos internos sao

mostrados separadamente por se tratarem de grandezas com ordens de erro completamente

distintas, tal como segue graficamente na Figura 9.
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Figura 9 — Andlise de Convergéncia em relacdo a EC com Pe=1

Uma olhar mais apurado sobre a Figura 9 revela em ambos os graficos uma queda sistémica

de erros de fluxo e de potencial, com o aumento do refinamento da malha de contorno. A nivel

de completude, o gréfico a direita, apresenta uma leve subida entre as malhas com 160EC e

320 EC, nao condizente com a expectativa de refinamento, mas perfeitamente normal quando

observa-se a ordem de grandeza muita diminuta no qual os erros nos potenciais dos pontos

internos encontram-se nesta analise.
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Na sequéncia, inicia-se a primeira analise paramétrica em relacdo a efeitos crescentes da
advecgdo, via numero de Peclét. Fixa-se aqui portanto, uma quantidade uma malha de 320
EC, e varia-se trés nuvens de pontos internos. A priori, exibe-se abaixo a andlise inerente ao
fluxo calculado na aresta significativa direita. Aqui, dada a natureza da solucdo analitica da
equacdo 5.7, os fluxos exatos na aresta direita sdo constantes, e portanto, apenas um grafico,
mostrado na Figura 10 abaixo, se faz necessario para expor os resultados, uma vez que os

critérios | e |l de erro sao equivalentes.
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Figura 10 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Fluxo na Aresta Significativa - 320 EC Fixado

A Figura 10 mostra resultados de fluxo em niveis aceitdveis, num intervalos de nimeros
de Peclét que finda em 10. E importante aqui salientar que a magnitude de erros numéricos
para grandezas de fluxo sdo maiores do que para potencial para todo método numérico, e
constituem sempre um desafio no que tange a precisdo. Portanto, o resultado mostrado é
considerado satisfatdrio, e comporta-se conforme as previsoes, onde os niveis de erro de fluxo

decaem com o aumento da nuvem de pontos internos utiliza nas malhas.

Em continuacdo, exibe-se a seguir, na Figura 11, os resultados inerentes aos potenciais
nos pontos internos, calculados pelos dois critérios de erro estabelecidos na metodologia. A
conclus3o sobre a performance da formulacdo aqui, é determinada por comparacdo entre as

métricas | e Il.

Na Figura 11, o grafico na esquerda apresenta os resultados sob a ética do critério |, e
indica niveis de erro menores que 2%, para todo o intervalo testado de nimeros de Peclét, até
um valor de 28. Em contrapartida a esta constatacdo, o grafico na direita, exibe os resultados
sobre o prisma do critério |, onde conclui-se que a faixa de Peclét que gera erros também

menores do que 2%, concentraria-se entre valores de 10 e 12 do adimensional. Portanto, para
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Figura 11 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Potencial nos Pontos Internos- 320EC Fixado -
Critério | e Il

fins de aplicacao, a intersecao dos critérios, determina um intervalo do adimensional, onde a
solucdo analitica e numérica continuam parelhas. Por fim, também é possivel ressaltar, que de
forma geral, nos dois graficos na Figura 11, o aumento da nuvem de pontos internos trabalha
no sentido da reducdo dos niveis de erro.

A segunda analise paramétrica, aqui realizada, é caracterizada pela fixagdo de uma uma
nuvem com 1156 P.I, testes com trés malhas de contorno com refinamento duplicados distintos
e uma rampa do adimensional de Peclét. Para tanto, analogamente a primeira analise, divide-
se a exibicdo dos resultados em erros inerentes a fluxos na aresta significativa e a potenciais

calculados em pontos internos.

Os resultados correlatos aos fluxo no contorno sio exibidos a priori, em grafico tnica, na
Figura 12, devido a equivaléncia de critérios no contorno, ja citada na analise paramétrica
anterior. De antemao, os resultados exibidos mostram um aumento nos niveis de erro, com
o refinamento da malha de contorno. Tal fato, controverso ao esperado, justifica-se, pro-
vavelmente, pela proporcdo entre refinamento no contorno e nuvem de pontos internos que
pode estar geranto um sistema linear final com mal condicionamento, fato esse que n3o serd

estudado em detalhes neste projeto.

Ainda sobre a Figura 12, é possivel observar, em comparagdo com a figura 10, um aumento
significativo no intervalo de Peclét onde os erros a nivel de engenharia continuam aceitdveis.
Isto indica que o refinamento através dos parametros de controle da malha, EC e P.l, sao
capazes de manter os niveis de erros satisfatérios mesmo para problemas com mais intensa

dominancia do efeito advectivo.

Por fim, os resultados para erros de potenciais nos pontos internos sao exibidos abaixo na

Figura 13 sob a observancia dos dois critérios de erro propostos.
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Erro Médio de Potencial dos Pontos Internos (%)

025 —

02 —i

0.15 —f

01 —

0.05 —

Analise Paramétrica: 1156 PI/EC Variavel - Critério |

® 0 @30
A—A A 6i0EC

OO O 1280EC

Erro Médio de Potencial nos Pontos Internos (%)

Analise Paramétrica 1156 P.| - Critério II
® O O:n:
BB Woocc
I\ 1280EC

5 8 10 12 15 18 20 22 25 28 30 32 35 38 40

Numero de Peclét (Pe)

Numero de Peclét (Pe)

25

Figura 13 — Andlise Paramétrica do Niimero de Peclét - Potencial nos Pontos Internos- 1156 P.I Fixado -
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O comportamento exibido pelo grafico da esquerda € inerente ao critério |, onde observam-

se niveis de erro muito baixos para um intervalo de Peclét que finda em uma valor mediano

de 40. Todavia, ao observar o grafico da direita, ligado ao critério I, é possivel observar erros

menores que 2% para potencial até um valor de Peclét de aproximadamente 20. E também

importante ressaltar que os resultados para ambos os graficos das trés malhas testadas sdo

praticamente sobrepostas, indicando que o nivel de refinamento no contorno, ja nao influencia

de forma a reduzir os erros cometidos nos potenciais numéricos dos pontos internos. De certa
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forma, este comportamento fora do padrdo tém aderéncia com o comportamento inverso
ao comum apresentado pelos fluxos aproximados no contorno no grafico na Figura 12. Os
comportamento desta ultima analise revelam uma demanda de estudo mais detalhados acerca
da influéncia entre a propor¢do EC/I.P no desempenho da formulagdgo MECIDR, em problemas
classicos como Poisson, Helmholtz e advectivos-difusivos, mas que por sua vez, exigiria uma

analise mais extensa e sistémica, e portanto foge ao escopo deste projeto.

5.4 Caso lll - Problema Bidimensional com Condicbes e Contorno
Variaveis
O terceiro caso a ser trabalho consiste em um problema bidimensional submetido a mesma

condicdo de contorno essencial em todas as arestas, analogamente ao caso Il. O croqui da

dominio do problema, condicdes de contorno correlatas, e campo de velocidade seguem abaixo.

Figura 14 — Croqui Representativo do Caso Il

A condicdo de contorno imposta consiste em uma func3o exponencial dependente das duas
coordenadas espaciais. O principio de conservacao de energia simplificado para este caso, via

hipdteses simplicadoras, condensa-se na equagdo de governo que segue.

dr dr d*T  d*T
( ) (58)

01%+U2d—y:a W—i—d_yQ

A solucdo analitica correlata a equacdo de governo 5.8 é de obtencdo automatica, uma
vez que consiste na prépria funcao imposta como condicao de contorno, em todas as arestas
da geometria. S3o exibidas a solugdo analitica para potenciais e fluxos correlatos ao caso.

Tais solugdes exatas serevem como parametro comparativo para mensuracdo da precisdo da
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formulagdo numérica MECIDR testada.

oT oT
T(z,y) = ety —— = e —— = et Ty (5.9)

ox dy

Este problema apresenta simetria, onde as arestas inferior e esquerda formam o primeiro par
de simetria, sendo o segundo formando pelas arestas superior e direita restantes. Uma andlise
mais detalhada dos resultados do caso também permite inferir que apenas as arestas direita
e superior sdo significativas, e portanto, compoe a a base de andlise de todos os resultados
inerentes a fluxos calculados no contorno. Esta restricao, ja fundamentada nos dois casos
anteriores, decorre da dificuldade de interpolar valores de magnitudes grandes e pequenas

simultaneamente, por parte das funcdes de bases radiais [50], que compde a base da técnica
MECID.

Inicia-se a exibicdo de resultados com uma primeira anadlise de convergéncia, onde fixa-se
uma malha formada por 160 EC, e varia-se a densidade de pontos internos distribuidos pelo
dominio. Os resultados para contorno e dominio sao mostrados de forma separada, pois,
no contorno determinam-se erros de fluxo, paralelamente ao interior do dominio, onde ha
determinacao de potenciais. E relevante salientar que os teste de convergéncia abaixo sao

realizados utilizando o critério de erro | e para um valor unitdrio do adimensional de Peclét.
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Figura 15 — Andlise de Convergéncia em relagdo a P.I com Pe=1

A Figura 15 exibe uma queda consistente do erro, em ambos os gréficos, correlatos a
fluxos nos contornos significativos e potenciais nos pontos internos, quando aumenta-se a
densidade da nuvem de pontos internos. Tal resultado corrobora o comportamento convergente

a formulacado MECIDR em relacdo a este primeiro parametro de controle.

Na sequéncia, um segundo teste de convergéncia é realizado, fixando-se agora uma nuvem

de 576 P.l em todas as malhas e variando em propor¢des de duplicagdo o nivel de refinamento

729
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da malha no contorno. Seguem os resultados para fluxos nos nds de contorno e potenciais

para os nds internos.
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Figura 16 — Anilise de Convergéncia em relacdo a EC com Pe=1

Ambos os graficos da figura 16 mostram um comportamento convergente da formulagao,
que apresenta erros sistemicamente menores com aumento do nivel de refinamento no con-
torno. Vale destacar, no grafico da direita, um pequeno aumento do erro numérico cometido
nos pontos internos, entre as Gltimas duas malhas testadas. Este comportamento, em con-
traposicao a espectativa natural, deve-se muito provavelmente a ordem de grandeza muito
diminuta na qual os erros se apresentam. Os resultados ratificam que a formulagdo ME-
CIDR testada tém bom comportamento de convergéncia em relacao também ao parametro de

controle de refinamento da malha de contorno, findando as anélises de convergéncia.

Uma vez executados os testes de convergéncia, inicia-se uma andlise paramétrica com
relacdo ao niimero de Peclét, para uma malha de contorno fixada em 320 EC, com trés nuvens
distintas de pontos internos. A priori exibem-se abaixo os resultados de fluxos nas arestas

significativas para os dois critérios de erro apresentados, inicialmente na metodologia.

Os resultados na Figura 17, inicialmente, no grafico da esquerda, sob a dtica do critério |,
exibem niveis de erro baixos para varidveis de fluxo para um intervalo de Peclét que estende-se
até 15. Em contrapartida, no gréfico da direita, que utiliza o critério Il, vem-se que o intervalo
de erros aceitdveis para aplicacoes em engenharia esta limitado a intervalo menor, depois do
qual, a formulagdo gera erros de muito maior magnitude.

De forma complementar, analisa-se agora, a parametrizacao com o nimero de Peclét, no
comportamento dos erros numéricos correlatos aos potenciais no pontos internos para as duas

métricas de erro.

Uma observacao mais atenta da Figura 18, a priori no grafico da esquerda inerente ao critério

[, revela um comportamento com baixos niveis de erro para um intervalo considerado mediano
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Figura 17 — Analise Paramétrica do Nimero de Peclét - Fluxo no Contorno- 320EC Fixado - Critério | e Il
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Figura 18 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Pontos Internos 320EC Fixado - Critério | e Il

do numero de Peclét, aproximadamente até o valor de 30. Observa-se ainda neste grafico
que, hd um salto entre os valores de 18 e 20 do adimensional, depois do qual os erros voltam
sistemicamente a cair. Este comportamento é um indicativo de que os resultados e analiticos
e numéricos ja nao apresentam a mesma aderéncia e que a medida de erro nd3o encontra-se
ineficaz, mas para tanto é preciso uma conferéncia. Tal conclusdo pode ser completada com a
analise do grafico da direita, onde utiliza-se o critério de erro |l. Nesta linha observa-se que os
erros crescem de forma monotdnica com o aumento do ndmero de Peclét, e mantém valores
usuais em aplicagdes de engenharia apenas para as duas ultimas malhas mais ricas, e com
valor de aproximadamente 10 para o adimensional. Consolida-se entdo, com a intersecdo dos

dois critério, que de fato é mais curto o intervalo de efeitos advectivos crescentes no qual a
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formulacao apresenta boa precisao.

Em caréter final, inicia-se uma outra analise paramétrica, desta vez, fixando-se a nuvem
de pontos internos com 1156 P.I e variando o nivel de refinamento da malha de contorno
com propor¢oes de duplicacdo. Exibe-se abaixo, a priori, os resultados relativos aos fluxos nas
arestas significativas para as duas métricas de erro consideradas.
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Figura 19 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Fluxos no Contorno - 1156 P.I Fixado - Critério | e Il

Os resultados trazidos pela Figura 19, no grafico da esquerda, relativo ao critério |, revelam
um comportamento inverso ao téorico esperado, onde hd um aumento do nivel de erro com
o refinamento do contorno. Tal comportamento, provavelmnete esta relacionado a erros de
integracao numérica causados por uma distancia muito pequena entre os nds de contorno e os
primeiros nds adjacentes na nuvem de pontos internos. Este valor de distanciamento é ajustado
como parametro de controle no algoritmo computacional e ndo houve tempo habil para uma
analise de sensibilidade mais aprimorada no sentido de obter resultados com comportamento
mais coerente. O gréfico, da direita que relaciona-se ao critério Il também exibe o mesmo
comportamento anémalo, porém, com um intervalo de Peclét mais restrito no tocante ao nivel

dos erros. Tal apontamento alinha-se com o visto, anteriormente, nos casos | e Il.

Por fim analisa-se os resultados referentes aos potenciais associados ao pontos internos da
malha. Os resultados dos erros s3o bipartidos para os dois critérios de erro, analogamente ao

resultado pregresso.

A Figura 20 exibe, de forma geral curva muito préximas para os trés niveis de refinamento do
contorno, para ambos os critérios, com pouca sensibilidade do erro em relacao ao refinamento
nas malhas testadas. Aqui, analogamente aos resultados de fluxo, ocorre também um aumento
dos niveis de erro a medida que a malha de contorno é refinada, para ambos os critérios, cuja
explicacdo hipotética continua pautada no ajuste do distanciamento minimo entre os pontos

da malha de contorno e seus pontos internos imediatamente adjancentes. Por fim, é possivel
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Figura 20 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét -Pontos Internos - 1156 P.I Fixado - Critério | e Il

observar de forma reiterada aqui uma restricio do tamanho do intervalo de nimero de Peclét,

proposta pelo critério Il, que supde uma falta de concordancia entre resultados numéricos e

analiticos com valores maiores que 12 para este adimensional.
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5.5 Caso |V - Problema Bidimensional com com Condicoes de Con-
torno nao-homogéneas

O quarto e dltimo caso a ser trabalhado consiste em problema com campo bidimensional de
velocidade e duas condi¢cdes de contorno nao homonégenas, uma essencial na aresta esquerda
e uma natural na aresta direita. O croqui da geometria e das condigdes de contorno aplicadas

ao dominio computacional é posto a segui na Figura 21.

Figura 21 — Croqui Representativo do Caso IV

A equacg3do de governo de energia para um problema advectivo-difusivo como este é dada

abaixo, segundo as hipdteses simplificadoras ja expostas em capitulo dedicado.

dT dT T  d*T
( ) (5.10)

’UI%—FUy@:CY w“_d_gﬂ

A deduc¢do da solugdo analitica da equagao 5.10 para as condi¢cdes de contorno impostas nao

é tarefa trivial e mostra-se abaixo na expressdo 5.11, apenas a solugcdo em série para os valores
de potenciais. A solugcdo é mostrada em versiao completa no apéndice B deste texto, onde

todas as constantes e varidveis que aparecem na equacao 5.11 s3o cuidadosamente definidas.

T(.CIZ', y) = { |:€T:| =+ 1} + Z Gieéﬂcsen(qix) e)\zl—il e)\}y + 6/\?y (511)
i=1

A equacgdo 5.11 serve de referencial para o levantamento dos erros numéricos tal como nos
casos antecedentes. E relevante também destacar que a maioria das arestas da geometria é
submetida a condicOes essenciais, e portanto, seria natural a determinacdo dos fluxos nestas
arestas e sua exposicdo. Todavia, tais resultados ndo serdo apresentados devido a constatacao

de uma dificuldade na obtencao de precisao adequada em funcao de limitacGes computacionais.
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Portanto, em carater de excecao, no caso |V, as analises restringem-se aos valores de potenciais

na aresta direita, caracterizando o contorno, e potenciais nos pontos internos.

E também importante destacar, que devido as condicdes de contorno impostas ao problema,
had neste caso IV altos niveis de erros artificiais nas quinas, induzidos por mudancgas abruptas
de valores homogéneos e ndao-homogéneos de potencial nas mesmas a depender do critério
de erro. Portanto, como diretriz metodoldgica adicional, retiram-se os dois pontos extremos
das arestas analisadas, para entdo efetuar a contabilizacdo do erro segunda os critérios | e Il.
Com esta medida, evita-se que os erros de quina distorcam o real desempenho da formulacao
proposta.

Inicia-se entdo a exposicao de resultados com uma analsie de convergéncia onde fixa-se uma
malha com 160EC e varia-se o tamanho da nuvem de pontos internos utilizada. Os resultados
dde erros numéricos correlatos aos potenciais no contorno s3o exibidos no grafico da esquerda,

enquanto os erros ligados aos pontos internos sao avaliados no grafico da direita da Figura 22.
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Figura 22 — Andlise de Convergéncia em relacdo a P.I com Pe=1

Observa-se nos resultados na Figura 22 uma tendéncia consistente de queda dos valores
dos erros numéricos com paralela expansao do nimero de pontos internos utilizados para
interpolagdes. Ressalta-se por fim um leve crescimento do erro entre as ultimas duas nuvens de
pontos internos no grafico da direita. Esta subida, por sua vez, fundamenta-se solidamente na
ordem de grandeza muito baixa dos valores em questdo, que pode ser observada na ordenada
do referido gréfico, e que provavelmente leva a um mal condicionamento do sistema linear

proveniente da discretizac3o para esta simulacao.

Num segundo momento, testa-se a convergéncia da formulacao proposta em malhas com
numero fixado de pontos internos em 576P.| e variando-se, por sua vez, o nivel de refinamento

do contorno.
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Figura 23 — Anilise de Convergéncia em relagdo a EC com Pe=1

Os resultados sdo condensados na Figura 23, onde-se expde-se os erros de potenciais no
contorno no grafico a esquerda e os erros dos potenciais no pontos internos no grafico da
direita, analogamente a andlise anterior. Percebe-se em ambos os graficos uma queda mo-
notdnica dos niveis de erro a medida que a malha de contorno torna-se mais refinada, o que

corrobora para a convergéncia da formulacdo segundo este parametro de malha.

Na sequéncia inicia-se uma andlise paramétrica baseada no adimensional de Peclét, no in-
tuito de determinar o comportamento de formulacdo em problemas dominados pelos efeitos
advectivos. Para tanto, inicia-se a analise com um conjunto de malhas de refinamento inter-
mediario, fixando-se a malha de contorno com 320EC. A parametrizagdo aqui, consiste em
aumentar gradativamente o nimero de Peclét para trés conjuntos de malhas com distintas

quantidades de pontos internos.

Uma observacao mais sistémica dos resultados trazidos na Figura 24 mostram uma peculia-
ridade interessante. Embora a tendéncia esperada seja a de um aumento nos niveis de erros na
medida que a advecgao torna-se dominante, observa-se em ambos os graficos uma queda nos
niveis de erro até Pe = 5. Tal ponto, tem natureza de inflexdo, uma vez que, a partir dele os
niveis de erro iniciam tendéncia de crescimento com o gradual crescimento do adimensional,
retornando ao comportamento normalmente esperado. A origem deste comportamento nao foi
encontrada, mas sua existéncia é confirmada, uma vez que os dois critérios de erro exibem-no

da forma muito clara.

Por fim observando-se a disposicao das curvas de refinamento de pontos internos nos dois
graficos acima da Figura 24 é possivel constatar menores niveis de erros associados a nuvens
mais ricas de pontos internos, o que ja era esperado. Além disto, percebe-se que, pelo critério

I, no grafico da esquerda, os niveis de erro se mantém a nivel menor que 1% até nimeros de

320
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Figura 24 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Fluxo no Contorno- 320EC Fixado - Critério | e Il

Peclét proximos de 15, para as melhores malhas. Em paralelo, a mesma anélise sob o prisma
do critério Il, grafico da direita, revela um intervalo mais conservador que extende-se sé até
valores do adimensional préximo a 12. Portanto, no intuito de atribuir um intervalo seguro
de trabalho, pode-se dizer que a formulagdo gera resultados Uteis para potenciais no contorno

para valores medianos de Peclét, na casa de 12.

Para completar a andlise paramétrica iniciada, analise-se agora os resultados associados a
potenciais no pontos internos da malha numérica. E importante salientar, que os resultados
nos pontos internos s3o influenciados pelos valore de contorno de todas as arestas, mesmo

aquelas cujos resultados nao foram aqui expostos.
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Primeiramente, avaliando-se os resultados para o critério |, a esquerda, tem-se uma manu-
tencao de erros muitos baixos para as melhores malhas de pontos internos para todo o intervalo
de nimero de Peclét testado, até um valor aproximado de 30. Entretanto, tal flexibilidade
nao se confirma, no intervalo mais restrito, mostrado a direita, quando muda-se a métrica
para o critério Il, onde a formulagcdo apresenta valores lteis para aplicacdao em engenharia até
valores de Peclét, proximo a 12. Tal diferenca deve-se a presenca de valores analiticos nodais
de grande magnitude para altos valores do adimensional, que por sua vez, induzem a baixos
valores de erro resultantes para a primeira métrica. Aqui, salienta-se novamente a importancia
de checar a todo tempo o alinhamento de valores numéricos e analiticos ponto a ponto, na
etapas de preparacdo de resultados, de forma a compreender as vantagens de restricGes de

cada critério adotado.

Em sequéncia, inicia-se, por fim, a segunda andlise paramétrica pautada em um nimero
fixo de 1156 P.| e testes com niveis de refinamento de contorno. Exibe-se abaixo na figura
26 os resultados dos erros de potenciais no contorno para os dois critérios de erros fixados na

metodologia, a priori.
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Figura 26 — Andlise Paramétrica do Nimero de Peclét - Elementos de Contorno 1156 P.I Fixado - Critério |
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No gréfico na esquerda da Figura 26, observa-se, analogamente ao que occorre em casos
anteriores, um aumento no nivel de erro como consequéncia do refinamento. Este comporta-
mento adverso ao esperado deve-se, provavelmente, a um distanciamento n3o ajustado entre
os noés duplo nas quinas. Observa-se o0 mesmo comportamento para os critérios de erro | e
[I. Quanto ao intervalo de nimeros de Peclét, é possivel concluir que os niveis de erro para
todo espectro testado permanecem baixos, que indica para um alinhamento entre os valores

analiticos e numéricos apesar do aumento de magnitude da adveccao.

Por fim exibe-se abaixo, na Figura 27 os resultados desta segunda andlise paramétrica para

25
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os erros correlatos a potenciais nos pontos internos. No grafico da esquerda, seguindo o
mesmo padrao de todas exibicdes anteriores, tem-se os resultados no critério |, enquanto o

grafico da direita traz os resultados do critério Il.
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Figura 27 — Andlise Paramétrica do Niimero de Peclét - Elementos de Contorno 1156 P.I Fixado - Critério |
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Com o foco no grafico do critério |, é possivel perceber uma queda nos erros para um valor do
adimensional de Peclét igual a 5, e um posterior crescimento do erro para o resto do intervalo.
Este comportamento aqui, novamente é hipoteticamente atribuido aos distanciamentos dos néds
duplos nas quinas, que ndo tiveram sua distancia parametrizada neste projeto, via andlise mais
aprofundada. Paralelamente, os resultados para o critério |l exibem um resultado fisicamente
mais aderente com o esperado, onde erros de niveis cada vez maiores apresentam-se a medida

que os efeitos advectivos sdo intensificados via incrementos no adimensional de Pe.
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6 Consideracoes Finais

Ha uma clara demanda de formulacdes do Método dos Elementos de Contorno que apre-
sentem generalidade e competitividade nas aplicagdes em problemas difusivo-advectivos. A
formulacdo classica com solucdo fundamental difusiva-advectiva tem restrices quanto a va-
riagdo do campo de velocidades [48] e as formulagdes alternativas baseadas em interpolagdes
com funcgoes radiais, como a Dupla Reciprocidade, que apesar de ter bom desempenho em
diversos problemas de campo escalar [51], carecem de resultados satisfatérios em problemas
com adveccao dominante. Ha, portanto, um demanda por uma formulagdo numérica no con-
texto do MEC que demonstre um melhor equilibrio entre versatilidade no trato com campos
varidveis de velocidade, em contraste a uma robustez frente 3 dominancia dos efeitos advecti-
vos, de forma a manter niveis de erros plausiveis em aplicagdes de engenharia. Propds-se neste
trabalho a extensdo e desenvolvimento da técnica de integracdo direta (MECID) aos proble-
mas difusivo-advectivos no intuito de preencher esta lacuna, uma vez que a citada técnica ja

apresentou resultados consistentes em outros tipos de fendmenos de campo escalar [8], [19].

A formulagdo de integragdo direta com processo de regularizagdo (MECIDR) testada nesta
dissertacao apresentou um comportamento convergente para todos os quatro estudos de caso
testados em relacdo aos dois principais parametros de controle de malha, a saber, o niimero de
elementos de contorno e o nimero de polos internos. Verificou-se que os erros para grandezas
de fluxos e potenciais exibem queda monotonica em grande parte dos resultados graficos

exibidos, o que versa a favor da consisténcia matematica da formulacdo proposta.

As analises paramétricas em dois formatos distintos exibidas para os casos trabalhados
neste projeto mostram que a formulagao mantém niveis de erros baixos para um intervalo que
contempla ndmeros de Peclét médios, o que permite, de forma geral, o uso da mesma em
diversas aplicacbes de interesse em engenharia. A primeira andlise paramétrica, para todos
os casos testados, demonstra a forte influéncia do ndmero de pdlos internos sobre a precisao
da formulacado MECIDR. Ja a segunda analise paramétrica demonstra que o refinamento do
contorno, para uma nuvem fixada de polos internos, nem sempre melhora a precisdo do método,
uma vez que ha uma demanda por estudos mais sistémicos sobre o balanco entre quantidade de
elementos de contorno em comparacdo ao niimero e posicionamento dos pélos internos. Além
disso, ha necessidade de avaliar melhor o valor do afastamento entre os nés duplos nos cantos
— 0s nos deslocados para evitar singularidade na matriz de interpolacdo de dimens3o adequada.
Esses fatores de alguma forma atuam desfavoravelmente no desempenho da formulagdo em

casos bidimensionais, como pode ser apreciado resultados dos casos Il, Il e IV.

De forma mais global, é possivel interpretar a primeira analise paramétrica como um con-
junto de malhas mais grosseiras, em contraposto com a segunda andlise, que utiliza um
conjunto de malhas mais refinadas. Neste raciocinio, a observacdo dos resultados graficos

expostos para todos os casos revela um padrdo unissono de queda dos niveis de erro, e até
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mesmo, em alguns dos casos, de postergacdo do intervalo de Peclét no qual a formulacdo se
mantém com boa precisao. Tais fatos, aliados a demanda por estudos mais sistémicos sobre
equilibrio de parametros de malha e tratamento de quina, citada a priori, corrobora para o
fato de que é possivel ampliar o intervalo de dominancia da advec¢do no qual da formulacdo

se mantém precisa, em termos de aplicacoes praticas.

A exibicdo dos resultados para os casos testados, por sua vez, foi feita sempre utilizando
duas métricas de erro fixadas na metodologia adotada. A execuc¢do da analise via duas métricas
de erro distintas, mostrou-se de vital importancia, pois, cada critério tem vantagens de des-
vantagens matematica intrinsecas, ou seja, possuem falhas na tentativa de representar o erro
absoluto entre solucdo numérica e exata, em situacdes especificas. Portanto, neste tocante
a comparac¢ao a todo tempo dos dois critérios, em conjunto com a observacdo nodal indireta
dos resultados tabulares levantados, permitiu uma aderéncia com o comportamento do erro
absoluto, o que por sua vez, garante uma inferéncia coerente quanto ao comportamento da

formulacao.

E também importante salientar que os bons resultados apresentados pela formulacdo numérica
aqui proposta estao estruturados sobre uma forma particular de aproximar integrais de dominio
via funcOes de base radial, aliada a um tratamento de singularidade via processo de regula-
rizacdo, caracterizando assim, em conjunto a filosofia MECIDR. Ainda nesta linha de raciocinio
ressalta-se que o MECIDR n3o conceitua-se como procedimento estabilizador nem mesmo
como formulacdo estabilizada, como é o caso de diversas propostas classicas existentes na
literatura de diferencas finitas [1], [52] e elementos finitos [53], [54]. A exibi¢do de resulta-
dos satisfatérios para Peclét medianos sem procedimentos estabilizadores corrobora na direcdo
do potencial a explorar do método de elementos de contorno frente a problemas advectivos

dominantes.

Por fim, a formulacdo baseada em integracdo direta regularizada ja havia resultados superio-
res a formulagdo com dupla reciprocidade em problemas de Poisson e Helmholtz, demandando,
portanto, uma comparacao sistémica afim de quantificar seu desempenho frente a dupla reci-
procidade. A apresentacdo dos resultados da formulacdo proposta para os casos testados nesta
dissertacao constatou um nivel de desempenho substancialmente superior frente a técnica da
dupla reciprocidade também para os problemas advectivo-difusivos por comparacdo indireta
com [15], o que ji era esperado como sequéncia natural do desenvolvimento desta linha de

pesquisa.
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Apéndice A
Malhador do Problema Advectivo-Difusivo

Neste apéndice apresenta-se o malhador desenvolvido em linguagem Octave e feito sob
medida para a solugdo de problemas advectivo-difusivos bidimensionais estacionarios. Como
os algoritmos do método de elementos de contorno foram desenvolvidos em linguagem Fortran,
o malhador elaborado tem por objetivo, através de uma entarda de dados do usuario, produzir
uma malha em formato .txt que serve como entrada de dados no compilador de Fortran.
Este malhador pode ser facilmente adaptado para outra equagdes governantes, porém, ficando

restrito em requisitos de geometria retangular e malha com espacamentos uniformes.

1 55555555555 %5%5%5%55%5%5%%5%5%5%5 555 SMALHADORS$%%%%%5%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

2

3 clear, clc %$Comandos para Limpeza de Tela e Memdria

4 for vx=[1,2,5,8,10,12,15,18,20,22,25,28,30]

5 $%%%5SINPUTS%%%%

6

7 L=1; $Tamanho da aresta (deixa 1 para usar com O
programa feito com FORTRAN) % n=320; $Entrada do
Numero de Elementos de Contorno em cada aresta

8 Ni=34; %$Quantidade de ndés da aresta interna (NixNi)

9 Vx=100; $Componente do Vetor Velocidade - Termo
Advectivo - X%

10 Vy=0; %$Componente do Vetor Velocidade - Termo
Advectivo - Y%

11

12 %%%%%INICIALIZACAO DE VALORES%$%%%%

13

14 dl=L/n; %$Célculo do Tamanho de cada Elemento Linear

15 Ne=n=x4; $Numero Total de Elementos de Contorno

16 dli=L/ (Ni+1) ; $Distancia entre nds internos

17

18 %%%%%INICIALIZACAO DE MATRIZES $%$%%%%

19

20 Ai=zeros (Ni, 2, "double');

21 Ae=zeros (Ne+4,2, "double');

22 Sl=zeros (N1~ 2+Ne+4,5, '"double');

23 S2=zeros (Ne+4, 3, '"double');

24 S3=zeros (Ne, 2, 'double');

25

26 %$%$%$%$%COORDENADAS DOS NOS INTERNOS%$%%%%
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27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

for i=1:Ni

for k=i:Ni: (Ni"2)

Al (k,1)=1ixdli;

end

for j=(ixNi)-(Ni-1): (ixNi)
Ai(3,2)=1ixdli;

end
end

$%%%3NOS EXTERNOS$$%%
cont=1;

for j=dl:dl: (1+dl)
Ae (cont,1)=3-dl;
Ae (cont, 2)=0;
cont=cont+1;

end

for j=dl:dl: (1+dl)
Ae (cont,1)=1;

Ae (cont, 2)=73-d1;
cont=cont+1;

end

for j=(1-dl):-dl:-dl
Ae (cont, 1l)=3+dl;

Ae (cont, 2)=1;
cont=cont+1;

end

for j=(1-dl) :-d1l:0
Ae (cont,1)=0;

Ae (cont, 2)=73+dl;
cont=cont+1;

end

o)

5%%$%$TODOS 0S NOS (SECAO 1)%%%%%

cont=1;

for i=1:(Ni"2+Ne+4)
S1(i,1l)=cont;
S1(i,4)=Vx;
S1(i,5)=Vy;

cont=cont+1;



Problemas Advectivo-Difusivos Bidimensionais Estacionarios

82

74 end

75

76 for i=1:Ne+4

77 S1(i,2:3)=RAe (i, :);
78 end

79

80 for i=Ne+5:Ni"2+Ne+4
81 S1(i,2:3)=Ai(i-Ne-4,:);
82 end

83

84 S1=S1"';

85

86 $$%9S$IDENTIFICACAO DOS NOS DUPLOS (SECAO 2)
87

88 $ARESTA INFERIOR
89

90 for i=1l:n+1

91 if i==

92 S2(i,1)=1; % KODE
93 S2(1,2)=4%(n+1);
94 S2(1i,3)=0; % Valor de Condigao de Contorno
95 else

96 if i==n+l

97 S2(i,1)=1;

98 S2(i,2)=1x(n+1l)+1;
99 S2(i,3)=0;

100 else

101 S2(i,1)=1;

102 S2(i,2)=0;

103 S2(i,3)=0;

104 end

105 end

106 end

107

108 % ARESTA DIREITA
109

110 for i=n+2:2*n+2

111 if i==n+2

112 S2(i,1)=1;

113 S2(1,2)=1%(n+1);
114 S2(i,3)=1;

115 else

116 if i==2+n+2

117 S2(i,1)=1;

118 S2(1i,2)=2%(n+1)+1;
119 S2(i,3)=1;

120 else

o)
°

o
°

()
i)

)
<
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121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167

% ARESTA SUPERIOR

for i=2+n+3:3%xn+3
if i==2%n+3
S2(i,1)=1;
S2(i,2)=2*(n+1);
S2(i,3)=0;

else

if i==3%n+3
S2(i,1)=1;
S2(1,2)=3%(n+1)+1;
s2(1i,3)=0;

else
S2(i, 1)
S2(i,2)
S2 (1, 3)

end

1;

14

0
0:

14

end

end

% ARESTA ESQUERDA

for i=3*n+4:4xn+4
if i==3xn+4
S2(1i,1)=0;
S2(1,2)=3*(n+l);
S2 (1, 3)=0;

else

if i==4xn+4
S2(1,1)=0;
S2(i,2)=1;

S2 (1, 3)=0;

else
S2(i,1)
S2(1,2)
S2 (1, 3)

end

14

0
0;
0

14

end

end
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168 52=32";

169

170 $%%99LIGACAO DOS NOS EXTERNOS (SECAO 3)%%%%%

171

172 for i=1:n

173 S3(1i,1)=1i;

174 S3(1,2)=1i+1;

175 end

176

177 for i=n+1:2%n

178 S3(1,1)=1i+1;

179 S3(1,2)=1i+2;

180 end

181

182 for i=2%n+1:3%n

183 S3(1,1)=1i+2;

184 S3(1,2)=1+3;

185 end

186

187 for i=3x*n+1l:4%n

188 S3(1,1)=1+3;

189 S3(1,2)=1i+4;

190 end

191

192 S3=53"';

193

194 %$%%%%$GERADOR DO ARQUIVO .TXT%$%%%%

195

196 nome=input ('Insira o nome do arquivo de saida (entre aspas
simples): ');

197 nome=[nome, '.txt"']; $ADICIONA .TXT SOZINHO - MELHOR ASSIM

198

199 fileID = fopen (nome, 'w');

200 fprintf (filelID, 'Malha numerica\r');

201 fprintf (fileID, '\n %0.0f\r',Ne);

202 fprintf (fileID, '\n %0.0f\r',Ne+4);

203 fprintf (fileID, '\n %0.0f\r',Ni"2);

204 fprintf (fileID, ['\n%6.0f', '$12.4f"', '$12.4f"','$12.4f"','%12.4f\r"],S1);

205 fprintf (£filelD, [‘\n%6.0f', '$6.0f", '%25.4f\r'],52);

206 fprintf (£filelD, ['\n%6.0f' , '%5.0f\r' 1,S83);

207 fclose (filelD);

208

209 end



Apéndice B

Soluc3o Analitica do Caso IV

Este apéndice apresenta de forma sintética a solucao analitica detalhada do caso IV, que ja
foi publicada conforme referéncia [55]. A motivagdo da exposicdo da solugcio recai sobre sua
natureza n3o-trivial correlata a um problema advectivo-difusivo bidimensional com condicdes
de contorno nao homogéneas conforme mostrado no croqui abaixo da figura 28, reapresentada

aqui por conveniéncia.

Figura 28 — Croqui Representativo do Caso IV

A expressao que governa a fisica do problema é dada pela equacao diferencial parcial linear

B.1, exibida a seguir.

ox2  Oy? Oz dy

A solu¢do analitica utiliza-se do método de separagdo de varidveis (MSV) encontrado em

(B.1)

detalhes em literaturas como [33], [32], [42] para solucionar a equagdo diferencial parcial
proposta. E importante destacar que o método demanda a linearidade da equacao diferencial,
tal como condi¢coes de contorno homogéneas como pré-requisitos para sua aplicacao. Todavia,
felizmente, esta ultima condicao pode ser relaxada, inserindo uma funcdo auxiliar que cumpra
a funcdo de satisfazer as condicdes ndao-homogéneas impostas, tornando assim possivel a
aplicacdo da técnica.

A aplicagdo do MSV inicia-se por propor uma estrutura de solugdo para o campo de tem-

peratura da equacgao governante B.1 baseada em um produto entre uma funcdo exclusiva de
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cada direcao ordenada. A este produto é adicionada a funcdo auxiliar anteriormente citada
para condicdes ndo-homogéneas, o que por ser sintetizado na proposta que segue na equagao
B.2.

T(z,y) = v(z) + Xi(x)Yi(y) (B.2)

s

E possivel entdo substituir a proposta de solucao do MSV, dada pela equacdo B.2, na
equac¢ao B.1 que modela o fenémenos em questdo. Tal substituicdo resulta em outra equacdo

diferencial que pode ser conveniente arranjada tal como segue na equacao B.3.

= @1 {ain A >}:‘{62Yix Txi@)| (B3

— —u Yi(y) — u— —Xi(x) —v—
[8:1:2 ox ox? i) ox 0y? (@) dy

Uma observacao atenta da equacdo B.3 e uma comparacao indireta de sua estrutura com
a aplicagdo cldssica do MSV para problemas com condigdes homogéneas de contorno [28],
revelam que o primeiro termo, que constitui uma equacao diferencial ordinaria cuja variavel
primal é a fun¢3o auxiliar y(x), deve ser nulo para garantir que o método funcione conforme

seu mecanismo tradicional. Portanto, é possivel consolidar que:

,}/N . U/}// _ 0 (B4)
X{l X/ Y/ Y”
Rt APt R Y ¢ (B.5)

Xi Xi Y, Y
A equacao B.5, por sua vez, correlaciona das equacoes diferenciais ordinarias em fungdo de

x e y com uma constante que deve ser negativa por inspecao.

A solucdo das equagdes B.4 e B.5 sdo a prioridade deste desenvolvimento a partir de entao.

Inicia-se pela solucdo da equacao B.4, reapresentada abaixo por comodidade.

v —uy =0 (B.6)

Uma inspecao rapida na equacao B.6 revela que uma das possiveis solucdes pode ser dada
por:

Y(z) = e (B.7)

Substituindo a solucdo identificada pela equagdo B.7, na equacdo B.6, tem-se a formacdo
de uma equagdo caracteristica [32] que pode ser solucionada facilmente tal como segue abaixo

na expressao B.8.

(A2 —ud) eM =0 AA—u)=0 M=0 e h=u (B.8)
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Uma vez de posse das raizes da equacao caracteristica, € possivel a escrita de uma solucao
geral da equacdo ordindria B.6, em funcdo e constantes arbitrarias A e B, como mostrado

abaixo pela equacdo B.9

v(z) = AeM® 4 Bele® v(x) = A+ Be"™” (B.9)

As constante A e B, por sua vez, podem ser calculadas através das condi¢Ges de contorno
ndao-homogéneas impostas ao problema na dire¢cao x conforme o croqui da figura 28. Portanto,

aplicando as condi¢cdes de contorno, as seguintes estruturas para as constantes:
T0,y) =10 ~v(0) =140 A=0-1B (B.10)

Q

ueua

/

T ay=Q .. 7 (@=Q . B=

(B.11)

Com as constante A e B devidamente determinadas é possivel escrever a funcio auxiliar

que atende as demanadas da vigente solu¢ao no seguinte formato:

v(z) = ¢ e —1] 40 (B.12)

ueua

A seguir deve-se solucionar duas equag¢bes ordindrias restantes que s3o provenientes da
equacao B.5. Considerando apenas da equacdo diferencial dependente de = e a constante de

proporcionalidade tem-se:

1 ’

X. X 1"
Pt — K2 . X —
X; uXi ! o ¢

Aqui novamente, por se tratar a equagcdo B.13 de uma EDO linear de segunda ordem, a

uX; + X;K?=0 (B.13)

solucdo exponencial mostra-se viavel no seguinte formato:
Xi(z) = e (B.14)

Substituindo a solugdo exponencial da equacdo B.14, na equagao B.13, gera-se entdo a

equacdo caracteristica associada a EDO.

(M —ur+ K)eM =0 N —u\+ K2 =0 (B.15)

O determinante correlato a equacdo caracteristica B.15 é dado conforme abaixo pela ex-
pressdo B.16 e pode ser negativo ou positivo de acordo com a relacdo de magnitude entre
a velocidade na direcdo =, u, e a constante de proporcionalidade do MSV, K;, conforme

mostrado pela expressao B.16 logo na sequéncia.

A =u? - 4K? (B.16)
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u<2K; - A<0 u>2K;, - A>0 (B.17)

Toma-se aqui a hipdtese de que o determinantes seja negativo, obedecendo a premissa
dada pela equacdo B.17, e portanto, a raiz da equacdo caracteristica B.15 assume o formato
complexo dado abaixo pela equacao B.18.

) u , U
A=pEqi p=5  qG=\K —— (B.18)

2 4
Uma solugdo geral para X;(x) pode ser dada entdo para duas raizes complexas em fun¢do de
funcoes exponenciais e harmonicas tal como abaixo e em consonancia com a melhor literatura

em [33].

Xi(z) = e’ [Cicos(qix) + D;sen(qx)) (B.19)

A equacdo soluciao B.19 é dada em funcdo de duas constantes desconhecidas C; e D;. E
possivel ent3o aplicar as condicoes de contorno dadas na direcdo x para determinar pelo menos

umas delas, de acordo com a sequéncia.

TO,9)=60 - X0y +v0)=60 - X0 =0 - =0
(B.20)

A outra condicao de contorno, de fluxo, dada em x = a é agora aplicada logo em seguida

gerando as seguintes igualdades.

Ta,y)=Q ..  X{(a)Yiy)+~(a)=Q ..  Xi(a)=0 (B.21)

A Ultima igualdade da equacdo B.21, se devidamente desenvoldida partindo-se da solugao

geral para X;(x), dada na equagdo B.19, gera a seguinte equagdo resultante:

u
0= §sen(qia) + q;cos(g;a) (B.22)

A equacdo B.22 é de natureza transcedental, e ndo pode ser solucionada analiticamente.
Além disto, como envolve funcbes harmdnicas periddicas, esta equacdo possui infinitas raizes.

A determinac3o destas raizes é feita numericamente através do algoritmo mostrado no Apéndice

C.

Uma vez determinados os valores raizes g;, é possivel através das relacdes mostrada pelas

equacao B.18, determinar a constante de proporcionalidade da separacao de varidveis.

2 2 2
L R . i SN G
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Por fim, é valido ressaltar que a rotina computacional exibida na integra no Apéndice C,
permite o calculo dos valores de todas as raizes e constantes de interesse de solugcdo de forma

simultanea.

Dando sequéncia ao desenvolvimento da solugcdo apresenta-se agora a equacdo diferencial

ordinaria na direcdo y, também proveniente da equacao B.5.

!/ "

Y. Y
e i A GO0 G R (B.24)

Por inspe¢ao, analogamente ao feito para a EDO em z, conclui-se que uma fungdo expo-

nencial simples tal como a dada abaixo na equacao B.25 é solucdo da equagio B.24.

Y; = MY (B.25)

Substituindo-se entdo a solugao B.25 na equacdo B.24, tem-se a formac3do da seguinte equagao

caracteristica.

()\i2 — v\ — K7)eM =0 A2 —vhi— KP =0 A =" +4K7 >0
(B.26)

E possivel constatar via estrutura do determinante que tal equacdo sé admite raizes reais

e portanto que sua solucdo geral tem formato exponencial de acordo com posto abaixo pela

expressao B.27 juntamente com seus respectivos expoentes calculados via equacao B.26.

1 2 2 4K2
Yily) = BN+ e AP = g + —V”; (B.27)

Para melhor conhecer sobre os valores ou relagdes entre as constantes FE; e Fj, aplica-se

entao as condi¢cbes de contorno impostas ao problema fisico na direcao y.

T(x,0) = S @)+ X(@)Yi(0) =0 o Xi(@)Yi(0) = —y(z)  (B.28)

eP*Disen(qix) [E; + F;| = uga [1—e"] -6 (B.29)

Twa)=0 -  A@+X@YVi@=0 . X)) = ) (B.30)
pT AMa Nal| Q uzr

eP* D;sen(q;x) [Eie 4+ Fetit| = o 1—e*]—0 (B.31)
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Por comparacao, os lados direitos da equacdes B.29 e B.30 devem ser iguais. Desta forma

igualando este trechos tem-se que a relagcdo entre as constante é dada na forma a seguir.

2
|

E,+ F;, = EieAzl“ + FieA?“ Ei=F{ —
1—eha

(B.32)

Uma vez conhecida a relacdo entre F; e Fj, é possivel reescrever a solucao geral dada
pela equaldo B.27, em funcdo de apenas uma das constante tal como mostrado a seguir pela

expressao B.33.

e (B.33)

Agora, substituindo a relacdo entre F; e F; dada pela equado B.32 na equagdo B.29,

pode-se escrever a seguinte sentenca matematica.

Aa A2q Ma A2a
e — e’ Q e — e’
P*D; ;) = 1—e"] -0 M,=——— (B34
e Disen(qix) Fy | —r— e (1= €] o, (B34)

Como A e \? s3o constantes dependentes de ¢;, entdo pode-se condensar todo o termo
entre colchetes na parte esquerda da equacao B.34 como uma nova constante denominada
aqui de M;. Desta forma é possivel reescrever a expressao B.34, no formato da equacdo B.35
abaixo. Note na equac¢do B.35 que D; foi a familia de constantes n3o determinada quando
solucionou-se a EDO em funcao de x e que analogamente F; é o conjunto de constantes ndo
determinado na solu¢do da EDO na direcdo y. Pode-se entdo, por simplicidade unir o produto

detas duas constantes ndo conhecidas em apenas uma familia de constantes denominada aqui
de Gz

eP* Disen(qix) F;M; = i [1—e]—0 G; = F;D; (B.35)

ueua
O uso da definicdo de G; sintetiza a expressao B.35 em uma forma mais compacta, mostrada

logo abaixo pela expressao B.36.

GiM,e" sen(qx) = [1—e*] -0 (B.36)

ueua
Com alguma manipulagdo algébrica, pode-se reescrever a sentenca B.36 da sequinte forma,

em funcdo dos valores impostos em condi¢coes de contorno 6 e Q).

(B.37)

GiM;sen(qx) = e P* { @ — 9] — uiepx

ueua e’lLCL
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Para utilizar do conceito de ortogonalidade entre fungdes [43], multiplica-se ambos os lados
da equagdo B.37 por funcdes homdnimas sen(g,x), e integrando-se ao longo de todo a

extensao x dominio, tem-se:

ueve uev

/a GiM;sen(q;x)sen(qnx)dr = /a {e—m [ Q é)} - iaepw}sen(qu)dx (B.38)
0 0

O desenvolvimento analitico da equagdo B.38 n3o ¢ trivial e para tanto vamos separa-la
em lado esquerdo (LE) e lado direito (LD).

LE:/ GiM;sen(q;x)sen(qnx)dz (B.39)

0

LD :/ {ep"” [ @ _ 91 - iemﬁ}567”L(qm:z:)alac (B.40)
0 ueua/ ueua

O desenvolvimento do lado esquerdo passa pela expansao do somatdério que existe no
nicleo da integral da equacio do LE B.39. E importante lembrar que os coeficientes (; s3o
desconhecidos. Desta forma para m = 1 a equagdo gera uma equag¢do com n incognitas, onde
n é igual ao nimero de raizes calculadas da equacao transcendental B.22 para representar a

série infinita final.

LE = / GiMsen(qz)sen(qrz)dx + - - - + / GnM,sen(q,x)sen(qz)dxr  (B.41)
0 0

As integrais que porventura aparecem no interior das integrais podem ser calculadas com

as enteidades matemadticas conhecidas postas abaixo [43].

/Oa sen?(qmr)dr = g _ _Senizima) (B.42)
’ Dsenla. p)de — 2 [(¢i — qm) a _sen [(¢i + qm) a]
/O sen(qix)sen(qmr)d 3@ ) XOETN (B.43)

Em paralelo, o lado direito (LD) dado pela equagdo B.40, pode ser desenvolvido de forma
direta com outras entidades [32] mostradas a seguir nas equa¢des B.44 e B.45 E importante
observar que a expressdao B.40 sé possui indices m dados pelos senos homdnimos que foram
multiplicados em seus termos. Desta forma para cada valor de m o LD da equacao retorna

apenas um valor.

cx

2+ b2

/ecwsen(bx)dx = [c.sen(bx) — b.cos(bx)] + C (B.44)

a u 1 u
/ e2"sen(qx)dr = ——— {65“ [E.sen(qia) - qicos(qia)] + qi} (B.45)
0 + ¢; 2

IS
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O resultado final, depois de tratadas adequadamente as integrais pode ser sintetizado na

expressao abaixo dada pela equagao B.47.

LD = —¢ { ! } {e%“ [E.sen(qma) - qmcos(qma)] + qm} + (B.46)

- ueus %2 + qm2 2
1 u
[ugw — 9] {m} {65“ [—g.sen(qma) — qmcos(qma)} + qm}

Como ja comentado na expansdo do lado esquerdo (LE), para cada valor de m compde-

se uma linha de um sistema linear, cujas incégnitas sdo os valores das constantes G;. Por
simplicidade, como o valor de cada M; ja pe conhecido, acopla-se estas duas constantes
em apenas uma denominada aqui de Z; , que caracteriza por sua vez as incégnitas a serem

calculadas em cada linhas do sistema linear do lado esquerdo.

Z; = G;M; (B.47)

Em paralelo, ja no lado direito (LD), para cada valor fixado de m, ou seja, para cada linha
dos sistema linear, tem-se um valor para o vetor dos termos independentes que é dado pelo

lado esquerdo, e denominado aqui de W,,, tal como segue na equagao B.49.

W, = —¢ {2 ! } {e%“ [E.sen(qma) — qmcos(qma)] + qm} + (B.48)

ueve 2 +Qm2 2
1 .
[ufw - 9] {m} {65“ [—g-sen(qma) - quOS(qma)] + qm}

Pode-se entao para uma melhor visualizacao do sistema, representar uma loinha do sistema

linear de acordo com o mostrado na sequéncia pela equagcao B.49, onde os coeficiente da

matriz quadrada de ordem n s3o dados por integrais conhecidas analiticamente.

Zy
[/ sen(qrx)sen(gmx)de /sen(qnx)sen(qmm)dx | =W, (B.49)
0 0

Zy,

A expansao do sistema para ordem n, onde n é o nimero de raizes calculados na equacao

transcedental, pode ser ilustrada pela equagdo matricial B.50. O vetor de incégnitas [Z] é



Problemas Advectivo-Difusivos Bidimensionais Estacionarios 93

calculado no algoritmo mostrado na integra no Apéndice C.

Z Wi

a

Iy sen(qmz)sen(gmx)d o sen(gnz)sen(gmz)dzx
| = | : | (B50)

a

Iy sen(gmx)sen(gax)dx Jo sen(gnx)sen(guz)dz

Ln W,

Por fim, de posse dos valores das constantes (&; que restavam para serem conhecidas é
possivel sintetizar todos os resultados obtidos através das trés familias de funcGes determinadas

partindo-se do procedimento de separa¢do de varidveis (MSV).

ueua

v(z) = e — 1]+ 6 Xi(z) = D;sen(qx) Yi(y) = Fi {1—)\16 W4 e
(B.51)

A proposta original no MSV preconiza o somatério de fungdes exclusivas de x e y por meio
de uma série teoricamente infinita. Em nossa proposta, a titulo de lemnbranca adiciona-se a
fungdo auxiliar y(z) para o trato das condi¢des de contorno ndo-homogéneas, tal como posto

novamente por conveniéncia abaixo na expressao B.52.

T(z,y) =~(z) + ZXi(x)Yi(y) (B.52)

A substituicdo das funcles definidas na equacdo B.51, na proposta do MSV dada pela

equagao B.52, resulta no seguinte campo bidimensional de temperaturas.

ur __ *© w Na _ 1 )
T(z,y) = { {e ] + 1} + Z Gie2%sen(q;x) {iﬁ@)‘w + e%y} (B.53)
i=1

Uu — e

Se houver necessidade, os fluxos podem ser devidamente determinados via diferenciagdo

parcial na equacdo B.53 em fungdo das direcdes ordenadas.



Apéndice C

Algoritmo para Calculo de Autovalores

O vigente apéndice apresenta um breve algoritmo em linguagem Octave que foi utilizado

para calcular as raizes da equac3do transcedental correlata ao Caso IV do projeto, tal como

para determinar as constantes GG; que s3o demandadas pela solugdo analitica do mesmo.
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% ALGORITMO PARA SOLUGAO ANALITICA DE %%
% UM PROBLEMA ADVECTIVO DIFUSIVO BIDIMENSIONAL %%

Esse programa foi desenvolvido para cdlculo de temperaturas
em um problema advectivo difusivo bidimensional com condig¢des
de contorno especificas. O algoritmo foi elaborado como parte
da dissertacgdao de mestrado de Vitor Pancieri Pinheiro,

com foco na andlise da performance do método dos elementos

de contorno aplicado a solucgdo de um problema de calor

advectivo-difusivo.

As especificagdes do problema agui analisado bem como a solugao
analitica que figura como alicerce desse algoritmo consta no trabalho
"Solucdo Analitica de um Problema Difusivo-Advectivo Bidimensional
Através do Método de Separacdo de Varidveis" com autoria de

Carlos Friedrich Loeffler e Jeovane Castro dos Santos.

url: https://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/66.pdf

Programadores: Daniel Carvalho de Moura Candido
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DEFINICAO DE DADOS DO PROBLEMA
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36 a=1; $Valor da aresta "a" do dominio bidimensional

37 ml=40; $%$Numero de constantes "GM" que se deseja extrair

38 il=ml $Numero de linhas é igual ao numero de colunas

39 teta=1; %Potencial prescrito na aresta esquerda do dominio

40 Pe=30; %Adimensional de Peclét

41 Su=1; %$Velocidade do Escoamento na Direcao X

42 u=Pe/sqrt (2); % Velocidade Determinar em funcdo de Pe

43 v=u; % Simetria do Campo de Velocidades

44 Q=exp (u*a) ; $Fluxo prescrito na aresta direita do dominio

45 pry=10; $Numero de pontos para andlise de temperatura

46

47 % B e e e e e e e e e e e e e e e e e e
48 %

49 % $SALOCACAO DE TODAS AS MARIZES NECESSARIAS PARA O PROGRAMA

50

51 A=zeros(ml,il);

52 B=zeros (ml,1);

53 g=zeros (ml,1);

54 K=zeros (ml,1);

55 K2=zeros (ml,1);

56 lambdal=zeros (ml,1);

57 lambdaz2=zeros (ml,1);

58 M=zeros (ml, 1) ;

59 termo_som=zeros (ml,1);

60 temp=zeros (py, 1) ;

61

62 % R
63 %

64 % %DETERMINACAO DOS COEFICIENTES "g,K, lambda" e "M"

65

66 f = @(x) (u/2).xsin(a.*x)+(x.xcos(a.*x)); %Definicdo da fungéo
67 palpite=0; $Palpite inicial

68 cont=1; $indice vetor raizes
69

70 for palpite=[pi:pi:pixml];

71

72 g(cont)=fzero(f,palpite); $Extracdo das raizes g
73 K(cont)=sqgrt ((g(cont) "2)+((u”2)/4)); %$Calculo de Ki

74 K2 (cont)=(g(cont) "2)+((u"2)/4); $Calculo de Ki~"2

75 lambdal (cont)=(v/2)+ (sqrt ((v"2)+ (4% (K(cont) "2)))/2);
76 %Calculo de Lambdal

77 lambda?2 (cont)=(v/2) - (sqrt ((v"2)+ (4% (K(cont) "2)))/2);
78 %Calculo de Lambdal

79 M(cont)=(exp (lambdal (cont) xa)—exp (lambda2 (cont) xa) )
80 %Calculo de Mi (1/2)

81 / (exp (lambdal (cont) *a)-1);

82 %Cdlculo de Mi (2/2)



Problemas Advectivo-Difusivos Bidimensionais Estacionarios 96

83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

cont=cont+1;
$Incremento de indice

end

o\

o\

$CRIACAO E SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR DE EQUACOES AX=B

for m=1:ml

B (m)=(-Q/ (uxexp (u*a)) ) * (1/(((u"2)/4)+(q(m) "2)))* ((exp(uxa/2)*((u/2)
$Atribuicdo de valores a B (1/4)

*sin (g (m)*a)-(g(m)*cos (g (m)*a)))+g(m)))+(((Q/ (uxexp(uxa)))-teta)
$Atribuicdo de valores a B (2/4)
*(1/(((u"2)/4)+(a(m) "2))) * ((exp(-uxa/2) * ((-u/2) *sin (g (m) *xa)
$Atribuicdo de valores a B (3/4)

- (g(m)*cos (g (m) xa)))+g(m))));

$Atribuicdo de valores a B (4/4)

for i=1:1i1

if m==1i
A(m,1)=(a/2)-(sin(2*qg(m) *a)/ (4xq(m))); % Diagonal principal
else
A(m,i)=(sin((g(i)-g(m))*a)/ (2x(g(i)—-g(m))))... % Valores de A (1/2)
—(sin((g(i)+g(m))*a)/ (2« (g(i)+g(m)))); %Valores de A (2/2)
end
end
end
GM=linsolve (A, B); %$Determinacdo dos coeficientes GM

o\

$CALCULO DA CONSTANTE G
G=GM. /M;

o\

$CALCULO DAS TEMPERATURAS NA BORDA DIREITA

termol=(1+( (exp(u*a)-1)/u)); $Termo fora do somatdrio
y=[0+(a/py) :a/py:al; %$Coordenadas na borda direita
y=y'; $Adaptacdo para plotagem

for 1=1l:py

for k=1:ml

termo_som (k) =G (k) xexp (uxa/2) *sin (g (k) *xa) = ( ( ( (L—exp (lambda2 (k) xa))

$Termo dentro do somatdrio (1/2)
/ (exp (lambdal (k) xa)—-1)) *rexp (lambdal (k) xy (1)) ) +texp (lambda2 (k) *y (1)) ) ;
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130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

141
142
143

$Termo dentro do somatdrio (2/2)

end
temp (1) =sum(termo_som) +termol; $Equacao completa
end

relatorio=[y, temp];

$Criacdo de tabela para comparacgao de dados

SPLOTAGEM
plot (y,temp),grid,title ('Temperaturas na borda direita do
dominio"')

,xlabel ('Coordenada y'),ylabel ('Temperatura');

SFIM DO PROGRAMA ——— = —— =
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