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Resumo

Este trabalho apresenta a otimizacao da espessura de cascas sujeitas a carregamento
estatico e dindmico. A andlise estrutural é feita pelo Método dos Elementos Finitos.
Utilizou-se como elemento de casca uma combinagao dos elementos CST (Constant Strain
Triangle) e DKT Discrete Kirchhoff Theory, formando assim um elemento com quinze graus
de liberdade (trés nés com cinco graus de liberdade cada). A malha de elementos finitos
¢é gerada para um dominio quadrado unitario e transformada para o dominio analisado
por meio de fun¢oes NURBS. Essa fungoes modelam o dominio (superficie) em estudo.
Desenvolveu-se rotinas para otimizacao das espessuras dos elementos de cascas, por meio
do método PQS (Programacao Quadratica Sequencial) disponivel como ferramenta do
programa de computador Matlab, usando como restri¢oes o deslocamento méximo e a
frequéncia de vibracao minima. Diversos exemplos foram usados para validar as rotinas de
analise estatica e dindmica, comparando resultados com a literatura consagrada e com
modelos desenvolvidos no programa computacional ANSYS Workbench. Como exemplo

final, propoem se uma modelagem para a Igrejinha da Pampulha.

Palavras-chave: Cascas. MEF. Dindmica. Otimizacao. NURBS.



Abstract

This work presents the optimization of the thickness of shells subjected to static and
dynamic loading. The structural analysis is done by the Finite Element Method. A
combination of the CST elements (Constant Strain Triangle) and DKT (Discrete Kirchhoff
Theory) was used as the shell element, thus forming an element with fifteen degrees
of freedom (three nodes with five degrees of freedom each) . The finite element mesh
is generated for a unitary square domain and transformed for the domain analyzed by
means of NURBS functions. These functions model the domain (surface) in study. We
developed routines to optimize the thickness of the shell elements using the SQP (Sequential
Quadratic Programming) method available as a tool of the Matlab software, using as
constrains the maximum displacement and the minimum vibration frequency. Several
examples were used to validate static and dynamic analysis routines, comparing results
with consecrated literature and with models developed in the ANSYS Workbench software.
As a final example, they propose a modeling for the Pampulha Church.

Keywords: Shells. FEM. Dynamics. Optimization. NURBS.



1.1
1.2
1.3

2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.1.4
2.2

221
2.2.2
2.2.3
224
2.2.5
2.2.6
227
2.3

23.1
2.3.2
2.3.3
2.4

24.1

3.1
3.2

4.1

411
4.1.2
413
414

Sumario

INTRODUCAO . . . .. ittt e e e et e et e et e 6
Objetivo Geral . . . . . . . .. ... 8
Objetivo Especifico . . . . . . . . ... .. ... ... ... .. .. .. 8
Justificativa . . . . .. ..o 8
REVISAO BIBLIOGRAFICA . . ... ... .. ... 9
Modelagem de dominio através das NURBS . . . . . . . ... .. .. 9
FuncBes Base B-Splines. . . . . . . .. . .. ... 9
FungBes Base NURBS . . . . . . . .. . . ..o 11
Funcdo Geométrica . . . . . . . . . ... 12
Refinamentode NURBS . . . . . . .. . ... ... ... ... ... .. 13
Elemento Finitode Casca . . . . . . . . .. ... ... .. ....... 15
Matriz de rigidez CST . . . . . . . . . . .. 15
Matriz de rigidez DKT . . . . . . . .. ... 16
Matrizde massa CST . . . . . . . . . . . .. 18
Matriz de massa DKT . . . . . . . . ... 18
Formacao da Matriz de Rigidez e de Massa do Elemento de Casca . . . . . 21
Rotacdo entre o Sistema Local e o Sistema Global . . . . ... ... ... 22
Montagem da Matriz no Sistema Global . . . . . . . ... ... ... ... 24
Analise Dinamica . . . . . . . . .. .. Lo 25
Movimento Livre sem Amortecimento . . . . . . . . . .. ... ... ... 25
Sistema com Amortecimento sujeito a um Carregamento Qualquer . . . . . 26
Solucdo da Equacdo do Movimento . . . . . . . .. ... ... ... .. 27
Otimizacao . . . . . . . . . . . . ... 28
Programacao Quadratica Sequencial . . . . . . . .. .. ... 30
METODOLOGIA . . . . . e e e e e e e e e e 34
Geracaoda Malha . . . . . . . ... 34
Definicao do Problema de Otimizacao Estatica . . . . ... ... .. 36
RESULTADOS . . . . . . . . e e e e e e e e e e e 38
Validacdo da Analise Estatica. . . . . . .. ... ... ......... 38
Placa Retangular Apoiada Submetida a Carga Pontual . . . . . ... ... 38
Placa Retangular Apoiada Submetida a Carga Distribuida . . . . . . . . .. 40
Placa Circular Submetida a Carga Pontual . . . . . . ... ... ... ... 41

Placa Circular Submetida a Carga Distribuida . . . . . . . .. .. .. ... 43



415
4.1.6
4.1.7
4.2

421
4.2.2
4.2.3
4.2.4
425
4.3

43.1
4.3.2
43.3
434
4.4

441
4472
443
444
4.5

Casca Semicilindrica . . . . . . . . 45

Casca para ‘Abrigo de Pessoas’ . . . . . . . . .. ... oL 48
Consideracdes a respeito da Andlise Estatica. . . . . . .. ... ... ... 50
Validacao da Analise Dinamica . . . . . . . . . ... ... ... .... 50
Placa Retangular . . . . . . . . . . . 50
Placa Circular . . . . . . . . . . . 51
Casca Semicilindrica . . . . . . . .. 52
Casca para ‘Abrigo de Pessoas' . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 53
Consideracoes a respeito da Anélise Dindmica . . . . . . . .. .. .. ... 55
Otimizacdo de Espessura (Carregamento Estatico) . . .. ... ... 55
Placa Retangular . . . . . . . . . .. 56
Placa Circular . . . . . . . . . o 58
Casca Semicilindrica . . . . . . . ... 60
Casca para ‘Abrigo de Pessoas' . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 62
Otimizacdo de Espessura (Carregamento Dindmico) . . . . ... .. 64
Placa Retangular . . . . . . .. .. o 64
Placa Circular . . . . . . . . . 65
Casca Semicilindrica . . . . . ... ... 66
Casca para ‘Abrigo de Pessoas’ . . . . . . . . .. ..o 67
Exemplo de aplicacao — Igrejinha da Pampulha . . . . . . . . . . .. 68

CONCLUSAO E SUGESTAO DE TRABALHOS FUTUROS .... 73

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e s e e e e, 75
APENDICES 78
APENDICE A - DEDUCAO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ E DE
MASSA . . . . e e e e 79
ANEXOS 81

ANEXO A - DADOS PARA GERACAO DOS EXEMPLOS. . . . . 82



1 INTRODUCAO

Desde o surgimento do Método dos Elementos Finitos (MEF) tem se desenvolvido
cada vez mais a formulagdo de novos elementos, unindo conceitos adversos e a concepcao
de algoritmos cada vez mais rapidos na resolucao de problemas numéricos. Isso se deve ao
fato do grande boom da computacdo, onde a cada dia surgem maquinas cada vez mais

eficientes, capazes de resolver problemas de grandes dimensoes.

Como destaque para essas evolugoes do MEF, em 2005 surgiu um novo método
chamado de Analise Isogeométrica, apresentado em HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS
(2005). Basicamente, o método consiste na unido dos conceitos do MEF com as NURBS
(do inglés, Non-Uniform Rational B-Splines), de maneira que as NURBS que definem a
geometria do dominio sdo usadas como fungoes base para o MEF. Essa combingao traz
grandes vantagens para o método devido as qualidades das fungoes base NURBS e ao fato
da grande quantidade de dominios que as NURBS modelam exatamente. Para detalhes
sobre esse método ver, em portugués, GOMES FILHO (2016) e em inglés, COTTRELL;
HUGHES; BAZILEVS (2009), NGUYEN; BORDAS; RABCZUK (2012) e VEIGA et al.
(2014).

HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS (2005) em seu trabalho apresentam um
capitulo voltado a andlise estrutural onde sao exploradas analises de deslocamentos e
tensoes para geometrias classicas da literatura, como a placa infinita com um furo circular,
solido cilindrico sujeito a pressao interna, sélido em forma de ferradura, casca cilindrica de
extremidades restritas sujeitas a pressao interna, casca hemisférica e o telhado cilindrico
de Scordelis-Lo. COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS (2009), em seu livro, também fazem

uma abordagem desse tema, porém de forma mais completa.

KIENDL et al. (2009) e KIENDL et al. (2010) apresentam trabalhos sobre andlise
isogeométrica de cascas por meio de elementos Kirchhoff-Love. Os trabalhos apresentam
formulacao nao linear para o problema de elasticidade e utilizagao a teoria de multiplos

caminhos para modelagem do dominio através de NURBS.

Além dos diversos trabalhos relacionados a anélise estrutura, também h& varios
com temas voltados a otimizacao estrutural. O processo de otimiza¢do tem ganhado
cada vez mais destaque nos programas de computador voltados a engenharia, ja que
qualquer redugdo nos elementos de uma estrutura pode representar uma grande economia,

dependendo do seu porte, e fazer toda a diferenca na sele¢do de um projeto.

ESPATH (2009) combina a parametrizagdo de superficies via NURBS a andlise
estrutural e ao processo de otimizagao, para realizar a otimizacao de forma de cascas por

meio do algoritmo de Programagao Quadratica Sequencial (PQS). A geometria das cascas
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¢ modificada pelo algoritmo com restri¢goes que impedem a perda da parametrizacao inicial

das NURBS e a geragao de problemas de nao conformidade da malha.

ESPATH (2013) apresenta em seu trabalho a otimizacao de forma estrutural através
da andlise isogeométrica. Estudou-se além da andlise estrutural, a analise aerodinamica de

um corpo imerso em escoamento compressivel.

ROCHA (2013) apresenta a otimizagao de cascas laminadas através de algoritmo
genético. Considerou-se um elemento de casca abatida baseado na Teria de Marguerre. As
nao-linearidades geométrica e fisica foram consideradas, sendo a tltima avaliada por meio

de modelos de falha progressiva.

Também sao muitos os trabalhos onde se combinam a otimizagao com tipos de
analise mais avancados, como a andlise dinamica. Nesses casos, pode-se considerar as

frequéncias naturais minimas ou o deslocamento maximo ao longo do tempo como restrigoes.

MEIRA (2000) desenvolveu uma formulac¢ao para o projeto étimo de estruturas de
placas e cascas submetidas a carregamento dindmico, no regime linear-elastico. O elemento
utilizado para modelagem de cascas foi o elemento finito de nove nés de Huang-Hinton,
que pertence a familia de elementos degenerados de cascas. No processo de otimizacao,
usou-se o método de Programacao Sequencial Quadratica, com restricoes valores limites

de deslocamentos, aceleragoes, frequéncias e tensoes.

ALVES; VAZ (2013) apresentam a formulagao do problema de otimizagio de placas
submetidas a carregamentos aleatdrios (carregamento dindmico ndo deterministicos). Sao

apresentados exemplos de placas isotropicas e do tipo sanduiche.

ALVES (2016) estuda a otimizacdo de estruturas submetidas a carregamento
dindmico através dos métodos deterministico e probabilistico. E realizada uma comparacao

entre os dois métodos através da analise de uma placa.

GOMES FILHO; ALVES; GONCALVES JUNIOR (2017) apresenta a otimizacao
da espessura de placas sujeitas a carregamento estatico com dominio modelado por NURBS,
onde os elementos utilizados na analise modelam exatamente o dominio. GOMES FILHO;
ALVES; GONCALVES JUNIOR (2018) apresenta a otimizagao da espessura de cascas
sujeitas a carregamento estatico com dominio modelado por NURBS, onde o elemento
utilizados para analise é uma combina¢dao dos elementos DKT e CST. Em ambos os

trabalhos a otimizacao foi realizada através do método PQS.

Na mesma linha dos trabalhos aqui citados, este trabalho combina varios conceitos,
como a modelagem através de NURBS, a andlise de placas e cascas, a andlise dinamica e

a otimizacao estrutural.
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1.1 Objetivo Geral

Desenvolver rotinas computacionais para analise estrutural e otimizacao das es-
pessuras de placas e cascas, que permitam a utilizacao de func¢oes baseadas em NURBS
para a modelagem do dominio e geracao da malha para solu¢ao do problema de elementos

finitos, capazes de considerar carregamentos tanto estaticos como dinamicos.

1.2 Objetivo Especifico

e Desenvolver rotinas que utilizem NURBS para gerar malhas triangulares de elementos

finitos;

e Desenvolver rotinas que calculem as matrizes de rigidez e de massa dos elementos do
tipo CST e DKT;

e Desenvolver rotinas de solugao para problemas de analise estatica;
e Desenvolver rotinas de solugao para problemas de andalise dinamica;

e Formular problema de otimizacao para obter a espessura 6tima de uma placa/casca,

considerando como restrigoes o deslocamento méximo e/ou a frequéncia minima;
e Validar as rotinas para andlise estatica;

e Validar as rotinas para analise dinamica.

1.3 Justificativa

O avango computacional nos tltimos anos permitiu com que calculos antes impossi-
veis de se efetuar se tornassem cotidianos através dos softwares de andlise estrutural. Porém,
o desenvolvimento foi tamanho que muitas vezes, realizar apenas o processo de anélise
nao é suficiente, busca-se por solucgoes otimizadas de acordo com certas especifica¢oes. Por
isso, o desenvolvimento desse trabalho em relacao a otimizacao da espessura de cascas.
Vale destacar que, mesmo nos dias de hoje, as cascas ainda sao estruturas que fogem ao
bésico e ao que esta presente nas normas, necessitando sempre uma atencao especial no

processo de analise.

Para realizar a andlise através do Método dos Elementos Finitos é sempre necessario
um gerador de malhas. Sao diversos os geradores de malhas para dominios bidimensionais
e também para elementos sélidos em dominios tridimensionais, porém sao escassas as
opgoes aplicaveis a superficies (cascas), e isso motivou a ideia da utilizagdo das fungoes

NURBS nesse processo de geracao de malhas.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Modelagem de dominio através das NURBS

Neste capitulo tém-se as formulacoes necessarias para a construcao da funcao
geométrica, que ¢é responsavel pela modelagem do dominio onde se deseja realizar a anélise.
A funcado geométrica é composta pela combinacao de fungoes base NURBS, que sao
quocientes ponderados entre B-Splines. Ja as B-Splines sao fungoes polinomiais definidas

por partes.

A utilizacao da fungao geométrica permite que programas computacionais com
base em NURBS nao necessitem de um gerador de malhas de elementos finitos, pois as
proprias fungdes NURBS utilizadas na modelagem geométrica também sao responsaveis

pela geracao dessa malha.

2.1.1 Funcoes Base B-Splines

Como dito anteriormente, as B-Splines sdo fung¢oes polinomiais definidas por partes.
Para defini-las sdo necessarios dois parametros, o vetor de nés e o grau das fungoes base.
O vetor de nés é dado por um conjunto nao decrescente de niimeros reais. Assim, para o
vetor de nés = = (&, -+ ,&,) e para o grau p defini-se a i-ésima B-splines de grau zero
através da equacao (2.1) e para os graus maiores, define-se de forma recursiva através da

equagao (2.2).

Nio(€) = Lse & <& <&in (2.1)

0, do contrario
4 _ §-& §ivpr1 —&
Nl®) =g =g MmOt g g N ©) 22)

A respeito da definicao acima, pode-se fazer algumas observagoes:

e O ntmero de fungoes base de grau p é n —p — 1.
e Na equacdo (2.2) adota-se 0/0 = 0.

e Para se gozar da propriedade da particio da unidade (a soma das fung¢oes base é
igual a um em qualquer ponto do dominio) é necessario que o primeiro e o iltimo
nimero do vetor de nds tenham multiplicidade igual a p + 1. Esse fato pode ser

observado na Figura 1.
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e A cada vez que se repete um né do vetor de nos tem-se que o grau de continuidade

da funcao base correspondente a esse né é reduzido em um.

Figura 1 — Efeito da repeticao do nos iniciais e finais na soma das func¢oes base de grau
p = 2(a soma é representada pela fungao em vermelho).

15, Vetor de nds: [0 0.2 0.4 0.6 0.8 1]

05

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Vetordends: [0000.20.40.60.8111]

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fonte: GOMES FILHO (2016)

A Figura 2 apresenta um exemplo da construcao recursiva das B-splines para o
vetor de nés = = [0,0,0,0.25,0.50,0.75,1, 1, 1] e grau p = 2. Note que em cada ponto do

dominio existem exatamente p + 1 fungoes base.

Nos capitulos seguintes também serao necessarias as definigoes das derivadas
primeira, apresentadas na equagao (2.3), e das derivadas de ordem maior apresentadas

na equacao (2.4). Demonstragoes a respeitos destas férmulas podem ser encontradas em
PIEGL; TILLER (1996) e ROCHA (2016).

N RN S
Nip®) = g =g M1 ©) — g g N ©) (2:3)

N i(,I;) (f ) =

gi-‘rp - 61 gi-l-p-i-l - €i+1

, (Né’,i:?(ﬁ) N9 )
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Figura 2 — Construgao recursiva de B-splines através do grau anterior

B-spline de grau zero

U L 1 1 L 1 1 L L ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9

=

B-spline de grau 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9

-

B-spline de grau 2

0.5

0 ! ' ' eSO ' '

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9

=

Fonte: GOMES FILHO (2016)

2.1.2 Funcoes Base NURBS

Como dito anteriormente, as NURBS sao combinacoes ponderadas entre as fungoes
base B-Spline. Sendo assim, é necessario definir mais um parametro, os pesos, e com eles
define-se as fungoes base NURBS através da equacao (2.5), onde w; é o peso da i-ésima

fungao (lembrando que no total tem-se m = n — p — 1 fungdes, onde n é o nimero de nos.

wiNi,p(f)
>0t wiN;,(8)

Rip(§) = (2.5)

Vale ressaltar que mesmo com os pesos a propriedade da particao da unidade é

mantida.

Pode-se definir a derivada das fungoes base NURBS a partir das derivadas das
fungoes base B-Splines, derivando a equagao (2.5). O resultado estd apresentado na equagao
(2.6).

(€)= o, Vi€ Z s N5 (8) = Nip(8) Xy il (€)
" (7w (€ ))2
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Pode-se definir também fung¢oes base NURBS em duas dimensoes. Para isso, usam-
se dois diferentes conjuntos de fungdes base B-splines, denotadas aqui por N;, ,(§), 41 €
1,---,my e M, ,(n),ia € 1,--- ,my, onde os graus p e ¢ ndo necessariamente sao iguais.
Tem-se entao um total de m = m; x my fun¢des base NURBS, onde a k-ésima funcao

NURBS é tal que k = ma(i; — 1) 4+ i5. A definigao se apresenta na equagao

wkNil,p(g)Miz,Q(n)

R ) = ma mo
k<€ 77) Zjlzl Zj2:1 wkzNij(g)MjLQ(n)

onde ]{72 = mg(jl - 1) +]2

2.1.3 Funcao Geométrica

A partir das fung¢oes base NURBS definidas na se¢ao anterior é possivel modelar
diversos dominios que ndo podem ser modelados através de fungoes polinomiais, como por
exemplo, no caso bidimensional, dominios circulares e elipticos. Para mais detalhes, ver

PIEGL; TILLER (1996).

Para que seja possivel modelar um dominio, é necessaria ainda a definicdo de mais
um parametro: os pontos de controle. Os pontos de controle sdo pontos contidos no espaco
em que se deseja modelar a geometria e sao de mesma quantidade que os pesos, isto é,

n —p— 1, que é a quantidade de fungao base.

Para construgdao de uma superficie contida em R?, tem-se a equagao (2.8).

m

F(&m) =Y Ri(&n)P; (2.8)

=1
onde P, € R2.

A funcdo geométrica faz a transformagao de um dominio paramétrico, onde todos
os elementos sdo retangulares (no nosso caso, dominio nas variaveis £ e 1), em um dominio

geométrico, que ¢ o dominio que se estda modelando, como mostra a Figura 3.

Como exemplo, para a construcao de um dominio circular tem-se o vetor de nés
==10,0,0,1,1,1] e grau 2 em ambas as dire¢oes (devida a simetria). Os pesos e pontos
de controles sdo apresentados na Tabela 1. O resultado pode ser observado na Figura 4,
destacando o comportamento de uma das fun¢des base nesse dominio, onde a cor vermelha

mais escuro representa o valor 1 e a cor azul mais escura o valor zero.

As derivadas da funcdo geométrica sao dadas simplesmente pelo somatério do

produto das derivadas das fungoes base NURBS pelos seus respectivos pontos de controle.
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Figura 3 — Transformagao através do fungao geométrica do dominio paramétrico (a es-
querda) no dominio geométrico (& direita).

(o Q

| H L

Fonte: GOMES FILHO (2016)

Tabela 1 — Pontos de Controle e pesos usando no exemplo da Figura 4.

Pontos de Controle | Pesos

VIV

— w\g —_ w\gHw\g —_ w\g —
[\ [\ [\ [\

2.1.4 Refinamento de NURBS

Tendo em vista que a modelagem do dominio esta diretamente ligada a definicao
dos elementos que serao usados para andlise, pode ocorrer que o nimero de elementos (e
tamanho dos mesmos) nao gere resultados satisfatérios em certa andlise. Com isso se faz

necessario na maior parte das vezes o refinamento do dominio.
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Figura 4 — Aplicagdo da Funcdo Geométrica. As cores simbolizam a distribui¢cao de uma
funcao base no dominio gerado

0ar

04r

03r

02F-

0.1

Fonte: GOMES FILHO (2016)

Existem trés tipos de refinamentos que se aplicam aos dominios gerados por
NURBS: o h-refinamento, o p-refinamento e o k-refinamento. O primeiro esté relacionado
ao refinamento do tamanho dos elementos, enquanto o segundo se da pela elevacao do grau
das fungoes base NURBS. Ja o tltimo é a combinagao dos outros dois anteriores. Esse

texto abordara somente o h-refinamento, porém mais detalhes sobre os outros métodos
podem ser encontrados em HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS (2005).

O h-refinamento, doravante chamado apenas por refinamento, se da por uma
sucessao de inser¢des de nos no vetor de nds, o que gera modificacdo na posi¢ao dos pontos
de controle e nos valores pesos (e acréscimo na quantidade). E um tanto ébvio, mas vale

ressaltar que o processo de insercao de nés nao altera a geometria do dominio.

O processo de insercao de né se da da seguinte forma: Dado um vetor de nés
[£1,&2, -+ , &), 0s pontos de controle Py, Py, -+, Py, 08 pesos wy, W, -+ , Wy, ¢ definido
o grau p, suponha que o né a ser adicionado seja & € [&, Epy1), entdo faz-se necessério
alterar os pontos de controle P; e pesos w;, Vi € [k —p+ 1,k]. Para isso, define-se os
pontos de controle ponderados P, onde P = Paw;. Tem-se entao os novos pontos de

controle ponderados QY, Q3, -+ , Q. Q. 1, tais que



Capitulo 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA 15

Q¥ = a Py + (1 — o)) PP, k-p+1<i<h
Qv = P",, E+1<i<m
-6

o =
fi-l-p - fz
O mesmo processo se repete para OS pesos, € obtidos entao os novos pontos de

controles ponderados e pesos, é facil obter os pontos de controle.

Conhecido entao o processo de inser¢ao de nés, o processo de refinamento se da pela
insercao se nés no ponto médio entre os nds ja existentes no vetor de nds, como por exemplo,
dado = =[0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.6,0.8, 1, 1, 1], basta inserir os nés 0.1, 0.3,0.5,0.7 € 0.9, assim
tem-se o novo vetor de nés, = = [0,0,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.6,0.7,0.8,0.9, 1, 1, 1].

2.2 Elemento Finito de Casca

Para a formacao do elemento de casca pode-se utilizar a composicao de dois tipos
de elementos: um elemento de membrana (deslocamentos no plano) e um elemento de
placa (deslocamento transversal e rota¢oes no plano), resultando assim em 5 graus de
liberdade para cada né do elemento. Nesse trabalho utilizou-se os elementos CST (Constant
Strain Triangle) e DKT (Discrete Kirchhoff Theory). Segue nas segbes seguintes as suas

formulagoes para matriz de rigidez e de massa.

2.2.1 Matriz de rigidez CST

Segundo CARRIJO (1995), a matriz de rigidez do elemento CST pode ser calculada

através da seguinte integral:

Kosr = /A BThDB dA (2.9)

Onde D = Eh/(1 —v?), E é o m6dulo de elasticidade, v é o coeficiente de Poisson, h é a

espessura e a matriz B é dada por:

by by b3 O 0 O
32000010263,

1 C2 C3 by bo b3

para b; = y; — yi, ¢; = 2 — x; e ijk = 123,231, 312.
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2.2.2 Matriz de rigidez DKT
CARRIJO (1995) apresenta a formulagao da matriz de rigidez DKT, que pode ser
calculada por:
1 1-n
Kprr = 24 / / BT DB dedy (2.10)
0 Jo
Onde A é a area do elemento e as matrizes D, e B, sdo dadas, respectivamente, por (2.11)

e (2.12).

Eh?
12(1 — 1?)

o O

1
Dp = v (2.11)
0

[ S

1—v
2
Onde F é o médulo de elasticidade, v é o coeficiente de Poisson, h é a espessura, e

T T
YsrHye +y12Hy

B(&n) = 5 —wpHl — 2 HL (2.12)

I _3731H;£§ — Zl?lexT,n + y31HZ:§ + leH;n |

Na matriz B, os termos H, ¢, Hy¢, H,, ¢ H,, sao vetores calculados, respectiva-
mente, por (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16).

Ps(1 —26) + (Ps — F)n
q6(1 —28) — (g5 + g6)n
—4+6(§ +n) +re(1 —28) — n(rs +76)
—P5(1 —28) + n(Py + F)

Hye = q6(1 — 26) — n(g6 — qu) (2.13)
—2+6& +716(1 —28) +n(ry — r6)
—n(Ps + Py)
n(qs + qs)

—n(rs —14)
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Hyé =

yn

te(1 —28) + (ts — to)n
14+ re(1—28) —n(rs +16)
—q6(1 —28) + (g5 + q6)n
—te(1 = 28) +n(ta + L)
—1+76(1 —28) +n(ry — 16)
—q6(1 —28§) — n(qs — g6)
—n(ts +t5)
n(ra —rs)
—1(q1 — g5)

—Ps(1—2n) — (Ps — P5)¢
gs(1 —2n) — (g5 + q6)§

§(Py + Fs)

£(g4 — go)

—§(7”6—7“4)
P5(1=2n) — (P + Bs)
gs(1 —2n) + &(qa — g5)

—t5(1 —2n) — (t6 — t5)¢
1+ 75(1 = 2n) = &(r5 +76)
—q¢5(1 = 2n) + (g5 + 46)¢
E(ts +to)

5(7”4 - 7“6)

—&(q4 — g6)
t5(1—2n) — &(ts +t5)
—1+7r5(1—2n) +&(ra —15)
—q5(1 —2n) — &(q4 — g5)

—44+6(E+n)+r5(1 —2n) —&(rs +16)

—246n+7r5(1 —2n) +&(ry — 15)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Os parametros apresentados nos vetores H,¢, H,¢, H,, e H,, sao calculados

através das seguintes expressoes:

Pk = —6.%'”/112]

ak = 33y /15
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Yis = Y5 — Vi

2 2 2
iy =i +vi;

k=4,56 para 15 = 23,31,12

2.2.3 Matriz de massa CST

Segundo ESPATH (2009), a matriz de massa do elemento CST é dada por:

(20101 0]
020101
phAl1 02010
M pa 2.1
T~ 121010201 (2.17)
101020
010710 2

Onde p é o peso especifico do material, h é a espessura e A é a area do elemento.

2.2.4 Matriz de massa DKT

Segundo LUO; HUTTON (2002) a matriz de massa do elemento DKT é dada por:

h2
Mprr = ph/ [Nng + —
A

12(N$Nf + N,N/ )1 dA (2.18)

Porém, esta pode ser reescrita como:

h2
Mpkr = ph [chLMNgc + 5

T (NpeLnyNE + NyCLNN;;)] (2.19)
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Onde p é o peso especifico do material, h é a espessura, A é a area do elemento e, L/,

Ly, Nyc, Ny € Ny sao dados, respectivamente, por:

840 280 280 140 70 140 84 28 28 &4
280 140 70 84 28 280 56 14 28/3 14
280 70 140 28 28 84 14 28/3 14 56

140 84 28 56 14 28/3 40 8 4
A 70 28 28 14 28/3 14 8 4 8
Ly = < (2.20)
840 | 140 28 84 28/3 40 56 4 4 8 40
84 56 14 40 8 4 30 5 2 3/2
28 14 28/3 8 4 4 5 2 3/2 2
28 28/3 14 4 4 8 2 3/2 2 5
84 14 56 4 8 40 3/2 2 5 30|
90 30 30 15 15/2 15 |
30 15 15/2 9 3 3
Ly — é 30 15/2 15 3 3 9 (2.21)
90 15 9 3 6 3/2
15/2 3 3 3/2 1 3)2
15 3 9 1 3/2 6 |
(1 0 0 -3 -4 -3 2 1 1 2 |
0 ¢c3 —c3 —2¢c3 —3ryg 2co C3 3+ 19 9 — Co —Cy
0 —bs by 2b3 —3rg —2by —b3 r3 — by by + 13 by
0 0 0 3 2 0 —2 —2 -2
Nye=10 0 0 —c3 5 0 C3 cL+c3—r;5 —7s
0 0 0 b3 T6 0 —by —bs3—b; —1¢ —Te
0 0 0 2 3 0 —2 —2 —2
0O O 0 rg Co 0 —ci—c—ryg —Ci—Cy—Tg —Co
I 0 O 0 r9 —by O b1 +by—19 by +by—1r9 by

(2.22)
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0 —6ag Gas 6ag 6(ag — as) —6as
1 —3+4cg —3+4cs 2—4cg 4(1 —c5—cg) 2—4cs
0 dbg Abs  —dbs  —A(bs+bg)  —dbs
0 6ag 0 —6ag  —6(aq + ag) 0
Nee= |0 —1+4cg 0 2—4cs  4(cs — ) 0 (2.23)
0 dbg 0 by A(bs — bg) 0
0 0 —6as 0 6(as + as) 6as
0 —1+4cs 0 Aeg —c5) 2—dcs
0 4bs 0 A(by —bs)  —4bs
[0 6aq —6ag —6ag 6(as — ag) 6ag ]
0 db Abs  —dbs  —A(bs+bg)  —dbs
1 —344cg —3+4cg 2—4cyg 4(1—cg—cy) 2—4dcg
0 —6ag 0 6agy 6(ar + ag) 0
Nye=|0 b 0 —dby Ay — bg) 0 (2.24)
0 —1+4cy 0 2—4dcg  4A(cy — co) 0
0 0 6ag 0 —6(ar +as)  —6asg
0 0 4bs 0 A(by —bs)  —dbs
0 0 —1 + 4cg 0 d(er —eg) 2 —dcg ]

Os parametros apresentados nas matrizes Ny, Nzc € Ny, sao dados pelas defini¢oes

abaixo, validas as permutacoes ciclicas 17k = 123,231, 312.

bi = Y1 — Y

CZ':.I‘]C—J?]‘

bivs = 3b;c;/(41;)

Ci+3 = (Qb? - C?)/(4li)

Cit6 = (20? - b?)/<4li)
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a; = LY — TrYj

Ai43 = Ci/ l;

Qjre6 = bi/ l;

r3i-1 = (Cr — ¢;)/2

T3, = (b] — bk)/Q

2.2.5 Formacdo da Matriz de Rigidez e de Massa do Elemento de Casca

Como dito anteriormente, a matriz do elemento de casca sera composta pelas
matrizes dos elementos CST e DKT. O elemento CST tem 6 graus de liberdade e o DKT
tem 9 graus, totalizando 15 graus de liberdade. Para simplificar o processo de rotagao do
sistema local para o global, vamos utilizar um elemento de casca com 18 graus de liberdade,

simplesmente assumindo por zero o grau de liberdade relativo a rotagao transversal.

A matriz do elemento CST pode ser escrita como na equagao (2.25), onde CST; ; é
uma submatriz de dimensoes 2 x 2 relativa a contribui¢do (de rigidez, por exemplo) do né

7 no no 1.

CST., CSTi» CSTis
CST = | CSTyy CSTy, CSTis (2.25)
CSTs, CSTss CSTys

A matriz do elemento DKT pode ser escrita como na equacao (2.26), onde DKT; ;
¢ uma submatriz de dimensoes 3 x 3 relativa a contribuigao (de rigidez, por exemplo) do

noé j no no 1.

DKTy,y DKTi5 DKTs
DKT — DKTQJ DKTQQ DKTl’g (226)
DKT3; DKT35 DKT33
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A matriz do elemento de casca pode ser escrita conforme a equacao (2.27), onde
Onxm € uma matriz nula de dimensdes n por m. Por simplicidade, preferiu-se escrever 0 ou

invés de 01><1 .

[ OSTi1 O 0 CSTis  Oseg 0 OSTig  Oaeg O
Osxe  DKTi;p 0 0342 DKTio 0 Osxe DKTi3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
CSTy1  Oaxzg 0 CSTyo 0Ogxs 0 CSThg  0Oaxz O

O3c  DKTp1 0 Ozee DKTps 0 0z DKTpy 0 (2.27)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
CST31  Oaxg 0 CST59  0Og9xs 0 CSTz3  0Oax3 O
O3xe  DKT31 0 O350 DKT35 0 0O3xo DKT3535 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2.2.6 Rotacdo entre o Sistema Local e o Sistema Global

A formulacao apresentada para cada elemento é definida em funcao do eixo z'y/,
chamado de sistema local, porém cada elemento esta posicionado no espago e tem suas
coordenadas em funcao dos eixos zyz, chamado sistema global, conforme a Figura 5. Sendo
assim, é necessario que se faca uma mudanca de base, para transformar as coordenadas de
xyz para x'y’.

Figura 5 — Posicao de um elemento triangular em relagao ao sistema global zyz e o sistema
local x'y/

Fonte: Autor.

Sejam (x1,y1, 21), (T2,Y2,22) € (23,93, 23) as coordenadas dos nés 1, 2 e 3, respec-
tivamente, defini-se os vetores @ e U como nas equacdes (2.28) e (2.29), onde o vetor
U estd sobre o lado do tridngulo formado pelos nés 1 e 2 e o vetor T estd sobre o lado

formado pelos nés 1 e 3.

U = (T — 21,92 — Y1, 22 — 21) (2.28)
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7? ::($3‘—-ﬁ17y3'— y1,23-—»21)

(2.29)

—
A partir de @ e U, define-se M, N ¢ O através das equagoes (2.30), (2.32) e

_>
C&Sl);especﬁvanunme,ondeA4k$tésobreoladofomnado;xﬂosnés1(32,57é1xxpendknﬂar

%
a M e esta contido no plano do triangulo e 8 ¢ perpendicular a M e N.

ﬁ e 8, como na equagao (2.33).

s

0 =

o
Nd

|

M=

7

N=MxJ

. . ~ ~ . Y
Assim, escreve-se a matriz de transformagdo (rotagao) T por meio dos vetores M,

T =

M
N

5}

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

No sistema local, a coordenada do né 1 é dada por (0,0), pois o eixo z'y esta sobre

o1no6 1. A coordenada do no6 2 é dada por (T7T)T, onde a segunda e a terceira entradas

do vetor sao nulas. Ja a coordenada do né 3 é dada por CT??T)T,ondezmtermﬁraenmrada

é nula.

Com as coordenadas no sistema local, monta-se as matriz de rigidez e de massa de

cada um dos elementos. Para a montagem do sistema global, é necessario que se faca a

transformacao das matrizes de cada elemento do sistema local para o sistema global. Essa

transformagao é feita através da equagao (2.34) onde T} é a matriz de transformagao dada

pela equacao (2.35), e A; é a matriz de rigidez ou de massa do elemento de casca, escrita

como em (2.27).

03x3
03x3
O3X3

03x3

033

Ag = TtTAth

033
T
O3x3
O3x3
O3x3

033

O3x3
0353
T
O3x3
O3x3

O3x3

O3x3
0353
O3x3
T
0353

033

O3x3
033
03x3

O3x3

033

03X3
O3x3
03X3
03x3

O3x3

(2.34)

(2.35)
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2.2.7 Montagem da Matriz no Sistema Global

Apés calculadas as matrizes de cada elemento no sistema global, resta montar as
matrizes do sistema. Para isso, basta dividir as matrizes de cada elemento em submatrizes
e sobrepo-las na matriz global. Para exemplificar, a Figura 6 apresenta uma sistema
com dois elementos e 4 nds. Seja M; a matriz (de rigidez ou massa) do i-ésimo elemento.
Para o exemplo dado, pode-se escrever M; e M, como nas equagoes (2.36) e (2.37),

respectivamente, onde m; ;) ¢ uma matriz 6 x 6.

Figura 6 — Exemplo de modelo composto por elementos.

4
2
1
Fonte: Autor
M1y M) M)
My = m%ll) m%2,2) m%2,3) (2.36)
| sy Miz2) Mz |
My Mg M
M, = m%&l) m%3,3) m%3,4) (2.37)
| My Mg M) |

A matriz global para o exemplo, como dito anteriormente, é dada pela sobreposicao
das matrizes M; e Ms, como na equagao (2.38). Destaca-se aqui que antes de realizar o
processo de sobreposicao das matrizes dos elementos, é necessario realizar a rotacao das
meses do sistema local para o sistema global, porém aqui, esse processo de rotagao foi

omitido para simplificar a notagao.

My + My Mgy Mg M M
1 1 1
M, = May  Mey Mg 0 (2.38)
Mz 1)+ M1y Mizp Misz) + Mz Misa

My 1) 0 M3 M{g4)
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2.3 Analise Dinamica

A Analise Dindmica estd totalmente relacionada ao equilibrio dindmico (equilibrio
em movimento) de um determinado sistema, o que faz com que haja uma equagao geral
responsavel por reger o comportamento do sistema a ser analisado. Essa equacao é a

chamada Equagao do Movimento e estd apresentada na equagao (2.39).

Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = E(t) (2.39)

onde M é a matriz de massa do sistema (n x n), C' é a matriz de amortecimento (n X n),
K é a matriz de rigidez (n x n), P é um vetor (n x 1) varidvel com o tempo e u é o
deslocamento dos sistema, também variavel com o tempo, além de ser a incégnita do
problema. Vale ressaltar que caso o sistema possua apenas um grau de liberdade, as

matrizes e vetores se tornam escalares.

2.3.1 Movimento Livre sem Amortecimento

Quando a analise dindmica se da em um sistema desprovido de forcas externas e
que nao possui nenhum agente que gere a perda de energia pelo sistema, ou seja, nao gera
amortecimento, diz-se que esse sistema estd em Movimento Livre sem Amortecimento.

Nesse caso, a equagao do movimento pode ser simplificada.

Mi(t) + Ku(t) =0 (2.40)

Supoe-se que em um sistema vibrando livremente, o movimento em cada grau de
liberdade é dependente dos outros, ou seja, sao todos sincronizados. Disto, assume-se
a seguinte solugao para o sistema: u(t) = @ sen(wt 4+ r), onde @ é um vetor de forma
de vibracao livre, w é a frequéncia de vibragao livre ou frequéncia natural (ou modo de

vibragao) correspondente e r é uma constante.

Substituindo a solugdo assumida em (2.40), tem-se

]\A/,[(_g w2 sen(wt + 1)) + 5(@ sen(wt + 1)) = 9

=sen(wt + r)(—]\~4w2 +K)a=0
(M 4 )i =0

Reorganizando, multiplicando a inversa de M a esquerda e substituindo A = w?,

tem-se o seguinte problema de autovalores da equacao .

(M'K)t = A\ (2.41)
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As matrizes M e K possuem caracteristicas muito especiais que fazem com que
todos os autovalores sejam positivos, e por consequéncia, todos as frequéncias naturais sao

nimeros reais positivos.

2.3.2 Sistema com Amortecimento sujeito a um Carregamento Qualquer

Retomando a equacao do movimento completa, dada em (2.39), ainda resta definir
a matriz de amortecimento C, ja que apenas as matrizes de rigidez e massa foram definidas
no capitulo anterior. Pode-se escrever a matriz de amortecimento como uma combinagao
linear entre as matrizes de rigidez e de massa. Esse é o chamado “Amortecimento de

Rayleigh”. Assim, pode-se escrever C' = agM + a1 K.

Para definir os coeficientes oy e aq, pode-se tomar como referéncia as taxas de
amortecimento associadas a certos modos de vibragao. Para isso é necesséario antes, utilizar-
se de outra propriedade das matrizes K e M. Essas matrizes possuem a seguinte propriedade:
seja ¢; o i-ésimo vetor de forma gerado pelo quociente entre o i-ésimo autovetor e seu
primeiro termo (ou seja, é a manipulagado do autovetor para que seu primeiro termo seja

unitario), tem-se que ¢;" M¢; = 0 e ¢;" K¢; = 0, se e somente se, i # j.

Devido ao fato dos vetores ¢; serem multiplos dos autovetores, tem-se que estes

sao linearmente independentes, e com isso, pode-se escrever

u(t) = Z $:Yi(t) (2.42)

Tomando-se um vetor ¢; qualquer, pode-se multiplicar ¢;7 M & esquerda da (2.42),

donde tem-se

0;TMult) = ¢;TMOYi(t) + -+ &, M Yi(t) + - 6,7 M, Ya(t)
= 0,  M¢;Y;(t) (2.43)

Um raciocinio andlogo é vélido para a matriz de rigidez, ou seja, ¢;7 Ku(t) =
;7K ¢;Y;(t). Note que o termo ¢;7 K¢; resulta em um escalar. Por simplicidade, denota-
se m; = @TM@J e k; = @TK?Q

Retomando a definicdo do amortecimento de Rayleigh, pode-se escrever a seguinte

equagao

¢; = ¢ Coy = ¢;" (M + i K)¢; = aod;” Mo; + cnd; Ko = agm + ank;
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Seja, &; a taxa de amortecimento para o i-ésimo modo de vibracao, pode-se escrever

C; - oom; + all{?i Qp W

&i

Conhecendo-se entao, duas taxas de amortecimento, por exemplo, ; e &; pode-se

encontrar os valores de o e a1, através da equagao (2.44).

g Qwiw; | "W Wi &
] =5 32 1 _i { (2.44)
(&3] Wi — Wj j

Wy Wi

Calculada a matriz C' pode-se resolver a equacao (2.39). Para mais detalhes sobre
o processo de andlise dindmica ver CLOUGH; PENZIEN (2003).

2.3.3 Solucdo da Equacdo do Movimento

Dentre os diversos métodos para solucao da equagao do movimento, optou-se por
utilizar neste trabalho o Método de Newmark com aceleracao constante. Essa opcao foi
feita devido ao fato da estabilidade incondicional desse método MEIRA (2000).

O procedimento para a solugao através do Método de Newmark é dado da seguinte

forma:

1. S@o conhecidos do problemas as matrizes de rigidez, massa e amortecimento, K, M
e C, respectivamente, e também os vetores de deslocamento e velocidade iniciais, ug

e 1, respectivamente. Além disso, é conhecido o intervalo de tempo At.

2. Calcular a aceleragao inicial através da equagdo do movimento, resolvendo o seguinte

sistema linear:

Mit, = P(t) = City — Kuq

3. Calcular a matriz de massa efetiva:

At At?
Mep =M+ 7@ + TK

4. Repetir os itens abaixo para cada um dos passos de integracao:

a) Calcular a forga efetiva, R, no instante ¢ + At:

At! At
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b) Calcular as aceleragoes no instante ¢ + At através da solugao dos seguinte

sistema:

Mef t+AtQ _ tJrAtB

c) Calcular os deslocamentos e as velocidades no instante ¢ + At:

t+At t [ At2 t - t+AL -
u= ‘u+ At g+—(u+ g)

2.4 Otimizacao

O processo de otimizacao esta diretamente ligado a busca da melhor solucao possivel
de um problema, geralmente visando economia (de tempo, de matéria prima, de mao de
obra, de ferramentas, etc.). Para essa busca é necessario, primeiramente, conhecer com
exatidao o problema o qual se deseja resolver, pois para cada problema ¢é necessario um

tipo diferente de abordagem.

No campo estrutural a otimizacao estda basicamente ligada a redugao do peso
da estrutura ou a busca de uma forma capaz de trazer melhor aproveitamento sem
comprometer a integridade estrutural. Segundo LEON (2011), os primeiros trabalhos
cientificos de otimizagao estrutural sao atribuidos a Maxwell e foram realizados por volta
da década de 1860. Seu objetivo era calcular o campo de tensbes principais de um volume
levando-se em conta as condigoes de contorno. O resultado por ele encontrado, baseado na
teoria da elasticidade, foi uma estrutura trelicada onde suas barras estavam posicionadas

nas dire¢oes das tensoes principais e com isso sujeitas apenas a tragdo e compressao.

Um problema de otimizacao possui alguns conceitos basicos necessarios para sua
formulagao. Esses conceitos sao: variaveis de projeto, fungao objetivo e restrigoes, e podem

ser escritos conforme a equagao (2.45).

minimizar fun.obj.(varl,--- ,varN)

restr.1
sujeito ax : (2.45)

restr.M

As varidveis de projetos sao as variaveis que sao alteradas durante o processo de

otimizacao, ou seja, ¢ aquele que se varia na busca da solug¢ao 6tima. Por exemplo, na
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otimizacdo de uma placa uma das variaveis de projeto mais comuns é a espessura da placa,

ja que suas outras dimensoes geralmente sao pré-definidas por sua utilizagao.

A funcao objetivo é aquela a qual se deseja minimizar e é dependente das variaveis de
projeto. Vale ressaltar que os processos de otimizagao buscam minimizar a funcao objetivo,
portanto quando necessario maximizar uma fungao é necessario se fazer uma pequena
mudanca de interpretacao para se adaptar a essa condi¢ao, por exemplo, maximizar os
custos pode ser equivalente a minimizar os gastos. Voltando ao exemplo da otimizacao de

uma placa, um exemplo de fun¢do objetivo é minimizar o volume da placa.

As restrigoes estao relacionadas ao dominio possivel para solu¢ao do problema e é
extremamente importante que elas sejam bem definidas, pois pequenos detalhes podem
levar o problema a uma solucao impraticavel. Ainda no problema da otimizacao da placa,
varios tipos de restrigoes podem ser aplicados, por exemplo, a espessura nao pode ser um
nimero menor ou igual a zero e ainda pode-se exigir que a espessura seja um nimero

inteiro ou que pertenca a uma lista de um catélogo de espessuras disponiveis para placas.

Os métodos de otimizacao podem ser classificados em dois tipos: deterministicos e
probabilisticos. Segundo HOLTZ (2005), os métodos de otimizagao deterministicos “geram
uma sequéncia deterministica de possiveis solugoes requerendo, na maioria das vezes, o
uso de pelo menos a primeira derivada da funcao objetivo em relagao as variaveis de
projeto”; enquanto os métodos de otimizacao probabilisticos “usam somente a avaliacao da
funcao objetivo e introduzem no processo de otimizacao dados e parametros estocasticos.
Por nao utilizarem a derivada da funcao objetivo, sdo considerados métodos de ordem
zero”. Segundo CARBONO (2005), os método probabilisticos (ou nao-deterministicos) sao

“aqueles que procuram imitar fenémenos ou processos encontrados na natureza”.

Os métodos deterministicos podem ser divididos em dois tipos, os lineares e os
nao-lineares. Dentre os lineares o mais famoso é o método Simplex, enquanto dentre os nao-
lineares, pode-se citar como principais o Método de Programacao Quadratica Sequencial,
o Método dos Pontos Interiores, o Método das Diregoes Viaveis, etc. (HOLTZ, 2005)

Dentre os métodos probabilisticos, muitas sao as areas de pesquisa, porém as
principais sdo: fractais, recozimento simulado (simulated annealing), 16gica nebulosa (fuzzy

logic), redes neurais artificiais e computagoes evolucionéria. (CARBONO, 2005)

Neste texto a abordagem esta voltada a otimizacdo nao linear, tendo em vista
que o problema estudado tem essas caracteristicas. Mais detalhes a respeito do problema

estudado se darao nos proximos capitulos.

Dentre os trabalhos mais recentes em linhas de pesquisa proximas ao deste, pode-se
citar SANCHES (2017), que aborda a otimizacao de forma e topologica de estruturas
de cascas modeladas através de superficies b-splines. O método de otimizacao utilizado
foi o Método das Assimptotas Méveis (MMA). ALVES (2016) apresenta a otimizagao
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de estruturas submetidas a carregamento dindmico através de métodos probabilistico
e deterministico e realiza uma comparacao entre os resultados obtidos para uma placa
retangular. MEIRA (2000) apresenta uma formulagao e desenvolve um programa para
projeto 6timo de estruturas de placas e cascas submetidas a carregamento dinamico,
cujas malhas das superficies sdo geradas por meio de mapeamento de uma malha 2D
gerada no plano paramétrico, para uma malha em 3D (processo semelhante ao realizado
neste trabalho). ESPATH (2009) apresenta otimizagao de forma de cascas por meio de
uma formulacao baseada em NURBS. O método de otimizagao utilizado é o Método de
Programacao Quadratica Sequencial. ROCHA (2013) e LEON (2011) também abordam a
andalise e otimizacao de cascas, porém considerando cascas laminadas. GOMES FILHO;
ALVES; GONCALVES JUNIOR (2017) apresenta a otimizagao da espessura de placas
também utilizando a Programacgao Quadréatica Sequencial, em um dominio modelado
exatamente por meio de NURBS, enquanto GOMES FILHO; ALVES; GONCALVES
JUNIOR (2018) apresenta esse mesmo processo de otimizagao, porém para cascas, que

nesse caso, ¢ discretizada da mesma forma que sera apresentada nesse trabalho.

2.4.1 Programacao Quadratica Sequencial

A Programacao Quadratica Sequencial (PQS) esta entre os métodos mais utilizados
para a resolugdao de problemas de otimizacao de fungoes com restricdes nao lineares. Como
muitos outros métodos de otimizagiao, o PQS se baseia na tentativa de encontrar a solugao
do problema proposto resolvendo problemas mais simples, de maneira que encontrar a
solucao dos problemas secundarios implica em encontrar a solu¢do do problema principal.
No caso do PQS a funcao objetivo é substituida por uma aproximacao quadratica e as
restricoes substituidas por aproximacoes lineares, de maneira que em certa vizinhanca as

aproximagcoes representam bem o problema principal.

NUNES et al. (2009) cita algumas propriedades interessantes dos métodos PQS:

Primeira, trata-se de um método que tem a capacidade de caminhar
por pontos infactiveis, nao sendo necessario que a aproximagao inicial
pertenga ao conjunto de restri¢gées. Segundo, subproblemas quadréticos
sao faceis de resolver e suas solu¢oes podem resumir-se as de um sistema
linear, quando consideramos apenas as restrigoes ativas no iterando atual.
Terceiro, os métodos PQS possuem boa velocidade de convergéncia,
podendo ser quadratica ou superlinear dependendo da construgao dos
subproblemas quadraticos.

Para definir o método é necessario antes deixar claro o problema a ser abordado.

Esse é apresentado na equagao (2.46).
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min  f(x)
s.a. h(z)=0 (2.46)
g(x) <0

onde f : R® — R ¢ a fungdo objetivo e as restricdes h : R* — R™ e g : R® — R? sao
fungoes derivadas primeiras continuas sobre um conjunto aberto que contém D = {x €
R™ | h(xz) =0, g(z) < 0}, que é o chamado conjunto vidvel. Para evitar que a notagao
se torne sobrecarregada e confusa, nessa se¢do as matrizes e vetores nao estao com o

normalmente utilizado “til” subscrito.

Se x* é tal que f(z*) < f(z), Vo € D, entdo z* é um minimo global ou solugao
global, porém também ha outra possibilidade com condi¢cao mais fraca, isso é, que x*
seja um minimizador local de f em D e isso ocorre se, e somente se, existe € > 0 tal que
f(z*) < f(x), Yo € D tal que || z — 2* ||[< e.

k

Seja " uma aproximagao para a solucao da equagdo (2.46), ignorando, por simpli-

cidade, a restricao de desigualdade, pode-se construir o seguinte subproblema:

min ;(g; — M H(x — o) + V(@5 (@ — o) + f()

s.a. h(zF) + Vh(2")T (2 —2*) =0

onde HI = Hj, € R™" e sua escolha serd tratada mais a frente.

Resolver o problema anterior, implica em encontrar uma solu¢ao melhor para o

k+1

problema, zF*1. Seja d¥ = 2**!' — 2* pode-se avaliar o problema anterior da seguinte forma

1
min i(dk)Tdek + V(T dr

s.a. h(z") + Vh(a*)Td* =0 (2.47)

onde o termo f(x*) foi eliminado da fungao objetivo por ser constante e nao alterar na

busca da solucao.

E necessdrio que um minimizador do problema satisfaca certas condicoes, e nesse
caso é necessario que este satisfaga as condigoes KKT (Karush-Kuhn-Tucker). Diz-se que
um ponto KKT do problema é um ponto z* € D tal que existem vetores A\* € R™ e

p* € RE tais que
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Vf(x*) + Z NiVh(2*) + Z 1V g;(x*) =0,

i=1 7=1

Nesse problema A} e p} sdo os chamados multiplicados de Lagrange associados a

Voltando ao subproblema quadratico (2.47), pode-se verificar as condigoes KKT

para o mesmo, lembrando que a varidvel do problema agora é d*. Tem-se

v (2(dk)TH &+ Vf(z Tdk) ZA* (h(a*) + Vh(e*)Td") =0
h(z*) + Vh(z®)Td" =0

que simplificando, torna-se

Hyd® + V f(z") + Vh(zF)A\" = 0
h(x*) + Vh(aF)Td* = 0

Assim, tem-se o seguinte sistema linear a partir das condi¢gdes KKT sobre as
varidveis \¥ e d*. Encontrado d*, tem-se a solucao melhor do problema original, que é

2 = 2% + d* pela definicdo.

Hyd" 4+ Vh(zF)\F = -V f(2")
Vh(zF)'d* = —h(2¥)

Segundo NUNES et al. (2009) esse sistema pode nao ter solugdo por dois motivos,
que sdo a nao existéncia de pontos vidveis tais que h(x*) + Vh(z¥)Td* = 0 e o fato do

modelo quadrético ser ilimitado na regiao viavel.

Para garantir a existéncia de pontos vidveis pode-se encontrar a solucao de quadra-

dos minimos para o conjunto das restrigoes através da equagao (2.48).

min || (%) ||? (2.48)
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onde W(x*) = Vh(z*)T(z — %) + h(2*) (note que W(z*) é justamente a restricio que

poderia nao ter solugao).

Seja :E’; a solugdo de quadrados minimos, pode-se entao reescrever a equagao (2.47).

1
min §(d’f)Tde’f + V(™) dr

s.a. h(@¥) + Vh(z")Td" = U(ak) (2.49)

Para garantir que o modelo quadratico nao seja ilimitado na regiao viavel, adota-se

Hy, sendo a Hessiana do Lagrangiano V2L(z*, \¥), onde a funcao Lagrangiana é dada

por L(z,\) = f(z) + h(z)TX. A matriz Hessiana é apresentada na equacio (2.50). Para
detalhes sobre a demonstracao desse fato, ver NUNES et al. (2009).

| V() + 2T A VPR () V()

V2L(x,\) = Vh(e)” 0 (2.50)

O critério de parada de um algoritmo de programacao sequencial é obter d* = 0,

k+1

pois assim temos que x = 2% + d* = 2F, ou seja, encontrou-se o minimizador do

problema.
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3 METODOLOGIA

Para a implementacao do trabalho, desenvolveu-se um conjunto de rotinas do

programa de computador MATLAB capazes de realizar as seguintes tarefas:

e Gerar malha triangular de elementos finitos para cascas a partir de NURBS (dados

de entrada: vetor de nds, grau, pontos de controle e pesos);
e Realizar andlise estatica da estrutura e apresentar a estrutura deformada;

e Realizar andlise dindmica da estrutura e apresentar o deslocamento ao longo do

tempo;

e Realizar o processo de otimizacao da espessura da casca submetida a carregamento

estatico nas opgoes: espessura uniforme e espessura variavel por grupo de elementos.

e Realizar o processo de otimizacao da espessura da casca submetida a carregamento

dindmico nas opgoes: espessura uniforme e espessura variavel por grupo de elementos.

O processo de otimizacao utiliza rotinas proprias do MATLAB, a saber, a funcao
fmincon que é prépria para otimizacao de problemas sujeitos a restrigoes nao lineares.
Dentre as opgoes dessa fungao, utilizou-se o algoritmo SQP (em portugués, PQS), cuja
teoria foi apresentada no capitulo anterior. Para mais detalhes ver MATHWORKS (2014).

3.1 Geracao da Malha

Como visto anteriormente, a funcao geométrica é uma funcao definida de R? em
R3. Utiliza-se desse fato para a geracao da malha, gerando uma malha em um dominio
retangular unitario e calculando sua imagem através da func¢ao geométrica, como mostra a
Figura 7. Vale destacar que a partir das informacoes iniciais para construcao da funcao
geométrica, isso é, vetores de noés, graus, pesos e pontos de controles, nao é necessario
realizar nenhum refinamento, pois essa funcao ja modela exatamente o dominio desejado,
como pode ser observado na Figura 8, onde apenas quatro pontos de controle geram
exatamente o lado de formato de semicirculo. Os dados para a geracao dessa geometria
estdao na Tabela 2, e foram gerados adaptando o semicirculo apresentado em PIEGL;
TILLER (1996).

Caso algum dos vetores de nés nao esteja definido exatamente de 0 a 1, a malha do
dominio retangular unitario nao ird mapear toda a geometria. Para resolver essa situacao,

deve-se sempre que necessario modificar o vetor de nés para que seu menor valor seja
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0 e o maior seja 1. Isso pode ser feito da seguinte forma: Seja &, € Enax O Menor e o
maior valor do vetor de nés, respectivamente, calcula-se as constantes ¢ = (§in + Emaz) /2

e k= (&naz — Emin)/2, € entdo o novo vetor de nés é dado por Z' = k(= — ¢).

Figura 7 — Malha de elementos finitos em dominio retangular unitario e sua imagem
através da funcdo geométrica.

Fonte: Autor

Figura 8 — Exemplo de divisao dos elementos da malha triangular.

Fonte: Autor

A malha triangular gerada foi elaborada buscando-se simetrias. Da forma como
elaborada, é sempre necessario que o nimero de nés em cada direcao seja impar. Os

triangulos sao posicionados de maneira que cada oito triangulos formem um quadrado.

E importante ressaltar que o nds sao gerados exatamente sob a geometria o que faz
com que os elementos sejam sempre gerados na parte interna das curvas das superficies,
como mostra a Figura 9. Sendo assim, quando mais curvas uma superficie possui, maior o

nimero de nds necessarios para que esta seja bem representada.
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Tabela 2 — Dados para geracao de uma cascas semicilindrica de comprimento L e raio r.

Vetor de nos - dir. £ | [0,0,0,0.5,1,1,1
Vetor de nos - dir. n | [0,0,0,0.5,1,1,1

Grau p 2

Grau q 2
(0,7,0),(0,r,7),(0,—r,7), (0, —r,0),
L/3,r,0),(L/3,r,7),(L/3 r), (L

Pontos de controle Ezé/g ,2))5(2@/3 T)TS (/2L/3 )7«,(7~>,/(2L/3 : ,0),

(L,r,0),(L,r,r),(L,—rr),(L,—7r0)
1,0.5,0.5,1,

Pesos 1,0.5,0.5,1,
1,0.5,0.5,1,
1,0.5,0.5,1

Fonte: Autor

Figura 9 — Disposicao dos elementos aproximando a superficie.

Fonte: Autor

3.2 Definicao do Problema de Otimizacao Estatica

Para a otimizacdo de placas submetidas a carregamento estatico, propoe-se o

seguinte problema

s.a. Winin — wk(@) <0 (3.1)
< h<u

onde a variavel de projeto é a espessura dos elementos da casca, contida no vetor h, a
funcao objetivo a ser minimizada é o volume da placa, em que A é o vetor que contém
as dreas dos elementos, u;(h) é a fungdo que calculada o deslocamento absoluto (levando

em consideragdo o deslocamento nas diregoes z, y e z) de cada nd, U,q, ¢ 0 deslocamento
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absoluto maximo permitido, w,,s, ¢ 0 menor valor permitido para os modos de vibragao,
w € 0 k-ésimo modo de vibracao (os modos de vibragao sao calculados segundo a equagao
(2.41)), b é o vetor contendo as espessuras minimos de cada elementos (limite inferior) e

ub ¢é o vetor contendo as espessuras maximas de cada elemento (limite superior).

Vale destacar que, além dos carregamentos inseridos pelo usuério, o peso proprio da

casca também ¢é um carregamento considerado e este ¢ dependente da variavel de projeto.

O problema de otimizacao implementado possibilitando algumas variagoes, como
a espessura constante ou nao, consideracdo do peso proprio e verificacdo do modo de
vibragao minimo. Nos exemplos apresentados no préximo capitulo é possivel verificar essas

possibilidades.
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4 RESULTADOS

No presente capitulo serao realizadas validagoes, para teoria até aqui apresentada,
tanto para andlise estatica, quanto para dindmica. Os resultados tomados como base
para a comparacao foram obtidos tanto de equagoes analiticas retiradas de literaturas
ja consagradas, quando do software ANSYS Workbench versdao 18.2. Também serao
apresentados alguns resultados obtidos para a otimizacao das espessuras dos elementos

que constituem as cascas.

Por simplicidade, todos os exemplos utilizados foram modelados com as mesmas
propriedades do material, a saber, médulo de elasticidade 200G Pa, coeficiente de Poisson

0.3 e peso especifico 7850kg/m3.

Os dados para construcao das NURBS utilizadas nos exemplos a seguir se encontram

no Anexo A desse trabalho.

4.1 Validacdo da Andlise Estatica

4.1.1 Placa Retangular Apoiada Submetida a Carga Pontual

Segundo TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER (1959), para uma carga
pontual P no ponto de coordenada® (£,7) de uma placa retangular de dimensdes a e b

apoiada em todos os lados, a deformada em um pontos (z,y) é dada por:

) o (75 (7))

(2,y) = 4P
Y= 04D ab == m?  n?\’
a B
3
Onde D = i
12(1 — v?)

Exemplo 1: Como exemplo, tomou-se trés placas diferentes em dimensdes 2 x 2m,
4 x 2m e 10 x 2m, todas com espessura h = 0.1m, apoiadas em todos os lados e submetidas
a uma carga concentrada no seus centro de valor P = —1kN, conforme mostra a Figura 10.
A Tabela 3 apresenta as comparagcoes feitas. Nessa tabela, na notacao usada na segunda
coluna, n (n, x n,), n é o nimero total de elementos, n, é o nimero de retangulos na

direcao = e m, ¢ o nimero de retangulos na direcao y. Como o elemento utilizado ¢é

I Eixo de orientacdo posicionado sobre o vértice inferior esquerdo da placa. Essa referéncia seré usada

para todas as proximas férmulas.
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triangular, cada retangulo é composto por dois elementos. O Erro absoluto apresentado na
quinta coluna é calculado através da equagao (4.1). A Figura 11 apresenta a deformacao
da placa de 4 x 2m modelada por 648 elementos (para detalhes sobre os dados utilizados

para construcao dessa superficie ver Anexo A).

Erro(%) = [Uptaca = Ueaato] 100% (4.1)

Uezato

Figura 10 — Modelo de placa retangular submetida a carga pontual para validacao da
analise estatica.

Fonte: Autor.

Tabela 3 — Comparacao dos resultados para o Exemplo 1

Dim. Ne°. Elem. Desl. Max. Calc. (m) | Desl. Max. Obt. (m) | Erro Abs.

128 (8 x 8) iy 25472 x 10-° 0.537

2X2m 618 (18 x 18) 2.5336 x 10 2.5305 x 10~ 0.233
128 (8 x ) i 3.6410 x 109 0.802

AXIm 618 (18 x 18) 3.6088 x 10 3.6231 x 106 0.396
128 (8 x 8) 3.8060 x 10~ 2.770

10 x 2m | 648 (18 x 18) 3.7043 x 10~° 3.7456 x 10~ 1.115
728 (26 x 14) 3.7368 x 10~ 0.877
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Figura 11 — Deformada de placa retangular 4 x 2 modelada por 64 elementos, conforme o
Exemplo 1.

-3.5

Fonte: Autor.

4.1.2 Placa Retangular Apoiada Submetida a Carga Distribuida

Segundo TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER (1959), dada uma carga
uniforme ¢ distribuida sobre toda uma placa retangular de dimensoes a e b apoiada em

todos os lados, a deformada em um ponto (z,y) é:

(mwm)
sen se
16q o0 o0 a

n (mry)
wley) = 575 303 ’
<a2 * b2>

Exemplo 2: Como exemplo, utiliza-se os mesmo modelos apresentados na subse-

¢ao anterior, simplesmente substituindo a carga pontual por uma carga uniformemente
distribuida sobre toda placa de valor ¢ = —1kN/m?, conforme mostra a Figura 12. A
Tabela 4 apresenta a deformada méaxima obtida pelos modelos analisados com diferentes
numeros de elementos. A Figura 13 apresenta a deformada transversal para placa 4 x 2

modelada com 648 elementos (para detalhes sobre os dados utilizados para construgao

dessa superficie ver Anexo A).
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Figura 12 — Modelo de placa retangular submetida carga distribuida para validacao da
analise estatica.

Fonte: Autor.

Tabela 4 — Comparacao dos resultados para o Exemplo 2

Dim. N°. Elem. Desl. Méx. Calc. (m) | Desl. Méx. Obt. (m) | Erro Abs.

128 (8 x 8) p 3.5080 x 109 1.152
232648 (18 x 18) 3.5489 < 10 3.5393 x 10~ 0.271
128 (8 x 8) . 87787 x 1079 0.788

XM 618 (18 x 18) 8.8484 < 10 8.8329 x 107 0.175
128 (8 x 8) 11307 x 107 0.212

10 x 2m | 648 (18 x 18) 1.1331 x 1075 1.1329 x 1075 0.018
728 (26 x 14) 1.1324 x 1070 0.062

Figura 13 — Deformada de placa retangular 4 x 2 modelada por 648 elementos, conforme
o Exemplo 2.

Fonte: Autor.

4.1.3 Placa Circular Submetida a Carga Pontual

Segundo TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER (1959), para uma placa

circular engastada nas bordas com uma carga concentrada P no seu centro e raio R a
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deformada em um ponto de distancia r do centro é dada por

_ P 2 2 2, R
w(r) = ) (R ré—2r lnr>

enquanto uma placa nas mesmas condigoes, porém apoiada, tem deformada

P /34+v, o 9 R)
_ _ 2y — o2t
w(r) = 16D (1+V(R ) —2rin

Exemplo 3: Para exemplificar esses dois casos, modelou-se placas circulares de
raio igual a 2m, espessura h = 0.1m, submetida a uma carga concentrada nos seus centros
com valor P = —1kN, uma engastada e outra apoiada, conforme mostra a Figura 14. O
resultado da comparagao para a deformagdao méxima esta apresentado na Tabela 5. As
Figuras 15 e 16 apresentam a deformacao transversal dessas placas. Para detalhes sobre os

dados utilizados para construcao dessa superficie ver Anexo A.

Figura 14 — Modelo de placa circular submetida a carga pontual para validacao da analise
estatica.

Fonte: Autor.

Figura 15 — Deformada de placa circular apoiada com raio 2m modelada por 512 elementos,
conforme o Exemplo 3.
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Fonte: Autor.
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Tabela 5 — Comparacao dos resultados para o Exemplo 3

Raio / Cond. | N°. Elem. | Desl. ~ Maéx. | Desl. ~ Méx. | Erro Abs.
Cont. Calc. (m) Obt. (m)
32 1.1419 x 107°|  3.536
2m / ap. 128 1.1029 x 107° | 1.1166 x 107°|  1.242
512 1.1074 x 107°|  0.408
32 4.4903 x 107°|  3.346
2m / eng. 128 4.3449 x 107¢ | 4.4285 x 107%|  1.924
512 4.3771 x 107%|  0.741

Figura 16 — Deformada de placa circular engastada com raio 2m modelada por 512 ele-
mentos, conforme o Exemplo 3.

Fonte: Autor.

4.1.4 Placa Circular Submetida a Carga Distribuida

Segundo TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER (1959), para uma placa
circular engastada nas bordas submetida a uma carga uniformemente distribuida sobre

toda sua extensao, ¢, e raio R a deformada em um ponto de distancia r do centro é dada

por:
w(r) = 1 (R2 — r2)2
64D
Para uma placa nas mesmas condi¢oes, porém simplesmente apoiada, a deformada
¢ dada por:

_Q(RZ_Tz) <5+V 2 2)
w(r) = ) 1+1/R r



Capitulo 4. RESULTADOS 44

Exemplo 4: Como exemplo, tomou-se o mesmo exemplo da subsegao anterior,
porém substituindo a carga pontual por uma carga uniformente distribuida de valor
q = —1kN/m? conforme mostra a Figura 17. O resultado da comparagio da deformacio
maxima e do erro absoluto de ambos os modelos esta apresentado na Tabela 6. As Figuras
18 e 19 apresentam a deformagao transversal dessas placas. Para detalhes sobre os dados

utilizados para construcao dessa superficie ver Anexo A.

Figura 17 — Modelo de placa circular submetida a carga distribuida para validacao da
analise estatica.

Fonte: Autor.

Tabela 6 — Comparacao dos resultados para o Exemplo 3

Raio / Cond. | N°. Elem. | Desl. ~ Méx. | Desl. ~ Méx. | Erro Abs.
Cont. Calc. (m) Obt. (m)
32 51710 x 107 7.067
2m / ap. 128 5.5650 x 107° | 5.4657 x 107°|  1.781
512 5.5401 x 107°|  0.447
32 1.4209 x 107°|  4.095
2m / eng. 128 1.3650 x 107° | 1.3838 x 107°|  1.377
512 1.3704 x 107°|  0.397
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Figura 18 — Deformada de placa circular apoiada com raio 2m modelada por 512 elementos,
conforme o Exemplo 4.
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Fonte: Autor.

Figura 19 — Deformada de placa circular engastada com raio 2m modelada por 512 ele-
mentos, conforme o Exemplo 4.

LN
PEF KoK
AN

Fonte: Autor.
4.1.5 Casca Semicilindrica

Exemplo 5: A Figura 20 apresenta um modelo de casca semicilindrica de compri-

mento igual a 500mm, raio igual a 200mm e espessura de 1mm. As arestas retas estao
engastadas e aplicou-se uma forca de —1N no centro da casca.

Para a validacao desse exemplo, utilizou-se um modelo no software ANSYS Work-
bench 18.2, constituido por 3100 elementos. O resultado obtido do software ANSYS estd

apresentado na Figura 21, enquanto a Figura 22 apresenta o resultado obtido através da
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formulacdo aqui apresentada. O deslocamento méaximo absoluto? obtido através do ANSYS
foi de 1.1365 x 10~°m, enquanto utilizando as rotinas desenvolvidas neste trabalho obteve-
se um deslocamento méximo absoluto de 1.0859 x 10~°m (erro absoluto de 4.452%) para
um modelo com 2048 elementos Para detalhes sobre os dados utilizados para construcao

dessa superficie ver a Tabela 2 na Secao 3.1.

Figura 20 — Modelo de casca semicilindrica para validacao da analise estatica.

Fonte: Autor.

2 O deslocamento méaximo absoluto ¢ calculado com base nas trés componentes vetoriais do deslocamento
de cada ponto, diferente do deslocamento maximo transversal, usado até entao, que representa apenas
a componente em uma diregao.
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Figura 21 — Deformacao total obtida, através do software ANSYS Workbench, para o
Exemplo 5.

ANSYS

R18.2
Academic

£,58307=-6
7.5768:-6
£,31de-6
5 0512e-6

o100

Fonte: Autor.

Figura 22 — Deformacao total obtida, através da formulagdo apresentada, para o Exemplo
5.

0.15
0.1
0.05

0z

Fonte: Autor.
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4.1.6 Casca para ‘Abrigo de Pessoas’

Exemplo 6: O segundo exemplo de analise estatica de cascas simula um abrigo
de pessoas, similar aos usados em pontos de 6nibus, como mostra a Figura 23. A base esta
engastada ao longo dos 300cm de comprimento, e foi colocado um carregamento vertical
de 1kN/m? sobre a cobertura cilindrica (totalizando 3.6kN). Considerou-se uma espessura

de 2em.

Figura 23 — Modelo de casca simulando um abrigo de pessoas (a drea em vermelho repre-
senta o local onde foi aplicada a carga distribuida).

Fonte: Autor.

Na comparacao, o modelo analisado no ANSY'S foi discretizado por 4040 elementos e
apresentou um deslocamento maximo absoluto de 19.778mm, enquanto o modelo analisado
pelas rotinas deste trabalho apresentou um deslocamento maximo absoluto de 20.435mm
(erro absoluto de 3.322%) para 1536 elementos (para detalhes sobre os dados utilizados

para construcao dessa superficie ver o Anexo A).
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Figura 24 — Deformacao total obtida, através do software ANSYS Workbench, para o
Exemplo 6.

ANSYS

R18.2

Academic

001758

005383
QO01318ES
0010985

00065323

00021875
0 Min

0,000 2,000 () ‘/k
I E H

1,000

Fonte: Autor.

Figura 25 — Deformacao total obtida, através da formulagao apresentada, para o Exemplo
6.

0.01

1 3

Fonte: Autor.
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4.1.7 Consideracdes a respeito da Analise Estatica

Com base nas comparagoes apresentadas nessa secao, pode-se se perceber que os
resultados para placas foram muito proximos dos obtidos pelas func¢oes analiticas, mesmo
para um numero pequeno de elementos. Para as cascas, os resultados apresentaram tiveram
erros absolutos proximos de 5%, que podem ter sido causados por diversos fatores, entre eles,
a diferenca entre os elementos nos modelos, a quantidade de elementos, e a aproximagao da
superficie curva por elementos planos, além do fato do resultado apresentado pelo ANSYS

ser uma aproximacao para o resultado exato e nao o proprio resultado exato.

4.2 Validacao da Analise Dindmica

4.2.1 Placa Retangular

Exemplo 7: Para o primeiro exemplo de andlise dindmica, considerou-se uma
placa retangular de dimensoes 4 x 2m, espessura de 5¢cm, engastada em um dos lados de
menor dimensao e com duas cargas concentradas nos vértices opostos ao engaste, conforme
mostra a Figura 26. As forgas aplicadas se comportam conforme a Figura 27 a) e se
deram em 100 passos de 0.005 segundo cada. Para esse exemplo o amortecimento nao foi
considerado. A Figura 27 b) apresenta o resultado obtido para o deslocamento maximo
vertical para o modelo no ANSYS e no Matlab. O modelo gerado no ANSYS foi gerado

por 3120 elementos, enquanto o modelo no Matlab é composto por 968 elementos.

Figura 26 — Modelo de placa retangular submetida a carregamento dinamico, conforme o
Exemplo 7.

-1000kN

Fonte: Autor.
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Figura 27 — Exemplo 7: a) Forgas aplicadas ao longo do tempo (s). b) Deslocamento
Maximo Vertical ao longo do tempo (s).

Forgas aplicadas (M)

-500 b i

-1000 .

1 1 1 1 |
a 0.05 0.1 0.14 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

w10 Deslocamento Maximo ertical (m)
1 I I I T

—— ANSYS
— — —GOMES FILHO (2018)

-1 1 I 1 1
1] 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 0.35 0.4 0.45 0.5

Fonte: Autor.

4.2.2 Placa Circular

Exemplo 8: Para o segundo exemplo de andlise dindmica, considerou-se uma
placa circular de raio 0.5m, espessura de 2cm, engastada em todo seu comprimento e
carregamento distribuido sobre toda a extensao da placa, conforme mostra a Figura 28.
O carregamento aplicado se deu conforme a Figura 29 a) em 200 passos de 0.01 segundo
cada. Para esse exemplo considerou-se a matriz de amortecimento C' = 0.05M + 0.05K. A
Figura 29 b) apresenta o resultado obtido para o deslocamento vertical no centro da placa
para o modelo no ANSYS e no Matlab. O modelo gerado no ANSYS foi gerado por 2411

elementos, enquanto o modelo no Matlab é composto por 512 elementos.

Figura 28 — Modelo de placa circular submetida a carregamento dindmico, conforme o
Exemplo 8.

Fonte: Autor.
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Figura 29 — Exemplo 8: a) Carregamento distribuido ao longo do tempo (s). b) Desloca-
mento vertical no centro da placa ao longo do tempo (s).

Forga aplicada [Na‘mzj

0 0.z 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

w10 Deslocamento Werical (m) AMSYS

———GOMES FILHO (Z018)

Fonte: Autor.

4.2.3 Casca Semicilindrica

Exemplo 9: Para esse exemplo, considerou-se uma casca semicilindrica de espessura
de 1mm, engastada nas bases e sujeita a uma carga pontual em seu centro, e com dimensoes
conforme mostra a Figura 30. O carregamento aplicado se deu conforme a Figura 31 a) em
400 passos de 0.0005 segundo cada. Para esse exemplo desconsiderou-se o amortecimento.
A Figura 31 b) apresenta o resultado obtido para o deslocamento vertical no centro da
casca para o modelo no ANSYS e no Matlab. O modelo gerado no ANSYS foi gerado por

3100 elementos, enquanto o modelo no Matlab é composto por 2048 elementos.
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Figura 30 — Modelo de casca semicilindrica submetida a carregamento dindmico, conforme
o Exemplo 9.

Fonte: Autor.

Figura 31 — Exemplo 9: a) Forca aplicada ao longo do tempo (s). b) Deslocamento vertical
no centro da casca ao longo do tempo (s).

Forga aplicada (M)

1 B T T T T T T T T T ]
04+ .
0k
stk i
A+ 4
1 ] 1 1 ] 1 1 1 1
a 002 o004 o008 008 0.1 012 014 08 018 0.z
w 107" Deslocamento Yertical (m)

ok R ANSYS |
A — — — GOMES FILHO {2018)
_15 | | | | | | | | |
] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 01z 0.14 0.1E 0.1 0z

Fonte: Autor.

4.2.4 Casca para ‘Abrigo de Pessoas’

Exemplo 10: Para esse exemplo, considerou-se o mesmo modelo apresentado no

Exemplo 6 (subsegdo 4.1.6), porém o carregamento foi substituido por duas cargas pontuais
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nas extremidades da casca, conforme mostra a Figura 32. O valor das cargas ao longo do
tempo estd apresentado na Figura 33 a) e este foi dividido em 180 passos de 0.01 segundo
cada. Para esse exemplo desconsiderou-se o amortecimento. A Figura 33 b) apresenta o
resultado obtido para o deslocamento vertical nas extrimidades da casca, onde as cargas
foram aplicadas, para o modelo no ANSYS e no Matlab. O modelo gerado no ANSYS foi

gerado por 4040 elementos, enquanto o modelo no Matlab é composto por 1536 elementos.

Figura 32 — Modelo de casca simulando um ‘abrigo de pessoas’ submetido a carregamento
dindmico, conforme o Exemplo 10.

Fonte: Autor.
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Figura 33 — Exemplo 10: a) Forcas aplicadas ao longo do tempo (s). b) Deslocamento
vertical na extremidade da casca ao longo do tempo (s).

Forga aplicada (M)

I:I [ T T T T T T T T
500 + .
-1000 .
-1500 1 ] ] ] ] ] ] ] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Deslocamento “ertical (m)
I:I1 T T T T T
ANSYS
oos| —— — GOMES FILHO (2018) i
0
-0.05
_|:|1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Fonte: Autor.

4.2.5 Consideracdes a respeito da Analise Dinamica

Analisando os gréaficos apresentados nos exemplos, pode-se perceber que os desloca-
mentos ao longo do tempo foram bastantes proximos, porém em alguns casos o grafico
nao apresentou comportamento suave como deveria, como no caso do Exemplo 7. No
caso do Exemplo 9 e Exemplo 10, pode-se perceber que houve um alongamento no eixo
das abscissas nos modelos analisados no Matlab. Esses problemas podem ser devidos ao
numero de elementos utilizados que nao foram suficientes para representar bem a curva
da superficie, porém devido ao custo computacional da andlise dinamica e ao fatos das
rotinas nao serem otimizadas (pois isso foge do escopo deste trabalho), tornou-se invidvel

aumentar o nimero de elementos.

4.3 Otimizacdo de Espessura (Carregamento Estatico)

Nessa secao sao apresentados varios exemplos de otimizacgao, explorando os modelos
apresentados nas se¢des anteriores e variando as consideragoes feitas para cada exemplo,
como frequéncia minima de vibragao e peso proprio. Vale destacar que nao se esta aqui
verificando a validade do algoritmo de otimizacao, pois como dito anteriormente, o mesmo
faz parte de um ToolBox do proprio MATLAB, e sim verificando-se a aplicagdo do

algoritmo.
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4.3.1 Placa Retangular

Exemplo 11: Considerando o Exemplo 2, apresentado na subse¢ao 4.1.2, desenvolveu-
se trés exemplos. No primeiro, desconsiderou-se o peso proprio e a frequéncia minima
admissivel, enquanto no segundo, considerou-se o peso proprio e no terceiro, considerou-se
ambos, peso proprio e restricdo pela menor frequéncia. Nos trés casos avaliou-se a espes-
sura 6tima uniforme e a variacao da espessura por faixas paralelas. O modelo utilizado é
composto por 648 elementos. As condigoes para otimizacao estao apresentadas na Tabela

7, juntamente com resultados obtidos.

Tabela 7 — Restricoes e resultados do Exemplo 11.

Dados Espessuras

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):

0.0001
Freq. Minima (Hz): 24
0.05
) ettt Pt e
Esp. Minima (m): . 0.045
0.01 0.04
Esp. Maxima (m): 1 .
0.10 iz |
Pesa Préprio” [EESE SOOI S
nao 0025
05
o 05 1 1&8 2 25 3 35 4
Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0445

Volume (m?):
0.3563

Esp. minima obtida (m): 0.0212
Esp. maxima obtida (m): 0.0540
Volume (m?): 0.3303 (7.3% de redugdo)
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Restricoes:

Desl. abs. max. (m):
0.0001

Freq. Minima (Hz):
Esp. Minima (m):
0.01

Esp. Maxima (m):
0.10

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m): Esp. minima obtida (m): 0.0463

(\)/-01883 \ Esp. méxima obtida (m): 0.1000

olume (m?): Volume (m?): 0.6636 (6.085% de redugao)
0.7066
Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):
0.0001

Freq. Minima (Hz): 28
75

Esp. Minima (m):
0.01

Esp. Maxima (m):
0.10

Peso Proprio?

PSSl P S P ) P Pl O P P N P

0.08

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0932

Volume (m?):

0.7460

Esp. minima obtida (m): 0.0545
Esp. maxima obtida (m): 0.1000
Volume (m?): 0.7224 (3.164% de reducao)
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Pode-se perceber que, ao considerar o peso proprio, houve um aumento da rigidez
nos elementos centrais, mesmo que isso causasse um aumento do peso na regiao de
deslocamento maximo. O mesmo ocorre ao adicionar a restricdo quanto a frequéncia
minima. A reducao de volume ao se permitir a variacao das espessuras foi relativamente

pequena nos trés exemplos, nao ultrapassando 10% de reducao.

4.3.2 Placa Circular

Exemplo 12: Considerando o Exemplo 4 (caso apoiado), apresentado na subsecao
4.1.4, desenvolveu-se trés exemplos. No primeiro, desconsiderou-se o peso proéprio e a
frequéncia minima, enquanto no segundo, considerou-se o peso proprio e no terceiro,
considerou-se ambos, peso proprio e restrigdo pela menor frequéncia. Nos trés casos avaliou-
se a espessura Otima uniforme e a variacao da espessura por faixas concéntricas. O modelo
utilizado é composto por 512 elementos. As condi¢oes para otimizacao estao apresentadas

na Tabela 8, juntamente com resultados obtidos.

Tabela 8 — Restricoes e resultados do Exemplo 12.

Dados Espessuras

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):

0.001
L. ) 1 0.0
Freq. Minima (Hz):
15}
- 0,055
Esp. Minima (m): " -
0.03 i |
Esp. Maxima (m): of 0.045
0.12 * 0.04
Peso Préprio? T
0,035
nao 148}
2 ' ; : : 0.03
2 A 0 1 2
Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0381

Volume (m?):
0.4783

Esp. minima obtida (m): 0.0300
Esp. maxima obtida (m): 0.0608
Volume (m?): 0.4282 (10.475% de redugdo)
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Restricgoes:

Desl. abs. max. (m):
0.001

Freq. Minima (Hz):
Esp. Minima (m):
0.03

Esp. Maxima (m):
0.12

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0710

Volume (m?):

0.8912

15}
_ EON N INARD
1 NN
oAt Hﬂ “ﬁ
N VAN
ol Nz N
N 2N
0sl N N
| g‘;immmngg
M VAONZON AN N
15}
2

Esp. minima obtida (m): 0.0300
Esp. maxima obtida (m): 0.1200
Volume (m?): 0.7617 (14.531% de redugao)

0.1z

0.1

0.1

0.0s

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):
0.001

Freq. Minima (Hz):
25

Esp. Minima (m):
0.03

Esp. Maxima (m):
0.12

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0830

Volume (m?):

1.0414

VNS,
SRR DR KRR

£

N

ARy
%

PRIPRRT
7

N
K

S
NN
NN

N DI INNA

T~y
¥
7

I
"
<

L
K

v
£

NN
NN N A

%'i

Esp. minima obtida (m): 0.0327
Esp. maxima obtida (m): 0.1119
Volume (m?): 0.9253 (11.148% de redugao)

0.1

0.1

0.0s

0.08

0.07

0.05

0.05

0.04
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Nesses exemplos, a reducao de volume quando se considerou a variacao das es-
pessuras esteve entre 10% e 15%. No primeiro caso, a espessura maxima se apresentou
na regiao central, enquanto no segundo caso, quando se considerou o peso proprio, a
espessura minima se apresentou na regiao central e no contorno. Quando considerou-se a
restricdo quanto a frequéncia minima, novamente as espessuras maximas ocorreram na

regiao central.

4.3.3 Casca Semicilindrica

Exemplo 13: Considerando o Exemplo 5, apresentado na subsecao 4.1.5, alterou-se
apenas o carga concentrada, que agora tem valor de 100/N. Desenvolveu-se trés exemplos,
onde no primeiro, desconsiderou-se o peso préprio e a frequéncia minima, enquanto no
segundo, considerou-se o peso proprio e no terceiro, considerou-se ambos, peso préprio
e restricao pela menor frequéncia. Nos trés casos avaliou-se a espessura 6tima uniforme
e a variacao da espessura por faixas paralelas. O modelo utilizado é composto por 512
elementos. As condigoes para otimizagao estdo apresentadas na Tabela 9, juntamente com

resultados obtidos.

Tabela 9 — Restrigoes e resultados do Exemplo 13.

Dados Espessuras

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):
0.001

Freq. Minima (Hz):

Esp. Minima (m):
0.003
Esp. Méxima (m):
0.006

Peso Proprio?

4.5

nao

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0041

Volume (m?):
0.0013

Esp. minima obtida (m): 0.0030
Esp. maxima obtida (m): 0.0060
Volume (m?): 0.0011 (15.385% de redugao)
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Restricoes:

Desl. abs. max. (m):
0.001

Freq. Minima (Hz):
Esp. Minima (m):
0.03

Esp. Maxima (m):
0.06

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0050

Volume (m?):

0.0016

4.5

Esp. minima obtida (m): 0.0030
Esp. maxima obtida (m): 0.0060
Volume (m?): 0.0013 (18.750% de redugao)

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):
0.001

Freq. Minima (Hz):
25

Esp. Minima (m):
0.03

Esp. Maxima (m):
0.06

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0055

Volume (m?):

0.0017

4.5

Esp. minima obtida (m): 0.0030
Esp. maxima obtida (m): 0.0060
Volume (m?): 0.0015 (11.765% de redugao)
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Nesse exemplo, as espessuras maximas se concentram na regiao central, sendo
que, nos dois primeiros casos, ocorreram apenas dois valores de espessuras, a minima e
a maxima. No primeiro caso, prevaleceu a espessura minima, enquanto no terceiro caso,
prevaleceu a espessura maxima. Pode-se observar que a reducao de volume, considerando-se

a variacao da espessura, esteve entre 10% e 20%.

4.3.4 Casca para ‘Abrigo de Pessoas'’

Exemplo 14: Considerando o Exemplo 6, apresentado na subse¢ao 4.1.6, desenvolveu-
se trés exemplos. No primeiro, desconsiderou-se o peso proprio e a frequéncia minima,
enquanto no segundo, considerou-se o peso proprio e no terceiro, considerou-se ambos,
peso proprio e restricao pela menor frequéncia. Nos trés casos avaliou-se a espessura 6tima
uniforme e a variacao da espessura por faixas paralelas. O modelo utilizado é composto por
384 elementos. As condigbes para otimizacao estao apresentadas na Tabela 10, juntamente

com resultados obtidos.

Tabela 10 — Restricoes e resultados do Exemplo 14.

Dados Espessuras

Restricoes:

Desl. abs. max. (m):
0.02

Freq. Minima (Hz):

0.022

0oz

Esp. Minima (m): {1
0.01

Esp. Méxima (m): Jnoie
-0 J0.014
Peso Proprio?

nao 0.012
Otimizagao: 0.0

Esp. uniforme (m):
0.0203

Volume (m?):
0.2422

Esp. minima obtida (m): 0.0100
Esp. maxima obtida (m): 0.0225
Volume (m?): 0.2058 (15.029% de redugao)
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Restricoes:

Desl. abs. max. (m):
0.02

Freq. Minima (Hz):
Esp. Minima (m):
0.01

Esp. Méxima (m):
0.06

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0345

Volume (m?):

0.4114

Esp. minima obtida (m): 0.0100
Esp. maxima obtida (m): 0.0321
Volume (m?): 0.2128 (48.274% de redugao)

0.03

40.025

40.02

0014

0.0

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):
0.02

Freq. Minima (Hz):
4

Esp. Minima (m):
0.01

Esp. Méxima (m):
0.06

Peso Proprio?

sim

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0588

Volume (m?):
0.699

Esp. minima obtida (m): 0.0100
Esp. maxima obtida (m): 0.0462
Volume (m?): 0.2995 (57.153% de redugao)

0.045

0.04

40.035

40.03

40.025

0.0z

0.015

0.m
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Pode-se perceber que as espessuras maximas se deram nao base da casca, proxima
a regiao de apoio, evitando assim, acrescentar em grande valor o carregamento na parte em
balan¢o com peso proximo. Ao permitir a variagdo das espessuras, houve uma reducao no
primeiro caso de 15%, enquanto no segundo caso, a reducao foi de aproximadamente 48%,
e no terceiro caso, aproximadamente 57%. A reducao no segundo e terceiro caso, mostrou-
se extremamente consideravel, sendo a maior dentre todos os exemplos apresentados

considerando carregamento estatico.

4.4 Otimizacdo de Espessura (Carregamento Dinamico)

Como exemplos para o processo de otimizacao de espessura em estruturas sujeitas
ao carregamento dindmica, explorou-se os mesmos exemplos apresentados para a validacao
da andlise dindmica, porém utilizou-se o méaximo deslocamento antes obtido, agora como
restricdo. Em alguns casos, optou-se por multiplicar a for¢a aplicada e o deslocamento

maximo permitido por um escalar.

4.4.1 Placa Retangular

Exemplo 15: Esse exemplo segue os mesmos dados utilizados no exemplo 7 (se¢ao
4.2.1). O modelo utilizado é composto por 648 elementos. O deslocamento avaliado nas
restrigoes foi tomado no ponto extremo da placa em balango. Nessa caso, utilizou-se a
espessura uniforme 6tima como valor inicial para a otimizacao varidvel. Os resultados sao

apresentados na Tabela 11.

Apos o processo de otimizacao, a espessura maxima ocorreu na regiao do engaste,
enquanto a espessura minima na regiao em balanco, mesmo nao tendo sido considerado o
peso préprio nesse exemplo. A redugao ocorrida ao permitir a variacao das espessuras dos

elementos foi de apenas 5%.
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Tabela 11 — Restrigoes e resultados do Exemplo 15.

Restricoes:

Desl. abs. max. (m):
0.001

Freq. Minima (Hz):

Esp. Minima (m):
0.04

Esp. Méxima (m):
0.10

Peso Préprio?
nao

Otimizacao:

Esp. uniforme (m):
0.0485

Volume (m?):
0.3879

Esp. minima obtida (m): 0.0400
Esp. maxima obtida (m): 0.1000
Volume (m?): 0.3684 (5.03% de reducao)

4.4.2 Placa Circular

Exemplo 16: Esse exemplo segue os mesmos dados utilizados no exemplo 8 (se¢ao

4.2.2), porém considerou-se um carregamento 10000 vezes maior. O modelo utilizado é

composto por 512 elementos. O deslocamento avaliado nas restrigoes foi tomado no ponto

central da placa. Os resultados sao apresentados na Tabela 12.

Diferente do que foi visto nos exemplo para carregamento estatico, nesse caso, a

regiao do contorno apresentou a espessura média. A espessura maxima aconteceu na regiao

central, assim como nos outros exemplos. Obteve-se uma reducao de quase 15% ao se

permitir a variagao das espessuras.
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Tabela 12 — Restrigoes e resultados do Exemplo 16.

Restricoes:

Desl. abs. max. (m): 05

0.0001 04t 0.028

Freq. Minima (Hz): 03} 0.026

) ol D024

Esp. Minima (m): o1l ng

0.005 Or 0.018

Esp. Maxima (m): il 0015

0.030 aal 0014

Peso Préprio? sl 0.012

nao sl 0.01
0.008

Otimizacio: P08 04 02 o 0z 04 08

Esp. uniforme (m):

0.0175

Volume (m?): Esp. minima obtida (m): 0.0065

0.0137 Esp. maxima obtida (m): 0.0300

Volume (m?): 0.0117 (14.60% de redugao)

4.4.3 Casca Semicilindrica

Exemplo 17: Esse exemplo segue os mesmos dados utilizados no exemplo 9 (se¢ao
4.2.3), porém considerou-se um carregamento 100 vezes maior. O modelo utilizado é
composto por 512 elementos. O deslocamento avaliado nas restrigoes foi tomado no ponto
central da casca. Nesse caso considerou-se as duas possibilidades de orientagao das faixas
de espessuras para se ter uma comparacao. Utilizou-se a espessura uniforme 6tima como

valor inicial para a otimizacao varidavel. Os resultados sao apresentados na Tabela 13.

Nesse exemplo, pode-se observar a diferenca na redugao do volume ao se alterar
a direcao das faixas de espessuras constantes. O primeiro caso, apresentou apenas dois
valores para a espessura, assim como aconteceu nos exemplos para carregamento estatico,
enquanto no segundo caso, ocorreram diversos valores diferentes de espessuras distribuidos
de forma simétrica. O primeiro caso, apresentou uma redug¢ao de mais que o dobro do
segundo (mesmo a espessura maxima do primeiro caso sendo maior que a do segundo),
quando se permitiu a variagao das espessuras, mostrando que é relevante a escolha da
direcdo das faixas de espessuras constantes. Mesmo nao considerando o peso proprio, no
segundo exemplo, as espessuras maximas nao ocorreram na regiao central, e sim, junto

a0s apoios.
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Tabela 13 — Restrigoes e resultados do Exemplo 17.

Restrigoes:

Desl. abs. max. (m):
0.0001

Freq. Minima (Hz):
Esp. Minima (m): Esp. minima obtida (m): 0.0050
0.005 Esp. maxima obtida (m): 0.0178

Esp. Mdxima (m): Volume (m?): 0.0019 (32.143% de redugao)
0.030

Peso Proprio? 3
nao

Otimizacgao:

Esp. uniforme (m):
0.0088

Volume (m?):
0.0028

Esp. minima obtida (m): 0.0050
Esp. maxima obtida (m): 0.0107
Volume (m?): 0.0024 (14.286% de redugao)

4.4.4 Casca para ‘Abrigo de Pessoas’

Exemplo 18: Esse exemplo segue os mesmos dados utilizados no exemplo 10
(se¢do 4.2.4). O modelo utilizado é composto por 384 elementos. O deslocamento avaliado
nas restrigoes na extremidade livre da casca. Nessa caso, utilizou-se a espessura uniforme

otima como valor inicial para a otimizacao variavel. Os resultados sao apresentados na
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Tabela 14.
Tabela 14 — Restricoes e resultados do Exemplo 18.
Restrigoes: 002
Desl. abs. max. (m):
0.01 .. L oo
Freq. Minima (Hz): 3
- 25
Esp. Minima (m): 5 F
0.01
15
Esp. Maxima (m): L dom
0.05 1
Peso Préprio? 0.5
o . 0018
08 3

Otimizacao: p 0.016
Esp. uniforme (m): ; ?
0.0267 : 1
Volume (m?): 47 o
0.3176

Esp. minima obtida (m): 0.0141

Esp. maxima obtida (m): 0.0275

Volume (m?): 0.2875 (9.48% de redugio)

Nesse exemplo, diferente do caso para carregamento estatico, a espessura maxima
nao ocorreu na regiao proxima ao apoio, e nem a minima na extremidade em balango. A

reducdo obtida foi préxima de 10%, quando se permitiu a variacado das espessuras.

4.5 Exemplo de aplicacao — Igrejinha da Pampulha

Como exemplo final, apresenta-se um modelo que visa simular a Igrejinha da
Pampulha (Igreja Sao Francisco de Assis), localizada em Belo Horizonte — MG. Inaugurada
em 1943, essa obra é de autoria de Oscar Niemeyer, e se destaca por sua arquitetura

composta com cascas parabdlicas, como mostra a Figura 34.

O modelo gerado em elementos finitos ¢ meramente ilustrativo e suas dimensoes nao
sao fiéis ao original, pois isso necessitaria um estudo aprofundado de todas as dimensoes
do projeto. Ele foi gerado segundo os dados apresentados nos anexos desse texto, e possui
704 elementos. Destaca-se que foram utilizadas repeti¢cdes no vetor de nés para gerar a
descontinuidade da derivada da superficie. O modelo ¢ apresentado na Figura 35. Para

detalhes sobre os dados utilizados para construcao dessa superficie ver Anexo A. Um
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modelo semelhante para carregamento estatico foi apresentado por GOMES FILHO;
ALVES; GONCALVES JUNIOR (2018).

Figura 34 — Igrejinha da Pampulha, Belo Horizonte — MG.

Fonte: http://hojeemdia.com.br/horizontes/iphan-adia-obras-de-restauracao-da-igrejinha-da-
pampulha-1.429790
Acessado em: 01/08/2018

Figura 35 — Modelo em Elementos Finitos da Igrejinha da Pampulha.

20

15

Fonte: Autor.
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As duas extremidades mais baixas foram engastadas. Considerou-se um carrega-
mento dindmico distribuido sobre toda a casca, no sentido horizontal (na direcdo cuja
projecao perpendicular da area da casca ndo é nula), com intensidade conforme a Figura
36, além do peso proprio. Considerou-se passos de tempo de um segundo, e um total de 90

segundos.

Figura 36 — Carregamento distribuido aplicado ao modelo.

10000 T T T T T T T T
5000
BO0O
4000

2000

-2000

Carga distribuida (V)

-4000

-5000

| | | | |
a 10 20 30 40 50 1] 70 a0 80
Tempo (5)

-5000 . . .

Fonte: Autor.

O material considerado foi o concreto com fck de 25MPa (médulo de elasticidade
de 23.8G Pa, coeficiente de Poisson 0.2 e massa especifica 2500kg/m?). Para esse exemplo

também considerou-se amortecimento: C' = 0.05M + 0.05K.

Primeiramente, adotou-se uma espessura igual a 20cm em toda a casca, e calculou-se
o deslocamento absoluto no né central do ponto mais alto da estrutura. Esse deslocamento
estd apresentado na Figura 37, onde pode-se observar um valor maximo préximo de 0.13m.
Entao, tomou-se esse valor como restricdo para o processo de otimizac¢ao. Além disso,

considerou-se uma espessura minima de 10cm e maxima de 25cm.

No processo de otimizacao considerando espessura uniforme, considerou-se a espes-
sura minima como valor inicial, porém para o processo com espessura variavel, considerou-se
o valor obtido na primeira otimizacao como valor inicial. A Tabela 15 apresenta os resulta-
dos obtidos.
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Figura 37 — Deslocamento absoluto no né central da casca.

014 T T T T T T T T

012

0.1

0.08

0.06

Deslocamenta (m)

0.04

0.02

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 20 30 a0 a0 B0 70 ad S0

Tempo (5)
Fonte: Autor.
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Tabela 15 — Restrigoes e resultados do Exemplo da Igreja da Pampulha.

hiva
R
Gt
R

]
e
]
[

2
4
Restricoes: 0 5 10 15 20
Desl. abs. max. (m):
0.13 10
Freq. Minima (Hz):
- 5
Esp. Minima (m):
0.10 .
Esp. Méxima (m):
0.25 .
Peso Proprio?
sim o
Otimizacao:
Esp. uniforme (m):
0.2268
Volume (m?): 19
59.0479
5
04
54
0 10
5 5
15 o
20 =

Esp. minima obtida (m): 0.10
Esp. maxima obtida (m): 0.25
Volume (m?): 40.3277 (31.703% de redugao)
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5 CONCLUSAO E SUGESTAO DE TRABA-
LHOS FUTUROS

Com base nos resultados apresentados, pode-se observar que o uso das fungoes
NURBS na geracao das malhas se mostrou satisfatoria, mesmo nos exemplos circulares,
onde os elementos triangulares apresentam maior deformagao, porém nem todos os modelos
baseados em NURBS podem ser utilizados neste processo. Nas NURBS em que hé repeticao
de algum ponto de controle, alguns elementos quadrangulares do dominio paramétrico
sao transformados em elementos ‘triangulares com lados curvos’, e entao na geracao de
malha, quando esses elementos sdo divididos ao meio (para formar dois triangulos) e
os lados curvos sao aproximados por segmentos de retas, cria-se triangulos com vértices
coincidentes, o que gera elementos com area nula e impossibilita a analise. Para evitar
esses casos, deve-se procurar formulacoes alternativas que evitem esse problema para a
modelagem dos dominios, ou buscar criar rotinas que eliminem os elementos com area

nula.

A respeito da anédlise, os elementos CST e DKT combinados para a andlise de cascas
ja sao consagrados na literatura e apresentam bons resultados, mesmo sendo elementos
planos. Parte das diferencas nos resultados estd relacionada com o fato de se utilizar
elementos planos para modelar superficies curvas, porém esses elementos apresentam
vantagens pela simplicidade em suas formulagoes, o que leva a um custo computacional
menor, principalmente nos termos que podem ser escritos explicitamente (sem a necessidade

de se realizar uma integragao para cada elemento).

Os exemplos de aplicacao das rotinas de otimizagao apresentaram valores conside-
raveis de reducao de volume quando comparou-se os resultados para espessura uniforme
com os resultados para espessuras varaveis, e pode-se perceber que quando firmada a
restrigdo quanto ao modo de vibra¢do minimo, houve um aumento do volume étimo (isso
pode ser observado comparando-se os exemplos 12 e 13), o que era de se esperar, pois para
que houvesse um aumento do modo de vibragao minimo se faz necessario um aumento da
rigidez, que foi alcangado com um aumento da espessura (aumentar a espessura também

aumenta a massa, porém a um expoente menor do que a rigidez).

Nos exemplo de otimizagao considerando carregamento dindmico e espessuras
variaveis, nem sempre é uma boa opcao utilizar o valor inicial da espessura igual ao valor
minimo, pois pode ocorrer do minimo local encontrar gerar um valor maior do que o
resultado 6timo para espessura constante. Nesses casos, observou-se ser melhor utilizar
como valor inicial a espessura 6tima obtida para espessura uniforme. No exemplo final, da

Igreja da Pampulha, observou-se uma redugao consideravel do volume final (mais de 30%),
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o que nos mostra os beneficios do processo de otimizagao na reducao de custos.

Como trabalhos futuros, fica a possibilidade de utilizacdo de outros tipos de
elementos, preferencialmente elementos quadrangulares e curvos, fazendo as devidas
consideragoes computacionais para evitar que o esforco computacional seja exagerado, o
que inviabilizaria o processo de otimizagao. Também, pode-se desenvolver uma interface
grafica para as rotinas, o que possibilitaria a manipulacao das NURBS on screen antes
do processo de geracao de malhas, além da facilidade da insercao dos carregamentos
e condigoes de contorno. Outro aperfeicoamento é o desenvolvimento de restricoes em
relacdo ao posicionamento das espessuras, para fazer com que elas se distribuam de forma
suave e evitar que a espessura maxima fique proxima a minima, o que provoca ‘degraus’

consideraveis.
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APENDICE A - DEDUCAO DAS
MATRIZES DE RIGIDEZ E DE MASSA

O Principio dos Trabalhos Virtuais diz que “Se um corpo deformdvel em equilibrio
estd sujeito a um deslocamento virtual arbitrario associado ha uma deformacao compativel
do corpo, o trabalho virtual das forcas externas no corpo € igual ao trabalho da energia de

deformagao virtual das tensoes internas”. A partir desse conceito, pode-se escrever:

oU® = sw© (A1)

onde 6U(®) é 0 é a energia dos deslocamentos virtuais devido as tensoes internas e §W(© é
o trabalho virtual das forcas externas no elemento. Pode-se expressar 6U(®) da seguinte

forma

SU© — / 5eTadV (A.2)
174

Percebe-se da equagao (A.2) que a energia de deformagdo interna é devida aos
tensoes internas através dos deslocamentos virtuais de. Ja as forcas externas virtuais sao

devidas a forgas nodais, nas superficies e nos volumes, conforme a equacao (A.3).

(€ _ 54T T Tiv 0
oW = 5d"P+ [ 00ITaS + [ 6vT(X — pih)av (A3)

onde dd é o vetor de deslocamentos virtuais nodais, d1 é o vetor de func¢oes de deslocamentos
virtuais du, ov e dw, g é o vetor de fungoes de deslocamentos virtuais atuando sobre
a superficie, P é o vetor de carregamento nodal, T' é o vetor das forgas superficiais por

unidade de area e X ¢é o vetor de forcas do corpo por unidade de volume.

Podem-se usar fungoes de forma para descrever as fungoes de deslocamento através
dos deslocamentos nodais, ou seja, 1 = Nd e s = Ngd, onde Ng é a matriz de fungoes

de forma avaliadas na superficie onde ocorre T

Pode-se também relacionar a deformagao com os deslocamentos nodais. Isso se da
através da matriz de deformacgdo B, da seguinte forma: ¢ = Bd. Além disso, temos que as

tensoes sao dadas por ¢ = Deg, onde D é a matriz de elasticidade.

Substituindo as equagoes (A.2) e (A.3) e todas as relagdes anteriores na equagao
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(A.1), tem-se

od" [ BTDBAVd = od"P+sd" [ NETdS +6d" [ NT(X — pNdaV
Vv |4

Organizando e simplificando o termo dd”, tem-se

| BTDBav d=p+ [ NETdS+ [ NTXaV ~ | pN"NaV d
14 S %4 14

onde [, BPDBAV ¢ a matriz de rigidez K e [, pNT NdV é a matriz de massa M.

Para mais detalhes, ver COOK (1994) e LOGAN (2011).
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ANEXO A - DADOS PARA GERACAO
DOS EXEMPLOS

Seguem abaixo os dados utilizados para geracao das NURBS apresentadas nos
exemplos desse texto. A Tabela 16 apresenta os vetores de nds, graus, pontos de controle e
pesos para geracao da geometria de uma placa retangular de dimensoes a x b. A Tabela 17

apresenta os vetores de nos, graus, pontos de controle e pesos para geracao da geometria de
uma placa circular de raio r (os dados foram obtidos de NGUYEN; BORDAS; RABCZUK

(2012)). Ja a Tabela 18 apresenta os dados para a modelagem da geometria do ‘abrigo’
com altura h, raio r e largura L, conforme apresenta o corte na Figura 38. Vale destacar
que os dados para casca semicilindricas ja foram apresentados na Tabela 2, no capitulo
‘Metodologia’, Secao ‘Geragao de Malha’. Os dados utilizados para a modelagem do exemplo
da Igrejinha da Pampulha sdao apresentados na Tabela 19, e os mesmo foram concebidos
pelo autor de forma empirica, visando que o modelo se assemelhasse com a obra original,

porém sem compromisso com as dimensoes exatas.

Tabela 16 — Dados para geracao de placa retangular com dimensoes a x b.

Vetor de nés - dir. £ | [0,0,1, 1]
Vetor de nés - dir. 5 | [0,0,1,1]
Grau p 1
Grau ¢ 1
(0,5,0),(0,0,0)
Pontos de controle (a,b,0), (a,0,0)
L1,
Pesos 11

Fonte: Autor

Tabela 17 — Dados para geracao de placa circular com raio r.

Vetor de nés - dir. £ | [0,0,0,1,1,1]
Vetor de nés - dir. n | [0,0,0,1,1,1]
Grau p 2
Grau ¢ 2

(—rv2/2,7v2/2,0), (—1r/2,0,0), (—rv2/2, —11/2/2,0),
Pontos de controle (0,7v/2,0),(0,0,0), (0, —r/2,0),

(rv2/2,7v/2/2,0), (rv/2,0,0), (rv/2/2, —r/2/2,0)
1,v2/2,1,
Pesos V2/2,1,1/2/2,
1,v2/2,1

Fonte: Autor
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Figura 38 — Geometria da casca que simula um ‘abrigo de pessoas’.

Y

VR
]

Fonte: Autor.

Tabela 18 — Dados para geracao do ‘abrigo de pessoas’ com raio r, altura h e largura L.

Vetor de nos - dir. £

[0,0,0,0.25,0.5,0.5,1, 1, 1]

Vetor de nés - dir. n | [0,0,1,1]
Grau p 2
Grau ¢ 1

Pontos de controle

O7T7 h)a (Oa r, h + T)a (Oa -, h + T), (07 -, h)v (Oa ) h/2)7
07 -, 0)7

L,—r,h/2),(L,—r,0)

Pesos

(
(
(L,r,h),(Lyr,h+71), (L, —r,h+71),(L,—r,h),
(
1
1

—_ =
—_ =

,0.5,0.5,1,
0.5,0.5,1

Y

Fonte: Autor

Tabela 19 — Dados para geracao do modelo da Igrejinha da Pampulha.

Vetor de noés - dir. &

[0,0,0,1/11,2/11,3/11,3/11, 4/11, 5/11, 5/11, 6,11, 7/11,
8/11,8/11,9/11,10/11,1,1, 1]

Vetor de nés - dir. n | [0,0,1,1]
Grau p 2
Grau ¢ 1
Pontos de controle | (0,0,0), (1.5,0,3), (2.5,0,4), (4.5,0,4), (5.5,0,3),
(6 5 0,4), (85,0,4), (9.5,0,3), (10.5.0,5), (13.5.0.8),
(16.5,0,5), (17.5,0,3), (18.5,0,4), (20.5,0,4), (21.5,0.3)
(23,0, O), (0,8,0), (1.5,8,3), (2.5,8,4), (4.5,8,4),
(5.5.8,3), (6.5,8,4), (8.5,8,4), (9.5.8.3), (10.5.8,5),
(13.5,8,8), (16.5,8,5), (17.5,8,3), (18.5,8,4), (20.5,8, 4).
(21.5,8,3), (23,8,0)

Pesos

Pesos unitarios (32 valores)

Fonte: Autor
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