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Resumo

A Decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge (HHD) de um campo vetorial permite escreve-
lo de maneira tnica como uma soma de trés campos vetoriais, um irrotacional, outro
solenoidal e um harmonico. Quando o dominio em questdao é limitado, a HHD nao é
definida de maneira tnica, tradicionalmente, faz-se necessario o uso de condi¢oes de fron-
teira para a obtencao da unicidade, contudo tal imposi¢ao pode tornar o resultado da
decomposicdo muito diferente do esperado. Esta dissertacao apresenta a Decomposicao
Natural de Helmholtz-Hodge que é a obtencao da HHD sem imposigoes de condigoes de
fronteira. Usando fungoes de Green sobre uma extensao infinita do campo combinada
com uma analise de influéncia que as futuras componentes devem ter, é possivel obter
uma decomposicao Unica sem exigir condi¢oes de fronteira. Eliminando assim, eventuais

problemas na decomposi¢do que podem ser gerados pelas imposicoes de condigoes.

Palavras-chave: Campos Vetoriais. Decomposicao de Helmholtz-Hodge. Condicoes de

Fronteira. Unicidade. Campos Harmonicos.



Abstract

Title: Helmholtz-Hodge Decomposition using Green’s functions. The
Helmholtz-Hodge Decomposition (HHD) describes a vector field as the sum of an in-
compressible, an irrotational, and a harmonic vector field. Unfortunately, for bounded
domains, the HHD is not uniquely defined, traditionally, boundary conditions are imposed
to obtain a unique solution, but this imposition may not give a compatible decomposi-
tion. This work exposes the natural HHD, which is defined without assuming boundary
conditions a priori. Using Green’s functions on an infinite extension of the vector field
combined with an influence analysis of the components, it’s possible to generate a unique
decomposition without assuming boundary conditions. As a result, it enables a reliable

analysis without problems generated by boundary conditions.

Keywords: Vector Fields. Helmholtz-Hodge Decomposition. Boundary Conditions.

Uniqueness. Harmonic Flows.
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CAPITULO

Introducao

Campos vetoriais estdo presentes em muitos momentos do nosso dia-a-dia, como a
descricao matematica da velocidade que o sangue corre em nossas veias bem como do
deslocamento de ar gerado pelo bater das asas de uma borboleta. Embora tais exemplos
sejam simples, em muitas areas de pesquisas os campos vetoriais sao os objetos principais
de estudo, como visualizacdo de campos vetoriais, ramos da aerodinamica, oceanografia e
ete ([ 1Ll ]). Desses estudos se fez necessério a visualizagao
e/ou andlises de fluxos de maneira a obter propriedades importantes dos mesmos, a partir
dai sugiram varios métodos para tais finalidades.

Em 1858, Hermann von Helmholtz apresentou um artigo' que explanou como funcoes
potenciais podem ser utilizadas para extrair componentes rotacionais e irrotacionais de
um fluxo. Para isso, Helmholtz explicou que o movimento de um elemento de volume
de um fluido continuo tridimensional consiste em: uma expansao ou contracao em trés
diregoes ortogonais, rotagdo sobre um eixo e uma translacgdo. Em 1932, | ]
formulou o que chamaremos de Teorema da Decomposicio de Helmholtz de campos veto-
riais, o qual diz que sobre algumas hipdéteses no infinito, o campo pode ser decomposto de
maneira tinica em uma componente livre de rotagao e outra livre de divergéncia. Em 1963
[ | formulou o teorema que chamaremos de Teorema da Decomposi¢io
de Helmholtz-Hodge de campos vetoriais, o qual diz que um campo vetorial suave sobre
um dominio limitado pode ser decomposto em uma componente livre de rotagao, outra
livre de divergéncia e uma componente harmonica, neste caso a garantia da unicidade
estd relacionado com a imposicao de condi¢oes de fronteira. Ha também a Decomposicio
de Hodge, que ao invés de campos vetoriais, trabalha sobre formas diferenciais. Nesta
dissertacao nos concentraremos apenas nas duas primeiras decomposicoes.

A Decomposicao de Helmholtz-Hodge (em inglés, Helmholtz-Hodge Decomposition,
HHD) de campos vetoriais simplifica a andlise dos campos vetoriais, pois propriedades

importantes como incompressibilidade e vorticidade podem ser estudadas diretamente em

L O artigo publicado em 1858 foi | ] o qual teve uma traducdo para o inglés em 1867

[ J
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cada componente, diante disso muitos pesquisadores consideram esse teorema como um
dos teoremas fundamentais em dinamica dos fluidos.

Algumas caracteristicas dos fluxos também podem ser exploradas pela HHD, como as
singularidades [ |, que representam umas das mais importantes
feigOes caracteristicas dos campos vetoriais. Elas determinam o comportamento fisico e
permitem uma caracterizacao topoldgica do fluxo, por exemplo, as singularidades como
vortices, fontes e sorvedouros podem ser detectadas e analisadas de maneira a compreender
o comportamento do fluxo.

O estudo da HHD passa pelo estudo de campos vetoriais e operadores diferenciais
terminando em problemas de Poisson. Para resolver tais problemas, muitas vezes dificeis
ou até mesmo impossiveis por meio de fungoes elementares, utilizamos métodos discretos
para aproximar numericamente a solu¢do. Logo sdo necessarios métodos que basicamente
deem meios para a discretizagao do dominio, do campo vetorial e dos operadores diferen-
ciais.

Um método muito utilizado é o Método de Diferengas Finitas (MDF), o qual utiliza
basicamente a expansao de fungdes em Séries de Taylor e combinacoes lineares. Na década
de 50 Courant ja o utilizava para aproximar as solugdes de uma equacao diferencial nao-
linear hiperbdlica (| ).

Para o caso de um dominio nao retangular, a implementagao usando MDF pode tornar-
se muito complexa (mesmo em dominios estruturados), pois pode ser necessario a utili-
zacao de métodos de interpolacao ou extrapolagao por exemplo. Contudo o Método de
Elementos Finitos (MEF) trabalha muito bem nesses casos. A ideia central do MEF é
aproximar o dominio por uma uniao de um nuimero finito de elementos e resolver um
problema associado ao inicial. Polthier em 2003 prop6s uma nova implementacao da
HHD usando novas defini¢oes para o divergente e rotacional discreto via MEF sobre uma
superficie (| 1.

Por tltimo, o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) que inicialmente foi utilizado
para resolver problemas de astrofisica, mas atualmente ja se verifica aplicacbes nas mais
diversas areas como dinamica dos fluidos, mecanica dos solidos e computacao grafica. No
método SPH o dominio de um problema é representado por um conjunto de particulas
definidas como pontos que discretizam tal dominio e sao totalmente livres de malha. Cada
particula contém, além da geometria do espaco, outras informagoes do problema tais
como propriedades fisicas. Assim permitindo o método ser utilizado em uma distribuicao
aleatéria de particulas. Petronetto em 2010 ([ |) apresentou uma
nova abordagem a HHD usando o SPH para a andlise de um campo vetorial bidimensional.

Esses e outros métodos podem ser encontrados em | | com o objetivo
de obter a decomposicao de Helmholtz-Hodge.

Devido a maioria dos problemas abordarem dominios limitados, diferentes condigoes

de fronteiras podem ser utilizadas com o objetivo de obter a unicidade na decomposicao,
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logo os impactos da imposicao de tais condi¢oes devem ser estudados. E mais, algumas
aplicacoes definem campos com condigoes de contorno complexas ou até mesmo desco-
nhecidas durante a andlise de tais campos, como por exemplo, a exigéncia que os valores
na fronteira correspondam ao valor da derivada da funcao - ainda desconhecida.

Além disso, para o caso de campos bidimensionais | | observaram
uma falha na decomposi¢ao. Mais especificamente, eles mostraram que para pontos cri-
ticos préximos ou sobre a fronteira do dominio, a estrutura das componentes podem ter
mudangas significativas, comprometendo a analise do campo. | | argu-
mentam que tais problemas devem ser atribuidos a imposi¢ao das condigoes de fronteira,
as quais impoem a necessidade de manter a ortogonalidade das componentes. Em aplica-
¢oOes praticas, porém, os campos sao definidos sobre dominios limitados, onde a unicidade
da HHD ¢ obtida a partir de condi¢oes de fronteira, logo faz-se necessario o uso de novos
métodos na tentativa de que tais erros nao acontecam.

Esta dissertacao apresenta uma estratégia proposta por | ] para obter
a HHD para um campo a partir de uma extensao ilimitada do mesmo (sem a imposi¢ao
de condigbes de fronteira), obtendo assim, a unicidade da decomposi¢ao. Tal estratégia
utiliza as fungoes de Green e considera que o campo é a soma de componentes definidas
a partir de influéncias interna e externa a um dominio limitado. Em métodos tradicio-
nais, a abordagem de impor condigoes de contorno é equivalente a presumir conhecer a
influéncia externa, levando a uma decomposi¢ao tnica do campo devido a influéncia in-
terna. Usando essa abordagem, os dados das componentes da decomposi¢ao na fronteira
sdo determinados de maneira espontanea (natural).

Esta dissertagao estd organizada nos seguintes capitulos:

1 Capitulo 2 - Sao apresentados os conceitos fundamentais de Equagoes Diferenciais
Parciais e de campos escalares e vetoriais. Apresentamos também os métodos de
discretizacao por diferencas finitas e a discretizacdo de operadores diferenciais. E
por fim, exibimos as fungdes de Green e expomos sua importancia em um caso

particular de Equacoes Diferenciais Parciais.

 Capitulo 3 - Definimos a Decomposicao de Helmholtz-Hodge, apresentamos o pro-
blema no caso bidimensional e definimos a Decomposi¢cao Natural de Helmholtz-
Hodge como uma solucao. Definimos também a decomposicao e aproximacao local

de campos vetoriais.

(d Capitulo 4 - Definimos a HHD por imposi¢cado de condi¢ao de fronteira e apresen-
tamos a maneira como implementamos ambas as decomposi¢oes. Aplicamos as
decomposicoes em exemplos analiticos para realizar uma andlise comparativa dos
métodos. Por ultimo, aplicamos a decomposicao de Helmholtz-Hodge para obter sin-
gularidades dos campos potenciais que representam fei¢oes caracteristicas do campo

vetorial.
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CAPITULO

Nocoes Preliminares

2.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Esta é uma se¢ao de apresentacao dos conceitos de analise no R™ e Equagoes Diferen-
ciais Parciais (EDP) que utilizaremos ao longo do trabalho. Um texto completo sobre o

contetido apresentado nesta segdo pode ser encontrado em | ].

Diferenciabilidade de funcgoes reais de n variaveis

Seja f: Q2 — R, Q C R™ aberto. Dado um ponto a € €2, a i-ésima derivada parcial de

fema (onde 1 <i <n)éo limite

quando tal limite existe. Notagdes muito utilizadas para a derivada parcial sao f,, e 0, f.
Podemos definir a derivada da funcao f na direcao de um vetor u € R" qualquer. A
derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor u, é definida pelo limite

of . flattu) — f(a)
%(a) _%_{% + 5

quando tal limite existe.

Sejam f: 2 CR" — R e um ponto a € (2. Dizemos que a funcao f é diferenciavel no
ponto a quando existe um vetor w € R" tal que, para todo vetor u € R"”, com a+u € (2,
se tenha

fla+u) = f(a) + weu+ r(w)

r(u)

Tl = 0. Quando f ¢ diferenciavel em todos os pontos de €2, dizemos sim-

onde limy,_so
plesmente que f é diferencidvel. Se f é diferenciavel no ponto a entao, tomando u = te;
temos u; = 0 se j # i e u; = t. Logo

fla+te) — f(a) r(te;)

=a; + :aij: .
t t Itei]|
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Fazendo t — 0, vemos que existe cada derivada parcial de f no ponto a, sendo %(a) = a;.

Portanto a definicao a seguir ¢ equivalente a anterior. Diremos que a fungdo f : 2 - R

é diferenciavel no ponto a € 2 quando existem as derivadas parciais %@)7 . %(a) e
além disso, para todo vetor u = (uq,...,u,) € R", com a+ u € Q, se tenha
of of
at+u)=fla)+—(@)-ur+---+ a)-u, +ru
flatw) = fla) + 5@+t (@) + ()

onde limu_ﬂ)% = 0.

Uma funcao real f: Q — R, diz-se de classe C'(Q2) quando existem em cada ponto

a € () as derivadas parciais %(a), ce %(a) e as n fungdes % :  — R sdo continuas.
Mais geralmente, diremos que uma fungao f :  — R é de classe C'(£)) quando ela
possuir derivadas parciais em todos os pontos de {2 e as funcoes 88—;1, cee ;Tf Q= R

forem de classe C771(), onde ¢ é um inteiro positivo. Por fim, diremos que uma fungao
f:Q — R éde classe C°(2) quando ela for continua. Usaremos a notagio f € C9(Q)
(ou simplesmente f € C'? caso ndo haja ambiguidade) para indicar que a fungao f é de

classe C'9, para o caso em que f € C'? para todo ¢ > 0 chamamos [ de suave.
Teorema 2.1. Toda funciao de classe C! é diferencidvel.

Se todas as funcoes % : 0 — R sao diferencidveis num ponto a € €2, diz-se que f

é duas vezes diferencidvel em a. Neste caso, existem as derivadas parciais de sequnda

o (of o

Teorema 2.2 (Teorema de Schwarz). Seja f : 2 — R de classe C? no ponto a do aberto

ordem

Q) C R™. Para quaisquer 1 < 1,7 < n, tem-se

T (@)=L ()
5’xj(9xi n 8@89@'3

Em todo ponto ponto a € €2 onde existem as derivadas parciais de segunda ordem da
0% f

prr G
x;0z;

chamada a matriz hessiana da funcdo f e definimos o seu trago como sendo o laplaciano

funcao f : Q@ C R" — R, os ntmeros h;; = formam uma matriz h(a) = [h;;(a)],

de f, em simbolos,

2 2
Af = g;;(a) +e gé(a).
Seja f : €2 — R definida no aberto €2 C R", diferenciavel no ponto a € Q). A diferencial
de f em a ¢é o funcional linear Df(a) : R" — R, cujo valor no vetor u = (uy,...,u,) é
dado por

Dr@-u= 2@ -y ).,

N 8711 i—1 81}2
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Como toda transformagao linear, o funcional linear D f(a) possui uma matriz 1 x n
associada a D f em relagdo a base candnica de R"™, chamada de matriz jacobiana de f no

ponto a,
pi = (@ - @),

vale ressaltar que o vetor cujas entradas sao as colunas de D f é chamado de gradiente de

f denotado por V f, em simbolos

= (@ @),

Quando f : © — R ¢é diferencidavel em todo ponto de 2, obtemos uma aplicacao

Df(a): Q2 — L(R™R), que associa a cada ponto x € 2 o funcional D f(x), cuja matriz é

(500 3L ).

a aplicacdo Df é continua se, e somente se, cada uma das suas fung¢des coordenadas

% : Q0 — R o for, isto é, se, e somente se, f é de classe C!.

Férmula de Taylor

Sejam 2 aberto do R™ e a € Q, para todo u = (uy,...,u,) € R" a formula de Taylor

para uma fungao f : () — R é dada pela seguinte expressao

ot = 1)+ 3 @t 32 5 @+ riw) )
-

Para o caso especial n = 1, dada f : 2 — R de classe C'? no intervalo 2 C R e fixado

a € (), o polinébmio

f(Q)(a>
q!

f"(a)

P
2

o(x) = fla) + f'(a)(x —a) +

(x—a)’+...+ (x —a)! (2)

chama-se polinomio de Taylor, de ordem ¢, de f em a.
Férmula de Taylor com resto de Lagrange: Seja f : Q — R de classe C?"! no

intervalo 2 C R e z,a € 2. Entao existe £ no intervalo aberto de extremos x e a tal que

Far) )
W(m —a)

f(z) = Fylz) +
e fazendo a substituicdo h = x — a temos

f(qul) (5) hq—|—1

fla+h)=Pa+h)+ TE
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Diferenciabilidade de aplicacoes vetoriais de m variaveis

Diz-se que a aplicacao f : 2 — R", 2 C R™ aberto, é diferencidvel no ponto a € €

quando existe uma transformagao linear 7' : R™ — R" tal que

fla+u)=f(a)+ T -u+r(u), com lim@:Q at+uell

u—0 u

Dadas as condigoes acima, é facil ver que

o = 1 S0

e portanto a transformacao 7' é tnica. Chamamos T de derivada de f no ponto a e
denotamos por f’(a) ou Df(a). A aplicacao f é diferencidvel no ponto a se, e somente
se, cada uma de suas coordenada f; o for. A matriz associada a T'= D f(a) em relacao as
bases candnicas chama-se matriz jacobiana de f no ponto a e é indicada por Jac(f(a))

ou por abuso de notagdo, simplesmente D f(a), cujo o elemento (i,7) desta matriz é o

nimero Of; (a)
or;
A aplicacao f é diferencidavel em €2 quando ela for diferenciavel em todos os pontos de

Q). Deste modo, defini-se entao a aplicagcio derivada

Df:Q — L(R™ R")
x — Df(x)

Se Df tem derivada no ponto a € 2, dizemos que f ¢é duas vezes diferencidvel no
ponto a e escrevemos D?f(a) para indicar a derivada de Df em a. Note que dada
T e L(R™ R™), || T|| = sup{||T - u|;u € R™, ||[u|| = 1} define uma norma em L(R™,R").
Dados ¢,m,n € N, uma fungao f : Q@ C R™ — R™ é dita ser de classe C1(), e
escrevemos f € C9(Q), se todas as derivadas parciais de ordem até ¢ existem e forem
continuas em (). Caso nao haja ambiguidade escreveremos apenas f € C'?7 . Se f ¢ de
classe CY para todo ¢, entao f é chamada de suave e escrevemos f € C'*°. Usamos também
a notacao
Se m = n definimos o divergente de f, V - f, como sendo o trago da matriz D f(a),
ou seja,
V.f:gﬁ(a)+...+

E obtemos dois importantes teoremas,

Ofn
oz, (a).

Teorema 2.3 (Teorema do Divergente). Seja 2 C R™ aberto e limitado com borda suave.

Entdo, para qualquer f € C' em €, vale

/V-fdx: f-vds
Q o0

onde v é o vetor normal unitario apontando para fora de €2 em 0f).
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Teorema 2.4 (Férmula da Integracdo por Partes). Sejam u,v € C' em Q C R" com

valores reais. Entao

lé“”i;“””:_A“@£Z@MX+A5“@“””@””

onde v(x) = (v1,...,V,) é 0 vetor normal unitario apontando para fora de Q em x € 99).

Sejam Q C R™ e Q C R™ abertos, f : @ — R” diferencidvel em x € Q, com f(Q) c Q,
eg: Q0 — R? diferencidvel em y = f (x) € Q. Entdo a aplicacdo composta gof:QQ—RP
é diferenciavel em x e vale a Regra da Cadeia, (g o f)(x) = ¢'(y) o f'(x) : R™ — RP.

Considerando as matrizes jacobianas de f, g, g o f obtemos

o ” ; 1<
009°1) () = 5~ 09 (poeyy . Vi { <i<p

Oz, = oy, x; 1<j<m

Equacoes Diferenciais Parciais

Uma EDP é uma equacao que exprime uma relagdo entre uma funcao incognita de
varias variaveis e suas derivadas com relagdo a essas variaveis.

Dentro da Matematica Aplicada, as Equacoes Diferenciais tém um papel relevante
na ligacao e interacao com outras Ciéncias, desde sua origem, geralmente em problemas
ligados a Fisica até sua aplicacdo em alguns ramos da Engenharia, Quimica, Economia,
Medicina e etc. E comum deparar-se com equacdes diferenciais parciais que regem um
fenomeno fisico, mas cujas solug¢oes analiticas envolvem casos de contorno e geometria bas-
tante complicadas ou até mesmo impossiveis de serem resolvidas. Nestes casos, é comum
recorrer as solucoes aproximadas obtidas por meio da aplicagao de métodos numéricos.

O objetivo é encontrar uma solu¢do numérica bastante proxima da solucdo exata do
problema, visando sempre diminuir o erro entre as duas solugoes. Intiimeros sao os métodos
numéricos utilizados nos dias de hoje para solucao de problemas cientificos, podendo atuar
diretamente ou indiretamente sobre a equacao diferencial que modela o problema real. Um
dos mais popularmente utilizados e também estudado durante a realizagao deste trabalho
é o Método das Diferencas Finitas (MDF)

Seja 2 um aberto em R2. Uma expressao da forma

F(x,y,u,u,, 0y, Uz, Upy, ) =0 (2,9) € Q (4)

é chamada de equacgdo diferencial parcial de sequnda ordem, onde F é dada e u: 2 — R
¢é desconhecida. Resolver uma EDP é encontrar todas as fungbes u que satisfagcam a
Equacao 4 em €.

Entre as EDPs mais importantes estao a Fquacdo de Laplace

Au(z,y) =0 (5)
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e a Fquacao de Poisson

—Au(z,y) = f(z,y) (6)
onde A é o operador laplaciano e temos as seguintes notagoes Au = g, + uy, = Viu =
V -Vu, u € C*Q) e a funcio f é chamada de fonte. As fungoes que satisfazem a Equagao
5 sdo chamadas de funcoes harmonicas.

Considere a equacao na fronteira do dominio

oule, ) + B9 (wy) = g(r.y). (r.y) € 00 M)

onde sao dados «a, 3 € R e g continua em 02 e % ¢ a derivada de u na dire¢do normal

a 0f). Quando além de resolver a EDP impomos que a solucdo satisfaca a Equacao 7,
temos um problema de condicao de fronteira ou um problema de contorno. Se [ = 0,
chamamos de condi¢ao de Dirichlet; se @ = 0, chamamos de condi¢cao de Neumann; do
contrario, chamamos de condi¢do de Robin ou Mista. Por vezes fazemos tais imposigoes

para escolher um subconjunto do conjunto solugao ou ainda a unicidade' da solugao (vide
Tabela 1).

Equacoes Laplace e Poisson
Dirichlet Existe uma tnica solugao
Neumann | Existe uma tnica solugdo (a menos de constante)
Mista Existe uma tnica solugao

Tabela 1 — Existéncia e unicidade de soluc¢oes das Equacoes de Laplace e Poisson para
cada uma das condic¢oes de fronteira.

Devemos ter um cuidado quando nos deparamos com um problema de contorno em que
a condicao de fronteira é puramente Neumann, pois tal problema pode nao ter solucao
por ser um problema inconsistente. De fato, observe que ao integrarmos a Equacao 6

sobre (2 obtemos

/ Flx / Au(x)dx — /Q g () — /Q gy (x)dx

e usando a férmula da integragao por partes (Teo. 2.4) no lado direito com v(x) =1 e

ou
&r;l-

[ roac= [ Stoameax— [ Soomeoax=- [ (FL50) - wmix

portanto

= Ug,q, teMOS

/ Flxyix = — [ a0 (8)

Diante disso, quando nao sabemos de onde vem o problema de contorno, devemos sempre

fazer a checagem acima.

1 http://scipp.ucsc.edu/~haber/ph116C/Laplace_12.pdf
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2.2 Campos Vetoriais e Escalares

Um campo escalar (vetorial) é uma aplicagdo que associa um escalar (vetor) a cada
ponto de um dominio. Os campos vetoriais e escalares sao facilmente encontrados na fisica,
por exemplo, um campo magnético ou o movimento de um fluido podem ser representados
por campos vetoriais; por outro lado, temperatura e pressao podem ser representados por
campos escalares. Em simbolos, um campo escalar é uma funcao do tipo g : 2 C R" — R,
e um campo vetorial é uma funcao do tipo f: Q2 C R®” - R", n > 2.

Conjuntos de campos vetoriais podem ser definidos de acordo com propriedades espe-
ciais dadas por operadores diferenciais. Alguns desses grupos sao descritos abaixo.
Campo vetorial potencial: Um campo vetorial v é chamado de potencial se existe um
campo escalar ¢ tal que

v =Vp,

o campo escalar ¢ é entao chamado de potencial escalar de v. Se um campo vetorial v
esta definido sobre um dominio simplesmente conexo, entdo v é um campo potencial se,

e somente se, v é um campo irrotacional
V xv=0.

Vale mencionar que pela definicdo acima, o campo escalar associado a um campo

vetorial potencial nao é inico. Como
v=Ve=V(p+c)

para todo ¢ € R, o potencial escalar ¢ é definido a menos de uma constante.
Campo vetorial solenoidal: Um campo vetorial v é chamado de solenoidal quando é

dado pelo rotacional de um outro campo vetorial W
v=V XV,

o campo V¥ é entdo chamado de potencial vetorial de v. Um campo vetorial v ¢ solenoidal

se, e somente se, o divergente de v é nulo, isto é,
V-.v=0,
de maneira analoga, o potencial vetorial é definido a menos de um campo gradiente, pois
v=VXU=VX(V+Vy)

para qualquer campo escalar ).
Campo vetorial harmoénico: Um campo vetorial v que satisfaz a equagado vetorial de
Laplace (ﬁv = 0) é chamado de campo vetorial harmdnico. Podemos escrever Av =

VV .v -V X V X v, portanto para que um campo vetorial seja harmonico é suficiente
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que seja tanto irrotacional quanto solenoidal. Em um dominio simplesmente conexo um
campo harmoénico v é o gradiente de um potencial escalar, que satisfaz a equacao de
Laplace

v=Vp Ay = 0.

Portanto, um campo harmonico é chamado também de campo Laplaciano. Ainda sobre
um dominio simplesmente conexo, dada as definicbes de campos vetoriais potenciais e

solenoidais, ¢ facil ver que um campo harmoénico satisfaz VX v=0e V - v =0.

2.3 Meétodos de Diferencas Finitas

Para resolvermos equacgoes diferenciais geralmente utilizamos artificios numéricos para
tal. Portanto é necessario um processo de transferéncia de objetos continuos para objetos
discretos, chamamos esse processo de discretizagdo. Para resolvermos uma EDP numeri-
camente precisamos discretizar a funcao incégnita, a equacao diferencial e o dominio. A
discretizacao do dominio é obtida pela subdivisao deste em um conjunto de pontos, em
geral igualmente espagados, ao qual daremos o nome de malha. A discretizacao da funcao
incognita e da EDP sao obtidas, respectivamente, pela avaliacao desta nos pontos da ma-
lha e pela aproximacao das derivadas. Neste trabalho usaremos o método de diferencas
finitas para resolvermos uma EDP numericamente. Nesta se¢do apresentaremos os con-
ceitos necessarios para a utilizacao deste método. Um texto completo sobre o contetido

apresentado nesta se¢do pode ser encontrado em | ].

Féormulas de Diferencas

Comecamos apresentando o método para funcoes reais obtendo as férmulas de dife-
rengas para o caso unidimensional.
Caso unidimensional: Sejam [a,b] C R e n um nimero natural. Definimos a malha

do intervalo [a, b] com respeito ao nimero n (particdio) como o conjunto dos pontos

r; = a+ih,
b—a

comi€ {0,1,...,n}eh= - é chamado de passo.

Tomando ¢ = 1 na Férmula de Taylor com resto de Lagrange (Eq. 3) e reordenando
obtemos uma aproximagcao para a derivada f’(z), conhecida como férmula progressiva,
que ¢é dada por
flz+h) = f@) b

h 2

Fla+ )= F() + b+ 170 = £ = £'(6)

Substituindo h por —h obtemos a formula regressiva

fle 1) = f@) = F@h+ 56 = i) = 1071 >
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Para ¢ = 2 na Equacao 3 com h e —h temos respectivamente

2 3
Flo+B) = F@) + F@)h+ o () + o ()

fla—h) = f@) ~ P+ )~ e

Fazendo f(x + h) — f(x — h) e isolando f’ temos a férmula centrada

f/(l’) _ f(l‘ + h)Q_hf<x — h) . Z!f///(é-)

onde ¢ € (x — h,xz + h).

Fica claro através das defini¢gbes que tanto a férmula progressiva quanto a regressiva
tém residuo de ordem 1, isto é, O(h'). Enquanto a férmula centrada tem residuo de
ordem 2.

Caso bidimensional: Sejam R = [a,b] X [c,d] C R? e n,m nimeros naturais. Defi-

nimos a malha de R com respeito aos nimeros n, m como o conjunto

(3%, yj) = ((1 —+ Zh, c—+ ]k),

b— d—
comi € {0,1,...,n}, j€{0,1,....m}, h= ¢ e k= ‘

n m
Considere u : R — R suave, para y fixado, podemos escrever u(z,y) = f(z) e utilizar

o caso unidimensional em f, obtemos entao as seguintes formulas com ¢ = 1 na Equagao
3

Progressiva.;
u(x + h,y) —u(x,y h
Um(l';y) - ( })l ( ) _§ua:x(£lay>7 51 € (I,.%-Fh) (9)
Tegressiva.:
w(x,y) —u(x — h, h
e com ¢ = 2 na Equacao 3 obtemos a férmula
centrada:
u(x + h,y) —ulx — h,y h?
uplay) = D W) I ey) ce@—hatn). ()

2h 6
Note também que para ¢ = 2 na Equagao 3, se somarmos u(x + h,y) + u(x — h,y) e

isolarmos u,, temos

h,y) — —h h?

Argumentos andlogos podem ser feitos para a segunda coordenada.
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Operadores Diferenciais por Diferencas Finitas

Como os métodos de diferencas finitas consiste em substituir as derivadas analiticas
por aproximacoes, podemos pensar nos operadores diferenciais: gradiente e divergente;
por diferencas finitas. Como trabalhamos apenas com campos bidimensionais veremos

mais adiante que o rotacional para tais campos pode ser “substituido” pelo divergente.

Gradiente

Analiticamente, dado um campo potencial f : Q C R? — R, o gradiente de f ¢ dado
por Vf = (fs, fy). Dada uma matriz f, m x n, com passo h em z e k em y, implementa-
mos o gradiente usando o método de diferencas finitas da seguinte forma, quando possivel
usamos a diferencga centrada, do contrario usamos uma equacao de diferengas que mante-
nha o residuo com ordem pelo menos 2. Apresentamos nas Equacao 13 as aproximacoes

para as funcoes f, e f, sem mencionar os residuos, uma vez que desejamos representar as

aproximacoes.
 flx2,y5) —4f($1,yj)+3f($oayj)7 i —0
2h
fx(xz-,yj) _ _f(xn—Qayj) - 4f(xn—1=yj) + 3f(93myj)7 sei—n (13)
2h
F(@iv1,y5) — @iy, yj), caso contrario
2h
e
@i yp) =4S (@i p) + 3f(l‘¢,yo)7 se j =0
2k
iy Ym— - 4 iy Ym— iy Ym .
lasyy) = | A Cen2) DA @I ) £ ) oy )
f(l’z', yj+1)2—kf($z‘a yj—l)’ caso contrario

Exemplo 2.5. Tomando h =k =0.1¢

0.8147 0.0975 0.1576 0.1419 0.6557
0.9058 0.2785 0.9706 0.4218 0.0357
f=10.1270 0.5469 0.9572 0.9157 0.8491
0.9134 0.9575 0.4854 0.7922 0.9340
10.6324 0.9649 0.8003 0.9595 0.6787

temos por exemplo que

0.9572 — 4 x 0.5469 + 3 x 0.1270
fo(zo,y2) = — X2X01+ a = 4,2470
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desta maneira, obtemos a matriz derivada de f com relaciao a variavel x

[—11.0581 —3.2856  0.2217  2.4906  7.7864
—12.8699  0.3240 0.7163 —4.6744 —3.0466
fz= 4.2470  4.1509  1.8443 —0.5402 —0.7919
3.0226 —2.1400 —0.8265  2.2431  0.5926
5.8110  0.8396 —0.0270 —0.6077 —5.0074

tratamento analogo pode ser feito na variavel y utilizando a Equacao 14 para a obtencao
de f,.

Divergente

Analiticamente o divergente de um campo vetorial v : Q C R? — R? é dado por V-v =
V . (v1,v3) = (v1); + (v2),. Para o calculo do divergente de um campo vetorial usamos
o gradiente em suas componentes, da seguinte forma: calculamos Vv = ((v1)s, (v1),) €
Vg = ((v2)s, (v2)y), descartamos (v1), e (v2), € somamos as componentes restantes para
obter o divergente do campo.

Realizamos testes de convergéncia tanto para o Gradiente quanto para o Divergente
apresentados no Apéndice A. Desta maneira verificamos a eficiéncia e confiabilidade dos

operadores discretos bem como sua ordem de convergéncia.

Métodos de Diferengas Finitas

Os método das diferengas finitas consistem em substituir as derivadas parciais presen-
tes na equacao diferencial por aproximagoes por diferencas finitas, para isso é necessario
uma malha no dominio. A discretizacao de problemas elipticos sempre resulta num sis-
tema de equacoes lineares que tém uma estrutura peculiar, em geral a matriz do sistema

é esparsa. [lustraremos como ¢ a discretizacao utilizando a equagao de Poisson

—Au=f

definida em R = [a,b] X [c, d] com condi¢ao de Dirichlet

u(m,y) = g([E,y), («T7y) € 0R.

Fixado m,n as parti¢des de [a,b] e [c,d] respectivamente, denotamos a malha em R
por
5 =a+ih y; = c+ jk, }

M = TiyYj);
{( yj) i€{0717"'am} jE{O,]_,"',TL}
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lembrando que h = bﬁ“ ek = %. Aplicando um ponto do interior de M na equagao,

isto é, um ponto (x;,y;) com i ¢ {0, m} e também j ¢ {0,n}, obtemos
_uwz(xza y]) - uyy(xh y]) = f(xzv y]) (15)
Note que pela Equacao 12 e seu andlogo, as derivadas podem ser aproximadas por

u(z; + h,y;) — 2u(zy, y;) + u(z; — h,y;))

ua:ac(xiayj) ~ h2 (16)
Uy (T4, Y5) = ’ 12 - ’ : (17)

Aplicando as Equagoes 16 e 17 na Equacao 15 temos

f(xmy]) ~o— ’ h2 ’ ’

2
Quando trocamos na expressao acima o sinal de &~ por = chamamos de equacao de dife-

reng¢as. Usando a notagao U, ; para a solucao da equagao de diferencas temos

Uit1; —2U; ; +Ui_q Uijr1 —2U;; + U, j
J h2] i J kzj j-1 _ fii (18)

Note que a Equagdo 18 nao pode ser aplicada para os pontos de fronteira de M,

contudo U, ; sobre a fronteira sdo conhecidos, a saber, U;; = g(z;,y;). |
] mostra que que U; ; =~ u(z;,y;) = w;j e que converge quando a malha
é refinada.
O método usado acima (férmula centrada nas variaveis x e y) é chamado de estrela
de 5 pontos. Pois sua mascara, isto é, a representagao grafica dos pontos utilizados da
malha, formam uma estrela com 5 pontos (Fig. 1), podendo ser representada também

pela matriz

Para o caso

—Au=f

definida em R = [a,b] X [c, d] com condigoes

u(z,y) = g1(z,y) nas bordas Sul, Leste e Norte
8“53‘”) = ga(z,y) na borda Oeste

temos um problema. Nao podemos usar a Equacao 18 para os pontos sobre a fronteira

oeste, pois diferente do caso com condi¢cao de Dirichlet onde o valor de u é conhecido
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® i j+1

® i j—1

Figura 1 — Mascara da estrela de 5 pontos.

na fronteira, nesse caso em questao devemos determinar v também sobre os pontos da
fronteira oeste. Podemos usar um método alternativo, que usa a férmula centrada na
variavel y e a formula progressiva ao longo da fronteira oeste, contudo como haveriam
pontos de ordem O(h), o método como um todo seria da ordem O(h).

Para utilizar o método da estrela de 5 pontos, devemos introduzir pontos fantasmas
que estao fora do dominio, como o ponto (—1,7) na Figura 2 e utilizaremos as condigdes

de fronteira para elimina-los.

Usando a formula centrada no ponto (xg,y;) em —u, = W = go(x,y) temos
Uj—U_;
Uz (20, Yj) = W = U-1; = Urj + 2hg2(o, y;)

substituindo na Equacao 18 para ¢ = 0, temos

2U1,j - 2U0,j + 2h92<1’0, yj) U()J'_;,_l — 2U07j + U()J'_l
h? - 2
obtemos assim a ordem O(h?).

= fO,j7 (19)
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0j+1

L 0.

0,5—1

Figura 2 — O ponto (—1,j) é um ponto fantasma e deve ser eliminado das equagoes, em
razao de tal ponto nao pertencer ao dominio da funcao.

Exemplo 2.6. Considere o problema de contorno

—Au(z,y) = f(z,y) definida em R = [—1,1] x [—1,1]
W = g(z,y) nas bordas Leste e Oeste
u(z,y) =t(x,y) nas bordas Sul e Norte
onde
9(z,y) =
tw,y) =1+ 2°

cuja solucdo analitica é u(z,y) = 22 + >
Para discretizar o problema precisamos de uma malha. Tomando h = k = 1, temos a
malha
M = {(—1 +ih, —1 + jk); i,7 € {0, 1,2}}.

Portanto o ponto U;; € interior e os pontos Up; e Uy sao de fronteira, os demais sao
pontos conhecidos pela condicao de Dirichlet. Portanto, usando as Equacoes 18 e 19

temos
—2U11 +4Up1 — 2hgoy — Upp — Ugp = h2f0,1

AUy — Uy — Ugy — Urp — Urp = R’fia
—2U11 + AUy — 2hgay — Uso —Usg = h?fa;
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lembrando que UO,[), Ul,O; Ugyo, U072, ULQ, U272 satisfazem Ui,j = tiJ = t(—l -+ Zh, -1+ jk)

Reescrevendo em forma matricial

4 =2 0 Uy, fon Jo,1 oo+ to2 4
-1 4 =1 U, | =h fii| F2h 1 0 [+ |tio+tiaf = |2
0 =2 410Uy, f2n 92,1 ta0 + 122 4

note que a solugao desse sistema
) T
Ax=b, ¢ x=[10 1] ,

ao qual corresponde a solucao para as equagoes de diferencas que por sua vez juntamento
com as condigoes de Dirichlet correspondem a solucao do exemplo proposto. Neste caso
em particular nao houve erros de precisao, obtendo portanto a exata solugdo nos pontos
desejados. Exibimos na Figura 3 o caso em que h = k£ = 0.0025 e relatamos que o maior
erro encontrado foi da ordem de 2.4 x 10~3 por esse motivo exibimos apenas a solucao
discreta. ¢

<>

SK
SKKL
CEEISIONSOSe e _
“\\“s’/ S I"'II',,,,,,//
SSoSse OSSOSO
SRR o

/////

7
e
222 %2//

O T
Zr

>
2%

Figura 3 — Solugao discreta da equacao de Poisson com condi¢oes de fronteiras referente
ao Exemplo 2.6.

2.4 Funcoes de Green

As funcgoes de Green sdo conceitos classicos na area de Equagoes Diferenciais. Elas
foram muito estudadas desde sua “apari¢do” em 1828, quando Goerge Green publicou
um trabalho de fisica matematica, que nas notagoes atuais diz: examinar as solucoes de
—Au = f dentro de um volume V satisfazendo certas condi¢bes ao longo da fronteira
de V. Para isso Green estudou outra equagdo de Poisson, as quais suas solugoes sao
chamadas de Fungoes de Green, recomendamos | .

Analisando a Equacao de Laplace Au = 0, observamos que sua solugoes u sdo invari-
antes por movimentos rigidos. De fato, para o caso bi-dimensional dada uma translagao

T(xz,y) = (x4 a,y +b) =: (Z,7) pela regra da cadeia temos
Ou  Oudi  Ou

Uy = < = Uz

T Or 0Oidr  OF



Capitulo 2. Nogoes Preliminares 33

e dal

0 0 0

Uge = %(Ux) = %(Ui) = %(Ui) = Uzg

e portanto g, + Uy, = uzz + ugy. Para a rotacao considere a transformacao rotacao por

T cosf sinf| |z
7 | —sin® cosf Y ’

um angulo 6

dai
Uy = Uz cost + ugcost
Upy = Ugzz COS2H — 2uzg cos 0sin 6 4 ugy sin? 0 p = Ugy + Uyy = Uzz + Ugy-
Uyy = UzzSin® 0 4 2uzg cos Osin O + ugy cos? 0

Diante disso as solugoes da equagao da Laplace tém a forma radial u(x) = wv(r), onde

r=|x|| =/x}+ ...+ 22 e v uma funcao a ser escolhida. Note que

ar  w;
= T 07
o0x; r 7
logo para i € {1,...,n}
x.
Ug; = U/(T)f
2 2
" L ! 1 ! Ly
Uziw; =V (T)ﬁ +v (7“); —v (T)ﬁ
dai .
n
Au=2"(r)+v'= —v'=
r r
portanto temos Au = 0, se e somente se,
" _"_ n ]'U/ — O
r
Observe que se v' # 0,
, v 1—n 1
log(v')" = Pl = (1) = T

Portanto se » > 0, v pode ser escolhido como

blogr + c, n=2
v(r) =19

Tn—2

+c, n>3

onde b, c € R.
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Definicao 2.7. A funcao

1
——log|x||, xeR?
x € R?

Ar|x||’
definida para x € R" com x # 0, é chamada de funcio de Green para espagos infinitos,
ou também solucao fundamental da equacao de Laplace. Chamaremos apenas de func¢ao

de Green para nao carregar a leitura. Observamos que Go(x —y) = Goo(y — X).

O teorema seguinte estabelece uma féormula fechada para as solugoes das equagoes de
Poisson via funcoes de Green, mas antes, dada uma funcao continua f :  C R* — R

sendo 2 aberto, definimos o suporte de f como sendo

sup(f) = {z € ; f(z) # 0},
onde o fecho é tomado em Q. Se sup(f) é limitado, dizemos que f tem suporte compacto.

Teorema 2.8 (Solugdo da equacdo de Poisson). Se f é uma funcio de classe C? com

suporte compacto entao a funcao

u(x) = (f * Goo)(x) = / Goolx — y)f(y) dy (21)

n

satisfaz
1. u e C?
2. —Au=f em R"

Demonstracao. Faremos a demonstracao para o caso n = 2, para n > 3 ¢ analogo.

1: Temos que

u(x) = . Goo(x —y)f(y)dy = . Goo(y)f(x —y)dy
consequentemente
u(x + he;) — u(x) f(x+he;—y)— f(x—y)
A =/nGoo(y)[ z yldy

onde h # 0 e e; é 0 i-ésimo vetor candnico. Assim temos

’/nGm(w lf(XJrhei—Y)—f(X—Y)}dy_/nGoo(y)ﬁf(XfY)dyH

h

<[ Gy Hf(x+hei—2f) —flx-y) Gf(gx: Y)de (%)
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e pela Equagao 2.1 coma=x—yeu=he; =(0,...,0, h ,0,...,0) temos,
(92 —y)  r(he)
(%)= [ G| Tt dy
R 8 h

Como f tem suporte compacto, existe K C B(0, R) C R" compacto

*) < [hlCy / 1G(y)lldy < |hICy / 1Go()lldy =
B(0,R)

22
||10g7”||rdrd9— — —1) =hC 0.
27 2
Obtemos entao
ou Ji .
= — 1.
ox; (x) n Goo(y) oL, (x—y)dy i€{l,--- ,n}
Analogamente
0%u O%f
= — )1 1.--- 9
O;0z; () Rn C() Ox;0x; (x=y)dy i jedl, - .n} (23)

Como a expressao do lado direito da equacao acima é continua em X, temos que u é
de classe C?.

2: Da Equagao 23 temos

Bux) = [ Gualy)Bnf(x = y)dy

e podemos dividi-la em duas, dividindo o dominio de integracao em duas regioes. Usa-
remos uma bola de raio € que contém a singularidade da G, e o seu complementar,
B = B(0,¢) e B =R"\ B(0,¢) respectivamente

Au(x) = A. + B. = /BGoo(Y)Axf(X —y)dy + / Goo(Y)Ax f(x — y)dy (24)

operando A. de maneira semelhante a Equacao 22 temos

14l < ClID*fll o re) / IGe(y)lldy < Ce*|loge]

|Ac]l = 0 quando e — 0.

e pela formula de integragdo por partes (Teo. 2.4)

of

Boim Co4 D= [ DGuly) - Doty + [ Guly) 5 x = y)ds(y
Be )z ov

Onde v é o vetor unitario apontando para fora de R™ — B(0,¢), ou seja, para dentro de

B(0,¢), sobre 0B. Note que

1Dl < CIDF | /8 G )4S() < Celloge]

|D:|| =0 quando & — 0.
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Novamente por integragao por partes, agora no termo C, temos

Co= [ AGuwfx-dy— [ T - y)as(y)

9B aV

_ / T (y)1(x — y)asiy)
0B

pois AG, = 0.
Note que para DG (y) = — Sy (y#0)ev= —737- Dal em 0B(0,¢) temos

0G o
ov

‘ -

(y) = DGu(y) - v =

DO

e

Uma vez que 2me = comprimento da circunferéncia B(0, ), temos entao o valor médio da

f sobre a fronteira da bola, isto é,

1

C=—
) 2me JoB(0,e)

F(x — y)dS(y) = - f f(y)ds(y)

OB(x,¢)
C. - —f(x) quando ¢ — 0.
Logo temos
Au(x)=A.+B.=A.+C.+ D. — —f(x) quando & — 0,
portanto —Au(x) = f(x). [

O teorema continua vélido retirando a hipotese de suporte compacto, contudo devemos

definir as funcoes de Green por meio da “funcao” § de Dirac’. Note que G satisfaz
AG o (x) = (%)

de fato, (log [|x||)zz = % e (log||x])yy = "’“"‘T;HZQ. Se quisermos encontrar uma soluc¢ao

para a equagcao de Poisson

observamos que

f(x) = /6<x _Yf()dy = /AxGoo<x )iy

pelo fato de que A é um operador diferencial linear e pelo teorema da Convergéncia

Dominada temos
A Gt = ¥) 1)y = 1)

Mais detalhes sobre a delta podem ser encontrados em Operadores SPH sobre Variedade.

2
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portanto

u(x) = /Goo<x )y

¢ uma solucao para a equacao de Poisson. Note que no fim, as defini¢oes de solucao de

Equagoes de Poisson via fung¢oes de Green coincidem.
Vale ressaltar, por curiosidade, que existem também func¢oes de Green para Equagoes

Diferenciais Ordindrias, vide | .
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CAPITULO

A Decomposicao Natural de
Helmholtz-Hodge

A Decomposicao de Helmholtz-Hodge é uma ferramenta valiosa apara a analise de
campos vetoriais, uma vez que ela decompoe um campo vetorial em outras trés com-
ponentes vetoriais, sendo uma irrotacional (rotacional nulo), uma solenoidal (divergente
nulo) e uma harménica (laplaciano nulo), permitindo assim uma andlise individual de
cada componente. Por exemplo, a componente irrotacional possui fontes e sorvedouros
mas nao vortices.

Veremos na Secao 3.1 que em dominios limitados o HHD nao ¢é tnica e para obter a
unicidade impomos condigoes de fronteira. Contudo a adi¢do de tais condi¢oes podem
acarretar em uma decomposicao diferente da esperada, como por exemplo, a adi¢do de
vortices Segao 3.2.

Para obter uma decomposigdo tinica e sem possiveis problemas, [ ]
propoe uma nova estratégia (Se¢ao 3.3). Usando conceitos da teoria de potenciais, o
campo vetorial é considerado como a soma de campos criados devido a influéncias internas
e externas do ponto de vista de um dado dominio. Esse contexto ¢ equivalente a imposicao
de condigoes de fronteiras.

Por fim, mostraremos que pode ser feita uma decomposigao/aproximagao local do
campo vetorial de maneira a otimizar o tempo de computacao, também proposto por
Bhatia.

Devido as propriedades que os campos vetoriais adquirem com a hipotese de esta-
rem sobre um dominio simplesmente conexo (que vimos na Segdo 2.2), usaremos apenas

dominios simplesmente conexos, quando ndo o for sera explicitado no texto.
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3.1 A Decomposicao de Helmholtz-Hodge

AN NS AN
AN AN N

\4 Vo V x U h

Figura 4 — Ilustracao da Decomposicao de Helmholtz-Hodge de um campo vetorial 2D
discreto.

Dado um campo vetorial v podemos escreve-lo como v = d + r + h, isso é possivel
gragas a um teorema denominado como um dos teoremas fundamentais da dinamica dos
fluidos, chamado de Decomposicao de Helmholtz-Hodge (Figura 4). Seja € um aberto
e simplesmente conexo do R™. A Decomposicao de Helmholtz-Hodge decompoem um
campo v : 0 — R” (para n = 2, 3), em trés campos vetoriais, sendo um irrotacional, um
solenoidal e um harmonico, simplificando sua andalise, uma vez que propriedades impor-
tantes podem ser estudadas diretamente nas componentes. De acordo com a Secdo 2.2,

podemos representar a decomposicao por
v=Vp+V XV¥+h (26)

onde ¢ é um potencial escalar, W é um potencial vetorial e h é campo vetorial harmonico.

Vimos também na Secao 2.2 que os operadores diferenciais tém as seguintes proprie-
dades:

VXxXVp =0
V:-VXV¥ =0
V xh
V:h

Ah =0

Dessas igualdades temos

Vv = V- (Vp) + V- (VXV¥) + V:-h
= V-(Vyp) + 0 + 0
= Ay
Vxv = VX (Vy) + VXx(VxVU) + Vxh
=0 + VX (VXxVU) + 0
= VX (VXV)

E obtemos o sistema
V-v = V-(Vy)

(27)
Vxv = VX (VxXVU)
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O campo vetorial d = V¢ é chamado de componente com rotacao nula ou irrotacional
de v, e o campo vetorial r = V X ¥ é chamado de componente com divergéncia nula ou
solenoidal de v.

A decomposicao para campos bidimensionais, requer uma notacao diferente a qual é

introduzida por | |, definida como
v=Vyp+J(Vy)+h, (28)
onde J é uma func¢ao definida como a rotagao de 90° no sentido horario
J(v1,v2) = (v, —v1).

Nesse contexto, ambos os potenciais, ¢ e 1, sao potenciais escalares.

Definimos o rotacional bidimensional como a funcao de valor real

VXV:VX(Ul,UQ):?;:;—aaZL (29)

onde v; = v;(x,y). Observa-se que pela defini¢ao da func¢do J o rotacional 2D

VXxv = VX(Ul,U2>

_ O Ou
- Oxr Oy
= V- (vg,—1v1)

= V- J(v)= (VD))

Com as defini¢oes e notagoes adotadas para o caso bidimensional, as componentes da
decomposi¢ao bidimensional ainda possuem as propriedades:

d = V¢ é um campo irrotacional

V X (Vy) = V- J(Vyp)

_ 9p _0p
=V <8y’ 890)

Po Py
Oxdy  Oyox

= 0
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r = J(V4) é um campo solenoidal

V. (V) = v.<J<a‘” (M))

oz dy
_ oY Oy
=V <8y’ 6x>
%Y B 01
 Oydr  Oxdy
=0

Portanto e mesma nomenclatura da decomposicao 3D pode ser utilizada na decom-
posicao 2D com as devidas alteracoes e suas propriedades continuam validas , isto €, o
campo vetorial d = V¢ é chamado de componente com rotagao nula ou irrotacional de
v, e o campo vetorial r = V X ¢ = J(V) é chamado de componente com divergéncia

nula ou solenoidal de v. Das igualdades acima temos

Vv = V- (Vyp) + V- (J(VY)) + V-h
= V-(Vy) + 0 + 0

(V-D)v = (V- I)(Vy) + (V- D)(J(VY) + (V-J)h
=0 + V-(JJ(VY)) + 0
=0 + V- (=V¥) +

e obtemos a versao bidimensional do sistema de equagoes de Poisson (27)

{V Y = Ay (30)

V.(Jv) = -Ay

onde os potenciais ¢ e ¥ de (28) sdo as solugdes do sistema. A componente harménica é
calculada pela diferenca h=v —d —r.

Note que para o sistema (26)-(27) quanto (28)-(30) e para quaisquer harménicos hy
e h,, os camposd =d+hy, v =r+h, e h’ =h — h; — h, também representam uma
decomposicao valida para o sistema. Para ) = R™ e v anulando-se no infinito o campo
harménico nao existe (h = h’ = hy; = h, = 0), assim a decomposicao ¢ tinica, vide |

|. Para dominios limitados o harménico pode existir e para garantir a

unicidade da decomposi¢ao é usualmente especificado condi¢oes de fronteira para cada
equagao de Poisson no sistema (30).

Faremos menc¢ao a duas condigoes de fronteira, adotando a notacao v para o vetor

normal apontando para fora do dominio, temos a primeira condicao Normal-Paralelo
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(NP)
Vo xv =0
J(VyY)-v =0

impondo que a componente irrotacional seja normal a fronteira e a componente solenoidal

seja paralela a fronteira. A segunda condicao é a Paralelo-Normal (PN)
Vep.-v =0
Vv =0

impondo que a componente irrotacional seja paralela a fronteira e a componente solenoidal
seja normal a fronteira. Tal condicao porém, necessita de um certo cuidado. Segundo
[Bhatia et al., 2013a], para que a condigdo PN torne o problema bem posto sao necessarias

as verificagdes das integrais

V.ovx)dx=0= | V x v(x)dx (31)
J J

Note que pelo fato de

d¢
VQO’V—%—O

oY
v1/1’1/—%—0

a verificagdo das Equacgoes 31 sao exatamente as mesmas verificagdes exigidas para que
uma equacao de Poisson com condigoes de fronteira puramente Neumann iguais a zero
(Equagdes 8 e 30).

Exibimos na Figura 5 um exemplo do comportamento que as componentes obedecem
mediante a imposicdo das condigdes de fronteira mencionadas, fica claro em ambos os
casos a ortogonalidade entre a componente irrotacional e solenoidal na fronteira.

NP PN
AV

v v

S
Vi

J(Vy)=r
|

Figura 5 — Exemplo para ilustrar a ortogonalidade entre as componentes quando imposta
a condigdo Normal-Paralelo (NP) e a condicao Paralelo-Normal (PN).

A ortogonalidade L* em € entre dois campos de vetores u e w é estabelecida pela

igualdade
/u-wdA:(). (32)
Q
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Considere o problema da HHD com condi¢gbes NP. Vamos verificar a ortogonalidade

entre as componentes irrotacional e solenoidal.

[:/d-rdA:/Vw-rdA
Q Q

pela identidade V - (¢r) = Vo - r + ¢(V - 1) e pelo fato de V - r = 0 temos

I:/QV-(gpr)dA

do Teorema do Divergente (2.3) e da segunda equagao da condigao NP
[:/d-rdA: o(r-v)dA=0. (33)
Q o9

Portanto sobre as condi¢goes NP as componentes irrotacional e solenoidal sao ortogo-
nais. Contudo para as condi¢gdes PN, nao podemos usar o mesmo argumento. De fato,
analisando a segunda integral em 33 temos r v = J(V) - v, ao passo que a condi¢ao

imposta é V¢ - v = 0.

3.2 Entendendo o campo Harmonico

A razao fundamental para que o HHD néao seja tinico é o campo harmonico, que é
tanto irrotacional quanto solenoidal. Logo, para quaisquer harmonicos hy e h,., os campos
d =d+hy, v =r+h, eh’ = h—h;—h, também representam uma decomposi¢ao valida
para um mesmo problema. Portanto, para entender a nao unicidade, é preciso entender a
natureza do harmonico, como ele se relaciona com as condi¢oes de fronteiras e o porqué
impor condic¢oes de fronteira nao é uma boa escolha.

A imposicao de condicao de fronteira pode retornar componentes que nao sejam com-
pativeis com o campo dado. Durante experimentos | | atestou que a
decomposicao de Helmholtz-Hodge 2D com imposicao de condicao de fronteira NP tem
problemas quando os potenciais contém fei¢oes caracteristicas proxima ou sobre a fron-
teira.

Exibimos na Figura 6 o exemplo usado por Wiebel para demonstrar tais problemas.
Tomando v = r com a particularidade que r contém apenas um vértice de centro exa-
tamente na fronteira e o seu potencial tem decaimento homogéneo em todas as dire¢oes
(gaussiana). A expectativa é que a decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge do campo retorne
apenas a componente solenoidal, T, e as outras sejam nulas. Contudo, como ilustra os
itens (c) e (d) da Figura 6, o potencial obtido pela decomposi¢ao tem uma diferenga
significativa comparado ao potencial analitico. Além da reducao da magnitude, a decom-
posicao adiciona ao potencial um minimo que acarreta em um vértice no sentido contrario

ao analitico.
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= = gaussmna =

Figura 6 — Exemplo dado por | ] expondo um problema gerado pela
decomposicao 2D. Onde v = r é o campo analitico e T é a componente advinda
da decomposicao.

Q
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Figura 7 — Exposicao da dependéncia de um campo harmonico com relacao ao dominio.

Wiebel ainda realizou teste com voértices fora do dominio e concluiu que a decomposigao
inverte o sentido de rotagao do vértice em todo o dominio, além de reduzir a velocidade de
circulacdo comparada ao campo analitico. E por fim constatou que o vortice que tinha seu
centro fora do dominio foi levado para dentro do dominio pela decomposicao. Também
constatamos um problema semelhante ao primeiro aqui exibido usando as condi¢oes PIN,
porém de menor intensidade.

Além desses problemas, ha questionamentos também sobre a componente harmonica.
De fato, observando o campo na Figura 7, se analisarmos o campo sobre o dominio {2
temos que é um campo harmoénico portanto seria esperado que a decomposigao retornasse
apenas a componente harmonica. Porém considerando o dominio €2, temos que uma
parte do campo ¢é criado e destruido por divergéncias locais e portanto nao é harmonico.
Portanto, a componente irrotacional da decomposicdo em € deve ser ndo nula em €.

E sabido que em equacdes de Poisson Au = f, o harménico estd associado a condi-
¢oes de fronteira, pois exigimos tais condigdes na tentativa de obter a unicidade (se u é
solugdo, u + H com AH = 0, também é solugao). Como os problemas de Poisson sao
abordados diante de um dominio aberto, temos que a fronteira é externa ao dominio, logo
determinar um campo harmonico ¢é equivalente a conhecer informacoes fora do dominio.
Observando pela Figura 7, a identificagdo de campos harmonicos por imposicao de condi-
coes de fronteira em 2 é equivalente ao fato de conhecer o campo em €2 ou sua influéncia

em €). Através disso, | | argumenta que qualquer campo nao-harménico
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pode ser completamente compreendido por informacoes disponiveis dentro do dominio.
Portanto, um campo harmonico é indiretamente identificado como o campo que ndao pode
ser compreendido por informagoes de dentro do dominio. Essa interpretagao é sobre os
dados e nao faz suposigoes sobre informacoes externas desconhecidas.

Verificando em um exemplo na Fisica, pela Lei de Gauss ' dado uma carga elétrica

pontual ¢ ndo envolvida por S = B(a,r) temos

/ E-dS=0 (34)
a8

Recordando o Teorema do Divergente (2.3)

/E-dS:/V-EdV (35)
oS S

nesse caso o campo elétrico é irrotacional, logo E = V1), para algum potencial v, dai por
(34) e (35) temos

/V-V@DdV:O.
S

Logo para regides sem carga, as solucgoes para a equagao de Laplace Ay = 0 (uma funcao
harménica) representam uma influéncia externa, isto é, o potencial gerado pela carga que
encontra-se fora do dominio.

Essa interpretacao indireta de campo harmoénico tem vantagens importantes, pois
considerando a interpretacao acima podemos implicitamente identificar qualquer campo

harmonico com respeito a um dominio.

3.3 A Decomposicao Natural

Vimos na seccao anterior que a imposicao de condig¢oes de fronteira pode gerar um
problema na decomposicao, logo seria importante encontrar uma maneira de realizar
a decomposicdo sem tais problemas. Para resolver isso apresentamos a Decomposicao
Natural a qual realiza a decomposicao sem imposicao de condi¢oes de fronteira usando a
Decomposicao de Helmholtz, veremos que além disso obtemos a unicidade e componentes

puramente irrotacional e solenoidal.

Teorema 3.1 (Decomposicao de Helmholtz). Seja v um campo vetorial diferenciavel. Se
v(x) tem decaimento para zero mais rapido que ﬁ quando [|x|| — oo, entdo v pode
ser escrito de maneira tinica como a soma de um campo irrotacional com um campo
solenoidal, ou seja,

v=Vp+V X V.

1 Mais sobre o tema pode ser visto em [ ]
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Defini¢ao 3.2 (A Decomposicao Natural). A Decomposi¢do Natural de Helmholtz-
Hodge de um campo vetorial v suave, HHD* : v = d* + r* + h*, é obtida separando
os campos por influéncia interna e externa referentes a um dominio. As componentes
divergente natural (d*) e rotacional natural (r*) representam campos influenciados por
divergéncias e rotagoes de v dentro do dominio. Consequentemente a componente harmo-

nico natural (h*) é o campo influenciado apenas pelo exterior (fronteira) do dominio.

Teorema 3.3. Dado um campo vetorial v suave sobre um dominio limitado {2 simples-

mente conexo, a Decomposigdo Natural definida em (3.2) existe e é unica.

Demonstracio. Dado um campo vetorial suave v : 2 — R™ para n = 2,3, com ) C R"
limitado, o objetivo é interpretar e calcular as componentes naturais do campo v. Usando
v noés definimos outro campo suave, V : R" — R" tal que sua restricao em (2 seja igual a
v e seu decaimento no infinito seja maior que 1/||x||. Por definigdo, o campo V obtém as
propriedades de vem €2, isto ¢, V- V=V .ve VX V=V X vem

Para encontrar as componentes de v, vamos estudar o campo V. Essa abordagem tém

duas vantagens principais
1. O HHD de V ¢ tnico,
2. Podemos usar a funcao G.

Logo a HHD de V ¢é dado pelo Teorema de Helmholtz (Teo. 3.1)
V=VD+V XR,

onde os potenciais D e R sao dados pela solugcao das equagoes de Poisson em R”

AD = V.V
AR = -V XV

Usando G, para resolver as equagoes de Poisson (Teo. 2.8), assim os potenciais para

X, Xy € R" sao dados por

D(xq) = . Goo(x —x¢) V - V(x) dx

(36)
R(xg) = — /n Goo(x —%9) V X V(x) dx

Podemos dividi-las em parte interior e exterior com relacao a €2 C R™, mais ainda, usando

as propriedades herdadas de V por v temos

D(xq) = /QGOO(X —x0) V-v(x)dx + /Rn\g Go(x —%0) V- V(x)dx
R(x¢) = — /Q Goo(x — %) V X v(x)dx — /Rn\g Goo(x —x0) V X V(x) dx
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onde as integrais [,,(...) e fRn\Q(...) representam a influéncia interna e externa com respeito
a ) respectivamente.

Note que D e R estao definidos sobre o R", contudo, como o objetivo é calcular
a Decomposi¢do Natural sobre {2, vamos nos restringir a xq € 2. E pela defini¢ao,
os potenciais naturais representam apenas a influéncia interna, portanto os potenciais

naturais sao

D*(xg) = /QGOO(X %) Vevx)dx X% €0
(37)
Ri(xo) = —/QGOO(X LX) VX v(x)dx %% € O

Na Secdo 3.2, observamos que a integral [(...) define um potencial ndo harménico
dentro de €2 e por outro lado, a integral fRn\Q(...) define um potencial harmonico dentro
de €). Portanto, ignorando essa tltima integral, ndo teremos mudancas nas rotagoes e di-
vergéncias capturadas pelos potenciais nao harmonicos. Como resultado, as componentes
d*=VD*er* =V XR" (r*=J(VR"), se n =2) combinam a divergéncia e a rotagao
de v. Portanto o natural harmonico pode ser calculado como o resto h* = v —d* —r*,
o qual é a soma das duas integrais ignoradas pelas outras componentes. Note que os

potenciais naturais sao unicamente determinados pelas Equacoes 36 e 37, portanto d*, r

e h* também os sdo. Assim a Decomposicao Natural é tnica. |

Embora as componentes naturais sejam calculadas sobre um dominio limitado, nao
¢ imposto condig¢oes de fronteira, dessa maneira nao sao atribuidos potenciais erros nas

componentes.

Decomposicao Local

[SIN NN
NN N N
NNN -
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P NN
IO

O,
N Y AN
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Figura 8 — Representagao da decomposicao local.

Vimos que a divisao de um campo por influéncias proporciona uma decomposicao com
auséncia de condicoes de fronteira. Diante disso, dado um campo vetorial em um dominio
(), podemos por exemplo, estudar o campo restrito em um subdominio €2; C €2 e realizar
a decomposicao natural (Figura 8), uma vez que os valores na fronteira de 2; sdo obtidos
“naturalmente”. Em outras palavras, dado um campo vetorial sobre um dominio podemos
estudar o campo sobre um subdominio. Chamamos esse estudo de decomposicao local do

campo em 2.
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Aproximacgao Local
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Figura 9 — Ilustracao do objetivo da aproximagao local, a qual aproxima localmente as
componentes no dominio original por componentes obtidas pela decomposicao
local.

Diferente da decomposicao local que identificamos as componentes naturais para um
subdominio, desejamos agora realizar uma aproximacao das componentes naturais sob
um dominio 2 a partir de informagoes sobre um subdominio €2y (Figura 9). Das equagoes

que definem os potenciais naturais (37) temos:

D*(x¢) = /Q Goolx —x0) V-v(x)dx + /ﬂ\Q Goo(x —x0) V - v(x) dx
R*(x¢) = —/Q Goo(x —x9) V X v(x)dx — /Q\Q Go(x —x9) V X v(x) dx
(38)

Assim, se conseguirmos argumentos para que as integrais fQ\Ql() sejam ignoradas,
ganharemos uma maneira de aproximar as componentes globais localmente. Note que para
fluxos turbulentos, rotagoes contrarias e divergéncias contrarias sao canceladas (influéncia
externa sobre €); sdo as internas sobre 2, logo rotacoes e divergéncias), portanto podemos
ignorar a integral fﬂ\m()

Para fluxos nao turbulentos, Bhatia argumenta apenas que G, tende a zero a medida
que x e y se distanciam, contudo verificamos que tal argumento é valido apenas para o
caso tridimensional, uma vez que G (x —y) = m, mas o mesmo nao vale para o
caso bidimensional, uma vez que Go(x —y) = —W. Pelo contrario, usando um
argumento semelhante podemos concluir que fQ\Ql (...) nao pode ser ignorada para o caso
bidimensional, pois G (x — y) aumenta a medida que x e y se distanciam.

Do contrario, se faz necessario a analise caso-a-caso. Por exemplo, se ) é limitado e v
possui uma taxa de decaimento para zero maior que 1—13 na dire¢ao da fronteira, podemos
com o mesmo argumento utilizado por Bhatia ignorar a parcela fﬂ\91(> Por outro
lado se 2 = R? e v possui a propriedade de ir para zero mais rapido que 1/[|x|| quando
||x|| — o0, neste caso a decomposi¢ao natural torna-se a decomposicao de Hemlholtz (Teo.
3.1) e a aproximagao local torna-se a decomposicao natural, a qual ja vimos que podemos

ignorar a integral em questao.
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Note que pelo fato de nao podermos ignorar a integral usando apenas a fungdo de

Green devemos adicionar hipéteses sobre o campo vetorial.
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CAPITULO

Resultados

Apresentaremos na Sec¢ao 4.1 como realizar a Decomposicao de Helmholtz-Hodge com
imposicao de condi¢oes de fronteira Paralelo-Normal bem como a Decomposicao Natural.
Na Secao 4.2 abordaremos alguns exemplos e comparagoes entre os métodos. Por tltimo
na Secao 4.3, por meio de uma analise nos potenciais escalares provenientes da decompo-
sicao mostraremos que ¢é possivel obtermos algumas fei¢coes caracteristicas de um campo
vetorial dado.

Como trabalhamos com aproximacoes do continuo pelo discreto faz-se necessario o uso
de tratamento de erros da aproximacao pelo analitico, quando esse esta presente. Para
mensurar os erros utilizamos a norma L? que é definida como a raiz quadrada da soma
ao quadrado dos elementos de um vetor e a norma do mdzimo (supremo, infinito) que
¢ definida como a maior entrada de um vetor em valor absoluto. Em simbolos, dado

u= (ug,...,uy)

[ulls =

lulloe = maz{luls1 < i < n}

o Tepresenta a norma L2, que

Onde a notacao ~ diz respeito a norma do méximo e

também é conhecida como norma de Frobenius, a qual é utilizada para matrizes contudo
quando a matriz é unidimensional ela comporta-se como a norma L2,

Como o resultado das decomposi¢oes continuam sendo campos de vetores, utiliza-
mos para as analises de erros pontuais (na existéncia do analitico) os erros relativo (e,),
absoluto (e,) e de fase (ef) em radianos, definidos por

Ju—q] i u-
=——— , e =|u—1|] e e;=arccos —
[Jallf[a
onde u é o vetor exato e u é o vetor aproximado. Note que o erro relativo é definido
apenas quando o vetor exato nao é nulo, ja o erro de fase quando ambos os vetores sao

nao nulos. Para evitar problemas numéricos no calculo do erro relativo usaremos uma
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cota inferior para o valor de ||ul| igual a 1075 ou seja, para valores de |[ul| < 107% o
erro relativo sera substituido pelo erro absoluto. Observe que se realizado o calculo de
qualquer um dos erros acima para um campo de vetores discreto, teremos como resultado
um vetor de erros, a qual pode ser aplicada a norma do méaximo ou L? para se obter
um erro global. Para avaliar esses erros utilizaremos algumas ferramentas comumente
presente na estatistica, tais como: média, mediana, desvio padrio e boxplot (diagrama de
quartis).

O desvio padrao dado por

n

o= JiZ(w, — My)?
i=1

¢ uma medida que expressa o grau de dispersao de um conjunto de dados (z1, xg, ..., Z,)

com relacao a sua média M 4. Ou seja, o desvio padrao indica o quanto um conjunto de

dados é uniforme. Quanto mais proximo de 0 for o desvio padrao, mais homogéneo sao

os dados.

O boxplot ou diagrama de quartis (ou ainda diagrama de caixa) é uma ferramenta
grafica que permite visualizar a distribuicao dos dados ordenando-os de forma crescente,
apresentamos um exemplo na Figura 10. A partir dai, sdo obtidos os valores referentes
a 25% das amostras, 50% e 75% que sdao chamados de primeiro quartil (¢;), segundo
quartil (ou mediana) e terceiro quartil (g3) respectivamente. Também os valores dos
limites inferior (W;) e superior (W) (whisker) os quais sdo W; = ¢ — 1.5(gs — ¢1) e
Ws = g3 + 1.5(¢g3 — ¢1). Finalmente um ponto é considerado um outliers (atipico ou

discrepante) se é maior que W, ou menor que W;.

outliers

—— whisker superior = W,

il 756 = q3
5006 = g2

2% = q1

—— whisker superior = W,

ol +

Figura 10 — Apresentacao dos elementos presentes no boxplot.
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Usamos em todos os exemplos o método de diferencas finitas para a discretizagao
dos problemas, e nos concentramos em dominios retangulares, isto ¢, Q = [a,b] x [c,d] e
Q= (a,b) x (c,d). As implementagoes foram feitas usando o software MATLAB (R2016b)
e visualizagdo usando o software MATHEMATICA (11.3.0), onde a escala de cores repre-

senta a magnitude dos vetores que compoem o campo de vetores.

4.1 Dados de implementacao

Exibiremos nesta secao o caminho utilizado para a implementacao dos métodos.

Decomposicao por Imposicao de Condigoes de Fronteira

[ | fizeram a HHD-PN usando o SPH sem uma estrutura de
malha, contudo ele deixa claro a metodologia utilizada e dessa forma adaptamos para o
Método de Diferencas Finitas. Para decompor um campo vetorial suave v : 2 — R? com

condicoes de fronteira é necessario montar e resolver os sistemas

V.v=Ap em V-(Jv)=-AY em

Op o (39)
— =0 em 0f) — =0 em Of)

v ov

Calculamos o gradiente e divergente como descrito na Se¢ao 2.3 e dai somos capazes
de resolver estas equagoes de Poisson. Para tal, usamos a metodologia descrita na mesma
segdo e de cada um dos problemas de contorno (39) uma equagao do tipo Ax = b deve
ser resolvida para entdo obtermos os potenciais ¢ e 1 (como o Ex. 2.6). Resolvemos
as equagoes usando o método de Gauss Seidel (GS)' e o método Generalized minimum
residual (GMRES)" proveniente do MATLAB. Por fim, para obtermos a decomposi¢io
que denotaremos por v = dpn + rpn + hpn, devemos aplicar o operador gradiente nos
potenciais obtidos anteriormente para conseguir as componentes dpny = Vo e rpy =
J(V1). Lembrando que a componente harménica é a diferenga entre o campo vetorial e
as outras componentes, hpy = v — dpn — I'pN.-

Daqui em diante utilizaremos a nomenclatura GS e Gauss Seidel para indicar a de-
composicao de Helmholtz-Hodge com condi¢oes de fronteira Paralelo-Normal utilizando o
método de Gauss Seidel para solugdo do sistema linear oriundo das equagoes de Poisson
para a obtengao dos potenciais escalares. Analogamente para o método GMRES.

Vale ressaltar que o método de Gauss Seidel utilizado foi implementado sem fator de
sobre-relaxacao. Em contrapartida o método GMRES utilizado é nativo do MATLAB, o

qual é otimizado e possui pré-condicionador.
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Y
—

Convolugao Gradiente

v d*

Figura 11 — Representacao da decomposi¢ao natural para a componente irrotacional, dado
o campo vetorial v realizamos a convolugdo com a fungao de Green para a
obtencao do potencial D* e a seguir obtemos a componente natural d* da
decomposi¢ao natural de Helmholtz-Hodge.

Decomposicao Natural

A Figura 11 realca os dois grandes passos na decomposicao natural. Dado um campo
vetorial v, vimos na Secao 3.3 que para alcancar os potenciais naturais devemos realizar
a convolugao da fungdo de Green com o campo operado por um operador diferencial,
obtendo

D*(xq) = / Goo(x —%¢) V » v(x) dx X, X € €
Q

R*(xg) = —/ Goo(x—%9) VX v(x)dx  x,%9€Q
Q

onde o divergente é calculado como descrito na Secdo 2.3 e o rotacional é dado pelo

divergente, V X v = V - J(v), a partir desses potenciais, sdo calculadas as componentes

da decomposicao, d* = VD* e r* = J(VR*) (Figura 12).

v

[~ ¢S mow ]
¥ ¥
| D* = [4Goo(V V) | R*:_fQGOO(V'J(V))l

4 ¥

| d* = VD | | r=J(vRr) |

Figura 12 — Passo a passo para a obtengao das componentes naturais que exercem influén-
cia interna, onde a componente harmonica, que exerce influéncia externa, é
dada por h* := v —d* —r*.

Para a integracao utilizamos a funcao trapz nativa do MATLAB que calcula uma
aproximacao para a integral usando o método do trapézio. Durante a integracdo, evi-
dentemente em algum momento teremos x = xq, tanto numérica quanto analiticamente,
e como vimos na Sec¢ao 2.4 a Fungdo de Green G (x — Xg) tem uma singularidade em
x = Xo. Contudo, atribuimos o valor G (x9 — xg) = 0 e como justificativa, observamos

a desigualdade 25 na demonstragdo do Teorema da solugdo da equagao de Poisson (Teo.

1" Detalhes podem ser obtidos em [Barrett et al., 1994].
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2.8), a qual diz que a integral supracitada tende a zero quando estamos sobre uma bola
de centro xy tendendo a zero, isto é, a medida que refinamos a malha a integral em uma

vizinhanca de x( tende a zero.

4.2 Resultados

Mostraremos nesta se¢ao exemplos, comparacoes e discussoes sobre os métodos apre-
sentados.

Alguns dos exemplos aqui expostos foram feitos usando o caminho contrario do que
foi visto até agora, da seguinte maneira, a partir de dois campos potenciais ¢, e dos
operadores diferenciais obtemos d = Vi e r = J(V#). Dai adicionando uma componente
harmoénica obtemos um campo vetorial v =d 4 r + h, ao qual pode ser aplicado a teoria
vista e comparado, uma vez que o campo analitico é conhecido. Para campos dessa forma

usaremos a notacao dg, rg e hy para indicar campos analiticos.

.=.+.+.

Figura 13 — v = dg + rg + hy.

Exemplo 4.1. Consideramos para esse exemplo um campo vetorial com dois vortices
de rotacoes contrarias, uma fonte e um sorvedouro. O vértice com rotacao no sentido
horédrio estd com seu centro no ponto (1,1) e o de sentido anti-horario com centro no
ponto (—1, —1), a fonte esta no ponto (1, —1) e o sorvedouro no ponto (—1, 1), todos com
decaimento exponencial. Para mais clareza, segue as funcoes utilizadas para a construgao

do campo v = dy + ry + hy e sua ilustracao na Figura 13.

do(z,y) =Vy(z - Ly+1) - Vy(z+1,y—1) (40)
ro(z,y) = J(Vy(@ -1,y —1)) = J(Vy(z + Ly + 1)) (41)
hy(z,y) = (1,1) (42)

onde y(z,y) = —e~ 2

A construcao das componentes dessa maneira, deixa claro que dy tem rotacional nulo,

ro tem divergente nulo e que %16) = %;) = 0 garantem que hy é harmonico. Lembrando

que ao tratarmos de problemas de contorno com condi¢ées puramente Neumann devemos

verificar se a Equacao 8 é satisfeita para cada um dos sistemas em 39. Realizamos a
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Figura 14 — Decomposi¢oes de Helmholtz-Hodge. Em (a) apresentamos a decomposic¢ao
de Helmholtz-Hodge utilizando condigoes de fronteira Paralelo-Normal e o
método Gauss Seidel para a resolugdo dos sistemas lineares. Em (b) mu-
damos apenas a forma de resolver os sistemas lineares, usamos o método
GMRES. E finalmente em (c) apresentamos a decomposicao natural. Para
cada decomposicao lé-se da esquerda para a direita: componente irrotacional,
solenoidal e harmonica.

verificacdo numericamente e obtemos —6.9x 10717 e 5.4 x 1076 respectivamente, portanto
os sistemas sao consistentes.

Comecaremos analisando a componente harmoénica, uma vez que a mesma ¢ a diferenca
do campo dado pelas outras componentes, acumulando assim os erros. Verificando a
Figura 14, visualmente percebemos diferencas notaveis entre as decomposicoes, vemos
também que a decomposicao usando GMRES aproxima-se melhor do campo constante
(1,1) que usando Gauss Seidel. Contudo analisando a norma L? sobre os vetores de erros
angulares, constatamos que, usando Gauss Seidel para resolver o sistema obtemos um
melhor resultado frente a GMRES, vide Tabela 2. Entretanto percebemos que para a
norma do maximo obtemos o contrario, para isso basta um valor alto para que a norma

tenha um valor elevado, mas nao é o caso.

HHD-PN .
GS [GMvmes | HHD
les()]2 | 195 | 234 9.82
les(D)]loo | 0.71 | 0.43 0.15

Tabela 2 — Erro angular da componente h, valores em radiano.

Ainda sobre o erro angular, percebemos na Figura 15 a existéncia de muitos outliers
altos usando GS, mesmo isso nao ¢ suficiente para que o seu erro seja menor que GMRES.
Mas se analisarmos a mediana de ambos verificamos que a decomposicdo usando GS é

muito menor que GMRES e o contrario ocorre na dispersao dos valores, acarretando um
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desvio padrao maior para GS (Tabela 3).

Em outras palavras, a componente harmonica proveniente da decomposicao usando
Gauss Seidel para resolver o sistema linear retorna mais vetores préoximos aos analiticos
e mais vetores longe dos analiticos (distdncia no sentido angular) que a decomposigao
usando GMRES.

Observando os mesmos objetos, porém levando em conta os dados obtidos pela de-
composicao natural, fica evidente que em relacdo ao erro de fase a decomposicao natural é
a que melhor extrai a componente harmonica. Tratamento semelhante pode ser realizado
com os outros erros mas apresentamos apenas os valores na norma L? dos vetores de erros

na Figura 16a e a decomposicao natural continua obtendo melhores resultados.

HHD-PN -
o N GS | GMRES HHD
o5 ﬁ Média 0.18 0.28 0.12
o2l 1] Des. Padrao | 0.16 0.07 0.02
a1 % Mediana 0.13 0.30 0.13
Y H n° outliers | 949 156 204
[ PS)
& &
Tabela 3 — Analise estatistica da compo-
Figura 15 — Boxplot da matriz dos nente h, as trés linhas superiores
erros de fase. estao em radiano.

Em todas as decomposi¢oes verificamos que como esperado, as componentes irrotaci-
onais tém rotacional nulo, bem como as componentes solenoidais tém divergéncia nula,
pois todas estdo na ordem de 1073, Na Figura 16b apresentamos o gréifico referente a
norma L? obtido pela aplicacdo dos operadores diferenciais, rotacional e divergente, nas

componentes harmonicas.

30

‘ ‘
‘
5 G

30 [JGMRES | 1 [ ]GMRES
[ JHHD" = [ Jumup* | ]
25+
20
20 - 4
15
15 1 i 10}
st
. . 0 —_— R
Absoluto Relativo 1V hil IV hil
(a) Erros absoluto e relativo sobre a (b) Norma L? sobre os operadores di-
componente h sobre a norma L?. ferenciais aplicados a componente

harmonica.

Figura 16 — Em azul apresentamos a decomposicao usando GS, em ciano usando GMRES
e em amarelo a decomposi¢ao natural.
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Com a atencao na componente irrotacional, com relagdo aos erros angulares e absolutos
novamente a decomposicao natural apresenta melhores resultados, apresentamos apenas

o erro absoluto na Figura 17. Na mesma figura contudo, vemos que seu erro relativo é o

pior.

104

C &

[ IGMRES

[ InHD*
103 F 1
102 F 1
101 L 4
10° ! !

Absoluto Relativo

Figura 17 — Erros absoluto e relativo sobre a componente d sobre a norma L2

Para obtermos melhores esclarecimentos sobre o por que, recorremos novamente as
ferramentas estatisticas para tal. A Tabela 4 exibe os valores dos quatis de cada uma
das decomposicoes referente ao erro relativo da componente irrotacional. Notamos que
em relacao aos dois primeiros quartis obtemos melhores resultados para GMRES que GS
e o contrario para o terceiro quartil, com uma grande diferenga. Notamos na terceira
coluna da tabela que os valores obtidos pela decomposicao natural sao inferiores as outras
decomposi¢oes mesmo com erro relativo maior.

Para entendermos essa “anomalia”, constatamos a existéncia de alguns pontos com
erros muito altos, da ordem de 10 vezes mais que GS, o que eleva o valor da norma.
Entretanto tais erros estao localizados apenas nos cantos do dominio de maneira isolada,

vide a Figura 18.

o GS | GMRES | HHD*
: 1° Quartil | 0.58 0.42 0.16
: Mediana | 0.72 0.63 0.23
: 3° Quartil | 1.01 1.39 0.60

.

Figura 18 — Representacdo em cores dos  labela 4 — Tabela de valores dos quartis
valores referentes ao erro rela- em relagao aos erros relativos de
tivo sobre a componente d. d.
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Em contrapartida percebemos que ha uma variacao do erro relativo ao longo de todo
o dominio quando usamos Gauss Seidel para resolver o sistema linear para o problema de
Poisson gerado pela decomposi¢ao por imposicao de condigoes de fronteira.

Os resultados obtidos pela componente solenoidal foram exatamente os mesmos que a
componente irrotacional, isso reforca o fato que a decomposicao de Helmholtz-Hodge ex-
trai de maneira estrutural as componentes do campo vetorial, uma vez que a componente
solenoidal é uma rotagao (fungao J) e translacdo dos objetos utilizados na componente
irrotacional (vide Equagoes 41 e 42).

Realizamos o teste da ortogonalidade entre as componentes d e r de cada método
(Equagao 32), mesmo sem a garantia da ortogonalidade e exibimos os valores na Tabela
5. A decomposicao utilizando GS obteve o melhor resultado e pela ordem de grandeza

podemos atribuir a ortogonalidade entre suas componentes.

GS GMRES | HHD*
0.00515 | 2.165 0.520

Tabela 5 — Teste da ortogonalidade L2

10°

T 018
—HHD"
101 n N ——GMRES | | 2 016
HHD"-2 )
—— GMRES-2 014
102 - £
\\ = 1 1012
103 ¢ \ 0.1
\ 0
A 0.08
104 X
NS 1 0.06
105 \ R ]
\; 0.04
106 L ~_ 1 0.02
-3 0

10'7 1 1 1 L L 3 2 1 0 1
16 32 64 128 256 512 1024

Particao

(a) Representagao para ||V - hl|2, onde o (b) Representacao pontual de V-h* para o caso
sufixo “-2” simboliza os dados que ti- I =10.
veram algumas camadas de fronteiras
nao computadas.

Figura 19 — Analise de convergéncia da componente harmonica em relagao ao divergente.
O refinamento se deu pelo aumento da particao para cada instante, sendo

portanto os valores dados por 2! x 2! onde [ € {4,...,10}.

Até o momento estdvamos com o dominio [—3,3] x [—3, 3] e partigdo 80 x 80, porém
realizamos também um refinamento da particdo dada por 2! x 2! onde [ € {4,...,10} e

mantendo o dominio. Portanto, para cada valor de [, a malha é o conjunto
M = {(=3+ih, =3+ jk); i,5 € {0,1,--- ,2'}}

eh=Fk= %. Exibimos na Figura 19a a norma L? aplicada ao divergente da componente

harmonica a cada etapa do refinamento. Identificamos na Figura 19b que os pontos com os
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maiores valores encontram-se na fronteira, portanto apresentamos também na Figura 19a
os valores da mesma operagao com uma pequena restricao ao dominio, de outra maneira,
ap6s o cdlculo das decomposicoes usamos a malha M com i,j € {(I—3),(l—2),---,2! —

[+ 1}, ou seja, é o mesmo que retirar [ — 3 “camadas” da fronteira.

¢

Exemplo 4.2. O dominio usado nesse exemplo é ) = [—1,1] x [—1, 1] particionado em

50 x 50, isto é, a malha é o conjunto
M = {(=1+ih, =1+ jk); i, €{0,1,--- ,50}}
onde h =k = % = 0,04. Para a criacdo do campo vetorial v = dg + ro + hg usamos
do(z,y) = V(=)
ro(z,y) = J(V(—e*¢))
ho(z,y) = V(e*sen(y))

Como vimos na Sec¢ao 3.1, dg e ry como acima propostos sao respectivamente irrota-

cional e solenoidal, note também que

hy = (exsen(y), ezcos(y))

g 0 T T _ T _
V- -hy= (c‘?x’ c‘?y) . (e sen(y), e cos(y)) = e"sen(y) — e"sen(y) =0
o 0

dx’ dy

portanto garantimos que hy é um campo harmonico. Exibimos as componentes e o campo

V X hy=V_-.Jy) = ( > . (e“”cos(y), —e“”sen(y)) = e“cos(y) — e“cos(y) =0

final na Figura 20.

Figura 20 — v = d* 4+ r* 4+ h*, as figuras menores representam o campo analitico.

Para o caso HHD-PN devemos verificar a Equagao 8. Realizamos a verificagao nu-
mericamente e obtemos o valor -0.22 para um dos sistemas, o que em nosso entendimento
nao é uma boa aproximacao para zero. Portanto nao a realizamos, pois neste caso o
problema é inconsistente. A titulo de curiosidade, verificamos a ortogonalidade entre as
componentes que exercem influéncia interna provenientes da decomposi¢ao natural e ob-
tivemos o valor 0.30. Como a ortogonalidade nao é garantida apenas atestamos que o

exemplo em questao nao goza de tal propriedade.

¢
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Dependendo do caso a presenca de ventos pode ser bem vinda ou nao, um exemplo
positivo é em uma estacdo de producao de energia edlica. Ha outros casos em que a
presenca dos ventos nao é desejada, como entornos de construcoes de arranha céus. Para
o primeiro exemplo, é desejado que os ventos tenham uma “estrutura” de campos harmo-
nicos constantes, ja para o segundo, a presenca de vortices é o menos desejado. Notamos
nesses exemplos uma utilidade para a decomposicao de Helmholtz-Hodge, pois para o pri-
meiro o HHD pode ser 1til para determinar um local e orientagao e para o segundo caso,
determinar um dia-horario para que possam ser utilizados guindastes com mais seguranca

mediante previsoes climéticas, por exemplo.

Exemplo 4.3. Abordaremos nesse exemplo um campo de vetores que representa o vento
sobre uma determinada area, veja o campo na Figura 21. Os dados utilizados sao dis-
ponibilizados internamente no MATLAB, como ndo estdao disponiveis (nao existem) as
componentes analiticas do campo v, nao ¢é possivel fazer uma comparacao. Entretanto
podem ser realizadas aferi¢oes sobre as componentes. Apresentamos na Figura 22 a de-

composi¢ao natural do campo v.

Figura 21 — Campo vetorial v

) Irrotacional natural ) Solenoidal natural ) Harmonico natural

Figura 22 — Componentes provenientes da decomposicao natural

Calculamos o rotacional e o divergente de h* e apresentamos na Figura 23 o boxplot
sobre a componente harmonica. Calculamos também o rotacional da componente d*
e o divergente da componente r*, os resultados foram da ordem de 10~'* para ambos
erros, ou seja, a decomposicao retornou de fato uma componente irrotacional e uma

solenoidal. H& também de se levar em conta a quantidade de pontos utilizado para a
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V x h* +iwg- — | - —————— — — — — -4

1 1 1 1

10° 101 102 103 104

Figura 23 — Boxplot do rotacional e divergente sobre a componente h*

discretizagao, neste exemplo o dominio é [70,134] x [17,60] particionado em 40 x 34,
isto é, uma particao relativamente pequena caso deseje erros numa escala menor. De
fato, apresentamos no Apéndice A a convergéncia dos operadores diferenciais utilizados,
e verificamos que por exemplo, para uma particio 32 x 32 os erros estdo entre 107! e
1072, j& para 8192 x 8192 os erros estdo préximos da ordem 107%. Portanto o acumulo
dos erros obtidos durante a obtencao das componentes que exercem influéncia interna sao
transferidos para a componente harmonica e por esse motivo h* apresenta os erros da

Figura 23.
¢

Reservatorios de petrdleo sdo formagoes rochosas sedimentares que possuem diversos
espacos vazios. Esses espacos vazios formam redes de poros interconectados que armaze-
nam e permitem o escoamento de fluidos, como é o caso do petréleo. Simula¢des numéricas
dos escoamentos em reservatérios sao utilizadas para estimar caracteristicas de produgao,
como por exemplo o padrao do fluxo, na tentativa de buscar a utilizacao 6tima dos campos

de produgao de petroleo.

Exemplo 4.4. Este exemplo apresenta a decomposi¢do de um campo vetorial (Figura

24) obtido por uma simulacido de fluidos em meios porosos”.

Figura 24 — Representacao do escoamento do fluido. Os destaques sdo referentes a de-
composi¢ao local, a cor verde representa a regiao dada por €2 e a regiao em
amarelo representa (2.

Teoricamente o escoamento é incompressivel, portanto quando realizada a decompo-

sicdo natural a componente d* de maneira analitica deve ser nula. Contudo obtemos um

2 Péster disponivel aqui.



Capitulo 4. Resultados 62

L i 1102
. \ : 1100
£ ‘ |

! \

| \
} | 1102
: \

! \

! \

| \
L \ L 4107
‘ \

\
E ‘ ]
LT

V x h* V- h*
(b) r* (c) Boxplot do erros referen-

tes a componente harmo-
nica natural.

Figura 25 — Componente irrotacional natural (a), componente solenoidal natural (b).
Apresentamos em (c) o boxplot dos erros obtidos pela componente harmonica
natural que contai os erros gerados ao longo de todo processo.

campo nao nulo, com valores para a mediana e desvio padrao de 0.25 e 0.32 respectiva-
mente, algo préximo de um ruido, veja a Figura 25a. Isso pode dar-se pela composicao de
erros, tanto na simulacao para a obtencao do campo de vetores quanto na decomposicao
e tais erros aparecem também na componente h* = v—d* —r*. Ja em relacao a estrutura
da decomposicao, obtemos que as componentes que exercem influéncia interna sao de fato
irrotacional e solenoidal, com valores na ordem de 10712,

Como vimos ao final da Secao 3.3, podemos fazer a decomposicao local dos campos
caso tenhamos interesse de decompor o campo apenas em um subdominio. Para exibi-la
continuaremos neste o exemplo. O dominio original deste exemplo ¢ Q = [0,220] x [0, 60]
e realizaremos a decomposicao local em duas subregides, a primeira e menor serd §); =
(100, 130] x [35,55] a segunda serd Q, = [85,145] x [20,60], a representacio das regides
podem ser vistas na Figura 24.

Ao realizarmos a decomposicao (local) para cada um dos dominios (€2, e €5) obte-
mos suas respectivas componentes. Como neste caso as analiticas ndo existem, para fim
de comparagao utilizaremos as componentes em {2 como analiticas, isto é, faremos aproxi-
magcoes locais sobre cada regiao. Considere as componentes rg, r; e ry das decomposigoes
em (2, () e {2y respectivamente. Apresentamos na Figura 26 as componentes solenoidais
em € (a) e em {2y (b) que representam as decomposicoes locais em seus respectivos
dominios.

Analisaremos apenas as componentes solenoidais. Restringiremos €2 na regiao 2 e

para que dessa forma a andlise seja realizada sobre uma mesma regiao.
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Figura 26 — Apresentagdo da componente r* da decomposicao realizada em €2; (a) e a
decomposicao realizada em €25 (b) bem como o boxplot dos erros absolutos.
As figuras menores correspondem a restricao de €2 a regido em questao.

Percebemos pelo boxplot na Figura 26 que ao aumentarmos a quantidade de amostras
do campo vetorial a decomposicao melhora, haja vista que tendemos ao campo original que
foi utilizado como analitico e foi previsto tal comportamento na Secao 3.3. De maneira
semelhante ocorre com a componente irrotacional. Verificamos também o divergente
das componentes harmoénicas, para a componente obtida pela decomposicdo em §2; e
comparada com a restricdo de €2 sobre o mesmo subdominio obtemos os valores para a
mediana e desvio padrao de 0.10 e 0.24 respectivamente. Para a decomposicao em €2,
e comparada com a restricio de 2 a )y obtemos os valores para a mediana e desvio
padrao de 0.048 e 0.166 respectivamente. Resultados semelhantes sao obtidos através da
aplicagao do rotacional sob a componente harmonica.

Realizamos também a comparacio entre €2 restrito a 2, {29 restrito a 21 e €. Apre-
sentamos na Figura 27 um “fluxograma” para um melhor entendimento que indica trés

decomposic¢oes, que sao:

- A decomposicao nomeada por dec — 0 é obtida através da HHD* em v sobre 2 e a

restricao de todas as componentes sobre €2;.

- A decomposicao nomeada por dec — 1 é obtida restringindo v em €21 e entao reali-

zando a HHD* nesta restri¢ao, obtendo assim, componentes sobre €.

- A decomposicao nomeada por dec — 2 é obtida restringindo v em {25 e entao re-

alizando a HHD* nesta restricao e finalmente restringindo estas componentes em
Q.

Percebemos na Figura 28 que de fato a segunda integral em (Equagao 38) nao deve ser
ignorada, pois quando aumentamos o dominio no sentido de tender ao dominio original,
obtemos melhores resultados. O boxplot refere-se ao erro absoluto da referida decompo-
sicdo com a decomposicao em {2 restrita ao dominio em questao, haja vista que tomamos

as componentes em () como analiticas. ¢
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Figura 27 — Fluxograma representativo das decomposicoes locais para a utilizacdo na
aproximacao local.
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Figura 28 — Decomposicoes restritas a €. Onde (a) é a HHD* realizada em 4, (b) é a
HHD* realizada em € restrita a € e (c) é a HHD* realizada em 2 restrita
a .

Exemplo 4.5. Observamos também que a natureza do campo deve ser conhecida, de
fato, veja a Figura 29 a qual apresentamos a decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge utilizando
condi¢oes de Dirichlet em todo o bordo e a decomposicao natural. Nitidamente é exposto
a importancia de sabermos de onde vem o campo para conhecermos a decomposi¢ao
correta - coerente com o desejado, a ser utilizada. Para esse campo vetorial poderiamos
ter realizado a decomposicao impondo as condi¢oes Paralelo-Normal, mas para isso, faz-se
necessario a verificagdo da que garante que o problema esta bem definido (Eq. 8), a qual
obtemos o valor de —2.16 e portanto esta decomposicao nao pode ser realizada.

O campo vetorial da Fig. 29 tem uma particularidade, a componente dy utilizada
para a criacdo do campo v é na verdade um campo harmoénico. Para ficar claro, usamos
dy = V(zy), e dai temos

V:dy=V xdy=0

e portanto v = 1o + hg, para hy = dy + hy. Tal particularidade é bem apreciada pela
decomposicao natural, uma vez que o campo d* tem médulo méximo na ordem 10712,
isso vem do fato que a decomposicao natural é realizada pelo ponto de vista da influéncia
dos campos. Como o campo harmédnico (que neste caso é dg + hg) nao exerce influéncia

interna e o campo que exerce influéncia interna é solenoidal (por criagdo de v) obtemos
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Figura 29 — Um campo vetorial v decomposto de duas maneiras, por HHD com condigoes
de Dirichlet (linha superior) e a HHD* (linha inferior). A primeira coluna
refere-se a componente irrotacional, a segunda a solenoidal e a terceira a
harmonica.

que a componente irrotacional é nula.

Portanto exibimos neste exemplo uma clara vantagem da decomposi¢ao natural com-
parada a decomposi¢cao Paralelo-Normal, haja vista que a ultima nao pode ser aplicada
neste caso. Percebemos também que a HHD* realizou com maestria a verificagdo da

existéncia das componentes que exercem influéncia interna. ¢

4.3 Identificacao de Singularidades

As singularidades (pontos criticos), como fontes, sorvedouros e vdrtices, representam
feicoes caracteristicas bésicas de um campo vetorial [Petronetto, 2008]. A detecgao des-
sas singularidades é muito importante para a andlise do campo vetorial, uma vez que elas
determinam o comportamento fisico do campo vetorial. A partir da decomposicao de
Helmholtz-Hodge as singularidades sao identificadas como os pontos criticos dos poten-
ciais escalares utilizados para obten¢ao das componentes irrotacional e solenoidal. Nos
baseamos em [Polthier and Preuls; 2003] e [Petronetto et al., 2010] para a identificagdo de
tais singularidades.

Dado um campo vetorial v = Vy + J(V1) + h definimos:

1. (Fonte) Um ponto da malha representa uma fonte se ele for um ponto de maximo

local da fungao ¢;

2. (Sorvedouro) Um ponto da malha representa um sorvedouro se ele for um ponto de

minimo local da fungao ¢;

3. (Vortice Hordrio) Um ponto da malha representa um vortice com rotagao no sentido

horario se ele for um ponto de minimo local da funcao v;

4. (Vortice Anti-hordrio) Um ponto da malha representa um vértice com rotagdo no

sentido anti-horario se ele for um ponto de maximo local da funcao ;
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Figura 30 - v =dg + ro + hy

Vamos usar o Exemplo 4.1 para aplicar a metodologia acima de obtencao de singu-
laridades, o qual apresentamos na Figura 30 as componentes analiticas utilizadas para a
obtenc¢ao do campo vetorial v.

Uma vez que para identificar as singularidades precisamos apenas das componentes
de uma decomposicao, podemos realizar a identificacdo para cada método usado no Ex.
4.1. Exibimos na Tabela 6 as posi¢oes de cada singularidade obtida. Advertimos que
a utilizagdo do método de Gauss Seidel para a solugdo dos sistemas lineares atribuiu
a componente solenoidal trés vortices, os quais nao deveriam existir. E mais, quando
refinamos a malha para 256 x 256 obtemos um total de 7 fontes, 7 sorvedouros, 11 vértices
em sentido horario e apenas 1 em sentido anti-horario. Ja os outros dois métodos, GMRES
e HHD*, mantém as singularidades invariantes ao refinamento. Exibimos na Tabela 7 o

mesmo campo para uma particao ainda mais fina, 1024 x 1024.

- HHD-PN
HHD GS GMRES
Fonte 12,-1.0) | (13,-1.1) | (LL08)
Sorvedouro (—1.0,1.2) (—1.1,1.3) (—0.8,1.1)
Vortice anti-horario | (—1.0,—1.0) | (—1.1, —1.1) | (—0.8, —0.8)
(—24,-28)
Vértice horario (1.2,1.2) (1.3,1.3) (1.1,-2.8)
(—2.4,1.1)

Tabela 6 — Posicoes das singularidades do campo usado no Ex. 4.1 por cada método com
particao de 80 x 80.

) HHD-PN
HHD GMRES
Fonte (1.09, —1.08) | (1.19, —L.18)
Sorvedouro (—1.08,1.09) (—1.18,1.19)
Vértice anti-horario | (—1.08,—1.08) | (—1.18,—1.18)
Vortice horario (1.09,1.09) (1.19,1.19)

Tabela 7 — Posi¢oes das singularidades do campo usado no Ex. 4.1 pelos métodos HHD*
e GMRES, com particao de 1024 x 1024.

Apresentamos na Figura 31 as singularidades obtidas do campo abordado no exemplo

de extracao de petréleo (Ex. 4.4), observamos que de fato, a componente irrotacional
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apresenta um comportamento peculiar. A componente d* possui 539 sorvedouros e 524

fontes, ja r* possui 16 vértices anti-horario e 13 vortices no sentido horario.

(a) Componente solenoidal, os pontos em azul representam vértices
no sentido horario, ja os pontos em vermelho representam os

(b) Componente irrotacional, os pontos em verde representam fon-
tes, ja os pontos em magenta representam sorvedouros.

Figura 31 — Singularidades sobre o campo usado no exemplo 4.4.
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CAPITULO

Conclusao

O objetivo deste trabalho era utilizar as fun¢des de Green para espacos infinitos para
obter as solugoes de determinadas equagoes de Poisson e a partir de uma interpretacao
indireta de campos vetoriais juntamente um os potenciais dados pelas equacoes de Poisson
determinar a Decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge (HHD).

Inicialmente estudamos os métodos de diferengas finitas (MDF), onde vimos como
aproximar localmente as derivadas ordinarias uma funcao real através de uma combinacao
da prépria fungao com suas derivadas de ordem menores. Vimos também o mesmo estudo
de aproximacao da derivadas parciais de uma funcao real de varias variaveis.

Mediante essas ferramentas, estudamos maneiras de implementar os operadores dife-
renciais Gradiente e Divergente além de resolver equagoes de Poisson para as condigoes
de fronteira mais usuais. Neste momento encontramos obstaculos para implementar a
resolucao da equacoes de Poisson para dominios nao-retangulares, uma vez que para cada
dominio dado se faria necessario o seu estudo de fronteira elevando drasticamente o custo
para sua implementagao e computacgao.

A partir da metodologia exposta por | | para a resolugao da
HHD usando o método SPH usando as condigoes de fronteira Paralelo-Normal, vimos que
precisariamos dos operadores diferenciais além de montar e resolver equagdes de Poisson.
Dai nés adaptamos a metodologia para o uso do MDF.

A Decomposigao Natural de Helmholtz-Hodge (HHD*) apresentada por |

] permite realizar a HHD sem a imposi¢ao de condigbes de fronteira, mediante uma
interpretacao indireta de alguns campos vetoriais especificos. Para isso faz-se necessario
uso das fungoes de Green para espacos infinitos (ou solu¢do fundamental da equagao de
Laplace) , por esse motivo foi utilizado uma estratégia de estender o dominio do campo
para todo o espaco de forma a utilizar tais fun¢oes. A partir dai obtemos a possibilidade
de realizar a HHD em uma infinidade de novos problemas, principalmente a viabilidade
de se realizar a decomposicao local. Contudo poderia ser indagado a possibilidade de
uma solucgao integral para a equacao de Poisson diretamente no dominio do campo, e a

resposta é nem sempre. Teoricamente é possivel, contudo, uma vez que as fungoes de
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Green para dominios limitados dependem obviamente do dominio, tal solucao na pratica
¢ inviavel pois nao ha uma férmula fechada para qualquer dominio.

Exibimos exemplos em que a decomposicao impondo condi¢oes de fronteira Paralelo-
Normal (HHD-PN) néo pode ser aplicada, uma vez que seu problema nao estd bem defi-
nido, ja com as condi¢oes Normal-Paralelo (HHD-NP) obtemos resultados que nao sao os
esperados. Além disso apresentamos um exemplo que expdem a importancia de conhe-
cermos informagoes adicionais do problema, onde obtemos duas decomposicoes distintas
para um mesmo campo vetorial.

Embora todos os resultados obtidos foram no espaco bidimensional, tanto a decompo-
sicao natural quanto a decomposicao por imposi¢ao de condi¢des de fronteira sao validas
para o espaco tridimensional. Contudo essa extensao exigird um custo computacional
enorme comparado ao caso bidimensional, haja vista que para a HHD-NP ou HHD-PN
teremos um sistema linear muito maior para a componente irrotacional e trés sistemas
para a componente solenoidal, ja para HHD* teremos mais integrais a serem realizadas e
de maior ordem.

Vale ressaltar que realizamos testes com o método mldivide (contra-barra) do matlab, é
um método de solugao de sistema linear que identifica, para cada matriz, o melhor método
dentre alguns ja pré-definidos como QR, LU, LDL e outros. Os resultados obtidos foram
os mesmos que utilizando o GMRES, embora esse nao esteja contemplado pelo mldivide.

Em trabalhos futuros, gostariamos de implementar a HHD* utilizando o Método de
Elementos Finitos para podermos utilizar dominios mais gerais até mesmo superficies,
bem como verificar a possibilidade de estender a decomposi¢ao natural para métodos que
nao requeiram estrutura de malha, em particular o SPH.

Pretendemos também averiguar a viabilidade de se obter uma extensao intermediéria
do campo vetorial para ai entao realizar a extensao para todo o espago. O motivo para esse
estudo apresentamos no Exemplo 4.1, mais precisamente na Figura 19, a qual exibimos
que os piores resultados estao sobre a fronteira, mesmo sem condigoes sobre ela. Tais
resultados ja eram esperados, haja vista que um ponto de fronteira nao possui a mesma

disposicao de vizinhos que os pontos interiores.
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APENDICE A

Convergéncia dos Operadores

Apresentaremos os resultados obtidos pelo teste de convergéncia dos operadores di-

ferenciais Gradiente e Divergente na Figura 32, através da norma da matriz dos erros

absolutos pontuais. Para ficar claro a convergéncia utilizamos a norma do maximo, esta

norma para esses casos ¢ melhor, muito embora a norma L? também convirja sua conver-

géncia é aparentemente lenta, uma vez que é a soma ao quadrado de todos os elementos do

vetor. Na Figura 32 representamos por V f o resultado analitico do gradiente aplicado nos

pontos da malha e representamos por VF' o resultado obtido pela aplicacao do operador

gradiente discreto sobre as amostras da fungao f sobre os pontos da malha. De maneira

analoga representamos o divergente.

10'1 E T T T T T T

T

Gradiente
Divergente

1 1 1 1 1 1

1

1077
25 26 27 28 29 210 211

212

213

Figura 32 — Analise de convergéncia dos operadores diferenciais, gradiente e divergente.
O refinamento se deu pelo aumento da particao para cada instante, sendo os

valores dados por 2 x 2! onde | € {4,...,10}.



