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RESUMO

Nesta pesquisa é proposta uma nova equacao de advec¢do-difusdo fracionaria que descreve a
dispersdo atmosférica de contaminantes incluindo a formagdo de poluentes secundarios
(diéxido de enxofre e sulfato) e seus processos de remogdo na atmosfera. Propde-se 0 uso da
metodologia usada por Alam e Seinfeld (1981), que utiliza algebra linear para desacoplar o
sistema de equacdes do poluente secundario. Para resolver as equacdes encontradas, usa-se 0
método ADMM (Advection Diffusion Multilayer Model), que consiste numa solugdo semi-
analitica baseada na discretizacdo da camada limite planetaria (CLP) em sub-camadas, de
modo que a equacdo de difusdo-adveccdo pode ser resolvida usando a transformada de
Laplace e a técnica GITT em uma camada limite planetaria verticalmente ndo homogénea. As
simulacdes mostram a influéncia da deposicdo seca e Umida, incluindo a ordem da derivada,
sobre a concentracdo dos poluentes primario e secundario, representando um avanco no
entendimento do processo de dispersdo de poluentes na atmosfera com menor custo

computacional devido a caracteristica semi-analitica da solugéo.

Palavras-chave: Dispersdo atmosférica. Equacdo de adveccdo-difusdo. Poluentes primario e

secundario. Derivada fracionaria.



ABSTRACT

In this research it is proposed a new equation of fractional diffusion-advection which
describes the atmospheric dispersion of contaminants including the formation of secondary
pollutants (sulfur dioxide and sulfate) and their removal processes in the atmosphere. It is
proposed to use the methodology used by Alam and Seinfeld (1981), which uses linear
algebra to decouple the system of equations from the secondary pollutant. To solve the
equations found, it uses the ADMM (Advection Diffusion Multilayer Model) method, which
consists of a semi-analytical solution based on the discretization of the planetary boundary
layer (CLP) in sub-layers, so that the diffusion-advection equation can be solved using the
Laplace transform and the technician GITT in a planetary boundary layer vertically
nonhomogeneous. Simulations proves the influence of dry and wet deposition, including the
order of the derivative, on the concentration of primary and secondary pollutants, representing
step forward in the understanding of the pollutants dispersion in the atmosphere with lower

computational costs due to semi-analytical solution characteristic.

Keywords: Atmospheric dispersion. Advection-diffusion equation. Primary and secondary

pollutants. Fractional derivatives.
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INTRODUCAO

A poluicdo atmosférica é um problema de grande relevancia que afeta todo o meio
ambiente, inclusive os seres humanos. Por esse motivo, o desenvolvimento de meios para
medir, quantificar e prever a concentracdo de poluentes vem sendo alvo de muitas pesquisas.
Hé& duas formas para estimar as concentracdes de poluentes: por meio de técnicas de medicdo
com o uso de instrumentos e usando a modelagem matematica. A utilizacdo de instrumentos
para medir as concentragcdes pode ter um custo elevado, além de nem sempre ser viavel. A
modelagem matematica, por sua vez, vem sendo uma grande aliada, pois auxilia ndo apenas
na estimativa das concentracfes ja lancadas, como também na previsdo da concentracdo de
poluentes que poderdo ser emitidos por novos empreendimentos.

Os problemas ambientais causados pela poluicdo do ar sdo complexos, de longo
alcance e afetam muitos processos naturais, alem de influenciarem fortemente o equilibrio
ecoldgico. Por conseguinte, nos ultimos anos, a dispersdo atmosférica de poluentes tem sido
muito estudada nos paises industrializados com a finalidade de compreender seu processo e
seu impacto nos varios ecossistemas envolvidos (MOREIRA; VILHENA, 2009). Moraes
(2004) reforca: “quantificar as emissdes atmosféricas ainda ¢ uma tarefa dificil, pois os
escoamentos na baixa atmosfera sdo governados pela turbuléncia, cuja fisica ainda permanece
longe de ser completamente compreendida”. Consequentemente, estimar concentragdes nem
sempre € uma tarefa facil, ainda que seja usada a modelagem matematica. Em alguns casos, o
custo computacional é muito elevado e, por isso, se faz necessario pesquisar novos métodos
de resolucdo, a fim de obter resultados mais satisfatérios. Além disso, duas questdes sao
importantes: considerar a transformacao quimica que pode ocorrer em um poluente primario
(como o dioxido de enxofre (SO,)) para formar poluentes secundarios (como os sulfatos
(SO2%7) e o acido sulfarico (H2SOy)) e estimar a dispersdo deles, ja que podem causar efeitos
adversos e, frequentemente, sérios a saude, exigindo um estudo e uma modelagem mais
eficientes (SEINFELD; PANDIS, 1997).

Uma das formas pela qual ocorre a liberacdo do didxido de enxofre para a atmosfera é
pela combustdo de substancias que contém enxofre na composicdo, 0 que pode ocorrer tanto
na induastria quanto em veiculos. Acredita-se que cerca de 80% do SO, presente na atmosfera
decorra da queima incompleta de combustiveis fosseis. Sua presenca em indices elevados
pode provocar efeitos adversos a salde humana, tais como aumento na producdo de muco,
desconforto na respiracdo e agravamento de problemas respiratorios e cardiovasculares. Por

essa razdo, ha uma grande preocupagdo em manter o ar dentro dos padrdes adequados,
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estabelecidos pela resolucdo CONAMA n° 491/2018. Ndo menos problematico, o sulfato de
enxofre também é uma grande preocupacdo pelo seu efeito sobre as mudancas climéticas
(IPCC, 2007) e seu papel nos processos fisicos e quimicos atmosféricos (SIPILA et al., 2010;
WANG et al., 2016). Esse é um dos principais componentes das particulas inalaveis (MP1o) e,
quando incorporado aos aerossoOis, € associado a muitos problemas, como reducdo da
visibilidade e corroséo de estruturas e edificagdes. Os aerossdis tém influéncia substancial na
salde publica, na visibilidade, no ecossistema e no clima e podem ser emitidos diretamente
para a atmosfera (aerossOis primarios) ou nela produzidos por meio da conversdo gas-
particula (aerossois secundarios).

Os processos naturais de remocao do dioxido de enxofre e sulfato particulado incluem
deposicdo seca e Umida. A deposicdo seca é o processo de remocao pelo qual um poluente é
absorvido pela superficie da Terra, podendo atingir plantas, solo ¢ corpos d’agua. Na
deposicdo Umida, o poluente ¢é liberado na superficie via precipitacdo, o que pode acarretar
problemas de poluicdo associados ao aumento da acidez nas chuvas (SEINFELD; PANDIS,
1997).

Observa-se que a equacéo de dispersdo atmosférica de um poluente primario é linear;
logo, sua solucdo com parametros constantes é teoricamente facil. No entanto, a
transformacdo de um poluente primario em secundario tem equac6es acopladas, tornando o
problema mais dificil de ser resolvido analiticamente. Astarita et al. (1979), Alam e Seinfeld
(1981) e Shukla e Chauhan (1988) propuseram uma metodologia para dissociar o sistema,
resultando em uma transformacéo linear envolvendo concentragcdes do poluente primario, e
uma equacdo auxiliar, cuja resolucédo é semelhante a do poluente primario. Essa metodologia
sera usada neste trabalho.

Apesar dos avancos significativos nas soluc@es analiticas da equacdo adveccdo-
difusdo nos problemas atmosféricos, a literatura ndo apresenta novos trabalhos relacionados a
transformacdo de um poluente primario em secundario (gas-particula) utilizando solucGes
analiticas ou semi-analiticas. Paralelamente a isso, nos Ultimos anos, tem surgido uma forte
motivacdo nas diferentes areas do conhecimento para o uso de equacgdes de ordem nao inteira
(MEERSCHAERT; TADJERAN, 2004; SCHUMER et al, 2009), isto &, derivadas
fracionarias (DEBNATH, 2003); por conseguinte, solucdes de ordem fracionaria para a
equacdo de adveccao-difusdo vém sendo propostas.

O calculo fracionario se tornou uma ferramenta muito atil para estudar difusdo
andmala e outros processos de transporte. A poluicdo atmosférica causada por recursos

naturais ou efeitos antropogénicos ¢ um exemplo de problema que tem sido sistematicamente
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modelado por equagbes diferenciais tradicionais (de ordem inteira). H4, no entanto, uma
lacuna na literatura para solugdes analiticas de equagdes diferenciais de ordem fracionaria
sobre a dispersdo de poluentes atmosféricos. O primeiro trabalho com tal abordagem foi
realizado por Goulart et al. (2017), no qual a solucdo foi obtida pelo método de separacdo de
variaveis, e o segundo, por Moreira e Moret (2018), no qual foi obtida utilizando a técnica de
transformacdes integrais. Ressalta-se que as solucgdes obtidas nesses trabalhos foram para
equacdes bidimensionais e somente para o caso da dispersdo atmosférica de um gas.

Neste ponto, deve-se notar que o efeito de memaria, importante em regiGes préximas a
fontes altas e no nivel do solo, tem sido geralmente levado em consideracao pela difusividade
vertical do vento, dependendo da distancia da fonte. Sobre isso, é possivel mencionar 0s
trabalhos de Sharan et al. (1996), Degrazia et al. (2001) e Moreira et al. (2014). Um aspecto
importante para a proposta deste trabalho é que o efeito de memoria pode ser introduzido pela
derivada fracionaria. Com essa modificagdo na estrutura matematica da equacdo adveccao-
difusdo tradicional proposta por Goulart et al. (2017), € possivel avancar no entendimento do
processo de dispersdo de poluentes atmosféricos obtendo uma solucdo analitica, o que
representa um importante passo na modelagem da dispersdo andmala na atmosfera
(MOREIRA; MORET, 2018).

Com base em tais pesquisas, este trabalho pretende contribuir para o avango cientifico,
propondo uma solucdo para o problema da transformacdo gas-particula pela resolucdo das
equacdes de adveccdo-difusdo bidimensional e tridimensional considerando derivadas
fracionarias. Para tanto, esta tese foi estruturada da seguinte forma:

e no Capitulo 1 apresentam-se 0s objetivos gerais e especificos que se pretendem
alcancar;

e no Capitulo 2 apresenta-se uma breve revisdo bibliografica, contendo os
trabalhos sobre metodologias de solucédo para a equacdo de adveccdo-difusao,
para a equacao de transformacdo gas-particula e uso do célculo fracionario na
equacdo de adveccao-difusdo;

e no Capitulo 3 expde-se a fundamentacdo tedrica com temas que Sserdo
utilizados na pesquisa, como uma breve revisdo sobre Camada Limite
Planetaria, mecanismos de remocéo de poluentes (SO, e material particulado) e
o calculo fracionario;

e no Capitulo 4 descreve-se 0 modelo matematico e as técnicas ADMM e GITT

utilizados neste trabalho;
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no Capitulo 5 apresentam-se as solu¢bes das equagdes adveccdo-difusdo
bidimensionais e tridimensionais fracionarias na formacdo de um poluente
secundario, com base no conhecimento e nas técnicas apresentadas nos
capitulos anteriores;

no Capitulo 6 apresentam-se 0s dados que serdo usados para as simulacfes
realizadas e os resultados obtidos nas solucdes das equacgdes propostas;

em seguida, apresentam-se as conclusdes e as perspectivas alcangadas a partir
dos resultados obtidos;

e, finalmente, enumeram-se as referéncias usadas para a construcdo desta

pesquisa.
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1 OBJETIVOS

1.1 GERAL

e Encontrar solucBes para as equagdes de adveccao-difusdo fracionarias para

poluentes primarios e secundarios;

1.2 ESPECIFICOS

e Desacoplar a equacdo do poluente secundario e encontrar uma relagdo que
facilite sua resolucao;

e Resolver as equacdes de adveccdo-difusdo fracionarias;

e Avaliar o desempenho das solugdes;

e Compreender o uso das derivadas fracionarias nas equacdes de adveccéo-

difusao.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As solucgdes para a equacdo de adveccgdo-difusdo possuem uma longa trajetoria em que
busca-se cada vez mais modelos que representem de forma mais real o que acontece na
atmosfera. Nesta secdo, apresentam-se uma breve revisdo sobre as solugdes da equagédo de
advecgdo-difusdo que foram encontradas, sem considerar as transformagdes gas-particula.
Aborda-se também sobre o0s poluentes secundarios no qual alguns trabalhos foram
desenvolvidos para apresentar solu¢fes para a equacao de adveccdo-difusdo considerando as
transformagdes gas-particulas, bem como a influéncia desses poluentes na atmosfera.
Apresentam-se 0 uso da derivada facionaria nas equagdes para a modelagem de sistemas
complexos de dispersdo de poluentes, no qual considera-se a difusdo andémala.

Fick, na metade do século XIX, foi o primeiro a determinar a solucdo para a equagéo
de adveccdo-difusdo usando o método Gaussiano. Para isso, considerou constantes o
coeficiente de difusdo e a velocidade do vento (em relacdo a altura), bem como adotou as
condicdes de contorno com fluxos nulos dos poluentes no limite inferior e superior da camada
limite planetaria (CLP). Essas condicdes sdo, até hoje, as mais usadas nas solucées analiticas
da equacéo de adveccao-difuséo.

Dando continuidade aos estudos sobre solugdes para a equacéo de adveccao-difusao,

Roberts (1923) encontrou uma solucdo bidimensional, em que a velocidade do vento u e o

coeficiente de difuséo vertical K, atendem uma lei de poténcia em funcdo da altura z, como

z " z |
(3] ) .
1 . 1

sendo z,0 ponto em que u, € K, sdo avaliados, me n variamentre O e 1.

segue:

Scriven e Fisher (1975) sugeriram uma solucdo usando U constante e a seguinte
parametrizacdo para K, :
K,=2, para 0257, e K,=K,(z,), paraz, <257 @

7 )

em que z, € uma altura pre-determinada.
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No mesmo ano, uma solucdo bidimensional foi publicada por Yeh e Huang (1975),

mas para fontes elevadas e com u e K, seguindo os perfis de poténcia. Foi considerada uma
. oC
atmosfera sem contorno, ou seja, K, =~ 0 em Z=o00.
z

Nieuwstadt (1980) apresentou uma solugdo transiente utilizando o coeficiente de
difusdo:

z
K, _Gu*z(l—ﬁj (3)

em que G € uma constante e u. é a velocidade de friccdo. No ano seguinte, essa solugdo foi

ampliada considerando-se o0 aumento da camada limite.

Koch (1989) apresentou uma solugéo analitica bidimensional considerando uma fonte
no nivel do solo e tomando perfis de poténcia para a velocidade do vento e os coeficientes de
difuséo; alem disso, a deposicdo foi imaginada utilizando fungdes hipergeométricas.

A primeira solucgéo tridimensional foi apresentada por Chrysikopoulos et al. (1992).
Eles desenvolveram a solucdo para o transporte de emissfes sem empuxo de uma fonte
continua no nivel do solo considerando os perfis abaixo — descritos por Roberts (1923), mas

incluindo-se, nesse caso, a deposi¢do como um mecanismo de remogéo:

z Y 2
u=u, [Z—J K, = Kl(z_] ©)
1 1

No mesmo ano Van Ulden (1992) supds a emissao instantanea, apresentando uma
solugdo aproximada que descreve o campo de concentragdo como soma de “puffs”.

A transformada de Laplace foi usada por Moura et al. (1995), que propuseram uma
solucdo analitica para a dispersdo de contaminantes passivos em uma camada limite estavel
(CLE) ou noturna. Usou-se também um coeficiente de difusdo constante dado por Degrazia e
Moraes (1992).

A solucdo para o caso bidimensional estacionario foi apresentada por Moreira (1996),
usando a técnica ADMM, gue consiste na discretizacdo da CLP em N subcamadas, na qual
em cada uma resolve-se a equacdo de adveccdo-difusdo utilizando a transformada de Laplace,
tomando-se valores médios para os coeficientes de difusdo e velocidade do vento. Assim, o
problema inicial foi trocado por um conjunto de problemas com coeficientes constantes que

sdo ligados por condigcdes de continuidade de concentragdo e fluxo de contaminantes nas
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interfaces. A partir deste momento o método ADMM foi consolidado e usado em Vvérias
pesquisas.

Ferreira Neto (2003) utilizou o0 método ADMM para resolver a equacéo de advecgao-
difusdo e estimar o campo de concentragdo de poluentes na camada limite convectiva (CLC).
Esse método foi aplicado em muitos estudos no ano de 2004, entre eles, Costa (2004) e
Buligon (2004) resolveram a equagdo unidimensional transiente e bidimensional estacionaria,
considerando fechamento ndo Fickiano da turbuléncia. Mais adiante, Costa et al. (2006)
apresentaram uma solucdo analitica tridimensional considerando o estado estacionario.

Posteriormente, Costa et al. (2007) desenvolveram uma solugéo tridimensional para
simular a disperséo de poluentes radioativos em turbuléncia ndo homogénea, usando o estado
estaciondrio. Nesse trabalho, combinou-se dos métodos ADMM e GITT para encontrar a
solucéo.

Um modelo numérico tridimensional tendo por objetivo de simular o processo de
dispersdo de poluentes emitidos de fontes pontuais continuas, foi apresentado por Arbage et
al. (2006). Nesse caso, levou-se em consideracdo a dispersdo e o transporte do didxido de
enxofre (SO2) emitido pela usina termelétrica Presidente Médici em Candiota/RS.

Moreira et al. (2006) usaram a técnica GILTT (Generalized Integral Laplace
Transform Technique) para apresentar uma solucéo analitica bidimensional para a equacao de
adveccdo-difusdo a fim de simular a dispersé@o de poluentes numa CLP ndo estacionaria.

Park e Baik (2008) resolveram analiticamente a equacdo de adveccao-difusdo para
uma fonte ao nivel do solo, utilizando 0 método de sobreposicédo e considerando os perfis de

poténcia para a velocidade do vento e o coeficiente de difusdo como seguem:
u(z)=az®, K,(z)="bz" )

Baetens et al. (2009) desenvolveram um modelo de previsdo com a finalidade de
avaliar os riscos ambientas oriundos de aplicacdes de pulverizacdo, partindo da equacdo de
adveccdo-difusdo e utilizando o perfil logaritmico para as condi¢bes de vento. Neste mesmo
ano, Tirabassi et al. (2009) divulgaram uma solucdo bidimensional estacionaria para a
equacdo de adveccao-difusdo usando a técnica GILTT.

Uma solucdo para a equacdo de adveccdo-difusdo considerando estado estavel foi
encontrada por Moreira et al. (2010), no qual utilizaram o método ADMM. Essa solucdo

permite simular a disperséo vertical da poluicdo do ar com deposi¢do no solo. Buske et al.
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(2012) desenvolveram uma solucdo tridimensional para uma camada limite atmosférica ndo

homogénea.

Outra solugdo da equagdo de adveccao-difusdo bidimensional usando o método
GILTT foi apresentada por Gongalves et al. (2013). Realizou-se uma abordagem diferenciada
na expansdo da série da equacdo de adveccao-difusdo e usando como problema auxiliar as
fungdes de Bessel, denominando essa abordagem de GILTTB. O estudo comparou através de
uma anélise, os resultados obtidos atraves da nova técnica GILTTB com o método GILTT,
conseguindo uma diferenca significativa para a fonte baixa, na qual a técnica GILTTB
converge de maneira mais rapida.

Moreira et al. (2014) desenvolveram uma solucdo da equacdo de advecgédo-difusao
atmosférica, supondo a velocidade do vento como uma fungdo da altura vertical e o
coeficiente de difusdo como uma fungéo da distancia a favor do vento, a partir da fonte. No
estudo, comparou-se o coeficiente de difusdo vertical em funcdo da distancia da fonte,
conforme sugerido por Degrazia et al. (2001) e Goulart et al. (2004) com seu limite
assintdtico (DEGRAZIA et al., 1997). Os resultados obtidos com o coeficiente de difusédo em
funcédo da distancia da fonte foram melhores do que os alcangados com coeficiente de difusao
assintotico

Todos esses trabalhos apresentaram soluces da equacdo de adveccdo-difusdo sem
considerar a transformacdo gas-particula. No entanto, quando se estuda a dispersdo de
poluentes na atmosfera, € importante considerar transformagdes quimicas que podem ocorrer
em um poluente priméario, como o dioxido de enxofre, e formar poluentes secundarios, como
sulfatos e acido sulfurico (SEINFELD; PANDIS, 1997). Além disso, € importante considerar
0s processos de remocdo dos poluentes atmosfericos: a deposicdo seca e a deposicdo Umida,
que sera mais detalhada na secdo seguinte. Realizar a estimativa da dispersdo de poluentes
secundarios é, portanto, um problema bastante relevante, principalmente se considerarmos 0s
inimeros danos causados por eles a saude humana e ao meio ambiente.

A equacdo de dispersdo atmosférica de um poluente primario em situacdes
simplificadas pode ser facilmente resolvida por ser linear; por outro lado, quando ha a
transformacdo de um contaminante primario em um secundario, obtém-se equacdes que sdo
acopladas. A fim de desacoplar esse sistema, Astarita et al. (1979), Alam e Seinfeld (1981) e
Shukla e Chauhan (1988) utilizaram conhecimento em dlgebra linear para propor uma
metodologia na qual se apresentam uma transformacéo linear envolvendo as concentracdes do

poluente primario e uma equacdo auxiliar cuja resolucdo € semelhante a do poluente primario.
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Dessa forma, é possivel encontrar a concentragdo do poluente secundario por meio de uma
relacdo que envolve a solucdo da equacdo do poluente primério e a equacdo auxiliar.

Alam e Seinfeld (1981) apresentaram solu¢des analiticas da equacdo de adveccao-
difusdo atmosférica tridimensional em estado estacionario para didéxido de enxofre e sulfato,
para fontes pontuais. Inclui-se a transformacdo de primeira ordem de SO, em sulfato,
deposicOes seca e Umida; as solucGes encontradas permitem a previsdo da concentracdo de
SO; e do sulfato a favor do vento continuo.

Shukla e Chauhan (1988) apresentaram a dispersdo do poluente atmosférico de uma
fonte pontual dependente do tempo, sendo o poluente secundario também investigado,
levando em consideracao as deposi¢cdes seca e Umida no solo. A equacdo de advec¢do-difusdo
tridimensional foi resolvida para formas de fluxo dependentes do tempo. O caso em que 0
fluxo ¢é dado pela funcdo degrau foi aplicado para estudar a dispersédo de um episddio como o
vazamento de isocianato de metila em Bhopal, na india.

Naresh et al. (2006) propuseram e analisaram um modelo matematico néo linear para a
remocdo pela chuva de poluentes primarios e secundarios da atmosfera de uma cidade
industrial. Para modelar o fenbmeno, assumiu-se que a atmosfera consiste em cinco fases de
interacdo nao linear, considerando a dindmica governada por equacOes diferenciais nédo
lineares com termos de fonte, interacdo, reciclagem e remocdo. Usou-se a teoria da
estabilidade de equacdes diferenciais para analisar o modelo, considerando as remocdes seca e
Umida. Um estudo numérico também foi realizado para investigar a influéncia de certos
parametros na dinamica do modelo.

Sundar e Naresh (2012) realizaram um estudo considerando um modelo matematico
ndo linear para estudar a remocéo de poluentes gasosos que formam poluentes secundarios da
atmosfera devido a chuva. Nele, mostrou-se que as concentrages cumulativas de poluentes
primarios e secundarios e a concentracdo de poluentes primarios absorvidos pelas gotas de
chuva diminuem a medida que a taxa de chuva aumenta. A quantidade restante de poluentes
em equilibrio seria dependente da intensidade da chuva, da taxa de emissdo de poluentes
primarios e de outros parametros. As simulacGes numéricas mostraram 0s resultados
qualitativos obtidos.

Wang et al. (2016) estudaram a evolucdo da concentracdo do sulfato e do nitrato em
particulas de poeira ao longo de uma via asiatica e demonstraram o transporte desses
poluentes nas diferentes estacdes do ano. Os dados foram coletados no periodo de 2007 a
2009. Foi observado que uma porcdo consideravel do aerossol sobre a regido rural chinesa

poderia ser derivada de rea¢Ges quimicas complexas, via transporte de longo alcance.
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A comunidade cientifica se mostra cada vez mais interessada nas solugcfes analiticas
de equacOes diferenciais, em que elas representem de forma cada vez mais realistica o
fenbmeno que descrevem. Dessa forma, o célculo fracionario se tornou uma ferramenta (util
para estudar processos de transporte e difusdo an6mala, que consiste em descrever um
processo de difusdo com uma rela¢do ndo linear em relagdo ao tempo, em contraste ao tipico
processo de difusdo, no qual o deslocamento quadratico médio (DQM) de uma particula é
uma funcdo linear do tempo. A poluicdo atmosférica causada por efeitos antropogénicos é um
exemplo que tem sido sistematicamente modelado por equagOes diferenciais tradicionais de
ordem inteira, como ja foi apresentado. H&, no entanto, uma lacuna na literatura sobre as
solucBes analiticas de equacbes diferenciais de ordem fracionaria, nas quais o uso de calculo
fracionario na modelagem da difusdo turbulenta é justificado pelo seu comportamento ndo
diferenciavel no problema e pela presenca de difuséo anémala.

Goulart et al. (2017) propuseram uma alternativa no entendimento do processo de
disperséo atmosférica, introduzindo operadores fracionarios e modificando a estrutura
matematica da equacdo adveccgdo-difusdo, que governa a distribuicdo de contaminantes na
atmosfera. Essa modificacdo representa de maneira mais real a evolucdo espacial da
concentracdo de poluentes atmosfericos dispersos em fluxo turbulento. Nesse mesmo
contexto, Moreira e Moret (2018) propuseram a extensdao de um método bem conhecido, a
técnica GILTT (BUSKE, 2004; MOREIRA et al., 2015), fazendo a inclusdo de operadores
fracionarios na equacdo adveccdo-difusdo. A ideia principal foi construir um caminho para
uma solucéo analitica generalizada da equacéo fracionaria de adveccao-difusdo para descerver
a dispersdo atmosférica. Xavier et al. (2018) apresentaram uma solucdo analitica para a
equacdo de adveccdo-difusdo bidimensional fracionaria considerando o modelo evolutivo
bifluxo. A solucdo genérica dependente da funcdo de Mittag-Leffler foi obtida com a
combinacdo do método da decomposicdo por Laplace e perturbacdo por homotopia. Os
resultados mostraram uma rapida convergéncia e uma boa concordancia com dados
experimentais.

De acordo com a revisdo realizada, nota-se que ha muitos esfor¢os para encontrar
solucdes da equacdo de adveccdo-difusdo. O estudo para predizer a concentracdo dos
poluentes secundarios € de extrema importancia, mas tem sido pouco explorado. Além disso,
0 uso do calculo fracionario se torna uma ferramenta Gtil para considerar a difusdo andémala.
Neste trabalho, anseia-se encontrar uma solucdo para a equacdo tridimensional de adveccao-

difusdo fracionaria na formacdo de poluentes secundérios, utilizando a metodologia
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apresentada por Astarita (1979) para desacoplar a equacdo do poluente secundario e o método
ADMM combinado com GITT.
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3 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Neste capitulo, sdo descritos os fundamentos teoricos usados ao longo do estudo.
Abordam-se as caracteristicas da atmosfera e sua relacdo com a dispersdo de poluentes, bem
como seus respectivos mecanismos de remogdo. Discorre-se também sobre os poluentes
atmosféricos primario e secundario, suas caracteristicas e seus efeitos na satde humana. Por
fim, faz-se uma revisdo sobre o calculo fracionario, em que constam os principais teoremas e

defini¢bes, usados na resolucéo da equacdo de adveccao-difusdo fracionéria.

3.1 CAMADA LIMITE PLANETARIA

As condigcdes meteoroldgicas em uma regido representam um fator importante quando
se analisa a concentracdo de poluentes. Conhecer os fendmenos que regem a atmosfera acaba
sendo primordial para a avaliacdo da dispersdo dos poluentes. A camada inferior da atmosfera
que se prolonga do solo ate aproximadamente 11 km de altura € denominada de troposfera.
Na Figura 1, tem-se a divisdo da troposfera em: (i) camada limite planetaria, que compreende
a regido desde a superficie até aproximadamente 3 km de altura, tendo caracteristicas
turbulentas e (ii) atmosfera livre, que consiste na parte restante da troposfera, dominada por

processos associados a sistemas de larga escala.

Figura 1 — Estrutura da Troposfera

Tropopausa

Atmosfera Livre
Troposfera

/—\___@u

Camada Limite Planetaria -

' Terra

Fonte: STULL, 1988.

Na troposfera, a parte diretamente influenciada pela superficie da Terra é a CLP, onde
0s gases emitidos, transportados pelo vento e pela turbuléncia, sofrem as primeiras reacdes

quimicas e/ou fotoquimicas. Existe uma varia¢ao de espessura da CLP entre 100 e 3000 m de
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altura a partir do solo, sendo uma funcéo direta dos forgantes térmicos e mecanicos. Uma das
principais caracteristicas dessa camada é sua varia¢do diurna, provocada pelo aquecimento e
pelo resfriamento da superficie da Terra. Denominam-se termas, turbilhdes ou vortices, as
massas de ar quente que sobem a partir da superficie. O vento médio (adveccdo) e a
turbuléncia (difusdo) sdo o0s responsaveis pelo transporte horizontal e vertical,
respectivamente, nessa camada. A velocidade do vento é influenciada pela rugosidade da
superficie da Terra, tendo valores menores junto a superficie devido a friccdo. Ao comparar a
intensidade dos ventos médios na direcdo vertical com os da direcdo horizontal, percebe-se
que os primeiros sdo de menor intensidade. Os fluxos turbulentos afetam fortemente a CLP,
onde grande parte desses fluxos é gerada por forcantes da superficie, por exemplo, na
transferéncia de calor da superficie para o ar adjacente o que implica no desenvolvimento das
termas.

A camada limite tem uma estrutura bem definida, envolvendo um ciclo diurno de
acordo com os processos fisicos de turbuléncia mecénica e/ou convectiva que nela ocorrem.
Dessa forma é possivel subdividi-la em (i) camada limite superficial, (ii) camada limite
convectiva, (iii) camada limite estavel ou noturna e (iv) camada residual noturna, conforme a
Figura 2:

Figura 2 — Evolucdo da CLP em relacdo ao tempo

Abtmosfera
Livre

Camada residual

anoitecer meia noite

Fonte: STULL, 1988.
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A camada limite superficial (CLS) é onde pode-se sentir de maneira mais intensa a
interacdo da atmosfera com a superficie terrestre, pois € a parte da CLP que esta mais proxima
do solo. Essa camada varia em torno de 10 a 200 m.

A camada que comeca a se formar ap6s o amanhecer do sol é denominada camada
limite convectiva (CLC). Ela pode alcancar a espessura de 1000 a 3000 m e é causada pelo
aquecimento diurno da superficie e, devido a circulacdo convectiva. Nesse caso, a taxa de
variacdo de temperatura potencial € negativa, mostrando uma atmosfera instavel.

A camada limite estavel ou noturna (CLE) pode ter uma altura variando entre 100m e
300 m e € causada pelo resfriamento da superficie da Terra. A taxa de temperatura potencial
é, portanto, positiva acarretando em uma atmosfera estavel.

A regido acima da CLE que aparece quando as circulagcbes convectivas acabam,
provocando o decaimento da turbuléncia é chamada de camada limite residual. Ela contém as
mesmas caracteristicas que a camada convectiva.

Como a maioria das fontes poluidoras esta proxima da superficie, a concentracdo de
poluentes tende a aumentar na CLC. Isso ocorre porque eles sdo transportados pelos
turbilhGes e pelas termas que, no decorrer do dia, véo alcangando alturas cada vez maiores.

Na Figura 3, tem-se a estrutura da CLC e o comportamento da temperatura potencial e

da velocidade média do vento em cada camada quando se esta em terra firme.

Figura 3 — Variacdo de temperatura potencial 8 e velocidade média do vento # com altura na
CLC

atmosfera livre

Ao

Iona de
entranhamento

camada de mistura

h2
Zi

ho

camaca superficial

m{

Fonte: ARYA, 1999.
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A teoria da similaridade de Monin-Obukhov (1954) busca predizer informacdes para
diversas grandezas micrometeoroldgicas médias da CLS e diversos momentos estatisticos
associados as suas flutuacdes turbulentas. Nela, introduziram-se dois parametros de escala que
independem da altura da camada; o primeiro, velocidade de friccdo (u,) e o segundo, de
comprimento caracteristico ou comprimento de Monin-Obukhov (L), definido por:

u?

em que se tem k como a constante de Von Karman, g a aceleragdo da gravidade, 6
temperatura potencial média, u, a velocidade de friccdo na superficie e (w8) o fluxo de
energia na forma de calor na superficie.

O comprimento de Monin-Obukhov é um parametro de escala usado na camada limite
superficial e retrata a altura acima da superficie que contém o equilibrio entre a turbuléncia

mecanica e a térmica. Conforme Panofsky e Dutton (1984), uma CLC é bem desenvolvida
quando |L| conter valores entre 10 e 100 m, de maneira que % > 10, sendo h a altura da

camada limite convectiva.
3.2 POLUICAO ATMOSFERICA

Praticamente todos os elementos da tabela periddica sdo encontrados na atmosfera. As
espécies atmosfeéricas podem ser classificadas de acordo com a sua composi¢do quimica: i)
compostos contendo enxofre; ii) compostos contendo nitrogénio; iii) compostos contendo
carbono; iv) compostos do grupo dos halogénios. Essas categorias ndo sao exclusivas, ou seja,
muitos compostos contendo enxofre, por exemplo, também incluem &tomos de carbono e
assim por diante. Toda substancia emitida para a atmosfera é eventualmente removida para
que seja estabelecido um ciclo dos elementos — é o chamado ciclo biogeoquimico. Os ciclos
biogeoguimicos representam o transporte dos elementos quimicos entre os seres vivos e a
atmosfera, litosfera e hidrosfera do planeta. A circulacdo de dgua entre oceanos, atmosfera e
continentes é um excelente exemplo de um ciclo biogeoquimico (SEINFELD; PANDIS,
1997).

Define-se como poluigdo atmosférica uma situagdo que resulta de atividades

antrdpicas, em que as substancias estdo presentes em concentragdes suficientemente altas,
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acima de seus niveis ambientais normais. Essa definicdo pode incluir qualquer substancia,
seja nociva, seja benigna; no entanto, deve-se observar seus efeitos indesejaveis.
Tradicionalmente, a poluigdo do ar tem sido vista como um fendmeno caracteristico apenas
dos grandes centros urbanos e das regides industrializadas. No entanto, ja foi evidenciado que
os densos centros urbanos sdo apenas hotspots continuos de concentragcdes em toda a Terra.
Os smogs urbanos e a deplecdo do ozbnio estratosférico por clorofluorcarbonos sdo exemplos
de manifestagdes do que pode ser considerado um sentido mais amplo de poluicdo do ar
(SEINFELD; PANDIS, 1997).

Também é possivel classificar os poluentes atmosféricos quanto a origem (primarios e
secundarios) e estados fisicos (material particulado, gases e vapores). Poluentes considerados
primarios sdo aqueles lancados diretamente das fontes para a atmosfera. Como exemplo,
pode-se citar o dioxido de enxofre (SO,), objeto de estudo desta tese. Determinadas condi¢oes
fisicas e reagdes quimicas envolvendo poluentes primarios e constituintes normais da
atmosfera caracterizam os poluentes secundarios. Nesse grupo, encontram-se o sulfato (SO3™)
e 0 acido sulfurico (H2S0,), que precipita dando origem a chuva acida (MOTA, 2003).

Os poluentes principais e mais medidos sdo 0s que servem como indicadores de
qualidade do ar, tais como didxido de enxofre (SO;), material particulado (MP), mondxido de
carbono (CO), ozbnio (O3), hidrocarbonetos totais e 6xidos de nitrogénio (NOy).

As principais caracteristicas do SO, e do MP estdo descritas a seguir:

3.2.1 Di6xido de enxofre

Considerado um dos mais perigosos poluentes gasosos da atmosfera, o SO,
constituinte da familia de 6xidos de enxofre (SOx), tem origem em fontes naturais — a partir
de compostos de enxofre emitidos por acdo vulcanica e emissdes oceanicas — e fontes
antropogeénicas — pela emissédo de enxofre na atmosfera na forma de SO, (MARTINS et al.,
2003),

A principal fonte de emissdo desse gas para a atmosfera é a combustdo de materiais
compostos por enxofre. Na maioria das vezes, o enxofre estd presente no material como
contaminante e sua eliminacdo é economicamente inviavel, pois envolveria gastos que
elevariam o preco do produto final, como no caso do enxofre presente nos combustiveis
fosseis. Quando se queima um combustivel que contém enxofre, forma-se o gas dioxido de
enxofre, que é emitido junto com o0s outros gases de exaustdo. Embora o enxofre se apresente

na forma de diferentes compostos, a reacéo pode ser representada pela seguinte equacgéo geral:
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S(s)+0, > S0,(6) (M

Como o gas didxido de enxofre é sollvel em &gua, pode ser incorporado as goticulas

de agua que formam as nuvens, formando o &cido sulfuroso.

50,(g) + H,0(I) —» H,503(aq) (8)

Outras substancias presentes na atmosfera podem também ser incorporadas as
goticulas de agua das nuvens e oxidar ou servir como catalisadoras para a reacdo de oxidacdo

do &cido sulfuroso a acido sulfurico como mostrado na Figura 8.

H,S05(aq) + R(oxidante) - H,S0,(aq) 9)

Figura 4 — Ciclo do Enxofre
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Fonte: MARTINS et al., 2003.

Na Figura 4 tem-se a relacdo entre as emissdes de Oxido de enxofre e a qualidade do ar
ambiente, que envolve varios processos complexos. O transporte atmosférico e a difusdo
controlam a dispersdo das emissfes, enquanto 0s processos de oxidagdo quimica levam a

formac&o do sulfato a partir do dioxido de enxofre gasoso.

3.2.1.1 Efeitos a saude
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A via respiratoria € a principal forma de exposicdo ao dioxido de enxofre. Os efeitos
observados mediante exposicdo a altos niveis de SO, incluem dificuldade respiratoria,
alteracdo na defesa dos pulmdes e agravamento de doengas respiratdrias e cardiovasculares. O
composto irrita nariz, garganta e pulmdes, causando tosse, falta de ar, chiado no peito, catarro
e crises de asma. Percebe-se que criangas e pessoas que tém asmas ou doencas pulmonares e

coronarianas cronicas sdo mais sensiveis aos efeitos do dioxido de enxofre (WHO, 2006).

3.2.2 Material particulado

O material particulado em suspensdo (MPS) é um termo genérico para uma grande
classe de substancias quimicas existentes na atmosfera na forma de particulas. Fisicamente,
apresentam-se como particulas sélidas ou liquidas e com extensa gama de tamanhos. Quando
dispersas na atmosfera, sdo caracterizadas como aerossOis que, incorporados ao termo
“material particulado”, incluem uma ampla variacao de particulas com diferentes tamanhos,
composicBes quimicas e propriedades fisicas (KAMPA; CASTANAS, 2008). Algumas
podem ser vistas na formacdo de fendmenos especificos, como aglomerados de poeiras,
fumaca e neblina, enquanto as particulas muito pequenas s6 podem ser identificadas pela

utilizacdo de técnicas mais sofisticadas, por exemplo, com o uso de microscépios eletrénicos.

3.2.2.1 Classificacao e fontes

Os MPS podem ser classificados em dois grupos, levando-se em consideracdo sua
origem: primario e secundario. As particulas primarias sdo produzidas diretamente da fonte
por meio de processos quimicos e fisicos. As particulas secundarias sdo formadas a partir de
gases preexistentes, sendo resultado de reacdes quimicas neles.

As particulas primarias podem ser provenientes de emissdes naturais (erupcoes
vulcanicas e ressuspensdo do solo, por exemplo) ou de emissdes antropogénicas (combustao
de combustiveis fosseis e atividades industriais, por exemplo). Segundo Raven et al. (1995),
pode-se considerar trés principais fontes primarias de polui¢do do ar: 0s processos industriais,
a queima de combustiveis e o transporte.

As particulas secundérias, por sua vez, podem ser geradas tanto por emissdes naturais

(por exemplo, processos de decomposicdo biologica) quanto por emissdes antropogénicas de
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gases. Pode-se dividir o MP em quatro classes, segundo seu método de formacdo em poeiras,
fumos, fumaca e névoa (ASSUNCAO 1998)

Um dos pardmetros mais importantes no estudo da poluicdo atmosférica é o tamanho
das particulas, por influenciar varios fendmenos associados aos aerosséis, como migracdo
pelo do ambiente e deposi¢cdo atmosférica, além dos efeitos nocivos. Particulas comportam-se
distintamente em diferentes faixas de tamanho, sendo também regidas por diferentes leis
fisicas (WILLEKE; BARON, 1993).

A medicdo do tamanho de uma particula é uma tarefa de dificil execucédo, por isso,
define-se apenas aquelas particulas que estdo em uma faixa de tamanho que pode ser medida
ou calculada. Existem inimeras defini¢cGes para o tamanho da particula, as quais dependem da
técnica de medicéo ou da finalidade do parametro.

A importancia de estudar o tamanho das particulas esta atrelada aos efeitos negativos
que elas, quando assumem certas faixas de tamanho, provocam nos seres humanos,
principalmente em relacdo ao sistema respiratério (ALMEIDA et al., 2010; CHEN et al.,
2013). Particulas “maiores” quando inaladas sdo removidas pela garganta e pelo nariz por nao
ultrapassarem as vias respiratorias superiores. Ja as particulas “menores” podem alcancar os
alvéolos pulmonares no sistema respiratério inferior, quando séo inaladas.

As particulas assumem diversos tamanhos, que podem ser medidos pelo seu didmetro
aerodindmico, o qual esta associado ao diametro de uma esfera com densidade unitaria e
mesma velocidade de queda (ALVES, 2005; ANDERSON et al., 2011). O tamanho de
particula pode variar de cerca de 500 a 5 nm, sendo que as menores particulas sdo apenas
aglomerados moleculares e as particulas maiores sdo visiveis a olho nu (> 50 um). As
particulas pequenas (< 1 um) se comportam como gas ha atmosfera e estdo sujeitas ao
movimento aleatério (browniano); elas sequem fluxos de fluidos em torno de obstaculos e séo
capazes de coagular, ou seja, podem se juntar umas as outras, tornando-se particulas maiores.
As particulas maiores sdo mais caracteristicas de matéria sélida, pois estdo fortemente sujeitas
a acdo da gravidade e raramente sofrem coagulacdo (STRANGER, 2005).

A fracdo do material particulado pode ser dividida em:

i.  particulas grossas: com didmetro maior que 2 pm, formadas por processos
mecanicos, podem ter origem natural ou antrépica;
ii.  particulas finas: com didmetro menor que 2 um, podem ser transportadas mais
de 1000 km da sua regido de origem (STRANGER, 2005).
Vérias terminologias foram usadas para classificar os diferentes tamanhos de

particulas. Atribui-se por material particulado em suspensao, as particulas que sdo pequenas e
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leves o suficiente para permanecer no ar por um periodo de tempo significativo, em que, na

pratica, se consideram aquelas com diametro inferior a 100 pm. Com base no tamanho, o

MPS pode ser dividido em fracdo grossa (2,5-100 um ) e em frac¢do fina (< 2,5 um), sendo

esse ultimo subdividido em particulas ultrafinas (< 0,1 um) (U.S.EPA, 2013). Os nomes mais

usados atualmente sdo consequéncia das diferentes técnicas de amostragem:

MP 10 € usado para designar a fracdo de particulas composta por 50% das
particulas com did@metro aerodindmico inferior a 10 pm.

MP ,5 designa que a fracdo de particulas contém 50% das particulas com
didmetro aerodinamico inferior a 2,5 pm.

MP ; designa fracfes de particulas com 50% das particulas com didmetro
inferior a 1 pm.

MP i designa o material particulado de forma geral, sem restricdo de
tamanho (STRANGER, 2005).

As particulas da fracdo grosseira sdo comumente geradas por processos de atrito

mecanico e, devido ao seu tamanho, estdo mais susceptiveis as forcas da gravidade. A fracdo

fina pode ser dividida em duas partes, como segue:

Faixa de nucleacdo: sdo as particulas com didmetro menor que 0,1 um,
oriundas de processos que envolvem condensacdo de vapores quentes ou do
processo de transformacdo gas-particula. Nessa faixa, as particulas séo
relativamente leves e, assim, ficam sujeitas a uma difusdo muito rapida e
desordenada. Esse comportamento é conhecido como movimento Browniano.
Ainda devido ao seu tamanho, essas particulas obedecem as leis de
espalhamento de luz por moléculas (ALMEIDA, 1999).

Faixa de acumulacédo: estdo contidas nessa faixa as particulas entre 0,1 e 2 um
(NAZAROFF; ALVAREZ-COHEN, 2001), provenientes da faixa de
nucleacdo, pela coagulacdo ou condensacao de vapores. S&o responsaveis pela
reducado de visibilidade (ALMEIDA, 1999).

Ressalta-se que o tamanho da particula esta relacionado a probabilidade de efeitos na

salde, sendo que, quanto menor o seu tamanho, maior a possibilidade de deposi¢do em areas

mais profundas do sistema respiratério, como ilustrado na Figura 5 (GUARNIERI; BALMES,

2014.).
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Figura 5 — Provaveis areas de deposi¢do das diferentes fracbes de material particulado no

sistema respiratério humano
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Fonte: GUARNIERI; BALMES, 2014.

3.2.2.3 Efeitos do MP para a saude

Os efeitos e os sintomas mais comuns provocados pelas particulas inalaveis em curto
prazo de exposicdo sdo: reacOes inflamatdrias no pulmao, insuficiéncia respiratoria, efeitos
adversos no sistema cardiovascular, aumento do uso de medicamentos, aumento de
internacOes hospitalares, mortalidade. Em longo periodo de exposicdo, 0s principais sintomas
e efeitos sdo: diminuicdo da capacidade de respiracdo, reducdo da funcdo pulmonar das
criancas, obstrucdo pulmonar cronica, reducdo da expectativa de vida, mortalidades por

doencas cardiovasculares e respiratorias e contracdo de cancer nos pulmdes (WHO, 2006).
3.3 DISPERSAO DE POLUENTES NA ATMOSFERA
Fatores como a altura e a velocidade da emissdo, as condi¢cbes meteoroldgicas e a

natureza do poluente sdo responsaveis pela dispersdo de gases poluentes na atmosfera. Na

CLE, encontra-se uma menor intensidade de turbuléncia. Dessa forma, o processo de
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dispersdo se dara pela acdo do vento horizontal se os poluentes forem emitidos nessa camada,
podendo ser transportados por muitos quilémetros antes de atingir a superficie.

Na Figura 6, tem-se a dispersdéo de uma pluma em uma CLE, mostrando ser
fortemente estavel junto a superficie e aproximadamente neutra na camada residual, ou seja,

observa-se que ha uma diminuicdo da estabilidade conforme a altura for aumentando.

Figura 6 — Pluma dispersada em uma CLE
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Fonte: STULL, 1988.

Ja na Figura 7, pode-se ver a dispersdo de uma pluma emitida durante a noite, tendo a
formacdo de uma camada residual que esta sobreposta a uma CLE.

Figura 7 — Percurso da pluma acima da Camada Limite Estavel
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Fonte: STULL, 1988.

Na Figura 8, é possivel notar que existe a evolu¢do de uma nova camada de mistura ao
amanhecer que alcanga aos poucos a altura dos poluentes emitidos durante a noite. Por causa
do aumento da turbuléncia, tem-se que o0s poluentes se misturam rapidamente e sdo
depositados na superficie. Considera-se F1 e F2 o tempo de viagem da pluma até alcangarem

o nivel do solo.
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Apos a formacdo da camada de mistura, o processo de dispersdo na CLP ocorre
basicamente por causa das circulagdes convectivas (termas) que formam regides de fluxos de
ar ascendentes e regides de fluxos de ar descendentes, denominadas de updrafts e downdrafts
respectivamente. Como, pela lei de conservacdo de massa, 0 ar quente que estd subindo tem
uma velocidade maior do que o ar frio que estd descendo, determina-se uma condicdo de
turbuléncia ndo Gaussiana. Obtém-se uma distribuicdo uniforme dos poluentes, que

independem da altura de emissdo, devido a forte mistura na CLC.

Figura 8 — Dispersdo de uma pluma emitida em uma CLP noturna e interceptada pela

evolugdo de uma Camada de Mistura
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Fonte: STULL, 1988.

3.4 TURBULENCIA

A turbuléncia consiste em muitos turbilhdes de diversas escalas sobrepostos uns nos
outros, nos quais a energia cinética relativa define o espectro turbulento (STULL, 1988). Para
Arya (2001), a turbuléncia se refere a natureza aparentemente cadtica de muitos escoamentos
que se manifestam na forma de flutuac6es irregulares, quase aleatérias, nas componentes de
velocidade, temperatura e escalares em torno de seus valores médios no tempo e espaco. E
constituida por varios turbilhdes de tamanhos variaveis que se sobrepdem e, quando somados,
constituem o espectro de energia turbulenta.

Entre algumas das caracteristicas fisicas da turbuléncia, pode-se citar seu
comportamento cadtico, sua ampla gama de escalas de comprimento e tempo, o refor¢co da
difusdo e a dissipagdo e a intermiténcia no espaco e no tempo. Pode-se considerar que 0

entendimento do comportamento turbulento em escoamento de fluidos é um dos mais
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importantes problemas em toda a fisica cléssica. Pelo efeito de ndo linearidade do campo
turbulento, o fendmeno tem um intervalo de escalas entre si, 0 que o torna complexo. E
preciso uma parametrizacdo que represente o fenbmeno baseada em argumentos heuristicos.
Dessa forma, a descricdo das equacBes das leis de conservacdo, as relacbes matematicas
aproximadas, que sdo usadas para substituir os termos desconhecidos presentes no fenémeno
natural, devem ser incorporadas na parametrizacdo dos processos de troca turbulenta. Nesse
sentido, para auxiliar na determinacdo das escalas tipicas, pode-se observar 0 comportamento
do espectro de energia turbulento. Na Figura 9, tem-se a forma geral do espectro de energia
tridimensional de uma turbuléncia bem desenvolvida, na qual é possivel determinar as

caracteristicas dos turbilhdes.

Figura 9 — Forma do Espectro de Energia Tridimensional E(k, t; z) em funcdo do nimero de

onda k para uma turbuléncia bem desenvolvida
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Observa-se através do espectro que essa energia procede dos turbilhdes que tém a
maior quantidade de energia. Assim determina-se a ordem de magnitude de “€” pelas
quantidades que caracterizam os turbilhdes mais energéticos. Devido a sua complexidade, a
dispersdo de poluentes na atmosfera € uma fonte permanente de problemas desafiadores. De
fato, a turbuléncia é a razdo por tras da dispersdo de poluentes na atmosfera, ja que sem
turbuléncia os poluentes seguiriam apenas as linhas de corrente das velocidades médias do
vento, exibindo uma difusdo minima em outras dire¢cdes. Uma consequéncia notavel da

turbuléncia é o surgimento da difusdo andémala. Ao contrario da difusdo comum, em que o
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deslocamento quadrético médio aumenta linearmente com o tempo, na difusdo andmala a
media quadrada do posicionamento ndo é linear. A difusdo andmala esté intimamente ligada a
falha do teorema do limite central devido a distribuicdo esparsa ou correlacdes de longo
alcance. Tal teorema afirma que a soma de n variaveis aleatorias distribuidas independente e
identicamente X1, Xo,..., Xn , com valor médio O e variancia 2, assintoticamente se aproximam
de uma distribuicdo normal ou Gaussiana com valor médio p e varidncia o® . Na verdade, a
difusdo andbmala esta relacionada ao teorema de Lévy-Gnedenko que generaliza o teorema do
limite central para situagdes em que nem todos 0s momentos existem. Os matematicos Boris
Vladimirovich Gnedenko e Andrey Kolmogorov generalizaram o teorema do limite central
para distribuicdes com variancia infinita, em que o segundo ou o primeiro momento € infinito.
Tal teorema fornece que, assintoticamente, se obtém uma distribuicdo de Lévy. Se o teorema
do limite central representava a difuséo usual, esse representa uma difusdo mais anémala, pois
0 comprimento dos passos pode ser maior, ou seja, a cauda da distribuicdo € longa. As
distribuicdes de Lévy e outras que tém cauda longa foram encontradas a partir de resolucdes
de equacdes de difusdo — de ordem ndo inteira e fracionarias, ndo lineares, com um potencial
de longo alcance, com termos de reacdo, com coeficiente de difusdo com dependéncia
espacial e temporal (caminhante turbulento), ndo lineares no contexto da mecénica estatistica
ndo extensiva, entre outras — e a partir de outros formalismos, como a equacdo de Langevin
generalizada com correlacdo de longo alcance, a equacdo mestra, as equacbes para O
caminhante aleatorio Random Walk.

Historicamente, a difusdo andmala foi observada pela primeira vez na natureza no
fendmeno de dispersdo de poluentes. Richardson (1926) mediu o aumento na largura das
colunas de fumaga geradas a partir de fontes pontuais localizadas em uma area turbulenta.
Com base nisso, Richardson especulou que a velocidade do ar turbulento, de estrutura nédo
diferenciavel, pode ser descrita aproximadamente pela funcdo Weierstrass. Isso foi motivado
em parte pela observacdo de que a largura das plumas de fumaca cresce com t* (o > 3), ao
contrario da difusdo comum, em que a = 1. Além disso, o comportamento nao diferenciavel
do crescimento da largura das plumas, geradas a partir de uma fonte pontual, é diretamente
relacionada a estrutura fractal do campo de velocidade turbulenta, onde as escalas de tamanho

da flutuacdo sdo, em muitos casos, muito grandes em comparacdo com a escala média.

3.5 DEPOSICAO SECA E UMIDA
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Considerando-se todas as substancias emitidas no ar das quais se espera saber a
trajetoria e todos os fendmenos que ocorrem com elas, percebe-se que algumas podem ser
removidas perto de seu ponto de emissdao por contato com goticulas ou com a superficie da
Terra. Outras podem ser carregadas para a atmosfera e transportadas por uma grande distancia
antes de serem removidas. A histéria de vida das moléculas resulta na vida media ou no
tempo de residéncia médio, logo, informa quanto tempo em média uma molécula da
substancia permanecera na atmosfera antes de ser removida.

A atmosfera apresenta duas saidas finais para uma substancia liberada no ar: a
precipitacdo e a superficie da propria Terra. A substancia vai, mais cedo ou mais tarde, sair
por uma dessas duas rotas. Os processos de remocao de substancias atmosféricas podem ser
agrupados em duas categorias: a deposicdo a seco denota a transferéncia direta de espécies,
tanto gasosas como particuladas, a superficie da Terra e ocorre sem a ajuda da precipitacdo; a
deposicdo umida, por outro lado, engloba todos os processos pelos quais espécies
transportadas pelo ar sdo transferidas para a superficie da Terra em forma aquosa (isto €,
chuva, neve ou neblina).

A deposicdo seca e a deposi¢do Umida sdo os caminhos finais pelos quais 0s gases e as
fracbes das particulas sdo removidas da atmosfera. De acordo com De Souza (2006), a
deposicdo atmosférica € um dos mais importantes processos naturais de ciclagem e dispersao
de nutrientes, podendo influenciar nos processos biogeoquimicos continentais e costeiros. A
importancia das deposi¢des, uma em compara¢do com a outra, para a remoc¢do de uma
substancia depende dos seguintes fatores:

e aforma da substancia (se esta presente na forma gasosa ou particulada);
e asolubilidade da substancia na agua;

e aquantidade de precipitacdo na regido;

e o0terreno e o tipo de cobertura de superficie.

Os fatores que governam a deposicao seca de uma espécie gasosa ou de particulas séo
o nivel de turbuléncia na atmosfera, as propriedades quimicas das espécies de deposicdo e a
natureza da superficie em si. O nivel de turbuléncia na atmosfera, especialmente na camada
mais proxima do solo, governa a taxa de deposi¢do na qual as espécies sdo depositadas na
superficie. Para os gases, a solubilidade e a reatividade quimica podem afetar a absorcdo na
superficie, ja para as particulas, o tamanho, a densidade e a forma podem ser os fatores
determinantes. A superficie em si é um fator da deposicdo seca, porque uma superficie ndo

reativa pode ndo permitir a absorcdo ou adsorcdo de gases; por sua vez, uma superficie lisa
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pode levar ao rebatimento da particula. Superficies naturais com vegetacdo sdao mais dificeis
de descrever teoricamente e, geralmente, promovem a deposi¢éo seca.

A deposicdo Umida refere-se aos processos naturais pelos quais gases e material
particulado sdo removidos da atmosfera por processos hidrometedricos (nuvem, nevoeiro,
chuva, neve). Vérios termos diferentes sdo usados como sinbnimos para a deposicdo Umida,
incluindo eliminacdo de precipitacdo, remogdo Umida, lavagem e chuva. O rainout significa
que gases e particulas do aerossol sdo incorporados em goticulas de nuvem antes da formacao
de gotas de chuva dentro da nuvem, e washout consiste nas gotas de chuva, abaixo da base da
nuvem que, enquanto caem, incorporam moléculas gasosas e particulas de aerossol.

H4, via remocdo Umida, quatro maneiras de deposicdo de uma substancia: eliminacao
de precipitacdo, isto &, remocdo de espécies por uma nuvem chuvosa; interceptacdo de
nuvens, ou seja, o impacto de goticulas de nuvens no terreno, geralmente no topo das altas
montanhas; deposi¢do de nevoeiro, isto €, remoc¢do do material por sedimentacdo de goticulas
de névoa; e deposicdo de neve, remocao de material durante uma tempestade de neve.

Em todos esses processos, trés etapas sao necessarias para a remo¢do Umida de gases
ou particulas: primeiro devem ser levados para a presenca de agua, depois as espécies devem
ser eliminadas pelos processos hidrometedricos e, finalmente, sdo entregues a superficie da
Terra. Além disso, 0 composto pode sofrer transformac6es durante cada um dos passos acima,
e quase todos 0s processos sdo reversiveis, por exemplo, a chuva pode limpar as particulas

abaixo da nuvem, mas as gotas de chuva que evaporam produzem novos aerossois.

3.6 CALCULO FRACIONARIO

O calculo fracionario tem se mostrado importante na discussdo de problemas advindos
de varias areas do conhecimento. Uma de suas vantagens em aplicacdes é a sua propriedade
ndo local, ou seja, o proximo estado de um sistema ndo depende apenas de seu estado atual,
mas sim de todos os anteriores, traduzindo melhor a realidade da natureza. Assim como 0
calculo de ordem inteira tem a ele associado uma classe de fungdes, o calculo de ordem
fracionaria também esta associado a algumas funcdes; entre elas, a funcdo de Mittag-Leffler
merece destaque, pois desempenha um papel fundamental na solucdo de equacdes diferenciais
fracionarias.

A utilizacdo de célculo fracionario na modelagem de difusdo turbulenta € justificada
pelo comportamento ndo diferenciavel no problema e pela presencga de difusdo andémala. Nas

Gltimas décadas, milhares de trabalhos foram realizados com o objetivo de explicar a difusdo
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andmala. No entanto, poucos com a analise da validade de modelos baseados em equacdes
diferenciais classicas e/ou o uso de operadores diferenciais ndo usuais, para descrever
sistemas que exibem comportamento ndo diferencial e/ou dinamica anémala.

As derivadas fracionarias tém muitas versdes. As mais conhecidas e utilizadas séo as

formulagGes propostas por Riemann-Liouville e por Caputo.

3.6.1 Contexto

O calculo de ordem ndo-inteira, conhecido como calculo fracionario, nomenclatura
adotada nesse trabalho, origina-se na mesma época do caluclo de ordem interia, porém seu
desenvolvimento ocorreu de maneira mais lenta. Sua origem iniciou-se a partir de uma
pergunta feita por Leibniz para I’Hopital por meio de correspondéncia, onde indagou-se sobre
uma generalizagdo da derivada de ordem inteira para uma ordem arbitraria. Como resposta a

essa pergunta, ’Hopital questionou: “e se a ordem da derivada fosse meio, ou seja, qual a
- ~ . , . , -1 . .
interpretacdo para a derivada que tenha como ordem o numero fracionario A Leibniz por

sua vez, fez um resposta audaciosa, em que assegurava que para y(x) = x, a igualdade

déx = x+/dx: x, aparentemente um paradoxo, algum dia geraria consequéncias frutiferas
(CAMARGO 2009).

ApOs esses registros, teve-se 0s primeiros passos para a elaboragdo de uma teoria que
teve a colaboracdo de muitos matematicos como Euler, Laplace, Lagrange entre outros. O
primeiro trabalho que levou ao que hoje chamamos a formulacdo da derivada fracionaria,
segundo Riemann Liouville foi escrito por Sonin, em 1869, ja a derivada proposta por Caputo
foi formulada apenas em 1969 (CAMARGO 2009).

Cerca de 280 anos apods a correspondéncia entre Leibniz ¢ I’Hopital, em 1974, Ross
organizou o primeiro congresso internacional que tinha como um de seus objetivos a
popularizacdo do tema para que houvesse um maior interesse dos cientistas e as pesquisas
envolvendo o calculo fraciondrio aumentassem. Na década de 80 tem-se um aumento
significativo em pesquisas envolvendo o célculo fracionario, ocorrendo 0 segundo congresso
também organizado por Ross (CAMARGO 2009).

Importantes obras sobre o calculo fracionario foram publicadas. Pode-se destacar o
importante livro de Podlubny, publicado em 1999 no qual tem-se o essencial do célculo
fracionario, e em 2005, Zaslavsky publica o livro especialmente dedicado a modelos

fracionarios de cinética anémala de processos complexos (CAMARGO 2009).
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Embora seja a evolugdo do célculo fracionario tenha sido muito grande, algumas
questdes ainda permanecem em aberto, dentre as quais podemos destacar a sua interpretacéo

geométrica.

3.6.2 Integracao

O célculo fracionéario conforme proposto por Riemann-Liouville e por Caputo é
construido a partir da continuacdo analitica do teorema de Cauchy para integrais repetidas.
Tendo obtido a integral fracionaria ,J; corretamente, obtém-se, entdo, uma definicdo para a
derivada fracionaria.

O teorema de Leibniz refere-se a diferenciacdo de uma integral, resultado que sera
necessario na demonstracdo do teorema de Cauchy para integrais repetidas. Generalizando o
teorema de Cauchy para um nimero « qualquer, obtém-se a chamada integral fracionaria de
Riemann-Liouville.

Definigdo: Sejam a € R,,f uma funcdo integravel em qualquer subintervalo de [a,b];

entdo, para t e[a,b] denota-se por J= e definem-se as integrais fracionarias de Riemann-

Liouville de ordem a, a esquerda e a direita, respectivamente, como ,J¢ € J7:

a\]‘;‘f(x)zﬁjx.(u—x)“lf(u)du t>a (10)
tJ;‘f(x)zﬁj:(x—u)alf(u)du b>t (11)

Para o a inteiro, a integral fracionaria de Riemann-Liouville definida acima coincide
com a integracdo usual da ordem n inteira. Além disso, a partir da definicdo, é facil ver que a
integral fracionaria de Riemann-Liouville converge para qualquer fungdo integravel fse o> 1.

Ademais, € possivel provar a sua convergéncia para f eL,[a,b], mesmo para0 < a<1.

3.6.3 Derivacao
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As derivadas fracionarias tém muitas versdes. As mais conhecidas e utilizadas séo as
formulagdes propostas por Riemann-Liouville e por Caputo.
Definicdo (derivada de Riemann-Lioville): a derivada fraciondria de Riemann-

Lioville a esquerda de ordem a > 0 (a € R) € definida por D7 f (x)=Dj,J0“f (x) com

Xxa~ X

n = [a] + 1, sendo:

1 an
I(n-a)dx"

Dy (%) (12)

i f(u)
J. I+a—n du *
a()(_u) ﬂ=[a’]+l,0{€R+,a€R
Defini¢cdo (derivada fracionaria de Caputo): a derivada fracionaria a esquerda de

Caputo de ordem a > 0,a € R é definida por SDZ f (x)=, 3/ “D f (x) com n = [a] + 1,

sendo:
x g0 .
DY f(x)= F(nl—a)j(xf u)(lljz_n du N =[a]+1,aeR+,aeR (13)
d"f(u
emque f" (u)= dug ) s&o derivadas de ordem ne f™(u) € L,[a, b].

Definicdo: Considere uma funcdo real f:£2 — R com d variaveis reais xq,x, ... X4
definidas no dominio 2 = [ay,b;] X ... X [ag, by] € RY. Definem-se as derivadas parciais

fracionarias de Riemann-Lioville e Caputo de ordem a € R}, parax; (n = [a] + 1,a;,b; €

R), como:
o~ 1 dm FF (X X U X 1. %)
f(x,..., = d
axia (X1 Xd) r(n —0.’) dXin :’!: (Xi _u)l+a7n u (14)
e
c 0° 1 200 (X X U X 410X
f(x,..., = d
axia (X1 Xd) r(n_a) A (Xi _u)1+a—r‘| u (15)

respectivamente, em que 9, € a derivada parcial de um inteiro de ordem n para a variavel u.

3.6.4 Transformada de Laplace para derivadas fracionarias
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A metodologia usada para a resolucdo das equacOes de adveccdo-difusdo presentes
neste trabalho, apresentada no Capitulo 5, faz uso das transformadas de Laplace, cujos
calculos seguem abaixo, utilizando as duas definicdes de derivada fracionaria, de Riemann-
Liouville e de Caputo. O objetivo desta secdo € apresentar a justificativa da escolha da
definicdo que serd usada nos préximos capitulos.

Teorema: seja « € R com n-1<a<n en € N. A transformada de Laplace de

Riemann-Lioville é dada por:
n-1
LID“fO]=s"LLf©1-2,5" 9" (0) (16)
k=0

em que

gt)=3""f(t)

Teorema: Sejaa € R com n—-1<a<n en€N. A transformada de Laplace de

Caputo ¢ dada por
n-1
LI f(O1=s"LIFO]-D s F“(0) (17)
k=0

Demonstracéo:
Sabe-se que 3D f (x)=, J;“Dj f ().
Segue que:

1
I'n-a)

LD fO]=L[3“D"f ()] =L j(t —~u)" "D [ (u)]du]

Note que a integral acima pode ser escrita como produto de convolugéo, ou seja:

ereoz 1= o )

[(n-a)

Observa-se que:

(t_u)n_a_l _ ea-n n N _n—l n-1-k £ (k)
E[—F(n—a) ]=s"" e £[D"f(u)]=s"C[f(t)] ;s £69(0)
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Logo:

LIEDf ()] =" {s”ﬁ[f ®)]- nz_l:s”*lfk f (O)} =S“L[f(t)]- nis“flfk f®(0)
k=0 k=0

A transformada de Laplace para a derivada segundo Riemann-Liouville necessita do
conhecimento das condigdes inicias em termos da integral fracionaria J"= e de suas
derivadas de ordem k=1,2,3,..., n-1. Por outro lado, a transformada de Laplace da derivada
fracionaria segundo Caputo é mais apropriada visto que requer apenas o0 conhecimento das
condigdes iniciais dadas e suas derivadas de ordem k=1,2,3,..., n-1 que sdo fisicamente

interpretaveis.
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4 DESCRICAO DO MODELO

Para descrever a dispersdo de poluentes atmosféricos é preciso associa-los a métodos
matematicos, para obter uma analise mais realistica da influéncia exercida por tais poluentes
no meio ambiente. A adveccado e a difusdo de um poluente, na forma que ocorrem, mostram o
que ocorre quando o mesmo € liberado num meio fluido, em nosso caso a atmosfera. Esses
escoamentos possuem uma abordagem tradicional que é realizada pelo principio da

conservacao de massa, apresentando muitas vezes carater turbulento.

4.1 AEQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO

A compreensdo do fendmeno de difuséo e importante, pois a circulacdo na atmosfera é
turbulenta, sendo necessario obter uma equacdo que governe o processo de mistura do
poluente com o meio. As velocidades e as concentragdes sdo irregulares quando se considera
um escoamento turbulento, e tendem a oscilar em torno de seus valores médios de forma
aleatoria, dificultando uma descricdo mais detalhada das concentracdes e da velocidade do
escoamento. Um tratamento matematico das equagdes que representam tal escoamento se faz
necessario para que se gaste menor tempo computacional, isso justifica a aplicacdo de uma
modelagem aos termos turbulentos de forma a reduzir o custo computacional da solugdo, mas
sem perda significativa de informacéo sobre a turbuléncia.

O processo de transporte e dispersdo de uma espécie genérica pode ser descrito
utilizando a equacéo de advecc¢do-difusdo, como segue:

ac ac ac ac

E+ua+ v@+ W£+ §=0 (18)
em que C representa a concentracdo dos poluentes, u, v e w representam as componentes de
velocidade do vento nas direcfes X, y e z respectivamente, e S é o termo fonte.

Usa-se 0 método de decomposicdo Reynolds, no qual se decompbem as variaveis de
interesse em uma parte média e uma flutuacdo em torno do valor médio (parte turbulenta),

tendo por objetivo definir equacdes para a evolugdo média das variaveis da seguinte forma:
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(19)

em que a parte média é representada pela barra superior, e a flutuacdo, pelo ap6strofo. Define-

se a parte média de cada componente da seguinte maneira:

1t
C=—det
tJo
1 t
ﬁ=—fudt
tJo
Lt (20)
17=—jvdt
tJo
1 t
v_v=—jwdt
to J

O valor de t deve ser suficientemente grande quando comparado com 0 tempo
caracteristico das flutuacOes turbulentas, mas deve ser pequeno quando comparado com as
escalas temporais tipicas das variacbes do escoamento médio, caso ele ndo seja permanente
(TENNEKES, 1972).

Aplicando-se a equacdo (19) na (18) pode-se reescrever a equacdo de advecgdo-

difusdo obtendo:

a(C +c") N d(u+u)(C + ) N oW +v)(C+ ) N ow+w)(C+ )

= 21
ot o 3y 9z +s=0 @

Desprezando os produtos entre os valores de flutuacdo e os valores médios tém-se

ac’+ac‘+ ac‘+ ac‘+ E)C__I_ (’)C’_I_ (’)C’_I_ aC,+S—0 22)

ot "ot Yax " Vay " VWaz "% ox TVay "W T T
Aplicando a média de Reynolds em cada termo, considerando que a correlacdo entre
flutuacdo e quantidades médias é nula e que a média da flutuacdo com o tempo € zero, a
equacdo de adveccdo-difusdo que descreve concentracdes a partir de uma fonte continua pode

ser escrita como:
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oc  0C oC  oC_ owl vl owT
ot Yox "Vay " WezT  Tax oy | oz

+S (23)

em que C representa a concentracido média dos poluentes, u, v e w as componentes do vento

médio na direcdo X, y e z respectivamente e S € o termo fonte. Os termos u’'C’, v'C’, e w'C’
representam, respectivamente, os fluxos turbulentos de poluentes nas dire¢6es longitudinal,
lateral e vertical. Sendo a turbuléncia dominante nos processos de transporte e disperséo,
pode-se negligenciar o termo de difusdo molecular.

Os fluxos turbulentos na equagdo (23) sdo desconhecidos, portanto ndo € possivel
resolvé-la diretamente causando assim o problema de fechamento da turbuléncia. Uma das
formas de resolver esse problema é usando a teoria K, na qual é possivel modelar os fluxos
turbulentos que aparecem na equagdo (23), fazendo-os diretamente proporcionais aos

gradientes médios, porém com sinal trocado, como segue abaixo:

we =k E

OX (24)
ve=-k, &

oy (25)
wC'=-K, @ (26)

0z

em que K, K, e K, sdo os coeficientes de difusdo turbulenta nas direcGes X, y e z,
respectivamente e sdo 0s responsaveis por toda a complexidade da turbuléncia.

A equacdo de adveccgdo-difusdo pode ser obtida combinando as equacdes acima com a
equacdo (23) da seguinte forma, a partir desse momento consideraremos C=C , a fim de

simplificarmos a escrita:

§+u§+v§+waC _9 (K aCj+£[K §j+ﬁ(K aCj+S

ot oax oy oz oax\ *oax) oyl Yoy ) etz @7
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em que u, v e w sdo as componentes de velocidade do vento nas direcbes X, y e z, € Ky, K,
e K, séo os coeficientes de difusdo turbulenta longitudinal, lateral e vertical, respectivamente.
O primeiro termo da equacao (27) é a variacdo local, ou seja, o termo dependente do tempo
responsavel pelas situacfes ndo estacionarias, e 0s trés termos restantes do lado esquerdo séo
0s termos de adveccdo (transporte). Do lado direito os trés primeiros termos sdo difusivos e o
termo S representa o termo fonte (que pode conter as rea¢fes quimicas).

Como a componente de velocidade do vento na direcdo y é muito pequena pode-se
desprezé-la fazendo v = 0, da mesma forma, despreza-se o termo de difusdo turbulenta

tem-se u o >> 9 K, . Consideram-se, também, as seguintes hipdteses:
OX oX OX

%_(t: =0, ou seja, estado estacionario;

e v=w=0, considera-se apenas a componente de velocidade do vento na
direcéo x.

A equacdo (27) é reescrita da seguinte forma:
u§:g K o« +£(Kz§j+s (28)
ox oy\ Yoy) oz 0z

Os coeficientes de difusdo sdo frequentemente considerados constantes, restringindo a
solucdo encontrada aos casos de turbuléncia homogénea. Dessa forma, pode-se reescrever a

equacdo (28) como:

2 2
ugzK aC+K oC
OX

YW 1 57 +S (29)

em que u € a componente de velocidade do vento na direcdo x e K,, e K, sdo os coeficientes
de difusdo turbulenta lateral e vertical, respectivamente.
Supondo o fluxo nulo no solo e no topo da CLP, a equacdo (29) tem as seguintes

condicdes de contorno:

oC
K —=0,emz=0,h 30
- (30)
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%=0,em y:O,Ly (31)

condicdo de fonte, com taxa de emissédo constante Q(g/s) na altura H (m), e yyindica a

posicao da fonte, dada por:

uC(0,y,z)=Qs(z—H,)5(y—y,), em x=0 (32)

4.2 O MODELO MATEMATICO

Considere a dispersdo de gases reativos (G) de uma fonte pontual dependentes do
tempo, num ambiente onde se passe a primeira reagdo quimica, gerando o poluente secundario
P, assumindo-se, também, que ambos possam ser removidos por mecanismos, tal como a
chuva. Nesse cenario, a conversdo de G para P e as remogOes sdo processos de primeira

ordem com taxas k, k, e k,, constantes como mostra o esquema:

G _}‘.. P
N\
kg x k,
em que D representa a remocao, para ambas as espeécies a partir da atmosfera.

Ha certos casos em que ocorrem transformacdes quimicas que influenciam na
formacdo de novos poluentes, e por isso devem ser consideradas. Neste trabalho, usa-se o
dioxido de enxofre, que apds algumas reacdes transforma-se no sulfato de enxofre, tendo a
seguinte equacdo (ALAM; SEINFELD, 1981):

oC(x,y,z 0°C(X,Y,z 0°C(X,Y,z2
u (a y )=Ky (ayzy )+KZ ézzy )—(k+kg)C(x,y,z) (33)
X
em que a constante k € a taxa de conversao do poluente primario e k, € a taxa de remogao.
Nesse caso, considera-se como condi¢do de fonte

C(0.y.2)=28(y)8(z-H.) , x=0 0

em que Q ¢ a taxa de emissdo, 6 ¢ a fungdo Dirac delta, Hs a altura da fonte. Assume-se como

condicdes de contorno



54

oC
E:o paraz=nh (35)
oC
K, E:vdc paraz=0 (36)
oC
5=0,em y:O,Ly (37)

em que h é a altura CLP e vy é a velocidade de deposicdo do poluente gasoso.
Da mesma forma, a equagédo diferencial que governa a concentragdo C, (X,y, z) do

poluente secundario pode ser escrita como:

! an(x,y,z)=K ach(x,y,z)+K 0°C,(x,Y,2)

~ y PV , pos +kC(x,y,2)-k,C, (% Y,2) (38)
em que Kk, € a taxa de remocéo (particula).
A equacdo tem a seguinte condicdo de fonte :
C,(xy,z2)=0 x=0 (39)
e as condigdes de contorno:
oC,
Ezo,em yZO'Ly (40)
aC,
= =0sez=h (41)
z
CP
K, = vy,C, se 2=0 (42)

em que K € a sua taxa de remogéo e Vg, € a velocidade de deposicéo do poluente secundario.
O modelo de dispersdo proposto no presente trabalho, ao contrario dos modelos

usualmente encontrados na literatura, ndo resolve a tradicional equacdo adveccdo-difusdo,
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mas modifica a estrutura matematica desta equacdo para representar mais realisticamente no
espaco a evolugdo da concentragdo de contaminantes dispersos em um escoamento turbulento.

Nesse sentido, operadores fracionarios sdo introduzidos na equacdo que governa a
dispersdo de contaminantes na atmosfera. A utilizacdo de célculo fracionario na modelagem
de difusdo turbulenta é justificada, como j& dito, pelo comportamento ndo diferenciavel no
problema e pela presenca de difusdo andmala. Sendo assim, considera-se a seguinte equagéo

do poluente primario:

CAha 2 2
G Caf(f’y’ZL Kya Cg’zy’z)+Kz%—(k+kg)c(x’y’z) 43)
em que C representa a derivada de Caputo, K, e K, sdo as componentes cartesianas da
difusividade de turbilhdo nas direcbes y e z, respectivamente, u é a velocidade do vento
longitudinal, k é a taxa de conversdo do poluente primario e kq € a taxa de remogéo.

Para resolver a equacdo (43), é necessario especificar as condi¢Ges de fonte e de
contorno. Nesse caso, consideram-se as mesmas condicdes de fonte e de
contornoapresentadas nas equacoes (34 - 37).

Da mesma forma, a equacédo diferencial que governa a concentracdo C, (X,y, z) do
poluente secundario pode ser escrita como:

€0°C,(xY,2) K o°C,(x,Y,2) K o°C,(x,y,2)

u e =K, PY: + ZTJrkC(x, y,2)-k,C,(xY,2) (44)

em que kp é a taxa de remocédo (particula). A equacdo (44) tém as condicBes de fonte e de

contorno iguais as equacoes (39 - 42).

4.3 TECNICA ADMM

Na modelagem matematica tem-se sempre como objetivo que os modelos encontrados
retratem da forma mais realistica possivel os fendmenos que ocorrem, neste caso, na
atmosfera. Portanto, para tratar da turbuléncia ndo homogénea, deve-se considerar que a
velocidade do vento e as difusividades turbulentas variam com a altura acima do solo segundo
uma parametrizacdo especificada.

Para esses casos, 0 método ADMM resolve a equacdo de adveccao-difusdo. Esse

método consiste basicamente em dividir a CLP em subcamadas considerando-a como um
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sistema de multicamadas. Assim, o dominio da variavel z é dividido em varios subdominios

como visualiza-se na Figura 10. Denota-se a camada onde ha emissdo de poluentes por n*.

Figura 10 — Representacdo esquematica do modelo ADMM
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Fonte: MOREIRA,; VILHENA, 2005.

Camada Limite Convectiva

Em cada uma delas, toma-se uma aproximacdo stepwise, ou seja, consideram-se 0S
valores médios dos parametros que dependem da altura, como, os coeficientes difusivos e o
perfil de velocidade do vento. Dessa forma, obtém-se N problemas similares, acoplados por

condicdes de interfaces de continuidade de concentracéao e de fluxo.

Figura 11 — Aproximacéo stepwise para o coeficiente de difusdo vertical adimensional
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Fonte: MOREIRA; VILHENA, 2005.
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Como os coeficientes de difusdo e o perfil de velocidade do vento tém uma
dependéncia em relacdo a varidvel z e a altura h da CLP, que esta discretizada em N

subintervalos no qual em cada camada tem-se:

Zny

K, = [ K,(2)dz, n=1,2..N-1 (45)
Zn+1 " g,
1 Zny
u, = j u,(z)dz ,n=1,2,... N-1 (46)
Zn+l - Zn z

Dessa forma, obtém-se N problemas iguais que estdo interligados por condi¢des de
continuidade de concentragdo e de fluxo. Considerando que K, assume um valor constante

em Z,<Z<1Z,, e as seguintes condicdes de continuidade de concentracdo e fluxo nas

interfaces sdo consideradas:

C,=C,., n=1,2,.N-1 (47)
oC, 2
K,—r=K,,, — n=1,2,..N-1 (48)
a a

A equacdo de adveccdo-difusdo é entdo resolvida pela técnica da transformada de

Laplace em cada subcamada.

4.4 TECNICAGITT

Conforme COTTA(1993), considere-se a equacao:
Af(x,2)=H ema<x<bez>0 (49)
com as seguintes condi¢des de contorno:

f(x,2)
OX

para x=a, t4 +u,f(a,z)=0 (50)
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f(x,2)

para x=b, o, +0,f(b,z)=0 (51)

sendo A o operador parcial associado ao problema, H o termo da fonte e w1, P61 € G2 SA0
constantes que dependem das propriedades fisicas do problema.

O primeiro passo € a expansdo da variavel f(x,z)em uma base adequada. Para isso,

reescreve-se o operador A da seguinte forma:
Af (x,z) = Bf (x, 2) + Lf (x, 2) (52)

sendo L o operador associado ao problema de Sturm-Liouville e B 0 operador associado ao

restante dos termos. Portanto L tem a seguinte forma:

Ly (2,) = V[ POOV ¥ (2, 9]+ 40w (2, %) (53)

em que as fungdes p(x) e q(x) devem ser reais e continuas, com p(x) > 0 paravx < (a,b) .

Define-se, o problema auxiliar a partir das equacdes

Ly (4, X)+ 22w (A4, X) =0 para x < (a,b) (54)

para x=a, 4 % +wy(4,a)=0 (55)
para x=b, o, % +o,p(4,b)=0 (56)

As constantes [, |2, 01 € o2 devem ser as mesmas do problema original. A equacgao

pode ser reescrita para um A; qualquer uma vez que o parametro é independente das

constantes. Dessa forma sendo ¥; (X) =, (4, X) .tem-se:
Ly (X) + A2 (X) =0 (57)

As funcdes ¥,(X) sdo as autofuncdes do operador L e A sdo os autovalores

associados, formando uma base do espaco que contém o operador L, cuja condicdo de

ortogonalidade é definida da seguinte forma:



59

YOG {0, sei#j
. T 1 VT sei=j (58)
NZN2
emque N, é o quadrado da norma [(?(a,b) com a seguinte expressio:
N, = j w2 (xX)dx 59)

Expande-se a variavel f (x,z)na base de autofungdes encontrada da seguinte forma:

3 T (2 (%)
f(x,z)=Lt—— (60)

S

N,?

Determinado o problema de autovalores e autovetores associados ao problema original

e feita a expansdao da sua variavel dependente, aplica-se 0 seguinte operador, que € a

transformada integral propriamente dita:
1
I LALS &)

Realizadas todas as integracdes, obtém-se um sistema de equacOes diferenciais
ordinarias (EDO), em que a variavel dependente € f,(z). A obtencdo dessa variavel € feita
solucionando esse sistema de equacoes e, a partir disso, truncando o somatorio da equagdo em
um ndmero de termos suficientemente grande para se determinar aproximadamente o
potencial original f(x,z).

Observa-se que cada termo do somatdrio corresponde a uma equacdo do sistema de

equac0es transformado.
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5 SOLUCAO DO PROBLEMA

Neste capitulo, aplicam-se as técnicas apresentadas anteriormente, Capitulo 4 com o
intuito de resolver as equacOes de adveccdo-difusdo bidimensionais e tridimensionais
fracionarias na formacdo de poluentes secundarios. Usa-se uma técnica proposta por Astarita
et al. (1979) para desacoplar a equagdo do poluente secundario, a fim de obter suas
concentragdes de uma maneira mais simples. Apds isso, aplica-se a técnica ADMM
combinada com técnica GITT e, por fim, utiliza-se 0 método de Talbot para a inversdo da
transformada de Laplace.

5.1 SOLUCAO DO MODELO BIDIMENSIONAL

A equacdo de adveccdo-difusdo fracionaria bidimensional do poluente primario,
C(x,2), é dada por (ALAM; SEINFELD, 1981):
©0“C(x,2) 0°C(x,2)
uTzKZT—(k+kg)C(x,z), O<a<l (62)
para0<z<hex>0,emquehéaaltura da CLP, C representa a derivada de Caputo e « € a
ordem da derivada fracionaria; K, é o coeficiente de difusdo na direcdo de z e u é a velocidade
longitudinal do vento.
Para resolver a equacdo (62) é necessario especificar a condicdo de fonte e as de

contorno. A condicao de fonte pode ser definida da seguinte forma:
co, z)=%5(z—Hs) (63)

em que Q é a taxa de emissdo, 6(.) é a funcdo delta de Dirac e Hs € a altura da fonte. As

condicdes de contorno sdo dadas por:

oC
oC
ZE:VdC ’ =1, (65)

em que Vg € a velocidade de deposigdo do poluente gasoso(primério).
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Da mesma forma, a equacdo diferencial que governa a concentragéo de C, do poluente

secundario, pode ser escrita como:

°0“C,(x,2) 0°C_(x,z)  C_A(x,2)
u L =K : +w, —2 +kC(x,2) -k C_(x,2 (66)
axa z azz S 0,,2 ( ) p p( )
em que k, é a taxa de remocéo (particula) e w, € a velocidade de sedimentagéo gravitacional

das particulas. A equacgdo tem a seguinte condicao de fonte:
C,(0,2)=0 67)

e as condigdes de contorno,

K,—=0 , z=h (68)

71=17 (69)

z p ! 0

aC,
K a— =Vde
z
sendo Vg, a velocidade de deposicéo do poluente secundario.
Observa-se que a equacdo (66) € acoplada a equacdo (62), sendo necessaria uma
metodologia que facilite sua resolucdo. Com o objetivo de desacoplar o sistema, escrevem-se

ambas as equacdes na forma compacta da seguinte maneira:

L[C] [k+kg 0] C _ 0 2
Cp —k  kpl|Cp| 0
a
sendo o operador L = — ua_a + KZ% . Nessa sequéncia, tem-se a matriz definida por:
0x
, _[k+kg O
-5 71)

p

cuja decomposicdo pode ser escrita como A’ = RMR™1, sendo:

1 0 1 0
k+k, 0
R = k i, M=, k], R1=|__ ~k 1 (72)
ke, — k — kg P kp — k— kg
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Além disso, uma nova concentracdo B é definida da seguinte maneira:

[g] =R lgpl (73)

O método proposto por Astarita et al. (1979) possibilita a obtencdo do seguinte sistema

desacoplado:

LC-(k+k,)C=0 (74)

LB-k,B=0 (75)

Da equacéo (73), segue a seguinte relagéo:

kC(x,2)
B(x,z2)=C (x,2) —-———
(%,2)=C,(X,2) o —k—k, (76)
Logo, tem-se uma equacéo auxiliar B(x,z) escrita como:
“0“B(x,2) 0°B(x,2)
u =K — —k _B(x,z (77)
ox“ toor’ B2)
Com as devidas condicdes de fonte e de contorno como segue,
B(0,2) =k C(0,2)
2)= , 78
(k,—k—k,) (78)
oB
K,—=0 , z=h
: 5 (79)
K(v, —V,
KZ@:vde+MC , 2=, (80)
oz (k, —k—k,)

As equacOes para C(x,z) e B(x,z) podem ser resolvidas de maneira independente, ou
seja, o problema esta desacoplado. Uma vez obtidas as solucbes, a concentracdo do poluente

secundario é facilmente calculada pela equagdo (76).
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5.1.1 Solucéo das equacges bidimensionais desacopladas

As equacdes (62) e (77) precisam ser resolvidas, para isso usa-se 0 método ADMM
(Moreira e Vilhena, 2009). Dessa forma, a equacao (62) pode ser reescrita como um sistema

de multicamadas da seguinte forma:

°0°C,(x2)
"X

u =K} % —(k+k,)C,(x,2) (81)
comz, <z<z,,,,x>0;,n=1,2,3..N,onde N é o nimero de subcamadas que a CLP
foi dividida, sendo C,, a contracdo na n-ésima camada. Seguindo a metodologia ADMM, para
encontrar a turbuléncia verticalmente ndo homogénea (dependente da variavel z), séo
impostas condicGes de continuidade para a concentracdo e o fluxo de concentracdo nas
interfaces apresentadas nas equacoes (62) e (62) .

O método ADMM e aplicado de maneira andloga na equacéo (77), resultando em:

°0“B, (x,2)
"X

0°B,(x,2)

u
0z°

=K} k,B,(x,2) (82)

com as mesmas condicBes de contorno e de fonte. Agora, é possivel solucionar as equacgdes
(81) e (82), que serdo resolvidas para cada subcamada N.

Para a resolucdo da equacdo (81), e posteriormente da (82), aplica-se a transformada
de Laplace na variavel x, escrevendo £{C,(x,2)}=¢, (s,z)e utilizando a definicdo dada por
Caputo, para obter:

Qsa—l
K n

0%¢ (s, u,s“+k+k
o Z)—( : 5(z—H,) (83)

€ (s,2)=—
oz° K! J (8:2)

A equacdo (83) pode ser reescrita da seguinte forma:

0°C.(s,2)

T A¢, (s,2)=Bs(z—H,) (84)

No qual



Ao u,s” +k+kg 5 Qs**

K; K;
A solucéo geral da equacéo (85) pode ser escrita sob a forma:

C,=C,+C

part

emque C, ¢ a parte homogénea da solugéo e C

5.1.1.1 Solugdo homogénea

A equacdo homogénea associada a equacéo (85) é dada por:

o°C,

" AC,(s2)=0

obtém-se:

R4, =0

s

Portanto, a solu¢cdo homogénea ¢ dada por:

z

~ R,z -R,
Ch = glne + ane

5.1.1.2 Solucéo particular

é a parte particular.
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(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

Relacionando a solucdo particular com a homogénea, encontra-se a solucdo

homogénea escrevendo-a sob a seguinte forma integral:

N

Cpan = |G(2.5)0(&)dE

o

(90)

em que (&) é a fungdo impulso dada por h(&)=B,6(£—H,) e G(z,£) é a Fungéo de

Green definida por:



yl(é:)yZ(Z)_yl(z)yz(é:)

G(z.¢)= W[y, ()y,(¢)]
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(91)

sendo y; e y, solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea associada e

W[yl(g)yz(g)] é o wronskiano dessas duas solugBes. Consideram-se as solucdes

)ﬁ(é)zeR"Z €Y, (g)zeiR"Z_

Tem-se

W [W(é) Y (5)} =—2R,

Dai, a Funcdo de Green procurada deste problema é

oRié aRiz _aRié gRe
-2R

n.

G(z,¢)=

Dessa forma,

eRn§ e F _e—Rn§ eRnZ B
Cpart = 2R [Bn5(§_ Hs):ldé

0 n.

De onde se obtém:

— Qsa_l ’Rn(Z’Hs)_ Rn(Z’Hs)
el

Portanto a solucéo da equacéo (85) é dada por:

n ~ Sa—l B ) )
2n

em que

1/2
us”+k+k U2
_ n g . _ a
Rm_(—K J » Ry =2[ Ky (u,s” +k+kj) |

n

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

©7)
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e Oin © Q2n S0 as constantes que resultam da resolugdo do sistema linear aplicando as
condicdes de interface.
De forma similar, o método ADMM ¢é aplicado na equacéo (82), obtendo a solugéo:

6 (S, Z) = fl eTl"Z + fz e‘Tl"Z — stail I:eTl"(Z_HS) —e_Tl"(Z_HS):I (98)
n n n (kp _k_kg)TZn

em que

12
us”+k
T, :(K—pj ;T :2[|<;‘(uns,°'+kp)]”2 (99)

A solucdo geral é obtida quando se determinam as variaveis g,, € g,, (de maneira

anéloga para fi, € f,,) aplicando as (2N-2) condigdes de interface:

2
em z=0 — Kk, o,y Ciy(s,0)=0
0z

Ci1(s,21) = Ciz(s,21)
emz =z, dcy'? acn'? 2
kg —— Py Cir(s5,21) = ky oz Ciz(s,21)

Ciz(s,z3) = Ci3(s,23)
emz = ZZ 3 a 2 ac 2
ki, —— a7 Ciz(5,23) = ky3 oz Ci3(s,23)

Ciz(s,23) = Cia(S,24)
em zZ = Z3 3 ac 2 aC 2
kz3 9z 13(5 ZB) z4 82

Cia(s,24)

Cin-1(5,2n-1) = Cin (S, 2y)
emz = zy_4 dcy'? dcy'?
kzN—la—nZCi(N—l)(S: Zy_q) = kZNa_T;CiN(S' Zy)

dcn'?
emz =z, kzN%CiN(s, zp) =0

Com as equacdes acima se obtém um sistema linear dado por MX=b, que tem

dimensdo d =2N dada por:



B My Mz O 0 0 0 0 0
Ma; Mz Mz Mz O 0 0 0
Msi Mz Mszz  Mag 0 0 0 0
0 0 Maz Mas Mys My 0 0
M 0 0 Msz3 Mss Mss  Msg 0 0
= 0 0 0 0 Mes  Mes Me7 Mes
0 0 0 0 Mz Mys Mz77 M7g
0 0 0 0 0 Mgid3z Mard2 Marda
0 0 0 0 0 0 0 0 Mg, d-1
X =] Cy Ciy Cyy Ci3Cyg v oo Ciy Con|T

b=[0000 - —Sp, =Sp’ .--00]"
n* =regido de emisséo
Sp,+ = solucdo particular

Sp,,+ =derivada da fungéo particular (aplicadas na regido de emisséo)

A matriz M ¢ definida por:
Mi1 =Ry
Mi; = =Ry

para n = 1,2,3, ..., N. Assim,

— Rz
My o1 = e"it%n

— ,—Rj1z
My 2p = e~ "it?n

— R; z
Man2ne1 = —e7iminn

— ,—R; Z
My o4y = € "iAD"R

— Rinz
Myni12n-1 = k; Ripetin®n

67
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— —Rinz
M2n+1,2n - kzn[_Rin]e men

— Rim+1)Z
M2n+1,2n+1 - kzn+1Ri(n+1)e Hntn)n

— —R; V4
M2n+1,2n+2 - _kzn+1 [_Ri(n+1)]e in+1)%n

Mgq-1 = [Ryy]elRinlon
Mgq = [—Riy]el Finlon

Para obter o valor de Cn(x,z) (e Bn(x,2)), é necessario aplicar a transformada inversa de
Laplace na equacdo, da seguinte forma:
1 y+ico

) Qs ) R
2(5,2) = e”[g,.e™" +g,.e —R—[GR”(Z ") gl HS)}]dS (100)
V4

()

—ioo 2n

5.1.2 Inversdo da transformada de Laplace

Finalmente, é necessario aplicar o método de inversdo da transformada de Laplace nas
solucgdes encontradas. Nessa tese, utilizou-se 0 método numérico de inversdo conhecido como
algoritmo de Fixed Talbot (FT) (TALBOT, 1979). Obteve-se entao:

C,(x2)= ﬁ{%cn (r,z)e™ +“§Re[exs(9k)én (s(6,).2)(1+iz(8, ))]} (101)

k=1

em que

s(6;)=ro(coto+i),~z<O<+x (102)

7(6;) =0, +(6,cotd—1)cot 6, (103)
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0 =— (104)

2M

sendo r um parametro baseado em experimentos numéricos (r =—5X j e M* o nimero de

termos no somatario no algoritmo de FT.

Analogamente, o método de inversdo é aplicado para obter a concentracdo B, A
concentracdo do poluente secundario na n-ésima camada é obtida das concentragdes de C, e
Bn através da relacao:

kC,(x,2)

C (x,2)=B (x,z)+———~
n( D =B D)

(105)

que ¢ a solucdo de concentracao para a particula na forma desacoplada.
5.2 SOLUCAO DO MODELO TRIDIMENSIONAL

A resolucdo das equacOes tridimensionais possui certa semelhanca com a resolucéo
das equacdes bidimensionais, pois também utiliza 0 método proposto por Astarita (1979) para
desacoplar o sistema e 0 método ADMM.

A equacdo (43) é acoplada a equacdo (44), sendo necessaria uma abordagem que
facilite a sua resolucdo (ALAM; SEINFELD, 1981). Para isso, ambas as equacdes sdo escritas
na seguinte forma compacta, como em (70), mas considerando o seguinte operador:

0“ o° o°

+K K, —
% o7?

L=-u —+
aXa y ayZ

(106)

Da mesma maneira, € possivel definir a matriz:

. [k+k, ©
A= K K (107)

p

cuja decomposicao é a mesma apresentada em (72).
Além disso, é possivel definir uma nova concentracdo B, e pelo método apresentado

por Astarita et al. (1979) obter o seguinte sistema desacoplado:
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LC—(k+kg)C=O (108)

LB—k,B=0 (109)

E a seguinte relacdo também é obtida:

kKC(X,Y,2)

B(x,y,2)=C _(X,V,2)—
(xy,2)=C,(xy,2) K-k,

(110)

Dessa forma, a equacdo auxiliar B(x,y,z) pode ser escrita, com as devidas condicdes

de contorno, da seguinte forma:

C a 2 2
P (x,y,2) _k, 9 B(x,zy, ) +K, 0 B(x,zy, ) —k B (x,Y,2) (111)
ox” Yooy oz P
com as condigdes de fonte e de contorno sendo:
B(0,y,z)=——C(0,y,z) parax=0
(0.y.2) (K, —k—k,) (0.y.z) p (112)
8_B_0 h (113)
pe paraz =
k —
K, §=vde—Mc paraz =0 (114)
oz k, —k —kK,
oB
E=0,em y=0,L, (115)

O problema esta desacoplado, de modo que é possivel resolver as equacbes para
C(x,y,2) e B(x,y,z) independentemente, e através da equacdo (110) obter a concentracdo do

poluente secundario .

5.2.1 Solucéo para as equacodes desacopladas
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O problema agora € resolver as equacBes (43) e (111) e, para isso, aplica-se
primeiramente, 0 método ADMM (MOREIRA; VILHENA, 2009). Assim, a equacdo (43)

pode ser reescrita como um sistema multicamadas da seguinte forma:

C 2 2
U 6Cn(x,y,z)=K acn(x,y,z)+K o°C,(x.y,2)

n 8X yn ayz n 822 (kn + kgn )Cn (X’ y’ Z) (116)

comz,<z<z,, ,X>0;,n=123...N, sendo N é o nimero de subcamadas em que a CLP

foi dividida e C,, é a concentracdo na n-ésima camada.

De maneira analoga, aplica-se 0 método ADMM na equacéo (111):

C 2 2
un aBn (Xy y) Z) — K . a Bn (X; y! Z) + K2n a Bn (X; y' Z) —
OX g oy oz

Ko B, (X, Y, 2) (117)

Para resolver as equacdes (116) e (117) usa-se a técnica GITT, onde a concentracéo
C,(x,y,z) é expressa em uma expansao de série de autofungdes ortogonais 1;(y) na direcdo

y, onde i é a ordem dos correspondentes autovalores A como segue:

CJx,y,z):iM onde N, =y, (y) dy

i=0 N 2 (118)

As autofuncbes e autovalores sdo determinados através da solugdo de um problema
auxiliar que seja similar ao problema original. Nesse caso sera usado o problema auxiliar de

Sturm-Liouville dado por:
i (y)+ A (y)=0 (119)

com a condicéo de contorno y;/(y)=0
Para este tipo de problema a solugéo é dada por w;,(y)=cogA4y), onde A, sdo as
raizes positivas da expressao sen(xiLy) =0.

Dessa forma pode-se reescrever a equagdo (116), usando a expansdo em série € 0

problema auxiliar como sendo:
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L $ G $ G, T 2n()

nz 1
=0 0z° N2
(120)

tvi(y)

Aplica-se o operador I— na equacéo (120), obtendo:
0

A propriedade de ortogonalidade na equacao (58) garante que as integrais na equagao

(121) se anulem para i # j e valham 1 para i = j. Dessa forma,

» 9°C, (X, 2) n

uiz_olccia(x,z) = Kin_O:Ci(x,z)AZJr KZiZ_O:aZ—2_(ki +kgi)Z_O:Ci(x,z) (122)
Prosseguindo com as simplificacOes, dividem-se 0os membros por K, e usa-Se sua

ortogonalidade para obter:

6 (xz) (zx’ 2) e Co (%.2)— (ki+hy + K 27)
oz K K

z z

Ci(x2)=0 (123)
A condicdo de fonte pode ser reescrita como:

C.(0,z)= em x=0

5(Z_Hs l//|(y)
1 (124)
2

u;N

Usa-se a transformada de Laplace de derivadas fraciondrias de ordem o dada pela

formula de Caputo, conforme visto na secao 3.6, obtém-se:
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oz’ K

z z

E{M}_%L{Ccf (x, z)}_ (k” g+ Kyn’12> E{Cn (x, Z)} ~0 (125)

O préximo passo é aplicar as transformadas de Laplace, que j& sdo conhecidas,

escrevendo £{C,(x,z)}=C,(s,z), como segue:

azé”(x’z)—cn (s,Z)(unsa +K, + kg + Kynﬂﬂ]_&(z— Howi(Y) _,

2 1 (126)
0z K, K N2
Para facilitar a notacéo, escreve-se:
U,s” +k, +kg, + K, A2
= " (127)
_wi(y)
= (128)
K,N.?
Entdo, reescreve-se a equacdo (126) da seguinte forma:
°C, . A
p_ -AC,(s,2)=E6(z—H,) (129)
74
A solucdo geral C; da equagdo (129) pode ser dada por
C,=C,+C . (130)

em que Cy, € a parte homogénea da solucéo e Cpart € a parte particular.

5.2.1.1 Solugcdo homogénea

A equacdo homogénea associada a equacao (129) é dada por
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»—AC,(s,2)=0 (131)

cuja resolucdo é obtida da seguinte maneira

RZ-A, =0
(132)
R, = A
Dai, a solugdo da equacdo (132) é dada por
C, =™ +Cye (133)

5.2.1.2 Solugéo particular

A solucdo particular € encontrada a partir de sua relacdo com a solugcdo homogénea, de

tal forma que possa ser escrita sob a forma integral como:
Cput = [G(2.€)N(&)de (134)
0

em que h(&) € a fungdo impulso dada por h(&)=E,5(&—H,) e G(z,£) € afuncéo de Green

definida por:

Y1(§)y2(z)_y1(z)y2(§)

G(z.¢)= W[y, (£)y,(&)]

(135)

sendo y; e y, solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea associada e

W [yl (&)Y, (g‘)] o wronskiano dessas duas solugdes. Consideram-se as solugdes y, (&) =e"*

e y,(£)=e ™"

Tem-se:

WY, (£)y,(&)]=-2R, (136)

Dai, a funcdo de Green procurada nesse problema é:
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efié g R _gReé o
G(z,¢)=
(z.$) R (137)
Dessa forma:
ret g R _gTRe gt
C par I [En5(§—|‘|s)}d§ (138)
0 n

Do que se obtém:

— Q ef\/x(szS) _e\/x(szs):|

Coant = 2K, JA, (139)
A solucdo da equacéo (130) é, portanto, dada por:
C(s,2), =c, eV +c, e Vh + _Q_ [ dmen —eﬂ(Z’HS)J (140)
2K, JA,

De forma similar, usa-se GITT na equacéo (118) e obtém-se a solucao:

B(s.2), = d, eV +d, eV 4 2K Jo. (t?n = _kgn)[eﬁ““s) —eﬁ(Z’Hs)} (141)
sendo

u,s” +k, +k,A° 1)

n = K

Zn

A solucdo geral é obtida quando se determinam as variaveis c;,, € c,, (de maneira
analoga para d,,, e d,,) aplicando as (2N-2) condicGes de interface, de forma similar a

realizada na solucdo bidimensional.

Para obter o valor de Cn(x,z) (e Bn(X,2)), € necessario aplicar a transformada inversa de

Laplace e escrever o C, como uma série de poténcias como na equacdo (118) obtendo assim:

GG () 1T Gl Em . Q[ R R
_.Z - % > /[iwe c,e™ +c,e +ZKZn \W[e e J ds  (143)
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De forma analoga, tem-se:

A "B, (X Z)w(y) 1
Bi(s.2)y =2 ( )1 ( )27zi
i=0 N~2
_ ' (144)
Y+l
Iesx blneﬁz+b2ne_ﬁz+2K S ka — [e‘ﬁ(z'Hs)—eﬁ(z‘Hs)J ds
y—ioo Z\/ n( pn~ n gn)

5.2.2 Inversao da transformada de Laplace

Por razdo da integral de linha presente na solugdo dada pela equagdo (143) (144),
aplica-se o algoritmo de Fixed Talbot (FT) (TALBOT, 1979) a fim de resolver

numericamente a inversa da transformada de Laplace. Dai, obtém-se:

C.(xy.7)= 2%{5[? (r.2)e” +'V'Z:1Re[exs(91)én (s(4)). Z)(l+i2’(0k)):| ]} (145)

j=1

sendo r um pardmetro baseado em experimentos numericos € M* o numero de termos no
somatorio no algoritmo de FT. De forma analoga, aplica-se para a concentragéo B.
A concentracdo do poluente secundario Cy(X,y,z) € obtida a partir das concentragdes

de C(x,y,z) e B(x,y,z), por meio da relacdo:

kC(x,Y,2)

C.(x,vy,2)=B(x, v,z
(X y,2) =B(x,y )+kp_k_kg

(146)

Assim, a concentracdo do poluente secundario pode ser encontrada de maneira mais
simples, pois se torna o resultado de uma relagdo que envolve equagdes com resolucdo mais

faceis.
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Figura 12: Fluxograma resumindo as etapas usadas para encontrar a solu¢édo do poluente

secundario

Usa-se ADMM

Equacdo do poluente
secundario (acoplada)

Encontra-se
equacéo auxiliar

Aplica-se GITT, no qual usa-se
o célculo fracionario

Encontra-se
relagdo entre
equacéo auxiliar e
equacéo dos
poluentes
primario e
secundario

Encontra-se a concentragéo de
B(X.y,2)

Aplica-se a relacdo para achar
a concentracdo dos poluentes
secundarios.

FONTE: Elaborada pela prépria autora.

Na figura 12, tem-se um fluxograma contendo as etapas realizadas para a obtencéo da

solucdo da equacao do poluente secundario.
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6 PARAMETRIZACOES E RESULTADOS

Na modelagem por difusdo atmosférica, a parametrizacdo turbulenta representa um
aspecto fundamental da dispersdo de poluentes. A confiabilidade de cada modelo depende
fortemente de como os parametros turbulentos sdo calculados e também da compreenséo atual
de CLP (MANGIA et al., 2002). Nesse sentido, a difusividade de vortices verticais,

juntamente com o perfil vertical do vento utilizado sdo brevemente apresentados nesta se¢éo.

6.1 COEFICIENTE DE DIFUSAO TURBULENTA

Nas simulagdes utilizou-se o coeficiente de difusdo vertical deduzido por Degrazia et

al. (1997) em termos dos parametros de escalonamento convectivo:

1 1
K, (z)=0,22wh GT (1—%]3 {1—exp(—%j ) ooosexp(%zﬂ 47)

em que W. é a velocidade convectiva.

6.2 COEFICIENTE DE DIFUSAO LATERAL

Para se obter a concentracdo tridimensional dos poluentes priméario e secundario, o
coeficiente de difusdo lateral foi modelado a partir da expressdo proposta por Tangermann

(1978), da seguinte forma:
K,(2)=K,(2)™ (148)
em que K, é o coeficiente de dispersdo vertical.
6.3 PERFIL DO VENTO
Por simplicidade, como o modelo permite o uso de qualquer perfil vertical de vento, o

perfil vertical da velocidade longitudinal do vento pode ser descrito por uma lei de poténcia
expressa pela seguinte equacdo (PANOFSKY; DUTTON, 1984):
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u(2) =, (Zij p (149)

r

em que U, é a velocidade média do vento referente a altura z- (geralmente 10 m), e «, € um

expoente que esta relacionado com a intensidade da turbuléncia (Irwin, 1979).
A fim de verificar a consisténcia fisica do modelo e a conexao da teoria com 0 mundo
real, seu desempenho foi avaliado com base em dados da literatura (ALAM; SEINFELD,

1981). As solugdes foram implementadas para os valores dados no Quadro 1.

Quadro 1 — Dados para a validagdo do modelo

Parametro Simbolo Valor
Coeficiente de conversdo do poluente primario (h™) k 0.01; 0.05 h™
Coeficiente de remocéo do poluente primério (gas) Kq 0;10°s™
Coeficiente de remog&o do poluente secundario (particula) Kp 0;10%s™
Velocidade de deposicao (gas) Vg 1cms?
Velocidade de deposico (particula) Vep 10t cms?
Altura da CLP H 1000 m
Velocidade convectiva Wi 1mst
Altura da fonte Hs 200 m
Taxa de emisséo Q 14g/s
Expoente relativo a intensidade da turbuléncia ap 0.2
Velocidade media do vento referente a altura Ur 2.5ms?

Fonte: ALAM; SEINFELD, 1981.

6.5 RESULTADOS BIDIMENSIONAIS

Nesta secdo, apresentam-se 0s resultados para a solucdo bidimensional da equacédo de
adveccdo-difusdo para a transformacao gas-particula conforme artigo dos autores Moreira e
Dos Santos (2019).

A Figura 13 mostra a convergéncia da solucdo com as concentracdes ao nivel do solo
usando o método de inversdo FT para distancias de 10 e 50 km, considerando diferentes

valores para o parametro fracionario (a= 1,00; 0,99 e 0,98). Ocorre uma rapida convergéncia
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conforme ha um aumento do niimero de termos do somatério (M) considerando diferentes
ordens da derivada.
Figura 13 — Convergéncia da solucdo para a equagdo do poluente primario com k = 0.05 h™,

considerando a deposicOes seca e Umida
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As Figuras 14 e 15 mostram as concentrac¢des no nivel do solo de C e C, em fungdo da
distancia da fonte, para as taxas de converséo k = 0,01 e 0,05 h™ e para diferentes valores do

parametro fracionario, com e sem remoc¢ao Umida.

Figura 14 — Gréafico da concentracdo dos poluentes primario e secundario em fungéo da
distancia da fonte, para altura da fonte de 200m para a=1 ¢ 0.98 e k=0,01h™ e 0,05h?, sem

deposigdes seca e Umida
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Comparando as Figuras 14a e 14b, verifica-se que o nivel de sulfato aumenta num
primeiro momento, devido a conversdo do poluente primario e, quanto maior a taxa de
conversao mais lentamente a concentracdo do sulfato diminui. De acordo com a ordem da
derivada, observa-se que a quando a = 0,98 a concentracdo do poluente secundario diminui

mais lentamente. Ja em relagdo ao poluente priméario, tem-se que sua concentra¢do diminui
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mais rapidamente com o aumento da taxa de conversdo e cai mais rapidamente com a
diminui¢do do parametro a.

O efeito da deposicdo Umida é verificado nas Figuras 15a e 15b, nas quais verifica-se
um répido decréscimo do poluente secundéario para diferentes taxas de conversdo (k = 0,01 e
0,05 h-1). Para k = 0,01 h-1, na Figura 15a, tem-se uma diminuicdo mais aguda da
concentracdo do sulfato quando a derivada tem ordem inteira. No entanto, a diminuicdo da
concentracdo do poluente primario ocorre mais rapidamente para k = 0,05 h-1 com derivada
de ordem inteira (Figura 15b). A diminui¢do do poluente secundario esta de acordo com o
fato de que sua taxa de remocdo Umida é maior que a do poluente primario, onde a remocao

por via Umida é mais efetiva que a seca.

Figura 15 — Gréafico da concentracdo dos poluentes primario e secundario em fungéo da
distancia da fonte, para altura da fonte de 200m para =1 e 0.98 e k=0,01h™ e 0,05h™*,com

deposigdes seca e Umida.
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As Figuras 16 e 17 mostram os perfis de concentragdo vertical para ambos o0s
poluentes nas distancias de 45 e 450 km, considerando a taxa de conversio k = 0,05 h™,com a

derivada de ordem inteira e com e sem as remoc¢0es seca e Umida.

Figura 16 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes primarios e secundarios para

distancias de 45km e 450 km, com e sem deposices seca e imida, para o= 1,00 e k = 0,05 h*
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Na Figura 16a verifica-se que o perfil de concentracdo do poluente primario é superior
ao do secundario, quando sdo consideradas as remogdes seca e Umida. Esse mesmo padréo é
visto para a distancia de 450 km na Figura 16b, no qual o perfil de concentracdo do poluente
secundario € menor que o primario, quando se considera as remocdes seca e Umida juntas.
Isso ocorre pelo fato da remoc¢do umida ter um efeito maior em longas distancias.

Na Figura 17a, para uma distancia de 45 km, observa-se uma maior diminuicdo do
poluente secundario com o aumento da ordem da derivada, considerando as remocdes seca e
Umida. Na Figura 17b, que considera a distancia de 450 km, 0 mesmo efeito é observado, mas
com uma aproximacao mais homogénea dos perfis de concentracBes primaria e secundaria
conforme ocorre a variacdo da ordem da derivada.

As Figuras 18, 19 e 20 mostram os perfis de concentracdo vertical para distancias da
fonte de 1, 10 e 20 km, considerando-se a remo¢do Umida e seca dos poluentes primarios e

secundarios.



Figura 17 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes priméarios e secundarios para a
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z (m)

z(mj)

- -1
k=0,05h
1000 -
[ryYs
4 [T Pramary
YT F nf1.ﬂﬂ
800 - sone Y e
a =0,
1944 =097
sene 4
LR L Secandary
800 - sans ® o= 1004
soane * =099
y TyTY & u =088
PR * a=087
400+ 1 k=005n" ]
‘eda k=10%s"
aidd ko= 10"s"
200 - saae K= 43 kam
sene
[ XYY
L LT 1 I
'D_—rﬁ_r_lﬁ_l_lﬂ‘."_ T T T TTT
0.1 1 10
. .2
C.C,(107g.m")
1000 S - .
. LI sy
4 ] . e Frimary
. s o8 2 nf1.III
800 = L . sw ":g'gg-
A o =L
R
. " ww Secandary
600 - . . 0w & o= 1004
* & [ ] & g u099
- S Y & =0.98]
. . s ® - a=087
400 - T Y u! k=005n" ||
] . % . 10* s
. . e k=10 8
. . 0w k=10 &
200 o » . o k=450 km ||
. [ S
. . w0
. .
0 +——Pfrr A i — Ty —T T
1E-2 ! 0.1 1 10

c. Gn {1':'-19.”1-2}



Figura 18 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes priméarios e secundarios para a

distancia de 1km com deposicBes seca e imida para o= 1,00 ¢ 0,98 e k = 0,05 h™.
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Figura 19 — — Perfil vertical da concentracdo de poluentes primarios e secundarios para a

distancia de 10km com deposicdes seca e imida para o= 1,00 ¢ 0,98 e k = 0,05 h™.
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Figura 20 — — Perfil vertical da concentragdo de poluentes primarios e secundarios para a
distancia de 20km com deposices seca e Gimida para a= 1,00 ¢ 0,98 e k = 0,05 h™.
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Para a distancia de 1 km observa-se que a concentracdo do poluente secundario €
maior na altura da fonte e é influenciada pela ordem da derivada. A medida que a distancia
aumenta, de acordo com as Figuras 19 e 20, o poluente secundario diminui mais
acentuadamente devido a maior taxa de remoc¢do. Nas trés figuras vé-se que o parametro
fracionario, assim como nos outros casos, possui uma grande influéncia. A diminuicdo do
grau da derivada implica numa concentracdo do sulfato diminuindo mais lentamente.

A Figura 21 mostra as isolinhas da concentracdo (plano xz) a distancias maiores para
ambos os poluentes, considerando a taxa de conversdo k = 0,05 h™, k; = 0e 10° s™, e k,=10"

s, com a derivada de ordem inteira e fracionéria e com e sem as remocdes seca e Gimida.



Figura 21 — Isolinhas das concentrages dos poluentes primario e secundério (k = 0.05 h)

com parametro de derivada inteiro e fracionario (deposicdo seca e Umida): a) ky=0e a =

88

1.00;b) ky=0e o =0.98;c) ky=10°s e o =1.00;d) ky=10°s" e o =0.98; e) ky = 10°

a)

st ky=10"e o =1.00;ef) ky=10°s", k, =10% e o =0.98

o= O BT ke = O Ty )
L
T & 3
2 |
-—
T T
1 ada ado ada 0
x {Rrry
B o= L0 e Ry = 10N 8 {1 )
- T
-
4
-
T T T T T
100 L] 0 L] S0¢
)
= .35 he1 3t = 10" {Sacmarlamy )
)
T T T T
100 1] ] L] S0¢

b)

4

1O,

WD

0.

o

&S00,

B o= 0 me

g = 0 {i=mr

1Y)

ar
pl

L ada ado
x k)
mig = 1055 {I*mmary )

-
T T T T
100 o] HO0 AL

my
g = WG - U~ { S
3
T J T T T
t o] HO0 AL
my



89

A Figura 22 mostra as isolinhas da concentracdo (plano xz) a distancias mais curtas
para ambos os poluentes considerando a taxa de converséo k = 0,05 h™, ky=0e 10° s, e

kp:10'4 s, com derivadas de ordem inteira e apenas remoc&o Gmida.

Figura 22 — Isolinhas das concentracdes dos poluentes primario e secundario com parametro
de derivada inteiro e fracionaria considerando k = 0.05 h?, k; = 10° e k, = 10*s™: a) e c) o =
1.00
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6.6 RESULTADOS TRIDIMENSIONAIS

Os resultados para a solucdo tridimensional da equacdo de adveccgdo-difusdo
fracionaria na formacdo de poluentes secundéarios sdo apresentados nesta se¢éo.

As Figuras 23, 24 e 25 mostram as concentra¢es no nivel do solo de C e Cp em
funcdo da distancia da fonte, para as taxas de conversio k = 0,01 e 0,05 h™, com e sem

remocao por via imida, para diferentes valores da derivada.

Figura 23 — Gréfico da concentracdo dos poluentes primario e secundario em funcao da

distancia da fonte, para altura da fonte de 200m para o=1, 0,99 e 0.98 e x=50km.
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Na Figura 23, tém-se as concentracdes dos poluentes primario e secundario em relacéo
a distancia da fonte de 50 km, fazendo uma variagdo no valor de a, usou-se a taxa de
converséo igual a 0.05h™ e deposicdo Umida. E possivel notar que h& um crescimento na
concentracdo dos poluentes nos primeiros metros, mas que apds isso ocorre um decaimento
rapido. As concentracdes dos poluentes decaem mais rapidamente quando o valor de a € igual
a 1. Portanto coeficiente de derivacdo possui uma influéncia significativa quando se olha as

concentracdes em relacdo a distancia da fonte.
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Figura 24 — Gréfico da concentragdo dos poluentes primério e secundario em funcéo da

distancia da fonte, para altura da fonte de 200m para o=1 ¢ 0.98 e k = 0,01 h™.
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Figura 25 — Gréfico da concentracdo dos poluentes primario e secundario em funcao da

distancia da fonte, para altura da fonte de 200m para o=1 ¢ 0.98 e k = 0,05 h™.

1 v 1

: a=1.00
—0— primério
—a— secundario
0,0004 + -1
a=0.98
—O— primario
—e— secundario
1 b\ k=0.05
= \ ky=k,=0
o} ‘r,\ x=500km
o \
2 b\, -
0,0002 \\
bt
N -\“\,
g TG O e
. l”'>‘!’\‘:RI : -‘-‘.k-ﬁ."‘.‘lﬁu~usu
o P \I'.\,.R.:Q>.<.;g—o—o—o*o—o—.—.::::
’.\ ./.’.—’ e TO0—o—, e
e e S I
0,0000 f——2=a" i . —
0 200000 400000

x(m)



92

Comparando as Figuras 24 e 25, verifica-se que o nivel de sulfato inicialmente
aumenta devido & conversdo do poluente primario, e diminui mais lentamente quando hd um
aumento na taxa de conversédo mostrada, na Figura 25. No entanto, com derivada de ordem o=
0,98 vé-se uma diminuicdo mais lenta na concentracdo do poluente secundario. O poluente
primario diminui mais rapidamente com o aumento da taxa de conversdo, sendo essa queda

mais acentuada quando se considera o = 1.

Figura 26 — Gréfico da concentracdo dos poluentes primario e secundario em funcao da
distancia da fonte, para altura da fonte de 200 m para a=1 ¢ 0.98 e k = 0,01 h™, considerando

deposicOes seca e Umida.
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Figura 27 — Gréfico da concentragdo dos poluentes primério e secundario em funcao da
distancia da fonte, para altura da fonte de 200m para o=1 ¢ 0.98 e k = 0,05 h™ ,considerando

deposicOes seca e Umida.
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Nas Figuras 26 e 27, onde o efeito da deposi¢cdo umida também é considerado, ha um
rapido decréscimo do poluente secundario para diferentes taxas de conversao (k = 0,01 e 0,05
h™). Essa diminuicio é mais acentuada para k = 0,01 h™ com o pardmetro o = 1. No entanto, a
diminuicdo do poluente primario ocorre mais rapidamente para k = 0,05 h™ e com a derivada
de ordem inteira. A diminuicdo do poluente secundario esta de acordo com o fato de que a
taxa de remoc¢do Umida do poluente secundario € maior que a do poluente primario.

As Figuras, 28 a 31 mostram os perfis de concentragdes verticais para ambos 0s
poluentes a distancias de 45 e 450 km, considerando a taxa de conversdo k = 0,05 h™* com

derivada de ordem inteira e com e sem as remog¢des Umida e seca.



Figura 28 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes priméarios e secundarios para a

distancia de 45 km com e sem deposicOes seca e Umida e para o= 1,00.
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Figura 29 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes primarios e secundarios para a

distancia de 450 km com e sem deposic¢des seca e Umida e para o= 1,00.
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Observa-se que, para a distancia de 45 km na Figura 28, o perfil de concentragéo do
poluente primario é maior que o do secundario, considerando-se a remocéao seca e Umida. No
entanto, para a distancia de 450 km da Figura 29, o perfil de concentracdo secundario é menor
que o primario quando a remocédo seca e Umida é considerada em conjunto. Isso se deve,
como |

Na Figura 30, para uma distancia de 45 km e considerando a remocédo seca e Umida,
observa-se maior decréscimo do poluente secundario com o aumento da ordem da derivada.
Observa-se que na Figura 31, que considera a distancia de 450 km, tem-se 0 mesmo efeito,
mas com uma maior aproximacdo do perfil de concentracdo priméaria e secundaria com a

variacdo do parametro fracionario.a foi dito, ao maior efeito de remogédo Umida no secundario

em longas distancias.

Figura 30 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes primarios e secundarios para a
distancia de 45 km e para varias ordens da derivada (o= 1,00,0,99 e 0.98), considerando as

deposigdes seca e Umida.
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Figura 31 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes priméarios e secundarios para a
distancia 450 km e para varias ordens da derivada (a= 1,00, 0,99 ¢ 0,98), considerando as

deposicOes seca e Umida.
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Para analisar distancias menores, as Figuras 32 a 34 mostram o perfil de concentracao
vertical para as distancias da fonte de 1, 10 e 20 km, respectivamente, considerando as
remocdes Umida e seca, para 0s poluentes primario e secundario.

Observa-se que, para a distancia de 1 km, a concentracdo do poluente secundario é
maior na altura da fonte, sendo influenciada pela ordem da derivada. A medida que a distancia
aumenta, de acordo com as Figuras 33 e 34, apesar da tendéncia de homogeneizacgéo do perfil
de concentracdo vertical, o poluente secundario diminui mais acentuadamente devido a maior

taxa de remocédo, mas com uma derivada de ordem inteira.

Figura 32 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes primarios e secundarios para a
distancia de 1km e para vérias ordens da derivada (o= 1,00 e 0,98), considerando as remogdes

seca e Umida.
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Figura 33 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes primarios e secundarios para a

distancia de 10km e para varias ordens da derivada (a= 1,00 e 0,98), considerando as

remocdes seca e Umida.
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Figura 34 — Perfil vertical da concentracdo de poluentes priméarios e secundarios para a

distancia de 20km com remoc¢ao por via umida para varias ordens do derivado (o= 1,00 e

0,98)
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6.7 DISCUSSOES

As simulacdes mostram uma influéncia explicita dos parametros na concentracdo de
poluentes primarios e secundarios, além da ordem da derivada ter impacto na dispersdo. Nesse
ponto, é importante mencionar que a literatura mostra que as solucfes analiticas de equacdes
sdo de fundamental importancia para a descricdo e compreensao dos fenémenos, com especial
atencdo ao processo de dispersao atmosférica (PASQUILL; SMITH, 1983), ja que nesse tipo
de solucdo todos os parametros sdo expressos em forma matematica e a influéncia de
parametros individuais na concentracdo de poluentes pode ser facilmente examinada
(MOREIRA et al., 2005; MOREIRA et al., 2010). Além disso, solu¢des analiticas tornam
mais simples obter um comportamento assintético das solugbes, que geralmente sdo dificeis
de serem alcancados com solugdes numéricas. No entanto, para lidar com situacdes mais
realistas, € necessario mudar para métodos numéricos. As solucdes analiticas sdo eficientes
para muitas aplicacdes, que incluem a analise de fornecimento de cenarios de poluentes,
principais andlises de sensibilidade para investigar os efeitos de pardmetros incluidos no

transporte de poluentes, a extrapolacdo em grandes tempos e distancias em que solucdes
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numeéricas podem ser impraticaveis, como modelos de triagem para processos de transporte
que ndo podem ser resolvidos com exatidao e para validagdo de solugdes numéricas. Existem
varias situacOes de poluicdo do ar que exigem o uso de modelos complexos de mesoescala
para descrever adequadamente os processos de dispersao e representar 0S processos quimicos
e de emissdo relevantes. Modelos complexos, como o modelo CMAQ (Community Air
Quality Multiscale), foram projetados para simular a qualidade do ar, incluindo técnicas de
ultima geragdo para modelar véarios problemas de qualidade do ar. No entanto, em modelos
complexos, cada vez mais processos, como circulacbes de brisas maritimas, ilhas de calor
urbanas e ondas, sdo representados (SALVADOR et al., 2016). Esses modelos sdo
frequentemente percebidos como ‘““fechados” que ndo podem, sem dificuldade ou esforgo,
relatar a influéncia de processos individuais na qualidade do ar. Assim, para muitas aplicacdes
cientificas, as solucGes analiticas tém utilidade na compreensdo dos fendmenos de dispersao
do ar e de alguns fendmenos da quimica do ar, mostrando sua utilidade na gestdo ambiental.
Deve-se notar em relagdo aos métodos numéricos que alem da discretizagcdo de
dominio em um conjunto de pontos discretos exibidos em uma grade, todas as derivadas na
equacdo adveccdo-difusdo sdo aproximadas por um esquema de diferencas finitas (diferencas
finitas, elementos finitos, etc.) (ALBANI et al., 2015). No entanto, a estabilidade e a
convergéncia sdo as questdes-chave no que se refere a solucdo numérica. Dependendo do
esquema, a solucdo pode ter oscilagdo ou pico, e isso levara a conclusbes erréneas em
comparacdo com a fisica real. Além disso, 0s métodos numeéricos impdem um grande nimero
de calculos e de passos usados na execucdo da integracdo. Por isso, é necessario ter uma
solucdo estavel e convergente com o consumo de tempo de processamento otimizado. Esse
recurso também ndo aparece no método analitico, porque o carater analitico da solugédo
permite realizar o célculo a qualquer distancia (ou tempo). Isso garante 0 menor tempo
computacional, bem como a menor influéncia do erro de arredondamento na precisdo dos
resultados do método, quando comparados com 0s numeros, porque, na pratica, verifica-se

que ele demanda menos operacdes matematicas.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada uma nova abordagem de modelagem da poluicéo do ar
para lidar com a transformacdo gas-particula usando derivadas fracionérias. A fim de calcular
as concentracdes dos poluentes primario e secundario, encontraram-se solucdes para as
equacdes de adveccdo-difusdo bidimensional e tridimensional fracionarias no regime
estacionario, que consideram as deposicGes seca e Umida, bem como a reacdo quimica de
primeira ordem. Para tanto, realizou-se o desacoplamento de um sistema de equacOes, para
que a concentracdo do poluente secundario fosse encontrada por meio de uma equacao
auxiliar. A partir das solucbes do poluente primario e da equacdo auxiliar, foi possivel
determinar diretamente a concentracdo do poluente secundario. Para se obter as solucGes de
tais equagdes, utilizou-se o método ADMM e a transformada de Laplace, no caso
bidimensional, e o método ADMM combinado com o método GITT para 0 caso
tridimensional. A aplicacdo da abordagem ADMM consiste em dois passos: aproximacgéo da
difusividade dos vortices e da velocidade do vento e aplicacdo da transformada de Laplace a
equacdo adveccao-difusdo na variavel x. Para a abordagem GITT, realiza-se a expansdo da
concentracdo como uma série de poténcias envolvendo as autofuncbes relacionadas ao
problema auxiliar, nesse caso, o problema de Sturm Lioville, e a aplicacdo da transformada de
Laplace na variavel x. Nos dois casos, encontram-se as solu¢es semianaliticas do conjunto de
equacOes lineares resultantes da aplicacdo da transformada de Laplace e obtém-se as
concentracdes de poluentes pela inversdo da transformada de Laplace utilizando o método de
Fixed-Talbot. As parametrizacdes usadas nas simulagcdes representam o estado da arte na
modelagem da dispersdo de poluentes atmosféricos.

As simulagdes explicitam a influéncia dos parametros na concentracdo de poluentes
primarios e secundarios; ademais, a ordem da derivada tem impacto na dispersao. Os aspectos
fisicos sdo consistentes, mostrando que o modelo representa bem o processo de dispersdo,
levando em consideracdo a transformacgédo gas-particula na presenca de remocéo seca e Umida.
Observa-se que o efeito da derivada fracionaria esta relacionado com a dispersdo anémala,
diminuindo ou aumentando a concentracdo de acordo com a ordem da derivada. Com relacéo
a concentracdo no nivel do solo, do ponto de vista pratico, reduzir a ordem da derivada resulta
em diminui-la mais lentamente com o aumento da distancia para ambos os poluentes,
considerando a remocdo seca e Umida. Embora os modelos sejam instrumentos bastante

sofisticados que refletem o estado atual do conhecimento sobre o transporte turbulento na
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atmosfera, os resultados obtidos estdo sujeitos a uma consideravel margem de erro. 1sso se
deve a varios fatores, incluindo a incerteza da variabilidade intrinseca da atmosfera.

De fato, os modelos proporcionam valores expressos como uma média, isto é, um
valor médio obtido pelo desempenho repetido de muitas experiéncias, enquanto as
concentra¢des medidas sdo um valor Unico da amostra a que se refere a média do conjunto
fornecida pelos modelos. Essa é uma caracteristica geral da teoria da turbuléncia atmosférica
e € uma consequéncia da abordagem estatistica utilizada na tentativa de parametrizar o carater
cadtico dos dados medidos. Uma solucdo analitica pode ser Gtil na avaliagdo dos
desempenhos do modelo numérico (que resolvem numericamente a equacdo de advecgdo-
difusdo), de forma a comparar seus resultados, ndo apenas contra dados experimentais, mas,
de maneira mais facil, com a prépria solucdo para verificar erros numéricos relacionados as
incertezas apresentadas. A caracteristica semianalitica e a simplicidade da solugéo do sistema
acoplado reforcam que a metodologia proposta é robusta o bastante para simular a dispersao
de poluentes considerando a converséo gas-particula na atmosfera.

Finalmente, foram apresentadas as solugbes das equacdes bidimensionais e
tridimensionais de adveccao-difusdo em estado estacionario com derivada fracionaria no
termo advectivo, que pode ser aplicada em modelos para descrever a disperséo turbulenta de
muitas grandezas escalares, tais como poluicdo atmosférica, material radioativo, calor e assim
por diante. As solucbes propostas também podem ser Uteis para avaliar o desempenho de
modelos numéricos de poluicdo atmosferica. No futuro, a abordagem podera ser estendida as
solugdes tridimensionais dependentes do tempo, considerando também as derivadas

fracionarias nos termos difusivos.
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