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“Fu sou é eu mesmo. Diverjo de todo o mundo... Fu quase que nada nao sei.
Mas desconfio de muita coisa. O senhor concedendo, eu digo: para pensar longe,
sou cao mestre — o senhor solte em minha frente uma idéia ligeira,

e eu rastreio essa por fundo de todos os matos, amém! ...

Ah, tem uma repeticdo, que sempre outras vezes em minha vida acontece.
Fu atravesso as coisas — e no meio da travessia ndao vejo!

so estava era entretido na idéia dos lugares de saida e de chegada.

Assaz o senhor sabe: a gente quer passar um rio a nado, e passa;

mas vai dar na outra banda é num ponto muito mais embaixo,

bem diverso do em que primeiro se pensou.

Viver nem ndo é muito perigoso?”

(Joio Guimardes Rosa, Grande Sertdo: Veredas)



Resumo

E comum, durante os cursos de graduacao, estudarmos o fenémeno da difracao de ondas
eletromagnéticas por sistemas de fendas simples e dupla via teoria escalar da difracao e a
integral de Kirchoff. Alternativamente a isto, nessa tese, analisamos os padroes de difragao
e interferéncia de elétrons, via integrais de caminho de Feynman. Para isto, partimos do
modelo conceitual, como originalmente proposto por R.P.Feynman em Quantum Mecha-
nics and Path Integrals mas que, ao longo dos tempos, foi tratado com mais rigor por
outros autores, e com maior sofisticacao e clareza por M.Beau em Feynman path integral
approach to electron diffraction for one and two slits: analytical results. Num primeiro
momento, preservamos toda a analise concedida por este autor ao problema, com alguns
apontamentos sobre provaveis equivocos e construimos os propagadores livres e as fungoes
de onda para cada etapa do movimento para os diferentes sistemas estudados. H.Yabuki,
em Feynman Path Integrals in the Young Double-Slit Exzperiment, deixa claro que na re-
presentacao empregada, apesar de ser capaz de extrair informagoes sobre os mais diversos
tipos de trajetorias possiveis, o peso probabilistico de eventos como lacos sao relativamente
despreziveis, validando o principio da superposi¢cdo como a soma das fungoes de onda
emergentes de cada regiao de fenda. Disso obtém-se a expressao que leva as distribui¢oes
eletronicas sobre a tela. Por meio da variagao de parametros, como o geométrico e de
numero de Fresnel contidas nela, surgem os diferentes regimes da éptica: Fraunhouffer,
Intermediario e Fresnel. Logo, percebeu-se que esses regimes poderiam ser recuperados
mediante condigoes especiais conferidas as formas assintoticas das fung¢oes de Fresnel.
Estendemos esses argumentos a expressao que leva a distribuicao eletronica com efeito
de fase Aharonov-Bohm (AB). Ao longo de uma sucessao de aproximagoes, alcan¢amos
uma expressao com significado fisico e a existéncia de outras expressoes matematicas que
carregavam divergéncias em seus dominios, corroborando a inexisténcia de uma expressao
andloga aquela tipica do regime de Fraunhoffer com fase mista, que manifeste as assime-

trias AB. Por fim, demonstramos o surgimento da fase de Berry e sua relacao com a fase AB.

Palavras-chave: Difracao. Integrais de caminho de Feynman. Fungoes de Fresnel. Efeito

Aharonov-Bohm. Comportamento assintotico. Fase de Berry.



Abstract

It is common during undergraduate courses to study the phenomenon of diffraction of
electromagnetic waves by single and double slit systems via scalar diffraction theory and
the Kirchoff integral. Alternatively to this, in this thesis, we analyzed the electron diffrac-
tion and interference patterns, via Feynman path integrals. For this, we start from the
conceptual model, as originally proposed by RPFeynman in Quantum Mechanics and Path
Integrals but which, over time, has been treated more rigorously by other authors, and with
greater sophistication and clarity by M.Beau in Feynman path integral approach to electron
diffraction for one and two slits: analytical results. At first, we preserve all the analysis
given by this author to the problem, with some notes about probable misconceptions and
construct the free propagators and wave functions for each stage of the movement for the
different systems studied. H. Yabuki, in Feynman Path Integrals in the Young Double-Slit
Ezxperiment, makes it clear that in the employed representation, despite being able to
extract information about the most diverse possible trajectories, the probabilistic weight of
events as loops are relatively negligible, validating the superposition principle as the sum
of the emerging wave functions of each slot region. From this we obtain the expression that
takes the electronic distributions on the screen. By means of the variation of parameters,
such as the geometric and Fresnel number contained in it, the different regimes of the
optics appear: Fraunhouffer, Intermediate and Fresnel. Therefore, it was realized that
these regimes could be recovered through special conditions conferred the asymptotic
forms of Fresnel functions. We extend these arguments to the expression that leads to the
electronic distribution with Aharonov-Bohm (AB) phase effect. Throughout a succession
of approximations, we reached an expression with physical meaning and the existence of
other mathematical expressions that carried divergences in their domains, corroborating
the inexistence of an analogous expression to that typical of the regime of Fraunhoffer with
mixed phase, that manifests the asymmetries AB. Finally, we demonstrate the emergence

of the Berry phase and its relation to the AB phase.

Keywords: Diffraction. Feynman path integrals. Fresnel Functions. Aharonov-Bohm

Effect. Asymptotic behavior. Berry Phase.
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Introducao

Apés o trabalho de L.De Broglie [1], em que postula o principio da dualidade
onda-particula, Davisson e Germer [2] confirmaram a natureza dual do elétron por vias
experimentais. O problema quantico de difracao e interferéncia de particulas massivas
foi discutido, apoiado no principio da dualidade onda-particula [1] e com um viés mais
qualitativo e conceitual, por R.P.Feynman em suas famosas licoes The Feynman Lectures
in Physics [3]. Um tratamento mais exato, porém, com algumas consideragdes a titulo
de simplicidade, é encontrado em sua obra Quantum Mechanics and Path Integrals [4].
Décadas mais tarde, Roger Bach et al. [5] demonstraram a plena realizagdo experimental
do mecanismo idealizado por Feynman em [3]. A primeira observagao experimental neste
ambiente foi feita por Jonsson em 1961 [6] que estendeu a andlise para difracdo por
multiplas fendas em 1974 [7]. Ainda na década de 70 do século XX, O.Donati, P.G.Merli,
G.P.Missiroli e G.Pozzi [8,9] contribuiram com a primeira prova experimental da difra¢ao
quantica de elétrons individuais que, mais tarde e de forma independente, também foi
averiguado por A.Tonomura et al. [10] e também por [5]. J& em 2012, Rodolfo Rosa
[11] examinou o experimento proposto por P.G.Merli et al. em [9] colocando-o em um
contexto histérico e discutindo suas implicagoes filosoficas. Com os artificios modernos e
préaticos que a nanotecnologia [12] proporciona, S.Fribboni et al. [13] construiram fendas
em escala submicrométricas de modo que as experiéncias de interferéncia e difracao de
elétrons pudessem ser feitas mesmo com um microscopio eletréonico convencional. Somado
a isto, experimentos de fenda foram realizados com néutrons [14], &tomos ultrafrios [15],
atomos de Hélio [16] e com moléculas pesadas, como o Cgo € 0 Crp [17-19]. M.Gondran e
A.Gondram [20] apresentaram uma simulagao numérica do experimento abordado em [15] e
como o método das integrais de caminho de Feynman permite o calculo da fun¢do de onda
dependente do tempo além de simularem as trajetorias na interpretacao de Broglie-Bohm
21].

Em [26] o autor discute, de maneira ainda mais sofisticada, o problema da difracao
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de elétrons empregando a formulagao integral da Mecénica Quéntica (MQ), ou seja, a
representagao das integrais de trajetoria de Feynman. Demonstrou que certos parametros
fisicos, em particular os nimeros de Fresnel, que surgem de maneira natural, estardao
diretamente vinculados as formas graficas dos padroes de interferéncia e difracao, por
fenda simples e dupla, que se traduzem nos diferentes regimes 6pticos a saber: os regimes
de Fraunhofer (campo distante), comumente abordado em cursos de graduagao, Fresnel
(campo préximo) e Intermedidrio. Assim como exposto por ele, recuperamos analiticamente
(Cap.(1)) a expressao para as intensidades dos elétrons sobre a tela de observacao e a
partir dela, fizemos algumas aproximagoes, mediante certas condigoes especiais (fatores de
escala), baseadas no comportamento assintético das fungoes de Fresnel, reavendo assim,
as expressoes matematicas tipicas a cada regime.

Em seguida, no Cap.(2), o sistema é condicionado a uma nova configuracao onde sao
eliminadas as paredes que se estendem para regioes além fendas, isso é feito ao redefinirmos
os limites das integrais que surgirao durante os desdobramentos dos calculos, com os
padroes de interferéncia sendo gerados pela incidéncia de elétrons sobre um obstaculo
que se resume a um fio delgado, nos permitindo avaliar de maneira didatica as curvas
de interferéncia com base na relacao direta entre o comprimento de onda e o tamanho
caracteristico do obstaculo, nos levando a diferentes concepgoes gréaficas, com e sem desvios
de fase Aharonov-Bohm (AB), que indicam os variados dominios da dptica: ondulatéria e
geométrica.

No Cap.(3), discutimos o trabalho de Yabuki [54] a fim de justificar matematica-
mente as consideragoes atribuidas aos nossos hipotéticos modelos experimentais. Através
de uma técnica peculiar de calculo aproximativo, encontramos as func¢oes de onda que
carregam informagoes sobre trajetdrias exdticas, mas que nao foram reportadas em nossos
resultados, uma vez que sua contribuicao probabilistica é insignificante.

No Cap.(4), inserimos nos sistemas mencionados nos capitulos iniciais um whisker
magnetizado que, por sua vez, nos leva a observar as manifestagoes de fase Aharonov-
Bohm mediante desvios dos padroes de interferéncia. Estudamos o comportamento da
expressao que fornece a distribuicao eletronica sob sucessivas aproximagoes baseadas nos

comportamentos assintético das fungoes de Fresnel, em uma clara extensao dos trabalhos
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[25-28,30,31]. Nas diferentes etapas aproximativas, descobrimos uma expressao com sentido
fisico, e a existéncia de outras expressoes matematicas que carregam divergéncias em seus
dominios, corroborando a inexisténcia de uma expressao andloga ao caso do regime de
Fraunhoffer com fase mista, que manifeste as assimetrias AB. Por fim, demonstramos o
surgimento da fase de Berry e sua relagdo com a fase AB como feito por M.Berry em [90].

No Cap.(5) reportamos os principais resultados desse trabalho.
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1 Aplicacao da representacao das integrais de
trajetéria ao problema de difracao de elé-

trons por sistemas de uma e duas fendas

1.1 Introducao

Em cursos de MQ de nivel introdutério [22,23] o comportamento ondulatério
da matéria pode se mostrar um tanto quanto surpreendente e misterioso, especialmente
quando visto em experiéncias com projecoes de elétrons sobre obstaculos, como exemplo,
sua difracao por sistemas de uma e duas fendas. Isso pode dificultar o aprendizado de certos
conceitos levando o estudante a questionamentos de natureza metafisica, que raramente
sao respondidos neste estagio.

Uma solugao formal e completa deste problema, usando a representagao das integrais
de trajetéria de Feynman, se mostra de grande ajuda nesse sentido. Com uma matemaética de
nivel elementar aliada ao uso de software de simulagdo M.A.Fanaro et al. [24], apresentaram
as ideias basicas da MQ a estudantes secundaristas. Por meio de conceitos de integrais de
trajetoria, Sum of All Alternatives, o experimento de difragdo se prestou a desmistificagao
e ao esclarecimento do principio da dualidade onda-particula. D.H.Kobe [25], j4 em 1979,
argumentava que esta representacao proporciona uma maneira muito natural de lidar com
a difragao, ja que a amplitude de probabilidade total de um elétron propagar-se de um
ponto ao outro no espago-tempo é dado em termos de uma soma de amplitudes, uma para
cada caminho individual, e com caminhos proibidos devido as barreiras sendo facilmente
excluidos dessa soma.

Neste trabalho consideramos o exemplo abordado por M. Beau, descrevendo-o
tal como ele o faz em [26]. Uma fonte emissora de elétrons é posicionada no ponto de
coordenadas (x,y,z) = (0,0,0). Por estar muito bem localizada, a funcao de onda em ¢t =0

é representada por uma delta de Dirac. E entdo construido um aparato, conforme visto na
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Fig.(1), que se resume a um obstaculo com duas fendas posicionado a uma distancia D
da fonte. Sobre seu eixo, as particulas terao transito livre sobre os pontos pertencentes
a duas regioes distintas, que denominaremos de fenda (—) entre —(b+a) <x <a-b e
fenda (+) que vai de (b —a) < x < b+ a. Em z = D + L é colocado uma tela (tela de
interferéncia) onde os elétrons incidirdo, imprimindo marcas que denunciam os diversos
pontos de colisdo. Neste problema, a gravidade é negligenciada assim como os efeitos de
correlagao (ndo hé interagoes eletronicas). Admitimos que a dimensao do obstaculo na
dire¢do ortogonal ao plano da Fig.(1) (plano xOz) é suficientemente alta nos permitindo
desprezar efeitos de difracdo nesse sentido. Dito isto, as deflexdes dos elétrons ocorrem
apenas ao longo da dire¢do do comprimento do objeto, o que permitirda também reduzir o
problema a uma dimensao, isto é, somente ao longo do comprimento das fendas.

A partir do modelo conceitual do sistema de fenda simples, como originalmente
concebido em [4] e revisitado com maiores detalhes em [26], o movimento é subdividido
em duas partes. A primeira, partindo da fonte para as regides de fendas (+), durante
o intervalo de tempo T e a segunda partindo destas para a tela durante o intervalo de
tempo 7. O passo seguinte é determinar a amplitude de probabilidade (transi¢ao) para
um elétron saindo da fonte em (x = 0,y = 0,z = 0) em t = 0 chegar a tela na posicao
(x,z =D + L) no instante t = T + 7, sabendo que ele atravessa uma regiao intermedidria
em (w,z = D), com —(b+a) < x<a—-beb—-—a<x<a+bemt=T.A principio,
pelas leis da MQ, nao ha nenhuma razao para separar o movimento em duas partes
independentes, uma vez que nao é conhecida a posicao da particula no instante T'. Em
sintese, pelo principio da incerteza, nao ¢é possivel afirmar com total precisao o momento
em que a particula atravessa as fendas. No entanto, como em todas as demais referéncias
[25-31], esta abordagem classica é igualmente apropriada ao estudo do problema. Isso se
justifica uma vez que, na dire¢dao z o elétron tem como componente de momento linear
p. = K; h (com K, a componente do vetor de onda nesta diregao), que estd relacionada a
componente da velocidade classica v, = D/T = L/t com D supostamente muito maior que
as dimensoes consideradas na direcao x, isto é, {x,b,a} < {D, L}. Além disso, é suposto
que o comprimento de onda A, que por sua vez ¢ aproximadamente igual a sua componente

na direcao z, A ~ A, =2n h/(mv;), € muito menor que as distancias D e L (1 < (D,L)).
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Dessa forma, na direcdo z, o movimento é aproximadamente classico, nos permitindo
separar o problema em dois intervalos independentes.

Formulado por Richard Phillips Feynman [32] em 1948, o conceito de integral de
caminho baseia-se em um artigo de A. P. M. Dirac [33]. Sua proposta fundamentava-se
no principio de minima acao quantica: "A amplitude de transi¢dio sobre os estados |a) e
|b) de um sistema quantico-mecanico € a soma das contribuicoes elementares, uma para
cada trajetoria, passando em |a) no instante t;, e em |b) no instante t,. Cada uma dessas
contribuicoes possui o mesmo modulo, porém, sua fase é a acao cldssica S, para cada

caminho"[4]. Esse principio é traduzido por:
b i
A (a — b) = / exp (ﬁycl) D[x(1)], (1.1)
a

em que,
b
Flbra) = / L.t dt, (12)

e D[x(t)] é a medida de Feynman. A integral que define ¥ (a — b) é chamada de integral

de caminho ou propagador de Feynman.
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Figura 1 — Representacio esquemética do aparato com a fonte e os respectivos eixos, das fendas e da
tela de observacao. ¥ e W) sdo funcoes de onda, ou amplitudes de transicdo, provenientes
de cada uma das fendas, e os segmentos ({&, F*} e {F*, 2°}) denotam os caminhos cldssicos
(aqueles que extremizam a acdo) assumidos pelas particulas.

Com base na Fig.(1) os propagadores livres, associados a dindmica dos elétrons

na auséncia de interagoes, em cada subintervalo do movimento podem facilmente ser

encontrados: para os propagadores da fonte & cada uma das fendas da forma',

m 172 im|F® - g2
ex -,
27 i (e — 1g) PU2h tow — 1)

( m )1/26}( i_m(w2+D2)
2xihT P\on— 1 )’

Ho(F®),0) — Hy(w,T;0,0)

(1.3)

e da forma,

V2@ R
%(%(i),F(i)) — %(X,T + T; a),T) = ( m ; )) P (ﬂg) ,
— L)

2nih(ty e 2h (tge — trw)
m 1/2 im(L? + (x> F 0?))
= (gins) o (ﬁ - ’ (14)

para os propagadores do plano das fendas a tela.

As fendas sao representadas matematicamente por fungoes de distribui¢ao, como

L Aqui, o w denota a varidvel de integracdo, isto é, pertence ao dominio das fendas.
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funcoes Gaussianas e as chamadas fungoes porta (funcao degrau). Nas Ref.[4,25,34], os
autores, por questoes de simplicidade matematica, optam pela primeira, o que nao invalida
suas conclusoes qualitativas. O modelo de funcdo porta, porém, é o mais realistico e
condizente com resultados exatos [26-31] podendo ser escrita como,

0 seb+a<w<a-b, a-b<w<b-a,

Nio.m(w) = (1.5)
1 se —(a+b)<w<a-b, b—-a<w<a+bh.

As funcgoes de onda, emergentes de cada uma das fendas, sdo entao calculadas como:
PE(x) = / Ho(2"E FOY Ry (0)(@) H(FD,0) dw . (1.6)

Nota-se que as fungoes Ny ) (w) sdo responsaveis por fixar os limites de cada integral,
limitando as possiveis trajetérias ao longo do comprimento das fendas, de forma que a

funcao de onda serd escrita como
' D? I? th+a im({w? (xxFw)?
W) = (T e[ (2| [ (4 22,
2nihNT T 2\ T T +b-a 2R\ T T
(1.7)

Com alguma manipulacao algébrica podemos escrever o argumento da funcao exponencial

no integrando da Eq.(1.7), e obter

2 I F 2 1

BT L L e,
T T
1

= %’T— ((T + T) (,L)2 - 2xwT + XQT) ,
T

_ E(T+T) w2 — % Tx N T x? ,
2h Tt (T+71) (T+71)

- m(T+1) 2_o T x Tx \? Tx \?
~ on 1 |7 w(T+T)+((T+T)) _((T+T)) T

B ﬁ(l.,.l ( _ Tx )2_( T x 2+ T x?2
- on\t T \C T T T+1)) T+
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com
9w - m (1 1 + x? Tx \°

- 2h (T + T) (T +71) ’

_om (2 L

- 2h\t T(T+7)

_ omx? ((T+71) T

~ 2h (T+‘r) T((T+T))

= m, (19)

sendo um fator de fase comum a ambas as fungoes provenientes de cada uma das fendas.

Isso nos conduzira a

+b+a 2
; + T
Y (x) = N el €+ / exp {i lv (w _ -z )
+b-a T+r

levando em conta as seguintes nomeacoes,

}dw, (1.10)

N = (#) (1.11)

m (1l 1
v = ﬁ(?*?)’ (1.12)

eXp[2h(D2 +L72)] (1.13)

Apesar de termos mencionado anteriormente que o problema se restringia a uma

e
|

dimensao (abertura das fendas), consideramos também, até o momento, as distancias
perpendiculares aos planos do obstaculo e da tela. Esses segmentos sao as projecoes dos
vetores da Fig.(1) ({0, F*} e {F*, 2°}) na diregdo do eixo z e, portanto, compoem 0s
chamados propagadores livres em cada sub intervalo do movimento em z, analogo ao que
foi feito, discretamente, por A.O.Barut [29] e com mais rigor em [26], quando tratados os

casos de fenda simples e dupla. Aqui, os nomearemos como,

(D) = exp (%D?Q) (1.14a)
m L2
J(L) = exp (2_h_) (1.14b)

Carregar estes propagadores ao longo dos calculos nao implicard em nenhum dano, uma
vez que farao parte de uma funcao do tipo exponencial complexa. Logo, quando extraido

o seu modulo ao quadrado, ficamos com a unidade nao interferindo no resultado final, ou
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seja, na propriedade a ser medida.
Com a finalidade de deixar o integrando das fungdes (1.10) com aspecto um pouco mais

familiar, aplicamos duas mudancas de variaveis, com a primeira delas sendo,

(i): T x

- dy® = dw, 1.15
T+ Y @ (1.15)

Y

que, acompanhada dos novos limites de integracao superior e inferior, respectivamente,

darao
) _ (4 + a) - — 1.16
yQ (— Ll) (T + T) ’ ( . a)
) _ (4h - q) = — 1.16b
Assim, a funcdo de onda na Eq.(1.10) ficara escrita como
. 7y
PE(x) = A el EFD) /( , oxXp (i v (y(i))2) dy® (1.17)
Y

A préxima mudanca de variaveis sera

+ '2 + + , T +

juntamente com seus limites de integracao superiores e inferiores, respectivamente,

+ 2 +

S ==Y, (1.19a)
T

+ 2 +

() w/;wg—% (1.19b)

E as fungoes de onda, na forma integral (Eq.(1.17)) ficam escritas como
()

2 . 8
2. i) /(ﬂ exp(i%({(i))2) ar®,
It

‘P(i)(x)
b8

T

(£) (%)
2 . & &
Zy el ['/0 exp (i g (g<i>)2) d(j(i) - /0 exp (i g (g(i))Q) d{(i)

(1.20)

Os integrandos da Eq.(1.20) sdo fungoes do tipo exponencial complexa e portanto, com
o auxilio da férmula de Euler, podemos expressa-los como uma soma de seno e cosseno

trigonométricos,
)

Y (x) = %v,/l/ei(gm) {/042 [COS (g (§(i))2) + i sin (g (g“(i))Q)] dc®) —

— /Og(;) [cos (g ({(i))Q) +1 sin (g (§(i))2)] dg“(i)} . (1.21)
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As integrais de fungoes trigonométricas seno e cosseno com argumentos que sao polinémios
de grau dois, presentes na Eq.(1.21), sdo comumente conhecidas como integrais de Fresnel

dessas respectivas fungoes,
Jos)
= [ oos () ac, (1.22a)
£
SEE)) = /0 T sin (5 @9R) . (1.22b)
Ambas sao integrais que nao apresentam formas fechadas, com seus valores numéricos

obtidos de forma tabelada [35-37]. Da Fig.(2), percebe-se que essas fungoes sdo impares

de seus argumentos,

0.5

0.0

L L L L
=10 -5 o 5 10

Figura 2 — Comportamento das fungoes de Fresnel.

convergindo para os seguintes valores quando tomados os limites,

(liIP €)= +1/2, (1.23a)
Jim (@) = +1/2. (1.23b)

Essas fungoes eram calculadas através da espiral de Cornu, uma curva gerada por uma
representacao paramétrica de .#({) e €({) no plano complexo, como pode ser visto na

Fig.(3).
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7 FresnelS(x)

-0.5

-0.5 0.0 0.5

FresnelC(x)

Figura 3 — A representacdo paramétrica das fungdes de Fresnel no plano complexo sao as espirais de
Cornu.

Também conhecida como radidide de arcos, Clotdide ou espiral de Euler [38] foi
introduzida por M. A. Cornu como auxiliar no estudo da teoria da difragdo de Fresnel,
com seu conceito usualmente aplicado na elaboragdao do desenho geométrico de rodovias e

ferrovias[39-42]. Um elemento de arco dessa curva é dado como

2 2
=[5 [

que, usando as Eq.(1.22a) e (1.22b) teremos

al = Yl (Ge) « (3 e

= dz, (1.25)

o que significa dizer que o comprimento de arco entre dois pontos quaisquer pertencentes
a espiral de Cornu corresponde a diferenca entre os valores de ¢ associados a estes pontos.

Luis Blanch et. al [43] fazeram um estudo pormenorizado e muito didatico sobre essa
curva. Partindo das propriedades geométricas que definem uma Clotodide, eles obtiveram
sua equagao a partir das integrais de Fresnel definidas em (1.22a) e (1.22a), representando
geometricamente certas caracteristicas encontradas e alcangando uma aproximacao nu-

mérica para a mesma. A titulo de curiosidade, apontamos ainda outros trabalhos como
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[44,45], que lidam com as fungoes de Fresnel em suas mais diversas formas e aplicagoes
em problemas de espalhamento em Fisica Optica.

A adocao de ferramentas computacionais como softwares matematicos na elaboragao
de trabalhos de natureza mais sofisticada, em substituicao a técnicas rudimentares, tornou-
se imprescindivel, como sera visto mais adiante, onde avaliamos as integrais de Fresnel
nas construcoes graficas dos padroes de interferéncia por meio do software Mathematica®

[46-49).

1.1.1 Pardmetros contidos nos argumentos das funcdes de Fresnel

Em algum momento, durante a graduacao, estudantes dos cursos de Fisica ou
engenharia encaram a tarefa de investigar o comportamento ondulatério da matéria, e para
isso, fazem uso de uma série de livros tradicionais [3,23,50,51], que abordam o problema
com mecanismos de fendas simples e dupla. Porém, poucos sao os que fazem com clareza,
objetividade e rigor matematico no que diz respeito ao diagnodstico dos diferentes regimes
épticos, que surgem mediante mudangas nas configuragoes geométricas do sistema [52,53].

Em [29] o autor, empregando a representacao de Feynman, encontra a fungao
de onda sobre a tela e aquilo que diz ser a intensidade de difracdo nao normalizada
no regime de Fresnel. Em seguida, passa ao regime de Fraunhofer tomando o limite da
funcao de onda quando o intervalo de tempo entre a fonte e o plano na fenda torna-se
infinito e por consequéncia, essa distancia também vai ao infinito. No entando, classificar
a figura de difracao obtida, baseado apenas nos intervalos de tempo de voo da particula, é
invidvel em certas situagoes. Nesse sentido M. Beau [26] trata ambos os casos, uma e duas
fendas, com o auxilio dos chamados nimeros de Fresnel. Extraidos de maneira natural,
com alguma manipulacao algébrica, essas quantidades permitem mapear as configuracoes
geométricas do aparato (a, b, D, L), relacionando-as as caracteristicas do feixe difratado
(), possibilitando-o tipificar com mais seguranga as diferentes formas graficas de acordo

com os regimes de Fresnel, Intermediario e de Fraunhofer. Com finalidade semelhante,
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vamos reorganizar a estrutura dos argumentos das func¢oes de Fresnel da forma

1/2
C (1Ll 1
L = — T+T ((aib) T+0))

_(m (1,1 1/2( ey (L, ] V2o

IR AN a= nh\t T (T+71)’
m (1 1)\ mT

= [ (2 4= +b)— [—— | x, 1.26
ah\t T (@ b) (ﬂh(T+T)) (1.26)

e usando a condi¢ao v = D/T = L/7, teremos

1/2 D
. gg_f) mv(1+1)) ((aib)— X

7h\D L
w1 1\ Dx
- ﬂ(h/2n)(B+Z)) ((“ib)_(ngL)’
2 L 1/2 X

- E(”B)) ((“’”‘(H%)’

= %(1+£))1/2 (1+9)_L

So\aL D Ta) a(l+L))’

VNr(a) B ((1 + g) - ai) . (1.27)

O mesmo procedimento é feito para os limites inferiores de integragao

m (1 1 1/2 T x
(ﬁ(?*%)) ((‘“b)‘am)’

W((_liﬁ) _L), (1.28)

a

. W

de modo que, comparando as Eq.(1.27) e Eq.(1.28), teremos
05 (xNp(a)1) = 1 (x.Ne(@), = 1) . (1.29)

Nas equagoes (1.27) e (1.28) surge o nimero de Fresnel Ng(a), associado ao tamanho

caracteristico das fendas (2a) e um pardmetro geométrico adimensional 8, ambos definidos

por [26]:
2
N (a) = % (1.30a)
_ L
B = (1 + B) . (1.30b)

Vamos encontrar a intensidade dos elétrons sobre a tela de observacao para cada

uma das fendas isoladamente e, para isto, comegamos reescrevendo funcao (1.20) com
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as consideracgoes feitas nas etapas anteriores, ou seja, usando as Eq.(1.22a) e Eq.(1.22b).

Assim,
Y () = vaez<§+ﬂ>{ [cg(é
T
2 i (£40)
= —v A e [‘5 ({
T
= |2, i
T

A% (¢2) + 107 (¢2)].

(1.31)

Notadamente, o fator complexo que precede a fungao exponencial pode ser reorganizado

da forma

") )
2ahNTt)\m (T +7) ’

m? h

1 1/2
21(D+ L) '

1/2
2 m h2 (§+£)) ’

v

mvuv

1/2
2h(D+L)) '

(1.32)

1 1/2
uD/s) : (1.33)

extraindo o médulo ao quadrado das funcées ¥*)(x) na Eq.(1.31), teremos

P90 = [

PE ()P (x),

1
(2/1(D+L)

) { o )0 6] e ) 107 (29

(Acg (¢#) + a5 (gw)g)

|

2A(D+ L)

(1.34)

Analisando a Eq.(1.34) com mais detalhes, nota-se que sua dimensao varia com o inverso do

quadrado do comprimento e, portanto, estando dimensionalmente inconsistente 2, ou seja,

nao representa uma probabilidade nem densidade de probabilidade. Porém, nos valendo

da nomenclatura cunhada por M. Beau [26], vamos chamé-las de populagoes relativas.

2

A distribuicao se da sobre o eixo paralelo ao eixo das fendas, portanto, em uma dimensao.
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Podemos sanar este equivoco reinterpretando o problema. Para encontrar o elétron no
ponto x sobre a tela, passados T + 7, devemos respeitar a condi¢cao de que no instante T
ele estava na posicao da fenda, confinado ao intervalos [+b + a, + b — a] para cada fenda
isoladamente. Assim

|\{1(i)(x)|2

PV T +1|we[th+a, £b—alT) = - —
S [ Ko (w,T5 x0,0) 6(x0) dx0| do

(1.35)
sendo,
+b+a +00 2 +b+a
/ / KQ(U),T; XQ,O) 5(.760) de dow = / |K0(0),T;X0,0) |2 da),
tb—a —00 +b—-a
+b+a
= (5ri7) [, %
2nhT +b—a
muv
= 2a),
(27th) (2a)
2a
= —. 1.36
DI (1.36)
Substituindo (1.36) em (1.35), ficamos :
2 2
NG (dﬂ) LAY (g<i>)
PV T+1|lwe[th+a, £b-alT) = D4 ,
2a 2A(D+1L)
DA
= — = 2H(x). 1.37
2a *) ( )

Estando agora com a dimensao correta , a Eq.(1.37) pode ser adequadamente chamada de

densidade de probabilidade. Quando normalizada, a probabilidade condicional é

/ PV T+1|lwe[th+a, £b—al,T)dx =1, (1.38)
Ry
implicando em,
2 +b+a
/ “P(i)(x)‘ dx = / |Ko(,T:0,0)|? dew . (1.39)
R, +b—a

As curvas, tracadas a partir da Eq.(1.34), sao representadas na Fig.(4):
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o o
3 3 0.6
5 K
E ) E 0.4
x/a z/a

(a) Np(a) =100, 8 = 2. (b) Np(a)=1, B=2.
x x
S 0.6 3 0.6
| )
i 0.4 \/E 0.4

. x/a . x/a

(c) Ngp(a)=0.5, B =2. (d) Ne(a)=0.01, g =2.

Figura 4 — Sucessao de padroes de difracao para fenda simples observadas a distdncias crescentes do
plano da fenda. As abscissas sdo as distdncias dadas em unidades de a (semi comprimento
caracteristico da fenda), com as ordenadas representando as populagoes relativas normalizadas.

1.1.2 Da fenda simples a fenda semi infinita

Vamos admitir agora um sistema de fenda tnica, centrada exatamente em x =0 e

tomando w € [—a, + a]. As equagoes (1.27) e (1.28) ficam

£> = N (a) B (1 - i), (1.40a)

ap
1 = \Nr(a) B (—1 - %) . (1.40D)

Em seguida, encontramos o comprimento do dominio de integracao [{1, {2], da forma

Ag = 42_411
X X
- @B | (1-7) - (- 75) |

2+/Nr(a) B. (1.41)
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com o valor médio desse intervalo dado por

L+ )
{m = 5
2350 -2
_Agx

Tha (1.42)

Dessa forma, {1 e {3 podem ser reescritos em funcao de (1.41) e (1.42), da seguinte maneira

|
U~
3

|

|

&
. (i + 1) : (1.43a)

Il
U~
3

+

£2
= = (— - 1) . (1.43Db)

Nédo havendo distingdo entre ¥ ¢ W) dizemos simplesmente que Z®(x) = P(x).
Para fins praticos, idealizamos um aparato com uma tunica fenda, centrada em x = 0 e
extremamente grande, ao ponto de nos permitir aplicar os limites dados em (1.23a) e

(1.23b) na Eq.(1.34) e encontrar o valor,

1 . 2 2
7 = mg[(%(g)—%(—o) 7 @0-7c0) ]
2 2
- oD (1/2—(—1/2)) +(1/2—<—1/2>) ]
1

Feito isso, somos capazes de determinar valores da Eq.(1.34) em alguns pontos relevantes:

e x=0=>0=-0

A
42 = 74 » (1.45&)
o= (1.45b)
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logo,

P(x =0)

[ 2 2
(%(@)—%(gl)) . (ﬂ(@)—y(m) ]

2|22

o)

(1.46)

Outros pontos interessantes dizem respeito aqueles que, se a Optica geométrica fosse
estritamente valida, seriam regides de sombra. Em outras palavras, regioes de intensidade
nula. Nesse caso, se x < —a ou x > a, teriamos a regiao de sombra. Para os extremos da

fenda, as Eqs.(1.43b) e (1.43a) fornecem

e X=7%Fa
{2 = i% (% + 1) ) (1.47a)
&1 =i%(%¢1), (1.47b)
logo,
2
e+ 2[5

Examinamos o caso particular descrito por uma fenda semi-infinita (borda reta), cuja

parede se estende de (—oo, 0] e cuja abertura que vai de (0, +00). Isso implica em adotar os
limites,

52 — +00 } (149&)

L= B) =5 (1.49b)

Empregando as Eq.(1.49a) e Eq.(1.49b) como argumentos das fungdes de Fresnel na

Eq.(1.34), podemos avaliar analitica e graficamente o comportamento das populagoes
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]
2
}. (1.50)

Esta equagao nos chama a atencao para alguns pontos igualmente interessantes. Vejamos

relativas:

gZ(Semi)(x) — %{ 1/2_65(_ i

= @{ 1/2+$€( —

2 AL B

N
| =
S ——

o que ocorre no limite geométrico da semi fenda, ou seja,

2 2
1/2+60)| + [1/2+Y(O)] },

2
2
=

L@(Semi)(x = 0) = %{

(1.51)

A medida que adentramos a regido de sombra, com x assumindo valores negativos, a
intensidade cai gradualmente até se anular em x — —oco. Em contrapartida, quando x se
torna positivo (regido geométrica de iluminagao), a intensidade aumenta assumindo um
valor maximo em 1.37, aproximadamente, para em seguida cair flutuando em torno de
um valor constante e, por isso, adquirindo um aspecto grafico serrilhado visto na Fig.(5).

Neste caso,

lim 2% (x) = 2. (1.52)

i ~ WARVAA'A'A"

|P(Sem,1')(‘r) I 2
|P(Smnj)(‘r)|_)

-10 o 10 20 30 10 50 -10 o 10 20 30 10 50

x xr

(a) B=1.001(L=0.001D). (b) B=20(L=19D).

Figura 5 — Padrao de difragdo por uma fenda semi-infinita (borda reta), mostrando as oscilagoes de
intensidade em torno de &, para x, graduado em unidades arbitrarias de comprimento,
crescente.
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Note que neste caso, o conceito usual de fenda finita e mensuravel com respeito
a A se perde e diferentemente do que pode vir a ocorrer nos casos de fenda simples (ver
Fig.(4)) e dupla (ver Fig.(6)) cujos os padroes de interferéncia dependem fortemente da
relagdo entre as dimensoes das fendas, distancia entre elas e de A, em diferentes regimes
opticos, aqui sua forma se preserva. Isso fica claro ao variarmos o parametro adimensional
B, a intensidade ¢é redimensionada, ficando comprimida (L < D) ou distendida (L > D)
e, neste caso, a regiao iluminada vai se estendendo ainda mais fundo para valores de x
negativo. Mesmo assim, o padrao de intensidade, caracteristico do regime de Fresnel, se

mantém [50].

1.1.3 O sistema de fenda dupla

De acordo com o principio de Huygens, para a fenda dupla, os orificios ou os pontos
pertencentes a seus dominios comportam-se como fontes secundarias coerentes, cujas ondas
interferem entre si no lado direito sobre a tela, assim como discutido anteriormente para
fenda simples. A fun¢ao de onda (amplitude transicao) total sobre a tela de observagao

sera, pelo principio da superposicao, dada por
YO (x) + YO ),
2,y e { 80 (¢) 4 17 (9]« |45 (¢0) 4 17 (9] } .
(1.53)

¥p(x)

Contudo, chamamos a atencao do leitor pois a Eq.(2.2) ndo esta rigorosamente
correta. De acordo H.Yabuki em [54], tal como em seu experimento de fenda dupla, as
funcées de onda ¥(x), ¥™H)(x) e ¥)(x), pertencentes a diferentes espacos de Hilbert, sdo
tidas como solugoes da equacao de Schrodinger para diferentes condigoes de contorno.
Desta forma, para corrigir este detalhe deveriamos levar em consideracao a contribuicao de
caminhos exéticos (discutido no Cap.(3), Fig.(14)), como aqueles associados a possibilidade
da particula circular o obstaculo varias vezes antes de atingir a tela. Porém, no presente
caso, recorremos a simplicidade, descartando essas contribui¢des, uma vez que, o peso
probabilistico desses eventos ¢é relativamente desprezivel (como visto no Cap.(3)). Para

uma compreensao mais fina sobre este assunto, recomendamos as referéncias [56-62], onde
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os autores examinam as contribui¢oes de caminhos nao classicos em sistemas de fendas
dupla e tripla. As populagoes relativas sao expressas por seu médulo ao quadrado [55], da

forma

Zp(x) | W) I,

(‘P(+)(X) + \P(—)(x) )* (‘P(+)(x) + ‘P(_)(x) ) ,

2 2 * *
ol s freial (v merw) s

Existe um termo adicional, comparado ao caso de uma fenda simples, chamado de termo
de interferéncia, similar ao que surge na abordagem da difracdo da luz [51,53] quando dois
ou mais movimentos ondulatorios coincidem no espaco e no tempo, sendo responsavel por

gerar as curvas de interferéncia®,

o) = (¥ WO w90 )

_r -) (+) +) )
/lDﬁ(AC(g YAC(Z™)) + AS(Z™HAS(¢ )). (1.55)

O fator multuplicativo na Eq.(1.55) é comum também nas expressdes para cada fenda

isoladamente, exceto pelo fator 1/2 (ver Eq.(1.34)),

1 L
AD+L) D

-

LA(l+L) )’

Y

= T4’ (1.56)

com 7, outro pardmetro geométrico (de proporcao) definido por [26],
y=p-1. (1.57)

Com base nisso, reescremos a Eq.(1.54) em sua forma explicita como

Y

Pp(x) = 2L AR

(A‘K (g(+))2 +AS (g<+>)2) ; (Acg (§<—))2 LAY (§<—>)2) .

+ 2(AC(§(‘))AC(§(+)) + AS(§(+))AS(§(‘)))], (1.58)

e tracamos graficamente o seu comportamento fixando valores para algumas variaveis ()

e flutuando outras (Ng(a)):

3 Na Ref.[26] o autor troca no denominador o fator multiplicativo D por L, na Eq.(45).
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Figura 6 — Padroes de difragao e interferéncia para fenda dupla. As abscissas sdo as distancias dadas em
unidades de a (semi comprimento caracteristico da fenda), com as ordenadas representando

as populagoes relativas normalizadas.
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1.2 Parametros fisicos, aproximacoes e interpretacées

Ao observarmos as formas gréaficas de difracao e interferéncia (ver Fig.(4) e Fig(6)),
geradas pelas equagoes (1.34) e (1.58), ndo podemos deixar de notar as diferengas, peculiares
a cada regime Optico: Fresnel (campo préximo), Intermediario e Fraunhofer (campo
distante). Isso se deve ao comportamento das fungoes de Fresnel que carregam em seus
argumentos os parametros Ng(a) e 8. Essas diferencas sao ainda mais pronunciadas quando
o numero de Fresnel Ng(a) é muito maior ou muito menor que a unidade. Para entender
essas diferencas de forma explicita, analisaremos o comportamento assintotico dessas
fungoes para diferentes regimes de Ng(a), como originalmente apresentado em [26], usando
as conhecidas formas assintéticas das fungoes de Fresnel (essas identidades também podem

ser verificadas com o auxilio do software Maple®):

2

C(£0) ~ i—% + i sin (%) , para (>1, (1.59a)
2

S (xl) ~ i% - n_lg cos (%) , para (> 1. (1.59Db)

1.2.1 Aproximacoes para a fenda simples centrada

Considerando o sistema de fenda unica, centrada em x = 0, avaliamos as Eqs.(1.40a)

e (1.40b) para os seguintes casos: (1) Nr(a) < 1 e (II) Ne(a) > 1.

(I-A)  Limite superior — {5 = {(x;a) < —1 (x positivo) :

VNr(a) B 1—% < -1,
- %—1 < -1/yNe(@) B,
%-1 > 1/+/Np(a) B. (1.60)
—_———

positivo
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(I-B)  Limite inferior — {1 = {(x;—a) > 1 (x negativo) :

VNg(a) B (—1 — % > 1,
- (% 1] > 1/yNea) B,
(% +1] < —1/yNe(a) B. (1.61)
—_————
neqativo
Teremos,
l(x;a)< -1el(x;—a)>1 & +{(x;Fa)>1com |x|> Ba. (1.62)

Para entender melhor este tipo de andlise, a Ref.[26] recorre a certas condigoes especiais
para avaliar a posicdo x sobre a tela, isto é, ele examina essas fungoes através dos fatores
de escala: |x — Bb| > Ba e |x+ Bb| > Ba, nos permitindo empregar corretamente as
equagoes (1.59a) e (1.59b) em diferentes niveis de aproximagao. Desse modo, encontramos

as formas assintéticas das fungoes de Fresnel presentes na Eq.(1.34):

« C(U(x;%a))

)2
C(L(x;xa)) =~ % ﬂ-g(xl o (ﬂ' é(xé_a) ) ’
Nr(a) B ia = |
= ilJ—r ! sin o (ﬁ i ) (1.63)
2 g v Ne(a) B (ﬁ F 1) 2
2
M@ = | a))+<€(§<x;—a))) |
2
o ( L erF(a)ﬁ(ﬁ+1)
= S111 -
| 7 /Nr(a) B (ﬁ + 1) 2
2
Ne(a) B (4= -1 2
- ! sin i Z(B ) )] (1.64)
(5 -1)
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o S(L(x;£a))

1 1 1)
S %a) ~ 5= T cos(” ((xéﬂz) ) |
| N ( )ﬁ(—x 1)2
T a F
= i% + 1 oS F 2 ,Ba . (165)
n+/Nrp(a) B (ﬁ ¥ 1)

2
AFQP = V(é(x;a))+5”(§(x;—a))),

1 ( 1 n Ne(a) B (ﬁ - 1)2
(

= COS -
| m+/Nr(a) B ﬁ—l) 2
2
nNp(a) B |55 +1 2
__ oS - 2(13 ) ) ] ) (1.66)
(#a+1)
com a somas das Eqs. (1.64) e (1.66), dada por
1 1 1 2 21 Np(a) x
ACQ) + AL () = - ( ; ) ,
Q) + &) 72 Ne(a) B (Bi . 1)2 + (Bi ) 1)2 (ﬁ . 1) (ﬁ 3 1) cos p,
3 4 1 1 . [(n Ng(a)x 2
= EN@ B Ry 5+ (L)Q_l sin (—a ) , (1.67)
(7)) |
que aplicada a Eq.(1.34) fornece
4 2
N 72 Np(a) B 1 1 . [(m Ng(a)x
P(x) =~ 51D (1+L/D) e 5+ R sm( P ) ,
(CRN I
4
n22e g a’ a’ 7 Ne(a) x \*
= 21D B ; 5 + . si ( p ) ,
(6 ) (5=
2
_ % 1 1 , (nNFa(a)x) (1.68)

ECENCE

Chamamos a atencao do leitor ao comparar a Eq.(1.68) com a Eq.(29) da Ref.[26], onde notard que
o autor usa um fator multiplicativo 2 na frente da expressdo além de a? no numerador da primeira
parcela.

4
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Ainda é possivel extrair outro comportamento assintético de (1.68), se ﬁ > 1, isto é,

para grandes distancias sobre a tela,
B pa)’
04 %2 X

(n B a)? (1 _152/)2)@ (1 _152/)2)0 sin

y [ sin (7 Ng(a) g)
n2 x

P(x)

Q
+

, (1.69)

= ~ . .
sendo esta” uma expressao comum ao regime de Fraunhofer, largamente abordo na literatura
[52] andloga a difracao de ondas planas eletromagnéticas. E curioso notar que, nesse regime

(Fig.(4)-(d)), existe um méximo central que é bastante intenso, da forma

: _ Y
iy 20 = % |

T

sin (7 Ng(a) £) ?
. :

2 a

2
_ % (1.70)

oy (nNF<a>)2

Note que as intensidades dos maximos secundarios caem rapidamente com o aumento de
|x]|.

Observando as ondas difratadas em diferentes angulos @ em relagao a direcao de
incidéncia (Fig.(7)-(a)) percebe-se que, para certas diregoes, sua intensidade é nula. Com

essas direcoes fornecidas pela relacgao

2asin(a)=€d, (e==%1,%+2,...) (1.71)

® Chamamos a atencio do leitor ao comparar a Eq.(1.69) com a Eq.(30) da Ref.[26], onde notara que o

autor usa um fator multiplicativo 2 na frente da expressao.
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(a)

Figura 7 — Representagdo grafica dos raios vetores das ondas (e frentes circulares de onda) provenientes
de alguns pontos sobre a fenda simples, que pelo principio de Huygens, agem como fontes
secundarias.

O valor de € = 0 é descartado uma vez que isso corresponde a observacao na dire¢ao
de incidéncia, o que implica um maximo de iluminagao (Eq.(1.70)). A Eq.(1.71) se justifica

quando a diferenga de caminho entre dois raios quaisquer da Fig.(7-(a)) é
rn-—rpg=€1/2, (1.72)

nos dando interferéncias destrutivas. Da Fig.(7)-(a), para os raios que partem dos pontos

A e C (ponto médio), r; — ry = CF, temos
a sin (@) = €1/2. (1.73)

Consequentemente, para € = 1,3,5,..., esses dois raios e todos os demais pares de raios
que se originam em pontos distantes entre si de a interferem destrutivamente e nenhuma
onda ¢ observada na direcao a.

Vamos tomar os pontos A e B, separados por a/2 e analisar os casos em que € é

par. Entao, sendo r; — r» = BG,

(a/2)sin(a)=(€/2) (1/2). (1.74)

Para um inteiro €/2 impar, ou € = 2,6, 10, ..., esses dois raios, assim como todos os outros
pares de raios cuja origem sao pontos separados por a/2, interferem destrutivamente

e, novamente, nenhuma onda é observada na dire¢cao subentendida pelo angulo a. O
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procedimento se estende até que todos os inteiros sejam incluidos. Quando a@ = 0, nao
havera nenhuma diferenca de fase entre raios que se originam em pontos distintos, e
a interferéncia é construtiva, gerando um méximo de grande intensidade, ja discorrido
anteriormente.

Os maximos sucessivos ocorrerao quando,

dP(x) d [ sin (7 Np(a) %) ?
X F\%) 4 _
nos levando a,
tan (n Nr(a) 2) = 1t Np(a) ( 2 ) . (1.76)

Esta é uma equagao do tipo transcendental (sem solugao analitica), e suas solugoes, sao

pontos de intersegao, sao obtidos por meio de uma inspecao grafica (ver Fig.(8)):

Fungaes:
— Tan(5t Ne(a) %)

[\

— 71T Ng(a) :

=300 —-200 -100

Figura 8 — Solugéo grafica da equagao transcendental (1.76) para alguns pontos de méximo da Fig.(4)-(d).

Os minimos de intensidade ocorrem quando,
P(x)=0 — sin (7r Nr(a) f) =0. (1.77)
a

Logo, esses pontos serao dados por,

X
7 Ne(a) — em,
a

(1.78)

¢ Ngp(a)
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Com base nos argumentos anteriores, construimos a Fig.(9), onde particularizamos as
posigoes dos minimos adjacentes ao maximo central, com este ultimo apresentando o dobro

da largura dos outros.

a/NF(a)
_—===P
’_A_*,,_—:::'_’___:z,‘!/'
- 1 < -
- 1 S~ .27
- a >
_____ a ol N 2a/Np(a)
O.{::jﬁ_ """"" f """"""""" -~z
_________ i | a
it W4
N e
~~~~~ 3
—a/NF(a)
D L

Figura 9 — Dimensionando a largura do mdximo central no regime de Fraunhofer para fenda simples.
0 — fonte, AE = 2a — largura da fenda, 2@ — abertura angular da fenda com respeito a
posicao da fonte, 2 a/Ng(a) — extensdo do maximo central.

Tomados os raios que partem dos pontos A e C (ver Fig.(9)) com a Eq.(1.73), a

largura angular do primeiro maximo fica®:

a

sin (@) = N @’ (1.79a)
a
a = Tp(ﬂ), (1.79b)

onde é usada a condi¢ao de que o comprimento de onda é muito menor que o tamanho
caracteristico da fenda, de modo que @ é um angulo pequeno (aproximagao paraxial). A
Eq.(1.79b), nos dé o poder resolutivo de uma fenda, que foi definido pelo fisico inglés Lord
Rayleigh [50] como o menor angulo subtendido por duas ondas incidentes oriundas de
duas fontes puntiformes distantes de modo a permitir que suas figuras de difracao sejam

distinguidas. Nos cabe ainda avaliar a poténcia irradiada na regiao do maximo central

6 Lembrando que, aqui vale a aproximacio: tan (a) v sin (o) = a. O grau de acuricia dessa aproximacao

varia dentro do espectro do regime de campo distante.
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com,

2

a/Ne@) [ sin (m Np(a) £

potmax:l/ (Ne@Z) ) (1.80)
2 Ja/Np(a x

E interessante notar que ao considerarmos os valores dos pardmetros da Fig.(4)-
(d), para efeitos praticos, cerca de 90% da poténcia irradiada é encontrada nessa regido,
enquanto o proximo maximo responde por aproximadamente 2% da potencia total e assim
sucessivamente. Algumas referéncias na literatura apontam esta fragao em torno de 5% (ver
Ref.[52], no contexto da difracao de luz), o que claramente vai depender do valor assumido
por Ng(a) dentro do espectro deste regime. Além disso, quanto mais estreita a fenda (a
menor) maior é a abertura angular do maximo central, e também dos outros méaximos,
se suas posicoes angulares forem determinadas como feito anteriormente. Isso indica que
os efeitos de difracao sdo maiores e que estamos nos afastando da optica geométrica. A
importancia direta disso esta na resolucao de instrumentos 6pticos, como microscopios e
telescépios [50].
Ambas as aproximagoes (1.68) e (1.69) permanecem validas se Ng(a) for da ordem da
unidade (regime intermediario), desde que x > a . Isso significa que o padrao sobre a
tela, distante da posi¢gao do méaximo central, pode ser bem aproximado pelas Eq.(1.68)
e Eq.(1.69) (ver a Fig.(4)-(c)). Em contraste, para Ng(a) > 1, obtemos outras formas

assintéticas particularmente diferentes em certas situacgoes. Vejamos,

(II-A))  Limite superior — {2 = {(x;a) > 1 (x positivo)

VNr(a) B (1 - %) > 1,
| x|

(1—%) > 1/+4/Np(a)B, para: E<1z|x|<,8a. (1.81)

| S
Positivo
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(II-B)  Limite inferior — {1 = {(x;—a) < —1 (x negativo)

VNg(a) B (—1 - %) < -1,
(% + 1) > 1/4/Np(a) B, para: !Bx_cl <l=|x|<pBa.(182)

N— e
positivo
o C(x; +a))
‘ 1 1 (7 L(x; xa)?
C((x;xa)) = 3 + T za) s1n( 5 ) ,
) . 7 Np(@) B (75 7 1)2
= 5 F sin ) . (1.83)
7 Np(@) B (ﬁ T 1)

AC (L)

2
C(L(x; @) + 6L (xs—a)) ) ,

- X 2
= |1+ ! ( L sin(ﬂNF(d)'B (ﬁ " 1) )_
| )
2
1 sm(nNF(a)ﬁ(ﬁ_l) ))r (1.84)
1)

« SLU(x;%a))

. 2
Fewza) > 5o cos [T
2
. ! 7 Np(a) B (75 % 1)
= —+ cos (185)
> n VNr(a) B (ﬁ ¥ 1) 2

2
AFQP = y(§<x;a>)+f<§(x;—a>)) ,

], ( nNF<a>ﬁ( 1))

B | 7yNr(a)B (——1

! COS(NNF(“)B (’%”)2))12. (1.86)
1)
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Com o desenvolvimento e posterior soma das equagoes (1.84) e (1.86), a Eq.(1.34) assume

a forma:”
2
([ W@, 1 ey (@B (gl 1
P(x) = %{ : +na\/3((1_ﬁ)cos 5 —(ﬁ_'_l)x

X oS ﬂNF(a)B(ﬁ-'_l)Q )]2+[\/Jm+ 1 ( L X
2 a ﬂa\/ﬁ (ﬁ+1)
2 2

| ﬂNF(a)B(ﬁ+1) cy nNF(a)/s(;—a—1) 2
X sin 5 —(1_%)8111 5 )]}

(1.87)

Procedimento analogo também é feito para o caso em que L;C—J >1=|x|> Ba:

(II-C)  Limite superior — {3 = —={(x;a) > 1 (x positivo)

—+/Nr(a) B (1 - %) > 1,
(ﬁ— 1) > 1/yYNp(a)B , |x|>pBa. (1.88)

———
POSItivo

(II-D)  Limite inferior — {1 = {(x;—a) > 1 (x negativo)

VNg(a) B (—1 - %) > 1,
(% + 1) < -1/4Np(a)B , |x|>Ba. (1.89)

————
neqativo

que, abreviadamente, escrevemos como:
~{(x;a)>1lel(x;—a)>1 & x({(x;Fa)>1com |x|> Ba. (1.90)

Claramente reconhecemos que os resultados (1.88) e (1.89) nos levam as mesmas expressoes

para as formas assintdticas das fungoes de seno (Eq.(1.65)) e cosseno (Eq.(1.63)) de Fresnel

7 Novamente, o autor na Ref.[26], Eq.(31) coloca um fator 2 no denominador da Eq.(1.87).
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encontradas no caso (I). Portanto, dadas as devidas manipulagoes matematicas, chegamos
ao mesmo resultado da Eq.(1.68). O perfil grafico neste regime revela certa semelhanca
com a forma geométrica da fenda, com a fungao (1.87) oscilando rapidamente no intervalo
[-a, + a] (com grande amplitude especialmente préximo as bordas) em torno de um valor
constante Ne(a)y/2a? B = 1/(A (L + D)) (ver Eq.(1.44) e figuras (4)-(a) e (5)), enquanto

que, para |x| > Ba, a fun¢ao (1.68) cai rapidamente a zero.

1.2.2 Aproximacdes para a fenda dupla

Em seguida, estendemos a sequéncia de aproximacoes ao sistema de fenda dupla.
Para tanto, foi necessario estabelecer outras defini¢bes para mais alguns nimeros de Fresnel,
com o primeiro deles associado ao comprimento caracteristico da parede entre as fendas e

o segundo, uma combinagao entre este e a Eq.(1.30a):

2
Np(b) = %, (1.91a)
NF = \/Np(a)Np(b) = @ . (191b)

AL

No experimento hipotético considerado em [26] é suposto que b > a (fixos, assim como
B), isto é, a distancia entre fendas é grande quando comparado ao préprio tamanho
das mesmas (ver Fig.(6)-(a, b, ¢, d)). Isso implica em dizer que Ng > 1, porém, nao
necessariamente que Ng(a) > 1. Logo, ficara claro que ambos os parametros desempenham
papéis distintos.

Para tanto, estabelecemos a forma assintética da Eq.(1.58) para diferentes valores
de Ng(a). Na condic¢ao de Np(a) < 1 a grandes escalas |x — Bb|> Bae|x+ Bb|> Ba,

teremos:

FENDA DIREITA (+):
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e Limite superior — {S) < =1 (x positivo)
——— (D
a Ba

((ngb)ﬂ) > 1/+/Np(a) B. (1.92)

positivo

A

< -1,

e Limite inferior — ngﬂ < —1 (x positivo)
VR B((2-1) - 5] = -1,
a Ba
((x —Bb) + 1) > 1/4/Ngp(a)B. (1.93)

Ppositivo

(+)

2
‘5(§§+)) 5 1+ 1 (ﬂ (éé )) )’

2

o sin
2 52 2

_ l N (-1) ‘ n Np(a) B (ﬁ - (% + 1))2 (1.94)
2 W@ (- () 2

o2
Cg(§§+)) N 1+ 1 (ﬂ(g)))

2

2
-1y b sin nNF(a)ﬁ(ﬁ_(g_l)) .(1.95)
2 mNe@ B (5 - (- 1)) 2

2
NG = %(45”)—%@”)) |

o) |

| 7 \/Nk(a) B Fa~ (L

a

2
n Nrp(a X _ (L4 2
Xsin( Ne(@ 8 (5 = (5 + ) ) )] . (1.96)

a
2



Capitulo 1. Aplicagdo da representacao das integrais de trajetoria ao problema de difrag¢do de elétrons por

sistemas de uma e duas fendas 45
© L)
)
. 11 m\&
y({g )) ~ §—n§(+) COS( (22 ) ),
2
2
| 1) 7 Np@) B (75 - (L +1)
= 5 cos 5 (1.97)
T ANe(@ B (75 - (2+1))
)’
. 11 m\&
SG = 3- g Sm( (21 ) )
1
2
(1) " Ne(a) B (5 - (& 1)
= 5- oS 5 .(1.98)
ANe@ B (5 - (2= 1)

2
)

AP = (5/(45”)—%(55”))

~ [ 1 ( 1 . ﬂNF(a)ﬁ(ﬁ—(§+1))2 ) 1 )
VN @ B\ (- (2 + 1) (

) (ﬂNp(a)B (- (2- 1))2) )r

2

(1.99)

FENDA ESQUERDA (-):

e Limite superior — {é_) > 1 (x negativo)

m((l_é)_i) s 1,

a Ba
((x;fb)—1) < —1/\/Nr(a) B. (1.100)

neqgativo



Capitulo 1. Aplicagdo da representacao das integrais de trajetoria ao problema de difrag¢do de elétrons por
sistemas de uma e duas fendas 46

o Limite inferior — gg‘) > 1 (x negativo)

Jm((_g_l)_i) > 1,

Ba
((x;fjb)ﬂ) < ~1/yNe(a@) B. (1.101)
negativo

ha
o~
N —~
4
N
2
| =
+
—_
L
w0
.
=
—_—
3
—_—
O A~
L
~—
[\
~———

) ~

2
[u—
+
—_
n
—
=
—_ .
3
—_
I~
=T
—
[\
v

2
)

AG(D)? = (%(45”)—%@‘)))

el sl - ey
A r V@B (3 - (-2 - 1)) 2 (& -(1-2

B (ﬂNp(a)ﬁ(ﬁ—(l—g))z))r
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(=)
° y(é/(g/l))
2
(=)
_ 1 1 T ( 2 )
S x5 —5 cos| —5—|
7r§2
X b 2
1 (-1) n Np(a) B (ﬁ - ( - 5))
= ——- oS

(1.105)
%
o, . 1 1 d ( 1 )
S = ERre cos( —
| 1) " Ne@) B (75 - (-2 1))
= —=- cos
2 ﬂ\/Np(a)ﬁ(ﬁ—(—g—l)) 2
(1.106)
2
ALY = (ﬂ(é&”)—f@i")) :
[ | ( I 7N B (75 - (1-2)) )
= CcOS - X
mVNe@) B\ (55 - (1-2)) ’ (57— (-5-1)

X €O0S

ﬂNp(d)B(ﬁ— (—2—1))2 2
—— )|

Empregando os resultados ((1.96), (1.99)) e ((1.104), (1.107)) para as fendas (+) e (-)

8

)

(ver Fig.(1)), respectivamente, ficamos com a expressao

()( oy Y .2 + X
P (x) =~ T BD) sin (nNF,B (1 ¥ ﬁb)) , (1.108)

que é posta em uma forma ainda mais elementar quando | x| > Bb (se |x| > A L/2a),

@y~ Y o2(27a
& (x)~n2x2 sin (AL x| . (1.109)

8 Ao comparar a Eq.(1.68) com as duas primeiras parcelas da Eq.(46) da Ref.[26], notara-se um fator

multiplicativo 2 em seu numerador. Em seguida, o autor o mantém na expressao subsequente, corrigida
por nés na Eq.(1.109)
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PARCELA DE INTERFERENCIA: (.7, (x))

AT () =

AL (AL (D) =

(B a)®
2 Ni(a) B (x2 - (B b)?) (1 + %) (1 - fw)

X

X
2

—sin

7 Ne(a) B (ﬁ —(-b- 1))2) | (n Nr(a) B (ﬁ — (k4 1))2)
2 S1n 2 -

' 7 Ne(a) B (ﬁ -(1- %))2 _ n Np(a) B (ﬁ - (% - 1))2
—sin sin +

2 2

+ sin sin
2 2

nNF(a)B(ﬁ—(l—g))g an(a)ﬁ(ﬁ—(§+1))2 ]

(B a)?
2 Np(a) B (x% - (B b)?) (1 + (ﬁw) (1 - fw)

cos(ﬂNF(a)B (ﬁ - (G 1))2)COS(HNF(a)ﬁ (ﬁ ~(1- %))2) ]

X

2 2

— COS

2 2

7 Ne(a) B (55— (1- g))Q)COS(nNF(a)ﬁ (&-(&- 1))2) )

2 2
7 Np(@) B (75 - (-1-2) 7 Np@) B (75 - (L +1)
— cos 5 Ccos 5 +

+ cos coS
2 2

an(a)ﬁ(ﬁ—(—l—g))Q 7 Np(a) B (75 - (%—1))2 ]

(1.111)
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Somando as Eq.(1.110) e Eq.(1.111) e substituindo essa soma na Eq.(1.55), temos que’

T = 155 (AC(MAC(@(*’) + AS@(*))AS@-))) :
¥ 5 (xQY— 7B (cos (27‘( (Ng(a) + Nr) Z) — COS (27TNF B (1 + %))) +
+ (cos (27r (Np(a) - Ni) 2) — cos (27(NF B (1 - %))) ] . (1.112)

Ao observarmos a Fig.(6), notadamente distinguimos duas fases, a fase separada (Ng > 1)
e a fase mista (Nr < 1). Com ambas, podendo se manifestar nos diferentes regimes de
Fresnel (Fig.(6)-c e Fig.(6)-¢) e Fraunhofer (Fig.(6)-d e Fig.(6)-(b, f)), dependendo do
valor de Nr(a). Entao, para se observar as duas curvas de difracado separadamente, a
modulacao de franja (A L/2 a) deve ser menor que a distancia entre as origens das duas
curvas (centradas em +8 b), caso contrario, elas estariam misturadas. Assim, essa condigao
é satisfeita quando (A1 L/2a) < £B b, e portanto, Ng 8 > 1. Esse panorama se distancia do
caso em que Np < 1, onde as duas curvas se combinam entre si (overlap), acompanhada
de uma modulacao das interferéncias (ver Fig.(6)-b).

Neste caso, quando Nr < 1, se |x| > A L/2a, entao |x| > B b, o que nos permite

obter uma forma ainda mais aproximada da Eq.(1.112)1°,

F4(x) = 7312 [2 cos? (71 Np(b)%) - 1] sin? (71' NF(a)g) , (1.113)

com cos (m Nr B) = 1 (ja que N < 1). Logo, com a soma das Eq.(1.113) e Eq.(1.109),

com a mesma parcela), ficamos

Q

Pp(x) Y in? (2;; x)

estando esta precedida por um fator multiplicativo 2 (pois ambas as fendas contribuem
n2 x2

242 (20082 (—Qﬂbx) - 1)] ,
AL
4y

= 50 sin? (71' Np(a)g) cos? (71 Np(b)%) . (1.114)

A Eq.(1.114) é uma expressio tipica da Optica no contexto da difracao de luz (ver Ref.[53].

Eq.(10) do Cap. VIII-6). E facil ver que, ao compararmos as Eq.(1.109) e Eq.(1.114),

9

O leitor percebera que a Eq.(1.112) se apresenta com um fator 1/2, diferente daquela, 3% e 4% parcelas
da Eq.(46), com esta, ainda, com um sinal incorreto precedendo a fungéo cosseno (— — +).

10" Por consequéncia dos equivocos apontados anteriormente, M.Beau engana-se com a forma da parcela
de interferéncia nesta etapa da aproximagao. Logo, arrasta o erro também na Eq.(47) de [26], surgindo
com com um fator multiplicativo 2 a mais em relagdo a Eq.(1.114).



Capitulo 1. Aplicagdo da representacao das integrais de trajetoria ao problema de difrag¢do de elétrons por

sistemas de uma e duas fendas 50

esta ultima exibe uma intensidade quatro vezes maior em relagao a fenda simples, ja
que as fendas irradiam em fase e as amplitudes das ondas difratadas por cada fenda
isoladamente se somam, fazendo com que a amplitude dobre num dado ponto e sua
intensidade, quadruplique. Além disso, o fator cosseno (curvas de interferéncia) é modulado
pelo fator seno (envelope de difragdo por fenda simples). Com isso, podemos dizer que
a distancia entre duas franjas de interferéncia é da ordem de (1 L/2 b) enquanto que o
minimo da curva de difragdo ocorre na ordem de (A L/2a) > (A1 L/2b) (ver Fig.(6)-(a, b),

para o primeiro maximo, e Fig.(6)-d). Com relagdo ao méximo central, seu valor é:

. 4y .. sin” (2,1nLa x) cos® (2/1an x)
lm Zp(x) = 5 lm 7 :
2y Np(a)?
= y—’;(“) (1.115)
a

Em seguida, consideramos o caso: B Ng > 1 (ainda com Ng(a) < 1). Sex—b B >—-AL/2a
(oux+bp <AL/2a), entdo (x —b B)™2 > (x + b B)~2 (e respectivamente, (x — b B) 2 <
(x + b B)7?) e entdo, um dos dois termos torna-se insignificante no dominio. Além disso,
em ambos os casos, a parcela de interferéncia é pequena quando comparada ao termo
de difracdo, desde que (x —b B) 2 > (x2 -(b B)Q)_l. A probabilidade total é, portanto,
a soma das duas curvas de difracao centradas em +b  moduladas por uma parcela

de interferéncia que oscila rapidamente com uma amplitude relativamente pequena (ver

Fig.(6)-d):
~ QV ) ¢i —1 -+ /1_L
7o) = it (o (17 2 0 () w52
(1.116)

Em seguida, admitimos o caso em que Ng(a) > 1. Diferente das situacoes anteriores, o
autor em [26] alega, neste caso, nao precisar de condigoes especiais para a posigdo x sobre
a tela. Dito isto, é possivel encontrar expressoes semelhantes as Eq.(1.87) e Eq.(1.68) para
os termos de 2*)(x), acompanhados das substituicdes x — (x — b ) para a fenda com
centro em b e x — (x + b B) para a fenda centrada em —b.

J& para aparcela de interferéncia, aplicadas as Eq.(1.59a) e Eq.(1.59b) na Eq.(1.55),

chegamos a duas parcelas, com uma delas sendo um produto de diferencas de fun¢oes



Capitulo 1. Aplicagdo da representacao das integrais de trajetoria ao problema de difrag¢do de elétrons por

sistemas de uma e duas fendas 51

cosseno e a outra, um produto de diferencas de func¢oes senoidais. Devido a simetria do
problema em relagao x = 0, considera-se apenas a parte de x > 0. E novamente, surgem os
casos: (i) |x —b| > a e (ii) |x - b| < a.

No primeiro caso, ambas as parcelas decaem com 1/(x? — b?) com vdrios fatores
flutuantes como na Eq.(1.112). No segundo caso, Z*)(x) comporta-se como a Eq.(1.87),
porém, com centro em x = b, e com os demais termos despreziveis. Nao ha razoes, portanto,
para escrever explicitamente essas expressoes assintoticas, pois essencialmente temos como
resultado a soma de duas curvas de difracao separadas no regime de Fresnel, isto é, curvas
que esbogam as formas geométricas das fendas (ver Fig.(6)-c).

Um comportamento interessante (discutido anteriormente) esta no perfil da Fig.(6)-
d)), onde é facil perceber que as amplitudes das franjas de interferéncia sdo muito pequenas,
em comparacao a amplitude de difragdo dentro da faixa 25 < |x/a| < 75, ou mesmo
ausentes. Isso também é perceptivel na Fig.(4-b) de [13]. No entanto, esse fendémeno nao
é visivel na imagem experimental correspondente. Isso se deve, muito provavelmente, a
diferencas na desfocagem entre as imagens calculadas e construidas experimentalmente.
Vendo as Fig.(3-b) e Fig.(4-b) de [13], pode-se dizer que a existéncia de tal faixa é bastante

sensivel ao valor assumido pelo pardmetro Ng(a).

1.2.3 Consideracoes

Apresentamos brevemente a abordagem de Feynman a MQ), baseada na formu-
lacao lagrangiana da mecanica classica. Observa-se que, nessa abordagem, a transicao
da mecanica classica para a MQ ocorre naturalmente, pois se baseia essencialmente em
conceitos bem conhecidos dos estudantes do curso de mecéanica analitica, nao confundindo
o comportamento das particulas e ondas. Isso nos poupa questionamentos de natureza
metafisica, conduzindo-nos diretamente a solucao dos problemas de difracao e interferéncia
acima, e, portanto, a uma melhor compreensao da MQ de tais fendmenos singulares.

Encontramos e revisamos explicitamente as expressoes para o problema de difracao
e interferéncia por fendas, recuperando e discutindo os resultados com base em certos

parametros, como os nimeros de Fresnel e escalas de distancia. Contudo, como as proprie-
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dades dos padrdes associados a elas nao sao evidentes a partir das expressoes exatas (ver
Eq.(1.34) e Eq.(1.58)), o autor em [26] julgou necessério estabelecer as formas assintoticas
que descrevessem em detalhes, os sistemas de fendas simples (ver Eqs.(1.68), (1.69) e

(1.87)) e dupla (ver Egs.(1.112), (1.113), (1.114) e (1.116)). Em resumo, teremos:

o Fenda simples:

— Se Nr(a) < 1, tem-se o regime de Fraunhofer, cuja curva de distribuicao se
assemelha ao caso de difragdo de ondas planas (ver Egs.(1.68) e (1.69)), vista

na Fig.(4)-d.

— Se Nr(a) > 1, tem-se o regime de Fresnel, para o qual a forma da curva de
difragdo se aproxima da forma geométrica da fenda (ver Eq.(1.87)), como visto

na Fig.(4-a).

— Se Np(a) ~ 1, tem -se o regime intermediario, para o qual a distribui¢ao
eletronica se espalha na regiao central (ver Eq.(1.34) e Figs.(4)-(b, ¢)) e cujo
comportamento, para grandes distancias, se aproxima daquela exibida no regime

de Fraunhofer.

o Fenda dupla:
No aparato de duas fendas de largura 2a, e separadas por uma distancia 2b com
b > a, a Ref.[26] aponta o surgimento de distingoes similares ao caso anterior, mas

hé também uma transicao entre duas fases que dependem da resolucao optica:

— Se Nr < 1 temos uma fase mista, isto é, observa-se franjas de interferéncia
moduladas por uma curva de difragado por fenda simples (2a). Para Np(a) < 1,
neste caso, no regime de Fraunhofer (ver Eqs.(1.112), (1.113) e (1.114)) visto
na Fig.(6)-b.

— Se N > 1 teremos as fases separadas, havendo formacao de franjas de in-

terferéncia (com pequenas amplitudes) moduladas pelas curvas de difragao
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correspondentes a ambas as fendas, com cada uma delas centradas, respectiva-
mente em +8 b. O aspecto destas curvas dependera de Ng(a), assemelhando-se
ao caso de fenda simples (com trés regimes: Fresnel, Fraunhofer e intermediério),

ver Eq.(1.116), Fig.(6)-d para Np(a) < 1 e Fig.(6)-c para Ng(a) > 1.

— Se Nr ~ 1, observa-se uma separacao entre as franjas de interferéncia, moduladas
pela curva de difracao por fenda simples correspondente ao regime intermediario,

ver Eq.(1.112) e Fig.(6)-a.

As franjas correspondentes a difracao distam, uma da outra, de A L/2 a e aquelas para
interferéncia em torno de A L/2b. As propriedades analiticas das expressoes assintéticas
para fenda dupla nao permitem estimar essas distancias com maior precisao, porém, por

analogia com a optica (luz), elas podem ser consideradas adequadas.
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2 Analise da difracao de elétrons por um fio

delgado

2.1 Introducao

Em um trabalho recente publicado na RBEF [172], os autores afirmam que um
feixe luminoso (ondas eletromagnéticas) ao adentrar-se por uma fenda (cujas dimensoes
sao comparaveis com a ordem de grandeza do comprimento de onda do feixe de particulas
em questdo) em um anteparo, veremos um alargamento desse feixe e sua penetragdo na
regiao de sombra geométrica, acompanhado do surgimento de franjas de interferéncia,
claras e escuras nas proximidades do limite da sombra, tipicas da difracdao. Este fendmeno,
que se estende para um feixe de elétrons, também se manifesta quando a onda incide sobre
um obstaculo com dimensoes comparaveis ao seu comprimento de onda.

Na referéncia [173], o leitor encontrard uma interessante discussao sobre a natu-
reza do elétron, assim como em [174], onde sao discutidos dois experimentos que lidam,
didaticamente, com a natureza ondulatéria da luz e da matéria. E por isso, neste ponto, é
preciso nos atentarmos, com objetividade matematica, a seguinte questao: o que ocorre
quando a dimensao do objeto e muito maior, muito menor ou aproximadamente da mesma
ordem de grandeza do comprimento de onda do feixe de particulas ?

Nos propomos a encontrar, ainda com o auxilio da representacao das integrais
de trajetéria [175,176], os padroes de interferéncia gerados pela incidéncia de elétrons
(ondas de matéria) sobre um obstaculo delgado nao interagente, com e sem efeito de fase
Aharonov-Bohm (AB) (Cap.(4)) [4,25-31,177]. Isso nos permitird avaliar as curvas de
interferéncia com base na relacao direta entre o comprimento de onda do elétron e o
tamanho caracteristico do obstaculo, que ao variar, denunciam os diferentes dominios da

Optica, isto é, ondulatoria e geométrica.
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Figura 10 — Representagao gréfica do aparato com a fonte {&'} e os respectivos eixos {x, z}, do obstaculo
(um fio delgado) e da tela de observagdo. Os segmentos ({0, F*} e {F*, Z'}) denotam
os chamados caminhos classicos, isto é, aqueles que extremizam a agao, assumidos pelas
particulas, sendo ¥™*) e ¥ as funcoes de onda emergentes de cada uma dessas regides
{F*,F~} [177].

Os propagadores livres, para cada etapa do movimento, sao os mesmos dados pelas
Eq.(1.3) e Eq.(1.4). E para a realidade fisica deste problema, basta apenas redefinir a fungao
(1.5), recondicionando os limites das fungdes de onda (1.7) assim como os argumentos das

funcoes de Fresnel, que agora passam a ser:

VN=(b) B (1 - %) , (2.1a)
VN:(b) B (—1 - ﬁ) . (2.1b)

(+)
1

=)
2

Logo, a fun¢do de onda combinada sobre a tela sera,
W(x) = %vwe"@*ﬂ) (¢ (&) - (¢) +1) +i (7 (&) -7 (¢7) +1)] - 22)

Com o mddulo ao quadrado da Eq.(2.2), temos as intensidades sobre a tela [55], dada pela
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soma das contribui¢oes de cada semi fenda isoladamente,

@(i)(x)

Y (PP (),
m[ (6% (¢r0y) + 7 o)

1

F€ (§{1<+);2<—)}) 7 (5{1&);2(—)}) + (2.3)

e da parcela de interferéncia dada por,
o

b | [ 6) - ) =)« [ () - ) +3) -
ofir (&) e)+ 7 () ()| @

Com a soma das Eq.(2.3) e Eq.(2.4) na Eq.(1.54), tragamos graficamente os padrdes de

<ﬂ(+,—)(x) =

difracao frente ao obstéculo rigido e delgado, fixando valores para alguns parametros (como

B, por motivos ja discutidos na se¢ao(1.1.2), Fig.(5)) e flutuando outros:
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Figura 11 — Curvas de interferéncia geradas pela obstrucao parcial da frente de onda de matéria por um
fio delgado de tamanho varidvel. As abscissas sdo as distdncias dadas em unidades de b, com
as ordenadas representando as intensidades [177].
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Do principio de Huygens, todos os pontos pertencentes as regides abertas (+)
tornam-se fontes de ondas secundérias (incluindo os pontos que fazem parte dos extremos
do obstaculo), emissoras de novas ondas coerentes, cuja amplitude resultante é dada pela

Eq.(1.31), quando consideradas cada uma delas isoladamente (ver Fig.(12)).

ﬁA§ )
— )
— < )

o

Y

—_— D

)
)
)

Figura 12 — Representacao gréfica do aparato com a fonte emissora de ondas esféricas (segoes circulares
no plano xOz). Sobre o eixo do obsticulo, nas regides de semi fendas, sdo representados
alguns pontos que pelo principio de Huygens, agem como fontes secunddrias [177].

As ondas provenientes desses pontos, ao se propagarem, combinam-se entre si
gerando um padrao de interferéncia sobre a tela cuja forma dependera da relagdo entre as
dimensdes do obstaculo 2b e do comprimento de onda A do feixe, apenas. Esta relacao se

traduz matematicamente através do chamado nimero de Fresnel, definido na Eq.(1.91a)

Quando discutidos os padroes de difracao em [25-31] é suposto implicitamente
que os objetos interpostos no caminho da onda desempenhavam um papel passivo, isto
é, apenas interrompiam uma parte da frente de onda, sem adicionarem por si mesmos
nenhuma nova onda. Com tal hipotese, os efeitos de difracao observados sao devidos,
exclusivamente a distor¢cao do movimento ondulatério incidente. Como ja discutido na
Fig.(12), cada ponto da frente de onda que chega as semi fendas (+) funciona como uma
fonte secundaria coerente. Dessa forma, a diferenca minima de caminho éptico entre elas
(com rela¢do a um ponto 2~ sobre a tela), estd associada as fontes secunddrias mais

préximas, situadas nas extremidades do obstéculo (A’, B’), como pode ser visto na Fig.(13).
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Logo, se o comprimento de onda incidente é maior que 2b, serd também maior que Ar®).
Considerando que as ondas, nas aberturas, estao inicialmente em fase, para além do
anteparo elas vao todas interferir construtivamente (em diferentes niveis, mas sé interferem
construtivamente porque a diferenga de caminho 6ptico (ou diferenga de fase) vai ser

sempre bem menor que um comprimento de onda), qualquer que seja o ponto 2.
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- \ — X
- \ -
-7 \ -7
_--" \ 7
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Figura 13 — Esbogo do aparato evidenciando a menor diferenca de caminho 6ptico [177].

Percebe-se claramente nos casos em que Ng(b) < 1 e Nr(b) < 1, que as intensidades,
apesar de pequenas em alguns trechos, nao sao nulas. O que significa dizer também que
essas regioes sao iluminadas, pois a onda foi capaz de contornar todo o objeto e, portanto,
adentrando-se por completo para além dos limites geométricos do obstaculo. Neste cenario,
dizemos que ocorreu difracdo total da onda prevalecendo a 6ptica ondulatéria. Porém,
a medida que b aumenta o aspecto de onda estacionaria (nas regides abertas) se perde,
ao mesmo tempo em que ha a formagao de uma regiao escura por de tras do objeto,
denunciando que a probabilidade de encontrar elétrons ali é nula ou quase nula nas regices
préximas as bordas (ver Fig.(5) e Eq.(1.51)). Assim sendo, a zona de interferéncia destrutiva
vai adquirindo os contornos do objeto denunciando o que chamamos de difragao parcial
da onda, com predominancia da sombra geométrica (no dominio da 6ptica geométrica)
na regiao imediatamente anterior ao obstaculo, a medida que nos aproximamos do limite
ﬁ — 0.

No Cap.(33), segao (6) da Ref.[178], sdo comparados, qualitativamente, os padroes
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de difragao (por luz) no regime de Fresnel de um disco opaco com o de uma abertura
circular, dizendo que ambos sdo complementos um do outro. Isto se torna bem evidente ao
compararmos a Fig.((11)-{(e),(f)}) com as Figs.({(5),(6)}) da Ref.[179] e, especialmente,
a Fig.(3-¢) da Ref.[26]. Este fato nos remete ao chamado principio de Babinet, e para
maiores detalhes sobre o assunto indicamos a Ref.[180], onde o autor aborda, tedrica e
experimentalmente, a difragdo de ondas gaussianas por um fio delgado sob o ponto de

vista da aplicabilidade deste principio.
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3 Estimando a contribuicao probabilistica as-

sociada aos caminhos exoéticos

3.1 Introducao

Conforme mencionado no Cap.(1), H. Yabuki em [54], auxiliado pela representagao
de Feynman, trata o problema experimental de Young em sua versao bidimensional
simplificada dependente do tempo, para em seguida, discutir uma generalizacao direta
ao caso 3D. Logo de inicio, deixa claro que a abordagem empregada (representacao de
Feynman) é capaz de extrair informagoes dos mais diversos tipos de trajetorias possiveis
(caminhos classicos e exdticos), como aquela vista na Fig.(14). Porém, é muito improvavel
que trajetérias dessa natureza se manifestem em fungoes de onda como na Eq.(1.53).
Desse modo, com uma técnica de calculo peculiar, ele encontra funcées de onda que
representam verdadeiramente o sistema (salvo algumas aproximagoes), que o ajudam a
estimar a contribuicao probabilistica desses caminhos na ordem de A" com n > 1, o que
corrobora de certo modo, em dizer que a Eq.(1.53) é uma boa aproximagao da realidade.

A lagrangeana do sistema em questao pode ser escrita como,
m o .9
= 2 (27 +27) = V- (3.1)

Para estimar a contribui¢ao proveniente de caminhos exdticos, como ilustrado na Fig.(14),
faz-se necessario aplicar um método para calcular a amplitude de transicio para uma

composicao de caminhos. Com este propésito, faz-se o uso da seguinte identidade’:
JH(b,a) = /Ji/(b,c) J (c,a)dx. dz. , (3.2)
com f, fixo no intervalo,
thy >t > 1. (3.3)

Com a inser¢ao do fator unitério

1
dt,, 3.4
— / : (3.4)

Vale lembrar que as letras {a, b, ¢, -} denotam um conjunto de pontos contidos em regides onde
ocorrem as interagoes ou mais simplesmente, regides que consistem nos dominios de integracao.

1
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na Eq.(3.2), tem-se

K (b,a) =

/tb dt, / K (b,c) # (c,a)dx. dz. . (3.5)

Ip — I

Ao calcularmos as contribui¢oes de caminhos que vao de A para B, passando por
uma dada regiao (de pequenas dimensoes) C (Fig.(15)-(a)), obtemos a amplitude de

transi¢ao correspondente restringindo a integral no espacgo, Eq.(3.5), ao dominio de C:

1

. Hbao=—

Iy
/ dt, / A (b,c) # (c,a)dx. dz. . (3.6)
t, (xc,zc) e C

a

Figura 14 — Um tipico caminho exdtico em loop circulando as fendas. 0'=(x0,0,z0); F* = {(x(+),0,2(+)) | 0 <
z<D+6b+a<x<a-b}; F ={(x0z-)|0<2z<D+6a-b<x<b-a};
2’ = (x27,0,z9), 1 comprimento do segmento entre &' e F* (ou F7); 2b distancia entre as
fendas; I; = comprimento do segmento entre F* ¢ Z’; I = comprimento do segmento entre

F_e%/;L1=l+l1;L2=l+lz.
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C (x,0,2,)

B (x4,0,23)

A (‘rtlao)za)

B (23,0,z3)

C (x,0,2,)

A (24,0,2,)

(26,0,%)

(5,0,%)

A (24,0,%4)

(¢)

Figura 15 — Sucessoes de eventos computados em diferentes combinagdes de caminhos.
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Mudando a ordem de integragao, a integral sobre ¢, pode ser estimada em,

Iy
I = L / K (b,c) X (c,a)dt. ,
17

(tb_ta)

( m )21/T 1 ., m l2”+ lgc
— = —— exXp |l —|—
2rih) T Jy t(T —1t) P 2h\t T-t

dt, (3.7)

com,
T=ty—t,, t=1—1,, lza = (Xe — xa)° + (zc — 20)?, lgc = (xp — x)° + (zp — 20)° (3.8)

Nota-se que a integral (3.7) nao é bem definida para I, = 0 ou I, = 0. Quando I, # 0 e
Ie # 0, espera-se que a fase do integrando produza oscilagoes rapidas parat =0e T =t

levando-nos a uma expressao convergente. Com as mudancas de variaveis,

2t m (leq + le)Q Ipe — lca
=1-=, g=—%¢ "¢ =—), 3.9
€ T © 2hT €0 e + lea (39)
a Eq.(3.7), passa a ser,
m \22 ! -1 (0 - 00)°
L= )—/ 1- ¢ : do. 3.10
V= \9nin) 12° _1( o) e |ie - | ™ (3:10)

Como a integral é dominada pela contribui¢do de seu argumento em torno de o = g, nos

aproximamos da seguinte forma,

2 9 ) 1 B [ _ 2]
s 2 [ e ez

2nih/ T 1 1-g;
m \2 2 ie 2—1/00 (Q_QO)2
> — 1- do,
(gri7) 72" (1=eb)” [ ewolie -t | ™
1/2
_ ( m )2361'5 (1- 2)—1 in (1-¢p)
~ \2nik) T2 Qo € ’
m \3/2 a0 _1/2 -1/2 im (leq + lpe)”
_ 7302 11 (lea + lhe)” | 11
(zm'h) ea pe T OXP |5 T (3:11)

Essa estimativa estara correta até um fator da ordem da unidade para € nao muito pequeno,
e a variagao da fase de I; se manifesta principalmente por e’¢ na Eq.(3.11).
Como é considerado apenas o caso em que a regiao C é pequena, a Eq.(3.6) pode

ser escrita como,

A (ba)c~|C|-I, (3.12)
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onde | C| é a drea do dominio de C. Para que a aproximacao (3.12) seja vélida é necessério
que a fase da Eq.(3.11) ndo varie muito no dominio de C. Veja que ao considerarmos dois

pontos ¢ e ¢’, nao coincidentes em C, a diferenca de fase entre os mesmos é dada por,

m , ,
be = S| e tha) = (e vka)® |,
a
m , , , ,
= —Zh(l—b_t)(le+lca+le+lca)(th_le+lCa_lCﬂ)’
a
m
~ —2h(tb_t)(lbc+lca)(Albc+Alca). (3.13)
a

Portanto, em (3.6) exige-se que a variagdo de uma das varidveis de integracao

bidimensionais (espaciais), que é responsavel pelo alongamento ou contragdo do caminho,

seja restringida por,

h(tb_ta)

m (lbc + lca) ' (314)

Logo, para que os cédlculos sejam consistentes , somos conduzidos a seguinte restrigao,
|1C| < O(h). (3.15)

Analogamente, o tratamento concedido aos casos pertinentes as Fig.(15)-b e Fig.(15)-c

dt,

(3.17)

sao:
Tp
o X (ba)pc = / dtd/ A (b,d) # (d,a)c dxg dza,
tb_ta a (xdzd)eD
m \2 o B ~
~ (27rih) lCllDl(t“_tb)le/Qldcl/2 1/2(lbd+ldc+lcu)1/2><
lpag + lge +1
X exp [i%( bd(thd_ct )ca) ]’ (3.16)
a
para,
= - / K (b,d) H (da)c da,
Y — 1
m_\ _1/2 _1/2 1/ -3/2 (ldc+lca)
= 1 ¢ T -1t
(27rih) Cl T J, (T —t)" exp M . T_t
5/2
= ( m) |C| 77721 1/211/223/2 lgo/ (1-0)32 (14 0) " exp 8O(Q 902) do.
2nih 1~ o
em que

lbd - ldc - lca 0= m (ldc + lca + lbd)2
ldc+lca+lbd, 2hT

T=ty—t,, t=tg—1tz, Q0= , (3.18)
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que aproximadamente fica,

m
2mi

Igz(

>t

9

) 1/2
in(1 —Q%)]

5/2 B B ;
)OI TR 2 619 (1= 09) 2 (14 09) ! [

&

— — ’ l l l 2
( m_ ) |C|T—211/211/2 1/2(lbd+ldc+lca)1/2exp ﬂ(dc+m+ bd) ,
g 2h T

\&}
St

(3.19)

com o fator % sendo substituido por 1, uma vez que, na melhor das hipoteses,
c ca

esta aproximacao é consideravelmente boa até um fator de ordem 1.

1 o
. H(bape = / dte / H (be) H (e,a) dxe dze
b —1ta Jy, (%e,20) €E
m \5/2 N _ _ _ _
 (goez ) ICHIDIIE] (=)™ 1200 117 10007
~ m (e + Log + Lge + Log )?
X(lbe+led+ldc+lca)lexp[zﬁ(be (ejb_;’:) ca) ,(3.20)
para,
1 tb
I = / H (be) H (exa)pe di,
Ip — I ta

m \3 _ _ _ 10 1
= (527) IP1ICTE 5 120 (lea + bae + 1ea) 2 =

2nih
2
(led + ldc + lca) + lbe dl,
2h t T -t

T
x/ t72(T =) expli
0

3
- (27’:1171) IDIC T_Sl_l/zl;clﬂ A2 Ly + Lo + 1 ) M2 220 x

LT (emo
< [ (-er*(1+e) exp[zul_—Qz]dg,

5/2 _ _ _
N I

1/2 1/2 (lbe+led+ldc+lcu) eiy,

Q

2nih de
(3.21)
(lhe+led+ldc+lcu) —
e tal como em Eq.(3.19), =47~ = 1, com
lbe - led - ldc - lca m (lbe + led + ldc + lca)2
T =1, -1t y t=1, — 1 y = , =
b la Y R I ORT
(3.22)

Portanto, o mesmo tipo de restri¢ao encontrado para C (ver Eq.(3.14) e Eq.(3.15)) recai

sobre D e E.
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3.1.0.1 O termo de interferéncia nao linear

O célculo do termo de interferéncia nao linear em duas dimensoes serda obtido com
base nos resultados da secao anterior. Inicialmente, vamos considerar a fungao de onda

relativa a passagem do elétron por F* e atingindo a tela em X',
Y(T,X)=NX¥"(t =T,X";t =0,0)p+. (3.23)

Note que o prime sobre £ indica que o propagador para a Fig.(14), denotado por £”(b,a)
(que carrega as interagoes), que por sua vez é uma generalizacao da Eq.(3.6), deve ser
usado em seu cdlculo. No entanto, para caminhos que vao de ¢ a X’ via F* vale a
substitui¢do, em boa aproximagao, de £”(b,a) pelo propagador livre J# (b,a). Fazendo
das Eqs.{(3.11),(3.12)} obtemos,

. 2
imlLy

m 3/2
Y (T.X')~|F*|-N (_) T-3/2 -1/2 ] 71/2
1( ) | | exXp oh T

2rih ! (3:24)

Ja para a funcdo de onda pertinente aos caminhos tipo lago mostrado na Fig.(14) teremos,
\Pi(T,X,) = N%,(t = T,X,; = O!ﬁ){F*'F_F*} . (325)

Neste caso, como é evidente, ndo é correto tomar a aproximacao de J£”(b,a) por £ (b,a).
Na Fig.(16) existem trés tipos de caminhos para o propagador livre J# (b,a): os tipos
{(i),(iii) } representam caminhos que estao complemtamente em um dos lados da linha AB,
enquanto o tipo (ii) representa os caminhos que cruzam a linha AB ao menos uma vez.
As contribuigoes de caminhos dos tipos {(i),(iii)} sdo claramente iguais e denotadas por

Jo(b,a) enquanto que as do tipo (ii), chamadas de J#1(b,a).



Capitulo 3. Estimando a contribuicdo probabilistica associada aos caminhos exdticos 68

A 1
| P A
' :
|
| '
i ]
¥ '
1 < C
] LY
| : ‘l.
] )
1 1,
I B ) B
i |
\ |
(i) (i) (iif) (i-a)

Figura 16 — Trés tipos de caminhos para o propagador livre. O caminho (a) pertencente ao tipo (i)
fornece a mesma contribuicao que a dada pelo caminho mostrado em (ii) [54].

Portanto, teremos
K (b,a) =2 #y(b,a) + #1(b,a). (3.26)

E suposto que a espessura do plano das fendas seja extremamente pequena (& é desprezivel),
entdo A € F* e B € F™, isto é, AB na Fig.(16) representam este plano delgado. Disso, vem

que
H'(b,a) =~ 2 #y(b,a). (3.27)

Por consequéncia, caminhos do tipo (ii) sdo proibidos. Neste caso, o propagador a ser
empregado na Eq.(3.25), para caminhos entre F* e F~ é J#y(b,a). Pois, se usarmos a
Eq.(3.27) ao invés desse ultimo, a expressao final de (3.25) também incluird contribuigoes

provenientes de caminhos mostrados na Fig.(17).
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FDW Fonte I

Fonte

(c)

Figura 17 — Trés diferentes tipos de caminhos daquele da Fig.(14), passando duas vezes por F* ({(b),(c)})
e apenas uma vez por F~ (a) [54].

Contudo, nao ha meios de se obter J#y(b,a) de maneira exata. Com certo otimismo,
é suposto que no propagador livre (3.26) a contribuicao de J#{(b,a) seja pequena quando
comparado com a de J#(b,a) e que £ (b,a) ~ 2 (b,a) por (3.26) e (3.27) (a contribuigao
de caminho tipo (ii)-Fig.(16) é a mesma do caminho (a) do tipo (i), havendo sempre
a possibilidade de caminhos mais curtos dessa categoria (i), logo para o espago-tempo
Euclidiano, pode-se dizer ao menos que #y(b,a) é razoavelmente maior que J#1(b,a)).
Nessas circunstancias, o propagador cabivel em (3.25) é £ (b,a). Assumi-se também que
essa aproximacao preserve as caracteristicas essenciais da funcao de onda W|(T,X’).

Isto posto, a fun¢do de onda Wi(T,X’) que contém caminhos mostrados nas

Fig.{(14),(17)}, corregao de ¥1(T,X’), ¢ dada, com o uso da Eq.(3.20), por

5/2 ~
W(T,X") ~ N (i) |F* [P F | 7202 72 2y L exp i

m (L +2(2b))*
2nih '

2h T
(3.28)
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Tem-se, portanto, de (3.24) e (3.28),

Yi(T,X") + YU(T,X") Y(T,X") (1+A(T,X")),

Q

‘I’l(T,X’){l +( ) |FH| |F7 1 77' Lyt (2b)7! x

L } , (3.29)

— B _ _m2bL1
h)|F+||F |T1L11(2b)1expllﬁ - ]

m
2nih
; m (L1 +2(2b))2—

2h T

X exp

em que

, m
AT, X)) ~ (27” (3.30)

Apesar do surgimento de A~! na Eq.(3.30), o termo de correcdo A; ¢ da ordem de A,
levando em conta a premissa apresentada na Eq.(3.15).
Da mesma forma, obtém-se para a funcao de onda Wo(T,X’) (apenas a fenda F~

aberta) e sua respectiva correcao W5 (T,X’),

Wo(T,X') + YT, X') = Yo T,X') (1+ Ax(T,X")), (3.31)
em que
" oo + -1,-1 1 . m 2b Ly
AQ(T,X)~( P )|F | 1F7| 77" Ly (2b)” exp[ 7T ] (3.32)

Por conseguinte, a probabilidade total de encontrarmos uma particula no ponto X’ sobre

a tela de interferéncia (Fig.(14)) serd de

2 2
|+ ) + (B9 [ = [ma+ap+wa+ay |,

&

[Py 2 (1+2Re(Ar)) + | P2 > (1 +2Re(Ag)) + 2Re (] P2) +

————

(1)
+2%6[TT\PQ (AT+A2)], (333)

(an
com

m L3 - L?

lPT(T’)(/) \PQ(Trxl) 9 h

2

)

( m ) |F*| | F | IN |2 T3l_1/21_1l1/26xp[
2nih

Q

T
) AL
( m ) |F*[ | F7| N ]2 T—?’z”?zll”?exp[ ﬂh?] 3.34)
l

ro
>.]
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€
;2m2bL
AT, X') + Ao(T, X)) = (—) |FH||F 1 77 L7 (2b) ! | exp moor
2r h T
2m2b Iy
_ , 3.35
e | 2221 (3.39

para L = (L1 + L2)/2, AL = Lo — L.

A parcela de interferéncia principal, Eq.(3.33)-(I), é proporcional a cos (m LAL/AT)
com seu respectivo termo de corregao, Eq.(3.33)-(I1), proporcional a cos (m LAL/AT) sin(2m (2b)L/h 1
Sendo factivel a realizacao desse experimento bidimensional, a existéncia desta coregao

pode ser detectada em virtude de sua dependéncia carateristica sobre (2b)L/T.

3.1.0.2 Consideracoes

Uma extensao direta de toda andlise feita até o momento é o caso 3D, com o

propagador livre sendo

m 2 i (= xa)? + = V)2 + (26 — 24)?)
%(b’a):(%rih(tb—ta)) exp(2—h (o —1.) ) (3.36)

Neste contexto, a correcao para a funcao de onda Wi(T,X’) é, aproximadamente

AT, X') ~ (2 :‘ (3.37)

2m2b L
) |F+||F_|T_2(2b)26Xp[ m 1].

hT

com |F i | sendo o volume da i-ésima fenda e a condigao (3.15) sendo também respeitada
aqui. Esta restricdo vem principalmente do limite de variagoes ao longo da separacdo entre
as duas fendas, isto é, sobre a integral em x. Contudo, é suposto também que o plano seja
bem delgado, fato que limita os dominios de integracao sobre o eixo z. Disso, surge outra
poténcia de h na Eq.(3.15) e assim, espera-se que a Eq.(3.37) seja da ordem de 2. O termo
de interferéncia surge com uma corregao que serd proporcional a cos(2m(2b)L/hT).

Em [181], os autores materializam a hipétese de Yabuki ao realizarem um experi-
mento que lhes permitia ter pleno dominio sobre as contribui¢des oriundas de caminhos nao
classicos. Para isso, eles contavam com um parametro ajustavel que regulava, aumentando

ou diminuindo, a parcela devida a esses termos.
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4 Efeitos da fase AB sobre os padroes de di-
fracao e interferénia de elétrons com a di-
vergéncia em sua forma assintética e sua

relacao com a fase de Berry

4.1 Introducao

O trabalho que inaugurou as discussoes sobre os efeitos locais dos potenciais ele-
tromagnéticos surgiu em 1948, em uma atividade conjunta de Ehrenberg e Siday [182].
Aproximadamente uma década depois, em 1959, Y. Aharonov e D. Bohm [183], em co-
autoria no Significance of electromagnetic potentials in the quantum theory, causaram
grande surpresa e controvérsia ao demonstrarem que, no cenario da MQ, os potenciais
eletromagnéticos poderiam ter consequéncias observaveis sobre particulas carregadas (como
por exemplo, o elétron), ao atravessarem regioes em que os campos elétrico e magnético
fossem nulos. Observaram assim que, na teoria quantica os potenciais eletromagnéticos
possuiam um significado maior do que aquele que lhes eram atribuidos no dominio classico
da Fisica, ja que a fun¢ao de onda dessas particulas adquiriam uma fase topologica quantica
diretamente associada ao potencial vetor. Um tratamento com maior riqueza de detalhes
sobre o assunto é dada por estes autores em Further Considerations on Electromagnetic
Potentials in the Quantum Theory [184], respondendo a uma série de questionamentos
contrarios as conclusoes mencionadas até entao em [183].

No eletromagnetismo classico, os campos sao quantidades mensuraveis e o conceito
de forca é fundamental, enquanto que seus potenciais sao meras construgoes matematicas
sujeitas a transformagoes de calibre. Porém, ao tratar a dindmica de sistemas quanticos,
a equacao de Schrodinger nao envolve forgcas e campos e é necessariamente expressa
em termos dos potenciais vetor e/ou escalar, o que os eleva ao status de quantidades
fundamentais. Em [185] os autores introduzem, de maneira descomplicada, os conceitos

de alguns eventos de natureza puramente quanticas, como o efeito Aharonov-Bohm (AB).
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Geralmente investigado em termos de teorias de calibre abelianas [182-184] com cam-
pos eletromagnéticos estaciondrios, M.Bright e D.Singleton [186] estudam o efeito AB
dependente do tempo para campos de calibre nao-abelianos [187]. Eles fizeram uso de
solucoes dependentes do tempo bem conhecidos para as equacoes de campo de Yang-Mills
e investigaram a mudanca de fase AB.

A partir de 1960, com o trabalho de Chambers [188] dé-se inicio a uma série de ve-
rificagdes experimentais do Efeito AB [189-191]. O caso em que é empregado um solendide,
suposto infinito, tem sido largamente explorado em estudos tedricos [27,90,192-194], fato
que nos motiva também ao uso desse conceito neste trabalho [177,207]. No entanto, nao
deixamos de aludir sobre as dificuldades praticas em reproduzir um solenéide infinito, e
por consequéncia disso, o dificil confinamento total do campo magnético em seu interior.
A fim de evitar esse impasse, Tonomura et al. [195-197], em seus estudos experimentais,
empregaram magnetos toroidais que encerraram por completo o campo magnético. Uma
analise matematica rigorosa do efeito AB com magnetos toroidais dadas as condigoes
experimentais de Tonomura et al. [195-197] é feita por Miguel Ballesteros e Ricardo Weder
[198].

Em 1984, Aharonov e Casher [63] investigaram a dindmica quantica de um dipolo
magnético na presenca de uma densidade linear de cargas elétricas e verificaram o surgi-
mento de uma segunda fase topoldgica quantica nesta dinamica. A esse fendmeno deu-se o
nome de Efeito Aharonov-Casher (AC) e reprodugbes experimentais que o comprovassem
foram realizadas com interferometro de néutrons [64], interferometros Ramsey ou Ramsey-
Bordé com dtomos e moléculas [65-69] e recentemente com interferdmetros usando atomos
de litio [70].

He e Mckellar [71] em 1993 e Wilkens [72] de forma independente em 1994, previram
a existéncia de uma terceira fase topoldgica quantica, adquirida por um dipolo elétrico,
quando circulado em torno e em paralelo, a uma densidade linear de cargas (monopolos)
magnéticos. Na literatura, essa fase é conhecida por fase He-Mckellar-Wilkens (HMW),
que por sua vez ¢ essencialmente a transformagao (de Maxwell) dual da fase AC. Uma
configuragio experimental prética foi proposta por Wei, Han e Wei [73] para verificar essa

fase.
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Medidas recentes da fase HMW também foram realizadas [74,75]. Nos ultimos anos,
He e Meckellar estudaram uma série de efeitos duais em MQ e Teoria de Campo [76,77].
Ericsson e Sjosqvist [78] estudaram, do ponto de vista da dualidade Aharonov-Casher, um
efeito dual dos niveis de Landau e discutiram uma possivel aplicagdo em condensados de
Bose-Einstein. Observagoes de fases topoldgicas também aparecem quando Anandan [79]
fornece um tratamento unificado e totalmente relativistico da interacao entre momentos
de dipolo elétrico e mgnético de uma particula e um campo eletromagnético.

Dowling, Williams e Franson [80] propuseram uma descrigao unificada de todos os
trés fenomenos (AB, AC e HMW) discutindo a relagao de dualidade eletromagnética de
Maxwell entre as trés fases quanticas. Eles estudaram o efeio AB usando as transformagoes
de dualidade de Maxwell e propuseram um quarto fenémeno, o efeito Aharonov-Bohm
dual (ABd) e obtendo assim, a fase quantica ABd. Neste cendrio, surgem os monopolos
magnéticos ou monopolos de Dirac, particulas que se comportam como polos isolados,
norte ou sul, que foram objetos de especulacao desde os primeiros estudos detalhados sobre
campos magnéticos nas primeiras décadas do século XX [81]. C. Furtado e G. Duarte [89],
discorrem também o experimento de interferéncia por fenda dupla para um monopolo
magnético na presenca de um potencial vetor elétrico, além de demonstrarem o surgimento
da fase quantica de Berry nessa dinamica. Nesse contexto, o problema de espalhamento
por uma linha de fluxo também foi discutido resultando na amplitude de espalhamento
e seu deslocamento de fase. A ocorréncia de cargas magnéticas pontuais na natureza
poderia elucidar um do maiores mistérios da Fisica contemporanea no que diz respeito
a quantizagdo da carga elétrica, conforme demonstrou P.A.M.Dirac [33] em 1931. Nesse
trabalho, Dirac combina argumentos da MQ e da eletrodinamica classica e identifica os
potenciais eletromagnéticos consistentes com a existéncia desses monopolos.

Apesar de nenhuma observacao experimental direta até entao, analogos de mono-
polos magnéticos foram encontrados em gelos de spin exdticos [82,83] e em outros sistemas
[84-86]. Porém, em 2014, com o trabalho Observation of Dirac monopoles in a synthetic
magnetic field, M.W.Ray et al. [87] demostraram a cria¢do controlada [88] de monopolos
de Dirac por um campo magnético sintético produzido por um condensado spinorial

de Bose-Einstein. De acordo com os préprios autores, os resultados obtidos na Ref.[87]
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oferecem uma oportunidade sem precedentes para observar e manipular essas entidades
quanticas em um ambiente controlado. Desse modo, é importante frisar as manifestacoes
de efeitos topolédgicos quinticos nas mais diversas areas da Fisica [199-205].

Neste capitulo, revisitamos o classico experimento de fenda dupla e sua versao
simplificada (fio delgado) com efeito de fase AB padrao e superposto (fio delgado). Por
meio dos parametros discutidos em [26], estabelecemos, com maior precisao, as diferentes
formas graficas com deslocamento AB dos padroes de difragao para os regimes Opticos
de Fresnel, intermedidrio e Fraunhofer do Cap.(1) e dos padrdes nos dominios da éptica,
ondulatéria e geométrica encontrados no Cap.(2).

Estudamos o comportamento da expressao que leva a distribuicao eletronica sob
sucessivas aproximacoes baseadas no comportamentos assintético das fungoes de Fresnel.
Neste cenario, ao longo das diferentes etapas aproximativas, descobrimos uma expres-
sdo com sentido fisico (ver Eq.(4.13)), e a existéncia de outras expressoes matematicas
(Eqgs.{(4.15), (4.16)}) que carregavam divergéncias em seus dominios, corroborando a
inexisténcia de uma expressiao (como a Eq.(1.114)), no regime de Fraunhoffer com fase
mista, que manifeste as assimetrias AB. Por fim, demonstra-se o surgimento da fase de

Berry e sua relacao com a fase AB.

4.1.1 O efeito AB padrio

Como esbogado na Fig.(18) no interior do cilindro existe campo magnético B,
constante, paralelo ao eixo do solendide e perpendicular ao plano da pagina. Em um
primeiro momento, o feixe subdivide-se, recombinando-se num instante posterior em uma
regiao sobre a tela. A fungao de onda recombinada, associada ao estado final das particulas
carregadas, acumula uma fase quantica extra, responsavel pelo deslocamento das curvas
de interferéncias observadas no padrao de distribui¢ao das intensidades (Fig.{(20),(19)}),

consequéncia da presenca do potencial vetor.
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g 2b

Figura 18 — Efeito Aharonov-Bohm: o feixe de elétrons se divide e suas metades acumulam uma diferenga
de fase ao passarem por ambos os lados de um obstaculo que oculta um solendide suposto
infinito de raio desprezivel (para efeito representativo, seu esbogo é exagerado), com fluxo
de campo B em seu interior.

A lagrangiana do elétron pode ser dada em fun¢do do potencial vetor e da lagran-

giana na auséncia do campo magnético, nomeada por .Z© tal como [206],

1
$<°>:§mx2—>.$<°>+z' A (4.1)
c

A correspondente mudanca na acdo, para qualquer segmento definido do caminho que
conecta os pontos de coordenadas espaco-temporal (x,-1,t,-1) a (X,,t,;) € dada por,
q ™
SOnn-1)— SOnn-1)+ —/ A-xdt, (4.2)
¢ Tp-1
com esta ultima integral reparametrizada, sendo escrita como,
t, X
n dX n
/ A(—) dt:/ A - dx, (4.3)
th-1 dt Xp-1

em que dx é o elemento diferencial de linha por toda a extensao da trajetéria, de maneira

que, quando considerada a contribui¢do total entre & (onde se localiza a fonte emissora) a
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2" (regido de interferéncia), tem-se a seguinte alteracao:

i.7O(n,n-1) i O(n,n-1) iqg 7
nexp[ 5 ]—>{l—[exp[ 7 ]}exp(ﬁ/ﬂ A - dx

n n

. (4.4)

Isso é verdadeiro para um caminho em particular, passando acima ou abaixo do aparato,
obstaculo+solendide. Portanto, ao considerar a contribui¢ao de todos os caminhos possiveis
temos o propagador da particula ao deixar a fonte no ponto & e atingir a tela de interferéncia

no ponto 2", representada por,

i. 700, 27) iqg (7
T] exp a‘/ﬁ A - dx

A amplitude de transi¢ao ou funcao de onda total é dada pela soma (superposicao) das

%(%/;ﬁ’):/exp

}Dh@ﬂ. (4.5)

funcoes gt o pt)

B g associados, respectivamente, as contribuicoes das trajetorias que

passam por cima e por baixo do aparato, como na Fig.(18), e assume a forma,
v =y g 4.6
AB(x) AB(x) + AB(x)' ( : )

Em cada parcela que compode funcao de onda na tela, ha um fator de fase do tipo
q %’
(H / o A dx) que expressa a dependéncia com o fluxo de campo magnético ¢,, no
interior do solendide. Na regiao em que a carga se encontra, o campo, dado por B = VXA é
nulo, e as integrais de linha de A, acima e abaixo do solenéide, dependem apenas dos pontos
terminais & e 2 e nao de trajetérias especificas quando formado um lago por caminhos
diferentes. Assim, as exponenciais que contém A sao independentes das trajetorias sob as
quais se estd integrando. Com isso, escrevemos as func¢oes de onda provenientes de cada

ramo como,

. %'/ (i)
(£) lq +
V5(x) = exp h_/ A - dx ‘I’(—)(x),
cJo
el 7 )y (4.7)

As distribuicoes eletronicas, sobre a tela de interferéncia sao dadas pelo quadrado do

moédulo da amplitude de transigao total (Eq.(4.6)),

Pap(x) = “I’(Jr)(x)‘ + ‘I’(_)(x)‘ + (‘P(_) P L) ‘P(_))COS (®ap)

+i(qﬂ”*w“J—qﬂ”*T“ﬂ)an«nw). (4.8)
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Em relagao a Eq.(1.54), percebe-se que existem duas parcelas de interferéncia
ponderadas por fungoes trigonométricas que guardam informacoes acerca do fluxo. A

primeira delas, ja é conhecida (ver Eq.(1.55)), com a segunda ficando,

Ay (%) i (xy(—)* @) _ ) T(—)) ,
Y

g |(7(&) =% (&) + (7 (67) - (67)) -

ol @) 7 () - (@) e ()| as

Essas fungoes emergem da combinagao das exponenciais presentes na Eq.(4.7),
gerando uma integral de linha fechada do potencial vetor em torno do obstaculo + solendide
(feita no sentido anti horario ou trigonométrico de giro), a qual pode ser identificada como
a diferenca de fase entre as contribuigoes dos caminhos acima e abaixo desse sistema

chamado de parametro de fluxo,

q Z %
Oup = h_ / A~dx+/ A - dx
C 174 ’

- (%)}iA-dx,

- a9
= Ly, (4.10)

)

Em [27] D. Shapiro e W. Henneberger introduzem o efeito de fase AB (padréo) no
experimento de fenda dupla (com funcao de fenda definida por uma fungao porta, apesar
de nao coloca-la explicitamente, numa clara melhoria do modelo abordado em [25], onde
foi usado fungoes gaussianas para representar as regioes de fenda) com elétrons na presenga
de um whisker . Seus resultados foram obtidos empregando a linguagem FORTRAN
via método numérico de Romberg na avaliacao das funcoes de Fresnel. Consideragoes
relacionadas ao efeito AB e deslocamentos no padrao de interferéncia (por fenda dupla)
via equagao de Schrodinger, também podem ser encontrados em [218].

A partir da Eq.(4.8), tracamos diferentes perfis graficos de difragao, com efeito de
fase AB, preservando as sequéncias dadas nas Fig.(6) e Fig.(11), com o pardmetro de fluxo

fixo, para efeito de comparacao:

I Em inglés significa cerda ou fio de bigode; no presente contexto toma-se por um filamento delgado de

ferro magnetizado.
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Figura 19 — Padrdes de difragdo e interferéncia para fenda dupla com efeitos de fase AB em diferentes
regimes Opticos. As abscissas sdo as distdncias dadas em unidades de a (semi compri-
mento caracteristico da fenda), com as ordenadas representando as populagoes relativas
normalizadas.



Capitulo 4. Efeitos da fase AB sobre os padroes de difragao e interferénia de elétrons com a divergéncia

em sua forma assintotica e sua relagdo com a fase de Berry 80
1.6
1.4 1.5
o 2 &
5 5
\_i 1.0 \/E 1.0
s <
S»:Z 0.8 s;:‘
- 0.6 -
0.5
0.4
0.2
—1500 —=1000 —=500 o 500 1000 1500 =300 =200 =100 o 100 200 300
x/b /b
(a) Np(b) =0.001, B =2, ®pp =n/2. (b) Ng(b) =0.01, B =2, sp = n/2.
1.5 1
Q_
Q 1.0 ’\N— 1.0
") =
= )
3 -
E g
- s
s &
0. E 0.5
0.0
—40 -20 o 20 10 00

/b -20 -10 o 10 20

x/b
(C) NF(b) = 017 ﬁ = 2a Dyp = 7[/2 (d) Np(b) =1, B — 2’ D5 = 71_/2

| WFfo(,m) (1)| 2
| Priouum ()17

-5 o 5 -6 -4 -2 o 2 4 6

z/b /b
(e) Np(b) = 10, B = 2, (DAB = 7T/2 (f) Np(b) = 100, ﬁ = 2, (DAB = 71'/2

Figura 20 — Padrées de difracéo e interferéncia por fio delgado com efeitos de fase AB em cendrios de
predominéncia das épticas ondulatéria e geométrica. As abscissas sao as distancias dadas
em unidades de b (semi comprimento caracteristico do fio), com as ordenadas representando
as populagdes relativas normalizadas [177].
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4.1.2 O comportamento assintético das funcdes de Fresnel sobre a parcela de

interferéncia J7(, _)(x).

Neste momento, estendemos os resultados e analises de [26], ao sistema de fenda

dupla com efeitos de fase AB, ao examinarmos o comportamento da parcela de interfe-

réncia ;. —)(x) (ver Eq.(4.9)) sob sucessivas aproximacoes baseadas no comportamento

assintotico das fungoes de Fresnel com Np < 1 e Np(a) < 1, ou seja, no regime de

Frauhoffer com fase mista. Tudo isso para demonstrar que a tltima etapa aproximativa

¢é incapaz de recuperar uma expressao fisica com as assimetrias decorrentes da fase AB

(sem divergéncias). Vale ressaltar que, tanto este resultado quanto as formas aproximadas

encontradas para esta parcela sao desconhecidas até entao.

Dito isto, o aspecto inicial da Eq.(4.9) deriva da composic¢ao de suas parcelas, dadas

em sequéncia como,

ACEAL () =

1 [ 1
CNA@B| (£ (1-2)) (- (1-1)

ﬂNF(a)ﬁ(ﬁ— (g_l))Q ﬂNF(a)ﬁ(ﬁ_ (1_2))2

X

X sin 5 cos 5 —
. | ﬂNp(a)ﬁ(ﬁ—(§+1))2
- S1n X
(5 -0-2) (- 0+1) :
" N@) B (55— (1-2)) |
X COS X
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e
I ) p— [ ! x
VOB (5 -1+ h) (57 + 1+ 2)
‘ ﬂNF(a)ﬁ(ﬁ_ (—%—1))2 ﬂNF(a),B((1+§) _ﬁ)Z
X s 5 COS 5 -
) rNp@ B (- (-2 - 1))2
- S1n X
(a0 ) (- (2 1)
7 Ne(@) B (75 - (2= 1)) |
X Ccos — X

+ sin X

(53— -8 (52 - =) :

2
7 Np(@) B (75 - (2= 1)) ]
X €Os ) (4.12)
que somadas, produz
o s Z) ) rnaarn )
s —(x) = sin {2n Np(a) B[1+ —|—| +sin|{2x Nr(a) B |1+ —| =] +
2712 (xZ—(ﬁb)Q) al a al a
+ sin (27r Nr(a) B (1 - g) 2) + sin (27r Nr(a) B (1 - Z) Z) ] . (4.13)

Usando (a |x|) > (B b) e Nr B < 1 na equagao anterior, ficamos

2
272 (sin (2 NEB) cos (QHNFE) + sin (27TNF£) cos (ZﬂNF,B)) . (4.14)
nx a a

K4, (x) =

Quando Nr < 1, cos (2 Ng ) ~ 1, prontamente, sin (2rNgB) ~ 0, que leva a Eq.(4.14) a,

:212 sin (71 NF(b)%) Ccos (71 Np(b)%) . (4.15)

-y (x) =

Por fim, somamos as Eqgs. (4.15), (1.113) e (2(1.69)) na Eq.(4.8),

Pap(x) = 73 ZQ sin? ((71 Np(a)g) + 73 12 sin? ((71 Np(a)g) (2 cos? ((71 NF(b)%) - 1) cos (D)

2y sin ((71 Np(b)%) Ccos ((7‘( NF(b)%) sin (®ap) . (4.16)

+
2 x?
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Se @45 = 0 (ver Eq.(1.114)) ou ®4p = 7, recuperamos o comportamento classico relacionado
aos possiveis padroes de difragao no regime de campo distante, como pode ser visto na
Fig.(21)-{(a),(b)}. Todavia, quando x — 0, limy_,g ¢+ -)(x) nao existe, produzindo um

comportamento peculiar na Eq.(4.16) no intervalo @45 € | (0,7) U (7, 27) |, como é visto

na Fig.(22)-{(a),(b)}:

a) 0<(DAB<7TI

lirg @AB(x) — *o00, (417)
x—0*

b)7T<q)AB<27T2

111{)1 QAB(JC) — Foo, (418)
x—0*
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1.0 - == T 10

(a) 5= 0. (b) ®ap = .

Figura 21 — Curva de difracdo previstas classicamente no regime de Fraunhoffer para fenda dupla
(A=y=a=1;b=5aeL=10a) em (a), com a diferenca de caminho 6éptico igual a um
multiplo inteiro par de 1/2. Em (b), o efeito AB promove uma inverséo de fase por modificar
a dindmica do elétron e a diferenca de caminho 6ptico passa a ser igual a um multiplo inteiro
impar de 1/2.

"% i

x x

(a) (DAB = 7T/2 (b) q)AB = 37T/2

Figura 22 — Curvas com divergéncias geradas a partir da Eq.(4.16) usando os pardmetros: A =y = a = 1;
b=5aelL=10a.

4.1.3 O efeito AB com fluxos magnéticos superpostos.

Do que foi discutido, Aharonov e Bohm demonstraram que a informagao a cerca do
fluxo de campo magnético (de médulo constante) através do solendide podia ser mensurada,
bastando para isso conhecer os padrdes assimétricos de interferéncia (observéaveis) gerados
por um experimento de fenda dupla com elétrons ou alternativamente, por meio do aparato
concebido em [177] (como ilustrado na Fig.(18)). No efeito AB padrao, o campo confinado
dispoe-se na direcao y e pode orientar-se em dois sentidos, ascendente ou descendente,
caracterizando um fluxo positivo ou negativo. Kaca Bradonji¢ e John D. Swain em [31], vao
além, assumindo que o solendide estd em uma superposicao de dois estados macroscopicos

correspondentes a correntes opostas de igual magnitude e que por consequéncia, geram
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campos magnéticos superpostos (com orientagoes positiva ou negativa) em seu interior.
Constataram que a natureza da superposicao, isto €, a configuracao do estado de fluxo, pode
ser aferida através do padrao de interferéncia sem lhe causar perturbagoes. Esclarecem ainda
que seus esforgos foram motivados pelas realizagoes experimentais das referéncias [210,211]
onde os respectivos autores tratam sobre o assunto empregando anéis supercondutores.
Além de sugerirem aplicagbes na computagao quantica [212] para determinar informagoes
sobre os estados de qubits [208-210,213-216] armazenados como superposigoes de fluxos
magnéticos. Situagoes mais complicadas como superposi¢oes de fluxos com diferentes
magnitudes (varidveis no tempo), que expressam diferentes quantidades de energia presentes
nesses campos, sao ignorados, uma vez que cada estado (de fluxo) evoluiria de forma
arbitraria.

Nesta perspectiva aplicamos o efeito AB superposto descrito em [31] ao modelo
simplificado do Cap.(2), e recorrendo ao nimero de Fresnel Ng(b), fomos capazes de
construir graficamente a configuracao das populacgoes relativas em diferentes regimes e
combinagoes de fluxo.

A concepcao do sistema parte da elaboracao de dois estados de base, um para
cada configuracao de fluxo com seus respetivos autovalores, do operador Hermitiano
(Hamiltoniano). A amplitude de probabilidade de um elétron ser encontrado na posi¢ao x

sobre a tela de observacgao, para os estados de fluxo up e down, sdo:

« Up (Aq):
Yiqy(x) = exp tq9 A -dx | PP (x) + exp tq9 / A -dx | P9(x)

hC €+ hC ©-

= exp 4 Ay -dx ‘P(+)(x)+‘P(_)(x) exp tq / AT~dx—/ Ay - dx
he Jor he\Jg- ¢+

= exp %/{ﬁ A; - dx (‘I’(+)(x)+‘P(_)(x)ei|q’AB|) (4.19)

o Down (A)):

W))(x) = exp(% [g + Al-dx) (\P(+>(x)+\y<—)(x)e—”%|) (4.20)

O vetor de estado que descreve comportamento da particula sujeita ao fluxo superposto

é escrito como combinagao linear de (4.19) e (4.20), cujas amplitudes, coeficientes que
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acompanham cada estado de base, sao dados por cos(0/2) (up) e sin(6/2) (down),

[¥(x)) = cos (g) [Py (x)) + sin (g) |¥))(x)) el (4.21)

com (0 <6<mel < w < 2r. Prontamente, Ka¢a e John encontram a distribuicao de

probabilidades sobre a tela,

(P() | ¥(x)) = cos® (g) (P () | Wepy(x)) + sin’ (g) @) ¥ + cos (g) Sm(g) §
x (e (P (x) | P () + e @ (B (x) | ¥ (x)) )

- (\W)(x)f + (\11<—>(x))2 + cos (Dap) (\P<+)*(x)\y<—>(x) + \P<+>(x)ly<—>*(x)) +

+1 sin (®yp) (C052 (g) — sin? (g)) (\P”)*(x)\P(‘)(x) - \P“’(x)\lf(‘)*(x))(4.22)

Sendo o estados (4.19) e (4.20) ortogonais, os termos cruzados na Eq.(4.22) se anulam,
eliminando a dependéncia sobre o potencial vetor e permanecendo invariante por trans-
formagoes de calibre [217]. Kac¢a e John comentam que o padrao de interferéncia na tela
nao é capaz de revelar nada sobre w, a fase relativa entre os estados up e down do campo
magnético. No entanto, ressaltam que notavelmente, algumas informacoes ainda estao
disponiveis, escrevendo a Eq.(4.22) em funcao dos pardmetros (®4p,0) e dos termos de

interferéncia definidos em (1.55) e (4.9),

2 2
Pan ©0ap0) = [P + PO+ cos(@ap) S (6) = sin (@ap) A (x) X

X (0082 (g) — sin? (g)) : (4.23)

Tal como em [27], Kaca e John caracterizam a Eq.(4.23) como uma densidade de probabi-
lidade, pois do que foi discutido anteriormente, ha uma inconsisténcia dimensional que
desqualifica esta nomeagao (a distribuicao fica dividida por unidade de comprimento ao
quadrado, em desacordo com sua representagao grafica, aqui adimensional, ver Fig.(23) e
Fig.(24)), como é exposto em [26] por Beau, porém, isso nao acarreta nenhum prejuizo em
suas conclusoes.

Quando @4 = 0, ambas as Eq.(4.8) e Eq.(4.23) se reduzem a Eq.(1.58), como era
de se esperar. No entanto, o que de fato chama a atenc¢ao para a Eq.(4.23) sdo os casos

pertinentes a certos valores de 6:
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I - Efeito AB padrao (ver Fig.(23)-{(a),(b)} e Fig.(24)-{(a),(b)})

a) Para 6 =0, o fluxo orienta-se o sentido positivo (up) do eixo y.

b) Para 6 = «, o fluxo orienta-se o sentido negativo (down) do eixo y.

II - Para 6 = n/2, tem-se um estado superposto, up e down, de fluxo (ver Fig.(23)-{(c)}

e Fig.(24)-{(c)})

Selecionamos dois casos, Nr(b) = 0.01 (predominancia da 6ptica ondulatéria) e Ne(b) = 10
(predominancia da éptica geométrica), e construimos os respectivos graficos das distribui-

¢Oes eletronicas em funcao dos pardmetros livres (®yp, 6):
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(¢) 6 =n/2 (Estado Superposto). (d) Dup = 1/d.

-500 0 500
x/b

(e) q)AB = 71'/2 (f) q)AB =T.

Figura 23 — Distribuicao eletronica geradas por interferéncia com efeitos de fase AB no dominio da éptica
ondulatéria na regido imediatamente atras do obstaculo com Ng(b) = 0.01. As abscissas sao
as distdncias dadas em unidades de b, com as ordenadas dadas por: 0 < ®,p < 27 para

{(a),(b),(c)} e 0 < 6 < x para {(d),(e),(f)}.
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0
-10 -5 0 5 10
x/b

(b) 6=0 (B, >0).

(¢) 6 =n/2 (Estado Superposto)

0 o
-10 -5 o 5 10 -10 -5 o 5 10
x/b x/b

(e) (DAB =71'/2. (f) q)AB =T.

Figura 24 — Distribuicao eletronica geradas por interferéncia com efeitos de fase AB no dominio da éptica
geométrica na regido imediatamente anterior ao obstaculo com Ng(b) = 10. As abscissas sao
as distdncias dadas em unidades de b, com as ordenadas dadas por: 0 < ®,p < 27 para

{(a),(b),(c)} e 0 < 6 < x para {(d),(e),(f)}.
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Os autores da Ref.[31] salientam que a informacao sobre o estado do fluxo superposto
é aferida do padrao de interferéncia sem colapsa-lo (a principio, em um dos estados up ou
down), uma vez que este é formado pelas contribuigbes coletivas das dispersoes eletronicas
repetidas em grande nimero. Os padroes da Fig.(24) se assemelham enormemente com as
Fig.(3) e Fig.(4) de [31], uma vez que os autores lidam com o problema de fenda dupla com
valores dos parametros fisicos no regime de Fraunhofer com fases separadas, isto é, Ng > 1,
que leva a formagao de uma regiao onde a éptica ondulatéria pouco se destaca. Nota-se a

diferenga pronunciada entre os estados superpostos nas Fig.(23)-{(c)} da Fig.(24)-{(c)}.

4.2 A Fase de Berry e sua Relacdo com o efeito AB

4.2.1 Introducao

A fase de Berry, ou fase geométrica de Berry, foi inicialmente proposta por Michel
V. Berry em seu trabalho Quantal phase factors accompanying adiabatic changes [90].
Ele mostrou, por meio da equacao de Schrodinger que, se o sistema é preparado em um
autoestado nao degenerado do hamiltoniano apds uma evolucao adiabatica ciclica, ele
retornard ao seu estado original acompanhado por um fator de fase formado por duas
parcelas: uma contribuicao dindmica associada a energia do sistema e uma contribuicao
geométrica associada ao caminho tragado no espacgo de parametros.

Barry Simon publica, em 1983, o artigo intitulado "Holonomy, the Quantum Adia-
batic Theorem, and Berry’s Phase" [91], onde fornece uma interpretagao geométrica mais
abrangente da fase de Berry. No ano seguinte, Frank Wilczek e A. Zee [92] generalizaram
a construcao de Berry e Simon ao aplicarem a teoria a sistemas quanticos com espectro
de energia degenerado. Partindo dessa abordagem, eles demonstraram o surgimento de
uma estrutura de calibre ndo-abeliana. Na Ref. [93] A. Zee analisa a estrutura de calibre
nao-abeliana em ressonancia nuclear quadrupolar.

Y. Aharonov e J. Anandan [94] propuseram uma forma mais geral para a fase
geométrica de Berry chamada de fase Aharonov-Anandan, removendo a condicao adia-

batica de qualquer evolucao ciclica de um sistema quantico. Joseph Samuel e Rajendra
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Bhandari [95] deram outro passo importante na teoria aplicando a fase geométrica de Berry
a evolugoes nao ciclicas e nao unitarias de sistemas quanticos, baseados no trabalho de
Pancharatman [96] sobre interferéncia de luz polarizada. Na Ref. [97] J. Anandan estende
a teoria a fases geométricas nao-adiabaticas e nao-abelianas.

Uma interessante abordagem pedagogica da fase de Berry é feita por Barry R.
Holstein [98]. Nesta referéncia Holstein trata o classico exemplo de uma particula de spin
1/2 sujeita a um campo magnético externo. Ele também faz um comentario a respeito
dos efeitos de interferéncia produzidos pela diferenca entre fases geométricas bem como a
interessante consequéncia da fase de Berry permitir de forma simples a compreensao do
argumento de P.A.M. Dirac [33] sobre a quantizagdo da carga elétrica em fungio da carga
do monopolo magnético. Estudos das fases geométricas em sistemas quanticos dados como
uma mistura estatistica de estados quando abordados via matriz densidade, podem ser
encontradas nas Ref. [99-104].

De acordo com os autores L.G. Yang et al. [105], "fases geométricas foram propostas
como mecanismos tipicos de sistemas quanticos para preservar a memoria de suas evolu-
coes no espago de Hilbert". A proposta deste capitulo é fazer uma breve revisdo da teoria
usualmente empregada no tratamento da fase geométrica de Berry, expondo algumas de
suas propriedades tal como fez M.V. Berry, usando o formalismo diferencial por meio da

representacao de Schrodinger.

4.2.2 Rudimentos matematicos

Considere inicialmente dois subsistemas que interagem entre si de forma fenomenol6-
gica via um conjunto de pardmetros chamados de campos cldssicos R(t). Esses pardmetros
sao fungoes reais, vistos como coordenadas tridimensionais do espaco de parametros .,
que traduzem uma espécie de acoplamento entre o subsistema em estudo e, nas palavras
do préprio M.V.Berry, o resto do universo [90] (o outro subsistema). Dessa forma, ao
sujeitar o sistema estudado a uma evolucao adiabatica ciclica, o operador hamiltoniano
H(R(t)), que depende parametricamente dos campos classicos, se modificard em uma

escala de tempo com periodo caracteristico T. Fendmenos quanticos associados a transi¢oes
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eletronicas ocorrerao num intervalo de tempo comparativamente muito menor, com um
periodo caracteristico T, isto é, T < T. Em sistemas verdadeiramente isolados, a fase de
Berry nao se manifesta e, portanto, efeitos observaveis surgirao apenas na forma familiar,
como valores préprios de algum operador hermitiano.

Dessa forma, supondo que o espectro de H(R(?)) seja discreto para todo R(t) € .#,
com autovalores de energia E,(R(t)) ndao degenerados, a dinamica do sistema quantico é

dada pela equacao de Schrodinger:

i) = HRO) () (4.24)

em que o vetor |¥(t)) representa o estado do sistema. Devido a dependéncia temporal
do operador hamiltoniano H(R(¢)), para cada instante existird um conjunto completo de

autoestados {|¢n; R(?))}, sendo validas as seguintes relagoes,

» Relacao de completeza
Z lon; R(1)) {@n; R(1)[ = 1, (4.25)
n

sendo 1 o operador unitario, e o operador de proje¢ao sobre cada autosubespago-n sendo
definido por:
P, (R(2)) = l@n; R(1)) {@n; R(2)] . (4.26)

o Relagao de ortonormalidade
(@n; R(O)@m; R(1)) = 6, » (4.27)
onde a delta de Kroneker 6, ,, ¢ definida por,

1 sen=m
Spm = (4.28)

0 se n+m.

Para cada instante, o operador hamiltoniano revela um espectro de energia (nao

degenerado), tal como pode ser verificado por meio da equagdao de autovalor

H(R(1)) lon; R(1)) = En(R(1)) [¢n; R(1)) . (4.29)
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A solugao geral da Eq. (4.24), em um instante qualquer, pode ser expressa por
W(®) = > an(t)e™ @ o R(1)) | (4.30)
n
com a condi¢ao de normalizagao dada por: )}, la,(t)]? = 1, para n > 1. O fator de fase
dindmica é definido por

0,(t) = —%/OtEn(R(t’)) dr’, (4.31)

usualmente conhecido por acompanhar a evolucao temporal de qualquer estado estacionario
e claramente dependente do intervalo de tempo necessario a esta evolucao. Durante o
processo de demonstracao da fase geométrica, alguns autores [22,106,107], por questoes
didaticas, preferem explicitar o fator de fase dinamica na solugao geral. Porém, isso nao
afeta sua deducao, de tal modo que a solugao geral também pode ser dada sob uma forma
condensada, omitindo a dependéncia com o fator de fase dinAmica no proprio coeficiente,
isto é

ba(t) = an(t)e™™®, (4.32)
em que b,(0) = a,(0) e assim, a Eq. (4.30) fica
W(®)) = " bu(t) len; R(D)) . (4.33)

Neste trabalho, empregaremos ambas as representagoes. Ao tomar a forma (4.33),
encontraremos a representacao matricial dada na Ref. [108], usada no tratamento das fases
dinamica, adiabatica e nao-adiabatica de um sistema expresso como uma superposicao
de autoestados. Com a forma (4.30), seguiremos incrementando de maneira sequencial os
passos dados nas Refs.[22,106,107]. Partindo dessa condicao, substitui-se a Eq. (4.30) na
Eq. (4.24) obtendo

. d .
ihy, [anm 90 R(O) + 102(00n(0) [0 R(O) + an(0) - [0 R(O) | 0 =
D EnR@)an e g, R(1) ,  (4.34)
identificando o valor da derivada temporal do fator de fase dindmica 6,(t) por

n(t) =~ Ex(R()), (1.3)
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e empregando-o na Eq. (4.34), com as devidas simplifica¢oes matematicas, encontra-se

D@ | R®) = = ) an(t)e™™ “) lew R()) - (4.36)

n n

Fazendo o produto interno dos dois lados da Eq. (4.36) com o vetor {@.,; R()|,

3 a0 (o ROlen RW) = = Y an(t) {oms RONS on R, (437

n n
observa-se no somatorio que existem termos para os quais m = n e também m # n, dessa
forma, com o auxilio da definigdo (4.28), a equacao que rege a dindmica dos coeficientes
a,(t) fica,

(1) = ~an(®) (o RIS o RN = D an6) (s RIS R ¢ 00m0).

n,
n+m

(4.38)
As variagoes no tempo dos autoestados de energia estao associados a mudancas adiabaticas
do operador hamiltoniano, que é governada pelo conjunto de campos classicos R(¢).
Portanto, os coeficientes (@,,; R(t)l(%ltpn; R(t))) do lado direito da equagao (4.38) serao
reescritos em termos da taxa de variacao temporal do operador hamiltoniano. Essa relacao

é encontrada tomando a derivada temporal da equagao de autovalor (4.29),

S HR(0) o R = 5 (B (R [gn RO (4.39)

levando a

H(R(?)) lgn; R(0)) + HR(®) (- Iwn,R(t»)) = (E (R(1)) lgn; R) (1) + En(R(t))( = len R(@)) |-

(4.40)

Projetando ambos os lados da equagao (4.40) sobre o vetor (¢,,; R(¢)|, como também,

utilizando a definigdo (4.28) e explorando a condicao de hermiticidade do operador

hamiltoniano, H'(R(¢)) = H(R(t)), verificamos que

(m; R(OHR(®))|¢n: R(1))
(En(R(2)) = En(R(2)))

(som,R(t)l( o R(1))) = (m # n). (4.41)
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Reescrevendo a equagao (4.38) em fungao desse resultado, encontra-se um conjunto de

equagoes diferenciais acopladas para os coeficientes a,,(t),

am(t) = _am(t)<‘10m§R(t)|(%|‘Pm§R(t»)_

. (@ ROFROISwRO) 0001000
240 " RO - EnR) |

(4.42)

n#m
A segunda parcela da Eq. (4.42) demonstra que, com o passar do tempo, estados com
m # n se acoplarao devido a dependéncia temporal de H(R(z)). De acordo com o Teorema
Adiabatico (ver capitulo (A), segao (A.0.0.1)), no limite T — oo os termos do somatério para
os quais (n # m), podem ser desprezados em relacao aos termos {@; R(t)l(%lgpm; R(1))),

reduzindo a Eq. (4.42) a uma equagao diferencial desacoplada:

am(t) = =am(){Pm; R(t)l(%|‘ﬁm; R(1))), (4.43)

cuja solucao geral é

() = am(0)e’?" ") (4.44)
com os coeficientes a,,(0) sendo determinados por condic¢oes iniciais. O fator de fase y,,(t)
¢é entao definido por

d
dt’

Yut) = i /0 (Om RN o REWE (4.15)

e designado por fase geométrica adiabatica. Dessa forma, o vetor de estado que descreve o
sistema em (4.30) pode agora ser reescrito de forma mais conveniente (para m = n),

() = ) @n(0) OO g R(1)) . (4.46)

n
Ao projetar o vetor de estado |y(t)) sobre o vetor (x| do espaco das coordenadas de posicao,
o sistema serd representado por uma funcao de onda,

W(x,t) = Z a,(0) e OO0 (% 1) (4.47)

n

Em 1988, Samuel e Bhandari [95] generalizaram o conceito de fases geométricas
a evolugoes nao-ciclicas, despertando o interesse de muitos autores tedricos [109-114] e

experimentais [115] na investigagdo dessa nova abordagem.
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Na Ref. [114], os autores mostram que a diferenga entre fases geométricas adiabaticas
deve ser levada em consideracao uma vez que, efeitos de interferéncias sao produzidos
quando calculados os valores médios de certas quantidades fisicas em estados que sdo
uma superposicao de autoestados instantaneos de energia. A linearidade da equacao de
Schrodinger permite escrever a evolugao de um estado arbitrario como uma superposicao
linear dos autoestados com amplitudes cujas magnitudes e fases sdo como prescritas
até o momento. Em geral, diferentes autoestados de energia adquirem diferentes fases
geométricas e durante o calculo dessas quantidades fisicas, efeitos de interferéncia podem ser
experimentalmente medidos, demonstrando uma importante forma de checar a linearidade
de sistemas quanticos [116]. Uma dessas quantidades fisicas é a densidade de probabilidade

de encontrar uma particula entre as posigoes x e X + dx em um instante qualquer:

|w(x, t)|2 = Z |an|2 |S0n(X, t)|2 + Z ana;"eib’n([)_)’l(t)] eit[<En(t)>_<El(t)>]Son(x; t)gD;(X, t) ,
n n,l
n#l

(4.48)

em que Y(x;1) = (x|Y(t)) e pn(x;t) = (x|p,(t)), e sendo (E,(t)) a energia média durante o

intervalo de tempo t definida por:

(En(t)) = —%/0 E,(t)dt . (4.49)

Outra quantidade fisica relevante é o valor esperado de um operador hermitiano &

associado a um observavel o,

W) Oy())

Z |an|2 (@n; t|O|pp; t) + Z ana;‘ei[)’n(t)—)’l(t)] eit[(E,,(t))—(El(t))] (on; t|O|@r;t) .
n

n,l
n#l

(O

(4.50)

Os efeitos de interferéncia sao produzidos entre os termos da segunda parcela do lado
direito de ambas equagdes, (4.48) e (4.50), e claramente dependem da diferenga entre as
fases geométricas.

Na Ref. [114] os autores também comentam que esses efeitos de interferéncia se

mostram como uma caracteristica fundamental da linearidade da mecanica quantica.
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No instante inicial, t = 0, o vetor de estado fica

(0)) = )" @n(0) lpn; R(O)) ; (4.51)

n

ao impor a condi¢ao a,(0) = 8,,,, este mesmo vetor de estado passa a ser

¥ (0)) = lem; R(0)) , (4.52)

e sua respectiva evolugao temporal, dadas as condi¢oes adiabaticas, torna-se
() = e Den D g, R(1)) . (4.53)

O vetor de estado [y(t)), na Eq. (4.53), é um dos resutados encontrados por
Berry na Ref.[90]. Isso vem do fato de que quando um sistema quéntico é preparado
inicialmente no m-ésimo autoestado do hamiltoniano H(0), isto é, |¢.,; R(0)), apds evoluir
adiabaticamente, o sistema sera encontrado no m-ésimo autoestado do hamiltoniano H(z),
lom; R(t)), acompanhado por um fator de fase extra, um registro de sua evolugdo no espaco
de parametros.
A natureza do integrando da fase de Berry pode ser investigada, uma vez considerada a

condi¢do de norma unitaria dos autoestados instantaneos,

(n; R(D)l@n; R(1))) = 1.

De sua derivada total em relagdo ao tempo,

d
= | (en ROl R(1)) | =0,

fica,
d d
(77 @n ROD len: R(1)) = = {on; RO (- o R(1)). (4.54)

Observando que

d d *
((5 (@n; R()Den; R(1)) ) = ( (n; R(t)(ElﬂonQ R(z)) ) ) (4.55)

nota-se que,

Rel (i RICG lowi RD) = 0. (4.56)



Capitulo 4. Efeitos da fase AB sobre os padroes de difragao e interferénia de elétrons com a divergéncia

em sua forma assintdtica e sua relacio com a fase de Berry 98

Verifica-se desse modo que o integrando da Eq.(4.45) é um ntmero imaginario puro, e
assim, conclui-se que y,,(t) é uma funcao real.
Como a dependéncia temporal dos autoestados instantaneos |¢,; R(t)) se faz através dos

campos classicos, isso nos permite fazer

d

d 0 R;
— lom:R(@)) = — |lom: R , 4.57
— len: R(1)) Z o emi R (4.57)
dR
= (VR lom;R)) - ——, (4.58)
t
e o integrando da fase vy,,(t), na equacao (4.45), pode agora ser expresso como:
/7 d /7 ’
(@m; R(t )I(Els@m; R(t")))dt" = {om; R|(Vrlem; R)) - dR, (4.59)

e assim, y,,(f) pode ser escrita como uma integral de linha ao longo de uma curva suave C
no espaco .4,
7(C)= i [ (o RIValgi R)) - R, (4.60)

com C representando o caminho percorrido pelos campos classicos desde o instante #y = 0
até o instante t qualquer. Para R(t) € .#Z, tem-se para o operador diferencial nabla Vg a

seguinte defini¢ao:

0 0 0
-_— él’ éj + — ék , (461)

VR = —
R=15x “F oy EY4

onde foi empregada a convencao: R(t) = X(t) é; +Y(t) é; + Z(t) éx.

No caso particular de uma evolugao ciclica C — %', em que R(0) = R(T) e que no
dominio ao qual R(t) pertence ndo exista nenhuma singularidade, a fase (4.45) passa a ser
chamada de fase geométrica de Berry ou fase de Berry? manifestando-se tanto em sistemas

fermidnicos quanto bosonicos [90], assumindo a forma,

() = i 72 (@m: RI(VRlgm R)) - dR . (4.62)

Apesar de retornar ao ponto de partida, ao longo de um circuito fechado € no espago .,
geralmente a fase de Berry é diferente de zero (y,,(0) # ym(T)) [22].

Desde a publicacao da Ref. [90], o estudo da fase de Berry tem sido abordada em

2 Apesar da fase acumulada por sistemas quinticos que viajam adiabaticamente ao longo de uma

trajetoria fechada ser chamada de fase de Berry, o préprio Berry se referia a ela simplesmente por fase
geométrica [106].



Capitulo 4. Efeitos da fase AB sobre os padroes de difragao e interferénia de elétrons com a divergéncia

em sua forma assintdtica e sua relacio com a fase de Berry 99

muitos campos da fisica [117-126]. Numerosas verificagbes experimentais também foram
realizadas [127-130] logo apds a descoberta de sua importancia. Em estudos recentes,

foi proposta como um protétipo para o bit quantico (qubit) [131-135]. Na Ref.[136], os
autores Gu Zhi-Yu e QIAN Shang-Wu discutem a definicao e a relagao entre a fase de
Berry e outros tipos de fase como a Aharonov-Anandan.

Como feito anteriormente na Eq.(4.55), a normalizacdo de |¢.,; R) implica que (¢.,; RI(VR|¢m; R))
seja imaginario puro garantindo que vy,,(%) permaneca uma fungao real. Como o vetor de
estado descreve um circuito fechado % no espago de parametros .#, a integral de linha

pode ser escrita como uma integral de superficie .# com o uso do Teorema de Stokes

Ym(cg):‘//vax[i (em; R[(VRIom; R))] - en(R(1)) ds, (4.63)

sendo . uma superficie aberta com elemento de area dS(R(¢)) = é,(R(¢)) ds , delimitada
pela curva %, com vetor unitario é,(R(t)) perpendicular a .% com sentido dado pela regra
da mao direita [137].

Definimos agora a chamada conexio de Berry como’

An(R) = i{em; RI(VRlom;R)), (4.64)

uma grandeza real que por sua vez, surge para descrever como relacionar ou conectar os
estados |¢@n; R) e |@m; R + dR) associados a dois pontos proximos no espaco de parametros
[138]. Utilizando a defini¢ao (4.64) juntamente com o Teorema de Stokes, a fase y,,(%)

fica
Y€)= fg Am(R)-dR = //y (Vi X Ap(R)) - 6a(R) ds. (4.65)

A fase de Berry depende da geometria do circuito € tragado no espago .#- dai o nome fase
geométrica, mas nao da velocidade para percorré-lo (uma vez considerada a aproximagao
adiabdtica).

A fase y, (%) é vista como uma nao-holénomia associada a conexao A,,(R). Ao

fazer uma analogia com a geometria esférica, o transporte paralelo de um vetor ao longo

3 Na Ref. [106] o autor utiliza o teorema de Stokes, porém faz uma ressalva afirmando que o mesmo nio

é trivial quando aplicado a dimensoes mais altas. Um breve comentario também é feito no artigo de
M.V .Berry [90].

A quantidade A,;(R) também é conhecida por outras denominagdes como: potencial vetor de Berry,
potencial vetor geométrico, e potencial molecular Aharonov-Bohm [138].
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de um tridngulo geodésico sobre a superficie da Terra, nao devolve sua forma original.
O deslocamento angular entre as diregoes inicial e final, é a nao-holonomia associada a

conexao definida pelo transporte paralelo [138].

Figura 25 — Transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva geodésica fechada sobre a superficie
esférica [139].

Como representado na figura (25), embora o sistema retorne a sua posigao inicial ele

adquire uma fase geométrica caracterizada pela mudanca entre as dire¢bes do vetor, antes

e apos o transporte paralelo.

Na Ref. [140], os autores Jens von Bergmann e HsingChi von Bergmann fornecem
uma explicagdo completa sobre o péndulo de Foucault e o processo de transporte paralelo
sobre superficies curvas, se utilizando para isto de argumentos geométricos basicos. Além
disso, explicam também como o péndulo de Foucault pode ser visto como um protétipo
de uma ampla gama de fené6menos em varios ramos da fisica.

A descricao local das propriedades geométricas do espago de parametros é dada pela

chamada curvatura de Berry, uma grandeza real definida como [107]:
V,.(R) = Vg X A(R), (4.66)
ou ainda, na forma tensorial [107]

0 0
Vi (R) = o AV(R) — oo

— AT(R). (4.67)

Podemos entao, escrever y,,(%) como

Ym(€) = //y Vu(R) - é,(R) ds, (4.68)
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e assim, interpreta-la como o fluxo de V,,(R) sobre a superficie . delimitada pela curva
% . Isso nos permite notar que a dimensiao de V,,(R) é [R]72, onde [R] ¢ a dimenssio de R.

Escrevendo V,,(R) como,
Vin(R) = i (Ve {@m; R]) X (VR [¢m; R))) , (4.69)

tem-se a primeira forma de V,,(R) [138].
Inserindo nessa expressao, um conjunto completo de autoestados instantaneos {|¢,; R)},

encontramos

Viu(R) =i > (VR (@mi RDI@w; R) X (00 RI(VRIgm; R)) - (4.70)
n,
n¥m
O produto vetorial em (4.70) envolvendo os termos n = m, sdo nulos [106], pois (¢;m; Rlgm; R) =
1, o que implica em (Vg (@m; R])I@m; R) = = (@m; RI(V]om; R)).
De forma andloga ao que foi feito em (4.39), aplica-se o operador Vg na equagio de

autovalor (4.29),
Ve (HR()) [¢m; R(1))) = VR (Em(R(1)) lom; R(1))) , (4.71)

a fim de encontrar o termo,

(¢n; RIVRH(R)|¢m; R))

(En(R)—En(R) (4.72)

(@n; RI(VRlom; R)) =

substituindo-o nos termos entre parénteses da Eq. (4.70) e assim, obtendo

(em; RIVRH|@,; R) X (@n; RIVRH| @ R>)

(@m: RI(VRI@n: R)) X (0n; RI(VRI@m; R)) = ( (En(R) = En(R))?

(4.73)
Com isso, V,,(R) assume a sua segunda forma [138]:
. (om; RIVRH|@n; R) X <‘Pn§R|VRH|(Pm§R>)
V.(R) =1 . 4.74
n(R)=i ), ( (ExR) ~ En(R))? T

n+m

Na Ref. [138], o autor faz o seguinte questionamento: "Se pensarmos em V,, como
um campo magnético, quais sio as fontes desse campo?’. Ele ainda ressalta que uma
vez considerada a Eq. (4.66), tem-se que V- V,,(R) = 0, tal como um verdadeiro campo

magnético, de modo que as fontes que o produzem devem ter um significado fisico.
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A Eq. (4.74), mostra que V,,(R) é singular em pontos de degenerescéncia no espago de
parametros onde os denominadores de energia sao nulos, mesmo os elementos de matriz
nao-diagonais de VH(R) geralmente nao sendo nulos nesses mesmos pontos [138]. Esses
pontos, comportam-se como cargas® (monopolos) magnéticas, fontes de campo magnético
B. Uma vez que Vg X B # 0, essas cargas podem nao ser as unicas fontes de campo,
podendo haver correntes que fluem através do espaco de parametros [138]. As equagdes
(4.68) e (4.74) expressam os resultados centrais do artigo de M.V. Berry [90].

Uma vez que, a aproximacao adiabatica ¢ essencialmente uma operagao de projecao,
a dindmica do sistema estara restrita ao m-ésimo nivel de energia. Dessa forma, os autores
da Ref. [107] argumentam que a Eq. (4.74) pode ser interpretada como o resultado da
interacao residual entre os niveis de energia associados as projecoes sobre seus respectivos

autosubespagos. A lei da conservacao local da curvatura de Berry diz que :

Z V(R)=0. (4.75)

Essa igualdade pode ser verificada ao considerarmos o classico modelo do sistema
de dois niveis, proposto inicialmente por Berry [90], em que uma particula de spin semi-
inteiro esta sujeita a um campo magnético externo dependente do tempo. Nas varias Rfs.
[98,106,107,138] que abordam esse sistema, os autores encontram ao menos um dos termos
de curvatura associados a cada autoestado, up e/ou down (projegoes de momento de dipolo

magnético de spin na diregao do eixo z) que, quando somados, nos fornecem o resultado

da Eq. (4.75).

4.2.3 Conexao com a fase AB

Na Ref. [90], M. V. Berry demostra que o efeito AB pode ser interpretado como
um exemplo de fase geométrica. Seguindo seus passos, vamos agora considerar o calculo
da fase de Berry associada a dinamica do elétron na presenga do solendéide como indicado
na Fig.(26).

Para isso, consideramos a carga g confinada no interior de uma caixa ctbica por um

®  Se uma sucessio de pontos de degenerescéncia se dispuserem como uma corda no espaco de parametros,

entdo, tem-se a chamada Corda de Dirac [138].



Capitulo 4. Efeitos da fase AB sobre os padroes de difragao e interferénia de elétrons com a divergéncia

em sua forma assintdtica e sua relacio com a fase de Berry 103

potencial V(x — R) (Fig.(26)). Sendo R o vetor cuja origem esta sobre o eixo do solenéide
(dire¢do do fluxo), origem do sistema coordenado, e extremidade centrada na caixa cibica.
O vetor x representa a posi¢ao de g no interior da caixa ciibica em relagdo a origem do

sistema.

Figura 26 — Carga g confinada numa caixa ctbica sendo transportada ao longo de uma curva € em
torno do solendide - adaptado da Ref. [22].

As autofungoes do operador hamiltoniano podem ser encontradas por

2
[% (—ihV - gA) +V(x - R)] Un = Epfp. (4'76)

As solugoes de Eq. (4.76) sdo encontradas com o uso do fator de fase de Dirac (ver Eq.(4.7)),

Yn = e Ny, (4.77)

com ¥, uma funcao do deslocamento (x — R), satisfazendo a mesma equagao de autovalor,

porém com A — O:

2
(—h—v2 +V(x— R)) W, = E, (4.78)
2m

em que, por defini¢ao

A SN
Q= A - . 4.
e /R (x') - dx (4.79)

Nesse ponto, o autor da Ref. [22] ressalta a importancia de se estabelecer um ponto
de referéncia ¢ no centro da caixa. Uma vez que isso assegura a recuperacao da fase,

inicialmente convencionada, ao fim de um trajeto em torno do solendide.
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Na Ref. [90], Berry representa esse cendrio (ao tratar o efeito Aharonov-Bohm) com a

Fig.(27),

linha de fluxo

\

Figura 27 — O efeito Aharonov-Bohm como manifestacio da fase de Berry. Uma carga g no interior de
uma caixa ciibica sendo transportada ao longo de uma curva ¢ em torno de uma linha de
fluxo - adaptado da Ref. [90].

onde considera o solenéide da Fig.(26) extremamente delgado e admitindo-o como uma
simples linha de fluxo. A caixa ciibica é entao transportada em torno da linha de fluxo
sobre a cuva ¢ (ou em torno do solendide, Fig.(26)) e neste caso em particular, Berry
ainda argumenta que o processo nao precisa ser necessariamente adiabatico (na verdade,
¢ indiferente). Vale mencionar que para o efeito AB superposto fortemente dependente
do tempo (caso mais geral que aquele tratado em (4.1.3)) é conveniente ponderar sobre
as escalas temporais de cada campo magnético. Apesar da figura (27) indicar que a
extremidade do vetor R encontra-se sobre um dos vértices do cubo, o autor da Ref. [206],
ao tratar sobre o assunto, deixa claro que o ponto de referéncia que denota a extremidade
do vetor R deve estar dentro da caixa ctbica. Para calcular a fase de Berry, devemos

determinar a priori a quantidade (¥,,; R|(VR|¥n; R)). Observando que [22]

Vi [ey,(x-R)],

(—ic"—hA(R)%(x “R) + Vi, (x — R)) el (4.80)

VR‘l’n
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encontramos que,

Wn; RI(VRIYn; R))

/ e—iQ [W;(X _ R)]* eiQ

+ (Vry,(x - R)) ]d3x,

i L AR (x-R) +
ch

~i L AR) - / {[w,x=R)]" (Vs (x —R)) } a’x. (4.81)
O gradiente Vg, quando age sobre uma funcao de (x — R), exibe a propriedade Vg = —V.
A integral da Eq. (4.81) é basicamente i/h vezes o valor esperado do momento em

um autoestado do hamiltoniano (—(712/21%)V2 +V) e de acordo com a a Ref. [22], é

identicamente nulo. Portanto,

Wn; RI(VRYn; R)) = —i%A(R). (4.82)

Empregando este resultado na forma da fase de Berry (ver Eq. (4.62)), encontramos

Yn(€)

i 720 (W RI(Velun: R)) - dR,

- ifA(R)-dR,
ch 74

_ 9Pm
= (4.83)

reavendo o resultado da Ref.[90] e endossando o argumento de que o efeito AB é um
caso particular de fase geométrica. Pois, quando o espaco de parametros é tridimensional,
R = (R1,R9,R3), a Eq. (4.62) (fase de Berry) nos remete a expressao para o fluxo magnético
em termos do potencial vetor A.

O fluxo, @y, através de uma superficie S delimitada por uma curva ¢, como visto na

Fig.(28), é
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=)

ot

%}

C

Figura 28 — Fluxo de campo magnético através da superficie . definida pela curva fechada 4 - adaptado
da Ref. [22].

Orryx = // B-é,ds, (4.84)
54

e sendo o campo magnético dado em funcao do potencial vetor (V x A), com a ajuda do

Teorema de Stokes, obtemos a seguinte expressao
(Dflux = // (V X A) . én ds (485)
54

}é A-dx. (4.86)

Assim, a fase de Berry pode ser entendida como o fluxo de um campo magnético

B = iVRXw/n?Rl(VRW’n;R))
- 4
= —= (VxA)
q

- 1, 4.87
s (4.87)

por meio da trajetéria de circuito fechado (%) no espago de parametros,

//B-énds

54

i// B-é,ds. (4.88)
ch R

E nesse caso, podemos observar por meio das Eqs.{(4.84), (4.88)}, que a equivaléncia entre

Yn(%)

a fase de Berry e o fluxo de campo magnético é quase uma identidade [22].
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5 Consideracoes finais e Conclusoes

Motivados por um argumento dado por D.H.Kobe em [25], abordamos o problema
de difracao de ondas de matéria (elétrons) por um obstaculo (fio) rigido, nao interagente e
delgado via integrais de caminho de Feynman, isto é, alternativamente a teoria escalar
da difragao via equagao de Schrodinger e o teorema integral de Kirchhoff. A defini¢ao
da funcao (1.5), nos permitiu, de forma natural, eliminar as paredes que se estendiam
para as regides além fendas na Ref.[27], restando apenas uma das paredes (centrada), que
se prestou muito bem como um fio delgado interposto no caminho da onda de matéria.
Recuperamos os perfis graficos (Fig.(11)), com mais detalhes que os apresentados na Fig.(6)
da Ref.[219], onde o autor apresentou um método novo, para a época, de diagnéstico para
medidas de estruturas de alta densidade em pequenas escalas com plasmas quentes. Tudo
isso a partir de expressoes analiticas, com base na relacao entre o comprimento de onda
e o tamanho caracteristico do obstéculo via nimero de Fresnel Ng(b), deixando claro o
predominio, em cada caso, da éptica geométrica e ondulatéria na regido imediatamente
anterior a este obstaculo.

Com respeito ao contetido pertinente a teoria tratada aqui, subdividimos a literatura
tradicionalmente adotada em cursos de graduagao de ciéncias exatas (Fisica, Engenharia e
Matemética), acerca de sua complexidade, em dois grupos: (I) ministradas ao ciclo bésico
[50,51,178]; (II) destinadas a disciplinas mais avangadas, como o Eletromagnetismo [52],
Optica [53] e Mecanica Quéntica [206]. Em ambos os grupos os autores apresentam, de
uma maneira ou outra, o fendémeno da difragao e interferéncia de luz (e elétrons) por fendas
simples e dupla, incluindo a difragdo por uma borda ou parede semi infinita, recuperado
em ((1.1.2)-Fig.(5)), porém, nada dizem sobre o comportamento deste dltimo mediante
variacao do parametro B, isto é, nao ha qualquer comentario sobre o efeito produzido sobre
este padrao mediante variagao das distancias relativas entre os eixos da borda e da tela
de difragao, evitando assim, qualquer conclusao equivocada que o estudante venha a ter.
O mesmo pode ser dito em relagao ao eshoco dos graficos de difracdo por um obstaculo

delgado (Fig.(11)), comparativamente a A, o que tornaria visualmente claro a eles, que



Capitulo 5. Consideragoes finais e Conclusdes 108

fendmenos ondulatérios e de interferéncia nao se limitam apenas a fenda simples ou dupla,
reiterando assim, o argumento dado na introdugdo do trabalho de Daniel et al. [172].
E valido dizer também, que a representacio das integrais de caminho é perfeitamente
cabivel ao problema de difracao por fenda retangular (ou genérica) feito em [172], bastando
para isso que o leitor reescreva adequadamente a fungio (1.5) e construa corretamente os
propagadores associados a cada etapa do movimento (como nas Eq.(1.3) e Eq.(1.4)).

Ao longo do tempo, uma série de trabalhos envolvendo interferometria em sistemas
de fenda dupla empregavam, figurativamente, um solenéide na regiao entre fendas (atrés
de um obstéaculo) [25,27,28,30,31]. O mesmo ocorre no Cap.(4), ao posicionarmos um
solendide na regiao imediatamente anterior ao fio, de modo que seu raio sempre obedecera
a condicao rgo; < 2b, nao nos causando assim, nenhum prejuizo conceitual. Isto nos
permitiu, a partir da Eq.(4.8), extrair os perfis graficos de interferéncia somados aos efeitos
de fase AB com diferentes niveis de assimetria, conforme variava-se o comprimento do fio
(ver Fig.(20)), inéditos até entao [177], que por sua vez, podem ser usados como recurso
complementar no estudo do Cap.(2), secao (2.6), da Ref.[206] (grupo (II)). No entanto,
ficou claro que a partir de Nr(b) > 1 torna-se dificil a tarefa de distinguir as assimetrias
do efeito AB (devido a formagao de sombra e a predominancia das parcelas associadas as
regioes abertas (+) na Eq.(4.8)), e portanto, neste regime o modelo deixa de ser o mais
indicado para este tipo de analise. Algo semelhante ocorrera em relacao aos padroes de
difragao e interferéncia por fenda dupla, discutidos na Ref.[26], nos regimes de Fresnel e
Fraunhofer com fases separadas quando adicionados os efeitos de fase AB (ver Fig.(19)-
{(c),(d)} respectivamente). Nestes casos, em particular no primeiro (admitindo que o
tamanho das fendas seja muito maior que A, com a parede entre elas muito maior que as
préprias fendas), surgird uma regiao de sombra (semelhante a Fig.(20)-f) entre as porgoes
iluminadas, com quase imperceptiveis assimetrias nos limites geométricos das fendas em
virtude da insignificincia dos valores assumidos pelas parcelas de interferéncias. Logo,
assim como na Fig.(20)-(f), este regime é igualmente nao recomendével as observagoes do
efeito AB, e sobre isto, curiosamente, nada foi dito nas Refs.[25,27]. Nesta perspectiva,
o leitor podera se certificar também que ao aplicar o efeito AB superposto descrito por

Kaéa Bradonji¢ e John D. Swain ao modelo proposto na Fig.(18), e recorrendo ao niimero
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de Fresnel Ng(b), sera capaz de construir graficamente as configuragoes das intensidades
em diferentes regimes e combinagoes de fluxo, semelhantes as Fig.(3) e Fig.(4) da Ref.[31]
para Ng(b) > 1 (ver Fig.(24)), porém, bem diferentes quando Ng(b) < 1 (ver Fig.(23)).

Nesses ultimos anos, com o avango crescente da tecnologia, trabalhos tedricos e
experimentais que tratam mecanismos em escalas micro e nanométricas sao cada vez mais
factiveis [220-222]. Em [223] os autores lidam com experimentos envolvendo a manipulagao
e transmissao de luz por fendas de mesma ordem ou de ordem menor que o comprimento de
onda do feixe incidente. Em [224], sdo investigadas o comportamento de ondas plasmonicas
superficiais por fenda dupla, e como elas podem ser afetadas pela variagao do tamanho
da parede entre essas fendas (isso se torna nitido em nossas imagens, Fig.(11) e Fig.(20),
para efeitos decorrentes da difragdo por essa parede isoladamente). Contudo, num dado
momento, a confec¢do de nano fendas ou mecanismos similares torna-se dificil ou imprati-
cavel para fins experimentais, e tal como em [225], dadas certas circunstancias, a largura
das fendas podem contribuir muito pouco nas medidas aferidas, corroborando para adocao
de modelos com uma simples barreira como obstaculo.

Ja no Cap.(4), secao (4.1.2), ampliamos os resultados e andlises do trabalho de M.
Beau na Ref.[26], ao sistema de fenda dupla com efeitos de fase Aharonov-Bohm. A partir
da Eq.(4.14) inferimos sobre a consisténcia fisica da Eq.(4.16). Como é nitido, através da
Eq.(4.16) com fluxo ausente, recuperamos a forma matematica da intensidade de difragao
no regime de Fraunhoffer, uma expressao classica, muito bem conhecida de fenémenos
ondulatorios luminosos. Veja que isso € possivel gracas a sucessivas aproximagoes conferidas
as fungoes de Fresnel (ver Cap.(1)). Contudo, quando empregamos essas aproximagoes a
Eq.(4.8), percebemos que, até certo ponto, Eq.(4.13), ainda haveria um significado fisico
para a intensidade final (nao hé divergéncias), isto é, ela ainda seria capaz de demons-
trar, juntamente com a (1.112) e a primeira parcela de (1.116), os padroes de difracao
com assimetrias AB. O mesmo nao pode ser dito na etapa seguinte, onde alcangamos a
Eq.(4.16), revelando uma descontinuidade em x = 0. Consequentemente, a Eq.(4.16) perde
seu significado fisico, ou seja, deixa de ser um observavel, ja que é incapaz de revelar os
padroes de difracao com efeito AB além de exibir por¢des onde as intensidades sao negativas

(ver Fig.(22)-{(a),(b)}. Desse modo, reforcamos a tese da inexisténcia ou incapacidade
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de encontrar uma expressao, nesse estdgio de aproximagao tal como a Eq.(1.114), porém,
com efeito de fase AB, capaz de mostrar os padroes assimétricos de difragao.

Como perspectiva de trabalho futuro, propomos discutir a difracdo no espago e
no tempo, com uma abordagem mais sofisticada da teoria discutida neste trabalho, na
presenca da gravidade e do efeito AB superposto dependente do tempo considerando

também as contribui¢des probabilisticas provenientes de caminhos exoticos.



Apéndices



112

APENDICE A - O teorema adiabatico

A hipétese adiabética foi formulada em 1916 por Ehrenfest [141], a qual afirma que
"qualquer estado que se transforma adiabaticamente nos parametros do sistema, retorna
novamente a um estado definido com os mesmos numeros quanticos'. Em 1928, Born e Fock
[142] demonstraram a hipétese adiabatica de Ehrenfest por meio do teorema adiabético,
para estados de sistemas quanticos nao-degenerados . Porém, efeitos de fases geométricas
nao foram incluidos na abordagem original de Born e Fock, sendo mencionada apenas anos
mais tarde por Pancharatnam [96], Herzberg e Longuet-Higgins [143, 144], Stone [145] e
Mead e Trulhar [146] e tratada formalmente por Michel V. Berry [90].

Em 1950, um tratamento matematico mais rigoroso da aproximacao adiabatica
foi dado por Tosio Kato [148], e seus resultados foram empregados em diversos trabalhos
[149-153], tornando a teoria mais sofisticada. Na Ref [154], onde os autores discutem
os chamados estados topoldgicos da matéria, é feita uma revisdo da demonstragao do
teorema adiabatico dada nas abordagens de Born e Fock como também no formalismo de
T. Kato. Fases geométricas e o transporte paralelo na condicao de uma evolugao temporal
adiabatica também sao explorados nessa referéncia.

Na Ref. [147], A.C. Aguiar et al. faz uma aplicagdo da aproximacao adiabética ao
tratar o sistema de dois niveis, consistindo em uma particula de spin 1/2 acoplada a um
campo magnético externo dependente do tempo. E feita entdo, uma anélise detalhada das
equagoes diferenciais acopladas demonstrando claramente o motivo de se negligenciar os
termos nao-diagonais (acoplados). Isto é, os autores analisam a chamada frequéncia de
Rabi na condicao de que a frequéncia das transicoes eletronicas entre os estados up e down
ser muito maior que a frequéncia de precessao de Larmor. Na Ref. [114], M.T. Thomaz et
al. retomam o sistema abordado na Ref. [147] e encontaram as fases geométricas associadas
a dinamica desse modelo.

Na Ref. [155], A.C.Aguiar Pinto et al. emprega a aproximacao adiabatica ao

tratar sistemas quanticos nao degenerados via matriz densidade. E possivel encontrar
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uma vasta discussdo tedrica nas Refs. [156-162] e experimental na Ref. [163] sobre a
validade e aplicabilidade do Teorema Adiabatico. Porém, ndo vamos nos deter as nuancias
matematicas tratadas nessas referéncias,pois elas estao aquém do escopo tedrico deste
trabalho.

Neste capitulo, tomadas as consideracoes anteriores, a demostragao do teorema
adiabatico serd feita na representacao de Schrodinger tal como foi originalmente abordada

na Ref. [116].

A.0.0.1 Demonstracdo do teorema adiabatico para sistemas de espectro degenerado

A descricao da evolucao de sistemas quanticos que interagem entre si ou com o
ambiente com escalas de tempo muito diferentes [164], é feita por operadores hamiltonianos
dependentes de certos parametros que variam adiabaticamente no tempo. A demonstragao
do teorema adiabético, originalmente feita por Born e Fock [142], também pode ser
encontrado em varios livros-texto [165,166]. Sendo T o periodo associado a interagao (via
campos classicos R(T)) do hamiltoniano H(T)' com o ambiente e T o periodo associado
aos fenomenos quanticos de transigoes eletronicas a condigao de evolucao adiabatica é
atingida quando T > 7.

Dado um sistema quéantico governado por um hamiltoniano H(¢) cuja variacao
¢ adiabatica no tempo com periodo caracteristico T, seu espectro de energia pode ser
degenerado, porém, a degenerescéncia de cada nivel de energia nao muda com o tempo.
De sua condicao inicial, [(0)), o sistema podera ser encontrado num instante qualquer no

estado |y (t)) por meio da Eq. de Schrodinger:

ih (0 = @) () (A1)

Para que o vetor de estado |¥(t)) possa ser escrito como uma superposicao de

autoestados de H(z) e dessa forma, satisfazer a equacao anterior é necessario que em cada

instante t, o hamiltoniano tenha um conjunto completo de autoestados {|t,0(n/l”); t)}. Aqui,

sao validas as relagoes de, completeza

Dy,
DL e =1, (4 =12,...,D0) (A2)
n A,=1
Por conveniencia, para simplicar a notacao adota-se H(R(t)) = H(t).

1
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em que 1 é o operador identidade, e D,, é o grau de degenerescéncia associado ao autovalor

E,(t), com Eu(t) # En(t) para n # m, e a relagdo de ortonormalidade

<90(/1m) f|90(1") £) =0mn 0,0, (A.3)
com equacao de autovalor instantanea,

H() ;1) = Eul0) lon s 1) - (A4)
Definindo uma nova varidvel adimensional s, tal como em [142],

: (A.5)

1)
Il
N~

o vetor de estado que representa o sistema em cada instante s escrito na base de H(s) é:

NN T (L)
w(s) = 2 ) e @exp | =70 | Ea(s)ds'|lgn":s) (A.6)
n A,=1

Para que o vetor de estado |¥(s)) possa representar o sistema sob evolugao adiabatica é
necessario que se tome algumas corre¢oes nos coeficientes cff")(s) no limite de T — oo.
Dessa forma, substituindo a Eq. (A.6) na Eq. de Schrodinger (A.1), encontram-se um

conjunto de equagoes diferenciais,

dc’” SR exp( / Enls) = En(s] s’ G sIC I sheks),
n A=l A
em que, d,, = 1,2,..., Dy,.
Analogamente ao que foi feito anteriormente em (4.2.2)), o termo (go(/l”') sl(ds |<,o(’1”) s)) é

dado por:
<(/1m) |dH(S)| (ﬂn) s)

(Am) (ﬂn)
G = T

para m # n. (A.8)

(Pm

Considerando a igualdade (A.8) na Eq. (A.7) e separando convenientemente os termos em

que m = n e m # n, encontra-se

(Am)
d
fon ) _ Y gl Ll ) e (s) -
Ap,=1

Dy, iT oS / , <(/1m) |dH(S)| (/ln) s) (/1")
- ;AZpr(? /0 [Em(s") = En(s")] d ) TRGENG] (). (A9)
ngm "
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A integral da equagao (A.9), sobre a variavel s, com s > 0, é

cha(s) = ™ (0) — Z / (<s0“m>, sul(—= |</J( " s1)) cmm)(sl)dn)—

o s iT % , , <90(/1m)7 |d1;ilgf1)|¢(/1n)7 ) )
2.2 Ji (exp(g | 1) - £ ) o (sl))dsl.

(A.10)

O Teorema de Riemann-Lebesgue [167], diz que para qualquer fun¢ao F(x), continua no
intervalo x € [a,b], tem-se que:
b

lim [ F(x) e"*dx=0. (A.11)

—00
€ a

Com o proposito de reescrever a expressao contida na somatoéria da terceira parcela
do lado direito da igualdade da Eq. (A.10) na forma da identidade (A.11), a seguinte
definicao é feita,

(Am), | dH(sl) (An),

(An,Adm) — ) E = no_ ’ <‘P ’ dsy |"0 ’ 1> (/In)
1o = [ (exp(h [ (s - Eutsas | (sg) s
(A.12)

Para legitimar a aplicagao da identidade do Teorema de Riemann-Lebesgue na Eq. (A.12)

é preciso considerar também a seguinte defini¢ao,

5= [ 1Bls0) - Bl s (A13)

Em fun¢do da defini¢ao (A.13), I,(f,;;'/l’")(s) ficara,

T—o00

Ko =k [ [ e el gl T ) G =0 (A1)

sendo g = dg(s)/ds. Fazendo uso do resultado obtido em (A.14) aplicado a Eq. (A.10),

para n # m, no limite adiabético (T — o), encontra-se
im(s) = cim(0) - / (sl 1) e sy, (A.15)
A=1

ou alternativamente na forma diferencial,

dcum)(s) (). (L) o400, )
m (cp m. " s)) c A (s). (A.16)
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Esse resultado é conhecido pelo teorema adiabético [142]. Para um autovalor E,,(t)
nao degenerado, tem-se Dy, = 1. As equagoes (A.15) e (A.16) mostram que se originalmente
o sistema foi preparado no estado |(0)) associado ao autovalor degenerado de energia
E(0), as transigoes quanticas (eletronicas) ocorreram apenas entre os estados pertencentes
a0 m-ésimo autosubeespacgo.

Na na Ref. [168], os autores Gustavo Rigolin e Gerardo Ortiz introduziram uma
teoria de perturbagao adiabatica para sistemas quanticos com espectro de energia degene-
rado. A série perturbativa encontrada por eles, permite que se estabeleca com rigor as
condicoes para a validade do teorema adiabatico da mecanica quantica para estes sistemas
degenerados. Segundo eles, o mesmo formalismo pode ser usado para encontrar corregoes
nao adiabéticas para a fase geométrica nao abeliana discutida por Wilczek-Zee [92]. Esses
mesmos autores, na Ref. [169], ao se utilizarem da teoria discutida na Ref. [168], propoem
um tratamento matematico rigoroso do teorema adiabatico para o caso de sistemas de
espectro degenerado, estabelecendo uma condi¢do necessaria e outra suficiente para sua
validade. Eles ilustraram a aplicabilidade dessas condig¢oes a um problema degenerado

dependente do tempo com solucgao exata.
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ANEXO A - O propagador da particula livre

De acordo com o postulado fundamental da MQ, o estado de um sistema fisico
num instante ¢ é completamente especificado pelo vetor de estado |¢(¢)). Por outro lado, a
questao basica da dindmica quantica nao relativistica é a de saber como evolui um sistema
quantico entre um instante inicial fy e um instante final ¢, isto é, como obter |y(t)) a
partir de |y(tp)) 7 A afirmacao de que |Y(fp)) determina [f(¢)) é a forma quanto-mecanica
do principio da causalidade, que assumiremos ser verdadeiro. Desse modo, admitiremos,
entao, que o estado |y (t)) pode ser obtido de |¥(fy)) por intermédio de um operador linear,

o perador de evolugao temporal % (t,ty), definido por:

[ (2)) = % (t,10) ¥ (10)) - (A.1)

Da Eq.(A.1), segue imediatamente que,

() = %(n)ly(n),
= U(te,0)% (t1,00) Y (1))
= U (t2,00) Y(t0)) (A.2)
com
U (tnto) = U (tntn-1)U (tu-1,tn-2) . .. % (t1,%0) , (A.3)
por outro lado, tem-se também que,
U(tt)=1. (A.4)

Agora, para € < 1, vamos definir o operador #7(t) da seguinte maneira:
Ut +et)=1- %e%(t). (A.5)
Da Eq.(A.3, vira:
U(t+ety) =%t + et)(t,1). (A.6)

Entao, a equagao diferencial satisfeita por % (t,ty) sera:

(U (@ +e) - %(t,to))
lim )

e—0 €
U+ U (tty) - U (t,to))
= lim )

e—0 €

_ lim U (t,00) (% (t + €,t) — 1))

e—0 €

= —%%(t)%(t,tg), (A.7)

d
E% (t,t)
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ou ainda, como
d
iha%(t,to) =) (t,1), (A.8)

com a condigao inicial de que % (fy,fy) = 1, conforme a Eq.(A.4).

O operador JZ(t) é caracteristico do sistema fisico em consideragao, e é analogo a
funcao Hamiltoniana em mecénica classica, razao pela qual, em MQ), ele é chamado de
operador Hamiltoniano. Agora, se ## nao depende explicitamente do tempo, a Eq.(A.8)

nos mostra:
Y (t,10) = exp (—%,%”(t - to)) . (A.9)

expressao essa (ue nos permite, sem restricao de generalidade, tomar 7y = 0 e, portanto,

usar a seguinte notacgao:
U(t) = exp (—%%t) . (A.10)

Agora, vamos obter a representacao espectral de % (t). Para isso, usaremos um conjunto

ortonormado completo de estados estacionéarios de 7, isto é:

I Wn) = En W) 5 (mln) = Om,n - (A'll)

Usando a relagao de completeza para o operador projecao desses estados, teremos:

W) = 3 W) Gnlexo (<5 1) ) .
= 3 ) Wbt exp (=5 0l
: Zam,nexp(—%fanr) W) Wil (A12)
ou: v
)= Y o0 (<t Wb 0l (A1

n

expressao essa que € a representacao espectral de % (t), para a qual consideramos, por
simplicidade, que é o espectro discreto.

Vamos, agora, definir o propagador para o sistema fisico considerado. Para isso,
suponhamos que o sistema seja descrito no espago de configuracoes pelas coordenadas
q =(q1,91, - ,q1), onde [ é o nimero de graus de liberdade. Se o sistema esta no ponto qq
para o instante fy = 0, representado pelo estado |qp), a probabilidade de que esteja entre

os estados |q) e |q + dq) no instante t é, por definicdo, dado por:

(al% (t)|qo)|* dq,
| (q,q0;0)* dq, (A.14)

2 (q,q0;t) dq
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onde:

A (q,90; 1) = (q|% (¢)lqo) (A.15)

define o propagador de (qo,fp = 0) a (q,t). A expressao (A.15) mostra que ele representa
uma amplitude de probabilidade para ir de um estado a outro.

A funcao de onda ns espaco das configuragoes é definido por:

(aly) =y(a), (A.16a)

Y (a) = Wla) (A.16b)
onde (*) é o complexo conjugado. Usando a Eq.(A.16a) na Eq.(A.1) vir:

U(qt) = (ql|% (t,t0) Y (20)) - (A.17)

Agora, inserindo-se a relacao de completeza para o operador projecao f lqo) {qo| dqp =1

em (A.17), teremos:

¥(q.r) = / (q|% (t,10)lq0) {qol¥(10)) dqo, (A.18)

ou, usando-se a Eq.(A.15) e Eq.(A.16a), resultara:

van) [ H@aowada, (A.19)

expressao essa que justifica chamar ., também de funcao de Green dependente do tempo.
Para obtermos a representacao espectral de J£ bastard inserir a Eq.(A.13) em
(A.15). Assim, teremos:

)= al 3 o [t ) vl (A.20)
ou, usando-se as Eqgs.(A.16a) e (A.16b), vira:
. i
H(q,q0;1) = Z Vn(@¥(qo) exp (_ﬁEnt) : (A.21)

Neste momento, estamos prontos para encontrar o propagador da particula livre. Nesse

caso, teremos:

H (i 1) = / / (alp) (P1% (1)Ipo) polas) dpdpo - (A.22)
Porém:
p2
®I%Dlpo) = exp (—2m rf) lp0)

_ _r
§(p—po)exp|-5——r]) . (A.23)
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Por outro lado, sabemos que:

(qlp) = m exp (%p : q) : (A.24a)
(Polao) = m exp (%po : qo) ) (A.24D)

onde q representa as coordenadas cartesianas da particula, e [ a dimensao do espaco.
Entao, substituindo as Eqgs.(A.23), (A.24a) e (A.24b) na Eq.(A.22), vira:

1 i
H(q,q0;t) = W/GXP {—7—1

Para calcular a integral indicada na Eq.(A.25), usaremos a seguinte integral:

/+°°e [i (ax* + bx)] dx—wli—jr —ib—2 (A.26)
o P "N P\ T4a) '

que, levada na Eq.(A.25), encontramos finalmente o propagador procurado, ou seja:

2m

p2
—r-p(q- (10)” dp. (A.25)

m \l/2 im 9
Al = (7)o [2—m<q— @) ] . (A.27)

A expressao (A.27) nos mostra que:

lim #o(a,q0;#) = 6 (@~ qo) , (A.28)

pois:

_ 2
6(q—qo) = exp [_M]} : (A.29)

1 I
(71')1/2 el—r}%) (e)l/2 €
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