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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar parte do conteudo de Grafos de uma
maneira mais acessivel a alunos e professores do ensino basico. Teoria dos
Grafos € um assunto que nao é apresentado de formalmente no ensino basico
no Brasil, mas que traz uma grande facilidade em resolver alguns problemas
relacionados a Matematica Discreta. Além disso, a Teoria dos Grafos é uma
das principais bases para programacao de computadores. O trabalho inicia
apresentando uma nog¢do geral sobre grafos e alguns conceitos
correlacionados. Apds apresentar o Teorema de Euler, o trabalho discute sobre
arvores e a contagem de arvores. Posteriormente, o trabalho traz uma

discussao sobre otimizagdo em arvores.

Palavras-chave: Grafos, Teorema de Euler, arvores, contagem de arvores,
Otimizacado em grafos, Arvore 6tima.



ABSTRACT

This work aims to present the number of graphs students in a more accessible
and lower level of basic education. Theory of Graphs is a subject that is not
presented formally in basic education in Brazil, but has a great facility in solving
some problems related to Discrete Mathematics. In addition, Graph Theory is
one of the main bases for computer programming. The work had an overview
about graphs and some correlated concepts. Introduce Euler's Theorem, the
paper discusses the trees and a count of trees. Subsequently, the work brings a

discussion about tree optimization.

Keywords: Graphs, Euler's theorem, trees, tree counting, graph optimization,

optimal tree.
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1. INTRODUGAO

Vivemos ao longo dos ultimos anos uma grande transformag&o mundial no que
tange a maneira de trabalhar, de descansar, de interagir, ou seja, de viver. Hoje
€ possivel entrar em contato imediato com pessoas de praticamente qualquer
lugar do mundo. Também temos acesso a informagdes mais precisas € em
tempo real. Na contram&o de todo esse desenvolvimento tecnoldgico e,
consequentemente, empregaticio e social, podemos observar a atuagdo da
escola. Hoje, a escola se mantém com metodologias atrasadas e ineficientes e
um curriculo inadequado. Dentro do ensino de matematica essa realidade nao
é diferente. Os alunos saem — na melhor das hipoteses — sabendo lidar com
numeros complexos e fungdes trigonométricas, mas sequer conhecem a

existéncia da Teoria de Grafos, por exemplo.

Grafos é um conceito na matematica extremamente praticos e ajudam a
resolver problemas, por exemplo, de construcdo de placas de circuitos

eletrbnicos e encontrar caminhos otimizados.

Ainda que nao, eventualmente, possa nao se ter um estudo mais aprofundado
sobre essa ciéncia, € comum lidarmos com informagdes exibidas sob a forma
de grafos. Podemos observar isso, por exemplo, na exibicdo de moléculas
quando estudamos Quimica, na exibicao de circuitos elétricos na Fisica e até
mesmo na apresentacdo de redes sociais e de acusagdes juridicas, como
mostraremos na Figura 1, na Figura 2, na Figura 3 e na Figura 4,

respectivamente.
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Figura 1: Molécula representada como Grafo, disponivel em

https://thumbs.dreamstime.com/b/forma% C3%A7%C3% A30-da-mol%C3%A9cula-5217666.jpg, ACESSO

em 11/05/2018.

20
20 iz/f
i

Wv"v 1™, /

, acesso em 11/05/2018.
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https://3.bp.blogspot.com/_yhcFVb0usrM/TJJSOe3V8oI/AAAAAAAABxE/hcaOI2S1QNY/s320/resistores.png
https://thumbs.dreamstime.com/b/forma%C3%A7%C3%A3o-da-mol%C3%A9cula-5217666.jpg

Figura 3: Propaganda da rede social Facebook representando conexdes entre
pessoas como grafo, disponivel em
, acesso em 11/05/2018.

Figura 4: Quadro de investigagdo criminal no seriado Pretty Little Liars,

disponivel em http.//prettylittleliars.com.br/home/wp-
content/uploads/2013/06/VAAAI.png, acesso em 16/06/2018.

Embora ndo tenhamos a Teoria de Grafos sendo desenvolvida no ensino
basico — o maximo que se vé é a aplicacédo direta da Férmula de Euler em
poliedros — € mesmo no ensino superior pouco se vendo sobre ela, esse
conteudo pode se mostrar extremamente aplicavel e prazeroso para alunos
principalmente de ensino meédio. Trazemos entdo nesse trabalho alguns
conceitos da Teoria de Grafos de maneira mais acessivel a esse publico a fim

de estimular esse estudo no ensino basico.
Teoria dos Grafos ndo € um assunto inédito nas dissertacbes do PROFMAT.
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https://static.xx.fbcdn.net/rsrc.php/v3/yc/r/GwFs3_KxNjS.png

Castro (2013) traz uma proposta de sequéncia didatica para o ensino médio.
Mauri (2013) aborda o conteudo de Grafos de forma mais técnica, mas foca em
resolugdo de problemas envolvendo grafos. Essa dissertacdo, porém, visa
apresentar o conteudo de Grafos de maneira mais acessivel tanto a
professores de ensino basico — principalmente ensino médio — quanto para
turmas avancadas de alunos primordialmente que visem preparagao para
olimpiadas matematicas ou outras provas, abordando até o conteudo de
otimizagdo. Para tal trabalho inicia trazendo uma nogdo mais generalizada
sobre Grafos. Apds apresentar o Teorema de Euler, o trabalho discute sobre
arvores e a contagem de arvores. Posteriormente, o trabalho traz uma
discussao sobre otimizacdo em arvores. Ao final de cada capitulo & proposto

uma bateria de exercicios acerca do conteudo abordado.
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2. FUNDAMENTOS INICIAIS SOBRE GRAFOS
2.1 Fundamentacgao intuitiva sobre grafos
2.1.1 Problema 1

Imagine um tabuleiro de xadrez , sendo que nos dois vértices das
extremidades superiores estdo cavalos brancos e nos vertices das

extremidades inferiores estdo cavalos pretos, como na Figura 5.

Figura 5: Problema dos 4 cavalos A. Disponivel em
http://www.cienciahoje.org.br/uploads/ckeditor-ckfinder-
integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg. Acesso em
11/05/2018.

Seria possivel, movimentando os cavalos de acordo com as regras usuais do

xadrez, o tabuleiro ficar na composigao da Figura 67

Figura ¢ Problema dos 4 cavalos B (adaptada). Disponivel em

http://www.cienciahoje.org.br/uploads/ckeditor-ckfinder-
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integration/uploads/images/2016/03/1356042568image_mini.jpg. Acesso em
11/05/2018.

Resolucao:
Para solucionar esse exercicio vamos, inicialmente, primeiro enumerar todas

as casas do tabuleiro, como na Figura 7.

1 8 9

Figura 7: Tabuleiro Numerado.

Devido aos possiveis tipos de movimento do cavalo no xadrez, se um cavalo
estiver na casa ele s6 podera se mover para as casas ou ; se estiver na casa
sO podera se mover para as casas oOu , € assim sucessivamente. Essa

representacao formara um caminho da forma da Figura 8.

Figura s: Representagéo dos possiveis caminhos do cavalo.
18



Podemos observar, entdo, que na configuragao inicial os cavalos brancos se
encontram nas casas 1 e 3, ao passo que os cavalos pretos se encontram nas
casas 7 e 9. Para chegarmos ao objetivo proposto os cavalos brancos
deveriam ocupar as casas 1 e 7, enquanto os cavalos pretos deveriam ocupar
as casas 3 e 9. Para tal, os cavalos precisariam mudar de ordem em relagao a

cor, 0 que é impossivel, dadas as restricbes da Figura 8.

Para resolver o Problema 1 foi utilizado, ainda que de forma indutiva, o
conceito de Grafos. Os pontos, ou casas enumeradas nesse caso particular,
sdo chamados nds ou vértices enquanto cada ligagado entre os nés, no caso 0s

caminhos possiveis para os cavalos, sdo chamados de arestas.

2.2 Conectividade
2.2.1. Problema 2

Figurativo € um pais com nove cidades de nomes Um, Dois, Trés, Quatro,
Cinco, Seis, Sete, Oito e Nove. Um determinado viajante percebe que so existe
voos diretos entre duas cidades se, e somente se, a soma dos numeros
referentes aos nomes dessas duas cidades resultarem em um numero multiplo
de 3. Seria possivel viajar nessa cidade exclusivamente de avidao saindo da

cidade Um e chegando a cidade Nove?

Resolucgao:

Antes de resolver um exercicio utilizando Grafos precisamos identificar os
elementos que representardo os vértices e aqueles que representardo as
arestas. Nesse caso vamos admitir que os vértices representam as cidades e

as arestas representam as rotas possiveis dos avides.

Dessa forma, o Grafo deste problema fica da forma ilustrada na Figura 9.
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Trés

Seis

MNove

Figura 9: Representagao do Problema 2.

Podemos notar que nao ha qualquer conexédo entre a cidade Um e a cidade
Nove. Portanto, ndo existe maneira de sair da cidade Um e ir para a cidade

Nove de avido.

Sempre que temos em um grafo a incapacidade de sair de algum vértice e
chegar em algum outro vértice por meio de suas arestas (como no caso em
questdo onde n&o existe um caminho que saia do vértice Um e chegue ao
vértice Nove) chamamos esse grafo de desconexo. Entretanto, se podemos
conectar cada um de seus vértices a qualquer outro passando por quantas

arestas e vértices forem necessarios chamamos o grafo de grafo conexo.

2.3 Isomorfismo

Embora tenhamos resolvido o Problema 2 analisando o grafo representado na
figura 9, tal resolugdo nao é unica, pois podemos representar a mesma

situagao por meio da analise do grafo da figura 10.

20



Seis

Um Trés

Dois

Quatro
MNove

Figura 10: Outra possivel representagdo do Problema 2.

Note que ambos os Grafos tém a mesma disposicdo e trazem em si as
mesmas informacgdes, apesar de serem desenhados de maneira diferente.

Quando isso acontece chamamos os Grafos de isomorfos.

Grau de vértice

Outro detalhe que podemos observar é que, quando olhamos para a figura 4 o
vértice 5 ndo tem nenhuma aresta conectada a ele, entretanto os demais
vértices tém todos duas arestas conectadas a ele. Ja quando olhamos para a
figura 5 temos que os vértices Trés, Seis e Nove possuem duas arestas
conectadas a si cada um, ao passo que os demais vértices possuem trés
arestas cada um conectada a si. O numero de arestas a que cada vértice esta
conectado € chamado de grau desse vértice. Dessa forma podemos dizer que
os vértices Um, Dois, Quatro, Cinco, Sete e Oito da figura 6 possuem todos
eles Grau 3. O vértice 5 da figura 4 possui grau 0 e os demais vértices da figura

4 e da figura 5 possuem, todos, grau 2.

2.3.1 Problema 3
Dado o grafo da Figura 11, representado abaixo, determine o grau de cada
vértice.

21



Figura 11: Grafo referente ao Problema 3.
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Resolucao:

Tabela 1: Resolugao do Problema 2.3.1.

Vértice
A

@
=
o
c

OZErXe—TITIOmMMOOW
NBANNOMNWWN=2NNWN =W

Repare que o numero de arestas nesse grafo € de . Se somarmos os graus de
cada vértice o resultado da conta sera , justamente o dobro. Isto ndo ocorre por
obra do acaso. De fato, se observarmos cada aresta, ela estara sempre
vinculada a dois vértices. Portanto, ao somarmos os graus de cada vértice
estaremos contando cada aresta exatamente duas vezes, uma para cada
vértice que ela esta vinculada. Dai tiramos duas conclusdes. A primeira é que
se o numero de arestas de um determinado grafo for , a soma dos graus de
todos os vértices desse grafo sera . A segunda, por consequéncia da primeira,
€ que, como €& um numero natural, a soma dos graus de todos os vértices de

um grafo é sempre par.

2.3.2 Problema 4

Em determinado pais ha exatamente cidades. O governo desse pais quer
fazer exatamente estradas em cada cidade conectando-as a outras cidades

dentro do proprio pais. Isto é possivel?

Resolucao:

Isto € impossivel. Tratando as cidades como vértices e as estradas como
arestas, podemos perceber que em um grafo representativo deste existirao
vértices com cada um deles tendo grau . Dessa forma a soma de todos os
23



graus dos vértices seria , 0 que seria impossivel, pois, como ja vimos antes,

essa soma tem que ter resultado par.

2.4 Definigoes

Por definicdo um grafo é composto por um conjunto finito de vértices (ou noés)
e um conjunto de pares nao ordenados, chamados de arestas, formado por

elementos de . Costuma-se denotar um grafo como .

2.4.1 Problema 5

Dado o grafo representado na Figura 12, determine e .

A D

Figura 12: Grafo referente ao problema 5.

Resolucéo:

Dados dois vértices de , eles sdao chamados adjacentes (ou vizinhos) quando

possuem uma aresta em que conecta os dois vértices.

O numero de arestas ligadas a um vértice ou a quantidade de vértices

adjacentes a € chamado o grau de .

24



2.4.2 Problema 6

Determine o conjunto de vértices adjacentes a cada vértice do grafo

representado pela Figura 12. Determine também u grau de cada vértice.

25



Resolucao:

Tabela 2: Resolugao do Problema 2.4.2

Vértice Grau do vértice Vértices adjacentes
A 2 DeF
DeE
EeF
A,BeF
B,CeG
A,C,DeG
EeF

O Mmoo w
N AW WwNN

E imediato verificar que todo grafo possui um nimero par de vértices de grau
impar. De fato, caso a quantidade de vértices de grau impar fosse impar, a
soma de seus graus também resultaria em um numero impar. Quanto aos
graus pares dos vértices, independente da sua quantidade, a soma de seus
graus seria sempre par. Somando a somatdria dos graus dos vértices de grau
impar com a somatoria dos graus pares o resultado seria impar, o que nao é
possivel, ja que conforme explicado na secdo 3 deste capitulo, a soma dos

graus de todos os vértices de um grafo é sempre par.

2.4.3 Subgrafos

Dizemos que € subgrafo de se e .

Exemplo:
Denotemos o grafo da Figura 13 por e o grafo da figura 14 por. Observe que
e , portanto . Observe também que e , portanto . Dessa forma é possivel

afirmar que € um subgrafo de .

26



D

Figura 13: Grafo .

Figura 14: Grafo .
Um ciclo € um grafo conexo no qual o grau de cada um dos vértices € ,

27



conforme o exemplo da Figura 15. Por sua vez, um caminho é um grafo que
possua exatamente dois vértices de grau e todos os demais vértices de grau ,

conforme o exemplo da Figura 16.

Figura 15: Exemplo de Ciclo.

28



Figura 16: Exemplo de Caminho.

2.4.4 Problema 7
No grafo da Figura 17 encontre um subgrafo que seja um ciclo e outro

subgrafo que seja um caminho.

29



Figura 17: Grafo G do Problema 7.

Resolucgao:

Um dos possiveis subgrafos de que € um ciclo € o Grafo abaixo na Figura 18

30
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Figura 13: Possivel Ciclo de do Problema 7.

Um possivel subgrafo de que € um caminho é o grafo abaixo na figura 19:
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Figura 19: Possivel Caminho do Grafo .

Repare que a Figura 18 n&o é o unico ciclo que existe no grafo , e nem a

Figura 19 é o unico caminho em . Essas foram apenas possiveis respostas.

2.4.5 Lema

Se todo vértice de um grafo tem grau maior que ou igual a , entdo esse grafo

possui um ciclo.

Prova:
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Iniciemos um passeio sobre um vértice qualquer do grafo e continuaremos
sempre que for possivel. Esse passeio naturalmente sé podera ser finalizado
quando chegarmos a um vértice no qual s6 reste uma opgao de entrada, e,
portanto, nenhuma saida. Porém, para que isso aconteca esse nosso passeio
tem que ja ter passado por esse vértice anteriormente, caso contrario esse
vértice deveria ter grau , o que contradiz nossa hipotese. Isso quer dizer que
esse passeio passou por ao menos duas vezes. Dessa forma, podemos
garantir que esta ligado a si mesmo, ou seja, existe um ciclo que passa por .

Portanto, existe um ciclo em .

Outro importante tipo de grafo é a arvore. E chamado de é&rvore todo grafo

conexo que nao possui ciclos, como nos exemplos das Figuras 20, 21, 22 e 23.

Figura 20: Exemplo 1 de Arvore.
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Figura 21: Exemplo 2 de Arvore.

Figura 22: Exemplo 3 de Arvore.
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Figura 23: Exemplo 4 de Arvore.

2.5 Problemas propostos

Problema 8. (OBM) Em um certo pais ha cidades e o governo pretende
construir estradas (todas de mao dupla), sendo que cada estrada liga
exatamente duas das cidades do pais. Qual o menor valor de para que,
independente de como as estradas sejam construidas, seja possivel viajar
entre quaisquer duas cidades (passando, possivelmente, por cidades

intermediarias)?

Problema 9. Considere um grupo de pessoas. E possivel que cada uma delas

conhega exatamente:
a) pessoas?

b) pessoas?

Problema 10. Um tabuleiro com forma de uma cruz é obtido de um tabuleiro
retirando-se as quatro quinas. Um cavalo pode se mover neste tabuleiro de
modo a passar por todos os quadrados exatamente uma vez e terminar no

quadrado de onde saiu?

Problema 11. Um determinado reinado possui cidades e saem quatro

estradas de cada uma delas. Quantas estradas existem ao todo nesse
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reinado?

Problema 12. Jodo voltado da Disneylandia, disse que viu um lago encantado
com ilhas, cada uma delas tendo, ou pontes chegando a elas. E verdade que

pelo menos uma dessas pontes tem que levar a terra firme?

Problema 13. Mostre que o numero de pessoas que viveram na Terra e que
apertaram maos de outras pessoas um numero impar de vezes em suas vidas

€ par.

Problema 14. Em um grafo conexo, o grau de quatro de seus vértices € igual a
, € 0 grau de todos os outros vértices é igual a . Prove que ndo existe uma
aresta que possa ser tirada de modo que esse grafo se divida em duas

componentes conexas.
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3. A Formula De Euler
3.1 Formula de Euler

A férmula de Euler € uma relacao entre a quantidade de vértices, a quantidade
de arestas e a quantidade de regides em um Grafo planar. Quando um grafo é

planar ele divide o plano em regiées que sao delimitadas por suas arestas.

Teorema de Euler: Em um grafo planar conexo é valida a relacdo , onde ¢é o

numero de vértices do grafo, € o numero de regides e o numero de arestas.

Prova do Teorema de Euler:

Iniciemos com um grafo com um unico vértice e, consequentemente, uma

unica regiao. Nesse grafo temos:

Naturalmente nessas condi¢des a relagcao de Euler ¢é valida, tendo em vista

que .

Adicionando vértices:

Sempre que adicionarmos um vértice a um grafo, para que ele permanecga
conexo, deveremos adicionar também uma aresta ligando este vértice ao grafo
conexo ja existente. Dessa forma se adicionarmos uma quantidade de vértices
precisaremos adicionar também uma quantidade de arestas para manter a
conectividade do grafo. Voltando-se para a nossa situagao inicial em que

tinhamos apenas um vértice, uma regido e nenhuma aresta teremos:

Nesta situagao teremos:

, € a relacao de Euler é valida.
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Isso mostra que sempre que se adicionar veértices ao grafo com uma unica
regido, um vértice e nenhuma aresta, e mantendo esse grafo conexo,
permaneceremos com a formula de Euler valida. Repare que nessa situagao
nao alteramos o numero de regides do grafo, permanecendo com uma unica
regido e, consequentemente, sem ciclos. Note que estamos lidando com um
grafo conexo sem ciclos, portanto, uma arvore. Isso mostra que em toda arvore

é valida a Férmula de Euler.

Adicionando regides:

Para adicionar regides a um grafo basta criar ciclos em uma arvore. Para
adicionar ciclos em uma arvore basta adicionar arestas conectando dois
vértices ja existentes. Por se tratar de uma arvore, entre esses dois vértices ja
existia um caminho que os ligava e, ao se adicionar a nova aresta, se adicionou
um novo caminho ligando esses vértices. Assim sendo, para se adicionar uma
quantidade de regides sera necessario também adicionar uma quantidade de
arestas. Partindo da situagao anterior, onde havia vértices, arestas e 1 regiao
(), ao se adicionar a quantidade de regides e, consequentemente, a mesma

quantidade ao numero de arestas teremos:

Verificando a relagao de Euler nessa situacéo teremos:

Logo, simplificando:

Dessa forma, sempre que se adicionar uma regido a uma arvore criando um
grafo conexo com ciclos a formula de Euller se mantera valida. Como ja foi
demonstrado que para toda arvore é valida a féormula de Euller, é possivel se

observar agora que a formula de Euler é valida para todo grafo conexo.

Adicionando arestas:

Para se adicionar arestas existem duas possibilidades: ou se adiciona um novo

vértice, que é a primeira situagao ja provada no texto e mantendo-se valida a
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fébrmula de Euler ou se conecta por meio de uma aresta dois vértices ja
existentes, criando uma regido que é a segunda situagdo demonstrada no

texto.
Portanto, como:

(I) Todo grafo (em particular todo grafo conexo) possui um subgrafo com um
unico vértice, uma unica regido e nenhuma aresta, ou seja, é possivel se
construir qualquer grafo (em particular conexo) a partir de um grafo com um

vértice, uma regido e nenhuma aresta.

(I) Nesse grafo com um unico vértice, uma unica regidao e nenhuma aresta é

valida a formula de Euler.

(II1) Ao se adicionar uma aresta, um vértice ou uma regido a um grafo conexo a

féormula de Euler permanece valida.
Tem-se que se o grafo é conexo, entao € valida a formula de Euler.

Tome um grafo qualquer com partes conexas, onde cada uma dessas partes
conexas € um subgrafo de . Enumeremos esses subgrafos por . Naturalmente,

qualquer grafo , com € conexo.

Tome agora como o numero de vértices do grafo, como o numero de arestas

de e como o numero de regides de .

E facil perceber que o nimero de vértices do grafo é dado por: , assim como o
numero de arestas de que € dado por . Porém, quando se observa as regioes
observamos que a regido externa de (regido externa a qualquer ciclo de ) é a
mesma regiao externa de , a mesma regiao externa de e a mesma regiao
externa de todos os outros subgrafos. Dessa forma, se somarmos as regides
de cada um dos subgrafos estaremos contando a regido externa vezes.

Portanto o numero de regides de ¢é dado por .
Note que podemos reescrever a relagdo de Euler como: .

Somando o numero de vértices e o numero de regides do grafo e subtraindo

seu numero arestas temos:

Mas temos que, como s&o conexos e, portanto, satisfazem a formula de Euler.
Logo:
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Portanto,

Dessa forma s6 valera a férmula de Euler se , ou seja, se o grafo tiver uma

unica parte conexa, ou seja, se ele for o proprio grafo conexo.

Assim provamos que um grafo € conexo se, e somente se, é valida nele a

férmula de Euler.

3.1.2. Problema 1

Quantas arestas possui um grafo conexo com exatamente vértices e

exatamente regibes?

Resolucéo:

Nessa situacado temos e . Aplicando a formula de Euler:

Um conhecido desafio matematico € o desafio das trés casas, que consiste no

problema a seguir.

3.1.3. Problema 2

Suponha que haja trés casas em um plano e cada uma precise ser ligada as
empresas de gas, agua e eletricidade. O uso de uma terceira dimenséo ou o
envio de qualquer uma das conexdes através de outra empresa ou casa nao é
permitido. Existe alguma maneira de fazer todas as nove ligagdes sem que

qualquer par de linhas se cruze?
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Figura 24: Representagéo da situacéo do Problema das 3 Casas.

Este problema instiga os alunos de ensino fundamental mais interessados a se
desprenderem horas, as vezes dias tentando encontrar alguma disposi¢cao
dessas ligacbes para que seja permitido tal ligacdo. Porém, ao professor
responder ser impossivel tal disposicdo na maioria das vezes nédo € dada
maiores explicagdes, frustrando-se assim esses alunos mais interessados.

Esse problema pode ser resolvido observando-se a férmula de Euler.

Resolucéo:
Para tal é possivel se delimitar as casas como vértices e as ligagdes como

arestas.

Assim sendo temos:

A cada par de empresas ligadas as trés casas obtemos um adicional de duas
regides (€ importante lembrar nesse momento que originalmente ja havia uma
regiao). Como sao possiveis trés pares de empresas (agua e luz, agua e gas e
luz e gas), serdo adicionadas seis regides a nossa figura original com uma

unica regido, totalizando assim regides.
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Entretanto, como ja foi provado, a formula de Euler é valida em qualquer grafo
plano. Assim, para que essa figura seja possivel, € necessario que também

seja valida a féormula de Euler.

Verificando essa condicao:

Mas

Dessa forma observamos que a formula de Euler n&do é valida nessa situacao,
logo ela nao se trata de um grafo planar e, portanto, nao é possivel representa-
la em um plano. E importante salientar que o grafo que representa essa
situagao existe, como mostrado na figura 24. Ele apenas n&o é planar, ou seja,
nao tem como construir todas as arestas sem que algumas delas se

intersectem.

Casa, Casa Casa,

Agua

Figura 25: Grafo ndo planar do problema das 3 casas.

3.2 Grafos Eulerianos e Hamiltonianos

Se um grafo pode ser percorrido sem se levantar o lapis do papel, percorrendo-
se cada aresta exatamente uma vez, ele é chamado Grafo Euleriano. Esse tipo
de grafo foi estudado pela primeira vez por Leonhard Euler, em 1936, ao tentar
resolver o famoso problema das pontes de Konigsberg, cidade mostrada na
Figura 25.

42



IV TLINELT =

e T -

£ . R (A i

II,:" "~ ;‘.‘d‘

Figura 26: Cidade de Konigsberg. Disponivel em
https://www.mathsisfun.com/activity/images/bridges1.jpg.Acesso em
08/08/2018.

No século 13, um enigma mobilizou uma pequena cidade localizada ao norte
da Europa. Tratava-se do desafio das sete pontes de Konigsberg, atual
Kaliningrado. Seis delas interligavam duas ilhas as margens do Rio Pregel e
uma que fazia a ligagéo entre as duas ilhas. O problema consistia na seguinte
questdo: como seria possivel fazer um passeio a pé pela cidade de forma a se
passar uma unica vez por cada uma das sete pontes e retornar ao ponto de
partida? Da resposta ao enigma surgiu a Teoria dos Grafos, criada em 1736 por
Leonhard Euler.

3.2.1. Problema 3

A figura 25 mostra um mapa da cidade de Kdnigsberg. A cidade é cortada por
um rio que tem duas ilhas. Existem sete pontes ligando as diversas partes da
cidade. E possivel passear pela cidade passeando por cada ponte exatamente

uma vez?

Resolucgao:
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A Figura 25 pode ser mais facilmente representada pelo grafo da Figura 26

abaixo:

C

Figura 27: Representacao do Problema das Pontes de Konigsberg.

Nesse grafo, os vértices , , e representam as regides de terra firme da cidade
e as arestas representam as pontes. Como queremos passar por todas as
arestas exatamente uma vez, se vocé comecar esse passeio em um vértice
distinto de , vocé tera pontes para . Necessariamente entdo sera para entrar,
para sair e por fim para entrar novamente. Portanto, se nao iniciarmos o
passeio em , necessariamente teremos que terminar em . Essa mesma linha de
raciocinio é valida para todos os vértices de grau impar. Como todos os
vértices desse grafo tem grau impar impares, temos que, caso eles ndo sejam
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o ponto de partida do passeio, eles deverdo ser o ponto de chegada. Absurdo,
pois ndo € possivel que haja mais de um ponto de saida ou mais um ponto de

chegada.

Como consequéncia do problema 3 percebemos que todos os grafos
eulerianos tem que necessariamente possuir um maximo de dois vértices com

grau impar.

3.2.2. Teorema

a) Se um grafo conexo tem mais de dois vértices com grau impar, entdo esse

grafo ndo possui um passeio euleriano.

b) Se um grafo conexo tem exatamente dois vértices com grau impar, entdo
esse grafo possui um passeio euleriano, e qualquer passeio euleriano nesse
grafo comega em um de seus vértices de grau impar e termina no outro vértice
de grau impar.

c) Se um grafo conexo nao possui nenhum vértice de grau impar entao esse
grafo possui um passeio euleriano. Além disso, todo passeio euleriano nesse

grafo é fechado, ou seja, termina no mesmo vértice em que comecgou.

Demonstracio:

a) De fato, se um vértice de tem grau impar, entdo qualquer passeio euleriano
deve comecar ou terminar nesse vértice, afinal, se um passeio iniciar por uma
aresta, ele tera que sair por outra, mantendo sempre o grau par do vértice
sempre que o passeio o visitar. Como se tem o objetivo de passar por todas as
arestas, em algum momento sera necessario ou sair do vértice mais vezes que
entrou, tornando assim esse vértice ponto de partida do passeio, ou entrar mais
vezes que saiu, tornando esse veértice o ponto de chegada do passeio
euleriano. Portanto ndo é possivel que esse grafo tenha uma quantidade de
vértices de grau impar superior a dois, afinal s6 podem ser admitidos um ponto

de partida e um ponto de chegada em um passeio euleriano.

Para facilitar a prova, inicialmente demonstraremos o item c e posteriormente

demonstraremos o item b.
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c) Considere um passeio euleriano fechado em . Como ja foi destacado no
item a dessa prova, para cada vez que 0O passeio entrar em um vértice
“‘intermediario” — ou seja, que nao seja inicial ou final — ele tera que, para cada
vez que entrar nesse vértice, sair desse veértice. Isso mostra que todos os
vértices intermediarios terdo grau par. Como se trata de um passeio fechado, o
ponto de partida € o mesmo de chegada. Assim sendo, o passeio tera que sair
desse vértice a mesma quantidade de vezes que entrar. Logo o grau dele

devera ser par. Assim sendo o grau de todos os vértices de é par.

Como ja foi visto no Lema na segao 2.4.5, se todos os vértices tiverem graus
maiores ou iguais a , entdo, como nenhum dos vértices de tem grau (caso
contrario seria desconexo) podemos garantir que existe em um ciclo

Naturalmente, se possui todas as arestas de , a prova estd completa. Agora,
caso contrario, removemos todas as arestas de (e também todos os vértices de
grau que surgirem) formando assim um novo grafo possivelmente desconexo.
Como é conexo, temos que existe ao menos um vértice que sejacomum a e .
Como o grau de cada vértice de ¢€ par e, ao retirarmos um ciclo, em cada
vértice que mechemos em seu grau diminuimos seu grau em dois, podemos
garantir que o Lema 2.4.5 podera ser aplicado em cada parte conexa do grafo .
Repetindo esse processo até esgotarmos as arestas do grafo original ,
chegaremos a um conjunto de ciclos que juntos possuem todas as arestas de ,
que possuem vértices em comum a pelo menos um outro ciclo, mas que nao
possuem arestas em comum. Assim sendo, poderemos iniciar esse caminho
em qualquer vértice de qualquer ciclo e, sempre que for possivel, iniciaremos
um novo ciclo antes de terminar o ja iniciado. Isto é possivel pois todo ciclo
possui pelo menos um vértice em comum com os demais ciclos. Logo o grafo
€ conexo. Repetindo esse processo, em algum momento ndo sera mais
possivel iniciar mais nenhum ciclo, entdo comecaremos a fechar cada um
deles, abrindo e fechando cada um dos ciclos formados no inicio. Ao final
desse passeio chegaremos ao nosso ponto inicial, fechando assim o primeiro
ciclo aberto. Teremos entdo um passeio que passa por todas as arestas

exatamente uma vez.

b) Tome e os dois vértices de grau impar desse grafo . Construa agora uma

aresta que conecte a, criando assim o grafo . Naturalmente os graus de todos
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os veértices de ¢é par, uma vez que se adicionou aos dois unicos vértices de
grau impar. Dessa forma podemos garantir que existe sobre um passeio
euleriano fechado , dessa forma podemos iniciar esse passeio que passa por
todas as arestas uma unica vez em e terminar também em . Retiramos entao a
aresta que criamos, voltando assim ao grafo . Podemos observar que, sendo ,
esta inteiramente dentro de e também é um passeio que passa por todas as

arestas de uma unica vez, iniciando em e terminando em .

Um questionamento semelhante ao das pontes de Kdingsberg foi proposto por
William R. Hamilton, em 1856. O Passeio Hamiltoniano € um ciclo que contém

todos os nés de um grafo.

Exemplo: na Figura 27 temos um grafo e na Figura 28 temos um ciclo

hamiltoniano nesse grafo.
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Figura 2s8: Grafo com Passeio Hamiltaniano possivel.
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Figura 29: Possivel Passeio Hamiltoniano no grafo da Figura 27.

3.3 Problemas Propostos
Problema 4. Existem lagos na Terra dos lagos. Eles estido ligados por canais
de modo que é impossivel nadar de qualquer um dos lagos para qualquer

outro. Quantas ilhas existem na Terra dos Lagos?

Problema 5. Vinte pontos estdo marcados dentro de um quadrado. Eles estao
conectados entre si por segmentos que nao se intersectam e estido conectados
com os vértices do quadrado de tal modo que o quadrado fica dividido em

tridangulos. Quantos tridngulos temos?
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Problema 6. Durante uma conferéncia, cada um de matematicos presentes
cochilaram exatamente duas vezes. Para cada par destes matematicos, houve
um momento em que ambos estavam cochilando simultaneamente. Prove que,

em algum momento, trés estavam cochilando ao mesmo tempo.

Problema 7. Todos os vértices de um grafo tém grau . Prove que o grafo

possui um ciclo.

Problema 8. Um cubo deve ser montado com pedacgos de arame; cada pedaco
de arame pode ser dobrado em torno de um vértice. No minimo quantos

pedacos de arame sdo necessarios para montar o cubo?
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4. ARVORES
4.1 Estudo sobre arvores

Um grafo é chamado arvore quando € conexo e nao contém um ciclo como

subgrafo.

Observagao: as duas propriedades que definem um grafo como arvore atuam
em sentidos opostos. A conectividade significa que ele ndo pode ter arestas “de
menos” enquanto a exclusdo de ciclos significa que ele ndo pode ter arestas
“‘demais”. Decorre da definicdo um teorema que caracteriza uma arvore como
um grafo “minimamente conexo”, ou seja, o grafo conexo com menos arestas
possivel, e “maximamente livre de ciclos”, ou seja, o grafo sem ciclos com mais

arestas possivel.

4.1.1. Teorema

(a) Um grafo é uma arvore se, e somente se, ele é conexo, mas a remogao de

qualquer de suas arestas resulta em um grafo desconexo.

(b) Um grafo é uma arvore se, e somente se, ele ndo contém ciclo, mas a

adicdo de qualquer aresta nova cria um ciclo.
Demonstracao:

(a) Suponha que ao remover uma aresta de , o grafo resultante seja conexo.
Entdo contém um caminho conectando e . Assim, o caminho e a aresta
formam um ciclo em , 0 que é absurdo, ja que ¢é uma arvore. Portanto, a

remogao de qualquer aresta de resulta em um grafo desconexo.
Seja um grafo conexo tal que a remocgao de qualquer de suas arestas resulta
em um grafo desconexo. Basta entdo mostrar que n&o contém ciclo.

Suponha que contenha um ciclo . Entdo, ao remover qualquer aresta de
obtemos um grafo conexo, o que contraria a hipotese. Portanto n&o contém

ciclos e temos que € uma arvore, o que completa a demonstracao.

(b) Seja uma arvore. Por definigdo, nao contém ciclo. Basta entdo mostrar que
a adicao de qualquer nova aresta cria um ciclo.

Suponha que a adigdo de uma nova aresta nao crie um ciclo. Entdo, ndo ha
em um caminho com extremidades e . Assim, nao é conexo, o que é absurdo,

ja que € uma arvore. Portanto, a adicdo que qualquer nova aresta cria um
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ciclo.

Seja um grafo que ndo contenha ciclo em que a adicdo de qualquer aresta

nova cria um ciclo. Vamos mostrar que € conexo.

Suponha que seja desconexo. Entdo existe um par de vértices e tais que nao
ha um caminho que os conecta. Assim, adicionando a aresta a nao temos um
ciclo, contrariando a hipotese sobre . Portanto € conexo e temos que € uma

arvore.

4.1.2. Problema 1

Determine a quantidade de arestas em uma arvore com veértices.

Resolucéo:

Utilizando a relagao de Euler,

Como , obtemos . Dai . Como se trata de uma arvore sempre temos . Segue

que .

O problema anterior € um caso particular de uma situagdo mais geral: em toda

arvore o numero de arestas € igual ao numero de vértices menos . Com efeito,

, OU

4.2 Método do crescimento de arvores

E possivel construir uma arvore a partir de um Gnico vértice e, posteriormente,
ir adicionando vértices e ligando esses vértices novos ao grafo ja existente.
Esse método é chamado de Método de crescimento de arvores. Para melhor

discorrer sobre esse método € importante o seguinte teorema.

4.2.1 Teorema

Toda arvore com pelo menos dois nds tem pelo menos dois nds de grau impar.
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Demonstracéo:

Fixe arbitrariamente um vértice de uma arvore . Iniciemos um passeio partindo
desse vértice e indo por uma das arestas e chegando nesse vértice e
continuemos esse caminho passando sempre por arestas que ainda nao
fizeram parte do passeio. Isso sera possivel até se chegar em um vértice de
grau . Como a quantidade de vértices de uma arvore é finita, chegara um
momento em que esse passeio ndo tera mais arestas para percorrer. Portanto
existe ao menos um vértice de grau um. Tomemos agora o vértice fixado e
iniciemos outro passeio por outra aresta que chega em . Se nao houver outra
aresta significa que o proprio vértice tem grau 1, logo essa arvore tem dois
vértices de grau um. Caso esse vértice tenha uma outra aresta que ndo tenha
feito parte do primeiro passeio, repetimos o processo e encontramos outro

vértice de grau um.

4.2.2 Desenvolvimento do método de crescimento de arvores

O método de crescimento de arvores pode ser resumido no seguinte algoritmo:
1° - Construa um Grafo com apenas um vértice

2° - Adicione um vértice e ligue esse vértice a um dos vértices do grafo.

3° - Repita o processo quantas vezes for necessario para construir a arvore

desejada.

4.2.3 Teorema

Todo grafo construido com o método de crescimento de arvores € uma arvore e

toda arvore pode ser obtida pelo método de crescimento de arvores.

Demonstracio:

Note que o grafo original (com um unico vértice) é conexo e ndo possui ciclos.
Tome agora um grafo qualquer que seja uma arvore. Adicionando um vértice a
e ligando-o a qualquer outro vértice de criamos um novo grafo . Primeiro
podemos garantir que é conexo, uma vez que existe um caminho de até e
existe caminho de qualquer outro vértice a (uma vez que é conexo). Podemos
observar também que possui grau e, portanto, ndo existem ciclos passando

por . Além disso, , por ser uma arvore, ndo possui ciclos, podemos garantir
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também que também ndo possui ciclos. Como estamos lidando com um grafo

conexo que nao possui ciclos, segue que esse grafo € uma arvore.

Agora vamos provar que qualquer arvore pode ser construida por meio do
método de crescimento de arvores. Para tal se inicia fazendo o caminho
inverso. Tome uma arvore qualquer. Como provado no teorema 3.1.1, toda
arvore com pelo menos dois vértices possui pelo menos dois (em particular
pelo menos um) vértices de grau impar. Escolha um desses vértices e subtraia
esse vértice e a aresta que o conecta ao restante do grafo. Fazendo isso
teremos um novo gravo . E facil perceber que esse novo grafo é uma arvore
uma vez que n&o possui ciclos (afinal ndo possui nenhum ciclo).Além disso,
também €& conexo, uma vez que, como o vértice retirado possuia grau |,
nenhum caminho que conectava quaisquer dois outros vértices foi alterado. E
possivel repetir esse processo até o momento que sé restar um unico vértice.
Note que esse método utilizado é rigorosamente o contrario do método de
crescimento de arvores. Portanto para construir a arvore pelo método do
crescimento de arvores basta remonta-la realizando rigorosamente o caminho

contrario ao método utilizado para destruir a arvore.

4.3 Contagem de Arvores

Para entendermos a dificuldade de otimizacdo em arvores é fundamental
primeiro entendermos quantas arvores existem sobre vértices, afinal, caso
essa quantidade de arvores seja relativamente pequena bastaria comparar

todas elas e destacar a melhor.

Porém, antes de obter a quantidade de arvores sobre vértices é preciso balizar
algumas discussdes. Por exemplo: os grafos e apresentados nas figuras 29 e

30 respectivamente sdo iguais?
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Figura 30: Grafo .

Figura 31: Grafo .

55



N&o é dificil observar que existe entre e um isomorfismo. Portanto é plausivel

aceitar que ambas as arvores sao, na verdade, iguais. Entretanto se

considerarmos cada vértice como uma cidade, essas duas arvores e se

mostrariam diferentes, como mostram as figuras 31 e 32.

Figura 32: Grafo .
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Figura 33: Grafo .

Agora é possivel observar que os dois grafos sédo diferentes. No primeiro temos
, Ja no segundo temos , portanto a aresta presente em nao se encontra
presente em e a aresta presente em n&o esta presente em . Nesse caso

esses dois grafos séo diferentes.

Dessa forma devemos separar os dois tipos de arvores para conseguirmos
contar da forma mais adequada. Chamaremos entdo as arvores nas situacoes
das figuras 29 e 30, quando elas sdo consideradas iguais, ou seja, quando
arvores isomorfas sao consideradas iguais, de arvores néo rotuladas. Arvores

nao rotuladas sdo aquelas que nao se rotula — ndo se da nome — aos vértices.

Ja nas situagdes das figuras 31 e 32, ou seja, quando discriminamos e damos
nome aos vértices — rotulamos os vértices — chamamos essas arvores de

arvores rotuladas.

4.3.1 Problema 3

Construa todas as arvores nao rotuladas sobre ,, e vértices.
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Resolucgao:

Seguem as respostas nas figuras 33, 34, 35 e 36.

Figura 34: Arvores ndo-rotuladas sobre vértices.
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Figura 3s: Arvores ndo-rotuladas sobre vértices.

Figura 36: Arvores ndo-rotuladas sobre vértices.
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Figura 37: Arvores ndo-rotuladas sobre vértices.

Note que existe apenas uma arvore

4.3.2 Teorema de Cayley

Seja um numero inteiro maior que . O numero de arvores rotuladas sobre n
vértices, com é .

A prova desse teorema foge ao escopo dessa dissertacdo, porém esse
resultado sera extremamente importante para o desenvolvimento do préximo

capitulo.

4.3.3 Problema 4

Encontre o numero de arvores rotuladas de vértices.

Resolucéo:
Pelo teorema de Cayley podemos saber que o numero de arvores rotuladas

sobre vértices — chamemos de — é dado por:
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4.4 Exercicios Propostos

Problema 5. Prove que, em qualquer arvore que possui pelo menos uma
aresta, existe um vértice que é extremidade de exatamente uma aresta

(chamamos esse vértice de folha).

Problema 6. Um pais tem cidades. Cada uma delas esta ligada a cada uma
das outras por uma unica estrada. Qual o numero maximo de estradas que
podem ser fechadas de modo que uma pessoa ainda possa sair de qualquer

cidade e chegar a qualquer outra, ainda que passe por cidades intermediarias?

Problema 7. Encontre todas as arvores ndo rotuladas sobre vértices

Problema 8. Calcule o numero de arvores rotuladas sobre vértices.

Problema 9. Calcule o numero de arvores rotuladas sobre vértices.
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5. OTIMIZAGAO

Chamamos de otimo toda arvore ou todo ciclo onde a soma dos custos de suas
arestas seja 0 menor possivel dentre todas as arvores ou ciclos sobre os

mesmos vértices.

5.1 Otimizacao em arvores

Em um determinado estado existem cidades. Devido a constantes problemas
de acidentes e estradas esburacadas, o governo desse estado decidiu refazer
toda malha rodoviaria desse estado. Naturalmente todas as cidades devem
estar conectadas por essa nova malha rodoviaria, ou seja, considerando as
estradas como arestas e as cidades como os vértices podemos considerar
esse grafo conexo. Ao mesmo tempo o ideal é gastar o minimo possivel, dessa
forma, quanto menos estradas construirmos, ou seja, quanto menos arestas

tivermos, mais barato sera essa malha rodoviaria.

Como ja sabemos, o grafo conexo sobre n vértices que possui 0 menor numero
de arestas € uma arvore, que vai possuir arestas. Fica claro entdo que, para
que possamos encontrar a maneira de gastar o minimo possivel para conectar

essas cidades € encontrar uma arvore que custe o minimo possivel.

Porém, ainda que se tenha reduzido o problema para encontrar a menor arvore
possivel essa pode nao parecer em um primeiro momento uma tarefa facil. Se
esse estado tiver, por exemplo, cidades, pelo Teorema de Cayley, o numero
possivel de arvores sera , ou seja, cem milhdes de arvores possiveis.
Conseguindo analisar uma arvore construida por minuto, esse estado gastaria
mais de anos para conseguir escolher a melhor forma de construir essa malha
rodoviaria. E isso lidando com um estado com cidades. A critério de
comparagao, o estado brasileiro que possui 0 menor niumero de municipios é o
estado de Roraima, com municipios. Em Roraima o numero de arvores a se
analisar seria de . Se o0 governo de Roraima gastasse um segundo para
analisar cada arvore, ele precisaria de mais de de anos para decidir qual
malha rodoviaria construir. Agora, se cada um dos mais de habitantes
ajudasse nessa conferéncia seriam necessarios quase anos. Naturalmente,

analisar cada arvore se torna absolutamente inviavel.
Como nao é possivel em tempo viavel fazer a analise de todas as arvores em
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tempo habil, o governante decide que quer inaugurar o maximo de obras
possivel. Dessa forma assim que ele tiver dinheiro para construir a estrada
mais barata ele manda construir. Depois ele constroi a segunda mais barata e
assim sucessivamente sempre tomando cuidado para evitar ciclos. Citaremos
um exemplo de um pais com um estado chamado hipotético que possui cinco
cidades, as cidades ,,, e, como mostra a Figura 37. Certamente para saber
qual € a “melhor” estrada a se construir temos que saber o custo de se
construir as estradas que liguem duas cidades. Esse trabalho, porém, é
destinado aos engenheiros. O trabalho do matematico € apenas dizer qual
estrada construir. Tome entdo os custos das estradas que conectam duas
cidades discriminados na tabela abaixo. Considere que a estrada conecta a
cidade A a cidade , a estrada conecta a estrada a estrada , e assim

sucessivamente.

A B
@ a8

Figura 3s: Estado Hipotético.

Tabela 3: Custo das estradas no Estado Hipotético.

Estrada | Custo
AB 34
AC 65
AD 76
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AE
BC
BD
BE
CD
CE
DE

39
19
23
25
47
97
12

Quando o governo inicia a construgdo das estradas a situagdo se mostra até
bem “tranquila”. Ele constréi as trés estradas mais baratas, que sido as
estradas , e , como mostra a Figura 38. Mas se mantivéssemos essa
sequéncia de sempre construir a estrada mais barata construiriamos em
seguida a estrada , como mostra a Figura 39. Essa construgéo, porém, impede
que se faca a melhor arvore, afinal com a estrada é construido um ciclo. Dessa
forma descartamos a constru¢cdo dessa estrada e partimos para construir a

estrada seguinte na ordem da mais barata para a mais cara, resultando no

grafo da Figura 40.

A
@

Figura 39: Estado Hipotético depois da construgdo das trés primeiras estradas.
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D

Figura 40: Como ficaria a malha rodoviaria no estado Hipotético se construisse

a quarta estrada mais barata.

A B
@

D

Figura 41: Como realmente fica a malha rodoviaria do Estado Hipotético.

65



Agora, sera que esse método realmente seria a melhor maneira de construir
essa malha rodoviaria? Embora pareca sem um critério matematico
fundamentado, iremos provar a seguir que esse de fato esse método,
conhecido como Algoritmo de Kruskal ou Algoritmo Guloso € o que constroi a

arvore mais barata possivel.

5.1.1 Teorema do Algoritmo de Kruskal ou Algoritmo Guloso

A arvore obtida pelo Algoritmo de Kruskal (ou Algoritmo Guloso) é a arvore

otima.

Demonstracéo:

Tome o grafo que se diz mais barato sobre os n veértices que n&o tenha sido
construido a partir do Algoritmo Guloso. Agora iniciamos o método de
construgcédo da arvore 6tima pelo Algoritmo Guloso, criando o grafo . Imagine
agora como a primeira aresta construida pelo Algoritmo Guloso que nao faga
parte de , ou seja, € a aresta mais barata que pertence a mas nao pertence a .
Coloque entdo no grafo . Naturalmente, como é uma arvore, o acréscimo da
aresta vai formar um ciclo. Podemos também garantir que esse ciclo nédo esta
completamente contido em , afinal € uma arvore. Dessa forma garantimos que
existe uma aresta v que pertenga a mas ndo pertenca a . E facil perceber
também que o custo de é maior ou na melhor das hipéteses igual ao de , uma
vez que nao foi escolhida na hora da confecg¢ao de . Dessa forma, subtraindo a
aresta e deixando a aresta estamos criando assim o grafo . Como trocamos
em uma aresta por outra de valor menor ou igual, podemos garantir que o
custo de é menor ou igual ao custo do grafo . Repetindo esse processo
quantas vezes for necessaria chegaremos a conclusdo que o grafo seguinte
sempre tera um valor menor ou igual ao grafo anterior. Claramente apds o
ultimo estagio de troca de arestas o grafo que iremos encontrar € justamente o
grafo . Portanto podemos garantir que o grafo tem custo menor ou igual a
qualquer que seja o grafo . Portanto ¢é a arvore 6tima (talvez ndo a unica, mas

de fato € uma das).

Embora o Algoritmo de Kruskal se mostre um método bem atrativo tanto por

sua facilidade na compreensao quanto por sua eficiéncia, ele ndo pode ser

66



utilizado para a construgéo do ciclo 6timo. Para exemplificar esse fato vamos
tentar encontrar o ciclo 6timo considerando os vértices mostrados na figura 41
e considerando que o custo de uma aresta corresponde ao seu tamanho.
Teremos entdo na Figura 42 o ciclo obtido pelo Algoritmo Guloso. Ja na figura

43 teremos o ciclo 6timo.

B
@
A
o
D
o
@
C
Figura 42: Vértices para se obter um ciclo étimo.
B

C

Figura 43: Ciclo obtido pelo Algoritmo Guloso.
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Figura 44: Ciclo Otimo.

Ainda que nao seja valido para ciclos, o Algoritmo Guloso ainda € bem util para
a construcao da melhor arvore. Mas seria esse o Unico método para se obter a
arvore 6tima?

Imagine agora que esse estado Hipotético tenha passado por uma séria crise
financeira, e com isso elegeu um governo com a promessa de contencédo de
gastos. Ainda que haja essa crise foi verificada a urgente necessidade de se
refazer a malha rodoviaria do estado. Como o governante ndo sabia que o
Algoritmo de Kruskal dava a arvore mais barata, ele decidiu evitar de fazer as
estradas caras. Dessa forma ele enumeraria as estradas da mais cara para a
mais barata e iria excluir a possibilidade de construcdo das mais caras o
quanto fosse possivel. Na situagcdo do estado Hipotético ele excluiria as
estradas , ,, e, nessa ordem. Porém a estrada mais cara seguinte seria a .
Mas se ele impedir construgcdo da estrada a cidade ficaria desconexa das
demais cidades, portanto a estrada seria construida. Ele segue essa logica até

construir a malha rodoviaria do estado.

5.1.2 Problema 1

Prove que esse governo que tem por objetivo conter gastos também construira

a malha rodoviaria 6tima.
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Resolucgao:

A prova dessa afirmacao se assemelha muito a prova do Algoritmo de Kruskal.

Tome o grafo que se diz mais barato sobre os vértices que nao tenha sido
construido a partir do meétodo proposto. Agora iniciamos o método de
construgédo da arvore 6tima pelo método proposto, criando o grafo . Imagine
agora como a primeira aresta construida por este método que néo faga parte
de , ou seja, € a aresta mais barata que pertence a mas néo pertence a .
Coloque entdo no grafo . Naturalmente, como €& uma arvore, o acréscimo da
aresta vai formar um ciclo. Podemos também garantir que esse ciclo n&o esta
completamente contido em , afinal € uma arvore. Dessa forma garantimos que
existe uma aresta que pertenca a mas ndo pertenga a . E facil perceber
também que o custo de é maior ou na melhor das hipéteses igual ao de , uma
vez que foi excluida na hora da confec¢cdo de . Dessa forma, subtraindo a
aresta e deixando a aresta estamos criando assim o grafo . Como trocamos
em uma aresta por outra de valor menor ou igual, podemos garantir que o
custo de ¢é menor ou igual ao custo do grafo . Repetindo esse processo
quantas vezes for necessaria chegaremos a conclusdo que o grafo seguinte
sempre tera um valor menor ou igual ao grafo anterior. Claramente apos o
ultimo estagio de troca de arestas o grafo que iremos encontrar € justamente o
grafo . Portanto podemos garantir que o grafo tem custo menor ou igual a
qualquer que seja o grafo . Portanto é a arvore 6tima (talvez ndo a unica, mas

de fato € uma das).

Voltando a discussao de se encontrar o ciclo mais barato possivel sobre
vértices, um importante problema nessa parte de otimizagdo que este capitulo

discute é o Problema do Caixeiro Viajante.

Basicamente esse problema consiste em um vendedor ambulante que quer
viajar por cada uma das cidades onde atua e posteriormente voltar para casa.
Ao mesmo tempo, quanto menos esse vendedor andar melhor vai ser para
seus lucros. Portanto esse problema consiste em achar o caminho 6timo entre
as n cidades e posteriormente voltar para casa, ou seja, encontrar o ciclo 6timo

nesse estado, considerando as cidades como os vértices do grafo.
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5.2 Problema do Caixeiro Viajante

Se observarmos a situagdo, o problema do caixeiro viajante esta intimamente
ligado aos ciclos hamiltonianos. Fica claro também que, se um grafo com
arestas possui algum ciclo hamiltoniano, entdo o passeio mais curto passa por
vértices. Entretanto caso no grafo ndo haja um ciclo hamiltaniano o numero de
arestas que o passeio mais curto vai precisar passar € de arestas. Existem
alguns algoritmos que possam resolver esse problema, entretanto nenhum
deles é tao elegante, simples e eficiente quanto o algoritmo guloso é para a

construcao da arvore 6tima, portanto eles fogem do escopo desse projeto.
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Traremos entdo um algoritmo que seja mais simples de acompanhar e que,
embora ndo nos dé o ciclo 6timo, nos traz um ciclo “n&do tdo ruim”, mas esse
algoritmo so6 sera valido em grafos que respeitem a desigualdade triangular, ou
seja, se € a aresta que liga o vértices e, se é a aresta que liga os vértices e
e a aresta que liga os vértices e, . Como ja vimos anteriormente, o Algoritmo
Guloso nao é suficiente para a construgao de um ciclo 6timo, porém ele pode
nos ajudar a obter esse ciclo “ndo tdo ruim”. Tome um grafo onde é valida a
desigualdade triangular. Naturalmente esse grafo vai possuir uma arvore 6tima.
Vamos chamar de o custo dessa arvore. Uma possivel solugido seria passear
por toda a arvore afim de visitar todos os vértices possiveis, conforme mostra a
Figura 44.
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Figura 45: Uma arvore 6tima.

Claramente esse passeio mostrado na Figura 44 visita todas as cidades
passando por cada estrada mais de uma vez, além de visitar algumas cidades
mais de uma vez também. Porém embora isso parega um problema, na
verdade auxilia a encontrar um ciclo ainda mais barato, uma vez que atalhos
podem ser construidos nessa volta, como por exemplo o atalho mostrado na
Figura 45.
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Figura 46: Primeiro passo do Algoritmo de Atalho de Arvore.

Podemos repetir esse processo ainda algumas vezes afim de encurtar ainda

mais a nossa volta. O resultado dessa repeticdo é possivel ser visto na Figura

46.
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Figura 47: Resultado do Algoritmo de Atalho de Arvore.

5.2.1 Teorema

Se os custos em um Problema do Caixeiro Viajante satisfazem a desigualdade
triangular, entdo o Algoritmo de Atalho de Arvore encontra uma volta que custa

menos de duas vezes a volta 6tima.

Demonstracao

O custo do passeio ao redor de toda a arvore 6tima é exatamente duas vezes o
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custo total dessa arvore . Como é valida a desigualdade triangular podemos
garantir que, quando fazemos atalhos encurtamos nosso passeio. Portanto
garantimos que o custo do ciclo obtido pelo Algoritmo de Atalho de Arvore ndo
€ maior que duas vezes mais caro que a arvore 6tima. Mas sabemos também
que o custo da volta 6tima €, necessariamente, maior que o custo da arvore
6tima, afinal tirando-se uma aresta do ciclo 6timo vocé reduz o custo dessa
aresta e também obtém uma arvore, ne necessariamente nao custa menos que
a arvore 6tima (na melhor das hipoteses ela pode ter o mesmo custo da arvore

otima, ou seja, ser a arvore 6tima). Portanto temos:

Logo garantimos que o custo do ciclo obtido pelo Algoritmo de Atalho de Arvore

tem custo menor que o dobro da volta étima.

5.3 Problemas Propostos

Problema 2: Imagine um estado onde governos que defendem que as
estradas devam ser construidas logo e governos que defendem a contengao de
gastos vencem eleigcbes de maneira imprevisivel, ou seja, a qualquer momento
na constru¢do da malha rodoviaria pode ser utilizado o Algoritmo Guloso ou o
método de eliminagdo das arestas mais caras. Prove que ainda assim o custo

da construcido dessa malha rodoviaria sera o0 minimo possivel.

Problema 3: Se a sede do governo é a cidade , entdo muito provavelmente a
primeira estrada a ser construida sera a linha mais barata a partir de (para
alguma cidade , digamos), dai a estrada mais barata que conecte a cidade ou
a cidade a uma outra, e assim sucessivamente. Mostre que ainda assim a

malha rodoviaria construida sera a mais barata possivel.

Problema 4: Formule como o governo que evita as estradas mais caras
construiria um ciclo através de todas as cidades. Mostre por meio de um

exemplo que esse governo nem sempre obtém a solugdo mais barata.

Problema 5: A volta mostrada na Figura 46 € a mais curta possivel?
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Problema 6: Prove que se todos os custos sdo proporcionais as distancias,

entdo a volta mais curta ndo pode intersectar a si préopria.

Problema 7: Prove que se o custo de todas das arestas é diferente, entao

existe apenas uma arvore mais barata.

Problema 8: Descreva como vocé pode encontrar a arvore geradora mais

barata para a qual seja minimo:
a) O produto dos custos das arestas.

b) O maximo dos custos das arestas.

Problema 9: Encontre a volta mais curta através dos pontos de uma grade

quadrada de ordem:
a)
b)
c)

d)

Problema 10: Mostre por meio de um exemplo que se ndo é assumida a
desigualdade triangular, entdo a volta encontrada pelo Algoritmo de Atalho de

Arvore pode ser mais longa que 1000 vezes a volta 6tima.
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6. CONSIDERAGOES FINAIS

Teoria dos Grafos € um tema pouco trabalhado na educagcdo como um todo,
mas pode ser utilizado como um bom gatilho para que os estudantes passem a
sentir prazer no estudo de matematica. Este trabalho apresenta um estudo
pratico que pode ser utilizada para o desenvolvimento de desafios em sala e
estimulando a competitividade sadia e o trabalho em equipe por parte dos

alunos.

Sabemos que a implementagdo desse conteudo no ensino basico se mostra
complicada por dois principais pontos: o enrijecido curriculo basico que traz
uma quantidade enorme de conteudo para ser trabalhado em um periodo curto
e o proprio desconhecimento por parte dos professores do assunto de grafos.
Porém, essa dissertacdo procura mostrar que o conteudo base para grafos
envolve conceitos ja ensinados no ensino fundamental e, portanto, rapidos
cursos complementares — que podem ser assegurados aos professores por
meio da formagdo continuada — podem servir de momentos para a
especializacido acerca desse conteudo, possibilitando assim o acesso aos
professores ao tema. Dentro de pouco tempo, entdo, poderemos introduzir

grafos no ensino basico.

Assim, essa dissertacdo apresenta uma proposta, tanto para os construtores
do curriculo basico quanto para os autores de livros didaticos, de iniciar um
processo de inclusdo desse conteudo, ainda que como curiosidade, para que
assim o estudante esteja mais interessado no aprendizado de matematica e

mais preparado para resolver problemas praticos do cotidiano.

77



7. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Acusacgao representada por grafos, disponivel em
https://ogimg.infoglobo.com.br/in/20110516-2da-989/FT1086A/420/xlula-
info.jpg.pagespeed.ic.LFYEXYYESv.jpg, acessado em 11/05/2018.

BRASIL/MEC. Parametros Curriculares Nacionais: Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias. Brasilia: MEC; SEMTEC, 2002.

Cidade de Kdingsberg, disponivel em
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5d/Konigsberg bridges.png,
acessado em 11/05/2018.

Circuito elétrico com representagao inspirada em grafos, disponivel em
https://3.bp.blogspot.com/_yhcFVbOusrM/TJJSOe3V8ol/AAAAAAAABXE/hcaOl
2S1QNY/s320/resistores.png, acessado em 11/05/2018.

ESPIRITO SANTO/SEDU. Curriculo Basico Escola Estadual: Area de Ciéncias
da Natureza, Matematica. Vitéria: SEDU, 2009.
FOMIN, Dimitri & GENKIN, Sergei & ITENBERG, llia. Mathematical Circles

(Russian Experience). American Mathematical Society. Mathematical World,
Volume 7, 1996.

L. Lovasz, J. PeliKan e K. Vesztergombi: Matematica Discreta. 2013.

Molécula representada como Grafo, disponivel em
https://thumbs.dreamstime.com/b/forma% C3%A7%C3%A30-da-mol
%C3%A9cula-5217666.jpg, acessado em 11/05/2018.

Pesquisa Operacional Il - Teoria dos Grafo.

http://www.pucrs.br/ciencias/viali/graduacao/po_2/material/laminas/grafos/TF_0

1.pdf, acessado em 11/05/2018.

Problema dos 4 cavalos A, disponivel em

http://www.cienciahoje.orqg.br/uploads/ckeditor-ckfinder-

integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg, acessado em
11/05/2018.

Problema dos 4 cavalos B (adaptada), disponivel em

http.//www.cienciahoje.orqg.br/uploads/ckeditor-ckfinder-

integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg, acessado em
11/05/2018.

78


http://www.cienciahoje.org.br/uploads/ckeditor-ckfinder-integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg
http://www.cienciahoje.org.br/uploads/ckeditor-ckfinder-integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg
http://www.cienciahoje.org.br/uploads/ckeditor-ckfinder-integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg
http://www.cienciahoje.org.br/uploads/ckeditor-ckfinder-integration/uploads/images/2016/03/1355042568image_mini.jpg
http://www.pucrs.br/ciencias/viali/graduacao/po_2/material/laminas/grafos/TF_01.pdf
http://www.pucrs.br/ciencias/viali/graduacao/po_2/material/laminas/grafos/TF_01.pdf
https://thumbs.dreamstime.com/b/forma%C3%A7%C3%A3o-da-mol%C3%A9cula-5217666.jpg
https://thumbs.dreamstime.com/b/forma%C3%A7%C3%A3o-da-mol%C3%A9cula-5217666.jpg
https://3.bp.blogspot.com/_yhcFVb0usrM/TJJSOe3V8oI/AAAAAAAABxE/hcaOI2S1QNY/s320/resistores.png
https://3.bp.blogspot.com/_yhcFVb0usrM/TJJSOe3V8oI/AAAAAAAABxE/hcaOI2S1QNY/s320/resistores.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5d/Konigsberg_bridges.png
https://ogimg.infoglobo.com.br/in/20110516-2da-989/FT1086A/420/xlula-info.jpg.pagespeed.ic.LFY6XYYESv.jpg
https://ogimg.infoglobo.com.br/in/20110516-2da-989/FT1086A/420/xlula-info.jpg.pagespeed.ic.LFY6XYYESv.jpg

Propaganda de rede social representando conexdes entre pessoas como grafo,
disponivel em htitps://static.xx.fbcdn.net/rsrc.php/v3/yc/r/GwFs3_KxNjS.png,
acessado em 11/05/2018.

79


https://static.xx.fbcdn.net/rsrc.php/v3/yc/r/GwFs3_KxNjS.png

8. ANEXO - RESOLUGCAO DOS EXERCICIOS
Capitulo 2
Problema 8

Claramente isso se trata de uma arvore. Como temos cidades, ou seja,

vértices, serdo necessarias estradas, ou seja, arestas.

Problema 9

Considere cada pessoa um vértice e, se duas pessoas se conhecem entre

seus vértices sao formadas arestas.

a) Nao, pois para satisfazer essa condi¢gdo deveriamos ter arestas, o que é

impossivel uma vez que a quantidade de arestas € um numero natural.

b) Sim, basta haver um total de arestas.

Problema 10

Se enumerarmos o tabuleiro ficaremos com a distribuicao abaixo:

1

2

4

S

6

3

9

10

11

12

Facilmente percebemos que podemos representar os possiveis passeios do

cavalo com o grafo abaixo:
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Portanto € sim possivel um caminho que passe por todas as casas uma vez e

volte para a casa de onde saiu.

Problema 11

200 estradas.

Problema 12

Certamente pelo menos uma das pontes esta ligando alguma das ilhas a terra

firme, afinal o nUmero de vértices de grau impar em um grafo é sempre par.

Problema 13

Sendo cada pessoa um veértice e cada aperto de m&o uma aresta que liga duas
pessoas, uma pessoa que tenha apertado maos uma quantidade impar de
vezes € 0 mesmo que um vértice de grau impar, portanto, como a quantidade

de vértices impares tem que ser par, a quantidade de pessoas que apertaram
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maos uma quantidade impar de vezes é par.

Problema 14

Se fosse possivel retirar essa aresta duas opgdes surgiriam: ou ela estaria
ligada a dois veértices com grau igual e, consequentemente, cada uma das
componentes conexas teria um numero impar de vértices de grau impar, o que
€ impossivel. Caso contrario s6 uma das componentes teria um vértice de grau

dois, o que impediria as duas componentes de serem isomaorficas.

Capitulo 3
Problema 4

Nessa situagdo podemos considerar os lagos como vértices, 0s canais como
arestas e as ilhas como regides. Assim: e . Pela formula de Euler . Dai tiramos
gue o numero de regides € 5. Mas temos que uma das regides é o continente,

logo o numero de ilhas € quatro.

Problema 5

Neste caso podemos considerar como vértices do grafo os vértices do
quadrado mais os pontos adicionados, os seguimentos de reta serdo nossas
arestas e, por fim, cada triangulo mais a regidao externa ao quadrado serao
nossas regides. Podemos observar aqui que cada aresta limita exatamente
duas regides, logo, se somarmos a quantidade de arestas de cada regiao
teremos exatamente o dobro da quantidade de arestas do grafo. Como temos
todas as regides com trés arestas a excegao da regido externa que possui
quatro, podemos afirmar que . Ja sabemos também que o numero total de

vértices . Assim sendo, utilizando a formula de Euler:

Resolvendo essa conta temos . Nesse ponto é importante lembrar que uma

das regides ¢é a regido externa, logo teremos 42 triangulos.

Problema 6
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Para facilitar o argumento, imaginemos um cochilo como algo instantaneo (o
que, na pratica, ndo corresponde a verdade). Consideremos o grafo cujos
vértices sdo os 10 cochilos e tal que dois vértices estdo conectados por uma

aresta se os cochilos correspondentes sao simultaneos.

Como séao 10 vértices e 10 arestas, este grafo ndo pode ser uma arvore, logo
deve ter um ciclo. Um ciclo tem pelo menos trés vértices, os quais n&do podem
ter dois cochilos (vértices) de um mesmo matematico, pois cochilos diferentes
de um mesmo matematico ndo sdo simultdneos. Logo, este ciclo representa
um momento em que pelo menos trés matematicos estavam cochilando

simultaneamente.

Problema 7
Se o grau de cada vértice € 3, temos que a quantidade de arestas € dada por:

Aplicando a férmula de Euler:

Como € um numero natural, temos que a quantidade de regides no grafo é

superior a 2. Dessa forma garantimos que ha ao menos um ciclo no grafo.

Problema 8

Se observarmos, considerando o cubo como um grafo percebemos que nesse
grafo existem 8 vértices de grau impar. Dessa forma, como um vértice de grau
impar deve ser inicio ou final de um passeio euleriano, precisariamos de ao
menos 4 passeios para passear por todos os vértices. Dessa forma seriam

necessarios 4 pedacos de arame.
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Capitulo 4

Problema 5

Comece um caminho a partir de um vértice arbitrario, seguindo por qualquer
aresta. Se essa aresta que escolhemos primeiro chegar em um vértice de grau
um teremos ai nossa folha. Caso contrario continua-se o caminho. Podemos
observar que ndo poderemos visitar vértices ja visitados (caso isso fosse
possivel isso mostraria que esse grafo possui um ciclo, portanto ndo seria uma
arvore). Como o grafo possui uma quantidade finita de vértices — digamos n
vértices — naturalmente chegara um momento que ele ndo podera mais visitar

nenhum vértice, logo esse ultimo vértice visitado sera uma folha.

Problema 6

E facil ver que estamos lidando com um grafo completo de 30 vértices.
Portando o numero total de arestas & arestas, ou, no caso, 435 estradas.
Também é facil ver que, ao tirarmos o maximo de estradas possivel o que
restara sera uma arvore, ou seja, sobrardo arestas, ou estradas. Como haviam

435 estradas e sobraram 29 estradas, foram retiradas estradas.

Problema 7
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Problema 8

Pelo Teorema de Cayley
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Problema 9

Pelo Teorema de Cayley

Capitulo 5

Problema 2

Se observarmos os dois governos constroem exatamente as mesmas rodovias,
apenas em uma ordem diferente. O governo que utiliza o algoritmo guloso
constréi da mais barata para a mais cara, j4 o que constroi pelo método de
exclusdo das arestas mais caras constroi da aresta mais cara para a mais
barata. Portanto, construir a aresta mais barata ndo modifica a ordem das
arestas 6timas mais caras, assim como construir as arestas mais caras nao
modifica a ordem das arestas mais baratas. Portanto ambos os métodos

chegarao ao mesmo resultado.

Problema 3

Quando se constréi primeiro uma aresta que estda passando por um
determinado vértice vocé sé estda mudando a ordem de construgéo, afinal, pelo
algoritmo guloso, vocé sempre tem que construir a aresta mais barata, a ndo
ser que ela forme algum ciclo. Como se estara criando a primeira aresta ali

certamente essa primeira aresta nao formara um ciclo.

Problema 4

O governo que evita as arestas mais caras vai iniciar excluindo as arestas mais
caras até que reste sobre um vértice apenas duas arestas a serem construidas.
Ele entdo constrdi a mais cara das duas e posteriormente a mais barata. Entao
ele comega a analisar apenas as arestas que passam por esses dois vértices e
vai eliminando as mais caras até que seja possivel construir alguma aresta sem

formar ciclos. Entdo ele mantém essa construgdo sempre construindo uma
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nova aresta nas pontas (ou seja, nos vértices que estdo com grau um). Quando
nao for mais possivel construir duas arestas sem produzir ciclos ele conecta os

dois vértices de grau um que tem.

Tome os vértices ,, e. Seja o custo, e . Pelo método da exclusédo das arestas
mais caras o ciclo construido seria enquanto o ciclo mais barato dessa

situacao é .

Problema 5

Nao pois ela intersecta a si propria

Problema 6

Substituindo duas arestas que se intersectam por duas arestas ligando dois-a-
dois os mesmos 4 vértices de modo diferente, o passeio formado € menor

devido a desigualdade triangular.

Problema 7

Suponha existir duas arvores mais baratas diferentes G e G’ sobre 0 mesmo
conjunto de vértices onde todas as arestas tem custos diferentes. Seja a arvore
G obtida pelo algoritmo guloso. Tome agora a aresta u como a aresta mais
barata que pertence a G mas nao pertence a G'. Construa u em G'.
Certamente, nesse ponto, G’ passara a ter um ciclo. Sobre esse ciclo existira
alguma aresta v mais cara que u (caso contrario ela teria sido construida pelo
algoritmo guloso). Retirando-se agora a aresta v da nova arvore G” obtido
naturalmente sera mais barato que a arvore G’, pois u é mais barato que v.

Assim sendo G’ ndo é a arvore mais barata, logo chegamos a um absurdo.

Problema 8

a) Quanto menor for o valor das arestas menor sera o produto dos valores.
Assim sendo a melhor maneira de se construir a arvore cujo produto dos
valores das arestas seja minimo é construindo a arvore através do algoritmo
guloso.

b) Pelo algoritmo da eliminacdo das arestas mais caras obtemos a aresta
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menos cara possivel que deve ser construida.

Problema 9

a)
] [
@ & @

b)
o 0 o 0
] o (] (]
] o—0 o
@ @ @ @

c)
o @] oD
o (] o
o ] o
] @ @ [ ]
@ & @ & @
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d) Para tal basta passear pelas bordas, reduzindo assim o numero de vértices
de maneira organizada.

Problema 10

Para isso € s6 imaginar que a aresta construida no atalho custe 1000 vezes a

soma de todas as demais arestas que podem ser construidas.
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