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RESUMO

A presente pesquisa visa propor uma apresentacdo do que € fungao cadtica
numa linguagem acessivel aos alunos do ensino médio. A Base Nacional Curricular
Comum (BNCC) do Ensino Médio, aprovada em 4 de dezembro de 2018, afirma
que, dentre algumas competéncias que os alunos necessitam desenvolver ao longo
da vida escolar, estd a de saber manipular conceitos e procedimentos matematicos,
trazendo a matematica para aplicacdes mais proximas da realidade. Tendo por base
que algumas fung¢des sdo utdpicas e que dificilmente encontrar-se-ia na prética,
decidiu-se, entdo, apresentar para professores do ensino médio, um tipo de funcao
que vem sendo cada dia mais utilizada, desde a quantificacao de poluentes no ar a
em estabilidade de plataformas petroliferas e até mesmo em estudos de problemas
cardiacos, a fung¢ao cadtica.

Palavras-chaves: Ensino Médio. Teoria do Caos. Edward Lorenz. Representagcdes
de quantidades. Sistema bindrio. Funcao cadtica. Relag¢ao presa-predador.



ABSTRACT

This research has the purpose to present what is chaotic function in a language
accessible to high school students. The National Common Curriculum Base “Base
Nacional Curricular Comum” (BNCC) of High School, approved on December
4, 2018, states that, among some skills that students need to develop throughout
school life, it is manipulating mathematical concepts and procedures, bringing
mathematics for applications closer to reality. Based on the fact that, some functions
are utopian and that hardly ever would be found in practice, it was decided to present
to high school teachers a type of function that has been increasingly used since the
quantification of pollutants in the air, as in stability of oil rigs and even in studies of
heart problems, the chaotic function.

Keywords: High School. Chaos Theory. Edward Lorenz. Quantity Representations.
Binary System. Chaotic Function. Predator-Prey Relationship.
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1 INTRODUCAO

De acordo com PESSANHA (1999), em [21], Demdcrito (460-370 a.C.) sugeria que
tudo o que existia era constituido por infinitos &tomos de diversos formatos, movendo-se ao
acaso e se chocando. Sensa¢des como frio e calor, ou estados da matéria — sélido, liquido e
gasoso — sao provenientes das agitagcdes moleculares. Assim, de certo modo, pode-se pensar que

tudo esta em movimento.

Desde a antiguidade, na época dos Pré-Socrdticos, varios filésofos perceberam tais

movimentos e tentaram explica-los.

Segundo NICOLA (2005), em [20], Her4clito de Efeso (cerca de 540-480 a.C.) foi um
filésofo que tinha a necessidade de entender a esséncia do mundo, que diante do problema de
se o mundo € estdvel ou esta suscetivel a alguma transformacao, conclui que tudo flui e nada

permanece.

Provavelmente, foi ao refletir sobre a propria existéncia que ele elaborou
sua doutrina mais conhecida, que pode ser resumida na formula pdnta rhei:
"tudo flui". De fato, Herdclito permaneceu na historia como o filosofo do
devir, mas a critica contempordnea ja demonstrou que essa interpretacdo é
redutiva: sob as aparéncias mais mutdveis, ele entrevé uma lei, um principio
unitdrio. Essa lei de interdependéncia dos contrdrios, segundo o qual cada
par de opostos forma uma indivisivel unidade, é o Logos, a razdo que governa
todas as coisas.(NICOLA, 2005, em [20], p. 17)

Segundo ABRAO (2004), em [1], Parménides (c.540-450 a.C.), de maneira oposta a He-
réclito, buscou extinguir tudo que era varidvel, e Zendo, seu discipulo, movido pelo extremismo,

acreditava que o movimento ndo existia.

Uma flecha, para atingir o alvo, ocupa a cada momento da trajetoria um espagco
igual a si mesma. Ou seja: a cada momento ela estd parada. O movimento
da flecha seria a soma de momentos em que estd imovel, o que é absurdo. O
movimento é assim uma ilusdo, ..." (ABRAO, 2004, em [1], p. 33)

Conforme PESSANHA (1999), em [21], Aristételes (384-322 a.C.) buscou um equilibrio
entre as ideias de Herdclito e Parménides, criando uma correspondéncia entre o que € e o que

pode ser.

"..: ser ndo é apenas o que jd existe, em ato; ser é também o que pode ser,
a virtualidades, a poténcia. Assim, sem contrariar nenhum principio logico,
poder-se-ia compreender que a substdncia apresentasse, num dado momento,
certas caracteristicas, e noutra ocasido manifestasse caracteristicas diferentes:
[...]. E essa passagem da poténcia ao ato é o que constitui, segundo a teoria de
Aristoteles, o movimento.” (PESSANHA, 1999, em [21], p. 23)
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A partir desses indicios, pode-se concluir que, durante anos, pessoas observaram os

movimentos e intentaram prevé-los.

Devemos, portanto, considerar o estado presente do universo como o efeito de
seu estado anterior e como a causa daquele que seguird [...] Uma inteligéncia
que, para um instante dado, conhecesse todas as forcas das quais estd animada
a natureza e a situagdo respectiva dos seres que a compdoem, se de outro modo
ela fosse suficientemente vasta para submeter esses dados a andlise, abragaria
na mesma formula os movimentos dos maiores corpos do universo e aqueles do
mais leve dtomo: nada seria incerto para ela, e o futuro, tal como o passado,
estaria presente a seus olhos. (LAPLACE, 1812; 1814, em [12] e [13], p. vi-vii)

Aristoteles tentou, ainda, estudar o clima e previsiond-lo, segundo SOUZA, em [24].

"Era umida, no principio, toda a regido em volta da terra. Ao ser ressecada
pelo sol, a parte em evaporagdo origina os ventos e as revolugdes do sol e da
lua; o que sobra é mar. Pensam, portanto, que o mar se torna menor por estar
secando e, finalmente, um dia secard de todo." (SOUZA, 1999, em [24], p. 49)

A ansia de previsionar o tempo estd, até hoje, entranhada na sociedade, na busca inces-

sante por determinar o futuro, baseando-se nas informagdes atuais.

No entanto, quando se passa a observar o movimento atmosférico, nota-se que ele é
mais complexo do que o movimento dos astros, devido a quantidade de varidveis envolvidas no

Processo.

Denominamos clima a série de estados atmosféricos sobre determinado lugar
em sua sucessdo habitual. Cada um desses estados caracteriza-se pelas suas
propriedades dindmicas e estdticas da coluna atmosférica, composicdo quimica,
pressdo, tensdo dos gases, temperatura, grau de saturagdo, comportamento
quanto aos raios solares, poeiras ou matérias orgdnicas em suspensdo, estado
do campo elétrico, velocidade de deslocamento das moléculas, etc. (SORRE,

2006, em [23], p. 90)

E quase irrealizdvel operacionar com tantos nimeros e, em algumas situagdes, com
nimeros muitos grandes, ou mesmo irracionais. Para efetuar os cdlculos, em varios momentos, é

preciso fazer aproximacdes.

O problema € que tais aproximacdes, podem, por vezes, gerar resultados bem distantes

do esperado.

A presente pesquisa foi dividida em sete capitulos para facilitar o entendimento da

construgdo através de uma linha cronoldgica e histérica.

O primeiro capitulo traz uma breve introducao sobre a necessidade do homem de previsi-

onar fatos, desde a antiguidade, baseando-se no movimento das coisas.
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O segundo capitulo faz um breve resumo sobre a vida de Edward Lorenz, seu fascinio
por previsdes climdticas e como isso tudo deu origem a descoberta da Teoria do Caos, também

conhecida como Efeito Borboleta.

No terceiro capitulo, faz-se um resumo histérico sobre as diversas representacdes nu-
méricas, mostrando que alguns povos, dependendo da necessidade, j4 faziam uso de bases de
contagens distintas da decimal. O capitulo tem a inten¢ao de mostrar que os digitos utilizados
sdo apenas simbolos que se conveniaram ao longo do tempo, e que no fundo, o que importa € a

quantidade que eles representam.

O quarto capitulo apresenta a formagao dos sistemas de numeragdes em bases arbitrarias,
bem como suas operacdes bdsicas. Esse capitulo d4 base para o quinto capitulo, visto que havera

necessidade de calculos em base binaria.

O quinto capitulo apresenta uma funcao unidimensional que possui uma sensibilidade
ao valor inicial, onde pequenas alteragdes dos valores iniciais, decorrentes da necessidade de
arredondamento, por exemplo, causam resultados bem distintos ao longo do tempo. A fungao
apresenta, também, orbita periddica com qualquer periodo e uma 6rbita densa em um dado
intervalo, caracteristicas necessdrias para a fun¢do ser denominada cadtica, e o capitulo visa

demonstrar todas as caracteristicas em base binaria.

Finalmente, o sexto capitulo € destinado a aplicagdo do caos de maneira empirica, através
do levantamento de hipdteses, investigacao dos fatos e conclusdo, com uma proposta de utilizagdo

de um software para auxiliar na plotagem dos graficos.
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2 A TEORIA DO CAOS

Edward Norton Lorenz nasceu em 1917, na cidade de West Hartford, Connecticut,
Estados Unidos.

De acordo com EMANUEL (2008), em [6], ainda jovem, Lorenz demonstrava um
grande fascinio por nimeros, bem como, por mudancgas climaticas. Na vida adulta, conseguiu
concretizar as duas coisas, graduando-se, inicialmente, em Matematica pela Universidade de
Harvard e, aos 23 anos, se pos-graduando no Massachusetts Institute of Technology (MIT), em
Meteorologia. Na mesma época, o mundo acompanhava de perto o inicio da Segunda Guerra
Mundial e Lorenz conquistou uma vaga no Corpo Aéreo do Exército dos Estados Unidos. Na

ocasido, pode trabalhar em sua segunda paixao, atuando como meteorologista.

"Depois da guerra, ele estudou meteorologia no MIT, fazendo doutorado em 1948 e
depois se juntando a faculdade do departamento de meteorologia de ld." (EMANUEL, 2008,
em [6], p. 1025, traducdo do autor)[]

Conforme GLEICK, em seu livro Caos: a cria¢do de uma nova ciéncia, publicado em
1989, o departamento de meteorologia do MIT introduzia uma proposta de previsao estatistica do
tempo. Juntar nimeros e condicdes climadticas, estava ai tudo que Lorenz mais desejava. Surge,

entdo, uma vaga no departamento, e Edward torna-se chefe do projeto de pesquisa.

Segundo GLEICK (1989), em [9], em um dia de sol escaldante e um céu sem nuvens,
os ventos dispersavam uma terra fininha e o outono nio dava oportunidade para o inverno se

instalar.

Pela janela, Lorenz via o tempo que realmente fazia do lado de fora, a cerracdo
de principio de manhd arrastando-se pelo campus do Instituto de Tecnologia
de Massachusetts, ou as nuvens baixas deslizando sobre os telhados, vindas

do Atlantico. Cerracdo e nuvens nunca surgiam no modelo do seu computador.
(GLEICK, 1989, em [9], p. 9)

De acordo com GLEICK (1989), em [9], Lorenz nao estava contente com os resultados
obtidos a partir das equagdes lineares (ou seja, equacdes da forma a,x1+asrs+asrs+...+a,z, =
b, onde os elementos ay, as, as, ..., a, sdo coeficientes das incégnitas x1, xo, T3, ..., T, € O termo
b é o termo independente) previamente estabelecidas e, em 1956, aconselhado por um colega de
trabalho, decide tentar previsionar o tempo baseando-se em equagdes nao-lineares. Debrucado
sobre seus projetos, cria uma modelagem com 14 varidveis, que mais tarde se reduziria a 12,

com o intuito de reproduzir os movimentos das correntes de ar.
1

"After the war, he studied meteorology at MIT, earning a doctorate in 1948 and then joining the faculty of the
meteorology department there.
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Ainda segundo GLEICK (1989), em [9], devido a quantidade de varidveis, se fez neces-
séria a utilizacdo de um computador. Na época, Lorenz utilizava um Royal McBee LGP-30, um
computador primitivo, com baixa capacidade computacional. Mesmo assim, em 1960, conseguiu
desenvolver uma simulagdo de tempo atmosférico que fascinou seus colegas. A todo minuto a
mdquina imprimia uma sequéncia numérica. Tais minutos representavam a passagem dos dias e

tais sequéncias mostravam as passagens dos ventos para norte, sul, leste ou oeste.

[...] linha por linha, os ventos e as temperaturas dos resultados impressos pelo
seu computador pareciam comportar-se de uma maneira terrena reconhecivel.
Eles correspondiam a sua querida intuicdo sobre o tempo [...] e disse: "E esse
o tipo de regra que um meteorologista pode usar."Mas as repeticdes nunca
eram perfeitamente iguais. Havia um padrdo, com alteracdes. Uma desordem
ordenada. (GLEICK, 1989, em [9], p. 13)

GLEICK (1989), em [9], afirma que, em uma de suas simulacdes computacionais, em
1961, com o intuito de examinar minuciosamente um dado resultado, Lorenz resolveu refazer
alguns calculos. No propésito de agilizar as coisas, ao invés de refazer a sequéncia inteira, decidiu
comecar pelo meio. Na memoria do computador estava armazenado o niimero 0,506127 mas, no
entanto, informou as condi¢des iniciais diretamente na impressora, digitando apenas 0,506, e
saiu para dar uma volta pelos corredores da universidade, tomar um café e fugir um pouco do
barulho constante que a impressdo emitia. Quando retornou, constatou algo surpreendente. A
pequena alteracdo, que deveria ter causado uma mudanga minima no resultado, mantendo-o em
sua forma geral, foi tdo modificada que, em poucos meses, a andlise dos dois resultados ndo teria

nenhuma semelhanga.
A figura abaixo € resultante das varia¢des das aproximacdes das casas decimais.

Figura 1: Como os dois padrdes de tempo divergiram.

*|

Fonte: GLEICK, 1989, em [9], p. 22

Conforme GLEICK (1989), em [9], Lorenz passa, entdo, a analisar mais resultados para
tentar entender como que duas sequéncias de tempo, relativamente idénticas, geravam resultados

tao divergentes.
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Sua atengdo voltou-se cada vez mais para a matemdtica de sistemas que nunca
encontravam um regime estaciondrio, sistemas que quase se repetiam, mas
nunca exatamente. [...] Lorenz viu que devia haver um elo entre a recusa do
tempo em repetir-se e a incapacidade dos meteorologistas de prevé-lo - um elo
entre aperiodicidade e imprevisibilidade. (GLEICK, 1989, em [9], p. 19-20)

Segundo GLEICK (1989), em [9], na tentativa de simplificar suas equacdes de previsao

do tempo, Lorenz as modifica, deixando-as, de certo modo, pouco realistas e bem diferentes da

original. A figura abaixo mostra o sistema utilizado por Lorenz, com varidveis z, y € z, € um

parametro a.

@ — ply —x)
W—a(p—2) -y
L =y — B2

"Trés equagdes, com trés varidveis, descreviam totalmente o movimento desse
sistema. O computador de Lorenz imprimiu os valores instdveis das trés varid-
veis: 0-10-0; 4-12-0; 9-20-0; 16-36-2; [...]. Os trés niimeros subiam e desciam
enquanto intervalos imagindrios de tempo passavam, cinco intervalos, cem
intervalos, mil." (GLEICK, 1989, em [9], p. 26)

A solucdo de tal sistema de equacdo, quando projetada no plano xz, gera uma figura

semelhante as asas de uma borboleta, conforme figura abaixo. Explica-se, entdo, o motivo do

nome Efeito Borboleta.

Figura 2: Atrator de Lorenz.

4

Fonte: STROGATZ, 1994, em [25], p. 328
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Em 1972, Lorenz expde um artigo intitulado Predictability; Does the flap of Butterfly’s
wings in Brazil Set Off a Tornado in Texas?ﬂ Segundo LORENZ (1972), em [16], o intuito do
mesmo era mostrar que pequenos fatores podem aumentar, em curto espago de tempo, mudando
significativamente o resultado. Logo, previsdo de tempo para periodos longos continuaria sendo

algo inacessivel, visto que as observacodes sao falhas e os arredondamentos, inevitaveis.
O que Lorenz descobrira era um modelo matematico sensivel ao valor inicial.

Segundo GLEICK (1989), em [9], a inten¢do da Teoria do Caos € revelar como acontecem
os fendmenos nado previsiveis, ou seja, aqueles que possuem como caracteristica a incapacidade

de calcular resultados futuros porque sofreram pequenas alteragdes em seus valores iniciais.

Certamente, Lorenz ndo foi o primeiro a perceber que determinados modelos matematicos

possuem caracteristicas cadticas.

De acordo com STROGATZ (1994), em [25], Poincaré foi a primeira pessoa a vislum-
brar a possibilidade do caos com modelagens que apresentam comportamento aperidédico que

dependem das condig¢des iniciais, impossibilitando a previsdo a longo prazo.

Pegue dois recipientes, um com gds sob alguma pressdo e outro vazio. Conecte
os dois recipientes por meio de um tubo que deixa o gds se deslocar livremente
entre eles. Rapidamente, o gds se propagard, até os dois recipientes terem
metade da pressdo inicial. [...]: as moléculas do gds vdo ricochetear ao acaso
umas nas outras, como bolhas num bule de dgua fervendo, de modo que, ao
longo do tempo, cada molécula se verd, por um tempo, de volta ao recipiente
em que comegou. Henri Poincaré demonstrou isso [...]. MAZUR, 2016, em
[19], p. 116-117)

E notével a impossibilidade de determinar todas as posicdes de todas as moléculas em

todos os instantes.

Diversos estudos conseguiram correlacionar a Teoria do Caos com problemas cotidianos,
como estabilidades em plataformas petroliferas, doengas coronarianas, concentra¢io de poluentes
no ar, mercado financeiro, crescimento populacional, entre outros, segundo ADDISON (1997,
em [2], p. 170-171).

2 Previsibilidade: o bater de asas de uma borboleta no Brasil desencadearia um tornado no Texas?
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3 OS NUMEROS E SUAS REPRESEN-
TACOES

Seria impossivel pensar o mundo atual sem nimeros. Célculo de medicagdes, saldo em
conta bancdria, venda de objetos, velocidade, sdo alguns exemplos de que as pessoas necessitam

diariamente quantificar as coisas.

A proposta deste capitulo é mostrar que as quantidades ja foram representadas por varios

simbolos ao longo dos anos e que tudo depende de uma convencao.

Segundo EVES (2011, em [7], p.25) "E razodvel admitir que a espécie humana, mesmo
nas épocas mais primitivas, tinha algum senso numérico, pelo menos ao ponto de reconhecer

mais e menos quando se acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma colegdo ...".

Ainda segundo EVES (2011), em [7], naquela época ndo existia a necessidade de
especificar quantidades muito grandes. Quando se fez vital contar em maior valor, utilizaram-se

pilhas de pedras ou nés em cordas.

Para uma contagem de carneiros, por exemplo, podia-se dobrar um dedo para
cada animal. Podia-se também contar fazendo-se ranhuras no barro ou numa
pedra, produzindo-se entalhes num pedago de madeira ou fazendo-se nos numa

corda. (EVES, 2011, em [7], p. 26)

Para LOVO, SOUZA e BARANECK (2016, em [17], p.104), a escrita € um dos alicer-
ces do progresso cientifico e tecnoldgico e serve para organizar informacdes e pensamentos,

preservando fatos e conhecimentos.

Conforme LOVO, SOUZA e BARANECK (2016, em [17], p.104), o tempo se encarregou
de substituir as antigas maneiras de registrar quantidades por uma escrita simbdlica advinda da

necessidade de anotar transagdes comerciais € beneficios obtidos nas guerras.

Quando algumas civilizacoes comecaram a registrar as quantidades que deram ori-
gem aos niimeros; passou-se a utilizar o processo de representacdo pela repeticdo de tracos
verticais,..." (LOVO, SOUZA e BARANECK 2016, em [17], p.107).

Assim, a unidade seria representada por um trago vertical, o dois por dois tragos verticais,

o trés por trés tracos e assim sucessivamente. A figura 3 representa a situacao descrita.
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Figura 3: Tragos verticais para representar quantidade.
l1=12=nl3=m|4=m|s=mn|
Le=mm | 7=umm| &=nmmm| o=nmm |

Disponivel em: https://pt.calameo.com/read/0047553070cd604533825. Acesso em: 10 fev. 2019

De acordo com LOVO, SOUZA e BARANECK (2016, em [17], p.107), conforme as
civilizagdes avancavam, aumentavam-se os valores a serem registrados, e o processo feito através

de tragos verticais foi tornando-se invidvel.

Para LOVO, SOUZA e BARANECK (2016, em [17], p.107-108), registros arqueolégicos
mostram que cada civilizacdo que formou seu préprio sistema de numeracao, criou, também,

simbolos e regras que os relacionam.

A seguir, expor-se-4 algumas civilizacdes e suas contribuicdes para a formacao do sistema

utilizado nos dias atuais.

3.1 SISTEMA EGIPCIO

Segundo BERLINGOFF e GOUVEA (2012, em [3], p. 65) "..., a antiga civiliza¢do
egipcia melhorou o sistema de marcagdo escolhendo mais alguns simbolos para os niimeros |[...].
Os niimeros eram "hieroglificos", isto é, eram pequenos desenhos de coisas comuns (ou ndo tdo

comuns)".

Talvez o mais antigo tipo de sistema de numeragcdo a se desenvolver tenha
sido aquele chamado sistema de agrupamentos simples. Nessa modalidade
de sistema escolhe-se um niimero b como base e adotam-se simbolos para
1,b,b%, b3, etc. (EVES, 2011, em [7], p.30)

De acordo com EVES (2011), em [7], os egipcios reproduziam quantidades de agrupa-

mento simples, representando poténcias de 10, conforme figura abaixo.
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Figura 4: Simbolos utilizados pelos egipcios para representar quantidade.

1 um bastio vertical

N
10 ( . uma ferradura

9
10* ' um rolo de pergaminho
P
10% o uma flor de lotus
10* v um dedo encurvado
10° \-&\ um barbato

r
10¢ \5)‘/ um homem espantado

Fonte: EVES, 2011, em [7], p.31

Segundo EVES (2011), em [7], embora a escrita posicional atual seja da esquerda para a
direita, para os egipcios era mais habitual escrever da direita para a esquerda e, apesar disso, a

escrita era aditiva, visto que o agrupamento simbolos gerava a soma dos valores.

"Assim, qualquer niimero expressava-se pelo uso desses simbolos aditivamente, repetindo-

se cada um deles o niimero necessdrio de vezes.", disse EVES (2011, em [7], p. 31).

Figura 5: Representacdo do nimero 13015 em simbolos egipcios.

gD DA
13015 = 1(10%) + 3(10%) + 1(10) + 5= {/ >ED>< ,>ED N

Fonte: EVES, 2011, em [7], p. 31

3.2 SISTEMA MESOPOTAMICO OU BABILONICO

Os registros de nimeros dos babilonicos eram, em alguns aspectos, semelhantes aos dos
egipcios. De acordo com EVES (2011), em [7], os babildnios utilizavam apenas dois simbolos
(um para representar a quantia 1 e outro para representar a quantia 10) para registrar suas

contagens.

As inscricoes eram impressas em tdbulas de argila timidas com estilos cujas
extremidades podem ter sido tridngulos isosceles penetrantes. Inclinando-se
ligeiramente o estilo da posigdo vertical, podia-se pressionar a argila ou com o
dngulo do vértice ou com um dos dngulos da base do tridngulo, produzindo-se
assim duas formas de caracteres assemelhadas a cunhas (cuneiformes). (EVES,
2011, em [7], p. 31)
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N3o se sabe, ao certo, o motivo dos babilonicos trabalharem na base 60, mas, segundo
DOMINGUES (1991, em [5], p. 4), uma das hipéteses € a de que o nimero 60 possui varios
divisores, possibilitando, assim, as divisdes em metades, tercas partes, quartas partes, entre

outros.

Ainda segundo EVES (2011, em [7], p. 32) "O simbolo subtrativo e os simbolos para o 1

-7 [ ™ ¥
\ Il'll a2 \'l { } ] I'.
I‘ l

Fonte: EVES, 2011, em [7], p.32

e o 10 eram, respectivamente:"

Um exemplo, de acordo com EVES (2011), em [7], do emprego de tais simbolos na

representacdo dos numeros 25 e 38 se daria da seguinte forma:

25=2(10)+5= ?;'P??

A&
38=40-2= UL

Fonte: EVES, 2011, em [7], p.32

A figura abaixo mostra, de forma geral, a simbologia utilizada pelos babilonicos para

representar as quantidades de 1 até 60.
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Figura 6: Simbolos utilizados pelos babildnicos para representar quantidade.

H LT | 2 T |5 €T o ET |5 LT
iz TV | 22 VY |32 <TY |a2 .&'ﬂ' 52 éﬁ'
3 TV | oo CTIT |53 QKT (s KTV |y
4 (| 20 | T |0 K « &Y
s (R | P | 5 €T | KT - L
15 -(m 26 -«W 36 -ﬁm M&W sa&m
|?'($ 2?-((? 37 ﬁ«? d?w 574?
o CFF | 20 (FF |50 <&FF |0 ZLF &
19{% 294@(% 39 .(«W 4g.é'w -

20 <o 30 {« 40 .& 50 4 sgéﬁ

Disponivel em: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/sistema-numeracao-babilonico.htm. Acesso em:
13 fev. 2019
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3.3 SISTEMA ROMANO

De acordo com EVES (2011), em [7], o sistema de numeracao utilizado pelos romanos

faz uso de 7 letras maiusculas para representar quantidades, conforme figura abaixo.

Figura 7: Simbolos utilizados pelos romanos para representar quantidade.

Letras Valores
I 1
Vv 5
X 10
L 30
C 100
D 500
M 1000

Disponivel em: https://brainly.com.br/tarefa/45055. Acesso em: 13 fev. 2019

Conforme EVES (2011), em [7], o sistema romano € ndo posicional, pois, independente
da posi¢do em que se encontra, o simbolo ndo muda seu valor. Nota-se que as quantias 4 e 6
sao representadas de maneiras distintas na escrita de algarismos romanos, IV e VI; no entanto, I

significa uma unidade quando V significa cinco unidades, independente da posi¢cdo que ocupa.

Segundo GONGORRA e SODRE (2005, em [10], p. 16), os simbolos romanos obedeciam

a trés principios, conforme o quadro a seguir.
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Figura 8: Fundamentos do sistema romano.

PRINCIPIO EXEMPLOS

1 Todo simbolo numérico que possui valor [VI=5+1=86

menor do que o que esta a sua esquerda, é:llﬁ 10163:51n=+1§=

deve ser somado ao maior. 153

2 Todo simbolo numérico que possui valor | X =10-1=9
t4 A direita, d XL=50-10=40
menor ao que es sua direita, deve ser VD = 500 - 5 = 405

subtraido do maior.

3 Todo simbolo numérico com um trago XIl = 12.000

=1
horizontal sobre ele representa milhar e o | X = 10.000.000

simbolo numérico que apresenta dois Etr=52. 000.000

tracos sobre ele representa milh&o.

Disponivel em: https://pt.calameo.com/read/0047553070cd604533825. Acesso em: 13 fev. 2019

Atualmente, utiliza-se a escrita romana para numerar capitulos em uma obra, numerar as

cenas de uma peca teatral, na nomeacgao de papas, olimpiadas, congressos, entre outros.

3.4 SISTEMA CHINES

Chamado também de hibrido, por possuir as operacdes de soma e produto, o sistema
numérico chinés era representado por escrita ideografica, ou seja, através de simbolos, os quais

sao reconhecidos até hoje, tanto pelos chineses, quanto pelos japoneses.

Segundo EVES (2011), em [7], o sistema chinés de numeragdo € posicional e decimal e

estd baseado no sistema de agrupamentos multiplicativo de base 10.

"Escritos verticalmente, os simbolos dos dois grupos bdsicos e o niimero 5625 sdo
mostrados abaixo." (EVES, 2011, em [7], p. 34)
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Figura 9: Sistema chinés de numeraco e a representacio do nimero 5625.

1= 10 + A s
2 = 1 é + 1000
3 = 10 _f_ il
i P9 g 10
s A — 2
6 Pa + 10
4 A s

8 S\
‘f)ﬂ

Fonte: EVES, 2011, em [7], p. 34

Apesar de, atualmente, os chineses utilizarem o sistema de numeracao indo-ardbico, a

escrita simbdlica também é empregada.

3.5 SISTEMA MAIA

Segundo BERLINGOFF e GOUVEA (2012), em [3], assim como 0s outros sistemas
J4 vistos até agora, o sistema maia de numeracgdo era representado por simbolos e, da mesma
forma que o sistema babildnico, possuia apenas dois simbolos para representd-lo, um ponto que

representava a unidade e um traco que representava a quantia cinco.

Figura 10: Simbolos utilizados pelos maias para representar quantidade.

1 ° 6 o 1M1 _® %6 _*
2 oo 7 ading 12 && 17 Z
3 sew 8 'Y 13 e e @ 18 e e @
4 L N N ] q L NN 14 .L. 19 .Z.
5 —— 10 == 15 =—= —-

Fonte: EVES, 2011, em [7], p. 37
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De acordo com EVES (2011), em [7], foram nos cédlculos maias as primeiras apari¢des

de um simbolo para o zero, com a inten¢do de enfatizar um valor nulo.

Ainda segundo EVES (2011), em [7], o sistema numérico dos maias era vigesimal, ou
seja, na base 20. A argumentacao mais plausivel para a escolha de tal base € pela reunido dos

dedos das maos e dos pés.

A seguir tem-se um exemplo do nimero 43487, escrito verticalmente a maneira maia.

Figura 11: Forma que os maias representavam o nimero 43487

=
43487 = 6(18)(20%) + 0(18)(20) + 14(20) + 7 = =22

Fonte: EVES, 2011, em [7], p. 37

Ha resquicios até hoje da influéncia dos Maias.

Obvios tracos deste emprego se discernem no Francés moderno, para oitenta
se dizendo "quatre-vingts"(quatro vezes vinte) e o termo "sou"desig-nando a
vigésima parte da unidade monetdria, isto é, do franco. (FOMIN, em [8], 1980,
p. 10-11)

3.6 SISTEMA INDO-ARABICO

De acordo com EVES (2011), em [7], os hindus desenvolveram um sistema de numeracao
que mesclava as diferentes propriedades dos antigos sistemas. Eles manipulavam dez simbolos,
representando os valores de 0 até 9, ou seja, tratava-se de um sistema decimal, e, ainda, um
mesmo simbolo poderia registrar quantias distintas, dependendo do local ocupado por ele na

escrita, ou seja, era posicional.

Ainda segundo EVES (2011), em [7], os drabes foram responsaveis pela disseminagao
desse sistema para a Europa Ocidental, motivo pelo qual o sistema recebeu o nome de indo-

arabico.

Até que os simbolos dos numerais indo-ardbicos se estabilizassem, com a
invengdo da imprensa de tipos moveis, muitas modificacdes em sua grafia se
verificaram. Nossa palavra zero provavelmente provém da forma latinizada
zephirum derivada de sifr que é uma tradugdo para o drabe de sunya, que em
hindu significa “vazio” ou “vdcuo”. (EVES, 2011, em [7], p. 40-41)

A figura a seguir mostra uma ideia da evolucao da escrita no decorrer do tempo.
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Figura 12: Evolug¢ao dos simbolos indo-ardbicos.
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Disponivel em: https://www.todamateria.com.br/sistema-de-numeracao-decimal/. Acesso em: 14 fev. 2019
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4 OS NUMEROS REAIS EM BASES
ARBITRARIAS

Sabe-se que, a nivel de ensino médio, apesar de se estudar o conjunto dos nimeros

complexos, tem-se uma predominancia de teorias e atividades acerca dos ndmeros reais.

Para uma boa compreensao do que serd apresentado no proximo capitulo, faz-se necessa-
ria a enunciacdo e demonstracdo de alguns teoremas e proposi¢des que envolvem os nimeros

reais em bases arbitrarias, ou seja, independente da base que estd sendo utilizada.

A proposta deste capitulo € mostrar como os nimeros estdo convencionados na escrita

de bases arbitrarias.

E interessante observar que o nimero 7, por exemplo, que se utiliza constantemente,
nada mais € do que um simbolo que expressa uma quantidade, e que, essa mesma quantidade,
tem varios outros simbolos que o representam. Assim, a quantia sete podera ser desenhada de

vdrias maneiras, de acordo com a base que foi escolhida para escrevé-la.

Atualmente, o sistema utilizado para a representagdo dos nimeros naturais € o sistema

decimal posicional, mas, como se viu, nem sempre foi assim.

Esse sistema baseia-se em um teorema proveniente de sucessivas aplicacdes da divisdo
euclidiana. Antes de demonstra-lo, é relevante enunciar o Principio da Boa Ordenacdo e o

Algoritmo Geral da Divisao.

Convém, também, definir N = {0, 1,2, 3,4, ...} o conjunto dos niimeros naturais inici-
ando no zero, como € apresentado por quase todos os autores de livros do ensino médio e por
N*={1,2,3,4,..}.

Principio da Boa Ordenacio: Todo subconjunto nao vazio A C N possui menor

elemento.

Teorema 4.1 (Algoritmo Geral da Divis@o). Se a e b sdo dois niimeros inteiros, com b > 0, entdo

existem e sdo unicos os inteiros q e r que satisfazem as condi¢oes: a =bq+1re () <r < b.

A demonstracdo do Teorema (Algoritmo Geral da Divisao) encontra-se no Apéndice.

Voltando ao sistema de numeracao posicional, pode-se afirmar o seguinte teorema:

Teorema 4.2. Dados os niimeros inteiros a e b, com a > 0 e b > 1, existem numeros inteiros

n>0e0<rgry,.,r.1,r, <b comr, # 0, univocamente determinados, tais que

a=ry+1rb+rb®+ .. 1, bV 10"
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Demonstragdo. Por hipétese, a > 0 e b > 1, mas nada se pode afirmar se a € maior, menor ou
até mesmo igual a b. Portanto, a demonstrac@o serd novamente dividida em 2 partes: 0 < a < b

oua > b.
Casol:se0<a<b

Pela divisdo euclidiana, pode-se afirmar que existem ¢ € 7 inteiros, tais que a = bqy+7g,

com (0 < ry < b. Bastatomar ¢y = 0 e ryp = a e, assim, a = 7.
A unidade da escrita vem do Algoritmo Geral da Divisdo.
Caso2:a >0

Novamente, pela divisdo euclidiana, existem qq e 7y inteiros, tais que a = bqy + 79, com
0<ryg<hb.

Se qo < b, tome gy = r1. Logo a = bry + ry.

Se qo > b, novamente, pela divisdo euclidiana, existem ¢; e r; inteiros, tais que gy =

bg1 + r1, com 0 < rg,r; < b.

De a = bgy + 19 € qo = bqy + r1, obtém-se:

a:b(bql+T1)+T0

a:b2q1+br1+r0

Se q1 < b, tome ¢, = 75. Logo a = b*ry + bry + 1o, com 0 < 7g, 71,75 < b.
Se ¢; > b, pode-se, mais uma vez, utilizar a divisao euclidiana.

Certamente, esse processo de andlise dos g,/ serd finito, poisa > gy > q1 > q2 > ... €

qi € Z, para todo 7.

Assim, dados ndmeros inteiros a € b, com a > 0 e b > 1, existem nimeros inteiros n > 0

e 0 <rg,ry,.., 1, <b,comr, # 0, univocamente determinados, tais que:

a=ry+rb+rb®+ ... +r,b"

A forma representada acima recebe o nome de expansdo relativa a base b.

De acordo com HEFEZ (2016), em [11], se b < 10, utilizam-se os simbolos 0, 1, ...,b—1
para os rg, 1, ..., r,. Caso b > 10, costuma-se usar os simbolos de 0 a 9, acrescentando novos

simbolos para 10,11, ...,6 — 1.

Por exemplo, 0 nimero 2 - 103 + 6 - 10% + 5 - 10" + 3 - 10° estd escrito em expansio de
base 10.
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Jaonimero 1-22+41-2! 4 0- 2" encontra-se em expansio de base 2.

Geralmente, o nimero € escrito em ondem decrescente de expoentes, ou seja,
a=7rpb" + 10"+ b+,
ou ainda, representado, de forma abreviada, como
(FaTn_1.--T170)p-

Assim, a forma abreviada do niimero 2 - 10° + 6 - 10* + 5 - 10! + 3 - 10° é (2653 )10,

enquanto que a forma abreviada do nimero 1 - 22 +1-2! + 02 = (110)s,.

O sistema decimal € relacionado a expansao decimal, isto €, quando se assume b = 10.

Logo, qualquer quantia a pode ser representada na base decimal na forma:
a=r,10" + Tn,ll()"_l 4+ ...+ 71110+ 79,com 0 < 70,71y ey T < 10.

Como 7y, 71,...,7, € 7Z, € facil perceber que existem 10 possibilidades de valores

distintos para r;, comi = {0, 1,2, ...,n}.

Assim, o nimero (3679);, pode ser representado como:
(3679)10 =3-10°+6-102 +7-10+ 9,

ondeT3:3,r2:6,r1:7er0:9.

De maneira andloga, caso b = 2, a expansao recebe o nome de bindria e fica representada

na forma:
a=712" +7, 12"t 12410, com0 < 1o, T, TH < 2.

Novamente, como 7¢, 1, ..., 7, € Z eles poderdo assumir apenas dois valores, o 0 ou o 1.

Portanto, o nimero (1000),, representado em sua forma expandida, apresenta-se:
(1000); =1-2°40-22+0-2+0

01’1de7“3 = ]_,7“2 :0,7’1 :OCT‘O = 0.
E como seria a expansao de um nimero real qualquer?

(LIMA et. al, 2005, em [14], p. 69) "...uma expressdo decimal é um simbolo da forma
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a = Qg, A10203...Qp,...,

onde agy é um niimero inteiro e ay, as, a3, ..., Gy, .... S0 digitos, isto é, niimeros inteiros tais que
0 <a, <9. Para cadan € N, tem-se um digito a,, chamado o n-ésimo digito da expressdo

decimal a. O niimero natural ay chama-se a parte inteira de o."

Pode-se, também, escrever & como uma soma de fragoes.
_ ai a2 a3 Aan_
a=ap+ 35+ 15z T 355 + ot ign T

Por exemplo, se @ = (12,375164 ), entdo ay = 12 e representa a parte inteira, a; = 3,

as="7,a3=5a4,=1,a5=6as=4ea,=ag=a9g=...=a, =0.

No caso do o = (12, 375164), tem-se:
o=12+3+ L+ 5+ L+5%+5
Ou, ainda, escrever o como uma soma de poténcias de base 10 e expoentes negativos.
a=ay+a;-107 +ay-1024+ag-102 + ... +a,-107" + ...
Ainda com relagdo ao exemplo, tem-se:
a=12+3-107+7-102+5-103+1-10*+6-105+4-10"°

Caso a escolha da representacao fosse a base 2, a escrita dos nimeros mostra-se de

maneira bastante semelhante.

Por exemplo, o nimero (1,01011), é uma soma de poténcias e pode ser expresso como:
(1,01011) =14+0-271 +1-2724+0-23+1-27441.27°
Colocando 2~° em evidéncia, pode-se escrever:
(1,01011)y =275(1-2° +0-244+1-23+0-22 +1-21 +1-29),

ou ainda,

.95 04 93 92 ol 90
(170101]_)2: 1-2°+0-2 +122—EO2 +1-2°+1-2 ,

Segundo HEFEZ (2016, em [11], p. 64) "A representacdo bindria tem peculiaridades

interessantes". Uma delas é o Coroldrio a seguir.
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Corolario 4.3. Todo niimero natural escreve-se de modo tinico como soma de poténcias distintas
de 2.

De fato, basta dividir um nimero a, arbitrario, por 2, obtendo-se assim, um quociente g
e um resto 7. Em seguida, divide-se o quociente g, por 2, conseguindo, entdo, um quociente q;

e um resto ¢;. Repete-se o processo até encontrar um quociente ¢, = 1.

Por exemplo, para escrever a = (76);o na forma de soma de poténcias de 2, basta fatorar

o numero de tal forma que um dos fatores seja 2.

Assim,

(76)10=38-240

entdo, qo = 38 e ry = 0.

Dividindo, agora, ¢y = 38 por 2, obtém-se:

38=19-24+0

sendoq; = 19er; = 0.

Repetindo o processo até encontrar ¢, = 1, t€ém-se:

19=9-2+1,
9=4-2+41,
4=2-2+0,
2=1-240.

Agrupando, assim, as informagdes adquiridas, t€m-se:

(76)10=38-2+0=
(76)10 = (19-240)-2+ 0=
(76)10=19-224+0-2+ 0=
(76)10 = (9-24+1)-2240-2 4 0=
(76)10=9-2%+1-2240-2+0=
(76)10=(4-241)-2+1-2240-24+0=

(76)10=4-2"+1-22+1-2240-2+0=
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(76)10=(2-2+0)-2*+1-2241-224+0-24+0=
(76)10=2-22+0-2'+1-2°+1-2240-2+0=
(76)10=(1-240)-2°4+0-2*+1-22+1-2240-24+0=

(76)10=1-204+0-2°4+0-2*+1-22+1-224+0-2+0.

Dessa forma, (76)19 = (1001100)s.

Nota-se que a representacéo de (76);9 na base bindria teve os restos, ro = 0, 1, = 0,
ro = 1,73 = 1,74 = 0 e r5 = 0 escritos em ordem inversa, comeg¢ando pelo ¢, = 1, que no caso
teve n = 5.

Pode-se, entdo, simplificar tal desenvolvimento utilizando as sucessivas divisoes por 2,

como na figura abaixo.

Figura 13: Mudanga do sistema de numeracao.

52 2
0 26 2
0 13 2

1 f

3

0 3

(%)

Disponivel em: http://www.rpm.org.br/cdrpm/60/5.htm. Acesso em: 02 jun. 2019

Os restos das divisdes sucessivas sao, 0, 0, 1, 0, 1, e o dltimo quociente foi ¢4=1, que,

escritos em ordem inversa seria 1, 1, 0, 1, O, O.
Desta forma, o nimero (52), é representado por (110100)s.
Como seria, por exemplo, a transformagfo para a base 8 do ndimero (4312)5?
Transforma-se, primeiro, o nimero (4312)5 para a base decimal.

Assim,
(4312)5 =4-5°+3-524+1-5'+2-5° =500+ 75+ 5 + 2 = 582

Como préxima etapa, transforma-se (582);, para a base 8.
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Figura 14: Mudanca para base 8.

582 |8

6 72 |8

0 9 |8
s ol

Disponivel em: http://www.matematicamuitofacil.com/naodecimais.html. Acesso em: 08 set. 2019

Lendo o nimero de trds para frente, e considerando, apenas o dltimo quociente e 0s

demais restos, tem-se a solugdo:
(582)19 = (1106)s e, portanto, (4312); = (1106)s.

Como ja é sabido, um numero escrito na base 2 nada mais € do que uma soma de
poténcias na base 2, acompanhada de seus respectivos coeficientes, 7, 71, 72, ..., Ty, todos
podendo assumir o valor O ou 1.

1

Pensando sobre tal representagdo, como ficaria o nimero (;

)10 na base 2?

Note que:
ou ainda,

Pode-se, entdo, escrever como soma de poténcias de base 2.
Z=0+0-2714+0-2240-2340-27"40-27+1-275

Portanto, (g;)10 = (0,000001)s.

E o niimero (0, 10110), equivale a quanto na base 10?

<0,10110)2:0+1271+02*2+12*3+12*4+0275:>
(0,10110), =0+ 2+ &+ L+ L+ 8 =
(0,10110), = 1 + 1 + L =

(O, 10110)2 - (1—)10.

1
16



Capitulo 4. Os nimeros reais em bases arbitrdrias 35

Percebe-se que uma fragdo em [0, 1) na base 10 cujo denominador é uma poténcia de 2
gerou uma representacao bindria com uma quantidade finita de casas apds a virgula e vice-versa.

Isso ndo € coincidéncia.

Proposicao 4.1. Um niimero racional de [0, 1) possui representagdo finita na base 2 se, e somente

se, € da forma §, sendo que p e q sdo primos entre si e q é uma poténcia de 2.

Demonstragdo. (=) Seja § uma fragdo de [0,1) na forma irredutivel com representacdo decimal

na base 2 finita. Entdo, ela pode ser escrita, como:
a2 " o127 272 27 20,

onde r,, # 0 e o = 0, pois £ estd em [0, 1)

Colocando 27" em evidéncia, a representagdo pode ser reescrita

2—n(7,n + Tn_121 + ...+ 7”22”'_2 + T12n_1)=

Trtrn_12' 4. 4re2n 2 4r 201
2n .

Assim, como r,, # 0, ndo existe divisor comum entre (7, + Poo12b 4 o+ r2h 2 4
r27 4 rg2™) e (27).

Como 2" contém apenas fator 2 em sua decomposi¢ao, entdo o denominador é uma

poténcia de 2.

(<) Seja ¢ = 2", com n € N e p um nimero inteiro. Logo, p pode ser representado na

base bindria, como:
D=1Tm2™ 127 2+ 1,
comm € Nem < n, pois § < 1, visto que estd restrito a valores no intervalo [0, 1).
Entdo,

p m 2™+, —12m 412410

q 271 b

ou ainda:
g = 7 2™ b Py 27T 28T 27

Como m < n, entdo m — n < 0. Assim, g tem representacao finita.
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Por exemplo, analisando-se o nimero (z = 0, 1010101010...),.

Tem-se que x pode ser escrito como uma soma de poténcias de 2 da seguinte forma:

z = (0,1010101010...), =
r=0+1-2"140-27241-27340-2744+1-27°40-2764+1-27740-2784+1.27940-2710

Como qualquer nimero multiplicado por zero da sempre zero € a soma com zero nao

altera o resultado, pode-se reescrever x, como:

r=1-2"141-234+1-2°4+1-27"741-27%+ ..

Ou ainda, escrevendo z na forma fracionaria, tem-se:
11111
.I'—2+23+25—|—27—|—29—|—...

Nota-se, dessa escrita fraciondria, que x € o resultado de uma soma de infinitos termos
que compdem uma progressao geométrica (sequéncia numérica onde a razao entre cada termo, a

partir do segundo, com seu antecessor, ¢ sempre constante, a qual chama-se razio e denota-se

. . . 21 ~ 4 . _ 1
por q), CUjoO primeiro termo € 3 €arazao € q = 72~

Assim sendo, utilizando-se da férmula da soma de infinitos termos de uma progressao

geométrica, tem-se:

onde a; € o valor do primeiro termo da sequéncia e ¢ € a razao.

Entao,

n
8
|
T (S
|
Il

n
8
|
T hoim
i
1]

N
&8
]
NI TN S
I H|||

W
3
I
o=
SSIRS
1l
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Percebe-se, com o exemplo, que o nimero racional x € [0, 1), em sua representag¢do

fraciondria, possui um denominador que ndo € uma poténcia de 2.

Observe, agora, a fracdo (%)10, cujo denominador ndo é uma poténcia de 2.

Nota-se que (%)10 equivale a uma soma infinita de uma P.G. cujo primeiro termo e a

razdo valem 5.

Portanto,
Gho=s¢+m+ptsz+.=

(%)10 = (0,001001001....),.

Exemplo: Encontre a representagdo de (%)10 na base 2.

Solucao:

Percebe-se, a principio, que

Desse fato, pode-se escrever

Serd analisada, a partir dai, as fracOes (i)lo e (%)10 separadamente.
A fragdo ()10 = (52)10. Ou seja, (5)10 = 272
Logo, conclui-se que

($)10 = (0,01),
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Analisando-se, agora, a fracdo (%)10, do exemplo anterior, tem-se que € equivalente a

(%)10 = (0,001001001...)s.

Como (%)10 = (%)10 + (%)10, entao

(115 = (0,01), + (0,001001001...),.
Portanto,
(110 = (0,011001001...),.

Verifica-se, pelo exemplo, que uma fragdo em [0, 1) cujo denominador ndo é uma poténcia
de 2, tem sua representacio bindria com infinitas casas apds a virgula, e as mesmas mantém uma

periodicidade.

Isso também nao € coincidéncia, ocorre sempre, conforme a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4.2. Um niimero racional de [0,1) possui representagdo infinita e periodica na base

2 se, e somente se, é da forma §, sendo que p e q sdo primos entre si e q ndo é uma poténcia de 2.

Demonstracdo. (=) Seja x € [0, 1) na base 2 cuja representagdo seja infinita e periddica.

Assim, x pode ser representado por x = (0, agaqas...axak 110k 2...)2, onde a;s valem 0

ou 1 e, ainda, ay = ag, ax11 = a1, k2 = G2, € asSim sucessivamente, até asx, = ay.

Multiplicando-se x por 2k tem-se:
k... _
2. x = apa1a2..., A —10Qk 110k 42...

Nota-se que, tanto o 2* - 2 quanto o 2 possuem a mesma representagio apds a virgula.

Logo, subtraindo-se x de 2* - z, toda parte apds a virgula serd zerada e tem-se:

2k . — & = agajay...ap_;

$(2k — 1) = Qpa1Q2...A—1

apa1a2...ag_—1
21
Portanto, x quando representado na forma de fracdo nio tem seu denominador como uma
poténcia de 2, pois, caso (2¥ — 1) fosse uma poténcia de 2, seria verdade que 2 divide (2% — 1).

Como 2 divide (2*), concluir-se-ia que 2 divide 1, o que é um absurdo.
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Logo, 2¥ — 1 ndo é uma poténcia de 2.

(<) Seja x um nimero racional de [0,1) que pode ser escrito na forma de fracio reduzida

§, onde ¢ ndo € uma poténcia de 2.
Supondo-se, entdo p = pop:..-Px € ¢ = qoq1---¢m Na base 2.

Utilizando a divisdo euclidiana, sabemos que os possiveis restos da divisao de p por ¢

sdo limitados e variam de 0 até (qoq;...gm) — 1.

Assim, pode-se afirmar que, certamente os valores dos restos comegardo a se repetir,

infinitamente, de forma periddica. [

Proposicao 4.3. Um niimero de [0,1) é irracional se, e somente se, possui representacdo infinita

e ndo periodica na base 2.

Demonstracdo. (=) Seja x um ndmero irracional tal que x € [0, 1).

Se esse numero x tivesse uma representacao finita na base 2, entdo x seria um nimero
racional da forma §, onde ¢ € uma poténcia de 2, conforme proposicao 4.1. Tem-se, assim, um

absurdo, pois, por hipétese, x € irracional.

Se z tivesse uma representagdo infinita e periddica na base 2, entdo x seria um ndmero ra-
cional da forma §, onde ¢ ndo € uma poténcia de 2, conforme proposicao 4.2. Tem-se, novamente,

um absurdo, pois, por hipotese, = € irracional.

Portanto, conclui-se que, se € um nimero irracional com z € [0, 1), entdo sua repre-

sentacdo € infinita e ndo periddica na base 2.

(<) Seja x um niimero com representacdo infinita e nao periddica e, supondo-se, por

absurdo, que ele possa ser escrito na forma g.

Tém-se duas possibilidades para g. Ou ele pode ser escrito como uma poténcia de 2, ou
nao.
Caso ¢ seja uma poténcia de 2, § terd uma representacao finita. Absurdo, pois por

hipétese, x tem representagdo infinita e ndo periddica.

Caso ¢ ndo seja uma poténcia de 2, § terd uma representacao infinita e periddica. Absurdo

novamente, pois z tem representacdo infinita e nao periddica.

Portanto, x ndo pode assumir a forma fraciondria e, consequentemente, € um nimero

irracional.
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No caso do sistema decimal, ou seja, para base 10, usando argumentos andlogos aos

usados nas demonstragdes das proposicoes 4.1, 4.2 e 4.3, seguem as seguintes proposicoes.

Proposicao 4.4. Um niimero racional de [0,1) possui representagdo finita na base decimal se,
e somente se, é da forma §, sendo que p e q sdo primos entre si e os Unicos possiveis fatores

primos de q sdo 2 e 5.

Proposicao 4.5. Um niimero racional de [0,1) possui representagdo infinita e periodica na base
decimal se, e somente se, é da forma g, sendo que p e q sdo primos entre si e q possui fatores

primos diferentes de 2 e 5.

Proposicao 4.6. Um niimero de [0,1) é irracional se, e somente se, possui representacdo infinita

e ndo periodica na base decimal.
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5 UMA FUNCAO CAOTICA

N3ao € curioso pensar que, em pleno século XXI, com tantos recursos tecnolégicos
disponiveis, ainda nio se consegue prever, com certa antecedéncia, catastrofes naturais como

tsunamis e terremotos?
Estudiosos justificam a ndo previsibilidade devido a esses fendmenos serem cadticos.

A proposta deste capitulo é apresentar uma funcao unidimensional e mostrar que ela é

cadtica para nimero no intervalo [0, 1) escritos em base 2.
Mas, o que de fato é uma fungdo cadtica?

Ja foi visto, que nas décadas de 60 e 70, Lorenz executou vdrias simulagdes computa-
cionais sobre o clima, utilizando modelagens matematicas com equagdes simplificadas. O que
ele observou foi uma dinamica bastante complexa que demonstrava sensibilidade as condi¢des
iniciais. A dindmica de tal comportamento se assemelha a da funcéo f(z) = 2x — [2z], com
x € R, onde [2z] refere-se a parte inteira do nimero 2x, quando observada para nimeros

positivos, escritos na base 2, menores do que 1.

Em outras palavras, falar que uma funcao € cadtica, ou que possui uma dindmica cadtica, é
dizer que tal funcdo possui infinitas érbitas periddicas com qualquer periodo, possui sensibilidade
as condicdes iniciais e possui uma Orbita densa em um intervalo dado. Detalharemos isso nas

secdes seguintes.

5.1 ORBITA PERIODICA COM QUALQUER PERIODO

A dinadmica de uma func¢ao, também chamada de passagem do tempo, € a iteracdo dessa
funcdo nos diversos instantes observados, ou seja, € a composi¢cao dela com ela mesma, de

maneira repetida.

Assim, no instante inicial, tem-se um dado valor zy € X. O célculo de f(z() representa

onde z estara no instante 1.

De forma andloga, f(f(x)) representa o local de x no instante 2, f(f(f(x¢))) serd o

local de x( no instante 3 e, assim, sucessivamente.

Nota-se que a escrita f(f(...(f(zo))...)) ndo é conveniente em caso de tempos grandes e,

portanto, faz-se necessdria a notacao:

F(f (o)) = (o), f(F(f(0))) = [P (w0)s e f(f""H(x0)) = f" (o), paran > 1.
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A andlise da evolucdo do ponto z, do tempo gera o conjunto de valores xq, f(xg),
f2(xg), f3(xp), ..., que recebe o nome de 6rbita do ponto x, pela fungdo f e denota-se por

0(950) = {%, f(xo)a fQ(xo)a f3($0)7 oy [ (20), }

A repeticdo sistemadtica de valores dentro do conjunto de valores da 6rbita € chamada

ciclo e a quantidade de pontos pertencentes a um ciclo é chamada periodo.
Exemplo 1.: Considere a funcdo f : N* — N* definida por:

3z, se x ndo é multiplo de 3
fz) =

%, sex émiltiplo de 3
Assim, se tomar o = 1, tém-se:
flao) = f(1) =3,
fHxo) = f(f(z0)) = f(3) =1,
FPxo) = f(f(f(x0))) = f(1) =3,

Assim, o conjunto {1, 3, 1,3, ...} € a 6rbita do ponto 1 pela fun¢do f(z) citada acima.

Tal 6rbita tem ciclo de periodo 2.

Exemplo 2.: Considere a funcdo f : N* — N* definida por:

f(z) x+2,se x é primoouse xr = 1
xr) =
menor fator primo na decomposicao de x, caso contrdrio

Assim, se tomar xy = 1, tém-se:

f2(o) = f(f(w0)) = f(3) = 5.

fP(xo) = f(f(f(20))) = f(5) =T,
fi(xo) = f(F(f(f(w0)))) = F(7) =9,
foxo) = FUf(F(f(f(0)))) = [(9) = 3,

Assim, o conjunto {1,3,5,7,9,3,...} é a 6rbita do ponto 1 pela func¢do f(x) citada acima.

Tal 6rbita tem periodo 4.
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E se a fun¢do observada fosse f(x) = 2z — [2z], com = € [0, 1) na base 2? O que

aconteceria com sua Orbita, caso o z fosse um nimero com representagao finita apds a virgula?
Por exemplo, zo = (0, 1101)s.

Entao,

f(xo) = f(0,1101) = 2 (0,1101) — [2- (0,1101)] =
£(0,1101) = 1,101 — 1 =

£(0,1101) = 0,101

F2(z0) = £(0,101) =2+ (0,101) — [2- (0,101)] =
£(0,101) =1,01 — 1 =

£(0,101) = 0,01

F3(x0) = £(0,01) =2+ (0,01) — [2- (0,01)] =
£(0,01) =0,1—0=
£(0,01) = 0,1

fHwo) = £(0,1) =2-(0,1) = [2- (0, 1)] =
f(0,1)=1-1=
f(0,1)=0

fwo) = £(0)=2-(0) = [2- (0)] =
f0)=0-0=
f(0)=0

Assim, a 6rbita do ponto zy = (0, 1101), pela fungdo f(x) = 2z — [2z] é:
O(xo) = {0,1101;0,101;0,01;0,1; 0;0; ...}

Seja xy € [0, 1) um nimero na base 2 com representacao finita. Logo, zo = 0, apa;...ay,
onde cada a;, comi € {0, 1, ..., k} pode assumir o valor 0 ou 1. Nota-se que o niimero z, poderia

também ser representado por:
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xo = 0, apay...a;000...

ou, ainda,

To=0ap2  + a2 2+ ... +a2F+ 0.2k 1y .27k 2 4

Aplicando 2y em f(x) = 2z — [2z], obtém-se:

f(zo) = 220 — [220]

Mas,
229 =2 - (0, apa;...a£000...) =
200 =2 (a2 '+ a2 2+ ..+ a2+ 027821027k 3 4 ) =
220 = (ap + @127  + a2+ .+ @27 402781402724 ) =

2x9 = ag, aq...a;000...

Ao se calcular 229 — [2x], obtém-se:

f(xo) =0, ajas...a;,000...,

pois [2z4] = ay.
Calculando f?(x), tém-se:
f?(x9) = 2-(0,a1as...a;,000...) — [2- (0, aas...a;000...)] =
fA(z0) =2 (@127 022+ ..+ @327 F +0- 2781 +0-27F2+ ) = [2:(0, ay as...a;000...)] =
2 (z0) = (a1 +a27  +az2 2+ 4+ a2 ¥ 4+0-2784-0-277 1+ ) —[2-(0, ay as...a;000...)] =
2(xo) = (ay, azaz...a;000...) — a; =

f2(z0) = 0, azas...a;,000...
Nota-se que, em base 2, ao multiplicarmos um nimero por 2, a virgula se desloca uma
casa para direita e, consequentemente, o primeiro nimero apds a virgula do valor inicial passa a

ser a parte inteira do mesmo.

Repetindo o processo, pode-se afirmar que existe um k € N tal que:
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f¥(xg) = 0, a;000...
FHH(20) = 0, 000...

152(xq) = 0, 000...

O conjunto dos resultados dessas infinitas iteracdes gera a drbita do ponto x pela fungdo
f(z) =2z — [2x].

Assim, € possivel concluir que, caso o nimero na base 2 tenha representacao finita, sua

orbita converge para zero, ou seja, encaminha-se para zero.

Agora, 0 que aconteceria com a 6rbita de um niimero em [0, 1) na base 2, pela fungao

f(z) = 2x — [2x], caso sua representacgdo fosse infinita e periddica?
Por exemplo, zo = (0,101010...),.

Tém-se, através de substituicao, que:

flzo) = £(0,101010...) = 2- (0,101010...) — [2 - (0,101010...)] =
£(0,101010...) = 1,01010... — 1 =

£(0,101010...) = 0,01010...

F2(o) = £(0,01010...) = 2-(0,01010...) — [2 - (0,01010...)] =
£(0,01010...) = 0,101010... — 0 =
£(0,01010...) = 0,1010...

#3(z0) = £(0,101010...) = 2 - (0,101010...) — [2- (0,101010...)] =
£(0,101010...) = 1,01010... — 1 =
£(0,101010...) = 0,01010...

F4xo) = £(0,01010...) = 2- (0,01010...) — [2- (0,01010...)] =
£(0,01010...) = 0,101010... — 0 =

£(0,01010...) = 0, 1010...

Portanto, a 6rbita do ponto xy = (0, 101010...), pela fungdo f(z) = 2x — [2z] é dada

por,
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O(z0) = {0,101010...;0,010101...;0, 101010...; 0,010101...; ...}

E percebido pelo exemplo que, para o nimero x, que possui uma periodicidade de 2

algarismos, sua Orbita possui um ciclo de periodo 2.

Isso acontecerd sempre. Um niimero com uma parte periddica de k algarismos gerara

uma Orbita com ciclos de k periodos.

Supondo-se que x( seja um nimero na base 2, cuja representacdo seja infinita e peridédica
e que sua periodicidade acontece apds a k-ésima casa depois da virgula e tenha periodo de

tamanho n.

Assim, xy pode ser representado como:

o = 0,a00102...0x Ak 11012 A n Okt 410k 142+ Qhgngn -

Onde cada a; com i € {0,1,2,....,k + n +n, ...} pode assumir valores 0 ou 1.

Ao se aplicar xq a fungéo f(x) = 2z — [2z] indmeras vezes a fim de criar sua 6rbita, se

percebe que a Orbita
O(l’o) = 00,01,02,...,0k, Ok+1,0k4+2,y -..s Oftp, ...
¢ tal que:
Oy — 0, apa1a3...004+10k+2.. - Akt n A+ n+10k+n+2-- - Akt ptn---

01 =0,a109...akQk 110k 12 Ot Ol 1 Chtnt 2+ Ak tntn -

o = 0, arag 110812 Oy Qktnt1 Okt 2 Qhtntn---

Ok+1 = 0, Qpp1Qp42... Qg Qg1 Qg2 - Qhgmin -

Oktn = 0, QynQpgni1Qkiny2. - Qhgngn---

Oksnt1 = 0, Qppng 10k ini2- - Qpsngn-

E como, por hipétese, z( € periddico e sua periodicidade acontece apds a k-ésima casa

depois da virgula e tem perfodo de tamanho n, axi, = agip4n, paratodo p € [1,n].
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Portanto, pode-se concluir que x( possui uma 6rbita com ciclo de periodo n e, consequen-
temente, um nimero com representacao periddica e infinita na base 2 gera 6rbitas que possuem

ciclos.

Para fechamento da andlise das possiveis representagdes de um nimero positivo menor

do que 1, faz-se necessdrio pensar no que aconteceria com a Orbita desse nimero caso sua

representacio fosse infinita e ndo periddica.

Por exemplo, o que acontece com a érbita do nimero xy = (0,101101110...); pela

fungdo f(z) = 2z — [2x]?

f(zo) = f(0,101101110...) = 2 - (0,101101110...) — [2- (0,101101110...)] =
f(0,101101110...) = 1,01101110... — 1 =

f£(0,101101110...) = 0,01101110...

F2(w0) = £(0,01101110...) = 2- (0,01101110...) — [2- (0,01101110...)] =
£(0,01101110...) = 0,1101110... — 0 =

f(0,01101110...) = 0,1101110...

#3(zo) = £(0,1101110...) = 2 (0,1101110...) — [2 - (0, 1101110...)] =
£(0,1101110...) = 1,101110... — 1 =
£(0,1101110...) = 0, 101110...

F4 (o) = £(0,101110...) = 2 (0,101110...) — [2- (0,101110...)] =
£(0,101110...) = 1,01110... — 1 =
£(0,101110...) = 0,01110...

Dessa forma, a 6rbita de o = (0,101101110...), pela fungdo f(z) = 2z — [2x] é dada

por:
O(z0) = {0,101101110...;0,01101110...; 0, 1101110...; 0, 101110...: 0, 01110...; ... }.

Seja, agora, zo € [0, 1), arbitrario, com representagdo infinita e ndo periddica na base 2.
Supondo-se, por absurdo, que a 6rbita de x por f(z) = 2x — [2x] convirja para zero.

Assim sendo, sua 6rbita O(xy) = {09, 01, 0, ..., 0k, 0,0, 0}, onde:
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Og = O, apa1a2...0Ak4+1---

01 = O, a1az...aQg41---

O = 0, ApQl41Qk42...

Op+1 = 0, apy1ap42...

Entretanto, ay, = 0, para todo p € [1, 00).

Consequentemente, xy pode ser escrito na forma zy = 0, aga;as...a;000, ou ainda,

zo = 0, apaias...ag.

Conclui-se, dai, que x( tem representacgdo finita, o que contradiria a hipétese. Logo, a

orbita de xg por f ndo pode convergir para zero.
Supondo-se, entdo, novamente por absurdo, que ela possua um ciclo de periodo n.

Logo, pode-se escrever sua 6rbita como:

O(‘TO) = {007 01,02, -+, Ok Ok4-1, Ok+2; -+ Ok4n Ok4+n+1, Ok4+n+2; --+y Ok4+2n, Ok+2n+1, }

onde 0y, = Op4pin paratodo p € [1,n].

Dessa forma,

00 = 0, apa10s...03Q 110k +2...Q 41 Oft-n+1Ck+n+2---Clt-2m---

01 = 0, a1a2...00k+10k42--- Q1 nApint10k1n12.. Akt on. ..

o = 0, pQr1 10812 Qg pn Ot 10k 1042k t2n---

Ok+1 = 0, Q10142+ Qg Qe 41 Al 12 - Al 2 -

Oktn = 0, QpynQhtni1Qyny2---Qpton.--

Oktnt1 = 0, Qppn10ktnt2---Qht2n---

Tem-se, entdo, ayy, = apip+n para todo p € [1,n| e, por conseguinte, x, pode ser

representado na forma:

o = 0,a00102...0k Ak 110812 Akt Qg4 10k 4142+ Tkt 2>
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onde cada a; com ¢ € [1, 00) pode assumir o valor O ou 1.

Logo, x( tem representacao infinita e periddica, o que gera um absurdo, visto que, por
hipétese, x € infinito e ndo periddico. Dessa forma, a 6rbita de x, pela fungdo f(z) = 2z — [2x]
nao possui ciclo de periodo k.

Por conseguinte, se x, tem representacao infinita e nao periddica, sua Orbita ndo se

acumula em nenhum ponto e nem tem um ciclo, passeia no intervalo [0, 1).

Juntando toda informacao analisada acerca de z( e suas possiveis orbitas pela fungao

f(z) = 2x — [2x], pode-se sintetizd-las no esquema a seguir.

Figura 15: Relag@o entre nimeros entre O e 1, escritos na base dois, e sua 6rbita

Um ndamero xg em
[0,1) na base 2
pode ser...

h J

h

Racional )
Irracional
¥ ¥ ¥
Representacdo Representacdo Refgﬁgietf;tzcao
finita infinita e periddica i

ndo-periddica

Sua orbita

Sua drbita tem Sua orbita passeia
converge para

Zero

um ciclo pelo intervalo [0,1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Desse modo, na fung@o f(x) = 2x — [2z] para todo = € [0, 1) tém-se 6rbitas periddicas

com qualquer periodo.

5.2 SENSIBILIDADE AS CONDICOES INICIAIS

Analisando a 6rbita do ponto 2y = 0,0010100, se percebe que:
O(zo) = 0,0010100;0,010100; 0, 10100; 0,0100; 0, 100; 0, 00; ...

e, portanto, converge para 0.
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Analisando, agora a 6rbita do ponto yy = 0,0010101110101011101..., se percebe que:

O(yo) = {0,0010101110101011101...;0,010101110101011101...; 0, 10101110101011101...;
0,0101110101011101...;0,101110101011101...;0,01110101011101...; ...}

Observando o valor de z € vy, € fcil notar que eles possuem a mesma representagdo até
a sexta casa apos a virgula, ou seja, a diferenca entre 1, € xy € menor do que 27%. Desta forma,

pode-se afirmar que g e o s@o nimeros relativamente proximos.

No entanto, isso ndo impede que suas Orbitas, a partir de um dado momento, se afastem.

Sem grande rigor, podemos dizer que isso € sensibilidade as condi¢des iniciais.

De maneira formal uma fungdo f possui sensibilidade as condic¢des iniciais se existe

[ > 0 tal que para qualquer z e qualquer € > 0, existe y tal que |y — z| < 2% < € e existe k tal
que | f*(y) — f*(x)| = B.
Aplicando tal defini¢do a fungio f(x) = 2z — [2z], e escolhendo, arbitrariamente 5 = §

ee > 0, existe n € N, tal que 2% < €.

Nota-se, ainda, que para qualquer = = (0, aga;a2as...a, _1G,Gp11...)2, €Xiste sempre um
y = (0, apaiasas...an_1b,a541...)2, com a,, # b, (se a, = 1, entdo b, = 0 e vice-versa), tal que

todas as demais casas apds a virgula sdo iguais.

Dessa forma, calculando os elementos pertencentes a orbita de = pela fungio f(x) =

2z — [2x], obtém-se:
f(x) = ap, a1a2a3...ap 104,00 41... — a9 =
f(z) =0, a1aza3...0p 10,0541 ...
f2(x) = a1, a203...0p_10pApy1... — a1 =

f2(x) =0, a2a3...05_10pGpy ...

N x) = an_2, Gp1Gnlp iy — Qpo =
[N 2) =0,a, 1000011
f(x) = an_1, anans... — ap_q =
f"(z) =0, anam41...

De maneira andloga, os elementos pertencentes a 6rbita de y pela fungdo f(x) = 2z—[2z]

sdo dadas por:

fy) = ap, ara2a3...a,_1bpap11... — ag =
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f(y) - 07 ala2a3'--an—1bnan+l...
f2<y) = ai, a’2a3...an_1bnan+1... — =

f2(y) = 0, agag...an_lbnan+1...

fn—1<y> =0, anflbnan+1...
f"(y) = an—1, bpGpir... — Q1 =

f™(y) = 0,bpan41...
Logo, como a,, # by, tem-se que |b,, — a,| serd sempre igual a unidade.

‘f(y) - f(x>| = ‘O, a1a2a3...An_10n0p4q1... — 0, alagag...an,lbnan+1...| =

[F(y) = F(@)] = [bn — an| =

|f2(y) — f2(x)] = |0, azaz...an_10n0n11... — 0, a2a3...Qn_1bpapy1...| =
|f2(y) — (@) = [bp — an| =
12 y) = (@) =1 5

" y) — [ H2)| =10, an_1anani1... — 0, a0 1bpapniy...| =
1N y) = 7 (@)] = by — anl =
" y) = ) =15

1 (y) — f*(2)] = 10, ananiy... — 0, b0 41...] =
| (y) — f(@)] = [bn — an| =
1" (y) = fr(x)] =15

Sendo k = n, entdo | f"(y) — f™(x)| =

Assim, a fun¢io f(x) = 22 — [2z] possui sensibilidade as condi¢des iniciais.
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5.3 ORBITA DENSA NO INTERVALO [0,1)

Por definigdo, um ponto z, possui uma 6rbita densa no intervalo [0, 1) se dados quaisquer

y € [0,1) e uma distancia €, existe x,, € O(zg) tal que |y — z,| < €.

Em outras palavras, uma 6rbita de um ponto z, é chamada de densa no intervalo [0, 1)
quando, para qualquer ponto y pertencente ao intervalo se conseguir pelo menos um ponto da

orbita de x tdo proximo a y quanto se queira.

Mostrar-se-4 que existe pelo menos um ponto o € [0, 1) cuja érbita em rela¢éo a fungio

f(z) = 2x — [2x] é densa em [0, 1). Para tanto, x, serd construido da seguinte forma:

xo seré iniciado por O e depois virgula. Em seguida, acrescenta-se O e 1. De agora em
diante, serdo formados blocos, de tamanhos diversos, com todas as combinagdes possiveis

utilizando os nimeros O e 1.
Combinagdo com 2 digitos: 00, 01, 10, 11.
Combinag¢do com 3 digitos: 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111.
E assim, sucessivamente.

Isso garantird que xy tem representacao infinita e nao periddica.

0=0, 01 00 Olvl() 11000 001 010 100 011 101 110 111 ......

1 digito 2 digitos 3 dféitos 4 digitos

Agora, tomamdo-se, arbitrariamente, y = 0, byb1D-... € uma distincia e > 0.
Como o conjunto dos naturais € ilimitado, existe n € N tal que 2" > % ou 2% < e.

Precisa-se mostrar que existe 2, € O(zo) tal que |y — 2,,| < 3, pois como 5+ < €, por
transitividade, terd |y — x| < e.

1
277.7

X, € isso é conseguido iterando a funcdo f a quantidade de vezes suficientes para chegar as n

Para que |y — x¢| < basta que y possua as n primeiras casas apos a virgula iguais a

primeiras casas de y. E tal feito serd sempre conseguido, pois, na formagao de x, escreveu-se

todas as possibilidades de combinacdes entre 0’s e 1’s.
Por exemplo, seja uma distancia 2%1

Escolhe-se, de maneira arbitraria, um y entre O e 1, escrito na base 2. Toma-se y =
0,101101010100.

Procura-se, agora, um ponto x,, da érbita de z(, de modo que a distancia entre z,, € y seja

menor do que 5.

Garante-se a existéncia de tal x,,, pois x( foi construido através de todas as combinagdes

entre O’s e 1°’s.
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Para a distancia 2% precisa-se, apenas, que as 4 primeiras casas apds a virgula, tanto de

Z, quanto de y sejam iguais.
Para o x4 construido anteriormente, z,, = 0,0100011011. Assim a distancia entre x,, € y
€ menor do que 2—14

1

s acha-se

De maneira andloga, € possivel mostrar que, para qualquer y e uma distancia

um z,, na Orbita de xy de maneira que a distancia entre x,, € y seja menor do que 2%
Logo, conclui-se que existe uma érbita densa no intervalo [0, 1).

Assim, a fungdo f(z) = 2z — [2z], com z € [0, 1) é cadtica, pois mostrou-se que satisfaz
as seguintes condicoes:
e possui Orbita periddica com qualquer periodo;
e possui sensibilidade as condi¢des iniciais;

e possui 6rbita densa no intervalo [0, 1).
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6 AS CARACTERISTICAS DO CAOS
NA PRATICA

Acredita-se que um dos maiores desafios da educacdo seja conseguir correlacionar teoria

e pratica. Ainda mais quando se trata de contetidos um tanto quanto abstratos.
A proposta de apresentar o Caos para alunos do ensino médio nao seria diferente.

Apenas demonstrar, com rigor matematico, as caracteristicas que uma funcao possui para
ser classificada como cadtica, seria, sem divida, desestimulante, principalmente para aqueles

que possuem alguma dificuldade matematica.

Logo, a proposta deste capitulo € levar para sala de aula as caracteristicas do Caos, de

maneira visual, facilitando assim seu entendimento.

MAY(1976), em [18], publicou um artigo intitulado "Simple mathematical models with
very complicated dynamics'ﬂ e, ao final do mesmo, faz um apelo para que algumas equacoes
cadticas sejam introduzidas em cursos de matematica elementar, para que a intui¢ao dos alunos
possa ser enriquecida e que eles notem como simples equagdes nao lineares podem se tornar

"selvagens".

No presente trabalho explorar-se-4 um modelo dindmico de populagdes, ou seja, como
essa populagdo evolui ao longo do tempo, com o intuito de mostrar que o Caos pode aparecer em

exemplos do cotidiano.

O tempo serd trabalhado em quantidades discretas. Pode-se, para tanto, analisar a evolu-

¢ao ao longo das geracdes e, consequentemente, cada tempo serd considerado uma geracao.

Realizar um trabalho interdisciplinar, juntamente com o professor de biologia, tendo
como enfoque o conteudo Rela¢des Ecoldgicas, mais especificadamente, Predatismo (relacao

presa-predador) é uma opcao.

Segundo LOPES (2002), em [15], os seres vivos que habitam uma mesma drea mantém
interagdes tanto intraespecificas (entre individuos de uma mesma espécie) quanto interespecificas
(entre individuos de espécies diferentes). Dentre as relagdes interespecificas, pode-se destacar o

predatismo, relacdo em que um individuo mata outro (de outra espécie) para se alimentar.

De acordo com RIBEIRO (2005), em [22], alguns modelos matemaéticos tém o papel de
tornar compreensivel fatos da natureza. E a relacao do tipo predador-presa € um exemplo da

aplicacdo da teoria do caos a ecologia.

' Modelos mateméticos simples com dinAmica muito complicada
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Em nosso trabalho, utilizamos o modelo presa-predador dependendo da taxa
de natalidade da presa e com perturbagoes simultdneas na taxa de crescimento
da presa e decaimento do predador (RIBEIRO, 2005, em [22])

Neste estudo, propde-se trabalhar a relacdo entre lebres e linces. Sabe-se que os linces
alimentam-se predominantemente de lebres e o aumento do niimero de lebres causa, como

consequéncia, o aumento do nimero de linces, tendo em vista que existe mais comida.

Posteriormente, com o aumento de linces, a tendéncia € que se tenha uma redugdo na
quantidade de lebres devido a predagdo. Menos lebres, menos comida para os linces. Se hd uma

baixa na quantidade de alimento, a quantidade de linces tende a cair.

Quando a populacdo de linces diminui, hd menos predadores e, por conseguinte, a

populacdo de lebres tende a aumentar, recomecando o ciclo.

Suponha, inicialmente, uma populacdo z( de linces. Uma pergunta bastante pertinente é:
qual serd a quantidade de linces (chamada de =) na geracio seguinte, ou seja, em sua 1* geragdo

de dependentes?

E ficil notar que, embora x; ndo seja, necessariamente igual a z(, seu valor depende de

o, embora ndo exclusivamente.

Além do valor de xg, x; serd influenciado por fatores como clima, natalidade, disponibi-

lidade de alimentos, mortalidade, entre outros.

Portanto, deve-se encontrar uma relacdo f que leve todos esses aspectos em consideracio
e, ao se "entrar''com o valor x na tal relagdo, ela seja capaz de devolver o valor x1, sendo esse, a

populacdo de linces da geracdo seguinte.

De maneira andloga, fornecendo z1, a relagdo f dard como resposta x5 sendo a populagdo
da 2% geracdo de descendentes de linces e, assim, sucessivamente, até um valor x,, que representa

a quantidade da populagdo da n-ésima geracao de linces.

A relacdo f € um modelo de evolugdo da populacdo por intermédio de um método
chamado Feedback, onde cada novo valor torna-se o préximo valor de partida para os cdlculos

seguintes.
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Figura 16: Método Feedback

Xn * f(x) > Xp+1

Xn+1 > f(X) xn+2

Fonte: Elaborado pelo autor

Propde-se, entdo, aos alunos, realizar uma breve investigacao sobre que tipo de funcao
melhor exprime a quantidade de linces, geracdo a geragdo, tendo em vista, todos os fatores

externos que incidem sobre esse valor.

Comegando a analise pelas fungdes lineares, do tipo f(x) = ax, t€m-se duas possibili-
dades: se a < 1 ou se a > 1. Nao convém, aqui, pensar em valores negativos pelo fato de se

tratarem de quantidade populacional.
Supondo-se, inicialmente, xo = 1000 e a = 0, 1.

Assim, substituindo os valores de a e z( nas fungdo f(x) = ax, tem-se:
x1 = f(xg) =0,1-1000 = 100.

Logo, para uma populagdo inicial de 1000 linces, tém-se, na 1* geracdo de dependentes,

apenas 100 linces restantes.

Calcular x5 seria calcular a quantidade de descendentes da 2 geracado, proveniente do

resultado obtido em x4, ou seja, x5 = f(x7). Portanto:
29 = 0,1-100 = 10.

Entdo, a 2* geracao de dependentes das 1000 linces iniciais se resumem a apenas 10

linces.

E facil perceber que, de forma sucessiva, a quantidade populacional de linces tenderia a
tornar-se estaciondria, visto que a quantidade de descendentes nas sucessivas geragdes tende a

zero, para qualquer valor de a < 1.
Agora, 0 que aconteceria aos linces se, ao invés de a < 1, tivesse a > 17?7

Supondo-se, por exemplo, a = 1, 01.
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Ainda considerando zy = 1000 e substituindo z e @ na fungdo f(x) = az, tem-se:
21 = f(z) = 1,01 - 1000 = 1010.
De forma anéloga a anterior, 5 = f () e, portanto:
2 = f(z1) = 1,01 - 1010 = 1020, 1.
Seguindo o mesmo raciocinio, x3 = f(x2). Assim:
x5 = f(xs) = 1,01 1020, 1 = 1030, 301.

Dessa forma, a 1* geracdo teria 1010 linces, a 2% geracdo teria em torno de 1020 linces, a

3% geracdo, 1030, e assim sucessivamente.

E, também, fcil notar que a populacdo de linces tenderia ao infinito, caso seguisse tal

funcdo.

A relacdo f de dependentes de linces deve ser uma relacdo que descreva o que acontece
na realidade. Por experiéncia, é razodvel afirmar que nenhuma das duas coisas acontecem, nao

se tém nem um crescimento infinito, nem um decrescimento tendendo a extingao.

Desta forma, conclui-se que a fungdo f(z) = ax ndo é a melhor op¢ao para descrever a

quantidade de linces existentes ao longo dos tempos.

Mediante ao exposto, deve-se continuar a busca pelo modelo que melhor demonstra a

dinamica de populagdes de linces, aquela que mais se aproxima da realidade, a mais realista.

A populagdo de linces oscila mediante as limitagdes das fontes de comida, o que, de
forma direta, limita o crescimento da espécie. Tal comportamento populacional foi estudado
por Robert May, em 1976, que o chamou de modelo logistico de crescimento populacional. Na

ocasido, ele descreve tal modelo na forma X, ; = aX;(1 — X}).

"..., nas aplicagodes prdticas, a equacdo tem a desvantagem de exigir que X permaneca
no intervalo 0 < X < 1; se X exceder a unidade, as iteracoes subsequentes divergirdo para

—00 (0 que significa que a populagdo se torna extinta)."(MAY, 1976, p.460. Traducio do autor

Ainda de acordo com MAY (1976), em [18], a equacdo possui um comportamento

dinamico nao trivial somente se a < 4.

Das fung¢des ensinadas no ensino médio, a quadrética vem logo apés as do 1° grau. Assim

sendo, € intuitivo que os alunos pensem, como proxima hipoétese, tais fungdes.

2 ..., in practical applications equation has the disadvantage that it requires X to remain on the interval 0 < X < 1;

if X ever exceeds unity, subsequent iterations diverge towards —oo (which means the population becomes
extinct).
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Como j4 proposto por MAY (1976), em [18], o modelo logistico nos dd uma funcio que
pode ser representada da forma f(z) = a- (1 —x) -z, onde z € (0,1) e z = 1 represente a

populacdo méxima, ou ainda, 100%.

Como a quantidade de descendentes depende sempre do valor anterior obtido, a funcao €
composta por ela mesma repetidas vezes (método feedback). O conjunto formado por todas as
iteragdes de uma dada fun¢do é chamado mapa da func¢do. Portanto, o conjunto de iteragdes da

funcio logistica é chamado de mapa logistico.
Comeca-se, entdo, a investigacao acerca de possiveis valores para a.
A principio, serd admitido que xy = 0, 01.

Entao, calculando as iteracdes da funcdo f(z) =a - (1 —z) -  paraa = 0, 1, tém-se:

f(z0) = £(0,01) =0,1-(1—0,01)-0,01 =
f(zo) = 0,00099
f(f(z0)) = £(0,00099) = 0,1 - (1 —0,00099) - 0,00099 =
£2(0) = 0,000098901
F(f(f(z0))) = £(0,000098901) = 0,1 - (1 — 000098901) - 000098901 =
£2(x0) = 0,000009889

A partir da andlise dos resultados obtidos, pode-se concluir que, em poucas geragdes, a

quantidade de linces estd tendendo a extingao.

Diante do trabalho de levantamento de hipéteses e investigacao, serd util a utilizagcao
de um programa que plote os graficos dos tais mapas logisticos conforme o parametro a seja

variado.

Escolheu-se, para tanto, o Excel, onde os gréficos apresentardo pares ordenados (z, y)
que representam a geracdo dos linces (primeira geracao, segunda geracio,...) € a quantidade
de descendentes que os linces terdo naquela geracdo, respectivamente. Ou seja, x representa o

nimero de geracdes e y representa o nimero de descendentes.

A ideia € que, ap6s a criacdo do arquivo, os alunos modifiquem os valores do parametro

a e analisem os resultados, fazendo inferéncias com o contexto da populagao de linces.

A seguir, encontram-se graficos para valoresde a = 0,1, a = 0,6 e a = 0,9. Em todos

os casos admite-se zg = 0, 01.



Capitulo 6. As caracteristicas do caos na prdtica

59

0,0012

0,001

0,0008

0,0006

0,0004

0,0002

-0,0002

0,007

0,006

0,005

0,004

0,003

0,002

0,001

Figura 17: f(z) =0,1- (1 — z) - x.

10 20 30 a0 50
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 18: f(z) =0,6- (1 — ) - x.
10 20 30 40 50

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 19: f(z) =0,9- (1 — ) - a.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que, para 0 < a < 1 a populacdo de linces serd extinta. A diferenca estd na
quantidade de geragdes necessdrias para que isso ocorra. Quanto mais proximo de zero for o
valor de a, mais rdpido a extin¢do acontecerd e, quanto mais proximo da unidade, tal fato levara

um pouco mais de tempo, mas acontecerd. Entdo, o que acontecerd com os linces caso a = 1?

Figura20: f(z)=1-(1 —x) - z.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como ¢é percebido no gréfico acima, serdo necessarias mais geragdes, mas os linces se

tornardo extintos do mesmo jeito.

E o que acontecerd com os linces, caso o pardmetro a varie entre 1 e 3?

Figura 21: f(z) =1,2- (1 — ) - a.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura22: f(z)=1,7- (1 — z) - x.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura23: f(z)=2-(1 —x) - z.

10 20 30 50
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura24: f(z) =2,4- (1 —z) - x.
10 20 30 50

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 25: f(z) =2,9- (1 —z) - x.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que, para 1 < a < 3, a populagdo de linces crescerd até atingir um estado estdvel,

diferente de zero.

O que acontece com os linces se a = 37?7

Figura 26: f(z) =3 - (1 — ) - x.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Nota-se, agora, que a quantidade de descendentes parece estacionar em uma oscilagdo de

valores. A representacdo abaixo mostra, com mais iteragdes, tal afirmacao.

Figura 27: f(z) =3 (1 — ) - z. - com mais itera¢des

08
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Entdo, o que acontece com os linces caso a varie entre 3 e 3,57
Figura 28: f(z) =3,1- (1 —x) - z.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



Capitulo 6. As caracteristicas do caos na prdtica

65

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

09

0,8

0,7

0,6

0,5

04

0,3

0,2

0,1

Figura 29: f(z) =3,2- (1 —x) - z.

20 40 60 80 100
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 30: f(z) =3,3- (1 —x) - z.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura31: f(z) =3,4- (1 —z) - .
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Conclui-se, que a populacdo se acumula novamente, mas agora oscila em relagdo ao seu

antigo estado estdvel. Percebe-se, também, que os ciclos de oscilag@o tém periodo 2.

Esea = 3,57

Figura 32: f(z) =3,5- (1 —z) - x.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para a = 3, 5, nota-se que a oscilagdo permanece, s6 que dessa vez, em um periodo de 4

geragdes, ou seja, o dobro da anterior, conforme figura.

"... outras duplicagoes de periodos para ciclos de periodo 8, 16, 32,..., ocorrem quando
a aumenta." (STROGATZ, 1994, em [25], p. 355. Tradugdo do autorﬂ

Ainda de acordo com STROGATZ (1994), em [25], antes que a assuma o valor de 3, 6
o0 sistema consegue passar por todos os periodos e, segundo experimentos computacionais, 0s

periodos se relacionam com o valor de a, conforme a figura abaixo.

Figura 33: Relagdo entre o pardmetro a e a quantidade de ciclos do periodo.

a Ciclos do periodo
3 2
3,449 ... 4
3,54409... 2
3,5644 ... 16
3,568759... 32
3,569946 ... oo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para 3,5 < a < 4 existem valores para os quais as Orbitas se comportam de maneira

cadtica e outros que as Orbitas se mantém estdveis em torno de um periodo, conforme figuras.

Figura 34: f(z) =3,6- (1 —x) - x.

09

0,38 i

| Pli IM
| 'Vlﬂﬂ I

0 20 40 60 80 100

Fonte: Elaborada pelo autor.

3 Further period-doublings to cycles of period 8, 16, 32, ..., occur as a increases.
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Figura 35: f(x) =3,7- (1 —z) - x.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 36: f(z) =3,8- (1 —x) - x.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 37: f(z) =3,9- (1 — ) - a.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, pode-se afirmar, segundo STROGATZ (1994), em [25], que o Caos aparece na
dinamica de populacdo para alguns valores do parimetro a, € que, para esses valores, a 6rbita do

sistema caminha, de maneira intermitente, todos os valores do intervalo [0, 1].

Falta, agora, investigar se a fun¢do f(xz) = a - (1 — x) - z possui a caracteristica mais

relevante do Caos, a sensibilidade as condigdes iniciais.

Ainda no Excel, utiliza-se a fun¢do f(z) = a - (1 — x) - z, determinando um valor

arbitrério para a.

Supondo-se a = 4. Calcula-se, entdo, as iteracdes como nos exemplos anteriores, para

dois valores de z bem préximos, por exemplo 0, 24235 e 0, 24236.
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Figura 38: Iteracdes para zg =

0,24235.

Figura 39: Iteracdes para

xo = 0,24236.

0 0,73446591 0 0,734486522
1 0,780102948 1 0,780064285
2 0,686169354 2 0,686255986
3 0,861363887 3 0,861234831
4 0,477664565 4 0,478037587
5 0,998004513 5 0,99807061

6 0,007966019 6 0,007702671
7 0,031610246 7 0,030573361
8 0,122444153 8 0,118554522
9 0,42980633 9 0,41799739

10 0,980291395 10 0,973102288
11 0,077280705 11 0,104696902
12 0,285233592 12 0,374941842
13 0,81550156 13 0,937441829
14 0,601835064 14 0,234578585
15 0,958518479 15 0,71820589

16 0,159043217 16 0,809544758
17 0,534993888 17 0,616728172
18 0,995101711 18 0,945498136
19 0,019497182 19 0,206125644
20 0,076468169 20 0,654551452

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que a diferenca entre os dois valores de = ¢ menor do que 10™%, e que no inicio,
geraram Orbitas que parecem andar lado a lado, mas que, com poucas iteracdes mostram-se

completamente distintas, ora perto uma da outra, ora distante uma da outra.

Figura 40: Comparacdo da evolucdo grafica para zo = 0, 24235 e x¢ = 0, 24236.

08
06

04

1 Y3 3 4 5 [ 7 B 5 1 11 12 13 1 15 1 17 18 19 20 21

- = 29 = 0,24235 — x5 = 0,24236

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tal comportamento recebe o nome de sensibilidade as condi¢des iniciais € uma boa

analogia € a de uma massa integral de pao.

Tomadas duas sementes, relativamente préximas, apds alguns amassos do padeiro elas
tendem a se afastar. Instantes depois, quando o padeiro dobra a massa para continuar sua sova,

elas retornam para perto uma da outra, conforme ilustracao a seguir.

Figura 41: Dinamica do padeiro.

1% passo: esticando dobrando
T T
. S P p 4
— 7
T
depois do
2" passo: s A
le—"

Disponivel em: https://www.puc-rio.br/ensinopesq/ccpg/pibic/relatorio_resumo2009/relatorio/fis/simone.pdf.
Acesso em: 13 mai. 2019
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve por objetivo apresentar aos professores de mateméatica do ensino

médio, como podem introduzir a ideia de fungdo cadtica para seus alunos.

Mesmo ndo sendo uma fung¢do comum, é atingivel, pois a relacdo presa-predador € de

conhecimento deles.

E inquestiondvel que toda matematica proposta na grade curricular é de fundamental
importancia em diversas areas. No entanto, é também incontestivel que a mesma grade se torna
insuficiente para a resolug¢do de problemas ditos cadticos, apresentados em tantas outras, como:

engenharia, medicina, crescimento populacional, economia, entre outros.

Para tanto, apresentou-se, de forma simplista, sem deixar de lado o rigor matematico,

algumas sugestdes de atividades visando o entendimento e introdu¢do desse tema aos alunos.

A interdisciplinaridade, bem como a utilizacao de softwares, mostraram-se indispensaveis
para introduzir o conceito de fun¢do cadtica, uma vez que, para melhor entendimento, foi

necessaria a constru¢do de gréficos e tabelas.

Conclui-se que a contextualizacao da teoria do caos no ensino da matemadtica, torna-se
bastante interessante, viabilizando um conhecimento mais expressivo e corroborando com o

desenvolvimento do raciocinio de forma aplicada.
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A APENDICE

A.1 ALGORITMO GERAL DA DIVISAO

Teorema A.1. Se a e b sdo dois niimeros inteiros, com b > 0, entdo existem e sdo 1nicos os

inteiros q e r que satisfazem as condicoes: a =bq+1re (0 <r <b.

Demonstragcdo. Tém-se duas coisas a serem provadas. A primeira € a existéncia de tais nimeros

inteiros g e 7, e a segunda € a unicidade desses valores.
Existéncia:

Seja S um conjunto cujos elementos sdo maiores do que ou iguais a zero e tal que
S ={a—bq;qel}.

Deve-se mostrar que tal conjunto existe e € diferente do conjunto vazio. Caso isso ocorra,
estd provada a existéncia de ¢ e r inteiros, tais que a = bg + r, visto que se pode dizer que
r = a — bq. No contexto, ¢ € Z por hipbtese e r € Z, pois a e b também pertencem ao conjunto

dos nimeros inteiros e, tal conjunto € fechado em relacao a adicdo e multiplicacao.

Sabe-se que b > 0 e, portanto, far-se-a necessario andlise em relacdo aos possiveis

valores de a. Para tal, vamos repartir em 3 casos: a > 0,a =0e a < 0.
Casol:a >0

Se a > 0, entdo, basta tomar ¢ = (. Substituindo ¢ por 0, obtém-se:

a—bg=
a—b-0=
a—0=
a.
Como a > 0, entdo a — bg > 0 e, portanto, a — bg > 0. Logo, o conjunto S existe e é
diferente do conjunto vazio.
Caso2:a =0

Se a = 0, entdo basta tomar novamente ¢ = (. Substituindo ¢ por 0, obtém-se:
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a—0=

Como a = 0, entdo a — bg = 0 e, portanto, a — bg > 0. Logo, conjunto S existe e é

diferente do conjunto vazio.
Caso3:a <0

Se a < 0, entdo basta tomar ¢ = a. Substituindo ¢ por a, obtém-se:

a—bqg =
a—b-a=
a(l—b).

Nota-seque b € Ze b > 0,entdo b > 1.

Casob =1,
a(l—b)=a(l-1)=a-0=0

€, consequentemente a — bq > 0.

Casob > 1, (1 —b) < 0 e como a também € negativo, o produto a(1 — b) serd positivo e,

consequentemente, a — bq > 0.
Novamente, o conjunto S existiria e seria diferente do conjunto vazio.
Assim, conclui-se que S # .

Como S é ndo vazio, sabe-se que, pelo Principio da Boa Ordenacgdo, S possui um

elemento minimo. Seja a — bq tal elemento.
Suponha, agora, por absurdo, que a — bg > b.

Assim:
a—bqg>b=
a—bg—b>0=
a—b(1+q)>0
Assim, a — b(1+¢q) € S.

No entanto 1 + g > q.

Entdo, multiplicando (—b) a ambos os membros da desigualdade, tem-se:

—b(1+q) < —bg
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Adicionando a em ambos os membros da desigualdade, tem-se:
a—b1+4+q) <a—bg

Absurdo!
Pois, por hipétese, a — bg é o menor elemento de S.
Logo,a —bg>0ea—bg <b.

Tomando r = a — bg, entdo 0 < r < b.

Unicidade:
Sejaq,q',r,r" € Z,talque a =bg+r,com0 <r <bea=>bq¢ +r',com0 <1 <b.
Sem perda de generalidade, suponha, por absurdo, que > 7.

Assim, como a = bg + r e a = bg’ + ' e como r > 1/, pode-se concluir que bq < bq'.

Pelo fato de b > 0, pode-se dividir por b ambos os membros da desigualdade e tem-se g < ¢'.

Consequentemente,

o=l

Como r < ber’ < b, conlcui-se que r — r’ < b.

Isolando r e r’ da equagdo a = bg + r e a = bq’ + ' tem-se:
r=a—bger =a—>bq.
Substituindo r e 7’ na desigualdade r — ' < b, obtém-se:

(a—0bq) —(a—bf) <b=
a—bg—a+byd <b=

b —bg < b=
Colocando b em evidéncia, tem-se:
b —q) <D

Como b > 0, dividindo por b ambos os membros da desigualdade, tem-se:
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De * e **, consegue a relacdo 0 < ¢’ — ¢ < 1. Como ¢ e ¢’ sdo nimeros inteiros, ¢’ — ¢
€, também, um ndmero inteiro. Mas como nio existe inteiro entre 0 e 1, conclui-se que  nao

pode ser maior do que 7.
Portanto, r = 7'.
Consequentemente, ¢ = ¢'.

Conclui-se entdo, que para quaisquer a e b inteiros, com b > 0, existem e sdo Gnicos 0s
inteiros ¢ e r que satisfazem as condicdes: a = bg+r e 0 < r < b, onde ¢ chama-se o quociente

e 7 o resto nao negativo na divisdo de a por b. 0
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