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A minha filha Mirian Christine, que é meu universo e fator determinante da curvatura em

torno dos meus objetivos.



"Todo mundo € um génio. Mas se vocé julgar um peixe por sua capacidade de subir em uma
arvore, ele vai gastar toda sua vida acreditando que € um estapido."

(Albert Einstein)



RESUMO

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) foi proposta por Albert Einstein em 1915. Esta te-
oria propde uma generaliza¢do do principio da relatividade do movimento para sistemas que
incluam campos gravitacionais e se baseia em trés postulados. Para a sua construgdo, € neces-
sario utilizar ferramentas matemaéticas para espacos curvos, ndo mais se restringindo ao espaco
Euclidiano. Uma das formas de alcangar isto é por intermédio da Algebra Tensorial, contudo, é
com a topologia que este estudo se torna mais completo. A partir da construcao da TRG, Eins-
tein previu inicialmente a existéncia das ondas gravitacionais, que foram detectadas em 14 de
setembro de 2015, nos EUA, 100 anos apds a previsao. Esta radiacdo gravitacional tem carac-
teristicas especificas, mas com algumas semelhancas com as ondas eletromagnéticas. Assim,
nessa dissertacdo apresentaremos a construgdo desta teoria, motivada pela descoberta em 2015,
finalizando com as formas bem peculiares da interacdo da radiag@o gravitacional com a matéria
e de sua polarizacao.

Palavras-chave: relatividade geral, ondas gravitacionais, ondas eletromagnéticas.



ABSTRACT

In 1915, the general relativity theory (TRG) was proposed by Albert Einstein. This theory
is a generalization of the relativity principle of motion for systems where include gravitatio-
nal field and is based on a three postulates. For construction of the TRG, is required to use
mathematical tools of curved space, no longer restricted to the Euclidean space. A way to do
this is through algebra tensor, however, it is in the topology study that this study is most com-
plete. After the construction of TRG, Einstein predicted the existence of gravitational waves, it
was finally detected on September 14, 2015, in the USA, one hundred years after the predict.
This waves has specific characteristics, but with some similarities with electromagnetic waves.
Therefore, this work show the construction of this theory, and the motivation for this was the
detected of the gravitational waves in 2015, and this work finishing with the interaction the gra-
vitational waves with the matter and its polarization.

Keywords: general relativity, gravitational waves, electromagnetic waves.
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1 INTRODUCAO

No final do ano de 2015, uma grande descoberta por um grupo de cientistas e colaboradores,
por intermédio do Observatério de Ondas Gravitacionais por Interferometria Laser (LIGO, em
inglés) detectaram pela primeira vez uma das previsdes de um grande cientista do século XX.
Em 12 de fevereiro de 2016, apds vdrias andlises, foi publicado na revista Physical Review
Letters esta grande e extraordindria noticia [1], que revolucionou a fisica do século XXI, 100
anos apos a previsao tedrica por Einstein por meio da Teoria da Relatividade Geral. Este foi o

estimulo necessario para o estudo e aprofundamento na area de Relatividade Geral.

A previsao tedrica das ondas gravitacionais foi realizada por Albert Einstein, um fisico
alemdo com ideias extraordindrias, que revolucionaram e ampliaram a visao do universo. Em
1905, Einstein prop0s a teoria da relatividade restrita, no qual as ideias descobertas foram gene-
ralizadas para sistemas que incluam campos gravitacionais. Assim, em 1915, uma nova teoria

foi proposta: a teoria da relatividade geral (TRG).

A partir desta teoria foi formulada a equacdo de campo de Einstein e, em 1916, foi prevista a
existéncia de ondas gravitacionais, decorrentes da solucdo desta equacdo, onde Einstein mostrou
que objetos massivos acelerados distorciam o espaco-tempo causando a irradiacdo de ondas
na forma de radiacdo gravitacional. Essas oscilacdes viajam a velocidade da luz através do
universo, levando informagdes sobre suas origens, bem como pistas valiosas sobre a natureza

da propria gravidade [1].

Por muito tempo, esta teoria ndo havia sido comprovada, contudo com o evento conhecido
como GW150914, em 14 de setembro de 2015, as ondas gravitacionais foram finalmente detec-

tadas, por intermédio da Laser Interferometer Gravitacional-Wave Observatory (LIGO) [1, 2].

Sendo assim, neste trabalho pretendemos mostrar a constru¢ao da TRG consruida por duas
frente: a primeira é a baseada no estudo da Algebra Tensorial, onde o espago curvo é anali-
sado imerso ao espago euclidiano de dimensdo maior e apds sua andlise o estudo do espaco
puramente curvo. A segunda frente € baseada no estudo de uma variedade diferencial e onde o

espago € puramente curvo € nao mais imerso em uma dimensao maior, conhecido na matematica
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como topologia.

Além disso, ao final deste trabalho, estudamos a radiacdo gravitacional (perda de energia
via ondas gravitacionais) e a interacdo das ondas gravitacionais com a matéria, mostrando a ne-
cessitade de uma fixacdo de “gauge” para a eliminacao da parte nao fisica da teoria e realizando
uma analogia entre as ondas gravitacionais, que sdo oscilacdes do espaco-tempo a velocidade
da luz, com as ondas eletromagnéticas, que se propagam no espago-tempo a velocidade da luz,

além de ser uma revisao tedrica para o estudo da gravitagao.
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2 ALGEBRA TENSORIAL

A existéncia das Ondas Gravitacionais foi prevista por Albert Einstein em sua teoria da
Relatividade Geral. Para a construcao desta teoria € necessario o estudo sobre o Espaco Curvo,
no qual, inicialmente, iremos discutir por intermédio da Algebra Tensorial, com base em textos
sobre Relatividade Geral [3-5]. O estudo da Algebra Tensorial é uma forma de entendermos
melhor sobre um espaco curvo, principalmente, por estarmos mais familiarizados com este

estudo nos cursos bésicos de graduacio e até mesmo na educacgdo bdsica.

2.1 ESPACO CURVO

Nesta se¢do ndo temos a intencao de fazer um tratamento rigoroso da geometria diferencial,
entretanto, tentaremos ser didaticos, sem abandonar os conceitos e cdlculos importantes para a

compreensdo do nosso trabalho.

No curso de Geometria Analitica estudamos, por exemplo, sobre a circunferéncia. Sabemos
que a equacdo reduzida da circunferéncia com centro na origem e raio unitario (Figura 1) é dada
por

X4y =1, 2.1)

ou seja, escrevemos os pontos de um espago curvo, neste caso, da circunferéncia, em funcao
dos eixos coordenados (x,y) no espaco euclidiano em 2 dimensdes (2D). Logo, uma forma de
estudar um espaco curvo, € utilizando um espaco euclidiano, tal que o espaco em que temos

interesse esteja contido nele.

Desta forma, podemos definir um ponto P em uma variedade (generalizacdo da ideia de
superficie) por meio de um vetor 5, onde P estd localizado no espago tangente (espago plano)

da variedade em questdo, conforme figura 2.

Podemos ainda definir algumas coordenadas curvilineas (q', qz), passando pelo ponto P,
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Figura 1 — Circunferéncia com centro na origem do plano cartesiano

)y

A
L/

Fonte: Préprio autor.

Figura 2 — Representacdo de um Espago Curvo 2D imerso no Espago Euclidiano 3D

Espaco tangente
(Espaco plano)

Variedade
&,
03
o0
2,

°

o)

Espago Euclidiano
3D

Fonte: Préprio autor.

no plano tangente ao espago curvo bidimensional, conforme figura 3, de modo que:
5s=5 (ql , qz) )
Assim, diferenciando s obtemos:
ds = &1dq' +&dq?, (2.2)
onde definimos

L 05

Lo
=g

€€2—$.
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Figura 3 — Representacdo das Coordenadas Curvilineas no Plano Tangente ao Espaco Curvo

Ff'_

Espaco curvo
bidimensional

Fonte: Préprio autor.

Portanto, o elemento de linha ds? sera dado por
2 . .
ds* = Z (¢;-€j)dq'dq’.
i,j=1

Com isso, definimos entdo a métrica para um espago curvo g;; dada por

8ij =€ €. (2.3)

Logo, usando a convencao de Einstein, onde os indices repetidos implicam em soma, temos
que

ds* = gijdq'dq’. (2.4)
Os vetores € € é> sdo chamados de vetores de base, entio

{1, é,} = base coordenada.

Sendo assim, qualquer vetor nesse plano tangente pode ser escrito como uma combinagao
linear dessa base, isto €:
V= vlé‘l +v222.
Contudo, €| e €> ndo sdo necessariamente ortogonais nem unitarios, mas podemos definir

vetores, conforme figura 4, tais que
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Figura 4 — Vetores unitdrios e ortogonais aos vetores de base

e’
?2
Fonte: Préprio autor.
ér-el=1 (projec@o sobre €1)
— -2 . ~ —
é-é-=1 (projecdo sobre &)

é,-é2=2,-¢' =0

ou seja,
g -2/ =8/, (2.5)

onde Sij € o simbolo da Delta de Kronecker, definida por:

1, sei=j

0, sei#j.

&) =

1

(2.6)

Assim, {E 1, E’Z} sdo chamados de base dual a base coordenada {€, €,}. Dessa forma, o

vetor V pode ser escrito como:

=

V= Vigi = Vigi, (2-7)

onde v é chamado de componente contravariante e v; de componente covariante do vetor V.

2.2 ALGUMAS PROPRIEDADES DAS COMPONENTES DO TEN-
SOR METRICO g;;

A métrica de um espago curvo ou o tensor métrico g;;, conforme definida em 2.3, € o que
define o espaco, isto &, estd ligado a geometria do espaco-tempo e “desempenha o papel de

“potenciais” do campo de gravitagdo” [6].

Existem trés propriedades importantes associadas a métrica que serdo tuteis nos nossos cél-
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culos. A primeira diz respeito a propriedade de levantar ou abaixar os indices das componen-
tes do vetor V. Para verificarmos isto, definidos os vetores {2 1, é’z} dual a base coordenada

{€1, é2}, podemos multiplicar a equagdo 2.7 por €;, de modo que

v’a--e?j:vi(?’-?j.

Substituindo as equagdes 2.3 e 2.5, temos que:

v'gij = vid!. (2.8)

Contudo analisando o lado direito da igualdade da equacdo 2.8, percebemos que o indice j
¢ um indice livre que pode assumir os valores 1,2 ou 3 e o indice i € um somatério, de modo

que podemos obter trés equagdes, isto é

j=1= v,ﬁf = v1811 —|—v2512—|—\/3513 =
j=2 = v,ﬁé = V1621 —|—V2522 —|—V35§ = Vy;

j=3 = v,-8§ = v18§ +V28§+V38§ = V3.

Logo, podemos escrever a equacdo 2.8 como

vi=1g. (2.9)

Por outro lado, multiplicando a equacio 2.7 por €/, de forma similar, obtemos que

v =g (2.10)

Observe entdo que as equagdes 2.9 e 2.10 mostram que a métrica tem a propriedade de
abaixar e levantar os indices da componente covariante ou contravariante do vetor V, sendo esta

uma importante propriedade de g;;.

A segunda propriedade a ser analisada € a propriedade de simetria da métrica. Para isso,
podemos analisar dois tensores A;; € B;j, respectivamente, simétrico e antissimétrico nos indices
ie j,ouseja

AijBij = Aji(=Bji)
AjjBij = —AjiBji,
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como i e j sdo indices livres, temos que

AijBij = —AijBij

A;jB;j = 0 (identicamente nulo)

entdo, analisando a equagdo 2.4, percebemos que a métrica g;; deve ser simétrica, pois dq'dg’

é simétrico, caso contrdrio o elemento de linha ds? seria nulo. Logo
8ij = &ji- 2.11)

Por fim, a terceira propriedade da métrica € que as componentes tensoriais contravariantes

e covariantes do tensor métrico obedecem a seguinte equagao

g''gi; = 8. 2.12)

Estas trés propriedades da métrica serdo bastante uteis durante nossos célculos futuros.

2.3 TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

As coordenadas curvilineas ¢' (i = 1,2,3), podem ser transformadas de uma coordenada

para outra por meios de transformagdes, entdo seja a transformacgdo de coordenadas

;4@
qg —q )
=1
3'(q)
e €; e € novas bases coordenadas, porém que se tranformam de forma similar aos vetores €; e
€, ou seja
. os c os
| = = c k— = 7. -
! 9g" aqk

Para transformar da base "sem barra" para a base "barrada", ou seja

Er— éi,
temos que
J5 gk gk
&= ==—¢&. 2.13
1 aqk aq_l aql k ( )
Analogamente, temos que

oG~ _

€ (2.14)

:a—qigk.
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Logo, € possivel mudar de uma coordenada "sem barra" para uma coordenada "barrada"

por meio das transformacgdes de coordenadas 2.13 e 2.14.

2.4 VETORES CONTRAVARIANTES E COVARIANTES

Por meio da equagdo 2.7, vimos que um vetor V pode ser escrito pelas suas componentes
contravariantes e covariantes. Do mesmo modo podemos escrever tal vetor associado as bases

coordenadas que definimos, ou seja
V =V'e; =V'E; (2.15)
mas precisamos descobrir como esses vetores se transformam.

Usando a equacao 2.13, que podemos escrever a equacao 2.15 como

Para v'e;, fazendo a substituicdo i — k, temos

Ak
V:vkﬁk—ﬁlaiqiﬁk:()

og*
(vk—ﬁlaiq_i> e =0.

Como g ndo pode ser nulo por ser arbitrario, concluimos que

de forma que

k aqk

=35 (2.16)

14

De forma similar, utilizando a equagao 2.14, podemos escrever a componente "barrada" da

equacdo 2.15 como
k .
v (2.17)

By
=k q
v 3

Assim, 2.16 e 2.17 sdo as leis de transformacao de vetores cujos indices estdo levantados e

sdo chamados de Vetores Contravariantes’.

Realizando as mesma operacdes para o vetor V, da equagdo 2.15, porém analisando agora

'Na verdade sdo componentes dos vetores contravariantes, pois do ponto de vista da geometria diferencial
vetores ndo tem indices.
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as componentes cujos os indices estdao abaixados, teremos que

07"
b= 5 (2.18)
c 3 k
- q
Vji= WVIC. (219)

Sendo assim, as leis de transformagdes 2.18 e 2.19 temos vetores cujos indices estao abai-

xados e sdo chamados de Vetores Covariantes?.

2.5 VETORES COMO OPERADORES

Vimos que € possivel estudar um espago curvo utilizando um espaco euclidiano de di-
mensao maior, tal que o espaco em que temos interesse esteja contido nele. Considerando uma
dimenséo D = 3, podemos definir uma base {¢1,¢;} e uma base dual {E e 2} que formam qual-
quer vetor desse espaco. Por outro lado, podemos definir outras bases coordenadas, {€;,€,},
no qual, da mesma forma, quaisquer vetores do plano tangente ao nosso espago curvo podem
ser escritos nesta base ou na base "com barra", {€;,€,}, sendo que podemos transformar uma

coordenada na outra conforme a equagado 2.19, ou seja

Y
€ = a—qiﬁk.
Entdo, um vetor V pode ser escrito como
‘7 — Vlgl — ‘_/lél,
onde .
‘_/l — %Vk
ogk

Porém, ndo queremos mais trabalhar com nosso espago curvo contido no espago euclidiano,
mas agora, com espagos Curvos gerais3. Logo, podemos definir novos tipos de vetores, e; € é;,

de modo que

2Na verdade sdo componentes dos vetores covariantes.

3Do ponto de vista da geometria diferencial estamos abrindo mio da imersdo. Por exemplo, poderiamos cons-
truir a métrica em uma superficie esférica sem definir o conceito de raio. Basta usar a geometria diferencial para
medir a curvatura da superficie que a descri¢do seria equivalente se tivéssemos definido o raio usando a imersao.
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_ 0
=5

onde tal operador pode atuar sobre fun¢des definidas no ponto P, conforme figura 5, sobre uma

variedade diferencial (espago curvo geral).
Figura 5 — Representacdo de um vetor definido no plano Euclidiano e de vetores gerais que

atuam em Fungdes do ponto P

l'jf:

| 7

q

(oD

Fonte: Préprio autor.

Tais vetores seguem a mesma lei de transformacao dos vetores, isto é

9 9k o 9gr_
o aiar g o

€

k k
_ 0 d¢" 9 9q"
Ci= 57" 3:i3.%k  23-:¢" (2.21)
o' 9q'dg* g’
Por isso sdo vetores, pois 0 que importa € a lei de transformacgdo, que é a mesma Lei
das equacdes 2.16 e 2.17, visto que nesse processo nao dependem mais do vetor posi¢ao §
associado ao espaco euclidiano. Com isso, € possivel concluir que estamos trabalhando com

espaco puramente curvos (variedades diferencidveis).

Vamos escolher esses vetores como a nossa base coordenada e utilizar a seguinte notagao

d

€i=a—qi:al’
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de modo que um vetor nesta base sera

V =Vie,=V'o;.

Para recuperarmos a nocdo de vetor que conhecemos basta atuar o operador V sobre uma

funcdo coordenada, isto é,

V[q (v)] = VFo(q) = Vi&, = V"

Da mesma forma quando trabalhamos com o espago euclidiano, precisamos encontrar quais
sdo os vetores duais aos vetores de base que definimos. Para isso partimos do principio fun-
damental, que essas bases sdo ortonormais, conforme a equacgdo 2.5 e, sabendo que os vetores
de base que definimos se transformam conforme a equagdo 2.21, € possivel perceber que um
objeto que se transforma desta maneira € a diferencial, dada por

. 9g!
97’ = <L ag. (2.22)
9q

Com isso, podemos escolher {d¢'} como base dual a base {9d;}. Assim, o antigo produto

escalar € substituido por uma operacao de dualidade, pois os vetores pertencem a espacos dife-

rentes
d; =  espago tangente

dq' = espago cotangente.

Note que existem representacdes vetoriais que sao naturalmente covariantes ou contravari-
antes, um exemplo de uma representacdo naturalmente contravariante € o vetor deslocamento
como a equacdo 2.22. Por outro lado, uma representacdo naturalmente covariante € a fungao
escalar (gradiente), em que ¢(§) = ¢(g), onde

90(q) _ 90(q) _ 94" 99(q)
L /L. L VO

Logo, é possivel observar que o que define um vetor covariante ou contravariante € a lei de
transformacao, se ele se transformar como o vetor deslocamento serd contravariante, mas se a

transformacao for similar ao gradiente serd um vetor covariante [7].

Entretanto, em geometria diferencial é possivel definir com rigor um campo tensorial que
relaciona objetos definidos no espago tangente com objetos definidos no espago cotangente.
Este é um campo tensorial métrico g, que leva covetores em vetores e vice-versa [8]. Além

disso, nesta drea, serd possivel entender melhor os espagos tangentes e cotangentes.
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Visando, entdo, um embasamento tedrico mais fundamental para a construciao deste tra-
balho faremos uma discussdo, no préximo capitulo, de uma drea da matemadtica denominada

topologia.
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3 TOPOLOGIA

A topologia tem como finalidade estudar a estrutura dos objetos sem se preocupar com seu
tamanho ou formato, isto €, desconsiderando a curvatura. Estudar esta area € uma forma de
aprofundar nos estudos da geometria e, consequentemente, no entendimento do espaco curvo.
Neste capitulo temos como base os textos sobre Relatividade Geral [5] e sobre Topologia [8] e
ao longo dele mostraremos algumas formulacdes matematicas e definiremos alguns conceitos

importantes para a constru¢do da Teoria da Relatividade Geral.

3.1 VARIEDADE DIFERENCIAVEL

Para estudar qualquer tipo de curvatura, precisamos inicialmente entender o que é uma
variedade, mais especificamente o significado de variedade diferencidvel. Uma variedade é
um espago topolégico que, se analisarmos localmente, € similar a um espago euclidiano nas
vizinhancas de cada ponto. Uma reta, por exemplo, € um tipo de variedade unidimensional.
Mas para realizarmos cdlculos, que € o nosso interesse, devemos estudar um tipo especifico de

variedade: a variedade diferenciavel.

Para um melhor entendimento, iremos partir da ideia de que a topologia ndo considera a
curvatura do espago. Por exemplo, podemos retomar a ideia do circulo do capitulo 2 (figura 1),

que pode ser escrito como

como vimos na equagdo 2.1.

Contudo, note que qualquer ponto do semicirculo superior pode ser descrito unicamente

por uma coordenada do eixo cartesiano x (figura 6).

Desta forma, projetando sobre o eixo, obtemos um mapeamento continuo, ¢;(x,y), entre
o semicirculo e o intervalo aberto (—1,1). Logo, para a topologia, uma parte deste circulo é
0 mesmo que um segmento de reta, ou seja, é similar dizer que ambos sdo topologicamente

iguais. Podemos ter outros mapeamentos (mapas) cobrindo todo o circulo, formando assim um
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Figura 6 — Mapeamento do semicirculo superior da circunferéncia

9, (x.y)=x

Fonte: Préprio autor.

atlas para o circulo.

Assim, podemos definir que uma topologia sobre um conjunto X € uma colecao T de sub-

conjuntos de X tendo as seguintes propriedades:

1. O conjunto @ e o conjunto X estdo na cole¢do T;
2. A unido de elementos de qualquer subcole¢do de T estd em T;

3. A intersecao finita de elementos de qualquer subcole¢do de T estd em 7.

O par ordenado (X,7)! é chamado espago topolégico e T a topologia deste espaco. Dado
um conjunto X e uma topologia sobre X, dizemos que todo conjunto aberto [8] U; € T € um

aberto de X.

Num espago topoldgico X, definimos V C X de vizinhangca de um ponto x, se V contém
algum conjunto aberto que, por sua vez, contenha x. Contudo, V ndo precisa ser necessaria-
mente um conjunto aberto, caso seja, este € chamado de vizinhanga aberta [8]. Por outro lado,
um espaco topoldgico € dito ser um espaco de Hausdorff se para quaisquer pontos distintos e
arbitrarios x,x’ € X, sempre exista vizinhangas V, € Vy, de x e X/, respectivamente, tais que
Vi NVy = 0. Também foi Hausdorff, em 1914, que estabeleceu a expressio espaco métrico [9]

que definiremos a seguir.

Um espaco topoldgico X é chamado de espaco métrico quando for munido de uma métrica

d e quando T, for a colecdo de todos os seus conjuntos abertos em relagcdo a d.

Um subconjunto V de X, por exemplo, X = R", € dito aberto em relacdo a métrica se tiver
a seguinte propriedade: Para todo x € V podemos encontrar um nimero real r > 0 tal que para
todo x’ € X, com a propriedade de que d(x,x’) < r vale que x’ também é um elemento de V.

Entdo t; € uma topologia em X, chamada de topologia induzida pela métrica d, (figura 7), onde

"Muitas vezes chamado apenas de X, pois sempre existird uma topologia sobre o mesmo.
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a métrica é dada por:

Com isso, também incorporamos o conceito de distancia.

Figura 7 — Exemplo de subconjunto aberto em relagdo a métrica

Fonte: Préprio autor.

Se temos dois espacos topoldgicos, tal que uma transformacao bijetora, ou seja, cada ponto
p de um conjunto leva em um e somente um ponto p’ de outro conjunto, e a transformacao (e
sua inversa) € continua no sentido que pontos vizinhos de p sdo levados em pontos vizinhos de
p’, entdo a transformagio é chamada de homeomorfismo e os dois espagos sdo chamados de

topologicamente equivalentes.

Topologia, entdo, estuda propriedades dos espagos que permanecem invariantes sobre ho-
meomorfismo, isto €, que ndo mudam quando um espaco topoldgico € continuamente defor-

mado em outro.

Retomando a ideia do mapeamento, podemos definir um mapa ou carta (U,¢) de uma va-
riedade M como sendo um conjunto aberto de M, chamado de dominio do mapa, junto com
um homeomorfismo ¢ : U — V, ou seja, de U indo no conjunto aberto V em R". Os espagos
topoldgicos nos permitem ter mapeamentos continuos, enquanto as variedades diferencidveis,
ao qual nds estamos interessados estudar, nos permitem ter mapeamentos suaves. Um mapea-
mento f : R™ — R™ é suave (ou de classe C*) se suas derivadas de ordem arbitraria existem e

sdo continuas.

Por fim, podemos definir que um espago topoldgico (X,T) é compacto se toda colegdo de
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abertos que cobre o espaco admite uma subcolecao finita que ainda cobrird este espaco. Por
exemplo, o circulo § = {(x,y) € R, x*+y? = 1} é compacto, porque € a imagem de qualquer
intervalo compacto (a,a+ 21) por homeomorfismo do tipo ¢; (8) = (cos8,sin0). Note também
que as figuras geométricas podem ser formadas por um subconjunto fechado de um espago

métrico compacto. Portanto, sdo compactas.

Definidos esses conceitos, podemos agora explanar uma variedade como sendo um espago
topoldgico tal que cada ponto tem uma vizinhanga homeomorfica a R". De uma maneira geral,
significa que uma variedade de dimensao n € um espaco que ¢ localmente indistinguivel de um

espaco euclidiano de dimensao n.

Mas ndo estamos interessados em qualquer variedade, e sim numa variedade que seja pos-
sivel diferenciar, derivar e integrar sobre a mesma, a chamada variedade diferenciavel. Uma

variedade diferencidvel € um espaco topoldgico M que satisfaz as seguintes propriedades:

1. M é localmente homeomorfico a R™;

2. Sejam dois mapas (U, 01) e (Uz,2), tal que U; NU; # 0. Entéo, um ponto p € Uy NU,

pode ser mapeado em R™ usando ¢; ou 0.

Com isso0, ndo falamos em nenhum momento em imersao, isto €, ndo precisamos apelar para
uma dimensdo maior para imergir os objetos que queremos estudar, como fizemos na figura
2, no estudo de Algebra Tensorial. Contudo, estamos interessados em ir mais além, realizar
medidas sobre espacos topoldgicos, por isso definimos uma variedade diferencidvel, para que

seja possivel realizar medidas sobre a mesma. Estamos falando de geometria diferencial.

3.2 GEOMETRIA DIFERENCIAL

Iniciamos nosso estudo da topologia pela compreensdao de uma variedade diferencidvel,
mas muito mais que entender, nosso objetivo € realizar cdlculos sobre essa variedade, isto &,
fazer geometria. Para isto, precisamos definir alguns objetos geométricos importantes, sendo

eles: vetores, covetores € tensores.

Para alcancarmos este objetivo, serd muito ttil o exemplo a seguir: Seja uma superficie ter-
restre (variedade M) e uma formiga percorrendo uma curva a(z) sobre esta superficie, conforme

imagem 8.

Para mapear esse trajeto podemos utilizar um objeto, o(t), que é uma aplicacéo dos reais

na variedade, pois o.(¢) é uma curva sobre uma variedade. Contudo, ndo sabemos calcular, mas
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Figura 8 — Exemplo de curva sobre uma variedade M

Fonte: Préprio autor.

conhecemos os eixos coordenados. Logo, dado um intervalo em R, digamos ¢t = [0, 1], essa

aplicacao mapeia 0 < < 1 sobre a variedade, isto é,

o:[0,1] - M.

Entretanto, como o.(¢) sdo pontos sobre a variedade, é necessdrio uma fungdo f sobre M,

que € uma aplicacdo da variedade nos reais, ou seja
f:M—R,

pois ndo podemos somar pontos sobre a variedade, mas podemos realizar cdlculos nos reais.

Podemos ilustrar o que estd acontecendo na figura 9.

Podemos agora definir um vetor tangente X a uma curva o num ponto p de M, que sera

uma aplica¢do de M em R, dado por

xy)~ YOO Flalran) - fa)

dt |,_, AT—0 At
=0

Podemos ainda mapear em R™ as coordenadas do ponto a(¢) e realizar uma mudanga de
referencial por intermédio da aplicagio da identidade ¢! o ¢ (au(¢)), onde ¢ ((z)) é um home-

omorfismo e produz as coordenadas do ponto o.(¢) no espago R", isto é,

(l)(a(t)) = ¢(P) = (Xé(l‘),Xé(l‘),...,Xg(t)) .
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Figura 9 — Fung¢des que levam pontos da variedade no eixo coordenados e vice e versa

Fonte: Préprio autor.

Entao,
X[/ df (ou(t)) df (0~ oo (a(r))) dF (Xg(1),X3(1),...,X2(1))
Bl dt 1=ty - dt 1=ty - dt t:to,
onde
foo ' =F, 3.1)

que é uma funcdo de R" em R.

Podemos utilizar a regra da cadeia, de forma a obter a derivada em termos da coordenada

local, isto €

xif = Y@y X OF (Xo)
dt im0t |y 0XG 1=,
0X4 3 .
Percebemos que = depende da curva o e sdo componentes do vetor tangente a curva
=1y
o . y JF (Xy) i
induzida em R™ pela curva a(z), que definiremos como Xg. Por outro lado, X nao
0

=ty
depende da curva o). assim podemos substituir esta por quaisquer outras curvas, desde que

passe pelo ponto ¢t =ty (imagem 10).

Com isso obtemos que

Xm:M :ZX&JBI;;{“) |

dt =1y 1=ty

que ¢é interpretado como a derivada direcional de F ao longo do vetor tangente a o em ¢(p),
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Figura 10 — Exemplificac@o de diversas curvas sobre uma variedade M que passam pelo ponto
de referéncia

Fonte: Préprio autor.

F
visto que —— € o gradiente da funcao F'.

oXH
E claro que existem infinitas curvas passando por p e, portanto, infinitos vetores tangentes
que produzirdo a mesma derivada direcional. Esse conjunto de vetores tangentes formam um

espaco vetorial chamado de espago tangente a M em p e simbolizado por T,M.

Podemos ainda escrever o vetor X[f] como
X[f] =X 9, [F],

onde estamos usando a convencao de Einstein, e, assim, é possivel observar que estamos ope-
rando o vetor tangente X na funcdo f : M — R, contudo podemos abstrair esta fungdo, ja que
esta aplicacdo € vdlida para qualquer funcao f. Com isso concluimos que no espaco tangente a

M em p, T,M, moram os vetores do tipo

X =X"9, =X"e,. (3.2)
pois
0
en =0 = 3o (3.3)

Comparando a equagdo 3.2 com a equacao 2.7 identificamos que X* é a componente do
vetor tangente a curva da variedade e d, ¢ uma base para esses vetores. Assim, construimos

uma correspondéncia entre duas linguagens de diferentes dreas da matemética [4]:
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vetores +— derivadas

Similar ao que fizemos no estudo da dlgebra, precisamos de um vetor dual ou cotangente
a base {aﬂ}. Este vetor cotangente se encontra no espago dual a 7,M, também chamado de

espago cotangente a M em p, que simbolizamos por T, M.

Entdo, seja um espago vetorial T,M, sempre podemos definir funcionais lineares w que

associam a cada vetor um nimero w (X) € R, isto é, dado um vetor v, temos:
fv)=a; a€eR, (3.4
onde f € o funcional. Além disso, um funcional € linear quando

fouvi +opva) =y f(vi) +0nf(v2).

Podemos, entdo, definir uma soma e uma multiplicacdo por escalares reais no espaco dos

funcionais lineares T,y M, transformando o mesmo em um espago vetorial
(AMw1 +Awr) (X) = Mwy (X) +Aowa (X)),

logo estamos atuando w sobre os vetores X € T,M, entdo vemos que os espagos T;M sdo fun-
cionais lineares sobre os espagos T,M, retornando sempre nimeros reais, conforme a equacdo

3.4. Esses objetos, w, sdo chamados de 1-formas ou um-formas.

Contudo, precisamos construir essas formas diferenciais e entender melhor esses objetos

geométricos, que sdo os covetores ou vetores duais (um-formas).

Quando trabalhamos com espagos puramente curvos, no qual seja possivel realizar medi-
¢oes, ou seja, fazer geometria, estamos nos referindo a uma variedade diferencial. Podemos
contruir tal estudo por intermédio de um tratamento mais superficial da geometria diferencial,
que € o que realizamos no inicio deste trabalho. Contudo, um tratamento mais rigoroso desta

linguagem matematica é quando trabalhamos com topologia.

A partir deste estudo e de alguns conceitos importantes, definimos os vetores tangentes a
uma curva da variedade M, passando por um ponto de M, e sabemos que esses objetos atuam
sobre fungdes 4 : M — R. Por outro lado, sabemos que dado uma funcdo /4, temos um funcional
linear, chamado de 1-formas, objetos w que atuam sobre os vetores X € T,M produzindo um

numero real, isto é,

Entretanto, com esses objetos além de serem formas sd@o também infinitesimais, serd con-
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veniente utilizarmos outra notagdo: wy, = dh. Desta forma temos que

dh(X) =X (), (3.5)

(3.6)

onde H = ho¢~!, similar a equacio 3.1.
Entretanto, o proprio nimero X* pode ser utilizado como uma funcdo de M em R, visto que

X’“(p)—)pL (xl,...,x”),

entdo, podemos usar x* no lugar de 4, de modo que a equacao 3.6 poderia ser escrita como
— =x"&,

portanto,
dx* (x) = ¥ (3.7)

Agora que ja sabemos como as um-formas atuam sobre os vetores, queremos obter a base
para o espago cotangente T;M . Para isso, sabemos que para uma um-forma genérica w, temos
que

w(x) =xtw (e,,) , (3.8)
entdo, podemos definir uma nova um-forma, de modo que
w = wydx", (3.9

onde

Wuy=Ww (6/«1)
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sabemos que se atuarmos esta um-forma num vetor obtemos:

W (x) = wudr (x) = wrt = x*w (e,) - (3.10)

Por outro lado, seja a combinagdo linear
wudx" =0,

atuando sobre os vetores base de T,M, vemos que estas sdo linearmente independentes (L.L.),

pois obtemos:
o
BT

wudx (ey) = wyey (1)

= w8y =wy =0.

Logo, percebemos que a equacdo 3.8 é a mesma equacgdo proposta em 3.10, isto €, as
aplicacdes sdo iguais e que a combinacao linear proposta na equagdo 3.9 sdao Linearmente In-

depéndentes, entdo, podemos escrever w como uma combinacdo linear de dx*.

Com isso, percebemos que {dx*} é uma base para o espago T,M. Além disso, cada um-

forma € caracterizada por um conjunto de n nimeros, isto &,
w— (Wi, wo,...,wy),

e a dimensdo de 7,;M € igual a dimensdo de T,M.

Outro fator importante € que vetores sao objetos independentes da coordenacao, isto €,
x =xl'e, =x"e,

e suas componentes se transformam pela inversa da matriz jacobiana. Com isso, similar a
equacdo 2.17, no qual também chamamos as componentes do vetor X de componentes contra-

variantes.

Por outro lado, as componentes da um-forma se transformam com a matriz jacobiana, si-
milar a equagd@o 2.19. Logo, chamaremos essas componentes de componentes covariantes do
covetor w. As um-formas também s@o objetos independentes da coordenatizacdo, portanto €

instrinseco a variedade.

Com isso, fica mais claro entender os objetos definidos no espaco tangente e os objetos
definidos no espago cotangente e, assim, € possivel compreender o porqué de vetores serem

chamados de covariantes e outros de contravariantes.

Para finalizar esta sec¢do, € necessario definirmos um ultimo objeto geométrico, os tensores,

que sao objetos intrinsecos mais gerais sobre a variedade. Sabemos que vetores e covetores sao
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funcionais lineares, nesta perspectiva, tensores serdo definidos como funcionais multilineares
sobre a variedade. Como exemplo inicial, vamos definir um funcional bilinear de um vetor e de

uma um-forma dado por:

T (w,x) =T (wy dx*,x"ey) = wy, X' T (dx*,ey) . (3.11)

O tensor 7' é um objeto independente de coordenatizagdo. Portanto, 7 € um objeto com

significado intrinseco a variedade. Além disso, definiremos que

T, =T (dr",ey). (3.12)

Para este objeto bilinear ser valido € necessdrio mostrar que ele € um objeto pertencente ao
produto tensorial 7,M ® T;M . Para isto vamos propor como base deste espago T,M ® T;M , 0
produto tensorial e, ® dx¥. Como sabemos que e, € base do espago 7,M e dx" é base do espago

TyM, temos que definir a atuagéo do produto tensorial como
ey @dx’ (w,x) = e, (w)dx" (x), (3.13)

sendo

eu(w) =w (eﬂ) = Wu

dx’ (x) = dx’ (x%q) = x%dx" (eq) = x", (3.14)

entdo a equacgdo 3.13 serd

v Y — i
e, @dx" (w,x) = wux’ = nidmero.

Com isso, escrever nosso tensor bilinear 7 como combinagdo linear da base e, @ dx" implica
que
_(TH v
T (w,x) = (T", e,@dx") (w,x),

atuando o produto tensorial, conforme equacgdo 3.13, e substituindo as equacdes 3.2 e 3.9 obte-
mos

T (w,x) = T wo P e, (dx®) dx¥ (ep)

mas aplicar a base vetorial na sua base dual, ou vice-versa, resulta no tensor delta de kronecker

e é comum usar a seguinte notacao

ey (dx®) = ( ey, dx*) =&
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dx’ (eg) = (dx", ep ) = 8. (3.15)

Entdo, aplicando as propriedades do delta de Kronecker, equacdo 2.6, retornaremos a defi-

nicdo do funcional bilinear, conforme equacao 3.11, ou seja

T (w,x) =T wy x¥ =w, x'T (dx", ey).

Com isso, observamos que o tensor bilinear dado por
T=T" e,®dx", (3.16)
é vilido e T*, pode ser definido conforme equacdo 3.12.
Para um tensor mais geral pertencente ao espago teremos

TMOTM®..T,M @ TyMRT,M®... T,M

~~

q r

u seja, r u um- rv ,
ou seja, tensores com g espagos T,M e r espagos Tp*M atuando sobre m-formas e r vetores

respectivamente. Assim, é possivel escrever um tensor do tipo (g,r) como

T=T""" | e®. 0 d" ®. . .0dx".

Um tensor especial € o tensor delta de Kronecker, definido na equagdo 2.5, porém, com um
pouco mais de rigor, temos que:

T'uv = 8“\/;

e o tensor serd dado por

T=§, ¢,@dx’ =e,@dx".

Se analisarmos como este tensor se transforma e conhecendo as propriedades bésicas, dadas

pela equagdo 2.6, obtemos que

B% K
T, =5, -y
R
u " )
Portanto, § , = &, dizemos que este tensor tem as mesmas componentes em qualquer

sistema de coordenadas.

Finalizado as defini¢Ges de vetores, covetores (um-formas) e tensores vamos definir, nas

proximas secdes, 0 que sdo campos tensorial, o que sdo formas diferenciais e, por fim, estudar
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os fibrados, que € a base geométricas das teorias de gravitacao do formalismo de primeira ordem
da Relatividade Geral.

3.3 CAMPOS TENSORIAIS

No estudo da topologia, foi discutido que a cada ponto da variedade M podemos associar
um nimero X, (f). O conjunto de todos os niimeros obtidos desta forma é chamado de campo
vetorial. Podemos entdo generalizar esta constru¢do para a cole¢do de todos os tensores do tipo

(g,r) em cada ponto da minha variedade, isto é

T,=1, (wl,wz, ey W, X1, X2, ,xr) ,
que € um campo tensorial.

Estamos interessados num campo tensorial bem expecifico, o campo do tipo (0,2), cha-
mado de métrica Riemanniana ou simplesmente métrica. Este objeto age sobre vetores tangen-

tes em cada ponto p € M, onde M € uma variedade diferencidvel.

Além disso, este campo tensorial satisfaz alguns axiomas (fundamentos bésicos), sendo

eles:
Axioma 3.1. g(x,y) = g(y,x);

Axioma 3.2. g(x,x) > 0, sendo igual a zero se, e somente se, x = 0;
onde g = gp, pois age no ponto p € M e x,y € T,M.

Considere um dado sistema de coordenadas, neste sistema a métrica pode ser expandida em
termos da base dx* @ dx", isto é

g — gluv d)C'u®dXv.

Atuando a métrica nos vetores tangentes x,y e sabendo como a base atua, similar ao que foi

realizado na equacdo 3.14, temos que
g(x,y) = gu dx* @dx" (x,y) = gua''y".
Por outro lado,

g(y,x) = guvy*'x’ = gyux™y’,

pois os indices u, Vv sdo indices mudos, logo € possivel realizar esta operacao.
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Mas usando o axioma 3.1, temos que
8uv = 8vu- 3.17)

Agora, usando o axioma 3.2, obtemos que
g(x,x) = gwr'x¥ =0, sex=0.

que implica
det(g ,UV) 7é 07

que torna a métrica inversivel.
Em resumo, o campo tensorial g € um tensor bilinear simétrico, positivo e inversivel.

Além disso, a métrica é importante, pois relaciona o espaco tangente com o0 espago cotan-
gente, isto é
_ v
Xy = 8uvX
ou seja, € um isomorfismo entre os espagos T,M e T,;M, um mapa que leva vetores em um-

formas e vice-versa, discutido no capitulo 2, mas agora pelo ponto de vista da Topologia.

Outro fator importante é que o objeto g™ se transforma como as componentes de um tensor
duas vezes contravariante, ou seja

oxP ox*
—BA _ I YA ok
g ox% axKg ’

e a inversa de g,y obedece a seguinte propriedade:
A A
&g =9,

Por fim, g,y € uma matriz simétrica e seus autovalores sdo reais. Se a métrica segue 0s
axiomas 3.1 e 3.2, entdo dizemos que a métrica € riemanniana, todos os autovalores sdo estri-
tamente positivos e se a variedade suave M admite esta métrica g, o par (M, g) é chamado de
variedade riemanniana ou variedde de Riemann. Contudo, hé casos em que o axioma 3.2 ndo é
satisfeito, ou seja, se

gx,y)=0, VxeT,M e y=0,

entdo os autovalores da métrica podem assumir valores negativos. Neste caso, dizemos que
a métrica é pseudoriemanniana e o par (M,g) é chamado de variedade de Lorentz. Esta é a

variedade que estd presente no estudo da teoria da Relatividade.

Com isso, se g tem i autovalores positivos e j autovalores negativos, o par (i, j) é chamado
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de assinatura métrica. Para j = 1, a métrica é chamada de métrica de Lorentz. Além disso,
a métrica pode ser diagonizada para uma matriz ortogonal apropriada, com os elementos da
diagonal principal sendo 1. Se a métrica for riemanniana, entdo € possivel obter uma matriz
diagonal de g, resultando na métrica Euclidiana 6 = diag(1,...,1). Por outro lado, se temos uma
métrica de Lorentz, ao diagonalizarmos a matriz, obteremos a métrica n = diag(—1,1,...,1),

chamada de métrica de Minkowski [4].

Ap6s a compreensdo sobre geometria diferencial e de campos tensoriais, € possivel discutir,

na proxima se¢ao, sobre as chamadas formas diferenciais.

3.4 FORMAS DIFERENCIAIS

Para o estudo da Topologia Algébrica, as chamadas formas diferenciais sao de grande im-
porténcia [10]. Tensores do tipo (0,r) sdo formas diferenciais em que suas componentes sdo

totalmente assimétricas, ou seja, sdo covetores do tipo

W=Wy oy ...y, A QdX? @ .. @dX".

Podemos analisar um caso particular, tensores (0,2), onde temos que
W= wyy dx' @dx",

onde, como sdo assimétricos, sabemos que

Wy = =Wy,
entao
w=wyy dx* @ dx’ (3.18)
= —wy, dr' @dx’ (3.19)
e
w=—wyy dx’ @dx", (3.20)

pois queremos deixar a base dx’ ® dx* também antissimétrica.

Com isso, somando as equagdes 3.18 e 3.20, obtemos
2w =wyy (dX' @dx’ — dx’ @ dx*)

1
w= Eww(dx”@dxv— dx’ @ dx"). (3.21)
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Podemos, entdo, definir uma nova operagdo, denominada produto exterior e representada

pelo simbolo A, como sendo:

dx* Ndx' = dx*' @dx’ — dx¥ @ dx*, (3.22)

O produto exterior € vélido tanto para bases, como para vetores e covetores e segue algumas

propriedades na tal trataremos a seguir.

Sejam os vetores x,y € T,M, sabemos que
XNY=xRQy—y®ux,
além disso, temos as seguintes propriedades:

1. xA(y+z2) = xAy + xA\z, z € T,M,;

2. a(xNy) = (ax) ANy = xA(ay), a € R;

3. xAx = 0;

4. xN\y = —yAx;

5.xAy = (¥ey) @ (Wey) — (Weu) @ (Vey) = (Y — xVy) ey ®ey.

Com base nessas propriedades, é possivel generalizar os tensores do tipo (0,r), ou seja,

uma r-forma, obtendo a seguinte expressao:

1

w= } Wiy, AXMNAX? N N dXT (3.23)

Podemos ainda estudar as formas diferenciais levando em conta a dimensao do espaco.
Quando combinamos p elementos, ou seja, uma p-forma, em D dimensdes, temos que o nimero

de combinagdes possiveis para tensores completamente antissimétricos € dado por:

D\ D!
p _P!(D_P)!.

Contudo, para (D — p) elementos em D dimensdo obtemos:

D\ D! D
D—p ) @D@-pD—(D-p)]l piD-p)V

ou seja, uma p-forma e uma (D — p)-forma tem o mesmo nimero de elementos independentes.

Uma vez que temos isto, serd conveniente definir um mapeamento entre uma p-forma e uma
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(D — p)-forma. Este mapeamento é chamado de Dualidade de Hodge Euclidiana, que serd

discutido na subsecdo seguinte.

3.4.1 Dualidade de Hodge Euclidiana

Vamos definir o que chamaremos de dualidade num espago euclidiano como um mape-
amentos de uma p-forma em uma (D — p)-forma, onde D é a dimensdo da variedade. Este

dualidade é chamada de Dualidade de Hodge Euclidiana ou operagao * de Hodge.

Com base na equagdo 3.23, é possivel generalizar uma (D — p)-forma como:

* 1 Vi..Vp

w= m €uy.up—p Waity..u AN A A dxHop

O produto exterior de uma g-forma por uma p-forma produz uma (g + p)-forma, isto é

Wig) NO(p) = S(g+p)-

Outro fator importante é que o produto exterior € uma generalizagao do produto vetorial
e escalar que conhecemos. Nao vamos priorizar aqui as demonstragdes para essas relacoes,
para ndo fugirmos do nosso objetivo que € o estudo da TRG. Contudo, € possivel encontrar na

literatura essas relagdes:

Com isso, ampliamos ainda mais nosso conhecimento sobre as p-formas com o estudo do
mapa dual de Hodge. Para finalizar, serd discutido na proxima subse¢@o sobre a derivada de

uma p-forma, a chamada derivada exterior.

3.4.2 Derivada Exterior

A derivada exterior de r-forma é, por defini¢cdo, uma (r+ 1)-forma. Logo, seja uma r-forma

dada por:

1

W= Wy, A AR AN,
r



3.4 FORMAS DIFERENCIAIS 41

a derivada exterior serd uma (r + 1)-forma, dada por:

1 /9
dw= — (LIt gV A b p dit A A di (3.24)
r! oxV
Note que
1 /0 0 A VA A ke o —
d(dW):F ﬁﬁwﬂllnmﬂr dx* Ndx" Nd Nd A...Nd :0,

pois os termos entre parénteses do lado direito da igualdade sdo simétrico nos indices A e v e as
bases sdo antissimétricas nesses indices, logo, a segunda derivada exterior de w € identicamente

nula.

Finalizado o estudo da Topologia Algébrica, no préximo capitulo serd discutido sobre um
importante topico para o estudo dos espagos curvos ou de uma variedade diferencidvel: o trans-
porte paralelo de um vetor. Além disso, serd possivel verificar a necessidade da construg¢ao de

uma nova derivada, chamada de derivada covariante.
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4 CONEXAO E DERIVADA COVARIANTE

A diferencial da componente de um vetor, dV', é definida pela diferenca entre os vetores
Vi(x) e Vi (x+dx), ou seja, vetores entre dois pontos diferentes da variedade diferenciavel, x e
x +dx, que estdo infinitamente proximos. Cada ponto pertence a um plano tangente diferente
e ndo podemos comparar vetores em espacgos tangentes distintos. Assim, precisamos trazer o

vetor V' (x +dx) para o espago de x usando uma conexao ou transporte paralelo.

Ao mover um vetor de um ponto P para um ponto Q, o ponto de aplicacdo deste vetor
move-se ao longo de uma geodésica, e o proprio vetor se desloca continuamente de tal forma
que seu angulo com a geodésica e o seu comprimento permanecem constantes. Este € o que

chamamos de transporte paralelo e pode ser representado pela figura 11.

Figura 11 — Transporte paralelo de um vetor com angulo e comprimento invariantes.

Fonte: Préprio autor.

Contudo, a componente de um vetor definido de forma similar a equagao 2.16, é dado por

e sua diferencial sera
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que aplicando a regra do produto nesta equacao resulta em

ook 0%
= _—4qV/ J X
V! = o dVI VI o di (4.1)

Note que o primeiro termo da equacdo 4.1 € uma transformacdo conhecida, contudo o
segundo termo € totalmente desconhecido, pois envolve derivadas segundas. Com isso, a pro-

priedade vetorial foi perdida, isto €, ndo € a lei de transformacao tensorial.

Logo, precisamos generalizar o conceito de diferencial e, consequentemente, o de derivada.
Para isso, é necessdrio descobrir como construir uma nova derivada que preserve o cardter veto-

rial na transformacio de coordenadas. Esta nova derivada é chamada de Derivada Covariante.

4.1 DERIVADA COVARIANTE

Para a discussao da Derivada covariante teremos como base os textos sobre Relatividade
Geral [3-5, 11].
E possivel generalizar a diferencial de modo a ser definida como

V=d+w, (4.2)

onde a conexao w € nula em um ponto, desde que ndo esteja atuando nos vetores de base. Além

disso, esta diferencial atua nas componentes dos vetores de forma a obter que
V VA = DVraxk, (4.3)

onde Dy, é conhecido como derivada covariante e dx* é a base do espago M.

Além disso, a diferencial V satisfaz algumas propriedades [12], duas delas sdo importantes

para as discussdes que seguem, sendo elas:

1. Linearidade: € linear a aplicacdo da diferencial V sobre tensores e nlimeros reais, isto é

V(aV+BW)=aVV +BVW, Va,p €R;

2. Regra de Leibniz: a aplicacdo da diferencial V no produto tensorial satisfaz a regra do

produto de Leibniz, isto é

VVeW)=(VV)aW+Ve (VW)
=V<V,W>=<VV,W>+<V VW >; 4.4)
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Entretanto, ainda é necessario determinar a derivada covariante Dy. Para isto, considerando

um campo vetorial constante dado por
V =Vie, (4.5)

temos que
VV =V (Vie) =V (V)ei+V'V(e). (4.6)

Porém, como V nao € um vetor de base, entdo temos que em um ponto p
V (V) =dv',

pois foi utilizado a definicdo generalizada da diferencial, equagdo 4.2. Logo, substituindo na
equacdo 4.6, temos que

VV =dVie;+ V'V (e).

E possivel ainda representar a diferencial V em uma dire¢do ndo especificada, mas que pode

ser descrita pela base um-forma dx* [4], ou seja

VV = ViV = (¢ (V') i+ V'V (e;)) dx*. 4.7)

Seguindo a literatura, vamos adotar a notacio da derivada parcial como 9,V = V’;K. Com

isso0, a equagdo 4.7 pode ser reescrita como

VV =V, V = (Viei+ V'V (ei)) dx. (4.8)

Conforme [4], a aplicagdo da diferencial V no vetor de base e; pode ser expresso como
(Ver)dx® = (rlm.el) dx*, (4.9)

onde o coeficiente I'l; é conhecido como Simbolo de Christoffel e serd discutido em detalhes
posteriormente.
Assim, substituindo a equacio 4.9 na equacao 4.8, obtemos
ViV = DyVidk = (V{Ke,- + v"rf(,.e,) dx*
= (V’;Kei + VlFf(lel) dx®

_ (V{K+Vlr;;,) ei @ dx¥, (4.10)

onde na segunda linha realizamos a substitui¢do dos indices mudos i — / e na ultima linha o
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produto vetorial ® entre a base vetorial e um-forma foi inserido para correcdo, apesar deste

simbolo geralmente ser omitido. Note ainda que e; ® dx* é a base deste espaco.

Comparando as equagdes 4.10 e 4.3, € possivel perceber que a derivada covariante da com-

ponente contravariante do vetor V na base e, @ dx" é
DV =Vh =VA viTh, (4.11)

onde convenientemente abreviamos a derivada covariante como V¥, = D; V.

Para encontrar a derivada covariante da componente covariante do vetor V, podemos escre-
ver

V =V, dx.

De maneira similar ao que foi realizado anteriormente para a componente contravariante do
vetor V, temos que

ViV =DyVi = (Vi dx' +V; Vi (dx')) dx*. (4.12)
Por outro lado, da equacdo 3.15, temos que
dx'®e; = (dx' e ) =&, (4.13)
entdo, aplicando a diferencial V, obtemos

V(dx',e )=V (8)=0. (4.14)

Porém, assumindo a Regra de Leibniz, equacdo 4.4, temos que

V{dx',e; )= (Vdx' e )+ (dx Ve ). (4.15)

Comparando as equacdes 4.14 e 4.15, obtemos que

(Vdx',e; ) = —(dx',Ve; ). (4.16)

Com base na equagdo 4.9 temos que

A
VKel - FKie7w
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substituindo na equagdo 4.16 obtemos

(Vdx',e; ) =—(dx',Tyey )
=TI (4.17)

b
onde na ultima linha foi utilizado a defini¢do 4.13 para o produto tensorial entre as bases.

Logo, se a derivada da base cotangente for dada por
Vdx" = Cj, dx*, (4.18)
entdao

(Vdx" e ) =Ca{ dx",e)
—cn (4.19)

Comparando as equagdes 4.17 e 4.19 temos que

m i

In — —*xl

entdo a equagao 4.18 sera
Vdx' = T, dx*. (4.20)

Substituindo na equacao 4.12 obtemos a derivada covariante da componente covariante do
vetor V que serd

oV my . (4.21)

DV = PR

Com isso, para um tensor com componentes covariantes e contravariantes, a derivada cova-
riante serd dada por
ij

T o N
DTy = =t + T T+ T, T = T4 T, (4.22)

que € a generalizagdo desta derivada.

4.1.1 Conexao Riemanniana ou Conexao de Christoffel

Existem objetos que ndo sdo tensores, pois eles ndo se transformam como os tensores. Um
exemplo € o simbolo de Christoffel expresso na equacgao 4.9. Este tipo de objeto € uma conexao
que faz com que a derivada se comporte como um tensor € nao se altere quando for realizado

alguma mudanga de coordenadas.
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Por exemplo, a derivada covariante de um escalar é dado por:

. 0 (AB; . .
Dy(A'B;) = % +TLAB, ~TLAB),

sendo i, k,/ indices mudos, podemos substituir na tdltima expressao i — [ e assim obter

. 0 (A'B; . . d (A'B;
DiA'B:) = (axk ) +TyA'B —TA'B; = (axk )

Logo, a derivada covariante coincide com a derivada parcial de um escalar, isto é

D = ¢y = = s
quando ¢ for um campo escalar.

Por outro lado, seguindo [4], dado uma um-forma do tipo A = A, dx" ou tensor do tipo
(0,1) e um vetor V = VVe, ou tensor do tipo (1,0). Na se¢do 3.3 foi discutido que a métrica g

relaciona vetores e um-formas, ou seja

A:u — g‘u\/vv.

A derivada covariante dessa equacao serd entdo

AH P == g'uVVV;p. (423)

Contudo, pela regra de Leibnitz, dada pela equagao 4.4, temos que a derivada covariante de

A, também pode ser escrita como

Ausp =Dy gV (4.24)

— g V" gV, (4.25)

Como VV é um vetor arbitrario, para que 4.23 e 4.24 sejam validos, entdo

Euv p = 0,

ou seja

Dy (guv) =0. (4.26)

Esta € a condi¢do de compatibilidade da métrica [4] e é o que define a geometria rieman-
niana, base da relatividade geral. Com isso, podemos determinar a conexao riemanniana ou de

Christoffel, pois sabendo a defini¢do generalizada da derivada covariante, dada pela equagao



4.1 DERIVADA COVARIANTE 48

4.22, obtemos que
Dy (gpn) = 8pak — chggzx —Ty8p =0. 4.27)

Podemos reescrever a equagao anterior realizando permutagdes ciclicas com os indices mu-

dos, de modo a obter as equagdes

Dy.(g1p) = &ipr— Tu&ip — Toper =0 (4.28)

Dg (&) = &up — Tk — Thegas = 0. (4.29)

Com base nestas trés equacdes é possivel encontrar uma expressao para a conexao Fék,
denominada conexdo riemanniananou de Christoffel, em termos do tensor métrico e de suas
derivadas, considerando a tor¢do nula, ou seja, I éx =r é»B' Isto pode ser obtido subtraindo as

equagdes 4.28 e 4.29, de modo que
8RNk — Figgzx — &gt Flmgkz =0.

Somando este resultado com a equagdo 4.27 e usando novamente o fato da tor¢do ser nula,

obtemos que
ZFékgm = 8prk T 8Mk,p — kB \»

multiplicando esta equagdo por ¢"™, temos que
g™ gn <2F[Bk> = g™ (8prk+&uip — Skp) -

Por fim, utilizando a propriedade da métrica, definida pela equacdo 2.12, e a propriedade

da delta de Kronecker, definida pela equagdo 2.6, obtemos que
1
T = 58" (8nk+ 8hucp — 8ipa) - (4.30)

que é chamado de Conexdo riemanniana ou de Christoffel. E esta conexdo que é usada para
descrever a relatividade, pois o campo gravitacional ndo pode estar ligado a um tensor, ja que
um tensor quando € nulo em um sistema de coordenadas, como em um ponto, ele serd nulo
em todos os outros sistemas de coordenadas, 0 que ndo ocorre com a conexao, COmo Veremos

posteriormente.
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4.2 CURVATURA

Inicialmente no estudo da dlgebra tensorial vimos que € possivel estudar o espago curvo
utilizando um espaco euclidiano de dimensdo maior, tal que o espago em que temos interesse
esteja contido nele. Posteriormente vimos que € possivel trabalhar com espacgos curvos gerais,
definindo vetores mais gerais que seguem a mesma lei de transformacdo dos vetores, com isso
trabalhamos com o espago puramente curvo, chamado de curvatura intrinseca [13]. Tais espacos
podem ser estudados também por intermédio da topologia, que foi visto no capitulo 3, e assim

concluimos o estudo dos espagos curvos.

A partir disso, é possivel analisar o transporte paralelo de vetores, onde foi visto no inicio
desse capitulo que esse deslocamento deve ser de tal forma que o angulo com a geddésica e
o comprimento do vetor devem permanecer invariantes, logo o transporte paralelo depende da
curvatura do espaco. Assim, para um espaco plano, onde geodésicas sdo retas, um vetor se
move conforme a figura 12, entdo € possivel perceber claramente que o vetor ndo se altera

quando parte do ponto A, passa pelos pontos B e C e retorna ao ponto A.

Figura 12 — Transporte paralelo no plano

Fonte: Préprio autor.

Contudo, ao se mover em um espaco curvo, conforme a figura 13, o vetor é alterado ao

longo de sua trajetéria quando retorna ao seu ponto inicial P.

E possivel calcular a curvatura por intermédio de uma integra¢do fechada ou pela nao co-

mutatividade das derivadas covariantes, isto €

D.DyA* # DyD,A*
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Figura 13 — Transporte paralelo no espago curvo

Fonte: Brand, J F e Broeck, C.

Contudo, no espago plano a comutatividade das derivadas parciais € vdlida, ou seja

o (ovh o (ovh

ox* \ oxV oxV \ oxt |’
ou ainda, usando uma notag¢ao mais simplificada, podemos escrever que

uovA* = 9,9,A*.

Porém, no espaco curvo isto sé se verifica a comutatividade para escalares, que sdo objetos
que ndo sofrem alteracdes. Ou seja, seja um escalar ¢ = V4 V*, temos que a derivada covariante
D/JDVq) — Dleuq)

Podemos verificar isso, pois sabemos a equacao 4.22 que é generalizacdo da derivada cova-

riante, de modo que

»
D,(MV7)

Au(ViV*) =Tl ViV + Th vk
Du(Vy V) = 0u(BVh).

Com isso, abreviando novamente tanto a derivada covariante quanto a derivada parcial,

temos que, para um escalar
Dyd =0y =0y
ou seja, a derivada covariante coincide com a derivada parcial usual.

Entretanto, no espaco curvo, a topologia nao € determinada pelas equacdes de Einstein,
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mas podemos definir um tensor de curvatura ligado a conexdo de Christoffel que definird a

magnitude da curvatura [13], de forma geral, chamado de tensor de Riemann.

4.2.1 Tensor de Riemann

O tensor de curvatura ou tensor de Riemann € definido pelo fato da derivada covariante ndo
i i1s sab derivad i d bitrario A* indi
ser comutativa, pois sabemos que a derivada covariante de um tensor arbitrdrio A" nos indices

v, u resulta em

A A A pk
A;v;,u = <A7v +IA )
SYLIEE L VLI (r&k) AL+ T (4Y) 4.31)
v M
mas o quarto termo dessa equacdo pode ser escrito como

(szk) . yAk = <F§k> A FXBFEkAk F;varfikAk - FE,(F&BA".
Logo, substituindo na equacio 4.31 obtemos que

Al = A%+ Th Ak, —Th AN ¢ <r§k) A4 TR Ak - Tf T af T8 TRt 4 T (4% 4 AP
— AN 4T kA" ~Thak+ (T ) AF 4 ThTB AF Th Tk AR T8 Thak T AR, 4 T T AP
(4.32)

Por outro lado, a derivada covariante de um tensor arbitrario A nos indices u,v é dada por
7» A k A k
= (0415 = () (53),
De forma andloga a que fizemos anteriormente, encontramos que

Ak, =Ah TR AR T A k+<rﬁk> AF T8 AF T T AR T8 TR AR TR AR, T T AP,
(4.33)

Verificamos a ndo comutatividade da derivada covariante subtraindo a equagdo 4.32 com a

equagdo 4.33, sabendo que a conexao I" € simétrico, isto é, a tor¢do € nula, obtemos que
Al — ALy = AN+ ThAR TR AN (r&k) A* TP Ak T T% AF TP AR 4 T A% T T AP

— Ak —ThaAk 4T A% (%) D N S W/UNE o v WL o WL LIS 38 sV L)
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Cancelando os termos similares, temos que
A A (1A k A k TA TP Ak A TP 4k
A;v;u _A;y;v - <ka> NA - (Fpk> VA ‘I’FyBkaA _FVBFHkA
_ A A A 1B A B | Ak
_ {(r,w)#— (%) +Trd, —Trd, |4
A pk
- Rk,uVA y

onde definimos
A (A A A 1B A 1B
R = (Fkv> . (ka) o sl =Tl (4.34)

que é chamado de tensor de Riemann.

Propriedades do tensor de Riemann

Algumas propriedades do tensor de Riemann sdo muito importantes, dentre elas temos:

1. Identidades do tensor de Riemann: o tensor ndo se altera por permutacdes ciclicas, e troca

de sinal com permutacdes ndo-ciclicas, isto €,

R,uvrck = RKX,uv

R,uVKk = _Rv,uld\. = _Ru\/?u( = RV,u?»K' (4.35)

2. Tensor de Ricci: resulta da contracdo do tensor de Riemann e € simétrico em seus indices,

ou seja
LAV Hv vu- 4.

Sendo as componentes da matriz do tensor de Ricci simétricas, ou seja, a;; = ajj, entdo o

nimero de varidveis independentes N serd dado pela equacao

nn+1)
N=——>=.
2

Assim, como o tensor € uma matriz com n = 4, isto €, uma matriz com 4 colunas e 4 linhas,

entao
4(4+1)
2

isto é, existem 10 componentes linearmente independentes no espago-tempo.

N= =10,

3. Escalar de Ricci ou Escalar de curvatura: € a contracdo do tensor de Ricci com a métrica,

isto é
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g“Ry =R, (4.37)

sendo R o escalar de Ricci. Logo, sendo um escalar € o mesmo em todos os sistemas de coor-

denadas.

4. Identidade de Bianchi

A A A
Rivpc + Rievip T Ripiew = 0. (4.38)

Essas quatro propriedades serdo base para a construcdo da TRG e, consequentemente, da

equagao de campo de Eisntein que discutiremos no préximo capitulo.
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5 ESPACO-TEMPO CURVO

Ap6s o estudo geral do espaco curvo e da matemadtica necessdria para desenvolver e en-
tender sobre as superficies curvas podemos iniciar o estudo da Relatividade Geral, pois foi por
intermédio desta teoria que se previu inicialmente a existéncia das ondas gravitacionais. Para
isso, iniciamos o estudo do formalismo métrico, chamado de formalismo de segunda ordem.
Em seguida abordaremos a formulacio de Yang-Mills da gravitacdo no formalismo de primeira
ordem (Teoria de Einstein-Cartan), onde neste caso, diferente do formalismo de segunda ordem,
a torcdo € ndo nula. Para a discussao dessas ideias temos como base os textos sobre relatividade
geral ([4], [13], [5]), sobre eletromagnetismo ([14], [15], [16]) e sobre a teoria de Einstein-
Cartan ([17], [18], [19], [20], [5]), a fim de construir e aprofundar na teoria da Relatividade
Geral.

5.1 FORMALISMO DE SEGUNDA ORDEM

5.1.1 Principios da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) foi proposta por Albert Einstein em 1915. Esta
nova teoria, inicialmente, leva em consideracdo as ideias descobertas na Relatividade restrita,
proposta em 1905, e propde uma generaliza¢do do principio da relatividade do movimento para

sistemas que incluam campos gravitacionais.

As bases da teoria da Relatividade Geral sao os postulados a seguir:

1. O principio da invariancia geral de coordenadas

As leis da Fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais, ou seja, ndo existe
qualquer referencial inercial preferencial, ao qual satisfaz também a mecanica de Galileu
e Newtow. Além disso, o grupo de invariancia da nova teoria € o grupo de transformagdes

gerais de coordenadas.

2. O principio da equivaléncia
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Ponto bdsico da teoria geral da relatividade, esse principio pode ser mostrado de duas

formas, ao qual iremos mostrar a seguir.

Forma fraca: Para uma particula livre de for¢as ndo gravitacionais existe uma tnica geodé-

sica quando sujeita ao campo gravitacional, dada por:

2.1 o g,V
dx+F“ dx® dx

oz o g =0

A consequéncia imediata deste principio € a associagdo do campo gravitacional a uma quan-
tidade geométrica, a conexdo. Este principio € a expressao matematica em termos de geometria
diferencial da igualdade entre massa gravitacional e massa inercial. No entanto, este principio

¢ limitado, pois ele nada afirma da interacdo de outros campos com o campo gravitacional.

Forma forte: Em um referencial de Lorentz local valem as leis da relatividade restrita, entdo,

em um ponto da variedade temos que
D,A" = 9,A + T A¥,
mas, no ponto sabemos que D#Ak = BHAK, logo

I =0.

Por outro lado, a métrica no ponto se reduz a métrica de Minkowski 1y, isto €

guv(x) = M,y = constante, 5.1
onde
1 0 0 O
0 -1 0 O
T e I (5.2)
0 0 0 -1

Derivando a métrica, dada pela equagdo 5.1, obtemos que

aKg,uV(x) - 07

mas em um ponto a derivada covariante coincide com a derivada parcial usual, logo a derivada

covariante também sera nula, isto é

Dyguv(x) = guvix = 0. (5.3)
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E possivel perceber que esta equagio é similar a equagio 4.26, que é a defini¢io da geome-
tria riemanniana (formalismo de segunda ordem) ou condi¢do de compatibilidade da métrica.

Sendo asim, percebemos que a geometria da relatividade geral deve ser riemanniana.

E importante notar que apesar da conexdo ser nula em um ponto, o tensor de Riemman néo
se anula, pois as derivadas da conexdo nio se anulam, a nio ser que o espaco seja plano. Outro
ponto importante € que esta teoria inicialmente € trabalhada com tor¢c@o nula, posteriormente
construiremos a teoria da relatividade com torcdo ndo nula, chamada de teoria de Einstein-

Cartan.

3. Principio da Correspondéncia

Este principio estabelece que a relatividade geral deve conter a gravitagdo de Newton no
regime de campo fraco e baixas velocidades, visto que nesse regime a teoria de Newton é

valida e foi comprovado experimentalmente.

5.1.2 Equacoes de Einstein

Para a construcio da equacdo de campo da teoria da Relatividade Geral de Eisntein par-
timos do principio da correspondéncia, onde no limite de baixas velocidades e campos fracos
a gravitacdo de Newton deve estar contida nesta teoria, logo temos que a for¢a gravitacional

Newtoniana é dada por [21]
. Mm .
F=-G224.
|d >

Analisando a figura 14, sabemos que o vetor deslocamento (J ) da particula de massa M a

particula de massa m serd:

—

d=7-7.

Com isso, sabemos que o mddulo e o versor desse vetor deslocamento sdo, respectivamente

Logo, podemos reescrever a forca gravitacional newtoniana como

Mm

F— 7P

F=-G (F—7'). (5.4)
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Figura 14 — Forga gravitacional de Newton entre dois corpos massivos

Fonte: Préprio autor.

Por outro lado, a densidade de massa de um corpo € dado por

dm
= M= dv. 5.5
=" o (5.5)
Contudo, sabemos que
(F—7") 1
-~ L=V ——— 5.6
|r—r’|3 |7 —7/| (5.6)

Logo, substituindo as equacdes 5.4 e 5.6 na equacgdo 5.4, obtemos que

ﬁ:Gm/ [p(?’)V(‘?_l?/’)} dV' = mvo,
0=G / P gy
7= 7]

€ chamado de potencial gravitacional newtoniano e estd contido na métrica, mais especifica-

onde

mente na componente g, €m que mostraremos posteriormente.

A partir disso, aplicando o divergente no potencial, obtemos

p( r’ r—r
\V/ _
(I) G/p ( - —*/|) G |r_r/|3 )

entdo o laplaciano do potencial serd

o (=T
Vi = —G/p(r )V{W_?,P av’,
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mas usando a propriedade de filtragem da delta, onde

obtemos que
V2¢ = 4nGp (5.7)

que € a equacdo de Poisson.

E importante ressaltar que a densidade de massa de um corpo estd contido no tensor energia-

momento da equagdo de Einstein, mais especificamente na componente 7.

Precisamos entdo de uma equagdo que contenha uma relacdo entre energia-matéria, que

satisfaca os critérios anteriores e que exprima uma lei de conservagao.

Para isso, analisando o interior do volume V de uma regido do espago com cargas elétricas
e limitada por uma superficie fechada S, conforme imagem 15, do eletromagnetismo temos que

a corrente elétrica € dada por
dq
I=—. 5.8
7 (5.8)

Figura 15 — Regido do espaco com cargas elétricas

Fonte: Préprio autor.

Para uma certa quantidade de carga (dq), temos que
dq=pdV,

onde p € a densidade volumétrica de carga.

Analisando novamente a figura 15 e com base na equacio 5.8, se tomamos como referéncia
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que dg € a carga que diminuiu do interior da regido de volume V, entdo a corrente elétrica

podera ser expressa como

d
—— [ pdV. 59
<o (5.9)
Por outro lado, a corrente elétrica também pode ser calculada como
I:?{f«ﬁda:/Vde, (5.10)

onde J € o vetor densidade de corrente e a corrente € positiva, pois consideramos que as cargas

no interior da superficie S estd diminuindo. Além disso, aplicamos o teorema do divergente

/(Vﬁ)dV:?{ﬁ-ﬁda.

A partir das equagdes 5.9 e 5.10 temos que

/VJdV / —dV = /(dp—l-VJ) 0.

Assim, obtemos a equacio da continuidade dada por

onde

I ——4+V.J=0. (5.11)

Podemos ainda escrever esta equagao como
u_
ot =0

onde JH = (cp,f) comu=0,1,2,3.

Isto é possivel, pois sendo x* = (ct,x,y,7) e considerando i = 1,2, 3, temos que

80J0+a,~J" =

a<cp)+[afx 9y ajz] P70

aen) lox Ty T T
ou seja, retornamos a equagdo 5.11.

Sendo uma equacio da continuidade, esta equacdo expressa um principio de conservagao
que, neste caso, € de conservacao da carga elétrico. Com base nisto, Einstein também propos

uma lei de conservagdo, de modo que
D, (geometria)"” = D,, (matéria-energia)""’ = 0,

expressando a conservacgao local de energia e momento [13].

A matéria-energia estd contida no tensor energia-momento 7#¥ e podemos associar a geo-
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metria ao tensor G*V, logo podemos escrever a proposta de Einstein como

D,G" = D,T" =0. (5.12)

Para encontrar uma expressao para o tensor G*¥ devemos considerar que o objeto geomé-
trico que contém derivadas segundas de g,v € que estd associado a geometria € o tensor de
Riemann. Com isso, usando a identidade de Bianchi, dada pela equacdo 4.38 e aplicando a

métrica gP¥, encontramos que

8 Pe (RP#KX;V +RpuVK;7» +Rp,u7w;1<) =0,
mas aplicando a propriedade 2.10 da métrica de levantar os indices, obtemos que

RlilK?L;V + leuvx;?» + RKMV;K =0.
Utilizando a identidade 4.35 no segundo termo da equacao e a identidade 4.36 do tensor de

Riemann, ou seja, invertendo seus indices e realizando a contracao do tensor, obtemos que

R,u?»;v - R,uv;?» + R]fu?\,v;l( =0.

Podemos ainda, aplicar a métrica g"* na expresdo anterior e identificar no primeiro termo,
apos a aplicagdo da métrica, que se trata do escalar de Ricci, conforme propriedade 4.37, de
modo que

A A
R.y — g'u R,uv;?» +g'u RZXV;K =0
A
Ry —R'y5 — R\ =0,

onde neste ultimo passo utilizamos novamente a propriedade da métrica de levantar indices,
realizamos a inversdo dos indices v, A do tensor de Riemann e o fato da contra¢do deste tensor

gerar o tensor de Ricci.

Substituindo os indices ¥ — A, que sdo indices mudos, no terceiro termo da expressao
anterior obtemos que

A
R;v - 2R Vi - 0.

. » . . v .
Como esta igualdade € nula, podemos multiplicar em ambos os lados por % e realizando

algumas manipulacdes com a métrica temos que

1 1
¢ (iR?V - R};;X) B RM;?» 2 "Ry =0.
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Substituindo agora v — A no segundo termo e sabendo que V*,; = D V¥, temos que

(RM ! gMR> =D, (RM ! “7‘R> =0.
2 N 2

s

Com isso, definimos que

1
GM = RM — zg#”}'e, (5.13)
que € conhecido como tensor de Einstein.

Sabemos a proposta inicial de Einstein de expressar uma lei de conservacdo, conforme a

equagdo 5.12, e conhecendo o tensor de Einstein podemos escrever entdo que

1
(R’W - —gf‘;“R> =M.
2 A ’

5

Por fim, fazendo uma pequena manipulagdo dos indices utilizando a métrica, obtemos
1
Rlu\) - Eg,UVR = kT,UV? (514)

que € a equagdo da Relatividade Geral, onde k é uma constante de acoplamento necessdria

devido ao principio de correspondéncia da teoria.

Com isso, utilizando este principio , onde para campos fracos e baixas velocidades che-

gamos a equagdo de Poisson, conforme equacgdo 5.7, temos que a constante de acoplamento

sera
8nG
k=——
2’
que substituindo na equacao 5.14, obtemos
1 3nG
Rluv—zg’u\/R: C_2T’LN7 (5.15)

que € a equacgdo de campo da Relatividade Geral de Einstein.

Além disso, Albert Einstein também estimou que o universo ndo estaria nem expandindo
nem se contraindo [13], para isto, € interessante notar que € possivel fazer uma pequena altera-
¢ao no escalar de Ricci, R, que pode ser reescrito como R+ A, onde A € chamada de constante

cosmoldgica, sem nenhuma alteracdo na teoria e assim permitir esse universo estético.

5.2 FORMALISMO DE PRIMEIRA ORDEM

Iniciamos nosso estudo da TRG partindo da ideia de que podemos estudar espagos curvos

imersos em espacos euclidianos de dimensao maior. Em seguida estudamos espagos curvos
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gerais, isto €, espagos curvos que ndo estdo mais contidos no espaco Euclidiano, partindo das
ideias adotadas para espacos imersos. Com o estudo da topologia, vimos que é possivel des-
considerar a imersdo e estudar superficies puramentes curvas, como se tudo que existisse fosse
somente a superficie esférica, para isso usamos variedades diferencidveis e construimos toda a

teoria das formas diferenciais e de como fazer geometria destas variedades.

Na formulacdo proposta por Einstein em 1915, percebemos pela equagdo 5.3, que a geo-
metria da relatividade geral deve ser riemanniana. Contudo, nesse caso, 0 espaco-tempo possui
torcdo nula. Porém, em 1922, Elie-Joseph Cartan forneceu algumas nocdes sobre o espago-
tempo possuir uma tor¢ao ndo nula, reconhecendo o caréter tensorial da tor¢do e desenvolvendo
um formalismo geométrico diferencial. Um fato interessante é que Cartan ainda associou a
tor¢do do espago-tempo ao momento angular intrinseco da matéria anos antes da descoberta
do spin do elétron [20]. E a partir dessas ideias que foi desenvolvido o formalismo de pri-
meira ordem da Relatividade Geral (Teoria de Einstein-Cartan), onde uma teoria de gauge para

a gravitacdo surge naturalmente.

5.2.1 Conexao Afim

Uma conexao afim € uma regra pelo qual alguma nogao de paralelismo global pode ser de-
finida. Nao ha nenhuma nocao de paralelismo global natural, o que podemos fazer é transportar
um vetor ao longo de uma curva, numa variedade M. Podemos representar a conexao afim pela

figura 16.

Figura 16 — Representacdo de uma conexdp afim no transporte paralelo entre dois vetores

V(x) |

Fonte: Préprio autor.



5.2 FORMALISMO DE PRIMEIRA ORDEM 63

A conexao afim € dita ser simétrica ou livre de tor¢do quando
[U,V] =vVyV —-vyU =0, (5.16)

percebemos entdo que o que conecta esses espacos tangentes proximos € a conexao afim.

Assim, uma linha dita reta € gerada por um transporte paralelo de um vetor ao longo dele

mesmo (geodésica).

5.2.2 Torcao

Vimos na se¢do 4.2 que o transporte entre dois pontos de uma variedade M, isto €, de uma
superficie curva, depende da curvatura. No estudo da derivada exterior, vimos que para uma

fungdo escalar f(x) temos que

9f (x)

Vel () = df () = L. (5.17)
De forma similar, temos que
0
Tl () =8, = 0. .19

Por outro lado, a partir da equacdo 4.21, obtemos que

of(x) _ Pf(x) o 9f(¥)

“oxM T OxKoxM KM gyt 19

of(x) _ Pf(x) o 9f(¥)

Ho9xk — oxHoxk MK gph (5-20)

Entdo, com base nas equagdes 5.16, 5.17 € 5.18, temos que

93 TR F(6) = T () — 9,7 () = 72—, &,

Mas subsituindo as equagdes 5.19 e 5.20, obtemos
Pf(x) o 0f(x)  Pf(x) g 0f(x)
Vi Vel ) = 5 e~ Do g~ G i g

} af (x)

oxt
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Com isso, podemos definir as componentes do tensor tor¢do como

Th=Th —Th, (5.21)

Quando FZ;K = Fﬁu, temos que a tor¢do € nula. Contudo, se FﬁK # I’} . ou ainda, de uma

forma geral, (VyV — VyU — [U,V]) # 0 entdo a tor¢do € dita ndo nula.

5.2.3 Teoria de Gauge

A simetria de calibre fixa a forma pela qual os campos de matéria se acoplam as particulas
nas quais interagem. “O primeiro indicio de uma simetria de calibre aparece oculto dentro das

equagdes de Maxwell do eletromagnetismo” [22].

Nas teorias de gauge, por exemplo, a derivada covariante é

Dy, =0,+A,.

Podemos escrever a derivada covariante em termos de 1-formas, onde

D=d+A=dx"(dy+Au).

Nesta roupagem o proprio operador D sofre uma transformacao homogénea sob o grupo de

calibre, ou seja

Com isso, se tivermos uma O-forma, onde esta ¢ um campo de representagao do grupo de

gauge ¢(x) — ¢/(x) = U(x)d(x), a derivada ird atuar sobre sobre ¢(x) da seguinte forma:

DO =dd+ANO =dd+A.

Podemos aplicar novamente a derivada covariante e assim obter que

DD = D*o = d(do+Ad) +A A (dd+Ad)
= d*0+d(Ad) +ANdO+ANAD)
=d(Ad) +ANdO+ANAD),

pois d>¢ = 0.
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Por outro lado, a derivada de uma 1-forma com uma O-forma resulta em
d(A9) = (dA)0 —Ad9,
entdao

DD = (dA)) —AdO+A Ndd+A NAD)
= (dA+ANA)D.

Podemos entio definir [23]
F=dA+ANA. (5.22)

Em teoria de gauge ndo abelianas F € a intensidade de campo (Field Strength, em ingles).
Em teorias de gauge abeliana A AA = 0. A derivada do campo ¢(x) defini univocamente o

acoplamento entre ¢(x) e o potencial de gauge.

Numa variedade curva, além da derivada covariante D, existe uma outra opera¢ao andloga
que também € chamada de derivada covariante em geometria diferencial, esta operagdo é defi-
nida como

V=d+T,

ou ainda
V =dx"(d,+T).

As propriedades de transformacdo da derivada D sob difeomorfismo sdo tais que o operador
diferencial V se transforma de forma homogenea e € covariante sob o grupo de difeomorfismo.
Deste ponto de vista, I' se comporta como uma conexao. No entanto, isto ndo € suficiente para
tornar a gravitacdo uma teoria de gauge. O problema € que esse grupo atua nas coordenadas da

variedade de acordo com

xt = M (x) = X+ Ex (),

deslocando os argumentos dos campos (tensores) sobre o qual atua. Por outro lado, uma trans-
formacdo de gauge no sentido dos fibrados tangentes, onde esses fibrados sdo a unido dos es-
pacos tangentes a variedade M em p e representados por 7'M [24], atua sobre as func¢des e nao
sobre os argumentos, isto €, gera um movimento ao longo do fibrado num ponto fixo sobre a

variedade base. Por esta razdo, I ndo € uma conexao no sentido dos fibrados tangentes.

As simetrias externas ou do espaco-tempo descrevem os movimentos de uma particula no
espago-tempo. As simetrias internas determinam o estado de uma particula (como o spin, a

carga, etc). Logo, para construirmos uma teoria geométrica para as teorias de gauge, devemos
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considerar uma teoria que acople numa mesma estrutura as simetrias internas as simetrias exter-
nas. Uma geometria fibrada faz exatamente isso, ela acopla, diferencialmente, em cada ponto

do espaco total as simetrias do espaco-tempo as simetrias do grupo de gauge. Podemos assim
definir

DV = (d+wA)V,

com isso a derivada covariante D € a generalizacdo da derivada exterior d.

5.2.4 Curvatura de um Fibrado

Como a conexdo, w, € quem determina as disposicdes relativas de fibra vizinhas, temos que

sua derivada covariante resulta, automaticamente, a curvatura €, logo
Q=Dw=dw+wAw,

ou ainda, em componentes
a __ a a c
b =AWy, +We Awy,

a b a _
onde wy = —w, e wg = 0.

De forma similar, em teoria de gauge

F=DA=dA+ANA.

Vemos assim que o campo de gauge (curvatura) é obtido naturalmente, através da derivada
covariante do potencial de gauge, a conexdo. Assim, este potencial tem uma importancia funda-
mental e seu carédter fisico foi comprovado experiemtalmente por Aharonov-Bohm, conhecido

como efeito Aharonov—Bohm.

5.2.5 Estrutura de Cartan

Vimos que, em teoria de gauge ndo abeliana, a intensidade de campo é dada pela equagao
5.22, isto é
F=dA+ANA,

derivando F', obtemos que
dF = d*’A+d(ANA)

=dANA—-ANdA
=dANA+dANA, (5.23)
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pois d?A = 0.

Por outro lado, aplicando o pontencial dos dois lados da equagdo 5.22, obtemos:

AANF = AN (dA+ANA)
—ANdA+ANANA. (5.24)

Similarmente, temos que

FNA=dANA+ANANA. (5.25)

Entdo, podemos calcular a expressdo (dF +AAF —F AA), substituindo as equagdes 5.23,
5.24 ¢ 5.25, de modo a obter:

dF +ANF —F N NA = (dANA+dANA)+(ANdA+ANANA)— (dANA+ANANA)
=dANA+dANA—dANA+ANANA—dANA—ANANA,

portanto,
dF +ANF —FNA=0. (5.26)

A equacdo 5.26 € denominada equacgdo de estrutura de Cartan. No fibrado tangente temos
que:
dQ4+wNQ—-QAw=0.

onde Q € a curvatura e w a conexao (1-forma) que também devem obedecer a mesma equacgao

de estrutura de Cartan.

Pelo fato da forma de gauge do potencial ser sempre do tipo A = A, dx", podemos ter uma

1-forma contendo simetria interna, tal que
Ay = A} G, (5.27)

onde G, sdo matrizes do grupo de simetria de gauge, portanto do grupo de Lie. O grupo de Lie

€ um tipo de variedade diferencidvel e que devem obedecer a seguinte operacao

[Ga ) Gb] = ifabCG6‘7

onde f,5. sd0 as constantes de estrutura.
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Partindo entdo da equacdo 5.22, temos que
F =d (Audx") + (Audx" NAydx")
= dvAdx" dx* + Ay Avdxt N dx’
1 1
=3 (OvA, — 9uAy) dxVdxt + > (A Ay —AvA,) dx* A dx"

1
=3 {(04Ay — 0vA,) + [AuAv] }dx* Adx".

Contudo, sabendo a equagdo 5.27, temos que:

1
F = zFlf‘VGadx’l Adx", (5.28)

onde
FiyGa = 944G, — MG, + |ALG), ASG |

Com isso, temos a estrutura da equacdo de Cartan, 5.26, e a intensidade do campo de
gauge explicitado na expressdo 5.28. Estas duas expressdes serdo a base para a contrucido do

formalismo de primeira ordem da Relatividade Geral (Teoria de Einstein-Cartan).

5.2.6 Tensor de Curvaura

Vimos na secdo 4.2.1 que podemos definir um tensor de curvatura, o tensor de Riemann,
que esta associado ao simbolo de Christoffel. Contudo, esta construg¢do baseou-se no fato da

tor¢ao ser nula.

Ap6s o estudo da estrutura de Cartan, podemos entdo definir a tor¢do 2-forma e a curvatura

2-formas [4] [22], respectivamente, como:

T = S Tpdx" Ndx",

1
2

R(XB,UV dx* Ndx.

NS

o —
R B p—
Além disso, temos que
T = dw +wi Ndx?
RaB = dWEC +wA W,

onde a 1-forma, dado por wg = Qof{ deY, € uma conexdo que obedece a mesma equagdo de

estrutura de Cartan.
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6 ONDAS GRAVITACIONAIS E SUA ANALOGIA COM
ONDAS ELETROMAGNETICAS

6.1 LINEARIZACAO DA RELATIVIDADE GERAL

Vimos que um dos principios da Relatividade Geral de Einstein € o principio da correspon-
déncia que diz que a teoria da Relatividade Geral (TRG) deve se reduzir a gravitagdo de Newton
no regime de campos fracos e baixas velocidades, visto que este regime € comprovado expe-
rimentalmente. Essa aproximacio de campo fraco é vdlida quando consideramos que a fonte
estd muito distante. Vamos considerar no estudo das Ondas Gravitacionais que a tor¢ao € nula,
conforme a TRG proposta por Einstein em 1915. Contudo, vimos que a tor¢do ndo precisa ser

necessariamente nula.

A priori, considerando a teoria de 1915, podemos analisar uma regido onde o espaco-tempo

¢ uma leve pertubac¢do do espaco plano, e, assim, a métrica pode ser escrita como

8uv = Nuv + h,uV (x)7 (6.1)

onde /4,y € uma pequena pertubagio na métrica plana 1y, com | i,y |<< 1. Além disso, vamos

reservar apenas os termos de primeira ordem de £, ja que este € muito pequeno, 10ogo
u

O (h*) — 0. (6.2)

Sendo assim, precisamos inicialmente encontrar qual serd a métrica que iremos utilizar.
Para isso conhecendo a propriedade 2.12 da métrica, onde a contracao dos tensores contravari-

antes e covariantes da métrica resulta na delta de Kronecker, ou seja
VK _ K
g,UVg - 6‘[17

temos que o inverso do tensor g,y, definido na equac@o 6.1, serd similar a esta exceto por um

parametro adimensional o da leve pertubacdo do espaco plano, de modo que

(M + ) (VS + ") = 8.
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Com isso, temos que
K _ .
(a+1)h; =0 — a=—1,

onde o ultimo passo € vdlido, pois hE nao pode ser nulo. Além disso, estamos considerando que

a pertubacdo de ordem superior € nula.

Logo, nossa métrica sera

8uv = MNuv +hyv (x)
¢ = ()

(6.3)

A partir disso, podemos encontrar o tensor e o escalar de Ricci, necessarios na equacio da
Relatividade Geral, 5.15.

Sabemos da equacgdo 4.30 que a conexao de Christoffel € dada por

1
rﬁlzzngx(gﬁnk4‘g%hﬁ“gkﬁX)’

utilizando a métrica definida na equacio 6.1 e realizando as devidas manipulacdes matemaéticas

obtemos que

1
Ui =5 (s =t 64

Por outro lado, utilizando a equac¢do 4.34 do tensor de Riemann, temos que
Rew=(Th) = (Th,) +Torh, T}
kuv — kv u ku v up™ kv vB* ku
=(th) (k) . (6.5)
M VY

onde consideramos a aproximacao 6.2, isto €, a multiplicacao entre duas conexdes de Christoffel

geraria termos de ordem superior para a pertubag¢io s,y que serdo nulas.

Desta forma, com base na equagdo 6.4 e encontrando as suas devidas derivadas, obtemos
que o tensor de Riemann, equagdo 6.5, poderd ser escrito com dependéncia apenas da pequena

pertubacdo do espaco plano, ou seja

1
R = 5 {0100, 4+ 020 — 03 by — 0dyh, — 32+ M}, (66)

de forma que o tensor de Ricci, conforme equagao 4.36, sera

1
Ruv = {3t — 03 s — 0D, + 0 iy | 6.7)
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Mas conhecendo a matriz da métrica de Minkowski, dada por 5.2, podemos escrever

90" = ,mMay =190 + 119191 +M?2020, +1*3305,

0 9
{au}:{@ag},

= ( O,Xi) = (ct,x,y,2), i=1,23.

e sendo

onde

Entdo a operacdo axa% serd o proprio d’ Alambertiano, isto é

3 g0 | ? .,
N :Eﬁ_v =0, (6.8)
onde 52 2 3
V= — 44—
ox? + 0y? + oz
e o operador d’ Alambertiano € definido como
1 92
O=—-— — V2
c? or?

Com isso, utilizando a equacdo 6.8 na equagdo 6.7, obtemos

1
Ry = 2 {akaphxv — Dhy, — ava,,hxx + a"akhx" } '

Por outro lado, temos que h7‘7L ¢ a soma dos elementos da diagonal principal da matriz de
hyy, no qual definimos

A
h:hk,

de modo que o tensor de Ricci seréd

1
Ry = 2 {akauhxv — Dhyy — 0vouh + avaxhx“ } '

A partir do tensor de Ricci para aproximacao de campo fraco € possivel encontrar o escalar

de Ricci, dada pela equacao 4.37, de modo que

1
R == gluvi {a}ha‘uh}h\, - DhV,Ll - avayh + avakhl#} .

Aplicando a métrica, conforme a definicdo 6.3, e realizando as devidas manipula¢des ma-

temdticas obtemos que
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1
R = 5 {30, — O — oy + 9"y, |
1 A A
=2 {axaym 200h+ % hyh} ,
mas
Ay, = NN iy,
= 9 yh™,

entao

1
R =5 {20,0,0™ —200n | = 3,,n™ — Con
Com isso, podemos descobrir o tensor de Einstein, pois utilizando a equacdo 5.13 obtemos
L a0, 3,0y + 3,0} — | 3y
G = 5{ 23y, > — Oy, — 3, dyh -+, hﬂ}—i (N + Py < <Jph —Dh)
1 1 1
= {9rdyh} — Oy, — 3,34+ 3,0 | SN + S0 0h. (6.9)
Por conveniéncia vamos definir um tensor de traco reverso
- 1
(6.10)

h,uv = h,uv - Ehn,u\/a

com 1SS0, temos
- _ 1 1
h= T]'uvhluv = n'uvhyv - Ehn,uvn'uv =h— ESﬁh

Contudo, se analisarmos a delta de Kronecker, temos que
& =38)+08] +8+ 8 =4,

logo, podemos escrever o tensor de tragco reverso como

h=h—2h—h=—h.

Com isso observamos que o tensor 4,y pode ser reescrito como

- 1
hyuy :huV‘f’Ehnuw (6.11)

Logo, substituindo este tensor na equagdo 6.9 e realizando as devidas manipula¢des mate-
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maticas, obtemos que

1 - - - -
Gy = D) {axavhky + axauhM — Dy — nwaxaﬁhkﬁ}
1

5 {—Dilw +9y (a}%xﬁ +9y (ak’_lm> - nwaﬁ (aM—lXB> } : (6.12)

Realizando uma andlise dos graus de liberdade da equagdo da Relatividade Geral, sabemos
que o nimero de componentes independentes serd @ Como o tensor 7,y € uma matriz 4 x 4,

ou seja, n = 4, entdo temos que a equacdo de Einstein tem 10 componentes independentes.

Entretanto, sendo A,y uma representa¢do do grupo de Lorentz, este grupo tem helicidade

2!, pois eles sdo representados como

SO(1,3) ~SU (2) ®SU (2).

Fazendo uma analogia com as ondas eletromagnéticas, temos que a representacdo vetorial

do campo de Maxwell é dado por

(19)=(4)- ()

Da mesma forma, a representacdo para o campo gravitacional, do “griviton”, é dado por
53)@ (53 ) =10.08 1 D]+[0,1)®(1,0)
27 2 27 2 - ) I S I ) A

Assim, percebemos que o campo gravitacional ndo carrega apenas o spin 2, sendo 4,y um
tensor simétrico, a sua representacdo maxima deve ser spin 2, na verdade helicidade 2, pois
ndo tem massa. Contudo ele carrega também spin O e spin 1 que deverd ser eliminado. Essa
eliminacdo desses graus de liberdade é feita pelo mecanismo de gauge, ou seja, temos certa
liberdade de calibre sobre o tensor &,y sem afetar a equagdo de campo de Einstein e assim

eliminar a parte ndo fisica (espuria) da teoria.

Com este objetivo, podemos usar o gauge de Lorentz dado por
My, =0,

de modo que o tensor de Einstein, dado pela equagao 6.12, que depende apenas de &y, pode ser

reescrito como

| .
Gy = _Eth-

IPois se esta particula, Graviton, existir, a equa¢do mostra que ela ndo tem massa.
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Com isso, a equagdo de campo 5.15 da Relatividade Geral de Einstein sera

Ohyy = ———— Ty (6.13)
Assim foi possivel eliminar 4 graus de liberdade, mas ainda faltam quatro graus de liberdade

a serem eliminados, esses oito componentes sao a parte espuria (ndo fisica) da teoria.

Sendo assim, € por meio do gauge transverso sem traco ou TT gauge (em inglés, transverse
traceless gauge) que tal objetivo pode ser alcancado. Este gauge recebe esse nome pelo fato da
pertubacdo da métrica ser com traco nulo e perpendicular ao vetor de campo [25], o que implica

que ndo hd restri¢es entre /] e hTT

Somente neste gauge as ondas gravitacionais viajam a velocidade da luz em qualquer refe-
rencial, isto é, todos os observadores verificam que a radiac@o gravitacional viajando a veloci-
dade da luz, que ¢ uma exigéncia da relatividade geral, com isso a fisica € a mesma para todos
os observadores. Mais ainda, somente as componentes espaciais de 5,y satisfazem a equagio
de onda, isto é

16nG

Ohfj = ——~T7, (6.14)

com i, j = 1,2,3 e onde, considerando a onda gravitacional se propagando na direcdo +z [26,

27], temos que

0 0 O

hye hy 0
0
0

BT —

ij (6.15)

W
0 0

S O o O

Assim, com esse mecanismo de gauge € possivel a eliminac@o dos graus de liberdade [28],
como € feito também nas ondas eletromagnéticas com o uso de projetores 6,y € ®,y, chegando

a equacao LIAH = JH.

Este tensor transverso sem trago tem algumas propriedade, sendo elas:

L. W =HT,

2. KT HIT = 0;

3 hGW hTT

A parte transversa, i, deste tensor é obtida quando projetamos perpendicularmente este na

l] ’
direcdo de propagacgdo n; = ’%l e subtraimos o trago. Para isto € ttil utilizarmos o projetor P, ;, ja

que estamos em D = 0+ 3, isto é, considerando apenas dimensdo espacial. Matematicamente
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temos entao que o tensor transverso sera [26]
ij kITikL jIs

onde

P,'j:Sij—l’linj.

Removendo entdo o traco temos que

W= Aijjahu, (6.16)
onde
1
Aijx = PiPji — SFiiPa-

Substituindo na equacao 6.13 e utilizando o método da funcdo de Green para resolver esta

equagdo diferencial ndo homogénea, obtemos como solugdo

1 167G T; (7.t
hTT _ | - Ai A / 2 »or d3 /
ty ATt < c2 ) Jj.kl V—|?—7/| X

4G NGRS
Z—/\ij,kl/v 47 )d3xl,

c? |7 —7/|

onde

Vamos supor que a fonte (dois objetos muito massivos) tenham velocidades de rotacdo
v <& c. Além disso, vamos considerar que o observador estd muito distante da fonte, de modo

que |?_?/’ ~ |[F| = r, com isso

4G r
TT .
hij = 3 Nija Ll (r T — E> av’ (6.17)
A equacdo do tensor energia momento (localmente), ou seja
9, T" =0,

representa uma equacgdo da continuidade, similar ao eletromagnetismo, visto anteriormente pela
equagdo 5.11, pois podemos observar que existe uma conservagao envolvida, onde para v = 0,
temos

dT? +0,7° =0 (6.18)
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e para vV = i obtemos que
T +0,T7" =0, i=1,2,3. (6.19)

Todas essas duas equagdes significam uma conservagdo, onde a equacao 6.18 representa

entdo a conservacdo da energia e a equacao 6.19 representa a conserva¢do do momento linear.

A partir destas equacdes, podemos fazer algumas manipulacdes, de modo que

9FT? +090, T =0

oi -
0;00T"" +a,~8jTﬂ =0
mas o tensor energia-momento € simétrico, logo subtraindo as duas equacdes, obtemos

RFT? —9;0,T/" =0
B%TOO (xixj ) = 9;0,T (xixj ) . (6.20)

Como x e ¢ sdo coordenadas independentes, temos que
8% (Tooxixj ) = 0,0, TH xix,
onde a equacao do lado direito pode ser reescrita de modo que

0,0, T  x'x/ = 9, [(a,T"l) xixl 4+ TH (alxixj)} . (6.21)

Contudo, podemos escreve
Ixix) = (alxi) x4 x (alxj) = Séxj +xi8j,
logo, substituindo na equagdo 6.21, obtemos que
0,0, T x'x! = 9y, KBITM) xixd  TH R 4 Tiji]
= (aka,T’d> xix + (81Tkl> (akxixj) +Ji <Tkixj) + 0 (Tiji> )
Substituindo na equagdo 6.20 obtemos

010, T¥x'x/ = 93T (xixj) +2 <8kT”‘) x/ 42 (Bijk> X 42T, (6.22)

Analisando o termo (akTik) x/ é possivel perceber que

(akTikxj> = (akT”‘) X+ Tk = (akT”‘> X+,
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logo
(akT”‘) Xl = (akTikxj) —TH.

Retomando a equacdo 6.22, temos que
d THxxd = BT (xxl) 42 [(akT""xf) _ T"J} 42 [<aijkxi> — Tj’} 27
= 2T (xixl) 42 (akT"kxf ) _2Ti 42 (aka"x"> T 40T

= B%TOO (xixj) +2 <akTikxj> +2 (aijkxi) — 277",

Com isso, 0 tensor energia-momento sera

1 - o N1 .
TY = EB%TOO (x’xj) + <8kT‘ka) + (akT-’kx’) — EakalTklx’xJ. (6.23)

Entdo, podemos encontrar o gauge transverso sem trago, substituindo a equacdo 6.23 na
equacio 6.17 e sabendo que T/ = T; J, 18to €, a notac@o covariante € perdida quando nos restrin-

gimos ao espaco 3D euclidiano, de modo que

4G 1 |
thjT _ _Aij,kl/vdvl {Ea%TOO (xk,xl,) + <amTkmxl,> + (amTlmxk,> . EamanTmnxk,xl,} .

C27'
Contudo, todos os divergentes sdo termos de superficies, ou seja

/V-F*dvzyfﬁ-ﬁda,
%4 S

onde F =0em S, logo o gauge TT sera dado por

4G 1
Wl =" A / dv’ {EagTOO (xkxl>}
\%

c2r
2G 0° 00

= Ay~ | TN av'. 6.24
2, Nk N5 /V X (6.24)

O tensor T para um fluido perfeito é dado por [29]

P
™ = (p + —2> u'u’ — P,
c

onde u* € a quadrivelocidade, dada por

B dx*

i
uw = —.
dar

Entretanto, nossa fonte nao é um fluido, mas sim um sistema bindrio girando a baixa velo-
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cidade (v << ¢), logo ndo faz sentido falar de pressdo (P), portanto
T = putu". (6.25)

Todavia, sendo x* = (xo,xl,xz,x3) = (ct,x,y,7), temos que

dz dz dt’

(6.26)

por outro lado, o tempo préprio é dado por dt=dty/1 — Z—i, para v << c, temos que

dr 1 IV
2
Substituindo na equagdo 6.26, obtemos que
W =cy=c,

entdo, da equacdo 6.25, obtemos

7% = pu®u® = p (c) (¢) = pc?.

Por fim, substituindo na equacao 6.24, concluimos que
2G 0?
TT k.l 43
hij = — Aij’kl_aﬂfvpx xd’x,

onde a densidade p = p (x’,t — g) Assim, obtemos o gauge transverso sem traco ou TT gauge,
em que estd implicito a velocidade da onda c, ou seja, as ondas gravitacoionais se propagam a

velocidade da luz.

6.2 ENERGIA E MOMENTO LINEAR DE UMA ONDA GRA-
VITACIONAL

De acordo com a Relatividade Geral o campo gravitacional ndo pode ser considerado como
uma campo no espaco-tempo, mas sim uma propriedade geométrica do espaco-tempo. O ten-
sor energia-momento TH¥ o< R*Y — % guwR, compreende matéria e radiagdo, mas ndo o campo

gravitacional.

Um tensor energia-momento do campo gravitacional ndo estd definido e nao pode ser defi-

nido. Isto estd de acordo com o principio da equivaléncia na forma forte, isto é, em um ponto
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podemos fazer Fﬁv = 0, excluindo os efeitos gravitacionais. Mas se um tensor do campo gravi-
tacional existir ele serd nulo em um ponto e, consequentemente, nulo em qualquer sistemas de

coordenadas (propriedade Tensorial).

Entretanto, uma propriedade ndo tensorial pode ser definida em relagdo a métrica de fundo
(background). Chamaremos esse pseudotensor de T,y. Esse objeto pode ser nulo em um ponto,

mas niao em todos.

Vamos considerar O (hz) # 0 e fazer uma média < T,y > em uma regido finita do espaco-
tempo, mas extensa o suficiente para incluir diversos comprimentos de onda e pequena compa-

rada a curvatura do background.

Usaremos s6 a aproximacdo em 2* ordem em #, pois, até aqui, usando a identidade de
Bianchi, dada pela equagio 4.38, pode-se mostrar que D, 7" = 0, isto €, que existe uma lei de

conservacao para o "tensor" energia-momento do campo gravitacional (ondas gravitacionais).

A partir disso, segundo [30], a equacdo de Einstein pode ser reescrita como

2
G;(lz )=k (T + )

1 n?
Tuy = _E |:G/SV ) — G‘y\l}):| .

Segundo a literatura, isto € feito, pois os efeitos gravitacionais ndo sdo observados local-

mente, é necessario uma certa regido.

O célculo da energia da onda gravitacional € feito a partir da média do pseudotensor T,y

dado por

T L TTp

< Ty >= op,u

1
—<h
327

com isso, € retirado os efeitos de blackground.
Assim, segundo a literatura, o fluxo de energia na direcao radial ¢ dado por

Or d2E
~drdA’

Integrando este fluxo, obtemos que [30]

dE 1 ... ..
E:§<Iij1ij>,

onde
Lij = Qij— 9 Ok
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Qi :/Toox”x’]d3x’,
sdo, respectivamente, o momento quadrupolar de massa e de energia. Além disso, o fluxo

de energia depende da terceira derivada temporal, entdo a distribui¢do de massa devem sofrer

deformacdes para emitir radiagdo.

Assim, a radiagdo gravitacional € de origem quadrupolar, diferente da radiacao eletromag-

nética onde o campo elétrico e magnético sdo, respectivamente, dados por

L 1 L (F=7) pay) F—7) T@.0)
E{#t) = —— T SO S LA ) 74 6.27
(7.1) 47:80/\/ [p(r, ) |7 —7| + c |[F=P]2 CEF-7 6.27)
e .
Lo [ [T@E ) xF-7) T(@.4) x F—7)
Br) =" dv. 6.28
(7.0) 4n/v [ F—FP | di—FP (6.28)

Ou seja, podemos observar que nas equagdes 6.27 e 6.28 de Jefimenko, para os campos
eletromagnéticos dependentes do tempo [14], independem da ordem multipolar, ou seja, uma

carga que sofre variacao no tempo vai emitir ondas eletromagnéticas.

6.3 INTERACAO DA RADIACAO GRAVITACIONAL COM A MA-
TERIA E A POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIO-
NAIS

Precisamos analisar agora qual € a influéncia da fonte para construir a onda gravitacional,

para isso vimos da matriz 6.15 que

0O O
WI o
WE o

0 O

TT __
hij_

o o o O

0
0
0
0

ou seja, esta é a forma que a onda foi construida para viajar no vacuo, a solucdo transiente, isto
é, a solugdo via métrodo de Green, que revela as caracteristicas da fonte e que define a simetria
de h.

Temos entdo que, segundo as propriedades do tensor transverso sem traco

hLl =hll (6.29)
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e o trago € nulo, isto é

W+ T =0= nll = —nIT. (6.30)

Na aproximagdo que estamos usando, podemos supor a solu¢do de onda plana, propagando-

se no eixo +z, ou seja

hIT = A, cos (kz — o) (6.31)
hl[ = Ay cos (kz— o), (6.32)

que sao solucdes estaciondrias, ou seja, solucdes para a onda gravitacional no vacuo, onde
Orl T =0.

Na passagem de uma onda gravitacional, para analisarmos o que acontece com uma par-
ticula livre, precisamos analisar a partir de sua geodésica. Assim, seja a geodésica de uma
particula livre dada por

d?xt dx® dx* B
aw T T
onde T € o tempo proprio medido pelo observador ao longo da geodésica.
Vamos supor que a particula estd em repouso na origem, isto é, x* = (cz,0,0,0). Com isso,

a quadrivelocidade para uma particula em repouso € dada por

dx*  d(ct)

ut = E = dr =Cc= CSS, (633)
entiao
d’x* M 2SKSA
W +FK7\.C 808 = O
dZX 2
d>x!
e = T (6.34)

Contudo, sabemos que a conexdo de Christoffel pode ser escrita em termos da pertubagao

h, equacdo 6.4, de modo que a componente Fﬁo serd

1
Lo = 5 (hyo,o + h“o,o - hoow) )

mas

hoo = hyo =0,
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segue-se que a equagdo 6.34, da quadriaceleracdo, serd nula, ou seja

A%
dt?

Isto significa que uma particula livre em repouso permanecerd em repouso com a passagem
da onda gravitacional. Entretanto, estar em repouso no sistema de coordenadas significa que as
coordenadas ndo mudam. Logo, o sistema de coordenadas se ajusta a passagem da onda. Entdo,
a maneira adequada de tratar esse problema € através do desvio geodésico, ao qual trataremos a

seguir.

6.3.1 Desvio Geodésico

Vamos analisar, entdo, duas particulas testes muito proximas, quando comparada a curva-

tura, que sdo conectadas pelo vetor &, de modo que, conforme figura 17, temos

X% (1) =X (1) + (7).

Figura 17 — Separacgao infinitesimal entre duas particulas Espaco Curvo

£
Reoouso/

Fonte: Préprio autor.

O desvio geodésico € definido como [31]

de modo que, usando a equacio 4.11, obtemos

D&'U_B a&,u IEEAN
D_”C_u <ax—B+FK§

dxP /og ;
= (ﬁJngKF, >
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Com isso temos que
Dg o

Dr = o TR (635

Segue-se entdo que

a0

D2 Dt \ Dt
DE! DEY
ar( ) Fio e

Assim, substituindo 6.35, obtemos a expressdo compacta que

D&
D—fz = R”aﬁyu“uﬁgv, (6.36)

onde R" oy € o tensor de Riemann, definido pela equagao 4.34.

E possivel ainda encontrar com frequéncia na literatura [31][32] a equag@o 6.36 escrita

como
VoVoE =R aﬁvu“uﬁ&.

Isto demonstra os efeitos de uma forga sobre as geodésicas, devido a passagem de uma onda

gravitacional, tal for¢a é denominada for¢ca de maré [29].

Se o espago-tempo € plano, entdo R, = 0, mas se 0 espago-tempo se curva com a passa-

gem da onda, entdo a separacdo entre as geodésicas muda, conforme a figura 18.

Figura 18 — Desvio geodésico na superficie de diferentes curvaturas

Fonte: [31]

Entdo, sejam as particulas testes, conforme figura 17, onde
xP=(c1,0,0,00 e &P=(0,L,0,0), (6.37)

considerando como pardmetro para as geodésicas somente o tempo, temos que

az &oc

2 =R B”#”VF’B
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Mas substituindo a quadrivelocidade dada pela equagdo 6.33, obtemos que

2e0
S = R (cB) (cB)

Retomando as particulas testes dadas por 6.37 e usando a propriedade de filtragem da delta,

obtemos
aZga

or?

— CZLR 00x*

Analisando para

— & 2

— PE _ 27 py

Mas do tensor de Riemann, equacdo 6.6 e da matriz 6.15 do tensor transverso sem traco,

segue-se que
ath aZ hTT
RY 8 ooh*, =
00x = 5 70%0 202 2 o

(]
120, 19°hL
aoaoh =2
~2 o2 2 o2

y
R 00x —

Substituindo, respectivamente, para 0. = 1 e o0 = 2, obtemos que

_ € 1 2y 9%
ao=1 = a[—z—ic L 32

2 aZhTT
a=2 = aa Ey L
t
Para um anel de particulas testes, temos que
x=Lcos(0)

E.:ﬁ: (Oax7y70) — y:Lsm(G)
z=0,

entdo, para a onda viajando na dire¢do +z teremos que

aZ&x
52 = ¢*Lcos (8) Ry, + c*Lsin (8) R0,

g _ 2 o
57 = Lcos (8) Ry, +c”Lsin (8) Ry,
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Podemos novamente encontrar o tensor de Riemann por intermédio do tensor do trago trans-

verso e de suas propriedades, equacdes 6.29 e 6.30, de modo que

e 1 Pl 1 Ohy!

at% = EchCOS (0) Téx + §C2L sin (0) at;y (6.38)
© 5 RpIT 2, TT

078y 1 h 1 0%h

a_t% = ECZLCOS (9) a;;y — Echsin(G) Btgx ) (6.39)

Porém, conhecendo as solu¢des de onda plana, equacdes 6.31 e 6.32, com z = 0, € possivel

identificar a solucdo das equagdes 6.38 € 6.39 como

1 1
E¥=Lcos(0)+ ELAxx cos (0)cos (r) + ELAxy sin (0) cos (or)

1 1
& = Lsin(0) + Eley cos (8)cos (wr) — ELAXX sin (0) cos (r) .

Entdo, suponha uma onda gravitacional viajando na dire¢do +z e que 0 esteja varrendo o
intervalo [0,27], em um anel de particulas testes, isto €, no plano xy, entdo a figura 19 mostra
os efeitos da passagem da onda gravitacional. Onde € possivel analisar dois casos da passagem

da onda, ou seja, dois estados de polarizacio independentes da onda gravitacional.

O primeiro estado é quando a pertubagio da métrica tem A, = ATT £ 0e Ay = AzyT =0.

Neste caso a solugdo de &* ¢ & se reduz a

£¥ = Lcos (0) (1 + %Axxcos (mt)) =x (1 + %Axx cos (wf))

& — Lsin (6) (1 ~ JAwcos (mt)) _y (1 — JAucos ((ot)) |

Os efeitos desta solugdo estd representado na parte superior da figura 19, este modo de pola-
rizacdo € chamado de polarizag¢do “mais” [33, 34] (em inglés, plus polarization) ou polariza¢ao

+.

O segundo estado de polarizagdo € quando a pertubagdo da métrica tem Ay, = AfyT #0e

Ax = AT = 0. Neste caso a solugio de £* e & se reduz a

1
E* = Lcos(0) + ELAxy sin (0) cos (r)

1
& =Lsin(8) + Eley cos (0) cos (or).
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Podemos redefinir novos eixos x’ e y» que corresponderdo a uma rotagio de —7 nos eixos x

e y, de modo que as solucdes serdo entdao

: 1 :
E¥ = Lcos (9 + g) + iLAxy sin <9—|— g) cos (o)

: ) 1
& = Lsin (9 + g) + ELAxycos (9 + %) cos (or).

Os efeitos desta solucgdo esta representado na parte inferior da figura 19, este modo de pola-
rizacdo € chamado de polarizagdo “xis” [33, 34] (em inglés, cross polarization) ou polariza¢ao

X.

Figura 19 — Efeito da onda gravitacional em um anel de particulas de teste

AT™ 20 + Polarisation
= | Ll ' . "(— —)
‘4:\llr;0 X Polarisation

[

Fonte: Martin H.

Lembrando que existe superposic@o linear na aproximacdo que estamos usando, entdo po-
demos afirmar que a forma da polarizag¢do resultante € uma combinacao linear das duas polari-

zagoes.

Mas, € claro que, em geral, as ondas ndo estdo alinhadas com o detector. Entdo o detector

“enxerga” as amplitudes da onda, segundo [31], como

h, = hsin® (8)cos(20) e hy = hsin®(0)sin (20) (6.40)

Conforme figura 20, para uma onda gravitacional viajando na direcdo +z, o detector estara

alinhado conforme os dngulos polares esféricos 0 e 0.

Além disso, a partir destas andlises € possivel também calcular as dimensdes tipicas da

amplitude da onda gravitacional, que segundo [31], é da ordem de 102! 1.

Note que a onda eletromagnética também tem dois estados de polarizacdo, chamados de
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Figura 20 — Orientagdes relativas do detector e a direcdo de propagacdo da onda (Incoming
wave)

Ry test mass

testmass .~ f s

Incoming wave

Fonte: Martin H.

polarizacdo Linear e polarizagdo eliptica [15], contudo na onda gravitacional os estado de pola-
rizacdo + e X sdo invariantes perante uma rotacdo de 180°, ja na radiacdo eletromagnética ha
uma invariancia sob uma rotacdo de 360° [33] e como vimos o efeito da polarizac¢do tensorial
das ondas gravitacionais sdo mais complexas do que a polarizagdo linear das ondas eletromag-

néticas [6].

As ondas gravitacionais foram finalmente detectadas em 14 de setembro de 2015, nos EUA,
em dois interferometros distintos (um localizado em Hanford e o segundo em Livingston), de-
nominados LIGO (do inglés Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory), evento cha-
mado de GW150914 [1, 2], comprovando experimentalmente a teoria feita por Albert Einstein
em 1915.



88

7 CONCLUSAO

Podemos concluir com o presente trabalho que é possivel trabalhar com diversas ferramen-
tas matematicas por intermédio do célculo tensorial para o estudo de espago curvo gerais, que
sdo vélidos em qualquer referencial e para a construgdo da teoria de relatividade geral (TRG)
proposta por Albert Einstein. Contudo, € por intermédio da topologia que a base matematica se
torna mais solida e concisa. Além disso, vimos a importéncia de definie o tensor métrico g;;, que
estd ligado a geometria do espaco tempo. Percebemos tembém que dependendo da lei de trans-
formag¢do podemos definir um vetor e que quando trabalhamos com espagos curvos perdemos a
transformacdo tensorial, com isso devemos construir uma nova derivada que preserve o cardter
vetorial na transformacgdo de coordenadas, isto €, a derivada covariante, e para que nao ocorra
alteracdo com uma mudanca de coordenadas. Por outro lado, o transporte paralelo de um vetor
depende também da curvatura e, quando este € realizado, nao podemos alterar as caracteristicas
do vetor ao longo de sua trajetdria pelo espaco. Com isso, foi construida toda a matematica

necessdria para alcangar nosso objetivo de ter a base para a construcao da relatividade geral.

A partir dos postulados da TRG chegamos na equacdo de campo da relatividade geral de
Einstein, realizamos a linearizac¢ao da teoria e vimos que foi necessario eliminar na teoria uma
parte ndo fisica, espuria, e que para isto € preciso levar em conta que temos uma liberdade de
calibre e utilizar um “gauge"”, de modo que ndo se altere a lei da fisica e assim resolver a equagao
de campo fraco. Este “gauge" € chamado de “gauge de Lorentz" (na literatura pode ter outros
nomes também), além de utilizarmos o tensor de traco transverso. Com isso, diminuimos os

graus de liberdade do sistema, realizando ainda uma analogia com as ondas eletromagnéticas.

A TRG proposta por Eisntein relaciona a curvatura com a distribui¢do de matéria em uma
regido do espaco-tempo, ampliando a teoria de Newton e quebrando alguns paradigmas, como
o de que a massa de um corpo que exerce uma forca sobre um outro corpo, mas sim que um
corpo massivo deforma o espaco-tempo e que € esta deformacio que causa a forca de atragao
gravitacional entre corpos. Uma das consequéncia da TRG € a existéncia das ondas gravitaci-
onais, ao qual essa dissertacao discute, além de mostrar algumas de suas caracteristicas. Por

fim, vimos que a radiacdo gravitacional € invariantes perante uma rotagdo de 180°, ja na radia-
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cdo eletromagnética ha uma invariancia sob uma rotagcao de 360° e que o efeito da polarizacio

tensorial das ondas gravitacionais sdo mais complexas que as ondas eletromagnéticas.

Sendo assim, este trabalho é uma revisao ttil e bastante benéfica para o estudo da gravita-
¢ao, pois estabelece uma base conceitual concisa e técnica sobre esta drea, principalmente com
uma grande motivacao que foi a primeira detec¢do em 14 de setembro de 2015, nos EUA, no

LIGO, entre outras detecgdes que ocorreram posteriormente.
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