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Resumo

Com o intuito de quantizar a gravitagdo, varias propostas prevem a existéncia de um
minimo comprimento na natureza. Tomando como existente esse minimo comprimento é
possivel reescrever a mecéanica quantica onde o principio de Heisenberg é modificado, im-
possibilitando uma incerteza na posi¢do da particula menor que o comprimento minimo.
Neste trabalho pretendemos investigar a equagdo de Schroedinger num cendrio de compri-
mento minimo, bem como uma nova teoria quantica de campos corrigida pela existéncia
desse minimo comprimento na natureza. Para isso precisaremos reinterpretar as equagdes
de Euler-Lagrange e as teorias cldssicas de campos. Por fim, vamos obter uma segunda
quantizagdo para a equagdo de Shcroedinger.

Palavras-chave: Comprimento Minimo, Principio da Incerteza Generalizado (GUP), Equa-

¢do de Schroedinger, segunda quantizacao.
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Abstract

In order to quantify a gravitation, several images predicted the existence of a third
length in nature. The retrieval mechanism is quantum mechanics where Heisenberg’s prin-
ciple is modified, making it impossible for the uncertainty particle position to be less than
the minimum length. This work aims to investigate a Schroedinger equation in a minimum
length scenario, while Schroedinger equalization theory in a minimum length scenario in
nature. To do this, you need to reinterpret the Euler-Lagrange equations and classical field
theories. Finally, let’s get a quantization for Shcroedinger’s equation.

Keywords: Minimum Length, Generalized Uncertainty Principle (GUP), Schroedinger
Equation, Second Quantization.
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Capitulo 1

Introducao

No final do século retrasado iniciou-se uma efervescéncia em torno da descricdao da
matéria em sua forma mais elementar com a descoberta dos elétrons e, na sequéncia, as
descobertas dos néutrons e dos prétons. A partir dai, modelos da estrutura bésica da
matéria foram propostos, debatidos e evoluidos até a concepgao atual.

No entanto, a concepgdo atual ja prevé o conhecimento e a descrigdo de particulas su-
batomicas em regimes néo relativisticos e em regimes relativisticos. Desde o despretensioso
trabalho de Planck sobre radia¢do de corpo negro, que abriu as portas para novas maneiras
de se interpretar a natureza até as comprovagdes experimentais da existéncia dos bésons de
Higgs, muita fisica precisou ser repensada e até formulada do zero.

Nesse processo, passamos por Erwin Schroedinger, um notével austriaco que em 1926
publicou seu trabalho mais importante no qual descreve o movimento de particulas através
de uma funcao de onda. Sua famosa equacéao diferencial engloba as ideias de de Broglie com
relacdo a dualidade onda-particula, das fun¢des de onda como representantes da dindmica
das particulas.

A equagdo de Schroedinger é capaz de descrever com bastante precisdo sistemas nao
relativisticos, e teve grande éxito na descricdo do atomo de hidrogénio por estar de acordo
com resultados experimentais e com a teoria vigente de Bohr. No entanto os resultados de
Shcroedinger foram além, dando conta de descrever 4tomos de vérios elétrons através da
teoria de Hartree-Fock.

Na natureza ha a concordancia da existéncia de quatro interagdes fundamentais. Des-
sas, trés ja estdo inclusas num tinico modelo (interacao fraca, eletromagnética e nuclear forte)
e a outra é a gravitagdo. No processo de quantizacdo da gravitagdo, ainda ndo se conseguiu
renormaliza-la de forma adequada, ou seja, a teoria possui divergéncias que impossibilita a
existéncia de resultados fisicamente aceitdveis.

Com o intuito de resolver esses problemas, varias teorias de gravitagdo quantica tém
sido proposta. E intrigante que praticamente todas elas prevém a existéncia de um compri-
mento minimo. Em uma abordagem quéntica em comprimento minimo pode ser discutido

por uma incerteza minima na posic¢do da particula. A introducdo de uma incerteza minima
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na posicdo acarreta uma modifica¢do nas relagdes de comutagdo candnica entre os operadores
de posi¢do e momento.

A existéncia de um comprimento minimo pode ser justificada, também, pela ideia de
"perda de resolucdo"quando alcangamos distancias cada vez menores por necessitarmos de
energias enormes. Assim, ndo vemos a posi¢do da particula em si, mas uma pequena regido
onde ela pode estar, trazendo para zero a possibilidade de a encontrarmos num tinico ponto.

Historicamente a ideia de comprimento minimo surgiu com o préprio Heisenberg
nos anos de 1930 ao tratar as divergéncias na teoria quantica de campos na forma de um
"cut-off'natural para as integrais divergentes [1]. No entanto, Heisenberg ndo conseguiu um
resultado que fosse suficiente para embasar suas ideias. J4d na década de 1940, Snyder propos
uma algebra na qual as componentes do momento e da posigdo ndo comutam, o que implica
num espago-tempo ndo continuo, fazendo-se necessério a inser¢do de um comprimento
minimo [2].

A ideia de comprimento minimo foi deixada de lado, até que nos anos 1990, com o
avango das teorias de cordas e supersimetrias, novamente torna-se necessario a insergao de
um comprimento minimo na natureza. Em 1994, Majid e Ruegg trouxeram a ideia conhecida
como é&lgebra de k-Poincaré [3]. No mesmo periodo Kempf, Magano e Mann iniciaram um
trabalho de base matematica de subespacos de Hilbert com o comprimento minimo incluso.

Nosso foco nesse trabalho ndo é discutir a existéncia do comprimento minimo, mas
sim discutir algumas alteragdes que essa teoria promove na teoria quéantica de campos.

Para iniciarmos essas discussdes, o presente trabalho se divide em trés blocos: uma
pequena revisdo da equagdo de Schroedinger e da teoria cldssica de campos e segunda
quantizagdo como se encontra na literatura; uma apresentagdo da teoria de comprimento
minimo em espagos de Hilbert e aplicagdo na equacdo de Shcroedinger; por fim, uma
revisdo da teoria cldssica de campos utilizando derivadas em segunda ordem e a segunda

quantiza¢do da equagdo de Shcroedinger num cendrio de comprimento minimo.



Capitulo 2

A Equacao de Schroedinger

2.1 Formulacdo da Equacdo de Schroedinger

2.1.1 Introducao

O inicio do século passado foi marcado pela revisdo da fisica de uma maneira geral,
com novas interpretacdes para fendmenos ja conhecidos e uma nova maneira de entender
o mundo, sobretudo, o microscépico. Até entdo, as Leis de Newton, o eletromagnetismo
de Maxwell e a estatistica de Boltzmann ja davam conta de uma grande area da fisica que
era observada, com excecdo de alguns fendmenos como a questdo da catdstrofe ultravioleta
para altas frequéncias de radiagdo e o efeito fotoelétrico [4].

Estudando o problema da catdstrofe ultravioleta, Planck, em 1900, propds a quanti-
zagdo dos niveis de energia de radiacdo de corpo negro. Essa ideia totalmente inovadora
e criativa ndo foi prontamente aceita pela comunidade cientifica, mas foi revisitada por
Einstein em 1905 para a explicagdo do efeito fotoelétrico. Einstein propds que um elétron
é expelido da placa ao sofrer colisdo de um féton (uma radiacdo eletromagnética), dando
inicio a ideia de dualidade onda-particula. A energia total desse elétron ao ser expelido pela
placa fotoelétrica é proporcional a frequéncia da onda incidente na placa.

Em 1913, Bohr também se apropriou da ideia de quantizacdo ao tentar descrever a fisica
do 4tomo de hidrogénio, mas ainda utilizando muito da mecanica classica. No entanto, Bohr
ainda tenta encontrar uma fungéo para a posigdo do elétron em torno do préton que fosse
deterministica.

Depois de grandes avangos nas observagdes experimentais, em 1925 a tese de douto-
rado de Louis de Broglie trazia uma criativa proposta acerca do comportamento de particulas
subatdmicas. Inspirado pela dualidade onda particula dos fétons observada no efeito fo-
toelétrico, de Broglie propds que ndo apenas os fétons tivessem essa caracteristica mas sim
todas as particulas. Assim, de Broglie propdem que dependendo do experimento utilizado

podemos ter particulas com comportamento de ondas, de modo que:

-

7 = Ik, 2.1)
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onde k é o vetor de onda que indica o sentido de propagacdo da onda e é o inverso do
comprimento de onda vezes 27t e /i é a constante de Planck dividido por 2.

Chegamos, entdo, ao ano de 1926 com o seguinte pano de fundo: temos que a energia
de um elétron pode estar associada a sua frequéncia de oscilagdo o que nos leva a uma
particula com caracteristicas de onda. Para unir todas essas ideias Shcroedinger percebeu
que precisaria de uma equacdo que desse conta de todas essas caracteristicas.

Neste capitulo, vamos revisitar a ideia de quantizagdo de grandezas fisicas, como
posi¢cdo e momento linear, a formulagdo da equacdo de Shcroedinger e alguns artificios

matematicos que nos dard importantes resultados.

2.1.2 A Equacdo de Schroedinger

Um grande avango na mecanica quantica do século passado foi a ideia da quantizagao
de grandezas fisicas transformando-a em operadores no espago de Hilbert, juntamente com
a imposi¢do de uma relagdo de comutacado entre os operadores de posi¢do e momento. Estes
operadores agem num determinado estado, e os autovalores associados a este estado sdo
interpretados como os possiveis valores a serem medidos [5].

Schroedinger ja tinha essas informagdes a mao quando comecou a pensar numa forma
de descrever o movimento de particulas num regime néo relativistico. Assim de uma forma

mais simples podemos ter a seguinte quantizacdo na representacdo de posicéo:

H—-H= ih(%, (2.2)
§— p = —ihv. (2.3)

Ja sabemos da mecanica cldssica que a hamiltoniana de um sistema ¢é a energia total,

que na presenca de um potencial pode ser escrita como:

2

_ P 5
H= -+ V(. (2.4)

Quantizando essa equagéo, ou seja, transformando varidveis em operadores, temos:

. PP .
A= —+V0). (2.5)

Aplicando num estado [W):

52

P

+ V(%] \W(h)). (2.6)



2. A EQUAGAO DE SCHROEDINGER 5

Na representacdo de posicdo, temos:

AD .
AR = (12 W) + A VON),
ih%\y(?, f) = % [-iA> V.Y 1) + VIOV, b).

Rearranjando chegamos a equacdo de Schroedinger:

. a - _ hZ 2 - =
zha\l’(r, t) = —%V W7 t) + VIOV, t). (2.7)

Note que a equagdo de Schroedinger possui 0 mesmo formato que uma equagdo de

calor, com derivada segunda espacial e derivada primeira temporal.

2.2 Equacao da Continuidade

Vamos considerar a equacdo de Schroedinger de uma funcdo de onda multiplicada

por W e o complexo conjugado da equagdo multiplicada por V.

. * a * 7712 2 *
i V=YV VAW,
—ih\yi\y* = —\yﬁvz\y* + V(AP (2.8)
ot 2m ' ’

Subtraindo as duas equagdes, teremos:

(v lw s vl - 7 (\y*v2\y - \yvz\y*)
ot ot T 2m ’
L 0d h? . . . .
i (UW) = V(W'Y =V (P'0) - WV + V(D))

9 e i 9] =
a(\y\If)Jrv,(—%(\yV\y—\ww))_o. (2.9)

E facil ver que a equacio acima é uma equacio de continuidade, % p+ v =0, cuja
densidade de carga é p = W'V e f = —% (VW — WVW~) é a densidade de corrente.
Da interpretagdo probabilistica da mecénica quantica vemos que W*W é a densidade de
probabilidade, enquanto ] é a densidade de corrente de probabilidade.

A equagdo 2.9 garante que hd, entdo, uma conservagdo da probabilidade local. Tal
fato nos fornece condigdes necessarias para encontrarmos a funcdo de onda que descreve a

particula dentro de um alcance definido pelo sistema.
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2.3 Solucdes da Equacao de Schroedinger

A equacdo de Schroedinger é uma equacdo com derivadas parciais em relagdo ao tempo
e posi¢do. Para encontrarmos solug¢des com significado fisico vamos utilizar o método de
separagdo de varidveis para obtermos uma equacao diferencial com relacdo a posi¢do e uma

com relagdo ao tempo. Unidimensionalmente, a equagdo de Shcroedinger é dada por:

2wt = 1w b+ VW (2.10)
at " 2mox2 e '

Vamos supor uma fungdo W(x, t) = P(x)@(t):

. d n? d?
P50 = =55V + VPP,

Dividindo os dois lados da igualdade por ¢ (x)¢(t), teremos:

1 d 2

. d?
lhmﬁ@(t) = —%MEIPOC) + V(X)

Essa igualdade so se verifica se os dois lados forem iguais a uma constante A. Assim sendo,

vamos resolver primeiramente a equagdo temporal:
d iA
— = ——q(t). 211
S0 = =2 () @1

A solugdo dessa equagdo é, claramente, uma exponencial:

(P(t) — e—i/\t/h‘

Como o argumento da exponencial deve ser adimensional, entdo é possivel verificar que a
dimensdo da varidvel A é exatamente a dimensdo de energia. A equagdo de autovalor da

Hamiltoniana possui autovalor a energia da particula. Assim:
. 0
i3 lpe(®) = Elgr(®),

i 2 =it _ ppidt/h
ot ’

A=E.

Assim:

Q(t) = e E/N, (2.12)
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A equagdo de Schroedinger independente do tempo fica:

m? d?
5T + V() = EY(). (213)
Tal equagdo é de extrema importancia por nos permitir estudar os estados estaciondrios.
Como o tempo continua sendo um parametro, esse comportamento estaciondrio é o que vai
definir o comportamento da fungdo de onda de acordo com o potencial ao qual a particula
estd submetida.

E importante conhecermos as solucdes da equacéo de Shcroedinger independente do
tempo, para o caso de particula em potencial nulo. Esse é o caso que pretendemos abordar
no cendrio de comprimento minimo, portanto vamos estuda-lo no caso ordindrio.

Uma particula livre é uma particula que néo esta sujeita a nenhuma forga, ou seja, uma

particula que se move em regido livre de potencial. Assim:

2 32

—%ﬁ’#(x) = Ey(x).

As solugdes para essa equagdo sdo combinagdes lineares de exponenciais complexas dadas
por:

P(x) = Ae™™ + B,

2mE
k =
com P

Utilizando as solu¢des em cada variavel, podemos compor a solucdo geral com:

W(x, t) = P(x)p(t) = Ae~0x+@h) 4 peil—at/ (2.14)

com fiw = E.



Capitulo 3

Teoria Classica de Campos

3.1 Introducao

A teoria quantica de campos trata de particulas subatdmicas e por isso faz-se necessdria
uma abordagem bem diferente da mecanica classica para as particulas e seu movimento.
Parte dessa diferencia¢do se da por representarmos nossas particulas como fung¢des de onda
no espago e que ainda precisam respeitar o principio da incerteza de Heisenberg [6]'.

Vamos considerar que cada particula possa ser descrita por uma fungdo ¢(x) em cada
ponto do espago. Uma forma de descrevermos nosso sistema é através da lagrangiana que
ird descrever as condi¢des das particulas. Vamos iniciar supondo que essa lagrangiana é um

funcional do campo e de sua derivada temporal:

L(t) = L[9(x), p(x)]. (3.1)

Como queremos aplicar o principio de Hamilton, vamos definir a variagdo de funcional

como sendo:

OF[¢] = Fl¢ +0¢] -~ Fl¢]
OF[¢]

— 3
= fd xéqb(x) Op(x). (3.2)

Vamos aplicar essas ideias na Lagrangiana. Assim, teremos:

oL

oG 6¢<x)) 53)

oLig. o1 = [ d3x(%é¢<x> +

Os dois lados desta equacdo possuem um termo adicional com dependéncia explicita no

Vamos utilizar neste capitulo a notagdo adota nesta referéncia
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tempo que nao incluimos. Se integramos a lagrangiana no tempo, temos a acdo W[¢, ¢].
Integrando sobre um intervalo t; a t, temos a varia¢do da acdo, dada por:

5]
SW =6 f dtLlo, ],

fy
5]
OW = dtd®x (

51

Fazendo uma integragdo por partes e usando o fato de que 6¢p(x, t1) = 6¢(x, t2) = 0 chegamos
em:

_ s (0L 9 oL
SW = dtd (5 0 até(j)(x))égb. (3.4)

O principio de Hamilton para agdo estaciondria reza que:
. tz .
oWig, 1= [ ditle, 31 =0,
ty
que nos leva a:
— =0, (3.5)
que é exatamente a equacgdo de Euler-Lagrange generalizada para a teoria de campos.

Podemos trabalhar apenas com a densidade de lagrangiana, mas essa devera depender
do campo ¢ e de suas derivadas temporal e espacial em primeira ordem. Assim sendo, a

variagdo da lagrangiana agora fica:
50 + ~T=~oV0 + =50,
2(79)

6L:fd3 % %

C(afor oL aar
6L_fd [9<P Va(qu) ot 9¢p

5¢b. (3.6)

Pelo principio da minima agao, teremos:

op va(wp) o o0

que em notacdo relativistica covariante, fica:



3. TEorIA CLASsicA DE CAMPOS 10

d.L d.L
% Hw =0. (3.8)
u

Assim que conhecemos a densidade de lagrangiana de uma teoria fisica, as equagdes
que descrevem os campos podem ser obtidas através de equagdes diferenciais parciais em
termos de x e t. Vamos trabalhar isso em mais detalhes quando aplicarmos ao campo
de Schroedinger. Como estamos supondo que a densidade de lagrangiana ndo depende de
derivadas de ordem superior, os campos irdo satisfazer equagdes diferenciais de, no méximo,

segunda ordem.

3.2 O Formalismo de Hamilton

Para aplicarmos o formalismo de Hamilton na teoria de campos, vamos definir o

momento candnico conjugado. Assim, teremos:

OL(t
= & (3.9)
o
Se tomamos o limite para termos a densidade de lagrangiana, teremos:
T = 8—1: (3.10)
Ip
Agora iremos introduzir a transformacao de Legendre para obtermos:
H(t) = f dPxnd — L(1). (3.11)
Também podemos escrever essa Hamiltoniana através de uma densidade que fica:
H(t) = f dBxH (x), (3.12)
com
H(x) =ndp - L. (3.13)
Vamos tomar uma variacdo em 3.11. Assim, teremos:
SH = f d®x (6 + por) — SL(H). (3.14)

Como
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6L, oL, _ :
oL = f d3x($6¢+£6¢): f dx (76 + 1) . (3.15)

Substituindo na variagdo da hamiltoniana:

SH = f dx (5% + bom — 7o + 150 = f dx (pom - 76). (3.16)

As equagdes de movimento sdo dadas por:

. OH oH
p=5- n——% (3.17)

3.3 Leis de Conservacao na Teoria Classica de Campos

Em toda a fisica é de extrema relevancia o estudo de quantidades que ndo variam a
medida que o tempo progride. A conservagdo de energia, momentos linear e angular sdo
fundamentais para termos uma descrigdo vélida da natureza. Juntamente com as varidveis
citadas temos outras quantidades como carga e isospin que também sdo conservadas, o que
nos leva a um ponto de vista fundamental onde as leis de conservacdo sdo consequéncias
naturais das propriedades de simetria de um sistema. Para cada transformagdo continua
de coordenadas ou de campos onde ndo muda a fisica a existéncia de uma quantidade
conservada é observada. As préprias conservagdes dos momentos e energia se baseiam na
invaridncia da teoria sob uma transformacdo temporal e espacias translagdo e rotagdo no
espaco [7].

O arcabougo matematico que nos trard uma ligacdo entre as propriedades de simetria
e as leis de conservagdo é conhecido como Teorema de Noether. Amalie Emmy Noether
foi uma notavel matematica alemd, judia, doutorando-se aos 25 anos na universidade de
Erlangen necessitando de autorizagdo para frequentar toda a sua formagdo por ser mulher.
A seguir vamos estudar esse importante teorema e entender suas aplicagdes.

Vamos considerar o caso de uma agdo que ndo muda se as coordenadas sdo sujeitas a

uma transformacgdo continua. Uma transformagao infinitesimal pode ser do tipo:

X'y = xy + 0xy. (3.18)
A correspondente variagdo no campo sera:

¢"(x) = P(x) + 6p(x), (3.19)
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que resulta na variacdo da densidade de lagrangiana dada por:
L' (x") = L(x) + 6L(x). (3.20)

Aqui temos uma simplificacdo de notagdo, pois a densidade de lagrangiana, doravante
tratada apenas como lagrangiana, depende do campo e de suas varia¢des, mas ndo depende
explicitamente da posicao.

E importante notar que ¢ como definido em (3.19) é apenas a variacéo funcional em
¢ e ¢’, e é comparado com ¢ no mesmo ponto. Vamos adicionar a defini¢do da variagdo

total em ¢ dada por:

Ap(x) = ¢'(x) - p(x) (3.21)
Ap(x) = ¢'(x) — p(x) + p(x') — P(x)

=0¢ (Fup)oxt
Ap(x) = S(x) + (Dup)oxt. (3.22)

Nesta passagem expandimos ¢’(x") e ¢p(x’) em séries de Taylor e desprezamos os termos de
ordem igual ou maior que 2.

Novamente vamos utilizar a variagdo da agdo, que neste caso serd dada por:

W= | d'L'(x)- f d*x L(x), (3.23)
1% \%4

onde V' é o mesmo volume V, porém escrito no sistema de coordenadas x’. Introduzindo a

variacdo na lagrangiana 3.20, temos:

SW = f d*x’ [L(x) + 0L(x)] - f d*x L(x). (3.24)

A transformagdo do volume de integracdo descrito em 3.23 introduz o determinante

de Jacobi, que em primeira ordem é:

20x, 26,
1 ;6 ox, Bxéé
o0x1 1+ o0x1
(9 g o, i v e aéx
dy = |2 |t =| ~ R = (1 +—F )d4x. (3.25)
8xV : . . e axu
d0x
1+ W;

Todos os demais termos negligenciados sdo termos mistos da variacao 6x’# de ordens supe-

riores a 1. Voltando a acgao:
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W = f d*x (1+9,0x+) 5.L(x) + f d*x (1+9,0x+) L(x) - f d*x L(x)
SW = f d*x [5.L(x) + L(x)9,0x" ] (3.26)

O termo d,,6x*6.L(x) é desprezado, pois temos o produto de duas variagdes.
Agora vamos procurar a variagdo da lagrangiana. Sabemos que ela é funcdo do campo
e de suas derivadas parciais, logo:

oL 5 oL

6-£ = % QZ) + méayd)

(3.27)

Usando o fato de que 6d,¢ = d,6¢p e d,, (a—L)écp] = [8 oL )] o + P oL du6¢, temos:

9 (9up "9 (9.0 (9.9)
_JL oL ~ oL _
0L =5 5 5 + 9y T (&qu)éqb v (quj) 5
oL L oL
—=_9 Oy | —— .
9D " 9(9u0) Prou3 (949) o (3:28)
Voltando a (3.26), temos:
oL L
oW = | d*x Ay 5 + | ———06¢ + L(x)éx”]] . (3.29)
f 2(049) 9(20)

Agora temos ainda que d,, (Lox*) = 9, Lox* + L(x)d,6x*, onde o primeiro termo do lado

direito da equagdo é nulo, pois a lagrangiana ndo depende explicitamente das coordenadas.
Assim:
dL L

RA KR E-t o) Lt o

O primeiro termo na integral ja é igual a zero por se tratar da equagdo de Euller-Lagrange,

5¢ + 9, 5¢p + L5x" || = 0. (3.30)

o que faz com que tenhamos:

oL
d (ay¢)

¢+ Lox*| = 0. (3.31)

U
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Usando a equagao 3.22

oL
9(9u)

Podemos interpretar essa quantidade como sendo algo que se conserva, e por isso

y (A — "o, ) + Lox# | = 0. (3.32)

vamos inserir o conceito de densidade de corrente dado por:

oL oL
P (aucp)Aq5 | 0(0#0)

Nessa densidade temos a presenca das simetrias internas representada pelas variagdes

f,U = avﬁb - gyv-L(x) ox". (333)

de campo na mesma posicao e das simetrias externas através das varia¢des das coordenadas,
seja por translagdes ou por rotagdes. Assim, podemos estudar o comportamento do campo
quanto a transformacgdes que estejam de acordo com as simetrias supracitadas.

Para investigarmos conservagdes espago-temporais, é necessario que definamos o ten-
sor momento energia, que estd associado as transformacgdes externas carregadas pelo termo

oxV. Assim:

3—£avq> - guwL(x). (3.34)

Ouw =
9 (o)
Esse ferramental nos fornece a base para que possamos quantizar nossos campos, em
especial para esse trabalho o campo de Schroedinger. Podemos encontrar as equagdes de mo-

vimento e quantidades conservadas, bem como, para a quantizacdo de bésons, estudarmos

sistemas de particulas idénticas.



Capitulo 4

Segunda Quantizacao da Equacao de
Schroedinger

4.1 Introdugao

A segunda quantizagdo de um campo se faz conveniente quando queremos que este
represente a dindmica de particulas que podem ser criadas ou aniquiladas no sistema. A
passagem da mecdanica cldssica para a mecanica quantica se dd quando transformamos
variadveis cldssicas de posicdo e momento em operadores que satisfazem uma relagao de
comutagdo. A varidvel de posicdo deixa de ser um parametro para ser um observavel,
deixando apenas o tempo como parametro [8].

De maneira parecida a passagem de campos cldssicos para uma teoria quantica de
campos se da quando transformamos o campo classico W e seu momento conjugado em
operadores, respeitando as relagdo de comutagdo e anti-comutagdo para bésons e férmions,
respectivamente. A fim de mantermos a invariancia relativistica da teoria as coordenadas
de posigdo passam a ser parametros.

Neste capitulo vamos trabalhar a segunda quantizacdo da equagdo de Schroedinger
e, para isso, precisamos encontrar a lagrangiana do campo de Shcroedinger e, a partir dai,
calcularmos outras varidveis como o momento conjugado e a densidade de hamiltoniana.

4.2 Quantizacao do Campo de Schroedinger

Esperamos que a lagrangiana do campo de Schroedinger satisfaga as equagdes de
Euler-Lagrange, dadas por:
oL oL

I _a"a(aﬁ,gz)) )

tendo como resultado a prépria equagdo de Schroedinger como conhecemos. Assim, uma

lagrangiana que satisfaz essas condi¢des é dada por:

15
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L—@\y*(a\y)—@(a\y*)\y—ﬁ@\y*)(a\y) 41
- 7 t > t m x X . ( . )
O momento conjugado fica:

= oL _ @‘IJ*. (4.2)

SOV 2

Note que o resultado obtido acima mostra que existe apenas dois campos indepen-
dentes W e W*. Note também que W* nado é solucdo da equagdo de Schroedinger, isto €, a
combinagdo linear aW¥ + BW* ndo é solucdo da equagado de Shcroedinger. A solugdo mais geral
da equagdo de Shcroedinger é a combinacao linear das autofung¢des de energia. Isso implica
que na quantizacdo da equacdo de Schroedinger teremos apenas um tipo de particula. Isso
tudo é devido a presenca do ntiimero imagindrio i, que faz com que a equagdo complexa
conjugada nao seja a mesma equagio de Shcroedinger. Portanto, Wi, = a,e’™/"y(x) ndo é
solucdo de energias negativas.

A densidade de hamiltoniana é dada pela equagéo:

H=nV+ 7V - L.

ih oo il (iR iR 12 .
H = E\P W — E\P\I’ - (E‘I/\If - E\P Y — %8,(\1/ 8;}1’)
hZ

A hamiltoniana total é calculada da seguinte forma:

H= fd3x7-(,

2 2
H = f dxh—ax‘lf*ax\ll _ f dx [ax (W*9, W) —\y*az\y].
2m 2m

Considerando que os campos W e W* e suas derivadas se anulam na fronteira, temos:

* hz 2
H= f dxw (—%ax)w. (4.4)

4.3 Regras de quantizacdo para Bésons

Ao fazermos a segunda quantizacdo da equacdo de Schroedinger, nos deparamos

com uma situagdo diferente dos demais campos: podemos impor relacdes de comutacédo e
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anticomutac¢do. Cada um dos casos servird para descrever tipos diferentes de particulas,
a imposicdo de regra de comutacdo descreverd bésons enquanto a imposi¢do de regras de
anticomutagdo descreverd campos fermionicos.

Neste trabalho iremos impor apenas regras de comutagdo entre os operadores de
campo. Para quantizarmos um campo, isto é, tornd-lo um operador, iniciamos expandindo

0 campo clédssico em ondas planas

W =Y au(Hun(), (45)
n
onde u,(x) sdo solu¢des normalizadas da equagdo de Shcroedinger independente do tempo,
dadas por
eiknx
Un(x) = , (4.6)
! V2rih
com
2mE
kn®) =\ 3 =,
onde
n? 9
(_%ﬁ + V(x)) Un(x) = Equp(x). 4.7)
A partir dessas fungdes fica fcil verificar que
f dx uy (x)1,,(x) = Onr, (4.8)
Z up(X)u;(x") = 0(x — x'). 4.9)

n

A quantizagdo do campo é obtida tornando os coeficientes a,(t) da expansdo 4.5 em

operadores,

ay(t) — a,(t)

i (0) - af(t) (10

que satisfazem as relagdes de comutacido a tempos iguais
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[au(t), 31, (®)] = 6, (411)
[4u(H), ()] = |4}, a%,(8)] = 0. (4.12)

Assim:
W= Z an(Din(x), (4.13)

Das relagdes de comutacdo 4.11 temos que:

[, 5, W, 0] = ) [anBun), al(uy )], (4.14)
[$(x, b, U (x, 1)) = Z |an(t), a4(H)] un (s, (), (4.15)
[, 1), Wt (x, 1] = Z U (O, () = 8(x — ¥'). (4.16)

n

Da mesma forma, teremos:

[\if(x, 1), W(x, t)] = [\iﬁ(x, 1, Wi, t)] =0 4.17)

A dindmica desses operadores é regida pela equacdo de movimento de Heisenberg

A segunda equagdo pode ser vista como sendo o hermitiano conjugado da primeira,
uma vez que
~ t
s _aabt_ Wl ety oget = et ol 240
=iV =-[W,A] =VH-AY" =¥, A] = = [#A],
onde o fato do operador Hamiltoniano ser hermitiano foi utilizado.
A dependéncia temporal dos operadores i,(t) pode ser determinada pela dindmica do

sistema, que pode ser representada da seguinte forma:

i (t) = [a0(8), ] = Y En [40(8) 85, (0 ()] = Entin(t)
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au(t) = e Bt (0). (4.18)

Vamos considerar a hamiltoniana total descrita em [4.4] que é dada por

hZ
H= f dx\y*(——ai)\y
2m

H= fde (——8 )anun(x),

nn’

h2k2
H= Z A,’;,an f dx 1y, (x)(x),

nn’

n2k>
H= Z z AZ/ Anén n's

nn’

Usando 4.13:

“ata, = ) ata,E,. (4.19)
n
Aqui vemos que a hamiltoniana é dada pela soma das energias de cada particula num
estado 7, e podemos interpretar a quantidade 4'4, como o operador ntimero de particulas
em cada nivel de energia n.

1. (4.20)

Se somarmos todas as particulas em cada nivel teremos o ntimero total de particulas do

sistema. Fica facil definirmos o operador namero como

N =Y ata, 4.21)

n
Como estamos trabalhando com sistemas de vdrias particulas onde cada grupo de
particulas possui energia especifica, iremos usar o espago de Fock, que é um espago de
Hilbert para a segunda quantizagdo. Aqui podemos calcular a agdo dos operadores 4, e d}

em cada vetor de estado. Um vetor de estado sera representado por 11,1, 113, ...). Assim:

Niny, ny,n3,...) = [Z ﬁn] Iny,nz,n3,...) = Z ny |y, na, ns, ... (4.22)

n n

Vamos considerar a agdo do operador 4, num vetor de estado. Assim
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~ (At .
N(a,1 |nq,na, 13, )) = Za;;,un/az |y, no,n3,...).
nl

Usando o fato de que [ﬁn,ﬁz,] = Op,, temos:

& [ At _ A At A
N(a,1 |11, no, 13, )) = Z a,, (6,1,,1/ + ananf) |nq,no,m3,...),

n

& (At At At At A
N(an |11, n2, 13, )) = Z (an/én,nf + anan,an/) |1y, no,m3,...),
n

onde usamos o fato de que |4}, 4", | = 0. Assim:
q n n

~ (At R N R
N(an |ny, 12,13, )) = aZ (1 + N) |n1,no,n3,...) = (1 +n) a; |ny,mnp,13,...).

Logo:

N (ah Iy, mp, 3, >) = (1 +n)at ny, n,m3,... (4.23)

Ou seja, o operador 4, cria uma particula a mais no estado 7 do sistema. Por isso ele
é conhecido como o operador de criacdo. Da mesma forma, o operador 4 é o operador de

aniquilacdo de particulas no sistema.

N @y, m,m3,.0) = Y 6wty I, ma, 13, ..,
n/

N (ﬁi’l |7’11, np, ns, >) = Z (ﬁnﬁjﬂ - 671,71’) ﬁl’l’ |7’11, npz, ns, > ’
n/

onde usamos, primeiramente, o fato de que [4,,d,/] = 0 e depois que [ﬁn,ﬁ:‘l,] = Op -

A A At A a
N (8, |n1,n2,n3,...)) = E Al 4y N1, 12,13, ...) — E On 11,112,113, ...,
n n

N (@, |ny,np, n3, ...)) = 4yN|ny, ny, ns, ...) — d, |n1,n2,n3,...),

Logo:

N @y In1,n2,13,...)) = (n = 1) (@, In1, n2, 13, ...)) - (4.24)

Entéo, (4, |n1, na, n3, ...)) é auto estado do operador N,, com autovalor n,, — 1.
Como estamos tratando da quantizagdo bosonica, podemos ter mais de uma particula

ocupando o mesmo estado.
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Esse ferramental aplicado a um espago vetorial de varias particulas se torna impres-
cindivel ao estudarmos sistemas com vdrias particulas. A possibilidade de criar e aniquilar
particulas com operadores que também carregam informagdo de energia e momento do
sistema torna possivel a descrigdo desses sistemas.



Capitulo 5

Teorias de Comprimento Minimo

5.1 Introducao

OModelo Padrao das particulas elementares é, sem sombra de dtvida, um dos maiores
avancos do intelecto humano no tocante a fisica de altas energias. As evidéncias experimen-
tais da existéncia do Béson de Higgs no LHC em 2012, sacramentou essa teoria que agora
estd completa, mas tem problemas. Como maior evidéncia, temos o caso da gravitacdo que
ndo é incluida no modelo.

A gravitacdo é uma interacdo da natureza que ao quantizarmos temos problemas
em processos de renormalizagdo o que acaba fazendo dela uma teoria com resultados que
ndo sao fisicos. Existem algumas tentativas de contornar esse problema atualizando o
Modelo Padrao como se fosse um Além do Modelo Padrao (Beyond-Standart-Model), em que
formas diferentes de se incorporar a gravitagdo sdo propostas. A maioria dessas propostas
concordam com a existéncia de um comprimento minimo, ou seja, a existéncia de um limite
de escala de comprimento onde a ideia de distancia perde o sentido [9].

A escala de comprimento minimo nasce do fato de que distdncias menores do que
a escala de Planck sdo proibidas. Se a energia de uma corda alcanca a massa de Planck,
podemos ter excitagdes da corda que causam uma extensdo diferente de zero. Assim, a
incerteza na medida da posido ndo pode nunca ser menor do que a escala de Planck, que é
da ordem de 103 m [10].

Naturalmente, temos entdo que um modo eficaz de se inserir um minimo comprimento
em teorias quanticas € alterar o principio da incerteza de Heisenberg (em inglés HUP -
Heinsenberg uncertainty principle) [11,12], o que nos leva a um principio da incerteza
generalizado (em inglés GUP - generalized uncertainty principle). Vamos utilizar a proposta
mais usual na literatura, que é a proposta de Kempf, onde em uma dimensido temos a
seguinte generalizagdo [13]:

AxAp > g [1+Bap) + ()], (5.1)

22
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onde  é um parametro associado a existéncia do comprimento minimo.
Neste capitulo vamos explorar as implica¢des do GUP, as modificagdes necessarias na
representacdo de momento e posi¢do no espago de Hilbert [14] e por fim como a informagdo

da posicdo serd dada nessa nova abordagem.

5.2 O Principio da Incerteza Generalizado

Ja vimos que podemos escrever o GUP como:

axap > 3 [1+apP + 5]

No HUP temos que se Ax for diminuindo entdo Ap vai ficando cada vez maior e vice-e-versa,
mas isso ndo acontece com (5.1). A medida que Ax diminui Ap aumenta mas o termo 5 (Ap)2
eventualmente cresce mais rdpido do que o lado esquerdo de (5.1). Assim, Ax ndo pode ser
arbitrariamente pequeno, e sim tem um valor minimo.

Vamos considerar a melhor situagdo de (5.1), ou seja, a situagdo onde ha a igualdade

na equagao. Assim:

Axdp = 2 [1+ 5 (a9 + (5],

B N
Ax:E[Aip+ﬁAp+ﬁA<—£>].

Nos interessa o comportamento de Ap com relagdo a Ax, pois queremos achar um

minimo valor para ele. Essa relacdo nos fornece a seguinte curva:

APA

Regido Permitida

—

Ax, Ax

Figura 5.1. GUP implicando numa incerteza minima Ax, # 0.

Pra encontrarmos o minimo valor para Ax vamos derivar a tltima equagéo e igualé-la

a zZero.
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BAP* =1+ B(p),

. /1+§<ﬁ>'

Agora vamos substituir na fun¢do esse ponto de derivada nula:

L s, 6
Nivem PN T TP 1+ﬁ<ﬁ>]'
_n oy P [LEED)

AX—Z[(H/%(P))\/HM@+ﬁ\/ ! ]

ac= s Basen+ Jba+s),

Axy = B (L+B()).

O menor valor de Ax é alcangado quando o valor médio do operador p é nulo. Assim,

B
Ax =2
*=3

essa minima incerteza na posicao fica:

Ayin = HAJB- (5.2)

Essa minima incerteza, que esperdvamos existente, nos permite uma nova interpreta-
¢do da mecanica quantica em termos de . Podemos pensar nessa interpretacdo como uma
corregdo num cendrio de comprimento minimo onde a todo momento devemos recuperar a
teoria original quando § — 0, o que de fato acontece com nosso comprimento minimo, pois

no HUP temos a previsdo de uma incerteza nula na posicao.

5.3 Representacdes no Espaco de Hilbert

Devemos estudar agora como essa corre¢do pode ser avaliada no espaco de Hilbert.
Essa andlise é fundamental pois vamos estudar como se comportam as representa¢des dos
operadores de posicdo e momento, seus autovalores e a propria estrutura desse subespago
vetorial.

Para que haja uma modificagdo no HUP é necessério que a relacdo de comutagao entre
os operadores de posigdo e momento seja modificada também. Sabendo que queremos

chegar em (5.1), portanto uma consistente modificagdo na relagdo de comutagdo fica:

[#,p] = il (1+ pp?). (5.3)



5. TEoriAs DE COMPRIMENTO MiNIMO 25

Como a utiliza¢do da representa¢do no espago de posi¢do ndo é permitida, por ndo se
representar de estados fisicos, precisaremos reconstruir a ideia de posi¢do (que chamaremos
quase posi¢do), vamos trabalhar com a representagdo de momento. Assim, usando o fato de
que Y(p) := {plP). Vamos fazer agir os operadores de posicdo e momento na fungio de onda:

PP 1Y) = pY(p), (5.4)
(pl21p) = in (1 + Bp®) 3pu(p). (55)

Os operadores de posi¢cdo e momento sao simétricos, o que faz com que

(WIp) ) = WP ) e (IR ) = I EIP)),

com produto interno definido da seguinte forma:

< d
W= [ s eon, 66)

e relagdo de completeza dada por:

= [ o, 57)
—oo 14 pp?

e, finalmente, a relagdo de ortonormalizacgdo fica:

(lp"y = (1+pp*)o(p-p). (5.8)

De posse desses argumentos temos o comportamento dos vetores nesse subespago do
espago de Hilbert. Vamos na sequéncia aplicar o operador de posi¢ao numa fungado de onda
para termos as autofungdes explicitas em termos do momento da particula.

5.3.0.1 Analise Funcional do Operador de Posicao

Vamos considerar o operador de posi¢do agindo num vetor arbitrario |p) na represen-
tacdo de momento. Esse é um problema de autovalor e autovetor na forma:

pl21g) = i (1+ Bp%) Ipoap) = Apa(p)-

Separando as varidveis para integracdo, temos:

dpr _ A dp
Yo ihl+pp?’
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A dp
Inyz = zh£m1+ﬁp2+c

1
Vamos resolver essa integral com uma substitui¢do trigonométrica dada por p = —tan0,

VB

1
pois teremos dp = — sec? 6d6. Logo:

VB

Ing, = f sec? 9018
4 zh\/_ 1 + tan? 9
N—

=sec? 0

7
Iny, = do +c,
¥a in\B
11’117[1/\ = ﬂ +cC,

it \/E
¥y = Co—iN01 B

1
Como fizemos a transformacdo p = —tan 0, entdo temos que 0 = arctan(\/ﬁp).

Assim:

11[1)\ — Ce—i}t arctan( \/Ep)/(h \/E)‘

Vamos calcular agora a constante C. Utilizando a condigdo de normalizacao, temos:

|C|2f dp -1
—oo 14 Bp?

. . . 1
Fazendo novamente uma substituu;éo trlgonométnca comp = — tan 0, temos que 0 —

VB

—m/2 quando p — —o0 e 0 — m/2 quando p — oo. Logo:

3 g ™2 sec? 04O
VB J-r2 1+ tan? 6’
[
=sec? 0

_lee

\/— —n/Z

d@

,_IePn
ik
-y,
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Nossa fungéo fica:

Da(p) = / g oi arctan( /Bp) /(1 \/E). (5.9)

De posse desse ferramental vamos calcular formalmente o produto de dois vetores do

subespago associados a essa fun¢do de onda. Assim:
Y
) arctan( \/Ep)l .

_\/_ —i(A
witpn =2 [ e \ o7

Vamos fazer uma substitui¢do do tipo u = arctan( \/Bp), pois teremos du =

d
P 5 que
1+pp
é exatamente a primeira parte do argumento da integral. Ainda teremos u — —7n/2 quando

p — —eu — m/2 quando p — oco. Logo:

B [T (A=A
@hlga) = 7171/2 du exp [Wu],

BB [—z(A A)l
AV ~exp :
g m(A =) RV [

/2
, . ﬁh ()\ A) (/\ A)
Walvn) = 25— [ ( 1B ) sm( nB ]]

—1/2
, 2ph sin| 4=4)
Wilbw) =~ [%\[ )

Aqui pode-se perceber que os estados ndo sdo mutuamente ortogonais. E impossivel,

7

fisicamente, extrair informagdes sobre a posigdo da particula nestas condigdes. Precisamos,
entdo, recobrar a informagao fisica possivel, sobretudo na posigado da particula como veremos

no capitulo a seguir.

5.4 A Posicao de uma Particula num Cendario de Comprimento
Minimo

Na mecanica quantica todas as informagdes da posi¢do estdo na matriz do operador
posi¢do. Como ja vimos, no entanto, os autoestados obtidos ndo sdo fisicos, o que nos leva a
crer que a diagonaliza¢do da matriz de posi¢do ndo nos dard os possiveis valores de posigéo.
Assim, precisamos acessar uma forma de termos alguma informacao da posic¢do da particula,

o que serd possivel através dos estados de maxima localizagdo permitida.
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5.4.0.1 Estados de Maxima Localizagdo

Vamos explicitar os célculos de estados |¢ml> de maxima localizagdo em torno da

posicdo x. Esses estados tem as seguintes propriedades:

<1/)ml|5€.|¢ml> =x

(Ax)llpntl) = Axo .

E importante notar que Ax, é uma incerteza minima mas que ainda depende de (p). Vamos
partir da obtengdo da relagdo de incerteza de Heisenberg encontrar uma nova funcio de

onda y(p).
Vamos partir de:

(;e @+ ;[;‘A;f)]i ¢ - <ﬁ>)) 19

> 0.

Nos interessamos pela regido permitida apenas, assim vamos estudar o comporta-

mento na borda dela, ou seja:

([%pD

(- <ﬁ>)) lp) =0.

No espago de momentos, teremos:

1+ B(Ap)” + B (p)
2(Ap)?

(ih (1+Bp?) 9y — (2) + il (- <ﬁ>)] Y(p) = 0.

A fim de facilitarmos a nota¢gdo vamos renomear algumas varidveis para no fim retor-
L+B(Ap)° +B P’
2(Apy?

narmos as varidveis originais. Assim: A = , 0 que faria nossa equagao

ser:

(if1 (1 + ) 3y — @) + i (p = (B))) ¢(p) = 0.

Reorganizando onde tem varidvel em pe onde é constante com relacdo a essa varidvel
temos:

ifi (1 + Bp?) 3, (p) = ((2) + 1A (p) — ihAp) Y(p),

di(p) ((J?) + 1A (p) Ap dp

Pp) i +pp?)  1+pp2

Temos entéo:
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d
In(Y(p)) = ((%) + KA (P)) f m 1 f 1? 5;;2 ‘b,

a primeira integral ja foi resolvida nesse trabalho e a segunda pode ser resolvida com uma
substituicdo simples do tipo u = 1 + Bp* com du = 2Bpdp. Logo:

In (¢ (p)) = - (x)-l—\/z_—ﬁ;@ arcta n(\/_p)_ﬁln(1+ﬁp2)+b

A
utilizando propriedade de logaritmo, temos % In (l + ﬁpz) =In (1 + ﬁpz)zﬁ.

A

Y(p) =B (1 + ﬁpQ)_le exp l—i%;;\@ arctan( \/Ep)] .

Voltando para as varidveis originais, temos:

1+p(Ap)* +B(p)2 2 2
_ N ®  1+B(Ap) +BP) .
V) =B {1+ ) - p[(lh\/_ ’ 2 \JB(Ap)? ) arctan(Vp)|. 610

A maxima localiza¢do de estados é possivel apenas se (f) = 0 e nesse limite podemos
tomar Ap =1/ \/,E para que possamos acessar aqueles pontos onde a incerteza na posigao é
a absolutamente minima. Assim:

Y"(p) =B (1 + ﬁpz)_l/z exp [ . 182 arctan ( \/Ep)} . (5.11)

zh\/ﬁ

Utilizando a normalizagdo da fungdo, podemos calcular a constante B:

© g
1:|B|2f 7
~o (1+pp?)

Fazendo novamente uma substitui¢do trigonométrica do tipo tan 6 = \/Bp, temos:

_@ ™2 sec 04O
B \/B _np sectO

_ B
\/E —-1/2

B2 “/2(1 +c0s20

ﬁ -m/2 2

cos? 6do,

1= )QdG,
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_IBPm

\/_2

p= 2P
e
Nossa fungao fica:
ml _ 2\/B 2\"1/2 X
P <P)—\/—n (1+8r7) expr

Essa é a fungdo de onda plana generalizada no espago de momentos que descreve a

Assim:

arctan ( \/Bp)l . (5.12)

maxima localizagdo de estados. Para testarmos nossa fun¢do vamos calcular a energia no

espago de momentos:

2
<¢ml| |1,Dml> — \/— f

(1+ ﬁp2)2 2’“

Fazendo novamente uma substitui¢do trigonométrica, temos:

2B (7% sec? O tan? 64O
T Jonp 2mpJBsect 0’

<1Pml| W)ml) —

(lpmll |¢ml> _ 2B (™? sec? O tan? 040 _1 f”/z sin? 04O
T Jopp 2mBy[BsectO T Jonp  MP
( mll | m1> 1 f”/z 1- cosZQdQ 1 E
v y= mﬁn —n)2 2 m,BTc 27

<¢f"’| |¢m’> = ﬁ (5.13)

Aqui podemos ver que estamos falando de estados que sdo verdadeiramente fisicos

por conseguirmos calcular uma energia finita, como deve ser na natureza. Apesar disso, os

estados ndo sdo necessariamente ortogonais. Isso se da por conta da prépria estrutura do

subespaco e da ideia de ndo conseguirmos uma medida exata de posicdo. Veremos a seguir

como podemos trabalhar com essa quantidade de problemas e ainda assim encontrarmos
alguma informacao sobre posigdo de particula.
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5.4.1 Quase Posicao

E muito bem estabelecida a ideia de que podemos expandir um vetor numa base de
posicdo, encontrando inclusive uma fun¢do de onda dependente da posicdo. Como ndo
temos uma base que nos leve a estados fisicamente aceitdveis, precisamos de uma nova
maneira de entendermos a posi¢do num cendrio de comprimento minimo.

Ja vimos que nosso estado de maxima localizacdo é um estado onde a incerteza na
posicdo é a absolutamente minima, ou seja, trabalhar com estados de maxima localizagao
ja é a melhor medida possivel. Dessa forma, quando projetamos um vetor de onda num
estado de maxima localizagdo, estamos obtendo a méxima probabilidade de encontrarmos
a particula em torno de uma posi¢do x. Chamaremos essa projecdo de funcdo de onda de

quase posi¢do ¢(x), onde:

P(x) := (Y™ |p). (5.14)

No limite § — 0 a fun¢do de onda ordindria é recobrada e teremos ¢(x) = (x|¢p).
Fazendo uma transformada de Fourier generalizada, temos a passagem da funcao de

onda na representagdo de momento para a func¢do de onda de quase posicao:

_ 2Bty
v =\ [ T

A transformacao inversa é dada por:

ix arctan ( \/Ep)
nB

]&(p). (5.15)

ED(P) = 1 foo dx (1 " ﬁp2)1/2 exp ix arctan(\/ﬁp)

w/871\/El‘i e ) h\/B

da qual ja podemos imaginar uma forma de criar operadores na representacdo de quase

}ll’(x)/ (5.16)

posi¢do que vao agir sobre os estados. Esses operadores podem ser descritos da seguinte
forma:

tan(—ih \/E8x)
xplp)y = —————9(x), (5.17)
xlplp 7 Plx

tan (—ifi \/B0x
(£ 1) = [x + ﬁa(le)J D). (5.18)

De posse desse ferramental podemos nos preocupar em descrever a equagdo de Schro-
edinger num cendrio de comprimento minimo. Vamos utilizar os conceitos de quase posicao

para restabelecermos a teoria e os impactos nessa nova interpretagdo. Também vamos avan-
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¢ar para a ideia de segunda quantizacdo para entendermos como se comporta a teoria de
comprimento minimo diante de uma teoria quantica de campos, que ja estd bem estabelecida

mas mesmo assim nos permitird pequenas corre¢des de ordem f.



Capitulo 6

A Equacado de Schroedinger num
Cenario de Comprimento Minimo

6.1 Formulacao da Equacao de Schroedinger

A equagdo de Schroedinger ordindria é uma equagdo com segunda derivada na posigao
e primeira derivada no tempo, do tipo da equagdo de calor. Esse formato se da por conta
do tipo de quantizagdo do momento linear e da energia, quando aplicados a energia total de
uma particula livre.

Quando trabalhamos num cendario de comprimento, a dependéncia do momento linear
com o vetor de onda e da energia com a frequéncia também ¢ alterada. Essas alteracdes
irdo fornecer uma diferente equacdo diferencial para a equagdo de Schroedinger [15]. Na
mecanica quantica ordindria, temos que os operadores de translagdo espacial e temporal sdo

dados por:
l’% _iax, (6' 1)
id}. (6.2)

-
-

>

Uma vez que a equagdo de Schroedinger é ndo relativistica, as coordenadas espaciais ndo

estdo no mesmo pé de igualdade que a temporal. Entdo, como uma sugestdo de modificagdo

entre as grandezas fisicas que caracterizam as particulas, j e E e as que caracterizam um
-

campo k e w e que introduz um comprimento minimo na teoria. Para o caso 1-dim, temos:

. prR

. (6.4)

M >
Il |

A energia total de uma particula livre é dada por:

33
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A p?
ETWE) = o [ W) (6.5)

Usando as relagdes (6.3) e (6.4), temos:

n2k2+ . prtkt
2m 3m

ho | W) = [ ] | (1)), (6.6)
onde termos de ordem 52 foram desprezados. Utilizando agora as quantizagdes (6.1) e (6.2),
temos:

2 h4
hoW(x, t) = —f—maﬁ\y(x, )+ i

—maixy(x, 1. 6.7)
Essa é a Equacao de Schroedinger para um cendrio de comprimento minimo e note que se
fazemos o fator f tender a zero a teoria ordinaria é recobrada. E interessante estudarmos
algumas propriedades dessa equagdo, como as solugdes de quasi-posi¢do e temporal, uma
lagrangiana que produza essa equacao diferencial e a equacdo da continuidade.

E importante, também, entendermos que estamos modificando a relagio de de Broglie
entre o momento e o vetor de onda. Isso implica numa modificagdo da relagdo entre a energia
e o vetor de onda, que sera de grande importancia em nossa discussdo. Sabemos que sem a

correcdo f3, essa relagdo é dada por:

2mE
B

Esperamos, entdo, que o nosso vetor de onda seja algo do tipo:

ko =

_ 2mE
T2

Ja escrevemos a energia cinética de uma particula para a equagdo de Shroedinger,

IS + BA.

chegando em 6.6. Logo:

h2k? N ﬁh4k4 3
2m 3m

2mE
com k2 = 222 4 BA, temos:

72
%g A+ 2ﬂh2 2mE ﬁA) :%

2 212 2B8AmE
U (4 BE)

A
T3\ T 2
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8BmE 8m2E?

A(l +—3 )_ T
8m2E2 (. 8pmE\"
A=- 2 (1 + 3 ) .

Fazendo uma expansdo em séries, temos:

A _SmZE2 (1 B 8ﬁmE)'

3h2 3

O vetor de onda fica:

k2

_ 2mE  8Bm’E? | 8pmE
O 312 3 )

k2

_2mE  8pm’E* 2mE | APmE
o 32 K2 3 )

_ [2mE(, 4pmE\'?
e ()"
k= ‘/2;7?2]5 (1— ZﬁZE). 6.8)

Este resultado serd de grande importancia, pois esperamos que esse seja o argumento

Expandindo em séries:

da exponencial que é solucdo da equagdo de Shcroedinger modificada. Para essa demons-
tracdo desprezamos todos os termos de ordem igual ou superior a f2, mesmo dentro da

raiz quadrada pois a solugdo da equacdo de Shcroedinger possuird termos de ordem k2 e k*.
n(n —1)X?

Além disso, usamos a expansdo em séries do tipo (1+ X)" =1 +nX + o

+ ... para
expressoes de ordem f.

6.2 Solucdes da Equacao de Schroedinger

Primeiramente vamos aplicar a técnica de separagdo de varidveis para termos equagdes
diferenciais com varidveis de quase-posigdo e tempo. Seja W(x,f) = P(x)p(t), assim ao
dividirmos todos os termos de (6.7), teremos:

o1 42 o1 gt

____l’b(x)+3_mM@

. 1
2m (x) dx? px) =i

d
) E(P(f)- (6.9)

O lado esquerdo desta equagdo ndo depende de t e o lado direito ndo depende de x, portanto

essa igualdade s¢ é satisfeita se os termos forem iguais a uma constante. Como ja sabemos
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da teoria ordindria, essa constante é a energia associada ao estado | W). Logo, temos:

n2 42 prt gt
—ﬁ@gb(x)+3—mﬂgb(x) = Ey(x), (6.10)
ih%(p(t) = Eq(b). (6.11)

Vamos encontrar solugdes que satisfagam essas equagdes diferenciais e interpreta-las do

ponto de vista fisico.

6.2.1 Solucao para a Equacao Temporal

A equagdo diferencial dependente do tempo foi descrita anteriormente e é dada por:

L d _
zh%(p(t) = Eop(t).

Essa equagdo diferencial possui uma simples solugdo dada por:

@(t) = e E/N, (6.12)

6.2.2 Solucdo para a Equacao em Quase-posicao

A equacao diferencial para a funcdo de onda na representacdo de quase-posicao:

2 2 4
S )

Fazendo y(x) = et”*, temos:

L

= E. 6.13
2m 3m ( )

Fazendo uma redugéo no grau da equagéo com b = u? e rearranjando os coeficientes, temos:

TN A-=—F = 0. (6.14)

Logo:

32

3 [ 3 8 11/ 1\16 J
1+ +/1+ —BmE|~ — |1 +|1+ =pmE + == |[=—=}———p*m?E%||. (6.15
4‘%2 [ + ﬁm l P +|1+ 3ﬁm + 3 5 pm (6.15)
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Note que o termo 2 nédo foi desprezado por conta do denominador a frente do colchetes.
Finalmente:

3 32
A= [1 - (1 + —BmE — =p? 2E2)] 6.16
Resolvendo para A, teremos as solugdes:
_ 3 4 16 » 5.0

/\+ = @ [1 + —ﬁT’HE - —ﬁ m°E ] (617)

3 8 32 5 » 2] 2mE ( )

—=BmE + — E 1 - =BmE 1

4ﬁh2 [ pmE + 9 pm 5 ﬁ (6.18)

Queremos o parametro u = /i, entdo:

/ 3 4 32 / 3 2 16
=+ 2 \/1 + 3PME - 3ﬁ2m2152 ~+ 2 (1 + 3BME - 3[3%252) (6.19)
y_:i\/ 2mE\/1——ﬁ E ~+,/—%(1——5 E) (6.20)

Assim, as solugdes de nossa equagdo diferencial ficam dadas por:

Y(x) = Aet'* + Be™H+* 4 Cet'=* + De™H-". (6.21)

E interessante notar alguns aspectos dessa solucdo. Ela apresenta uma parte que é
oscilatéria e que estd em acordo com a teoria ordindria, além do fato de que se tomamos
o limite p — 0 recobramos os resultados conhecidos da literatura [16]. As exponenciais
reais sdo a novidade dessa solucdo, pois ndo existem na teoria ordindria [17-20]. E possivel
perceber facilmente que elas se anulam nas extremidades x — +co0, mas que se tornam muito
grandes quando  — 0.

E importante, ainda, notar que as exponenciais oscilatérias tem como argumento o

2mE
7 /—% (1 - —ﬁmE) que é exatamente o valor de k em 6.8. Uma andlise

rédpida da solucdo 6.21 mostra que a solugdo e*+* diverge quando x — oo, 0 que implica que

I+

termo y- =

devemos fazer A = 0. J& a solugdo e™*+* somente 4 aprecidvel para valores muito pequenos
de x, portanto tendo uma contribui¢do desprezivel para a propagagdo da particula, exceto

para valores muito pequenos de x. Assim:

P(x) = Ae™ + Be ™, (6.22)
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o que corresponde a considerarmos somente as solugdes oscilatérias.

6.3 Equacao da Continuidade

Um dos grandes suessos da equagao de Schroedinger é a existéncia de uma densidade
de probabilidade positiva definida. Num primeiro momento ndo esperamos que corregdes
na ordem de 8 quebre esse resultado. Portanto vamos encontrar a equacdo da continuidade
para a equagdo de Schroedinger num cendrio de comprimento minimo.

Vamos observar isso agora! Consideremos as equacdes de Shcroedinger para os cam-
pos W e W

17202

—Z—mX\y+ 3%714%\1/ = ihd, ¥
17202
-~ me\y*+3ﬁmh4a§\y* = —ild,¥*

Multiplicando as equagdes pelos campos complexos conjugados e subtraindo as duas equa-

¢Oes, temos:

2
I (w"?w - W) + 35

o —mh4 (w*&ﬁ\p - \yaﬁ\y*) =

i (U9, W + Wo,¥) (6.23)

Queremos uma divergéncia dos dois lados daigualdade. Assim sendo vamos trabalhar

com os quatro termos separadamente.

o W'Y — Wolyr:

W' RW — WRY* = 9, (P9, W) — 0, V0,V — 9, (W, V") — 9, V0, V"
VAW — WRW* = 9, (W9, W — Vo, V) ;

o WItW — Wotw:

VI - WO = 0, (W' RY) - 9, W' RV — 9, (PIW") + 9, W,
W RW-WIY" = 9, (W' R )0, (V' RW)+2W* PR -0, (WA )+, (WPW)-32 W2 ¥,
PR - WO = 0, (P O3W - W'RW — WA + W)

o UV + Wo, W™
\I/*8t‘lf + \P&t\y* = 8t (\II*\P),

Substituindo os resultados em cada termo de 6.23, temos:



6. A EQuagAo DE SCHROEDINGER NUM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 39

2
W - waw) + ﬁh‘*ax (V"R - W RW - PR + WY =
2m 3m
oy (V"W).  (6.24)
Rearranjando:
O % (W0, WV — Wo,W*) — i3£mh38x (\y*aﬁ\y —WrW — Wty 4 \yai\y*)] = 9, (P*W) (6.25)

e aqui ja podemos retirar a corrente de probabilidade e a densidade de probabilidade:

1152
J(x, 1) = % (V" 0,V — Wo, W) — i%h‘*ax (\If*a,%\y ~ VW - WRY 4 waﬁw*), (6.26)

p(x,t) =¥Y"W. (6.27)

Jx [ﬁ (W0, W — W9, W) —
2m
i%h% (‘I’?i‘lf — WPV - WPY 4 ax\ya,%\y*)] = 0 (VW) (6.28)

e aqui ja podemos retirar a corrente de probabilidade e a densidade de probabilidade:

2
J(x, b) = _% (W0, W — Wo, W) + ni3£mh48x (V"R - 9, WP - WA + 9, W),
(6.29)
px, t) =W\, (6.30)

Esses resultados devem ser consistentes também via o Teorema de Noether, portanto
precisamos encontrar uma forma de utiliza-lo para darmos consisténcia ao queja fizemos. No
entanto o Teorema de Noether precisa ser adaptado por termos uma equagao com derivadas

de ordem mais alta o que impossibilita sua aplica¢do na forma usual.



Capitulo 7

Teoria Classica de Campos em
Segunda Ordem

7.1 Introducao

Ao estudarmos a teoria cldssica de campos nos ocupamos de estudar a variacdo da agado
de uma densidade de Lagrangiana. Para isso, propomos uma densidade de lagrangiana que
depende apenas dos campos e de suas derivadas em primeira ordem no espago e no tempo.
Essa proposta se faz eficiente pelo fato de termos uma energia que depende do quadrado
do momento que, quando transformado em operador, se torna uma derivada em segunda
ordem na posicao.

Ao estudarmos a equagdo de Schroedinger num cendrio de comprimento minimo,
observamos que a correcdo em f3 adiciona termos de derivada em quarta ordem, o que
torna invidvel a utiliza¢do da constru¢do de uma densidade de lagrangiana proposta para
teorias que dependem apenas de derivadas em segunda ordem na posicdo. E necessério,
entdo, revermos a teoria para a utilizagdo de uma densidade de lagrangiana que dependa
de termos de derivadas mais altas.

Com base nestas informagdes, no presente capitulo iremos investigar a variacdo da
acao de uma densidade de lagrangiana que dependa dos campos e suas derivadas no espago
e no tempo de primeira e segunda ordem [21,22]. Na sequéncia vamos investigar o teorema
de Noether nesta nova perspectiva e como podemos encontrar a densidade de hamiltoniana

para os casos citados.

7.2 Lagrangiana de Segunda Ordem

Ja vimos que a equacdo de Schroedinger no cendrio de comprimento minimo é uma
equacao diferencial de quarta ordem. Isso torna invidvel a aplicagdo das equagdes de Euler-
Lagrange no formato usual e nos obriga a buscar uma alternativa para encontrarmos a

lagrangiana do sistema [23]. Para isso vamos, primeiramente, repensar a equagdo de Euler-

40
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Lagrange para incluirmos termos de segunda ordem.

41

Vamos considerar uma densidade de lagrangiana que dependa de derivadas de se-

gunda ordem. Assim

L= L(9,9:9,90).

(7.1)

O principio de minima ag¢do reza que pequenas variagdes da agdo deve ser nula, o que

faz que tenhamos:

19}
5W=f fd3x dt6.L($, Iud, Ip) =
f

Variando a lagrangiana:

oL 0L
0dup + ——— qb
90,0) " (o)

Trabalhando os termos utilizando integracdo por partes, temos:

L (¢, Iucp, ) = L56+

¢

oL 9L
b, du, D) = ¢ —5¢ - O+
OL{9:2u0:970) ¢> 9(9.9) "9(9.9)
oL oL
oL 9L
q58q§8¢ 6¢ +dy —6q§ —|du—F—= 0+
oL )= f?qb 3(9.9) "9(9.9)
9L 9L oL
7= 0,60 | 0y || dp—== [66| + | 22 5¢.
a(0) ] “H "9(%9) ] [ 9(%9)

Voltando a variacdo da agao, temos:

5 (b 9L oL 5 oL
SW = [ dPx fdtéqb{ % 8“a(ay¢)+ ”8(8§¢)}+

P tzdt&{ oL 56+ 9L 55,0
R FIEW RAPTE

%]&p}

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

Fixando as condicdes de fronteira com ¢(t1) = ¢(t2) = 0 e (1) = P(t2) = 0, ficamos com:
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oL oL ., oL
% Ay +0 = 0. (7.7)

o(0u9)  "o(%e)

Essa é a equagdo de Euler-Lagrange corrigida para termos com derivada de segunda ordem.

7.3 O Teorema de Noether com Derivadas de Segunda Ordem

A modificagdo da equagdo de Euler-Lagrange provoca uma nova dependéncia da
lagrangiana com termos de derivadas de segunda ordem. Desta forma, o teorema de Noether
ordindrio precisa ser revisto para se adequar a essa nova realidade. Para isso vamos refazer
este teorema incluindo uma dependéncia na lagrangiana para termos de segunda ordem de
derivada.

Vamos substituir a variacdo da densidade de lagrangiana 7.5 na variacdo da agdo dada

pela equagdo 3.26:
ol o L, o
OW = [d*x % ay&(ayqb)JraH&(&iqb) S+
oL oL oL
o + 0(dud) — | du———|0¢ + Loxt|].
S o AT R KET7) A

O primeiro termo entre parénteses se anula devida a equagdo de Euler-Lagrange 7.7. Assim,

oL oL oL
W= | d o + 2u0¢ — | dy——— |6¢ + Lox*]. (7.8)
S5 ot
Usando (3.22), onde Ap(x) = d¢(x) + (8M¢) 0¢, teremos:
oL oL oL
= — =y — ——d
o= S 535 sy
oL oL oL
——(0vp) + | dy———= | (@vP) — ———3u(dv) + O, L] 0x"].
9(9u9) "9(%0) 2(9%0) ' ] J ]

Daqui podemos retirar a corrente conservada descrita por:
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oL _ oL A+ ————d, (Ag) -

9(9u0) " 9(%0) 9 (%)
oL oL oL
v+ ———03,(0,0) — |9, ——— | (,0) — 6L L
(9up) " 3(e) [W@wﬂ

e o tensor momento energia como:

dL

fH =

ox’,

wo 9L gy, L 9L
(9up)  9(%9) 9(%0)

De posse dessas equagdes podemos encontrar as quantidades conservadas.

' — 6 L. (7.9)

d,(0"¢) — [ay

7.4 Hamiltoniana

E de extrema importancia a apresentacdo da hamiltoniana de um sistema fisico que
descreva um campo. Vamos considerar uma hamiltoniana que dependa dos campos, suas
derivadas primeira e segunda e de dois momentos conjugados independentes, por conta
da dependéncia das derivadas de segunda ordem. Para fazermos essa construcdo, vamos
considerar o Teorema de Ostrogradsky [24], que é uma reconstrugdo da teoria hamiltoniana
da mecanica para lagrangianas de ordens superiores. No nosso caso, evidentemente, vamos
fazer essa construcdo para derivadas de segunda ordem. A equacdo de Euler-Lagrange
modificada 7.7:

IL . L ., oL
9P a“a(a@)m“a(ag)

A equagdo de movimento que satisfaz lagrangianas como essa pode ter até quatro solu-

¢oes independentes, sendo necessério quatro condi¢des para termos uma solucdo completa
(condig¢des iniciais ou condi¢des de fronteira). Por conta disso, devemos ter quatro campos

independentes para fazerem papel das coordenadas candnicas. Esses campos podem ser:

) 9L 2oL
q)lqu) , T =£—E£, (710)
d
CDZ = QZ)* , T = i (711)

A Hamiltoniana de Ostrogradsky é obtida através de uma transformacdo generalizada
da Legendre, que podemos definir como:
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2 .
dl
H (D, Do, 111, 112) = ; ﬂi@q)i - L (7.12)
com equagdes de movimento:
oH
i 7.1
CDZ (97'(1' ! ( 3)
) oH
T(; —E. (714)

Construimos uma densidade de hamiltoniana que, quando ndo h4 dependéncia tem-
poral na densidade de lagrangiana, é exatamente uma quantidade conservada do teorema

de Noether, ou seja, a energia total do sistema.

H = H (¢, dup, 26, 1, 72) (7.15)

No caso ordindrio obtemos a Hamiltoniana de um sistema através de uma transforma-
¢do de Legendre. Para nos atender iremos modificar esta transformagao incluindo o novo

momento conjugado da seguinte forma:

H = 110p + 1297 + T,04p" + Ty07" — L. (7.16)

Para encontrarmos os momentos conjugados vamos recorrer ao Teorema de Ostro-
gradsky que da conta de teorias com lagrangianas de ordens superiores. Aqui os momentos

conjugados sdo dados por:

9L d oL
m = o) #3(z) (7.17)
e
L
m = ) (7.18)

Além disso também podemos encontrar a Hamiltoniana a partir do tensor momento-

energia, uma vez que a componente ©y do tensor é exatamente a energia total do sistema.



Capitulo 8

A Equacado de Schroedinger num
Cendrio de Comprimento Minimo em
uma Teoria de Campos

8.1 Introducao

Ja vimos qual a preocupacdo em se quantizar campos e todo o processo necessario
para esse fim. Vimos também o comportamento da equagdo de Schroedinger diante de uma
teoria quantica de campos e como ela pode ser usada para uma teoria com bésons. Agora
nos interessa revisitar todas essas ideias num cendrio de comprimento minimo.

Neste capitulo vamos refazer todos os passos da teoria quantica de campos, especi-
ficamente do campo de Schroedinger, inserindo o comprimento minimo. Esse formalismo
se faz necessdrio para uma construgdo de uma teoria de campos num cendrio de compri-
mento minimo que nao se limite apenas a modificar a quantiza¢do dos campos, mas sim a
preocupagdo com todos os outros aspectos da teoria, como as quantidades conservadas.

Na secdo a seguir vamos trabalhar a lagrangiana da equacdo de Shcroedinger num
cendrio de comprimento minimo; a seguir vamos demonstrar a equagdo da continuidade
para o cendrio de comprimento minimo e por fim vamos calcular a hamiltoniana a partir do
campo W e do seu momento conjugado 7 e pelo teorema de Noether para teorias de segunda
ordem.

8.2 Lagrangiana da Equacao de Schroedinger

Na TQC ordindria sabemos que todos os nossos estudos comecam com a Lagrangiana
do campo. A partir dela encontramos a hamiltoniana (total e a densidade), discutimos
as quantidades conservadas através do teorema de Noether e analisamos a dindmica da
equacao diferencial que descreve nosso campo.

As equagoes de Euler-Lagrange agora estdo modificadas por estarmos tratando de

45



8. A EQuagAo DE SCHROEDINGER NUM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO EM UMA TEORIA DE
Camros 46

uma equagdo diferencial de ordem superior a 2. Assim, precisamos de uma Lagrangiana

que quando aplicada em (7.7) tenhamos a nossa equagdo diferencial (6.7)

PR B ., .
[_ ot %h Qx] W(x,t) = ildyW(x, t)

e a equagao para o campo conjugado W*:

R B sy 0
[— o + 3—mh 8x]\lf (X, t) = —Zhat\I] (xl t)

Uma Lagrangiana que produz essas equagdes pode ser descrita como a seguir:

2 B

. in in
L - _%axw 8.7(\1/ - %

HOP W02 + 0 (0, V) W* — > CAALE (8.1)

Vamos verificar que essa lagrangiana produz a equagdo de Schroedinger modificada.
A equacdo (7.7) é:

oL oL

oL
v "o

2 —
2(0.w) " %3 (2w) >

Para o campo complexo temos:

9L _in 2 0L _ P un
50 = 7 ), a"a(<9,%\y>+) = 3
oL _ih
FIERDN 2 v
5. 9L _ ”,y o oL __o
@) am d(o?w)

Aplicando na equacado de Euler-Lagrange de segunda ordem, temos:

W% B 4 :
[—W + %7’—1 (9x:| \Il(x, t) = zh8t\l’(x, t)
Para o campo W:
a_L 3 @ " ] 8-5 _ ﬁ 4 s
-5 =5 @), "a(agxy) =3 TR,
300 = Tow 2
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2 9L
ar (02w)

Aplicando na equacdo de Euler-Lagrange de segunda ordem, temos:

R B i)y 0
[— o + 3—mh ax:| v (x, t) = _lhat\y (X, t)

8.3 Equacao da Continuidade pelo Teorema de Noether

Para tratarmos deste tema vamos considerar apenas as transformacoes internas (ox" =

0) de um campo na equagao (7.3). Assim, ficamos com

oL 19,-%L ||ap+ 25 9.0,

o) @l 3@

Como o campo W e seu complexo W* sdo independentes, entdo precisaremos dos dois

f =

campos nesta equagio. Para isso vamos propor uma transformacéo do tipo W — e~ 0W,

Assim, teremos:

| oz L |y, 9L . L ol
P b))
oz L .

I(Rw) " a(aw) "

Para p = f; s6 ficardo os termos de derivada em primeira ordem. Assim:

p:_i( oL ,_ 9L

FICAD (at\y*)\y*)' (8.2)

Usando a lagrangiana 8.1:
p= % QW)W + % (CAWAS
Logo:

p=fl=ww (8.3)

Note que este resultado estd em acordo com o da equagdo (6.30).
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A densidade de corrente f* = | fica:

| 9L oL oL oL
= - V10— |V - W +10 W[
fe=-113 (0, W) xa(agxy) d(9xV) [ xa(a,%\y*)
| pw - |,
9(2w) 9(2w)
Novamente usando a lagrangiana 8.1:
— _1 _hz * ﬁ 4 2\s* hz * IB 4 2 *|
fr = —i|—7=0 W'V + |0y ="KV |V + ——0 WV — | —F" W |W
2m 3m 2m 3m

i (—ﬂh”faﬁ\y*ax\y + ﬂh‘*ai\yax\y*) ,
3m 3m

in? ipnt

_ _ % * * 2 2\T/* * 13 3\1/*
J = fe=5n (VO,Y - WO,W) — o (0P RW - 9, PR - WA + WRW).  (84)

Pela equagdo da continuidade sabemos que d;p + dJ = 0, temos:

i i

O (VW) + 9y (W0, ¥ = Wo, W) - —— (ax\y*a,%\y - WAV — WP + wf;\y*)) =0.

m m

(8.5)

Essa equacdo esta em acordo com a equagdo (6.30), derivada apenas da equagdo de

Shcroedinger num cendrio de comprimento minimo.

8.4 Hamiltoniana da Equacao de Schroedinger num Cenério de
Comprimento Minimo

Ja vimos que a densidade de hamiltoniana da equagdo de Schroedinger num cendrio

de comprimento minimo é dada pela equacdo 7.12, que é:

2 .
dl
H (D1, Dy, 711, m2) = Z ﬂz’@@i - L
i=1

Precisamos de dois campos independentes para construirmos nossa hamiltoniana.

Para isso, utilizemos as relagdes 7.10 e 7.11:

2L
(I)l =¥ , T = ﬁ’ (86)

(Dz =y , Tl = 0. (87)
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Aqui utilizamos o fato de que a equagdo de Schroedinger num cendrio de comprimento
minimo ndo possui termos com derivadas temporais de ordem superiores. Utilizando a

hamiltoniana 7.12, temos:

H = m11D1 + ma®Pp + 1D + 1505 — L (8.8)
oL. JdL .

7’{ = —\I] —.\Il* - . 89

PR 89)

Utilizando a lagrangiana 8.1, temos:

ol ?_ B ovr o iR i
H = E\I] V- E\y V- (—%ax\lf 8x‘I’— 3—mh 8x\y 8x\Il+ E (8t\y)\y - E (at\I] )\Ij .
(8.10)
Assim:
hZ * ﬁ 4 2\p* 2
H = 5000V + L IRWEW. 8.11)

Temos interesse também em discutirmos a hamiltoniana total do sistema. Para isso,

devemos integrar a densidade de hamiltoniana através de:

H= f dx (1+ pp?)H. (8.12)

Para calcularmos essa quantidade vamos, primeiramente, de acordo com a equagédo 6.22,

expandir nossas fun¢des de onda em ondas planas, dadas por:

W(x, t) = Z an(Hiin(x), (8.13)
W, t) = Z a, (O (x). (8.14)

E importante notar que utilizamos apenas a parte oscilatéria da solugdo geral dada em
6.21. As solugdes com exponenciais reais sdo desprezadas, pois o argumento da exponencial
depende do inverso de 8, o que faz com que essas solugdes sejam aprecidveis para pequenos
valores da posigao x.

As fungdes u(x) sao solucdes da equagdo de Schroedinger num cendrio de comprimento
minimo, dada por [25]:

eiknx

\2mh (1 + ﬁpz)/

uy(x) = (8.15)
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2mE,, 2
Assim:
2, W(x, ) = ik, Z an(Hn(x), AW (x, t) = —K2 Z an(Hin(x),
LW (x, ) = —iky Y, (B0, (%), PV (x, t) = —I2, Za;, (O, (x),

Substituindo na densidade de hamiltoniana, temos:

H= fdx 1+/3p [ x\ya\y+3£h482\yaz\y]

H= f dx (1+ pp? [ Zk k@', (B)an (O, (X)) + h4Zk2k2 @, (O, (b) un,(x)un(x)]

nn’ nn’

H= Z ( ", T + —h4k2k2,)a;,(t)un(t) f dx (1 + Bp?) s, (Xt ().

nn’

No caso ordindrio temos:

f dx uy, (X)un(x) = Opw.

Utilizando as mesmas ideias, chegamos em:

f dx (1 + ﬁpz) 1y, () (X) = Oy

Dessa forma, nossa hamiltoniana fica dada por:

h2 .
H= Z( —h4k4) a’ (an(t). (8.16)
Em termos de niveis de energia, podemos escrever:
oo, B
En = %k + 3—h k, = hwy. (8.17)

Substituindo (8.17) em (8.16), temos:

H= Z han a* (Ha(t). (8.18)
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8.4.1 Hamiltoniana a partir do Teorema de Noether

Para encontrarmos a hamiltoniana da equacdo de Schroedinger a partir do teorema de
Noether modificado basta utilizarmos o tensor momento energia e calcularmos a componente

©y;. Assim, como o tensor momento energia é dado pela equagédo 7.9:

ot = oL d"ugp + af 9u(0"P) — |y _8.5 d"p -t L,
I2u) " 2(%0) (%)
a componente desejada fica:
2L oL d.L d.L dL
o' = IV + 0" (0/Y) - | ——— | ('P) + IV + CACASNE
- &t8—£ (@W) - L. (8.19)
9(?w)
Usando a lagrangiana 8.1 nesta equagdo, também chegamos a
.. . 2 . .
Oy = @\y*at\y - @\yat\y* - [—h—ax\y*ax\y - ﬁh‘*&i\y*aﬁw + n (O V) ¥* — n CAAL 2P
2 2 2m 3m 2 2
2 n
H = —0, Vo,V + —— W RW. (8.20)
2m 3m

Como esperdvamos a mesma hamiltoniana foi obtida, mostrando a consisténcia do
método que utilizamos. Podemos concluir que os métodos que utilizamos com a reformula-
¢do das equagdes de Euler-Lagrange e o teorema de Noether se fizeram eficazes em discutir
o campo de Shcroedinger num cendrio de comprimento minimo. Todas as equagdes que
obtivemos foram corrigidas em fator de § de modo que quando  — 0 a teoria ordindria é
recobrada.



Capitulo 9

Segunda Quantizacao da Equacao de
Schroedinger num Cenario de
Comprimento Minimo

9.1 Introducao

A segunda quantizagdo da equagdo de Schroedinger pode ser feita com a transformagao
dos coeficientes a, da expansdo 8.13 em operadores. Ao fazermos isso precisamos impor
uma relacdo de comutagéo entre 4, e ﬁ:ﬂ. Feito isso, podemos mostrar que esses coeficientes
funcionam como operadores de criagdo e aniquilacdo de particulas num nivel de energia n.

No caso do cendrio de comprimento minimo, vamos abordar duas formas de impor a
relacdo de comutacdo entre os operadores 4, e 4;: uma forma idéntica ao caso ordinario e

outra onde temos a presenga do termo 1 + p>.

9.2 Quantiza¢ao das Fun¢des de Ondas Planas

9.2.1 Relacio de comutacio [zﬁn(t), ﬁ;,(t)] = O

Para quantizarmos um campo basta quantizar os coeficientes da expansdo em ondas
planas da funcdo de onda que é solugdo da equacdo do campo e impor uma relagdo de

comutagdo entre eles. Assim:

N pr gt

an(t) = dn(t) a,,(t) — ay(b)
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E assim:
Wix )= ) ay (), 9.1)
n
Uy, 1) = Z a1t (x). (9.2)

n

Precisamos impor uma relacdo de comutacdo entre os operadores 4,(t) e 4/ (t). Por

conveniéncia vamos impor a relacao a seguir:

[au(®), 8(0)] = Sn,r. 9.3)

E importante ressaltar que alguns autores iniciam a anélise de mecanica quantica num
cendrio de comprimento minimo alterando apenas a relagdo de comutagao entre os opera-
dores. Como veremos a seguir, uma escolha diferente da que fizemos tem por consequéncia
um operador nimero de particula fracionado o que ndo faz sentido uma vez que o ntimero
de particula deve ser inteiro.

Reescrevendo a hamiltonana total, agora como operador de energia, temos:

H= Z En 8t (Han(). (9.4)

Note que a hamiltoniana total é dada pela soma de todas as energias das n particulas e
que, portanto, a relagao a'(+)a,(t) pode ser interpretada como um operador que esté associado

ao n-ésima particula do sistema. Assim, vamos definir o operador ntimero como sendo:

i = 830 (0), 9.5)

de tal modo que o operador de niimero total de particulas fica:

N = Z Ly = Z at (Han(t). (9.6)

Por conta da nossa escolha para a comutagdo, os operadores de criagdo e aniquilagado
terdo o mesmo comportamento do caso ordindrio no que diz respeito ao operador niimero,
criagdo, aniquilagdo de particulas e como eles agem num estado.

A dindmica dos operadores de campo é determinada pela equacdo de Heisenberg

[¥,A] = inw,
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. . 12 prt |
_ + L I
H—fdx\lf (x, 1) 2m8x+ 3m8x W(x, t).
——————————
=D,

in = f dx (W, 5, W (x, D)W (x, 1)],

i = f dx {[ W, 1), W, 5] (D0) P, ) + W, (D) [P, 1), PP, 1)]}
inW = D,W(x, 1),

7 2 P\ v = oW
zm X 3m X ("xl)_Z t (xl )

A equagio acima mostra que o operador de campo W(x, t) satisfaz também a equagdo
de Schroedinger modificada.
A evolugdo temporal de 4,(t) pode ser determinada de:

[aH] = ilid,,

A A At A
iha, = Z E, [an,an,anr]

nn’

ihﬁn = Z En’ ([dn, ﬁ;/]ﬁn’ + ﬁZ/ [ﬁn, ﬁn’])

nn’

il = Ewin(t),

ﬁn(t) — Ae_iE" t/ﬁ,

com A sendo uma constante. Em ¢t = 0, temos que 4,(0) = 4,. Logo:

dn(t) = ape”ErtI,

Vamos agora calcular acomponente ™ do tensor momento-energia, isto ¢, 0 "momento
linear"total do campo. Da equacdo 7.9, temos:
tx a‘E 8‘5

BRETCA e TER B
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" ”
o = 2o v+ By v,
2 2
O momento linear total é:
Py = f (1+pp?) dxOtx. 9.7)

Logo:

Py = ‘% f (1+Bp%) dx (V'0xW — Wo, W),

P, = —% f (14 Bp?) dx Y [, (o, (o) e ()1t () = e (ot () =ik )T, (Bt ()]

nn’

Po= Y a0 f (1 B%) i Comn+ )

nn’ nn’

) [ (14 2) dro o ),

ks :
Py =) =" (@(0a(t) + 2} (1)

nn’

pe=Y % (&} (Dan(t) + and (1))

n

Pe= Y Mo (@t + 1+ ata,0)

n

b= Y nk, (n + %) 9.8)

Note que Py, 0 momento linear do campo, ndo é a soma dos momentos lineares das
particulas py, e sim dos k. Isso acontece porque @ é a quantidade conservada e sdo os ky,
os geradores das translagdes espaciais e ndo os momentos p;,.

9.2.2 Relag¢io de comutagio [ﬁn(t), d;,(t)] = (1 4+ Bp?) Oupw

Alguns autores consideram a regra de comutagdo entre os operadores d,(t) e ﬁ;;, 1)
como [26]:

[an, a4 ] = (14 Bp?) S (9.9)

Utilizando a demonstracdo para 4.23, neste caso, teremos:



9. SEGuNDA QUANTIZAGAO DA EQUAGAO DE SCHROEDINGER NUM CENARIO DE COMPRIMENTO
MiNiMoO 56

& (At At A At
N(a,1 |nq,na, 13, )) = Z a,,a4yd, ny, ny,ns, ...),
nn’

N(h Iy, ma,ma,.0) = Y ahy (14 Bp?) O + k) Iy, ma,m3, ),

nn’

(A R 2 At at o
N(az |11, no, 3, )) = Z (a:rl, (1 + pp )6,1,,1/ + anan,an/) |nq,no,n3,...),

nn’

onde utilizamos o fato de que [d;,ﬁz,] = 0. Assim:

N(ﬁ; |nq,na, 13, )) = ﬁ:; ((1 + ﬁpz) + N) |nq,np,n3,...).

Com esta escolha para relagdo de comutagdo entre os operadores 4 e 4', podemos
verificar que o auto estado associado ao operador de criagdo ndo cria uma particula no estado
n. Por conta disso, tal escolha se revela insuficiente para representar um sistema fisico. Por
fim, no geral, pudemos mostrar que é possivel uma segunda quantizagdo da equagdo de
Shcroedinger num cenario de comprimento minimo. Todos os resultados que encontramos
recobram a teoria original quando fazemos f — 0. Isso significa que ao incorporarmos o
comprimento minimo na teoria acabamos por fazer uma corre¢do na teoria ordindria que é

marcada por esse fator .



Capitulo 10

Conclusao

Neste trabalho pudemos propor a introdugdo de uma Teoria Quantica de Campos
corrigida para o cenario de comprimento minimo. Com isso, pudemos quantizar a equa-
¢do de Schroedinger no referido cendrio obtendo resultados corrigidos com a presenca do
comprimento minimo.

Para estudarmos a equagdo de Shcroedinger num cendrio de comprimento minimo,
foi necessério revisar a teoria classica de campos. Com isso, utilizamos a equagdo de Euler-
Lagrange em segunda ordem, reescrevemos o teorema de Noether para este caso e encon-
tramos o tensor momento-energia. Todos este ferramental estd de acordo com a literatura
disponivel.

Os resultados obtidos sdo bastante satisfatérios por véarios motivos. Entre eles pode-
mos destacar o fato que a todo momento pudemos recobrar a teoria original simplesmente
fazendo o termo que marca o comprimento minimo (f) tender a zero. Construimos a equa-
¢do de Schroedinger em cendrio de comprimento minimo e uma lagrangiana que produz
essa equagdo. Encontramos a equagdo da continuidade pelo modo usual e via Teorema de
Noether corrigido, obtendo os mesmos resultados para a corrente de densidade de probabi-
lidade e para a densidade de probabilidade.

Também estudamos neste trabalho um importante ferramental para teorias de ordens
superiores, que nos dard condi¢des de partirmos para os campos relativisticos, como a
equacdo de Klein-Gordon, por exemplo. Outro aspecto relevante desse trabalho se da
pelo fato de, mesmo trabalhando com a equagdo de Euller-Lagrange em segunda ordem
e invocarmos o teorema de Ostrogradsky, ndo tivemos problemas com instabilidade. Esse
resultado se deu por conta da dependéncia temporal da equacdo de Shcroedinger num
cendrio de comprimento minimo ter sido de primeira ordem.

Também pudemos discutir a escolha para a imposi¢do da regra de comutagdo entre
operadores de criagdo e aniquilagdo, o que nos permitiu encontrar um operador ntimero
que cria e aniquila um ntimero inteiro de particulas, diferente da sugestao de outros autores
onde a escolha da regra de comutagdo produze criagdo e aniquilagdo de ntimero de particulas

fracionado [26].

57
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Como trabalhos futuros, pretendemos rediscutir outros campos, mas propondo modi-
ficagdes idénticas nos operadores de translagdo espacial e temporal. Esta escolha nos levara a
discutir em detalhes campos relativisticos em cendrio de comprimento minimo, permitindo
que possamos propor corre¢des para termos de ordem f em diferentes cendrios da teoria

quantica de campos.
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