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Resumo

Dizemos que uma superfície é de ângulo constante quando seu campo de

vetores normal unitário forma um ângulo constante com um campo de dire-

ções pré-fixado do espaço ambiente. Tais superfícies têm despertado grande

interesse de pesquisadores da área de geometria diferencial, e a motivação

veio principalmente de [4], que cronologicamente é o primeiro trabalho re-

lacionado à este tema. Nele, os autores analisaram o caso de superfícies de

ângulo constante no espaço R3, mostrando também sua relação com cristais

líquidos. Depois disso, vários autores vêm se dedicando ao estudo dessas

superfícies, considerando outros espaços e outros casos particulares.

Nesta dissertação, seguindo o que foi feito em [4], [8] e [10], estudaremos

e classificaremos as superfícies de ângulo constante nos espaços R3, S2 ×R

e no produto warped I ×f E2, onde f é uma função qualquer estritamente

positiva.





Abstract

We say that a surface is a constant angle surface when its unit normal

vectors field form a constant angle whith a prefixed direction field of the

space. Such surfaces have aroused great interest by reasearchers of diffe-

rential geometry. The motivation came mainly from [4], which is chronolo-

gically the first work related to this theme. There, the authors analyzed the

case of constant angle surfaces in R3, also showing its relations with liquid

crystals. After that, several authors have been dedicated to the study of these

surfaces, considering other spaces and other particular cases.

In this work, following what was done in [4], [8] and [10], we studyed

and classify the constant angle surfaces in the spaces R3, S2 × R and in the

warped product I ×f E2, where f is any strictly positive function.
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Introdução

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar resultados importantes sobre a classifi-

cação de superfícies de ângulo constante em R3 (Capítulo 1), S2 × R (Capítulo 2) e no produto

warped I ×f E2, onde f é uma função qualquer estritamente positiva e I é um intervalo aberto

(Capítulo 3).

O estudo destas superfícies, cujo campo de vetores normal unitário, por definição, forma um ân-

gulo constante com um campo de direções pré-fixado do espaço ambiente, tem despertado grande

interesse de pesquisadores da área de geometria diferencial. Cronologicamente, [4] é o primeiro

trabalho relacionado à este tema, onde os autores Cermelli e Di Scala analisaram o caso de su-

perfícies de ângulo constante no espaço R3, mostrando sua relação com cristais líquidos, que são

substâncias cujo estado da matéria é intermediário entre o estado sólido e o estado líquido (ver [7]).

Motivados pelo trabalho de Cermelli e Di Scala, vários autores analisaram superfícies de ângulo

constante em outros espaços (veja [9], [14], [6], [18], [15], [19], [17], entre outros), e dentre estes,

podemos citar como importante exemplo superfícies de ângulo constante em variedades formadas

pelo produto entre uma variedade com curvatura constante e R (ou um intervalo real). Nestes ca-

sos, a direção pré-fixada surge de forma natural como sendo aquela tangente à componente R do

produto. Como exemplo disso, temos os casos H2 × R ([9]), S3(1) × R ([6]), os espaços S2 × R

([8]) e I ×f E2 ([10]), que estudaremos nesta dissertação.

Sobre o presente trabalho, no Capítulo 1, apresentaremos resultados obtidos em [4] sobre su-

perfícies de ângulo constante no espaço R3, obtendo uma importante relação com a equação de

Hamilton-Jacobi, o que garante a existência de soluções em vizinhanças de pontos que satisfazem



uma condição técnica a ser especificada. A partir disto, veremos que tais superfícies possuem

grande aplicação no campo da física, pois podem ser usadas para descrever interfaces de cristais

líquidos quando estes encontram-se em configuração de equilíbrio. Mais precisamente, a relação

entre estas superfícies e os cristais líquidos ocorre pois, quando em sua fase nemática, os consti-

tuintes destes (moléculas ou átomos, por exemplo) se alinham, naturalmente, de acordo com uma

direção dada por um campo de vetores m, que é um ponto crítico do funcional energia

E(X) =

∫
Ω

k

2
|dX|2dv,

com k > 0 e Ω domínio de R3 sobre o qual o campo de vetores X está definido. A equação de

Euller deste funcional é descrita em [12] como

∆X + |∇X|2X = 0,

cujas soluções são chamadas de campos harmônicos. A fronteira que separa os cristais líquidos

em suas fases nemática e isotrópica pode ser vista como uma superfície que forma um ângulo

constante com m. Neste trabalho, seguindo o que foi feito em [4], consideraremos os seguintes

casos:

1o) m constante: Neste caso, mostraremos que uma superfície de ângulo constante em R3 deve

possuir curvatura gaussiana nula, sendo, portanto, flat. Depois, assumindo que tal superfície seja,

localmente, gráfico de uma função g : D ⊂ R2 −→ R, a condição de ser uma superfície de ângulo

constante se torna equivalente à equação eikonal

|Og| = tgα

cujas soluções geram superfícies cônicas.

2o) m campo de orientação harmônico contido em um plano: Aqui, consideraremos Ω um

domínio cilíndrico e assumiremos que o campo m possui singularidade ao longo de uma reta

vertical. Assumindo m ortogonal à uma direção constante do espaço, separaremos o estudo deste

caso em dois subcasos: α = 0 e α ∈ (0, π/2). No caso α = 0, as soluções serão cilindros

generalizados, dados em função do número de π-rotações k de m ao redor da singularidade. A

curva geratriz C, descrita como conjunto de nível de uma função diferenciável

f : D ⊂ R2 −→ R2,

C = {x ∈ D; f(x) = c},

será,utilizando coordenadas polares (r, θ), dada da seguinte forma:



• se k ≤ 1, k 6= 0, então C é dada por

r =
c∣∣∣ cos

(
2−k

2
θ
)∣∣∣ 2

2−k
.

• Se k = 2, então ocorrem dois subcasos:

– Se θ = 0, a curva é uma circunferência com r = constante;

– Se θ 6= 0, a curva é uma espiral logarítmica com r = ceα tg θ.

• Se k ≥ 3, então a curva C é dada por

r = c
∣∣∣ cos

(2− k
2

θ
)∣∣∣ 2

2−k
.

No Capítulo 2, mostraremos os resultados obtidos no trabalho [8], dos autores Franki Dillen,

Johan Fastenakels, Joeri Van der Veken e Luc Vrancken, sobre superfícies de ângulo constante em

S2 × R, com relação ao campo tangente à componente R do produto. Primeiramente, seguindo o

que foi feito em [8], consideramos uma superfície M isometricamente imersa em S2 × R, encon-

tramos uma reescrita para as fórmulas de Gauss e de Codazzi e escrevemos o operador de forma de

M com relação à uma base ortonormal específica. Todo este trabalho e os demais visam demons-

trar o Teorema 2.6, que classifica completamente as superfícies de ângulo constante no espaço

considerado. Tal resultado afirma que estas superfícies podem ser localmente parametrizadas por

F (u, v) = (cos(u cosα)f(v) + sen(u cosα)f(v)× f ′(v), u senα),

onde f : I −→ S2 é uma curva em S2 parametrizada por comprimento de arco e α ∈ [0, π] é o ân-

gulo constante considerado. Especificamente, podemos construir superfícies de ângulo constante

em S2×R à partir de uma curva arbitrária em S2. Um exemplo explícito é dado ao fim do capítulo,

no caso em que tal curva é um grande círculo.

Finalmente, no Capítulo 3, apresentaremos os resultados obtidos em [10], dos autores Franki

Dillen, Marian Ioan Munteanu, Joeri Van der Veken e Luc Vrancken, sobre superfícies de ângulo

constante no produto warped I×f E2, com relação ao campo tangente à componente I do produto.

Recordemos que, dadas as variedades diferenciáveis B e F , com métricas, respectivamente, gB e



gF , o produto warped de B e F com função estritamente positiva definida em um intervalo aberto,

f : I ⊆ R −→ R, é definido como

(M, g) = B ×f F = (B × F, gB + f 2gF );

ou seja, é a variedade produto B × F munida da métrica g = gB + f 2gF .

A linha de raciocínio utilizada neste caso é semelhante à do Capítulo 2, e tem como objetivo

principal demonstrar o Teorema 3.7, classificando, assim, as superfícies de ângulo constante em

I ×f E2. Considerando i : M −→ I ×f E2 uma imersão isométrica, M ⊂ I ×f E2, tal resultado

afirma que a superfície obtida será de ângulo constante α ∈ [0, π/2] se, e somente se, ocorre um

dos três casos abaixo:

1) existem coordenas locais (u, v) ∈M com relação às quais i é dada por

i(u, v) =

(
u senα, cotgα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
cos v −

∫ v

γ(τ) sen τdτ,

cotgα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
sen v +

∫ v

γ(τ) cos τdτ

)
,

para alguma função suave γ;

2) i(M) é um subconjunto aberto do cilindro

x− cotgα

∫ t dτ

τ
= 0;

3) i(M) é um subconjunto aberto da superfície determinada por t = t0, para algum t0 ∈ R,

α = 0.

Para facilitar a compreensão do leitor e tornar este texto mais completo, foi elaborado um apên-

dice contendo alguns resultados básicos gerais sobre produto warped, que serão úteis no decorrer

deste trabalho.

Observamos, por fim, que para padronizar o uso do tensor curvatura, adotaremos a definição

R(U, V ) = [∇U ,∇V ]−∇[U,V ]

onde U e V são campos de vetores da variedade considerada. Embora esteja de acordo com

a convenção adotada nos artigos [4], [8] e [10], esta expressão é diferente da utilizada em [3],

bibliografia que nos serviu de base para os Lemas A.2 e A.3. Desta forma, estes lemas foram

alterados, no que diz respeito ao tensor curvatura utilizado, de forma a se seguir tal padronização.



CAPÍTULO

1
Superfícies de ângulo constante em R3

e sua relação com cristais líquidos

1.1 Introdução

Neste capítulo, seguindo o que foi feito por Cermelli e Di Scala em [4], analisaremos o caso de

superfícies de ângulo constante no espaço R3. Obteremos uma importante relação com a equação

de Hamilton-Jacobi, o que nos permitirá classificar tais superfícies. Mostraremos ainda sua apli-

cação no campo da física, mais precisamente, na configuração de equilíbrio de cristais líquidos.

Não nos dedicaremos ao estudo de "disclination cores" na fase nemática, uma vez que para tal os

autores utilizam métodos computacionais, o que não é o objetivo principal deste trabalho.
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1.2 Superfícies de ângulo constante em R3 e cristais lí-

quidos

De acordo com [7], cristais líquidos são substâncias cujo estado da matéria é intermediário en-

tre o estado sólido e o estado líquido. Para entender melhor este conceito, é importante sabermos

a diferença entre um sólido e um líquido. No caso de um sólido, seus componentes (moléculas

ou átomos, por exemplo) estão organizados regularmente, ou seja, possuem uma organização po-

sicional. Já os constituintes de um líquido não estão organizados neste sentido. No caso de um

cristal líquido, seus constituintes (que são, geralmente, moléculas em forma de bastão ou disco)

não possuem (assim como um líquido) uma organização posicional, mas verifica-se outro tipo de

organização: a orientacional (para mais precisão, veja [7]).

Variações na temperatura podem acarretar em mudanças ou transformações de fase em um

cristal líquido. Na fase nemática, os constituintes se organizam da forma mais simples possível,

sem especificação alguma. Como mencionado acima, seus centros de massa não possuem uma

organização posicional, mas possuem uma organização orientacional. Já na fase esmética C, eles se

encontram organizados em camadas (característica geral da fase esmética) e além disso possuem,

em geral, inclinação com relação à normal às camadas (para uma melhor compreensão sobre as

fases de um cristal líquido, veja [7]). Nos interessa, neste trabalho, as fases nemática e esmética

(mais precisamente, a fase esmética C). A diferença entre a organização dos constituintes nos

estados sólido, líquido e de um cristal líquido nas fases nemática e esmética estão representadas

na figura 1.1.

Nosso objetivo agora é estudar e classificar superfícies de ângulo constante em R3. Definamos

então, de forma precisa, uma superfície de ângulo constante:

Definição 1.1. Dizemos que uma superfície orientada é de ângulo constante quando seu campo de

vetores normal unitário n forma um ângulo constante α com um campo de vetores m, pré-fixado,

do espaço ambiente.

Podemos descrever um cristal líquido em sua fase nemática, contido em um domínio Ω ⊂ R3,

no qual está definido um campo de direções m : Ω −→ P 2(R), onde P 2(R) representa o espaço

projetivo, P 2(R) = S2/{p,−p}. A este campo de direções podemos associar, localmente, um

campo vetorial unitário m. A ideia central, neste caso, é mostrar que as superfícies de ângulo



Figura 1.1: Diferença entre a organização dos constituintes nos estados sólido, líquido e de um

cristal líquido nas fases nemática e esmética. Fonte:[23].

constante com relação ao campo m possuem uma importante relação com a equação de Hamilton-

Jacobi, o que nos permite classificar tais superfícies. A motivação para este estudo ocorre ao

observarmos que no bordo ∂Ω de Ω, que representa uma superfície que separa o cristal líquido

em sua fase nemática e isotrópica (onde não há padrões de comportamento de moléculas que não

estejam suficientemente próximas, feita exceção pela densidade de partículas, ver [4]), a direção

na qual as moléculas da fase nemática estão alinhadas, representada acima pelo campo m, formam

um ângulo constante com o campo de vetores normal à ∂Ω, de forma que ∂Ω pode ser vista

como uma superfície de ângulo constante com relação ao campo m. Fisicamente, esta mudança

de fase ocorrerá quando o cristal líquido, em sua fase nemática ou esmética C, apresentar uma

configuração de equilíbrio.

Seja S uma superfície orientada cujo campo de vetores normal unitário n forma um ângulo

constante α, α ∈ [0, 2π], com m. Desta forma, em cada ponto p de S vale a relação

|〈n(p),m(p)〉| = cosα. (1.1)

Podemos considerar que S é, localmente, conjunto de nível de uma função contínua diferen-

ciável f : Ω −→ R, ou seja,

S = {x ∈ Ω; f(x) = constante},

e como Of é ortogonal às curvas de nível de f , podemos escrever o vetor normal n como

n =
Of
|Of |

.



Neste caso, a Equação 1.1 é equivalente à equação de Hamilton-Jacobi

〈Of, AαOf〉 = 0, (1.2)

onde Aα = Aα(x) satisfaz

Aα(x)p = cos2 α p− 〈m(x), p〉 m(x).

Denotando porH(x, p) = 〈p, Aα(x)p〉 o Hamiltoniano, então as soluções de 1.2 podem ser obtidas

pelo método das características, e serão dadas pelas soluções de

x′ =
∂H

∂p
, p′ = −∂H

∂x
. (1.3)

O método das características não se aplica ao caso α = 0, pois neste caso teríamos p′ = 0 quando

H(x, p) = 0. Este caso gera um sistema que será analisado utilizando o Teorema de Frobenius.

Como mencionado, podemos associar à um cristal líquido em sua fase nemática um campo

de direções m que relaciona cada um de seus constituintes com sua respectiva orientação. Fisica-

mente, para que o cristal líquido esteja em sua configuração de equilíbrio, ele deve ser um ponto

crítico do funcional energia

E(X) =

∫
Ω

k

2
|dX|2dv, (1.4)

com k > 0, cuja equação de Euler, descrita em [12] por Eells e Sampson, é

∆X + |∇X|2X = 0, (1.5)

onde ∆ e∇ denotam, respectivamente, o laplaciano e a derivada covariante do campo. Chamamos

de campos harmônicos as soluções de 1.5.

O campo m não precisa estar definido em todo Ω. Especificamente, chamamos de "straight

disclination"1 l uma reta contida em R3 tal que o campo m não está definido em l, mas é suave em

Ω/{l}, e de "hedgehog"2 x0 um ponto tal que o campo m não está definido em x0, mas é suave

em Ω/{x0}. A partir destas definições, surge também o conceito de "strenght"3. Este termo é

usado para designar um inteiro k que caracteriza a straight disclination. Matematicamente, k é o

número de π-rotações do campo m : γ −→ P 1(R) quando γ é circulada uma vez, onde γ é uma

1Em [21] há uma discussão sobre a tradução da palavra disclination. Optamos, neste trabalho, por manter esta

palavra em sua forma original, assim como feito em [21].
2Também optamos por não traduzir esta palavra.
3Optamos por não traduzir esta palavra neste trabalho.



curva fechada em Ω/{l}. Quando há singularidade, assumimos que o campo m, em configuração

de equilíbrio, satisfaz 1.5 exceto nesta singularidade.

A seguir, abordaremos casos particulares para o campo m, e classificaremos as superfícies que

formam ângulo constante com m em cada um destes casos.

1.3 Caso m campo de orientação constante

Consideremos uma superfície S ⊂ Ω ⊂ R3 de ângulo constante, no caso particular em que

m = m0 é um campo de direções constante. Desse modo,

|〈n,m0〉| = cosα, α ∈ [0, π/2]. (1.6)

Observe que se α > π/2, recaímos no caso α ∈ [0, π/2] pois os vetores m e -m definem a mesma

orientação. Quando α = 0, os campos n e m são paralelos e a superfície resultante será um aberto

de um plano ortogonal ao campo m0. Já no caso α = π/2, os campos são ortogonais entre si e

a superfície resultante será um cilindro generalizado com geratriz paralela à m0. Desta forma, a

partir de agora, consideraremos apenas o caso α ∈ (0, π/2).

Relembramos o seguinte resultado, que nos será útil à seguir (para a demonstração deste lema,

veja [11]).

Lema 1.2. Seja p um ponto de uma superfície S tal que a curvatura Gaussiana K(p) 6= 0, e seja

V uma vizinhança conexa de p onde K não muda de sinal. Então

K(p) = lim
A−→0

A′

A

onde A é a área de uma região B ⊂ V contendo p, A′ é a área da imagem de B pela aplicação de

Gauss N : S −→ S2, e o limite é tomado através de uma sequência de regiões Bn que convergem

para p, no sentido em que toda esfera centrada em p contém todos Bn, para n suficiente grande.

Com este resultado, estamos aptos a demonstrar a seguinte proposição, que caracteriza as su-

perfícies de ângulo constante em R3:

Proposição 1.3. Se S é uma superfície solução de 1.6, então a curvatura Gaussiana K de S é

nula.



Demonstração. Seja N : S −→ S2 a aplicação normal de Gauss de S. Suponha por absurdo que

algum ponto a ∈ S satisfaz K(a) 6= 0. Assim, como K é um difeomorfismo, existe uma vizinha V

de a onde K não muda de sinal. Logo, pelo Lema 1.2, segue que

K(a) = lim
area(S)−→0

area(N(S))

area(S)
.

Como S é de ângulo constante, a imagem de S por N está contida em um círculo. Logo,

area(N(S)) = 0, por ser unidimensional, e portanto K(a) = 0, absurdo. Assim, segue que a

curvatura Gaussiana K de S é nula.

Agora, para encontrarmos uma superfície S que seja solução de 1.6, escolhemos coordenadas

cartesianas (x, y, z) com base associada (i, j, k) tal que k = m0. Observe que, uma vez que S é

regular, pode ser descrita, localmente, como gráfico de uma função g : D ⊂ R2 −→ R. Assim,

S = {(x, y, z); z = g(x, y)}.

Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposição 1.4. A equação 1.6 é equivalente à

|∇g| = tgα. (1.7)

Demonstração. Como S é descrita como gráfico de g, uma parametrização para S é dada por

X(x, y) = (x, y, g(x, y)).

Logo, temos que

Xx ∧Xy =
(
− ∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1
)

=−∇g + k
e o vetor normal unitário n é dado por

n =
Xx ∧Xy

|Xx ∧Xy|
=

−∇g + k√
1 + |∇g|2

.

Consequentemente, como m0 = k = (0, 0, 1), temos que

|〈n,m0〉| = cosα⇔

∣∣∣∣∣∣
〈
−∇g + k√
1 + |∇g|2

, k

〉∣∣∣∣∣∣ = cosα

⇔ 1√
1 + |∇g|2

= cosα

⇔ |∇g| = tgα,



e a equação 1.6 é, como queríamos demonstrar, equivalente à 1.7.

A equação |∇g| = tgα na Proposição 1.4 é chamada de equação eikonal. Esta equação foi

postulada em 1827 pelo matemático irlandês Willian-Hamilton (1805-1865) e fornece a base para

a óptica geométrica, tendo aplicações em radares, lentes de contato, espelhos e outras (veja [20]).

Seja agora C0 = S ∩ {z = 0}. No que segue, convencionaremos que C0 é plana, contida

no plano (x, y). Considere γ0(s) parametrização de C0 por comprimento de arco, τ = τ (s) e

η = η(s) vetores tangente e normal unitários em C0 e t = t(X) := dist(X, C0) a distância do

ponto X à C0, X = xi + yj ∈ D. Considere ainda, localmente, a mudança de coordenadas

X(s, t) = γ0(s) + tη(s),

onde (s, t) são conhecidas como coordenadas de Fermi, e defina

g(s, t) := g(X(s, t)).

Nestas condições, temos o seguinte resultado:

Proposição 1.5. Denotando por k a curvatura de C0, são válidas as seguintes equações:

〈∇g,η〉 = ∂tg (1.8)

e

〈∇g, τ 〉 =
∂g
∂s

1− kt
. (1.9)

Demonstração. Observe que podemos escrever

γ0(s) = (γ01(s), γ02(s))

e

η = (η1(s),η2(s)).

Assim,
γ0(s) + tη(s) = (γ01(s) + tη1(s), γ02(s) + tη2(s))

:= (x(s, t), y(s, t)).

Logo,
g(s, t) = g(X(s, t))

= g(γ0(s) + tη)

= g((x(s, t), y(s, t)),



de onde concluímos que

∂tg =
∂g

∂x

∂x

∂t
+
∂g

∂y

∂y

∂t

e

∂sg =
∂g

∂x

∂x

∂s
+
∂g

∂y

∂y

∂s
.

Assim, como ∂x
∂t

= η1(s) e ∂y
∂t

= η2(s), segue finalmente que

∂tg = 〈∇g,η〉.

Agora, como γ0 é parametrização por comprimento de arco de C0, o vetor tangente τ é dado

por τ = (γ′01 , γ
′
02

). Além disso, pelas equações de Frenet aplicadas em C0, temos que

∂τ

∂s
= kη

e
∂η

∂s
= −kτ ,

Assim,
∂x

∂s
=
∂γ01

∂s
+ t

∂η1

∂s
= (1− kt)∂X01

∂s

e
∂y

∂s
=
∂γ02

∂s
+ t

∂η2

∂s
= (1− kt)∂X02

∂s
.

Portanto, segue que

〈∇g, τ 〉 =

∂g
∂x

∂x
∂s

+ ∂g
∂y

∂y
∂s

1− kt

=
∂g
∂s

1− kt
,

como queríamos demonstrar.

Nosso objetivo agora é explicitar as soluções de 1.7, ou seja, explicitar as superfícies de ângulo

constante em R3 no caso particular em que o campo de orientação é contante. Isto será feito no

seguinte teorema:

Teorema 1.6. Seja S uma superfície de ângulo constante α em R3, α ∈ [0, π/2], no caso particular

em que m = m0 é um campo de orientação constante. Então S é dada por

S = {(x, y, z); z = g(x, y)}



onde g : D ⊂ R2 −→ R satisfaz

g(x, y) = t(x, y) tgα,

com t(x, y) := dist((x, y), C0), ou seja, S é uma superfície cônica.

Demonstração. Sabemos que, por ser regular, S pode ser descrita como gráfico de uma função g.

Logo, pela proposição 1.4 temos |∇g| = tgα. Além disso, uma vez que grad g é ortogonal às

curvas de níveis de g, temos que

〈∇g, τ 〉 = 0.

Por outro lado, a Proposição 1.5 afirma que

〈∇g, τ 〉 =
∂g
∂s

1− kt
.

Assim, segue que
∂g
∂s

1− kt
= 0

ou seja,
∂g
∂s

= 0,

e segue daí que

g = g(t).

Agora, observe que podemos escrever ∇g = c1τ + c2η, com c1, c2 constantes. Porém, como

〈∇g, τ 〉 = 0, segue que c1 = 0 e, assim,∇g = c2η. Por fim, como |∇g| = tgα, podemos assumir,

sem perda de generalidade, que∇g = tgα. Logo, como g = g(t), segue que g’(t) = tgα e assim

g(t) = t tgα,

ou seja,

g(x, y) = t(x, y) tgα,

que representa uma superfície cônica gerada por C0.

Representamos na Figura 1.2 uma superfície cônica em R3 que forma um ângulo constante

com o campo de direções m = m0, no caso particular em que C0 é uma elipse.

O método das características garante a existência de soluções locais em cada ponto, que serão

parametrizadas por

x0(s) + tv(s) + (t tgα)m0, (1.10)

em termos das coordenadas de Fermi e t ∈ R (para mais detalhes, veja [13] e [22]).



Figura 1.2: Superfície cônica de ângulo constante no caso de um campo de direções constante

m = m0. Aqui, representamos o caso particular em que a curva geratriz é uma elipse. Fonte:[4]

1.4 Caso m campo de orientação harmônico contido em

um plano

Seja Ω = D × R um domínio cilíndrico, com D ⊂ R2, e m : Ω −→ P 2(R) um campo de

orientação. Suponha que m esteja contido no plano com coordenada z = 0, ou seja,

m = m(x), 〈m, k〉 = 0, (1.11)

com x = xi + yj ∈ D, (i, j, k) base ortonormal e k ortogonal ao plano contendo D. Nestas

condições, podemos considerar m : D −→ P 1(R), onde P 1(R) é a reta projetiva. Assim,

m(x) = cosφ(x)i + senφ(x)j (1.12)

onde φ é uma função diferenciável. Utilizando estes fatos, temos o seguinte lema, que nos será útil

a diante:

Lema 1.7. Se o campo m é harmônico, então a função φ é harmônica.

Demonstração. Como m é harmônico, satisfaz a equação 1.5. Desta forma, temos

∆m + |∇m|2m = 0. (1.13)

Analisaremos cada parcela desta equação separadamente. Observe que

mx = − senφ(x)φx i + cosφ(x)φx j



e

my = − senφ(x)φy i + cosφ(x)φy j.

Logo, temos

mxx = (− cosφ(x)φxφx − senφ(x)φxx)i + (− senφ(x)φxφx + cosφ(x)φxx)j

e

myy = (− cosφ(x)φyφy − senφ(x)φyy)i + (− senφ(x)φyφy + cosφ(x)φyy)j.

Assim,
∆m = mxx + myy

= (− cosφ(x)(φ2
x + φ2

y)− senφ(x)(φxx + φyy))i

+ (− senφ(x)(φ2
x + φ2

y) + cosφ(x)(φxx + φyy))j.

Observe ainda que

∇m = mx + my

= (− senφ(x)(φx + φy))i + (cosφ(x)(φx + φy))j,

de onde se conclui que

|∇m|2m = (sen2 φ(x)(φx + φy)
2 + cos2 φ(x)(φx + φy)

2)(cosφ(x)i + senφ(x)j)

= (φx + φy)
2(cosφ(x)i + senφ(x)j).

Logo, temos

∆m + |∇m|2m = 0⇔

(2 cosφ(x)φxφy − senφ(x)(φxx + φyy))i + (2 senφ(x)φxφy + cosφ(x)(φxx + φyy))j = 0.

Multiplicando a primeira coordenada da equação acima por cosφ(x) e a segunda por senφ(x),

obtemos cosφ(x)(2 cosφ(x)φxφy − senφ(x)(φxx + φyy)) = 0

senφ(x)(2 senφ(x)φxφy + cosφ(x)(φxx + φyy)) = 0

e somando as duas equações resultantes, segue que

φxφy = 0 (1.14)

ou seja, φx = 0 ou φy = 0. Assim, como as funções cos e sen não se anulam simultaneamente,

segue que

∆φ = φxx + φyy = 0, (1.15)

ou seja, φ é harmônica.



Observação 1.1. Observamos que a recíproca do lema acima, no entanto, não é válida. Como

exemplo, se φ : R2 −→ R é dado por φ(x, y) = x + y, então φ é harmônico, mas não satisfaz

1.14.

1.4.1 Caso m ortogonal à uma direção constante do espaço

Separamos o estudo deste caso em dois subcasos: α = 0 e α ∈ (0, π/2).

Caso α = 0: Neste caso, temos

|〈n,m〉| = 1. (1.16)

Como m está contido no plano com coordenada z = 0, temos que

〈m, rot(m)〉 =
〈

m,
(∂mz

∂y
− ∂my

∂z

)
i +
(∂mx

∂z
− ∂mz

∂x

)
j +
(∂my

∂x
− ∂mx

∂y

)
k
〉

= 0.

Assim, as hipóteses do teorema de Frobenius são satisfeitas, o que garante a existência, localmente,

de uma única superfície solução S para 1.16.

Como |〈n,m〉| = 1, segue que |n| = |m| = 1. Assim, a imagem de S por N está contida em

um círculo e, pelo mesmo argumento usado na seção 1.3, segue que a curvatura Gaussiana de S

é nula em todos os pontos e S é, portanto, uma superfície regrada. Observando finalmente que o

cilindro C × R com eixo vertical, onde C ⊂ D é uma curva em um plano ortogonal a k, satisfaz

esta condição, segue que esta é a solução S procurada, isto é, S = C × R. Resta-nos, agora,

explicitar esta curva C.

Observamos que o vetor normal unitário n de S é vetor normal unitário de C. Logo, C satisfaz

1.16, que veremos agora como uma equação na curvaC. Assumindo queD é simplesmente conexo

e que m é harmônico, segue, pelo Lema 1.7, que a função φ é harmônica, e denotando por w sua

conjugada harmônica, temos que φx + wy = 0

φy − wx = 0

Defina agora o campo vetorial u, não nulo, em D:

u = e−wm = e−w(cosφ(x)i + senφ(x)j). (1.17)

Teorema 1.8. O campo vetorial u, definido acima, é conservativo.



Demonstração. Observe que a função e−w é um fator integrante para m, e estendendo u para um

campo vetorial de R3 para R3, ou seja,

u = u1(x)i + u2(x)j + 0k, x = xi + yj + 0k,

segue que, uma vez que w é conjugada harmônica de φ,

u2
x − u1

y = −e−wwx senφ(x) + e−w cosφ(x)φx + e−wwy cosφ(x) + e−w senφ(x)φy

= −e−w(senφ(x)(wx − φy) + cosφ(x)(φx + wy))

= 0,

e portanto
rot(u) = 0i + 0j + (u2

x − u1
y)k

= 0i + 0j + 0k

= 0.

Assim, como rot(u) = 0 e as derivadas de segunda ordem das funções componentes de u são

contínuas, segue que u é um campo vetorial conservativo, como queríamos demonstrar.

Consideremos novamente m : D −→ P 1(R). Como u é conservativo, existe uma função

f : D ⊂ R2 −→ R tal que

∇f = u, (1.18)

e podemos escrever C como conjunto de nível de f , ou seja,

C = {x ∈ D; f(x) = c}, (1.19)

com {f(x) = c} curva integral ortogonal de m. Observe ainda que, uma vez que ∇f é normal às

curvas de nível de f , obtemos

m = n =
∇f
|∇f |

,

de onde segue que

∇f ×m = −fx senφ(x) + fy cosφ(x)

= −e−w cosφ(x) senφ(x) + e−w senφ(x) cosφ(x)

= 0.

Desta forma, concluímos que a Equação 1.16 é equivalente à

∇f ×m = 0. (1.20)



Fazendo a identificação R2 = C e sendo z = x+ yi, defina

m(z) = e−iφ(z) e u(z) = e−(w(z)+iφ(z)) (1.21)

onde w(z) = w(x, y) e φ(z) = φ(x, y). Definida desta forma, u′(z) existe para todo z ∈ D. Logo,

u é holomorfa em D.

Considere agora uma função holomorfa F em D,

F = f + ig, (1.22)

com f e g funções reais. Como F é holomorfa, as derivadas parciais de f e g com relação à x e y

satisfazem às equações de Cauchy-Riemann. Assim,

F ′ =
∂f

∂x
+ i

∂g

∂x

=
∂f

∂x
− i∂f

∂y
.

Afirmamos que f satisfaz 1.16 e 1.20 se, e somente se, existe uma função real λ(z) tal que

F ′(z) = λ(z)u(z).

De fato, isso ocorre se, e somente se, f satisfaz ∇f = λ(z)u para alguma função real λ(z), o que

nos dá
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j = ∇f

= λ(z)u

= λ(z)e−w(cosφ(x)i + senφ(x)j).

(1.23)

Por outro lado, usando 1.21, temos que

u(z) = e−(w(z)+iφ(z))

= e−w(z)(cosφ(z)− i senφ(z)).

Assim, por 1.23 segue que

F ′(z) =
∂f

∂x
− i∂f

∂y

= λ(z)e−w(z)(cosφ(z)− i senφ(z))

= λ(z)u(z),



como queríamos demonstrar. Agora, utilizando o fato de que F ′ e u são holomorfas, chega-se à

conclusão de que as derivadas parciais de primeira ordem de λ são nulas. Desta forma, λ é uma

constante real, e assim, a menos de uma multiplicação por uma constante real, segue que

F ′(z) = u(z). (1.24)

Assim, a curva C é conjunto de nível de f , que é a parte real da função F . Temos então

C = {z ∈ C; Re(F (z)) = c}. (1.25)

Suponhamos agora que m possui uma singularidade ao longo de uma reta l paralela ao eixo do

cilindro Ω, ou seja, que l seja uma "straight disclination". Assumindo que l intercepta D em

x = 0, nós podemos considerar m : D/0} −→ P 1(R), que é singular em 0. Desta forma,

escrevendo m = (cosφ(x), senφ(x) = (m1,m2) e recordando que a "strenght"k da singularidade

é, matematicamente, o número de π-rotações do campo m : γ −→ P 1(R) quando γ é circulada

uma vez, onde γ é uma curva fechada, a "strenght"k da singularidade 0 é, por definição (ver [22]),

dada por
k

2
=

1

2π

∫
γ

dφ.

Fixando k ∈ Z e sendo (r, θ) coordenadas polares centradas em 0, definimos a função harmô-

nica g : D/{0} −→ R, em função de k e das soluções φ de 1.15, por

g(r, θ) = φ(r, θ)− k

2
θ.

Observe que, definindo g desta forma, sua integral é nula. Além disso, a transformação dada

por z 7−→ ze
2
k

(wg+ig), onde wg é a conjugada harmônica de g, é conforme, uma vez que, sendo

composição de funções holomorfas, é holomorfa, e possui derivada que não se anula. Assim, por

meio desta transformação, restringiremos m à forma

m = cos

(
kθ

2

)
i + sen

(
kθ

2

)
j. (1.26)

Escrevendo

φ =
kθ

2
, (1.27)

procuremos agora sua conjugada harmônica w. Como (r, θ) são coordenadas polares centradas em

0, temos x = r cos θ e y = r sen θ. Assim, w = w(x(r, θ), y(r, θ)) e portanto

∂w

∂r
=
∂w

∂x

∂x

∂r
+
∂w

∂y

∂y

∂r

=
∂w

∂x
cos θ +

∂w

∂y
sen θ



e
∂w

∂θ
=
∂w

∂x

∂x

∂θ
+
∂w

∂y

∂y

∂θ

=
∂w

∂x
(−r sen θ) +

∂w

∂y
(r cos θ)

= r(−∂w
∂x

sen θ +
∂w

∂y
cos θ).

Desta forma, temos

r sen θ
∂w

∂r
+ cos θ

∂w

∂θ
= r

∂w

∂y
,

de onde segue que
∂w

∂y
= sen θ

∂w

∂r
+

cos θ

h

∂w

∂θ
. (1.28)

Analogamente, temos

r cos θ
∂w

∂r
− sen θ

∂w

∂θ
= r

∂w

∂x
,

de onde se conclui que
∂w

∂x
= cos θ

∂w

∂r
− sen θ

r

∂w

∂θ
. (1.29)

Utilizando exatamente o mesmo argumento, chegamos também ao sistema
k

2
= −r sen θ

∂φ

∂x
+ r cos θ

∂φ

∂y

0 = cos θ
∂φ

∂x
+ r sen θ

∂φ

∂y

de onde concluímos que ∂φ
∂x

= k cos θ
2r

e ∂φ
∂y

= −k sen θ
2r

.

Agora, como w é conjugada harmônica de φ,
−k sen θ

2r
= − sen θ

∂w

∂r
− cos θ

r

∂w

∂θ
k cos θ

2r
= cos θ

∂w

∂r
− sen θ

r

∂w

∂θ

Multiplicando a primeira equação do sistema acima por cos θ, a segunda por sen θ e somando as

equações resultantes, segue que ∂w
∂θ

= 0, ou seja, w = w(r) só depende da variável r. Em seguida,

utilizando este fato e multiplicando a primeira equação do sistema por sen θ, a segunda por cos θ e

somando as equações resultantes, segue que ∂w
∂r

= k
2r

, ou seja,

w =
k

2
ln |r|. (1.30)

Apresentaremos agora o resultado que classifica as superfícies de ângulo constante α = 0 em

R3, considerando m um campo de orientação harmônico contido no plano z = 0 e ortogonal à uma

direção constante do espaço.



Teorema 1.9. As superfícies de ângulo constante α = 0 em R3, no caso em que m é um campo

de orientação harmônico contido no plano z = 0 e ortogonal à uma direção constante do espaço,

são cilindros C×R com eixo vertical, onde C ⊂ D é uma curva em um plano ortogonal a k, dada

em função do número de π-rotações k de m ao redor da singularidade da seguinte forma:

• se k ≤ 1, k 6= 0, então C é dada por r = c∣∣∣ cos( 2−k
2
θ)

∣∣∣ 2
2−k

.

• Se k = 2, então ocorrem dois subcasos:

– Se θ = 0, a curva é uma circunferência com r = constante;

– Se θ 6= 0, a curva é uma espiral logarítmica com r = ceα tg θ.

• Se k ≥ 3, então a curva C é dada por r = c
∣∣∣ cos

(
2−k

2
θ
) ∣∣∣ 2

2−k
.

Demonstração. Substituindo 1.27 e 1.30 em 1.21, temos que

u(z) = e(−w(z)+iφ(z))

= e(− k
2

ln |r|+i kθ
2

)

= e−
k
2

ln |r| cos

(
kθ

2

)
− i sen

(
kθ

2

)
= (eln r)−

k
2 cos

(
kθ

2

)
− i sen

(
kθ

2

)
= r

−k
2 cos

(
kθ

2

)
− i sen

(
kθ

2

)
= z

−k
2

ou seja,

u(z) = z
−k
2 . (1.31)

Logo, como F ′(z) = u(z), segue que

F ′(z) = z
−k
2

e derivando F com relação à z, temos

F (z) =


2

2− k
z(2−k)/2, k 6= 2

ln(z), k = 2.



Finalmente, por 1.25, a curva C é dada por C = {z ∈ C; f(z) = c}, onde f(z) é, a menos de uma

multiplicação por constante, igual à f :

f(z) =


Re(z(2−k)/2) =

1

2
(z(2−k)/2 + z−(2−k)/2), k 6= 2

ln |z|, k = 2.

Para não precisarmos analisar o sinal de c, podemos simplesmente considerar a curva C ′ de-

finida por |f(z)| = c > 0, que em coordenadas polares será dada em função de k como descrito

abaixo:

• se k ≤ 1, k 6= 0, então temos

|z(2−k)/2 + z(2−k)/2| = c⇔
∣∣∣r 2−k

2

(
cos
(2− k

2
θ
)

+ sen
(2− k

2
θ
))

+ r
2−k
2

(
cos
(2− k

2
θ
)
− sen

(2− k
2

θ
))∣∣∣ = c

⇔ r
2−k
2

∣∣∣ cos
(2− k

2
θ
)∣∣∣ = c

⇔ r =
c∣∣∣ cos

(
2−k

2
θ
)∣∣∣2/(2−k)

.

Logo, a curva C, representada por

r =
c∣∣∣ cos

(
2−k

2
θ
)∣∣∣ 2

2−k
(1.32)

não é limitada, não possui o defeito z = 0 e possui 2 − k componentes conexas com 2 − k
direções assintóticas.

• Se k = 2, então m = cos θi + sen θj. Logo, m é radial e correm, ainda, dois subcasos:

– Se θ = 0, a curva é uma circunferência com r = constante;

– Se θ 6= 0, a curva é uma espiral logarítmica com r = ceα tg θ.

• Se k ≥ 3, então temos

|z(2−k)/2 + z(2−k)/2| = c⇔
∣∣∣cos

(
k−2

2
θ
)

r
k−2
2

∣∣∣ = c

⇔ r = c
∣∣∣ cos

(2− k
2

θ
)∣∣∣2/(2−k)

.



e a curva C, dada então por

r = c
∣∣∣ cos

(2− k
2

θ
)∣∣∣ 2

2−k
, (1.33)

é limitada, possui o defeito z = 0 e tem a forma de um trevo com 2− k folhas.

Representamos na Figura 1.3 seções de uma superfície cilíndrica de ângulo constante no caso

α = 0, para alguns valores de k.

Figura 1.3: Da esquerda para a direita: (1) seção de uma superfície cilíndrica de ângulo

constante no caso α = 0, com k = 1; (2) com k = −1; (3) seção de um domínio cilíndrico cujo

limite é uma superfície de ângulo constante com k = 1 e (4) com k = −1. Fonte:[4].

Caso α ∈ (0, π/2): De maneira semelhante, o caso anterior pode ser estendido para α arbitrá-

rio, α ∈ (0, π/2). Neste caso, temos

|〈m,n〉| = cosα, α ∈ (0, π/2). (1.34)

As superfícies S soluções de 1.34 são cilindros, S = C ×R, com C ⊂ D curva plana que também

satisfaz 1.34. Além disso, afirmamos que |〈m,n〉| = cosα é equivalente à |〈m,n〉| = 1, onde

m = cos(ϕ± α)i + sen(ϕ± α)j.

De fato, observe primeiramente que

m = cos(ϕ± α)i + sen(ϕ± α)j

= (cosϕ cosα∓ senϕ senα)i + (senϕ cosα± senα cosϕ)j,

e |〈m,n〉| = cosα nos dá que

n = (cosα cosϕ∓ senα senϕ)i + (cosα senϕ± senα cosϕ)j,



daí, segue que |〈m,n〉| = 1, como queríamos demonstrar. Portanto, recaímos no caso α = 0, onde

agora

u(z) = e−(w(z)+i(ϕ(z)±α)). (1.35)

Supomos, novamente, que m possui singularidade ao longo de uma reta vertical l paralela ao

eixo do cilindro e que o campo de direções m possa ser escrito como em 1.26. Neste caso, 1.31

tem a forma

u(z) = e±iαz−(k/2) (1.36)

e portanto 
F (z) =

2

2− k
e±iαz(2−k)/2, k 6= 2

e±iα ln z, k = 2.

Logo, as curvas C procuradas são dadas por

• Se k 6= 2, C é uma rotação de ângulo 2/(2− k)α das curvas 1.32 e 1.33.

• Se k = 2, C são espirais logarítmicas dadas por

% = ce±θ tanα. (1.37)

1.4.2 Campo de direções com um par de descontinuidades

O argumento da seção anterior pode ser estendido para N descontinuidades paralelas com

streight ki, i = 1, ..., N , e intersectando o plano horizontal em zi, i = 1, ..., N , zi ∈ C. Neste caso,

o ângulo nemático em equilíbrio é dado por

φ = φ0 +
1

2

N∑
i=1

kiθi, (1.38)

onde φ0 é um ângulo constante e θi(x) = arctg y−yi
x−xi , centrado em zi. Utilizando o mesmo argu-

mento da seção anterior, podemos escrever

u(z) = e−iφ0ΠN
i=1(z − zi)−(ki/2). (1.39)

Para exemplificar, consideremos o caso em que o campo de direções possua duas descontinui-

dades paralelas, de "strength"k1 = k2 = 1 em z1 = 0 e z2 = −ai, a > 0. Assumindo φ0 = 0, 1.38



nos dá

φ =
1

2
θ +

1

2
θ, (1.40)

com θ(x) = arctg y
x+a

, e de 1.39 segue que

u(z) = z−(1/2)(z + a)−(1/2). (1.41)

Observe que, considerando

F (z) = ln
(
z +

a

2
+
√
z(z + a)

)
segue, por um simples cálculo, que

F ′(z) = z−1/2(z + a)−1/2 = u.

Logo, F é uma primitiva para u e as curvas ortogonais do campo de direções, com ângulo dado

por 1.38, que são dadas por Re(F (z)) = c, são

|z +
a

2
+
√
z(z + a)| = c, (1.42)

onde c ∈ R, c > 0. A forma explícita desta curva em coordenadas polares segue de um cálculo

direto. A Figura 1.4 mostra uma seção de uma superfície cilíndrica com um par de disclinations

com k = 1, quando a = 2.

Figura 1.4: Seção de uma superfície cilíndrica com um par de disclinations com k = 1, quando

a = 2. Fonte:[4].



1.5 Aplicações na fase Esmética C

Para descrever as configurações de equilíbrio nesta fase precisamos, além do campo de orien-

tação m, de uma função f : Ω −→ R cujas superfícies de níveis caracterizem as camadas. Como

anteriormente, considerando α o ângulo constante entre m e o vetor n = ∇f/|∇f |, normal à

camada, temos

|〈m,n〉| = cosα, α ∈ (0, π/2). (1.43)

A energia de um cristal líquido em sua fase esmética C pode ser escrita como a soma de termos

de energia nemática, que através de uma aproximação é dada pelo funcional 1.4, e onde cada um

destes termos é dado por (veja [7] e [2])∫
Ω

(A|∇f − qm|2 +B|〈m,∇f〉 − q|2)dv, (1.44)

onde A,B e q são constantes positivas. Todo nosso estudo está restrito ao caso em que o campo

de direções m é dado previamente, e além disso, a função f minimiza 1.44, satisfazendo, eviden-

temente, a Equação 1.43.

Definamos agora a função P tal que

P(∇f) = ∇f − 〈m,∇f〉m. (1.45)

Desta forma, temos

〈P(∇f),P(∇f)〉 =|∇f |2 − 2〈m,∇〉2 + 〈m,∇f〉2 〈m,m〉

=|∇f |2 − 〈m,∇f〉2,

e como 〈m,n〉 = cosα, com n = ∇f/|∇f |, segue que

〈m,∇f〉 = cosα |∇f |,

ou seja,

|∇f |2 =
1

cos2 α
〈m,∇f〉2.

Daí,
|P(∇f)|2 =|∇f |2 − 〈m,∇f〉2

= tg2 α 〈m,∇f〉2.



Utilizando os fatos anteriores, podemos facilmente reescrever o integrando de 1.44 como

A|∇f − qm|2 +B|〈m,∇f〉 − q|2 = A|∇f |2 − 2A〈∇f, qm〉+ Aq2 +B(〈m,∇f〉 − q)2

= A|P(∇f)|2 + A〈m,∇f〉2 − 2Aq〈m,∇f〉

+ Aq2 +Bq2 +B〈m,∇f〉2 − 2Bq〈m,∇f〉

= (A+B + A tg2 α)〈m,∇f〉2 − 2q(A+B)〈m,∇f〉

+ q2(A+B),

e a minimização com relação à x = 〈m,∇f〉 nos leva ao sistema|P(∇f)| = γ tgα

〈m,∇f〉 = γ
(1.46)

com

γ =
(A+B)q

(A+B) + A tg2 α
.

Para uma grande classe de campos de orientação, o sistema acima não possui solução. Veremos

dois casos específicos para m em que existe solução: m constante e m possuindo uma "straight

disclination"l com "strenght"2.

No caso de um cristal líquido nemático, a questão principal era determinar a superfície S, sendo

f apenas uma função auxiliar da qual S era conjunto de nível. No presente caso, f caracteriza as

camadas do cristal líquido, sendo uma incógnita que deverá ser encontrada através do sistema 1.46

e condições de contorno convenientes. A segunda equação deste sistema impõe forte restrição para

a existência de solução da primeira, a de Hamilton-Jacobi.

Seja m um campo de direções e considere um sistema de coordenadas (s, ξ) ∈ R3, onde s

é o comprimento de arco ao longo das curvas integrais de m, medido à partir da interseção da

respectiva curva integral e S0, e ξ um sistema de coordenadas em uma superfície S0 transversal à

m. Em outras palavras, s = s(x) e ξ = ξ(x) são tais que ξ(x) é o ponto de interseção da curva

integral de m que passa por x com S0, e s é o comprimento de arco desta curva de ξ até x.

Seja f(x, y) = f̂(ξ(x, y), s(x, y)). Assim, segue que

∂f

∂x
=
∂f̂

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂f̂

∂s

∂s

∂x

e
∂f

∂y
=
∂f̂

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂f̂

∂s

∂s

∂y
.



Temos, por (1.44)2, que

cosφ(x)
∂f

∂x
+ senφ(x)

∂f

∂y
= γ

logo, segue que

cosφ(x)
∂f̂

∂ξ

∂ξ

∂x
+ cosφ(x)

∂f̂

∂s

∂s

∂x
+ senφ(x)

∂f̂

∂ξ

∂ξ

∂y
+ senφ(x)

∂f̂

∂s

∂s

∂y
= γ,

de onde segue

∂f̂

∂ξ

(
cosφ(x)

∂ξ

∂x
+ senφ(x)

∂ξ

∂y

)
+
∂f̂

∂s

(
cosφ(x)

∂s

∂x
+ senφ(x)

∂s

∂y

)
= γ.

Como s é o comprimento de arco ao longo das curvas integrais de m, temos que 〈m,∇s〉 = 1.

Além disso, como 〈m,∇ξ〉 = 0, segue finalmente que

∂f̂

∂s
= γ.

Logo, existe uma uma função g = g(ξ) tal que

f̂(ξ, s) = γ(s+ g(ξ)). (1.47)

Com isso, temos a seguinte proposição:

Proposição 1.10. A equação (1.46)1 pode ser reescrita como

|∇ξg|2 + 2∇s ∇ξg + |∇s|2 − 1 = tg2 α. (1.48)

Demonstração. A demonstração é direta, utilizando a Equação 1.45 e substituindo a Equação 1.47

em (1.46)1:

|P(∇f)| = γ tgα

⇔ |∇f − 〈m,∇f〉m| = γ tgα

⇔

∣∣∣∇(γ(s+ g(ξ))
)∣∣∣2

〈m,∇f〉2
− 1 = tgα2

⇔ |∇s+∇g(ξ)|2 − 1 = tg2 α

⇔ |∇s+∇ξg|2 − 1 = tg2 α

⇔ |∇ξg|2 + 2∇s ∇ξg + |∇s|2 − 1 = tg2 α.



Separaremos nosso estudo em dois casos especiais da equação 1.48: m constante e m possuindo

uma "straight disclination"l com "strenght"k = 2.

Primeiro, considere m = m0 um campo de orientação constante em um domínio cilíndrico

D × R com coordenadas (x, y, z), sendo z ao longo do eixo principal do cilindro. Por 1.47 segue

que

f(x, y, z) = γ(z − g(x, y)), (1.49)

e a equação 1.48 se reduz à Equação Eikonal

|∇g| = tgα, α ∈ (0, 2π).

Logo, pelo mesmo argumento usado na Seção 1.3, supondo que g(x, y) = 0 em ∂D′, segue que a

solução de 1.48 é dada por

g(x, y) = t(x, y) tgα,

onde t é a função que mede a distância à ∂D. Assim, temos

f(x, y, z) = γ(z − t(x, y) tgα). (1.50)

Como t geralmente é uma função multivalorada podemos, por exemplo, exigir que g satisfaça 1.48,

para f estar de fato bem definida.

Como um segundo exemplo, seja m um campo de orientação com "straight disclination"l com

"strength"k = 2. Especificamente, seja m = er, com (r, θ, z) coordenadas cilíndricas, z ao longo

de l, onde {er, eθ, ez} forma uma base ortonormal canônica com relação à este sistema de coorde-

nadas . Logo, temos ξ = (θ, z) e s = r, de forma que

∇ξg = (∂zg)ez + (1/r)(∂θg)eθ, (1.51)

e a equação 1.48, neste caso, é dada por

(∂zg)2 +
1

r2
(∂θg)2 = tg2 α. (1.52)

Agora, como g não depende de r, obtemos de 1.51 que ∂θg = 0 e, por 1.47, segue que

f̂ = γs+ zγ tgα + constante . (1.53)

Considere agora como último exemplo o caso em que o campo de orientação m possui um

"hedgehog", sendo m = eR, com (R, θ, ψ) ∈ R3 coordenadas esféricas, onde {eR, eθ, eψ} forma



uma base ortonormal canônica com relação à este sistema de coordenadas . Neste caso, ξ = (θ, ψ)

e s = R, de forma que

∇ξg =
1

R
(∂θg)eθ +

1

R sen θ
(∂ψg)eψ, (1.54)

e a equação 1.48 neste caso é dada por

1

R2
(∂θg)2 +

1

R2 sen2 θ
(∂ψg)2 = tan2 α. (1.55)

Como g não depende de R, a equação acima não possui solução para α 6= 0, não existindo super-

fícies de ângulo constante neste caso.



CAPÍTULO

2
Superfícies de ângulo constante em

S2 × R

2.1 Introdução

Neste capítulo, apresentaremos os resultados obtidos em [8] sobre a classificação de superfícies

de ângulo constante em S2×R. O resultado principal será o Teorema 2.6, mostrando que, a menos

de isometrias do espaço ambiente, as superfícies que formam um ângulo constante com relação ao

campo ∂t, tangente à componente R do espaço ambiente, são dadas localmente por

F (u, v) = (cos(u cosα)f(v) + sen(u cosα)f(v)× f ′(v), u senα),

onde f : I −→ S2 é uma curva em S2 parametrizada por comprimento de arco e α ∈ [0, π] é o

ângulo constante considerado.

Dois casos triviais ocorrem: quando α = 0, o que corresponde à superfície S2×{0}, e quando

α = π/2, correspondente à superfície F (u, v) = (f(v), u). Ao final do capítulo, apresentaremos

31



um exemplo explícito não-trivial de superfície de ângulo constante em S2 × R: uma rotação de

uma hélice cujo vetor tangente forma um ângulo constante com o campo ∂t.

2.2 Superfícies de ângulo constante em S2 × R

Seja S2×R o produto cartesiano entre a esfera euclidiana S2 ⊂ R3 e R. Munimos S2×R com

a métrica produto 〈, 〉 e com a correspondente conexão de Levi-Civita∇, e consideramos o campo

de vetores ∂t, na direção da componente R.

Seja R o tensor curvatura de S2 × R. Como observado no Apêndice A, a variedade Rieman-

niana S2 × R pode ser considerada um produto warped com função constante igual à 1 (para mais

detalhes, veja o Apêndice e o Capítulo 3). Logo, utilizando o Teorema A.3, que caracteriza o ten-

sor curvatura em um produto warped, temos que R se reduz à curvatura de S2. Como esta, por sua

vez, é constante, obtemos que R satisfaz

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈Xt,Wt〉〈Yt, Zt〉 − 〈Xt, Zt〉〈Yt,Wt〉, (2.1)

com X, Y, Z,W ∈ T (S2 × R) e

Xt = X −〈X, ∂t〉∂t, Yt = Y −〈Y, ∂t〉∂t, Zt = Z −〈Z, ∂t〉∂t, Wt = W −〈W,∂t〉∂t
(2.2)

projeções dos vetores X, Y, Z e W , respectivamente, no espaço tangente de S2.

Consideremos agora uma superfície M , isometricamente imersa em S2 × R. Uma vez que

nosso estudo será feito localmente, podemos considerar M orientável. Seja, então, ξ um campo de

vetores unitário normal à M . Observe que podemos decompor ∂t como soma de sua componente

normal e sua componente tangente. Em outras palavras,

∂t = T + cosα ξ, (2.3)

sendo T a projeção de ∂t no fibrado tangente de M e α ângulo entre ∂t e ξ, satisfazendo

cosα = 〈∂t, ξ〉. (2.4)

Denotaremos por R,∇,∇⊥, h e A, respectivamente, o tensor curvatura, a conexão de Levi-Civita,

a conexão normal, a segunda forma fundamental e o operador de forma deM . Com estas notações,



recordemos que são válidas as fórmulas de Gauss e Weingarten

∇XY = ∇XY + h(X, Y ) (Gauss)

∇Xξ = −A(X) +∇⊥Xξ, (Weingarten)

além disso, vamos considerar a seguinte notação para a derivada covariante da segunda forma

fundamental:

(∇Xh)(Y, Z, ξ) = X〈h(Y, Z), ξ〉 − 〈h(∇XY, Z), ξ〉 − 〈h(Y,∇XZ), ξ〉 − 〈h(Y, Z),∇⊥Xξ〉, (2.5)

onde X, Y, Z ∈ TM . Desta forma, veremos no teorema abaixo uma reescrita para as equações de

Gauss e de Codazzi, o que nos será útil adiante.

Teorema 2.1. Seguindo a notação estabelecida, a equação de Gauss

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈h(Y,W ), h(X,Z)〉+ 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉 (2.6)

e a de Codazzi

〈R(X, Y )Z, ξ〉 = (∇Xh)(Y, Z, ξ)− (∇Y h)(X,Z, ξ) (2.7)

podem ser reescritas, respectivamente, como

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈AY,Z〉〈AX,W 〉 − 〈AX,Z〉〈AY,W 〉+ 〈X,W 〉〈Y, Z〉

− 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ 〈Y, T 〉〈W,T 〉〈X,Z〉+ 〈X,T 〉〈Z, T 〉〈Y,W 〉

− 〈X,T 〉〈W,T 〉〈Y, Z〉 − 〈Y, T 〉〈Z, T 〉〈X,W 〉

(2.8)

e

∇XA(Y )−∇YA(X)− A[X, Y ] = cosα(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ). (2.9)

Demonstração. A equação de Gauss 2.6 nos dá

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈h(Y,W ), h(X,Z)〉+ 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉

= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈A(Y ),W 〉〈A(X), Z〉+ 〈A(X),W 〉〈A(Y ), Z〉.
(2.10)

Analisaremos 〈R(X, Y )Z,W 〉 separadamente. Substituindo 2.2 em 2.1, obtemos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈Xt,Wt〉〈Yt, Zt〉 − 〈Xt, Zt〉〈Yt,Wt〉

= 〈X − 〈X, ∂t〉∂t,W − 〈W,∂t〉∂t〉〈Y − 〈Y, ∂t〉∂t, Z − 〈Z, ∂t〉∂t〉

− 〈X − 〈X, ∂t〉∂t, Z − 〈Z, ∂t〉∂t〉〈Y − 〈Y, ∂t〉∂t,W − 〈W,∂t〉∂t〉

= [〈X,W 〉 − 〈X, ∂t〉〈W,∂t〉][〈Y, Z〉 − 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉]

− [〈X,Z〉 − 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉][〈Y,W 〉 − 〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉]



e usando 2.3 temos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = [〈X,W 〉 − 〈X,T + cosα ξ〉〈W,T + cosα ξ〉]·

[〈Y, Z〉 − 〈Y, T + cosα ξ〉〈Z, T + cosα ξ〉]

− [〈X,Z〉 − 〈X,T + cosα ξ〉〈Z, T + cosα ξ〉]·

[〈Y,W 〉 − 〈Y, T + cosα ξ〉〈W,T + cosα ξ〉].

Logo, lembrando que ξ é ortogonal à X, Y, Z, seque finalmente que

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ 〈Y, T 〉〈W,T 〉〈X,Z〉

+ 〈X,T 〉〈Z, T 〉〈Y,W 〉 − 〈X,T 〉〈W,T 〉〈Y, Z〉 − 〈Y, T 〉〈Z, T 〉〈X,W 〉.

Substituindo esta expressão para 〈R(X, Y )Z,W 〉 em 2.10, temos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈A(Y ),W 〉〈A(X), Z〉+ 〈A(X),W 〉〈A(Y ), Z〉

= 〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ 〈Y, T 〉〈W,T 〉〈X,Z〉

+ 〈X,T 〉〈Z, T 〉〈Y,W 〉 − 〈X,T 〉〈W,T 〉〈Y, Z〉

− 〈Y, T 〉〈Z, T 〉〈X,W 〉 − 〈A(Y ),W 〉〈A(X), Z〉+ 〈A(X),W 〉〈A(Y ), Z〉,

como queríamos demonstrar.

No caso da equação de Codazzi, como a codimensão da imersão é 1, segue que∇⊥X ξ = 0. Daí

(∇Xh)(Y, Z, ξ) =X〈h(Y, Z), ξ〉 − 〈h(∇XY, Z), ξ〉 − 〈h(Y,∇XZ), ξ〉 − 〈h(Y, Z),∇⊥Xξ〉

=X〈A(Y ), Z〉 − 〈A(∇XY ), Z〉 − 〈A(Y ),∇XZ〉

=〈∇X(A(Y )), Z〉 − 〈A(∇X(Y )), Z〉

e do mesmo modo

(∇Y h)(X,Z, ξ) = 〈∇Y (A(X)), Z〉 − 〈A(∇Y (X)), Z〉.

Logo, de 2.7 resulta que

〈R(X, Y )Z, ξ〉 =〈∇X(A(Y )), Z〉 − 〈A(∇X(Y )), Z〉 − 〈∇Y (A(X)), Z〉+ 〈A(∇Y (X)), Z〉

=〈∇X(A(Y ))−∇Y (A(X))− A[X, Y ], Z〉.
(2.11)



Agora, observe que

〈R(X, Y )Z, ξ〉 = 〈Xt, ξt〉〈Yt, Zt〉 − 〈Xt, Zt〉〈Yt, ξt〉

= 〈X − 〈X, ∂t〉∂t, ξ − 〈ξ, ∂t〉∂t〉〈Y − 〈Y, ∂t〉∂t, Z − 〈Z, ∂t〉∂t〉

− 〈X − 〈X, ∂t〉∂t, Z − 〈Z, ∂t〉∂t〉〈Y − 〈Y, ∂t〉∂t, ξ − 〈ξ, ∂t〉∂t〉

= [−〈X, ∂t〉〈ξ, ∂t〉][〈Y, Z〉 − 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉]

− [〈X,Z〉 − 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉][−〈Y, ∂t〉〈ξ, ∂t〉],

e, usando 2.3, temos que

〈R(X, Y )Z, ξ〉 =− 〈X,T 〉 cosα[〈Y, Z〉 − 〈Y, T 〉〈Z, T 〉] + 〈Y, T 〉 cosα[〈X,Z〉 − 〈X,T 〉〈Z, T 〉]

=〈(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ) cosα,Z〉.
(2.12)

Logo, igualando as expressões 2.11 e 2.12, segue finalmente que

∇XA(Y )−∇YA(X)− A[X, Y ] = cosα(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ).

como queríamos demonstrar.

O seguinte resultado também nos será útil adiante:

Proposição 2.2. Para todo vetor X ∈ TM , temos que

∇XT = cosα A(X); (2.13)

X(cosα) = −〈A(X), T 〉. (2.14)

Demonstração. Como ∂t = T + cosα ξ, temos que

∇XT =∇X(∂t − cosα ξ)

=∇X∂t −∇X cosα ξ

=∇X∂t − cosα ∇Xξ −X(cosα)ξ

=∇X∂t − cosα(−A(X) +∇⊥Xξ)−X(cosα)ξ

=∇X∂t + cosα A(X)−X(cosα)ξ.

Observe ainda que, como ∂t é constante, temos∇X∂t = 0. Logo,

∇XT = cosα A(X)−X(cosα)ξ



e pela fórmula de Gauss segue finalmente que

∇XT = cosα A(X).

Para a segunda equação, observe primeiramente que

∇⊥XT = ∇⊥X∂t − cosα∇⊥Xξ −X(cosα)ξ = −X(cosα)ξ.

Derivando ambos os lados de 〈T, ξ〉 = 0 com relação à X , obtemos

〈∇XT, ξ〉+ 〈T,∇Xξ〉 = 0.

Logo,
〈∇XT, ξ〉 = −X(cosα)⇒ 〈T,∇Xξ〉 = X(cosα)

⇒ −〈T,A(X)〉 = X(cosα),

como queríamos demonstrar.

As equações 2.6, 2.7, 2.13 e 2.14 são chamadas equações de compatibilidade de S2 × R.

2.2.1 Caracterização de superfícies de ângulo contante em S2 × R

Buscaremos agora caracterizar as superfícies de ângulo constante em S2 × R. Desta forma, de

agora em diante, assumiremos que α é constante. Assim, temos X(cosα) = 0 e, de 2.14, segue

que

0 = 〈A(X), T 〉 = 〈A(T ), X〉, ∀X ∈ TpM. (2.15)

Logo, temos a seguinte proposição:

Proposição 2.3. Se α for um ângulo constante, então T será uma direção principal de A com

curvatura principal 0.

Considere α ∈ [0, π]. No caso α = 0, o campo ∂t é sempre normal à superfície, e portanto

ela estará contida em S2 × {t0}, para algum t0 ∈ R. O caso α = π é, a menos de orientação,

equivalente ao caso α = 0. Para α = π/2, ∂t é sempre tangente, o que corresponde ao produto

riemanniano entre uma curva em S2 e R. Suponha, então, α /∈ {0, π/2} e considere uma base

ortonormal {e1, e2}, com e1 = T/|T |, onde

|T | = |∂t − cosα ξ| = senα,



e e2 unitário ortogonal à e1 tomado de forma que {e1, e2} seja uma base compatível com a orien-

tação de M . Nestas condições, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.4. Seja M ⊂ S2 × R uma superfície de ângulo constante α. Então, o operador de

forma A com respeito à base {e1, e2} é dado por

A =

0 0

0 λ

 (2.16)

para alguma função λ ∈ C∞(M). Além disso, a conexão de Levi-Civita∇ de M satisfaz

∇e1e1 = 0, ∇e2e1 = λ cotα e2,

∇e1e2 = 0, ∇e2e2 = − cotαλ e1.
(2.17)

Demonstração. Pela Proposição 2.3, temos que A(e1) = 0. Observando ainda que

〈e1, A(e2)〉 = 〈A(e1), e2〉 = 0

e definindo λ como

λ = 〈e2, A(e2)〉,

segue que

A(e2) = 0 e1 + λ e2.

Logo, o operador de forma A pode ser escrito como em 2.16.

Agora, utilizando 2.16 e 2.13, segue que a conexão de Levi-Civita∇ de M satisfaz

∇e2e1 = ∇e2

(
T

| T |

)
=
(cosα

senα

)
A(e2) = λ cotgα e2 (2.18)

e

∇e1e1 = ∇e1

(
T

| T |

)
=

(
cosα

| T |

)
A(e1) = 0. (2.19)

Além disso, derivando 〈e1, e2〉 = 0 e 〈e2, e2〉 = 1 com relação à e2, temos

〈e1,∇e2e2〉 = −〈∇e2e1, e2〉 = − cotgα λ

e

〈e2,∇e2e2〉 = 0,



de onde segue que

∇e2e2 = − cotgαλe1. (2.20)

De forma análoga, derivando 〈e1, e2〉 = 0 e 〈e2, e2〉 = 1 com relação à e1, segue que

〈e1,∇e1e2〉 = −〈∇e1e1, e2〉 = 0

e

〈e2,∇e1e2〉 = 0,

e portanto segue que

∇e1e2 = 0, (2.21)

como queríamos demonstrar.

A fim de obtermos uma expressão para a curvatura GaussianaK deM , reescrevemos a equação

de Gauss 2.8 utilizando {e1, e2}:

K = 〈R(e1, e2)e2, e1〉

= 〈A(e2), e2〉〈A(e1), e1〉 − 〈A(e1), e2〉〈A(e2), e1〉+ 〈e1, e1〉〈e2, e2〉

− 〈e1, e2〉〈e2, e1〉+ 〈e2, T 〉〈e1, T 〉〈e1, e2〉+ 〈e1, T 〉〈e2, T 〉〈e2, e1〉

− 〈e1, T 〉〈e1, T 〉〈e2, e2〉 − 〈e2, T 〉〈e2, T 〉〈e1, e1〉.

Da proposição anterior, segue que

K = 1− 〈e1, T 〉〈e1, T 〉〈e2, e2〉

= 1− sen2 α

= cos2 α.

Resumimos estes fatos no teorema abaixo:

Teorema 2.5. Seja M uma superfície de ângulo constante α em S2 × R. Então M tem curvatura

Gaussiana K = cos2 α e T é uma direção principal de M .

2.2.2 Classificação de superfícies de ângulo constante em S2 × R

Apresentamos, nesta seção, o resultado que classifica localmente as superfícies de ângulo cons-

tante em S2 × R. Para isto, consideramos S2 × R como uma hiper superfície contida em E4 e

∂t = (0, 0, 0, 1).



Temos, desta forma, o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Seja M uma superfície isometricamente imersa em S2 × R. Então M é de ângulo

constante se, e somente se, a imersão

F : M → S2 × R

(u, v) 7−→ F (u, v)

é, a menos de isometrias de S2 × R, localmente dada por

F (u, v) = (cos(u cosα)f(v) + sen(u cosα)f(v)× f ′(v), u senα), (2.22)

onde f : I −→ S2 é uma curva em S2 ⊂ R3 parametrizada por comprimento de arco e α ∈ [0, π]

é o ângulo constante.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que 2.22 define, de fato, uma superfície de ângulo

constante. Para isto, observe que

Fu = (cosα(− sen(u cosα)f(v) + cos(u cosα)f(v)× f ′(v)), senα)

e
Fv = (cos(u cosα)f ′(v) + sen(u cosα)f(v)× f ′′(v), 0)

= ((cos(u cosα) + sen(u cosα)τ(v))f ′(v), 0),

para alguma função τ em M , onde f × f ′′ = τf ′. Aqui, usamos o fato de f estar parametrizada

por comprimento de arco, para garantir que f , f ′ e f ′′ formam uma base de R3 em cada ponto de

S2 ⊂ R3.

Além disso, como o vetor normal ξ de S2 é igual ao vetor posição de S2, temos

ξ = (cos(u cosα)f(v) + sen(u cosα)f(v)× f ′(v), 0).

Logo, segue que o vetor normal de S2 × R em E4, que deve ser normal à TS2 ⊂ R4 e também à

∂t = (0, 0, 0, 1), é igual à ξ. Já o vetor normal unitário ξ de M em S2 × R é dado por

ξ = (− senα(− sen(u cosα)f(v) + cos(u cosα)f(v)× f ′(v)), cosα),

de onde segue que

〈ξ, ∂t〉 = cosα, (2.23)



que é constante, como queríamos demonstrar.

Reciprocamente, suponha que M ⊂ S2 × R seja uma superfície de ângulo constante α. Mos-

traremos que M pode ser parametrizada como em 2.22.

Se α = 0, sabemos que M = S2 × {t0}, e temos ainda que, neste caso,

F (u, v) = (cosuf(v) + senuf(v)× f ′(v), 0) ⊂ S2 × {0},

que é uma parametrização para M , a menos de uma translação em S2.

Se α = π/2, então ∂t é tangente à M é a superfície é obtida pelo produto de uma curva de S2

com R, e

F (u, v) = (f(v), u) ⊂ S2 × R

é uma parametrização para M .

Suponha então α /∈ {0, π/2} e seja {e1 = T/|T |, e2} base ortonormal do espaço tangente,

onde |T | = senα. Uma vez que sempre é possível obtermos parametrizações locais ortogonais,

considere coordenadas (u, v) em M tais que ∂u = γe1 e ∂v = βe2, onde γ = γ(u, v) e β = β(u, v)

(Ver [11], teorema página 182). Como (u, v) é um sistema de coordenadas, temos [∂u, ∂v] = 0.

Além disso, usando 2.18, 2.21 obtemos

0 = [∂u, ∂v]

= [γe1, βe2]

= γβ[e1, e2] + γe1(β)e2 − βe2(γ)e1

= −γβλ cotgα e2 + γe1(β)e2 − βe2(γ)e1

= (−γβλ cotgα + γe1(β)) e2 − βe2(γ)e1

ou seja,

−γβλ cotgα + γe1(β) = 0 e − βe2(γ) = 0,

de onde se conclui que

βu = γβλ cotgα e γv = 0. (2.24)

Desta forma, γ é constante com relação à v e, portanto, só depende de u.Desta forma, a menos

de uma parametrização, podemos tomar ∂u = e1, ou seja, podemos assumir γ = 1. Logo,

〈∂u, ∂u〉 = |γ|2 = 1;



〈∂v, ∂v〉 =| β |2= β2;

〈∂u, ∂v〉 = 0,

e a métrica ds2 é dada por

ds2 = du2 + β2(u, v)dv2. (2.25)

Usando os fatos anteriores, temos também que

∇∂u∂v = ∇e1βe2

= β∇e1e2 + e1(β)e2

= e1βe2

= λ cotα∂v;

∇∂v∂v = ∇βe2βe2

= ββ∇e2e2 + βe2(β)e2

= −ββλ cotαe1 + βe2(β)e2

= −ββu∂u +
βv
β
∂v

∇∂u∂u = ∇e1e1 = 0.

(2.26)

Pela equação de Codazzi 2.9, obtemos

λu = − cosα senα− λ2 cotα,

e integrando com relação à u segue que

λ(u, v) = − senα tg(u cosα + C(v)), (2.27)

onde C é uma função em M . Usando este fato e a expressão 2.24, segue também que

β(u, v) = D(v) cos(u cosα + C(v)), (2.28)

onde D é também uma função em M .

Sabemos queM possui codimensão 2 quando imersa em E4. SejaD a conexão do espaço eucli-

diano e∇⊥ a conexão normal. Temos então os vetores unitários normais àM , ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, cosα),

que é tangente à S2 × R, e ξ = (F1, F2, F3, 0), que é normal à S2 × R. Denotemos os operadores

de forma, respectivamente, por A e A. Seja X = (X1, X2, X3, X4) ∈ TpM qualquer. Observe que

podemos escrever

ξ = F1∂x + F2∂y + F3∂z + 0∂w

e

X = X1∂x +X2∂y +X3∂z +X4∂w.

Uma vez que

DXF = (X1, X2, X3, X4),



obtemos

X(F1) = X1, X(F2) = X2, X(F3) = X3 e X(F4) = X4.

Logo, temos
DXξ = DX(F1∂x + F2∂y + F3∂z + 0∂w)

= X1∂x +X2∂y +X3∂z + 0∂w

= (X1, X2, X3, 0)

e como
∇⊥Xξ = 〈DXξ, ξ〉ξ + 〈DXξ, ξ〉ξ

= 〈DXξ, ξ〉ξ,
segue que

∇⊥Xξ = 〈DXξ, ξ〉ξ

= 〈(X1, X2, X3, 0), ξ〉ξ.

Observe que também podemos escrever X = (X1, X2, X3, 0) + (0, 0, 0, X4). Assim, como X

e ξ são ortogonais, temos

0 = 〈X, ξ〉 = 〈(X1, X2, X3, 0), ξ〉+ 〈(0, 0, 0, X4), ξ〉 = 〈DXξ, ξ〉+X4 cosα,

e como
X4 = 〈X, ∂t〉

= 〈X,T 〉+ cosα〈X, ξ〉

= 〈X,T 〉,

segue finalmente que

∇⊥Xξ = − cosα〈X,T 〉ξ. (2.29)

Além disso, como∇⊥Xξ = 〈DXξ, ξ〉ξ = −〈ξ,DXξ〉ξ, segue também que

∇⊥Xξ = cosα〈X,T 〉ξ. (2.30)

Pela fórmula de Weingarten, temos que

A(∂u) = ∇⊥∂uξ −D∂uξ = ∇⊥∂uξ − ((F1)u, (F2)u, (F3)u, 0),

e por 2.29 temos que

∇⊥∂uξ = − cosα〈∂u, T 〉ξ = − cosα senα(ξ1, ξ2, ξ3, cosα),



e assim

A(∂u) = −((F1)u, (F2)u, (F3)u, 0)− cosα senα(ξ1, ξ2, ξ3, cosα). (2.31)

Do mesmo modo,

A(∂v) = ∇⊥∂vξ −D∂vξ = ∇⊥∂vξ − ((F1)v, (F2)v, (F3)v, 0),

e

∇⊥∂vξ = − cosα〈∂v, T 〉ξ = 0,

e portanto

A(∂v) = −((F1)v, (F2)v, (F3)v, 0). (2.32)

Como ∂u = e1 = T/|T | e ∂v = βe2, com e1 perpendicular à e2, segue que

(F4)u = 〈Fu, ∂t〉 = senα; (2.33)

(F4)v = 〈Fv, ∂t〉 = 0, (2.34)

de onde podemos admitir que

F4 = u senα, (2.35)

uma vez que translações na direção de (0, 0, 0, 1) são isometrias de S2 × R.

Observe agora que, usando 2.31 e 2.33, a quarta componente de A(∂u), que denotaremos por

A(∂u)4, é dada por

A(∂u)4 = − cos2 α senα = − cos2 α(F4)u.

Como 2.32 e 2.34 nos dão que A(∂v) = −∂v e a matriz de A é simétrica, concluímos que

A(∂v) = 0 ∂u − ∂v e A(∂u) = − cos2 α ∂u + 0 ∂v. (2.36)

Segue daí que a matriz do operador de forma A é dada por

A =

− cos2 α 0

0 − 1

 . (2.37)

Como A(∂u) = − cos2 α∂u = − cos2 αFu segue, analisando as demais coordenadas de 2.31,

que

ξi = −(Fi)u(− cos2 α + 1)

cosα senα
= − tgα(Fi)u, (2.38)



i = 1, 2, 3.

Utilizando a fórmula de Gauss e recordando que∇e1e1 = 0, temos que

Fuu = DFuFu = De1e1 = ∇e1e1 + h(e1, e1) = h(e1, e1),

onde

h(e1, e1) = 〈De1e1, ξ〉ξ + 〈De1e1, ξ〉ξ

= 〈e1, A(e1)〉ξ + 〈e1, A(e1)〉ξ

= − cos2 α ξ

= − cos2 α(F1, F2, F3, 0).

Logo,

(Fj)uu = cos2 αFj, j = 1, 2, 3. (2.39)

Além disso, como 2.16 e 2.37 implicam que h(∂u, ∂v) = 0, temos

Fuv = DFuFv

= ∇∂u∂v

= λ cotα∂v

= λ cotα(F )v,

e daí,

(Fj)uv = λ cotα(Fj)v, j = 1, 2, 3. (2.40)

Por fim,

Fvv = DFvFv

= Dβe2βe2

= ∇βe2βe2 + h(βe2, βe2)

= ∇βe2βe2 + β2h(e2, e2)

= ∇∂v∂v + β2h(e2, e2)

= −ββu∂u +
βv
β
∂v + β2h(e2, e2),



onde
h(e2, e2) = 〈De2e2, ξ〉ξ + 〈De2e2, ξ〉ξ

= 〈e2, A(e2)〉ξ + 〈e2, A(e2)〉ξ

= λξ − ξ

= −λ tgαFu − F.

Logo,

(Fj)vv = −ββu(Fj)u +
βv
β

(Fj)v − λβ2 tgα(Fj)u − β2Fj, (2.41)

para j = 1, 2, 3.

Substituindo a expressão para λ em 2.40, segue que

(Fj)vu = − cosα tg(u cosα + C(v))(Fj)v,

e resolvendo esta EDO, temos

(Fj)v = cos(u cosα + C(v))Hj(v), (2.42)

sendo Hj funções em M , i = 1, 2, 3.

Portanto, integrando ambos os lados de 2.42, obtemos

(Fj) =

∫ v

vo

cos(u cosα + C(y))Hj(y)dy + Ij(u), (2.43)

sendo Ij funções em M , i = 1, 2, 3. Usando 2.39 e comparando com 2.43, temos que a função Ij

é dada por

Ij(u) = Kj cos(u cosα) + Lj sen(u cosα), (2.44)

com Kj, Lj constantes. Logo, a imersão F é dada por

F =((K1 +

∫ v

v0

cos(C(y))H1(y)dy) cos(u cosα)

+ (L1 −
∫ v

v0

sen(C(y))H1(y)dy) sen(u cosα), ..., u senα).

Agora, observe que

〈Fu, Fu〉 = 〈∂u, ∂u〉 = 〈e1, e1〉 = 1;

〈Fv, Fv〉 = 〈β∂v, β∂v〉 = β2〈e2, e2〉 = β2;

〈Fu, Fv〉 = 〈∂u, β∂v〉 = β〈e1, e2〉 = 0;

〈Fu, ξ〉 = 0;

〈Fv, ξ〉 = 0;

〈Fu, ξ〉 = 0;

〈Fv, ξ〉 = 0;

〈ξ, ξ〉 = 1;

〈ξ, ξ〉 = 1;

〈ξ, ξ〉 = 1.

(2.45)



Definamos, agora,

fj(v) = Kj +

∫ v

v0

cos(C(y))Hj(y)dy,

gj(v) = Lj −
∫ v

v0

sen(C(y))Hj(y)dy.

(2.46)

Desta forma, a imersão F pode ser escrita como

F = (f1 cos(u cosα) + g1 sen(u cosα), ..., u senα). (2.47)

Afirmamos que as equações em 2.45 são equivalentes à

3∑
j=1

f 2
j = 1;

3∑
j=1

g2
j = 1;

3∑
j=1

fjgj = 0;
3∑
j=1

f ′jgj = 0;

3∑
j=1

Hj =
3∑
j=1

(f ′j)
2 + (g′j)

2 = D2(v).

(2.48)

De fato, como 〈Fu, ξ〉 = 0, segue que

(F1)u(F1) + (F2)u(F2) + (F3)u(F3) = 0,

ou seja,∑
j

(−fj sen(u cosα) cosα + gj cos(u cosα) cosα)(fj cos(u cosα) + gj sen(u cosα)) = 0.

Daí, chega-se à equação∑
j

(
(g2
j − f 2

j ))
sen(2u cosα)

2
+ fjgj cos(2u cosα)

)
cosα = 0,

ou seja,
3∑
j=1

(
(g2
j − f 2

j ))
sen(2u cosα)

2
+ fjgj cos(2u cosα)

)
= 0,

uma vez que cosα 6= 0. Logo, como esta equação deve ser satisfeita para todo u pertencente ao

domínio, obtemos que
3∑
j=1

(g2
j − f 2

j ) = 0 e
3∑
j=1

fjgj = 0.

Além disso, como 〈ξ, ξ〉 = 1, temos

F 2
1 + F 2

2 + F 2
3 = 1,



de onde segue que

cos2(u cosα)
∑
j

f 2
j + 2 cos(u cosα) sen(u cosα)

∑
j

fjgj + sen2(u cosα)
∑
j

g2
j = 1.

Assim, como esta equação também deve ser satisfeita para todo u pertencente ao domínio, segue

finalmente que
3∑
j=1

g2
j = 1 =

∑
j

f 2
j .

Agora, como 〈Fv, ξ〉 = 0, segue que

3∑
i=1

(Fv)jFv = 0,

ou seja,

3∑
j=1

((fj)
′ cos(u cosα) + (gj)

′ sen(u cosα))(fj cos(u cosα) + gj sen(u cosα)) = 0,

de onde segue que

3∑
j=1

((fj)
′fj cos2(u cosα) + (gj)

′gj sen2(u cosα)

+ ((f ′j)gj + fj(gj)
′)(sen(u cosα) + cos(u cosα)))

= 0.

Assim, usando novamente o fato de as equações serem válidas para todo u pertencente ao

domínio, obtemos

3∑
j=1

(fj)
′fj = 0;

3∑
j=1

(gj)
′gj = 0;

3∑
j=1

((fj)
′gj + fj(gj)

′) = 0.

Agora, usando 〈Fv, ξ〉 = 0 e a equação 2.38, temos

3∑
j=1

(Fv)j(Fj)u = 0,

o que nos dá

3∑
j=1

((fj)
′ cos(u cosα) + (gj)

′ sen(u cosα))(−fj sen(u cosα) + gj cos(u cosα) cosα) = 0,



de onde segue que
3∑
j=1

((−(fj)
′fj + (gj)

′gj) cos(u cosα) sen(u cosα)

+ (f ′j)gj cos2(u cosα)− fj(gj)′ sen2(u cosα))

= 0.

Portanto, como esta equação deve ser satisfeita para todo u do domínio, segue que
3∑
j=1

(fj)
′gj = 0.

Por fim, como
f ′j(v) = cos(C(v))Hj(v);

g′j(v) = − sen(C(v))Hj(v),

segue que
3∑
j=1

(f ′j)
2 + (g′j)

2 =
3∑
j=1

H2
j .

Além disso, como 〈Fv, Fv〉 = β2(u, v) = D2(v) cos2(u cosα + C(v)), temos

cos2(u cosα)

(
3∑
j=1

(f ′j)
2 + sen2(u cosα)

3∑
j=1

(g′j)
2

)

+ 2 sen(u cosα) cos(u cosα)
3∑
j=1

f ′jg
′
j

= D2(v) cos2(u cosα + C(v)),

ou seja,

cos2(u cosα)
3∑
j=1

cos2(C(v))H2
j + sen2(u cosα)

3∑
j=1

sen2(C(v))H2
j (v)

− 2 sen(u cosα) cos(u cosα)
3∑
j=1

cos(C(v)) sen(C(v))H2
j

= D2 cos2(u cosα + C(v)).

Logo, temos

(cos2(u cosα) cos2(C(v)) + sen2(u cosα) sen2(C(v))

− 2 sen(u cosα) cos(u cosα) cos(C(v)) sen(C(v)))H2
j

= D2 cos2(u cosα + C(v)),



de onde segue que

cos2(u cosα + C(v))
3∑
j=1

H2
j = D2 cos2(u cosα + C(v)),

ou seja,
3∑
j=1

Hj =
3∑
j=1

(f ′j)
2 + (g′j)

2 = D2(v).

Logo, as equações em 2.45 implicam em 2.48. Através de cálculos diretos, obtemos também que

as equações em 2.48 implicam nas equações em 2.45, provando, assim, a afirmação.

Observe agora que, por 2.48, f = (f1(v), f2(v), f3(v)) e g = (g1(v), g2(v), g3(v)) são curvas

em S2. Observe ainda que se tomarmos a coordenada v de forma que f esteja parametrizada por

comprimento de arco, temos
3∑
j=1

cos2(C(v))H2
j = 1,

ou seja,

D2(v) =
3∑
j=1

H2
j = sec2(C(v)).

Finalmente, de 2.48, temos que g é unitário ortogonal à f e à f ′ e, desta forma, g = ±f × f ′.
Assumindo g = f × f ′, segue que a imersão F é dada por

F (u, v) = (cos(u cosα)f(v) + sen(u cosα)f(v)× f ′(v), u senα)

e o teorema está provado.

Faremos agora algumas considerações finais à respeito deste capítulo. Primeiramente, observe

que a Equação 2.41 é sempre válida. Afirmamos que esta equação implica que f 2
j + g2

j +
(Hj
D

)2

deve ser constante, para cada j. De fato, para Hj 6= 0, temos que

f 2
j + g2

j +

(
Hj

D

)2

= constante

⇔
(
f 2
j + g2

j +

(
Hj

D

)2)′
= 0

⇔ D2(fj cosα− gj senα) +H ′j −Hj
D′

D
= 0.



Por outro lado, obtendo separadamente cada parcela da Equação 2.41, temos

(Fj)vv = − sen(u cosα + C)C ′ Hj + cos(u cosα + C)H ′j,

β βu(Fj)u = −D2 cos(u cosα+ C) sen(u cosα+ C) cos2 α(−fj sen(u cosα) + gj cos(u cosα)),

βv
β

(Fj)v =
D

D′
cos(u cosα + C)Hj − sen(u cosα + C)C ′ Hj,

λβ2 tanα (Fj)u = −D2 sen(u cosα+C) cos(u cosα+C) sen2 α(−fj sen(u cosα)+gj cos(u cosα)),

β2 Fj = D2 cos2(u cosα + C)(fj cos(u cosα) + gj sen(u cosα)).

Logo, através de um cálculo direto, considerando cos(u cosα + C) 6= 0, temos que

(Fj)vv = −ββu(Fj)u +
βv
β

(Fj)v − λβ2 tgα(Fj)u − β2Fj

⇔ D2(fj cosα− gj senα) +H ′j −Hj
D′

D
= 0

⇔ f 2
j + g2

j +

(
Hj

D

)2

= constante,

(2.49)

como queríamos demonstrar. Realmente, 1
D

(H1, H2, H3) é um vetor unitário na direção de f ′ e,

assim, f, g e 1
D

(H1, H2, H3) formam uma base ortonormal. Observe também que a fórmula de

Weingarten é satisfeita.

Relembre agora que dois casos triviais de superfícies de ângulo constante em S2 × R ocorrem

quando α = 0 e α = π/2. Se α = 0, obtemos de 2.22 que a superfície é da forma

F (u, v) = (cos(u)f(v) + sen(u)f(v)× f ′(v), 0) (2.50)

ou seja, é S2 × {0}. Já no caso α = π/2, a Equação 2.22 nos dá que a superfície é

F (u, v) = (f(v), u) (2.51)

ou seja, é o produto cartesiano entre uma curva em S2 e R.

A partir da Equação 2.22, nós podemos construir vários casos não-triviais de superfícies de

ângulo constante. Um caso especial explícito é quando a imersão F : M −→ S2 × R ⊂ E4 é da

forma

F (u, v) = (cosu cos v, cosu sen v, senu, u tgα) (2.52)

com α ∈ (0, π/2) constante. Esta é a parametrização de 2.22 no caso em que a função f é um

grande círculo. Geometricamente, se tomarmos v = 0, obtemos uma curva em S1 × R, que

representa uma hélice cujo vetor tangente forma um ângulo constante com ∂t. O caso geral 2.52 é

obtido por uma rotação desta curva.



CAPÍTULO

3
Superfícies de ângulo constante em um

produto warped

3.1 Introdução

Sejam B e F variedades diferenciáveis com métricas, respectivamente, gB e gF , e considere

f : I ⊆ R −→ R, com I aberto, uma função estritamente positiva. Definimos o produto warped

de B e F com função f como sendo

(M, g) = B ×f F = (B × F, gB + f 2gF )

ou seja, é a variedade produto B × F munida da métrica g = gB + f 2gF . Neste capítulo, mos-

traremos os resultados obtidos em [10] sobre a classificação de superfícies de ângulo constante no

produto warped I×f E2, para uma função qualquer f estritamente positiva. O resultado principal é

o Teorema 3.7, que classifica as superfícies de ângulo constante com relação ao campo ∂t, tangente

à componente I do produto I ×f E2. Considerando i : M −→ I ×f E2 uma imersão isométrica,
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M ⊂ I ×f E2, o teorema afirma que i é de ângulo constante α ∈ [0, π/2] se, e somente se, ocorre

um dos três casos abaixo:

1) existem coordenas locais (u, v) ∈M onde i é dada por

i(u, v) =

(
u senα, cotgα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
cos v −

∫ v

γ(τ) sen τdτ,

cotgα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
sen v +

∫ v

γ(τ) cos τdτ

)
,

para alguma função suave γ,

2) i(M) é um subconjunto aberto do cilindro

x− cotgα

∫ t dτ

τ
= 0,

3) i(M) é um subconjunto aberto da superfície t = t0, para algum t0 ∈ R, α = 0.

Novamente, temos dois casos triviais quando α = 0 e α = π/2, o que nos dá, respectivamente,

uma superfície do tipo (3) do teorema e um subconjunto aberto de um cilindro com eixo principal

paralelo à ∂t. Por fim, classificaremos as superfícies de rotação, flats e mínimas com ângulo

constante com relação ao campo ∂t em I ×f E2.

3.2 Superfícies de ângulo constante em I ×f E2

Como já foi mencionado, neste capítulo buscaremos classificar as superfícies de ângulo cons-

tante no produto warped I ×f E2, onde I ⊂ R é um intervalo aberto, E2 é o plano euclidiano e

f : I −→ R é uma função diferenciável estritamente positiva. Especificamente,

(M, g) = I ×f E2 = (I × R2, dt2 + f 2(t)(dx2 + dy2)),

onde g é a métrica em M , t é coordenada em I e x, y são coordenadas em E2. Denotaremos ainda

por ∇ e R, respectivamente, a conexão de Levi-Civita e o tensor curvatura em I ×f E2 e por D a

derivada covariante em E2.



No Lema A.2, obtivemos expressões pra a conexão de Levi-Civita de um produto warped em

geral. No caso de I ×f E2, assumindo que ∂t seja um campo unitário na direção da componente I

e denotando por U, V,W campos de vetores tangentes em E2, tais expressões resultam em

∇UV = DUV −
f ′

f
g(U, V )∂t;

∇U∂t = ∇∂tU =
f ′

f
U ;

∇∂t∂t = 0.

(3.1)

Além disso, no Lema A.3 obtivemos as expressões para o tensor curvatura de um produto

warped no caso geral. Em I ×f E2, estas expressões são

R(U, ∂t)V =
f ′′

f
g(U, V )∂t;

R(U, V )∂t = 0;

R(U, ∂t)∂t = −f
′′

f
U ;

R(U, V )W = −(f ′)2

f 2
(g(V,W )U − g(U,W )V ).

(3.2)

Considere agora M ⊂ I ×f E2 e i : M −→ I ×f E2 uma imersão isométrica. Como nosso

estudo será feito localmente, podemos considerar M orientável. Desta forma, considere ξ campo

de vetores normal unitário de M , e seja g a métrica de M induzida pela imersão i. Usaremos as

notações R, ∇, ∇⊥, h e A para denotar, respectivamente, o tensor curvatura, a conexão de Levi-

Civita, a conexão normal, a segunda forma fundamental e o operador de forma de M . Com estas

notações, recordemos que são válidas as fórmulas de Gauss e Weingarten

∇XY = ∇XY + h(X, Y ) (Gauss)

∇Xξ = −A(X); (Weingarten)

e além disso, h e A se relacionam de acordo com a equação

g(h(X, Y ), ξ) = g(X,A(Y )).

Assim como no Capítulo 2, podemos decompor ∂t como soma de sua componente normal e

sua componente tangente, ou seja,

∂t = T + cosα ξ, (3.3)



onde T é a projeção de ∂t no espaço tangente de M , α ∈ [0, π) é o ângulo entre ∂t e ξ, ou seja, α

satisfaz

cosα = g(∂t, ξ), (3.4)

e |T | é dado por

|T | = |∂t − cosα ξ| = senα.

Considerando a notação dada pela Equação 2.5 para a derivada covariante da segunda forma

fundamental, o próximo teorema estabelecerá uma reescrita para as equações de Gauss e de Co-

dazzi em I ×f E2:

Teorema 3.1. Com as definições acima, a equação de Gauss

g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )− g(h(Y,W ), h(X,Z)) + g(h(X,W ), h(Y, Z)) (3.5)

e a de Codazzi

g(R(X, Y )Z, ξ) = (∇Xh)(Y, Z, ξ)− (∇Y h)(X,Z, ξ) (3.6)

se escrevem, respectivamente, como

R(X, Y )Z = g(AY,Z)AX − g(AX,Z)AY

− ((log f)′ ◦ i)2(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

− ((log f)′′ ◦ i)(g(Y, T )g(Z, T )X − g(X,T )g(Z, T )Y

− g(Y, T )g(X,Z)T + g(X,T )g(Y, Z)T )

(3.7)

e

∇XAY −∇YAX − A[X, Y ] = cosα((log f)′′ ◦ i)(g(Y, T )X − g(X,T )Y ), (3.8)

onde X, Y e Z são tangentes à M .

Demonstração. A Equação de Gauss 3.5 nos dá que

g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )− g(h(Y,W ), h(X,Z)) + g(h(X,W ), h(Y, Z))

= g(R(X, Y )Z,W )− g(A(Y ),W )g(A(X), Z) + g(A(X),W )g(A(Y ), Z).

(3.9)

Analisaremos g(R(X, Y )Z,W ) separadamente. Para isto, utilizando as decomposições deX, Y, Z

e W em suas partes verticais e horizontais, ou seja,

X = Xt∂t +Xn, Y = Yt∂t + Yn, Z = Zt∂t + Zn e W = Wt∂t + Zn,



temos

g(R(X, Y )Z,W ) =g
(
R(Xt∂t +Xn, Yt∂t + Yn)(Zt∂t + Zn),Wt∂t +Wn

)
=g
(
Xt Zt R(∂t, Yn)∂t +Xt R(∂t, Yn)Zn

+Yt Zt R(Xn, ∂t)∂t + Yt R(Xn, ∂t)Zn + R(Xn, Yn)Zn,Wt∂t +Wn

)
.

(3.10)

Observe agora que, como X é tangente à M , vale

Xt = g(X, ∂t) = g(X,T )

e, da mesma forma,

Yt = g(Y, T ), Zt = g(Z, T ) e Wt = g(Z, T ).

Observe ainda que

g(Xn, Yn) = g(X, Y )−Xt Yt.

Analogamente,

g(Xn, Zn) = g(X,Z)−Xt Zt, e g(Yn, Zn) = g(Y, Z)− Yt Zt.

Logo, utilizando estes fatos e 3.2, obtemos que a Equação 3.10 se resume a

g
(
R(X, Y )Z,W ) = g(−((log f)′ ◦ i)2(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

− ((log f)′′ ◦ i)(g(Y, T )g(Z, T )X − g(X,T )g(Z, T )Y

− g(Y, T )g(X,Z)T + g(X,T )g(Y, Z)T ),W
)
.

(3.11)

Portanto, substituindo esta expressão para g
(
R(X, Y )Z,W ) em 3.9, obtemos

g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )− g(A(Y ),W )g(A(X), Z) + g(A(X),W )g(A(Y ), Z)

= g(−((log f)′ ◦ i)2(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

− ((log f)′′ ◦ i)(g(Y, T )g(Z, T )X − g(X,T )g(Z, T )Y

− g(Y, T )g(X,Z)T + g(X,T )g(Y, Z)T ),W
)

− g(A(Y ),W )g(A(X), Z) + g(A(X),W )g(A(Y ), Z)

(3.12)

ou seja,
R(X, Y )Z = g(AY,Z)AX − g(AX,Z)AY

− ((log f)′ ◦ i)2(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

− ((log f)′′ ◦ i)(g(Y, T )g(Z, T )X − g(X,T )g(Z, T )Y

− g(Y, T )g(X,Z)T + g(X,T )g(Y, Z)T ),



que é a Equação 3.8, como queríamos demonstrar.

No caso da equação de Codazzi, como a codimensão da imersão é 1, segue que ∇⊥Xξ = 0.

Assim, de forma análoga ao que foi feito na demonstração do Teorema 2.1, obtemos

∇Xh(Y, Z, ξ) = g(∇XA(Y ), Z)− g(A(∇XY ), Z)

e

∇Y h(X,Z, ξ) = g(∇YA(X), Z)− g(A(∇YX), Z).

Logo, a Equação de Codazzi 3.6 se resume a

g(R(X, Y )Z, ξ) = g(∇XA(Y )− A(∇XY )−∇YA(X) + A(∇YX), Z)

= g(∇XA(Y )−∇YA(X)− A[X, Y ], Z).
(3.13)

Resta-nos, então, desenvolver o termo g(R(X, Y )Z, ξ). Utilizando a decomposição

X = Xt∂t +Xn, Y = Yt∂t + Yn, e Z = Zt∂t + Zn,

temos

g(R(X, Y )Z, ξ) =g(R(Xt∂t +Xn, Yt∂t + Yn)(Zt∂t + Zn), ξ)

=g
(
Xt Zt R(∂t, Yn)∂t +Xt R(∂t, Yn)Zn

+Yt Zt R(Xn, ∂t)∂t + Yt R(Xn, ∂t)Zn + R(Xn, Yn)Zn, ξ
)
.

Agora, utilizando as equações de 3.2 e lembrando que g(∂t, ξ) = cosα, obtemos

g(R(X, Y )Z, ξ) =Xt Zt((log f)′′ ◦ i)g(Yn, ξ)− cosα((log f)′′ ◦ i)Xt g(Yn, Zn)

−((log f)′′ ◦ i)Yt Zt g(Xn, ξ) + cosα((log f)′′ ◦ i)Yt g(Xn, Zn)

−((log f)′ ◦ i)2 g
(
g(Yn, Zn)Xn − g(Xn, Zn)Yn, ξ

)
.

Lembrando ainda que

Xt = g(X,T ), Yt = g(Y, T ) e Zt = g(Z, T )

e

g(Xn, Zn) = g(X,Z)−Xt Zt, e g(Yn, Zn) = g(Y, Z)− Yt Zt,

temos
g(R(X, Y )Z, ξ) = cosα((log f)′′ ◦ i)g

(
g(Y, T )Xn − g(X,T )Yn, Zn

)
= cosα((log f)′′ ◦ i)g

(
g(Y, T )X − g(X,T )Y, Z

)
.

(3.14)



Finalmente, comparando 3.13 e 3.14, segue que

∇XAY −∇YAX − A[X, Y ] = cosα((log f)′′ ◦ i)(g(Y, T )X − g(X,T )Y ),

que é a Equação 3.8, como queríamos demonstrar.

A proposição abaixo também será útil no decorrer deste trabalho:

Proposição 3.2. Seja X um campo de vetores tangente à M . Então

∇XT = cosαA(X) + ((log f)′ ◦ i)(X − g(X,T )T ); (3.15)

X(cosα) = −g(X,A(T ))− cosα((log f)′ ◦ i)g(X,T ). (3.16)

Demonstração. Como ∂t = T + cosα ξ, temos

∇XT = ∇X(∂t − cosαξ)

= ∇X∂t −∇X cosαξ

= ∇X∂t − cosα∇Xξ −X(cosα)ξ.

Logo, usando as fórmulas de Gauss e Weingarten, segue que

∇X∂t = ∇XT + h(X,T ) +X(cosα)ξ − cosαA(X). (3.17)

Por outro lado, uma vez que, em particular, X ∈ I ×f E2, podemos decompô-lo como soma

de suas partes vertical e horizontal, isto é, X = Xt∂t + Xn. Desta forma, utilizando as equações

3.1, obtemos
∇X∂t = ∇(Xt∂t+Xn)∂t

= Xt∇∂t∂t +∇Xn∂t

= ∇Xn∂t

=
f ′

f
Xn

=
f ′

f
(X −Xt∂t)

=
f ′

f
(X − g(X,T )∂t).

(3.18)

Por fim, o resultado seguirá comparando as partes tangentes e normais destas duas expressões que

encontramos para∇X∂t, nas equações 3.17 e 3.18.



Como nosso objetivo é estudar superfícies de ângulo constante em I×f E2, de agora em diante

assumiremos que α é constante. Desta forma, como consequência direta da Equação 3.16, obtemos

o seguinte resultado:

Proposição 3.3. Se α for um ângulo constante, então T será uma direção principal de A com

autovalor associado − cosα((log f)′ ◦ i).

Considere α ∈ [0, π/2]. Se α = 0, então ∂t é normal e i(M) ⊆ {t0} × E2. Suponha, então,

α 6= 0. Neste caso, temos T 6= 0 e consideraremos e1 = (T/|T |) = (T/ senα) e e2 um vetor

unitário ortogonal à e1, de forma que {e1, e2} seja uma base compatível com a orientação de M .

Combinando estas afirmações com a Equação 3.15, veremos na proposição abaixo, entre outras

coisas, que existe uma função λ ∈ C∞ satisfazendo A(e2) = λe2 e, portanto, e2 é também uma

direção principal de A.

Proposição 3.4. Seja M ⊂ M uma superfície de ângulo constante α 6= 0. Então, o operador de

forma A com respeito à base {e1, e2} é dado por

A =

− cosα((log f)′ ◦ i) 0

0 λ

 (3.19)

para alguma função λ ∈ C∞(M), e a conexão de Levi-Civita é dada por

∇e1e1 = 0, ∇e2e1 =
1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i))e2,

∇e1e2 = 0, ∇e2e2 = − 1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i))e1.

(3.20)

Demonstração. Observe que, sendo α constante, X(cosα) = 0. Assim, pela Equação 3.16, temos

g(e1, A(e1)) =
1

|T |
g(e1, A(T ))

= − 1

|T |
cosα((log f)′ ◦ i)g(e1, T )

= − cosα((log f)′ ◦ i)

e
g(e2, A(e1)) =

1

|T |
g(e2, A(T ))

= − 1

|T |
cosα((log f)′ ◦ i)g(e2, T )

= 0.



Logo,

A(e1) = − cosα((log f)′ ◦ i)e1 + 0e2.

Observe também que

g(e1, A(e2)) = g(A(e1), e2) = 0,

e definindo λ como

λ = g(e2, A(e2)) = g(e2, λe2),

obtemos

A(e2) = 0e1 + λe2.

Portanto, A pode ser escrito como

A =

− cosα((log f)′ ◦ i) 0

0 λ

 .

Observe agora que, utilizando a Equação 3.15,

∇e1e1 = ∇e1

(
T

|T |

)
=

1

senα
∇e1T

=
1

senα
(cosαA(e1) + ((log f)′ ◦ i)(T − g(T, T )T )

=
1

senα
((log f)′ ◦ i)(T − T )

= 0.

(3.21)

Analogamente, temos

∇e2e1 = ∇e2

(
T

|T |

)
=

1

senα
∇e2T

=
1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i)(e2 − g(e2, T )T )

=
1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i)e2.

(3.22)

Agora, derivando ambos os lados das equações 〈e1, e2〉 = 0 e 〈e2, e2〉 = 1 com relação à e2,

obtemos

〈∇e2e1, e2〉+ 〈e1,∇e2e2〉 = 0 e 〈∇e2e2, e2〉 = 0,



e usando a Equação 3.22, segue que

〈e1,∇e2e2〉 = − 1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i))

e

∇e2e2 = − 1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i))e1.

Da mesma forma, derivando 〈e1, e2〉 = 0 e 〈e2, e2〉 = 1 com relação à e1 e utilizando a Equação

3.21, segue que

〈e1,∇e1e2〉 = 0 e 〈e2,∇e1e2〉 = 0,

e portanto

∇e1e2 = 0,

finalizando a demonstração.

3.3 Classificação de superfícies de ângulo constante no

produto warped I ×f E2

Nesta seção, classificaremos as superfícies de ângulo constante em (M, g) = I×fE2. Para isso,

consideraremos ∂t = (1, 0, 0). Uma forma de abordar tal problema seria um método semelhante

ao do Capítulo 1: supor que tal superfície fosse gráfico de uma função t, ou seja, que ela fosse

parametrizada por X = (t(x, y), x, y) ∈ E2. Neste caso, como Xx = (tx, 1, 0) e Xy = (ty, 0, 1),

utilizando a Definição A.4 de produto vetorial teríamos

Xx ×f Xy = (f 2,−tx,−ty),

ou seja,

ξ =
Xx ×f Xy

|Xx ×f Xy|
=

(f 2,−tx,−ty)
f
√
f 2 + t2x + t2y

.

Assim, se a superfície possuísse ângulo constante α 6= 0, ou seja, se g(ξ, ∂t) = cosα 6= 0,

obteríamos
f 2

f
√
f 2 + t2x + t2y

= cosα⇒ f = cosα
√
f 2 + t2x + t2y

⇒ f 2 = cos2 α(f 2 + t2x + t2y)

⇒ (1− cos2 α)

cos2 α
f 2 = t2x + t2y

⇒ t2x + t2y = f 2 tan2 α,



que é a equação Eikonal. Porém, de acordo com [10], este método não nos dá equações explícitas.

Sendo assim, neste trabalho, seguindo o que foi feito em [10], utilizaremos outro método para

classificar as superfícies de ângulo constante em I ×f E2.

Considere α 6= 0 e {e1, e2} base dada anteriormente. Usando as Equações 3.20, temos

[e1, e2] = ∇e1e2 −∇e2e1 =
1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i))e2,

ou seja, [e1, e2] é proporcional à e2. Assim, como no capítulo 2, podemos escolher coordenadas

(u, v) tais que ∂u = e1 e ∂v = βe2, para alguma função β. Com relação à este sistema de

coordenadas, g tem a forma

g = du2 + β2(u, v)dv2. (3.23)

Já a conexão de Levi-Civita fica caracterizada pela proposição abaixo:

Proposição 3.5. De acordo com as notações anteriores, a conexão de Levi-Civita é dada por

∇∂u∂u = 0, ∇∂u∂v = ∇∂v∂u =
βu
β
∂v ∇∂v∂v = −ββu∂u +

βv
β
∂v. (3.24)

Demonstração. Observe primeiramente que, sendo (u, v) um sistema de coordenadas, vale

∇∂u∂v −∇∂v∂u = [∂u, ∂v] = 0,

de onde segue que∇∂u∂v = ∇∂v∂u. Para a primeira equação, temos

∇∂u∂u = ∇e1e1 = 0

e para as demais, temos

∇∂u∂v = ∇e1βe2

= β∇e1e2 + e1(β)e2

= e1(β)e2

= e1(β)
∂v

β

=
βu
β
∂v;

∇∂v∂v = ∇βe2βe2

= β(∇e2βe2)

= β(β∇e2e2) + e2(β)e2)

=
−β2

senα

(
λ cosα + (log f)′ ◦ i)e1 +

βv
β
∂v

)
= −ββu∂u +

βv
β
∂v.

donde segue o resultado.



Agora, observe que podemos escrever

∇∂v∂u = ∇βe2e1

= β(∇e2βe1)

= β

(
1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i)e2

)
=

1

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i)∂v.

Desta forma, utilizando a igualdade ∇∂u∂v = ∇∂v∂u e as expressões obtidas acima, segue que β

satisfaz

βu =
β

senα
(λ cosα + (log f)′ ◦ i)). (3.25)

A fim de descrever a imersão i, consideremos a seguinte expressão para a mesma:

i(u, v) = (t(u, v), x(u, v), y(u, v)).

Desta forma, temos

tu = g(iu, ∂t)

= g(e1, ∂t)

= g(T/ senα, T + cosαξ)

= senα

tv = g(iv, ∂t)

= g(βe2, ∂t)

= g(βe2, T + cosαξ)

= 0.

Logo, a menos de translações, podemos escrever

t(u, v) = u senα. (3.26)

Lema 3.6. Seja α ∈ (0, π/2). Definindo

σ(u) = log f(u senα) = ((log f) ◦ i)(u, v), (3.27)

a imersão i satisfaz as equações

iuu + σ′iu − senασ′∂t = 0,

iuv +

(
σ′ − βu

β

)
iv = 0,

ivv + (ββu + tgαλβ2)iu −
βu
β
iv − β2

(
σ′

senα
+

λ

cosα

)
∂t = 0.

(3.28)



Demonstração. Pela Equação 3.26, podemos escrever

i(u, v) = (u senα, x(u, v), y(u, v)).

Logo, usando 3.23, temos

g(iu, iu) = 1⇒ f 2(u senα)(x2
u + y2

u) = cos2 α; (3.29)

g(iu, iv) = 0⇒ xuxv + yuyv = 0; (3.30)

g(iv, iv) = β2 ⇒ f 2(u senα)(x2
v + y2

v) = β2. (3.31)

Além disso, observe que

σ′(u) = senα
f ′(u senα)

f(u senα)
.

Nosso objetivo agora é calcular as expressões de∇iuiu,∇iuiv,∇iv iv de duas maneiras distintas,

para que possamos comparar os resultados.

Escrevendo iu = senα ∂t + V , onde V = (0, xu, yu) é considerado, aqui, como um levanta-

mento de vetores de E2, e denotando por D a derivada usual do R3, obtemos DtV = 0. Assim,

usando 3.1, 3.29 e 3.27, segue que

∇iuiu = ∇(senα ∂t+V )(senα ∂t + V )

= sen2 α∇∂t∂t + senα(∇∂tV +∇V ∂t) +∇V V

= 2 senα
f ′(u senα)

f(u senα)
V +DV V −

f ′(u senα)

f(u senα)
g(V, V )∂t

= 2 senα
f ′(u senα)

f(u senα)
iu − 2 sen2 α

f ′(u senα)

f(u senα)
∂t + iuu − senα DtV −

f ′(u senα)

f(u senα)
g(V, V )∂t

= iuu + 2σ′iu − sen2 α
f ′(u senα)

f(u senα)
∂t −

f ′(u senα)

f(u senα)
∂t

= iuu + 2σ′iu −
(

senα +
1

senα

)
σ′∂t.

Para a segunda equação, temos

∇iuiv = ∇(senα∂t+V )iv

= senα∇∂tiv +∇V iv

= senα
f ′(u senα)

f(u senα)
iv +DV iv −

f ′(u senα)

f(u senα)
g(iv, V )∂t

= σ′iv +DV iv −
f ′(u senα)

f(u senα)
g(iv, V )∂t,



e como

0 = g(iv, iu) = g(iv, senα∂t) + g(iv, V ) = g(iv, V ),

segue que

∇iuiv = ivu + σ′iv − senαDtiv.

Se iv também for estendido para um aberto de I ×f E2 por um levantamento, obtemos Dtiv = 0,

de onde segue finalmente que

∇iuiv = ivu + σ′iv.

Por fim, da mesma forma, temos que

∇iv iv = Div iv −
f ′(u senα)

f(u senα)
g(iv, iv)∂t

= Diviv −
1

senα
β2σ′∂t

= ivv −
1

senα
β2σ′∂t.

Agora, por outro lado, usando a fórmula de Gauss, 3.3, 3.19, 3.24 e 3.27, temos que

∇iuiu = ∇∂u∂u

= h(∂u, ∂u)

= − cosα((log f)′ ◦ i)ξ

=
− cosα

senα
σ′
(
∂t − T
cosα

)
=
−σ′

senα
∂t + σ′iu.

Do mesmo modo, obtemos também

∇iuiv = ∇∂u∂v

= ∇∂u∂v

=
βu
β
iv

e
∇iv iv = ∇∂v∂v

= h(∂v, ∂v) +∇∂v∂v

= (−ββu + λβ2 tgα)iu +
βv
β
iv +

1

cosα
λβ2∂t.



Resumindo, temos as seguintes expressões:

∇iuiu = iuu + 2σ′iu −
(

senα +
1

senα

)
σ′∂t;

∇iuiv = ivu + σ′iv;

∇iv iv = ivv −
1

senα
β2σ′∂t.

∇iuiu =
−σ′

senα
∂t + σ′iu;

∇iuiv =
βu
β
iv;

∇iv iv = (−ββu + λβ2 tgα)iu +
βv
β
iv +

λβ2

cosα
∂t

Assim, comparando as expressões obtidas para∇iuiu, obtemos

iuu + 2σ′iu −
(

senα +
1

senα
−DtV

)
σ′∂t =

−σ′

senα
∂t + σ′iu

⇒ iuu + σ′iu − senασ′∂t = 0.

(3.32)

Analogamente, comparando as expressões obtidas para∇iuiv, seque que

iuv + σ′iv =
βu
β
iv

⇒ iuv +

(
σ′ − βu

β

)
iv = 0

(3.33)

e, por fim, comparando as expressões obtidas para∇iv iv, obtemos

ivv −
1

senα
β2σ′∂t = −(ββu + tgαλβ2)iu +

βv
β
iv +

1

cosα
λβ2∂t

⇒ ivv + (ββu + tgαλβ2)iu −
βu
β
iv − β2

(
σ′

senα
+

λ

cosα

)
∂t = 0,

(3.34)

e o Lema está provado.

Apresentaremos, agora, o teorema que classifica completamente as superfícies de ângulo cons-

tante no produto warped I ×f E2.

Teorema 3.7. Considere uma imersão isométrica i : M −→ I ×f E2. Então, i define uma

superfície de ângulo constante α ∈ [0, π/2] se, e somente se, ocorre um dos casos abaixo:

1) existem coordenas locais (u, v) ∈M com respeito as quais i é dada por

i(u, v) =

(
u senα, cotgα

(∫ u senα 1

f(τ)
dτ

)
cos v −

∫ v

γ(τ) sen τdτ,

cotgα

(∫ u senα 1

f(τ)
dτ

)
sen v +

∫ v

γ(τ) cos τdτ

)
,

para alguma função suave γ.



2) i(M) é um subconjunto aberto do cilindro

x− cotgα

∫ t dτ

τ
= 0.

Esta superfície é totalmente umbílica e sua curvatura média é

H =
− cosαf ′(u senα)

f(u senα)
.

3) i(M) é um subconjunto aberto da superfície t = t0, para algum t0 ∈ R, α = 0.

Demonstração. Vamos verificar, primeiramente, que os três casos representam superfícies de ân-

gulo constante.

No primeiro caso, temos que uma base para o espaço tangente da superfície é

iu =

(
senα,

cosα cos v

f(u senα)
,
cosα sen v

f(u senα)

)
;

iv =

(
cotα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
+ γ(v)

)
(0,− sen v, cos v).

Observe agora que, utilizando a Definição A.4 de produto vetorial, temos

ξ =
iu ×f iv
|iu ×f iv|

=

(
cosα,

− senα cos v

f(u senα)
,
− senα sen v

f(u senα)

)
,

e assim, como ∂t = (1, 0, 0), segue que g(ξ, ∂t) = cosα e a superfície é de ângulo constante α.

Para o segundo caso, podemos parametrizar i como

i(u, v) =

(
u, cotgα

∫
u

dτ

f(τ)
, v

)
,

e temos que

ξ =
iu ×f iv
|iu ×f iv|

=

(
cosα,

− senα

f(u)
, 0

)
.

Logo, como ∂t = (1, 0, 0), segue que g(ξ, ∂t) = cosα e a superfície é de ângulo constante α. O

terceiro caso claramente representa uma superfície de ângulo constante α = 0, uma vez que, neste

caso, t = t0 é constante.

Reciprocamente, seja i : M −→ I ×f E2 uma superfície de ângulo constante α ∈ [0, π/2]. Se

α = 0, i(M) é uma superfície do tipo (3) do teorema. Se α = π/2, então ∂t é sempre tangente à



i(M) e assim, i(M) é um subconjunto aberto de um cilindro com eixo principal paralelo à ∂t. Em

outras palavras, existem coordenadas locais (u, v) em M de forma que i(u, v) = (u, γ1(v), γ2(v)),

onde γ1, γ2 são funções suaves. Se i parametriza um plano, a superficie é do tipo (2), com α = π/2.

Do contrário, a superfície é do tipo (1), com α = π/2.

Suponha α ∈ (0, π/2). Como a Equação 3.32 deve ser satisfeita para todas as coordenadas da

imersão i, segue que

xuu + σ′xu = 0 e yuu + σ′yu = 0.

Resolvendo estas edo’s, obtemos

xu(u, v) = e−σ(u)c1(v) e yu(u, v) = e−σ(u)c2(v),

para certas funções suaves c1, c2. Assim, pela Equação 3.29, segue que

f 2(u senα)e−2σ(u)(c2
1(v) + c2

2(v)) = cos2 α

⇒ c2
1(v) + c2

2(v) = cos2 α.

Se nós chamarmos

p1(v) =
c1(v)

cosα
, p2(v) =

c2(v)

cosα
,

temos que p2
1(v) + p2

2(v) = 1 e c1 = p1 cosα, c2 = p2 cosα. Daí, temos

iu(u, v) =
(
senα, cosα e−σ(u)p1(v), cosα e−σ(u)p2(v)

)
. (3.35)

Analogamente, como a Equação 3.33 é satisfeita em todas as coordenadas da imersão i, segue

que

xuv +

(
σ′ − βu

β

)
xv = 0 e yuv +

(
σ′ − βu

β

)
yv = 0,

de onde segue que

xv = e−σe
∫ βu

β d1(v) e yv = e−σe
∫ βu

β d2(v),

para certas funções suaves d1, d2.

Agora, pela Equação 3.31, obtemos

f 2(u senα)e−2σ(u)e2
∫ βu

β (d2
1(v) + d2

2(v)) = β2

⇒ d2
1(v) + d2

2(v) =
β2

e2
∫ βu

β

.



Logo, fazendo

q1(v) =
d1(v)e

∫ βu
β

β
e q2(v) =

d2(v)e
∫ βu

β

β
,

obtemos q2
1(v) + q2

2(v) = 1. Podemos, então, escrever

iv(u, v) = e−σ(u)β(u, v)(0, q1(v), q2(v)). (3.36)

Observe agora que, derivando a Equação 3.35 com relação à v, temos

p1(v) =
xu

cosαe−σ
⇒ p′1(v) =

xuv
cosαe−σ

e

p2(v) =
yu

cosαe−σ
⇒ p′2(v) =

yuv
cosαe−σ

.

Assim, substituindo o resultado na Equação 3.33, chegamos à

p′1 =
1

cosαe−σ

(
−σ +

βu
β

)
xv

=
1

cosαe−σ

(
−σ +

βu
β

)
e−σβq1

=
1

cosα
(βu − σβ)q1.

Analogamente, temos que

p′2 =
1

cosα
(βu − σ′β)q2

e daí temos

(p′1, p
′
2) =

1

cosα
(βu − σ′β)(q1, q2). (3.37)

Agora, substituindo 3.35 e 3.36 em 3.34, obtemos

e−σ(u)(0, βvq1 + βq′1, βvq2 + βq′2)

+ (ββu + tgαλβ2)(senα, cosαe−σ(u)p1(v), cosαe−σ(u)p2(v))

− βv
β

(e−σ(u)β(u, v)(0, q1, q2))− β2

(
σ′

senα
+

λ

cosα

)
∂t

= 0.

Assim,

(0, e−σ(u)βvq1 + e−σ(u)βq′1, e
−σ(u)βvq2 + e−σ(u)βq′2)

+ ((ββu + tgαλβ2) senα, (ββu + tgαλβ2) cosαe−σ(u)p1(v), (ββu + tgαλβ2) cosαe−σ(u)p2(v))

− (0, e−σ(u)βvq1, e
−σ(u)βvq2))− β2

(
σ′

senα
+

λ

cosα

)
∂t

= 0,



e daí

(0, e−σ(u)βq′1, e
−σ(u)βq′2) + (ββu + tgαλβ2)(senα, cosαe−σ(u)p1(v), cosαe−σ(u)p2(v))

− (β2

(
σ′

senα
+

λ

cosα

)
∂t

= 0,

ou seja,

(0, q′1, q
′
2) = −(βu + tgαλβ)(senαe−σ(u), cosαp1(v), cosαp2(v))

+

(
β

(
σ′

senα
+

λ

cosα

)
eσ(u), 0, 0

)
,

de onde segue finalmente que

(q′1, q
′
2) = −(βu cosα + λβ senα)(p1, p2). (3.38)

A partir de agora, separaremos o estudo em dois casos: (p1(v), p2(v)) constante e (p1(v), p2(v))

não constante.

Caso 1: Se (p1(v), p2(v)) for constante, segue da Equação 3.37 que βu = σ′β. Logo, obtemos

β(u, v) = eσ(u)ψ(v) = f(u senα)ψ(v),

para alguma função suave ψ. Como ψ depende apenas de v, por uma mudança de coordenadas

podemos admitir ψ(v) = 1. Assim,

β(u, v) = f(u senα). (3.39)

Pela Equação 3.25, segue que

f ′(u senα) senα =
f(u senα)

senα
(λ cosα + ((log f)′ ◦ i))

⇒ f ′(u senα)

f(u senα)
sen2 α = λ cosα + ((log f)′ ◦ i),

ou seja,

λ =
1

cosα
((log f)′ ◦ i)(sen2 α− 1)

= − cosα((log f)′ ◦ i).
(3.40)

Logo, por 3.19, segue que as curvaturas principais de M são iguais e, portanto, M é totalmente

umbílica.



Substituindo 3.39 e 3.40 em 3.38, segue que

(q′1, q
′
2) =− (βu cosα + λβ senα)(p1, p2)

=− (βu cosα− cosα((log f)′ ◦ i)f(u senα) senα)(p1, p2)

=0,

e portanto (q1, q2) é constante.

Agora, integrando a Equação 3.35 com relação à u e usando 3.36, temos

i(u, v) =

(
u senα, p1 cosα

(∫ µ

e−σ(µ)dµ

)
+ q1v + a1, p2 cosα

(∫ µ

e−σ(µ)dµ

)
+ q2v + a2

)
onde a1, a2 são constantes que, a menos de translação, podem ser tomadas nulas. Além disso,

como g(iu, iv) = 0, segue que

cosα e−σ(u)e−σ(u)βp1q1 + cosα e−σ(u)e−σ(u)β p2 q2 = 0

=⇒ p1q1 + p2q2 = 0.

Logo, uma vez que rotações ao redor do eixo t são isometrias de I ×f E2, podemos tomar

(p1, p2) = (1, 0) e (q1, q2) = (0, 1).

Assim, fazendo também a substituição τ = µ senα, segue finalmente que a imersão i é(
u senα, cotgα

∫ u senα dτ

f(τ)
, v

)
,

que corresponde ao segundo caso do teorema.

Caso 2: Suponha agora que (p1, p2) não seja constante. Como p2
1 + p2

2 = 1, podemos assumir,

após uma mudança de coordenadas, que

(p1(v), p2(v)) = (cos v, sen v). (3.41)

Assim, usando 3.37 e 3.41 segue que

1

cosα
(βu − σ′β) = 1,

ou seja,

βu − σ′β = ± cosα. (3.42)



A menos de uma reparametrização com relação à coordenada u, podemos assumir que

βu − σ′β = cosα. Desta forma, resulta que

β(u, v) =
1

e−σ(µ)

∫ u

e−σ(µ) cosα dµ+ γ(v),

ou seja,

β(u, v)e−σ(µ) − cosα

∫ u

e−σ(µ)dµ = γ(v) (3.43)

para alguma função suave γ(v). Utilizando novamente a Equação 3.37, obtemos

(q1(v), q2(v)) = (− sen v, cos v).

Assim, as equações 3.35 e 3.36 podem ser reescritas como

iu(u, v) =
(
senα, cosα e−σ(u) cos v, cosα e−σ(u) sen v

)
(3.44)

e

iv(u, v) = e−σ(u)β(u, v)(0,− sen v, cos v). (3.45)

Logo, integrando 3.44, segue que

i(u, v) =

(
u senα, cosα

(∫ u

e−σ(µ)dµ

)
cos v + ϑ1(v),

cosα

(∫ u

e−σ(µ)dµ

)
sen v + ϑ2(v)

)
,

(3.46)

para certas funções ϑ1(v), ϑ2(v). Finalmente, se nós derivarmos a Equação 3.46 com relação à v e

compararmos com 3.45, temos

− cosα sen v

∫ u

e−σ(µ)dµ+ ϑ′1(v) = −e−σ(µ)β sen v

ou seja,

ϑ′1(v) =

(
β(u, v)e−σ(u) − cosα

∫ u

eσ(µ)dµ

)
(− sen v)

= γ(v)(− sen v).

Analogamente,

cosα cos v

∫ u

e−σ(µ)dµ+ ϑ′2(v) = −e−σ(µ)β cos v

ou seja,

ϑ′2(v) =

(
β(u, v)e−σ(u) − cosα

∫ u

eσ(µ)dµ

)
(cos v)

= γ(v)(cos v).



Assim,

(ϑ′1(v), ϑ′2(v)) = γ(v)(− sen v, cos v).

Finalmente, fazendo τ = u senα e integrando (ϑ′1(v), ϑ′2(v)), segue que

i(u, v) =

(
u senα, cotα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
cos v −

∫ v

γ(τ) sen τdτ,

cotα

(∫ u senα dτ

f(τ)

)
sen v +

∫ v

γ(τ) cos τdτ

)
,

que corresponde ao primeiro caso do teorema.

Observação 3.1. Quando α = π/2, o caso (1) do teorema nos dá

i(u, v) =
(
u,−

∫ v

γ(τ) sen τdτ,

∫ v

γ(τ) cos τdτ
)
,

ou seja, existem coordenadas locais (u, v) em M para as quais i(u, v) = (u, β1(v), β2(v)), onde

β(v) = (β1(v), β2(v)) representa uma curva em E2. Do mesmo modo, o caso (2) do teorema nos

dá que i(M) é um subconjunto aberto de

x = 0,

ou seja, i parametriza um plano.

Observação 3.2. : No primeiro caso do teorema, considerando (q1, q2) não constantes, a função

λ é dada por

λ(u, v) =
1

β(u, v)
senα− f ′(u senα)

f(u senα)
cosα. (3.47)

De fato, pela Equação 3.38, obtemos

(− cos v,− sen v) = −(βu cosα + λβ senα)(cos v, sen v).

Assim,

− cos v = −(βu cosα + λβ senα) cos v (3.48)

e substituindo 3.25 em 3.48, temos

λβ
cos2 α

senα
+ β

1

senα

f ′(u senα)

f(u senα)
cosα + λβ senα = 1,

o que nos dá

λ(u, v) =
1

β(u, v)
senα− f ′(u senα)

f(u senα)
cosα,

como queríamos demonstrar.



3.4 Superfícies de rotação com ângulo constante

Nesta seção, classificaremos as superfícies de ângulo constante em I×f E2, que são invariantes

com relação à rotações em torno do eixo t.

Relembremos primeiro que toda rotação

Rφ : I ×f E2 −→ I ×f E2 : (t, x, y) 7−→ (t, x cosφ− y senφ, x senφ+ y cosφ)

é uma isometria. De fato, dados U, V ∈ Tp(I ×f E2), temos dRφV = RφV e dRφU = RφU , uma

vez que Rφ é uma transformação linear. Desta forma, obtemos

g(dRφV, dRφU) = v1 u1 + f 2

(
(v2 cosφ− v3 senφ)(u2 cosφ− u3 senφ)

+ (v2 senφ+ v3 cosφ)(u2 senφ+ u3 cosφ)

)
= v1 u1 + f 2(v2 u2 + v3 u3)

= g(V, U)

de onde segue que Rφ é, de fato, uma isometria. Considerando γ uma curva no plano tx e assu-

mindo que γ(u) = (a(u), b(u), 0) é uma parametrização de γ por comprimento de arco , temos

(a′(u))2 + f 2(a(u))(b′(u)))2 = 1. (3.49)

Nosso objetivo é estudar quando a superfície

i(u, v) = (a(u), b(u) cos v, b(u) sen v)

é uma superfície de ângulo constante em I ×f E2.



Observe que, neste caso, usando a Equação 3.49, o vetor normal unitário ξ é dado por

ξ =
iu ×f iv
|iu ×f iv|

=
(f 2(t)b′(u)b(u),−a′(u)b(u) cos v,−a′(u)b(u) sen v)

|(f 2(t)b′(u)b(u),−a′(u)b(u) cos v,−a′(u)b(u) sen v)|

=
(f 2(t)b′(u)b(u),−a′(u)b(u) cos v,−a′(u)b(u) sen v)

f(a(u))b(u)

=

(
f(a(u))b′(u),

−a′(u) cos v

f(a(u))
,
−a′(u) sen v

f(a(u))

)
.

A imersão será de ângulo constante se, e somente se, g(ξ, ∂t) = cosα, ou seja, se, e somente se,

b′(u)f(a(u)) = cosα. (3.50)

Assim, substituindo 3.50 em 3.49, segue que

(a′(u))2 = sen2 α. (3.51)

Se senα = 0, então a′(u) = 0, de onde segue que a(u) = t0, com t0 constante. Isto corres-

ponde ao terceiro caso do Teorema 3.7.

Se senα 6= 0, então a(u) = ±u senα + c, sendo c uma constante. Através de uma translação

e de uma mudança de coordenadas, podemos considerar

a(u) = u senα. (3.52)

Se α = π/2, então temos a(u) = u e, por 3.49, segue que f 2(u)(b′(u)))2 = 0, ou seja, b = b0,

b0 constante. Portanto, temos o cilindro circular

i(u, v) = (u, b0 cosα, b0 senα).

Se α ∈ (0, π/2), então, de 3.50, segue que

b(u) =

∫ u cosα

f(µ senα)
dµ = cotgα

∫ u senα dτ

f(τ)
,

e assim temos

i(u, v) =

(
u senα,

(
cotgα

∫ u senα dτ

f(τ)

)
cos v,

(
cotgα

∫ u senα dτ

f(τ)

)
sen v

)
(3.53)

que corresponde à uma translação no eixo x do primeiro caso do Teorema 3.7, com α(v) = 0.



3.5 Exemplos

3.5.1 Superfície flat de ângulo constante

Lembremos que uma superfície é chamada de flat quando sua curvatura Gaussiana é nula.

Desta forma, observe que uma superfície do tipo (3) do Teorema 3.7 é uma superfície flat de

ângulo constante α = 0. Para obtermos exemplo de uma superfície flat com ângulo constante

α 6= 0, consideremos uma superfície do tipo (2) do Teorema 3.7. Usando a Equação de Gauss e

3.19, temos

K = detA− ((log f)′ ◦ i)2 − ((log f)′′ ◦ i) sen2 α = −
(
f ′′

f
◦ i
)

sen2 α.

Logo, a superfície será flat se, e somente se, f ′′ = 0, ou seja, f(t) = a(t + b), para constantes

a 6= 0 e b. Utilizando esta expressão para f , a matriz A, as expressões obtidas para ∇ e a fórmula

de Weingarten, obtemos a curvatura geodésica da curva geratriz do cilindro, visto como curva de

I ×f E2.

3.5.2 Superfícies mínimas de ângulo constante

Primeiramente, considere uma superfície de ângulo constante do tipo (3) do Teorema 3.7.

Neste caso, ∂t é um vetor normal unitário e de 3.1 segue que a superfície é totalmente umbílica,

com

A =


f ′(t0)

f(t0)
0

0
f ′(t0)

f(t0)

 .

Logo, a superfície é mínima se, e somente se, f ′(t0) = 0, caso em que ela será também totalmente

geodésica.

Considere agora uma superfície de ângulo constante do tipo (2) do Teorema 3.7. Como

H = − cosα
f ′(u senα)

f(u senα)
,

segue que a superfície é mínima se, e somente se, cosα = 0 ou f ′(u senα) = 0. Uma vez que

α ∈ [0, π/2], o caso cosα = 0 nos dá que α = π/2, ou seja, a superfície é o produto warped entre



um intervalo e uma reta em E2. Já no caso f ′(u senα) = 0, o espaço ambiente será o produto

direto, e a superfície será um plano.

Por fim, assuma que a superfície é do tipo (1) do Teorema 3.7. Usando 3.19 e a Equação 3.47,

obtemos que a superfície é mínima se, e somente se,

2 cosα βσ′ = sen2 α. (3.54)

Observe que, neste caso, β depende apenas de u. Desta forma, derivando a Equação 3.54 e utili-

zando 3.42, obtemos (
1

σ′

)′
=

1 + cos2 α

sen2 α
. (3.55)

Logo, integrando 3.55 e utilizando 3.27, obtemos que f tem a forma

f(t) = b(t+ c)
sen2 α

1+cos2 α .

Assumindo, sem perda de generalidade, que c = 0 e denotando

m =
sen2 α

1 + cos2 α
,

segue que

f(t) = btm, m ∈ (0, 1),

e utilizando a Equação 3.55 segue também que

σ′ =
m

u
. (3.56)

Desta forma, substituindo estas expressões na Equação 3.47, segue que

λ =
m cotgα

u
. (3.57)

Além disso, usando a Equação 3.25, obtemos que

β =
u cosα

1−m
, (3.58)

de onde segue, pela Equação 3.43, que γ = 0. Logo, de acordo com o Teorema 3.7, a superfície é

dada por

i(u, v) =

(
u senα,

cotgα

b(1−m)
(u senα)1−m cos v,

cotgα

b(1−m)
(u senα)1−m sen v

)
,

que representa uma superfície minima de ângulo constante com

α = arccos
√

(1−m)/(1 +m).



APÊNDICE

A
Resultados básicos sobre produto

warped

O objetivo deste apêndice é expor alguns resultados e definições básicas sobre produto warped,

utilizadas ao longo desta dissertação. Mais detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em

[3] e [5].

Comecemos, pois, pela definição de produto warped:

Definição A.1. Sejam B e F variedades diferenciáveis, com métricas, respectivamente, gB e gF , e

considere f : I ⊆ R −→ R, com I intervalo aberto, uma função estritamente positiva. Definimos

o produto warped de B e F com função f como sendo

(M, g) = B ×f F = (B × F, gB + f 2gF )

ou seja, é a variedade produto B × F munida da métrica g = gB + f 2gF .

Observe que, no caso em que a função f é constante igual à 1, o produto warped B ×f F é

simplesmente uma variedade produto no sentido clássico, B × F .
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Dado um campo de vetores A ∈ B ×f F , podemos decompô-lo em parte horizontal e vertical.

Sua parte horizontal, que será denotada por HA, será aquela ortogonal às fibras. Já sua compo-

nente vertical, denotada por VA, será aquela tangente às fibras. Um campo de vetores em B será

chamado horizontal e um campo de vetores em F será chamado vertical. Dados U, V ∈ F , a

métrica g de M é, neste caso, dada por

g(U, V ) = f 2gF (U, V ).

Seja ∇ a derivada covariante de M e D a derivada covariante de F . Então, dados A,B ∈ M ,

temos o operador

TAB = H∇VA(VB) + V∇VA(HB), (A.1)

e recordemos também que é válida a fórmula de Koszul

2g(∇XY, Z) = ∂X(g(Y, Z)) + ∂Y (g(X,Z))− ∂Z(g(X, Y ))

+g([X, Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

onde X, Y, Z ∈M .

Apresentamos abaixo o lema que caracteriza a derivada covariante em um produto warped

B ×f F :

Lema A.2. Dados X, Y ∈ B, V,W ∈ F e sendo G o gradiente da função f , temos

(1) ∇XY é igual em B e M ;

(2) ∇XV = ∇VX = TVX = (Xf/f)V ;

(3) H(∇VW ) = TvW = −fgF (V,W )G = −(g(V,W )/f)G;

(4) V(∇VW ) = DVW.

(A.2)

Demonstração. (1) vem do fato de que, uma vez queX, Y são levantamentos de campos de vetores

em B, são constantes em cada fibra do tipo x0 × F , com x0 ∈ B. Logo, ∇XY é igual em B e M .

(2) Para a segunda equação, uma vez que [X, V ] = 0, segue que ∇XV = ∇VX . Como

g(X, Y ) é constante em cada fibra, segue também que V g(X, Y ) = 0, e pela fórmula de Koszul

temos
2g(∇VX, Y ) = V g(X, Y ) +Xg(V, Y )− Y g(V,X)

+ g([V,X], Y )− g([V, Y ], X)− g([X, Y ], V )

= 0,



pois todos estes termos são nulos. Logo, como Y é horizontal, segue que∇VX é vertical. Assim,

∇VX = V∇VX = TVX.

Agora, novamente pela fórmula de Koszul, temos

2g(∇XV,W ) = Xg(V,W ) + V g(X,W )−Wg(X, V )

+ g([X, V ],W )− g([X,W ], V )− g([V,W ], X)

= Xg(V,W ),

pois é o único termo não nulo. Além disso, observe que

Xg(V,W ) = Xf 2gF (V,W ) = 2fXfgF (V,W ) = 2(Xf/f)f 2gF (V,W ),

e como∇XV = ∇VX = TVX , segue que

2g(∇XV,W ) = 2(Xf/f)f 2gF (V,W ),

ou seja,

∇XV = (Xf/f)V.

(3) Para a terceira equação, observe que

H∇VW = TVW,

e como X é horizontal,
g(∇VW,X) = g(TVW,X)

= −f 2gF (W,TVX)

= −f 2gF (W,V )Xf/f

= −fgF (W,V )g(G,X),

ou seja,

H∇VW = TVW = −fgF (W,V )G.

Por fim, (4) vem do fato de que a derivada covariante induzida das fibras é dada por V∇VW

(ver [3]).



A partir do lema anterior, podemos caracterizar também o tensor curvatura R de M , que defi-

niremos por

R(U, V ) = [∇U ,∇V ]−∇[U,V ].

Isto será feito no seguinte lema:

Lema A.3. Sejam R o tensor curvatura em M , S o tensor curvatura em F , X, Y, Z ∈ B e

U, V,W ∈ F . Então

(1) R(U, V )W = S(U, V )W + |G|2[gF (U,W )V − gF (V,W )U ];

(2) R(X, V )Y = (1/f)〈Y,∇XG〉 V ;

(3) R(X, Y )V = R(V,W )X = 0;

(4) R(X, V )W = R(X,W )V = −fgF (V,W )∇XG;

(5) R(X, Y )Z é o mesmo em B e M.

(A.3)

Demonstração. (1) Para a primeira equação, observe primeiramente que, pela equação de Gauss,

g(S(U, V )W,Z) = g(R(U, V )W,Z)− g(h(V, Z), h(U,W )) + g(h(U,Z), h(V,W ))

= g(R(U, V )W,Z)− g(H(∇VZ),H(∇UW )) + g(H(∇UZ),H(∇VW ))

= g(R(U, V )W,Z)− g(−(1/f)g(V, Z)G,−(1/f)g(U,W )G)

+ g(−(1/f)g(U,Z)G,−(1/f)g(V,W )G)

= g(R(U, V )W,Z) +
|G|2

f 2
[g(U,Z))g(V,W ))]− |G|

2

f 2
[g(V, Z)g(U,W ))]

= g(R(U, V )W +
|G|2

f 2
[−g(U,W )V + g(V,W )U ], Z)

= g(R(U, V )W + |G|2[−gF (U,W )V + gF (V,W )U ], Z).

Logo, basta mostrar que R(U, V )W é vertical. Para isso, é suficiente verificar que

R(U, V )X = 0 pois daí teremos

0 = −g(R(U, V )X,W ) = g(R(U, V )W,X),

e o resultado seguirá uma vez que X é um campo de vetores horizontal. Suponha, então, que

[U, V ] = 0. Assim, utilizando o Lema A.2, temos

R(U, V )X = ∇U∇VX −∇V∇UX

= ∇U((Xf/f)V )−∇V ((Xf/f)U).



Como o domínio de f é o conjunto B e U, V ∈ F , Xf/f é constante nas direções de U e de

V . Assim,

R(U, V )X = (Xf/f)(∇UV −∇VU) = (Xf/f)[U, V ] = 0,

e a primeira equação está provada.

(2) Para a segunda equação, lembrando que [X, V ] = 0 e utilizando o Lema A.2, obtemos

R(X, V )Y = ∇X∇V Y −∇V∇XY

= ∇X

((Y f
f

)
V
)
−∇V

(
∇XY

)
=
(
X
(Y f
f

)
+
(Y f
f

Xf

f

)
−
(∇XY f

f

))
V

=
(
X
(g(Y,G)

f

)
+
g(Y,G) g(X,G)

f
− g(∇XY,G)

f

)
V

=
(
X
( 1

f

)
g(Y,G) +

g(∇XY,G) + g(Y,∇XG)

f
− g(∇XY,G)

f
+
g(Y,G) g(X,G)

f 2

)
V

=
(
− g(G,X) g(Y,G)

f 2
+
g(Y,∇XG)

f
+
g(G,X)g(Y,G)

f 2

)
V

=
g(Y,∇XG)

f
V.

(3) No caso da terceira equação, utilizando o Lema A.2, temos

R(X, Y )V = ∇X∇Y V −∇Y∇XV −∇[X,Y ]V

= ∇X
Y f

f
V −∇Y

Xf

f
V − ([X, Y ]f/f)V

=
XY f

f
V − Y Xf

f
V − [X, Y ]f

f
V

=
[X, Y ]f

f
V − [X, Y ]f

f
V

= 0.

(4) Utilizando a equação (2) deste Lema, obtemos

g(R(X, V )W,Y ) = −g(R(X, V )Y,W )

= −(1/f)g(∇XG, Y )g(V,W )

= −fgF (V,W )g(∇XG, Y ).

logo, segue que

R(X, V )W = −fgF (V,W )∇XG.



(5) Semelhantemente ao caso (1) do Lema A.2, a afirmação (5) segue do fato de X e Y serem

constantes em cada fibra do tipo x0 × F , x0 ∈ B.

Por fim, definimos abaixo o produto vetorial em um produto warped:

Definição A.4. Dados a = (a1, a2, a3) e b = (b1, b2, b3) em T(x1,x2,x3)(I ×f E2), definimos o

produto vetorial entre os vetores a e b como

a×f b = (f 2(t)(a2b3 − a3b2), a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1). (A.4)
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