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Resumo

Nesta dissertação, além de uma pequena revisão de soluções do tipo sólitons
em teorias de campo em (1 + 1) dimensões, faremos um estudo detalhado do espa-
lhamento de sólitons para os modelos sine-Gordon, φ4 e φ6 utilizando o método das
coordenadas coletivas. Propomos algumas considerações que visam explicar efeitos
que surgem durante o espalhamento e que, apesar da intensa atividade nessa área
na busca de explicar esses efeitos, ainda não haviam sido feitas.

Palavras-chave: Sólitons, Espalhamento de Sólitons e Coordenadas Coletivas.
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Abstract

In this dissertation, besides a brief review on soliton type solutions in (1+1)
dimensional field theories, we will provide a detailed study of solitons scattering for
sine-Gordon, φ4 and φ6 models making use of collective coordinates. We propose
some considerations that aim to explain effects which arise during the scattering
and, despite the intense activity in this area in order to explain these effects, had not
yet been taken into consideration.

Keywords: Soliton, scatterring of soliton and collective coordinates.
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Capítulo 1

INTRODUÇÃO

A palavra sóliton permeia todo nosso estudo, e na perspectiva da física teórica,
seja da matéria condensada ou altas energias, ela indica uma classe de soluções
ondulatórias que podem apresentar comportamento de partículas. Do ponto de
vista de teorias de campo, tais soluções surgem de equações clássicas não lineares
em contextos bem específicos. Por exemplo, uma característica importante dessas
soluções é que elas são localizadas, ou seja, possuem energia finita numa região
(finita) do espaço , e sua densidade de energia não se dispersa. Propagam-se com
velocidade constante e sua forma não muda.

Uma classificação mais precisa diferencia as soluções denominadas sólitons das
chamadas ondas solitárias [2]. Grosso modo a distinção se dá pelo fato de sólitons
estarem associados a sistemas integráveis, onde infinitas cargas conservadas podem
ser construídas e são elas responsáveis por sua estabilidade, o que não é o caso
do modelo φ4 bidimensional mas aplica-se ao modelo de sine-Gordon. Feita essa
distinção adotaremos nesta dissertação a palavra sóliton mesmo para o caso não
integrável, o que comumente é feito na literatura.

Pelo fato de considerarmos teorias invariantes por transformações de Lorentz,
o que se faz usualmente é construir soluções estáticas e a partir destas, soluções
dinâmicas são obtidas por meio de boosts. Mostraremos, no caso bidimensional
como obter tais soluções por quadraturas, e em seguida como obter soluções de
multisólitons através das transformações de Bäcklund.

A possibilidade de construção de soluções solitônicas pode ser avaliada, através
de argumentos de escala, pelo teorema de Derrick. Considerando primeiramente
somente a presença de campos escalares através de um multipleto simbolizado por
φ, a energia de um sistema em d dimensões espaciais é dada por

1



1. INTRODUÇÃO 2

E =

∫
ddx

[1
2

(~∇φ)2 +U(φ)
]
≡ V1 + V2. (1.1)

Ao relizarmos uma transformação de escala ~x → λ~x nota-se que a energia se
escala da forma

E(λ) = λ(2−d)V1 + λ(−d)V2, (1.2)

e através do princípio variacional, ela deve ser estacionária em λ = 1, o que
implica

(d − 2)V1 + dV2 = 0. (1.3)

Nota-se que para d > 2 devemos ter V1 = 0 = V2. Para d = 2 devemos ter V2 = 0,
e neste caso soluções não triviais só existem se U(φ) se anula em todos os pontos,
onde se incluem o modelo sigma e modelos que incluam termos na lagrangiana que
envolvam derivadas de ordens mais altas, como os modelos de Skyrmions e Baby
Skyrmions, que não serão abordados neste trabalho. Em d = 1 somos conduzidos
ao teorema do virial, e nenhum tipo de solução é previamente descartado, sendo o
capítulo 2 dedicado a modelos desse tipo.

Ao considerarmos o acoplamento de um campo de calibre a campos escalares,
a energia passa ter a forma

E(λ) = λ4−dG + λ(2−d)V1 + λ(−d)V2, (1.4)

e a condição de extremo do funcional neste caso é dada por

(d − 4)G + (d − 2)V1 + dV2 = 0, (1.5)

onde o novo termo G vem da contribuição do termo cinético do tensor de campo.
Observa-se que agora soluções não triviais são permitidas tanto em d = 2 quanto
em d = 3. No primeiro caso encontram-se as soluçães de vórtices e no segundo caso
encontram-se os monopolos magnéticos. Nenhum desses casos será incluido em
nosso estudo.

A partir do capítulo 3 partimos para o estudo das propriedades dinâmicas dos
sólitons, e fazemos isso utilizando métodos de coordenadas coletivas. No problema
de espalhamento de kinks, ou kink-antikink, a introdução das cooordenadas co-
letivas tem como objetivo principal a simplificação do problema da resolução das
equações diferenciais parciais para os campos, que são dependente das coordenadas
espaciais e temporais. Normalmente, nesses casos, o problema se reduz a resolver
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equações diferenciais ordinárias acopladas para um número limitado de funções
dependentes do tempo. Além disso, tais coordenadas podem fornecer informações
a respeito dos modos internos do sistema. Por exemplo, no caso do modelo φ4

existe um modo de vibração, denominado “modo interno” que é uma excitação
do estado fundamental, associado a pequenas perturbações ao redor da solução de
kink/antikink. Tal modo é o responsável pela formação das soluções do tipo rico-
chete (ou bouncing) que aparecem nas interações de kink/antikink, pois ele absorve
energia cinética do sistema e impede o afastamento dos objetos incidentes após a
colisão. Já no caso do modelo φ6 foi mostrado analiticamente que um modo aná-
logo não existe ( ver apêndice C), porém soluções de ricochete são encontradas. O
argumento físico utilizado para explicá-las no modelo φ4 não se adequa a este caso,
e os detalhes dessas configurações de estados ligados e bem como a argumentação
de sua existência serão feitas no capítulo 6.



Capítulo 2

Teoria de Campos Escalares

O formalismo lagrangiano para sistemas contínuos é construído de forma natu-
ral no processo de transição do discreto para o contínuo, quando consideramos uma
rede infinita de osciladores clássicos e tomamos o espassamento entre o posterior e
o anterior indo a zero. Obtém-se, desta maneira, o que denominamos uma teoria
clássica de campos, onde infinitos graus de liberdade são agora considerados [3].

O formalismo hamiltoniano é também naturalmente obtido, seguindo o mesmo
procedimento aplicado à mecânica de partículas, ou seja, definindo-se os momentos
conjugados e em seguida realizando uma transformação de Legendre para a ob-
tenção da hamiltoniana. Este é o caminho natural para a obtenção de uma teoria
quântica de campos, conhecida como quantização canônica.

Neste capítulo tratamos o formalismo clássico de um campo escalar em (1+1)
dimensões, utilizado para descrever partículas sem spin, como o caso do boson de
Higgs [4], obtida na quebra de simetria do potencial φ4. Apresentamos algumas
definições básicas do formalismo bem como um método para tratarmos as equações
de movimento, adequado a algumas situações em que se pretende construir soluções
do tipo sólitons em teorias não lineares. Em todo este trabalho só consideramos
sistemas em (1+1) dimensões.

2.1 Formulação Lagrangiana

Considere a ação dada pela densidade lagrangiana de um campo escalar em
(1+1) dimensões

S =

∫
d2xL

(
φ, ∂µφ

)
(2.1)

4



2. Teoria de Campos Escalares 5

em que µ = 0, 1 e estamos usando a seguinte notação para a métrica gµν = diag(1,−1).
Na busca por uma equação de movimento que minimize a ação (2.1) precisamos

garantir que a variação do campo escalar em suas bordas sejam nulas, ou seja:

δS =

∫
d2x


(
∂L
∂φ

)
δφ +

 ∂L

∂
(
∂µφ

) δ (∂µφ)
 = 0. (2.2)

Considerando δ
(
∂µφ

)
= ∂µ

(
δφ

)
obtemos um termo de superfície e um outro

proporcional a δφ

 ∂L

∂
(
∂µφ

) δ (∂µφ) = ∂µ


 ∂L

∂
(
∂µφ

) δφ
 − ∂µ

 ∂L

∂
(
∂µφ

) δφ. (2.3)

Substituindo a equação (2.3) em (2.2), reescrevemos a variação da ação como
sendo

δS =

∫
d2x


(
∂L
∂φ

)
− ∂µ

 ∂L

∂
(
∂µφ

)
 δφ = 0, (2.4)

de onde obtemos a equação de movimento

(
∂L
∂φ

)
− ∂µ

 ∂L

∂
(
∂µφ

) = 0. (2.5)

Como já foi introduzido no início da seção a notação para a métrica gµν = (1,−1),
então a equação de movimento (2.5) se escreve

1
2
∂µφ∂

µφ +
dU
dφ

=
1
2

(
∂2φ

∂t2

)
−

1
2

(
∂2φ

∂x2

)
+

dU
dφ

= 0. (2.6)

Para uma translação na coordenada interna do campo φ (x′µ) = φ (xµ + εµ) a
equação de movimento (2.6) associada a densidade lagrangiana (2.1) se mantém
invariante. Então, substituindo δL = εµ∂µL na variação da ação (2.4), temos que



2. Teoria de Campos Escalares 6

δS =

∫
d2x

∂µ
 ∂L

∂
(
∂µφ

)∂νφ − gµνL


 δφ = 0. (2.7)

E de acordo com o Teorema de Nother essa invariância deve nos garantir a
existência de uma carga conservada [3], [5] associada a essa simetria. Neste caso
trata-se como o Tensor energia-momento;

Tµν =

 ∂L

∂
(
∂µφ

) ∂νφ − gµνL, (2.8)

onde temos ∂µTµν = 0.
Os elementos da diagonal principal são reconhecidos como sendo a densidade

de energia E = T00 e pressão p = T11, dadas por

E =
1
2

(
∂φ

∂t

)2

+
1
2

(
∂φ

∂x

)2

+U
(
φ
)

(2.9)

p =
1
2

(
∂φ

∂t

)2

+
1
2

(
∂φ

∂x

)2

−U

(
φ
)
, (2.10)

.
Pelas definições feitas acima, ainda podemos definir a energia e o momento

associado, como estamos trabalhando somente em (1+1) dimensões, então

E =

∫
∞

−∞

T00dx P1 = −

∫
∞

−∞

T01dx. (2.11)

Neste presente trabalho tais quantidades serão de suma importância uma vez
que a principal característica dos sólitons é densidade de energia localizada e mo-
mento bem definido.

2.2 Equação de Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield

(BPS)

Uma forma alternativa de obter soluções do tipo sólitons topológicos foi de-
senvolvido por E. B. Bogomolnyi em 1976 [6]. O método consiste em completar
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quadrado na expressão da energia estática, de tal forma que aparecem dois termos,
sendo que o primeiro consiste em uma equação diferencial de primeira ordem e o
outro é denominado a carga topológica.

No caso da equação de primeira ordem, é encontrado uma classe de soluções
que minimizam a energia do sistema, essas soluções são etiquetadas como estados
BPS [7]. As soluções correspondentes a eses estados BPS também são solução da
equação diferencial de segunda mas a recíproca não é válida.

Assim tomamos como ponto de partida, a energia associada a densidade T00

apresentada em (2.11)

E =

∫
∞

−∞

dxT00 =

∫
∞

−∞

dx

1
2

(
∂φ

∂x

)2

+U
(
φ
) , (2.12)

e completando quadrado nos últimos termos de (2.12) podemos reorganizá-los de
forma a obter

E =

∫
∞

−∞

dx

1
2

(
∂φ

∂x
±

√
2U

(
φ
))2 ∓ ∫ φ(∞)

φ(−∞)
2
√

2U
(
φ
)
dφ. (2.13)

Durante a construção assumimos que nossos campos estão fixos na borda por
um simples motivo: caso haja variação na borda então não estamos realmente no
fim do espaço e sim em alguma fronteira. Agora com as condições de contorno bem
estabelecidas, garantimos que o último termo de (2.13) seja finito.

Observe que para fazer valer as condições de borda (garantir que elas estão
fixas) é necessário mostrar que o termo de potencial dentro da raiz seja positivo
definido, e para isso usamos a definicão do superpotecial

U

(
φ
)

=
1
2

(
dW
dφ

)2

≥ 0. (2.14)

Podemos, assim, reescrever substituindo (2.14) em (2.13) de maneira que a
energia se escreve como

E =
1
2

∫
∞

−∞

dx

(dφ
dx
±

dW
dφ

)2 ∓ [
W

(
φ+

)
−W

(
φ−

)]
. (2.15)

Nesta expressão, o primeiro termo é positivo e portanto o limite de saturação é
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dado pela diferença entre os valores assintóticos do superpotencial, chamado limite
BPS quando

dφ
dx

= ±
dW
dφ

= ±
√

2U, (2.16)

assim

Emin = EBPS = ±
[
W

(
φ+

)
−W

(
φ−

)]
. (2.17)

Uma observação importante é que não se faz necessário conhecer primariamente
φ (x), bastando conhecer os valores assintóticos do superpotencial, que no caso de
teorias topológicas são relacionados às cargas topológicas do objeto.



Capítulo 3

Sólitons topológicos em (1 + 1)
dimensões

Introdução

Nas teorias físicas como por exemplo, eletromagnética e Mecânica Quântica,
sistemas lineares possuem soluções do tipo ondas planas ou uma superposição de-
las, que são denominados pacotes Gausssianos. No entanto, é esperado que esses
pacotes passarão pelo processo de dispersão de energia a medida em que se pro-
pagam no espaço e/ou espaço-tempo. Contudo, para teorias não-lineares é possível
obter soluções que se comportam como pacotes, porém não passam por dispersão a
medida que o tempo evolui, essas configurações são denominadas sólitons.

Os sólitons podem ser divididos em duas classes, os topológicos e não-
topológicos. O primeiro logra dessa nomeclatura por possuir uma estrutura interna
chamada carga topológica, que tem como propriedade não se modificar conforme
o sistema evolui dinamicamente, pelo fato das condições de contorno terem sido
previamente fixadas afim de manter o sistema com energia finita.

No segundo caso, as quantidades conservadas são frutos de algum grupo de
simetria, sendo obtidos via o teorema de Noether. O exemplo mais comum são as
Q-balls (1 + 1) que possuem simetria do grupo U (1) global [8].

Como já foi mencionado anteriormente para teorias em (1+1) dimensões, os
sólitons verdadeiros são associados a sistemas integravéis. Estes possuem infinitas
quantidades conservadas e são elas responsáveis pela estabilidade das soluções (os
mais conhecidos são a equação de KdV e sine-Gordon) [9].
Neste capítulo, apresentaremos uma introdução a soluções analitícas e métodos
algébricos para obtenção de sólitons topológicos em (1+1) dimensões, e quando pos-

9
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sível obter de forma explícita resultados importantes na literatura que caracterizam
esses objetos, tais como, densidade de energia localizada, interação de curto alcance
(comportamento da força) e carga topológica.

3.1 Modelo de sine-Gordon

No inicio dos anos 1970, Julio Rubinstein introduziu modificações no termo de
massa da equação de Klein-Gordon, cujo objetivo era introduzir um termo periódico
que para pequenas oscilações fosse possível recuperar a equação original de Klein-
Gordon [10]. Foi introduzida uma função seno, ficando conhecida mais tarde como
a equação de sine-Gordon. No entanto, a equação sine-Gordon original surge no
estudo de geometria riemanniana de superfícies de curvatura escalar constantes [11],
[12], [13].

A densidade lagrangiana que usaremos para descrever esse modelo será se-
guindo Manton e Sutcliffe [9],

L =
1
8
∂µφ∂

µφ −U
(
φ
)
, (3.1)

onde o potencial é definido como U
(
φ
)

= 1
4

(
1 − cos

(
φ
))

e possui um número in-
finito de vácuos φ = 2πn em que n = 0,±1,±2, ... e também o chamado setor não
pertubativo do modelo que inclui soluções que interpolam os mínimos, conhecidas
como soluções solitônicas.

O fato de U(φ) se anular nos vácuos faz com que o funcional de energia seja
automaticamente minimizado quando o campo φ(x, t) tende a um valor constante
nesses pontos. Mais do que isso, tais condições implicam que essa constante seja
0. Primeiramente buscamos construir soluções estáticas, e a partir delas, soluções
dinâmicas podem ser obtidas aplicando-se um boost de Lorentz. Levando em conta
essas considerações nos convencemos de que o problema apresenta as seguintes
condições de contorno

|x| → ∞ : ∂xφ = 0 , U(φ) = 0. (3.2)

para a equação estática φ′′ = d
dφU(φ). Multiplicando ambos os lados por φ′ essa

equação é facilmente integrada :
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x(φ) =

∫
dφ√

2U(φ)
, (3.3)

ficamos com a seguinte integral para resolver

∫
dφ√

2
(
1 − cos

(
φ
)) = ±

∫ x

x0

dx = ± (x − x0) (3.4)

ln|tan
(
φ

4

)
| = ± (x − x0) , (3.5)

e assim, obtemos a solução estática de sóliton (sinal positivo) e anti-sóliton (sinal
negativo) na figura (3.1)

φ = 4 arctan
[
e±(x−x0)

]
. (3.6)

Colocamos a solução estática para se mover, realizando um boost de Lorentz,
que consiste em obter a solução do corpo em referencial em que ele está parado
e em seguida fazer uma troca de coordenadas entre referenciais inerciais, então
a equação (3.6) que descreve o sóliton/ anti-sóliton estático é reescrita como uma
parede relativística se deslocando (ver figura 3.1). Repare que o sóliton desse modelo
possui os seguintes limites φ (−∞) → 0 e φ (∞) → 2π e o anti-sóliton φ (∞) → 0 e
φ (−∞)→ 2π

φ = 4 arctan
[
e±

(x − x0 − vt)
√

1 − v2

]
. (3.7)
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Figura 3.1. O kink curva azul e antikink curva vermelha.

A definição desses objetos como sendo topológicos é devido às suas cargas
topológicas que são calculadas simplesmente pela diferença entre os valores que o
campo assume nas bordas

N =
1

2π

∫
∞

−∞

φ′dx =
1

2π
(φ (∞) − φ (−∞)), (3.8)

em que N = 1 caracteriza o kink e N = −1 o anti-kink.

Energia do sóliton

Considerando o caso da solução estática (3.7) e fazendo o uso da Equação de
Bogomolny (2.16) φ′ = ±

√
2U, obtemos a expressão para energia

E =

∫
dxT00 =

∫
∞

−∞

dx
[
1
2

(
∂xφ

)2
+ 2 sin2

(
φ

2

)]
(3.9)

E =

∫
dxT00 =

∫
∞

−∞

dx

1
2

(
∂xφ ∓ 2 sin

(
φ

2

))2

± 2 sin
(
φ

2

)
∂xφ

 . (3.10)

Repare que o primeiro termo de (3.10) como sendo positivo e definido, então pode-
mos estipular o mínimo de energia
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E ≥
∫
∞

−∞

2dx sin
(
φ

2

)
dφ
dx

(3.11)

E ≥
∫ 2πN

0
2 sin

(
φ

2

)
dφ. (3.12)

Para obtermos a de energia referente ao sóliton de movendo, basta ultiliza a seguinte
troca de variáveis φ (x, t) = φ (x − vt) = φ (τ) na equação de movimento de segunda
ordem (2.5) em seguida usar a equação de Bogomolny na expressão da energia (3.9),
então

E ≥
8M0N
√

1 − v2
, (3.13)

onde M0 é a massa do sóliton estático e N é a carga topológica. No gráfico
da densidade de energia para o modelo fica claro que ele apresenta uma forma lo-
calizada, exatamente das principais características dos sólitons. E por isso, mesmo
sendo comparados a movimentos ondulatório padrão, são etiquetados como partí-
culas por possuirem uma estrutura interna. Segue abaixo o gráfico da densidade de
energia (ver figura 3.2)
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Figura 3.2. Densidade de energia.
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3.2 Soluções de multi-sólitons

Para sistemas integráveis é possível a partir de soluções de vácuo e de um
sóliton, obter-se soluções de multi-sólitons. Existem métodos para isso, um deles é o
chamado médodo de Dressing [14], que explora a estrutura algébrica desses modelos,
e é um método bastante útil na obtenção dessas soluções para os chamados modelos
de Toda, que são generalizações do modelo de sine-Gordon para todas as algébras
de Lie.

Outro método consiste das chamadas transformações de Bäcklund [15], [16],
[17], que aqui ilustraremos aplicando-o no modelo de sine-Gordon. O método
baseia-se basicamente em transformar a equação de segunda ordem em duas equa-
ções de primeira ordem. Como a equação de movimento é não linear, o princípio
de superposição não pode ser aplicado, mas o método é uma maneira de obter no-
vas soluções a partir de soluções já conhecidas: uma espécie de superposição não
linear. As transformações de Bäcklund também podem ser estudadas em sua forma
supersimétrica como é feito para o sinh-Gordon e sine-Gordon em [18], [19].

Considere as coordenadas do cone de luz abaixo, juntamente com a forma pela
qual as derivadas se transformam em relação as mesma, para que possamos escrever
a equação de movimento de sine-Gordon em termos das coordenadas do cone de
luz,

X± =
x ± t

2
∂x =

∂+ + ∂−
2

∂t =
∂+ − ∂−

2
, (3.14)

assim

∂2
tφ − ∂

2
xφ = −∂+∂+φ = −

m2

β2 sin
(
βφ

)
, (3.15)

fazendo φ → βφ em(3.15) então ficamos com a seguinte equação de sine-Gordon
escrita em termos as coordenadas do cone de luz

∂+∂−φ =
mφ

2

β
sin

(
φ
)
. (3.16)

Agora considere o par de equações abaixo,
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∂+ψ = ∂+φ − 2λ1 sin
(
ψ + φ

2

)
(3.17)

∂−ψ = −∂−φ +
2
λ1

sin
(
φ − ψ

2

)
, (3.18)

em que ψ (X+,X−) e φ (X+,X−), são funções escritas nas coordenadas do cone de luz,
enquando que λ1 é o parâmetro de transformação. Para nos convencermos de que
as equações estão corretas, então tomamos a derivada de (3.17) com relação a ∂− e a
derivada de (3.18) com em relação a ∂+,

∂−∂+ψ = ∂−∂+φ − λ1 cos
(
ψ + φ

2

) (
∂−ψ + ∂−φ

)
(3.19)

∂+∂−ψ = −∂+∂−φ +
1
λ1

cos
(
φ − ψ

2

) (
∂+φ − ∂+ψ

)
, (3.20)

substituindo (3.18) em (3.21) e usando a idéia de que as derivadas nas coordenadas
do cone de luz devem comutar ∂−∂+ψ = ∂+∂−ψ obtemos então duas equações de
sine-Gordon separadamente,

∂−∂+ψ + sin
(
ψ
)

= ∂−∂+φ + sin
(
φ
)
, (3.21)

o que nos leva concluir que se tivermos uma configuração de vácuo para o campo
inicial φ que satisfaça a equação de sine-Gordon (3.21) então ψ também deve ser
solução, porém não necessariamente a mesma, fazendo assim, um mapeamento
entre soluções novas com as antigas.

Como exemplo vamos começar com a equação (3.17) e considerar uma confi-
guração de vácuo para o campo φ = 0, e em seguida por um processo de integração
simples, encontramos nossa primeira nova solução a partir do vácuo,

ψ1
1 (X+,X−) = 4 arctan

[
e−

(
λ1X++ X−

λ1
+α1

)]
. (3.22)

Desenvolvendo o mesmo processo de cálculo para a (3.18) com um novo parâ-
metro de transformação λ2, chegamos a segunda solução
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ψ2
1 (X+,X−) = 4 arctan

[
e−

(
λ2X++ X−

λ2
+α2

)]
. (3.23)

De forma genérica podemos simplificar as novas soluções, escrevendo ψ j
1 (X+,X−) =

4 arctan
(
eθ j

)
em que θ j = −λ jX+ −

X−
λ1
− α j. Um passo importante é rescrever as

constantes de transformação em relação as transformações de Lorentz,

−λ1X+ −
X−
λ1

= −

(
1 + λ1

2

2λ1

)
x +

(
1 − λ1

2

2λ1

)
t =

x + vt
√

1 − v2
, (3.24)

assim encontramos a seguintes relações entre parâmetro de transformação e veloci-

dade v = 1−λ1
2

1+λ1
2 e λ1 = ±

√
1−v
1+v , lembrando que estamos considerando α1 = 0.

Uma observação importante aqui é que poderiamos substituir ψ1
1 ou ψ2

1 nas
equações (3.17),(3.18) e então a partir de uma das soluções obter a outra, contudo o
processo de integração pode ser extremamente trabalhoso. Uma forma alternativa
de contorna essas dificuldade é introduzir um novo campo e estudar condições para
as constantes de transformação no casoλ1 eλ2 possam manter a ordem de construção
das funções inalterada.

Considere as transformações abaixo,

φ
λ1
−→ ψ1

1
λ2
−→ ψ2 (3.25)

φ
λ2
−→ ψ2

1
λ1
−→ ψ2 (3.26)

para uma transformação saindo do campo de vácuo φ e indo para a solução ψ1
1

através do parâmetro λ1, nos leva ao primeiro par de equações. E usando de forma
recurssiva o procedimento de construção para as demais transformações, obtemos
os sistemas de equações abaixo

∂+φ − ∂+ψ
1
1 = 2λ1 sin

(
φ + ψ1

1

2

)
∂−φ + ∂−ψ

1
1 =

2
λ1

sin
(
φ − ψ1

1

2

)
(3.27)

∂+φ − ∂+ψ
2
1 = 2λ2 sin

(
φ + ψ2

1

2

)
∂−φ + ∂−ψ

2
1 =

2
λ2

sin
(
φ − ψ2

1

2

)
(3.28)

∂+ψ
1
1 − ∂+ψ2 = 2λ2 sin

(
ψ2 + ψ1

1

2

)
∂−ψ

1
1 + ∂−ψ2 =

2
λ2

sin
(
ψ1

1 − ψ2

2

)
(3.29)

∂+ψ
2
1 − ∂+ψ2 = 2λ1 sin

(
ψ2 + ψ2

1

2

)
∂−ψ

2
1 + ∂−ψ2 =

2
λ1

sin
(
ψ2

1 − ψ2

2

)
, (3.30)
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com um pouco de trabalho algébrico conseguimos eliminar as derivadas, seja traba-
lhando somente com equações com ∂+ (somente lado esquerdo das equações acima)
ou ∂− (somente lado direito das equações acima). Assim, conseguimos a seguinte
relação abaixo, que no fundo é uma soma não linear de soluçõe

λ1 sin
[1
4

(
φ + ψ1

1 − ψ
2
1 − ψ2

)]
= λ2 sin

[1
4

(
φ + ψ2

1 − ψ
1
1 − ψ2

)]
(3.31)

tan
(
ψ2 − φ

4

)
=

(
λ1 + λ2

λ2 − λ1

)
tan

(
ψ2

1 − ψ
1
1

4

)
. (3.32)

Agora faremos o uso das equações (3.22) e (3.23) na expressão (3.32) para uma
configuração de vácuo φ = 0 e usando que os parâmetros de transformação se
relacionam por λ2 = − 1

λ1
, assim os coeficientes das exponenciais segue a seguinte

relação θ2 = 1+λ1
2

2λ1
(x + vt) = γ (x + vt) e θ1 = −γ (x − vt), sendo γ o fator de Lorentz.

Por fim , encontramos a solução de 2-sólitons (ver figuras 3.3), lembrando que foi
usado que v1 = v2 = v

ψ2 = ψKK = 4 arctan
[
v

sinh
(
γx

)
cosh

(
γvt

)] . (3.33)

V=0.8

V=0.4

V=0.1

(a) Solução de 2−sólitons, perfil 3D.

V=0.8

V=0.4

V=0.1
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x

ψ
K
K

(b) Solução de 2−sólitons, perfil 2D.

Figura 3.3. Solução KK

É importante frisar, que toda a construção das novas soluções foi desenvolvida
a partir do par de equações (3.17),(3.18), assim podemos tratá-los como dois sólitons
separadamente com velocidades v1 e v2 de forma respectiva aos campos ψ1

1 e ψ2
1.

Portanto as quantidades físicas como, energia e momento linear, podem ser escritas
como uma superposição,
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E =
8

√
1 − v1

2
+

8
√

1 − v2
2

(3.34)

P =
8v1

√
1 − v1

2
−

8v2
√

1 − v2
2
. (3.35)

Quanto a sua carga topológica repare que podemos calcular facilmente fazendo
análise assintótica do campo (3.33). Por fim, observe os limites do campoψKK (±∞) =

±2π, logo

Q =
1

2π
[
ψKK (∞) − ψKK (−∞)

]
= 2. (3.36)

Os dois próximos objetos a serem construidos, possuem cargas topológicas
Q = 0, no entanto, veremos mais a frente que se analisarmos uma situação, na
qual temos um processo de espalhamento de sóliton/anti-sóliton no sine-Gordon o
processo resultante deveria ser emissão de radiação até que decaiam no vácuo trivial,
porém, devido a integrabilidade do presente modelo não observamos esse tipo de
fenômeno.

Faremos agora o caso de uma configuração de sóĺiton/anti-sóliton, para isso
consideramos a seguinte relação entre os parâmetros de transformação λ2 = 1

λ1

e também a expressão dos coeficientes das exponenciais θ1 = −γ (x − v1t) e θ2 =

−γ (x − v2t). Se levarmos em conta que esses objetos estão se movendo com velo-
cidade relativas v1 = −v2 = v, observamos que θ2 = θ1 − 2γvt. Segue abaixo o
comportamento da configuração do campo(ver figuras 3.4,3.5)

tan
(
ψ2

4

)
=

(
λ1 + λ2

λ2 − λ1

) ( eθ2 − eθ1

1 + eθ1+θ2

)
=

1
v

sinh
(
γvt

)
cosh

(
γx

) (3.37)

ψ2 = ψKAK = 4 arctan
[
1
v

sinh
(
γvt

)
cosh

(
γx

) ] . (3.38)
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V=0.8

V=0.4

V=0.1

Figura 3.4. Solução de sóliton/anti-sóliton, perfil 3D.
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(a) Solução de sóliton/anti-sóliton, perfil
2D.
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(b) Solução de sólitons/anti-sóliton, perfil
2D.

Figura 3.5. Na figura da esquerda observamos o configuração depois da colisão,
já na direita antes da colisão.

Vale a pena observar em (3.5) que a configuração de campo inicia em um vácuo
e termina em outro. Isso ocorre para que a carga topológica do sistema seja mantida.

Ainda a partir de (3.37) podemos construir uma nova solução que comumente
é conhecida como solução de Breather na literatura, basta realizar uma troca na
solução anterior v → iω

√

1−ω2
, com isso encontramos uma configuração estacionária e

oscilante (ver figura 3.6)

ψ2 = ψω = 4 arctan


√

1 − ω2

ω
sin (ωt)

cosh
(
x
√

1 − ω2
) (3.39)
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ω=0.5

(a) Solução de breather, perfil 3D.

t=0
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(b) Solução de breather, perfil 2D com o
tempo fixo.

Figura 3.6. Na figura da esquerda temos o respirador em 3D para uma dada
frequência, já na direita uma projeção da mesma para certos instantes de tempo.

3.3 O modelo φ4

Este modelo possui importância pelo fato de ilustrar fenômenos em várias
áreas de física, como física da matéria condensada, teoria de campos e gravitação.
Antes de apresentarmos as soluções no contexto que estamos interessados, vale a
pena fazermos uma rápida discussão acerca das simetrias envolvidas, pois o modelo
em questão está essencialmente associado ao fenômeno de quebra espontânea de
simetria.

Cosideremos a lagrangiana do campo escalar dada por

L =
1
2

(
∂µφ

)2
−U

(
φ
)
, (3.40)

em queU
(
φ
)

= 1
2µ

2φ2 + λ
4φ

4. Esta teoria possui uma simetria discreta em φ→ −φ.
Em teoria clássica, a realização desta simetria depende do sinal de µ2:

3.3.1 µ2 > 0

Neste caso o mínimo do potencial ocorre para φ = 0 (fígura (a) de (3.7)), e
portanto φ (x) = 0 é um vácuo clássico. Tal estado é invariante com φ → −φ, e
portanto dizemos que trata-se de uma simetria manifesta. Pequenas perturbações
ao redor deste valor mínimo geram oscilações cuja frequência é determinada por µ.
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3.3.2 µ2 < 0

Neste caso o potencial apresenta a formaU
(
φ
)

= λ
4

(
φ2
− φ2

0

)2
+ cte onde λφ2

0 =

−µ2, e possui dois vácuos distintos: φ (x) = φ0 e φ (x) = −φ0 (fígura (b) de (3.7))
, sendo que agora eles não são invariantes sob a simetria φ → −φ, e neste caso,
um vácuo é levado no outro sob a transformação. Dizemos então que a simetria
foi espontaneamente quebrada. Se considerarmos pequenas flutuações ao redor do
vácuo: φ = φ0 + η e substituimos este valor no potencial, teremos:

U
(
η
)

= λφ2
0η

2 + λφ0η
3 +

λ
4
η4, (3.41)

onde obtemos o valor da frequência das pequenas oscilações: m2 = 2λφ2
0 = −2µ2.

Devemos observar que em O
(
η
)

é invariante por η → −η quando estudamos
pequenas flutuações de η ao redor de φ0. A fim de enxergarmos a simetria devemos
ter η→ −η e φ0 → −φ0. Mas a partir do momento em que o campo η é considerado,
φ0 é somente um parâmetro no potencial, e não um campo dinâmico. Dizemos que
neste caso a simetria φ→ −φ não é manifesta.

(a) 1 Mínimo. (b) 2 Mínimos.

Figura 3.7. Vácuos do potencial.

Este modelo apresenta soluções do tipo solitônicas, e podem são obtidas via
equação BPS (2.16), em que escolhemos o caso de µ2 < 0 (3.3.2)

dφ
dx

= ±
√

2U = ±

√
λ
2

(
φ2
− φ2

0

)
, (3.42)

em que φ0 = η = m
√
λ

. Assim, as configurações de campo, tomam sua forma
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φ (x, t) = ±
m
√
λ

tanh
[
m (x − x0 − vt)
√

2
√

1 − v2

]
, (3.43)

em que λ e "m"são constantes de acoplamento.
Repare que obtemos duas configurações denotadas como kink (campo se deslo-

cando da esquerda para direita) e o anti-kink (campo indo da direita para esquerda).
Associado a cada um deles temos respectivamente uma carga topológica QK = 1 e
QAK = −1.

Assim como o sine-Gordon, esse modelo apresenta energia finita e bem concen-
trada, e podemos computar o seu valor correspondente. Durante alguns processo
do desenvolvimento explícito do cálculo, usaremos novamente a equação dede Bo-
gomolny (2.12). Determinamos primeiro a densidade de energia estática

T00 =
1
2

(
∂φ

∂x

)2

+U
(
φ
)

= 2U
(
φ
)

=
λ
2

(
φ2
−

m2

λ

)2

(3.44)

T00 =
m4

2λ
sech4

(
m (x − x0)
√

2

)
, (3.45)

repare que estamos usando a solução estática, mas não teria problema algum se fosse
usado o caso com o boost. O que mudaria é apenas o fator de Lorentz multiplicando
o caso estático (3.11), na qual estaremos nos referindo a uma partícula solitônica e
relativística.

A energia de vácuo é então calculada como

E0 =

∫
T00dx =

2
√

2m3

3λ
(3.46)

E =
E0

√

1 − v2
. (3.47)

A densidade de energia (3.45), apresenta o mesmo comportamento do modelo de
sine-Gordon (ver figura 3.2). As configurações do φ4 são mostradas em (3.8).
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ϕK

ϕAK

-15 -10 -5 0 5 10 15

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

x

ϕ

Figura 3.8. O kink curva azul e antikink curva vermelha.

3.4 Interação entre Sólitons no modelo φ4

Na presente seção faremos um estudo do processo de interação entre sólitons
no modeloφ4. Nosso interesse aqui consiste em desenvolver uma análise do compor-
tamento da dinâmica desses objetos no regime assintótico e perto da origem [9], [20].

Iniciamos calculando o tensor energia momento para uma langriana que a
princípio descreve um modelo genérico em (1+1) dimensional, sob a atuação de um
potencial U

(
φ
)
. Seguindo a propriedade do tensor energia-momento T0i = −T0i =

∂0φ∂iφ. Em seguida definimos a expressão de força a partir do momento linear,

F =
dP
dt

= −
d
dt

[∫
dx∂0φ∂xφ

]
= −

∫
dx

[
∂2

tφ∂xφ + ∂tφ
(
∂t∂xφ

)]
, (3.48)

usando a equação de movimento geral dentro do primeiro termo de (3.48)

I =

∫
dx

(
∂2

tφ∂xφ
)

=

∫
dx

[
∂2

xφ −
∂U
∂φ

]
∂xφ =

∫
dx

[
∂x

2

(
∂xφ

)2
−
∂U
∂x

]
=

[
φ′2

2
−U

(
φ
)]

Ω

,(3.49)
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e ajustando o segundo termo de (3.48)

II =

∫
dx

(
∂tφ∂t∂xφ

)
=

∫
dx

1
2
∂xφ̇

2 =

[
φ̇2

2

]
Ω

. (3.50)

Sendo que Ω são os valores que o campo assume nas bordas. Assim, substituindo
as equações (3.49),(3.50) em (3.48), ficamos com a expressão da força

F =

[
−
φ̇2

2
−
φ′2

2
+U

(
φ
)]

Ω

. (3.51)

No caso do cálculo de força para o modelo φ4, consideramos a seguinte confi-
guração de campoφ = φK−φAK−φK (∞) = φK−φAK−η. Fazendo que a equação (3.51)
seja reescrita da forma abaixo, lembrando que no processo será usado o equação de
Bogomolny (2.16) φ′2 = 2U

(
φ
)
,

F =

−
(
∂xφK

)2

2
−

(
∂xφAK

)2

2
−

(
∂xφK

) (
∂xφAK

)
+U

(
φK + φAK − η

)
Ω

(3.52)

F =
[
−U

(
φK

)
−U

(
φAK

)
− 2

√
U

(
φK

)
U

(
φAK

)
+U

(
φK + φAK − η

)]
Ω
. (3.53)

Realizando uma expansão em série de taylor para o potencial acima (3.53) e sabendo
que ∂2

U

∂φ2 =U”
(
φK

)
=U”

(
φAK

)
= m2

ψ

U

(
φK + φAK − η

)
=��

��*
0

U
(
η
)

+
(
φK + φAK − η

)
�
�
��7

0
∂U
∂φ
|φ=η +

1
2

(
φK + φAK − η

)2∂2
U

∂φ2 |φ=η,(3.54)

fazemos o mesmo processo de expansão para os demais termos de (3.53) e
organizando-os, encontramos a expressão para força em função da variação dos
campos nos contornos. Uma observação importante é que desde de o início da pre-
sente seção o procedimento de cálculo vai seguir [20], mas que há uma outra forma
de fazê-lo [21], [22].

Assim, de acordo com [20] (ver figura 3.9 tirada de [20]) estamos tomando
como parâmetro a localização do centro de massa do kink x = −a, e descrevendo o
anti-kink em função da mesma
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F =

[
−∂xφK∂xφAK + m2

ψ

(
∆φK∆φAK −

η2

2

)]−a+R

−a−R
(3.55)

F = −∂xφ
+
K∂xφ

+
AK + ∂xφ

−

K∂xφ
−

AK + m2
ψ

(
∆φ+

K∆φ+
AK − ∆φ−K∆φ−AK

)
. (3.56)

Figura 3.9. Separação entre centro de massa do kink e anti-kink.

A variação dos campos pela direita e pela esqueda tomando como referência o
centro de massa do sóliton, é dada abaixo

∆φ+
K = φK (x+) − η ∆φ−K = φK (x−) + η (3.57)

∆φ+
AK = φAK (x+) − η ∆φ−AK = φAK (x−) − η, (3.58)

sendo que x+ = −a + R e x− = −a − R. Sabendo que a solução de sóliton e anti-
sóliton são dadas por φK = η tanh (σ (x + a)) e φAK = −η tanh (σ (x − a)), sendo que as
constante se relacionam da seguinte forma η =

mψ
√

2λ
, σ =

mψ

2 .
As funções trigonométricas intermediarias foram expandidas somente em

torno do ponto "σR"e descartando termos lineares O (σR), chegamo na expressão
de forma abaixo
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F =
mψ

4

λ
[1 − tanh (2σa)] =

4mψ
4

λ

[
e−4σa

1 + e−4aσ

]
, (3.59)

F =
2mψ

4

λ
e−mψl, (3.60)

em que l=2a.
Uma observação importante é que no cálculo explícito da força o fator númerico

encontrado foi metade do valor contido na referência [20], sendo que os termos de
derivadas da equação intermediária (3.56) quando aplicado nos limites de integração
e expandido, em primeira ordem não contribuem. Ficando o resultado final a cargo
somente do termo que acompanha m2

ψ. Mas, isso não é um problema pois o que
importa é o comportamento exponencial da mesma.

3.5 O modelo φ6

Trata-se um modelo de campo escalar em (1+1) dimensões, foi considerada
por M.A.Lohe [23]. Diferente do φ4 possui um mínimo a mais, e assim, dois setores
topológicos possíveis. Esse potencial possui grande importância para a descrição de
moléculas diatômicas e também para o estudo de soluções do tipo Q-balls que dife-
rente dos objetos de estudo de trabalho as mesmas não desfrutam de uma estrutura
topológica.

Segue que da densidade lagrangiana

L =
1
2
∂µφ∂

µφ −
φ2

2

(
1 − φ2

)2
, (3.61)

as soluções de Kinks são obtidas a partir da equação BPS (2.16), que usando o método
de frações parciais,ficam

∫ φ

φ0

dφ

φ
(
1 − φ2

) =

∫ φ

φ0

dφ
φ

+

∫ φ

φ0

φdφ
1 − φ2 = ±

∫ x

x0

dx = ± (x − x0) (3.62)

ln
(
φ

φ0

)
−

1
2

ln
(

1 − φ2

1 − φ0
2

)
= ± (x − x0) , (3.63)

e considerando a constante φ0 = 0, então
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φ = ±

√
1
2

[1 ± tanh (x − x0)]. (3.64)

Convencionamos a seguinte notação (0, 1),(1, 0),(0,−1) e (−1, 0) para identificar
a qual setor topológico estamos nos referindo. Sabendo que os vácuos são identi-
ficados como sendo φ(1)

0 = −1, φ(2)
0 = 0 e φ(3)

0 = 1. Assim segue as configurações de
campo

φK (0, 1) =

√
1
2

[1 + tanh (x − x0)] (3.65)

φAK (1, 0) =

√
1
2

[1 − tanh (x − x0)] (3.66)

φK (−1, 0) = −

√
1
2

[1 − tanh (x − x0)] (3.67)

φAK (0,−1) = −

√
1
2

[1 + tanh (x − x0)], (3.68)

que são representados na figura (3.10) e cada um desses objetos possuem massa igual
a 1

4 .

ϕK(1,0)

ϕAK(0,1)

ϕK(-1,0)

ϕAK(0,-1)
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Figura 3.10. Configurações de campo.

Nosso objetivo é estudar a dinâmica dessas soluções através da colisão de
Kinks, o que será feito no capitulo (6) utilizando o método das coordenadas coletivas.



Capítulo 4

O método das coordenadas coletivas
para o estudo do espalhamento dos
sólitons de sine-Gordon

Faremos aqui o espalhamento de sólitons usando o método de coordenadas
coletivas, que consiste em transformar um problema de teoria de campos em um
problema de mecânica. Em suma, o método consiste em integrar todos os graus de
liberdade espaciais do modelo, levando a dinâmica do sistema a ser descrita apenas
no espaço dos parâmetros. O nosso trabalho, em primeiro instante, consiste em
estudar o artigo [24] e comparar a dinâmica do espalhamento obtido via método
aproximativo com a solução exata calculada via transformações de Backlund em
(3.2).

Estamos interessados em estudarmo o que acontece durante o processo de
colisão de 2-sólitons, ou seja, duas paredes de energia se movendo com velocidades
relativas. Para isso vamos combinar a solução estática de um sóliton (3.7) de tal
forma que tenhamos uma expressão que configure dois sólitons

tan
(ϕ

4

)
= e(x−a(t))

− e−(x+a(t)) = 2e−a sinh (x) (4.1)

em que ”a (t) ” é a coordenada coletiva que está sendo definida, num espaço de pa-
râmetros unidimensional. O primeiro termo de (4.1) representa um Kink localizado
em x = a, que assume valores de 0 a 2π conforme x vai de −∞ a ∞. O segundo
termo representa um Kink em x = −a, que cresce de −2π a 0 conforme x vai de −∞ a
∞. Quando a (t) assume valores muito grandes a configuração (4.1) representa dois
Kinks separados.

28
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A idéia é escrever a lagrangiana efetiva no formato de uma métrica em (1+1)
dimensão que descreva um objeto num espaço curvo, em função do potencial efetivo
e do termo cinético:

L =
1
2

g (a) ȧ2
− V (a) , (4.2)

onde g (a) é a métrica no espaço dos parâmetros unidimensional, dada por

g (a) = 32e−2a
∫
∞

0

sinh2xdx[
1 + 4e−2asinh2x

]2 , (4.3)

e V (a) é o potencial efetivo dado por

V (a) = 16e−2a
∫
∞

0

(
cosh2x + sinh2x

)
dx[

1 + 4e−2asinh2x
]2 . (4.4)

Explicitamente temos, portanto:

L =

∫
∞

−∞

dx
1
2

 16e−2asinh2x[
1 + 4e−2asinh2x

]2

 ȧ2
−

∫
∞

−∞

dx

8e−2a
(
cosh2x + sinh2x

)
[
1 + 4e−2asinh2x

]2

 . (4.5)

Uma observação importante aqui é que no artigo de P. Sutcliffe [24] essas
integrais são tratadas numericamente, enquanto que neste trabalho, conseguimos
encontra-las de forma analítica (ver apêndice A). Com isso podemos reescrever o
termo cinético e potencial (4.2) em função do parâmetro de centro de massa a (t):

g (a) =
16e−2a

(4e−2a − 1)
3
2

arctan
(√

4e−2a − 1
)
−

(
4e−2a

− 1
) 1

2

4e−2a

 , (4.6)

V (a) =
8e−2a

√

4e−2a − 1

arctan
(√

4e−2a − 1
)

+

(
4e−2a

− 1
) 1

2

4e−2a


+

8e−2a

(4e−2a − 1)
3
2

arctan
(√

4e−2a − 1
)
−

(
4e−2a

− 1
) 1

2

4e−2a

 . (4.7)

Observe que no limite de a → ∞ o potencial V (a) → 4 e o termo cinético
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g (a) → 4. Como esperado que no limite assintótico o potencial tenda a 2 vezes a
massa do kink, desde que cada um deles tenha massa igual a 2. Segue abaixo o
gráfico do comportamento do termo cinético e o potencial (ver figura 4.1)
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Figura 4.1. Comportamento do termo cinético e potencial para o espalhamento
sóliton/sóliton.

.

4.1 Espalhamento Sóliton/Sóliton

A idéia principal é comparar a solução de 2-sólitons (3.33) obtida via transfor-
mações de Backlund com o método de coordenadas coletivas. Então considere a
solução de 2-Sólitons

ψ (x, t) = 4 arctan
[
v sinh

(
γx

)
cosh

(
γvt

) ] , (4.8)

em que γ = 1
√

1−v2
é o fator de Lorentz e v a velocidade do sóliton.

Comparando a configuração aproximada (4.1) com a configuração exata (4.8),
temos

tan
(
ψ

4

)
=

v sinh
(
γx

)
cosh

(
γvt

) = 2e−γa sinh
(
γx

)
(4.9)

a (t) =
1
γ

log
[
2 cosh

(
γvt

)
v

]
. (4.10)

O limite não relativístico é obtido fazendo γ→ 1, de onde obtemos
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a (t) = log
[2
v

cosh (vt)
]
. (4.11)

De forma análoga ao que foi feito para calcular a lei de força nos limites
assintóticos para o modelo φ4, aqui temos que para os sólitons de sine-Gordon
também existe uma lei de força, que pode ser escrita em termos da energia de
interação entre os objetos, que de acordo com [9] é dada por

Eint = −32e−R F =
dEint

dR
= 32e−R (4.12)

de onde se conclui que a força entre os sólitons é repulsiva.
Se realizarmos a comparação entre a lei de força para 2-sólitons [9] e fixarmos

a massa de cada um deles igual a 4:

F = mä = 8ä = 32e−2a (4.13)

ä = 4e−2a (4.14)

então repare que no limite assintótico, ou seja, no limite de a → ∞ a velocidade
fica constante e a força vai a zero. No entanto, como o interesse é estudar os efeitos
da colisão, ou seja, quando os objetos estão muito próximos, em uma abordagem
relativística, não faz sentido usarmos a mesma expressão que analisamos os limites
assintóticos. Isso porque, quando foi realizado o cálculo da expressão da força,
muitos outros termos foram negligenciados assumindo que eram pequenos, então
na análise do processo de colisão, esses termos seriam importantes. De acordo
com [9], para estudar a colisão perto da origem, é preciso usar a expressão (4.11).

Para nos convencermos de que o método funciona para baixas velocidades
vejamos o gráfico da equação exata (4.10) e a aproximada (4.11) (figura 4.2).
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Figura 4.2. Comparação entre a solução exata e aproximada.

.

Por fim, vamos realizar a comparação entre a solução das coordenadas coleti-
vas, obtida via equação de movimento da lagrangiana efetiva (4.5) e a solução exata
(4.8). Vale observar que, estamos utilizando as seguintes condições de contorno
a (0) = 6 e ȧ (0) = −0.3, e portanto precisamos introduzir a condição de contorno
a (0) = 6 na solução exata a fim de realizarmos uma sobreposição das curvas. Assim,
ao considerarmos a solução de 2-sólitons (4.8) colocamos a posição como sendo a
coordenada do centro de massa ψKK (x = a, t) = π. Desta forma a expressão referente
à solução exata será

a (t) =
1
γ

arcsinh
(

cosh
(
γvt

)
v

)
, (4.15)

em que γ = 1
√

1−v2
é o fator de Lorentz.

Vimos acima que acima que a comparação entre a solução exata de 2-sólitons
e a aproximada, funciona bem somente para baixas velocidades (ver figura 4.2).
Geralmente quando realizamos espalhamento com método aproximativo de cooor-
denadas coletivas essa distinção pode ser verificada, no entanto, especialmente no
caso do espalhamento no sine-Gordon, verificamos que o método de coordenadas
coletivas não só funciona para baixas velocidades, como também para velocidades
um pouco mais altas (ver figura 4.3).
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Figura 4.3. Comparação entre a solução exata e coordenadas coletivas KK para a
velocidade inicial de v = −0.3.

4.2 Espalhamento Sóliton/Anti-Sóliton

Seguimos na busca por entender as propriedades do processo de espalhamento,
nesse caso conseguimos realizar uma adaptação do modelo anterior que descreve
de forma aproximada uma configuração de 2-sólitons e construimos uma, em que
descrevemos o espalhamento aproximado de sóliton/anti-sóliton. Nosso interesse
real, é poder mostrar que no processo de espalhamento de sóliton/anti-sóliton os
objetos saem com uma diferença de fase, que está associada ao tempo de interação
entre eles [25]. Essa observação de que eles passam uma pelo outro está intimamente
ligado a sua integrabilidade e a existência de somente modo de translação (ver
apêndice D).

Partimos então de uma expressão que representa a configuração de sóliton/anti-
sóliton, bem parecida com a que foi proposta por P. Sutcliffe em [24],

tan
(
φ

4

)
= −2e−a(t) cosh (x) . (4.16)

Aqui também podemos escrever a lagrangina efetiva no formato de uma mé-
trica L = 1

2 g (a) ȧ2
− V (a) e representar o termo cinético e potencial em função de

integrais que podem ser resolvidas analiticamente,
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L =

∫
∞

−∞

dx
1
2

 16e−2a cosh2 (x)[
1 + α cosh2 (x)

]2

 ȧ2
−

∫
∞

−∞

dx
8e−2a

(
cosh2 (x) + sinh2 (x)

)
[
1 + α cosh2 (x)

]2 , (4.17)

em que α = 4e−2a.
Olhando para os gráficos referentes aos termos cinético e potencial (ver figura

4.4), podemos perceber que a velocidade relativa do sistema tende a uma constante
nos limites assintóticos e à medida em que eles se aproximam, sua velocidade relativa
aumenta, até o momento em que passam um pelo outro e saem para os limites
assintóticos com velocidade menor. Quanto ao potencial efetivo (4.2), podemos
interpretar como sendo puramente atrativo e eventualmente tende a uma constante
no infinito, e como o caso anterior, pode ser interpretado como tendo duas vezes o
valor a massa.
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Figura 4.4. Comportamento do termo cinético e potencial para o espalhamento
de Sóliton/Anti-Sóliton.

.
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Figura 4.5. Comparação entre a solução exata e coordenadas coletivas KAK.

Assim como no caso do espalhamento entre 2-sólitons considerando as mesma
condições iniciais do caso anterior e usamos a solução de Kink/ AntiKink obtida via
transformações de Bäcklund (3.38) com a seguinte condição ψKAK (x = a, t) = −π que
conecta a coordenada do centro de massa com a solução exata. Isso nos permite
comparar a solução exata (3.2) com a solução encontrada via coordenadas coletivas
da lagrangiana (4.17)

a (t) =
1
γ

arccosh
(
−

1
v

sinh
(
γvt

))
. (4.18)

Observe que as curvas de soluções plotadas no gráfico (4.5) estão praticamente
sobrepostas e portanto as coordenadas coletivas também funcionam muito bem
para esse caso. Esse resultado independe da velocidade considerada, mas quando
as soluções se aproximam e devem ser superpostas, não é mais possível interpretar
o que está ocorrendo.

Uma forma de tentar quantificar alguma informação acerca do que acontece
durante o espalhamento é através do cálculo da sua diferença de fase. Detalhando
o procedimento que é feito em [25], tomamos a configuração de sóliton/anti-sóliton
dada por (3.38)
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φkak = 4arctg
[

sinh
(
γvt

)
v cosh

(
γx

)] = 4arctg

e
γ

x+v

t+
ln( 1

v )
γv


− e

γ

x−v

t−
ln( 1

v )
γv


1 + e2γx

 , (4.19)

em que γ = 1
√

1−v2
é o fator de Lorentz. Através da identidade trigonométrica inversa

arctg (a) − arctg (b) = arctg
(

a−b
1+ab

)
ajustamos os valores dos argumentos da função

exponencial em (4.19) definindo uma fase ∆ = ln(v)
γv . Desta forma identificamos:

a = eγ(x+v(t+ ∆
2 )) (4.20)

b = eγ(x−v(t+ ∆
2 )). (4.21)

Portanto a configuração de 2-sólitons (4.19) é escrita no limite assintótico tempo-
ral como sendo dois objetos separados, mas à medida em que esses objetos começam
o processo de interação é inevitável que em t = 0 os mesmos se aniquilem. Porém
em um tempo futuro positivo essas estruturas (4.23) resurgem e não apresentam ne-
nhuma perda de informação das configurações iniciais, sendo assim deferenciadas
apenas por uma de fase temporal ∆,

φkak
t→−∞
−→ = 4arctg

[
eγ(x+v(t+ ∆

2 ))
]
− 4arctg

[
eγ(x−v(t+ ∆

2 ))
]

= (4.22)

= φk

(
eγ(x+v(t+ ∆

2 ))
)

+ φak

(
eγ(x−v(t+ ∆

2 ))
)
,

φkak
t→−∞
−→ = 4arctg

[
eγ(x+v(t−∆

2 ))
]
− 4arctg

[
eγ(x−v(t−∆

2 ))
]

= (4.23)

= φk

(
eγ(x+v(t−∆

2 ))
)

+ φak

(
eγ(x−v(t−∆

2 ))
)
.



Capítulo 5

O método de Coordenadas coletivas
para o estudo de espalhamento de
sólitons no modelo φ4

Neste capítulo aplicaremos o método de coordenadas coletivas para o estudo
do processo de colisão entre kink e anti-kink no modelo φ4. Um efeito importante
neste espalhamento é a existência das chamadas "janelas de ressonância", nas quais
os sólitons permanecem temporariamente em um estado ligado que em seguida é
desfeito, permitindo que esses objetos sigam livres. Esse tipo de comportamento
é altamente dependente da velocidade relativa inicial entre os sólitons. Há uma
velocidade crítica, acima da qual todos os espalhamentos passam a ser elásticos.

O estudo desses processos é de caráter numérico. O método de coordenadas
coletivas permite aproximar essas situações de modo que possamos ter alguma ideia
sobre a dinâmica dos sólitons a partir da redução dos graus de liberdade envolvidos.
Essa aproximação naturalmente falha em muitos aspectos, dada a complexidade en-
volvida na interação desses objetos, porém nos permite observar razoavelmente
como agem os chamados modos internos de vibração dos sólitons, i.e., percebemos
que quando tomamos em conta a interpretação do sóliton como um objeto esten-
dido, e portanto, com graus de liberdade internos e os consideramos no método
aproximativo, os resultados melhoram quando comparados com o que se obtém da
simulação numérica.

Os trabalhos mais recentes [1, 26] sobre o tema são, a partir de certo ponto, in-
satisfatórios no sentido que, recorrem a aproximações ad-hoc na tentativa de ajustar
os resultados observados ao que se espera a partir da simulação numérica. Aqui
devemos ver que esse esforço se faz desnecessário se certas considerações são feitas.

37
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5.1 O método de coordenadas coletivas para a

descrição do movimento da solução de kink

O modelo em questão é descrito pela densidade de lagrangiana

L =
1
2
∂µφ∂

µφ −U (5.1)

comU = λ
4

(
φ2
− η2)2

)
, sendo η = m

√
λ

.
A solução de kink do modelo φ4 (analogamente para a solução de anti-kink)

pode ser interpretada como uma partícula relativística (não pontual) que move-se
com velocidade constante v sem perder a sua forma. A expressão do campo para o
kink é dada por

φ(x, t) = η tanh
[
m(x − x0 − vt)
√

2
√

1 − v2

]
. (5.2)

Para pequenas velocidades, v� 1, essa configuração pode ser descrita aproxi-
madamente por

φ ≈
m
√
λ

tanh (x − x0 − vt)

o que nos permite propor a seguinte ideia que, apesar de neste contexto ser trivial,
será importante para o que pretendemos fazer mais adiante. O que nos interessa aqui
é a dinâmica da solução e portanto, por se tratar de um objeto localizado, podemos
descrevê-lo, nesse regime de pequenas velocidades por

φ ≈ η tanh (σ (x − a(t))) (5.3)

aonde σ ≡ m
√

2
e a função a(t), a chamada coordenada coletiva, define a posição do kink

em cada instante de tempo. Assumimos que o perfil da configuração é conhecido
mas não a sua dinâmica, que portanto, será descrita por a(t).

Uma vez que essa configuração é solução das equações de movimento, então
a ação a ela associada deve ser estacionária e portanto, a(t) deve ser tal que isso seja
possível. Com efeito, uma vez que para (5.3) temos1

∂φ

∂t
= −ȧ

∂φ

∂x
(5.4)

1ȧ ≡ da
dt .
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a densidade de lagrangiana fica

L =
ȧ2

2

(
∂φ

∂x

)2

−
1
2

(
∂φ

∂x

)2

−U (5.5)

com ∂φ
∂x = ησsech2 (σ(x − a(t))).
Essa expressão pode ser facilmente integrada em x para todo espaço, de modo

que obtemos daí a lagrangiana L(a(t), ȧ(t)):

L =
2η2σȧ2

3
−

2η2σ

3
−
λη4

3σ
, (5.6)

com a qual o princípio de estacionaridade da ação resulta em uma equação dinâmica
para a(t)

ä = 0, (5.7)

de onde segue a solução:
a(t) = x0 + vt, (5.8)

sendo as constantes de integração fixadas convenientemente como x0 e v.
Como dissemos, este exemplo, apesar de bastante simples, demonstra clara-

mente a ideia do método aproximativo: a escolha de coordenadas coletivas como
parâmetros dependentes do tempo com os quais os graus de liberdade do campo,
relativos à sua dinâmica, podem ser descritos. Naturalmente, para esse caso do
movimento de um kink livre, a introdução de um único parâmetro, a(t), foi suficiente
para descrever corretamente o seu movimento, como uma partícula livre. Nem sem-
pre este é o caso, como no estudo de espalhamento de sólitons, aonde a introdução
de mais coordenadas coletivas se faz necessária.

5.2 Espalhamento de kink e anti-kink no modelo φ4

O modelo φ4 não admite soluções de multi-sólitons, como por exemplo, as
obtidas no modelo de sine-Gordon. Isso não impede, porém, que possamos pro-
mover espalhamentos de soluções dessa teoria. Naturalmente, por ser a equação
dinâmica não linear, não é possível simplesmente superpor configurações de (anti-
)kink φi = φ(x− ai), i = 1, 2, . . .N, localizadas em pontos ai do espaço, porém, pode-se
distribuí-las de modo que a condição

φi(−∞) = φi+1(+∞) (5.9)
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seja respeitada para |ai+1 − ai| suficientemente grande.

Assim, podemos construir uma configuração que consiste em um kink e um
anti-kink suficientemente distantes um do outro, separados por 2a, sendo a agora um
parâmetro que depende do tempo - a coordenada coletiva:

ϕ = ϕK (x + a) + ϕAK (x − a) − η, (5.10)

com
φK(x) = η tanh (σx) φAK(x) = −η tanh (σx) (5.11)

Com isso, a densidade de lagrangiana fica

L =
1
2

(∂ϕK

∂t

)2

+

(
∂ϕAK

∂t

)2

+ 2
(
∂ϕK

∂t

)(
∂ϕAK

∂t

)
−

1
2

(∂ϕK

∂x

)2

+

(
∂ϕAK

∂x

)2

+ 2
(
∂ϕK

∂x

)(
∂ϕAK

∂x

)
−

λ
4

[
ϕK

4 + ϕAK
4 + 8ϕK

3ϕAK + 6ϕAK
2ϕK

2 + 8η2ϕK
2
]

−
λ
4

[
8η2ϕKϕAK − 4η

(
ϕAK

3 + ϕK
3
)]

+
λ
4

12η
[
ϕKϕAK

2 + ϕAKϕK
2
]
. (5.12)

Aqui, novamente, os termos de derivada dos campos no tempo são proporcio-
nais aos termos de derivada espacial, sendo a proporcionalidade dada pela derivada
da coordenada coletiva a no tempo. Com isso, pode-se integrar essa densidade de
lagrangiana no espaço de modo que

L(a, ȧ) =

∫
dx L =

1
2

g (a)ȧ2
− V (a) , (5.13)

com

g (a) = η2σ2
∫
∞

−∞

dx
[
sech4 (σ (x + a)) + sech4 (σ (x − a))

]
+ η2σ2

∫
∞

−∞

dx
[
2sech2 (σ (x + a))sech2 (σ (x − a))

]
(5.14)

e
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sólitons no modelo φ4 41

V (a) =
η2σ2

2

∫
∞

−∞

dx
[
sech4 (σ (x + a)) + sech4 (σ (x − a)) − 2sech2 (σ (x + a))sech2 (σ (x − a))

]
+ λη4

∫
∞

−∞

dx
[
α4

4
sech4 (σ (x + a)) sech4 (σ (x − a))

]
+ λη4

∫
∞

−∞

dx
[
α2sech2 (σ (x + a)) sech2 (σ (x − a))

]
− λη4

∫
∞

−∞

dx
[
α3sech3 (σ (x + a))sech3 (σ (x − a))

]
. (5.15)

aonde a identidade

tanh (σ (x + a)) − tanh (σ (x − a)) = αsech (σ (x + a))sech (σ (x − a))

com α = tanh(2σa)
sech(2σa) foi utilizada para reescrevermos o termo envolvendo (ϕ2

− η2)2 que
aparece no potencial V(a).

Essas integrais podem ser resolvidas analiticamente (o método é discutido nos
apêndices) e ficamos com

g (a) = η2σ2
[ 8
3σ
−

8
σ

csch2 (2σa) + 16acoth (2σa)csch2 (2σa)
]
, (5.16)

V (a) =
m4

λ

[ 2
3σ

+
2
σ

csch2 (2σa) − 4acoth (2σa) csch2 (2σa)
]

+
m4

λ

[ 8
3σ
− 12acoth (2σa) −

10
σ

coth2 (2σa) + 20acoth3 (2σa) + 8a
]

+
m4

λ

[12
σ

coth (2σa) −
4
σ

+ 8acoth (2σa) − 24acoth2 (2σa)
]
. (5.17)

Podemos ainda utilizar algumas identidades trigonométricas para simplificar
essa última expressão que se lê

V (a) =
4
√

2m3

λ

−2
3

+
√

2ma +
3

tanh
(√

2ma
)

+
4
√

2m3

λ

−
(
2 + 3

√
2ma

)
tanh2

(√
2ma

) +
2
√

2ma

tanh3
(√

2ma
) , (5.18)
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sólitons no modelo φ4 42
e pode ser comparada - concordando - com os resultados já existentes na literatura
[27, 28].

Na figura (5.1) são apresentados os gráficos das funções g(a) e V(a) dadas
acima, com uma escolha particular de valores para as constantes de acoplamento do
modelo.
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3.5

4.0

4.5

5.0

a

g
(a
)

(a) A função g(a) se torna constante quando kink
e anti-kink estão bem separados um do outro.

-1 0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

a
V
(a
)

(b) A função potencial indica a possibilidade de
estados ligados bem como prevê colisões elásti-
cas no caso de espalhamentos.

Figura 5.1. Funções g(a) e V(a) com λ = 2 e m =
√

2 (e portanto η = 1 e σ = 1).

.

Podemos interpretar a lagrangiana (5.13) como descrevendo a dinâmica de uma
partícula cuja posição é dada por a(t) em um espaço unidimensional com métrica g(a),
sob um potencial V(a). Nessa interpretação, a colisão do kink com o anti-kink acontece
quando essa partícula está em a = 0, enquanto em valores grandes de a esses objetos
estão separados. O potencial dessa partícula indica que, quando afastados (quando
a > 3, nessa escolha de valores para os parâmetros) o potencial é constante e portanto
a partícula não sente qualquer força (os sólitons estão livres). A partir de a = 3 na
direção negativa do eixo, o potencial fica menor e portanto a partícula acelera, o que
é interpretado como uma atração entre os sólitons. Vemos ainda que o potencial
cresce indefinidamente para valores de a < 0, indicando que, caso a partícula venha
a partir de a > 3 nessa direção, ela deveria acelerar, em seguida, desacelerar e voltar,
ou seja, a colisão é sempre elástica. Nesse sentido vemos que essa aproximação não
é suficiente para explicar o fenômeno que chamamos de “janelas de ressonância”.
Uma última observação é que, na situação aqui apresentada, se a partícula começa
em uma posição 0 ≤ a ≤ 1, então ela deve ficar apresentar um movimento periódico,
como em um estado ligado. Efetivamente, pode-se observar em uma simulação
numérica que quando os sólitons estão muito próximos em uma condição inicial, é
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mesmo isso que acontece. Entretanto, a aproximação de coordenadas coletivas como
feita aqui falha ao não prever a emissão de radiação dos sólitons nesse processo e
seu eventual desaparecimento como sistema de duas partículas.

5.3 A inclusão de um modo de vibração interno

Uma maneira de se entender a existência das janelas de ressonância é levando
em conta a existência de uma estrutura interna para os sólitons, tal que certos
graus de liberdade associados a ela possam ser excitados no processo de interação.
Isso permitiria com que a energia, via as não linearidades do modelo, pudesse
ser redistribuida entre os sólitons por novos canais ocasionando, eventualmente, o
fenômeno de ressonância.

A solução de (anti-)kink do modelo φ4 apresenta um estado excitado (calculado
no apêndice B, dado na expressão (B.18)), dado por

χ1 =

√
3
2

sech(σx) tanh(σx).

Então, admitindo que é esse modo de vibração que deve ser ativado no processo
de interação entre os sólitons, escrevemos o perfil do campo como2

ϕ = ϕK + ξ (t)χ1 (x + a (t)) , (5.19)

com ξ uma nova coordenada coletiva. Assim, até ordem quadrática nessa
coordenada a densidade de lagrangiana fica

L =
1
2

(∂ϕK

∂t

)2

+
(
ξ̇χ1 + ξχ̇1

)2
+ 2

(
∂ϕK

∂t

) (
ξ̇χ1 + ξχ̇1

)
−

1
2

(∂ϕK

∂x

)2

+ ξ2

(
∂χ1

∂x

)2

+ 2ξ
(
∂ϕK

∂x

) (
∂χ1

∂x

)
−

1
2

[
sech4 (x + a) + 4ϕ2

Kξ
2χ2

1 − 2ξ2χ2
1sech2 (x + a)

]
−

1
2

−4ϕKξχ1sech2 (x + a) +
�
�
�>

0
ξ4χ4

1 +���
��:0

4ϕKξ
3χ3

1

 , (5.20)

que integrada no espaço nos dá a lagrangiana
2Fixando as constantes de acoplamento como σ = η = 1, i.e., m =

√
2 e λ = 2.



5. O método de Coordenadas coletivas para o estudo de espalhamento de
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L = −M +
M
2

ȧ2 +
1
2
ξ̇2 +

7
10
ξ2ȧ2 +

π
2

√
3
2
ξȧ2
−
ω2

2
ξ2 (5.21)

com M = 4
3 e tomamos ω2 = 3, referente à frequência do primeiro modo excitado.

Então observamos que o acoplamento desse modo de vibração à solução de
vácuo leva a correções não lineares na equação de movimento. A estacionariada da
ação para esse perfil de campo dá as equações dinâmicas de a(t) e ξ(t), esta última, em
particular, aparece como coordenada cíclica de modo que há a ela associada uma lei
de conservação. A solução dessas equações é obtida numericamente e apresentada
na figura (5.2) abaixo.

Figura 5.2. O movimento do kink é definido pela função a(t). A coordenada ξ(t)
leva à mudanças na velocidade de translação desse objeto.

A coordenada coletiva ξ(t) tem o papel de permitir a excitação do primeiro
modo de vibração do kink. Naturalmente que a modificação do movimento livre
apresentado na figura 5.2 não deve ser interpretada neste contexto como um fenô-
meno físico pois aqui estamos assumindo de início que o modo é excitado, o que não
ocorre se não houver interação. Como fica evidente dos acoplamentos na lagrangiana
(5.21), o papel do modo excitado é o de modificar a inércia do sóliton, introduzindo
uma dependência temporal em sua massa. De outra maneira, podemos também
apreciar este problema a partir da interpretação de que (ξ, a) definem coordenadas

em um espaço 2-dimensional com métrica gi j = diag( 1
2 ,

M
2 + 7

10ξ
2 + π

2

√
3
2ξ) e potencial
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externo V(ξ) = M + ω2

2 ξ
2.

5.4 O estudo do espalhamento incluindo os modos

internos de vibração

Existem diversos trabalhos [28–33] dedicados ao estudo do espalhamento de
kink e anti-kink do modelo φ4, a partir do método de coordenadas coletivas. Como
pudemos apreciar, um grande problema neste método é a solução, seja ela analítica
ou numérica, das integrais dos termos não lineares que aparecem na definição da
lagrangiana efetiva, i.e. a lagrangiana das coordenadas coletivas. Possivelmente,
por conta dessas dificuldades, muitos autores se propõem a eliminar alguns desses
termos que eventualmente julgam desnecessários aos resultados.

Entretanto, no presente estudo descobrimos que muitos desses termos, ao se-
rem eliminados, promovem erros que depois tentam ser corrigidos pela introdução
ad-hoc de outras funções à lagrangiana, tendo como base o conhecimento do com-
portamento desejado, observado em simulações numéricas. Essa é exatamente a
abordagem de alguns trabalhos recentes [1, 26] que conseguem boas aproximações
mas que certamente não levam o método das coordenadas coletivas ao máximo de
sua potencialidade.

Apresentaremos aqui uma perspectiva com inclinação geométrica aonde a jus-
tificativa para a eliminação de alguns termos se dá a partir da interpretação da
dinâmica da partícula no espaço dos parâmetros. Mais ainda, as dificuladades
no que concerne às integrações foram aqui superadas com base no método usado
em [34] e certamente este ponto é crucial na obtenção dos resultados que seguem.

Consideramos então, novamente, as coordenadas coletivas a(t) e ξ(t); enquanto
a primeira define a posição relativa dos sólitons, a outra está relacionada às exci-
tações. Seguindo [28, 31], basta, para a nossa análise, a introdução de uma mesma
função amplitude para ambos os modos normais, referentes a cada uma das confi-
gurações, de kink e de anti-kink, de modo que o campo φ fica dado por

ϕ = ϕK (x + a) + ϕAK (x − a) − 1 + ξ (t) [χ1 (x + a) − χ2 (x − a)] , (5.22)

novamente com as expressões para φK e φAK definidas em (5.11). O resultado da
substituição de φ acima na densidade de lagrangiana do modelo resulta em uma
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lagrangiana que, até ordem quadrática em ξ é dada por

L = [M0 + I (a)] ȧ2
− V (a) + ξ̇2 + ξ̇2Q (a) + ξ̇ȧC (a) − ξ2W (a)

+ ξF (a) + ξ2ȧ2K (a) + ξȧ2J (a) + ξξ̇ȧN (a) , (5.23)

com3

M0 =
4
3

(5.24)

I (a) = 8acoth (2a) csch2 (2a) − 4csch2 (2a) (5.25)

V (a) = 8
[
−

2
3

+ 2a +
3

tanh (2a)
−

2 (1 + 3a)

tanh2 (2a)
+

4a
tanh3 (2a)

]
(5.26)

Q (a) = 6acsch (2a) + 12acsch3 (2a) − 6coth (2a) csch (2a) (5.27)

C (a) = π

√
3
2

tanh (a) sech2 (a) (5.28)

F (a) = −6π

√
3
2

tanh2 (a) [−1 + tanh (a)]2 (5.29)

J (a) =

√
3
2
π

[1
2

+ sech4 (a) −
1
2

sech4 (a) cosh (2a)
]

(5.30)

N (a) =
3
2

[
15csch3 (2a) + 9csch (2a) coth2 (2a) + 3csch (2a)

]
+

3
2

[
−6acsch (2a) coth (2a) − 46acoth (2a) csch3 (2a) − 2acoth3 (2a) csch (2a)

]
(5.31)

K (a) =
3
4

[28
15

+ 160acsch3 (2a) + 8acsch (2a) + 192acsch5 (2a)
]

+
3
4

[
−96coth (2a) csch3 (2a) − 16coth (2a) csch (2a)

]
(5.32)

e finalmente

W (a) = −
3

16
csch5(2a)(−1588a−2(48a+97) sinh(2a)+12(80a+49) sinh(4a)−(96a+119) sinh(6a)

+ 6(16a + 19) sinh(8a) − 5 sinh(10a) + 40(24a − 1) cosh(2a) − 16(98a + 12) cosh(4a)

+ 12(16a + 3) cosh(6a) − 6(18a + 16) cosh(8a) + 4 cosh(10a) + 288). (5.33)

3As integrações necessárias à obtenção destes resultados estão dadas no apêndice F e o método
de integração no apêndice E.
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Os resultados apresentados em [26, 30, 33] podem ser recuperados na nossa
análise quando tomamos (aqui, feito de maneira bastante arbitrária) C (a) = Q (a) =

K (a) = J (a) = N (a) = 0 e quando usamos W (a) = 3, i.e., fixamos o valor dessa
função como sendo igual ao que assume no limite a → ∞. Quando este não é o
caso, efetivamente verifica-se uma maior discordância com os resultados obtidos da
simulação numérica.

O comportamento de a(t) para uma certa velocidade inicial é dado na figura
5.3 abaixo.

Figura 5.3. A dinâmica dos sólitons via coordenadas coletivas encontrada em [1].
A velocidade relativa inicial é v = 0.251.

Figura 5.4. A dinâmica dos sólitons via coordenadas coletivas encontrada em [1].
A velocidade relativa inicial é v = 0.8 que mostraria um espalhamento , não é
possível observar nesse modelo.

Este cenário apresenta um problema claro: após a colisão os sólitons perma-
necem (conforme a interpretação da coordenada a(t)) em um aparente estado ligado
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na região 0 ≤ x ≤ −7. A interpretação deste resultado não parece coerente com
o que se observa a partir da solução numérica do problema. Mais ainda, mesmo
para altas velocidades(por exemplo, com v = 0.8), o método feito dessa forma não
prevê adequadamente situações aonde ocorrem colisões elásticas. Efetivamente, só
observamos colisões elásticas em velocidades maiores que v = 0.9.

Em nossa abordagem, olhamos para o movimento geodésico da partícula em
um espaço 2-dimensional cuja dinâmica se descreve pela lagrangiana (5.23), e cujas
coordenadas são (ξ, a). Vamos considerar o espaço como sendo isotrópico, de modo
que a métrica seja diagonal, o que signfica tomar N (a) = C (a) = 0, e quanto ao
potencial externo, mantemos a escolha W (a) = 3. Assim, reescrevemos a lagrangiana
como

L =
1
2

gξξξ̇2 +
1
2

gaaȧ2
− (V + ξ2W − ξF) (5.34)

com
gξξ = 2

(
M0 + I + ξ2K + ξJ

)
gaa = 2 (1 + Q) . (5.35)

Para compararmos com os resultados da simulação numérica, definimos o
centro de massa do kink ou equivalentemente, do anti-kink como

〈x〉 =

∫
∞

0
xE (x, t) dx∫
∞

0
dxE (x, t)

, (5.36)

em que E (x, t) é a função densidade de energia

E =
1
2

(
∂φ

∂t

)2

+
1
2

(
∂φ

∂x

)2

+U. (5.37)

Nas figuras abaixo são mostradas algumas soluções para diferentes valores de
velocidade inicial das configurações.
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Figura 5.5. Para valores acima da velocidade crítica, o método de coordenadas
coletivas prevê corretamente a natureza elástica das colisões. Observe que para
a velocidade de v = 0.8 a velocidade final dos sólitons está reazoavelmente de
acordo com a simulação numérica.

Figura 5.6. Para valores acima da velocidade crítica, o método de coordenadas
coletivas prevê corretamente a natureza elástica das colisões, porém, em alguns
casos como este no qual v = 0.4, a velocidade final dos sólitons está em bastante
desacordo com o resultado observado na simulação numérica.
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Figura 5.7. Espalhamento dos sólitons com velocidades iniciais v = 0.36. Aqui
o movimento previsto pela coordenada coletiva indica uma possível janela de
ressonância que não é observada na simulação, mas o comportamento mais
geral do espalhamento está de acordo, com algum erro na velocidade final dos
sólitons.

Figura 5.8. Espalhamento dos sólitons com velocidades próxima à velocidade
crítica, v = 0.25727. O padrão de comportamento apresentado pela coordenada
coletiva a(t), no que se refere à posição relativa dos sólitons, coincide em boa
aproximação com aquele observado na simulação numérica.
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Figura 5.9. Espalhamento de sólitons com velocidades abaixo da velocidade, v =
0.25727. O comportamento apresentado pelas coordenadas coletivas funciona
bem quando comparado com a simulação nemérica.

Figura 5.10. Espalhamento de sólitons com abaixo da velocidade, v = 0.25727.
Aqui temos que as coordenadas coletivas funciona em um primeiro instante mas
não é capaz de prever o estado armadilhado como mostra a simulação.

Um ponto a se destacar como possível fonte de problemas neste método é que
não há um mecanismo para “ligar” a excitação dos sólitons no momento da colisão
no sentido que, ao introduzirmos a coordenada ξ como feito, os sólitons, mesmo
enquanto distantes, não se movem como partículas livres, mas sim como mostrado
no resultado apresentado na figura 5.2. Talvez, a presença de um tal mecanismo,
que permitisse ao modo normal um acoplamento dependente da posição relativa
entre os objetos, ou talvez, baseado no aumento da energia da configuração inicial
(que indicaria o início do processo de interação) pudesse causar alguma diferença
nos resultados aqui apresentados.



Capítulo 6

O método de coordenadas coletivas
para o estudo de espalhamento de
sólitons no modelo φ6

Neste capítulo estamos interessados em repetir a análise que foi feita no capítulo
anterior, mas agora para um modelo com mais vácuos, definido pela densidade de
lagrangiana

L =
1
2
∂µφ∂

µφ −U (6.1)

com o potencial

U =
φ2

2
(1 − φ2)2. (6.2)

Essa teoria possui uma estrutura de vácuo que permite as seguintes soluções
BPS (2.16), conforme apresentadas no capítulo 3:

φK(0, 1) =

√
1
2

(1 + tanh (x − x0)) (6.3)

φAK(1, 0) =

√
1
2

(1 − tanh (x − x0)) (6.4)

φK(−1, 0) = −

√
1
2

(1 − tanh (x − x0)) (6.5)

φAK(0,−1) = −

√
1
2

(1 + tanh (x − x0)). (6.6)

Construiremos então a seguir, configurações que permitam estudar o compor-
tamento desses objetos em interação.

52
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6.1 Estudo do espalhamento kink/kink pelo método de

coordenadas coletivas

Consideramos uma configuração que interpola os vácuos φ = −1 e φ = 1,
passando por φ = 0, dada por

φ(−1, 0, 1) = φK(−1, 0) (x + a) + φK(0, 1) (x − a) , (6.7)

aonde a(t) define a posição desses objetos que são separados pela distância 2a(t).
Seguindo os passos já anteriormente discutidos no capítulo anterior, substituí-

mos essa expressão na densidade de lagraniana do modelo e a integramos em todo
o espaço, de modo que possamos obter a lagrangiana associada como funcional de
a(t) e ȧ(t), da forma

L =
1
2

g (a) ȧ2
− V (a) , (6.8)

aonde

g (a) =
1
2
− 18e4a

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe2x) 3
2 (1 + αe−2x) 3

2

, (6.9)

com α = 3e2a e

V (a) =

∫
∞

−∞

dx
1
2

[
V2

1 + V2
2

(
1 − V2

2

)2
]
, (6.10)

sendo as funções V1 e V2 dadas por

V1 =
3e−2(x−a)

(1 + 3e−2(x−a))
3
2

+
3e2(x+a)

(1 + 3e2(x+a))
3
2

(6.11)

V2 =
1

√

1 + 3e−2(x−a)
−

1
√

1 + 3e2(x+a)
. (6.12)

As integrações para se obter as expressões de g(a) e de V(a) são complicadas
mas podem ser feitas analiticamente, aqui são apresentadas no apêndice G.

O comportamento das funções g(a) e V(a) são apresentados1 na figura (6.1).
Como esperado, quando os sólitons estão bastante afastados, g(a) assume um va-
lor constante, bem como V(a), de modo que esses objetos encontram-se livres. A
medida que os sólitons se aproximam, o potencial efetivo V(a) cresce, indicando o
aparecimento de uma força repulsiva entre eles. Nota-se ainda que a função g(a)
tende a valores muito pequenos quando os sólitons se aproximam.

1Os resultados aqui obtidos estão em acordo com aqueles apresentados em [35], bem como - com
alguma correção, os apresentados em [36].
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As equações de Euler-Lagrange obtidas a partir de (6.8) podem ser integradas
numericamente, e algumas das soluções para a(t) são apresentadas na figura (6.2). Os
resultados evidenciam a repulsão mútua entre os sólitons e indicam que para baixas
velocidades relativas essa a colisão “acontece muito antes”, quando comparado com
o caso de velocidades mais altas.

0 1 2 3 4 5

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

a

g
(a
)

(a) A métrica do espaço dos parâmetros
unidimensional, g(a), como função do pa-
râmetro a.

0 1 2 3 4 5

0.50

0.55

0.60

0.65

a
v
(a
)

(b) O potencial efetivo V(a) que define a
interação entre os sólitons. Quando muito
distantes, esses objetos encontram-se li-
vres.

Figura 6.1. Comportamento da métrica g(a) do espaço dos parâmetros e do
potencial efetivo V(a). Essas funções definem a lagrangiana de uma partícula
cuja posição é dada por a(t).

.
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Figura 6.2. Dinâmica do processo de colisão kink/kink. Quanto maior a velo-
cidade relativa, mais os sólitons conseguem se aproximar, mas sempre aparece
uma força de repulsão mútua. A posição inicial nos três experimentos numéricos
foi tomada como a = 5, e as velocidades como v = 0.3, v = 0.5 e v = 0.7.

Configuração inicial para descrever o espalhamento de kink/kink através da
simulação númerica

φ(KK) = φ(−1, 0) (x + a) + φ(0, 1) (x − a) . (6.13)

A aproximação de coordenadas coletivas para o estudo deste processo de espa-
lhamento está em excelente acordo com o que é observado na simulação numérica
6.3.

6.2 Estudo do espalhamento entre sóliton e

anti-sóliton no modelo φ6

Estamos agora interessados em uma configuração que apresenta um kink e
um anti-kink separados por uma distância 2a(t) em cada instante de tempo. Como
veremos, a escolha da configuração inicial como kink/anti-kink ou anti-kink/kink, neste
caso, ao contrário do que ocorre para o processo de espalhamento kink/kink, tem
influência sobre o resultado. Essas configurações são definidas como

φKAK = φK(0, 1)(x ± a(t)) + φAK(1, 0)(x ∓ a(t)) − φ0, (6.14)
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(a) Dinâmica de kink/kink para v = 0.2. (b) Dinâmica de kink/kink para v = 0.5.

Figura 6.3. Comportamento da dinâmica kink/kink para várias velocidade, em
que se observa que quando ocorre o aumento na velocidade inicial do espalha-
mento o tempo de colisão diminui.

.

com φ0 = 1 no caso de kink/anti-kink e φ0 = 0 para o caso anti-kink/kink. Em um
primeiro momento, para o estudo do espalhamento por meio de métodos numéricos,
a coordenada coletiva a(t) não terá nenhum papel, sendo essa variável uma constante
que define a posição inicial dos sólitons.

Observa-se por meio de simulações numéricas do processo de espalhamento
entre kink e anti-kink, a ocorrência do fenômeno de ressonância. Se por um lado, esse
fenômeno é atribuido à redistribuição da energia nos modos internos de vibração
dos sólitons no modelo φ4, como mostrado no capítulo anterior, por outro, aqui essa
não parece ser, em princípio, a razão.

A demonstração de existência ou não de modos internos de vibração no modelo
φ6 não é um problema simples. Em [37] os autores indicam a existência desses
modos enquanto que em [38] é mostrado que não são esses modos os responsáveis
pela ressonância. No presente trabalho, mostramos explicitamente no apêndice C
que os modos internos das soluções individuais de kink e anti-kink são unicamente
os de translação, que não alteram a energia e/ou o momento linear do campo.

Há ainda que se observar uma particularidade interessante do modelo φ6 no
que diz respeito a existência do fenômeno de ressonancia: os cenários de espalha-
mento kink/anti-kink e anti-kink/kink não são simétricos no sentido que, enquanto no
primeiro caso não se observa a ressonância, no segundo, ela acontece.

Uma tentativa para se entender esta situação é levar em conta o potencial
relativo às perturbações do campo, que assumimos serem produzidas durante o
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processo de espalhamento. No apêndice C essas perturbações são obtidas como
resultado de uma equação do tipo Schödinger com potenciais, para o kink e para o
anti-kink, respectivamente dados por

UK =
5
2
−

15
4

sech2 (x) +
3
2

tanh (x) , (6.15)

UAK =
5
2
−

3
2

tanh (x) −
15
4

sech2 (x) (6.16)

e mostrados na figura 6.4 abaixo.
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(a) Potencial das perturbações na configuração
kink/anti-kink.
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(b) Potencial das perturbações na configuração
anti-kink/kink.

Figura 6.4. Os dois cenários possíveis de espalhamento de sóliton/anti-sóliton
do modelo φ6 não são simétricos quanto ao potencial relativo às perturbações.

.

Daqui percebe-se que efetivamente as duas situações de espalhamento não são
simétricas. Para o potencial relativo às perturbações no caso kink/anti-kink observa-
mos duas possibilidades: as perturbações definem estados armadilhados nos poços
depotencial, ou aparecem como estados livres. A condição que define cada uma
dessas possibilidades é a velocidade relativa do espalhamento.

6.2.0.1 Espalhamento kink/anti-kink

Na figura 6.5 é mostrado o primeiro caso citado acima: o kink, vindo da es-
querda, colide com um anti-kink, vindo da direita, ambos com velocidade v = 0.2.
Para essa velocidade, observa-se que a configuração permanece em um estado ar-
madilhado perdendo energia para as perturbações. Isso fica claro no gráfico da den-
sidade de energia mostrado na figura (b) de 6.5. Na figura (a) de 6.5 está mostrado o
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comportamento do valor de φ na posição x = 0, aonde “ os sólitons se encontram”,
como função do tempo. Quando os sólitons estão separados, inicialmente, este valor
permanece constante em φ = 1. Vemos no gráfico que no momento da colisão a con-
figuração passa de kink/anti-kink para anti-kink/kink. Este processo é então revertido
e assim sucessivamente, com continua perda de energia da configuração.

-1
-0.8
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-0.4
-0.2
	0

	0.2
	0.4
	0.6
	0.8
	1

	1.2

	0 	50 	100 	150 	200 	250 	300

ph
i(0

,t)

t

v=0.2

(a) Comportamento do valor do campo
em x = 0 com o tempo

(b) Densidade de energia durante o processo de espalha-
mento dos sólitons.

Figura 6.5. Dados sobre o espalhamento kink/anti-kink. Neste processo os sólitons
têm velocidade inicial v = 0.2.

.

O outro cenário possível é apresentado na figura 6.6. Aqui, a velocidade inicial
dos sólitons é v = 0.5 e o que se vê é uma coslisão elástica, ou seja: os sólitons
colidem sem produzir estados ligados e com perda pouco significante de energia.
Observa-se também aqui que a configuração inicial kink/anti-kink passa a ser, após a
colisão, anti-kink/kink.

Pode-se determinar através de experimentos numéricos uma velocidade cítica
nestes processos de espalhamento acima da qual todas as colisões serão elásticas.
No presente caso, esse valor ficou estabelecido como vcr = 0.289.

O tratamento do problema com coordenadas coletivas será reservado ao pró-
ximos ponto a ser discutido uma vez que nosso interesse maior consiste no enten-
dimento do fenômeno de ressonância, que não ocorre no caso do espalhamento que
acabamos de discutir.
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Figura 6.6. Dados sobre o espalhamento kink/anti-kink aonde os sólitons têm
velocidade inicial v = 0.5.

.

6.2.0.2 Espalhamento anti-kink/kink

Na figura 6.7 apresentamos o processo de colisão anti-kink/kink para o caso em
que os sólitons têm velocidade inicial v = 0.046. Neste espalhamento observamos o
chamado fenômeno de ressonância, no qual os sólitons permanecem em um estado
ligado por algum tempo e em seguida tornam-se livres novamente. Na figura (a)
de 6.7 vemos que não há, como nos casos apresentados anteriormente, qualquer
mudança no valor do campo em x = 0 a não ser pelas oscilações pontuais localizadas
referentes ao acréscimo de energia. Isso nos parece indicar que neste tipo de colisão
não devemos interpretar os sólitons como “passando um pelo outro” mas sim que
eles de fato ricocheteiam. O processo pode então ser entendido como elástico, com
a ressonância sendo um processo intermediário entre os estados assintóticos.

Além da ressonância, podemos ainda observar dois outros cenários: um aonde
os sólitons colidem elasticamente, e outro aonde acontece o armadilhamento. Esses
cenários são apresentados nas figuras 6.8 e 6.9 abaixo.

Para tentarmos compreender melhor o fenômeno de ressonância, passamos na
próxima seção ao seu estudo por meio do método de coordenadas coletivas.
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Figura 6.7. Dados sobre o espalhamento anti-kink/kink aonde os sólitons têm
velocidade inicial v = 0.046 e acontece o fenômeno conhecido como ressonância.

.

6.2.0.3 Estudo do espalhamento anti-kink/kink por meio do método de
coordenadas coletivas

Seguindo os procedimentos já discutidos anteriormente, a lagrangiana associ-
ada a esses espalhamento, obtida da densidade de lagrangiana para o modelo, após
a integração nas coordenadas espaciais, fica da forma

L =
1
2

g (a) ȧ2
− V (a) ,

com g(a) e V(a) calculadas e dadas no apêndice G. Na figura 6.10 apresentamos o
gráfico dessas funções.

Com essas funções podemos então calcular numericamente a evolução da co-
ordenada coletiva a(t), apresentada nas figuras abaixo para diferentes valores de
velocidade.

O que podemos observar a partir dos resultados para a(t) é que efetivamente a
aproximação em termos da coordenada coletiva descreve de maneira satisfatóri a di-
nâmica dos sólitons para velocidades acima da velocidade crítica; mostra, inclusive,
a aceleração resultante da atração entre kink e anti-kink. Entretanto, notamos que a
coordenada coletiva a(t) assume, nessa aproximação, valores negativos. Isso certa-
mente indica que a aproximação não é boa. Além disso, para velocidades abaixo
da velocidade crítica, não conseguimos visualizar nenhum padrão que permita o
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Figura 6.8. Dados do espalhamento de anti-kink/kink em que os sólitons possuem
velocidade inicial de v = 0.2 .

.

aparecimento do fenômeno de ressonância. Isso é na verdade esperado uma vez que
por não possuírem modos de vibração além do modo de translação, não foi adicio-
nado à aproximação nenhum mecanismo que permita a redistribuição de energia e
consequentemente a formação de estados ligados ou de ressonância.
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Figura 6.9. Dados do espalhamento de anti-kink/kink em que os sólitons possuem
velocidade inicial de v = 0.043. Para essa velocidade os sólitons permanecem
presos por um longo tempo e então observamos seu desacoplamento.

.
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Figura 6.10. As funções g(a) e V(a) são apresentadas aqui e calculadas anali-
ticamente no apêndice G. O comportamento do potencial indica uma força de
atração entre os sólitons quando estes estão suficientemente próximos.

.
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Capítulo 7

Considerações finais

Para o modelo de sine-Gordon no capítulo (4) realizamos a construção via co-
ordenadas coletivas para descrever o espalhamento de 2-sólitons. Seguindo o artigo
de P. Sutcliffe [24] conseguimos resolver o modelo de forma analítica e comparamos
a solução exata com a aproximada, e concluímos que a aproximação funciona para
velocidade iniciais razoavelmente altas.

Ainda nesse mesmo capítulo, propusemos um ansatz para as coordenadas
coletivas, agora com o intuito de descrevermos o espalhamento de sóliton/anti-
sóliton e em seguida mostramos que no pós espalhamento os objetos saem com uma
diferença de fase temporal que é fruto da interação. Aqui, vale observar que usando
o método aproximativo não é possível prever informações que surgiram durante o
espalhamento, exatamente onde a solução diverge ( ver figura 4.5).

No capítulo (5), referente ao modelo φ4, construimos as coordenadas coletivas
para 1-sóliton e obtivemos pela equação de movimento um comportamento linear.
Em seguida, ao incluirmos à configuração de sóliton seu modo de vibração asso-
ciado, pudemos observar que sua trajetória é modificada ( ver figura 5.2). Para o
espalhamento completo, composto pela configuração de sóliton e anti-sóliton com
seus respectivos modos de vibração (5.4), consideramos uma lagrangiana efetiva
mantendo todos os termos de até segunda ordem nas flutuações e no fim concluimos
que não se faz necessário realizar o descarte de termos como sempre foi realizado em
diversos artigos na literatura, assim o próprio método de coordenadas coletivas é o
suficiente para descrever o espalhamento em baixas velocidades sem a necessidade
de introdução de termos extras. Este talvez seja nosso resultado mais importante e
nossa contribuição para a pesquisa nesse tema. Certamente, um estudo do espaço
dos parâmetros em maior profundidade deve ser interessante, para tentar identifi-
car algum motivo mais fundamental para o descarte dos termos não diagonais da
métrica, como foi feito.

64
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No último capitulo a idéia inicial foi construir uma expressão analítica para a
lagrangiana das coordenadas coletivas no estudo do espalhamento de 2-sólitons no
modelo [36] φ6. Além disso, conseguimos demostrar de forma analítica a não exis-
tência de modos normais de vibração para as perturbações das soluções solitônicas
do modelo. Por fim, nos concentramos em desenvolver as coordenadas coletivas e
simulação completa para o espalhamento de sóliton e anti-sólitons e mostramos que
a forma com que se dá o espalhamento importa, ou seja, se a configuração é do tipo
kink/anti-kink ou anti-kink/kink.

Conseguimos resolver de forma bem elegante as integrais elípticas que apa-
recem nesses processos de espalhamento e reproduzimos os resultados conhecidos
na literatura [35] [38]. Nesse caso, pode-se verificar que o método de coordenadas
coletivas não nos fornece informações confiavéis acerca da interações, pois o caráter
oscilatório não é verificado. Isso se dá pelo fato de não termos incluido os modos
internos de translação no método aproximativo.
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Apêndice A

Cálculo das integrais relativas ao
método de coordenadas coletivas para
o espalhamento de sólitons do modelo
de sine-Gordon

Faremos aqui a resolução das integrais que aparecem na equação (4.5). A
primeira delas aparece na expressão para a função g(a):

I =

∫
∞

0

sinh2(x)dx[
1 + 4e−2asinh2(x)

]2 . (A.1)

Definimos, 4e−2a = α e multiplicamos e dividimos o integrando por sech4(x),
obtendo

I =

∫
∞

0

tanh2(x)sech2(x)dx[
sech2(x) + αtanh2(x)

]2 =

∫
∞

0

tanh2(x)sech2(x)dx[
1 + (α − 1) tanh2(x)

]2 . (A.2)

Escrevendo λ = α − 1 e usando a substituição u =
√
λtanh (x), temos que

I =

∫
∞

0

tanh2(x)sech2(x)dx[
1 + λtanh2(x)

]2 =
( 1
λ

) 3
2
∫ √

λ

0

[
u2du

(1 + u2)2

]
(A.3)

que é facilmente integrada, resultando em
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I =
(

1
4e−2a−1

) 3
2 1

2

[
arctan

(√
4e−2a − 1

)
−

√

4e−2a−1
4e−2a

]
.

A segunda integral, que aparece na função V(a) em (4.5) é

II =

∫
∞

0

cosh2(x)dx[
1 + 4e−2asinh2(x)

]2 , (A.4)

e de maneira análoga ao caso anterior vamos tomar, 4e−2a = α e multiplicar e dividir
o integrando por sech4(x), obtendo

II =

∫
∞

0

sech2(x)dx[
sech2(x) + αtanh2(x)

]2 =

∫
∞

0

sech2(x)dx[
1 + (α − 1) tanh2(x)

]2 . (A.5)

Escrevemos λ = α − 1 e consideramos a substituição u =
√
λtanh (x), de modo

que

II =

∫
∞

0

sech2(x)dx[
1 + λtanh2(x)

]2 =
( 1
λ

) 1
2
∫ √

λ

0

[
du

(1 + u2)2

]
(A.6)

que pode ser facilmente integrada resultando em

II =
(

1
4e−2a−1

) 1
2 1

2

[
arctan

(√
4e−2a − 1

)
+
√

4e−2a−1
4e−2a

]
.

A.1 Integrais necessárias para o cálculo do

espalhamento Sóliton/AntiSóliton utilizando

coordenadas coletivas

Trataremos aqui da integral que aparece na equação (4.17):

I =

∫
∞

−∞

dx
cosh2 (x)[

1 + α cosh2 (x)
]2 = 2

∫
∞

0
dx

cosh2 (x)[
1 + α cosh2 (x)

]2 . (A.7)

Colocando o fator sech4(x) em evidência, podemos reescrever essa integral
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como

I = 2
∫
∞

0
dx

sech2 (x)[
λ − tanh2 (x)

]2 =
2
λ2

∫
∞

0
dx

sech2 (x)[
1 − 1

λ tanh2 (x)
]2 , (A.8)

com λ = 1 + α. Fazendo a seguinte troca de variáveis u = 1
√
λ

tanh (x), obtemos

I =
2

λ
3
2

∫ 1
√
λ

0

du
(1 − u2)2 , (A.9)

que pode ser integrada resultando em

I =
(

1
λ

) 3
2
[( √

λ
λ−1

)
+ arccoth

(√
λ
)]

.

De forma análoga ao procedimento de integração usado anteriormente, obte-
mos a segunda integral de (4.17)

II =
(

1
λ

) 1
2
[( √

λ
λ−1

)
− arccoth

(√
λ
)]

.

Com isso, as funções g(a) e V(a) são finalmente escritas como:

g (a) =
16e−2a

(1 + 4e−2a)
3
2

 √1 + 4e−2a

4e−2a + arccoth
(√

1 + 4e−2a
) (A.10)

V (a) =
8e−2a

(1 + 4e−2a)
3
2

 √1 + 4e−2a

4e−2a + arccoth
(√

1 + 4e−2a
) +

8e−2a

√

1 + 4e−2a

 √1 + 4e−2a

4e−2a − arccoth
(√

1 + 4e−2a
) . (A.11)



Apêndice B

Perturbações da solução de sóliton no
modelo φ4

Nosso interesse aqui é estudar as possíveis excitações da configuração BPS
(de energia mínima) do modelo φ4. Os resultados aqui apresentados detalham e
concordam com aqueles discutidos em [15, 25, 28–33].

Representamos por φ0 a solução BPS do modelo. Consideramos uma excitação

φ (x, t) = φ0 (x) + ε (x, t) (B.1)

na equação de movimento, de onde temos

ε̈ + ε′′ + λη2ε − 3λεφ2
0 (x) + φ′′0 (x) − λφ0

(
φ0

2
− η2

)
= 0, . (B.2)

Levando em conta termos lineares em ε, e usando a equação de movimento
para φ0, bem como a sua expressão explícita, obtemos uma equação para o campo
de perturbação dada por

−ε̈ + ε′′ − λεη2
[
3 tanh2 (σx) − 1

]
= 0 . (B.3)

Tomando o ansatz ε (x, t) = χ (x) eıωt nesta equação ficamos com

χ′′ + λη2χ − 3λη tanh2 (σx)χ = −ω2χ,

que pode ser reescrita da forma de uma equação de autovalores[
−

d2

dx2 + U (x)
]
χ (x) = ω2χ (x) (B.4)
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com

U (x) = 3λη2 tanh2 (σx) − λη2 = 2m2
−

3m2

cosh2 (σx)
, (B.5)

sendo η = m
√
λ

e σ = m
√

2
.

Podemos ainda reescrever novamente a equação de autovalores (B.4) de modo
que fique da forma mais conhecida como uma equação de Schrödinger:

d2χ
dx2 +

[
E +

U0

cosh2 (σx)

]
χ (x) = 0, (B.6)

usando E = ω2
− 2m2 e U0 = 3m2.

Consideramos a seguinte troca de variáveis [39], y = 1
2 [1 − tanh (σx)], motiva-

dos pelo comportamento assintótico bem definido de y,

x → ∞, y→ 0

x → −∞, y→ 1

x → 0, y→
1
2
, (B.7)

temos a equação

y
(
1 − y

) d2χ
dy2 +

(
1 − 2y

) dχ
dy

+

[
E

4σ2

1
y
(
1 − y

) +
U0

σ2

]
χ = 0, (B.8)

onde definindo E
σ2 = −ε2 e U0

σ2 = s (s + 1), ficamos com

y
(
1 − y

) d2χ
dy2 +

(
1 − 2y

) dχ
dy

+

[
s (s + 1) −

ε2

4y
(
1 − y

)]χ = 0. (B.9)

Observando o comportamento dado em (B.7), a equação (B.9) fica bem definida
para y→ 0 uma vez que

y2χ′′ + yχ′ −
ε2

4
χ = 0, (B.10)

de modo que nesse limite, χ∼yα, e portanto a solução para (B.10) é dada como
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χ = C1y
ε
2 + C2y−

ε
2 , (B.11)

e o termo C2 é desprezado em virtude do bom comportamento na origem:

χ ≈ C1y
ε
2 (B.12)

.
Por fim, consideramos uma nova troca de variáveis

χ =
[
y
(
1 − y

)] ε
2 W

(
y
)
, (B.13)

de modo a obtermos a equação hipergeométrica

y
(
1 − y

)
W′′ + (ε + 1)

(
1 − 2y

)
W′
− [(ε − s) (s + ε + 1)] W = 0, (B.14)

cuja solução é conhecida. Podemos então escrever a solução de (B.14) da seguinte
forma

χ
(
y
)

=
[
y
(
1 − y

)] ε
2

2F1
[
ε − s, s + ε + 1, 1 + ε, y

]
. (B.15)

A condição para que (B.15) tenha soluções polinomiais é que ε − s = −n, ou
seja, y→ 0 ou x→∞. O espectro de energia desta equação é:

En = −
m2

2
(2 − n)2 . (B.16)

Aparentemente, como E < 0 ∀ n, poderíamos assumir que temos estados
ligados para qualquer n. Entretanto, o termo ε2 = − E

σ2 , que aparece na equação, fica,
com este resultado encontrado, ε = 2 − n, e como temos a condição de que ε deve
ser positivo para um número finito de níveis de energia, então os valores permitidos
para n são somente n = 0, 1.
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B.1 Autofunções dos estados ligados

Reintroduzindo as variáveis originais em (B.15) e usando que ε = 2 − n, temos
então que

χ0 =
1
4

sech2 (σx) , (B.17)

para frequência nula - chamado “modo zero” ou “modo de translação” - e

χ1 =
1
2

sech (σx) tanh (σx) (B.18)

para frequência ω =
√

3
2m, o primeiro (e único) modo excitado.



Apêndice C

Perturbações dos sólitons no modelo
φ6

Consideramos aqui o cálculo [40,41] das perturbações das soluções solitônicas
obtidas para o modelo φ6, cujo potencial é

U =
(
φ
)

=
φ2

2

(
1 − φ2

)2
.

Este modelo apresenta uma distinção quanto às soluções de kink e anti-kink, de modo
que faremos o cálculo das perturbações em torno de cada uma delas separadamente.

C.1 Perturbações da solução de kink

Tomemos como φ0 a solução de kink dada em (3.65). Consideramos então uma
perturbação ζ(x, t) dessa solução, de modo que temos a configuração φ = φ0 +ζ (x, t).

Substituindo a perturbação na equação dinâmica do modelo e considerando
somente termos de primeira ordem na perturbação ficamos com

ζ̈ − ζ′′ +
���

���
���

���
��:0[

−φ0
′′ + φ0 − 4φ3

0 + 3φ5
0

]
+ ζ

(
1 − 12φ2

0 + 15φ4
0

)
= 0. (C.1)

aonde o segundo termo de (C.1) se anula uma vez que φ0 é exatamente solução da
equação estática

φ′′ − φ
(
1 − φ2

)2
+ 2φ3

(
1 − φ2

)
= 0. (C.2)
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Definimos então ζ (x, t) = eıωtΩ (x) de modo que a equação de movimento para
as perturbações resulta em uma equação do tipo Schrödinger estacionária para as
funções Ω(x),

Ω′′ +
[
ω2
−

5
2

+
15
4

sech2 (x) −
3
2

tanh (x)
]
Ω = 0 (C.3)

em que o potencial é dado por

UK =
5
2
−

15
4

sech2 (x) +
3
2

tanh (x) .

Usando E = ω2
−

5
2 ≡= −ε2, reescrevemos essa equação como

Ω′′ +
[
E +

15
4

sech2 (x) −
3
2

tanh (x)
]
Ω = 0, (C.4)

de modo que ficamos com

Ω′′ +
[
−ε2 + αsech2 (x) − β tanh (x)

]
Ω = 0, (C.5)

aonde α = 15
4 e β = 3

2 .
Tomamos agora o ansatz Ω (x) = eax cosh−b (x) F (x) para a solução desta equação.

Isso se motiva pelo simples fato de que o potencial pode ser escrito em termos de
potências da função cosh(x). Então, derivando e agrupando os termos, ficamos com
a expressão

F′′ + 2F′ [a − b tanh (x)] + F [α − b (b + 1)] sech2 (x) + F
[
a2 + b2

− ε2
]

−
(
2ab + β

)
tanh (x) F = 0. (C.6)

Para que tenhamos uma forma fechada no formato de uma função hipergeométrica,
se faz necessário fixar a2 + b2 = ε2 e β = −2ab, i.e.,

a = −
1
2

[(
ε2 + β

) 1
2
−

(
ε2
− β

) 1
2
]

(C.7)

b =
1
2

[(
ε2 + β

) 1
2

+
(
ε2
− β

) 1
2
]
, (C.8)

o que nos dá a expressão

F′′ + 2F′ [a − b tanh (x)] + F [α − b (b + 1)] sech2 (x) = 0. (C.9)
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Consideramos então uma segunda troca de variáveis, y = 1
2 (1 + tanh (x)), de

modo a aproveitarmos do bom comportamento dessa função nos limites x→ ±∞ e
x→ 0, ficamos com a equação

y
(
1 − y

)
F′′ + F′

[
a + b + 1 − 2 (1 + b) y

]
+ F [α − b (b + 1)] = 0. (C.10)

Podemos comparar essa expressão com a forma geral de uma equação hiper-
geométrica,

y
(
1 − y

)
F′′ + F′

[
C − (A + B + 1) y

]
− ABF = 0, (C.11)

e os coeficientes são relacionados por

C = a + b + 1 (C.12)

A + B + 1 = 2 (b + 1) (C.13)

AB = b (b + 1) − α (C.14)

e a função fica identificada como sendo:

2F1
(
a, b, c, y

)
= 2F1

1
2

+ b −

√
1
4

+ α,
1
2

+ b +

√
1
4

+ α, a + b + 1, y

 . (C.15)

Para que essa funçã tenha representações em termos de funções polinomiais,
i.e., para garantir que y → 0 quando x → −∞, o primeiro coeficiente que aparece,
deve ser um número inteiro −n, de modo que Ω(x) se escreve como

Ωn (x) = Nneax cosh−b (x) 2F1

[
−n,
√

1 + 4α − n, a + b + 1,
1
2

(1 + tanh (x))
]
. (C.16)

Usando as relações (C.7) e (C.8) e dada a relação a2 + b2 = ε2 = −En, então o
espectro geral fica, sabendo que α = 15

4 e β = 3
2 ,

En = −

(3 − 2n
2

)2

+

(
3

2 (2n − 3)

)2 . (C.17)

Para que a perturbação seja estável é necessário que ω ≥ 0. Uma vez que
E = ω2

−
5
2 , o único valor possível para n é n = 0 e portanto a energia e frequência
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associadas são dadas por

E0 = −
5
2

e ω2 = 0.

Os valores de a e b dependem de n, portanto, para este único estado (funda-
mental), a função Ω(x) fica dada por

Ωkink
0 (x) = N0e−

x
2 cosh−

3
2 (x) . (C.18)

C.2 Perturbações da solução de anti-kink

Consideramos agora a solução de anti-kink dada em (3.66). O cálculo é comple-
tamente análogo àquele apresentado na seção anterior e a equação de Schrödinger
correspondente à perturbação é definida pelo potencial

UAK =
5
2
−

3
2

tanh (x) −
15
4

sech2 (x) ,

sendo escrita

Ω′′ +
[
−ε2 + αsech2 (x) + β tanh (x)

]
Ω = 0, (C.19)

com α = 15
4 , β = 3

2 e E = −ε2.
Seguindo os mesmos passos que no caso anterior, com o ansatz Ω(x) =

eax coshb(x)F(x), obtemos a equação

F′′ + 2F′ [a − b tanh (x)] + F [α − b (b + 1)] sech2 (x) + F
[
a2 + b2

− ε2
]

+

+
(
β − 2ab

)
tanh (x) F = 0 (C.20)

e considerando agora a relação a2 + b2 = ε2 e β = 2ab, que define uma solução do tipo
hipergeométrica dessa equação, ficamos com

F′′ + 2F′ [a − b tanh (x)] + F [α − b (b + 1)] sech2 (x) = 0. (C.21)

Essa equação é idêntica à anterior, exceto pelo fato de que agora β = 2ab,
equanto antes tínhamos β = −2ab.



C. Perturbações dos sólitons no modelo φ6 81

Agora, com as relações

a =
1
2

[(
ε2 + β

) 1
2
−

(
ε2
− β

) 1
2
]

(C.22)

b =
1
2

[(
ε2 + β

) 1
2

+
(
ε2
− β

) 1
2
]
, (C.23)

fazemos como anteriormente, encontrando os coeficientes genéricos A, B e C que
definem a função hipergeométrica em termos de ε e β e requerendo o comportamento
polinomial da função, aqui novamente devemos ter que o primeiro coeficiente seja
igual a um número inteiro −n, de modo que

Ωn (x) = Nneax cosh−b (x) 2F1

[
−n,
√

1 + 4α − n, a + b + 1,
1
2

(1 + tanh (x))
]
. (C.24)

Portanto, temos para o anti-kink, as perturbações apresentam o mesmo espectro
que para o caso do kink; o que muda é somente a auto-função associada ao sóliton:

Ωanti-kink
0 (x) = N0e

x
2 cosh−

3
2 (x) . (C.25)

Para que o modo zero seja igual à função derivada do campo (e isso vale tanto
para o caso do kink quanto para o presente, do anti-kink), devemos definir a constante
de normalização N0 das autofunções como sendo N0 = 1

√
8
.



Apêndice D

Perturbações do sóliton do modelo de
sine-Gordon

O modelo de sine-Gordon apresenta somente o chamado “modo de translação”,
quando consideramos perturbações de sua solução estática. Seguindo os mesmos
precedimentos discutidos para as perturbações em soluções dos modelos φ4 e φ6,
encontramos a elas associadas equações do tipo Schrödinger

ζ′′ +

[
E +

U0

cosh2 (x)

]
ζ = 0 (D.1)

com E = ω2
− 1 e U0 = 2. O espectro de energia (e frequência) é então dado por

En = − (1 − n)2 (D.2)

ω2 = n (2 − n) . (D.3)

e como no casos anteriores, a estabilidade dessas perturbações implica na restrição
n < 2. Portanto, temos duas frequências possíveis ω0 = 0 e ω1 = 1, no entanto as
energias associadas essas frequências são respectivamente E0 = −1 e E1 = 0. Assim
temos somente o modo de translação

ζ0 =
1
2

1
cosh (x)

. (D.4)
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Apêndice E

Integrais necessárias para o
espalhamento discutido na seção (5.2)

Neste trabalho mostramos que podemos ir além do que já está apresentado
na literatura sobre o espalhamento de sólitons no modelo φ4 se levarmos em conta
alguns termos que em geral são ignorados quando da obtenção da lagrangiana das
coordenadas coletivas.

Estes termos envolvem integrações que são bastante complicadas e possivel-
mente, por isso são desprezados. Detalharemos aqui o cálculo de algumas dessas
integrais necessárias à obtenção da expressão (5.13).

Começamos por discutir a integral

I1 =

∫
∞

−∞

sech4 (σ (x + a (t))) dx. (E.1)

Tomando ω = σ (x + a (t)), I1 se escreve como

I1 =
1
σ

∫
∞

−∞

sech4 (ω) dω (E.2)

.
Para resolver essa integral real, fazemos uma extensão ao plano complexo

considerando a integração da função f (z) = z sech4(z), com z = ω + ıφ ∈ C ao longo
do caminho β ( ver figura do plano (E.1)).
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Figura E.1. Caminho de integração.

Então, temos a integral∮
β

f (z) dz =

∮
β

z
cosh4 (z)

dz. (E.3)

Verica-se que as integrais ao longo dos caminhos ω = R = constante se anulam
no limite em que R → ∞. Agora quanto às integrais horizontais, utilizaremos o
teorema dos resíduos para computá-las. Observando que essa integral possui pólo
em z1 = ıπ

2 , temos ∮
β

f (z) = −I1ıπ = 2πı
∑

k

Res
(

fk, zk
)
, (E.4)

aonde o cálculo do resíduo é feito da seguinte forma:

Res f (z1) = lim
z→z1

d3

dz3
(z − z1)4 f (z) = −

2
3
. (E.5)

Assim, obtemos o resultado

I1 = −
2
σ

Res f (z1) =
4

3σ
. (E.6)

As demais integrais que surgem são similares e podem ser igualmente tratadas.
Vamos fazer aqui, um próximo exemplo em algum detalhe e para os demais casos,
vamos simplesmente dar os resultados.
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Consideramos a integral

I2 =

∫
∞

−∞

sech2 (σ (x + a (t))) sech2 (σ (x − a (t))) dx. (E.7)

Fazeno ω1 = σ (x + a (t)) e ω2 = ω1 − 2aσ, podemos escrevê-la como

I2 =
1
σ

∫
∞

−∞

sech2 (ω1) sech2 (ω1 − 2aσ) dω1, (E.8)

e sua extensão ao plano complexo fica∮
β

f (z) dz = −ıπI2 = 2πı
∑

k

Res f (zk) = 2πı
[
Res

(
f , z1

)
+ Res

(
f , z2

)]
, (E.9)

com β sendo o mesmo caminho considerado anteriormente uma vez que seus pólos
encontram-se em z1 = ıπ

2 e z2 = ıπ
2 + 2aσ. Usando o teorema de resíduos temos

I2 = 8acoth (2aσ) csch2 (2aσ) − 4
σcsch2 (2aσ) .

Seguindo essa receita, as demais integrais, cujos pólos são sempre os mesmos
anteriores, podem ser resolvidas e os resultados são:

I3 =

∫
∞

−∞

sech3 (σ (x + a (t))) sech3 (σ (x − a (t))) dx, (E.10)

I3 = − 2
σ

[
4σacsch3 (2σa) + 6csch3 (2σa) coth (2σa) − 12σacsch3 (2σa) coth2 (2σa)

]
.

I4 =

∫
∞

−∞

sech4 (σ (x + a (t))) sech4 (σ (x − a (t))) dx, (E.11)

I4 = −
(

8csch4(2σa)
3σ

) [
−4 + 18σacoth (2σa) + 15coth2 (2σa) − 30σacoth3 (2σa)

]
.



Apêndice F

Cálculo dos coeficientes da
lagrangiana apresentada na seção (5.4)

Inicialmente vamos explicitar cada coeficiente definido e usado na lagrangiana
efetiva (5.23) em termos das integrais que posteriormente serão resolvidas. Temos
então

Q (a) = −
3
2

∫
∞

−∞

dx [tanh (x + a) sech (x + a) tanh (x − a) sech (x − a)] . (F.1)

C (a) =

√
3
2

∫
∞

−∞

dx [tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)][
sech2 (x + a) + sech2 (x − a)

]
. (F.2)

K (a) =
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech6 (x + a) + tanh4 (x + a) sech2 (x + a) − 2sech4 (x + a) tanh2 (x + a)

]
+

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech3 (x + a) sech3 (x − a) − sech3 (x − a) tanh2 (x + a) sech (x + a)

]
+

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
−sech3 (x + a) tanh2 (x − a) sech (x − a)

]
+

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
tanh2 (x + a) tanh2 (x − a) sech (x + a) sech (x − a)

]
. (F.3)

N (a) =
3
2

∫
∞

−∞

dx [tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)][
sech3 (x + a) + sech3 (x − a) − tanh2 (x + a) sech (x + a) − tanh2 (x − a) sech (x − a)

]
.(F.4)
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J (a) =

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech2 (x + a) + sech2 (x − a)

]
[
sech3 (x + a) + sech3 (x − a) − tanh2 (x + a) sech (x + a) − tanh2 (x − a) sech (x − a)

]
.(F.5)

F (a) = −

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
2sech5 (x + a) − 2 tanh2 (x + a) sech3 (x + a)

]
−

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
−sech2 (x + a) sech3 (x − a) − sech2 (x − a) sech3 (x + a)

]
−

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech2 (x + a) sech (x − a) tanh2 (x − a)

]
−

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech2 (x − a) sech (x + a) tanh2 (x + a)

]
+6α2

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech2 (x + a) sech2 (x − a)

]
[tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)]

−4α

√
3
2

∫
∞

−∞

dx [sech (x + a) sech (x − a)]

[tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)]

−2α3

√
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech3 (x + a) sech3 (x − a)

]
[tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)] . (F.6)
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W (a) =
3
2

∫
∞

−∞

dx
[
sech6 (x + a) + tanh4 (x + a) sech2 (x + a)

]
+

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
−2 tanh2 (x + a) sech4 (x + a) − sech3 (x + a) sech3 (x − a)

]
+

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
tanh2 (x − a) sech3 (x + a) sech (x − a)

]
+

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
tanh2 (x + a) sech3 (x − a) sech (x + a)

]
−

3
2

∫
∞

−∞

dx
[
tanh2 (x + a) tanh2 (x − a) sech (x − a) sech (x + a)

]
+3

∫
∞

−∞

dx [tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)]2

−9α
∫
∞

−∞

dx [tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)]2

[sech (x + a) sech (x − a)]

−
9
2
α2

∫
∞

−∞

dx [tanh (x + a) sech (x + a) − tanh (x − a) sech (x − a)]2[
sech2 (x + a) sech2 (x − a)

]
, (F.7)

em que α = tanh(2a)
sech(2a) .

Para o cálculo dessas integrais, utilizamos o método de resíduos apresentado
no apêndice (E). Entretando, algumas delas requerem novas considerações que serão
discutidas a seguir.

F.1 Método de cálculo de alguns tipos de integrais

Consideramos a integral dada abaixo, como um exemplo de integrais que
necessitam de outra abordagem:

I =

∫
∞

−∞

dx tanh (x) sech (x) sech2 (x)

Diferentemente da extesão complexa que foi feita anteriormente, agora tomamos a
função a ser integrada como f (z) = tanh (z) sech (z) sech2 (z). O caminho de integra-
ção β é o mesmo considerado nos casos já analisados. Verifica-se que a integração
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dessa função em ω = ±R = constante com R→∞ é nula portanto, ficamos com

I =

∫
∞

−∞

dz tanh (z) sech (z) sech2 (z)

−

∫
∞

−∞

dz tanh (z + ıπ) sech (z + ıπ) sech2 (z + ıπ) , (F.8)

que pode ser resolvida pelo teorema de resíduos, resultando em

I = 2πı
∑

k

Res
(

fk, zk
)

(F.9)

I =

∫
∞

−∞

dz tanh (z) sech (z) sech2 (z) = πı
∑

k

Res
(

fk, zk
)
. (F.10)

Esse tipo de extensão complexa, que não envolve a introdução de um produto
com a função z, deve ser utilizado para integrandos cujas funções não satisfaçam o
critério f (z + iπ) = f (z).

F.2 Coeficientes integrados

Apresentamos aqui uma lista com os coeficientes da lagrangiana para as co-
ordenadas coletivas. Os três primeiros termos já foram obtidos na construção da
lagrangiana (5.13), aonde demos a M0 a interpretação de uma massa de repouso do
sóliton, I (a) aparecia juntamente com M0 definindo a função g(a) (5.16) e V (a) como
sendo o potencial efetivo (5.17).

M0 =
4
3

(F.11)

I (a) = 8acoth (2a) csch2 (2a) − 4csch2 (2a) (F.12)

V (a) = 8
[
−

2
3

+ 2a +
3

tanh (2a)
−

2 (1 + 3a)

tanh2 (2a)
+

4a
tanh3 (2a)

]
(F.13)

Q (a) = 6acsch (2a) + 12acsch3 (2a) − 6coth (2a) csch (2a) (F.14)

C (a) = π

√
3
2

tanh (a) sech2 (a) (F.15)

F (a) = −6π

√
3
2

tanh2 (a) [−1 + tanh (a)]2 (F.16)

J (a) =

√
3
2
π

[1
2

+ sech4 (a) −
1
2

sech4 (a) cosh (2a)
]

(F.17)
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N (a) =
3
2

[
15csch3 (2a) + 9csch (2a) coth2 (2a) + 3csch (2a)

]
+

3
2

[
−6acsch (2a) coth (2a) − 46acoth (2a) csch3 (2a) − 2acoth3 (2a) csch (2a)

]
(F.18)

K (a) =
3
4

[28
15

+ 160acsch3 (2a) + 8acsch (2a) + 192acsch5 (2a)
]

+
3
4

[
−96coth (2a) csch3 (2a) − 16coth (2a) csch (2a)

]
. (F.19)

W (a) = −
3

16
csch5(2a)(−1588a−2(48a+97) sinh(2a)+12(80a+49) sinh(4a)−(96a+119) sinh(6a)

+ 6(16a + 19) sinh(8a) − 5 sinh(10a) + 40(24a − 1) cosh(2a) − 16(98a + 12) cosh(4a)

+ 12(16a + 3) cosh(6a) − 6(18a + 16) cosh(8a) + 4 cosh(10a) + 288) (F.20)



Apêndice G

Integrais necessárias para o estudo do
espalhamento do modelo φ6

Este apêndice será reservado para o desenvolvimento dos métodos algébri-
cos [42] usados para resolver as integrais elípticas que surgem na construção das
coordenadas coletivas para o modelo φ6.

Vamos começar resolvendo a integral que é necessária para obter a função g(a)
(6.9), que pode ser reescrita da seguinte forma

I1 (a) =

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe2x) 3
2 (1 + αe−2x) 3

2

=
2

α
3
2

∫
∞

0

e−3xdx

(1 + αe−2x) 3
2

(
1 + e−2x

α

) 3
2

. (G.1)

Seguindo [42], podemos expandir uma função hipergeométrica genérica, da seguinte
forma

1
(1 + z)p = 2F1

(
p, b, c,−z

)
=

1
Γ
(
p
) ∞∑

n=0

Γ
(
p + n

)
n!

(−z)n . (G.2)

Então podemos reescrever (G.1), como sendo

I1 (a) =
2

α
3
2

1

(Γ (3/2))2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (3/2 + n1) Γ (3/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

∫
∞

0
dxe−(3+2n1+2n2)x

=
8
π

1

α
3
2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (3/2 + n1) Γ (3/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

1
3 + 2 (n1 + n2)

. (G.3)
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Podemos reescrever (G.3) usando

1
3 + 2 (n1 + n2)

=
1
2

[
1

3/2 + (n1 + n2)

]
=

1
2

Γ (3/2 + n1 + n2)
Γ (3/2 + n1 + n2 + 1)

, (G.4)

de modo que (G.3) fica dada por

I1 (a) =
4
π

1

α
3
2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (3/2 + n1) Γ (3/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

Γ (3/2 + n1 + n2)
Γ (3/2 + n1 + n2 + 1)

. (G.5)

As próximas integrais podem ser feitas de maneira análoga:

I2 (a) =

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe2x) 1
2 (1 + αe−2x) 1

2

=
2
√
α

∫
∞

0

e−xdx

(1 + αe−2x) 1
2

(
1 + e−2x

α

) 1
2

, (G.6)

=
1

π
√
α

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (1/2 + n1) Γ (1/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

Γ (1/2 + n1 + n2)
Γ (1/2 + n1 + n2 + 1)

.

I3 (a) =

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe−2x) 1
2 (1 + αe2x) 3

2

=
2

α
3
2

∫
∞

0

e−3xdx

(1 + αe−2x) 1
2

(
1 + e−2x

α

) 3
2

, (G.7)

=
2

πα
3
2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (1/2 + n1) Γ (3/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

Γ (3/2 + n1 + n2)
Γ (3/2 + n1 + n2 + 1)

.

I4 (a) =

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe−2x) 5
2 (1 + αe2x) 1

2

=
2
√
α

∫
∞

0

e−xdx

(1 + αe−2x) 5
2

(
1 + e−2x

α

) 1
2

, (G.8)

=
4

3π
√
α

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (5/2 + n1) Γ (1/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

Γ (1/2 + n1 + n2)
Γ (1/2 + n1 + n2 + 1)

.

I5 (a) =

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe−2x) 3
2 (1 + αe2x) 1

2

=
2
√
α

∫
∞

0

e−xdx

(1 + αe−2x) 3
2

(
1 + e−2x

α

) 1
2

, (G.9)

=
2

π
√
α

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (3/2 + n1) Γ (1/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

Γ (1/2 + n1 + n2)
Γ (1/2 + n1 + n2 + 1)

.
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I6 (a) =

∫
∞

−∞

dx

(1 + αe−2x) 1
2 (1 + αe2x) 5

2

=
2

α
5
2

∫
∞

0

e−5xdx

(1 + αe−2x) 1
2

(
1 + e−2x

α

) 5
2

, (G.10)

=
4

3πα 5
2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

Γ (1/2 + n1) Γ (5/2 + n2)
n1!n2!

(−α)n1

(−α)n2

Γ (5/2 + n1 + n2)
Γ (5/2 + n1 + n2 + 1)

.

G.1 Sobre a convergência

Os resultados mostrados acima devem ainda ser analisados no que diz respeito
ao seu domínio de convergência. Todas elas têm esse domínio em 0 < α ≤ 1 ou α ≥ 1.
Como exemplo, vamos considerar o caso da série dada em (G.1).

• Caso I: tomamos 0 < α ≤ 1.

Neste caso, a soma deve ser realizada em n2 para que a convergência seja
garantida. Isso nos dá

I1 (a) =
4

πα
3
2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
n!

(−α)n
∞∑

n2=0

Γ (3/2 + n2) Γ (3/2 + n + n2)
Γ (3/2 + n + n2 + 1)

1
n2!

(
−

1
α

)n2
 , (G.11)

=
4

πα
3
2

∞∑
n=0

[
Γ (3/2 + n)

n!
(−α)n Γ (3/2) Γ (3/2 + n)

Γ (3/2 + n + 1) 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−1/α)
]
,

=
2
√
πα

3
2

∞∑
n=0

[
Γ (3/2 + n)

3/2 + n 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−1/α)
(−α)n

n!

]
.

• Caso II: tomamos α ≥ 1.

Neste caso a soma na equação (G.5) é realizada em n1 para garantir a conver-
gência, o que resulta em:

I1 (a) =
4

πα
3
2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
n!

(
−

1
α

)n ∞∑
n1=0

Γ (3/2 + n1)
n1!

Γ (3/2 + n + n1)
Γ (3/2 + n + n1 + 1)

(−α)n1 , (G.12)

=
2
√
πα

3
2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
n!

(
−

1
α

)n Γ (3/2 + n)
Γ (3/2 + n + 1) 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α) ,

=
2
√
πα

3
2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α) .
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Com este procedimento de análise, as demais séries podem ser consideradas
no caso α ≥ 1, uma vez que α = 3e2a e a ≥ 0.

I1 (a) =
2
√
πα

3
2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α) , (G.13)

I2 (a) =
1
√
πα

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α) , (G.14)

I3 (a) =
2
√
π

1

α
3
2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α) , (G.15)

I4 (a) =
1
√
π

1
√
α

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (5/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α) ,(G.16)

I5 (a) =
1
√
π

1
√
α

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α) ,(G.17)

I6 (a) =
4

3
√
π

1

α
5
2

∞∑
n=0

Γ (5/2 + n)
5/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 5/2 + n, 5/2 + n + 1,−α) .(G.18)

G.2 Termo cinético e potencial efetivo do

espalhamento kink/kink seção (6.1)

Apresentamos aqui o cálculo para a obtenção do termo cinético e do potencial
efetivo (6.10) utilizando os resultados das integrais elípticas (G.13) feitas acima.

O potencial se escreve como:

V (a) =
1
2
−

6 log (α)
α2 − 1

+
15
2

[
α2
− 1 − 2 log (α)

(α2 − 1)2

]
(G.19)

−

(
10 + 9e4a

) ∫ ∞

−∞

[
dx

(1 + αe−2x) 3
2 (1 + αe2x) 3

2

]
−

∫
∞

−∞

[
dx

(1 + αe−2x) 1
2 (1 + αe2x) 1

2

]
+ 4

∫
∞

−∞

dx
[

1

(1 + αe−2x) 3
2 (1 + αe2x) 1

2

+
1

(1 + αe−2x) 1
2 (1 + αe2x) 3

2

]
− 3

∫
∞

−∞

dx
[

1

(1 + αe−2x) 5
2 (1 + αe2x) 1

2

+
1

(1 + αe−2x) 1
2 (1 + αe2x) 5

2

]
.

Daqui temos, com os resultados anteriores,
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V (a) =
1
2
−

6 log (α)
α2 − 1

+
15
2

[
α2
− 1 − 2 log (α)

(α2 − 1)2

]
(G.20)

−

(
10 + 9e4a

)  2
√
πα3/2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α)


−

 1
√
πα1/2

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α)


+ 4

 2
√
πα3/2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α)


+ 4

 1
√
πα1/2

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α)


− 3

 1
√
πα1/2

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (5/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α)


− 3

 4
3
√
πα5/2

∞∑
n=0

Γ (5/2 + n)
5/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 5/2 + n, 5/2 + n + 1,−α)

 .
De mesma forma, obtemos a expressão explícita para o termo cinético (6.9)

g (a) =
1
2
−

36e4a

√
πα3/2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

−

(
1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α) . (G.21)

G.3 Termo cinético e potencial efetivo para o

espalhamento de anti-kink/kink seção (6.2.0.2)

O potencial efetivo é dado por

V (a) =

∫
∞

−∞

dx

1
2

(
∂φAKK

∂x

)2

+
1
2

(
φAKK

)2 (
1 − φ2

AKK

)2
 , (G.22)

e fazendo uso dos resultados das integrais elípticas calculadas acima, podemos
reescrever essa expressão como
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V (a) =
1
2
−

6 log (α)
α2 − 1

+
15
2

[
α2
− 1 − 2 log (α)

(α2 − 1)2

]
(G.23)

+
(
10 − 9e4a

)  2
√
πα3/2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α)


+

1
√
πα1/2

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α)

+ 3

 1
√
πα1/2

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (5/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α)


+ 3

 4
3
√
πα5/2
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n=0

Γ (5/2 + n)
5/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 5/2 + n, 5/2 + n + 1,−α)


− 4

 2
√
πα3/2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (1/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α)


− 4

 1
√
πα1/2

∞∑
n=0

Γ (1/2 + n)
1/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 1/2 + n, 1/2 + n + 1,−α)

 .
De mesma forma, obtemos a expressão explícita para o termo cinético

g (a) =
1
2

+
36e4a

√
πα3/2

∞∑
n=0

Γ (3/2 + n)
3/2 + n

(
−

1
α

)n

n! 2F1 (3/2, 3/2 + n, 3/2 + n + 1,−α) . (G.24)
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