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Resumo

Neste trabalho, revisamos e aplicamos o formalismo da interpretagdo de Bohm-de Broglie da
mecanica quantica ao estudo de duas teorias gravitacionais cosmoldgicas, que modificam a
relatividade geral de Einstein pela introducao de um campo escalar: o acoplamento minimo e o
acoplamento ndo-minimo derivativo. Abordamos algumas questoes relacionadas ao processo de
quantizagao nessas teorias, a saber, a ambiguidade do ordenamento e o problema da quantizacao
de Hamiltonianas com poténcias nao-inteiras nos momentos, caso no qual aplicamos a técnica
das derivadas fracionarias. Discutimos como a interpretacdo de Bohm-de Broglie fornece
critérios fisicos para que se possa analisar os resultados obtidos, especialmente no que diz
respeito a busca por solugoes nao-singulares. Com ajuda desses critérios, discutimos como as
técnicas aplicadas sdo capazes de fornecer respostas ao problema da singularidade, através de

bounces e universos ciclicos.

Palavras-chave: Cosmologia, Universo Primordial, Quantizacdo, Interpretacdo de Bohm-de

Broglie, Bounce, Universos Ciclicos, Derivadas Fracionarias, Problema do Ordenamento.

Abstract

In this work, we both review and apply the formalism of Bohm-de Broglie interpretation
of quantum mechanics to study two cosmological theories which modify Einstein’s general
relativity through the introduction of a scalar field: the minimal and the non-minimal derivative
couplings. We address some issues related to the quantization process in those theories, namely
the ordering ambiguity and the problem of the quantization of Hamiltonians with non-integer
powers in the momenta, in which case we apply a fractional derivative technique. We discuss
how the Bohm-de Broglie interpretation provides us physical criteria to analyse the obtained
results, specially with respect to the search for nonsingular solutions. With the help of those
criteria, we discuss how the applied techniques are able to provide answers to the singularity

problem, through bounces and cyclic universes.

Keywords: Cosmology, Primordial Universe, Quantization, Bohm-de Broglie Interpretation,

Cyclic Universes, Fractional Derivatives, Ordering Problem.
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Capitulo 1

Introducao e Objetivos

Neste Capitulo, vamos contextualizar o assunto abordado nos préximos Capitulos, indo do
mais geral ao mais especifico. Na Secao 1.1, apenas apresentamos algumas abreviacoes que
serdo usadas ao longo do trabalho. Na Se¢ao 1.2, introduzimos algumas notagoes referentes a
teorias de gravitagao relativistica, que s@o comuns tanto a Relatividade Geral como a muitas
teorias de gravitagdo modificada baseadas na ideia de que a gravidade estd intimamente
ligada a geometria do espacgo-tempo, que é uma variedade diferencidvel Lorentziana em 4
dimensoes. Alids, discutiremos apenas teorias em 4 dimensbes aqui, muito embora existam
teorias gravitacionais com mais dimensoes.

Na Secao 1.3, apresentamos um brevissimo resumo sobre o atual modelo padrao da Cos-
mologia, o que serve de justificativa para o estudo de muitas alternativas. Dentre elas, nos
interessa neste trabalho discutir as teorias escalar-tensoriais. Duas teorias desse tipo foram
abordadas neste trabalho, a do acoplamento minimo, que é apresentada na Secdo 1.4 e a do
acoplamento nao-minimo, apresentada na Secdo 1.6. Como ambas sao casos particulares da
teoria de Horndeski, esta é apresentada brevemente na Secdo 1.5.

Apés esse percurso voltado a formalismos cldssicos, apresentamos o problema da singulari-
dade, na Se¢do 1.7. Este é um dos problemas que as teorias de cosmologia quantica tentam
resolver. Apresentamos muito brevemente a cosmologia quantica, na Secao 1.8, e alguns de
seus problemas, na Secao 1.9. Esses problemas motivam uma discussao, na Secao 1.10, sobre
a interpretacio da mecanica quintica, que é um tema bastante profundo, tanto fisicamente

quanto filosoficamente, como se discute, por exemplo, em [1-3]. Justamente por causa da sua



2 1.1. Lista de Abreviagoes

complexidade e do fato de nao ser o objetivo deste trabalho apresentar uma solucao a essa
questao, apenas a situamos, com o objetivo de motivar a escolha que foi feita aqui, de se aplicar
a chamada interpretagio causal, também chamada de interpretagdo de Bohm-de Broglie (BdB),
ou, ainda, interpretagdo Bohmiana.

Com isso, acreditamos ter situado as bases do presente trabalho, que sdo a cosmologia
quantica, a interpretacdo de BdB e as teorias escalar-tensoriais. Na Secéo 1.11, reunimos
essas ideias para finalmente descrever quais sdo os objetivos deste trabalho e como eles serao
explorados nos Capitulos seguintes. O(A) leitor(a) familiarizado(a) com os conceitos discutidos

nas Segoes de revisdo 1.3 a 1.10 pode prosseguir diretamente para a Secdo 1.11.

1.1 Lista de Abreviacoes

HJ Hamilton-Jacobi

WDW  Wheeler-DeWitt

BdB Bohm-de Broglie

DFC Derivada Fracionaria Conforme

FLRW  Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

c.c. condicbes de contorno

c.i. condigoes iniciais

1.2 Notacgoes e Formulas
Na Cosmologia moderna, compreende-se que o universo é aproximadamente homogéneo e
isotrépico em largas escalas, o que constitui o chamado principio cosmolégico [4]. Sabe-se

também que ele estd em expansdo acelerada [5,6]. A métrica mais geral capaz de descrever

um universo homogénio e isotrépico em expansao é a métrica FLRW [4,7]:

ds? = —N?(t)dt? + az(t)< +12d0? + % sen? 9432) ; (1.1)

1 —kr2

onde: N(t) é a chamada funcgdo lapso, que descreve uma redefini¢do genérica do tempo; a(t)
é o fator de escala, que descreve a expansao do universo; r,0,¢ sdo as coordenadas esféricas

usuais. Por sua vez, a varidvel k = 0, = 1 define o tipo de geometria espacial: para k = 0, uma
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geometria plana; para k = 1, uma geometria esférica; para k = —1, uma geometria hiperbélica.

Entao, em particular, a métrica de FLRW plana pode ser escrita como:
ds? = —N?dt? + a?8;;dx'dx/. (1.2)

O principio cosmologico deve ser compreendido como verdadeiro no sentido de que ele
admite desvios, mas estes sdo pequenos, como sabemos por varias observagoes, como descrito,
por exemplo, na Referéncia [8]. Para considerar inomogeneidades e anisotropias, é necessario
considerar, portanto, uma métrica perturbada. As perturbacoes sdo também usadas (nao
apenas em cosmologia) para descrever ondas gravitacionais. Entretanto, neste trabalho, iremos
nos restringir & primeira aproximacao (1.2), que corresponde ao principio cosmolégico num
universo espacialmente plano. Apenas comentaremos na Se¢do 1.5 algumas restrigdoes impostas
recentemente pela observacdo das ondas gravitacionais e como isso influencia o estudo aqui
desenvolvido. Sobre a escolha de k = 0, as observacoes atuais mostram que o universo é
aproximadamente plano, de acordo com os dados mais recentes do Planck 2018 [9], pois o
parametro de densidade da curvatura espacial observado foi de Q) = 0.0007 £ 0.0019. Vamos
supor entdo k = 0 ao longo de todo o trabalho.

Portanto, tendo em vista a discussdo acima, vamos listar abaixo algumas quantidades
geométricas bésicas calculadas a partir da métrica FLRW plana (1.2). No que segue, indices
gregos variam de 0 a 3 e indices latinos variam de 1 a 3. Considerando o espago-tempo
como uma variedade Lorentziana em quatro dimensdes, cujas propriedades geométricas sao
descritas por uma métrica g, como é o padrao estabelecido pela Relatividade Geral (ver, por
exemplo, [10]), considerando a derivada covariante usual, para a qual V«g,v = 0, a conexao
¢é dada por:

1
re, ==

ZQ“B(aung+avguﬁ_afiguv) . (1.3)

Logo, para (1.2), encontramos:

. . 0 aa
b = 551. , Y = Wsi" , (1.4a)
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Dai, para o tensor de Ricci

Rup = 0vTp —0ul Y + T oy — TS e 5 (1.5)
encontramos
aN  _d a2/ a®> a aN
R00:37N_37 ROi:Oa 1) —51]N2< +a_(1N> . (16)
Contraindo R, obtemos o escalar de Ricci:
6 (aN d a2
R=g""Ryv=—5|—5——— — . 1.7
97 Fuy N2 (a N a a2> (17)
Em seguida, sendo o tensor de Einstein dado por
1
Guv = Ruv — §ng ) (1.8)
encontramos suas componentes covariantes
a2 a? (aN  a® _d
GOO :3¥ 5 GOi :0 5 Gl) :61]]\]2<2QN_(12_2(1> (19)
e contravariantes
g _ 3 & G’ =0 i 8 (p4N_& ,d (1.10)
- N4qa2’ o S a?N2\"aN a2 Ta '

Sobre a questao da assinatura da métrica, é possivel verificar, pelas equagoes acima, que uma
mudanga de assinatura de uma métrica genérica g,y mantém inalteradas as quantidades I'{,,
"év s> Ruv, Guv e G*Y e troca o sinal das quantidades g+, g*V e R. Para notacoes adicionais,
mais “matematicas”, ver o inicio do Apéndice B. Além disso, vamos usar o ponto como
separacao entre a parte inteira e a parte fraciondria de um nimero. Exemplo: 1/2 = 0.5 em vez
de 0,5. Sobre convengoes de unidades, vamos usar unidades naturais, nas quais (numericamente)
h =G =c =1, ou variagdes disso, dependendo da convenc¢do usada na referéncia que motivou

o estudo, sendo que h é a constante de Planck normalizada, G é a constante gravitacional de
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Newton e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

1.3 Modelo ACDM

Nesta secdo, vamos supor a validade da teoria geral da relatividade, como apresentada em

livros-texto [10-12]. Partimos da métrica FLRW (1.1), para escrever as equagoes de Einstein

8nG
Guv +AGuy = — 7 Tuv (1.11)
onde A ¢é a constante cosmoldgica e T, é o tensor energia-momento que descreve um fluido

perfeito:

P
Ty = <p + C2>U,,~Luy +Pguv (1.12)

onde . é o quadrivetor velocidade do fluido, p é a densidade e P é a pressdo. Nessas condigoes,

as equacoes de Einstein tomam a forma das chamadas equacées de Friedmann:

811G Ac?  kc?
e (1.13a)

a 4ntG 3P Ac?
- — —_— . 1.13b
d (p n ) + X (1.13b)

As equagbes acima caracterizam uma descricdo do universo em largas escalas, homogéneo e
isotropico, modelado como um fluido perfeito que respeita as equacoes de Einstein, na presenca
de uma constante cosmolégica A. A quantidade H = a/a é o chamado fator de Hubble, que
mede a expansdo do universo. A equagao (1.13a) é um vinculo, por ser de primeira ordem,
enquanto que (1.13b) é a equacao da aceleragao.

O contetddo de matéria e energia caracteriza um particular modelo cosmolégico. Como
sabemos [13], o modelo cosmoldgico mais bem-sucedido é o chamado ACDM, para o qual a

equagao de vinculo (1.13a) é:

H? Qco  OQpvo , Qv Oxo
Ot T g

, (1.14)

onde as quantidades Q; representam os valores atuais dos parametros de densidade (iguais a

P1i/Peritico, medidos hoje, onde Peritico = 3H?/ 8ntG) de cada uma das componentes do modelo,
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que sdo: Q A, constante cosmoldgica A; Qco, matéria escura fria (CDM, abreviagdo em inglés);
Qyp, barions; Q.q, radiagdo, que representa fétons e neutrinos; Qyg, curvatura k.

H& certamente muito mais o que falar sobre o modelo ACDM, mas eu gostaria apenas
de pontuar que esse modelo, como descrito acima, é incompleto, pois enfrentaria dificuldades
como o problema do horizonte e o problema da planura. Estas e outras questoes sao resolvidas
pela introdugdo da inflagdo, que é caracterizada no livro [14] como simplesmente qualquer
periodo em que o universo esta se expandindo aceleradamente: @ > 0. Um conceito mais
preciso, no entanto, caracteriza a inflagio como um periodo de expansao acelerada antes das
fases de radiagdo e matéria, com uma duragdo muito curta, da ordem de 61 e-folds, seguida
por um processo de reaquecimento [13]. Como observado em [14], apesar de ter sido motivada
historicamente pela necessidade de encontrar solu¢ées para os problemas ja mencionados,
pode-se dizer que a propriedade mais importante da inflagdo nao é a solucao desses problemas,
mas sim a sua capacidade de gerar irregularidades que levaram a formagao de estruturas.
Entéo, para a discussio que interessa aqui, vale a pena mencionar que a inflacdo introduz o
inflaton, um campo escalar que parece ser muito importante para o universo primordial. Mesmo
em modelos inflaciondrios sem campo escalar, como o modelo de Starobinsky [15], é possivel

mostrar que existe uma equivaléncia com um modelo de campo escalar canénico [16,17].

1.4 Teorias Escalar-Tensoriais: o Acoplamento Minimo

Existem muitas justificativas para se estudar modificagoes da gravidade através da introducao
de um campo escalar, como comentado em [18]. Primeiro, campos escalares sdo mais simples
do que vetoriais ou tensoriais, portanto hd uma motivacdo pragmatica, no sentido de buscar
inicialmente a modificagdo mais simples, o que também pode servir de base para modificacoes
mais complicadas. Outra motivacdo é a de modelar a variacdo de constantes fundamentais,
como ¢é o caso da teoria de Brans-Dicke [19]. Além disso, o campo escalar também é usado,
por exemplo, para se construir modelos de inflagdo [14] e de energia escura [20]. Um campo
escalar gravitacional também é uma caracteristica essencial de supergravidade, supercordas
e teorias-M, como observado em [21]. Teorias nas quais um campo escalar estd acoplado a

gravidade sao chamadas de escalar-tensoriais.
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A teoria escalar-tensorial mais simples é chamada de acoplamento minimo e é representada
pela agao

R 1
5= [ate=g o — 590,000~ V(o] (1.15)

que corresponde a um acoplamento entre a gravitacdo, representada pela acdo de Einstein-

Hilbert
R
Sen = Jd4x\/92K : (1.16)

e um campo escalar candnico ¢, representado pela acido de Klein-Gordon

Sko _Jd‘*xﬁg{—;gwamam—wm . (1.17)

Em modelos nos quais o campo escalar domina a dindmica, como é o caso da inflagdo, pode-se
desprezar os termos de matéria. E o que vamos fazer ao longo do presente trabalho, pois
estudaremos algumas teorias de cosmologia quantica nas quais a dindmica serd determinada
por um campo escalar.

Também é possivel mostrar que muitas teorias gravitacionais sdo, de certo modo, equiva-
lentes a (1.15). Essa equivaléncia se d4 através de uma transformagao conforme, que é uma

transformagao da forma

guv :Q2guv s (1.18)

onde Q) é uma funcdo que pode depender das coordenadas, mas também do campo escalar.
Exemplos de teorias que admitem uma equivaléncia desse tipo com (1.15) sdo a teoria in-
flacionaria de Starobinsky (ver secao 8.6.2 de [14] e as referéncias la citadas) e a teoria de
Brans-Dicke (ver capitulo 1 de [21]). E comum chamar a versio transformada de teoria no
frame de FEinstein e a antiga de teoria no frame de Jordan. Para uma introducio as trans-
formagoes conformes, ver o Apéndice D de [10] e, para mais sobre teorias escalar-tensoriais,
ver o livro ji citado [21]. Para mais sobre inflagdo e a importancia do campo escalar para

descrevé-la, veja [22].
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1.5 A Teoria de Horndeski

Na sec¢ao anterior, discutimos uma teoria que modifica a gravitagdo padrao da Relatividade
Geral' pela introducdo de um campo escalar canonico. Podemos dizer que a Relatividade

Geral ¢é a teoria representada pela agao [24]:

_ 4 — _
5= 1o | 45VTIR =24 + Sm(ginef) (1.19)

onde G é a constante Newtoniana, A é a constante cosmolégica e S, é a acdo de matéria,
onde & representa coletivamente todos os campos de matéria.

Ao modificar-se a gravidade sem introduzir outros graus de liberdade, o chamado Teorema
de Lovelock garante que qualquer Lagrangeana escalar £ que dependa exclusivamente da
métrica gy, ou seja, L = £[g,~], em quatro dimensoes, covariante, com equacoes de segunda
ordem, conduzird necessariamente as equagoes de Einstein, como demonstrado em [25,26] e
revisado em [24]. Isso significa que uma modificagdo da Relatividade Geral que seja covariante
e leve a equacgOes de segunda ordem em quatro dimensoes somente é possivel adicionando pelo
menos um grau de liberdade. Esse é um dos motivos para se considerar a introduc¢do de um
campo escalar.

Numa visdo mais ampla, existe a possibilidade de que a inflacdo tenha sido causada por
um campo escalar candnico, citado acima, mas também é possivel que um acoplamento mais
complicado tenha sido responsavel por isso, como é o caso da teoria apresentada em [18]. Este
¢ um dos motivos para se buscar teorias de gravitagdo modificada que introduzam um grau de
liberdade, o campo escalar, sem se restringir exclusivamente ao campo candnico, que possam
fornecer descrigoes do universo primordial.

Isso conduz & Lagrangeana de Horndeski, pois ela é a generalizacao do Teorema de Lovelock
para o caso em que hd a gravidade, representada pela métrica g,.v, mais um campo escalar
®. Ou seja, a Lagrangeana de Horndeski representa a teoria gravitacional mais geral possivel
da forma £ = L[g.~,d] capaz de fornecer equagdes de movimento de segunda ordem em

quatro dimensoes. Essa agao foi apresentada em 1974 em [27] e pode ser escrita, numa notagao

1Sobre os fundamentos da Relatividade Geral, ver os livros classicos, como [10,23].
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semelhante a de [24], como

SH = J d*xv/=9g(Lo+ L3+ Ly + L5) , (1.20)

onde
Lo = Ga(d,X), (1.21a)
L4=Ga(d.XIR+ Gux (b X)[(Op)> = VEVY OV, V], (1.21¢)

L5 = Gs5(d,X)GMYV Vi b — 565 x(,X)[(Od)?

—30PVHVYPV Vyd + 2V, V1 OVAVHOVY VAP . (1.21d)

As funcoes Gi(d,X) sado fungoes diferencidveis genéricas do campo escalar ¢ e do chamado
termo cinético X = —VH PV d. A notacao Gi x representa a derivada de Gi em relacdo a X. O
motivo para se restringir a equagoes de segunda ordem é para evitar a chamada instabilidade
de Ostrogradsky, como é comentado de modo didatico em [28].

As perturbagoes dessa teoria foram apresentadas em 2012, no trabalho [29]. Em 2014,
no trabalho [30], essas perturbagoes foram usadas para definir pardmetros que permitem
testar a teoria de Horndeski com base nos dados observacionais. Vou mencionar apenas a
questao da velocidade das ondas gravitacionais, que é um tema que tem gerado muito interesse
na comunidade gragas a recente detecgao através dos eventos GW170817 e GRB 170817
[31-33]. Esses eventos impuseram o seguinte vinculo, onde cgw ¢ a velocidade das perturbagoes

tensoriais e ¢ é a velocidade da luz no vacuo:
3x10 B <cqw/c—1<T7x1071Y (1.22)

valido para redshifts z < 0.009.
Na teoria de Horndeski geral (1.20), a velocidade das perturbagoes tensoriais, que repre-

sentam as ondas gravitacionais, é determinada de acordo com as fungdes Gj pela férmula:
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2 G4 — X($Gsx + Gs.4)
W Gy —2XGyx — X(H$G5 x — Gs.9p)

(1.23)

onde H é o fator de Hubble: H = a/a. A relagdo entre o vinculo (1.22), imposto pelas
observagoes, e a teoria de Horndeski foi discutida detalhadamente no trabalho [34], de 2019,
onde se afirma que, para que ndao haja nenhum problema com esse vinculo, sem exigir qualquer

ajuste das fungoes Gji, basta restringir a discussdo para a subclasse seguinte de Horndeski:

L= Ga(d,X) — Gs(d,X)Ud + Ga(P)R . (1.24)

Isso nao significa que teorias contendo G4 x ou G5 estejam excluidas, mas significa que essas
fungoes devem ser ajustadas para que nao contradigam o vinculo (1.22), o que deve ser feito
através da equagao (1.23). Além disso, como discutido em [35], hd dois aspectos relacionados
aos termos G4 x ou Gs que precisam ser levados em consideragao. Primeiro, que o vinculo
estabelecido nao se aplica ao universo primordial, devido ao redshift para o qual ele é valido.
Como estamos interessados neste trabalho em modelos de cosmologia quéantica, isso significa
que os termos G4 x ou G5 podem ser importantes para uma descricao quantica. O segundo
aspecto, que reforca o primeiro, é o fato de que esses termos tendem a ser suavizados com a
expansao do universo, o que pode fazer com que os outros termos dominem sobre eles, de modo
que seu efeito fique pequeno o suficiente para que o desvio provocado por eles esteja dentro

do vinculo nas escalas em que o vinculo torna-se valido. Mais detalhes sobre isso em [35, 36].

1.6 O Acoplamento nao-minimo derivativo

Uma teoria gravitacional que contenha o termo Gs de Horndeski é conhecida na literatura
como acoplamento ndo-minimo derivativo (“nonminimal derivative coupling,” no original, em
inglés). Ela ja foi estudada como termo adicional para outras teorias, em varios trabalhos de
L. Amendola, S. Sushkov e outros [18,37-40], onde se mostra que a contribuicdo de G5 parece
ser importante para o universo primordial, uma vez que ele é capaz de fornecer um mecanismo
de inflagdo. Isso concorda com o que argumentamos acima em relacio a essas teorias.

Termos dessa forma também sdo importantes na chamada teoria do Fab Four, que é descrita
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em [41-43]. Essa teoria é uma subclasse de Horndeski, onde se introduz a notacao

Vi) =220 (1.25)

O subescrito ] ndo é um indice, ele significa “John”, que é o nome dado ao termo que vem
de Gj. Esse termo pode ser obtido diretamente de Horndeski supondo-se que Gs = G5(¢),
ou seja, sem dependéncia em X, através de uma integracdo por partes, assim: expandimos a

derivada covariante abaixo, usando a regra de Leibniz:

Vu [G5(¢)Guvvv¢] = [VP—G5(¢)]GHVVV¢ + G5(¢)(VHGHV)V\/¢+ (126)

+ G5()GHYV Vi . (1.27)

O termo do lado esquerdo da igualdade acima é uma divergéncia total e pode ser des-
prezada.? E o segundo termo do lado direito contém Vi G"Y, que é zero, pela identidade de

Bianchi. Restam entao apenas dois termos, que levam a identidade:

G5(¢)Guvvuvv¢ = _[quE)(d))]Guvvv(b

. dGB(d)) v
= —TGH VudVyd

= V|GV, V. (1.28)

Devido a equacao acima, em todos os casos deste trabalho que considerarmos Gs, vamos nos
restringir ao caso G5 = G5(¢) e vamos usar a notacdo do Fab Four para Vj = dGs/dd.
Outra aplicacdo para teorias que contém o termo Gj é para buracos negros, como em [44].
Outra informacao relevante sobre essa classe de teorias de Horndeski é que elas ndo admitem
uma transformacdo conforme que as leve ao frame de Einstein, como provado em [37]. Isso

significa que teorias assim possuem uma estrutura realmente diferente da Relatividade Geral.

2Esse argumento é valido porque, na verdade, temos que levar em conta que esse termo serd integrado para
formar a agdo. Um argumento semelhante pode ser visto no Apéndice E de [10].
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1.7 Solucgoes singulares e nao-singulares

Um dos mais importantes problemas que a cosmologia quéntica se propoe a resolver é o
problema da singularidade. O modelo padrao da cosmologia possui uma singularidade inicial:
no instante t = 0 (tempo césmico), o fator de escala se anula, o que constitui uma singularidade
na métrica (1.1). Ao contrario do que possa parecer, definir com precisao e rigor o que é uma
singularidade num espago-tempo, em geral, nao € tarefa facil, devido & estrutura geométrica do
espaco-tempo. Uma tal construcio foge ao escopo deste trabalho, pois requer um tratamento
especifico, como apresentado em [45]. Porém, intuitivamente, a singularidade mencionada do
a = 0 é relativamente simples de entender: com um fator de escala nulo, a distdncia entre
quaisquer pontos do universo seria zero, o que pode ser visto da férmula usual de calculo de
distancias em relatividade geral.

Como comentado em [46], uma singularidade é um problema importante, por trés motivos

principais:

1. Como a métrica da a estrutura do espaco-tempo, uma singularidade na métrica implica
que o espago e o tempo ficam mal definidos. Seria uma “ilegalidade”, como se comenta

na pag. 65 de [45].

2. Ela impede que se formule corretamente o problema de valor inicial de Cauchy, o que

cria um problema na evolucao temporal das grandezas.

3. A singularidade também cria um problema relacionado com a entropia do universo, pois

um limite sobre a entropia é violado quando ha uma singularidade [47-49].

Exemplos de solugdes singulares para o fator de escala sdo as solugdes obtidas quando se

considera o universo como fluido perfeito usual:

aft) = (t )M , (1.29)

to

onde w é o parametro da equacao de estado e tg é a idade do universo. A solucao do tipo de

Sitter, de uma expansao exponencial

a(t) = aqpet, (1.30)
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onde vy é constante, em geral é considerada como uma solug¢do que possui uma singularidade
assintotica em t — —o0, mas alguns autores discordam de que esse limite matematico, que

de fato d4 zero, implique numa singularidade fisica [50,51].

6

Fator de Escala a

0 1 1 1 1
-15 -10 -5 0 5 10 15
Tempo' t

Figura 1.1: Esbogo da solugdo (1.31), para w = 0 (poeira), e com ap = 1, representada pela curva
vermelha, comparada com seu limite assintético para t > 0, dado por (1.29) e representado pela curva
azul.

Estudaremos nos capitulos seguintes diversos exemplos de como a quantizacao é capaz de
partir de uma solugdo que classicamente é singular, e construir uma corre¢cdo quantica que
modifica o comportamento de a de tal modo que a singularidade seja evitada. Uma importante
classe de solucoes nao-singulares sdo as chamadas solucoes de ricochete. Apenas para ilustrar,
um exemplo de solugdo de ricochete é

27 370w
alt) = [d2+ <t> } - (1.31)

to

onde d? = ag(HW) é constante, sendo ag = a(0) > 0 o valor minimo assumido pelo fator de

escala. Nessa classe de solugoes, ndo existe singularidade, o universo é eterno, sendo que vem
de t < 0 contraindo-se, até que o ricochete ocorre, em t = 0, ponto no qual o minimo de a é
atingido, e depois evoluindo para uma expansao, com t > 0. Esse comportamento é ilustrado
na Figura 1.1. Podemos dizer que a solu¢ao nao-singular (1.31) é uma corre¢do da solugao
singular (1.29), o que fica mais claro com a Figura 1.1.

)

O termo em inglés para ricochete é “bounce,” em alusdao ao aspecto visual da evolucéo
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temporal do fator de escala nessas solugdes. Os primeiros trabalhos a considerar solugées para
o fator de escala com ricochete foram [52], de M. Novello e J.M. Salim e [53], de V.N. Melnikov
e S.V. Orlov, ambos de 1979. Para uma revisao sobre essas solucoes e como elas podem estar
presentes tanto em teorias cldssicas como quénticas, veja [46]. Uma outra classe de solugoes
para a(t) nao-singulares que vale mencionar séo as solugées ciclicas, nas quais o universo
experimenta fases de expansao e contragdo intercaladas, onde o fator de escala é uma funcao
periddica, mas sempre estritamente positiva, sem nunca, portanto, atingir a singularidade.

Sobre cosmologia com solugoes ciclicas, veja, por exemplo, [54].

1.8 A Cosmologia Quantica

A presente Secdo ndo contém um delineamento histérico da cosmologia ou da gravitacéo
quanticas. Para isso, ver o artigo de C. Rovelli, [55]. Vamos apenas pontuar alguns aspectos
que contextualizem e embasem a discussdo que serd desenvolvida nos Capitulos seguintes. O
conteudo desta Segdo foi baseado nas referéncias [7, 56].

O problema da singularidade mencionado na Se¢ao anterior é uma das mais importantes
justificativas para se abordar a cosmologia do universo primordial através de uma teoria
quéantica, que seria entdo chamada de cosmologia quantica. Além disso, hd o fato de que as
escalas de distancia, tempo e massa-energia seriam, antes da inflacdo, escalas de Planck, que

sao dadas por:

h
lp = C—S — Comprimento de Planck,

Ih
tpy = C—5G — Tempo de Planck,

[
Mpy = EC — Massa de Planck.

Em unidades naturais, tem-se (numericamente) lpy = tpy = Mp; = 1. Reunindo as duas
ideias anteriores, podemos pensar que, assim como a mecanica quantica propde corregdes que
resolvem inconsisténcias da mecanica cldssica, devido justamente a diferenca de escala entre
as duas teorias, é razodvel supor que uma versdo quantica da cosmologia poderia fornecer
correcoes a cosmologia classica que poderiam aperfeicoar a descricdo do universo primordial.

Muito embora nao exista um procedimento tinico para que se possa transformar essa ideia
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em pratica, algumas abordagens se destacam pela seu embasamento nos formalismos mais bem
fundamentados da Fisica, como a formulagao Hamiltoniana da mecénica classica e as regras
bésicas de quantizagdo. Alias, essas regras foram generalizadas para sistemas Hamiltonianos
vinculados por P.A.M. Dirac em [57]. Como a quantizacdo supée uma Hamiltoniana, foi
necessario primeiro fazer uma separacao 3+ 1 do espago-tempo para que entao se pudesse obter
uma formulacdo Hamiltoniana, para que, s6 entao, se possam aplicar as regras de Dirac. Como
curiosidade, em relacdo & importancia de se considerar primeiro uma formulacdo Hamiltoniana,
Dirac afirma em [58], referindo-se a abordagens da fisica de particulas e campos que nao levam

em conta o formalismo Hamiltoniano:

“I feel that there will always be something missing from them which we can only
get by working from a Hamiltonian, or maybe from some generalization of the
concept of a Hamiltonian. So I take the point of view that the Hamiltonian is really

very important for quantum theory.”

Seguindo esse raciocinio, as primeiras construgées de uma cosmologia quantica foram apre-
sentadas como aplicagoes das regras de quantizacio de Dirac para a formulacdo Hamiltoniana
da Relatividade, o que foi apresentado por J.A. Wheeler e B.S. DeWittt nos anos 60 em uma
série de trabalhos [59-62]. Vejamos agora um resumo muito breve das ideias presentes na
formulacao inaugurada por eles.

Matematicamente, a separagdo 3 + 1, trés dimensbes espaciais e uma temporal, é uma
folheacao do espago-tempo, que é uma variedade diferenciavel M, de quatro dimensoes. Essa
separacao ¢ formulada, no contexto presente, através da chamada decomposicio ADM, em
homenagem aos seus criadores R. Arnowitt, S. Deser e C.W. Misner [63]. A cada instante
t correspondera uma hipersuperficie de dimensao 3, representada por X, que representara
o espaco num instante t. Para que haja generalidade na folheacao, é necessario introduzir a
funcdo lapso N(t,x*), que mede a diferenca entre o tempo coordenado t e o tempo préprio
T (onde dt = N dt) e o vetor deslocamento N*(t,x¥), que mede, grosso modo, o quanto as

coordenadas espaciais se desviam de serem coméveis. Com isso, a métrica (g,v) pode ser
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escrita como
—NZ + N*Ny  N;j
(guv) = ) )
Nt h.i)'
onde hyj é a chamada métrica intrinseca, que ¢ a métrica induzida sobre as hipersuperficies

Lt pela métrica g,v. Também se define a curvatura extrinseca Kyj por

1 dhy;
Ky =51 <v Nj + V;N; — at”) . (1.32)

Com esse formalismo, é possivel mostrar que uma acao da forma

_ 1
 4k2

{J d&ﬁ[ —2/\—79”"6“1)6\,(]) V(¢)]+2J d%cﬁk}, (1.33)

oM

onde k? = 4nG, K = Kii e OM é a fronteira de M, se transforma em
S :Jdtd3x (TN + 7' Ny — NI — Ny (1.34)

sendo ¥ e 7t* 0s momentos candnicos conjugados a N e Nj, respectivamente, e sendo

vh

=53 (Gh —2¢*TY) | (1.35a)
H = ;{; (GO — 2T | (1.35b)

onde THY é o tensor energia-momento.
Da acao (1.34), vemos que as fungoes N e N; atuam agora como multiplicadores de

Lagrange, de tal modo que a variacdo dessa acao em relacdo a N fornece o vinculo

H~0, (1.36)

enquanto a variacdo em relagdo a N; fornece o vinculo

Hi~0. (1.37)

As equagdes acima sao de fato igualdades. O simbolo = foi introduzido por Dirac em [57] como
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uma maneira de deixar advertido que os vinculos H = 0 e H* = 0 nido podem ser inseridos
nas equagoes de movimento antes que elas sejam encontradas. Ele chama isso de “igualdade
fraca.”

Entao, com as relagoes acima, especialmente (1.36), o processo de quantizagao pode ser
implementado ao se determinar o operador He aplica-lo sobre a funcdo de onda do universo,

1, de tal modo que se obtenha a equagao
Hp=0, (1.38)

ou, pelas expressoes anteriores,

52 Vvh .
—4k%Gi —— + — (PR + 2A + 42T = 1.
” 9”k16hi)-6hk1+4|<2( oA+ 42T ) Y=0, (1.39)

onde

400 18 1

= Tonsg? + ihijaid)ajd) +V(d), (1.40a)
1
ijr1 = ﬁ(hikhjl + hithjx —hijhia) , (1.40b)

onde os &’s representam as chamadas derivadas funcionais, ja que as préprias variaveis sao
outras fungdes. A equagdo (1.39) é chamada equagao de Wheeler-DeWitt, nome devido aos seus
proponentes, como mencionamos antes. Esta equacdo é mais complicada do que parece, pois
esté definida no chamado superespaco, que pode ser definido assim: primeiro, consideramos o
conjunto de todas as métricas tridimensionais Riemannianas e também todas as configuragoes

de matéria, representadas por ¢, sobre as hipersuperficies espaciais X:

Riem (Z) = {hy; (x),d(x) | x € I} . (1.41)

Entao, passando ao espaco quociente obtido ao se identificar numa mesma. classe de equivaléncia

configuracdes que possam ser conectadas por um certo tipo de difeomorfismo,? obtém-se o

3ver, por exemplo, o Capitulo 10 de [64].
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chamado superespaco:

Superespaco = Riem(Z)/Diff(X) , (1.42)

onde a “divisdo” representa a passagem ao espaco quociente mencionada e Diff(Z) indica a
equivaléncia mencionada. Com isso, apresentamos a equacao de Wheeler-DeWitt, como formu-
lada no superespaco através de uma decomposicio ADM do espaco-tempo. A nomenclatura
“superespaco” nao deve ser confundida com uma nomenclatura semelhante presente em super-
simetria. Para mais sobre o que foi muito brevemente apresentado nessa secao, ver [56,65], por
exemplo.

A equacido de Wheeler-DeWitt apresentada acima é muito complexa, pois lida com as
infinitas dimensoes do superespago. Por isso, um modo de simplificar essa equacio é restringir-
se a métricas homogéneas arbitrarias. Isso faz com que o superespaco seja reduzido para
o chamado minisuperespago, que tem necessariamente uma dimensao finita. Isso acontece
porque as métricas homogéneas podem ser classificadas de acordo com os chamados modelos
de Bianchi, que sao nove, sendo que cada um possui apenas um namero finito de graus de
liberdade, como comentado na Referéncia [56] e explicado em detalhe no livro [66]. Essa
ideia do minisuperespaco para se definir uma cosmologia quéintica se deve a C.W. Misner, no
artigo [67].

No caso da métrica homogénea e isotrépica (1.1) na presenga de um campo escalar, essa
dimensao se reduz a dois, de modo que a equacdo de Wheeler-DeWitt, que ainda pode ser
obtida do vinculo H = 0, se torna muito mais simples. Desse modo, a sua solugdo, que é
a fungdo de onda do universo, também fica mais simples, assumindo a forma P = VP (a,d).
Devido ao nosso interesse em estudar apenas métricas homogéneas neste trabalho, vamos
nos restringir daqui em diante ao minisuperespaco. Vamos estudar, no Capitulo seguinte, um
exemplo concreto de cosmologia quantica no minisuperespago. Por enquanto, vamos apenas

discutir algumas questoes conceituais que surgem do formalismo proposto acima.
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1.9 Problemas Conceituais em Cosmologia Quantica

1.9.1 O problema das condicoes de contorno para a funcao de onda do

universo

Uma questao que surge imediatamente apds a postulacao da equagao J:fll) = (0 é: quais sdo as
condigoes de contorno (c.c.) que devem ser usadas para se determinar as solugoes dessa equagao?
Do ponto de vista matematico, essa pergunta é de suma importancia, ja que usualmente a
equacao de WDW é uma equacao diferencial parcial linear de segunda ordem, com solucoes
de classe C2, e existem teoremas de existéncia e unicidade que se aplicam a essa classe de
equagoes [68], o que faz com que exista uma identificagdo entre as solugdes e as condigoes de
contorno. Podemos entao ignorar essa ambiguidade se quisermos, propondo uma solucao WV,
mas isso significa que implicitamente uma escolha de c.c. foi feita, devido a identificacdo entre
uma coisa e outra.

Entao, uma questao que surge é: dada essa ambiguidade, existe algum critério fisico que
seja capaz de fornecer uma escolha mais natural para as c.c.? Ou serd que a dindmica quantica
do universo primordial é indiferente a essa escolha? Esse é o problema das condi¢bes de
contorno na cosmologia quantica, que gerou um rico debate, como se discute didaticamente
no artigo [69]. Como comentado em [56], propor uma solugao a esse problema é um enorme
desafio, ja que qualquer proposta seria na verdade um postulado a mais.

Vale destacar duas propostas de resolver esse problema, como comentado em [56,69, 70].
A primeira, devida a S.W. Hawking e J.B. Hartle e estudada em [71-73], apresenta a seguinte

fun¢do de onda para o universo:
Ve d.2l = Y V00 [ DgDpe Stlomd), (1.43)
M M

que é uma integral de caminho sobre todas as variedades quadridimensionais M com medida
v(M). A ideia dos autores é que essa \ nao precisa de condigoes de contorno, e levaria, portanto,
a uma solucao Unica, evitando a ambiguidade das c.c. para 1. No entanto, percebeu-se depois
que, além da solucdo nao ser Unica, a integral s6 pode ser calculada em limites semiclassicos,

o que torna dificil estabelecer se essa fungéo de onda é capaz de evitar a singularidade no caso
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mais geral.
Outra proposta é a de A. Vilenkin, da fun¢do de onda tunelante [74], obtida por uma

aproximacgao semiclassica:

1+i[a®V(d) — 1]3/2}

_ im/4y,.2 _11—1/4 _
Pr =e" a"V(p) —1] exp{ 3V(h)

(1.44)

O autor defende, entre outras coisas, a ideia de que haveria uma funcao de onda inicial, num
universo fechado e no vacuo, e entdo haveria um tunelamento, processo no qual se daria uma
probabilidade de tunelamento que favoreceria uma fun¢ao de onda em detrimento de outra.
No entanto, ndo existe um consenso de que essa seria de fato a solugdo para o problema das
condigoes de contorno. Neste trabalho, assumimos uma posi¢ao talvez mais pragmatica: a de
selecionar algumas solugoes, para cada teoria abordada, estudando a fisica gerada por cada
uma. Temos alguns indicios interessantes, como veremos ao longo do trabalho. Ao que parece,
fungoes de onda analogas a ondas planas costumam apenas devolver o comportamento classico,
o que é plausivel na interpretacdo que estamos adotando, como ficara claro ao longo do trabalho.
Além disso, as solucgdes do tipo pacotes de onda parecem desempenhar um importante papel,

em analogia com a mecénica quantica simples de uma particula nao-relativistica.

1.9.2 O problema do tempo

Existe uma diferenca conceitual forte entre as nocdes de tempo da relatividade geral e da
mecanica quantica. Enquanto que na primeira o tempo é uma coordenada do espago-tempo,
na segunda o tempo é o tempo absoluto da mecanica classica. Essa diferenca é a causa de se
precisar fazer primeiro uma separacao 3+ 1 na teoria relativistica para que s6 entao se aplique
a ela um método quantico, como mencionamos acima. Ocorre que a equacao quantica obtida
(WDW) é estaciondria, bem diferente portanto da equagao quantica que descreve uma particula
de massa m (a equagao de Schrodinger), que possui um termo de derivada temporal, o que
permite que se escreva a solugao como produto de uma exponencial complexa, dependente do
tempo, e uma funcdo de onda estaciondria. O problema do tempo seria entdo a auséncia da
variavel temporal na equacdo de WDW, o que faz com que néo seja claro como descrever a

evolugao temporal da fungdo de onda e da dindmica que deveria ser gerada por ela. Para uma
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revisao sobre esse problema, ver [75].

Um modo de resolver esse problema é reformular o vinculo que conduz a equacdo de WDW
para que ele passe a ter um momento que apareca linearmente e nao quadratico, o que levara,
apés a quantizacdo, a uma equagao semelhante a equacao de Schrodinger, com uma derivada
temporal [70]. Com isso, é possivel descrever uma dindmica novamente. Essa solugao é bastante
usada, especialmente em abordagens a cosmologia quantica feitas através da interpretacao
usual da mecénica quantica. No entanto, neste trabalho, vamos aplicar uma interpretacao
diferente da usual, e as caracteristicas dessa interpretacdo fazem com que o problema do
tempo deva ser tratado de uma outra forma. Isso ficard mais claro no Capitulo seguinte, Secao

2.10.

1.9.3 O problema do ordenamento

Outro problema encontrado na quantizacdo de uma teoria gravitacional é o problema ou
ambiguidade do ordenamento, que é uma consequéncia direta da quantizagdo. Vale lembrar
que a quantizagdo é um processo de construcao de uma teoria quéantica a partir de uma
teoria classica no formalismo Hamiltoniano. Para compreender a natureza do problema do
ordenamento, no entanto, ndo é necessario considerar uma teoria muito complicada. Basta

considerarmos o caso abstrato, mas bem simples, da Hamiltoniana abaixo, que é unidimensional,

Hiq,p) = %f(q)rﬂ, (1.45)

onde ¢ é uma coordenada generalizada e p é o momento canonico conjugado a q. Intuitivamente,
podemos pensar esta H como a energia de uma particula livre se movendo em uma dimensao
q, cuja massa é 1/f(q), ou seja, uma massa dependente da coordenada. A regra de quantizacao

para este caso diz que ambos q e p se tornam operadores (e, portanto, a préopria H), que sdo
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representados por § e P, e sdo definidos, respectivamente, por:*

a = qb, (1.46a)

PP = —ihi‘;’ . (1.46b)

Estas regras, por sua vez, conduzem a regra de comutacao, de importancia fundamental para
a teoria quantica:

[q,p] =ihl, (1.47)

onde I é o operador identidade.
Considere entdo primeiro o caso f(q) = 1/m = constante. Neste caso, nao existe duvida

de que a regra de quantizacao acima leva ao operador

2 32
H= %1152 = _;nd(:? : (1.48)
Alids, aplicado sobre 1, esse é o termo cinético da equagdo de Schrédinger unidimensional para
uma particula de massa m, caso no qual jamais discutimos qualquer problema relacionado
a ordenamento de operadores. Porém, este problema surge caso se tenha f(q) # constante,
pois ai a Hamiltoniana terd um produto de termos que comutam enquanto escalares, mas nao
comutam enquanto operadores.

Considere o exemplo de f(q) = 2q. Entéao, escalarmente, ou seja, classicamente, q e p

comutam. Em particular, vale:

H=q-p*=p*-q=p-q-p. (1.49)

Porém, quanticamente, cada um desses modos diferentes de ordenar os fatores q e p dé origem a
um operador H diferente e, portanto, a uma “versao” diferente da teoria quantica. Por exemplo,
para os ordenamentos de (1.49), obtemos trés operadores diferenciais que representam trés

modos diferentes de quantizar H. Nao é, portanto, 6bvio saber qual deveria ser a ordem correta.

4Um operador ¢ definido pela sua acio sobre um elemento de um espaco vetorial. Neste caso, como o operador
é diferencial, o espaco sobre o qual ele atua é o das fungoes diferencidveis. A fungdo 1\ representa, portanto, de
um ponto de vista estritamente matematico, apenas um elemento desse espaco, usado para definir a agdo do
operador sobre o espaco.



Capitulo 1. Introducdo e Objetivos 23

Mais do que isso, ndo existe uma maneira imediata de garantir sequer que uma tal ordem
correta exista. Esta ambiguidade na quantizagdo é o problema do ordenamento propriamente

dito. E mais facil entender o que acontece aplicando os operadores sobre uma funcéao :

N L d?
Al = 4 p2 = — qu;‘;, (1.50a)
N d2
Hop = p° qu = _h2d7q2(q P), (1.50D)
~ NP d dy

_ — _Rr2 = —-_r

Assim, cada um desses operadores dara origem a uma equacdo tipo Schrodinger diferente;
logo, cada equacgdo dara origem a um conjunto diferente de fungdes de onda 1. Finalmente,
podemos dizer que é possivel que cada um destes ordenamentos leve a uma dinamica diferente,
pois cada dindmica serd construida a partir de solugbes diferentes.

Os operadores acima tém a expressao que tém porque o produto de operadores é definido
como a composicao deles enquanto funcoes, vendo a funcio 1P como o elemento do espaco
sobre o qual estas funcdes atuam. Ou seja, dados os operadores Ae E, o resultado de aplicar
AB sobre P é a composicao:

AByp = A (}_Snl)) : (1.51)

Também podemos entender o problema do ordenamento olhando para a relagao de co-
mutagao (1.47), que diz que os operadores ¢ e p ndo comutam. Como o seu comutador é da
ordem de h, é comum entender que essa nao-comutatividade é da ordem de h, ou seja, ao se
considerar a recuperacao da mecanica cldssica, retornando a escalas nas quais h é desprezi-
vel®, o comutador serd também desprezivel. Ou seja, P = p g quando h é desprezivel. Em
outras palavras, a propria construcao da regra de quantizacdo garante que o problema do
ordenamento desaparece na passagem do quantico ao cldssico. O problema do ordenamento é,
portanto, intrinsecamente quantico.

Sobre a nomenclatura, ndo é uma convenc¢ao universal, mas é usual chamar o ordenamento

(1.50a) de ordenamento trivial, obtido ao evitar a “mistura” entre q e p. Por exemplo, para a

5Essa ideia também é comumente expressa dizendo que se ird tomar o limite h — 0.
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Hamiltoniana (1.45), o ordenamento trivial se escreve

A 2 2
Fp = () S

> @) gz (1.52)

Adotaremos essa nomenclatura aqui.

O problema do ordenamento, como eu disse antes, nao aparece na mecanica quantica bésica
da equagdo de Schrodinger para uma tnica particula de massa m, mas é muito comum em
cosmologia quéantica. Essa diferenca é bastante natural. A teoria classica cuja versdo quantica
é representada pela equacdo de Schrodinger é a de uma particula de massa m no espago

euclideano; teoria essa representada por uma acao da formas:
. I .5
S=|L(x,x,t)dt=|dt 5 mx —V(x)| . (1.53)

Por outro lado, uma teoria cosmoldgica classica num espaco-tempo curvo com métrica g,y €

geralmente descrita por uma acdo da forma:
S:Jd4xL, (1.54)

onde £ é uma densidade Lagrangeana, que é necessariamente proporcional ao termo /—g, que
depende da métrica. Por exemplo, para o caso FLRW plana, equagdo (1.2), temos y/—g = Na?.
Entéo, neste caso, a densidade £ serd proporcional a Na®, o que nio acontece com a acio
mais simples (1.53). Esse termo é um dos motivos para o coeficiente dos termos cinéticos de £
nao ser, em geral, constante, fazendo com que as parcelas da Hamiltoniana tenham produtos
entre as coordenadas e 0os momentos, no minisuperespaco. Isso ficard mais claro no Capitulo
3, onde iremos abordar esse problema na quantizacio do acoplamento minimo.

Para uma Hamiltoniana em d dimensoes H(q,p,t), onde q = q1,...,qq4 s@o as coordenadas
generalizadas e p = p1,...,Ppqa sdo seus momentos conjugados, a regra de quantizacao (1.46)

pode ser generalizada de maneira bastante natural, conduzindo a

qmll) = qmlp ) (1'553)

. L d
=—ith—— 1.
pnll) lhdqn ) ( 55b)
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onde mn =1,...,d. A regra de comutagiao se torna:

[Qmaf)n] = 1'-hérnn ) (1-56)

onde dn é a delta de Kronecker, que é definida como 1 se m =n e 0 se m # n. Das equagoes
acima, segue que o problema do ordenamento nao existe para termos da forma f(qm) - pn
se m e n forem diferentes, porque a regra de comutagdo acima diz que gy € pn comutam

quando m # n.

1.10 A Interpretacao da Mecanica Quantica

A discussao sobre a interpretacao da mecanica quantica é muito profunda, antiga e complexa.
Por isso, ndo é a pretensao deste trabalho, que é de cosmologia, propor uma solugdo a essa
questdao. Também nao pretendemos apresentar uma visao completa do assunto. Para leituras
em portugués sobre isso, ver os livros [76,77]. No entanto, devido as caracteristicas particulares
do assunto aqui tratado, que é a dinamica do universo primordial, um breve debate sobre
interpretacao se faz necessario, ja que a ideia de medida precisa ser confrontada com o fato
de que o observador que faz a medida faz parte do proprio sistema medido — o universo.

Desde a sua criacdo, a teoria quantica tem suscitado muitos debates, nao s6 na Fisica como
também na Filosofia. O grande mistério do mundo microscépico levou os fisicos do século
passado a proporem um grande niimero de visoes, teorias e interpretacoes diferentes sobre o que
poderia explicar os fenémenos atémicos que vinham sendo descobertos. Com o tempo, apesar
do grande ntimero de ideias que circularam, podemos dizer que alguns métodos e maneiras
de interpretar os comportamentos quanticos se consolidaram mais do que outros. Por isso, é
possivel dizer que, grosso modo, existe uma interpretacdo, que possui variacoes, é verdade,
que pode ser considerada a visdo usual ou padrdo. Essa interpretagdo se baseia fortemente na
ideia de que a fungao de onda normalizada fornece uma distribuicdo de probabilidade. Entao
o estado do sistema sera o resultado do processo de medida, que supde a existéncia de um
meio classico externo para efetud-la.

Essas caracteristicas da interpretacdo usual da mecénica quantica motivaram criticas.

Dentre as mais marcantes estd o famoso artigo EPR [78], de A. Einstein, B. Podolsky e N.
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Rosen, publicado em 1935. Nesse trabalho, os autores argumentam que a mecénica quantica
(usual) seria uma teoria incompleta, ji que uma fungdo de onda nédo seria capaz de descrever
um sistema individual, ndo se encaixando, portanto, no conceito de teoria completa proposto no
artigo. Sabemos que N. Bohr respondeu a essa critica publicando um artigo com o mesmo nome
do EPR, “Can quantum-mechanical description of physical reality be considered complete?” [79].
Na sua resposta, Bohr defende a ideia de complementaridade e a sua interpretacdo da mecénica
quéantica, considerando que a critica do EPR néo a torna incompleta.

Outra resposta dada ao artigo EPR foi proposta por L. E. Ballentine em 1970 [80]. Grosso
modo, ele argumenta que a teoria quantica usual seria completa enquanto descricao estatistica
de sistemas de muitas particulas. Logo, a critica do artigo EPR seria inadequada, ja que
nao é a proposta da mecanica quantica, segundo Ballentine, descrever um sistema de uma s6
particula.

Mas a critica de A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen também suscitou o desenvolvimento
de uma interpretacao alternativa, que foi proposta por D. Bohm em 1952, em dois trabalhos
consecutivos [81,82]. A ideia de D. Bohm era responder a critica propondo uma interpretagao
da mecénica quantica capaz de fornecer trajetorias deterministicas para as particulas a partir
de sua funcao de onda, obtida da equagdo de Schrédinger. Com isso, a mecanica quantica
seria completa pelo critério de Einstein, ja que seria capaz de descrever um sistema individual.
Ainda que seja possivel calcular as probabilidades nessa interpretacdo, existem trajetérias,
de modo que ela é causal em vez de probabilistica. Ela recebe o nome de interpretacao de
Bohm-de Broglie (BdB), em homenagem ao fato de que Louis de Broglie introduziu ideias
semelhantes muito antes, em 1930 [83]. Alids, o autor D. Bohm reconhece isso nos trabalhos
citados acima. Os aspectos mateméaticos dessa interpretacao sdo apresentados brevemente na
Secao 2.4.

Alguns autores argumentam que esse debate merece uma atencao especial quando se fala de
teorias quanticas da cosmologia, como mencionamos no inicio da Segdo. Em [84], argumenta-se
que a interpretacao usual da mecanica quantica s6 é capaz de resolver o problema da medida
introduzindo um dominio classico, o que nao faria sentido quando o sistema considerado é o
universo inteiro. Por isso, para o autor, a interpretacao usual nao deveria ser aplicada para

se construir uma teoria de cosmologia quantica. Ele propoe que se aplique a interpretacao de
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Bohm-de Broglie, como uma maneira de evitar esse problema. Apenas para pontuar o debate,
vale mencionar que ha autores que discordam, como é o caso de [85].

Em um outro trabalho [86], mostra-se como a interpretagdo de BdB propde uma solugéo
para o problema do tempo, e como ela pode ser capaz de resolver o problema da singularidade, o
que tem sido reforgado por intimeros trabalhos, como veremos no Capitulo seguinte. Por todos
esses motivos, vamos adotar aqui a interpretagao de Bohm-de Broglie da mecénica quantica

na interpretacao da quantizacao candnica no minisuperespaco de teorias cosmologicas.

1.11 Organizacao e Objetivos do Trabalho

Motivados pela discussdo acima, apresentamos o que segue com o objetivo de estudar efei-
tos quéanticos, através da interpretacao causal, de algumas teorias escalar-tensoriais, quando
aplicadas ao universo primordial. Estudaremos esses efeitos em duas teorias: o acoplamento
minimo e um acoplamento ndo-minimo que contém o termo “John” do Fab Four, equivalente
ao termo Gs(¢) de Horndeski. O efeito quantico fundamental buscado é a presenca de solugoes
nao-singulares para o fator de escala, o que resolve o problema da singularidade para a teoria
em questao. O potencial quantico, caracteristico da interpretacdo de BdB, fornece o critério
para que se diga se um efeito é quantico ou nao, ja que a estrutura da interpretacdo garante
isso.

Em relacdo ao acoplamento minimo, vamos revisar como o formalismo da cosmologia
quantica com interpretacao de BdB se aplica a ele, no Capitulo 2. Nesse Capitulo, discutiremos
como se pode entender o formalismo de BdB aplicado ao acoplamento minimo como uma
generalizagdo do formalismo para a mecanica quantica basica da equagao de Schrédinger. Essa
revisdo tem o objetivo de explicar o formalismo através de um importantissimo exemplo, que
vem sendo explorado e aprimorado ha pelo menos duas décadas, e que ja obteve importantes
resultados. H4 também uma solucdo ciclica nova, no fim do Capitulo.

No Capitulo 3, estudaremos uma abordagem ao problema do ordenamento no contexto
da teoria revisada no Capitulo 2. Nosso objetivo foi investigar quais seriam as consequéncias
para o formalismo da Cosmologia quantica com BdB se um ordenamento nao-trivial fosse

aplicado. Os resultados obtidos reforcam o que foi dito em [87], de que uma mudanca de
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ordenamento nao altera os aspectos essenciais da teoria, no sentido de que o problema do
tempo permanece ausente, a estrutura da equacao de HJ também nao muda, entre outras coisas.
Porém, veremos que as solu¢gbes mudam, sendo que novas solugdes de ricochete e universos
ciclicos estdo presentes.

Nos Capitulos 4 e 5, estudamos a teoria com acoplamento nao-minimo do tipo Gs. O
objetivo de um tal estudo é generalizar o formalismo da quantizacdo em BdB para a teoria,
para que se possa investigar mais a fundo o que alguns resultados (como o ja citado [18])
indicavam: este termo deve ter um papel importante no universo primordial. De fato, muito
j& se investigou a esse respeito, mas devido a estrutura ndo usual da sua Lagrangeana, uma
quantizagao canodnica ainda ndo havia sido proposta. Abordamos esse problema dos dois
pontos de vista que pareceram mais Obvios: através de mudancas de varidvel e derivadas
fracionarias. Ambas as investigacoes se complementam para mostrar que ha um grande niimero
de possibilidades de solugoes, mas a imposicao dos critérios fisicos da interpretacdo de BdB nos
permite dizer que alguns cenarios de solucdo de ricochete apresentam uma maior regularidade
do que outras solucoes.

No Capitulo 5, o formalismo construido a partir de uma derivada fracionaria aborda uma
discussdo interessante sobre a quantizagdo de teorias semelhantes e sobre a possibilidade
de se aplicar técnicas do Célculo fracionario em problemas de cosmologia e gravitacido com
interpretacio de BdB. E verdade que muito ainda hd o que investigar nesse sentido, mas
acreditamos que a abordagem apresentada fornece um caminho que pode ser explorado no
futuro de véarias maneiras, o que pode conduzir eventualmente a novas compreensoes sobre o
acoplamento nao-minimo e outras teorias com uma estrutura semelhante.

Como a técnica de sistemas dinamicos é utilizada ao longo de quase todo o trabalho,
apresentamos um resumo, com as ideias que mais iremos utilizar, no Apéndice A. Além disso,
como o calculo fracionario nao é tdo comum em cosmologia, apresentamos também o Apéndice
B, onde se discute brevemente o calculo fracionario e, em especial, a derivada que utilizamos

no Capitulo 5.



Capitulo 2

Quantizacao do Acoplamento
Minimo com interpretacao de

Bohm-de Broglie

2.1 Origem da Interpretacao de Bohm-de Broglie em

Cosmologia Quantica

O primeiro trabalho a aplicar a interpretacdo de Bohm-de Broglie, ou pelo menos suas ideias
principais, para construir um modelo de cosmologia quantica foi [88], de J.K. Glikman e
J.C. Vink, em 1990. Num trabalho subsequente, de 1996, apds essas ideias terem sido mais
exploradas pelos autores e seus colaboradores, chegou-se em [89], de A. Blaut e J.K. Glikman,
onde os autores apresentam com mais clareza como se pode aplicar uma quantizagdo numa
teoria cosmoldgica e interpreti-la via Bohm-de Broglie.

Num segundo momento, J.A. de Barros e N. Pinto-Neto apresentaram em [90], de 1997,
uma visao critica ao formalismo citado acima, propondo um outro modo de aplicar a interpre-
tagdo de Bohm-de Broglie em cosmologia. Essas ideias foram desenvolvidas pelos autores, em
colaboracdo com M.A. Sagioro-Leal, R. Colistete Jr., J.C. Fabris e A.F. Velasco, nos traba-
lhos [86,91-93], de 1998/1999. Em particular, em [86], discute-se em detalhe como é possivel

que essa proposta resolva o problema do tempo e remova as singularidades.
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Neste Capitulo, vamos estudar a aplicacao desse formalismo para a quantizagdo do acopla-
mento minimo entre a gravidade e o campo escalar (ver Se¢ao 1.4), o que foi feito em varios
trabalhos, mas cujas bases foram construidas em [92,94,95]. Este é um capitulo essencialmente

de revisdo, mas contém uma tnica solugdo nova, apresentada na Segao 2.8.

2.2 Acoplamento Minimo sem Potencial e sua Singularidade

Em [92, 94, 95], o formalismo de Bohm-de Broglie da cosmologia quéntica é aplicado na
quantizacao de

H:N%:T(—p%ﬁ—pi), (2.1)

onde H é a Hamiltoniana, V é o volume da hipersuperficie conforme, tomado como V =
4711133 /3 para que a = 1 corresponda & ordem de grandeza do comprimento de Planck lp,
e kK = /8nGnN, sendo GN a constante gravitacional de Newton. A Hamiltoniana (2.1) é

equivalente a Lagrangiana
3Ved™
L=—
K*N

(—&2 + ¢?), (2.2)

que, por sua vez, corresponde ao acoplamento minimo do campo escalar com a gravidade, sem
potencial. O acoplamento minimo foi brevemente apresentado na Se¢do 1.4. Na verdade, o
potencial é apenas considerado efetivamente desprezivel, ou seja, para o estudo da evolugao
do universo ao redor do ricochete que sera estudado aqui, a energia cinética serd dominante
sobre o potencial. E preciso salientar que isto ndo exclui o potencial e as importantes solucdes
descritas por V # 0, como aquela que descreve a fase de um universo dominado por matéria.
Desconsidera-se o potencial apenas efetivamente para os efeitos quanticos que estudaremos
neste capitulo. Para uma modelagem mais completa, o potencial é necessario, apds a dominacao
dos efeitos quéinticos.

Estamos também considerando implicitamente uma redefinicio do campo escalar por uma
constante multiplicativa, o que nao afeta a dindmica. Por isso, visualmente pode parecer que
existe uma diferenca entre a notagdo para o acoplamento minimo neste capitulo e aquela
introduzida no Capitulo anterior, mas na verdade a dindmica é a mesma. Com isso e também

escolhendo adequadamente o volume da hipersuperficie conforme (a constante V em (2.3), que
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nao deve ser confundida com o potencial) de tal modo que (2.1) se escreva simplesmente como:

H = INe~%(—p2 4 p3) (2.3)

Mais detalhes sobre todos os argumentos anteriores podem ser encontrados em [96], Se¢des 11,

IIelV.
Entao, a equagao de Hamilton
oH
= 2.4
fornece:
& = —Ne 3%p, | (2.5a)
$d =Ne 3%pg, . (2.5b)

Dai, tomando N = 1, derivando (2.5) em relacdo ao tempo e comparando com as outras

equacoes de Hamilton, encontramos as equagoes de movimento para « e ¢, respectivamente:

&+3&*=0, (2.6a)

¢ +3ap=0, (2.6b)
cujas solugoes para a = e* (retornando ao fator de escala) e ¢ sdo:

a(t) = (t/tg)"?, (2.7a)

dé(t)=c1+colnt, (2.7b)

onde tg,c1,co sdo constantes de integracdo. Desse modo, fica evidente que essas solugoes, que
sao cldssicas, levam & singularidade a = 0 quando t = 0 e & divergéncia de ¢ quando t — 0"
(para —oo, se co > 0, e para +00, se c2 < 0). Esta singularidade estd presente, mesmo no caso
de um potencial exponencial ndo-desprezivel, como comentado em [96], no fim da Segdo II. J4
abordamos o problema da singularidade brevemente na Secdo 1.7. E esta singularidade que
serd evitada com a quantizacdo, como descrevemos nas proximas secoes.

Uma observacao sobre a notacdo. Estamos usando a varidvel o = In a apenas para simplifi-
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car os calculos. Note que a singularidade a = 0 corresponde ao limite assintético &« — —oo e
a =1 corresponde a & = 0. Como veremos nas proximas segoes, para simplificar a discussao, o
valor a = 1 (ou « = 0) correspondera nao ao valor do fator de escala hoje, como se convenciona
geralmente, mas a ordem de grandeza do comprimento de Planck. Com essa escolha de escala,
estamos garantindo que efeitos préoximos de o« = 0 sdo efeitos na escala de Planck. Isso, aliado
ao que discutremos adiante sobre potencial quantico, é uma maneira de ter um critério que

permita ver facilmente onde se dao os efeitos quanticos.

2.3 Quantizacao do Acoplamento Minimo

Como descrito em [92,94, 95], podemos partir da Hamiltoniana (2.1) e aplicar a regra de
quantizacdo canodnica de Dirac para obter uma equacao que governe a dindmica quéantica do
sistema.

Antes, consideremos a situagdo mais geral de uma Hamiltoniana H(q,p,t), onde q =
qi,---,qq representa as coordenadas generalizadas e p = pq,...,pq representa os momentos
candnicos conjugados, onde d é o nimero de graus de liberdade. A regra de quantizacao
relativa a essa situagdo ja foi discutida no fim da Se¢do 1.9.3. Como exemplo, a aplicacao das
regras de quantizagdo a Hamiltoniana de uma particula nao-relativistica de massa m em 3

dimensdes sujeita a um potencial V(x) (x é a posigdo no espago Euclideano),

2

_ P
H= o +V(x), (2.8)

para a qual vale H = E (onde E é a energia total da particula) implica na equagao de Schrodinger

Hy = E:

h? 0
5V VW = 1haif : (2.9)

Voltando agora a (2.1), primeiro observamos que ela é da forma

H(O(')N7p067pd)) = N :H((vaocapd>) ’ (210)

ou seja, a coordenada generalizada N aparece apenas como um fator global em H. Por causa
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disso, as equagoes relativas a N,

oL . oH

PN=o e

= —— 2.11
ON PN ON ’ ( )

fornecem o vinculo fundamental

H~0, (2.12)

onde o simbolo = significa “igualdade fraca”, ou seja, uma igualdade que é valida a menos de
termos que se anulam em cada hipersuperficie de vinculo [64]. Na prética, isto significa que
podemos escrever a equagao

Hp =0, (2.13)

que é a equacao de Wheeler-DeWitt do problema, em acordo com o que discutimos na Se-
¢ao 1.8. Portanto, obtém-se de maneira bastante natural uma equagdo de Wheeler-DeWitt
correspondente a quantiza¢do da Hamiltoniana (2.1):

0% 9% B

~— 5 =0. 2.14
02 02 0 ( )

Nessa quantizacao, ignoramos o problema do ordenamento, que seréd discutido no Capitulo 3.
Observe que tanto (2.9) quanto (2.14) sdo equagoes diferenciais parciais lineares de segunda
ordem, o que significa que elas satisfazem o principio da superposicao: se 1 e Py sdo solugoes

de uma dessas equagdes, e c1,c2 sdo constantes, entdo qualquer combinacao linear

P =c1Py + oo (2.15)

serd também solugdo da mesma equagao. Essa propriedade de superposiciao (matematicamente,
linearidade) ¢, portanto, uma importante semelhanca entre (2.9) e (2.14). Porém, existem

também duas diferencas importantes:

1. A equagao de Schréodinger (2.9) é uma equagao parabdlica, no caso dependente do tempo
(pois o operador diferencial de segunda ordem é o Laplaciano V2, e falta o termo de
derivada de segunda ordem no tempo) ou eliptica, no caso estaciondrio. Porém, a equagao

de Wheeler-DeWitt (2.14) é uma equacao hiperbdlica, ja que o operador de segunda ordem
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é o D’Alembertiano 0% — a%b, em 1+1 dimensoes. Essa nomenclatura vem da classificagao
usual de equagoes diferenciais parciais de segunda ordem a partir dos coeficientes das
derivadas de segunda ordem, como apresenta-se, por exemplo, em [68,97]. Isso significa
que sdao duas equagoes de tipos diferentes, logo ndao é 6bvio que elas apresentem um
comportamento fisico semelhante. Fisicamente, a equacao de Schrédinger tem a forma
de uma equacio da difusdo, enquanto a equacdo de WDW acima tem a forma de uma

equacao de onda.!

. Na equacao de Schrodinger (2.9) ha o termo de derivada temporal do lado direito da

igualdade, o que estd diretamente ligado a energia: ihd{\p = E. Porém, a equacgio de
Wheeler-DeWitt (2.14) néo possui esse termo. Por um lado, isso estd ligado ao vinculo
(2.12), que significa que a energia total correspondente & Hamiltoniana (2.1) é nula. Por
outro lado, isso implica que a funcdo de onda P em (2.14) é essencialmente estaciondria.
Isso esta relacionado ao problema do tempo, especifico da gravitagdo quéntica, que nao
estd presente no formalismo basico da mecanica quéantica representado por (2.9). No
entanto, veremos que a interpretacdo de Bohm-de Broglie resolve esse problema. Além
disso, o carater estacionario da func¢io de onda permite estudar a evolucdo do universo
quantico como um sistema dindmico auténomo, como veremos, o que permite ter uma
visualizagdo bastante intuitiva através de esbocos do espago de fase. Sobre sistemas

dindmicos, ver Apéndice A.

Isso significa que, apesar das enormes semelhancas, as solugbes das duas equagoes sempre

terdo uma diferenca essencial, por isso precisamos ter cautela ao fazer analogias entre as duas

situacoes.

2.4 Interpretacao de Bohm-de Broglie em Mecanica Quantica

Antes de estudarmos as solucgbes da equagdo de Wheeler-DeWitt, precisamos deixar claro

como as solugoes devem ser tratadas de modo a se obter resultados fisicos, de acordo com

a interpretacdo de Bohm-de Broglie, como feito em [92,94,95]. Continuando a discussao da

ISobre a diferenca entre a equacdo de onda e a de Schrédinger, hd um debate interessante no férum Stack

FEzchange, neste link.


https://physics.stackexchange.com/questions/75363/how-is-the-schroedinger-equation-a-wave-equation
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secdo anterior, consideremos inicialmente a equagdo de Schréodinger como exemplo.

Partindo de (2.9) e escrevendo a func¢ao de onda complexa 1 na forma polar

P =RelS/M (2.16)

onde R e S sdo fungodes reais, a equacao de Schrodinger separa-se em suas partes imaginaria e

real, que sdo, respectivamente:

%‘f+v. (RQHYS) _o, (2.17a)
% 'Z:f +V(x)+Q(x,R) =0, (2.17b)

onde
Q(x) = —;isz . (2.18)

E evidente que (2.17a) tem a forma de uma equagao de continuidade. Entao, a grandeza
R? deve representar uma espécie de densidade e a grandeza (VS)/m um campo de velocidades.
Também ¢é evidente a semelhanca entre (2.17b) e a equacgdo de Hamilton-Jacobi relativa a
Hamiltoniana (2.8). De fato, R? = p*{ = p|? é a densidade de probabilidade na interpretacio
usual da mecanica quantica, supondo que 1 seja normalizavel. Além disso, representando por

Imz a parte imaginria da quantidade z, conclui-se de (2.16) que?

VS h Vi
—=—1 — 2.19
m m m( U > (2.19a)
h
= (p* — * 2.19b
g 07V — 0V (2.19D)
J
_ 7 2.19¢
e (218¢)
onde j é a corrente de probabilidade. Portanto, (2.17a) é a equacdo da continuidade,
op
.l L= 2.2
sg T Vii=0, (2:20)

2Basta calcular Vi usando (2.16) e depois usar o fato de que, se z é qualquer nimero ou fungio complexa,
vale Imz = (z — z*)/2i.
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que d& a “conservagao da probabilidade” [98].

Quanto a (2.17b), a menos do termo Q, trata-se da equacao de Hamilton-Jacobi (HJ) da
Hamiltoniana (2.8). Dada uma Hamiltoniana H(q,p,t), a equacdo de HJ é obtida construindo-
se uma transformacao canonica de tal modo que, para a nova Hamiltoniana S (por enquanto,
este S nada tem que ver com o S da fase da fungdo de onda), os momentos sejam constantes e

iguais as derivadas de S em relacdo as respectivas coordenadas, ou seja,

0S

Pn

Além disso, como consequéncia da proépria transformacgao candnica que define a Hamiltoniana
S, segue que esta deve obedecer a equacao

oS 0S
H L 2.22

que é chamada equagdo de Hamilton-Jacobi. Isso torna mais simples de resolver varios proble-
mas, pois as novas equacoes de movimento, para S, tornam-se em geral mais simples que as
equagoes de movimento para H. A funcdo S, nessa formulacdo da mecénica classica, é chamada
a fungao principal de Hamilton. Outro aspecto interessante do ponto de vista fisico é que S
difere da agdo por uma constante. Para mais sobre o formalismo de Hamilton-Jacobi, veja,
por exemplo, o Capitulo 9 de [99].

Em particular, para (2.8), a equagao de HJ é

as  |vsP
ot 2m

+V(x)=0. (2.23)

Comparando agora a equagao cldssica (2.23) com a equagao quantica (2.17b), vemos que, a
menos de Q, a fase da fun¢ao de onda assume o papel da fungdo principal de Hamilton, o que
estabelece uma analogia entre os dois S’s. Agora, como Q depende apenas das coordenadas, e
nao dos momentos, ja que nao hd S em (2.18), e, além disso, Q possui dimensao de energia,
entdo ele foi interpretado por David Bohm como uma espécie de potencial, proporcional a h?,
que surge como uma contribui¢do quantica a equacao classica de HJ. Por isso, Q é chamado

de potencial quantico.
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A interpretacao de D. Bohm é a de que essa semelhanca representa uma conexao profunda,
de tal modo que a equagdo p = VS deve necessariamente ser estendida para a mecanica
quantica, como uma conexao entre o momento p e a fase da funcio de onda S. Com essa
interpretacao, a equagdo p = VS fornece um algoritmo para calcular trajetorias deterministicas

para as particulas quanticas, do seguinte modo:
1. Resolve-se a equacao de Schrodinger (2.9), obtendo-se uma funcdo de onda P (x, t);

2. Usa-se a relagdo p = VS, onde VS é calculado a partir de ¢ através da féormula (2.19a),

para se obter uma expressao para p como funcio das coordenadas;

3. Em seguida, aplica-se a relacido entre as velocidades generalizadas e os momentos para
obter uma equacao diferencial de primeira ordem que determina as trajetérias. No caso
geral, a relacao entre (n € pn €

onde L é a Lagrangiana. No caso de uma particula em 3 dimensdes, essa relagdo geral
fica simplesmente
p S

(=2 Y2 2.25
== (2.25)

Devido ao fato de que a funcdo de onda junto com a relacdo p = VS fornece um método para
determinar trajetérias de particulas, a fungdo de onda “guia” a solucdo de x(t). Por isso, é
usual chamar a funcdo de onda de “onda piloto” nessa interpretagdo, e a relacdo p = VS ¢
chamada “equacao guia”.

Considere, por exemplo, a solu¢do de onda plana abaixo, obtida para uma particula livre
com energia E,

ll)(x,t) — eik-X*iEt/h ’ (226)

onde k é o vetor de onda, que pode ser obtido, por exemplo, resolvendo a equacao de Schrodinger
via separagao de varidveis. Neste caso, a equacdo guia fornece p = hk, que é a relacdo de de

Broglie. Esta equacao guia pode ser escrita como (2.25), o que fornece simplesmente

hk
x(t) =xo+ —t, (2.27)
m
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o que corresponde a solucao classica de movimento uniforme para uma particula livre. Note
que, neste caso, por (2.18), o potencial quantico é nulo para a onda plana. Esse exemplo
é, portanto, trivial. Porém, ele é, ao mesmo tempo, muito importante, pois ele mostra que
a conexao entre o classico e o quantico se da de modo diferente na interpretacdo usual da
mecanica quantica e na interpretacao de Bohm-de Broglie: na primeira, recorremos ao principio
da correspondéncia e ao calculo de valores esperados para obter resultados como o teorema de
Ehrenfest. Por outro lado, na interpretacdo de Bohm-de Broglie, se uma onda piloto 1\ fornece
VS constante, entdo o momento também sera constante. Logo, a equacdo de Hamilton-Jacobi
classica serd recuperada exatamente. Ou seja, neste caso, obtém-se uma solucdo cldssica como
caso particular de solucdo quéntica.

Complementando, é preciso observar que isto nao esgota a conexao classico-quintico da
interpretacao de Bohm-de Broglie, pois, como veremos ao longo deste trabalho, mesmo para
uma solugdo nao-trivial, apesar de o potencial quantico em geral oscilar ao redor de certos
valores das coordenadas generalizadas (o que induz os efeitos quanticos), fora dessas regides
ele costuma se aproximar de zero. Entdo, a medida que Q tende a zero, da equagao tipo HJ
(2.17b) vemos que a equacao HJ classica é recuperada, o que implica, por sua vez, que as
solucdes devem se aproximar das solugoes da equagao HJ classica.

Além da questao mais fisica da conexao cldssico-quantico, a solugao de onda plana (2.26)
também permite discutir outra diferenca (talvez mais “técnica”) entre as duas interpretagoes.
Na interpretacao usual, como p|?> é a densidade de probabilidade, a funcdo 1\ deve ser nor-
malizada. Para isso, é preciso tomar solugdes normalizaveis. E, como é bem sabido, a onda
plana (2.26) nao é normalizével. Na interpretacao usual, essa questao é resolvida introduzindo
os pacotes de onda. J4 em Bohm-de Broglie, apesar de ser perfeitamente possivel construir o
pacote de ondas para representar uma particula, em geral a onda plana e o pacote dao resulta-
dos diferentes, como discutido, por exemplo, no Capitulo 4 de [100]. Além disso, como vimos
acima, como a ideia de probabilidade sai do foco principal da teoria, o requerimento de que
seja normalizada também ndo é necessario em Bohm-de Broglie. Mais do que isso, veja que as
equagoes fundamentais deste formalismo, que sdo (2.17b) e (2.21), ndo dependem de um fator
global de 1: trocando 1 por A, onde A = re*s é uma constante complexa qualquer, ambas

as equacOes permanecem inalteradas. Ou seja, o formalismo de Bohm-de Broglie prescinde
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da normalizac¢ao e é invariante por ela. E isso fica evidente, curiosamente, na solucao trivial
(2.26), que nao é normalizdvel, o que gera um problema na interpretagdo usual, mas fornece
um resultado em Bohm-de Broglie de maneira direta.

Nas segoes seguintes, vamos discutir trés solugdes de (2.14) e como interpreté-las usando
Bohm-de Broglie. A primeira solucao retorna o sistema cldssico, a segunda da uma solucao ao
problema da singularidade citado antes e a terceira descreve universos ciclicos. Como discutido
no fim da Secdo 2.3, a analogia entre a equacdo de Schrodinger e a de Wheeler-DeWitt deve
ser feita com cautela. Por isso, vamos descrever como adaptar as ideias desta segdo para a

equagao (2.14).

2.5 Interpretacao de Bohm-de Broglie do

Acoplamento Minimo

Antes de estudarmos diferentes solugoes de (2.14), vamos estudar como fica a interpretacao de
Bohm-de Broglie para ela, no geral. Primeiro, escrevendo 1 na forma polar (2.16), as partes

real e imaginéria da equagao de Wheeler-DeWitt (2.14) sdo, respectivamente:

e—3x 95\ 2 S\ 2
dROS OROIS R/32S 228
dxdx 0 0b +2<aa2 B ad>2> = (2.28b)

onde

Qle,d) =

h2e 3% /92R  092R
¢ ( ) (2.29)

2R \do2 392
A equagdo (2.28a), a menos de Q, é a equacdo de Hamilton-Jacobi associada a Hamiltoniana
(2.3), considerando que a fungédo S, fase da fungdo de onda, assume o papel da fungio principal
de Hamilton, que deve ser estaciondria, j4 que nao ha o termo 9S/0t. Além disso, de (2.29),
vemos que QQ ndo depende da funcao S, logo ele pode ser interpretado em BdB como o potencial
quantico do problema. Essa interpretacdo de Q estd intimamente ligada & interpretacao das

derivadas de S, exatamente como no caso discutido na se¢do anterior, da equagao de Schrédinger:
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dada a analogia com a equagdo de HJ, seguem as equagoes guias do problema:

oS 100 oS (1w
p(x—o(—hlm< oc> e p“’_acp_hlm(q)aq))’ (2.30)

de onde se conclui, em particular, que o termo restante Q, por nio possuir os termos cinéticos
P« € Po, 86 pode representar uma espécie de potencial.

Com isso, o procedimento para se obter uma solugdo quantica com interpretacao de BdB
do acoplamento minimo representado por (2.3) é inteiramente andlogo ao caso da equacao de

Schrodinger:

1. Resolve-se a equacio de WDW (2.14), obtendo-se uma onda piloto ().

2. A partir de 1, obtém-se os valores quanticos de py e pg através das equagoes-guias

(2.30).

3. Finalmente, com esses resultados, o sistema (2.5) transforma-se no seguinte sistema

dindmico autonomo:

& = —Ne3%h Im(i?ﬂi) , (2.31a)
d =Ne 3%h Im<i2$> . (2.31b)

As solugoes desse sistema dao expressdes deterministicas para a evolucao temporal de

«x=Ina e para ¢.

4. Para obter informacao adicional sobre o problema, podemos determinar o potencial
quantico Q através de R = /*p e de (2.29). As regides do espago de fase ¢ x « nas
quais Q for mais importante podem ser consideradas as regides onde ocorrem os efeitos

quanticos mais importantes.

Uma observagao sobre (2.28b), a parte imaginaria da equagdo de WDW: devido a estrutura
da equacgao (2.14), que é hiperbdlica (em vez de eliptica, como a equagao de Schrédinger), a
equagao (2.28b) nao possui a forma de uma equagao de continuidade. No entanto, ela ainda
guarda uma informagao complementar & (2.28a). Felizmente, ndo é necessario resolver as

partes real e imaginaria separadamente, ji que, dada uma solucdo Vb da equacdo de WDW,
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automaticamente suas partes real e imagindria serdo verificadas. A separacao é feita apenas
para evidenciar a estrutura tipo HJ intrinseca ao problema.
Com isso, podemos agora resolver a equacdo de WDW e estudar suas solugdes, seguindo

os passos acima. A equagao (2.14) pode ser resolvida por separacdo de varidveis, escrevendo

(e, d) = A(x)F(P) , (2.32)

o que leva a

A// F// k?
AT R (2:33)

onde a justificativa para introduzir a constante de separacao é a usual: como A" /A s6 depende
de « e F”/F s6 depende de ¢, o tinico modo de essas quantidades serem sempre iguais é
que ambas sejam constantes. A escolha de —k?, onde k € R, como constante de separacao é
para garantir que vamos estudar solugoes imaginarias para VP, do tipo oscilador harmonico, ja
que solucgdes reais para 1 (que seriam obtidas escolhendo como constante de separaciao +k?)

dariam solugoes triviais, em vista das equagdes guias (2.31). De (2.33), obtemos:

A(o) = et 4 coe kx| (2.34a)

F($) = cze™® 4 cje k| (2.34b)
onde ci sdo constantes.

2.6 Solucoes Singulares

As solugbes mais simples sdo da forma:
P = etkldEx)/h (2.35)
Seguindo os passos descritos acima, a funcdo de onda ll)f leva a

&=Fke 3% e  $p=ke 3%, (2.36)
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onde também escolhemos N = 1, o que corresponde a fixar o tempo como sendo o préprio
tempo c6smico. Derivando as equagoes (2.36) em relagdo ao tempo, e usando-as novamente,
obtemos o sistema cléssico (2.6). Portanto, as solugdes da forma Ll)f resultam na recuperagao
das solugoes cléssicas, que sao singulares. Sdo andlogas a solugdo (2.26) para a equagao de
Schrodinger. Também neste caso, como R = 1, segue que o potencial quantico (2.29) é nulo.
Para obtermos uma solucao nao-trivial, ou seja, uma solugdo diferente da classica, precisamos
tomar uma funcao de onda diferente de ll)f

Devido a auséncia de potencial, a equacdo de WDW (2.14) é uma equagao de onda. Por
isso, admite solugdes muito mais gerais do que as discutidas acima. De tato, (2.14) admite

qualquer solugdo da forma

Ylo,d) =F(d + ) +G(d—a) , (2.37)

onde F e G sao fungoes diferencidveis. Ou seja, a equagao (2.14) admite qualquer solugdo que
dependa apenas de ¢ + «x e ¢ — «, desde que essa dependéncia seja através de uma fungao
diferencidvel. Apesar dessa enorme generalidade, as solugdes de interesse para a discussao
presente sao apenas alguns casos particulares de (2.37): as solugoes Py, por trazerem uma
intuicao fisica importante, como discutido acima, e os pacotes de onda, que discutiremos a

seguir, além de uma combinagdo de ondas, que fornece apenas solugdes ciclicas.

2.7 Solucoes com Ricochete

Uma maneira de obter uma solu¢do néo trivial é através de pacotes de onda, que sdo sobrepo-

si¢oes continuas de ondas simples, como as anteriores. Matematicamente, sdo transformadas:

Yo ) = JQ Nue(k) i (o,d) dk, (2.38)

onde Nuc(k) é uma funcao que s6 depende do niimero de onda k, chamada nicleo da trans-
formada, Q C R é a regido de integragao e Py (x,$) é uma solugdo simples, como (2.35).
Pode-se verificar sem dificuldade que, se Py é solucao de (2.14), entdo qualquer transformada

da forma (2.38) serd também solucdo, desde que a integral seja convergente, pois, neste caso,
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ela definird uma funcao e esta funcao sera diferencidvel. Isso permite, por sua vez, aplicar a
regra de Leibniz, segundo a qual a derivada parcial “entra” na integral, ja que a derivacao e a
integracdo sao feitas em variaveis distintas.

Quando o nicleo for uma distribuicdo Gaussiana,

Nuc(k) = exp [ — (k_kOP] ,

= (2.39)

a funcao de onda (2.38) serd, obviamente, chamada de pacote Gaussiano, sendo kg o ponto
de maximo global da Gaussiana e sendo ¢ relacionado ao desvio padrao da distribuicdo, o
“raio” da Gaussiana, grosso modo. Ambos devem ser constantes reais. Em (2.39), desprezamos
a constante de normalizagdo porque ela entraria como uma constante global em ¥, o que
ndo alteraria a dindmica em BdB. Pode-se demonstrar que o pacote de ondas Gaussiano
tem propriedades fisicas interessantes. Por exemplo, ele minimiza a relagdo de incerteza de
Heisenberg, além de ser uma representagao de uma particula quantica normalizavel, diferente
da onda simples [101,102]. Para a discussao presente, interessa apenas o fato de que ele d4 uma
solucao nao trivial, jA que a normalizacado ndo comparece na dindmica de BdB com grande
importancia.

Devido a linearidade da equagdao de WDW, podemos ainda tomar varios pacotes de onda e
somé-los obtendo outras solugoes. Isso é o que foi feito em [94,95], onde se estuda a dindmica

da sobreposicao de dois pacotes de onda Gaussianos:

o0

(k —ko)?
e

W) =J

—00

exp { — } [eik(d’“‘) + etk(e—a) gy | (2.40)
onde passamos a usar unidades nas quais h = 1. A integral acima pode ser calculada analitica-
mente usando completamento de quadrados nos expoentes. Com isso, a funcao de onda (2.40)

fica:

Wlooh) = exp | — jo*(ar+ ) — iko(o— ¢)} (e’ 4 gtioko) (2.41)
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Com isso, as equagoes guias (2.31), para N =1, ficam:

2 2
. _340°® sen(2kgo) + 2k senh(o0”xd)
= 2.42
x=¢ 2[cos(2kgot) + cosh(oZad)] ’ (2.422)

o2« sen(2kg ) }

L 3 _
be {ko 2[cos(2kget) + cosh(o?ad)]

(2.42b)

As equagoes acima formam um sistema dindmico auténomo. Nao parece trivial de ser resolvido
analiticamente, mas é possivel esbocar suas solu¢des numericamente de maneira muito simples,

o que conduz a Figura 2.1.

2
1
@ ©
£ £
n 0 n
5] (5]
-1
-2
¢
Figura 2.1: Esbogo do gréfico do sistema dindmico (2.42) para kg = —1 e 0 = 1, que é o caso analisado

em [94,95]. As curvas cinzas representam algumas solugdes, dentre as quais destacamos duas em azul.
Os pontos vermelhos indicam pontos criticos do sistema dindmico. Na Figura (a), temos uma visao
mais ampla e, na Figura (b), uma visdo mais detalhada do comportamento ao redor do ponto critico
de centro, onde é possivel ver solugoes ciclicas e ricochetes.

Os pontos criticos do sistema dindmico, que podem ser determinados a partir de (2.42),
como se pode ver em [87], sdo os pontos (P¢ , o) tais que dc = 0, divididos em dois conjuntos:
(i) para os pontos de centro, xc = 7(2n + 1)/2kg e (ii) para os pontos de sela, os valores de
oc sao as solucoes da equacdo transcendente o?oc = 2k cotg(kox). Esses dois conjuntos sio
infinitos. Alguns dos pontos criticos estdao na Figura 2.1. O aspecto qualitativo do sistema
(2.42), que corresponde & Figura 2.1, ndo depende muito de kg e de o, embora, evidentemente,

as solugbes numéricas especificas para «(t) e ¢(t) dependam dos valores dessas constantes.
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Vejamos como a Figura 2.1, que apresenta um esboco das solugdes do sistema (2.42), deve
ser interpretada. Em primeiro lugar, as curvas (também chamadas de trajetérias) sdo parame-
trizadas pelo tempo t, ou seja, cada curva é o grafico combinado das equagOes paramétricas
d(t) e aft), que sdo obtidas a partir de (2.42) e de um dado par de condigdes iniciais (c.i.)
(d(0), «(0)). O sentido das setas indica o sentido da evolugao temporal (o tempo césmico t
aumenta). Como exemplo, destacamos duas curvas em azul: uma ciclica, com c.i. $(0) =0e
«(0) = 0.9; e uma curva de ricochete, com c.i. $(0) =0 e «(0) = 0.8. Podemos dizer que a
curva circular representa um universo ciclico porque os valores de o serdo periddicos. A outra
curva azul representa um universo com ricochete.

Chegamos a essa conclusdo seguindo o fluxo das setas: a curva com c.i. ¢(0) = 0 e
«(0) = 0.9 “vem” da direita para a esquerda, e as coordenadas de « diminuem até chegar no
minimo « = 0.8, quando ¢ = 0. Até entdo, o universo representado por essa solugdo estava,
portanto, em contragdo. A partir de ¢ = 0, os valores de & da curva aumentam, o que significa
que o universo se expande. Portanto, o universo se contrai até um valor minimo nao-nulo e
depois se expande. Ou seja, uma solugdo de ricochete.

Continuando no exemplo das duas trajetérias acima, podemos estudar como o potencial
quantico se comporta ao longo dessas curvas, o que estd esbocado na Figura 2.2. Na Figura
2.2(a), vemos a evolugao temporal da curva de ricochete cujas c.i. sio ¢(0) =0 e x(0) = 0.8,
é possivel ver que o potencial quantico Q domina nas regides em que o ricochete acontece e
depois (bem como antes) decai, evidenciando que o ricochete em questao é um efeito quantico.
Ja para o ciclo, Figura 2.2(b), vemos que Q nao decai, mas é periddico. Isso permite concluir
que, para essas solugoes, os efeitos quanticos sdo muito fortes e impedem que o universo saia

do pocgo de potencial e se expanda, o que produz as solugoes ciclicas.
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Figura 2.2: Detalhe da evolucao temporal do fator de escala (linhas tracejadas) e do potencial quéntico
(linhas continuas), para as duas curvas continuas da Figura 2.1, sendo (a) para a curva de ricochete e
(b) para a curva de universo ciclico. O potencial quintico é calculado sobre as trajetorias.

Em todas as figuras desta Segdo, utiliza-se kg = —1. Em [96] (Secao II, figuras 3 e 4),
mostra-se que o sinal de kg estd relacionado com o modo como as solugdes quanticas acima
se “colam” as solugoes classicas, ou seja, o sinal de kg determina que sequéncia de fases de
evolugao classica do universo pode seguir-se ao ricochete acima. Como observado em [96], se for
ko > 0, a solugdo quantica sera seguida por uma evolugao classica na qual ndo havera expansao
acelerada. Por isso, para que se tenha, apds o ricochete, uma fase de expansao acelerada seguida
de uma fase de matéria, é preciso tomar kg < 0. Isso é o que justifica a escolha kg = —1 na
Figura 2.1, que apenas reproduz o resultado das referéncias citadas.

Para entender melhor como essa dindmica é possivel, é preciso observar o comportamento
mais amplo do potencial quantico Q(x,d), que pode ser calculado analiticamente a partir da
solugao anterior, o que conduz as Figuras 2.3 e 2.4. Na Figura 2.3, vemos o comportamento
geral do potencial quintico na mesma regiao da Figura 2.1(b), o que sugere que ele predomina
numa pequena regido, ao redor do ponto de sela (¢ = 0,a = 7), no qual diverge, mas decai
muito rapido. Ja a Figura 2.4 permite comparar os velores de Q com as solugoes ja apresentadas

para o sistema dindmico, na Figura 2.1(b).
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0.8

Figura 2.3: Esbogo do grifico tridimensional do potencial quantico Q(¢,«) obtido pela expresséo
geral (2.29) aplicada & solucao (2.40), para kg = —1 e 0 = 1. Ele diverge no ponto de sela (0,71/2) do
sistema dindmico, mas decai muito rapidamente (em médulo) a medida que o ponto (¢,x) (onde se
calcula Q) se afasta de (0,7t/2).
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Figura 2.4: Aqui, vemos a comparagao entre os valores de Q e as solugoes do sistema dindmico (2.42)
no plano ¢ x «. Ao fundo, vemos curvas de nivel do potencial quantico Q: quanto mais claro, maiores
os valores e, quanto mais escuro, menores os valores de Q. Uma regido branca indica que deve haver
uma divergéncia para 400 e uma regiao preta indica que deve haver uma divergéncia para —oo. Esta
mesma convencao se aplica a todos os outros graficos desse tipo neste trabalho. Compare com a Figura
2.3. Fica claro que Q oscila fortemente na vizinhanga do ponto de sela (0,71/2), divergindo sobre ele.
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2.8 Solucgoes Ciclicas

Na se¢ao anterior, vimos como a fungdo de onda (2.40) conduz a uma dindmica que permite
obter tanto solucbes de universo ciclico como ricochetes, dependendo das condigoes iniciais
de ¢(t) e de x(t). Nesta secao, estudaremos a dindmica de uma funcéo de onda, solugao da
equagdo de WDW (2.14), que conduz exclusivamente a universos ciclicos. Como (2.14) admite

solugOes constantes e é linear, ela admite qualquer solucao da forma:
1 )
=1+ (W + ¥y ) =1+ e™® cos(ka) . (2.43)

A escolha da funcio de onda constante Peonstante = 1 € arbitraria; ela foi fixada do modo
acima apenas por simplicidade. Esta solugdo foi apresentada em [103].

Para a solucdo (2.43), as equagdes guias (2.31) ficam:

. 2ke 3% sin (ko) sin (k)

*T 37 cos(2ka) + 4 cos(ka) cos(kd)
L 2ke 3% cos(ka) [cos(ko) + cos(kd)]
¢ = 3 + cos(2ka) + 4 cos(ka) cos(kd)

(2.44a)

(2.44D)

Os pontos criticos deste sistema dindmico podem ser determinados analiticamente e sdo

formados por trés sequéncias de pares ordenados (¢¢, x¢), dados por

2
be = “Tm , ac = (2n— 1)% ; (2.45a)
T 2mn
= 2 —1 — = - 2.4
dc =(2m )k’ oc ol (2.45b)
m 1\ 7
_ — )=, A4
bc K xc <TL—|— 2) K (2 50)

onde mmn € Z.

O esbogo do gréfico das solugoes do sistema dindmico (2.44) pode ser visto na Figura 2.5.
As solugoes representam universos ciclicos porque o fator de escala oscila, ainda que, para
muitas solugdes, 0 mesmo nao aconteca com o campo escalar. Por exemplo, na curva continua
na parte superior da Figura 2.5, tem-se uma solu¢do em que ambos, «(t) e $(t), sdo fungoes
periddicas e, na curva inferior, o fator de escala é periédico, mas ¢ vai de —oo a +o00.

Assim como na sec¢do anterior, ver o comportamento do potencial quantico Q ajuda a
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“mapear” os efeitos quanticos. Porém, no caso presente, Q varia violentamente no intervalo

3 como se vé em (2.29). Por isso, neste caso,

do grafico 2.5, além de decair com e 3% = a~
¢ mais informativo visualizar a grandeza a®Q. Na Figura 2.6, vemos o comportamento de
a3Q = e3*Q(«,¢) e, na Figura 2.7, vemos a comparacio entre os valores de aQ e as solugoes

do sistema dindmico (2.44). Informagoes complementares estdao nas Figuras 2.8 e 2.9.
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Figura 2.5: Algumas solugoes do sistema dinamico (2.44), dentre as quais destacamos duas com
linhas continuas, cujas c.i. sdo (¢(0),(0)) = (0,1.2) e (¢(0),x(0)) = (0, — 0.4). Os pontos em destaque
representam os pontos criticos, dados por (2.45), sendo que (2.45a) e (2.45b) sdo os pontos de sela e
(2.45¢) sdo os pontos de centro.

Figura 2.6: Esboco do gréfico de a®Q = e**Q(a,$). O potencial quantico equivale a “amortecer” esse
grafico com e 3%, no eixo a.
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ag=lha
=

-4l

Figura 2.7: Combinacio das solugdes do sistema dinidmico (2.44) com os valores de a®*Q, para eviden-
ciar a relagao entre ambos no plano ¢ x «.

N

-400 -200 0 200 400
t

Figura 2.8: Evolugao temporal do fator de escala e do potencial quantico para a trajetéria na parte
superior da Figura 2.5, com c.i. (b(0),x(0)) = (0,1.2).



Capitulo 2. Quantizagido do Acoplamento Minimo com interpretagdo de Bohm-de Broglie 51

(a) (b)
0.6f . -~ N {03 e -7
\ ’ \ / SS -
‘\ / \ / N //
v/ \ 0.2} s ‘.
' \ 1 N ’
041 Y I 1 N 7
‘l' w1 I TT=== a(t) \ /
Wommme a(t) i 0.1} 6 NS
] = ~
02l 6 ! | 107°Q
. 107°Q I
1 0.0
I
0.0 | -01f
-0.2 . . . . L -0.2E . . . . . L
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 0.745 0.750 0.755 0.760 0.765 0.770
t t

Figura 2.9: Na Figura (a), vemos a evolucao temporal do fator de escala e do potencial quintico para
a trajetéria na parte inferior da Figura 2.5, com c.i. ($(0),x(0)) = (0,—0.4). Na Figura (b), vemos um
detalhe de (a), que evidencia o comportamento de a e Q durante um dos ricochetes da Figura (a).

2.9 Desenvolvimentos posteriores

O que apresentamos até aqui neste Capitulo tem por objetivo exemplificar o método de BdB
aplicado ao acoplamento minimo sem potencial, uma teoria ja construida ha algumas décadas,
por isso nao tem a pretensdao de ser uma revisdo completa do tema. De fato, essa teoria
gerou muitos desenvolvimentos, cabendo aqui apenas indicar alguns. Em [104], estudou-se
como se pode analisar a evolucao da densidade de energia para criagdo de particulas em
véarios cendrios de ricochete, o que inclui os ricochetes da Se¢do 2.7. Nesse trabalho, explora-se
com mais profundidade os efeitos quanticos ligados ao ricochete, mostrando que existe uma
conexao entre ele e a criacido de particulas. Com relagdo a perturbagoes primordiais, escalares

e tensoriais, e sua relagdo com o ricochete da teoria aqui revisada, veja [96,104-107].

2.10 Relacao com os problemas do tempo e do ordenamento

Em relagdo ao problema do tempo, pode-se dizer que a cosmologia quantica com interpretacao
de BdB, devido a sua prépria estrutura, evita esse problema, uma vez, é claro, que se assuma
essa interpretacao. Isso pode ser confirmado pelas equagoes guias (2.31): o tempo é recuperado
pelos termos & e ¢. Mesmo sendo 1 estacionaria e mesmo sendo a equacio de WDW também

estaciondria, a dindmica que importa para a cosmologia de fundo em questdo aqui é a de
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(t) e d(t), e esta dindmica é assegurada pelas equagoes guias, que conectam as velocidades
generalizadas com os resultados quéanticos que vém de .

Mas esse nao é o motivo mais forte para se dizer que o problema do tempo foi resolvido, ja
que esse problema nao é apenas o “sumigo” da varidvel t (que ocorre na equagdo de Wheeler-
DeWitt), mas principalmente a ambiguidade gerada por essa auséncia. E desejével que uma
reparametrizacao do tempo nao altere a dinamica, pois, se alterasse, entao a dindmica seria
uma consequéncia de escolha de varidveis, e ndo uma caracteristica fisica. Porém, olhando
novamente para o papel desempenhado pela fungdo lapso nas equagdes-guias (2.31), vemos
que uma redefini¢do do tempo por, digamos, dt = N dt, a dindmica seria exatamente a mesma
ndo importando a escolha de N, desde que, é claro, ele ndo se anule e seja diferencidvel. Isso
fica ainda mais evidente no plano ¢ x «, como o da Figura 2.1, j4 que um sistema dindmico
autdénomo (como é o caso) nao altera sua dindmica ao se redefinir o tempo.

Isso é o que justifica fazer a esolha mais simples possivel, que é N = 1. Este tempo t deve,
entdo, corresponder ao mesmo tempo da teoria classica, ja que a conexdo entre as velocidades
generalizadas e os momentos conjugados, dada pelo sistema (2.5), é estritamente cldssica; mais
do que isso, é a conexao entre a Lagrangeana e a Hamiltoniana classicas. Entao, o tempo que
aparecera nas equacgoes quanticas deve ser o mesmo das equacoes cldssicas, que é o préprio
tempo césmico, nas variaveis que estamos considerando aqui. Isso é possivel também porque
a interpretacio do tempo na mecanica de BdB ¢ diferente daquela da interpretacao usual da
mecanica quantica.

Para mais sobre o modo como a cosmologia quantica com BdB lida com essas questoes,
ver [86]. Quanto ao problema do ordenamento, vamos discutir em mais detalhe no préximo

Capitulo.

2.11 Generalizagao para modelos Homogéneos no
Minisuperespaco
O caso analisado neste capitulo, representado pela Hamiltoniana (2.3), é apenas um exemplo.

A teoria aqui resumida pode ser generalizada de maneira bastante natural para modelos homo-

géneos mais gerais no minisuperespago, que podem ser representados por uma Hamiltoniana
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genérica da formas:

Hra = N(t) J(p* (1), qu(t) | (2.46)

onde o subescrito “RG” significa relatividade geral. Esta generalizagdo encontra-se em [87].
A exigéncia de o modelo ser homogéneo é feita para simplificar a forma de H, de modo que
valha a relagao (2.46) acima. O vinculo H ~ 0, que segue da forma de (2.46) e das equagdes

de Hamilton, conduz a seguinte equacgdo de Wheeler-DeWitt no minisuperespago:

A

FH(pH(t), qu(t) w(q) =0. (2.47)

Do mesmo modo como se faz para o caso particular (2.3), escrevendo a fungdo de onda do

universo P na forma polar (2.16), a parte real de (2.47) se torna:

1 oS 0S
iﬂw(qx)ﬁaqﬁ +U(ga) + Q(ga) =0, (2.48)
onde
o fuy 0°R
Q(qx)—-—gﬁ—éalga;. (2.49)

A forma particular de f,, depende da forma particular de H. O importante é que a estrutura
da equagao (2.48) se mantém, o que permite interpretd-la como uma equacao analoga a equagao

de Hamilton-Jacobi. Desse modo, obtém-se a equacao guia

0S
PH=— 2.50
0qu ( )

e interpreta-se (2.49) como o potencial quantico do universo, para Hgrg.

Mais sobre a teoria revisada brevemente neste capitulo, sua interpretacao, comparacao
com outras abordagens a cosmologia quantica, uma mais profunda abordagem & questao da
interpretacdo da mecénica quantica e sua relacdo com a cosmologia etc, veja as referéncias

84,87,108-110].



Capitulo 3

Uma abordagem ao problema do

ordenamento

O objetivo deste capitulo é apresentar uma quantizagao de (2.3), com interpretagdo de Bohm-
de Broglie, mas com um ordenamento nio-trivial. E, portanto, uma abordagem parcialmente
alternativa a que foi descrita no Capitulo anterior. O problema do ordenamento ja foi apresen-
tado na Subsecdo 1.9.3, no Capitulo 1 e vamos agora retomar aquela discussdo. O contetido
do presente Capitulo foi apresentado em [103].

No artigo [87], mostra-se que a estrutura da equacgdo do tipo Hamilton-Jacobi (2.14),
que ja vimos no Capitulo 2, ndo depende do ordenamento usado. Ou seja, independente do
ordenamento, deve haver os termos da equacdo HJ classica e um termo restante, que serd
definido como o potencial quantico. Os resultados do presente Capitulo nao contradizem esse
fato. Porém, veremos que, dependendo do ordenamento, a equagdo de Wheeler-DeWitt, e,
como consequéncia, suas solugoes 1, além da expressdo de Q, podem sim ser diferentes, o que
pode gerar efeitos sobre a consequente dindmica quéantica do universo, descrita pelas solucoes
a(t) e ¢p(t), que seguem da quantizacao. E nesse contexto que apresentamos os resultados

obtidos para a, ¢ e Q através da quantizagdo feita com um ordenamento nao-trivial.
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3.1 O Ordenamento Nao-trivial Escolhido

A quantidade de ordenamentos diferentes que poderfamos aplicar é enorme. E possivel en-
contrar muitos trabalhos na literatura que argumentam a favor de determinado ordenamento.
Algumas vezes, apresenta-se uma forte motivacdo, mas, em outras, apenas aplica-se a mais
conveniente. Na literatura, encontramos exemplos de ambos os casos, como em [74,111-119].

Como discutimos na Subsecao 1.9.3, essa diferenca desaparece na passagem do quantico
ao classico, o que nos leva a concluir que as diferencas de ordenamento sdo intrinsecamente
quanticas. Desse modo, o que podemos fazer para lidar com essa enorme ambiguidade é
argumentar a favor de determinado ordenamento, como feito em [114], ou mostrar que os
aspectos gerais da teoria em questdo nao dependerao do ordenamento, como feito em [87],
e a seguir usar este argumento para restringir-se a um ordenamento simples e dai extrair
resultados mais especificos. Em qualquer caso, é preciso escolher um ordenamento particular
para obter solucbes de fato para a equagdo quéantica e, assim, ser capaz de estudar as suas
consequéncias.

O ordenamento nao-trivial que escolhemos para iniciar a investigacdo sobre que efeitos
poderiam ser encontrados na teoria revisada no Capitulo anterior foi o apresentado em [114]
por T. Christodoulakis e J. Zanelli em 1986. Vamos descrever agora sua motiva¢do em uma
dimensao e a generalizagdo que propusemos em [103]. A generalizagdo que propomos é diferente

daquela proposta em [114], mas guarda sua ideia central, aplicada de outro modo.

3.1.1 Caso Unidimensional

Nesta Subsecdo, apenas revisamos uma construgao que foi apresentado na Secao 2 de [114].
A ideia central é fazer uma mudanca de varidveis conveniente de tal modo que se obtenha
uma Hamiltoniana modificada que nao apresente ambiguidade no ordenamento. Consideremos,

como primeiro exemplo, a Hamiltoniana unidimensional (ja4 apresentada na Subsecao 1.9.3):

H(q,p) = %f(q)p2. (1.45)



56 3.1. O Ordenamento Nao-trivial Escolhido

A transformacgao de Legendre H = qp — L, que define a Hamiltoniana a partir da Lagrangeana,

pode ser invertida através da equagdao de Hamilton

oH 1
g =— ="(q) = =—q, 3.1
4=75, =flap P= g Y (3.1)
o que fornece a Lagrangeana equivalente a (1.45):
L(a.4) = 514 (3.2
U 2f(q) '
Com isso, podemos fazer a mudanca de varidvel
q
Q= J 1/%(q) dq , (33)

qJo

onde Q ¢é a nova varidvel, q é a varidvel de integragdo e qo é um valor qualquer (constante) da
variavel ¢, que ndo influencia na dindmica, mas é necessario para definir corretamente a integral.

1/2

Para que a raiz f~'/# esteja bem definida, devemos supor f(q) > 0, o que, segundo [114], é uma

hipétese que jé se supde para a validade do principio da minima acao, entdo é uma hipotese

bastante razoavel. Dai, pela regra da cadeia e pelo teorema fundamental do calculo,

—1/2(q)q. (3.4)
Combinando agora (3.2) e (3.4), encontramos a expressao da Lagrangeana na variavel Q:

LQQ) =5Q". (35)
A partir de L(Q,Q), encontramos P, o0 novo momento:

0Q
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de onde encontramos a Hamiltoniana nas novas variaveis:

H(Q,P) = QP —L(Q,Q(Q,P))

_p2_lp
2

= 5P2 : (3.7)

Portanto, gragas & mudanga de variavel (3.3), a Hamiltoniana assumiu uma forma na qual no
existe a ambiguidade do ordenamento. Observando agora que as relagdes anteriores conduzem
a

P=f/2p, (3.8)

surge naturalmente de (3.7) o ordenamento seguinte, nas varidveis q e p:
o Lo el s
H=ot"(q)pf " (a)p. (3.9)

Esta é a versdo unidimensional do ordenamento nao-trivial que iremos aplicar neste Capitulo.
Aplicando esse operador sobre uma funcao 1\, tem-se:

o NP e 0 (00
Fp =~ f aq(f aq>’ (3.10)

em vista de (1.46) e (1.51).

Observe que o processo descrito acima ¢é equivalente a uma transformacao canoénica, que

pode ser obtida, por exemplo, da funcdo geradora abaixo:!

F(q,P) = ij f1/2(q)dq, (3.11)
qo

como se pode verificar das equagdes que definem a transformacdo candnica gerada por F, que

Sa0:
_ oF oF

P=3 Q=gp © Hap=HQP. (3.12)

ja que, no caso presente, F ndo depende explicitamente do tempo.

!Na notacdo de [99], é a funcdo F, da Secdo 8.1.
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3.1.2 Generalizagao Simples
E mais direto aplicar a ideia acima para o caso

H=iNe 3%(—pZ +p3) (2.3)

através de uma transformagao candnica muito semelhante & gerada por (3.11). Neste caso,

tomando a fungao geradora abaixo, que é do mesmo tipo da anterior (3.11),
2
F(ot,,N,Py,Py,P3) = gef‘”“/ZPl + $P2 + NP3 , (3.13)

obtemos uma transformacao canoénica, que é definida pelas relagoes:

oF oF

sendo J = 172737 €Px =P1, P =P2, PN =P3, 1 = &, 2 = d)a qs = N. Além diSSO, Q) S P]

sdo as novas coordenadas e momentos, respectivamente. As relagoes anteriores fornecem

Px = 63“/2]31 s Po = P2 y PN = P3 (3.15)
€
2 3a/2
Q: =3¢ ; Q2=¢, Qs =N. (3.16)

Entéao, de (3.14), (3.15) e (3.16), conclui-se que a Hamiltoniana nas novas varidveis escreve-se

COomao:

H(Q,P) = Qs (—;Pf ¥ 94Q%P§> . (3.17)

Observe agora que a Hamiltoniana (3.17) nao possui ambiguidade no seu ordenamento,
exatamente como (3.7). De fato, sendo H da forma NI, onde H nao depende de N, as equagoes

de Hamilton para N levam ao vinculo

1 4
H=—Pi+ —P3~0. (3.18)
2 9Q?
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Este operador nao possui o problema do ordenamento: para o primeiro termo, é evidente;
quanto ao segundo termo, basta observar que [Q1,P2] = 0, de onde se conclui? que, qualquer

que seja a fungdo @®(Qq), tem-se:
[@(Q1),P2] =0. (3.19)

Entao é evidente que, em particular, o segundo termo de (3.18) nao terd ambiguidade no
ordenamento.

De modo andlogo ao caso anterior, unidimensional, a equagao (3.15) fornece P; = e 3%/2p .
Entao, pelo mesmo argumento do caso anterior, concluimos que a relagdo (3.18), na qual nao

existe ambiguidade de ordenamento, leva ao ordenamento
~ 1
5 = _ie*?’“/?ﬁae*?’“/ P+ e 3P (3.20)

retornando as varidveis originais. Esse é o ordenamento que iremos considerar neste Capitulo,

que generaliza (3.9) para o caso de interesse aqui. Ele sera chamado apenas de “nao-trivial”.

3.2 Quantizacao com o Ordenamento nao-trivial

Podemos agora estudar a quantizagao de (2.3) pelo ordenamento anterior, bastando aplicar o
operador (3.20) sobre a fun¢ao de onda P, o que conduz a seguinte equacao de Wheeler-DeWitt:
0% 30y 9% B

Al QRN g, D 21
0?2 200 02 0 (3.21)

Para poder comparar os resultados entre os dois ordenamentos, o trivial e o nao-trivial,
¢é interessante introduzir um pardmetro que os conecte. Vamos chamaé-lo de r. Para evitar
ambiguidades futuras, vamos supor r > 0. Com isso, podemos alterar ligeiramente (3.20), do
seguinte modo:

1

F= _§(e—3°‘)1—rm(e—3“)rﬁa +edopl . (3.22)

Verifica-se que v = 0 corresponde ao ordenamento trivial e 1 = 1/2 corresponde ao caso

2Veja, por exemplo, o Capitulo 1 de [102].
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nao-trivial. Isso nos permite estudar quanticamente o caso mais geral r > 0, mas vamos fazer
isso apenas para conectar os dois ordenamentos mencionados. Para o r geral, a equagado de
Wheeler-DeWitt obtida de (3.22) é:

0% np 0% B

Antes de resolver a equacgio, de acordo com a interpretacdo que adotamos, é necessario
primeiro reescrevé-la usando a funcéo de onda na forma polar. Substituindo 1 = Re*S/M em

(3.23), sua parte real é

—3x 2 2
¢ 5 [— (gi) + <§i) } +Qlod) =0, (3.24)
onde
h2e 3% /2R OR  02R
Qe d) = ToR <W - Ta — W) (3.25)

Entao, a estrutura de (3.24) é a mesma para todo r > 0, havendo apenas um termo a mais em Q.
Vemos que a interpretagdo de Bohm-de Broglie se mantém a mesma: se ndo houvesse o termo
Q, a equagao (3.24) seria a equagdo de HJ do problema. Isso faz com que as equagdes-guias
(2.30) e, portanto, (2.31), continuem vélidas, para todo r > 0. Entao, o termo restante (3.25)
é interpretado como o potencial quantico, no ordenamento (3.22). Mas é interessante observar
que o que se manteve igual foi a estrutura do problema. Como a equagao de Wheeler-DeWitt
¢é diferente, a solugdo também sera. Logo, as funcdes S e R serdo também diferentes, muito
embora assumam os mesmos papéis. De (3.25), vemos que, apesar da mudanga de ordenamento,
ainda tem-se Q ~ h2. Retomando a discussdo do inicio do Capitulo, essas observacdes sobre
interpretagdo nao contradizem [87], onde se mostra que a estrutura geral da interpretacao de
Bohm-de Broglie ndo deve se alterar por uma mudanga de ordenamento.

Podemos agora resolver (3.23). No que segue, voltaremos a convencao de unidades h = 1.
Note que (3.23) é uma equagao diferencial parcial de segunda ordem, hiperbdlica, linear,
separavel e de coeficientes constantes. Portanto, podemos resolvé-la via separacao de varidveis.

Escrevendo VP (o,$p) = A(x)F(P) (esta F nada tem que ver com a fungdo geradora da secao
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anterior), substituindo em (3.23) e dividindo o resultado por 1, obtemos

AM()  Alle) _ F(9)

112
Al) Al F§) CF (3.26)

onde k é a constante de separacao, que é real. O sinal + e o valor de k determinardo os
tipos de solugoes. A seguir, vamos catalogar véarias solu¢oes elementares de (3.26) para, nas
Segbes seguintes, estudarmos algumas combinagoes relevantes delas e seus efeitos fisicos. As
constantes de integracao serao denotadas por ¢j, com j = 1,2,3,4. Todas as equagbes que
seguem de (3.26), que estudaremos abaixo, sdo equagdes diferenciais ordinarias de segunda
ordem lineares homogéneas e com coeficientes constantes. Sobre como resolver essas equagoes,

ver, por exemplo, a Se¢ao 3.1.1.1 de [120].

3.2.1 Solugoes para k=0

Para k =0, (3.26) implica em

A"(x) —3rA'(«) =0, (3.27a)
F'(¢) =0, (3.27D)
cujas solugdes gerais sao:
A(x) = ¢ + coe™™ (3.28a)
Flp) =cs+cadp . (3.28b)

3.2.2 Solugoes para +k?

Se a constante de separacio é da forma +k?, com k # 0, a (3.26) conduz a

A’ () — 3rA (o) — K2A(a) =0, (3.29a)

F’(d) —K*F(d) =0, (3.29b)
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cujas solucoes gerais sao:

A () = 3T /2 <Cle\/k2+(3r/2)2oc + CZe—\/k2+(3r/2)20c) : (3.30a)

Fi(d) = c3e*® 4 e ¢ . (3.30D)
Portanto, neste caso, obtemos apenas exponenciais reais.

3.2.3 Solugées para —k?

Se a constante de separacio é da forma +k?, com k # 0, a (3.26) conduz a

A" () — 3rA’ (o) + K2A(a) =0, (3.31a)

F’($) + K*F(d) =0. (3.31b)

Neste caso, a forma das solugoes para F nao dependera do valor de k (desde que seja k # 0),
mas as solucoes para A dependerdo, de modo que precisamos analisar trés casos: |k| > 3r/2,
0 < |k| < 3r/2 e k = 3r/2. Pode-se chegar a essa conclusdo analisando o determinante da

equacao caracteristica de (3.31a). Para |k| > 3r/2, as equagoes (3.31) tem como solugdo geral:

Ay (o) = e37/2 (c1e" 0™ 4 coe 0 (3.32a)

Fr(d) = cge™® +che (3.32b)

onde

w=+k2—(3r/22>0. (3.33)

Entao, neste caso, obtemos solucdes oscilatérias.
Para 0 < [k'| < 3r/2 (denotaremos por k’ para evitar confundir este caso com o anterior,

que era |k| > 3r/2), as solugoes de (3.31) sao:

Arr(a) = e3%/4(cre®'® 4 coem @ X (3.34a)

Fir(§) = c3e™'® 4 che P (3.34b)
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onde

w' =4/(3r/2)2—-k"”?>0. (3.35)

Finalmente, se k = 3r/2, as solugoes de (3.31) s@o (paginas 33 e 34 de [120]):

Alx) = e¥2 (1 + coa) | (3.36a)

F(p) = c3e37®/2 4 e 3ird/2 (3.36b)

Com isso, completamos o catilogo de solugoes elementares da equagdo de Wheeler-DeWitt
(3.23). Vamos agora estudar cinco soluges construidas a partir das elementares, apresentando
suas respectivas interpretacoes fisicas.

Primeiro, na Secao 3.3 estudaremos uma solucdo andloga a 2.35, que permite recuperar as
solucoes classicas. Na Secao 3.4, estudaremos a nova solugao de ricochete, obtida a partir do
ordenamento nao-trivial, e que seria impossivel de obter para o trivial. Na se¢ao 3.5, veremos
um caso parecido, mas para uma solucdo ciclica, que existe para o caso nao-trivial e inexiste
para o trivial.

Na Secao 3.6, veremos como a solucdo mais estudada do ricochete que estudamos no
Capitulo anterior, admite uma versao bem parecida para o novo ordenamento. Isso também
acontece com a solucdo ciclica do Capitulo anterior, que admite uma versao muito semelhante
para o novo ordenamento, solucio estudada na Secdo 3.7. E nesse sentido que podemos dizer
que a mudancga de ordenamento proposta aqui permite obter solugoes novas, mas sem perder

as anteriores.

3.3 Recuperando as Solucoes Classicas

A andloga da solucao basica (2.35) do Capitulo anterior é obtida de (3.32), e é denotada Ps:

Pg = ellw+3r/2)atike (3.37)
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onde o subescrito S significa “singular”, pelo que veremos agora. As equagoes guias (2.31) para

Vg, qualquer que seja r > 0, se tornam apenas:

& = —we 3% (3.38a)

b = ke 3% . (3.38b)

Exatamente como no caso analogo do Capitulo anterior, podemos derivar essas equagdes em
relacdo ao tempo e substitui-las novamente, obtendo assim as equagoes classicas (2.6). Entao
a unica diferenca de g em relagio a solugdo singular do ordenamento trivial é o termo w em
(3.38a), que nao influencia de fato na dinamica, ja que leva as mesmas equagoes.

Isso mostra que a mudanga de ordenamento que propomos aqui mantém o mesmo acordo
com o classico que ja havia antes. Quanto a conexao entre os dois casos através do parametro
T, note que, na verdade, tomar r = 0 em (3.37) conduz a solugao do ordenamento trivial. Além
disso, qualquer que seja 1, vemos que R = /{P*p = 1, logo o potencial quantico (3.25) se anula,
em acordo com o fato de que as solugbes classicas sdo recuperadas. Ou seja, para esta solucao

nao hé efeito quantico.

3.4 Novas solugoes de Ricochete

Agora, vamos estudar a solucio abaixo,

Ppr =1+ el + e(iw+3r/2)cx+ikd> ’ (3'39)
que é uma combinagdo linear de (3.28), para ¢; = ¢y = c¢3 = 1 e ¢g = 0 com (3.37). A
linearidade de (3.23) garante que gy é, de fato, solugdo. Vamos nos restringir ao caso r = 1/2,

do ordenamento nao-trivial. Neste caso, as equagdes guias (2.31) formam o sistema dindmico:

e 9%/4 [3(e3%/2 — 1)send — dwe3™/* 4 4w(1 + €3%/2) cos 6]
4 [1+ 3e3o/2 4 €3 4 2e3%/4(1 + €3%/2) cos 6]
ke 9%/4 [e3%/4 4 (1 + 3%/2) cos 6]
T 1+ 3e30/2 1 edx 4 2e30/4(1 + e3%/2) cos O

X =

, (3.40a)

¢

(3.40D)
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onde 0 = kd + wa. Os pontos criticos do sistema acima sdo (pc,xc), sendo

oxc =0, (3.41a)
27
=" (3n+1 41
bo =5 (BnE1), (3.41Db)

para n € Z. Entao, na verdade, os pontos criticos formam uma sequéncia infinita.

Na Figura 3.1, vemos o esbo¢o das solugoes do sistema dindmico (3.40), onde destacamos
os quatro tipos de solugoes, sendo um tipo o ricochete (curva continua azul) e sendo os outros
trés tipos, solugdes singulares. A curva pontilhada azul representa um universo que vem da
singularidade (¢ = —o00) com uma expansao, atinge um maximo Xpax < 0, depois retorna a
singularidade. A curva pontilhada roxa representa um cendrio onde s6 existe contragao. Final-
mente, a curva continua roxa representa um cenario de um universo que vem da singularidade
e estd em expansao. Os pontos vermelhos representam os pontos criticos, dados por (3.41).
Note que o ricochete pode ocorrer apenas para o« > 0. Esta condicdo é necessaria, porém nao

é suficiente, ja que existem solucbes que assumem valores & > 0 e que nao sdo de ricochete.

NI

4

a=Ilna

-2f

Figura 3.1: Grafico do sistema dindmico (3.40), com k = 1, valido para r = 1/2, mostrando algumas
de suas solugbes, dentre as quais destacamos quatro. As condigdes iniciais das curvas sao as seguintes:
curva azul continua: «(0) =2 e ¢$(0) = 0; curva azul pontilhada: «(0) = —1.5 ¢ $(0) = —0.75; curva
roxa pontilhada: «(0) =0 e ¢(0) = 0; curva roxa continua: x(0) =3.5e ¢(0) =0.
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15} ~~ - i
\\\\\ /,,/
~ -
~ -
\\ e
~ /’
\\\ //
L ~ a
10 " 7
~ /
~ /7
\\_1/
5p ----- a(t) 1
105Q

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

t

Figura 3.2: Comportamento qualitativo do fator de escala a = e* e do potencial quantico para a
curva de ricochete da Figura 3.1, obtida para o ordenamento nao-trivial. Para simplificar, o tempo foi
reescalado definindo-se t = (t + 900)/15000.

Ja na Figura 3.2, exibimos o comportamento do fator de escala, calculado numericamente,
junto com o potencial quintico, ambos calculados para a solu¢do da curva azul continua da
Figura 3.1. Nota-se que o potencial quintico oscila préximo de t = 0, o mesmo intervalo de
tempo no qual ocorre o ricochete. Isso indica que o ricochete é um efeito quantico, o que é
evidente tendo em vista que a solugao cldssica é singular. Porém, é importante assim mesmo
ver essa Figura, pois ela mostra que o potencial quantico decai (em médulo) rapidamente
para [t| > 0, o que mostra que a solucdo classica deve ser recuperada. Esse comportamento
qualitativo é bastante semelhante a solucao de ricochete ja estudada na Figura 2.2.

Para entender o potencial quantico nesta solucdo de um modo mais geral, na Figura 3.3
esbocamos o seu comportamento em funcdo de ¢ e o, nos mesmos intervalos da Figura 3.1. E
possivel perceber que ele oscila proximo de o« = 0, mas decai (em médulo) para « = 0. Outra
caracteristica é que ele ndo diverge em nenhum ponto, diferentemente do que acontece no caso
estudado no Capitulo anterior (ver Figura 2.3).

Finalmente, na Figura 3.4, vemos algumas solugdes sobrepostas as curvas de nivel do
potencial quantico, mostrando a conexdo entre as duas informagoes. A transicdo do mais
escuro para o mais claro indica o crescimento de Q, sendo que nas regides mais claras ele é

positivo e, nas mais escuras, negativo. Nas regides intermediarias, Q é nulo ou proximo de
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zero. E possivel ver que as regioes do plano ¢ x « onde QQ mais oscila sdo as regides onde
as solucdes mais alteram seu comportamento, uma evidéncia de que Q é dominante nessas

regioes.

-5 ¢

Figura 3.3: Esboco do grafico tridimensional do potencial quantico para a solucao de ricochete gy,
para v =1/2.

4F
2L
©
£
1] 0r ]
g
-2l ]
_4_I 1 1 1 1 1 I_

Figura 3.4: Nesta figura, o fundo sombreado representa algumas curvas de nivel do potencial quantico
referente a gy, para r = 1/2, e o grafico de curvas brancas orientadas representa algumas solucoes do
sistema dindmico (3.40). Esta figura evidencia a influéncia de Q sobre as solugdes.
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Agora, podemos comparar os resultados acima com o seu anélogo para o ordenamento

trivial. Se r = 0, Ppy se torna:

Ppi(r_g) =2+ eFoTP) (3.42)
o que leva as equagdes-guias:
. s 14 2coslk(ec+ ¢)]
= —ke 3% 3.43
* ¢ 5+4cos[k(cx—|—¢) ( 2)
. _ag 14+ 2cos[k(e + ¢)]
= ke 3% 3.43b
¢ ¢ 5+ 4coslk(a+ ¢)] ( )
Dividindo (3.43a) por (3.43b), vemos que da/d¢p = —1. Portanto, no plano ¢ x o« onde

podemos representar o sistema dindmico (3.43), todas as curvas «(¢) serdo retas de inclinacao
—1. Logo, néo é necessario esbogar as solugbes para o(t) para concluir que todas elas tendem
a —oo com ¢ — +o0. Ou seja, para r = 0, todas as solugdes obtidas a partir de Ppy serdo
singulares.

Como observacgao final, é importante dizer que a solugao g1 pode ser ligeiramente gene-

ralizada ao considerarmos
'LI)BI —ci + CQeSOc/Q _'_Cge(:l:iw+3r/2)od:ik¢ , (3'44)

e ainda assim os aspectos gerais apresentados acima continuariam validos, desde que se tenha

[k| > 3/4 e desde que ci # 0. Isso pode ser verificado repetindo os processos anteriores, mas

para IT)BL

3.5 Novas solugoes Ciclicas

A partir das solucoes elementares para 1\ apresentadas na Secdo 3.2, para v = 1/2, podemos

construir a funcdo de onda:

Bop = pliw+3/4)a+ike + %e(iw’+3/4)cx+k’¢ 4 %e(*iw’+3/4)cx+k/¢> ’ (3.45a)

_ ellw+3/4)actikd 4 ik/d+3a/4 cosh(w’a) | (3.45D)
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uma combinagao de (3.32) com duas solugoes do tipo (3.34), onde k| > 3/4 e 0 < |k'| < 3/4.
A linearidade de (3.23) garante que ¢y é, de fato, solugdo. Observe que, para v = 0, nao
existe fungao de onda andloga a ¢y, pois nao ha solugoes da forma (3.34), ja que isto exigiria
0 < k| < 3r/2 = 0, o que é impossivel. Portanto, esta solucao é possivel apenas devido a
mudanca no ordenamento.

Para ¢y, as equagdes guias (2.31) se tornam:

_35 W+ wcosh(w’a) cos B — w’senh(w’o)sen
1 + 2 cosh(w’a) cos p 4 cosh?(w’x)
k + k' cosh?(w’«) + (k + k') cosh(w’x) cos B
1+ 2cosh(w’a) cos p 4 cosh?(w’x)

& =—e ) (3.46a)

(i) — g 3 (3.46b)

onde B = (k — k)¢ + wa.
Os pontos criticos dividem-se em trés classes. A primeira classe é formada pelos pontos

(b, ) tais que:

o =0, (3.47a)

2n+1)m

A4
T (3.47b)

bc =
onde n € Z. As outras duas sdo formadas pelos pontos da forma (xc,$&) e (x&,d ), onde

1
of = t— cosh (V) , (3.48a)

_ k+k'y
X, :l:COS 1 —_—
© [ (k+ &)y

o5 =+ } + 2mm, (3.48D)

w
k —Kk’

sendomeZe

2
1+f§2+§;’,ii\/(1+1‘§2+5j§) — 4 (14 27)
2(1 + w?/w’?)

y= (3.49)

Devido a (3.49), é preciso escolher k e k/ de tal modo que y seja real. Um caso possivel é k =1
e k/ = 0.1, que é o caso que serd usado como exemplo para a construcao dos gréficos.
Na Figura 3.5, vemos algumas solugoes do sistema dindmico (3.46), que sao todas ciclicas,

com destaque para duas, em azul. As solugoes nao sdo todas periddicas, porém sao todas
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ciclicas, porque apresentam uma alternancia entre expansao e contragdo. A Figura 3.6 detalha

o comportamento de a(t) e de Q(t) para a solugao cujas condigoes iniciais sao «(0) = ¢(0) = 2.
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Figura 3.5: Esboco das solugdes do sistema dindmico (3.46), obtido a partir de P ¢y, para o ordenamento
nao-trivial, com k =1 e k’ = 0.1. O grafico & direita é um detalhe do grafico & esquerda para que se
veja melhor os ciclos. Destacamos duas solugdes, cujas condigoes iniciais sdo: «(0) = ¢(0) =0, para a
curva inferior e a(0) = ¢(0) = 2, para a curva superior. Os pontos vermelhos sdo os pontos criticos,

dados por (3.47) e (3.48).
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Figura 3.6: Detalhe da evolucdo temporal da solucdo da parte superior da Figura 3.5, comparado
com o comportamento qualitativo do potencial quantico Q, calculado sobre aquela solugao. O grafico
a direita apenas detalha o grafico a esquerda, mostrando que Q domina sobre a fase de ricochete. Note
a diferenca de escala para Q entre os graficos.

Na Figura 3.7, vemos o grafico de a®Q, com k =1 e k/ = 0.1. O fator a® facilita a visuali-
zagao, mas deve-se ter em mente que o potencial quantico mesmo é Q, e seu comportamento

é o da Figura 3.7, mas multiplicado por a® = e3* para facilitar a visualizacdo. A Figura
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3.8 complementa as informagoes sobre o sistema, reunindo o comportamento das solugoes

paramétricas de & e ¢ com a*Q ao fundo.

0.5
0.0 a’Q
-05

-1.0

¢

Figura 3.7: Gréfico de a®Q, para a solucio ¢y mostrando sua predominancia préximo a o = 0 e seu
decaimento para as outras regides.

a=Ina

Figura 3.8: Este grafico retne as informagoes dos anteriores para que se possa comparar os efeitos de
a®Q sobre as solucdes do sistema dindmico (3.46), obtido da solucdo Y.

De tudo que discutimos nesta secdo, incluindo as Figuras acima, fica evidente que a

existéncia dessas solucdes ciclicas estd relacionada ao papel desempenhado pelo potencial



72 3.6. Solugdes de Ricochete Andlogas as do Ordenamento Trivial

quantico associado a solucao Pcr. Por sua vez, este potencial é resultado da quantizacao de

Bohm-de Broglie feita através da mudanca de ordenamento.

3.6 Solucoes de Ricochete Analogas as do Ordenamento Tri-
vial

A generalizacao natural do pacote de ondas (2.40), responsédvel pela solugdo de ricochete

revisada no Capitulo anterior, é:

k2 k0 bt (3T /2 ik (—iw+3r/2
Vg1 :J dk e o2 (el b+ (iw+3r/ )oc+ et $(—iw+3r/ )oc) ’ (3'50)
k1

que é uma solugao da equacao de Wheeler-DeWitt (3.23). Apesar de ser a generalizacdo do
caso anterior, a relagao de dispersao modificada w = 1/k2? — (3r/2)2 impoe algumas restrigoes,
que nao existem para o caso do ordenamento trivial, quando w = k.

Primeiro, a integral (3.50) torna-se muito complicada. Por isso, vamos resolvé-la numeri-
camente. Além disso, a relacdo de dispersao também impde |k| > 3r/2 (lembrando que r > 0),
o que, aliado & discussao da pagina 46, impde kg < —3r/2. Isso limita o dominio da integral
(3.50) para, no méximo, o intervalo (—oo, — 3/4], no nosso caso, pois r = 1/2 . Por sua vez,
isso impo&e uma limitagdo sobre a escolha de kg, o centro da Gaussiana, se quisermos que gy
seja mesmo a solugao analoga a (2.40).

Veja a Figura 3.9, onde fica mais evidente o porqué dessa limitagdo. A Gaussiana funciona
como um “filtro”, que d4 mais “peso” aos valores de k mais préximos do seu centro kg. Entao,
escolher o mesmo valor kg = —1 (curva azul/vermelha) do caso bem estudado (2.40) implicaria
uma perda de informacdo. A regido que seria perdida é representada pela regiao vermelha da
Figura 3.9. Isso pode entao ser evitado escolhendo, por exemplo, kg = —5. Isso garante que a
perda de informacao sera muito pequena. Entao, para que a comparacao entre os resultados
seja adequada, é preciso escolher o mesmo valor kg = —5 também para o pacote de ondas que

dé o ricochete no caso do ordenamento trivial, que é (2.40).
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1.2
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_kO
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0.2

0.0 .
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Figura 3.9: Esboco do gréifico de duas curvas Gaussianas, ambas para 0 = 1. A curva roxa é f(k) =
e~ (k+5)% ¢ a curva azul/vermelha é f(k) = e~ (**1*_ A linha pontilhada marca o valor k = —3/4, uma
separacao entre tipos de solugdo para o caso do ordenamento ndo-trivial, como visto na Secao 3.2.

Dito isso, calculamos numericamente a integral (3.50), com r = 1/2, 0 =1 e kg = —5, para
o intervalo [ki,ke] = [—10, — 3/4], 0 que ja é bastante para o nivel de precisdo dos resultados

(k+5)* torna-se < 107® nesses limites de integracao.

que vamos apresentar, pois a Gaussiana e~
Com isso, podemos encontrar as equagoes guias (2.31) numéricas e resolvé-las enquanto sistema
dindmico, obtendo a Figura 3.10. O sentido dos vetores cinzas indica a evolugdo temporal das
solucdes. E evidente a semelhanca estrutural entre as solugdes deste caso, para o ordenamento
nao-trivial, e as solugdes para o ordenamento trivial revisadas antes. Para uma comparacao,
veja a Figura 3.11, onde se apresentam as solugoes do sistema dindmico (2.42) (ordenamento
r=0), também para 0 =1 e kg = —5.

Destacamos trés solucoes, sendo duas de ricochete e uma solucao ciclica, na Figura 3.10.
Comparando o caso r = 1/2 (Figura 3.10) com o caso v = 0 (Figura 3.11), vemos que a
semelhanca é muito grande, e o caso v = 0 ja foi revisado no Capitulo anterior, entdo nao ha
muito o que comentar a respeito disso. Para confirmar, compare o potencial quantico nos dois
casos, observando as Figuras (3.12) (r =1/2) e (3.13) (r = 0), que mostram o comportamento

do potencial quantico para ambos os casos. Reunindo as informacgoes sobre o sistema dindmico

e o potencial quantico, temos as Figuras (3.14) (r =1/2) e (3.15) (r =0).
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Figura 3.10: Esboco das solucbes obtidas numericamente a partir de gy para o ordenamento nao-
os pontos vermelhos sao pontos criticos determinados numericamente, cujas coordenadas aproximadas

inferior, que representa um ricochete; «(0)

para todas e: o(0)

0.320 ¢
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©
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I
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_&

foi revisada

0.015

0.010

40 é a mesma que

-0.005 0.000 0.005

-0.010

7-0.015
—00 e kg = +00, 0 que estd em acordo exato com (2.40). Esta solug

no Capitulo anterior e pode ser obtida a partir de (2.42), apenas trocando kg = —1 por kg = —5. Note

a semelhanca com (2.1) e (3.10). Os pontos criticos sdo calculados pelas expressoes da pagina 44. As

Figura 3.11: Esbogo indicando o comportamento das solugoes de Py para v =0, 0 = 1, kg
c.i. das curvas acima sao as mesmas da Figura 3.10.

Ky
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0.315

0.305
500

Figura 3.12: Gréfico tridimensional do potencial quintico Q(«,¢d) obtido numericamente a partir de
11)]311 parar=1/2, 0‘Zlek0=— .

0.325

0.305
500

-500

Figura 3.13: Gréfico tridimensional do potencial quintico Q(«,$) dado por (2.29), vélido para v = 0,
para a solugdo (2.40), sendo agora 0 =1 e kg = —5.
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Figura 3.14: Comparacio entre a®Q e as solucdes das equacdes guias para o caso T = 1/2.
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Figura 3.15: Comparacio entre a®Q e as solugdes das equagdes guias para o caso T = 0.

Essas semelhangas requerem uma explicacao. Além disso, existe uma pequena diferenga
entre os dois casos que também precisa ser justificada: olhando novamente para as duplas de
gréaficos acima, parece que o caso nao-trivial estd deslocado no eixo & em relagao ao caso r =0,

sendo que a estrutura geral parece ser a mesma para ambos. Devido a dificuldade em resolver
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a integral Vg1 exatamente, podemos entender essas semelhancas e diferencas através de uma
aproximacao que nos permita comparar as integrais nos dois casos. A fonte dessa dificuldade
é a mudanca da relacdo de dispersdao de w = k para w = \/m , uma consequéncia
da mudanca de ordenamento.

Entao, reconsiderando temporariamente 1 e kg genéricos, podemos expandir a relagdo de

dispersao w(k) = \/k? — (3r/2)% em torno de kg, até a segunda ordem em k, obtendo:
w ~ wo+ wi(k—ky) — %Q)Q(k—ko)z , (3.51)
onde
wp = [k§ — (3r/2)%11/2, (3.52a)
wy = kolkg — (31/2)% 712, (3.52b)
W = (3r/2)2[k3 — (3r/2)4 7%/ (3.52¢)

Essa expansao dd uma aproximacao razoavel devido a presenca da Gaussiana exp|[—(k —
ko)?/0?], que d4 mais peso para os valores de k préximos de ko; logo, a aproximacao (3.51),
que ¢ valida justamente para k proximo de kg, faz sentido. Para r = 0, j4 sabemos que a
integral (2.40) é recuperada exatamente. Agora, para T = 1/2 e kg = —5, tem-se wy ~ 1073,
enquanto que w; ~ 10°, entdo basta aproximar até a ordem O(k'). Agora, reescalando « por
wi«, vemos que a integral de Py assume uma forma muito semelhante a (2.40). Entao, essa
aproximacao nos permite dizer que, grosso modo, as duas solugdes sdo aproximadas, sendo

que ha um deslocamento em «, explicando assim o comportamento observado acima.

3.7 Solucgoes Ciclicas Analogas as do Ordenamento Trivial

Analogamente ao caso anterior, podemos definir uma solugdo que generaliza a solucdo ciclica
estudada na Sec¢ao 2.8 para o ordenamento nao-trivial. De fato, combinando a solucao (3.28),

parac; =cy =c3 =1 e cqg =0, com a solugdo (3.32), para c; =co =c3 =1 e ¢4 = 0, obtemos,
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da linearidade da equacao de Wheeler-DeWitt,

WPorr = 1+ 37 4 22t P H3T0/2 (o5 (wa) (3.53)

Observe que, para 1 = 0, esta solugdo recupera (2.43). J& para r = 1/2, o sistema dinamico

obtido das equagdes guias (2.31) para Pcyy é:

Te 9%/ 4gen (k) [3(e3%/2 — 1) cos(wa) + 4w (e**/2 + 1)sen(wa)]
T 14 B 4 2e3%/2[2 1 cos(2wa)] + 4(1 + e3%/2) cos(kd) cos(wex)
2ke9%/4 cos(war) [(€3%/2 + 1) cos(k) + 2e3%/4 cos(wa)]
T 1+ e3% 1 2e3%/2 2 + cos(2wa)] + 4(1 + €3%/2) cos(kd) cos(wa)

, (3.54a)

¢ (3.54b)

Os pontos criticos desse sistema dividem-se em trés familias de pontos (dc,xc). A primeira

tem coordenadas:

T
=(2 1)— .
ac = (2n+ )Zw’ (3.55a)
bo =1, (3.55b)
k
onde m,n € Z. Estes pontos sdo pontos de centro. A segunda é dada por
axc =0, (3.56a)
b =(2m+ 1)% ; (3.56b)

para m € Z. Estes sdo pontos de sela. Para a terceira familia de pontos criticos, «c é a solugao

da equagao transcendente
w tan(wac) + 3 tanh (3ac) =0, (3.57)

e ¢c é dado por

(3.58)

1 2
d)czii COSI|: cos(woc) } N7t

~ cosh(3ac/4) k ’
sendo n € Z. Estes pontos também sao de sela.

Como curiosidade, observe que a equagao (3.57) possui uma sequéncia infinita de solugdes,
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que podem ser obtidas numericamente e correspondem aos pontos de cruzamento entre os
graficos das fungdes o — —wtan(wa) e o — %tanh (%oc), como ilustra a Figura 3.16.
Entao esta familia de pontos é também uma sequéncia com dois indices, como as outras.
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Figura 3.16: Grafico com as solugoes da equagio transcendente (3.57), que sdo os valores de « para
0s quais as curvas azuis e a vermelha se cruzam, para k = 1.
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Figura 3.17: Esbogo do sistema dindmico (3.54). Os pontos vermelhos representam os pontos criticos,
dados por (3.55), (3.56), (3.57) e (3.58). A curva em destaque inferior tem c.i. $(0) =0 e x(0) =—0.4
e a superior tem c.i. $(0) =0e «(0) = 1.2.

Na Figura 3.17, vemos o esbogo das solugdes do sistema dindmico (3.54), ilustrando duas

solucdes ciclicas. Na Figura 3.18, vemos o grafico de a®Q, que é diferente do caso r = 0,
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esbocado na Figura 2.5. Para ver a relacdo entre as regioes em que Q domina e as trajetérias
no plano ¢ x «, veja a Figura 3.19. Vemos que a solu¢do para r = 1/2 possui uma assimetria
entre os valores &« > 0 e « < 0, diferentemente do que ocorre para o caso v = 0. Repete-se,
portanto, o que aconteceu no caso da Secdo anterior: é possivel obter solugées que recuperam

de certa maneira as solugbes que ja havia para o ordenamento trivial, mas hé diferencas.

Figura 3.18: Gréfico de a®Q obtido de Pcyr. Compare com (2.5), que é a mesma solucdo mas para
r=0.

a=Ina

Figura 3.19: Comparacio entre a®Q e as solucdes para o e ¢ obtidas de Pery.

Podemos ver o efeito da mudanca de ordenamento para uma solucdo com c.i. dadas. Na

Figura 3.20, vemos a evolugdo temporal de a e de Q para a solucdo na parte inferior da Figura
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3.17. Como as c.i. sdo as mesmas do caso andlogo ja estudado na Se¢ao 2.8, podemos comparar
a evolucao temporal do fator de escala e a sua relacdo com o potencial quantico para uma
mesma condicdo inicial em cada caso. Desse modo, comparando com a solucdo da Figura 2.9,
vemos que as duas situagoes sdo bem semelhantes, mas o potencial quantico no caso presente

¢ menor em moédulo, durante o ricochete, do que o do caso r = 0.
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Pt ~o =TT _emmT - -~ ‘\\\\ ”’f"
0.6F Pl \\ // \\ e \\ Sso - ]
’ N/ N 7 \ 0.2 So e
! [ vl V1 o R
0.4 Vi Vi | N -
! 1 N PR
i i N it
1 1] ] 01F S ’ B
0.2} i 1 " ,
- [} ] \\_—//
y Je Je —————\
o2} - a(t) b a(t)
5:10°Q 1 10°Q
-041
. . . . _0.2 . . . . .
-2 -1 0 1 2 0.800 0.805 0.810 0.815 0.820 0.825 0.830

t t

Figura 3.20: Comparacao entre o potencial quantico e a evolugao temporal do fator de escala para a
solucao cujas c.i. sdo ¢(0) =0 e x(0) = —0.4 (curva inferior da Figura 3.17).

3.8 Comentarios

Concluindo, vimos que a mudanga de ordenamento proposta mantém o acordo com as solugoes
classicas, através de Vg, o que generaliza o caso r = (; apresenta solugdes novas de ricochetes e
universos ciclicos, através de Ppy e Py, respectivamente; também apresenta solugoes bastante
semelhantes as solugoes de ricochetes e universos ciclicos que ja havia no caso r = 0, que sao
obtidas de gy e Pcyr, respectivamente. Observe que gy e Pcr sdo novas solugdes porque
elas seriam impossiveis se fosse 1 = 0.

Quanto ao ultimo grupo de solugdes, que recuperam parcialmente os resultados do ordena-
mento T = 0, existem algumas diferengas em relacdo ao ordenamento trivial, que estao ligadas
a uma assimetria em «. Por sua vez, essa assimetria é o resultado de termos alterado justa-
mente a quantizagdo em relacdo a esta mesma varidvel «, devido ao ordenamento nao-trivial
definido na equagao (3.20). A parte isso, as solugoes de ricochete gy e P mostraram-se bem
ajustadas em relagdo ao que se espera, no sentido de que o potencial quantico é dominante

préximo ao ricochete e depois tende a zero rapidamente, conforme o universo se expande.



Capitulo 4

A Teoria Fab Four John

4.1 O Problema de Quantizar o Acoplamento Nao-Minimo

Derivativo

Em [18], estuda-se a teoria gravitacional representada pela agao
4 R w wv
S=|d* n VoV — GV, oV |, (4.1)

onde se mostra que essa teoria é capaz de fornecer um mecanismo de inflagdo, desde que se
ajuste o valor da constante de acoplamento k. Isso motiva o estudo de uma versdo quéntica
dessa teoria, que poderia revelar efeitos adicionais que complementassem a descri¢ao de [18].
No entanto, para que se possa aplicar a quantizagdo, é necessario determinar a formulacao
Hamiltoniana de (4.1), o que leva a uma limitacdo de natureza algébrica, como veremos abaixo.

No minisuperespago (usando as expressoes da Se¢ao 1.2, restringindo-se a métrica de FLRW
plana), a Lagrangeana de (4.1) se torna, apés definir « = In a:

362 2 3kaidp?
[ = 3% — b S B 4.2
¢ ( N TN T TN ) (42)
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Para determinar a Hamiltoniana H, é preciso determinar os momentos, dados por

oL ) 3 6K .
Pa =gy = €& (27:1\1 * N3¢2> ’ (4.38)
B oL 3 [ 2 6K .o
oL
= — = 4.

para, em seguida, expressar as velocidades generalizadas q = &,d,N como funcoes dos mo-
mentos canénicos p = p«,Pp,PN € das coordenadas q = o,d,N, pois H = H(q,p,t). O passo
seguinte seria aplicar a transformagao de Legendre usual H = ) piq; — L, mas ndo é possivel
ir tao longe, pois resolver as equagoes acima para determinar {(q,p) leva a duas equagoes
algébricas de grau 5, que ndo possuem uma férmula fechada, para o caso mais geral, em termos
de operagoes elementares, como sabemos pelo Teorema de Abel-Ruffini [121].

Dada essa impossibilidade, é preciso encarar esse problema de modos alternativos. Mas
antes, vamos considerar um coeficiente mais geral no termo GV, que é Vj(¢$) e vamos também
considerar um potencial V(). E possivel considerar essa extensao no contexto presente devido

ao fato de essa Lagrangeana ser uma subclasse de Horndeski, e continua a ser apds a extensao:

S = J d'x [85[ — VbV — Vi (0)GH Y, p Vb — V()| (4.4)

Entao, ha casos limites, dentre os quais eu destaco dois, para os quais o problema das equacoes
de grau 5 nao existe: (i) quando V e Vj dominam, de modo que os outros termos podem ser
desprezados; (ii) quando Vj é muito pequeno, de modo que podemos tratar Vj($)GHYV . dVy d
como uma espécie de perturbacio ao acoplamento minimo. Neste Capitulo, vamos explorar

(i), ou seja, vamos nos restringir & Lagrangiana

L=v=g[-V;($)G"" V. Vv — V()] , (4.5)

teoria que vamos chamar de Fab Four John. Todos os resultados deste Capitulo foram apresen-
tados em [122]. Esta teoria deve ser estudada com cautela, pois ela é problemética em relagao

a propagacao das ondas gravitacionais, como discutimos na Secao 1.5. Ela servira mais como
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um caso limite extremo. Mas ainda assim é interessante estuda-la como modelo de teste para,
por exemplo, quantizacdo através de derivadas fraciondrias, o que serd discutido no Capitulo
seguinte.

Na Secao 4.2, veremos a dindmica classica dessa teoria. Na Secao 4.3, discutiremos breve-
mente a questao das poténcias fraciondrias que aparecem da formulagdo Hamiltoniana de (4.5)
no minisuperespaco, o que gera uma rica discussao sobre como se poderia quantizar uma teoria
como essa. Finalmente, na Se¢do 4.4 abordamos a quantizacao via transformagoes candnicas

de (4.5) para alguns casos.

4.2 Solucgoes Classicas

No minisuperespago, a Lagrangeana (4.5) se escreve como

<2142
L= —3avj(¢)% “NAV(P) . (4.6)
Ou, em termos de x =1lna e ¢,
22 42
L=e 3% —3vj(¢)ﬂ —NV(d)| . (4.7)

As equagoes de Euler-Lagrange referentes a Lagrangeana (4.7) fornecem, para N = 1:

o Pp? — V/9V; =0, (4.8a)
&+ 36— &(lnV) =0, (4.8b)
¢ — 36 + 3Pn(V; V)] =0. (4.8¢)

Para obter essas equacgOes, é preciso primeiro determinar a equacao relativa a N, depois
substitui-la nas demais. Somente apds a simplificagdo pode-se fixar N = 1. A equagdo (4.8a) é
a relagao de vinculo classica, que implica, em particular, que V e Vj devem ter simultaneamente
o mesmo sinal; (4.8b) é a equagdo de aceleracao, a equagao que da a dindmica do fator de
escala a = e%; (4.8¢) é a equacdo dindmica do campo escalar. Note que ela tem uma forma

semelhante a da equacdo de Klein-Gordon para o campo escalar candnico, mas possui uma
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diferenca de sinal no segundo termo, com uma espécie de potencial efetivo no terceiro termo,
que depende de V e Vj.
Esse sistema pode ficar ainda mais simples dividindo (4.8b) por & e dividindo (4.8¢) por

¢, depois integrando ambas, separadamente, o que permite reescrevé-lo como:

&=cp-e 3*V(d), (4.9a)

b =co- X V(P)V;(p)] 2. (4.9b)

Dafi, substituindo estas duas equagdes no vinculo (4.8a), encontramos (cico)? = 1/9. Entdo, por
simplicidade, basta fixar ¢y = 1 e cg = 1/3. Com essa escolha, o sistema acima automaticamente
satisfaz o vinculo. Entéo, finalmente, podemos dizer que a dinamica da teoria em questdo, no

minisuperespaco, é regida pelas equacoes:

& =e *V(¢p), (4.10a)

$ = 2eS3%[V(P)V;(d) /2. (4.10b)

W=

Para uso posterior, podemos expressar esse sistema de equacdes em termos de a = e* e ¢

como

a=a?V(o), (4.11a)

a3[V()V; ()2 | (4.11b)

ol

¢ =

A estrutura das equacdes acima implica que o campo escalar pode ser compreendido
como uma escala de tempo. De fato, o conceito de mudanga de varidvel corresponde ao de
difeomorfismo: uma func¢ao real de uma variavel real ¢ : R — R é um difeomorfismo quando é
uma funcao diferencidvel, inversivel e cuja inversa é também diferenciavel. Entao, olhando para
(4.10b), vemos que a tnica maneira de ¢ estar bem definida é que VVj > 0. Dai, o segundo
membro de (4.10b) é uma funcdo positiva, ou seja, ¢ > 0 sempre. Por sua vez, isto implica
que ¢ é uma funcdo mondtona estritamente crescente. Como ¢ ja é duas vezes diferenciavel,

por hipétese (sen@o a equacao (4.8c) nao faria sentido), segue de um teorema conhecido de
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analise real' que ¢ é um difeomorfismo. Em outras palavras, ele é uma escala de tempo, ja
que o tempo é a sua variavel.

Devido a isso, nao se faz necessdrio procurar uma solu¢ao muito complicada para ¢, de
modo que podemos supor ¢ = t, o caso mais simples possivel nas condigoes dadas. Entao,
para ¢ = t, podemos obter varias solugoes singulares, de ricochete e ciclicas, dependendo do
potencial V e da fungao Vj. As possibilidades para (4.10) sao infinitas, por isso vamos apenas
fornecer alguns exemplos importantes de solugdes para o fator de escala. O campo escalar

representara o tempo, para todas elas.

4.2.1 Solugoes Singulares

Escolhendo

V() = Vo1 | (4.12a)

Vo 3+w
V(@) = (1 +w)Per (4.12b)
onde Vj e w sdo constantes positivas, encontramos:
2
a(t) = (t/tg) 30w | (4.13)

que é uma solucao do tipo lei de poténcia, escrita de maneira analoga as solucdes do tipo
fluido perfeito da cosmologia padrao, sendo w o analogo do pardmetro da equagao de estado.
A constante em (4.13) é tg = [2/3Vp(1 + W)]HTW. Para w = 1, o universo é dominado por
matéria rigida; para w = 1/3, dominado por radiacdo; para w = 0, dominado por poeira. Estas
solugbes sdo todas singulares, em t = 0.

Escolhendo agora

V(d) = Voedr® | (4.14a)
Vi () = ;/;gei’w , (4.14b)

Wer, por exemplo, o Corolario 6 do Teorema 7 do Capitulo VII de [123].
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podemos obter uma solucao do tipo de Sitter:

a(t) = apet, (4.15)

onde y e V, sdo constantes positivas, sendo ag = (Vo/v)'/3.

4.2.2 Universos com Ricochete

As solugbes anteriores possuem versoes “corrigidas” por um ricochete que também podem ser

obtidas de (4.10). Por exemplo, para

V($) = Vod(dg + )T (4.16a)
V, 2
Vj() = 4(;;(1 + W) dF + )T (4.16b)
obtemos
a(t) = ap [1+ (t/tg)?] T (4.17)

As quantidades Vj e ¢g = to s@o constantes positivas e ag = [3Vp(1 +w)d, 2/(14w) /2 113, J4
discutimos a relagdo entre as solugoes (4.13) e (4.17) na Segao 1.7. Na Figura 1.1, fica claro
que (4.13) é singular e (4.17) representa um universo com ricochete que tende a (4.13) para o
limite assintotico t > tg. Esse limite também é consistente com a relacdo entre os potenciais
(4.12) e (4.16). Uma solugdo desse tipo seria uma maneira de remover a singularidade em um
cenario em que o fator de escala se comporta como uma lei de poténcias apds o Big Bang.
Neste caso, o Big Bang seria substituido pelo ricochete.

Como discutimos na Secao 1.7, ndo é consenso que a solugdo de de Sitter seja singular.
Mesmo assim, também podemos apresentar uma versao “corrigida” dela, no mesmo sentido

da anterior. Fixando agora

V() = Vosenh(y) cosh’(vh) , (4.18a)

Vo cosh*(yd)

O ymenive)

(4.18b)
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encontramos a solugao de ricochete

a(t) = agpcosh(yt) , (4.19)

onde Vjp,y sdo constantes positivas e ag = (Vo /v)'/3. Para t > tg, o fator de escala de ricochete
(4.19) tende a de Sitter, da forma (4.17). Assim como no caso anterior, isso também estd de
acordo com os limites assintéticos dos potenciais (4.18), que tendem a (4.14). Uma solugao
como (4.19) é um modo de remover a singularidade em um cenario em que, ap6s o Big Bang,

o universo experimenta uma aceleragdo que se aproxime de de Sitter.

4.2.3 Universos Ciclicos

Para complementar, podemos apresentar um exemplo de universo ciclico que pode ser obtido

das equacoes classicas do Fab Four John. Escolhendo

2
V() = Vosen(wd) {am +Yorp — cos(wqm} , (4.20)
4

{am + %[1 — cos(wd))]}
- = 4.21
Vi(P) 9Vosen(wd) ’ ( )

obtemos o fator de escala oscilante abaixo, que é ndo-singular:

a(t) = am + Al —cos(wt)] (4.22)

onde Vy > 0, A = Vp/w é a amplitude da oscilagdo, w é a sua frequéncia e a,, é o valor

minimo do fator de escala a(t).

Tabela 4.1: Resumo das solugoes obtidas nesta Secdo. Em todas, mantivemos a interpretacdo do
campo escalar como sendo o préprio tempo.

V(o) V() a(t)
i Yo (1 + w2t Voo e (t/to) T
4
(ii) J{/—%e?’v‘b Voe3r® ape¥t
(i) 2 (1+w)2($F+ T Vod(dF + 92w alL + (t/g)2) 7T
4
(iv) %}m Vo sinh(y$) cosh?(yd) ag cosh(yt)

(v) ot Vosin(@d)2(@)  alt) = am + Y2[1 — cos(wt)]
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Um resumo de todas as solugoes discutidas nessa secdo encontra-se na Tabela 4.1. Con-
cluindo, podemos dizer que fica claro que essa teoria seria capaz de fornecer os mais variados
cenérios, pelo menos sem levar em conta as perturbacdes. E curioso que existam solucdes
classicas de ricochete. Se o ricochete ocorre num minimo ag > 0, e se supormos valida a
inflacdo, por exemplo, este efeito de ricochete se daria em escalas de Planck. Isso deixa entao
uma questao: serd que essa solugdes possuem uma motivacdo quantica? Talvez seja necessario
justifica-las quanticamente, de alguma forma. Essa é uma motivagdo para se estudar o com-
portamento quantico dessa teoria. Ocorre que, apesar de menos limitado que o caso do inicio
do Capitulo (Lagrangeana (4.1)), quantizar essa teoria é um problema em si, como veremos

na Se¢do seguinte.

4.3 Hamiltoniana e as Poténcias Fracionarias

Nesta secao, vamos comentar a estrutura peculiar da formulacdo Hamiltoniana da teoria Fab
Four John, no que concerne a quantizacao. Os calculos serdo feitos usando o fator de escala a
em vez de o.

Partindo da Lagrangiana (4.6), como sabemos, os momentos candnicos sao definidos por

p = 0L/94, o que resulta:

oL ad?

Pa = a = —6(1\/]% s (423&)
oL a2
oL

Invertendo as duas primeiras equacoes, determinamos a e ¢ em funcao de pq € py:

a=—N(6aV;)Pp "%/, (4.24a)

b = —N(6aV;) " 3pd *p 2 (4.24b)
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Com isso, a transformacao de Legendre usual

H(q,p) = a(q,p)pa + ¢(q,p)pe — L(q,p) (4.25)

fornece, apos alguns célculos,

_apprt
H=N m—l—aV(d)) =NXKH, (4.26)
j

onde H nao depende de N. Isso mostra que analisar a teoria (4.4) no caso limite em que V
e Vj dominam realmente fornece uma teoria em que a Hamiltoniana pode ser determinada
usando as operagOes bésicas, sem enfrentar, portanto, aquela limitacdo algébrica. Em termos
fisicos, isso significa que podemos estudar, em principio, o comportamento quantico desse caso

limite, o que pode revelar os efeitos quanticos relacionados a esses termos especificos.

As equagoes (4.24) sao da forma q(q,p). Lembrando dos Capitulos anteriores, as equagoes
da forma ¢(q,p) sdo as que permitem transformar as equagoes guias p; = 0;S em um sistema
dinamico. Devido a isso, essas equagOes sdo muito importantes para a quantizacao. Porém,
do modo como estao escritas em (4.24), forneceriam um sistema muito complicado. Entao,
antes mesmo de discutir a quantizagao, vamos escrevé-las de um modo muito mais simples,

através da relacdo de vinculo da Hamiltoniana. O vinculo é obtido das equagoes de Hamilton:

de (4.23c), pn =0, logo

oH
=P = ——— . 4.2
0=pnN N (4.27)
Calculando 0H/0N, encontramos o vinculo:
2
pi/gpi/g = §a3V[6aV)~(cb)]1/3 ) (4.28)

Finalmente, substituindo esta expressao em (4.24) de modo conveniente, obtém-se:

3
- NV (4.292)
3Pa
. 2Na?
b= —NaV (4.29D)

3Po
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Aqui surge o problema de quantizar a Hamiltoniana (4.26). J& discutimos brevemente a
quantizacdo canénica na Secdo 1.9.3. Para poténcias inteiras positivas, a quantizagdo de p™ é

feita através das derivadas sucessivas (também chamadas de derivadas de ordem superior):

. ~ n
p™ (escalar) uantizagao, p" (operador) = <_ih(f;q) , (4.30)
onde
) (i 4.4 (4.31)
dq/ dq  dq - '
—_———

n vezes
Mas, no caso (4.26), ambos os momentos aparecem com a poténcia nao-inteira 2/3. Logo, é im-
possivel usar a regra acima diretamente, como uma aplicacao sucessiva de derivadas ordindrias.
Ha basicamente duas possibilidades: ou generaliza-se a regra de quantizacdo candnica para
poténcias nao-inteiras, ou aplica-se uma mudanca de varidvel na Hamiltoniana para tentar
reescrevé-la de um modo tal que ela nao apresente esse problema. No primeiro caso, deve-se
usar uma derivada de ordem fraciondria, o que nao é uma ideia nova, como se pode ver,
por exemplo, no Capitulo 9 de [124]. No segundo caso, as mudangas de varidveis adequadas
ao formalismo Hamiltoniano sdo as transformacées candnicas, por serem transformacoes que
mantém automaticamente validas as equagoes de Hamilton. Neste Capitulo, vamos explorar a

segunda opc¢ao e, no Capitulo seguinte, a primeira.

4.4 Transformacao Canodnica

Uma maneira simples de construir uma transformacao candnica é através das chamadas funcdes
geradoras, como descrito no Capitulo 8 de [99]. Representemos as coordenadas antigas por
q = a,¢,N e as novas por Q = x,y,z; os momentos antigos por p = pqa,p¢,PN € 0S NOVOS
por P = Py,Py,P.. Vamos explorar a transformagao canodnica obtida a partir de uma funcao

geradora? da forma F(q,P,t), dada por:

F(q,P,t) = —pa'P* — ¢"P} + NP, (4.32)

2Do tipo Fy, na notagio de [99)].
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onde as poténcias r,l,m e n podem assumir qualquer valor real, em principio, exceto 0 e 1, pois
0 levaria a uma transformacao incompleta (algumas varidveis estariam faltando) e 1 levaria
a uma transformacao trivial, ou seja, uma transformacdo que ndo removeria as poténcias
fracionarias. A constante p deve ser positiva. Os valores de r,l,m,n e p serdo fixados depois,
para garantirmos que estamos aplicando a transformagao que melhor se ajusta ao problema.

A transformacao canonica é gerada por F através das regras:

oF
- 4.
p1 aql ) ( 333’)
oF
- 4.33b
Ql aPl ) ( )
~ oF
HQPY =H(qpt) + 5, (4.33¢c)
onde H é a nova Hamiltoniana. Na pratica, (4.33a) leva a
Pa = —lpal~tPM™, (4.34a)
Py =—Td" P (4.34b)
pN = PZ ) (434C)
enquanto que (4.33b) leva a
x = —mpa'P 1 (4.35a)
y=-no'Pyt, (4.35b)
z=N. (4.35¢)

Como podemos ver, a transformagdo acima “mistura” momentos e coordenadas anteriores,
o que faz com que a utilidade da transformacado para resolver o problema seja fortemente
dependente da expressiao de V e Vj. Dependendo da particular expressao dessas fungoes, como
o ¢ antigo conterd termos dos novos momentos, pode ser que o problema dos momentos com
poténcias fracionarias fique ainda pior, com uma forte nao-linearidade. Por exemplo, imagine
V ~ cosd. Este ¢ serd agora transformado numa fungdo ¢(Q,P). Entao, como quantizar,

por exemplo, o termo cos(Py)? Por isso, é possivel que uma transformacdo candnica permita
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estudar determinada classe de problemas, para isso introduzindo certas varidveis, de modo que
outra classe necessitara de outra transformacao.

Em principio, é possivel propor as mais variadas transformacoes candnicas para evitar
poténcias fraciondrias para as mais variadas formas que V e Vj podem assumir. No entanto,
nao existe um procedimento que garanta como de fato encontrar isso, na pratica, de modo
que essa imensa generalidade seja coberta por uma transformagao igualmente geral. Por isso,

vamos nos restringir ao caso em que ambas V e Vj sdo definidas por leis de poténcia, da forma

V(d) = Vods,  Vi(d) = Vjod® . (4.36)

Com essa restricao, segue de (4.33c), (4.34) e (4.35) que

- 2, m-1 2248 n-1 3 (1) £ (1— N
H:z[—f-P;;+ CpsTs T 4g.piTmpgl “J]zw{, (4.37)
onde H nio depende de z (pois N = z) e definimos
2 1 2 240
37 (plr)21Y3/ —x\3 1/ —y\3 o
f = - — — 4.38
(ey) 2 [ 6Vjo pm n ’ (4.38)

glxy) = Vo<;i> ' <_T:J> " (4.39)

Agora a transformacao estd completa. Vejamos como eliminar as poténcias fracionarias
em H. Por (4.34c), 0 = pn = pz. Logo, pela equacdo de Hamilton para P, tem-se 0 = P, =

—0H/dz, de onde encontramos finalmente o vinculo de H:

Py

A (4.40)

2 —1 2, 2+6+3 —1
§_'_4“11 7_'_ +3+ €.nT o g
Pi =2

por simplicidade, podemos escolher

1=6 e T=3(2+5+3¢), (4.41)



94 4.5. Quantizacao com Interpretagdo de Bohm-de Broglie

de tal modo que A seja a constante positiva abaixo:

1/3
A= 2ol Vi . (4.42)
3 [6(rp)?
Com isso, o vinculo (4.40) se torna:
pam/3pin/s _ ) (4.43)

Restam entao livres m e n. Para que essa equagao seja de segunda ordem, o que mantera a
intuicao fisica de uma equagao de movimento, existem apenas trés possibilidades: (i) m = 2
en=0; (ii) m=0en=2; (ili) m =n = 3/2. Porém, como m = 0 ou n = 0 dariam uma
transformacao incompleta (ver (4.32)), a escolha (iii) parece ser a mais adequada. Com isso,

obtemos finalmente o vinculo abaixo:
PyPy =A. (4.44)

Observe que esse vinculo nao depende das escolhas de & e ¢, as poténcias de V e V;, que
foram “absorvidas” na escolha da constante T em (4.41). Portanto, a equacdo de vinculo
(4.44) apresenta apenas poténcias inteiras positivas. Resumindo, o problema das poténcias
fraciondrias foi resolvido para a Hamiltoniana (4.25) para o caso em que ambas V e Vj sdo
definidas por leis de poténcia, gracas a transformacao canonica definida por (4.32) e (4.33),
sendol =6, r= %(2 +8+3¢) e m=n = 3/2. Resta fixar apenas p, mas isto serd feito por

uma condicdo que surge da quantizacao.

4.5 Quantizacao com Interpretacao de Bohm-de Broglie

Aplicando agora a regra de quantizagdo candnica, obtemos a equagdo de Wheeler-DeWitt

abaixo:
i
0x0y

A, (4.45)
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onde P (x,y) é a fungdo de onda do universo para esta teoria. A sua solugao bésica é
Pre(x,y) = ellixtev)/m, (4.46)

onde k # 0 é uma constante real, que pode ser obtida, por exemplo, através de uma separacao
de variaveis em (4.45), e w = A/k é uma relagao de dispersao.
Para aplicar a interpretacdo de Bohm-de Broglie, como usual, escrevemos uma solucao

genérica P (ndo necessariamente (4.46)) na forma polar

Px,y) = R(x,y)eSv)/n (4.47)

Substituindo essa expansao de VP em (4.45), as partes imagindria e real dessa equagao fornecem,

respectivamente,

928 n oR3S LS O0R0S
oxdy 0x0y Oy ox
0S aS h? 9°R

xoy T Roxoy

=0, (4.48a)

(4.48D)

§
1

Multiplicando (4.48b) por f - (9S/9x) 1! 1(3s/0x)~ (1) encontramos:

9 i (a8 AT 95 1™ /a5 )
)T ()T e
onde )
h2f /9S\ 1 /3S\ > a2R
- (= il . 1.
Q R (ax> <ax> 0xdy (4.50)

Entao, comparando (4.49) com (4.37), vemos que, a menos do termo Q, (4.49) é a equagao de
Hamilton-Jacobi (estaciondria) referente & Hamiltoniana (4.37). Isso mostra, de acordo com a
interpretagao de Bohm-de Broglie, que as equagdes guias sdo

0S 0S
P —

(4.51)

e que o potencial quantico é Q, dado por (4.50). As equagoes guias e o potencial quantico nos

dao ferramentas para estudar o comportamento quantico do problema, dada uma solugao 1\
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da equagao (4.45).

Porém, vamos nos restringir a mostrar um resultado bem simples, qual seja, que o forma-
lismo quantico acima descrito é capaz de recuperar as solugdes classicas quando Q = 0, o
que significa que de fato as equagoes classicas sdo recuperadas sem a presenca do potencial
quantico. Para isso, consideramos a solugdo do tipo onda plana, (4.46). Para esta solugao,
temos R=1e S = kx + wy, o que implica Q = 0. Entao, as equagoes guias (4.51) fornecem
P, =k e Py = A/k. Comparando isso com (4.34a) e (4.34b), encontramos os momentos nas

variaveis originais:

Pa = —6pk*2a’ (4.52)

po = —T(A/K)¥29T1 | (4.53)

Finalmente, podemos substituir esses momentos obtidos quanticamente no sistema (4.29),

obtendo (lembrando também de (4.36)):

. Vo ¢°

a = 9pk3/2 ? s (454&)
L2V (K2

$ = 3T°<}\> adpz(8+e) (4.54b)

Portanto, fixando p = 1/9k3/2, o sistema acima se torna exatamente igual ao sistema classico
(4.11), quando V e Vj tem a forma (4.36), e essa equivaléncia nao depende dos valores das
poténcias & e €. Em particular, isso é vdlido para os potenciais (4.12), responsaveis pela
descri¢ao de um fator de escala analogo ao de um fluido perfeito.

Se redefinirmos o campo escalar como @ = e?, podemos estudar os potenciais (4.14) como
um caso particular do caso descrito acima. Entao, o que se pode concluir dessa secao é que,
através de uma transformacao candnica adequada, podemos construir um formalismo quéantico
para a teoria Fab Four John, pelo menos em dois casos: ambos V e Vj sao dados por leis
de poténcia, caso no qual o fator de escala cldssico é semelhante ao de um modelo de fluido
perfeito; quando ambos V e Vj sdo exponenciais ~ e"® (com u constante), caso no qual o
fator de escala classico descreve um universo de de Sitter. Em particular, isso é verdade para

os potenciais (4.14).
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Com esse formalismo, é possivel estudar solugées mais complicadas do que a onda plana
(4.46). Porém, o nosso objetivo aqui era apenas iniciar essa versdo quantica da teoria, mos-
trando que o limite classico é recuperado de uma maneira adequada, sob o ponto de vista da
interpretagao de Bohm-de Broglie, que adotamos ao longo de todo este trabalho. Resumindo
fisicamente, quando o universo é dominado classicamente nessa teoria por matéria, radiagao,
matéria rigida, ou quando ele se expande exponencialmente, é possivel aplicar o formalismo
da interpretagao causal. Porém, analisar solugoes que possam revelar efeitos quanticos sobre
esses cendrios de expansao do universo requerem que se analise outras solucdes da equacao de

Wheeler-DeWitt, e isso é matéria para desenvolvimentos futuros.



Capitulo 5

A Teoria Fab Four John via

Derivada Fracionaria Conforme

5.1 Introducao

No Capitulo anterior, estudamos a teoria Fab Four John, que representa um acoplamento nao-
minimo entre a gravidade e o campo escalar, representada de modo covariante pela Lagrangeana
(4.5). Vimos que a sua quantizagdo apresenta uma estrutura incomum, devido & presenga de
momentos com poténcias fracionarias. Vimos também que ha dois modos de abordar esse
problema, pelo menos no contexto presente: as transformagoes canodnicas, que estudamos no
Capitulo anterior, e as derivadas fracionarias. Neste Capitulo, vamos descrever como é possivel
quantizar essa teoria no minisuperespaco através da chamada Derivada Fraciondria Conforme
(DFC).

Sobre as derivadas fracionarias e sobre a DFC em particular, ver o Apéndice B, onde
comentamos também algumas motivagoes para se usar a DFC e algumas de suas aplicagoes.
Em poucas palavras, para o caso de interesse aqui, é suficiente dizer que essa derivada pode
ser definida do seguinte modo: a derivada fracionaria de ordem f3, onde 0 < 3 < 1, da funcao

P em relagao a coordenada qj ¢:

Py q!*ﬁﬂ
aqjB ) 0q;
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Essa propriedade é equivalente a modificar o limite usual que define as derivadas. Note que,
dependendo do valor de 3, o dominio (conjunto de valores possiveis para as coordenadas q;)
pode sofrer uma restrigdo. Este ndo é o caso para o valor que nos interessa, = 2/3, ja que
qualquer nimero real pode ser elevado a 1 — 3 = 1/3 e resultar ainda num nimero real. Na
prética, entdo, podemos apenas aplicar (5.1).

Essa derivada foi escolhida pela sua simplicidade, com o objetivo de fornecer uma primeira
abordagem & quantizacdo de teorias cosmoldgicas no minisuperespago que apresentem mo-
mentos com poténcias fraciondrias. E o caso, por exemplo, da teoria de k-esséncia estudada
em [125]. Nao existe uma resposta definitiva sobre qual seria a definigdo “correta” para uma
derivada de ordem fracionaria. O maximo que se pode fazer é escolher uma de acordo com
diferentes critérios. Para mais informagcoes sobre essa derivada, suas aplicacoes e sobre as
outras derivadas fracionarias, ver o referido Apéndice e as referéncias nele citadas. Vamos
agora nos restringir mais diretamente a construgao da interpretacdo de Bohm-de Broglie da
teoria em questdao quando a quantizacao é feita usando a DFC. O contetido deste Capitulo foi

apresentado em [126].

5.2 Quantizacao da Teoria Fab Four John com a DFC

A derivada fracionaria (5.1) permite generalizar a regra de quantizagao candnica (4.30) para

poténcias nao-inteiras € (0,1]:

uantizacgao d B
p).[3 (escalar) Auantizagao, f)lﬁ (operador) = (i’hdq> , (5.2)
j

onde o resultado da aplicagao desse operador sobre 1V é (pela definicio da DFC):

dN\P g

Aplicando entao essa regra a Hamiltoniana (4.26), encontramos

300

~2/3 o s132/341/
Py 0 = (AL

¢
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Aplicando novamente a regra, encontramos

£2/3 . 0 . o RaU)
P%l/gpfb/gll’ _ (_1?1)2/9,&1/3a (_lh)2/3¢1/38(j):| _ h4/3(a¢)1/3m ' (5.5)

Entao, podemos aplicar essa regra para obter uma equagdo de Wheeler-DeWitt j:fll) = 0. Por
(4.26) e (5.5), essa equacao ¢é

#4/3 0% 3

1/3
Sd S, onde u(¢)= V(o) [16“(“”] .

“op (5.6)

Antes de resolver essa equagao, precisamos ver como fica a interpretacdo de Bohm-de Broglie

para ela, para poder saber como as solucoes devem ser tratadas.

5.3 Interpretacao de Bohm-de Broglie

Em geral, fazemos a expansdo 1 = Re'S/™. Mas, no caso em questdo, é mais conveniente

escrever 1 na seguinte forma polar, com R e S fungoes reais:

P =R exp <1;112$/3> . (5.7)

De fato, substituindo (5.7) em (5.6), a parte real pode ser reescrita do seguinte modo:

3/2a3 dS 9s\?/3
_[Gcl\/j(q(:)]l/?(m'w) +V($) +Qla,p) =0, (5.8)
onde
_ 3/2a3 h4/3 2R , 2/3
Q(a,dJJ——V(cb)Jr[6avl(¢”1/3[ e (@) (5.9)

A equacao de Hamilton-Jacobi (classica e estaciondria) referente & mesma Hamiltoniana
(4.26), para N = 1, é igual a (5.8), a menos do termo Q, que contém h*/3. Entéo, de acordo
com a interpretacdo de Bohm-de Broglie, concluimos que Q pode ser interpretado como o

potencial quantico da teoria e as equagOes guias tem a forma usual:

= . 1
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Em termos das velocidades generalizadas, dadas por (4.29), as equagdes guias se escrevem:

a:—gNa?’v(g(Sl)l e ¢ :—2Na3v<as>1. (5.11)
Isso completa a descrigdo geral via Bohm-de Broglie da teoria do Fab Four John quéantica com
DFC. Agora, para estudar uma solugao para a(t), devemos resolver a equacao de Wheeler-
DeWitt para obter uma funcdo de onda particular para que, a partir dela, possamos aplicar
esse formalismo, obtendo um sistema dinamico com (5.11). Entao, vamos obter uma solugao e
discutir, a partir dela, a dinamica de a(t) e sua relagdo com Q, que é o que interessa fisicamente
na discussdo presente.

A equagdo de Wheeler-DeWitt (5.6) tem uma peculiaridade: ela pode ser resolvida quais-
quer que sejam V e Vj. De fato, por separacio de varidveis, encontramos a solugao abaixo, que

lembra, de certo modo, uma onda plana:

= L LI AWF: dd 5.12

P(a,p) = exp 2B\ T 1¢ + X u(d)dd ||, (5.12)

onde k € R —{0} ¢ a constante de separagao e [ ¢ u(¢p)dd denota a primitiva de u(¢d) para
a qual a constante de integragao é nula. Comparando (5.12) com a forma polar geral (5.7),
vemos que, para (5.12), tem-se R=1e S = —%a‘l + %f‘b u(¢p)dd. Portanto, para (5.12), o

potencial quantico se torna

Qah) = — V() + [%] . (5.13)
enquanto as equacoes guias se tornam
i=2V(g), (5.14a)
3k
b = —2];(13 [16\9,%] B (5.14b)

As equagoes guias acima formam um sistema dindmico auténomo, muito similar ao cldssico
(4.11). A diferenca entre eles é uma consequéncia direta da quantizacdo. Para que fique mais

claro esse efeito, devemos fixar V e Vj, que determinardo a dindmica de a e ¢, e depois devemos
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calcular o potencial quintico correspondente, usando (5.13). Com as solugoes deterministicas
para Q(t) e a(t) assim obtidas, podemos investigar o seu significado fisico através da relagao
entre essas quantidades. Isso serd feito do mesmo modo como fizemos nos Capitulos anteriores,
que é o procedimento padrao em Bohm-de Broglie: os intervalos de tempo nos quais Q domina
devem ser os periodos nos quais os efeitos quanticos (gerados pela quantizagdo acima, obtida da
DFC) sao predominantes. Esse serd, portanto, nosso critério para investigar se uma expansao,
contragdo ou mesmo um ricochete é resultado de um efeito quantico. No entanto, como as
solugoes possiveis sdo infinitas, devido a liberdade imensa sobre V e V}, vamos estudar somente
alguns casos que podem ser mais interessantes.

Nas duas Se¢Oes a seguir, vamos estudar as solugoes da Tabela 4.1, de dois modos com-
plementares. Primeiro, para explorar as diferengas intrinsecas entre os sistemas cléssico (4.11)
e quantico (5.14), vamos estudar cada uma das cinco combinagées de V e Vj da Tabela 4.1.
Desse modo, nés veremos que a predominancia de Q é muito forte, em todos os cinco cenarios,
o que faz com que as solugdes sejam muito diferentes das solugoes classicas, sem que haja, no
entanto, uma solugdo para qualquer singularidade. Essa abordagem serd descrita na Segao 5.4.

O segundo modo de estudar as solucoes da Tabela 4.1 assemelha-se mais a abordagem
adotada na Secdo 4.2: fixar V e Vj de modo que cada uma das solugoes para a(t) da Tabela
4.1 sejam obtidas. Por simplicidade, vamos supor que o campo escalar é o préprio tempo,
como fizemos na andlise cldssica. Essas duas diferentes andlises do mesmo sistema nao o
esgotam, certamente, mas nos servirdo como importante indicativo sobre o funcionamento
desse formalismo e suas implica¢ées para a dindmica do universo primordial. Além disso,
podem servir como um novo método que pode ser aplicado em outras teorias, além de fornecer

uma rota para possiveis abordagens com outras derivadas fracionarias.
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5.4 Solucgoes Quéanticas I

5.4.1 Solugao (i)

As fungdes V e Vj da solucao (i) da Tabela 4.1 fornecem as seguintes equacdes, para o sistema

dindmico (5.14):

2Vp 1

a= g—kq)ﬁ , (5.15a)
b= _2];(13 [4\/0(194- w)Q} 1/3(1)3(;7@ ' (>15b)

Entao, o potencial quantico (5.13) se torna:
Qla,d) = —Vodpimw + [m} 1/9(1)%(4/3 . (5.16)

As equagdes (5.15) formam um sistema dindmico. Para w = 0, o esbogo de suas solugoes
¢é apresentado na Figura 5.1, onde podemos ver que as suas solugdes sao todas singulares: o
universo comega com uma expansdo, a partir da singularidade a = 0; entdo, em algum instante
ele atinge o maximo de a; apds isso, ele se contrai para a singularidade novamente. Também
na Figura 5.1, podemos ver a evolucao do potencial quantico para uma solugdo particular,
indicando que Q domina quando a estd préoximo do valor singular a = 0. Comparando agora
as solugoes quanticas com as classicas, podemos concluir que as fungoes V e Vj que fornecem
a solucdo classica a(t) da linha (i) da Tabela 4.1, que é a ~ t2/3_ nao descrevem um universo
em expansao quando aplicadas ao formalismo quéntico obtido a partir da DFC. Portanto, o
sistema é singular e o potencial quantico domina proximo a singularidade a = 0, o que significa
que o efeito quéntico, para este caso em particular, é fazer o universo voltar & singularidade.
Todos esses comentarios permanecem véalidos para os casos w=1e w = 1/3.

A predominéncia de Q para a préximo de 0 fica mais evidente no grafico tridimensional
5.2, onde vemos que Q diverge em a = 0, decaindo (em mddulo) a medida que a aumenta.
Podemos interpretar fisicamente esse resultado do seguinte modo: para esta solucdo, ha uma
predominéncia da dindmica quantica, governada por Q, sendo que esse efeito é tdo forte que

impede o universo de se expandir. Para ver simultaneamente o comportamenteo de Q e das
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solugoes do sistema dinamico (5.15), veja a Figura 5.3.
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5.4. Solugdes Quanticas 1

t

Figura 5.1: Do lado esquerdo, vemos o gréfico das solugdes do sistema (5.15), para o caso de “poeira”
(w=0), com Vy =k =1, sendo que a linha vermelha representa a solugio cujas c.i. sdo $(0) =0.8 e
a(0) = 0.001, como um exemplo. Do lado direito, vemos o comportamento do fator de escala (linha
continua) e do potencial quantico (5.16) (linha tracejada), para a solu¢do em destaque do lado esquerdo.

Figura 5.2: Grafico tridimensional do potencial quantico (5.16), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior.
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Figura 5.3: Comparagdo entre o potencial quantico (5.16) e as solugdes do sistema dindmico (5.15).
Quanto mais claro, maior o valor de Q. Uma regido branca indica que deve haver uma divergéncia para
400 e uma regiao preta indica que deve haver uma divergéncia para —oo. Esta mesma convencao se
aplica a todos os outros graficos desse tipo neste trabalho.

5.4.2 Solugao (ii)

Agora, para os V e Vj da solugdo (ii) da Tabela 4.1, as equagdes guias sao:

2V
a= 3—k°e3V¢ , (5.17a)
2 1/3
b = —k[%] Be— v (5.17b)
E o potencial quantico é:
]1v2V5 \ 179
Qla,p) = —Voe®® + (ﬁ) eSY /3 (5.18)

Na Figura 5.4, podemos ver as solugdes do sistema dindmico (5.17) e a sua comparagao
com o potencial quantico, para uma solucao particular. Podemos ver que, também neste caso,
todas as solugoes sao singulares. Apesar de as solugbes serem de expansdo, elas evoluem para
o valor ¢ = 0, que, muito embora nao seja uma singularidade na métrica, é um valor singular
do sistema dindmico (5.17). Entdo as solugodes, neste caso, serdo também muito diferentes das

classicas a ~ e¥t, que se obtém para o mesmo par V, Vy (ver Tabela 4.1).
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—-=-=-==0.05Q(t)
a(t)

Figura 5.4: Do lado esquerdo, vemos as solugdes do sistema dindmico (5.17), com Vo =k =vy =1,
com uma curva em destaque, cujas c.i. sdo ¢(0) = —0.5 e a(0) = 0.001. Do lado direito, vemos o
comportamento de Q (linha pontilhada) e a(t) (curva continua) para esta solugdo em particular.

O comportamento do potencial quantico é parecido com o do caso anterior, mas ha dife-
rencas, como se pode ver na Figura 5.5, que apresenta o comportamento tridimensional de Q,
e na Figura 5.6, que compara os valores de Q e as solugoes do sistema dindmico (5.17). Vemos
que, além de divergir para a = 0, Q também diverge para ¢ — 400, em acordo com (5.18).

Na Figura 5.6, também fica evidente a divergéncia de Q para ¢ = 0, o que esta de acordo com

5.18.

-50

-100

0

¢

Figura 5.5: Gréfico tridimensional do potencial quintico (5.18), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior. Note que Q néo esté definido em ¢ = 0.
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Figura 5.6: Comparagdo entre o potencial quantico (5.18) e as solugoes do sistema dindmico (5.17).

5.4.3 Solugao (iii)
Para V e Vj da solucao (iii) da Tabela 4.1, o sistema dinamico quantico se torna:

2Vy

Q= b(f+ oM (5.19a)
C2ka®[ 99 )P e
¢=" [4V0(1 +w)2] (G5 + &) 5 (5:19b)

E o potencial quantico se torna:

IVob°

1/9 5
2 2\ — s
m] (g + p*) o0+, (5.20)

Qlad) = ~Valf + %)% + |
Para o caso classico, linha (iii) da Tabela 4.1, o fator de escala apresenta um ricochete,
que ¢ seguido por uma expansao. Da Figura 5.7, podemos ver que este nao é o caso para
as solugoes quanticas de (5.19) para w = 0, j& que todas as solugdes serao singulares: elas
comecam na singularidade a = 0, atingem um maximo em ¢ =t = 0 e entdo segue-se uma
fase de contragdo que culmina na singularidade a = 0. Esses comentérios permanecem validos
para os casos w = 1 e w = 1/3, como se pode verificar das expressoes acima.
O potencial quantico pode ser interpretado de um modo muito semelhante & da solugao (i),

estudada acima. De fato, note a semelhanca entre as Figuras 5.8 e 5.2, que mostram o grafico
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de Q como funcao de a e ¢. Ao compararmos as solugdes do sistema dindmico (5.19) com o
potencial quantico (5.20), na Figura 5.9, percebemos a enorme semelhanca com o caso (i) ao

olhar a Figura 5.3.
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Figura 5.7: A esquerda, as solucoes de (5.19), paraw =0, Vo = g = k = 1, sendo que a curva desta-
cada representa a solucdo cujas c.i. sdo ¢(0) = 0.0001 e a(0) = 1.2. A direita, vemos o comportamento
de a(t) (linha continua) e Q(t) (linha tracejada) para esta mesma solucao.

Figura 5.8: Gréfico tridimensional do potencial quantico (5.20), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior.
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Figura 5.9: Comparagdo entre o potencial quantico (5.20) e as solugoes do sistema dindmico (5.19).

5.4.4 Solugao (iv)

Para as escolhas de V e Vj da linha (iv) da Tabela 4.1, as equagoes guias ficam:

2V,

a= 3_k0 sinh(yd) cosh?(yd) , (5.21a)
) ) . 1/3
b = —ka? [M] ) (5.21b)
2V cosh™ (v )
E o potencial quantico correspondente é:
2v/5 cinh? 8 1/9
Qla.d) = ~Vosinhly) cost?(yp) + | ST A T (5

Vemos as solugoes de (5.21) na Figura 5.10, onde fica evidente que todas as solugoes sao singu-
lares. Podemos ver também na Figura 5.10 que o potencial quantico tem um comportamento
semelhante aos casos anteriores, o que fica mais claro na Figura 5.11. Entao, também neste
caso, existe uma enorme diferenca entre as solugoes classicas e as quanticas, para a mesma
escolha de V e Vj. Isso ¢é explicado com a ajuda do potencial quantico, na Figura 5.12: devido
a sua predominancia, ja que ele é muito intenso (mais que isso, ele diverge em t = 0 e também
para ¢ — +00), as solugdes sdo predominanatemente quanticas, o que implica que elas sdo

muito diferentes das classicas.
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Figura 5.10: Solugoes do sistema (5.21), do lado esquerdo, para Vo =y =k = 1. A curva em destaque

é a solucao desse sistema para as c.i. $(0) = 2 e a(0) = 0.001, apenas como um exemplo. Do lado

direito, uma comparacio entre o potencial quintico e a evolucao do fator de escala, ambos calculados
para essa solucao destacada.

0

Figura 5.11: Gréfico tridimensional do potencial quéntico (5.22), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior. Note que Q néo esté definido para ¢ = 0.
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Figura 5.12: Comparacio entre o potencial quantico (5.22) e as solugdes do sistema dinimico (5.21).

5.4.5 Solugao (v)

Finalmente, para os V e Vj da solugao (v) da Tabela 4.1, encontramos as seguintes equagoes

guias:

a= 23—\]/3 sin(wd)f2(P) , (5.23a)
. 1/3
s [tigimee)]”

onde f(p) = am + %[1 — cos(w)]. O potencial quantico é dado por:

81V] sm7(w¢)f8(¢)} v (5.24)

Qla,d) = —Vosin(wd)f*(d) + [ 16022

Na Figura 5.13, vemos algumas solugdes do sistema dindmico (5.23) e o comportamento do
potencial quantico para uma solucao particular. Novamente, todas as solugoes sdo singulares.
Quanto ao potencial quantico, vemos na Figura 5.14 que ele é oscilatério para a # 0, divergindo
para a =0e ¢ = 0. Na Figura 5.15, vemos a comparacao entre as solugoes do sistema dindmico
e Q, mostrando que as solugoes sdo atraidas para a singularidade a = 0 nas regides onde
o potencial quantico é um pogo, comportamento esse muito presente nas outras solugoes

estudadas acima.
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Figura 5.13: O grafico com as solugdes do sistema dindmico (5.23), do lado esquerdo, foi obtido
com Vy = w =k = 1, e a linha em destaque representa a solu¢do com c.i. $(0) = 3 e a(0) = 0.001,
apenas como exemplo. Do lado direito, vemos o comportamento do fator de escala (linha continua) e
do potencial quéntico (5.24) (linha tracejada), sendo ambos calculados para a curva em destaque no

grafico da esquerda.

0

¢

Figura 5.14: Gréfico tridimensional do potencial quéntico (5.24), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior. Note que Q néo esté definido para ¢ = 0.
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Figura 5.15: Comparacao entre o potencial quantico (5.24) e as solugdes do sistema dindmico (5.23).

De todas as solugoes estudadas nesta Secdo, podemos dizer que as mesmas escolhas para
V e Vj feitas na teoria cldssica fornecem apenas solucoes singulares, nao sendo, portanto,
capazes de evita-la. Isto é uma consequéncia das diferencas intrinsecas entre os sistemas
cldssico (4.10) e quantico (5.14). Isto é confirmado pelo comportamento de a(t) e Q(t) nos
varios casos estudados acima, ji que o potencial quintico é muito importante naqueles casos.
Entao, podemos dizer que a dindmica quantica nao é trivial, no sentido de que ela nao reproduz
simplesmente o comportamento classico. Porém, todas as solu¢bes obtidas acima sdo singulares
e nao sao capazes de descrever um universo em expansao.

Por causa disso, devemos entao ir além e investigar um modo de obter solucdes nao sin-
gulares do sistema quantico (5.14) que possam fornecer nao apenas efeitos quéanticos fortes,
como foi o caso nesta Secdo, mas efeitos quanticos que sejam capazes de evitar a singularidade,
com uma justificativa fisica forte, baseada na anélise da relacdo entre o potencial quantico e o

fator de escala.

5.5 Solucgoes Quanticas 11

Vamos agora analisar o problema sob outro ponto de vista: como os sistemas de equagoes

(4.10) e (5.14) sao diferentes, podemos nos perguntar quais seriam as escolhas de V e Vj que
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levariam as solugoes para a(t) apresentadas na quarta coluna da Tabela 4.1 quando é o sistema
quéntico (5.14) que governa a dindmica, em vez do cldssico, que é (4.10).

E possivel que se diga que esse procedimento leva a um ajuste fino, o que poderia ser um
problema. Mas este nao é o caso, e podemos chegar a essa conclusao olhando mais atentamente
para o sistema (5.14): considerando de novo, temporariamente, um ¢ geral (ndo necessaria-
mente igual ao tempo), e supondo que uma expressao para o fator de escala desejado a(t) é
dada, a equagdo (5.14a) ndo determina V(¢), mas apenas V(d(t)), o que é, na verdade, uma
informacao bem diferente, ja que V(d(t)) dependerd da solugdo para ¢p(t). Ocorre que ¢(t)
dependerd de ambos a and V7, em vista de (5.14b), sendo que Vj continua livre. Portanto, nao
existe ajuste fino sobre V e V. Podemos agora retornar a interpretar o campo escalar como o

tempo, o que serd feito em todas os cinco casos a seguir, para simplificar os cdlculos.

5.5.1 Solugao (i)

Escolhendo
Vy(d) = —VypbTow (5.252)
_ 143w
V() = Vo 300w, (5.25b)

2 _—6_
obtém-se a solucao andloga a de um fluido perfeito: a(t) = (t/tg) 3+, para Vjo = %kgt(}*W
-2

e Vy= ktg(”m /(1 +w). O potencial quantico (5.13) para este caso sera:

Qla,b) = —Vodp 3T — <196¥/€o>1/9“4/ 3ol (5.26)
Na Figura 5.16, podemos ver a evolucao temporal do fator de escala e do potencial quantico,
para a ~ t2/3, o que é obtido com w = 0. Como podemos ver, o potencial quantico diverge
para —oco em a = 0 e tende a zero quando t — 4-o00. Esse comportamento nao depende muito
da solugdo particular, como vemos na Figura 5.17, se interpretada corretamente.
A Figura 5.17 mostra que Q diverge para —oo quando a — 0 ou @ — 0 e Q tende a zero
quando ambos a e ¢ tendem a +oo. Como as solugdes do fator de escala sdo de expansio, e

como ¢ = t, entdo o potencial quantico tende a zero com a expansao, no caso geral. Fisicamente,
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isso significa que a dindmica dessa solucdo é predominantemente governada pelo potencial
quantico, quando a expansao comeca, e depois o universo se expande classicamente, devido a

diminuigdo (em mdédulo) do potencial quantico.

1.5¢

1.0

0.5

00 ]

-0.5¢} /,

-—---0.03 Q(t)

-1.0¢ I}
',' — a(t)
1

-1.5¢}

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Figura 5.16: Evolucdo do fator de escala (linha continua) e do potencial quantico (5.26) (linha
tracejada) para (5.25), com k =ty =1 e w = 0. Essa solugdo é anéloga & de fluido perfeito em um
universo dominado por poeira. Para os outros casos relevantes, w = 0 e w = 1/3, 0s comportamento
de Q e sua relagdo com a expansdo é muito semelhante, como se pode concluir de (5.26).

Figura 5.17: Gréfico tridimensional do potencial quantico (5.26), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior.
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5.5.2 Solugao (ii)

Escolhendo agora

Vi() = —Viodp e ® (5.27a)

V(d) = Voe'? , (5.27b)

entdo o fator de escala representard um universo de de Sitter a(t) = age”t, com Vjo = k3a8 /6
e Vo = 3kagpy/2. Neste caso, o potencial quantico (5.13) é escrito como:

V6 1/9
Qla,d) = —Voe'® — <1£Z“)VO> a BpTBemve/3 (5.28)
70

Na Figura 5.18, vé-se a evolucao de Q, dado por (5.28), e do fator de escala a(t). Vé-se que
Q diverge em ¢ =t =0 (que corresponde a a = qg), mas também para t — +o00, e é suave
para t # 0. Esse comportamento pode ser compreendido de maneira mais ampla na Figura
5.19, onde podemos ver que Q de fato diverge para a =0 e ¢ = 0, o que estd de acordo com

a expressao (5.28) acima.

— .
\
\
5 \ 1
\
\
\
N 1
\\
0 L St
] DAY 1
————— 0.3 Q(t) \\
\
-5} a(t) SN
\
\
X
-3 -2 -1 0 1 2 3
t

Figura 5.18: Evolucdo do fator de escala (linha continua) e do potencial quintico (5.28) (linha
tracejada) para a solugdo tipo de Sitter, para k = ap =y = 1.
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Figura 5.19: Gréfico tridimensional do potencial quéntico (5.28), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior.

5.5.3 Solugdo (iii)

Também podemos obter a solugao (iii) da Tabela 4.1, que é a(t) = ap[l + (t/d)o)Z]?’“}*W)7

escolhendo

Vi(h) = —Vjod[l + (/o)) =w | (5.292)
V() = Vod[L + (¢/dp)2] H1 , (5.20b)

onde Vjo = k*aj/6 e Vo = k ap/[p3(1+w)]. Com isso, o potencial quantico (5.13) é o seguinte:

b 27— 3o 9V§¢3 1/9 b 21— grieny
Qla,p) = Voo [1 + (&) ] — (W> {1 + (%) ] . (5.30)
Podemos ver na Figura 5.20 que o potencial quantico (5.30), para o caso w = 0 (andlogo a
de um universo de fluido perfeito dominado por poeira) é bem definido para todo t, na solucao
plotada, é dominante durante o ricochete e decresce (em moédulo) para [t| > 0. Para os casos
w = 1/3 (universo dominado por radiagdo) e w = 1 (universo dominado por matéria rigida), o
potencial quantico apresenta exatamente o mesmo comportamento qualitativo, como pode-se

concluir de (5.30).
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Vemos na Figura 5.21 que o potencial quantico desta solugdo diverge em a = 0, sendo que
ele decresce (em médulo) tendendo a zero para t,a > 0. Este mesmo Q é dominante, oscilando
um pouco para ¢ =t = 0. Portanto, as propriedades da curva do exemplo sao realmente
caracteristicas do potencial quintico (5.30), do cenério em questao.

Matematicamente, mesmo sendo Q ~ a~%/3

, como a solugao para a(t) ndo é singular, Q
nao diverge para a solugdo dada, pois o valor a = 0 que poderia fazer ele divergir nao é, de fato
alcangado. Logo, a divergéncia da Figura 5.21 em a = 0 ndo é de fato atingida para solugoes
de ricochete da forma a(t) = apl[l + (t/ d)0)2]m. Em termos fisicos, a predominincia de
Q durante o ricochete e seu decrescimento (em modulo) apés o ricochete mostram que o
ricochete é um efeito quéntico, gerado pelo potencial Q, que é o termo de corre¢do da equagao

de Hamilton-Jacobi. Apés o ricochete, a influéncia de Q diminui, de acordo com a expansao

que se segue.

-20 -10 0 10 20

Figura 5.20: Evolucdo de a(t) = ag[l + (t/¢g)?] EREED (linha continua) e o seu potencial quantico

correspondente (5.32) (linha tracejada), para o caso de poeira, com k = ag =ty = ¢ = 1. A notacao
2

O (t) representa a forma assintética de a, que é ax(t) = (t/tp) 30+ (linha com pontos e tragos), que

é a prépria solugdo (i).
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Figura 5.21: Gréfico tridimensional do potencial quantico (5.30), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior.

5.5.4 Solugao (iv)

Em analogia com o caso anterior, se escolhermos

Vi(d) = —Vjod cosh? () , (5.31a)

V(d) = Vosinh(yd) (5.31b)

obtemos um ricochete descrito pelo fator de escala a(t) = agcosh(yt), onde Vjy = K3ad/6 e

Vo = 3kagy/2. Neste caso, o potencial quantico (5.13) se torna:

9VS sinh® (v ¢) 179

Q(a7d)) = _VO Slnh(Yd)) - 16\/]0(112([)3 COSh9 (Y‘b)

(5.32)

Esse potencial quantico nao estd bem definido para ¢ =t = 0. Apesar disso, ele poderia
se tornar uma fungao continua redefinindo Q(0) = 0, como se pode ver calculando o limite de
(5.32) quando t — 0. Mas isso seria apenas um artificio, sem justificativa fisica. Na Figura
5.22, vemos a evolugao de (5.32) comparada com o fator de escala. Podemos ver que, para a
solucdo plotada, Q diverge para t — £o00. portanto, para esta solucdo de ricochete, ambas
as fases de contracdo e expansdo sdo determinadas pelo potencial quantico Q, bem diferente

do caso anterior.
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10
5- ,
0 = —== =
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| a(t . 1
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Figura 5.22: Evolucao de a(t) = cosh(yt) (linha continua) e seu potencial quantico correspondente

(5.32) (linha tracejada), para k = ap =y = 1. A notagdo a(t) representa a forma assintética de a,

que é ax(t) = Le¥t (linha de pontos e tracos), a solucdo de de Sitter (ii).
2

Figura 5.23: Grafico tridimensional do potencial quantico (5.32), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior. Note que Q néo estd definido para ¢ = 0.

5.5.5 Solugao (v)

Finalmente, um universo ciclico cujo fator de escala é a(t) = a;m + A[l — cos(wt)], é obtido

ao se fixar:

V() = —Vyjodlam + All — cos(wd)]} , (5.33a)

V() = Vosin(we) , (5.33b)
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onde Vjg = k3/6 e Vo = 3kAw/2. Neste caso, o potencial quantico (5.13) é dado por:

[9VE sin®(wd)/(16Voa2h?)]1/?

am + A[l — cos(wd)] (5.34)

Qla,p) = —Vosin(wd) —

Na Figura 5.24, vemos a evolucao de (5.34) com o fator de escala oscilatério. Este Q néo
estd bem definido para t = 0, mas ele pode ser redefinido Q(0) = 0 para se tornar suave, como
poderia ser feito para a solucdo anterior. Mas isso também seria um mero artificio. Quando

t # 0, vemos que Q oscila junto, um indicativo de que ele é o responsavel pela oscilagio.

4
2 L
%)
’ e 7 \\ -
' P ! R Fa
\ I H R 1\
0 “ l' |‘ 1 /] ‘\ II “i
v v ! H Voo \
NS v/ " v \
\ \ /
” ‘_/l \\ ’ \..'I
-2
————— a(
a(t)
-4 .
-15 -10 -5 0 5 10 15
t

Figura 5.24: Evolugdo temporal da solu¢do de universo ciclico correspondente ao fator de escala (v)
da Tabela 4.1 e o seu potencial quantico correspondente, dado por (5.33), comk=A=w =a, = 1.
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Figura 5.25: Gréfico tridimensional do potencial quantico (5.34), para os mesmos valores de constantes
da Figura anterior. Note que Q nao estd definido para ¢ = 0.
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5.6 Conclusao

Nas duas se¢Oes anteriores, investigamos dez diferentes formas de se estudar as equacoes guias
quanticas (5.14). Vamos agora analisar os resultados. Como o termo que governa a dindmica é
o potencial quantico (5.13), vamos focar na relagdo entre Q e o fator de escala, o que fornece
um critério para interpretar e classificar as solu¢oes anteriores, que podem ser organizadas em
trés classes.

A primeira classe inclui todas as solucgbes da Secao 5.4 e também as das Subsecgoes 5.5.1
e 5.5.2. Para todos esses casos, o potencial quantico é suave quase sempre, mas diverge para
+00 em algum momento. A divergéncia de Q em algum ponto néo é exatamente um problema,
ja que isso ocorre, por exemplo, para o caso candnico revisado no Capitulo 2 (ver Figura 2.3)
e também para o estado fundamental do dtomo de hidrogénio na interpretacdo de Bohm-de
Broglie da equacao de Schrodinger, teoria que esta de acordo com os resultados da mecéanica
quéntica usual [100]. Entéo essa divergéncia pode ser interpretada como um efeito realmente
muito forte.

A solucdo da Subsecédo 5.5.1 esta na primeira classe, mas merece uma atengao especifica, ja
que, mesmo o potencial quéntico divergindo na singularidade a = 0, ele tende a zero conforme
o universo se expande. Isso é um indicativo de que a dindmica classica deve ser recuperada de
alguma forma com a expansao do universo.

Para as solugdes nas quais o universo se expande e Q continua crescendo (em médulo), sem
tender a zero, podemos interpretar que, nessas solugoes, a expansao é causada por efeitos quan-
ticos representados pela grandeza Q. Resumindo, podemos dizer que as solucdes da primeira
classe apresentam um comportamento nao-usual para o potencial quantico, comportamento
esse que nao é proibido no contexto da interpretagdo de Bohm-de Broglie.

Entéo, em termos da viabilidade do método de quantizacao usando derivadas fracionarias
e interpretando causalmente as solugdes, o resultado é positivo. Porém, em termos cosmolé-
gicos, podemos dizer que as cinco solucoes da Se¢ao 5.4 ndo sao de interesse fisico, por nao
apresentarem expansio, servindo apenas para demonstrar que é necessario estudar o problema
sob outro ponto de vista, como o da Sec¢ao 5.5.

A segunda classe de solugoes é formada pelas Subsegoes 5.5.4 and 5.5.5 (e outras da Secao
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5.4, que ja discutimos). Para essas solugbes, o potencial quintico ndo é bem definido em
¢ =1t = 0. Isso parece ser um problema, ja que essa descontinuidade parece nao ter nenhum
efeito sobre o comportamento do fator de escala, que é suave. Essas solugdes precisam ser
investigadas em trabalhos futuros para elucidar essa questao.

Finalmente, a solugdo da Subsecdo 5.5.3 constitui a terceira e tltima classe de solugbes. O
potencial quintico (5.30) é suave, bem definido para todo t e tende a zero com a expansao do
universo, como vimos, experimentando apenas uma pequena oscilagdo ao redor do instante do
ricochete, t = 0. Na interpretagdo que estamos adotando, isso significa que Q é mais relevante
préximo ao ricochete e torna-se menos importante tanto na fase de contracao (antes do rico-
chete) como na fase de expansao. Isso é o que nos permite concluir que, neste caso, o ricochete
é um efeito quantico e as solugdes classicas devem ser recuperadas, ja que Q — 0 implica
em recuperar-se a equac¢ao de Hamilton-Jacobi classica. Isso de certa forma complementa
o formalismo quéntico do Capitulo anterior, da transformacao canoénica, pois fornece uma
explicacdo quantica para solugoes de ricochete do tipo a(t) = apl[l + (t/ cbg)z]m.

Disso e de tudo mais que foi discutido neste Capitulo, podemos concluir dizendo que
o formalismo desenvolvido usando uma derivada fraciondria mostrou ser uma importante
ferramenta para se analisar quanticamente uma teoria cosmoldgica, no sentido de que ele
forneceu um mecanismo para estudar varios cenarios cosmoldgicos. Nao obstante, existem
algumas solugdes e questoes que requerem um estudo mais especifico e sdo matérias para
trabalhos futuros. Além disso, as equagoes guias (5.14) permitem que se estude infinitos casos
além dos dez exemplos que estudamos aqui.

Uma possibilidade é aplicar esse formalismo para a Hamiltoniana do tipo k-esséncia, que
estd presente em [125], e apresenta também poténcias fraciondrias nos momentos. Nesse
trabalho, estuda-se quanticamente apenas um caso limite, deixando em aberto a possibilidade
de estudar os casos que conduzem a poténcias fraciondrias e ainda assim tem relevancia
fisica. Outra extensao natural do método desenvolvido aqui é aplicid-lo usando outra derivada
fracionéria. A simplicidade da derivada fracionéria conforme permitiu que pudéssemos analisar
um grande niimero de situagoes, mas ela nao esgota todas as possibilidades, de modo que é
possivel, em principio, criar um método semelhante ao desenvolvido neste Capitulo, mas com

outras derivadas fraciondrias, que podem revelar efeitos quanticos igualmente interessantes.



Apéndice A

Sistemas Dinamicos

Os sistemas dindmicos (SD) sdo fundamentais para varios problemas de Fisica. Mais que
isso, eles nasceram inspirados por problemas classicos da fisica, como o problema dos trés
corpos. Em particular, os SD tem desempenhado um papel importante em Cosmologia. As
referéncias [127-129] sdo revisoes interessantes de como aplicar a técnica de SD em Cosmologia.
Também gostaria de mencionar o texto introdutério [130], que apresenta os SD usando o
software Wolfram Mathematica ®.

Através dos sistemas dindmicos, é possivel saber se estados da expansdo do universo sao
mais ou menos provaveis, por exemplo. Isso é possivel porque os SD fornecem um modo de
se analisar qualitativamente um sistema de equacoes diferenciais sem que se precise resolvé-
lo analiticamente para uma dada condicdo inicial. Este Apéndice ndao tem a pretensao de
ser muito rigoroso matematicamente, servindo apenas de uma introducao didatica para os
conceitos mais elementares que sao usados muitas vezes ao longo do trabalho. Para uma
introdugao mais “matemadtica”, ver, por exemplo, [131].

Para os propésitos do presente trabalho, um sistema dindmico é um conjunto de n equagoes

de primeira ordem da forma

7'(1 - 91(t7X1a e 7X11) ) (Ala')

)'(n = gn(taxb s 7XT1) ) (Alb)
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onde . é um numero inteiro positivo. Um caso particular muito importante é o dos sistemas
dindmicos auténomos, que sdo aqueles em que as fungdes g; do lado direito nao dependem
explicitamente do parametro t.

Para que fique mais claro, todos os sistemas dindmicos que consideramos neste trabalho

sdo auténomos e podem ser escritos na forma

& = g1(0,) , (A.2a)

¢ = g2(x,) (A.2b)

Resolvendo o sistema, obtemos «(t) e d(t). Mas, interpretando o sistema qualitativamente,
que é a ideia dos SD, ndo olhamos primeiro para uma solugdo em particular para «(t) e
®(t), que dependerdo de c.i., mas sim para um conjunto de solugbes dessa forma, vistas como
equacdes paramétricas no plano ¢ x « de curvas da forma y : I € R — R?, onde y ¢ definida
por t — vy(t) = (d(t),x(t)), sendo I um intervalo, que representa o conjunto de valores de
tempo possiveis, que pode ser inclusive o conjunto inteiro R. Foi assim que obtivemos os
intimeros graficos analisados ao longo do trabalho. Como todos esses exemplos sdo auténomos,
o teorema da existéncia e unicidade das equagoes diferenciais ordindarias garante que cada
condicao inicial da origem a uma tUnica curva. Isso significa que, considerando todas as c.i.
possiveis em determinada faixa de valores, obtemos um conjunto de infinitas curvas que nao se
intersectam, a nao ser possivelmente em alguns pontos, onde as curvas “acabam” ou “comecam”.
Isso é o que permite obter graficos intuitivos no plano ¢ x &, com curvas que nao se cruzam,
cada uma representando uma solucao distinta para o sistema.

Outra propriedade interessante dos gréaficos bidimensionais no plano ¢ x & para SD autono-
mos é que eles ndo mudam o seu aspecto se o tempo for reparametrizado. Intuitivamente, ima-
gine que definimos um novo tempo T(t), genérico, difeomorfo a t. Entao, denotando df/dt = f/,

a regra da cadeia diz que

. da  dadt ,dr

_ de  dadr _ ,drT A.
*=a T arar " at (A-32)
. da dpdr ,dt

b= dt  dt dt =& dt - (A.3b)
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Dai,
o’ _ do/dT _ da do/dt & g1 (o, ) (A1)
¢’ dd/dt  dd dd/dt  p galx,d)’ .

o que mostra que a relacdo entre « e ¢ nao depende da reparametrizacdo do tempo. Como
o grafico do sistema dindmico no plano depende sé da relacdo entre o e ¢, o seu aspecto
qualitativo nao seré alterado.

Um exemplo de como os sistemas dindmicos podem ser aplicados na Fisica é o oscilador

harmonico simples, descrito pela equacao

%(t) +k*(t) =0. (A.5)

Apesar de ser uma equagao de segunda ordem, podemos definir y = %, e considerar x e x como
variaveis independentes, de modo que a equacdo acima vira o sistema dindmico auténomo

abaixo:

X=y, (A.6a)

y=—k*. (A.6b)

Entao, usando o comando abaixo no Mathematica:

k =1;

SP = StreamPlot[{y, -k~2 x}, {x, -1, 1}, {y, -1, 1},
FramelLabel -> {"x", "y"}, FrameStyle -> Black ,

StreamStyle -> {Line, GrayLevel[0.6]},

PlotRange -> {{-1, 1}, {-1, 1}}, AspectRatio -> 1,

PlotTheme -> "BoldLabels",

PlotLabel -> Style["Solugles para k = m = 1", Black]];

PC = ListPlot[{{0, 0}}, PlotStyle -> {Red, PointSize[0.012]}];

Show[SP, PC]

obtemos a Figura A.1. Nessa Figura, é possivel ver o aspecto qualitativo das solugdes. Observe

que, na formulagdo Lagrangeana, x e Yy = X s@o as varidveis que determinam a configuracgao
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do sistema. Alternativamente, no formalismo Hamiltoniano, se a massa do oscilador é m = 1,
entdo o momento da particula é p =y = x, logo cada estado fisico da particula é caracterizado
um ponto na Figura A.1, pois ela representa o espago de fase, no exemplo dado. Dai, o grafico
permite concluir que as solugdes sdo todas periddicas, por serem todas curvas fechadas (circulos)
no espago de fase.

Solugdes parak=m =1

1.0 T T S
0.5 |
> 0.0 ° ]
-05 ]
—1.91.0 _(;_5 o:o 0:5 1.0

X

Figura A.1: Solucdes do sistema dindmico (A.6), que representa o espago de fase de um oscilador
harmoénico simples unidimensional com massa m = 1, para k = 1.

Em outras palavras, mesmo sem saber a solugdo para x(t), j4 sabemos que essa funcio
deve ser oscilatéria, bem como a velocidade x(t), j4 que elas sdo parametrizagdes de circulos.

Uma caracteristica importante de se estudar nos SD sdo os pontos criticos. Um ponto
critico (também chamado ponto fixo, ponto de equilibrio ou ponto estaciondrio) do sistema
(A.1) é um ponto (x1,...,xn) tal que g1 = ... = gn = 0. No exemplo do oscilador harmoénico,
segue de (A.6) que hd um tnico ponto critico, que é (0,0), representado por uma bolinha
vermelha na Figura A.1l. Existem muitos tipos de pontos criticos, que sdo classificados de
acordo com o comportamento do sistema proximo a ele. Uma andlise rigorosa da classificacao
dos pontos criticos exige uma andlise mais detalhada do sistema, como descrito, por exemplo,

no Capitulo 2 de [130], ou nas outras referéncias ja citadas. Vou apenas apresentar uma
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classificacdo intuitiva baseada na analise de graficos semelhantes a Figura A.1.

O ponto critico do exemplo do oscilador acima é um ponto de centro, pois as solucoes
préximas a ele sao todas curvas fechadas que contém o ponto (0,0) no interior da regidao
delimitada por elas.! Outros tipos importantes de pontos criticos sao ilustrados na Figura A.2,
que mostra trés exemplos de sistemas dindmicos cujo tnico ponto critico é (0,0). Da esquerda
para a direita, os pontos criticos sdo chamados de: repulsor (ou nodo instdvel), para o sistema
X = X, §J = 2y, pois as solugdes partem do ponto critico; atrator (ou nodo estdvel), para o
sistema x = —x, y = —2y, pois as solugoes convergem para o ponto critico; ponto de sela, para
o sistema x = —x, J = 2y, pois as solugoes ndo passam pelo ponto critico, mas se aproximam

e se desviam dele.

Sistema: x=x,y =2y Sistema: x=-x,y=-2y Sistema: x=-x,y =2y
3 . . T 3 . . T 3 T . .

2t 2F 2p
1t 1t 1f

> 0f - > 0f > 0F .
-1f -1F -1t
-2t -2t -2
-3 -3 . -3

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 0 1 2

X X X

Figura A.2: Trés exemplos de sistemas dindmicos simples, ilustrando trés tipos de pontos criticos, da
esquerda para a direita, todos em (0,0): repulsor; atrator; ponto de sela.

Analisando os gréaficos de solugbes de sistemas dindmicos deste trabalho, vemos que os
pontos criticos mais comuns sdo os pontos de centro e os pontos de sela, o que é bem diferente
dos sistemas dinadmicos geralmente empregados em cosmologia. H4 uma razio para isso. E que
os sistemas analisados aqui possuem como varidaveis @« = Ina e ¢, enquanto que os sistemas

dindmicos mais comuns em cosmologia geralmente possuem como variaveis H = &, ¢ e ¢,

1Por “interior”, quero dizer a regido delimitada pela curva fechada, excluindo a sua fronteira, que é a curva.
E o conceito topolédgico de interior de um conjunto , ndo devendo ser confundido com a ideia de que a curva
“passa” por (0,0).
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ou combinacoes dessas grandezas. Por exemplo, digamos que encontramos um atrator numa
andlise de sistemas dindmicos como se faz comumente em cosmologia, e esse atrator equivale
a H = constante. Entao, o universo experimentara eternamente (pois nao é possivel “sair” do
atrator) uma expansdo do tipo de Sitter. Por outro lado, um atrator nos sistemas analisados
aqui significaria um valor o = constante, o que significaria uma solugdo de universo estatico,
que permanece estatico eternamente.

O comando no Mathematica para fazer a Figura A.2 é:

SP2 = StreamPlot[{x, 2 y}, {x, -2, 2}, {y, -3, 3},
FrameLabel -> {"x", "y"}, FrameStyle -> Black ,
StreamStyle -> {Line, GrayLevel[0.6]},

PlotRange -> {{-2, 2}, {-3, 3}}, AspectRatio -> 3/2,
PlotTheme -> "BoldLabels",

PlotLabel ->

Style["Sistema: \!\(\*OverscriptBox[\(x\), \C(.\)I\) =x , \
\ I\ (\*0verscriptBox [\ (y\), \(.\)]\) = 2y", Black]];
SP2A = Show[SP2, PC];

SP3 = StreamPlot[{-x, -2 y}, {x, -2, 2}, {y, -3, 3},
FrameLabel -> {"x", "y"}, FrameStyle -> Black ,
StreamStyle -> {Line, GrayLevel[0.6]},

PlotRange -> {{-2, 2}, {-3, 3}}, AspectRatio -> 3/2,
PlotTheme -> "BoldLabels",

PlotLabel ->

Style["Sistema: \!\(\*OverscriptBox[\(x\), \(.\)I\) = - x , \
NI\ (\*0OverscriptBox [\ (y\), \(.\)I\) = - 2y", Black]];
SP3A = Show[SP3, PCl;

SP4 = StreamPlot[{-x, 2 y}, {x, -2, 2}, {y, -3, 3},
FramelLabel -> {"x", "y"}, FrameStyle -> Black ,
StreamStyle -> {Line, GrayLevel[0.6]},

PlotRange -> {{-2, 2}, {-3, 3}}, AspectRatio -> 3/2,
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PlotTheme -> "BoldLabels",

PlotLabel ->

Style["Sistema: \!\(\*OverscriptBox[\(x\), \(.\)I\) = - x , \
NI\ (\*0verscriptBox [\ (y\), \(.\)I\) = 2y", Blackl];

SP4A = Show[SP4, PC];

GraphicsGrid [{{SP2A, SP3A, SP4A}}]



Apéndice B

Derivada Fracionaria Conforme

B.1 Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes que serao usadas neste Apéndice e em outras partes do
trabalho. Sdo notagdes comuns em Andlise [123,132,133], drea da Matematica que contém o

estudo das derivadas fracionarias.

a = b: a quantidade a é definida como sendo igual a b

u= ‘é—‘t‘: derivada total em relacdo ao tempo césmico t.

e O(x™): termos restantes de uma aproximacao por série de poténcias de ordem > n.

x € A: o elemento x pertence ao conjunto A.

e A C B: o conjunto A estd contido no conjunto B, o que é definido pela implicacao

x € A = x € B. Diz-se também que “A é subconjunto de B.”

f: A — B: a funcdo f cujo dominio é A e cujo contradominio é B.

N ={1,2,3,...}: conjunto dos nmimeros naturais.

e« Z={..,—2,—1,0,1,2,...}: conjunto dos nimeros inteiros.

R: conjunto dos ntimeros reais.

Os intervalos, subconjuntos de R:
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[a,b] ={x € R; a < x < b}, (—oo,b] ={x € R; x < b},
(a,b] ={x e R; a<x < b}, (—oo0,b) ={x € R; x < b},
[a,b)={x eR; a <x< b}, la,+c0) ={x € R; a < x},
(a,b) ={x € R; a < x < b}, (a,+00) ={x €R; a < x}

e Produto cartesiano entre os conjuntos A e B:

AxB={(a,b);ac A e beBL

e R"=Rx---xR e C"=Cx---xC (n vezes).

o C™: classes de diferenciabilidade. C° representa o conjunto das funcdes continuas; C™ é
o conjunto das funcdes n vezes diferencidveis; C* é o conjunto das fungoes que sao de

classe C™ para todo n € N.

B.2 Derivadas de Ordem Fracionaria

No célculo usual, a derivada de uma funcdo f : X — R num ponto x € X C R é definida
através do seguinte limite
df f h)—f
(x) = lim [XFM =) (B.1)

dx h—s0 h

quando esse limite existe e é finito [123]. Segue imediatamente dai a defini¢do das derivadas

de ordem superior, derivando a derivada iterativamente:

2 3 2
Sead =2 (B.2)
Isso atribui um significado a derivada d™f/dx™ paran € N. Ou seja, derivadas de ordem inteira
positiva. Apenas para unificar a notacdo, diz-se que a derivada de ordem zero da funcio f é a
prépria f. Essas ideias generalizam-se de modo bastante natural para aplicacées f: E — F,
onde E e F sdo espagos vetoriais normados, em particular para o R™ [132].
Essas ideias deixam aberta a questao de se é possivel definir derivadas de ordens ndo-inteiras.

Quem primeiro se perguntou isso foi Leibniz em 1695 [134] em uma carta a L’Hospital, carta na

qual Leibniz pergunta se seria possivel definir uma derivada de ordem 1/2 e que significados e
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implicagoes essa definicao teria. Uma breve historia do Calculo Fracionéario pode ser encontrada
no artigo [135]. Modernamente, varias defini¢oes foram propostas para as chamadas derivadas
fraciondrias, como ficaram conhecidas as derivadas de ordem nao-inteira. Como exemplo [136],
a derivada fraciondria de Riemann-Liouville a esquerda de ordem 1, onde 0 < r < 1, de uma

funcao f : [a,b] — R no ponto x, que é denotada por oDZ][fl(x), é definida como sendo

DLI0x) = < (TG, (B.3)
onde
JILTF(x) = r(lr) J (Xf(_”i‘)i}’r, x € (ab]. (BA)

As expressoes acima dizem como calcular uma derivada de uma ordem qualquer r € (0,1), de
modo que elas se reduzam a derivadas usuais quando r é inteiro. Ou seja, as derivadas de
ordem inteira sdo casos particulares desta. Existem intimeras variagoes da derivada fracionaria
de Riemann-Liouville, todas definidas através de integrais, sendo que cada uma se adequa
melhor & solucdo de determinados problemas especificos [136]. Ao longo do tempo, descobriu-se
que as derivadas fracionarias possuem intimeras aplicacoes na Fisica, que incluem oscilacoes,
ondas, mecénica quantica, por exemplo [124].

No entanto, estas derivadas definidas por integrais possuem varios problemas. Primeiro,
sendo definidas por integrais, o cdlculo efetivo dessas derivadas fracionarias pode conduzir,
para fungoes relativamente simples, a problemas muito mais complicados. Segundo, algumas
defini¢oes ndo sdo capazes sequer de respeitar a regra do produto ou de que a derivada da
constante é zero. Terceiro, como as defini¢bes sao feitas através de integrais, uma equacio
a derivadas fracionarias com essas defini¢bes integrais passa a ser, na verdade, uma equacio
integral. Mais sobre derivadas fracionarias definidas por integrais e suas aplicagoes pode ser

encontrado nas referéncias [124, 136-138].

B.3 Derivada Fracionaria Conforme em R

Para solucionar os problemas propostos acima, Khalil et al. propuseram uma definicdo nova no

trabalho [139], em 2014. Diferentemente das defini¢oes citadas acima, a derivada fraciondria
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conforme (DFC, daqui em diante), como eles a chamaram, é estabelecida modificando a

defini¢do de derivada usual através de um limite, como segue.

Defini¢ao B.1. Sejam f : [0, + c0o) — R e r € (0,1]. Definimos a derivada fraciondria

conforme de f de ordem T no ponto x como

1—ry
T.(F)(x) :}{i_)mof(x—i_hxh ) f(x)’

(B.5)

para x > 0, caso este limite exista e seja finito. Neste caso, dizemos que f é r-diferencidvel em
x. Para o caso de esta derivada existir numa vizinhanca a direita de 0, definimos a derivada
fraciondria conforme de ordem v de f em 0 como

T()(0) = lim Tr(f)(x),

x—0+

caso este limite exista e seja finito. Neste caso, dizemos que f é r-diferencidvel em 0. Também

denotamos a derivada acima por

drf
dxr

T ()(x) = 7 (x) = — (%)

As duas propriedades fundamentais da DFC, que seguem diretamente da defini¢do acima,
sao as seguintes:
1. Ela se reduz a derivada ordinaria (B.1) quando r = 1;

2. Se a fungéo f é diferencialvel no ponto x > 0, entao

drf — lerg

S =X T, (B.6)

A primeira propriedade é 6bvia, bastanto escolher v = 1 na definigdo (B.5). Ja para
demonstrar a segunda, basta fazer uma mudanca de variavel no limite (B.5) para o reduzir
a (B.1), o que permite ver que uma funcgao é diferencidvel se, e somente se, é r-diferencidvel.
A equacdo (B.6) é a propriedade fundamental da DFC, que transforma qualquer equacdo a

derivadas fraciondrias com ordem 0 < r < 1 em uma equacao diferencial ordinaria, desde que
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o dominio na funcio esteja no intervalo [0, + co), para estar de acordo com a definicdo dada
acima. As propriedades 1 e 2 caracterizam esta derivada e permitem provar que ela possui

uma série de propriedades operatérias desejdveis, listadas a seguir [139], para r € (0,1]:

3. Linearidade:

dr da'f d'g
f = :
dxr( +9) dxm + dxr’
4. Regra de Leibniz:
dar arf d'g
f.q) = .
dxr( 9) dxm dxr’
5. Se ¢ é uma funcao constante,
d'c
dx"

As propriedades 3 a 5 acima podem ser facilmente demonstradas usando a propriedade 2. As
propriedades 1 a 5 confirmam o que dissemos no inicio, ou seja, que a DFC é muito mais simples
e intuitiva que as derivadas fracionéarias definidas por integrais. Nesse sentido, nos parece muito
mais légico aplica-la em problemas de Fisica. Propriedades adicionais interessantes podem ser

encontradas no trabalho original [139].

B.4 Generalizacgoes

Uma deficiéncia da DFC é que ela, como formulada em (B.5), aplica-se somente a fungoes reais
definidas em um subconjunto do intervalo [0, + co). Portanto, do modo como foi formulada
inicialmente, aplica-se a uma classe muito restrita de fungées. Vamos apresentar agora algumas
generalizagoes que foram propostas nos tltimos anos e que nos permitem aplicar a DFC a

problemas de quantizacio canonica.

B.4.1 Mudang¢a no dominio

Mantendo a ordem da derivada como sendo 0 < r < 1, é possivel generalizar a defini¢do (B.5)
de modo muito simples para que ela se aplique a fungoes reais definidas em (subconjuntos
de) intervalos das formas [a, + co0) e (—oo,b], onde a e b sdo nimeros reais quaisquer. Isso foi

apresentado por T. Abdeljawad em [140], como segue.
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Dada f: [a, + 00) — R, a sua DFC a esquerda comegcando em a é definida por:

—_q)l—7m)
(Tff)(x):}lliinof(x—i_h(x }ci) ) f(x)'

Quando a = 0, escrevemos
arf

T;lf:T‘rf:@,

ou seja, se reduz a (B.5). Por outro lado, dada f : (—oo,b] — R, a sua DFC a direita

terminando em b é definida por:

—x)l=T) _
(ETf)(x)——%iLnof(X—i_h(b ;i) ) f(x).

Para estas derivadas, a propriedade 1 continua valendo, ja a propriedade 2 muda para a

seguinte, para fungoes diferenciaveis:

l—rﬁ
dx

1—r df

(TH)(x) = (x — a) e (FTH) =—(b—x) e

Usando a equagao acima, é possivel provar facilmente que as propriedades 3 a 5 anteriores

continuam valendo para as derivadas fracionarias conformes a direita e a esquerda.

B.4.2 Funcgoes de varias variaveis

Em 2018, G.N. Yazic1 e G. Ugur publicaram o trabalho [141], no qual generalizam a DFC
(B.5) para fungées f : [0, + c0)™ — R, onde [0, + c0)™ = [0, + o0) X ... x [0, + c0) C R™,
ou seja, para fungdes reais de n variaveis, sendo que suas varidveis x; sdo todas > 0. Neste
trabalho, eles mostram que a definicdo mais natural de derivada parcial fraciondria conforme é
a seguinte. A derivada parcial fracionaria conforme de ordem r € (0,1] da funcdo f em relagao

a i-ésima varidvel x; no ponto x = (x1,...,xn) ¢ definida por

o' f . f(xl,...,xi—i—hxil*r,...,xn)—f(xl,...,xn)

m
ax{ h—0 h
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Em particular, podemos generalizar para a derivada & esquerda de uma funcao f: [ay, + 0o) X

. X [an, + 00) — R através de

orf o f(x,. o xi+Hhixi—a)T o xn) — (X1, X))
oxI  h—0 h ’

o que conduz & relagao
o'f

PR— . 1_1‘7
ox] = xi—ai ox;

(B.7)

No mesmo trabalho [141], os autores mostram como essas ideias se aplicam a campos vetorias

f:[0,+ 00)™ — R™ e demonstram muitos outros resultados.

B.4.3 Derivadas de ordem r > 1

Em [139], encontramos a generalizagdo natural da defini¢do (B.5) para ordens r > 1. Como
para r inteiro ja possuimos a derivada usual, basta nos restringirmos a ordens entre dois
niimeros inteiros consecutivos, n e n + 1. Seja entdo r € (n,n + 1] e seja f: [0, + c0) — R
uma fungdo n + 1 vezes diferencidvel (de classe C™**1). A derivada de ordem r é definida por

arf  drmodne
dxr  dxT T dxn’

onde a derivada d"™™ é a DFC (B.5), uma vez que r € (n,n+1] equivale a 0 < r—n < 1. Em
outras palavras, a férmula acima diz que, se r € (nn+1] e f € C**!, entdao a DFC de ordem
T de f é a derivada fracionaria de ordem r — n, calculada como na se¢do B.3, da derivada de
ordem n de f.

Podemos incorporar as generalizacbes anteriores para definir, para uma funcao real de
varias varidveis T : [a1, + 00) X ... X [an, + 0) — R, a sua DFC a esquerda de ordem

T € (n,n + 1] em relacdo a varidvel x; como

oTf "M oM

X" Ox"Tmoxn
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B.4.4 Fungoes complexas de variavel real

Uma generalizacao bastante natural é para fungées do tipo f: X — C, onde X é um intervalo
da forma [a, + co) ou(—oco,b]. Basta definirmos, para cada x € X, e sendo 1 € (0,1],
arf dr dr

dxT’ - dx" Re}f—{_ldxT

Im f, (B.9)

onde subtende-se que d"/dx" representa a DFC & esquerda se X é da forma [a, + oo) e
representa a DFC a direita se X é da forma (—oo,b]. A generalizacao para fungoes definidas em
subconjuntos do R™, sejam fungdes reais ou complexas, é feita, por (B.9), apenas trocando d"
por 0", como na subsecao B.4.2. Este é o caso de maior importancia para o presente trabalho,
pois a funcao de onda é uma funcao complexa de duas varidveis reais. Portanto, para deixar
claro, se f: [aj, + 00) X ... X [an, + 00) — C é uma funcdo, respectivamente, de classe C! e
C™*l entdo as relagdes (B.7) e (B.8) continuam validas. As generalizacdes para a derivada

parcial conforme a direita sdo inteiramente analogas.

B.5 Aplicagoes da DFC em Fisica

A DFC ¢ relativamente recente, por isso ainda ndo possui um grande ntimero de aplicagoes.
Ela foi usada para criar a versao DFC da chamada mecéanica fracionaria, uma generalizagdo da
mecanica Lagrangeana na qual o calculo fracionério é substituido pelo calculo das variacoes
fracionario. Grosso modo, é uma modelagem para oscilagoes forcadas e com atrito, que ja
existia, mas que foi reformulada usando a DFC em [142], de 2015. Um dos apelos para se aplicar
essas ferramentas para descrever o atrito é o fato de que a resisténcia do ar pode ser modelada
como uma forga proporcional a uma poténcia fracionaria r da velocidade, ou seja, [F|~v", 0
que dé uma precisdo maior no ajuste fino das poténcias de v, em vez de considerar apenas os
casos |F| ~v! e [F| ~v2. Isso cria um range maior de modelos de atrito, que, segundo [142] e
outros (ver Capitulo 6 de [124], por exemplo), fica muito mais natural em termos do célculo
fracionario, o que corresponde a reformular as proprias leis da mecéanica, dando origem a
chamada mecéanica fracionaria. Vale ressaltar que esta é apenas uma motivacdo intuitiva, pois

a mecanica fraciondria também esta relacionada a muitas outras questoes, como dimensoes
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fractais [143].

Além da mecanica classica, existe também a mecanica quéantica fracionaria, e a DFC foi
aplicada para resolver um sistema de equagoes de Schrodinger fraciondrias acopladas em [144],
de 2016. Este trabalho tem um enfoque mais matematico, mas desperta interesse na medida em
que se aplica a um sistema que pode, em principio, servir como método para descrever possiveis
modelos fisicos em que ha duas particulas interagindo através de equagoes nao-lineares. Ele
situa-se no contexto maior de estudar equacoes diferenciais nao-lineares para descrever sistemas
fisicos e pretende resolver um problema que havia sido proposto anteriormente em [145] e
resolvido numericamente. A simplicidade da DFC permitiu que se obtivesse em [144] uma
solucdo analitica para o mesmo problema.

Outra aplicacdo da DFC é em 6tica. Em [146], de 2016, a DFC foi aplicada a sélitons, um
topico de Otica ndo-linear. Mas este resultado é preliminar e precisa de aprimoramento. De tudo
que discutimos neste apéndice e também no Capitulo 5, é importante deixar claro que, embora
o calculo fraciondrio ndo seja uma das ferramentas mais candnicas da fisica matematica, ele é
tao velho quanto o calculo diferencial, e tem muitas aplicagoes. Isso, aliado ao fato de que néo
ha um formalismo definitivo sobre as derivadas fracionarias, nos permite concluir que esse é
um tema que desperta ainda muitas questoes interessantes, tanto matematicamente quanto
fisicamente, que podem ser exploradas de varias formas, que certamente nao se esgotam nesta

breve discussao.
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