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Vitória

2020



Luciano Fiorini Filho
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área de F́ısica Atômica e Molecular.

Orientador: Prof. Dr. Fernando Néspoli
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RESUMO

Neste trabalho foram realizados cálculos teóricos de estrutura eletrônica para os

aglomerados de (SrO)n ao ńıvel DFT. Para todos os cálculos, foi adotado o fun-

cional de troca e correlação B3LYP em conjunto com as bases def2-SVP e def2-

TZVPP. Além dos parâmetros geométricos, foram analisadas as seguintes proprie-

dades eletrônicas: energia de ligação, eletroafinidade, potencial de ionização, energia

de segunda ordem, e o gap entre as energias dos orbitais HOMO e LUMO. Essas

propriedades foram calculadas com os dois conjuntos de base adotados, e os re-

sultados obtidos apresentam apenas pequenas diferenças entre elas, não afetando o

comportamento qualitativo das propriedades. Quando os dados são comparados com

outros resultados teóricos dispońıveis, uma boa concordância é notada. Observe-se

também uma coerência entre os resultados das diversas propriedades estudadas, ou

seja, a correlação entre as propriedades foi bem descrita pela metodologia proposta

aqui. Dessa forma, o ńıvel de teoria B3LYP/def2-SVP poderá ser usado em futuros

cálculos com precisão aceitável e com um custo computacional relativamente baixo.

Antecedendo os resultados, é apresentado uma revisão da literatura sobre o método

Hartree-Fock e as bases para a Teoria do Funcional da Densidade (DFT). Como essas

duas abordagens são constrúıdas dentro da aproximação de Born-Oppenheimer, uma

breve introdução sobre esse tópico também é apresentada, partindo da aproximação

de Born-Huang.

Palavras-Chave: cluster, DFT, B3LYP, otimização, geometria, energia, energia de

ligação, potencial de ionização, afinidade eletrônica, HOMO, LUMO, gap HOMO-

LUMO, energia de segunda ordem.
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ABSTRACT

In this work it is presented a literature revision on the Hartree-Fock method and

the foundations of the Density Functional Theory (DFT). As these approaches are

based on the Born-Oppenheimer approximation, it is also shown an introduction to

this topic by taking the Born-Huang expansion as a starting point. In addition to

the literature revision, were performed theoretical electronic structure calculations

for the (SrO)n clusters at the DFT level. For all calculations, was used the B3LYP

exchange and correlation functional together with the def2-SVP and def2-TZVPP

basis sets. Besides the geometrical parameters, the following electronic properties

were analyzed: binding energies, electron affinity, ionization potential, second-order

energy, and the gap between the HOMO and LUMO energy orbital. These properties

were calculated from the two adopted bases sets, and the results obtained present

only small differences between them, which do not affect the qualitative behavior

of the properties. By comparing the results with other theoretical values available

in the literature, it is observed a good agreement. One can also note a coherence

among the results of the various properties studied here, i.e., the correlation among

the properties was accurately described by the proposed methodology. Thus, the

B3LYP/def2-SVP can be applied in future calculations with acceptable accuracy

and with a low computational cost. Key-words: cluster, DFT, B3LYP, geometry,

optimization, energy, binding energy, ionization potential, electron affinity, HOMO,

LUMO, gap HOMO-LUMO, second order energy.
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as bases def2-SVP e def2-TZVPP, calculados com funcional B3LYP.

Sendo ”n”o tamanho do cluster. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.7 Comparação entre as bases def2-SVP e def2-TZVPP para valores do

potencial de ionização (IP) em eV calculados com funcional B3LYP.

Sendo ”n”o tamanho do cluster. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.8 Comparação entre valores de potencial de ionização e HOMO em eV

para a base def2-SVP. Sendo ”n”o tamanho do cluster. Com Delta

médio entre as curvas de 1,17eV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

xii



3.9 Comparação entre valores de afinidade eletrônica e LUMO em eV
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Revisão Histórica

O começo do século 20 foi marcado por avanços na f́ısica em geral, principal-

mente na década de vinte, onde se abriram novos caminhos para a ciência mundial.

Em especial, destacamos a formulação da f́ısica quântica com a explicação de efeitos

como a radiação de corpo negro, o efeito fotoelétrico [1] e o efeito Compton [2], com

a natureza quantizada da energia. Entre 1925 e 1926, tivemos a formulação da teoria

quântica completa feita por Heisenberg [3] e Schrödinger [4–8], de maneira indepen-

dente, mas com completa coerência entre os dois pontos de vista. Esses avanços da

f́ısica quântica criaram um campo fértil para desenvolvimentos diversos. Um destes

seria a proposição de um método do campo auto consistente para calcular de forma

aproximada a função de onda e a energia de sistemas básicos. Hartree procurou

resolver a equação de Schrödinger independente do tempo de muitos-corpos a par-

tir de prinćıpios f́ısicos fundamentais, esse método ficou conhecido como método de

Hartree [9–12].

Em 1928 John C. Slater [13] e J. A. Gaunt [14] mostraram, independente-

mente, que o método de Hartree poderia ser formulado numa base teórica mais pre-

cisa, aplicando o prinćıpio variacional a uma função de onda tentativa como um pro-

duto de funções de part́ıcula única. Já em 1930, Slater [15] e Vladimir Fock [16, 17],

independentemente, apontaram que o método de Hartree não usava o prinćıpio de

exclusão de Pauli de maneira comṕleta. Foi então apontado que esse problema seria

sanado quando a função tentativa fosse substitúıda por um determinante de Slater,

1



que foi primeiramente usado por Heisenberg e Dirac em 1926 e satisfaziam as parti-

cularidades de um sistema composto por férmions. Como o método original de Fock

se baseava fortemente na Teoria dos grupos, Hartree reformulou o método em 1935

para facilitar os cálculos.

Apesar da precisão e inovação que o método de Hartree-Fock trouxe para a

área, este não foi tão bem aproveitado neste momento inicial devido as demandas

computacionais muito grandes do método. Foi na década de 50, com o advento

de computadores eletrônicos que o método começou a ser devidamente explorado,

já que antes disso era aplicado somente a átomos com simetrias esféricas e outras

aproximações que permitiam ser posśıveis as soluções manuscritas. Mesmo assim,

as soluções para átomos de médio porte, ou moléculas pequenas, não eram fact́ıveis.

Após o desenvolvimento da ciência computacional e grande exploração do

método de Hartree-Fock, a parte não contabilizada da energia passou a ser o próximo

desafio do método. Mais precisamente, a energia Hartree-Fock (EHF ) encontrada

é cerca de 99% da energia total do sistema alvo. Essa precisão não incomodava a

ciência enquanto o método era amplamente usado, mas passou a fazer diferença

quando se precisava de energias cada vez mais finas para descrever fenômenos

qúımicos. Os 1% restantes são chamados de energia de correlação, e matemati-

camente podemos definir como a diferença entre a energia exata do sistema e a

energia Hartree-Fock,

Ecorr = Eexata − EHF . (1.1)

Apesar de haver uma contribuição da limitação do conjunto de funções de base

usados para descrever a função de onda, dado a necessidade do compromisso entre

precisão e custo computacional, essa energia de correlação é basicamente proveni-

ente da negligencia da interação entre elétrons em orbitais distintos no método de

Hartree-Fock, que é dada pelo uso de somente um determinante de Slater para des-

crever o sistema como um todo. Partindo da necessidade de admitir essa porção

de 1% da energia total, métodos mais robustos foram surgindo, em parte usando os

avanços alcançados pelo método Hartree-Fock, ou partindo para abordagens total-

mente diferentes.

Primeiramente podemos citar o método de interação de configuração (CI)

[18, 19], que usa um conjunto completo de determinantes de Slater para descrever

2



a função de onda. Esse conjunto é composto por uma contribuição majoritária do

determinante Hartree-Fock (HF) somado à contribuições menores de determinantes

exitados de forma simples, dupla, tripla, e assim por diante. Dessa maneira, o CI

pode contabilizar por completo a energia de correlação, mas essa configuração é

imposśıvel para a grande maioria dos sistemas. Levando em conta o compromisso

entre precisão e custo computacional, essa combinação de determinantes de Slater é

truncada em um ńıvel adequado para a precisão do cálculo, assim como o conjunto

de funções de base, tornando esse método muito mais custoso computacionalmente

que o método Hartree-Fock.

Outros métodos posśıveis para cálculos eletrônicos correlacionados são o Møller-

Plesset (MP) e Coupled-Cluster (CC). No caso do método MP, a atuação segue uma

abordagem perturbativa para o resgate da energia de correlação. Já o CC, usa a se-

paração do sistema em clusters menores de elétrons, que são tratados separadamente

e então unidos para representar o sistema inteiro.

Usando o MP como exemplo, podemos entender as vantagens e desvantagens

de métodos desse tipo. Começamos com uma breve explicação, onde podemos dividir

o método MP em determinados graus, dependentes do ńıvel de perturbação levado

em conta para a pretendida precisão dos cálculos. MP0, representa a soma das

energias dos orbitais e juntamente com MP1 representam a mesma quantidade de

energia vinda do método Hartree-Fock.

E(MP0) + E(MP1) = E(HF ). (1.2)

Portanto, a energia de correlação só começará a se fazer presente a partir de per-

turbações de segunda ordem. Então, no cálculo MP2, temos a primeira contribuição

da correlação eletrônica, com uma estimativa de que seja contabilizado cerca de 80%

a 90%.

Apesar de serem métodos também correlacionados, CC e MP continuam

tendo um número elevado de integrais à serem resolvidas, o que mantém um es-

forço computacional alto e que cresce exponencialmente a medida que o número de

átomos do sistema aumenta. Então, para sistemas maiores, como os que estamos

focando nesse trabalho, estes métodos se tornam inviáveis.

Para estudar os clusters de (SrO)n que são objetivos desse trabalho, preci-

saŕıamos de uma metodologia mais prática que fornecesse um resultado satisfatório
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em relação ao comprometimento computacional feito. Diante disso, escolhemos tra-

balhar com a Teoria do Funcional da Densidade (DFT) [20, 21], que aborda o pro-

blema eletrônico ainda de outra forma, usando agora a função densidade eletrônica

como variável para os operadores que compõem o Hamiltoniano do sistema, os trans-

formando em funcionais. Dessa maneira, o número e o tipo de integrais envolvidas

se simplificam, sendo este o principal responsável pela melhora no processamento

computacional. Além da rapidez adquirida, a metodologia DFT também introduz

uma maneira funcional de resgatar a energia de correlação, com os funcionais de

troca e correlação. Com o avanço da DFT, foram desenvolvidos funcionais cada vez

melhores para resgatar essa energia nas mais diversas situações de cálculos. A par-

tir de 1970, a DFT já trazia resultados bons para a área de f́ısica do estado sólido,

onde os valores não precisavam ser tão precisos quando comparados com a demanda

exigida para cálculos na área de qúımica quântica, que começou a usar a teoria por

volta de 1990.

Não existe uma definição trivial de Clusters. Com simplicidade, podemos di-

zer que clusters são aglomerados de átomos ou moléculas escaláveis com o tamanho,

usando a repetição de blocos básicos para a formação de uma estrutura maior. É o

estágio intermediário de crescimento de determinado composto entre os tamanhos

molecular e cristal, definido com ousadia como Xn (3 ≤ n ≤ 105−7). Esses limi-

tes de tamanho são dif́ıceis de serem determinados, já que a qúımica permite uma

infinidade de caminhos para os mais variados compostos.

No próximo caṕıtulo deste trabalho, faremos toda a revisão bibliográfica da

teoria necessária para o entendimento da metodologia aplicada. Começaremos por

descrever a aproximação de Born-Oppenheimer, onde existe um desacoplamento do

problema nuclear do eletrônico. Em seguida, atacaremos o problema eletrônico com

a Teoria de Hartree-Fock, onde existe o primeiro contato com as funções de ondas

de muitos elétrons formadas por funções spin-orbitais de elétrons únicos, e veremos

que há uma falha na teoria ao não tratar corretamente a interação entre elétrons e

portanto havendo uma subestimação da energia, sendo faltante a chamada energia

de correlação.

Dedicaremos a terceira parte do segundo caṕıtulo à Teoria do Funcional da

Densidade (DFT), que é a metodologia aplicada nesse trabalho e é uma das abor-
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dagens que cuida de contabilizar a energia de correlação. Além disso, é acurada o

suficiente e rápida computacionalmente, o que a torna uma boa candidata para o

objetivo pretendido.

No terceiro caṕıtulo, apresentaremos todo o corpo da pesquisa feita no peŕıodo

do trabalho sobre os clusters de óxido de estrôncio, contaremos com o uso do software

NWChem [22], para obter conjuntos de dados sobre afinidade eletrônica, potencial

de ionização, energia de ligação e outros, gerando alguns gráficos que caracteriza-

ram qualidades dos clusters estudados e possibilitaram comparações com trabalhos

já publicados. Já no quarto caṕıtulo, concluiremos o trabalho com perspectivas

futuras para os dados e posśıveis próximos cálculos.
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Caṕıtulo 2

Revisão Bibliográfica

2.1 Expansão de Born-Huang

Para qualquer sistema com um determinado número de átomos, o Hamilto-

niano não relativ́ıstico pode ser escrito levando em conta as energias cinéticas dos

elétron e núcleos e os potenciais de interação eletrostáticos entre todos os compo-

nentes desse dado sistema.

Para sistemas com mais de dois corpos que interagem entre si, a solução da

equação de Schrödinger se torna imposśıvel de maneira anaĺıtica. Dessa forma, o

Hamiltoniano precisa de algumas aproximações para que a solução de tais sistemas

mais complexos seja posśıvel.

Dado o Hamiltoniano para um sistema molecular qualquer:

Htot = Tn +Hel, (2.1)

onde,

Hel = Tel + Vne + Vee + Vnn. (2.2)

O Hamiltoniano está escrito no referencial do laboratório, com os termos de ener-

gia cinética (Te) e potenciais coulombianos de interação entre núcleo-núcleo (Vnn),

elétron-elétron (Vee) e núcleo-elétron (Vne), que de agora em diante, serão compri-

midos em V

V = Vne + Vee + Vnn. (2.3)

A equação de Schrödinger independente do tempo pode ser reescrita então
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como,

Htot|Ψ〉 = E|Ψ〉, (2.4)

ou,

〈Ψ|Tn +Hel − E|Ψ〉 = 0. (2.5)

Explicitando os termos do Hamiltoniano para nos familiarizarmos, teremos,

Tn =
M∑
A=1

−1

2MA

∇2
A, (2.6)

Hel = Tel + V (r, R), (2.7)

onde,

Tel =
−1

2

N∑
i=1

∇2
i , (2.8)

V (r, R) = −
M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
rAi

+
N∑
i=1

N∑
j>1

1

rij
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

. (2.9)

Analisando os termos acima, nota-se elétrons e núcleos sendo descritos por uma

função de onda única (2.1), mas não é dif́ıcil admitir que o movimento eletrônico

pode ser considerado muito mais ”rápido”que o movimento nuclear. Isso indica que

pode ser admitido a separação da função de onda Ψ em uma função eletrônica e outra

nuclear. Porém, apesar dessa separação, devemos ainda ter um movimento eletrônico

ao redor da posição nuclear, o que nos aponta uma dependência paramétrica da parte

eletrônica para a parte nuclear.

Para uma posição ~R qualquer dos núcleos, ficamos com o seguinte problema

eletrônico,

〈Φ|Hel − En(el)(~R)|Φ〉 = 0. (2.10)

Consideramos agora a parte eletrônica desse problema já solucionada, ou seja, o

Hamiltoniano eletrônico já possui autovalores (Eel) e autovetores (Φn) definidos.

Usando então a expansão de Born-Huang,

Ψ(~r, ~R) =
∑
n

χn(~R)Φn(~r, ~R), (2.11)

em que χn(~R) são as funções de ondas nucleares, e Φn(~r, ~R) são nossas já conhecidas

funções eletrônicas. Desse modo, a equação de Schrödinger independente do tempo
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assume a seguinte forma,

HtotΨ(~r, ~R) = EΨ(~r, ~R). (2.12)

Substituindo a expansão de Born-Huang e passando o termo da energia para o lado

esquerdo, ∑
n

{Htot − E}|χn(~R)Φn(~r, ~R)〉 = 0. (2.13)

Multiplicando por um 〈Φm| para aproveitar a ortonormalidade das funções eletrônicas,

chegamos a seguinte expressão,∑
n

〈Φm(~r, ~R)|Htot − E|χn(~R)Φn(~r, ~R)〉r = 0,

expandindo ainda o Hamiltoniano,∑
n

〈Φm(~r, ~R)|Hel + Tn − E|χn(~R)Φn(~r, ~R)〉r = 0,

e agora separando os produtos,∑
n

{〈Φm|Hel|χnΦn〉r + 〈Φm|Tn|χnΦn〉r − 〈Φm|E|χnΦn〉r} = 0. (2.14)

Recordando que a parte eletrônica é assumida como resolvida com autofunções or-

tonormais entre si, que Hel só age sobre a função eletrônica e, recordando também

a forma de Tn. Usamos esses componentes na função anterior,

∑
n

{En(el)χn(~R)δmn − Eχn(~R)δmn + 〈Φm|
M∑
A=1

−1

2MA

∇2
A|χnΦn〉r} = 0. (2.15)

Usamos a propriedade do Laplaciano, ∇2
R(χ · Φ) = Φ∇2

Rχ+ χ∇2
RΦ + 2~∇RΦ · ~∇Rχ.

A equação de Schrödinger então se torna,

∑
nEn(el)χn(~R)δmn −

∑
nEχn(~R)δmn − (2.16)∑

n

M∑
A=1

1
2MA
〈Φm|

[
|χn〉∇2

A|Φn〉 + |Φn〉∇2
A|χn〉 + 2~∇A|Φn〉 ~∇A|χn〉

]
= 0,

usando os deltas (δmn) e efetuando os produtos das funções de estado,

En(el)χn(~R)− Eχn(~R)−∑
n

M∑
A=1

1
2MA

[〈Φm|∇2
A|Φn〉rχn +∇2

Aχnδmn + 2〈Φm|∇A|Φn〉r∇Aχn] = 0. (2.17)
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Notamos a presença dos termos que possuem cruzamento entre estados distin-

tos. São termos não diagonais e estão ligados ao acoplamento de diferentes estados

eletrônicos. Vamos então renomeá-los da seguinte forma,

Amn = 〈Φm|PA|Φn〉r, (2.18)

Bmn = 1
2
〈Φm|P 2

A|Φn〉r, (2.19)

PA = i∇A. (2.20)

Retornando a equação de Schrödinger,

En(el)χn(~R)− Eχn(~R)−
∑M

A=1
1

2MA
∇2
Aχn −∑

n

∑M
A=1

1
2MA

(
−2Bmn + 2Amn

i
PA

i

)
χn = 0,

que implica,

En(el)χn(~R)− Eχn(~R)−
∑M

A=1
1

2MA
∇2
Aχn −∑

n

∑M
A=1

1
MA

(−Bmn − AmnPA)χn = 0,

levando a,

En(el)χn(~R)− Eχn(~R)−
∑M

A=1
1

2MA
∇2
Aχn +∑

n

∑M
A=1

1
MA

(Bmn + AmnPA)χn = 0. (2.21)

Renomeando ainda Cmn =
∑M

A=1
1
MA

(Bmn + AmnPA) e usando que,

Tn =
M∑
A=1

−1

2MA

∇2
A, (2.22)

reescrevemos a equação 2.21 de maneira mais simplificada,

(En(el) − E + Tn)χn +
∑
n

Cmnχn = 0. (2.23)

Esse é o máximo que conseguimos sem particularizar de alguma forma nossa apro-

ximação. Porém, podemos pensar em um sistema com uma independência entre os

estados Φn, ou seja, os termos Amn e Bmn quando m 6= n, serão negligenciados em

algum momento por representar o acoplamento entre estados eletrônicos distintos.

Para isso vamos entender mais sobre os termos Amn e Bmn usando a equação de

Schrödinger eletrônica [23].
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⇒ Para Amn

Hel|Φn〉 = En(el)|Φn〉,

〈Φm|i∇A · (Hel|Φn〉) = 〈Φm|i∇A · (En(el)|Φn〉),

〈Φm|i∇AHel|Φn〉r + 〈Φm|Heli∇A|Φn〉r = En(el)〈Φm|i∇A|Φn〉r,

(En(el) − Em(el))〈Φm|i∇A|Φn〉r = 〈Φm|i∇AHel|Φn〉r,

Amn = 〈Φm|i∇AHel|Φn〉r
En(el)−Em(el)

. (2.24)

⇒ Para Bmn

〈Φm|i∇A · (i∇AHel|Φn〉+Heli∇A|Φn〉) = 〈Φm|i∇A · (i∇AEn(el)|Φn〉),

−〈Φm|(∇2
AHel|Φn〉 − ∇AHel∇A|Φn〉 − ∇AHel∇A|Φn〉 −Hel∇2

A|Φn〉)

= −En(el)〈Φm|∇2
A|Φn〉r,

〈Φm|∇2
AHel|Φn〉r + 2〈Φm|∇AHel∇A|Φn〉r + 〈Φm|Hel∇2

A|Φn〉r = En(el)〈Φm|∇2
A|Φn〉r,

(n(el)− Em(el))〈Φm|∇2
A|Φn〉r = 〈Φm|∇2

AHel|Φn〉r + 2〈Φm|∇AHel∇A|Φn〉r,

Bmn =
〈Φm|∇2

AHel|Φn〉r+2〈Φm|∇AHel∇A|Φn〉r
En(el)−Em(el)

. (2.25)

Vemos claramente que os termos Amn e Bmn são dependentes da diferença de ener-

gia entre dois estados distintos. Quando citamos a independência entre os estados,

queremos marcar o aumento na diferença de energia entre os estados e uma dimi-

nuição do valor final de Amn e Bmn. Isso justifica então, a desconsideração desses

termos de produtos entre diferentes funções eletrônicas para sistemas que possuem

esse gap grande em relação a todos os outros estados. Apesar disso, os termos de

m = n ainda devem ser contabilizados. Para isso, devemos considerar estados de

natureza estacionária, o que tem por consequência fazer Φ∗n = Φn. Isso deve ser

suficiente para produzir resultados importantes sem muitas restrições, e nos afastar

de complicações trazidas pela fase geométrica [24, 25]

Da ortogonalidade dos estados eletrônicos 〈Φm|Φn〉 = δmn, da inerticidade do

operador PA à função Φn e também i∇Aδmn = 0 podemos escrever,

i∇A〈Φm|Φn〉 = i
∫

(Φ∗m∇AΦn + Φn∇AΦ∗m)dr = 0. (2.26)

Para m = n e somente quando Φ∗n = Φn,

i

∫
(Φn∇AΦn + Φn∇AΦn)dr = 2Ann = 0. (2.27)
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Usando desse resultado, podemos calcular o termo Bnn

i∇A〈Φn|i∇A|Φn〉 = −
∫

(∇AΦ∗n∇AΦn + Φn∇2
AΦ∗n)dr = 0,

−
∫

(Φn∇2
AΦn)dr =

∫
(∇AΦ∗n∇AΦn)dr,

2Bnn =
∫

(∇AΦ∗n∇AΦn)dr 6= 0. (2.28)

Conclúımos então que o termo Cnn deve ser não nulo, e deve ter a forma,

Cnn =
M∑
A=1

1

MA

Bnn, (2.29)

e então a equação de Schrödinger para a parte nuclear do sistema com m = n deve

ser, (
En(el) − E + Tn +

M∑
A=1

1

MA

Bnn

)
χn = 0. (2.30)

O termo com Bnn deve ser tratado como uma energia potencial produzida pela parte

eletrônica do sistema, então podemos escreve-lo junto com as energias potenciais de

natureza elétrica já computadas anteriormente. Deste modo,

Un(R) = En(el)(R) +
M∑
A=1

1

MA

Bnn. (2.31)

Substituindo o resultado na equação anterior, encontramos a devida equação para

um sistema molecular, com a parte eletrônica composta por funções estacionárias

usando uma consideração de interação mı́nima entre os estados distintos.

(Tn + Un(R)− E)χn = 0. (2.32)

2.1.1 Aproximação de Born-Oppenheimer

A Aproximação de Born-Oppenheimer é a prinćıpio uma outra maneira de

encarar um problema molecular, fazendo alguns compromissos que simplificam a

matemática do problema. Tais compromissos não são diferentes dos que fizemos

no decorrer da sessão anterior para tratar os termos não diagonais da Teoria de

Born-Huang. Então vamos afirmar que a Aproximação de Born-Oppenheimer é de

fato um caso particular da Teoria de Born-Huang, e nessa sessão iremos provar essa

afirmação e fazer a conexão entre essas teorias.
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Começamos por imaginar um sistema de átomos, onde núcleos e elétrons

estão em movimento e em constante interação entre si. Afirmamos então que os

elétrons são muito leves e rápidos para os padrões nucleares, e podemos passar a

considerar os núcleos estáticos nesse primeiro momento. Essa afirmação leva a zero a

energia cinética nuclear, e o potencial de interação núcleo-núcleo se torna constante,

o que não afeta o vetor de estado do sistema que, nesse caso, podemos já chamar de

vetor de estado eletrônico.

A equação de Schrödinger para esse sistema será então a equação eletrônica

dada por,

(H0
el − Eel( ~RA))|Φ(~r, ~RA)〉 = 0, (2.33)

Sendo notado a dependência paramétrica da função |Φ〉 e da energia eletrônica, pois

ela será calculada para cada configuração estática nuclear.

O Hamiltoniano eletrônico é dado por,

H0
el = Te + Vne + Vee + Vnn,

H0
el = Hel + Vnn, (2.34)

onde o termo Vnn será constante para cada configuração nuclear e não afetará a

função de estado eletrônica, somente a energia eletrônica. A energia desse sistema

será a soma da energia eletrônica com a constante vinda do potencial coulombiano

núcleo-núcleo,

En(el) = Eel +
M∑
A=1

M∑
B=1

ZAZB
rAB

, (2.35)

De posse dessa solução para o caso de núcleo estáticos, podemos olhar o problema

nuclear. Para isso, vamos assumir agora que os elétrons, que se movem muito mais

rápido que os núcleos, se adaptam instantaneamente as novas posições nucleares.

Isso nos diz que os núcleos sentem um potencial médio vindo da parte eletrônica

que depende somente da posição internuclear ~R e é intuitivo pensar que, essa energia

será a energia média da função de estado eletrônica já calculada na última parte.

Assim a equação de Schrödinger nuclear pode ser escrita como,

Hnuc|χn(~R)〉 = E|χn(~R)〉, (2.36)

onde,

Hnuc =
M∑
A=1

−1

2MA

∇2
A +

M∑
A=1

M∑
B=1

ZAZB
rAB

+ Eel,
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Hnuc =
M∑
A=1

−1

2MA

∇2
A + En(el). (2.37)

A energia E da equação nuclear será a energia total do sistema, já que contabiliza

tanto a parte nuclear, quanto a parte eletrônica . Então, a solução dessa equação

nos entrega as últimas peças para descrever o problema por completo.

Consideramos a existência de uma base de funções eletrônicas na forma

Φn(~r, ~R), onde existe uma dependência paramétrica das posições nucleares e re-

presentam a solução para o operador Hel hermitiano. Fazemos uma expansão da

função molecular sobre essa base, de maneira que os coeficientes dessa expansão são

as próprias funções nucleares desconhecidas. Essa expansão, nada mais é, que a

expansão de Bohn-Huang.

Ψ(~r, ~R) =
∑
n

χn(~R)Φn(~r, ~R). (2.38)

Finalmente, reescrevemos a equação de Schrödinger nuclear na Aproximação de

Born-Oppenheimer como,

Hnuc|χn(~R)〉 = E|χn(~R)〉,

ou também,

(Tn + En(el) − E)|χn〉 = 0. (2.39)

Comparando então com a equação (2.32) podemos notar que quando interações entre

estados são desconsideradas, ou seja, o termo Bmn é considerado zero, a Teoria de

Born-Huang é particularizada e se transforma na abordagem da aproximação de

Born-Oppenheimer. Esse efeito ocorre geralmente para o estado fundamental de

diversas moléculas e para cristais não condutores.

2.2 Método Hartree-Fock

Após a aproximação de Born-Oppenheimer, temos um sistema molecular cu-

jos cálculos podem ser separados entre o Hamiltoniano nuclear e eletrônico. Porém,

usamos como hipótese que a parte eletrônica do problema estava resolvida, ou seja,

que Ψn e En são conhecidas. A questão agora passa a ser resolver a parte eletrônica

do problema para uma dada posição nuclear ~R. Note que a dependência da função
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de onda eletrônica é paramétrica com respeito à posição dos núcleos. Sendo assim,

se En(el) é determinado para todo ~R, temos que En(el) se comporta como o potencial

para o movimento nuclear. Aqui, surge o conceito de superf́ıcie de energia potencial,

um dos pontos mais importantes na qúımica quântica

Começamos pela ideia de que, ao invés de tratarmos todos os elétrons com

uma única função de onda, seria plauśıvel que cada elétron fosse descrito por uma

função própria, e a função total fosse montada a partir de uma certa combinação

dessas funções individuais. Introduzimos assim a função para cada elétron como

sendo,

χa(~x1) = φ(~r1)α(1), (2.40)

ou,

χa(~x1) = φ(~r1)β(1). (2.41)

A parte espacial é representada pela função φ, que são chamadas de orbitais mole-

culares, já α(1) ou β(1) são funções que marcam o spin ”up”ou ”down”, respecti-

vamente. Juntas, essas funções formam o spin-orbital de cada elétron (χ(~xn)), que

caracteriza por completo o estado de um único elétron. Quando olhamos agora um

sistema com mais de um elétron, devemos levar em conta o prinćıpio da indistingui-

bilidade, já que trata-se de um sistema fermiônico. Como exemplo, podemos pensar

em um sistema composto por dois elétrons, com coordenadas ~x1 e ~x2 respectiva-

mente. Para montar a função Ψ desse sistema, multiplicamos os dois spins-orbitais,

Ψ = χ1(~x1)χ2(~x2), (2.42)

este é denominado de produto de Hartree, o qual representa um posśıvel estado do

sistema. Porém, essa função não caracteriza um conjunto completo, já que quando

trocamos esses dois elétrons de posição, devemos ter uma função de onda que iden-

tifique essa mudança e ainda represente o sistema. Como uma troca de part́ıculas

num sistema de férmions deve ser antissimétrica, então a função trocada deve ter o

sinal trocado.

Ψ = −χ1(~x2)χ2(~x1). (2.43)

Assim, a função final desse sistema deve ser a combinação dessas funções na forma,

Ψ =
1√
2

(χ1(~x1)χ2(~x2)− χ1(~x2)χ2(~x1)), (2.44)
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onde 1√
2

representa a normalização da função de onda.

Quando olhamos a função total, temos uma semelhança com o cálculo de

um determinante em uma matriz 2 × 2. Além disso, a consequência de trocas de

linhas da matriz é compat́ıvel com a troca de part́ıculas fermiônicas numa função

de estado, onde temos o sinal da função total sendo trocado. Então é natural tentar

escrever a função de onda como um determinante de uma matriz, cujas entradas são

os spin-orbitais.

Ψ =
1√
2

∣∣∣∣χ1(~x1) χ2(~x1)

χ1(~x2) χ2(~x2)

∣∣∣∣ .
Observando tal exemplo, generalizamos para um sistema com N elétrons,

produzindo uma matriz N × N de spin-orbitais, cujo determinante, devidamente

normalizado, deve representar a função de onda total do sistema, e é calculado da

seguinte forma,

Ψ0 =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1(~x1) χ2(~x1) · · · χN(~x1)

χ1(~x2) χ2(~x2) · · · χN(~x2)
...

...
...

χ1(~xN) χ2(~xN) · · · χN(~xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Essa maneira de representar a função de onda eletrônica num conjunto com-

pleto de funções de maneira determinantal [21] é conhecida como determinante de

Slater. Usando um operador de permutação, podemos representar a função de onda

de maneira mais compacta como,

Ψ0 =
1√
N !

N !∑
i=1

(−1)piPi{χ1(~x1)χ2(~x2) · · ·χN(~xN)}. (2.45)

O operador permutação, fará o trabalho de contabilizar todas as configurações do

dado sistema. O ı́ndice de contagem i será ligado a cada configuração, indo de 1 a

N . Já pi será o número de trocas necessárias na configuração original para atingir

a configuração i, e quando (−1) é elevado a pi, temos o sinal adequado para a

permutação.

Voltamos então ao Hamiltoniano eletrônico,

H = −
N∑
i=1

1

2
∇2
i −

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA
riA

+
N∑
i=1

N∑
j<i

1

rij
. (2.46)

Observa-se dois termos com operadores de 1 elétron, sendo esses o operador de

energia cinética (∇2
i ) e o termo de interação coulombiana entre elétron e núcleo
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(riA). Além deles, temos o termo de interação inter-eletrônica, com rij que faz

referência a dois elétrons. Vamos então começar por separar o Hamiltoniano com

base nessas duas naturezas na forma,

H = O1 +O2, (2.47)

onde,

O1 =
N∑
i=1

h(i), (2.48)

sendo,

h(i) = −1

2
∇2
i −

M∑
A=1

ZA
riA

, (2.49)

e

O2 =
N∑
i=1

N∑
j<i

1

rij
. (2.50)

Vamos agora calcular o valor esperado do Hamiltoniano para solucionar a equação

de Schrödinger eletrônica. Como separamos o mesmo, vamos calcular o valor es-

perado para cada componente dele, e a soma desses valores será o valor esperado

correspondente de H.

〈Ψ0|O1|Ψ0〉 = 〈Ψ0|h(1) + h(2) + · · ·+ h(N)|Ψ0〉. (2.51)

Como os elétrons são indistingúıveis, então o valor esperado de cada h(i) deve ser

igual ao valor esperado de cada h(j). Sendo assim,

〈Ψ0|O1|Ψ0〉 = N〈Ψ0|h(1)|Ψ0〉, (2.52)

e quando substitúımos a função de onda Ψ0, temos,

〈Ψ0|O1|Ψ0〉 = N × 1
N !

∑N !
i=1

∑N !
j=1(−1)pi(−1)pj

×〈Piχ1(1)χ2(2) · · ·χN(N)|h(1)|Pjχ1(1)χ2(2) · · ·χN(N)〉. (2.53)

Além disso, usando a ortogonalidade das funções spin-orbitais,

〈χa|χb〉 =

∫
χ∗a(~x1)χb(~x1)d~x1 = δab, (2.54)

observamos que os operadores permutação, trocaram o posicionamento dos elétron

nos spin-orbitais, e isso faz as integrais de produtos internos resultem em zero para

todos os casos onde as permutações ocasionarem funções de onda diferentes. Dessa
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maneira, só teremos um resultado distinto de zero, quando as permutações levarem

a mesma função, ou seja, Pi = Pj. Neste caso,

〈Ψ0|O1|Ψ0〉 = N × 1
N !

∑N !
i=1(−1)2pi

×〈Piχ1(1)χ2(2) · · ·χN(N)|h(1)|Piχ1(1)χ2(2) · · ·χN(N)〉, (2.55)

que por sua vez se reduz à,

〈Ψ0|O1|Ψ0〉 =
N∑
a=1

〈χa(1)|h(1)|χa(1)〉. (2.56)

Para minimizar o peso da notação, vamos definir,

〈χa(1)|h(1)|χa(1)〉 = 〈a|h|a〉. (2.57)

Dessa maneira,

〈Ψ0|O1|Ψ0〉 =
N∑
a=1

〈a|h|a〉. (2.58)

Agora calculamos o valor esperado do operador O2.

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 = 〈Ψ0|
1

r12

+
1

r13

+ · · · |Ψ0〉. (2.59)

Como os elétrons são tratados como part́ıculas indistingúıveis temos:

〈Ψ0|
1

r12

|Ψ0〉 = 〈Ψ0|
1

r13

|Ψ0〉 = · · · (2.60)

Contabilizando todos os elétrons sem repetir os termos onde os ı́ndices são trocados

teremos,

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 =
N(N − 1)

2
〈Ψ0|

1

r12

|Ψ0〉, (2.61)

substituindo a equação de onda,

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 = N(N−1)
2

1
N !

∑N !
i=1

∑N !
j=1(−1)pi(−1)pj

×〈Piχ1(1)χ2(2) · · ·χN(N)| 1
r12
|Pjχ1(1)χ2(2) · · ·χN(N)〉. (2.62)

Percebe-se que o operador computado só envolve os elétrons 1 e 2, dessa forma, os

outros elétrons devem permanecer nos mesmos spin-orbitais para que os produtos

internos entre as funções não deem zero. Já para os elétrons 1 e 2, temos duas

opções. Uma delas, é o elétron 1 no spin-orbital χ1 e o elétron 2 no spin-orbital χ2.

A outra opção seria a troca de elétrons, ou seja, elétron 2 em χ1 e elétron 1 em χ2.
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Fazendo a contagem das posśıveis combinações para os produtos internos,

temos que,

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 = (N − 2)!N(N−1)
2

1
N !

∑N
a=1

∑N
b=1

×〈χa(1)χb(2)| 1
r12
|χa(1)χb(2)− χb(1)χa(2)〉,

onde (N − 2)! é resultado do rearranjo dos elétrons 3, 4, ..., N .

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 =
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

〈χa(1)χb(2)| 1

r12

|χa(1)χb(2)− χb(1)χa(2)〉. (2.63)

Usando a mesma notação aplicada em O1, podemos reescrever a equação

anterior como,

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 =
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

〈ab| 1

r12

|(ab− ba)〉,

〈Ψ0|O2|Ψ0〉 =
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

{〈ab| 1

r12

|ab− ab| 1

r12

|ba〉}. (2.64)

Tendo os valores esperados das partes do Hamiltoniano eletrônico, vamos

unir os resultados (2.58) e (2.64) e compor a equação eletrônica.

E = 〈Ψ0|H|Ψ0〉 =
N∑
a=1

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

{〈ab| 1

r12

|ab〉 − 〈ab| 1

r12

|ba〉}. (2.65)

A partir de agora, devemos atacar diretamente os spins-orbitais para encon-

trar as equações de autovalores e então poder quantificar os produtos internos da

equação anterior. Vamos então usar o prinćıpio variacional para calcular tais valores,

partindo de uma Ψexata que descreve perfeitamente o sistema e consequentemente

possui o menor valor de energia. Assim,

〈Ψexata|H|Ψexata〉 = Eexata. (2.66)

Partindo da (2.65) devemos escolher uma função Ψ0 que minimize a energia. Neste

caso, escolhemos uma função do tipo spin-orbital que é a forma com que o método

descreve o estado eletrônico. Encaramos a energia como um funcional E[χ]. Assim,

E[χ] =
N∑
a=1

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

{〈ab| 1

r12

|ab〉 − 〈ab| 1

r12

|ba〉}. (2.67)

Além disso, forçamos que as funções spin-orbitais continuem ortonormais

entre si para mantermos as propriedades de autofunção eletrônica.

〈χa|χb〉 = δab. (2.68)
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Para a minimização do funcional energia, vamos utilizar a técnica dos multiplicado-

res indeterminados de Lagrange, que consiste em minimizar o seguinte funcional,

L[χ] = E[χ]−
N∑
a=1

N∑
b=1

εba(〈χa|χb〉 − δab), (2.69)

onde os coeficientes εba são os multiplicadores de Lagrange. Forçamos que L[χ]

seja real. Isso implica que o ultimo termo também deva ser real, o que nos leva a

conclusão que o bra-ket entre χa e χb deve também ser real, ou seja,

〈χa|χb〉∗ = 〈χa|χb〉. (2.70)

Como consequência, temos ainda uma conclusão sobre a natureza do multiplicador

de Lagrange, onde

εab∗ = εba. (2.71)

Dessa maneira, os multiplicadores de Lagrange constituem uma matriz hermitiana.

Em seguida, deduziremos a equação de Hartree-Fock, que tem como solução

os spin-orbitais que minimizam L[χ]. Para isso, precisamos deduzir uma pequena

variação do funcional L, que pode ser escrita conforme a seguinte expressão [21],

δL =
N∑
a

〈δχa|h|χa〉+ 〈χa|h|δχa〉+
N∑
a,b

{〈δχaχb|χaχb〉+ 〈χaχb|δχaχb〉

−〈δχaχb|χbχa〉 − 〈χaχb|δχbχa〉} −
N∑
a,b

εba〈δχa|χb〉+ 〈χa|δχb〉. (2.72)

Sabendo que h e 1
r12

são operadores hermitianos, e ainda usando (2.71), podemos

reescrever δL como

δL =
N∑
a

〈δχa|h|χa〉+
N∑
a,b

{〈δχaχb|χaχb〉 − 〈δχaχb|χbχa〉}

−
N∑
a,b

εba〈δχa|χb〉+ complexo conjugado. (2.73)

Definindo a integral de coulomb Jb e integral de troca Kb como sendo,

Jb(1)χa(1) = 〈χb(2)| 1

r12

|χb(2)〉χa(1), (2.74)

e

Kb(1)χa(1) = 〈χb(2)| 1

r12

|χa(2)〉χb(1), (2.75)
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podemos reescrever δL colocando em evidência os termos 〈δχa(1)|, como

δL =
∑
a

〈δχa|

{[
h(1) +

∑
b

[Jb(1)−Kb(1)]

]
|χa(1)〉 (2.76)

−
∑
b

εba|χb(1)〉

}
+ complexo conjugado.

Agora fica claro que, se δχa é arbitrário e δL = 0, devemos exigir que o termo entre

chaves seja zero.{[
h(1) +

∑
b

[Jb(1)−Kb(1)]

]
|χa(1)〉 −

∑
b

εba|χb(1)〉

}
= 0,

[
h(1) +

∑
b

[Jb(1)−Kb(1)]

]
|χa(1)〉 =

∑
b

εba|χb(1)〉. (2.77)

Essa equação acima é chamada de equação de Hartree-Fock, e o termo entre colchetes

é chamado de operador de Fock, que é composto por três termos distintos. h(1)

é o hamiltoniano do sistema de um elétron, composto pela energia cinética e pela

interação dos núcleos com esse elétron 1. Já Jb(1) é chamada de integral de coulomb,

que consiste no cálculo coulombiano entre o elétron 1 e os outros N − 1 elétrons do

sistema. Por fim, Kb(1) é chamado de integral de troca, que não é ligado à um efeito

clássico, mas sim, resultado da introdução do spin nas funções que caracterizam os

elétrons.

A equação de Hartree-Fock pode ser escrita de maneira simples, como,

f(1)|χa(1)〉 =
N∑
b

εba|χb(1)〉 (2.78)

Nessa forma, a equação de Hartree-Fock ainda não é uma equação de autovalor, já

que as funções χa e χb são diferentes entre śı.

2.2.1 Equação Canônica de Hartree-Fock

O próximo passo para essa formulação seria tornar essa equação uma equação

de autovalor, com uma escolha apropriada das funções de spin-orbitais.

Podemos pensar em um novo conjunto de funções χ′a, que é gerado usando

uma operação unitária no conjunto de funções χb

χ′a =
∑
b

χbUba. (2.79)
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Esse tipo de operação mantém a ortonormalidade das funções originais e também

relaciona as matrizes das dos spin-orbitais A′ e A da seguinte maneira,

A′ = AU =


χ1(1) χ2(1) · · · χN(1)

χ1(2) χ2(2) · · · χN(2)
...

...
...

χ1(N) χ2(N) · · · χN(N)



U11 U12 · · · U1N

U21 U22 · · · U2N
...

...
...

UN1 UN2 · · · UNN

 (2.80)

=


χ′1(1) χ′2(1) · · · χ′N(1)

χ′1(2) χ′2(2) · · · χ′N(2)
...

...
...

χ′1(N) χ′2(N) · · · χ′N(N)

 .

Precisamos de fato do determinante da matriz A′ para calcular a função Ψ, então

podemos usar a propriedade do determinante,

det(AB) = det(A)det(B).

Dessa forma,

det(A′) = det(U)det(A),

e como U é uma matriz unitária, seu determinante será det(U) = eiφ. Então, a

diferença entre a função de onda eletrônica composta por χi e a composta por χ′j

pode ser dada pela relação,

|Ψ′0〉 = det(U)|Ψ0〉, (2.81)

que mostra como a função de onda eletrônica é representada com sucesso pelos

novos spin-orbitais, já que a natureza f́ısica não será alterada pela multiplicação

de um fator de fase. Como escrevemos nossas funções spin-orbitais de maneira

diferente, devemos entender como os componentes do operador de Fock e como o

multiplicador de Lagrange εba se comportam. Para isso, recordamos que no operador

de Fock a dependência da função spin-orbital está no termo de Coulomb e o termo

de troca. Começamos então pela análise do termo de Coulomb. Com as funções

transformadas, o termo de Coulomb pode ser escrito como,∑
a

J ′a(1) =
∑
a

〈χ′a(2)| 1

r12

|χ′a(2)〉, (2.82)

∑
a

J ′a(1) =
∑
bc

[∑
a

U∗abUac

]
〈χ′b(2)| 1

r12

|χ′c(2)〉,
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já que, ∑
a

U∗abUac = (UU †)cb = δcb,

temos o atestado da invariância do termo de Coulomb∑
a

J ′a(1) =
∑
b

〈χb(2)| 1

r12

|χb(2)〉 =
∑
b

Jb(1). (2.83)

Da mesma maneira, o termo de troca terá uma relação similar com a trans-

formação unitária, e será igualmente invariante.∑
a

K′a(1) =
∑
ab

〈χb(2)| 1

r12

|χa(2)〉 =
∑
b

Kb(1). (2.84)

Agora, para o multiplicador de Lagrange, que é a energia dos spin-orbitais,

retornamos nas equações de Hartree-Fock,

f |χa〉 =
N∑
b

εba|χb〉. (2.85)

Multiplicamos por 〈χc|,

〈χc|f |χa〉 =
N∑
b

εba〈χc|χb〉 = εca. (2.86)

Partindo agora de ε′ab,

ε′ab = 〈χ′a(1)|f(1)|χ′b(1)〉,

ε′ab =
∑
cd

U∗caUdb〈χc(1)|f(1)|χd(1)〉,

ε′ab =
∑
cd

UcaεcdUdb. (2.87)

Isso pode ser escrito na forma matricial,

ε′ = U†εU. (2.88)

Como ε é uma matriz hermitiana, deve existir uma transformação U que diagonalize

a matriz dos coeficientes ε de forma que,

ε′ab = ε′aδab, (2.89)

que quando substitúıdo na equação 2.85, implica na equação canônica,

f |χa〉 = εa|χa〉. (2.90)
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Essa é de fato uma equação de autovalor, e é chamada de equação de Hartree-

Fock. Agora, cada spin-orbital está ligado a um coeficiente εi, que neste momento

está claro, que representa a energia ligada a cada função χi. Podemos isolar εi nas

equações de Hartree-Fock, para obter a definição da energia do spin-orbitais.

〈χj|f |χi〉 = εi〈χj|χi〉 = εiδij, (2.91)

〈χi|f |χi〉 = εi = 〈χi|h+
∑
b

(Jb −Kb)|χi〉, (2.92)

εi = 〈χi|h|χi〉+
∑
b

〈χi|Jb|χi〉 − 〈χi|Kb|χi〉. (2.93)

Lembrando da definição dos termos de Coulomb e de troca, podemos definir

uma nova notação mais simples que deixará os cálculos menos polúıdos daqui para

frente. já que em Jb e Kb temos a presença de um spin-orbital χb, definimos esses

termos da seguinte maneira,∑
b

〈χi|Jb|χi〉 =
∑
b

〈ib|ib〉, (2.94)

∑
b

〈χi|Kb|χi〉 =
∑
b

〈ib|bi〉. (2.95)

Não esquecendo que tanto em coulomb, quanto na troca, temos o termo de interação

1
r12

embutido na notação.

Podemos reduzir ainda mais a notação. Já que o termo de troca e coulomb

sempre aparecem juntos, definimos uma operação que os representa,∑
b

〈χi|Jb|χi〉 − 〈χi|Kb|χi〉 =
∑
b

〈ib|ib〉 −
∑
b

〈ib|bi〉,

∑
b

〈ib|ib〉 −
∑
b

〈ib|bi〉 =
∑
b

〈ib||ib〉. (2.96)

Dessa maneira, podemos reescrever a energia εi,

εi = 〈i|h|i〉+
∑
b

〈ib||ib〉. (2.97)

Essa será a energia de cada orbital χi, porém, em um sistema de N elétron, é fato

que teremos somente a ocupação dos N orbitais de mais baixa energia, e os K −N

orbitais que restaram serão desocupados.
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Para orbitais ocupados, a energia εa tem uma peculiaridade, pois o termo

〈aa||aa〉 dentro da somatória será zero. Então, a somatória pode ser dada como,

εa = 〈a|h|a〉+
∑
b 6=a

〈ab||ab〉. (2.98)

Já para os orbitais desocupados, esse termo de troca e Coulomb nunca apare-

cerá, já que a somatória em b corre sobre os estados ocupados, e χr não esta dentro

desse conjunto. Então,

εr = 〈r|h|r〉+
∑
b

〈rb||rb〉. (2.99)

Ainda mais curioso, é o fato de termos N elétrons representados no termo de troca

e Coulomb interagindo com o elétron que está em χr. Ou seja, é como se o sistema

tivesse passado a ter N + 1 elétrons e εr representa a energia desse elétron excitado,

que é chamado de elétron virtual.

A energia total de um sistema sem elétrons excitados, claramente não pode

ser a soma de todas as energias εa, já que as interações contidas no termo de troca

e Coulomb serão contadas mais de uma vez. Então, para conectar as energias εa à

energia total vamos retomar a expressão de E0,

E0 =
N∑
a

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a

N∑
b

〈ab||ab〉. (2.100)

2.2.2 Propriedades de Ionização e Afinidade Eletrônica

Agora, imaginamos um sistema de estado Ψ0, onde subtráımos um elétron.

Isso gera o sumiço de um dos spin-orbitais ocupados (χc) e chamamos essa nova

função eletrônica de |N−1Ψc〉.

Calculamos agora uma grandeza chamada de potencial de ionização (I), de-

finida pela diferença entre as energias do estado fundamental e do estado com um

elétron a menos.

I = (N−1Ec)− (NE0), (2.101)

onde,

NE0 =
N∑
a

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a

N∑
b

〈ab||ab〉, (2.102)

e,

N−1Ec =
N∑
a6=c

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a6=c

N∑
b 6=c

〈ab||ab〉. (2.103)
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Então,

I =
N∑
a6=c

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a6=c

N∑
b6=c

〈ab||ab〉 −
N∑
a

〈a|h|a〉+
1

2

N∑
a

N∑
b

〈ab||ab〉,

I = −〈c|h|c〉 − 1

2

N∑
a

N∑
b≡c

〈ab||ab〉 − 1

2

N∑
a≡c

N∑
b

〈ab||ab〉,

I = −〈c|h|c〉 − 1

2

N∑
a

〈ac||ac〉 − 1

2

N∑
b

〈cb||cb〉,

como o ı́ndice é mudo,

I = −〈c|h|c〉 −
N∑
a

〈ac||ac〉. (2.104)

A menos de um sinal, essa expressão é igual a energia do orbital εc que discutimos

anteriormente. Ou seja,

I = −εc, (2.105)

o que prova como essa energia εc está ligada à energia de cada elétron, representando

a energia do spin-orbital [18, 26].

Podemos seguir esse pensamento e calcular agora outra quantidade chamada

de afinidade eletrônica (A), que é a diferença energética do estado fundamental por

um estado com um elétron a mais, ou seja, teremos o estado eletrônico |N+1Ψr〉 com

energia dada por,

A =

N,r∑
a

〈a|h|a〉+
1

2

N,r∑
a

N,r∑
b

〈ab||ab〉. (2.106)

Calculando a diferença energética citada a cima,

A = −〈r|h|r〉 − 1

2

N∑
a

〈ar||ar〉 − 1

2

N∑
b

〈rb||rb〉,

A = −〈r|h|r〉 −
N∑
b

〈rb||rb〉, (2.107)

que equivale a −εr [18, 26].

2.2.3 Energia de correlação

O método Hartree-Fock é um ótimo começo para a caracterização do sistema

eletrônico, mas não podemos deixar de apontar que a energia HF não representa

a energia exata do sistema. A parte não contabilizada da energia pelo método

25



de Hartree-Fock é chamada de energia de correlação. Esta está relacionada ao

quanto o movimento de um elétron é influenciado pela presença dos demais, e não

entra na energia Hartree-Fock por termos representado o estado com somente um

determinante de Slater. Essa energia pode ser escrita matematicamente como,

Ecorr = Eexata − EHF . (2.108)

Essa fração da energia é de aproximadamente 1% da energia total, mas é crucial

para a grande maioria dos estudos feitos hoje sobre sistemas moleculares.

Há maneiras de recuperar essa parte da energia com diferentes abordagens ao

problema eletrônico. Podemos separar essas abordagens em ”pós Hartree-Fock”, que

usam o HF como ponto de partida para outros cálculos que buscam incluir a energia

de correlação, e outras abordagens distintas. Dentro das abordagens pós Hartree-

Fock, podemos citar métodos como CI, MP e CC, que abordam esse problema de

maneiras diferentes.

CI (Configuration Interaction) usa uma combinação de muitos determinan-

tes de Slater, diferenciando do método de Hartree-Fock que só usa o determinante

de Slater do sistema no estado fundamental. Esses muitos determinantes de Slater

são formados por todas as posśıveis excitações do sistema, sendo separados em de-

terminantes de excitações simples, duplas, triplas, e assim por diante. Dado que o

custo computacional para contabilizar todas essas excitações é grande, temos a pos-

sibilidade de truncar essa sequência em excitações, considerando somente excitações

simples, ou simples e duplas e assim por diante, dependendo do ńıvel de exigência

dos cálculos.

O MP (Møller-Plesset) usa uma abordagem perturbativa em cima do método

de Hartree-Fock. Essas perturbações são responsáveis por retomar a energia de

correlação, já que esta é uma pequena porcentagem da energia total. Assim como o

CI, podemos truncar as perturbações a ńıvel desejado, tendo em vista que somente

em perturbações de segunda ordem a correlação começa a ser considerada.

O CC (Coupled-Cluster), divide o sistema em pequenos aglomerados de

elétrons e calcula as energias considerando estados em diferentes configurações de

excitações. Da mesma maneira que o CI, quando considerado todas as posśıveis

excitações, o método CC se torna completo e também exige muito computacional-

mente. Por isso, também se trunca as excitações, de maneira a retomar a maior
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porcentagem de energia posśıvel para o menor comprometimento computacional.

No limite de todos esses métodos, temos a retomada completa da energia de

correlação. O que faria com que eles fossem suficientes para determinar a energia

exata de qualquer sistema molecular. Porém, existe um porquê desses modelos não

serem usados em todos os problemas moleculares. Em geral são métodos muito caros

computacionalmente. Em especial os três citados, que para retomar a energia exata

do sistema teriam que ser considerados em suas expansões completas, com conjuntos

de funções de base infinitos. Isso os tornariam imposśıveis de ser aplicadas.

2.3 Teoria do Funcional da Densidade

Como brevemente discutido anteriormente, a energia de correlação é um fator

fundamental para uma descrição precisa de muitas propriedades de sistemas molecu-

lares. Entretanto, quando o desejo é estudar sistemas com um número relativamente

grande de átomos (M > 20), os métodos pós-HF normalmente não são usados. Isso

se deve a uma limitação prática, o custo computacional aumenta consideravelmente

com o número de elétrons [18]. Uma alternativa comum é tratar esses sistemas

através da Teoria do Funcional da Densidade (DFT), um método correlacionado e

com baixo custo computacional comparativamente aos métodos pós-HF.

A DFT não olha para a função de onda especificamente, usa a função den-

sidade eletrônica como variável para definir os componentes do Hamiltoniano. Tais

componentes agora são funcionais, que são usados para encontrar a energia total

do sistema, o que inclui as energias de troca e correlação. A aproximação da DFT

surge justamente da forma desse funcional de troca e correlação. Na prática, existe

uma infinidade de funcionais que podem ser utilizados para calcular as proprieda-

des de sistemas moleculares. Sendo assim, a correta escolha do funcional é um dos

pontos mais delicados da DFT, e deve-se levar em conta as propriedades f́ısicas e

qúımicas de interesse. Um determinado funcional pode gerar resultados próximos

dos dados experimentais para uma dada propriedade eletrônica e valores irreais para

uma outra.
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2.3.1 Teoremas de Hohemberg-Kohn

Dado um sistema molecular de M átomos e N elétrons, a Hamiltoniana

dentro da aproximação de Borh-Oppenheimer é escrita como,

HBO = −
N∑
i

1

2
∇2
i−

M∑
A

N∑
i

ZA
|RA − ri|

+
N∑
i<j

N∑
j

1

ri − rj
+

M∑
B<A

M∑
A

ZAZB
RA −RB

, (2.109)

onde podemos identificar o primeiro termo como o operador de energia cinética T, o

segundo como o operador ligado ao potencial externo U sentido pelos elétrons, que

pode ser simplificado na forma,

U =
M∑
A

N∑
i

−ZA
|RA − ri|

=
N∑
i

v(ri). (2.110)

O terceiro termo é chamado de V. Ele representa o potencial de interação

Coulombiana entre elétrons, e termos não clássicos. Já o último termo, é devido a

interação entre núcleos, à qual é uma constante já que não há movimento relativo

entre eles.

Define-se então a densidade eletrônica ρ(r) como,

ρ(r) = 〈Ψ|Ψ〉r1,r2,...,rN =

∫
...

∫
Ψ∗(r1, r2, ..., rN)Ψ(r1, r2, ..., rN)dr1dr2...drN

(2.111)

onde Ψ é função de onda associada ao Hamiltoniano HBO. A energia total é dada

pelo valor esperado do Hamiltoniano, que nesse caso é a soma dos valores esperados

das diferentes interações descritas a cima.

E0 = 〈Ψ|HBO|Ψ〉. (2.112)

Onde HBO pode ser escrito como,

HBO = T + V +
N∑
i

v(ri), (2.113)

então,

E0 = 〈Ψ|T + V|Ψ〉+

∫
ρ(r)v(r)dr. (2.114)

Dessa forma, podemos ver que o potencial externo dado por v(r) depende densidade

eletrônica, o que podemos chamar de um funcional da densidade. Isto é descrito

na primeira afirmação do teorema de Hohemberg-Kohn, que diz que ”A densidade
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eletrônica ρ(r) do estado fundamental determina unicamente o potencial sentido

pelos elétrons (a menos de uma constante aditiva)”. Tal afirmação é provada via

reductio ad absurdum, e pode ser encontrada na referência [20], fazendo a ligação

univoca entre o potencial externo, a função de onda do estado fundamental, e a

densidade eletrônica do sistema. Dessa maneira, temos que

U⇐⇒ Ψ⇐⇒ ρ. (2.115)

Usando esse novo entendimento da univocidade entre v(r) e Ψ e ρ(r), Hohemberg

e Kohn fundamentaram a segunda afirmação do teorema que diz que ”sendo aceita

a existência de um funcional Ψ[ρ], qualquer observável no estado fundamental será

também um funcional da densidade eletrônica”.

O[ρ] = 〈Ψ[ρ]|O|Ψ[ρ]〉. (2.116)

Então, a energia para o estado fundamental pode ser dada como,

E[ρ] = 〈Ψ[ρ]|H|Ψ[ρ]〉 = 〈Ψ[ρ]|T + V|Ψ[ρ]〉+

∫
ρ(r)v(r)dr. (2.117)

Outra afirmação importante do Teorema de HK é que ”se houver qualquer

aproximação na densidade eletrônica do estado fundamental do sistema, a energia

E[ρ′] obrigatoriamente deverá ser maior ou igual a energia do estado fundamental”,

ou seja,

E[ρ′] ≥ E[ρ] = E0. (2.118)

Esse teorema pode ser encontrado na referencia [20]. Utilizando desse teorema, po-

demos solucionar o sistema somente conhecendo a densidade eletrônica e o potencial

externo, sem utilizar explicitamente a função de onda eletrônica. Usando essa abor-

dagem, o potencial externo na maioria das vezes pode ser facilmente determinado

ou aproximado. Então, nos resta definir quem é a densidade eletrônica. Nesse caso,

devemos nos assegurar de duas caracteŕısticas importantes para a função densidade.

Primeiramente, ela deve ser maior ou igual a zero e representar as N part́ıculas

do sistema, o que é chamado de N-representatividade. Isto pode ser garantido se

for posśıvel que seja obtida a partir de uma função de onda antissimétrica de N

part́ıculas, ou seja,

ρ(r) ≥ 0, (2.119)
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∫
ρ(r)dr = N, (2.120)

A segunda caracteŕıstica é que devemos nos assegurar que essa densidade

representa o potencial externo do sistema, chamamos isso de v-representatividade.

Essa caracteŕıstica pode ser assegurada se usarmos a formulação de Levy da procura

restrita. Que consiste em usarmos funções de onda ligadas a densidades testes até

que se minimize o funcional F [ρ] [21],

F [ρ] = 〈Ψ0|T + V|Ψ0〉 = min
Ψ→ρ
〈Ψ|T + V|Ψ〉. (2.121)

Onde o ı́ndice de minimização indica o uso de funções Ψ que minimizam de fato o

funcional F [ρ] e que produzem a densidade teste ρ. Retornando à equação (2.117),

temos

E[ρ] = min
ρ
{min

Ψ→ρ
Ψ|T + V|Ψ〉+

∫
ρ(r)v(r)dr} = min

ρ
Ev[ρ]. (2.122)

Agora o ı́ndice de minimização fora das chaves representa o teste das densidades

ρ, enquanto o ı́ndice interno usa das funções de onda que produzem tal densidade.

Dessa maneira, podemos observar que dada densidade pode ter correspondência com

mais de uma função de onda. Dentro desse método, a v-representatividade já está

inclusa, uma vez que usamos funções de onda antissimétricas e estamos minimizando

uma função que tem o potencial externo como componente intŕınseco. Devemos nos

assegurar somente da n-representatividade, que pode ser confirmada pelas relações

anteriormente discutidas.

A procura restrita de Levy [27] oferece um caminho para encontrar a den-

sidade eletrônica do estado fundamental e a devida função de onda do estado fun-

damental, mesmo que na formulação da DFT, ela não seja um ponto central da

teoria.

2.3.2 Equações de Kohn-Sham

Com a procura restrita de Levy posta, ficamos dependendo de uma maneira

mais correta de aproximar o valor do operador F [ρ] para ter de fato um valor mais

preciso posśıvel da densidade. Utilizando o formalismo de HK, Kohn e Sham rees-

crevem a equação 2.117, e evidenciam as interações coulombianas, ou seja,

Ev[ρ] = G[ρ] +
1

2

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

|r1 − r2|
dr1dr2 +

∫
ρ(r)v(r)dr, (2.123)
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onde,

G[ρ] = Ts[ρ] + Exc[ρ]. (2.124)

O termo de potencial V foi desmembrado, explicitando o termo da interação eletrônica

pura, e o termo de troca e correlação (exchange and correlation), dado por parte de

Exc[ρ]. Este, por sua vez, também tem parte da energia cinética residual (T [ρ]−Ts[ρ])

não contabilizada por Ts, que representa a energia cinética de um sistema com

elétrons não interagentes. Dessa forma, a ideia é fazer uma comparação com um

sistema referência de elétrons que não interagem. Podemos escrever o Hamiltoniano

desse sistema como,

HKS =
1

2
∇2 + vef (r). (2.125)

Para chegarmos na função de onda eletrônica desse sistema, usamos a mesma técnica

já discutida na seção passada, fazendo uma função de onda a partir da combinação

de produtos de Hartree. O que significa representar a função por um determinante

de Slater na forma,

ΨKS =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψKS1 (r1) ψKS2 (r1) · · · ψKSN (r1)

ψKS1 (r2) ψKS2 (r2) · · · ψKSN (r2)
...

...
...

ψKS1 (rN) ψKS2 (rN) · · · ψKSN (rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
onde cada elétron tem uma equação de Schrödinger,(

−1

2
∇2
i + vef (r)

)
ψKSi = εiψ

KS
i , (2.126)

em que ψKSi é a função de onda do elétron i.

Para usarmos esse sistema não interagente no nosso problema real, manipu-

lamos o nosso potencial efetivo (vef ) para que as densidades dos sistemas (real e não

interagente) sejam iguais,

ρs(r) =
∑
σ=↑,↓

N∑
i=1

|ψKSi (r, σ)|2 = 2

N/2∑
i=1

|ψKSi (r)|2 = ρ0(r). (2.127)

Onde a variável σ representa o spin eletrônico do sistema, que nesse caso conside-

ramos de camada fechada. Nesse sistema não interagente, a energia cinética é dada

por,

Ts[ρ] =
N∑
i

〈ψKSi | −
1

2
∇2
i |ψKSi 〉. (2.128)
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O cálculo do potencial efetivo é feito pela minimização da expressão da energia

Ev[ρ] de Kohn-Shan, usando o v́ınculo da ortonormalidade da função de onda

〈ψKSi (r)|ψKSj (r)〉 = δij. Consideramos E[ρ(r)], onde

ρ(r) = ρ0(r) + δρ(r). (2.129)

Expandindo o funcional de energia E[ρ] em torno de ρ = ρ0,

E[ρ] = E[ρ0] +

∫
d3r

δE[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
ρ=ρ0

[ρ(r)− ρ0(r)] +O(δρ2). (2.130)

Dado a equação variacional, onde usamos o método dos multiplicadores de Lagrange,

δ

δρ(r)

{
E[ρ]− µ

(∫
d3rρ(r)−N

)}∣∣∣∣
ρ(r)=ρ0(r)

= 0, (2.131)

onde µ é o multiplicador. Fazendo a redução da equação, chegamos na seguinte

expressão,
δE[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
ρ(r)=ρ0(r)

= µ. (2.132)

Conclui-se que além de multiplicador, µ é o potencial qúımico dos elétrons, medindo

a tendência dos elétrons de escaparem de um sistema em equiĺıbrio. Retornando

então para a equação 2.130

E[ρ] = E[ρ0] +

∫
d3rµδρ+O(δρ2). (2.133)

Considerando a variação da densidade para um número fixo de part́ıculas, temos

que, ∫
d3rρ(r) =

∫
d3rρ0(r) = Nfixo, (2.134)

o que de acordo com 2.129, implica em,∫
d3rδρ(r) = 0. (2.135)

Dessa forma, a equação (2.133) se torna,

E[ρ0 + δρ]− E[ρ0] = O(δρ2). (2.136)

Agora precisamos remontar essas energias e obter explicitamente essa diferença.

De acordo com a equação 2.123, em combinação com a expressão de G[ρ] 2.124, a

expressão da energia é dada como,

E[ρ] = Ts[ρ] + EC [ρ] + Eext[ρ] + Exc[ρ], (2.137)
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onde o indice ”C”indica a energia vinda das interações coulombianas, e ”ext”a

energia do potencial externo. Calcularemos a diferença de termo a termo dada pela

equação 2.136, começando pela energia cinética com Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0]. A energia

cinética é explicitamente dada como,

Ts[ρ] =
N∑
i

ni
∑
σ=↑,↓

∫
drψ∗KSi (r, σ)∇2ψKSi (r, σ) (2.138)

onde ni é uma função degrau que rege a ocupação dos orbitais. Devemos ter em

mente que para cada densidade ρi estará conectada a uma função orbital ψKSi , e

por consequência, uma variação da densidade δψKSi ocasiona o surgimento de uma

função orbital δφi. Conhecendo essa natureza, podemos calcular a diferença entre

os termos,

Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] =
∑
i,σ

ni

∫
dr
{
δψ∗KSi ∇2ψKSi + ψ∗KSi ∇2δψKSi

}
. (2.139)

Usando uma integração parcial, podemos trocar a ordem dos componentes do último

termo,

Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] =
∑
i,σ

ni

∫
dr
{
δψ∗KSi ∇2ψKSi + δψKSi ∇2ψ∗KSi

}
, (2.140)

o que facilita a eliminação das derivadas neste próximo passo, usando a equação de

Schrödinger 2.126, ∑
i,σ

ni

∫
dr[εi − vef (r)]{δψ∗KSi ψKSi ∇2ψKSi }, (2.141)

que nos leva à,

Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] =
∑
i,σ

ni

∫
dr[εi − vef (r)]

{
δψ∗KSi ψKSi + δψ∗KSi ψKSi

}
+O(δρ2).

(2.142)

Retornando dos orbitais ψKSi para as densidades ρi, usamos que,

ρ0 =
∑
i,σ

ni|ψKSi |2, (2.143)

então,

ρ0 + δρ =
∑
i,σ

ni(ψ
KS
i + δψKSi )(ψKSi + δψKSi ),
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o que implica,

ρ0 + δρ =
∑
i,σ

ni

{
(ψKSi ψKSi ) + (ψKSi δψKSi ) + (δψKSi ψKSi ) + (δψKSi + δψKSi )

}
,

δρ =
∑
i,σ

ni
{

(ψKSi δψKSi ) + (δψKSi ψKSi )
}

+O(δρ2). (2.144)

Escrevemos então Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] em função de δρ,

Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] =

∫
dr[εi − vef (r)]δρ+O(δρ2),

Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] =

∫
drεiδρ−

∫
drvef (r)δρ+O(δρ2), (2.145)

Considerando que no espaço todo o número de part́ıculas do sistema não se altera,

teremos o primeiro termo sendo zero, e finalmente, a diferença entre as energias

cinéticas se torna,

Ts[ρ0 + δρ]− Ts[ρ0] = −
∫
drvef (r)δρ+O(δρ2). (2.146)

Continuamos com o processo de deduzir os termos da energia total, agora atacando a

energia das interações Coulombianas EC . Dessa vez, com um processo mais simples

temos,

EC [ρ] =
1

2

∫
dr

∫
dr′

ρ(r)ρ(r′)

|r− r′|
. (2.147)

Fazendo a diferença, considerando o surgimentos de termos de ordem superior e

manipulando uma das integrais, temos,

EC [ρ0 + δρ]− EC [ρ0] =

∫
dr

∫
dr′

δρ(r)ρ0(r′)

|r− r′|
+O(δρ2). (2.148)

Para a energia vinda do potencial externo Eext,

Eext[ρ] =

∫
drv(r)ρ0(r), (2.149)

que nos da a diferença,

Eext[ρ0 + δρ]− Eext[ρ0] =

∫
drv(r)δρ(r). (2.150)

O potencial efetivo deve ser obtido minimizando a equação de energia total

2.123. Esta dedução está detalhada na referencia [28]. O potencial deve ser dado

por

vef (r) = v(r) + vC(r) + vxc(r), (2.151)
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onde,

vxc(r) =
δExc[ρ]

δρ(r)
, (2.152)

e

vC(r) =

∫
ρ(r1)

|r − r1|
dr1, (2.153)

sendo v(r) é o potencial externo do sistema.

Conhecendo o potencial efetivo (2.151), a densidade (2.127) e com e equação

de Schrödinger para cada elétron (2.126), montamos um ciclo auto consistente de

cálculo que é representado pela figura retirada da referência [21], e apresentada

abaixo.

Figura 2.1: Procedimento auto consistente usado nos cálculos DFT.

Começamos escolhendo um funcional de troca e correlação Exc e uma densi-

dade chute ρ1 é desenvolvida através de informações da densidade atômica. A partir

disso, calculamos o potencial efetivo vef , que pode ser usado nas equações de KS para

encontrar ψKSi . Essa por sua vez pode ser usada para encontrar outra densidade

ρ2. Agora é feita uma comparação entre as densidades ρ1 e ρ2 através das energias

associadas a elas. Caso sejam consistentes, o cálculo é conclúıdo. Caso contrário, ρ2

é usado em um novo ciclo de cálculos para encontrar uma nova densidade ρ3 que é,

por sua vez, comparada a ρ2. Esse ciclo é repetido até que a consistência entre os

valores de densidade sejam atingidos.

A energia total do sistema dada na equação 2.123 pode ser escrita como,

Ev[ρ] = Ts[ρ] +
1

2

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

|r1 − r2|
dr1dr2 +

∫
ρ(r)v(r)dr + Exc[ρ]. (2.154)
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Multiplicando a equação de Schrödinger do sistema de Kohn-Sham (2.126) pelo

complexo conjugado do estado ψKSi , obtemos a seguinte equação.

〈ψKSi |
1

2
∇2
i |ψKSi 〉+ 〈vef〉 = εi, (2.155)

assim,

Ts[ρ] =
N∑
i

〈ψKSi |
1

2
∇2
i |ψKSi 〉 =

N∑
i

εi − 〈vef〉. (2.156)

Basta agora encontrar o valor esperado de vef usando os potenciais antes vistos,

como,

〈vef〉 = 〈v〉+ 〈vC〉+ 〈vxc〉, (2.157)

substituindo os valores, temos

〈vef〉 =

∫
v(r)ρ(r)dr +

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

|r1 − r2|
dr1dr2 +

∫
vxcρ(r)dr, (2.158)

sendo assim, podemos escrever a energia cinética do sistema como,

Ts[ρ] =
N∑
i

εi −
∫
v(r)ρ(r)dr −

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

|r1 − r2|
dr1dr2 −

∫
vxcρ(r)dr. (2.159)

Substituindo Ts[ρ] em (2.154) e fazendo as devidas subtrações, temos como resultado

a energia dada por,

Ev[ρ] =
∑

εi −
1

2

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

|r1 − r2|
dr1dr2 + Exc[ρ]−

∫
ρ(r)vxc(r)dr. (2.160)

Essa teoria pode ainda ter uma pequena generalização se considerarmos a

polarização do spin das part́ıculas, onde a densidade eletrônica do sistema seria

dada pela soma das densidade das part́ıculas de diferentes spins.

ρ(r) = ρα(r) + ρβ(r). (2.161)

Então, as equações de Schrödinger de Kohn-Sham descriminam os spins das part́ıculas,(
−1

2
∇2
i + vσef (r)

)
ψσi = εσi ψ

σ
i , (2.162)

onde σ representa hora α, hora β. Já o potencial efetivo do sistema Kohn-Sham é

dado por,

vσef (r) = v(r) +

∫
ρ(r1)

|r − r1|
dr1 +

δExc[ρ
α, ρβ]

δρ(r)σ
. (2.163)

Nessa generalização, sistemas onde o spin seja um fator importante para o resultado

podem ser tratados. Como exemplo, podemos falar de um sistema sob ação de um

campo magnético, ou do acoplamento spin-orbita.
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Caṕıtulo 3

Resultados

3.1 Indrodução

Neste trabalho estudaremos um dos óxidos alcalinos terrosos (alkaline earth

metal oxides), que são dispońıveis em grande escala na natureza e estão sendo cada

vez mais alvos de estudos cient́ıficos [29–44]. São normalmente formados pela de-

composição térmica de carbonatos correspondentes, já que são formados de me-

tais altamente reativos e nunca encontrados naturalmente em sua forma metálica.

São compostos óxidos do tipo (AO)n, que fazem ligações fortes do tipo iônica com

os oxigênios vizinhos. Essas estruturas são normalmente grandes aglomerados de

átomos, com sistemas eletrônicos complexos de serem estudados com métodos pós

Hartree-Fock. Nesses casos, se vê necessário o uso de metodologias como DFT, para

descrever as estruturas com energias correlacionadas, de maneira que seja obtido

um resultado bom sem custo computacional exagerado. Mais especificamente, te-

mos como objetivo caracterizar um sistema constitúıdo por um cluster de átomos de

estrôncio (Sr) e oxigênio (O). Tais sistemas são hoje estudados para aplicações di-

versas, onde podemos citar como exemplo o trabalho de G. Apsana e colaboradores

[45], que mostra uma natureza antibactericida para nanopart́ıculas de aproximada-

mente 42 nm de (SrO), criadas a partir de reações sob micro-ondas entre nitrato de

estrôncio e um extrato natural chamado Ocimun Sanctum L. Citamos também o ar-

tigo de J. G. Chen e colaboradores [46], que estuda a aplicação do óxido de estrôncio

em fotocélulas como uma camada sobre nanotubos de (TiO2) no composto TNT-

TNP-SrO-DSSC, que aumenta a eficiência da transformação de energia solar para
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elétrica para 5, 39 %, sobre os 4, 56 % das células sem a camada (TNT-TNP-DSSC).

No presente trabalho, usamos as estruturas provenientes do trabalho de

Mingyang Chen e colaboradores [33], que estuda clusters de (CaO)n e fazem uso

de métodos estocásticos e DFT para chegar em uma geometria otimizada, com um

mı́nimo de energia global dentro da teoria usada. Porém, como Ca e Sr são igual-

mente alcalinos terrosos e vizinhos na famı́lia, podemos inferir que as estruturas

gerais sejam de natureza próxima. Esse argumento é de fato suportado por traba-

lhos como de Bawa e colaboradores [31], que mostra como clusters contendo tanto

Ca quanto Sr, preferem se organizar em estruturas do tipo cúbica. De posse dessas

estruturas, fazemos uma substituição simples dos átomos de Ca por átomos de Sr.

Usando a DFT, utilizamos o funcional de troca e correlação B3LYP [47–49], que já

foi aplicado anteriormente, com sucesso, em cálculos sobre estruturas similares [31–

33, 50]. Como bases, usamos def2-SVP [51–55] e def2-TZVPP [51–55]. A primeira é

uma base menor, composta por uma configuração de funções no tipo [4s,3p,2d]. Já

a segunda é uma base triplo zeta com mais duas funções de polarização da forma

[6s,4p,3d,1f], dessa maneira, mais difusa. Além disso, usamos o potencial de caroço

(Effective Core Potential) para os átomos de Sr, o que substitui o potencial real mais

interior ao átomo por um pseudopotencial mais suave para tratar os elétrons mais

internos, os quais são pouco relevantes para efeitos interatômicos. Dessa maneira,

otimizamos as geometrias dos clusters para adequá-las aos novos átomos de Sr. A

partir dáı, calculamos propriedades eletrônicas de energia de ligação, potencial de

ionização, afinidade eletrônica, energia dos orbitais HOMO e LUMO e energia de

segunda ordem [30], com boas comparações com trabalhos antes realizados.

Usamos primeiramente a base def2-SVP, que é menos custosa computacio-

nalmente, mas que deverá ser suficiente. Posteriormente calculamos com a base

def2-TZVPP, que é mais robusta e pode ser usada para confirmar os resultados das

propriedades que iremos calcular adiante. Ambas as bases são usadas em conjunto

com um chamado pseudopotencial [56, 57], que simplifica os cálculos representando

os elétrons mais internos, e portanto, menos interagentes, com um potencial mais

suave. Este gera ainda uma função de onda também suave, que diminui a dificul-

dade de tratamento desses elétrons que são menos importantes para estudos que

envolvem ligações qúımicas. Usamos isso somente nos átomos de Sr, já que possuem
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muitos elétrons, e portanto existem camadas eletrônicas mais internas que podem

ser consideradas inertes o suficiente para serem representadas dessa maneira.

3.2 Cálculos dos Cluters Neutros

A partir das geometrias otimizadas para os clusters de (CaO)n [33], fazemos

uma simples substituição dos átomos de Ca por átomos de Sr. Dessa maneira,

usamos a base def2-SVP em um cálculo DFT com funcional B3LYP para otimizar

a geometria dessa estrutura de (SrO)n com base no critério de forças, onde foi

assegurado que cada átomo do sistema sentia uma força residual máxima de 0.01

eV/Å, e consequentemente foi encontrada a correspondente energia minimizada.

Além disso, calculamos os modos normais de vibração das estruturas, assegurando

que se tratam de mı́nimos reais.

Conhecendo as novas geometrias de energias mı́nimas dadas na Figura 3.2,

observamos a preferência de uma organização em estruturas cúbicas, em espe-

cial tubos cuboides (n = 6, 8, 10), e bi-planos cuboides (n = 12, 16, 18). Entre-

tanto, nota-se também estruturas de formatos mais irregulares, como para n =

5, 7, 11, 13, 14, 17, 19.

Figura 3.1: Representação de todas as geometrias (SrO)n utilizadas para os cálculos

DFT com funcional B3LYP
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É dif́ıcil afirmar que o cálculo de otimização representa um mı́nimo de energia

global para esse tipo de estrutura. Primeiramente, temos um número crescente de

variáveis a medida que se aumenta a quantidade de átomos dos clusters, que dificulta

o tratamento da superf́ıcie de energia potencial. Mesmo assim, pode se pensar em

um tratamento estocástico, mas essa alternativa ainda não garante que o mı́nimo foi

alcançado, já que diferentes métodos estocásticos podem gerar mı́nimos distintos.

Por fim, é conhecido que clusters com compostos metálicos possuem energias pe-

quenas de separação entre multiplicidades de spin, sendo posśıvel a confusão entre

estados e tornando ainda mais complexa a busca. Entretanto, neste caso espećıfico

onde usamos como ponto de partida as geometrias dos clusters (CaO)n, estamos

respaldados por alguns trabalhos ([31, 50]) que comprovam um comportamento se-

melhante para átomos de Ca e Sr nessa situação. Sendo assim, temos mais segurança

em assumir que essas estruturas são mı́nimos locais de energia importantes, e são

posśıveis estados de acomodação para os aglomerados ((SrO)n.

Para demostrar a transformação da geometria na otimização, observamos

a figura (3.2). Podemos ver um mı́nimo ajuste da geometria após a otimização,

exemplificando como é um processo sutil.

Figura 3.2: Imagem comparativa das geometrias antes e depois da otimização via

DFT com ńıvel de cálculo B3LYP/def2-SVP.

De posse das geometrias otimizadas para os clusters N = 4 a N = 20, calcu-

lamos a mesma energia com o conjunto de base def2-TZVPP, sem que a geometria

fosse novamente otimizada, devido ao custo computacional envolvido em tal emprei-

tada.

Devemos ressaltar que não foi posśıvel calcular a energia para o cluster
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(SrO)17. Isso porque não houve a convergência dos cálculos para esse cluster es-

pećıfico. Não compreendemos ao certo o porquê, mas como se trata de uma estrutura

grande, não pudemos investigar com mais eficiência, dado o limite computacional.

Essa falha na descrição energética do (SrO)17 acompanhará os resultados no decorrer

desse caṕıtulo.

3.2.1 Energia de Ligação

Com os valores de energias para as respectivas novas geometrias relaxadas,

devemos calcular as energias dos átomos de Sr e O sozinhos para usar no cálculo da

energia de ligação total(Tbe) e energia de ligação por átomo (BE) .

Para o cálculo dos átomos livres, usamos o mesmo ńıvel de teoria B3LYP

para ambas as bases. Tomando cuidado com o estado fundamental de cada átomo,

resultando na tabela 3.2.1.

Tabela 3.1: Energia em Hartree dos átomos de Sr e O por si só, usando ńıveis de

teoria B3LYP/def2-SVP e B3LYP/def2-TZVPP.

def2-SVP def2-TZVPP

Sr -30,694 -30,704

O -75,003 -75,097

Calculamos então a energia total de ligação fazendo uma soma de energias

dos átomos de n oxigênios e n estrôncios, e fazemos a diferença pela energia do

cluster calculado, que considera todas as ligações. Essa diferença nos resultará na

quantidade de energia necessária para atomizar a estrutura.

Tbe = n(ESr + EO)− E(SrO)n . (3.1)

Além disso, transformamos a unidade energética de Hartree para eV multiplicando

pelo fator 27, 2114, resultando na tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Energia total de ligação (Tbe) em eV para os clusters de (SrO)n usando

ńıvel de teoria B3LYP/def2-SVP e B3LYP/def2-TZVPP.

N def2-SVP def2-TZVPP

4 31,484 30,910

5 38,920 38,259

6 49,052 48,090

7 57,140 56,002

8 66,801 65,423

9 75,827 74,225

10 84,504 82,722

11 93,205 91,244

12 102,975 100,718

13 110,643 108,267

14 120,277 117,657

15 130,022 127,126

16 139,549 136,405

17 145,621 -

18 157,574 154,001

19 165,278 161,570

20 176,033 172,010

40 363,119 -

Como é posśıvel notar na tabela 3.2, calculamos também valores de energias

para o cluster pontual (SrO)40. Esse cálculo foi feito com uma estrutura otimizada e

proveniente do trabalho de Chen e colaboradores [34], que usou um ńıvel de cálculo

B3LYP/DZVP. Esse processo extra foi feito para que pudéssemos confirmar uma

tendência de crescimento linear da energia total de ligação, e portanto, usar uma

função linear para representar os pontos.
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Figura 3.3: Energia total de ligação (Tbe) dada em eV e calculada com ńıvel

B3LYP/def2-SVP e linearizada por uma função L(n). Sendo ”n”o tamanho do

cluster.

A equação resultante da linearização é dada por,

Tbe(n) = 9.02476n− 5.59565, (3.2)

Continuando, dividimos a equação da energia total de ligação pelo número de átomos

contidos nos clusters. Dessa maneira, a equação que apresenta o valor de energia

para cada ligação do aglomerado pode ser dada por 3.3.

BE =
Tbe
2n
. (3.3)

Resultando nas energias da tabela 3.3.
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Tabela 3.3: Energia de ligação em eV para os clusters de (SrO)n usando ńıvel de

cálculo B3LYP/def2-SVP.

N BE

4 3,935

5 3,892

6 4,088

7 4,081

8 4,175

9 4,213

10 4,225

11 4,237

12 4,291

13 4,256

14 4,296

15 4,334

16 4,361

17 4,313

18 4,377

19 4,349

20 4,401

25 4,438

40 4,539

Usando a equação 3.3, e a linearização da energia total de ligação 3.2, pode-

mos escrever uma equação tendência para a energia de ligação,

BE =
9.02476n− 5.59565

2n
. (3.4)

Essa tendência normalmente não é satisfeita para varias das propriedades calculadas

nesse trabalho. Porém, foi notada nesses dados, o que trouxe segurança o suficiente

para plotarmos a função 3.4 juntamente com os valores calculados para cada cluster

individualmente.
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Figura 3.4: Energia de ligação (BE) em eV com base def2-SVP comparada com a

função tendência proveniente da linearização da energia total de ligação (Tbe). Sendo

”N”o tamanho do cluster.

Com esse gráfico, vemos que os pontos estão sempre em torno da função

tendência (BE(n)), e o cálculo posterior feito para o cluster (SrO)40 confirma o

comportamento da curva. Observando a equação 3.4, conclúımos que para valores

suficientemente grandes de n o valor da energia de ligação tende a 4.5 eV. Co-

nhecendo esse valor, poderiam ser feitas comparações com cálculos de estruturas

cristalinas da mesma natureza do cluster estudado, tendo em vista essa tendência

da curva para um valor especifico para maiores valores de n, o que indica a posśıvel

formação do cristal de (SrO)n. Porém, não foram encontrados trabalhos dessa natu-

reza para esse tipo de estrutura espećıfica. Comparamos ainda os dados de energia

de ligação das duas bases utilizadas com o artigo de F. Bawa e I. Panas [31], que

encontra algumas energias de ligação para clusters similares usando também o fun-

cional de troca e correlação B3LYP, porém, com bases e pseudopotencial diferente

dos utilizados aqui.
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Figura 3.5: Energia de ligação (BE) em eV com bases def2-SVP e def2-TZVPP

plotadas juntamente com o trabalho de Bawa e colaboradores usando B3LYP com

base dunning double-Z para O e SSD ECP para Sr. Sendo ”n”o tamanho do cluster.

F. Bawa e I. Panas usam a metodologia DFT e funcional de troca e correlação

B3LYP com base de Dunning full double-Z [58] para os átomos de oxigênios, e uma

base com potencial de caroço de Stuttgart/Dresden (SDD ECP) [59] para descrever

os átomos de Sr. Nota-se que os clusters n = 5, 7, 13, 17 e 19, possuem energia de

ligação menor que seus vizinhos, o que mostra uma menor estabilidade relativa da

estrutura. De maneira oposta, temos o destaque dos clusters n = 4, 6, 8 e 12 para

energias altas de ligação. Fazendo uma análise conjunta com a Figura 3.2, vemos que

estruturas do tipo cuboides são preferidas pelo sistema, e estruturas mais irregulares

tem menor estabilidade. Apesar da curva cinza dada pela base def2-TZVPP estar

passando sobre os pontos do trabalho de F. Bawa e I. Panas, devemos lembrar que

as geometrias não foram otimizadas para os cálculos dessa base. Caso isso ocorresse,

veŕıamos a curva cinza subir em direção da azul (def2-SVP). Mesmo assim, nota-se

a semelhança no comportamento de ambas as curvas, o que trás respaldo para o
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conjunto de base mais simples.

3.3 Cálculos dos Íons

O próximo objetivo é calcular os potenciais de ionização e afinidade eletrônica,

que são energias que mostram a tendência de perda ou ganho de elétrons respecti-

vamente. Para isso, faremos uma ”excitação dura”, que significa excitar o sistema

sem fazer uma outra otimização da geometria. No nosso caso, faremos o cálculo

da energia para clusters (SrO)+1
n e (SrO)−1

n , com o uso da geometria anteriormente

otimizada para os cluster (SrO)n na base def2-SVP.

3.3.1 Afinidade Eletrônica

Começamos pelo cálculo da afinidade eletrônica dos clusters, que consiste em

fazer a diferença entre as energias de (SrO)n e (SrO)−1
n [60], e indica a quantidade

estimada de energia necessária para um elétron se ligar ao cluster neutro.

EA = E(SrO)n − E(SrO)−1
n
. (3.5)

Resultando então em um novo conjunto de dados mostrados na tabela abaixo.

Tabela 3.4: Afinidade eletrônica em eV dos clusters (SrO)n, usando ńıvel de cálculo

B3LYP/def2-SVP e B3LYP/def2-TZVPP.

n def2-SVP def2-TZVPP

4 0,055 0,125

5 0,433 0,475

6 0,146 0,206

7 0,123 0,184

8 0,175 0,221

9 0,287 0,298

10 0,210 0,250

11 0,356 0,374

12 0,293 0,307

13 0,645 0,649

14 0,336 0,352

15 0,324 0,336

16 0,175 0,311

17 0,469 -

18 0,585 0,592

19 0,397 0,401

20 0,326 0,218

Usando os resultados, podemos fazer o gráfico a seguir.
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Figura 3.6: Comparação entre os valores de afinidade eletrônica (EA) em eV para

as bases def2-SVP e def2-TZVPP, calculados com funcional B3LYP. Sendo ”n”o

tamanho do cluster.

3.3.2 Potencial de Ionização

De forma semelhante, calculamos o potencial de ionização com a diferença

entre a energia de (SrO)+1
n e (SrO)n [60]. Esse potencial mede a facilidade do cluster

em perder o elétron de valência [21].

IP = E(SrO)+1
n
− E(SrO)n . (3.6)

Que por sua vez gera a tabela 3.5 e Figura 3.3.2 .
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Tabela 3.5: Potencial de ionização em eV dos clusters (SrO)n usando ńıvel de cálculo

B3LYP/def2-SVP e B3LYP/def2-TZVPP.

n def2-SVP def2-TZVPP

4 6,479 6,421

5 5,800 5,773

6 5,733 5,691

7 5,842 5,810

8 5,712 5,641

9 5,443 5,499

10 5,509 5,435

11 5,312 5,287

12 5,339 5,313

13 5,064 5,050

14 5,257 5,234

15 5,227 5,209

16 5,325 5,333

17 5,021 -

18 4,940 4,916

19 5,190 5,122

20 5,188 5,171

Figura 3.7: Comparação entre as bases def2-SVP e def2-TZVPP para valores do

potencial de ionização (IP) em eV calculados com funcional B3LYP. Sendo ”n”o

tamanho do cluster.
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Analisando os gráficos, vemos que a tendência geral é seguida pelas duas

bases a menos dos clusters (SrO)16 e (SrO)20 para a afinidade eletrônica, apesar de

ser um valor de desvio pequeno.

3.3.3 Explorando o Teorema de Koopmans

Além da importância dos resultados de afinidade eletrônica e potencial de

ionização, podemos fazer a comparação desses dados com os orbitais HOMO (highest

occupied molecular orbital) e LUMO (lowest unnocupied molecular orbital) através

do teorema generalizado de Koopmans [61–63]. O teorema de Koopmans [18, 26]

foi especificamente descrito para cálculos Hartree-Fock de camada fechada, onde diz

que a energia de ionização do primeiro elétron deve ser igual ao negativo da energia

do orbital mais alto ocupado (HOMO). ou seja,

IP = −EHOMO. (3.7)

Da mesma maneira, temos a afinidade eletrônica e o orbital mais baixo desocupado

(LUMO),

EA = −ELUMO. (3.8)

Essa abordagem toma vantagem da aproximação de orbitais congelados, que propõe

que a energia dos orbitais deve ser aproximadamente a mesma para ı́ons ou moléculas

neutras. Além disso, o teorema de Koopmans pode ser generalizado para cálculos

eletrônicos que admitem essa aproximação de orbitais congelados, como os cálculos

DFT desse trabalho. Porém, existem discussões sobre essa generalização que mos-

tram que as igualdades consideradas nas equações 3.8 e 3.7 não sejam verdadeiras,

sendo fortemente dependentes dos sistemas em questão [64], apesar dessa ser uma

formulação aplicada em vários outros trabalhos por manter um bom comportamento

qualitativo, como veremos a seguir.

Expondo os dados de HOMO e LUMO para os clusters calculados, fabricamos

a tabela 3.6.

50



Tabela 3.6: Valores de HOMO e LUMO em eV com ńıvel de cálculo B3LYP/def2-

SVP e B3LYP/def2-TZVPP.

N def2-SVP def2-TZVPP

4 -4,628 -0,944 -4,578 -0,951

5 -4,311 -1,424 -4,265 -1,414

6 -4,337 -0,964 -4,295 -0,974

7 -4,476 -0,948 -4,437 -0,956

8 -4,448 -0,943 -4,415 -0,951

9 -4,228 -1,024 -4,200 -1,021

10 -4,338 -0,939 -4,300 -0,945

11 -4,158 -1,075 -4,131 -1,071

12 -4,244 -0,979 -4,216 -0,975

13 -3,881 -1,482 -3,861 -1,470

14 -4,176 -1,026 -4,150 -1,017

15 -4,232 -0,977 -4,211 -0,973

16 -4,335 -0,953 -4,315 -0,947

17 -3,913 -1,207 - -

18 -3,740 -1,270 -3,726 -1,261

19 -4,181 -1,042 -4,152 -1,031

20 -4,274 -0,955 -4,251 -0,947

Podemos então produzir dois gráficos para cada respectiva base e comparar

o comportamento qualitativo entre as curvas.

Figura 3.8: Comparação entre valores de potencial de ionização e HOMO em eV

para a base def2-SVP. Sendo ”n”o tamanho do cluster. Com Delta médio entre as

curvas de 1,17eV.
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Figura 3.9: Comparação entre valores de afinidade eletrônica e LUMO em eV para

a base def2-SVP. Sendo ”n”o tamanho do cluster. Com Delta médio entre as curvas

de 0,74eV.

Figura 3.10: Comparação entre valores de potencial de ionização e HOMO em eV

para a base def2-TZVPP. Sendo E a energia e ”n”o tamanho do cluster. Com Delta

médio entre as curvas de 1,17eV
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Figura 3.11: Comparação entre valores de afinidade eletrônica e LUMO em eV para

a base def2-TZVPP. Sendo E a energia e ”n”o tamanho do cluster. Com Delta

médio entre as curvas de 0,72eV

Podemos ver que o comportamento qualitativo entre as curvas dos gráficos é

similar, porém as curvas estão separadas por uma certa quantidade energética, que

em parte se deve a falta de um cálculo de otimização de geometria para os ı́ons dos

clusters. Para ambas comparações, a separação das curvas pode ser explicada, em

parte, com uma análise, ou do potencial de ionização, ou da afinidade eletrônica,

considerando que não houve otimização da geometria dos clusters ionizados. No

caso do potencial de ionização, retornando a equação 3.6 e percebemos que, caso a

geometria de (SrO)+1
n fosse otimizada, E(SrO)+1

n
seria mais negativa, o que diminuiria

o valor da diferença energética entre o cluster neutro e o ı́on. Dessa maneira, o

potencial de ionização seria menos negativo, o que faria com que as curvas de IP

abaixassem em direção à energia do HOMO. Já para a afinidade eletrônica, retorna-

mos a equação [3.5] e pensamos da mesma maneira. Para um ı́on otimizado, o valor

da energia de (SrO)−1
n seria mais negativo, o que nesse caso aumentaria a diferença

dada na equação. Isso significa um valor de afinidade eletrônica maior que o dado,

resultando na subida das curvas de EA em direção à energia do orbital LUMO. O

quão próximo as curvas estariam ao fim é incerto, mas o importante é que as cur-

vas mantém precisamente o mesmo comportamento entre as comparações, trazendo
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coerência aos dados apresentados.

3.3.4 Gap HOMO-LUMO

Outra informação importante que pudemos descrever é o gap entre as bandas

HOMO e LUMO, que seria a diferença de energia entre os orbitais de fronteira, de-

nominada salto de banda. Essa energia é essencial para estudos de reações qúımicas

e condutividade, já que é a menor energia para que a molécula seja exitada.

Em estudos de estruturas cristalinas, onde células unitárias são repetidas

para cálculos de propriedades, temos a possibilidade de encontrar uma propriedade

espećıfica que é similar ao gap de energia que encontramos. Isto possibilitaria uma

posśıvel comparação com um ńıvel de cálculo distinto, da mesma maneira como foi

proposto ao extrapolarmos a energia de ligação (BE)

Fazendo a diferença entre a energia desses orbitais particulares, encontramos

a tabela 3.7.

Tabela 3.7: Gap HOMO-LUMO em eV para ambas as bases def2-SVP e def2-

TZVPP.
N def2-SVP def2-TZVPP

4 -3.684 -3.627

5 -2.887 -2.851

6 -3.373 -3.321

7 -3.527 -3.481

8 -3.505 -3.464

9 -3.204 -3.180

10 -3.398 -3.355

11 -3.083 -3.060

12 -3.265 -3.242

13 -2.400 -2.391

14 -3.151 -3.133

15 -3.255 -3.238

16 -3.382 -3.367

17 -2.988 -

18 -2.470 -2.464

19 -3.139 -3.121

20 -3.319 -3.304

Com esses dados, montamos um gráfico para a comparação dos valores entre

as bases.
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Figura 3.12: Comparação entre os valores do gap HOMO-LUMO em eV de ambas

as bases def2-SVP e def2-TZVPP. Sendo ”n”o tamanho do cluster.

Vendo a Figura 3.12, não é posśıvel ver nenhuma tendência clara dos valores.

Porém, podeŕıamos possivelmente separar os clusters com geometrias similares a

estruturas periódicas. Sendo assim, supostamente replicar a diferença energética

entre a banda de condução e a energia de Fermi desses cristais.

É importante notar que existe uma relação entre o tamanho do gap e a

reatividade do cluster. Sendo que, quanto maior o valor do gap, menor será a

reatividade e vice-versa. Dessa maneira, notamos que os cluster n = 5, 13, 17 e 18

são mais reativos que os cluster n = 4, 7, 8, 10, 16 e 20, como apontado na figura.

3.3.5 Energia de Segunda Ordem

Outra propriedade posśıvel de ser calculada seria a chamada energia de se-

gunda ordem, que de acordo com o artigo de Escher e colaboradores [30], indica a

estabilidade relativa do cluster, sendo mais estável o cluster que tiver menor valor

de ∆E. Essa energia pode ser calculada usando a expressão abaixo,

∆E = En −
En+1 + En−1

2
. (3.9)

Que quando aplicada nos dados obtidos anteriormente, nos gera a seguinte tabela.
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Tabela 3.8: Tabela de energia de 2a ordem (∆E) em eV para ambas as bases def2-

SVP e def2-TZVPP, calculadas sobre os valores de energia encontrados com funcional

B3LYP.
N def2-SVP def2-TZVPP

5 0,050 0,046

6 -0,038 -0,035

7 0,029 0,028

8 -0,012 -0,011

9 -0,006 -0,006

10 0,000 0,000

11 0,020 0,017

12 -0,039 -0,035

13 0,036 0,034

14 0,002 0,000

15 -0,004 -0,004

16 -0,045 -

17 0,071 -

18 -0,059 -

19 0,056 0,053

Para comparação, representamos em gráfico os resultados das duas bases.

Figura 3.13: Comparação entre os valores da energia de 2a ordem de ambas as bases

def2-SVP e def2-TZVPP, em eV. Sendo ”n”o tamanho do cluster.
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Pode se notar a falta dos pontos para os clusters (SrO)16, (SrO)17 e (SrO)18

na base def2-TZVPP, já que não possúımos os dados de energia do cluster (SrO)17

devido a não convergência dos cálculos, o que acaba afetando os vizinhos imediatos

pela natureza dos cálculos. Por se tratar de uma propriedade que indica estabilidade

dos clusters, podemos fazer uma comparação com a energia de ligação dada pelo

gráfico 3.5, onde naturalmente notamos que clusters com maior energia de ligação,

se posicionam abaixo da linha de zero, enquanto as estruturas menos estáveis, se

concentraram na parte superior, com ∆E > 0. Damos destaque aqui aos de n =

6, 8, 12, 16 e 18 para estáveis, e aos de n = 5, 7, 11, 13, 17 e 19 como mais instáveis

em relação aos vizinhos. Para completar, vamos comparar nossos dados da base

def2-SVP (que está completa) com os dados do artigo de Escher e colaboradores

[30], que trás alguns pontos calculados com DFT e usando o funcional de troca e

correlação PBEsol ([65], [66], [67]).

Figura 3.14: Comparação das energias de 2a ordem deste trabalho com ńıvel de

cálculo B3LYP/def2-TZVPP, com o trabalho de Escher e colaboradores calculado

com DFT usando o funcional de troca e correlação PBEsol, em eV. Sendo ”n”o

tamanho do cluster.
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Observando as diferenças das curvas, vemos que é mais acentuada a variação

para clusters de menor número de átomos. Essa situação não pode ser explicada

com simplicidade, por se tratarem de cálculos com funcionais de troca e correlação

diferentes. No entanto, as curvas apresentam o mesmo comportamento qualitativo,

indicando coerência dos dados encontrados no presente trabalho.
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Caṕıtulo 4

Conclusões

Em virtude dos cálculos feitos e mencionados nesse trabalho, podemos con-

cluir que a DFT foi a escolha mais adequada devido a natureza dos dados reque-

ridos. Com robustez suficiente, atingimos o objetivo de calcular as propriedades

eletrônicas desejadas, e descrever os clusters de óxido de estrôncio. Dados como

energia de ligação e energia de 2a ordem foram comparados com sucesso à trabalhos

já publicados e, ainda, foram comparadas entre si, trazendo resultados coerentes

com a caracterização da estabilidade dos clusters estudados. Além disso, usamos

o teorema de Koopmans generalizado, comparando os valores de potencial de io-

nização e afinidade eletrônica com os orbitais HOMO e LUMO respectivamente,

obtendo a mesma tendência das curvas e fortalecendo os cálculos feitos neste tra-

balho. Tudo isso mostra como o ńıvel de cálculo B3LYP/def2-SVP foi capaz de

produzir resultados, e manter a coerência das propriedades eletrônicas calculadas.

Tendo em vista o sucesso obtido com os dados expostos, temos como pers-

pectivas futuras fazer comparação da energia de ligação extrapolada dada pelo

gráfico 3.4, com a mesma propriedade para estruturas periódicas. Ainda sobre esses

cálculos, podemos possivelmente comparar também o gap de energia entre os orbi-

tais HOMO e LUMO, como descrito na subseção 3.3.4. Além disso, ainda temos

dados de frequências normais de oscilações das estruturas (SrO)n, o que nos trás

a possibilidade de trabalhar com espectroscopia infrared e Raman e possivelmente

caracterizar certos grupos de geometrias dos clusters de acordo com o espectro.

Concluindo, vimos como DFT pode ser usado com sucesso para descrever

propriedades eletrônicas de caracterização dos clusters (SrO)n, apresentando boa
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coerência com outros resultados e abrindo portas para trabalhos futuros com o uso

do mesmo ńıvel de cálculo
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