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Resumo

Simetrias conformes determinam a forma espećıfica da ação para cordas no caso em que o
espaço-tempo auxiliar não é plano, bem como fixa sua dimensão D. Quando existem dimensões
isométricas, a ação obtida apresenta o fenômeno de T-Dualidade, do qual pode-se obter back-
grounds distintos que são equivalentes.

Essa dissertação estuda T-dualidade para o caso em que as isometrias são abelianas. É feita
uma revisão sistemátia da corda clássica fechada e sua quantização, tanto no calibre do cone de
luz quanto no calibre conforme. A forma como cada calibre lida com fantasmas, fixa a dimensão
do espaço-tempo e o espectro sem massa da teoria são deduzidas em detalhes. O modelo sigma
é deduzido como ação efetiva resultante da inclusão do espectro sem massa no espaço plano. É
mostrado que a imposição de simetria conforme implica em equações para os campos de background
e, em particular, uma versão estendida das equações de Einstein em D dimensões. O fenômeno
de T-Dualidade é demonstrado na ação de Polyakov. Para a ação mais geral do modelo sigma,
é mostrado que a T-Dualidade abeliana ocorre e pode ser entendida como uma transformação
canônica conectando dois sistemas distintos que descrevem a mesma f́ısica, neste processo são
deduzidas as Transformações de Buscher. São apresentados 3 exemplos de interesse na pesquisa
contemporânea, dois ilustram o uso de T-Dualidade na obtenção de backgrounds equivalentes e
o último estende o método para dimensões não isométricas. Conclúımos propondo utilizar os
métodos descritos no texto para investigar a possibilidade da dedução das simetrias de inversão
do fator de escala nas teorias gravitacionais assintoticamente AdS.



Abstract

Conformal symmetries determine the specific form of the curved space-time string action, as
well as its dimension D. When there are isometric dimensions, the obtained action manifests the
T-Duality phenomenon, from which distinct equivalent backgrounds can be obtained.

This dissertation studies said T-Duality in the case when the isometries are abelian. A review
is made about the classical closed string and its quantization, both in the light cone and conformal
gauge. The way each gauge deals with ghosts, fix the space-time dimension and the massless
spectrum are derived in detail. The sigma model is derived as an effective action resulting from
the inclusion of the massless spectrum in the flat space-time. It is shown that imposing conformal
symmetry in the model implies equations of motion for the background fields and, in particular,
an extended version of Einstein’s equations in D dimensions. The T-Duality phenomenon is
demonstrated in the Polyakov action. For the more general sigma model, it is shown that abelian
T-Duality occurs and can be understood as a canonical transformation connecting two distinct
systems which describe the same physics, in this process, the Buscher Rules are also derived.
Three examples of interest in contemporary research are presented, two illustrating the use of T-
Duality to obtain equivalent backgrounds and the last one extending the method for non-isometric
dimensions. We conclude by proposing to use the methods described in the text to investigate
the possibility of deriving symmetries of scale factor inversion in asymptotically AdS gravitational
theories.
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1 Introdução

A descrição atual, até energias da ordem de 104GeV , do espaço-tempo e das quatro interações
fundamentais (forte, eletro-fraca e gravitacional) entre part́ıculas elementares inclui duas fundações
bem sucedidas: a teoria quântica de campos conhecida como Modelo Padrão, e a teoria da Re-
latividade Geral que determina a geometria do espaço-tempo. Acredita-se que esta abordagem
para a f́ısica de altas energias continue sendo válida até a escala de energia na ordem de 1016GeV ,
da “grande unificação” de três das quatro forças, a forte e a eletro-fraca (porém com eventuais
modificações super-simétricas do Modelo Padrão) e da gravitação de Einstein. Mais além, um
limite natural desta descrição “convencional” é determinado pela escala de Planck, da ordem de
1019GeV , correspondendo a distâncias de 10–33cm, onde o acoplamento (efetivo) gravitacional se
torna compat́ıvel com os acoplamentos das outras forças. Essa observação é considerada uma in-
dicação da eventual unificação das quatro forças, bem como da natureza quântica da gravitação
e do próprio espaço-tempo nestas escalas. Neste contexto, uma f́ısica além da escala de Planck
exige a elaboração de novos conceitos para espaço, tempo e matéria, em uma abordagem que
reúna os fundamentos das teorias quânticas de campos com uma versão quântica da geometria do
espaço-tempo.

A teoria de super cordas [1, 2] fornece uma realização deste “programa de unificação”, a partir
da identificação de todas as part́ıculas – gráviton, fóton, glúons (“gauge bósons”), quarks, leptons
etc. – como estados quânticos de (super-)cordas fechadas e abertas, imersas em um espaço auxiliar
externo de 26 (ou 10) dimensões. Nessa descrição, o espaço-tempo clássico, observado em escalas
bem maiores que os 10–33cm da escala de Planck, é um conceito emergente definido pelos valores
médios dos campos quânticos de quatro das cordas “não-compactificadas”, i.e. de extensão infinita.
As restantes 22 (ou 6) dimensões extras são descritas por cordas fechadas com raios muito peque-
nos e classicamente não-observáveis. Porém os estados quânticos destas cordas contribuem para
a construção de novas part́ıculas. Os modelos de (super-)cordas são definidos como certas teorias
de campo bidimensionais envolvendo todos os 26 (ou 10) campos de corda. No caso mais simples,
de cordas livres num espaço-tempo externo plano, cada um destes campos obedece a equação de
onda bidimensional com certas condições de contorno. Uma propriedade essencial para a quan-
tização destes modelos são as simetrias (super-)conformes bidimensionais [3, 4]. Vale ressaltar que
a condição de invariância sob transformações conformes (junto com transformações de Weyl) é de-
cisiva na determinação da forma espećıfica da ação de (super-) cordas no caso mais geral, quando
o espaço auxiliar não é plano. As representações unitárias da álgebra conforme providenciam a
forma expĺıcita dos operadores de todas as part́ıculas, e também um método simples e eficiente
para o cálculo de suas amplitudes de espalhamento.

A estrutura dessa dissertação é a seguinte. No caṕıtulo 2 introduzimos a corda clássica, a
ação de Nambu-Goto constrúıda a partir da exigência de invariância por reparametrizações da
worldsheet em analogia à worldline da part́ıcula relativ́ıstica. Estudamos a ação de Polyakov, que
é equivalente à ação de Nambu-Goto, e nela identificamos suas simetrias, v́ınculos e soluções para
a equação de movimento.

No caṕıtulo 3 quantizamos a corda clássica tratada no caṕıtulo anterior. Escolhemos um calibre
espećıfico para eliminar graus de liberdade redundantes. Isso é feito às custas da invariância de
Lorentz da teoria, a qual, para ser recuperada, exige que a dimensão do espaço-tempo auxiliar
tenha um valor espećıfico: D = 26 para a corda bosônica (D = 10 para a super-corda).

No caṕıtulo 4, ao quantizar sem eliminar todos os graus de liberdade redundantes, encontramos
dois problemas: fantasmas e anomalia conforme. Fazemos uma importante digressão sobre Teorias
de Campos Conformes, que são fundamentais para a compreensão de qualquer teoria de cordas.
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Utilizando as ferramentas de teorias de campos conformes vemos que a contribuição dos fantasmas
elimina a anomalia conforme da teoria e novamente fixa a dimensão do espaço-tempo auxiliar em
D = 26.

Entramos no objetivo principal dessa dissertação no caṕıtulo 5: o estudo de simetrias conformes
no Modelo Sigma para cordas fechadas e a descrição do fenômeno de T-Dualidade nele. O modelo
sigma é uma extensão da ação de Polyakov que descreve a dinâmica da corda bosônica levando
em conta os campos associados aos estados quânticos sem massa: a métrica do espaço-tempo
auxiliar D dimensional GMN (X), o campo antissimétrico de Kalb-Ramond , análogo ao campo
eletromagnético, BMN (X), e o campo escalar do Dilaton Φ (X), são acoplados na ação do modelo
de modo a preservar invariância de reparametrização, de Lorentz e de Weyl:

Sσ =
1

4πα′

�
d2σ
√
−g
{(
GMN (X) gαβ +BMN (X) εαβ

)
∂αX

M∂βX
N +

α′

2
R(2)Φ

}
Mostramos que a T-Dualidade pode ser compreendida como uma transformação canônica associada
a uma transformação nos termos de background da teoria, as transformações de Buscher [5, 6, 7].
Mostramos também que, como consequência das simetrias conformes do Modelo sigma, pode-
se deduzir uma versão estendida da gravitação de Einstein em 26 dimensões, considerando o
limite de baixas energias. Esta extensão da Relatividade Geral descreve a dinâmica dos campos
de background: a métrica, o campo do Dilaton e as componentes do campo de Kalb-Ramond,
chamadas áxions (um dos candidatos para explicar a matéria escura [8]). Como consequência
da T-Dualidade, pode-se usar as transformações de Buscher para obter soluções extras para as
equações de Einstein obtidas do modelo. [1, 2].

No caṕıtulo 6 são apresentados exemplos do uso dos resultados no caṕıtulo 5 em casos espećıficos
para a métrica do espaço-tempo auxiliar, onde algumas dimensões são abertas e todas as outras
são fechadas, como (S1 × R) × R2 e AdS5 ⊗ S5, bem como a extensão do uso de T-dualidade
para espaços cujas dimensões são abertas. A relevância desses casos na pesquisa contemporânea é
significativa: desde a descrição de universos do tipo de tubos de fluxo eletromagnético[9], o estudo
da correnpondência AdS/CFT[10, 11, 12], até o cálculo de amplitudes de espalhamento de gluons
em N = 4 Super Yang-Mills[13].

Conclúımos o essa dissertação propondo um problema de pesquisa em aberto: utilizar os
métodos descritos no texto para investigar a possibilidade da dedução das simetrias de inversão do
fator de escala nas teorias gravitacionais assintoticamente AdS.
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2 Corda Clássica Fechada

Concentramos nosso estudo na corda fechada, é nela que analisaremos a T-Dualidade. Ela é
um pouco mais simples que a corda aberda, uma vez que não exige a introdução de outro objeto
dinâmico, D-Branas, para sua consistência.

2.1 Ação de Nambu Goto

De modo geral, existem duas formas equivalentes de expressar a ação. Uma puramente geométrica,
e outra mais dinâmica, no sentido de que a dinâmica dos campos é mais expĺıcita do que a ge-
ometria. A ação “geométrica” é chamada ação de Nambu-Goto, a ação “dinâmica” é chamada
ação de Polyakov. Ambas têm vantagens e desvantagens. Na ação de Polyakov aparecem simetrias
extras para serem exploradas e é mais conveniente de ser quantizada via integrais de caminho, em
contrapartida, a ação de Nambu-Goto é mais intuitiva uma vez que é uma extensão da ação da
part́ıcula relativ́ıstica.

Por enquanto trabalharemos com a ação de Nambu-Goto.
A ação da corda relativ́ıstica é constrúıda em analogia à ação da part́ıcula relativ́ıstica: um

funcional da trajetória do objeto que seja invariante por reparametrizações da tragetória, uma vez
que a invariância por reparametrizações é condição necessária para que a ação seja f́ısica.

Sendo um objeto unidimensional, a trajetória de uma corda no espaço-tempo é uma superf́ıcie
bidimensional, chamada worldsheet. Portanto, a ação deve ser um funcional da área da worldsheet
da corda.

Figura 1: Superf́ıcie traçada pela corda ao se propagar no espaço-tempo[14].

Denotaremos por τ e σ os parâmetros da worldsheet, e Xµ(τ, σ) a coordenada do espaço-tempo
sobre a worldsheet. Por conveniência, tomaremos os parâmetros τ ∈ R e σ ∈ [0, σ1]. Como estamos
tratando de cordas fechadas, as coordenadas na worldsheet satisfazem

Xµ(τ, σ + σ1) = Xµ(τ, σ) (2.1)

A invariância da ação por reparametrizações se manifesta através da invariância da área da
worldsheet.

A ação obtida do funcional de área é Ação de Nambu-Goto:
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SNG = − 1

2πα′

�
d2σ
√
−γ (2.2)

onde α′ ≡ 1
2πT

é o parâmetro de inclinação e T é a tensão na corda, estamos considerando c = 1,
σα ≡ (τ, σ),d2σ = dτdσ,

γαβ =

(
Ẋ2 Ẋ ·X ′

Ẋ ·X ′ X ′2

)
(2.3)

Ẋµ ≡ ∂Xµ

∂τ
, X ′µ ≡ ∂Xµ

∂σ
, e γ ≡ detγαβ, o produto interno é em relação ao espaço auxiliar, ou seja,

usando a métrica ηµν1.
Variando a ação, obtemos

δSNG = −
�
d2σδXµ

(
∂Πτ

µ

∂τ
+
∂Πσ

µ

∂σ

)
+

�
dσδXµΠτ

µ|
τf
τi +

�
dτδXµΠσ

µ|
σ1
0 = 0 (2.4)

onde

Πτ
µ ≡ ∂L

∂Ẋµ = − 1
2πα′

(Ẋ·X′)X′µ−(X′)2Ẋµ√
(Ẋ·X′)

2
−Ẋ2X′2

Πσ
µ ≡ ∂L

∂X′µ
= − 1

2πα′
(Ẋ·X′)Ẋµ−(X′)2X′µ√

(Ẋ·X′)
2
−Ẋ2X′2

(2.5)

de onde extráımos as equações de movimento

∂Πτ
µ

∂τ
+
∂Πσ

µ

∂σ
= 0 (2.6)

ou equivalentemente,

∂α

(
∂L

∂∂αXµ

)
= 0 (2.7)

2.2 Ação de Polyakov

Nesta seção introduzimos a ação de Polyakov, que é classicamente equivalente à ação de Nambu-
Goto.

SP = − 1

4πα′

�
d2σ
√
−ggαβ∂αXµ∂βX

νηµν (2.8)

A presença de raiz quadrada dos campos na ação de Nambu-Goto é problemática pois dificulta
a quantização via integrais de caminho. A ação de Polyakov não tem esse problema, se livra da
raiz quadrada nos campos X às custas de introduzir um campo auxiliar gαβ com dinâmica própria,
e a quantização dos campos via integrais de caminho é muito mais simples.

Não vamos tratar da quantização via integrais de caminho, mas é conveniente introduzir a ação
de Polyakov pois o modelo σ, que é do interesse desse texto, é uma extensão da ação de Polyakov.
A ação (2.8) tem também a vantagem formal de ter uma simetria extra expĺıcita, a invariância de
Weyl (ou simetria conforme):

gαβ (τ, σ) 7−→ Ω2 (τ, σ) gαβ (τ, σ) (2.9)

1Nesse texto usamos a convenção diag (ηµν) = (1,−1,−1, ...,−1).
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A equivalência entre (2.2) e (2.8) pode ser mostrada comparando as equações de movimento.
Para a ação de Nambu-Goto, as equações de movimento para Xµ são2

∂α
(√
−γγαβ∂βXµ

)
= 0 (2.10)

analogamente, para a ação de Polyakov3

∂α
(√
−ggαβ∂βXµ

)
= 0 (2.11)

as duas ações são, portanto, equivalentes.

2.3 Simetrias do Espaço Auxiliar

Correntes conservadas decorrentes de simetrias no espaço auxiliar, além de interessantes por
si só, no caso de cordas, servem como recurso para fixar calibres convenientes para resolver as
equações de movimento (2.7). Veremos um calibre no qual a equação de movimento se reduz à
equação de onda. Outra propriedade de interesse de correntes conservadas é que a exigência de
sua consistência após a quantização, fixa a dimensão do espaço-tempo da teoria.

É fácil ver que a ação de Nambu-Goto (2.2) e Polyakov (2.8) são invariante sob translações no
espaço-tempo

σα 7−→ σα = σα

Xµ (σα) 7−→ X
µ

(σα) = Xµ (σα) + ∆Xµ ∆Xµ (σα) = ηµνεν
(2.12)

Aplicando o Teorema de Noether obtemos a corrente conservada

Jαµ =
(
Πτ
µ,Π

σ
µ

)
(2.13)

e a carga conservada

pµ =

� σ1

0

Πτ
µ (τ, σ) dσ (2.14)

ou seja, dpµ
dτ

= 0, se conserva na worldsheet. Como tal, será útil para definir um calibre conveniente.
O mesmo racioćınio para rotações no espaço-tempo (transformações de Lorentz)

σα 7−→ σα = σα

Xµ (σα) 7−→ X
µ

(σα) = ΛµνX
ν (σα) ' Xµ + ωµνX

ν , ωµν = −ωνµ
(2.15)

mostra que a corrente e carga conservadas correspondentes a essa simetria são

Mα
µν = XµΠα

ν −XνΠ
α
µ Mµν =

�
M τ

µν (τ, σ) dσ (2.16)

com dMµν

dτ
= 0. Por cálculo direto, vê-se que a carga Mµν obedece ao colchete de Poisson

{Mµν ,Mρσ}CP = −ηµρMνσ + ηνρMµσ − ηµσMρν + ηνσMρµ (2.17)

Ou seja, o espaço auxiliar D dimensional, no qual a worldsheet está embutida, tem como grupo
de simetria o grupo de Poincaré.

Equação (2.17) é de particular importância, pois é condição necessária para a invariância de
Lorentz da teoria, e será vital para fixar a dimensão do espaço-tempo após a quantização.

2Usando (2.7) e δ
√
−γ = 1

2

√
−γγαβδγαβ para variar a Lagrangeana.

3Pode ser mostrado que gαβ = 2f
(
σξ
)
γαβ [15], de modo que gαβ = f−1γαβe o fator f se cancela

em (2.11) e o resultado é a mesma equação (2.10).

5



2.4 Equações de Movimento e Vı́nculos

Agora vamos nos valer da propriedade de Invariância por reparametrizações da ação (2.8) para
selecionar um calibre conveniente, que torne mais amigáveis as equações de movimento (2.7).

Existem vários calibres que tornam a análise das equações de movimento mais simples cada um
com vantagens e desvantagens, duas se destacam: o calibre conforme e o calibre do cone de luz .

O calibre conforme não fixa todos os graus de liberdade, mas é o bastante para tornar a equação
de movimento mais simples. Consiste em usar a invariância por reparametrizações e a invariância
por transformações de Weyl para tomar4

gαβ = ηαβ (2.18)

Dessa forma, a ação de Polyakov se torna

SP = − 1

4πα′

�
d2σηαβ∂αX

µ∂βX
νηµν (2.19)

de onde extráımos a equação de movimento

∂α
(
ηαβ∂βX

µ
)

= 0 (2.20)

que é a equação de onda livre! Essa equação não resolve toda a história, ainda precisamos deter-
minar a dinâmica do campo auxiliar gαβ = ηαβ que introduzimos. Para isso basta tomar δSP

δgαβ
= 0.

É conveniente definir o tensor energia momento

Tαβ ≡ −
4πα′√
−g

δSP
δgαβ

(2.21)

portanto, a dinâmica de gαβ é dada pelos v́ınculos

Tαβ = 0 (2.22)

que, usando (2.18), é equivalente a (
Ẋ ±X ′

)2

= 0 (2.23)

Com esses v́ınculos, os momentos Πα
ν ficam muito mais simples

Πτ
µ =

1

2πα′
Ẋµ Πσ

µ = − 1

2πα′
X ′µ (2.24)

A solução da equação de onda livre (2.20) é bem conhecida:

4Isso é feito da seguinte forma::
i- Da invariância com respeito à transformação de Weyl (2.9), a métrica pode ser reescrita na

forma gαβ (τ, σ) 7−→ e2φgαβ (τ, σ);
ii- O tensor de Riemann bidimensional é múltiplo do escalar de Ricci Rαβγδ = R

2
(gαγgβδ − gαδgγβ);

iii- Sob uma transformação de Weyl gαβ (τ, σ) 7−→ e2φgαβ (τ, σ), o escalar de Ricci se transforma

como R 7−→ R′ =
√
g√
g′
{R− 2 (∂αφ∂

αφ)}.
Ou seja, φ pode ser sempre escolhido de modo que o escalar de Ricci e, consequentemente, o

tensor de Riemann, se anule. Assim, a métrica bidimensional é sempre plana, a menos de uma
transformação de Weyl.
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Xµ (τ, σ) = Xµ
L (τ + σ) +Xµ

R (τ − σ) (2.25)

onde Xµ
L (τ + σ) representa uma onda movendo-se para a esquerda (left movers) e Xµ

R (τ − σ)
representa ondas movendo-se para a direita (right movers). Definindo τ + σ ≡ u e τ − σ ≡ v,
expansão em modos de Fourier, usando a condição (2.1), fornece

Xµ
L (u) =

xµ0L
2

+

√
α′

2
αµ0u+ i

√
α′

2

∑
n6=0

αµn
n
e−inu Xµ

R (v) =
xµ0R
2

+

√
α′

2
αµ0v + i

√
α′

2

∑
n6=0

αµn
n
e−inv

(2.26)
onde os αµn e αµn são a notação usual em teoria de cordas, se relacionam com os modos de Fourier
tradicionais da forma

αµn ≡ aµn
√
n αµn ≡ aµn

√
n (2.27)

Vale também5

αµ0 =

√
α′

2
pµ αµn = (αµ−n)∗ αµn = (αµ−n)∗ αµ0 = αµ0 (2.28)

a terceira equação é consequência de exigir que a solução seja real.

Definindo xµ0 ≡
xµ0L

2
+

xµ0R
2

, a forma final da solução é

Xµ (τ, σ) = xµ0 +
√

2α′αµ0τ + i

√
α′

2

∑
n6=0

e−inτ

n

(
αµne

inσ + αµne
−inσ) (2.29)

5Veja seção B.1 do Apêndice.
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3 Quantização do Cone de Luz

Antes de quantizar, fixamos os graus de liberdade restantes usando o calibre do cone de luz6.
Para isso, definimos

Definição (Coordenadas do Cone de Luz).

xµ =
(
x+, x−, xI

)
x+ =

x0 + x1

√
2

x− =
x0 − x1

√
2

x+ =
x0 + x1

√
2

ds2 = η̃µνdx
µdxν (3.1)

onde I = 2, 3, ..., D − 1 são chamadas coordenadas transversais, e

η̃ =


0 1
1 0 0

−1
0 −1

. . .

 (3.2)

Da equação (2.29), segue que

X+ (τ, σ) = x+
0 + α′p+τ + i

√
α′

2

∑
n6=0

e−inτ

n

(
α+
n e

inσ + α+
n e
−inσ) (3.3)

usando a invariância por reparametrizações, podemos trocar de parametrização σ± 7−→ σ̃± (σ±).
Isso transforma τ = 1

2
(σ+ + σ−) e σ = 1

2
(σ+ − σ−) em

τ̃ = 1
2

(σ̃+ (τ + σ) + σ̃− (τ − σ))
σ̃ = 1

2
(σ̃+ (τ + σ)− σ̃− (τ − σ))

(3.4)

A primeira dessas equações é o mesmo que afirmar que τ̃ é solução da equação de onda livre sem
massa (

∂2

∂σ2
− ∂2

∂τ 2

)
τ̃ = 0 (3.5)

resolvendo essa equação, σ̃ fica completamente determinada. Note que (3.5) é a mesma equação
(2.20) obedecida pelos Xµ (τ, σ). Isso significa que, nos valendo da invariância de reparame-
trizações, podemos escolher τ̃ igual a um dos Xµ (τ, σ) a menos de uma constante multiplicativa
para que a unidade esteja correta, e a menos de uma constante:

τ̃ = κXµ0 + cte (3.6)

A escolha mais conveniente leva ao

6É importante fazer isso pois, após a quantização, evita a aparição de fantasmas , que são estados
com norma negativa. São interpretados como sendo estados não f́ısicos, o espaço de estados sendo
portanto um espaço “maior” que o necessário para descrever a f́ısica do sistema. Veremos essa
abordagem no caṕıtulo 4.

Impor o calibre de cone de luz antes da quantização fixa de uma vez as soluções f́ısicas e nos
livramos de fantasmas na quantização, mas isso não sai de graça. Perdemos a invariância de
Lorentz expĺıcita da teoria e, para recuperá-la para estados de massa qualquer, veremos que a
dimensão do espaço auxiliar não pode mais ser arbitrária.
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Definição (Calibre do Cone de Luz).

τ =
X+

α′p+
=⇒ X+ = α′p+τ =⇒ p+ = 2πΠτ+ σ ∈ [0, 2π] (3.7)

A componente X+ (τ, σ) é fixada diretamente e (3.7) implica x+
0 = 0. X− (τ, σ) é escrito em

termos de x−0 e XI (τ, σ)(e, consequentemente, de xI0, αIn e αIn)7. Ou seja, a dinâmica da corda
fechada, no calibre do cone de luz, é completamente determinada pelos campos

xI0, αIn, αIn︸ ︷︷ ︸
XI(τ,σ)

, x−0 , p+ (3.8)

Serão eles os principais ingredientes na quantização.
Com um pouco de álgebra obtemos a relação entre os α−n e os αIn

8:

√
2α′α−n =

2

p+
Ln

√
2α′α−n =

2

p+
Ln (3.9)

onde

Ln ≡
1

2

∑
p∈Z

αp · αn−p Ln ≡
1

2

∑
p∈Z

αp · αn−p L0 = L0 (3.10)

os produtos internos denotam soma sobre o ı́ndice I. Os Ln e Ln são chamados modos transversais
de Virasoro. É posśıvel mostrar que os modos de Virasoro são os coeficiente de expansão do campo
X−. Veremos mais adiante que desempenham um papel chave na teoria. A última equação de
(3.10) segue da última equação de (2.28).

Para comparação após a quantização, é interessante escrever a Hamiltoniana e a massa em
termos dos graus de liberdade da teoria, em termos de XI , ou equivalentemente, em termo dos αIn.
Por substituição direta na definição obtemos

H =

� σ1

0

(
Πτ · Ẋ − L

)
dσ =

� σ1

0

(
Ẋ2 +X ′2

)
dσ

H = 1
2

∑
n∈Z (αn · α−n + αn · α−n) = L0 + L0 (3.11)

e a massa da relação relativ́ıstica

M2 = −pµpµ = 2p+p− − pIpI

M2 =
2

α′

∞∑
n=1

(αn · α−n + αn · α−n) =
2

α′
(
L0 + L0

)
− 2

α′
α0 · α0 (3.12)

A Hamiltoniana e a massa vão mudar após a quantização, e darão origem a propriedades sem
análogo clássico.

As grandezas relevantes da teoria obedecem os colchetes de Poisson:{
XI (τ, σ) ,ΠJτ (τ, σ′)

}
CP

= δ (σ − σ′) η̃IJ
{
x−0 , p

+
}
CP

= η̃−+ (3.13){
αIm, α

J
n

}
CP

= −imδm+n,0η̃
IJ

{
αIm, α

J
n

}
CP

= −imδm+n,0η̃
IJ

{
αIm, α

J
n

}
CP

= 0 (3.14)

7Veja página 188 de [1].
8Veja seção B.2 do Apêndice.
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{
Lm, Ln

}
CP

= i (m− n)Lm+n {Lm, Ln}CP = i (m− n)Lm+n

{
Lm, Ln

}
CP

= 0 (3.15)

A álgebra determinada por (3.15) é chamada Álgebra de Witt, ou Virasoro sem carga central.
Veremos que essa álgebra vai se alterar como consequência da quantização.

Seguindo a prescrição

φ 7→ φ̂
{, }CP 7→ −i [, ]

os campos são promovidos a operadores e os colchetes de Poisson a comutadores9[
XI (τ, σ) ,ΠτJ (τ, σ′)

]
= −iδ (σ − σ′) η̃IJ

[
x−0 , p

+
]

= −i (3.16)[
αIm, α

J
n

]
= −mδm+n,0η̃

IJ
[
αIm, α

J
n

]
= −mδm+n,0η̃

IJ
[
αIm, α

J
n

]
= 0 (3.17)

Da relação (2.27) segue que, para m, , n > 0[
aIm, a

†J
n

]
= −δm,nη̃IJ

[
aµm, a

†ν
n

]
= −δm,nη̃µν (3.18)

que são as relações de comutação conhecidas dos operadores de criação e aniquilação!
Definindo o espaço de Fock

V ácuo ≡ |0; p〉
p̂I |0; p〉 = pI |0; p〉
αIn |0; p〉 = ᾱIn |0; p〉 = 0 n > 0

(3.19)

e um estado arbitrário é dado por

|λ, λ̄〉 =

[
∞∏
n=1

D∏
I=2

(
αI−n

)λn,I][ ∞∏
m=1

D∏
J=2

(
αJ−m

)λm,J] |0; p〉 , λn,I , λm,J ≥ 0 (3.20)

ou seja, uma combinação arbitrária de operadores de criação e aniquilação agindo sobre o vácuo.
É expĺıcito de (3.17) que a definição dos modos transversais de Virasoro, agora operadores

transversais de Virasoro, é amb́ıgua, uma vez que os αIn e ᾱIn não comutam quando m 6= −n.
Logo, a definição de L0 e L0 é problemática. Como é feito em Teoria Quântica de Campos, essa
dificuldade é resolvida usando a convenção de ordenação normal. Em decorrência disso, surge uma
constante:

L0 =
1

2
α0 · α0 +

∞∑
p=1

α−p · αp +
(D − 2)

2

∞∑
p=1

p (3.21)

Usando a função Zeta de Riemann

ζ (s) =
∞∑
n=1

1

ns
, Re (s) > 1 (3.22)

é um resultado clássico que, para s = −1, a função converge e é igual a

ζ (−1) =
∞∑
p=1

p = − 1

12
(3.23)

9Omitiremos o chapéu “ˆ”, a menos que não o fazer seja amb́ıguo. A partir de agora, nesse
caṕıtulo, todos os campos são todos operadores, a menos que seja mencionado o contrário.

10



portanto,

L0 =
1

2
α0 · α0 +

∞∑
p=1

α−p · αp −
(D − 2)

24
(3.24)

Para facilitar a comparação com o caso clássico, vamos renomear o Ln, n ∈ Z quântico como
Ln e definir o operador normal ordenado

L0 ≡
1

2
α0 · α0 +

∞∑
p=1

α−p · αp ≡ L0 (3.25)

note que Ln = Ln para n 6= 0, enquanto que L0 = L0 − (D−2)
24

.

É conveniente definir o operador número

N ≡
∞∑
p=1

α−p · αp N ≡
∞∑
p=1

α−p · αp (3.26)

Sua ação nos estados é a mesma que já conhecemos da Mecânica Quântica. Note que, de (3.10) e
da definição (3.25) segue

N = N (3.27)

Essa condição, juntamente com (3.19) e (3.20) definem completamente o espaço de estados da
teoria. A equação (3.27) nos diz que cada estado deve ter o mesmo número de operadores de
criação left movers e right movers atuando sobre o vácuo. Essa condição é conhecida como level
matching .

A alteração em L0 com relação ao caso clássico, devido à ordenação normal, muda a álgebra
(3.15), que agora é [

Lm, Ln
]

= (m− n)Lm+n + (D−2)
12

m (m2 − 1) δm+n,0

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + (D−2)
12

m (m2 − 1) δm+n,0[
Lm, Ln

]
= 0

(3.28)

O racioćınio para Lm é idêntico. A expressão (3.28) é a Álgebra de Virasoro.
A mudança em L0 após a quantização tem como consequência, além da mudança da álgebra, a

mudança da Hamiltoniana e do espectro de massa:

H = L0 + L0 − (D−2)
12

M2 = 2
α′

∑∞
n=1

(
αn · α−n + αn · α−n − (D−2)

12

)
= 2

α′

(
L0 + L0 − (D−2)

12

)
− 2

α′
α0 · α0

(3.29)

3.1 D=26

Após a quantização, (2.17) se torna

[Mµν ,Mρσ] = iη̃µρMνσ − iη̃νρMµσ + iη̃µσMρν − iη̃νσMρµ (3.30)

Ou seja, essa relação de comutação deve ser obedecida para que a teoria seja Lorentz invariante.
Tomando essa relação com µ = −, ν = I, ρ = − e σ = J , deve ser[

M I−,M I−] = 0 (3.31)
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Usando (2.16) e depois de muita álgebra10, obtemos[
M I−,MJ−] =

2

α′ (p+)2

∞∑
m=1

(
αI−m · αJm − αJ−m · αIm

){
m

[
1− D − 2

24

]}
+(αn → αn) = 0 ∀m ∈ N

(3.32)
A soma de osciladores em geral não é zero, resta então o termo entre colchetes. Igualando a

zero segue imediatamente que
D = 26 (3.33)

Existem outras formas de mostrar isso, porém essa forma é a mais simples de entender apesar
de ser a que exige mais cálculos.

O interessante desse resultado é que as simetrias do espaço-tempo fixam sua dimensão! Um
resultado impressionante, sem análogo em teoria de part́ıculas convencional. Observe que, com
esse resultado, não precisamos impor a dimensão do espaço-tempo como se faz usualmente em
relatividade e mecânica quântica, a dimensão é dedut́ıvel de primeiros prinćıpios. Isso representa
um avanço na direção de uma teoria mais fundamental da natureza.

Veja que com D = 26 a Hamiltoniana e o espectro de massa tornam-se

H = L0 + L0 − 2 = L0 + L0

M2 = 2
α′

∑∞
n=1

(
N +N − 2

) (3.34)

surge a possibilidade de massa quadrada negativa! Esse é um dos problemas de teoria de cordas
bosônicas que é corrigido introduzindo, entre outras coisas, fermions na teoria, resultando em teoria
de Supercordas onde D = 10. A part́ıcula cuja massa ao quadrado é negativa é chamada Tachyon.
O espectro de massa também prevê part́ıculas de massa nula: áxions, gravitons e o campo do
dilaton. Além dessas part́ıculas, teoria de cordas também prevê a existência de outras part́ıculas,
como fótons e matéria comum, porém elas vem do espectro de cordas abertas e D-Branas.

Finalizamos essa seção notando que, (3.19) caracteriza os estados em termos dos operadores de
criação e aniquilação αIn e αIn, a segunda relação define o vácuo como auto-estado do momento
transversal p̂I e, consequentemente, de αI0. No entanto, os estados da teoria podem ser também
caracterizados em termos dos Ln e Ln. De fato, (3.25), (2.28) e (3.19) implicam

V ácuo ≡ |0; p〉
L0 |0; p〉 ∝ p · p |0; p〉
Ln |0; p〉 = Ln |0; p〉 = 0 n > 0

(3.35)

e um estado arbitrário é obtido atuando os L−n e L−n, com n > 0, sobre o vácuo

|λ, λ̄〉 =

[
∞∏
n=1

(L−n)λn

][
∞∏
m=1

(
L−m

)λm] |0; p〉 , n,m > 0 λn, λm ≥ 0 (3.36)

E (3.27) torna-se
L0 = L0 (3.37)

3.2 Tachyon e Estados sem massa

Usando (3.20) e respeitando a condição (3.27), o Tachyon é o vácuo, o estado obtido quando

N = N = 0
|tachyon〉 = |0; p〉 (3.38)

10Veja seção C do Apêndice.
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de (3.34), sua massa quadrada é negativa

M2 = − 4

α′
(3.39)

isto significa que o potencial é instável, o que por si só não é um problema. O problema é que
o potencial decai infinitamente devido a qualquer perturbação, levando a uma energia negativa
infinita.11. Este é o estado de menor energia.

Os próximos estados de menor energia são os estados de massa nula

N = N = 1⇒M2 = 0
αI−1α

J
−1 |0; p〉 (3.40)

dos quais existem (D − 2)2. Estes podem ser decompostos em 3 tipos dependendo da combinação
dos ı́ndices I e J : o traço, a parte simétrica ou a antissimétrica

α−1 · α−1 |0; p〉
α

(I
−1α

J)
−1 |0; p〉

α
[I
−1α

J ]
−1 |0; p〉

−→ Dilaton
−→ Graviton
−→ Kalb−Ramond

(3.41)

Correspondem a um campo escalar (Dilaton), a um campo tensorial simétrico (Graviton) e a um
campo tensorial antissimétrico (Kalb-Ramond).

11Veja seção 12.8 de [14] e seção 2.3.1 de [15]
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4 Quantização no Calibre Conforme

Agora, diferente de como fizemos no caṕıtulo anterior, vamos quantizar sem antes fixar todos
os graus de liberdade da teoria. Veremos que isso vai dar origem a estados não f́ısicos chamados
fantasmas . A vantagem dessa abordagem é que não precisamos fixar a dimensão do espaço auxi-
liar para preservar a simetria de Lorentz. No calibre conforme a simetria de Lorentz permanece
expĺıcita, e a dimensão do espaço auxiliar é fixada exigindo que, após a quantização, a simetria de
Weyl seja preservada.

Seguindo a prescrição

φ 7→ φ̂
{, }CP 7→ −i [, ]

quantizamos como de costume. Os campos são promovidos a operadores e os colchetes de Poisson
a comutadores12

[Xµ (τ, σ) ,Πτν (τ, σ′)] = −iδ (σ − σ′) ηµν [xµ0 , p
ν ] = −iηµν (4.1)

[αµm, α
ν
n] = −mδm+n,0η

µν [αµm, α
ν
n] = −mδm+n,0η

µν [αµm, α
ν
n] = 0 (4.2)

Note que, µ = ν = 0 implica [
α0
n, α

0
−n
]

= −n (4.3)

para n > 0, isso resulta na aparição de estados do tipo α0
−1 |0; p〉 cuja norma

〈0; p|α0
1α

0
−1|0; p〉 = −〈0; p|0; p〉 < 0 (4.4)

é negativa. Isso não pode representar estados f́ısicos pois não tem interpretação probabiĺıstica.
Precisamos identificar quem são os estados não f́ısicos e que condição é imposta a eles para

preservarmos o máximo de simetrias que tinhamos no caso clássico. Para isso, faremos uma breve
digressão sobre Teorias de Campos Conformes, onde serão introduzidas ferramentas gerais úteis
para nosso estudo.

4.1 Teorias de Campos Conformes

Dado uma transformação de coordenadas, a métrica, sendo um tensor

(
0
2

)
, se transforma da

seguinte maneira
x 7−→ x′ = f(x)

gµν (x) 7−→ g′µν (x′) = ∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
gρσ (x)

(4.5)

Transformações conformes são definidas como o subgrupo de transformações de coordenadas que
satisfaz

x 7−→ x′ = f(x)
gµν (x) 7−→ g′µν (x′) = Ω (x) gµν (x)

(4.6)

A função positiva Ω (x) é chamada fator de escala. Uma Teoria Conforme é definida como uma
teoria invariante sob esse tipo de transformação.

12Novamente omitiremos o chapéu “ˆ”, a menos que não o fazer seja amb́ıguo. A partir de agora,
nesse caṕıtulo, todos os campos são todos operadores a menos que seja mencionado o contrário.
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Como exemplo, considere o reescalamento

xα 7−→ x′α = λxα

gµν (xα) 7−→ g′µν (x′α) = ∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
gρσ (x) = λ2gµν (xα)

(4.7)

λ é chamado fator de reescalamento. O fator de escala é Ω2 (x) = λ2. Esse exemplo é importante,
pois usaremos auto-funções de reescalamentos e rotações como campos da teoria13. Ou seja, sob
um reescalamento os campos se transformam como

xα 7−→ x′α = λxα

Φ (xα) 7−→ DΦ (xα) = Φ (x′α) = κΦ (xα)
(4.8)

como a exponencial tem R
+ como imagem, podemos escrever κ = λ−4 para algum 4

xα 7−→ x′α = λxα

Φ (xα) 7−→ Φ′ (x′α) = λ−4Φ (xα)
(4.9)

o número 4 é chamado dimensão de reescalamento do campo.
Para ser conforme invariante, a Lagrangeana da teoria não pode ser arbitrária, precisa ter

dimensão de reescalamento espećıfica e deve ser sem massa! Por exemplo, sob um reescalamento,

ddx 7−→ ddx′ =
∣∣∂x′
∂x

∣∣ ddx = λdddx
∂µ 7−→ ∂′µ = ∂xν

∂x′µ
∂ν = λ−1∂ν

(4.10)

A massa introduz escala na teoria, uma vez que m =
∣∣∣xα1 − xβ2 ∣∣∣−1

para determinados pontos xα1 e

xα2 no espaço de coordenadas. Logo

m 7−→ m′ =
∣∣∣(x′1)

α − (x′2)
β
∣∣∣−1

=
∣∣∣λxα1 − λxβ2 ∣∣∣−1

= |λ|−1m (4.11)

mas a massa é um parâmetro intŕınsico da teoria, e deve ser preservada se a teoria for conforme
invariante e, consequentemente, invariante por reescalamentos. Ou seja, a invariância implicaria

m = |λ|−1m, ∀λ ∈ R (4.12)

o que só é posśıvel se m = 0 ou m = ∞14. Vamos evitar massas infinitas nesse texto, portanto,
para nossos propósitos, teorias conforme invariantes devem ter massa nula.

Massa nula não é a única condição para que a Lagrangeana seja conforme invariante, note que

S = S ′ ⇔
�
ddxL (Φ, ∂µΦ) =

�
d′dxL′

(
Φ′, ∂′µΦ

′)
=

�
ddxλdL′

(
Φ′, ∂′µΦ

′) (4.13)

13Assim como em Mecânica Quântica, em Teoria de Campos também trabalhamos com campos
que são auto-funções dos operadores que vão compor o Conjunto Completo de Operadores que
Comutam (CCOC). Assim, é posśıvel descrever o espaço de estados de maneira sistemática e
consistente. Não vamos entrar em tantos detalhes assim nesse texto, mas vale a pena mencionar
o porque fazemos essa escolha e deixar claro que não é uma escolha arbitrária. Reescalamentos e
rotações têm ligação direta com a energia, e como na Mecânica Quântica usamos auto-funções da
Hamiltoniana no CCOC, faz sentido fazer algo parecido em Teoria de Campos Conformes, nesse
caso, no lugar da Hamiltoniana usamos o operador de Reescalamento.

14Uma ressalva: existem teorias conformes consistentes com massa infinita [16, 17] e com massa
variando em um espectro [18], mas tais teorias estão muito além do escopo desse texto.
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é invariante apenas se a Lagrangeana se transforma como

L′
(
Φ′, ∂′µΦ

′) = λ−dL (Φ, ∂µΦ) (4.14)

Ou seja, deve ter dimensão de reescalamento d. A Lagrangeana é do tipo

L (Φ, ∂µΦ,m) =
1

2
∂µΦ∂µΦ+

∑
ξ

AξΦ
ξ (4.15)

Cada termo da Lagrangeana deve ter dimensão d para preservar a invariância por reescalamentos,
logo os termo cinético e os termos sem massa impõem, respectivamente

4 =
d− 2

2
4 =

d

ξ
=⇒ ξ =

2d

d− 2
, d 6= 2 (4.16)

Vejamos agora como determinar os geradores infinitesimais das transformações conformes. Con-
sidere uma transformação conforme infinitesimal

xα 7−→ x′α = xα + εα (xσ) (4.17)

substituindo isso em
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
gρσ (x) = Ω (x) gµν (x) (4.18)

obtemos
gµν + ∂µεν + ∂νεµ = Ωgµν
⇒ (Ω − 1) gµν = ∂µεν + ∂νεµ

(4.19)

tomando o traço obtemos

(Ω − 1) =
2

d
(∂ · ε) (4.20)

substituindo em (4.19)
2

d
(∂ · ε) gµν = ∂µεν + ∂νεµ (4.21)

Os geradores infinitesimais do grupo conforme são as soluções de (4.21).

4.2 TCC Bidimensionais

Para o caso em que o espaço de coordenadas é bidimensional,

(ε1, ε2) : [0,∞) 7−→ R
2

(τ, σ) 7−→ (ε1 (τ, σ) , ε2 (τ, σ))
(4.22)

(4.21) torna-se
(∂ · ε) gαβ = ∂αεβ + ∂βεα (4.23)

Para d = 2 em E2 a métrica é euclidiana gαβ = δαβ =

(
1 0
0 1

)
, α, β = 1, 2

(∂ · ε) δαβ = ∂αεβ + ∂βεα (4.24)

Considere os casos em que µ = ν
∂1ε1 + ∂2ε2 = 2∂1ε1
∂1ε1 + ∂2ε2 = 2∂2ε2

(4.25)
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para µ 6= ν
0 = ∂1ε2 + ∂2ε1 (4.26)

portanto, transformações conformes infinitesimais em duas dimensões satisfazem

∂1ε1 = ∂2ε2 ∂1ε2 = −∂2ε1 (4.27)

Reconhecemos essas equações como as Equações de Cauchy-Riemann para uma função f (τ, σ) =
ε1 (τ, σ) + iε2 (τ, σ). Isso serve de motivação para fazermos um mapa entre E2 e C2:

E2 7−→ C
2

(τ, σ) 7−→ (z, z) = (τ + iσ, τ − iσ)
(4.28)

a inversa é dada por

x1 ≡ τ =
1

2
(z + z) , x2 ≡ σ =

1

2i
(z − z) (4.29)

Dessa forma

ds2 = δαβdx
αdxβ = g′αβdx

′αdx′β = dzdz, g′αβ =

(
0 1

2
1
2

0

)
(4.30)

vetores e derivadas ficam

Vz = ∂xα

∂z
Vα = 1

2
(V1 − iV2) Vz = ∂xα

∂z
Vα = 1

2
(V1 + iV2)

V z = g′zβVβ = 2Vz V z = g′zβVβ = 2Vz
(4.31)

∂ ≡ ∂

∂z
=

1

2
(∂1 − i∂2) , ∂ ≡ ∂

∂z
=

1

2
(∂1 + i∂2) ∂1 = ∂+∂, ∂2 = i

(
∂ − ∂

)
(4.32)

e finalmente, a transformação conforme infinitesimal fica

ε = ε1 + iε2, ε = ε1 − iε2
ε1 = 1

2
(ε+ ε) , ε2 = 1

2i
(ε− ε) (4.33)

Com essa notação, as equações de Cauchy-Riemann ficam muito mais simples

∂ε (z, z) = 0, ∂ε (z, z) = 0 (4.34)

Ou seja, ε (z) deve ser uma função holomórfica e ε (z) anti-holomórfica. Portanto, o grupo conforme
em d = 2 é o conjunto de todas as funções holomórfica e anti-holomórficas em algum conjunto
aberto

z 7−→ z + ε (z)
z 7−→ z + ε (z)

;
ε : K 7−→ C

ε : J 7−→ C
(4.35)

onde K e J são conjuntos abertos em C.Só podemos estender seus domı́nios a C se permitirmos que
tenham polos isolados, isto é, se considerarmos que são funções meromórficas15. Alguns exemplos
desse tipo de transformação são

• z 7−→ z + a, a ∈ C: Translação;

15O teorema de Liouville afirma que uma função holomórfica (anti-holomórfica), limitada, em C só
pode ser constante. Estamos tratando de transformações infinitesimais, portanto limitadas. Logo,
se exigirmos que sejam holomórficas (anti-holomórficas) em Cserão constantes. A única alternativa
é permitir que tenham polos isolados.
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• z 7−→ λz, λ ∈ C: Reescalamento se λ ∈ R e λ 6= 1, rotação se |λ| = 1.

Para uso futuro, vejamos a variação infinitesimal de um campo da teoria sob essas transformações
conformes.

Para translações,

(z, z) 7−→ (z′, z′) = (z + ε, z + ε) , ε, ε� 1
O (z, z) 7−→ O′ (z′, z′) = O (z′ − ε, z′ − ε) ' O (z′, z′)− ε∂O (z′, z′)− ε∂O (z′, z′)

(4.36)

δOT = −ε∂O − ε∂O (4.37)

Como no caso em d arbitrária, trabalhamos com campos que são auto-funções de reescalamentos

(z, z) 7−→ (z′, z′) =
(
λz, λz

)
O (z, z) 7−→ O′ (z′, z′) = λ−hλ

−hO (z, z)
(4.38)

para um reescalamento ou rotação infinitesimal λ = 1 + ε e λ = 1 + ε com |ε| , |ε| � 1, teremos,
até a primeira ordem em ε, ε

O′ (z′, z′) = λ−hλ
−hO (z, z) ' (1 + ε)−h (1 + ε)−hO

(
λ−1z′, λ

−1
z′
)

' (1 + ε)−h (1 + ε)−hO ((1− ε) z′, (1− ε) z′)
' (1− εh)

(
1− εh

) (
O (z′, z′)− εz′∂O (z′, z′)− εz′∂O (z′, z′)

)
' O (z′, z′)− ε (hO (z′, z′) + z∂O (z′, z′))− ε

(
hO (z′, z′) + z∂O (z′, z′)

) (4.39)

δOR = −ε (hO + z∂O)− ε
(
hO + z∂O

)
(4.40)

Assim, O é dito ter peso conforme
(
h, h
)
. Note que, se λ = λ, o peso conforme

(
h, h
)

se relaciona

com a dimensão de reescalamento como 4 = h+ h.

4.2.1 Tensor Energia-Momento

O tensor energia-momento é central no estudo da quantização da corda bosônica. Vimos no
caṕıtulo 2 que os v́ınculos sobre a corda são expressos na forma de (2.22). Na quantização no
calibre conforme seu papel é muito mais expĺıcito: os estados da teoria são representações da
álgebra dos modos de Laurent do tensor de energia-momento.

Da teoria clássica, sabemos que o tensor de energia-momento é a corrente conservada quando o
sistema é simétrico com respeito a translações. Veremos também que, em teorias conformes, Tαβ
tem relação com a corrente conservada em transformações conformes arbitrárias.

Primeiro, provamos que a definição (2.21) de Tαβ que estamos usando de fato é a corrente
conservada correspondente à translações.

Promovendo o parâmetro infinitesimal da transformação de coordenadas a uma função das
coordenadas δσα = εα

(
σβ
)

σα 7−→ σ′α ' σ′α + εα
(
σβ
)

(4.41)

a variação da ação é proporcional à derivada desse parâmetro[19, 20], e deve ser nula pois é uma
simetria

δS =

�
d2σJα∂αε = 0 (4.42)

teremos então que Jα é a corrente conservada correspondente, e vale ∂αJ
α = 0.
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Vejamos quem é Jα para translações. Acoplando a teoria a uma métrica dinâmica gµν (σα),
a transformação δσα = εα

(
σβ
)

é vista como um difeomorfismo, em relação ao qual a teoria é
invariante desde que δgαβ = ∂αεβ + ∂βεα. Ou seja, se transformarmos as coordenadas e a métrica,
teremos δS = 0. Isso implica que, transformando apenas as coordenadas, a variação da ação
deve ser o oposto do que obteŕıamos variando apenas a métrica. Portanto, a variação da ação
correspondente apenas a uma translação é

δS = −
�
d2σ

∂S

∂gαβ
δgαβ (4.43)

substituindo δgαβ = ∂αεβ + ∂βεα

δS = −2

�
d2σ

∂S

∂gαβ
∂αεβ (4.44)

Comparando com (4.41) obtemos que a corrente conservada é Tαβ a menos de constantes de
normalização. Sendo a corrente conservada, deve obedecer ∂αTαβ = 0.

Sob uma transformação conforme arbitrária

σα 7−→ σ′α = fα(σβ)
gµν (σα) 7−→ g′µν (σ′α) = Ω (σα) gµν (σα) = κeφgµν (σα) ' gµν (σα) + κφgµν (σα)
δgαβ = κφgαβ (σα)

(4.45)

para algum campo φ e constante κ. A variação da ação correspondente à variação da métrica gαβ
é

δS =

�
d2σ

∂S

∂gαβ
δgαβ = − 1

4πα′

�
d2σTαβδgαβ = − κ

4πα′

�
d2σTαβgαβφ = − κ

4πα′

�
d2σTααφ = 0

(4.46)
A relação acima vale ∀φ uma vez que a transformação conforme é arbitrária. Implica então

Tαα = 0 (4.47)

essa é uma condição comum a todas as teorias conformes, o tensor energia-momento tem traço
nulo.

Escrevendo o Tαβ em coordenadas complexas. Efetuando (2.21) com a ação de Polyakov16

Tαβ = − 1

α′

(
∂αX∂βX −

1

2
δαβ (∂X)2

)
(4.48)

Usando a lei de transformação

T ′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
Tαβ (4.49)

, onde as coordenadas ′ são as coordenadas complexas, obtemos

Tzz = 1
4

(T11 − 2iT21 − T22) = T zz, Tzz = Tzz = 1
4

(T11 + T22) = T zz = T zz

Tzz = 1
4

(T11 + 2iT21 − T22) = T zz
(4.50)

A condição de traço nulo (4.47) implica

Tzz = Tzz = T zz = T zz = 0 (4.51)

16Para facilitar os cálculos, vamos trabalhar com X (z, z) ao invés de Xµ (z, z). os resultados são
facilmente generalizados para o caso em que o espaço auxiliar é D-dimensional.
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Definindo T ≡ Tzz e T ≡ Tzz, de (4.48)

T = − 1

α′
∂X∂X T = − 1

α′
∂X∂X (4.52)

A lei de conservação ∂αTαβ = 0 torna-se

∂T (z, z) = 0 ∂T (z, z) = 0 (4.53)

Ou seja, T é uma função holomórfica e T anti-holomórfica.
Podemos então expandir T e T em série de Laurent

T (z) =
∑

n∈Z
Ln
zn+2 , Ln = 1

2πi

�
C
T (z) zn+1dz

T (z) =
∑

n∈Z
Ln
zn+2 , Ln = 1

2πi

�
C
T (z) zn+1dz

(4.54)

C (C) é um caminho fechado contido em um anel em torno de z = 0 (z = 0), anel no qual T (T )
é holomórfica (anti-holomórfica)17. Nos resta deduzir a álgebra dos Ln e Ln, e, após promovê-los
a operadores, construir o espaço de estados como representações destes. Para isso, vamos precisar
escrever o produto de operadores de maneira mais conveniente, a chamada Expansão de Produto
de Operadores . Veremos isso nas próximas seções.

No caṕıtulo 2 obtivemos a equação de movimento para X, uma equação de onda. Em coorde-
nadas complexas é

∂∂X (z, z) = 0 (4.55)

sua solução é do tipo
X (z, z) = X (z) +X (z) (4.56)

com X (z) holomórfica e X (z) anti-holomórfica. Esse resultado simplifica nosso estudo, vamos nos
concentrar em deduzir resultados para a parte holomórfica, resultados análogos valem para a parte
anti-holomórfica.

Vejamos agora, em coordenadas complexas, a relação do tensor energia-momento com as corren-
tes correspondentes a transformações conformes arbitrárias em uma teoria conforme. Considerando
a transformação infinitesimal

z 7−→ z′ = z + ε (z) z 7−→ z′ = z + ε (z) (4.57)

usando o mesmo método acima, promovemos ε (z) , ε (z) a funções das coordenadas, ε (z) , ε (z) −→
ε (z, z) , ε (z, z). A variação da métrica é δgαβ = ∂αδσβ + ∂βδσα e a variação da ação é

δS = −
�
d2σ

∂S

∂gαβ
δgαβ =

1

4π

�
d2σTαβδg

αβ =
1

2π

�
d2σTαβ∂

αδσβ (4.58)

usando as leis de transformação (4.29) e (4.49), é fácil ver que, em coordenadas complexas,

δS =
1

2π

�
d2z
(
T (z) ∂ε (z, z) + T (z) ∂ε (z, z)

)
= 0 (4.59)

17Note que podemos chamar os coeficientes da expansão de Laurent de T e T de Ln e Ln sem
contradição com sua definição anterior em (3.10). De fato, lá os Ln e Ln são coeficientes de
expansão em série dos v́ınculos (∂±X)2(veja o apêndice B.2), onde ∂± = ∂τ ± ∂σ, mas T ∝ ∂X∂X
com ∂ = ∂τ − i∂σ, analogamente para T , logo, carregam a mesma informação f́ısica a menos de
constantes.
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Tratando z e z como variáveis independentes, considere uma o caso em que δz = ε (z) e δz = 0.
Promovendo ε (z) −→ ε (z) f (z), a variação da ação fica

δS =
1

2π

�
d2zT (z) ε (z) ∂f (z) = 0 (4.60)

comparando com (4.42), a corrente conservada é

Jz = T (z) ε (z) = Jz, Jz = Jz = 0 (4.61)

Analogamente, δz = 0 e δz = ε (z), fazendo ε (z) −→ ε (z) f (z), a corrente

J
z

= T (z) ε (z) = Jz, J
z

= Jz = 0 (4.62)

se conserva. Devido ao holomorfismo (anti-holomorfismo) de T (z) e ε (z) (T (z) e ε (z)), Jz (J
z
) é

também holomórfica (anti-holomórfica).
Como exemplo, considere o caso em que δz = z. A corrente correspondente é Jz = T (z) ε (z).

De (4.54), segue que

L0 =
1

2πi

�
C

zT (z) dz (4.63)

mas a integral da corrente conservada nada mais é que a carga associada à corrente. Ou seja, a
carga conservada é dada por L0! Analogamente para δz = z e L0. Portanto, na teoria quântica,
o operador responsável por rotações e reescalamentos é

D = L0 + L0 (4.64)

mas essa é exatamente a Hamiltoniana que obtivemos na quantização do cone de luz em (3.34)!18

Seus auto-valores, assim como os da Hamiltoniana, têm a interpretação de energia.

4.2.2 Expansão de Produto de Operadores

Expansão de Produto de Operadores (EPO), em Teorias de Campos, é, assim como o Teorema
de Wick, uma forma conveniente de escrever produtos de operadores. Facilitam cálculos de funções
de correlação, entre outros. A ideia é expressar o produto de dois operadores em pontos próximos
como uma série de operadores calculados em um dos dois pontos.

lim
(z,z)→(ω,ω)

Oi (z, z)Oj (ω, ω) =
∑
k

Ck
ij (z − ω, z − ω)Ok (ω, ω) (4.65)

onde as funções Ck
ij dependem da diferença das coordenadas para preservar invariância por translações.

Essa expansão deve ser entendida como algo a ser usado apenas dentro de funções de correlação19,
portanto sempre será assumido a ordenação temporal. Também omitiremos o limite para que a
notação fique mais limpa.

18Esse resultado justifica nossa escolha inicial em (4.9), de trabalhar com campos que são auto
funções de reescalamentos e rotações.

19É por isso que as funções Ck
ij só podem depender da diferença de coordenadas. A f́ısica do

sistema é descrita por funções de correlação, e sendo a teoria conforme invariante, as funções
de correlação também não podem mudar sob uma transformação conforme, em particular sob
translações.
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Note que, em coordenadas complexas, existe um método de expandir funções dessa forma: a
série de Laurent. De fato, em TCC bidimensionais, levando em conta apenas a parte holomórfica
(ou apenas anti-holomórfica), a EPO é a série de Laurent do produto, por exemplo

Oi (z)Oj (ω) =
∑
n∈Z

(
1

2πi

�
O (z′)Oj (ω)

(z′ − ω)n+1 dz
′
)

(z − ω)n (4.66)

Nosso principal objetivo nessa seção é obter a álgebra dos Ln e Ln. Nos interessa então EPOs
envolvendo o tensor energia-momento, que por sua vez, segundo (4.61) e (4.62), é relacionado à
simetrias conformes. Vejamos o que podemos extrair da função de correlação quando o sistema
tem simetria conforme. Considere a correlação

〈O1 (σ1) . . .On (σn)〉 =
1

Z

�
Dφe−S[φ]O1 (σ1) . . .On (σn) (4.67)

onde Z =
�
Dφe−S[φ] é a função de partição. Sobre uma simetria

σα 7−→ σ′α = σα + εα
(
σβ
)

(4.68)

se εα
(
σβ
)
6= 0 numa região B, tal que σ1 ∈ B, então o operador O1 (σ1) vai variar sob a mudança

(4.68)

O1 7−→ Õ1 = O1 + εδO1 (4.69)

Sendo uma simetria, (4.68) deixa invariante a função de correlação 〈O1 (σ1) . . .On (σn)〉, a medida
de integração Dφ, e a variação da ação é dada por δS = 1

2π

�
d2σJα∂αε20. Portanto, a correlação

fica

〈O1 (σ1) . . .On (σn)〉 =
1

Z

�
Dφe(−S[φ]− 1

2π

�
d2σ
√
gJα∂αε) (O1 + εδO1) . . .On (σn) (4.70)

Expandindo e mantendo apenas a primeira ordem em ε,

〈O1 (σ1) . . .On (σn)〉 = 〈O1 (σ1) . . .On (σn)〉+ ε 〈δO1 (σ1) . . .On (σn)〉
+ ε

2π

�
d2σ
√
g∂α 〈Jα (σ)O1 (σ1) . . .On (σn)〉 (4.71)

obtemos a igualdade

− 1

2π

�
d2σ∂α 〈Jα (σ)O1 (σ1) . . .On (σn)〉 = 〈δO1 (σ1) . . .On (σn)〉 (4.72)

que é conhecida como Identidade de Ward . É fácil ver que ela expressa a versão quântica do
Teorema de Noether. De fato, se não há inserção de operadores na igualdade, segue imediatamente
que

〈∂αJα (σ)〉 = 0 (4.73)

Vejamos agora o que a identidade de Ward nos diz no caso em que (4.68) é uma transformação
conforme.

Observe que, usando o teorema do divergente em duas dimensões�
B

∂αJ
αd2σ =

�
∂B

Jαn
αds (4.74)

20O fator é inserido por convenção, para tornar o resultado final mais conveniente
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onde ∂B é a borda da região B, nα o vetor unitário normal à borda, e ds é o elemento de

comprimento ao longo da borda. Se o vetor na direção da borda é d
−→
l = 1

ds

(
dσ1

dσ2

)
, então

−→n = 1
ds

(
dσ2

−dσ1

)
, de fato −→n · d

−→
l = 0. Portanto

�
B

∂αJ
αd2σ =

�
∂B

Jαn
αds =

�
∂B

(
J1dσ

2 − J2dσ
1
)

= −i
�
∂B

(Jzdz − Jzdz) (4.75)

na última igualdade usamos (4.31) para transformar a corrente. Logo, a identidade de Ward em
coordenadas complexas é

i

2π

�
∂B

dz 〈Jz (z, z)O1 (σ1) . . .〉 − i

2π

�
∂B

dz 〈Jz (z, z)O1 (σ1) . . .〉 = 〈δO1 (σ1) . . .〉 (4.76)

Quando se trata de uma transformação conforme onde δz = ε (z) e δz = 0, vimos que Jz =
T (z) ε (z) é holomórfica e Jz = 0. Substituindo em (4.76)

i

2π

�
∂B

dz 〈ε (z)T (z)O1 (σ1) . . .〉 = 〈δO1 (σ1) . . .〉 (4.77)

comparando os dois lados obtemos

δO1 (σ1) =
i

2π

�
∂B

ε (z)T (z)O1 (σ1) dz (4.78)

Analogamente, se δz = ε (z) e δz = 0, Jz = T (z) ε (z) é anti-holomórfica e Jz = 0, o que implica

δO1 (σ1) = − i

2π

�
∂B

ε (z)T (z)O1 (σ1) dz (4.79)

Sendo Jz (z) holomórfica, Jz (z)O1 (ω, ω) também é holomórfica em z, portanto podemos ex-
pandir em série de Laurent

Jz (z)O1 (ω, ω) =
∑
n∈Z

an (z − ω)n =
∑
n∈Z

(
1

2πi

�
ε (z′)T (z′)O1 (ω, ω)

(z′ − ω)n+1 dz′
)

(z − ω)n (4.80)

mas de (4.78), o coeficiente a−1 é justamente −δO1 (σ1) que obtivemos. Ou seja,

ε (z)T (z)O1 (ω, ω) = . . .+
−δO1 (ω, ω)

(z − ω)
+ . . . (4.81)

se dividirmos tudo por ε (z) obtemos um dos termos da EPO com T . Assim, se a transformação
conforme é uma translação, de (4.37), a EPO com T fica

T (z)O (ω, ω) = . . .+
∂O (ω, ω)

z − ω
+ . . . (4.82)

analogamente, com T

T (z)O (ω, ω) = . . .+
∂O (ω, ω)

z − ω
+ . . . (4.83)
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Para rotações e reescalamentos, (4.40) implica

εzT (z)O (ω, ω) = . . .+
εhO + εz∂O

z − ω
+ . . . (4.84)

uma translação do tipo ε′ = εω nos dá

εωT (z)O (ω, ω) = . . .+
εhO + εω∂O

z − ω
+ . . . (4.85)

subtraindo (4.84)-(4.85) e dividindo tudo por ε (z − ω), obtemos

T (z)O (ω, ω) = . . .+ h
O (ω, ω)

(z − ω)2 +
∂O (ω, ω)

z − ω
+ . . . (4.86)

analogamente, com T

T (z)O (ω, ω) = . . .+ h
O (ω, ω)

(z − ω)2 +
∂O (ω, ω)

z − ω
+ . . . (4.87)

essas são as EPO com T e T de operadores com peso conforme
(
h, h
)
. Esse resultado serve de

motivação para definirmos uma classe especial de operadores:

Definição (Operadores Primários). São definidos como operadores cuja EPO com T e T tem singula-
ridade de maior grau igual a 2. Ou seja O é primário se

T (z)O (ω, ω) = hO(ω,ω)

(z−ω)2 + ∂O(ω,ω)
z−ω + termos não singulares

T (z)O (ω, ω) = hO(ω,ω)

(z−ω)2 + ∂O(ω,ω)
z−ω + termos não singulares

(4.88)

Vimos antes que δO1 (ω, ω) = −a−1 na série de Laurent de ε (z)T (z)O1 (ω, ω). Sabendo disso,
podemos determinar como um operador primário se transforma sob uma transformação conforme
arbitrária usando (4.88). Multiplicando a primeira EPO de (4.88) por ε (z) obtemos

ε (z)T (z)O (ω, ω) = h
ε (z)O (ω, ω)

(z − ω)2 +
ε (z) ∂O (ω, ω)

z − ω
+ termos não singulares (4.89)

expandindo ε (z) em torno de ω21, teremos ε (z) = ε (ω)+∂ωε (ω) (z − ω)+ . . .. Substituindo acima
e mantendo apenas a primeira ordem em ε (ω), obtemos

ε (z)T (z)O (ω, ω) = h
ε (ω)O (ω, ω)

(z − ω)2 +
[ε (ω) ∂O (ω, ω) + h∂ωε (ω)O (ω, ω)]

z − ω
+termos não singulares

(4.90)
Portanto

δO (ω, ω) = −ε (ω) ∂O (ω, ω)− h∂ωε (ω)O (ω, ω) (4.91)

É fácil ver que essa é a variação infinitesimal correspondente à transformação finita

z 7−→ z′ (z)
z 7−→ z′ (z)

O (z, z) 7−→ Õ (z′, z′) =
(
∂z′

∂z

)−h (∂z′
∂z

)−hO (z, z)

(4.92)

21Podemos fazer isso pois ε (z) não possui singularidade em alguma região aberta em torno de ω.
De fato, a EPO é válida no limite z → ω, (4.34) diz que ε (z) é holomórfica, e holomorfismo, assim
como continuidade, garante que não há singularidade numa vizinhança suficientemente pequena
em torno de z.
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Trabalhando com a ação de Polyakov, nosso último passo antes de calcular EPOs de interesse
é demonstrar que alguns operadores são primários.

A integral de caminho de uma derivada total é nula, portanto a seguinte integral de caminho é
nula

0 =

�
DX δ

δX

[
e−SX (σ′)

]
=

�
DXe−S

[
1

2πα′
∂2X (σ)X (σ′) + δ2 (σ − σ′)

]
(4.93)

o que implica 〈
∂2X (σ)X (σ′)

〉
= −2πα′δ2 (σ − σ′) (4.94)

usando o resultado clássico ∂2 ln (σα − σ′α) (σα − σ′α) = 4πδ2 (σ − σ′) podemos resolver (4.94) para
o propagador de X

〈X (σ)X (σ′)〉 = −α
′

2
ln (σ − σ′)2

(4.95)

Em coordenadas complexas

〈X (z, z)X (ω, ω)〉 = −α
′

2
ln (z − ω)− α′

2
ln (z − ω) (4.96)

o resultado (4.56) nos permite considerar a parte holomórfica e anti-holomórfica separadamente.
A parte holomórfica fica

〈X (z)X (ω)〉 = −α
′

2
ln (z − ω) (4.97)

Derivando em σ e σ′ obtemos

〈∂X (z) ∂X (ω)〉 = −α
′

2

1

(z − ω)2 (4.98)

A ordenação normal é definida como

: A (z)B (ω) := lim
z→ω

(A (z)B (ω)− 〈A (z)B (ω)〉) (4.99)

É fácil ver que é equivalente à definição em termos de operadores de criação e aniquilação, uma vez
que ambas são definidas para que 〈: A (z)B (ω) :〉 = 0. Com essa definição, para evitar problemas
com o tensor energia-momento, será escrito daqui em diante como

T (z) = − 1

α′
: ∂X (z) ∂X (z) : T (z) = − 1

α′
: ∂X (z) ∂X (z) : (4.100)

Com essas definições e (4.98), é simples mostrar que ∂X, e : eikX : são primários. Basta usar o
teorema de Wick para escrever o produto temporal ordenado com o tensor energia momento. Os
resultados são suas EPOs com T , e seus respectivos pesos conformes, são

T (z) ∂X (ω) = ∂X(ω)

(z−ω)2 + ∂2X(ω)
z−ω + termos não singulares

(
h, h
)

= (1, 0)

T (z) : eikX(ω) := ∂X(ω)

(z−ω)2 + ∂ω :eikX(ω):
z−ω + termos não singulares

(
h, h
)

=
(
α′k2

2
, 0
)
(4.101)

Usando novamente o teorema de Wick e (4.98), mostra-se que22

T (z)T (ω) =
1/2

(z − ω)4 +
2T (ω)

(z − ω)2 +
∂T (ω)

z − ω
+ termos não singulares (4.102)

22Veja o apêndice B.3.
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De acordo com a definição (4.88), T não é um operador primário, pois tem singularidade de
ordem maior que 2. O Coeficiente do termo ∝ 1

2
(z − ω)−4 é chamado carga central e denotando

por c. Nesse caso em que estamos trabalhando com apenas uma das D componentes de Xµ, c = 1.
É fácil ver que se repetirmos todos os cálculos com Xµ obteŕıamos

c = D (4.103)

De fato,

T (z) = − 1

α′
: ∂Xµ (z) ∂Xµ (z) := − 1

α′
[
: ∂X0 (z) ∂X0 (z) : + . . .+ : ∂XD−1 (z) ∂XD−1 (z) :

]
(4.104)

cada termo da soma contribuiria com 1 para a carga central. Dessa forma, a carga central expressa
o número de graus de liberdade da teoria. Assim, em geral, vale

T (z)T (ω) = c/2

(z−ω)4 + 2T (ω)

(z−ω)2 + ∂T (ω)
z−ω + termos não singulares

T (z)T (ω) = c/2

(z−ω)4 + 2T (ω)

(z−ω)2 + ∂T (ω)
z−ω + termos não singulares

(4.105)

Podemos finalmente calcular a álgebra dos Ln e Ln. Usando a EPO (4.105) e a definição dos
Ln e Ln como integrais de caminho em (4.54), a álgebra é apenas um cálculo de análise complexa.
O comutador de Lm e Ln é

[Lm,Ln] = LmLn −LnLm =

(�
C1

dz

2πi

�
C2

dω

2πi
−
�
C3

dω

2πi

�
C4

dz

2πi

)
zm+1ωn+1T (z)T (ω) (4.106)

entende-se que os operadores estão ordenados temporalmente. No plano complexo, a ordenação
temporal é o mesmo que ordenação radial. De fato, segundo (4.28), se z = τ1 + iσ1 e ω = τ2 + iσ2

com τ1 > τ2, podemos mapeá-los em z̃ = eτ1eiσ1 e ω̃ = eτ2eiσ2 , logo τ1 > τ2 ⇒ eτ1 > eτ2 . Ou seja,
a ordenação temporal de (4.106) implica que a curva C2 deve estar no interior de C1 na primeira
integral, e na segunda integral a curva C4 deve estar no interior da curva C3.

Figura 2: Integrais de caminho temporalmente ordenadas. a) Representa a primeira integral dupla em (4.106); b)
Representa a segunda integral dupla em (4.106).

Usando (4.105)

[Lm,Ln] =

(�
C1

dz

2πi

�
C2

dω

2πi
−
�
C3

dω

2πi

�
C4

dz

2πi

)
zm+1ωn+1

(
c/2

(z − ω)4 +
2T (ω)

(z − ω)2 +
∂T (ω)

z − ω
+ termos não singulares

)
(4.107)
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Mantendo ω constante e integrando em z, do teorema integral de Cauchy, a segunda integral dupla
não tem singularidade no interior da curva, portanto é nula. Expandindo zm+1 em torno de ω,
obtemos

[Lm,Ln] =
�
C1

dz
2πi

�
C2

dω
2πi
ωn+1

[
ωm+1 + (m+ 1)ωm (z − ω) + 1

2
m (m+ 1)ωm−1 (z − ω)2 +

+1
6
m (m2 − 1)ωm−2 (z − ω)3 + . . .

] (
c/2

(z−ω)4 + 2T (ω)

(z−ω)2 + ∂T (ω)
z−ω + termos não singulares

)
(4.108)

desse produto, os termos não singulares não contribuem para a integração em z devido ao teorema
integral de Cauchy23, e os termos com denominador (z − ω)k , k > 1 também não contribuem para
a integração devido à fórmula integral de Cauchy24. Logo, sobrevivem apenas os termos

[Lm,Ln] =

�
C1

dz

2πi

�
C2

dω

2πi
ωn+1

[
ωm+1∂T (ω)

z − ω
+

2 (m+ 1)ωmT (ω)

z − ω
+

c

12

m (m2OV a− 1)ωm−2

z − ω

]
(4.109)

integrando com a fórmula integral de Cauchy, obtemos

[Lm,Ln] =

�
C2

dω

2πi

(
ωn+m+2∂T (ω) + 2 (m+ 1)ωn+m+1T (ω) +

c

12
m
(
m2 − 1

)
ωn+m−1

)
(4.110)

integrando o primeiro termo por partes

[Lm,Ln] =

�
C2

dω

2πi

(
(m− n)ωm+n+1T (ω) +

c

12
m
(
m2 − 1

)
ωm−2

)
(4.111)

o primeiro termo nada mais é que (m− n)Lm+n. O segundo termo é nulo se m+ n 6= 0. De fato,
se m + n = 0, a integral é igual a c

12
m (m2 − 1) pela fórmula integral de Cauchy, se m + n > 1

o integrando não tem singularidade e a integral se anula pelo teorema integral de Cauchy, se
m+ n < 1 a integral também se anula pela fórmula integral de Cauchy. Portanto,

[Lm,Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m
(
m2 − 1

)
δm+n,0 (4.112)

vale relação análoga para os Ln.

[Lm,Ln] = (m− n)Lm+n + c
12
m (m2 − 1) δm+n,0[

Lm,Ln

]
= (m− n)Lm+n + c

12
m (m2 − 1) δm+n,0[

Lm,Ln

]
= 0

(4.113)

Essas são duas cópias da álgebra de Virasoro, o mesmo que deduzimos na quantização do cone de
luz.

4.2.3 Espaço de estados

Os estados da teoria são definidos como autoestados do operador D em (4.64), que corresponde
à Hamiltoniana da teoria. Assim, os estados da teoria são auto-estados de L0 e L0. Denotando
por κ e κ os autovalores, os estados são

L0 |ψ〉 = κ |ψ〉 L0 |ψ〉 = κ |ψ〉 (4.114)

23f holomórfica (sem singularidades) em D e em sua borda ⇐⇒
�
∂D
f (z) dz = 0.

24 ∂
(k)
z [f ]|z=ω

k!
= 1

2πi

�
C1

f(z)

(z−ω)k+1dz.
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onde κ e κ tem interpretação de energia. É fácil ver que a álgebra de Virasoro (4.113) implica

L0 (Ln |ψ〉) = (κ− n) (Ln |ψ〉) (4.115)

ou seja, os Ln tem a interpretação de operadores de criação e aniquilação: Ln aumenta a energia
do estado se n < 0 e a diminui se n > 0. DIsso podemos inferir que (Ln)−1 = L−n. Para que
o espaço de estados não tenha nenhum estado não f́ısico cuja energia é infinitamente negativa,
supomos a existência de estados tais que

Ln |ψ〉 = 0, ∀n > 0 (4.116)

esses estados serão chamados primários e denotados por |κ;κ〉. Estes são os estados de mais baixa
energia, e todos os outros estados podem ser obtidos deles atuando com L−n com n > 0. Assim se
constroem representações da álgebra de Virasoro. Para cada estado primário, ou seja, para cada
valor de auto estados κ e κ, obtemos uma escada infinita de estados chamada Módulo de Verma.

O vácuo da teoria é o estado cuja energia é a mais baixa entre os estados primários, com
κ = κ = 0. Assim, vale

V ácuo ≡ |0; 0〉
Ln |0; 0〉 = 0, ∀n ≥ 0
Ln |0; 0〉 = 0, ∀n ≥ 0

(4.117)

Para que as probabilidades sejam preservadas, os observáveis devem ser todos Hermitianos, sendo
os observáveis de interesse todos compostos por combinações lineares de Ln e Ln, basta exigir que
sejam unitários para preservar probabilidades. De fato,

〈ψ|L†nLn|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 ⇔ L†nLn = I⇔ Ln =
(
L†n
)−1

= L†−n (4.118)

por sua vez, isso implica que os autovalores κ ≥ 0 e que a carga central c > 0 em teorias não
triviais:

|L−1 |κ;κ〉|2 = 〈κ;κ|L†−1L−1|κ;κ〉 = 〈κ;κ|L†1L−1|κ;κ〉
= 〈κ;κ|2L0|κ;κ〉 = 2κ 〈κ;κ|κ;κ〉 (4.119)

exigindo que a norma dos estados sejam não negativa, (4.119) implica κ ≥ 0.

|L−n |0; 0〉|2 = 〈0; 0|L†−nL−n|0; 0〉 =
c

12
n
(
n2 − 1

)
≥ 0 (4.120)

o que implica c ≥ 0. Note que, se c = 0, o módulo de Verma constrúıdo a partir do vácuo tem
apenas o próprio vácuo como elemento, uma vez que (4.120) implica que L−n |0; 0〉 com n > 0 não
produz novos estados. Portanto, teorias de campo conformes não triviais devem ter c > 0.

Nosso espaço de estados será então composto por estados primários e os módulos de Verma
constrúıdos deles, onde vale

V ácuo ≡ |0; 0〉
Ln |0; 0〉 = 0, Ln |0; 0〉 = 0 ∀n ≥ 0
Ln |κ;κ〉 = 0, Ln |κ;κ〉 = 0 ∀n > 0

(4.121)

Note que essa descrição do espaço de estados é equivalente à (3.35). A obtivemos contando apenas
com o fato da teoria ser conforme.
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Fantasmas

Podeŕıamos encerrar por aqui a descrição do espaço de estados, uma vez que já limitamos os
estados f́ısicos como sendo aqueles com norma positiva. Porém, é instrutivo investigar um pouco
mais a fundo, pois esse estudo explica questões cujas respostas descobrimos no estudo do calibre
do cone de luz, como a dimensão do espaço auxiliar. Vamos determinar D sem ter que sacrificar
a simetria de Lorentz. Outro bônus desse estudo é a remoção de uma anomalia, tornando a teoria
quântica mais simétrica.

A anomalia em questão é a seguinte:
Vimos que, no caso clássico, a simetria de Weyl implica

Tαα = 0 (4.122)

Após a quantização, no entanto, essa relação não vale. Acontece que25

〈Tαα〉 = − c

12
R (4.123)

onde R é o escalar de Ricci da worldsheet bidimensional. Esse resultado chama-se Anomalia de
Weyl . É chamado de anomalia pois é resultado de uma simetria, a qual não se preserva após a
quantização. Para que a simetria de Weyl continue valendo na teoria quântica, deveŕıamos ter

〈Tαα〉 = 0 (4.124)

Note que a simetria não pode ser restaurada exigindo que c = 0, pois, como mostramos à pouco,
a unitariedade dos operadores de Virasoro implica c > 0 para teorias conformes não triviais.

Acontece que o Tensor Energia Momento que obtivemos não é a história completa. Ao fixar o
calibre conforme, outro tensor energia momento T? vai aparecer, tal que Ttotal = Tcorda + T? com
〈(Ttotal)αα〉 = 0.

Em (2.18) utilizamos a invariância de Weyl e de reparametrização para fixar um calibre con-
forme espećıfico, o qual facilitou nossos cálculos ao tomar gαβ = ηαβ. Agora vamos estudar as
consequências de fixar um calibre conforme mais geral.

A função de partição que descreve o sistema é dada por

Z =
1

V ol

�
DgDXe−SPolyakov [X,g] (4.125)

onde a divisão por “Vol” cancela a contribuição na integral dos estados f́ısicos não distintos,
correspondentes à reparametrizações e a transformações de Weyl. Sob uma reparametrização e
uma transformação de Weyl arbitrárias, a métrica se transforma como

gαβ 7−→ ĝαβ = e2ω(σ) ∂σ
γ

∂σ′α
∂σδ

∂σ′β
gγδ (4.126)

A reparametrização e a transformação de Weyl, na função de partição, correspondem a uma
mudança de coordenadas. Como em toda integral, uma mudança de coordenadas é feita às custas
de um Jacobiano. Com alguma manipulação26, pode-se mostrar que a função de partição resultante
é

Z =

�
DXDbDc exp (−SPolyakov [X, ĝ]− Sfantasma [b, c, ĝ]) (4.127)

25Veja o apêndice B.4. Lá também é mostrado que c = c.
26Veja o apêndice E
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onde

Sfantasma =
1

2π

�
d2σ
√
gbαβ∇αcβ (4.128)

os campos b e c anticomutam, são chamados campos fantasmas. Ou seja, fixar o calibre dessa
forma, dá origem a dois campos extras cuja dinâmica é descrita por Sfantasma. Esses campos tem
a função de cancelar os graus de liberdade não f́ısicos do sistema, sobrando apenas os D−2 modos
transversos Xµ que obtivemos na quantização do cone de luz.

Em coordenadas complexas

Sfantasma =
1

2π

�
d2z
(
b∂c+ b∂c

)
(4.129)

onde
b ≡ bzz b ≡ bzz
c ≡ czz c = czz

(4.130)

as equações de movimento e tensor energia momento são, respectivamente,

∂b = ∂b = ∂c = ∂c = 0 (4.131)

Tf = 2 (∂c) b+ c∂b T f = 2
(
∂c
)
b+ c∂b (4.132)

T é holomórfica e T anti-holomórfica. O resultado interessante é a EPO

Tf (z)Tf (ω) =
−13

(z − ω)4 +
2T (ω)

(z − ω)2 +
∂T (ω)

z − ω
+ termos não singulares (4.133)

Note que tem o mesmo formato que (4.105), com cf = −26. Mostramos então que fixando o calibre
conforme resulta na aparição dos campos fantasmas b e c, os quais contribuem no tensor energia
momento Tf e carga central cf . Portanto

Ttotal = Tcordas + Tf
ctotal = ccordas + cf

(4.134)

Lembrando que a simetria de Weyl é anômala a menos que c = 0, cf = −26 implica ccorda = 26,
assim eliminamos a anomalia. Mas ccorda = D, a dimensão do espaço auxiliar. Conclúımos final-
mente que invariância de reparametrização juntamente com a simetria de Weyl fixam a dimensão
do espaço auxiliar em27

D = 26 (4.135)

Mapa Estado-Operador e Vértices

Finalizamos esse caṕıtulo mencionando outra forma de representar os estados f́ısicos da teoria.
Essa nova representação é essencial ao derivar o modelo sigma, objeto de estudo dos próximos
caṕıtulos.

O mapa estado-operador é um isomorfismo que vem do fato de que um funcional dos campos
da teoria é a representação de Schrödinger dos estados. Analogamente à mecânica quântica, em

27Note que c = D = 26 apenas no caso da corda livre descrita pela ação de Polyakov. Para outras
teorias conformes, embora deve valer c = 26 para que não haja anomalia de Weyl, esse número
não necessariamente vai corresponder à dimensão do espaço auxiliar.
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teoria de campos no cilindro (coordenadas τ e σ), se o estado inicial é Ψi [φi (σ) , τi] o estado no
tempo τf é dado por

Ψf [φf (σ) , τf ] =

�
Dφi

(� φ(τf)=φf

φ(τi)=φi

Dφe−S[φ]

)
Ψi [φi (σ) , τi] (4.136)

Mapeando o cilindro no plano complexo da forma

(τ, σ) 7−→ z = eτeiσ ≡ reiσ (4.137)

o estado acima fica

Ψf [φf (σ) , rf ] =

�
Dφi

(� φ(rf)=φf

φ(ri)=φi

Dφe−S[φ]

)
Ψi [φi (σ) , ri] (4.138)

dessa forma, a integral é tomada nos campos avaliados no anel rf ≤ |z| ≤ ri. Se τi = −∞, ri = 0,
e a integral de caminho fora de parêntesis é tomada sobre todos as configurações posśıveis de φ da
origem até φf .

Ψf [φf (σ) , r] =

� φ(r)=φf

Dφe−S[φ]

(�
DφiΨi [φi (σ) , 0]

)
(4.139)

Note que a integral em parêntesis em (4.139) é um operador que existe sobre toda uma seção
temporal/radial do plano complexo, ou seja, corresponde a um operador local. De forma geral,
podemos escrever

Ψf [φf (σ) , r] =

� φ(r)=φf

Dφe−S[φ]O (z = 0) (4.140)

onde O é um operador local qualquer. Isto significa então que, um operador local avaliado na
origem do plano complexo, via o mapa (4.137), corresponde a um estado da teoria. Este é o mapa
estado-operador.

Note que a integral de caminho em (4.140) nada mais é que a correlação 〈O (z = 0)〉. Sabendo
disso, e considerando que equações de operadores só tem sentido quando dentro de funções de
correlação, podemos omitir a integral de caminho e escrever apenas

|O〉 = O (z = 0) (4.141)

Agora estamos em condição de relacionar operadores primários com os estados primários defi-
nidos em (4.117). Acontece que um operador primário corresponde a um estado primário, e que o
autovalor κ é igual ao peso conforme h. De fato, se O é um operador primário

Ln |O〉 =

�
C

dz

2πi
zn+1T (z)O (z = 0) =

�
C

dz

2πi
zn+1

(
h
O
z2

+
∂O
z

+ . . .

)
(4.142)

Assim, usando a fórmula integral de Cauchy, é fácil ver que

L−1 |O〉 = |∂O〉 L0 |O〉 = h |O〉 Ln |O〉 = 0, ∀n > 0 (4.143)

a segunda expressão mostra que o peso conforme h = κ, a terceira prova que operadores primários
correspondem a estados primários.

Vamos utilizar esse mapa para representar os estados sem massa da teoria usando operadores.
Para isso, precisamos expressar os estados em termos dos osciladores αn e αn como fizemos na
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quantização do cone de luz. Podeŕıamos expandir (2.29) em série de Fourier e mudar para coor-
denadas complexas e reobter os αn e αn obedecendo a mesma álgebra (3.17). Uma forma mais
simples de obter isso é usar (4.56), X holomórfica implica ∂X holomórfica, podemos expandir em
série de Laurent

∂X (z) = −i
√
α′

2

∑
n∈Z

αn
zn+1

(4.144)

invertendo,

αn = i

√
2

α′

�
dz

2πi
zn∂X (z) (4.145)

onde α0 = i
√

α′

2
p.Analogamente para os αn. Isso é para cada componente X, portanto para Xµ

obtemos os αµm. Usando (4.98) é fácil mostrar que esses osciladores obedecem (4.2). Portanto αµn
é operador de criação para n < 0 e aniquilação para n > 0. Usando a relação entre os Ln e os αµn
em (B.7), podemos descrever o espaço de estados novamente como (3.19) e (3.20).

O vácuo é representado pela integral

|0; p〉 ∼
�
DXe−S[X] : eipX[z=0] : (4.146)

de fato, basta mostrar que todos os αm comm > 0 aniquilam essa integral e que α0 |0; p〉 ∼ p |0; p〉28.

αn |0; p〉 ∼ i

√
2

α′

�
DX

�
dz

2πi
zne−S[X] : eipX[z=0] : ∂X (z) = 0, ∀n > 0 (4.147)

isto é verdade pois só contribuem para a integral as configurações que não possuem singularidade
no interior da curva sobre a qual a integral de de caminho é calculada, do contrário a ação diverge.
Avaliandoα0 |0; p〉

α0 |0; p〉 ∼ i
√

2
α′

�
DX

�
dz
2πi
e−S[X] : eipX[z=0] : ∂X (z)

∼ i
√

2
α′

�
DX

�
dz
2πi
e−S[X]

(
− iα′p

2
:eipX :
z

+ termos não singulares
)

∼ p |0; p〉

(4.148)

onde usamos (B.18) para a EPO entre : eipX : e ∂X.
O Tachyon é justamente o estado |0; p〉. Com o entendimento de que todos os operadores só

tem sentido dentro de funções de correlação, podemos expressá-lo como : eip·X[z=0] :. Acontece
que, sendo um operador avaliado na origem, não é invariante por reparametrizações. Corrigimos
isso integrando sobre toda a worldsheet

�
d2z, mas d2z tem peso conforme (-1,-1), portanto a

invariância de Weyl só é garantida se exigirmos que o integrando tenha peso conforme (+1,+1).
O Tachyon é então representado pelo operador

VT (Xµ) ∼
�
d2z : eip·X : (4.149)

Vimos que : eip·X : é um operador primário, e que seu peso conforme é o autovalor de L0 associado

ao estado correspondente h = α′p2

4
. Vimos também que os autovalores de L0 tem interpretação de

28Vamos omitir o indice superior para que os cálculos sejam mais simples, o caso geral para todas
as componentes é facilmente obtido.
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energia, portanto, de massa ao quadrado. Combinando isso à invariância de Weyl que exige h = 1,
obtemos

α′p2

4
= 1 =⇒M2 = −p2 = − 4

α′
(4.150)

isso é exatamente o que obtemos para a massa do Tachyon na quantização do cone de luz. Ra-
cioćınio análogo mostra que os seguintes estados têm massa zero

V µν (pγ) = αµ−1α
ν
−1 |0; p〉 ∼

�
d2z : eipµX

µ

∂Xµ∂X
ν

(4.151)

estes podem ser decompostos em

V µν
G (pγ) ≡ |graviton〉µν = α

(µ
−1α

ν)
−1 |0; p〉 ∼

�
d2z : eipµX

µ
∂X(µ∂X

ν)
:

V µν
KR (pγ) ≡ |KR〉µν = α

[µ
−1α

ν]
−1 |0; p〉 ∼

�
d2z : eipµX

µ
∂X [µ∂X

ν]
:

VD (pγ) ≡ |Dilaton〉 = α−1 · α−1 |0; p〉 ∼
�
d2z : eipµX

µ
∂Xµ∂Xµ :

(4.152)

Basta notar que o operador
: eipµX

µ

∂Xµ∂X
ν

: (4.153)

tem peso conforme
(
h, h
)

=
(

1 + α′p2

4
, 1 + α′p2

4

)
. Mas deve ser

(
h, h
)

= (1, 1) para que a integral

seja Weyl invariante, logo p2 = 0⇒M2 = 0.
Os operadores associados a esses estados são chamados Vértices .
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5 Modelo Sigma e T-Dualidade Abeliana

O Modelo Sigma é o primeiro passo que damos em direção a uma teoria de cordas interagente.
É o mais simples modelo que ainda preserva a invariância conforme. Sua importância conceitual é
imensa, pois exemplifica o poder de teorias de cordas de explicar o universo a partir de primeiros
prinćıpios. Veremos como deduzir esse modelo.

Veremos também nesse caṕıtulo um interessante fenômeno que ocorre no modelo sigma, a T-
Dualidade. Dualidade refere-se à descrição de sistemas diferentes cuja f́ısica é indistingúıvel. O
“T” em T-Dualidade significa Toroidal. É chamado assim pois aparece devido à compactificação
de algumas das dimensões do espaço-tempo, as quais formam um toro.

5.1 Ação efetiva: Modelo Sigma

A derivação do modelo é baseada no fato de que a função de partição de um sistema, sob a
influência de uma fonte externa J , é o funcional gerador de todas as correlações29. Ou seja, se a
função de partição de tal sistema é dada por

Z [J ] =

�
DX exp

{
−SPolyakov [Xµ]−

�
d26xJ (xµ)X (xµ)

}
(5.1)

as correlações da teoria interagente (sob o efeito da fonte J) são dadas por30

1

Z [0]

δnZ

δJ (xρ1) . . . δJ (xρn)

∣∣∣∣
J=0

= 〈Ω |O1 (xρ1) . . .O1 (xρn)|Ω〉 (5.2)

onde |Ω〉 é o vácuo da teoria interagente. Todas as correlações entre os estados sem massa31 da
teoria são então dadas por um funcional gerador do tipo

Z [hµν ] =

�
DX exp

{
−SPolyakov [Xµ]−

�
d26xhµν (xρ)V µν (xρ)

}
(5.3)

V µν (xρ) é o vértice no espaço de posições

V µν (xγ) =

�
d26p V (pγ) e

ixpµxµ (5.4)

onde redefinimos o vértice V µν (pγ) para incluir também o Dilaton

V µν (pγ) ∼
�
d2z : eipµX

µ (
∂Xµ∂X

ν
+Θ (X)

)
(5.5)

29Veja o apêndice F.
30Como sempre, operadores dentro de funções de correlações são temporalmente ordenados.
31Note que esses representam todos os estados da teoria se queremos que esta não quebre a

invariância conforme.
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sendo o campo Θ (X) ≡ ∂Xµ∂Xµ é um escalar. Substituindo na integral

Z [hµν ] =
�
DX exp {−SPolyakov [Xµ]−�

d26x hµν (xρ)
(�

d26p
�
d2z eipµX

µ
∂Xµ∂X

ν
eixp

µxµ
)
−
�
d26x H (xρ)

�
d26p

�
d2z eipµX

µ
Θ (Xρ) eixp

µxµ
}

=
�
DX exp {−SPolyakov [Xµ]−�

d2z
�
d26x hµν (xρ)

(�
d26p eipµ(Xµ−xµ)

)
∂Xµ∂X

ν −
�
d2z

�
d26x H (xρ)

(�
d26p eipµ(Xµ−xµ)

)
Θ (Xρ)

}
=

�
DX exp

{
−SPolyakov [Xµ]−

�
d2z

�
d26xhµν (xρ) δ26 (Xµ − xµ) ∂Xµ∂X

ν

−
�
d2z

�
d26xH (xρ) δ26 (Xµ − xµ)Θ (Xρ)

}
=

�
DX exp

{
−SPolyakov [Xµ]−

�
d2zhµν (Xρ) ∂Xµ∂X

ν −
�
d2zH (Xρ)Θ (Xρ)

}
(5.6)

que é equivalente a um sistema descrito pela ação efetiva

Sefetiva [X] ∼
�
d2zEµν (X) ∂Xµ (z, z) ∂Xν (z, z) +H (Xρ)Θ (Xρ) (5.7)

com Eµν (X) = ηµν + hµν (X) e H (Xρ)Θ (Xρ) sendo um campo escalar invariante por repara-
metrizações se transformações de Weyl. Podemos decompor Eµν (X) = Gµν (X) + Bµν (X) em
suas partes simétrica e antissimétrica, correspondentes respectivamente aos campos do Graviton e
Kalb-Ramond.

Gµν (X) = ηµν + h(µν) (X) Bµν (X) = h[µν] (X) (5.8)

Das propriedades de simetria do campo H (Xρ)Θ (Xρ), sem perda de generalidade, podemos
reescrevê-lo como

H (Xρ)Θ (Xρ) ≡ α′

2
Φ (Xρ)R(2) (5.9)

onde R(2) é o escalar de Ricci da worldsheet e Φ (Xρ) é um campo escalar. Dessa forma, fica mais
expĺıcita a dimensão e a invariância por reparametrizações.

Com esse racioćınio, fica demonstrado que, partindo da corda livre, ao gerar os estados, estes
têm o efeito de alter a geometria do espaço auxiliar! Esta é a dedução do modelo sigma.

Teremos então que o espectro de estados sem massa da teoria, o qual se transforma em repre-
sentações do grupo SO (24), se decompõem em três representações irredut́ıveis

simétrico traço nulo⊕ anti simétrico⊕ singleto (5.10)

e a cada uma dessas associamos um campo sem massa

GMN (X) , BMN (X) , Φ (X) (5.11)

tal que a oscilação da corda é associada com um quanta desses campos. O campo GMN (X) é
interpretado como a métrica do espaço-tempo, o campo antissimétrico de Kalb-Ramond BMN (X)
é análogo para cordas ao campo eletromagnético AM (X), e o campo escalar Φ (X) corresponde ao
Dilaton. O modelo σ bidimensional é portanto uma extensão da ação de Polyakov, que descreve
a dinâmica da corda bosônica levando em conta o efeito dos estados da teoria livre na geometria
do espaço auxiliar, os novos campos são acoplados de modo a preservar as simetrias locais de
reparametrização e de Weyl, e a simetria global do grupo de Poincaré. Em coordenadas euclidianas,
o modelo é

Sσ =
1

4πα′

�
d2σ

{(
GMN (X) ηαβ +BMN (X) εαβ

)
∂αX

M∂βX
N +

α′

2
R(2)Φ

}
(5.12)
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onde M,N = 0, 1, ..., D − 1, α, β = 0, 1, gαβ = ηαβ é a sua métrica, e

εαβ =

(
0 −1
1 0

)
(5.13)

Ou ainda, em coordenadas complexas

Sσ [X] =
1

2πα′

�
d2z

{
EMN (X) ∂XM (z, z) ∂XN (z, z) +

α′

2
R(2)Φ

}
(5.14)

com EMN (X) ≡ GMN (X) +BMN (X).

5.2 Impondo Simetria Conforme no modelo σ: Gravitação Estendida

Já mostramos que cordas livres vibrando no espaço-tempo não apenas geram part́ıculas quânticas,
como também interagem com o próprio espaço-tempo curvando-o. Veremos agora que, como con-
sequência da invariância conforme, surge uma extensão das equações de Einsten.

No caso clássico, o modelo sigma é conforme invariante, mas isso não é necessariamente verdade
após a quantização. Veremos o que acontece se impormos invariância conforme no caso quântico.

Considerando apenas a parte da ação que envolve Gµν (X):

Sσ =
1

4πα′

�
d2σ {Gµν (X) ∂αX

µ∂αXν} (5.15)

Expandindo o campo Xµ em torno da solução clássica xµ

Xµ (σ) = xµ +
√
α′Y µ (σ) (5.16)

com Y µ � 1 adimensional. A ação se torna

Sσ =
1

4π

�
d2σ

[
Gµν (xµ) +

√
α′Gµν,ω (xµ)Y ω +

α′

2
Gµν,ωρ (xµ)Y ωY ρ + . . .

]
∂αY

µ∂αY ν (5.17)

os Gµν,... (x
µ) atuam como constantes de acoplamento para as interações dos Y µ. Estamos inte-

ressados no limite de baixas energias . Isso se traduz, em termos das constantes de acoplamento,
da seguinte forma: se rc é o raio de curvatura caracteŕıstico do espaço descrito pela métrica Gµν ,
então

∂G

∂X
∼ 1

rc
(5.18)

portanto, baixa energia corresponde a grande raio de curvatura que, por sua vez, requer que as
constantes de acoplamento sejam pequenas. A constante de acoplamento efetiva adimensional é
portanto √

α′

rc
(5.19)

assim, podemos usar teoria de perturbação em (5.17) com os métodos já conhecidos de teorias de
perturbação em teorias quânticas de campos. Como em qualquer teoria de perturbação, teremos
que fazer um corte UV para regular divergências e renormalização. Tipicamente, as quantidades
f́ısicas vão depender da escala ξ do processo após a renormalização, isso vai quebrar a invariância
conforme.
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O objeto que caracteriza a dependência das constantes de acoplamento com a escala ξ é chamada
função β e é dada por

βµν (G) ∼ ξ
∂Gµν (X; ξ)

∂ξ
(5.20)

assim, invariância conforme na teoria quântica está garantida se βµν (G) = 0.
Para determinar como as constantes de acoplamento dependem da escala ξ do processo, vamos

eliminar a divergência UV.
Escolhendo coordenadas normais de Riemann em torno de xµ, teremos

Gµν (X) = δµν −
α′

3
R(26)
µρνγ (x)Y ρY γ +O

(
Y 3
)

(5.21)

substituindo na ação, até ordem dois nas flutuações Y ,

Sσ =
1

4π

�
d2σ

[
∂αY

µ∂αY νδµν −
α′

3
R(26)
µρνγ (x)Y ρY γ∂αY

µ∂αY ν

]
(5.22)

Tratando como uma teoria de campos interagentes bidimensional, a interação quadrática dá o

vértice associado a R
(26)
µρνγ (kµ · kν) via regra de Feynman, onde kµα é o momento bidimensional da

worldsheet para a flutuação Y µ. A divergência da teoria vem do diagrama de um loop. De fato, o
propagador da flutuação é, em espaço de posições,

〈Y ρ (σ)Y γ (σ′)〉 = −1

2
δργ ln |σ − σ′|2 (5.23)

o qual, ao percorrer o loop, diverge quando σ → σ′. Podemos isolar essa divergência usando o
método de regularização dimensional , tomando d = 2 + ε. Assim, o propagar se torna

〈Y ρ (σ)Y γ (σ′)〉 = 2πδργ
�

d2+εk

(2π)2+ε

eik·(σ−σ
′)

k2
(5.24)

o que implica

lim
σ→σ′
〈Y ρ (σ)Y γ (σ′)〉 =

δργ

ε
(5.25)

a divergência UV é eliminada subtraindo um contratermo na ação que cancele a divergência.

Fazemos isso subtraindo R
(26)
µρνγY ρY γ∂αY

µ∂αY ν porém com 〈Y ρY γ〉 no lugar de Y ρY γ. Ou seja,
substitúımos na ação

R(26)
µρνγY

ρY γ∂αY
µ∂αY ν −→ R(26)

µρνγY
ρY γ∂αY

µ∂αY ν − 1

ε
R(26)
µν ∂αY

µ∂αY ν (5.26)

Sσ =
1

4π

�
d2σ

[
∂αY

µ∂αY νδµν −
α′

3
R(26)
µρνγ (x)Y ρY γ∂αY

µ∂αY ν − 1

ε
R(26)
µν ∂αY

µ∂αY ν

]
(5.27)

é posśıvel mostrar que o contratermo pode ser absorvido com a renormalização

Y µ −→ Y µ + α′

6ε
R

(26)µ
ν Y ν

Gµν −→ Gµν + α′

ε
Rµν

(5.28)

Obtemos então que a função beta é
βµν (G) = α′Rµν (5.29)
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e a exigência de invariância conforme é
Rµν = 0 (5.30)

mas essas são exatamente as equações de Einstein no Vácuo! Esse exemplo é importante pois
ilustra o procedimento utilizado no modelo sigma completo, onde obtemos resultado parecido.

Usando a ação do modelo sigma com todos os campos sem massa,

Sσ =
1

4πα′

�
d2σ

{(
Gµν (X) ηαβ +Bµν (X) εαβ

)
∂αX

µ∂βX
ν +

α′

2
R(2)Φ

}
(5.31)

seguindo procedimento análogo de regularização dimensional para eliminar divergências, até pri-
meira ordem em α′, leva a

βµν (G) = α′R
(26)
µν − α′

4
H2
µν + 2α′∇µ∇νΦ

βµν (B) = α′

2
∇λHλµν − α′∇λΦHλµν

β (Φ) = α′

24
H2 + 2α′ (∇Φ)2 − 2α′∇2Φ

(5.32)

onde
Hλµν ≡ ∇λBµν +∇µBνλ +∇νBλµ

H2
µν ≡ HλκµH

λκ
ν

H2 ≡ HλµνH
λµν

(5.33)

a invariância de Weyl está garantida se

βµν (G) = βµν (B) = β (Φ) = 0 (5.34)

com algumas manipulações obtemos as equações de forma mais sugestiva

R
(26)
µν − 1

2
GµνR

(26) = 1
4

[
H2
µν − 1

6
GµνH

2
]
− 2∇µ∇νΦ + 2Gµν∇2Φ

∇λHλµν = 2∇λΦHλµν

∇2Φ− 2 (∇Φ)2 = −1
2
H2

(5.35)

O mesmo resultado pode ser obtido calculando a anomalia de Weyl. As funções β aparecem
como coeficientes em 〈Tαα〉, os quais devem ser nulos para que a invariância de Weyl seja preservada
na teoria quântica32.

Note que o lado esquerdo da primeira equação em (5.35) é o tensor de Einstein, o qual se
conserva como consequência da identidade de Bianchi. Se definirmos o tensor energia momento do
espaço-tempo como

T µν ≡
1

4

[
H2
µν −

1

6
GµνH

2

]
− 2∇µ∇νΦ + 2Gµν∇2Φ (5.36)

segue que ele é simétrico e que também se conserva

∇µT µν = 0 (5.37)

Podemos reescrever a primeira equação em (5.35) como

R(26)
µν −

1

2
GµνR

(26) = T µν (5.38)

32Veja seção 7.2.3 de [15] e seções 3.3 à 3.5 de [21].
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que nada mais é que as equações de Einstein!
Obtemos então resultado análogo a (5.30), porém mais geral: a invariância conforme é equiva-

lente às Equações de Einstein cuja fonte é covariantemente conservada.
A ação que cujas equações de movimento são (5.35) é

S =

�
d26X

√
Ge−2Φ

[
R(26) + 4 (∇Φ)2 − 1

12
H2

]
(5.39)

sob a seguinte transformação de Weyl na métrica

Gµν 7−→ G̃µν = e
1
6

ΦGµν (5.40)

obtemos essa ação de forma mais sugestiva

S =

�
d26X

√
G̃

[
R̃(26) − 1

6

(
∇̃Φ
)2

− 1

12
e

Φ
3 H̃2

]
(5.41)

o “˜” indica que as contrações foram tomadas usando a nova métrica. Essa ação é chamada Ação
Efetiva de Baixa Energia, a reconhecemos como a ação de Einstein com termo cinético para ao
Dilaton e um termo cinético do tipo Maxwell para o tensor antissimétrico. Ela é importante pois
atua como funcional gerador da matriz S das interações em cordas bosônicas[22].

Toda essa análise vale para baixas energias, ou seja, até primeira ordem em α′. Isto não é
problema, pelo menos não do ponto de vista de relatividade, pois as ordens mais elevadas em
α′ introduzem correções nas equações de Einsten apenas para pequenas distâncias, na escala de
Planck.

Vimos então que, mesmo no caso simples de cordas bosônicas, deduzimos uma extensão da
relatividade de Einstein (em baixas energias) partindo de primeiros prinćıpios. Com a equação em
mãos, temos uma previsão testável de teoria de cordas que podemos comparar com as equações de
Einstein padrão em experimentos.

Vale a pena mencionar que (5.35), além das equações de Einstein estendidas, descreve também
a dinâmica das componentes do campo de Kalb-Ramond, chamados áxions . Estes são fortes
candidatos para explicar a matéria escura [8].

5.3 T-Dualidade na Ação de Polyakov

Trataremos de dualidade abeliana, onde a transformação de dualidade pertence a um grupo
abeliano. Dualidade abeliana, em especial T-Dualidade, é interessante por sua simplicidade e pela
possibilidade de entendê-la em termos de transformações canônicas. Dualidades não abelianas
não são tão simples e não são muito bem compreendidas em uma abordagem de transformações
canônicas[5, 6].

O aspecto mais impressionante de T-Dualidade abeliana em corda fechada é que, conforme
mostraremos, a f́ısica quando raio da dimensão compacta é R é indistingúıvel da f́ısica quando
o raio é 1

R
. Isto sugere, por exemplo, que podemos compreender a f́ısica na escala de Plank (R

pequeno) fazendo observações em uma escala muito mais acesśıvel ( 1
R

grande).
No caso que vamos tratar, uma das dimensões é compactificada e torna-se um toro unidimen-

sional, ou seja, um ćırculo.
Assumindo que uma das dimensões, x25 ≡ x, é compactificada em um ćırculo de raio R

x = x+ 2πR (5.42)
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juntamente com o parâmetro σ ∈ [0, 2π] e o fato da corda ser fechada, a worldsheet vive na
superf́ıcie de um cilindro.

A corda pode dar diversas voltas em torno da dimensão compacta antes de se fechar, de modo
que a condição de periodicidade da corda fechada(2.1) agora é

X(τ, σ + 2π) = X(τ, σ) +m2πR (5.43)

onde X(τ, σ) ≡ X25(τ, σ) e XI = (X i, X) com i = 2, 3, ..., 24, e m é chamado número de winding
e representa quantas voltas a corda dá em torno da dimensão compacta antes de se fechar, que
pode ser positivo ou negativo. É conveniente definir

ω ≡ mR

α′
, m ∈ Z (5.44)

chamado winding , pois, como veremos, é uma grandeza dual ao momento.

Figura 3: Cordas fechadas orientadas com números de winding ω = +1, ω = 0 e ω = −1[23].

Ao resolver as equações de movimento, precisamos considerar apenas a componente X25 ≡ X,
as outras componentes permanecem inalteradas. Resolvendo a equação de onda, obtemos

X (τ, σ) = XL (τ + σ) +XR (τ − σ) = XL (u) +XR (v) (5.45)

que agora tem a condição extra

XL (u+ 2π) +XR (v − 2π) = XL (u) +XR (v) + 2πα′ω (5.46)

A solução é a mesma para os left movers e right movers (2.26), porém, αµ0 = αµ0 em (2.28) não
é mais válida para a componente 25. Substituindo (2.26), para µ = 25, em (5.46) obtemos a nova
relação33

α0 − α0 =
√

2α′ω (5.47)

Calculando a componente do momento na direção compacta

p25 ≡ p =

� 2π

0

Πτ (τ, σ) dσ =
1

2πα′

� 2π

0

(
ẊL + ẊR

)
dσ

p =
1√
2α′

(α0 + α0) (5.48)

33α25
0 ≡ α0 e α25

0 ≡ α0
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segue de (5.47) que

ω =
1√
2α′

(α0 − α0) (5.49)

resolvendo para α0 e α0

α0 =

√
α

2

′
(p+ ω) α0 =

√
α

2

′
(p− ω) (5.50)

substituindo em (5.45) obtemos

X (τ, σ) = x0 + α′pτ + α′ωσ + i

√
α′

2

∑
n6=0

e−inτ

n

(
αµne

inσ + αµne
−inσ) (5.51)

onde x0 ≡ x0L

2
+ x0R

2
.

O procedimento de quantização é o mesmo feito anteriormente e as relações de comutação são
as mesmas, com a diferência que agora há mais uma grandeza elevada ao status de operador, o
windind ω.

Sabemos que o operador de momento é o gerador de translações, portanto

U(a) = exp (−iap) (5.52)

faz uma translação de a na direção compacta. Como a dimensão é compacta (nesse caso um
ćırculo), uma translação de um comprimento do ćırculo deve ser a operação identidade, ou seja

U(2πR) = exp (−ip2πR) = I

⇒ p2πR = 2πn, n ∈ Z

p =
n

R
, n ∈ Z (5.53)

O momento é quantizado, o que já um resultado bem conhecido da mecânica quântica. Por
definição, o winding ω é também quantizado

ω =
mR

α′
, m ∈ Z (5.54)

Em termos de p e ω a Hamiltoniana e a massa ao quadrado são34

H = α′

2

(
pipi + n2

R2 + m2R2

α′2

)
+
∑∞

p=1 (αp · α−p + αp · α−p)− 2

M2 = n2

R2 + m2R2

α′2
+ 2

α′

{∑∞
p=1 (αp · α−p + αp · α−p)− 2

}
, n,m ∈ Z

(5.55)

Note que a transformação

R 7−→ R̃ = α′

R
n 7−→ m
m 7−→ n

(5.56)

é uma transformação de dualidade. De fato, é fácil ver que

H (R, n,m) = H
(
R̃,m, n

)
(5.57)

34A massa é do ponto de vista de um observador no espaço de Minkowski 25-dimensional que não
inclui a dimensão compacta. Assim, na relação relativ́ıstica M2 = −pµpµ, p

µ
pµ = 2p+p− − pipi.
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A transformação (5.56) nada mais é que uma transformação canônica que troca p↔ ω. Essa é
a dualidade que aparece ao compactificar uma das dimensões em um toro (nesse caso, um ćırculo),
chamada T-Dualidade.

Do racioćınio acima, fica claro que (5.56) é uma simetria da Hamiltoniana, mas é mais que
isso. Pode ser demonstrado que é uma simetria quântica completa, que mostra a equivalência
f́ısica de sistemas distintos. Ou seja, existe um mapa bijetivo entre uma teoria de raio R e uma
de raio α′

R
, ambas com a mesma Hamiltoniana, equações de movimento e relações de comutação

equivalentes35. Este fenômeno é indicativo de que teoria de cordas enxerga a geometria do espaço-
tempo de maneira muito diferente do que estamos acostumados.

5.4 T-Dualidade Abeliana no Modelo Sigma

Vimos que compactificar uma das dimensões, usando a ação de Nambu-Goto em M25,1, faz
aparecer a dualidade (5.56), que pode ser entendida como uma transformação canônica composta
com uma transformação no background da teoria36.

Mostraremos nessa seção um resultado análogo, agora para um espaço-tempo curvo R25,1 de
métrica GMN (X). Ao compactificar várias direções do espaço-tempo existe uma dualidade entre
teorias com backgrounds distintos, relacionados pelas Transformações de Buscher37. A T-Dualidade
consiste de uma transformação canônica composta com transformações de Buscher.

Trabalharemos com a ação

Sσ [X] =
K

2

�
d2z

{
EMN (X) ∂XM (z, z) ∂XN (z, z) +

α′

2
R(2)Φ

}
(5.58)

onde K ≡ 1
πα′

e EMN (X) ≡ GMN (X) +BMN (X).
Considerando d ≤ D direções isométricas, denotando

XM = (Xµ, Xm) , µ = 0, 1, · · · , d m = d+ 1, · · · , D (5.59)

a Lagrangeana

L =
K

2

(
EMN (X) ∂XM (z, z) ∂XN (z, z) +

α′

2
R(2)Φ

)
(5.60)

com ∂EMN (X)
∂Xα = 0

Xµ 7−→ Xµ + cte =⇒ L 7−→ L′ = L
∂EMN (X)
∂Xα = 0

(5.61)

Com d dimensões isométricas, vale condição análoga a (5.43)

Xµ(τ, σ + 2π) = Xµ(τ, σ) + 2πα′ωµ (5.62)

Note que a compactificação de uma dimensão espacial (5.42), que resultou na aparição da
T-Dualidade (5.56), é um caso particular de (5.61).

Começaremos analisando o caso mais simples onde há apenas uma direção isométrica:

XM = (θ,Xm) , m = 1, · · · , D (5.63)

35Para uma demonstração detalhada, veja seção 17.8 de [1].
36Nesse caso, o raio da dimensão compacta: R 7−→ R̃ = α′

R
37Também conhecidas como Regras de Buscher [7].
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θ 7−→ θ + cte =⇒ L 7−→ L′ = L
∂EMN (X)

∂θ
= 0

(5.64)

a Lagrangeana pode ser escrita como38

L = K
2
G00

(
θ̇2 − θ′2

)
+ K

2
E0m

(
θ̇ + θ′

)(
Ẋm −X ′m

)
+ K

2
Em0

(
Ẋm +X ′m

)(
θ̇ − θ′

)
+K

2
Emn

(
Ẋm +X ′m

)(
Ẋn −X ′n

) (5.65)

do momento conjugado Πτ
0 ≡ Πθ = ∂L

∂θ̇
, obtemos θ̇ em termos do momento

θ̇ =
Πθ

KG00

− G0m

G00

Ẋm +
B0m

G00

X ′m (5.66)

a isometria cont́ınua em (5.64) nos permite definir a função geratriz

F =
K

2

� (
θ′θ̃ − θθ̃′

)
dσ (5.67)

que leva à transformação canônica

(θ,Πθ) 7−→
(
θ̃, Π̃θ

)
Πθ = −Kθ̃′
Π̃θ = −Kθ′

(5.68)

que não afeta as componentes Xm e seus respectivos momentos conjugados. Usando (5.68) rees-

crevemos θ̇ em termos de θ̃

θ̇ = − θ̃′

G00

− G0m

G00

Ẋm +
B0m

G00

X ′m (5.69)

usando a equação de Euler-Lagrange podemos relacionar
˙̃
θ com θ′

∂L
∂θ
− ∂0

(
∂L
∂θ̇

)
= ∂1

(
∂L
∂θ′

)
−Π̇θ =

[
−KG00θ

′ +KB0mẊ
m −KG0mX

′m
]′

= K
˙̃
θ′

˙̃
θ = −G00θ

′ +B0mẊ
m −G0mX

′m (5.70)

Substituindo (5.69) e (5.70) na Lagrangeana (5.65), com um pouco de manipulação,
obtemos

L = K
2

1
G00

(
˙̃
θ2 − θ̃′2

)
− K

2
E0m

G00

(
˙̃
θ + θ̃′

)(
Ẋm −X ′m

)
+ K

2
Em0

G00

(
Ẋm +X ′m

)(
˙̃
θ − θ̃′

)
+K

2

(
Emn − Em0E0n

G00

)(
Ẋm +X ′m

)(
Ẋn −X ′n

)
+K

(
θ′

˙̃
θ − θ̃′θ̇

) (5.71)

38Vamos omitir o termo com o campo do Dilaton. A transformação do campo de Dilaton Φ̃ é
obtida de forma mais sutil do que o descrito para EMN . Sua transformação surge da exigência que
a ação permaneça conforme invariante [7, 24, 25]..
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definindo
G̃00 = (G−1)00 Ẽmn = Emn − Em0 (G−1)

00
E0n

Ẽ0m = − (G−1)
0
0E0m Ẽm0 = (G−1)

0
0Em0 Φ̃ = Φ− ln (detG00)

(5.72)

teremos39

L (θ,Πθ,Φ) = L̃
(
θ̃, Π̃θ, Φ̃

)
+ ∂σ

dF

dτ
(5.73)

Uma caracteŕıstica interessante é que a simetria de dualidade tem a propriedade de mapear
correntes de Noether em correntes topológicas, e vice-versa. De fato, a invariância sob a trans-
formação

(τ, σ) 7−→ (τ, σ)
θ 7−→ θ + cte

(5.74)

segundo o Teorema de Noether, gera a corrente conservada

J0 = ∂L
∂θ̇

= Πθ = −Kθ̃′ = Kε0β∂
β θ̃

J1 = ∂L
∂θ′

= −KG00θ
′ +KB0mẊ

m −KG0mX
′m = −K ˙̃

θ = Kε1β∂
β θ̃

(5.75)

Jα = Kεαβ∂
β θ̃ = J̃ topα (5.76)

Racioćınio análogo para a Lagrangeana L̃ mostra que

J̃µα = Kεαβ∂
βXµ = J topα (5.77)

Calculando as cargas correspondentes a essas correntes obtemos

p =

� 2π

0

J0 (τ, σ) dσ =

� 2π

0

ε0β∂
β θ̃dσ = 2πα′ω̃ (5.78)

p̃ =

� 2π

0

J̃0 (τ, σ) dσ =

� 2π

0

ε0β∂
βθdσ = 2πα′ω (5.79)

recuperamos o mapeamento p↔ ω que obtivemos em (5.56) no estudo de T-Dualidade na ação de
Nambu-Goto.

Antes de analisarmos o caso geral, vejamos como o mesmo resultado pode ser obtido para o
caso em 3 dimensões, das quais duas são fechadas e uma é aberta40:

XM = (θ, ϕ,X) (5.80)

θ 7−→ θ + cte
ϕ 7−→ ϕ+ cte

=⇒ L 7−→ L′ = L
∂EMN (X)

∂θ
= ∂EMN (X)

∂ϕ
= 0

(5.81)

a Lagrangeana pode ser escrita como

L = 1
2
AG00

(
θ̇ + θ′

)(
θ̇ − θ′

)
+ 1

2
AE01

(
θ′ + θ̇

)
(ϕ̇− ϕ′) + 1

2
AE10 (ϕ̇+ ϕ′)

(
θ̇ − θ′

)
+ 1

2
AG11 (ϕ̇− ϕ′) (ϕ′ + ϕ̇) +

1
2
AE20 (ẋ+ x′)

(
θ̇ − θ′

)
+ 1

2
AE02

(
θ̇ + θ′

)
(ẋ− x′) + 1

2
AE21 (x′ + ẋ) (ϕ̇− ϕ′) + 1

2
AE12 (ϕ′ + ϕ̇) (ẋ− x′) +

1
2
AG22 (ẋ− x′) (x′ + ẋ)

(5.82)

39Veja o apêndice A.
40Vamos nos limitar em descrever o procedimento sem exibir as expressões explicitamente, pois

tornam-se muito grandes até mesmo nesse caso simples em 3 dimensões com duas isométricas. O
cálculo foi feito com software Mathematica, o código está no apêndice ??.
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dos momentos conjugados Πτ
0 ≡ Πθ = ∂L

∂θ̇
, Πτ

1 ≡ Πϕ = ∂L
∂ϕ̇

e Πτ
2 ≡ Πx = ∂L

∂ẋ
, obtemos

Πθ = −AB01ϕ
′ − AB02x

′ + AG00θ̇ + AG01ϕ̇+ AG02ẋ

Πϕ = −AB01θ
′ − AB12x

′ + AG01θ̇ + AG11ϕ̇+ AG12ẋ

Πx = AB02θ
′ + AB12ϕ

′ + AG02θ̇ + AG12ϕ̇+ AG22ẋ

(5.83)

de onde podemos obter θ̇, ψ̇ e ẋ em termos dos momentos. Com isso, podemos realizar a trans-
formação de Legendre

H (θ, ψ,Πθ,Πϕ) = θ̇Πθ + ϕ̇Πϕ + ẋΠx − L (5.84)

A isometria cont́ınua em (5.81) nos permite definir a função geratriz

F =
K

2

� (
θ′θ̃ + ϕ′ϕ̃− θθ̃′ − ϕϕ̃′

)
dσ (5.85)

que leva à transformação canônica

(θ, ϕ,Πθ,Πϕ) 7−→
(
θ̃, ϕ̃, Π̃θ, Π̃ϕ

)
Πθ = −Kθ̃′
Π̃θ = −Kθ′
Πϕ = −Kϕ̃′
Π̃ϕ = −Kϕ′

(5.86)

que não afeta a componentes X e seu momento conjugado. Substituindo na Hamiltoniana obtemos

H̃
(
θ̃, ϕ̃, Π̃θ, Π̃ϕ

)
. Das equações de Hamilton obtemos a relação entre ˙̃θ e ϕ̇ e os momentos,

˙̃θ = δH̃
δΠ̃θ

= ∂H̃
∂Π̃θ
− ∂0

∂H̃

∂

(
∂Π̃θ
∂0

) − ∂1
∂H̃

∂

(
∂Π̃θ
∂1

)
˙̃ϕ = δH̃

δΠ̃ϕ
= ∂H̃

∂Π̃ϕ
− ∂0

∂H̃

∂

(
∂Π̃ϕ
∂0

) − ∂1
∂H̃

∂

(
∂Π̃ϕ
∂1

) (5.87)

Realizando a transformação de Legendre inversa e usando (5.87), obtemos a Lagrangeana L̃

L̃
(
θ̃, ϕ̃,

˙̃
θ, ˙̃ϕ
)

=
˙̃
θΠ̃θ + ˙̃ϕΠ̃ϕ + ẋΠx − H̃ (5.88)

colocando em evidência os campos θ̃, ϕ̃,
˙̃
θ, ˙̃ϕ, ẋ em L̃ da forma como θ, ϕ, θ̇, ϕ̇, ẋ aparecem em L,

obtemos finalmente

L̃ = 1
2
AG̃00

(
˙̃
θ + θ̃′

)(
˙̃
θ − θ̃′

)
+ 1

2
AẼ01

(
θ̃′ +

˙̃
θ
)(

˙̃ϕ− ϕ̃′
)

+ 1
2
AẼ10

(
˙̃ϕ+ ϕ̃′

)(
˙̃
θ − θ̃′

)
+ 1

2
AG̃11

(
ϕ̃′ + ˙̃ϕ

)(
˙̃ϕ− ϕ̃′

)
+

1
2
AẼ20 (ẋ+ x′)

(
˙̃
θ − θ̃′

)
+ 1

2
AẼ02

(
˙̃
θ + θ̃′

)
(ẋ− x′) + 1

2
AẼ21 (x′ + ẋ)

(
˙̃ϕ− ϕ̃′

)
+ 1

2
AẼ12

(
ϕ̃′ + ˙̃ϕ

)
(ẋ− x′) +

1
2
AG̃22 (x′ + ẋ) (ẋ− x′) + ∂σ

dF
dτ

(5.89)
onde

Ẽαβ = (E−1)αβ Ẽ22 = E22 − E2α (E−1)
αβ
Eβ2

Ẽα2 = − (E−1)
β
αEβ2 Ẽ2α = (E−1)

β
αE2β Φ̃ = Φ− ln (detEαβ)

α, β = 0, 1 (5.90)
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O mapeamento entre correntes e cargas de Noether em correntes e cargas topológicas também
ocorre nesse caso, o racioćınio é análogo ao caso acima de apenas uma direção isométrica.

Seguindo procedimento análogo, mostra-se que vale no caso geral com d direções isométricas.
A isometria cont́ınua41 em (5.61) nos permite definir a função geratriz

F =
K

2

� (
X ′µX̃µ −XµX̃ ′µ

)
dσ (5.91)

Esta função gera a transformação canônica(
Xµ,Πτ

µ

)
7−→

(
X̃µ, Π̃τ

µ

)
Πτ
µ = −KX̃ ′µ

Π̃τ
µ = −KX ′µ

(5.92)

Substituindo na Lagrangeana (5.60), por construção, o resultado deve ser a lagrangeana mais
uma derivada total de F 42

L
(
Xµ,Πτ

µ,Φ
)

= L̃
(
X̃µ, Π̃τ

µ, Φ̃
)

+
dF

dτ
(5.93)

Observando o termo que multiplica ∂+X
M∂−X

N em L̃
(
X̃µ, Π̃τ

µ

)
obtemos a lei de transformação

dos termos de background

Ẽµν = (E−1)µν Ẽmn = Emn − Emµ (E−1)
µν
Eνn

Ẽµm = − (E−1)
ν
µEνm Ẽmµ = (E−1)

ν
µEmν Φ̃ = Φ− ln (detEµν)

(5.94)

Assim como no caso de uma isometria, a T-Dualidade mapeia correntes de Noether em correntes
topológicas, e vice-versa.

(τ, σ) 7−→ (τ, σ)
Xµ 7−→ Xµ + cte

(5.95)

segundo o Teorema de Noether, gera a corrente conservada[6]

Jµα = KEµν∂αXν +KEµm∂αXm = Kεαβ∂
βX̃µ = J̃µ topα (5.96)

Racioćınio análogo para a Lagrangeana L̃ mostra que

J̃µα = KẼµν∂αX̃ν +KEµm∂αX̃m = Kεαβ∂
βXµ = Jµ topα (5.97)

As cargas correspondentes são

pµ =

� 2π

0

Jµ0 (τ, σ) dσ =

� 2π

0

ε0β∂
βX̃µdσ = 2πα′ω̃µ (5.98)

p̃µ =

� 2π

0

J̃µ0 (τ, σ) dσ =

� 2π

0

ε0β∂
βXµdσ = 2πα′ωµ (5.99)

recuperamos o mapeamento p↔ ω.
Esta propriedade revela a profunda conexão de cordas com a geometria.

41Assim como na seção 3.1, o que leva à T-Dualidade foi a existência de uma isometria cont́ınua.
Naquele caso, apenas a compactificação de uma dimensão, nesse caso d direções isométricas. Se a
isometria não fosse cont́ınua, a Hamiltoniana não seria local[5].

42Lembre-se que L =
�
Ldσ, portanto (5.93) implica L

(
Xµ,Πτ

µ,Φ
)

= L̃
(
X̃µ, Π̃τ

µ, Φ̃
)

+ ∂σ
dF
dτ
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5.5 Solução via Transformações de Buscher

Finalizamos esse caṕıtulo enunciando como teorema o resultado mais importante desse texto.
Vimos que a invariância conforme da ação do modelo sigma impõe que GMN (X), BMN (X) e o

campo escalar Φ (X) sejam soluções de

R
(26)
µν − 1

2
GµνR

(26) = T µν

∇λHλµν = 2∇λΦHλµν

∇2Φ− 2 (∇Φ)2 = −1
2
H2

(5.100)

As transformações de Buscher nos levam a uma ação dual que, por construção, descreve a mesma

f́ısica, pois tratam-se de transformações canônicas. Assim, os campos G̃MN (X), B̃MN (X) e Φ̃ (X)
da ação dual devem também, por construção, ser soluções de (5.100)! Esse racioćınio prova o
teorema:

Teorema 1. Dada uma solução de (5.100), as transformações de Buscher no modelo Sigma bidimen-
sional fornecem uma solução distinta para os campos de background da teoria. Em particular, as
transformações de Buscher são uma ferramenta que, a partir de soluções conhecidas, nos permite
obter soluções distintas das equações de Einstein estendidas (5.38).
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6 Exemplos

Entender as consequências de dimensões compactas em uma teoria de cordas vai além de uma
conveniente ferramenta para se obter soluções distintas para os campos de background, e em
particular para as equações de Einstein estendidas. Os modelos de universo baseados em teorias
de cordas descrevem 4 dimensões abertas e 22 compactas (ou 6 para super-cordas) e o estudo de
T-Dualidade é vital para entendermos as consequências que essas dimensões compactas têm na
f́ısica que observamos nas outras 4, bem como para relacionar espaços completamente diferentes,
evidenciando relações entre sistemas distintos que dificilmente seriam notadas de outra forma.

Neste caṕıtulo veremos alguns exemplos onde o uso do Teorema 1 gera outra solução das
equações de movimento dos campos de background da teoria, e a importância destes na pesquisa
contemporânea.

6.1 (S1 × R)× R2

Começamos analisando o produto direto de um cilindro com o plano Euclidiano no caso em
que o campo de Kalb-Ramond é nulo e o campo dilatônico é constante. Apenas uma direção é
compacta, existe portanto uma teoria dual.

Denotando as coordenadas desse espaço como

XM = (y, t,X1, X2) (6.1)

onde y é periódico com peŕıodo 2πR e R é o raio de S1. O modelo sigma com BMN = 0 e Φ = φ0 é

Sσ =
1

4πα′

�
d2σ

{
Gµν (X) ∂αXµ∂αX

ν +
α′

2
R(2)φ0

}
(6.2)

onde R(2) é o escalar de Ricci do ciĺındro S1 × R.
A métrica é facilmente obtida utilizando a técnica de definição de métrica induzida, discutida

no Apêndice G. Parametrizando o plano euclidiano como

X1 = ρ cosϕ X2 = ρ sinϕ (6.3)

onde ρ ∈ R e ϕ ∈ [0, 2π], e utilizando coordenadas do cone de luz

u ≡ y − t v ≡ y + t, y ∈ [0, 2πR] (6.4)

obtemos que a ação do modelo sigma é

Sσ =
1

πα′

�
d2σ

{
∂+u∂−v + ∂+ρ∂−ρ+ ρ−2∂+ϕ∂−ϕ+R

(
φ0 −

1

2
ln ρ2

)}
(6.5)

com R ≡ α′

4
R(2). Podemos tornar esse modelo mais geral introduzindo translação nas coordenadas

e somando um tensor antissimétrico

Sσ = 1
πα′

�
d2σ {(∂+u+ α∂+ϕ) (∂−v + β∂−ϕ) + ∂+ρ∂−ρ+ ρ−2∂+ϕ∂−ϕ

+q1 (∂+u∂−ϕ− ∂−u∂+ϕ) + q2 (∂+v∂−ϕ− ∂−v∂+ϕ) +R
(
φ0 − 1

2
ln ρ2

)} (6.6)

α, β, q1, q2 são parâmetros constantes. Note que agora temos duas direções compactas, uma vez
que ϕ ∈ [0, 2π]. Podemos portanto realizar transformações de Buscher tanto na direção y quanto
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na direção ϕ. Fazendo a transformação de dualidade na direção ϕ obtemos43

Sϕ−dualσ = 1
πα′

�
d2σ {F (ρ) ρ2 (∂+ϕ̃+ c+∂+y + c−∂+t) (∂−ϕ̃+ a+∂−y + a−∂−t)

−∂+t∂−t+ ∂+y∂−y + ∂+ρ∂−ρ+R
(
φ0 − 1

2
lnF

)}
, F (ρ) ≡ (1 + αβρ2)

−1 (6.7)

onde

a+ ≡ q+ − α, c+ ≡ q+ + β, a− ≡ −q− − α, c− ≡ −q− − β, q± ≡ q1 ± q2

ϕ̃ ∈ [0, 2πα′]
(6.8)

Realizando agora a transformação de dualidade na direção y em (6.7) obtemos44

Sϕ,y−dualσ = 1
πα′

�
d2σ

{
F̃ (ρ) ρ2 (∂+ϕ̃+ c+∂+ỹ + c−∂+t) (∂−ϕ̃− a+∂−ỹ + a−∂−t)

−∂+t∂−t+ ∂+ỹ∂−ỹ + ∂+ρ∂−ρ+R
(
φ0 − 1

2
ln F̃

)}
, F̃ (ρ) ≡ F−1 (ρ) [1 + a+c+F (ρ) ρ2]

(6.9)
Por construção, as ações (6.6), (6.7) e (6.9) descrevem a mesma f́ısica, portanto representam
soluções distintas para os campos de background da teoria. Note ainda que o peŕıodo da dimensão
ỹ agora é 2πα′/R, diferente de y cujo peŕıodo é 2πR. As transformações de dualidade então
mapearam uma teoria com raio R numa teoria com raio α′/R.

Este exemplo engloba uma ampla classe de modelos ao variarmos os parâmetros, pode ainda
ser generalizado de diversas maneiras. Modelos desse tipo descrevem, de modo geral, universos do
tipo de tubos de fluxo eletromagnético, axialmente simétricos, estacionários e giratórios. É posśıvel
obter soluções exatas não triviais, as quais são solúveis devido à sua relação com uma teoria mais
simples através de transformações de dualidade[9].

6.2 AdS5 × S5

Nesse exemplo realizamos uma transformação de T-Dualidade seguida de uma reparametrização
e de outra transformação de T-Dualidade. Esse procedimento é conhecido na literatura como
Transformação TsT (T-duality-shift-Tduality).

Vamos considerar o caso em que o campo do dilaton Φ = 0 e o campo de Kalb-RamondbMN = 0.
A transformação TsT envolve apenas coordenadas da esfera S5, portanto é o suficiente consi-

derarmos apenas a parte da ação correspondente à esfera, a qual pode ser escrita como45

Sσ = − R2

4πα′

�
d2σ

{
γαβ

(
∂αri∂βri + r2

i ∂αφi∂βφi
)

+ Λ
(
r2
i − 1

)}
(6.10)

onde R é o raio de S5, Λ é um multiplicador de Lagrange, i = 1, 2, 3 e γαβ ≡
√
−ηηαβ é a métrica

da worldsheet com assinatura de Minkowski, e os ângulos φi ∈ [0, 2π]. Reparametrizando os três
ângulos φi como funções de novos ângulos ϕi

φi 7−→ φi (ϕj)
φ1 = ϕ3 − ϕ2 φ2 = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 φ3 = ϕ3 − ϕ1

(6.11)

nessas novas coordenadas a ação é

Sσ = − R2

4πα′

�
d2σ

{
γαβ (∂αri∂βri + gij∂αϕi∂βϕj) + Λ

(
r2
i − 1

)}
(6.12)

43Veja equação (2.5) de [9].
44Veja equação (2.10) de [9].
45Veja equação (2.1) de [10].
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com

gij =

 r2
2 + r2

3 r2
2 r2

2 − r2
3

r2
2 r2

1 + r2
2 r2

2 − r2
1

r2
2 − r2

3 r2
2 − r2

1 1

 (6.13)

Fazendo uma transformação de T-Dualidade na dimensão compacta parametrizada por ϕ1, obte-
mos a ação dual

Sϕ1−dual
σ = − R2

4πα′

�
d2σ

{
γαβ (∂αri∂βri + g̃ij∂αϕ̃i∂βϕ̃j)− εαβ b̃ij∂αϕ̃i∂βϕ̃j + Λ

(
r2
i − 1

)}
(6.14)

onde ε01 = 1 = −ε10. A métrica e Kalb-Ramond duais são

g̃ij =


1

r2
2+r2

3
0 0

0
r2
1r

2
2+r2

1r
2
3+r2

2r
2
3

r2
2+r2

3

2r2
2r

2
3−r2

1r
2
2−r2

1r
2
3

r2
2+r2

3

0
2r2

2r
2
3−r2

1r
2
2−r2

1r
2
3

r2
2+r2

3
1− (r2

2−r2
3)

2

r2
2+r2

3

 b̃ij =


0

r2
2

r2
2+r2

3

r2
2−r2

3

r2
2+r2

3

− r2
2

r2
2+r2

3
0 0

− r2
2−r2

3

r2
2+r2

3
0 0

 (6.15)

e os ângulos duais ϕ̃i se relacionam com os ϕ1 como

∂αϕ1 = γαβε
βρ∂ρϕ̃1g̃11 − ∂αϕ̃ib̃1i ϕ2 = ϕ̃2 ϕ3 = ϕ̃3 (6.16)

Fazendo agora uma reparametrização em termos de uma constante real arbitrária γ̂

ϕ̃2 7−→ ϕ̃2 + γ̂ϕ̃1 (6.17)

Assim, a métrica toma a forma

G̃ij =

 G−1

r2
2+r2

3
γ̂g̃12 γ̂g̃13

γ̂g̃12 g̃22 g̃23

γ̂g̃13 g̃23 g̃33

 G−1 ≡ 1 + γ̂2
(
r2

1r
2
2 + r2

1r
2
3 + r2

2r
2
3

)
(6.18)

e vale
∂αϕ1 = γαβε

βρ∂ρϕ̃1g̃11 − ∂αϕ̃ib̃1i − γ̂∂αϕ̃1b̃12 (6.19)

Finalizamos a transformação TsT realizando uma transformação de T-Dualidade na dimensão
compacta parametrizada pelo ângulo ϕ̃1. Obtemos a ação

Sγ−deformadoσ = − R2

4πα′

�
d2σ

{
γαβ (∂αri∂βri +Gij∂αψi∂βψj)− εαβBij∂αψi∂βψj + Λ

(
r2
i − 1

)}
(6.20)

ψi, Gij, Bij são duais a ϕ̃i, G̃ij, b̃ij. A relação entre as variáveis ψi e ϕ̃i é

∂αϕ̃1 = γαβε
βρ∂ρψiG1i − ∂αψiB1i ϕ̃2 = ψ2 ϕ̃3 = ψ3 (6.21)

Esse novo background é chamado γ-deformado. Podemos ainda relacionar as variáveis ψi com as
variáveis ϕi que utilizamos antes da transformação TsT:

∂αϕ1 =
(
g̃11G1i + γ̂b̃12B1i − b̃1i

)
∂αψi −

(
γ̂b̃12G1i + g̃11B1i

)
γαβε

βρ∂ρψi

∂αϕ2 = ∂αψ2 − γ̂B1i∂αψi + γ̂G1iγαβε
βρ∂ρψi

∂αϕ3 = ∂αψ3

(6.22)
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de onde podemos finalmente escrever a métrica γ-deformado em termos da métrica inicial (6.13)

Gij = Ggij, i = j 6= 3 G33 = Gg33 + 9γ̂2Gr2
1r

2
2r

2
3 (6.23)

Portanto, conhecendo uma solução para os campos de background gij, bij e Φ

gij =

 r2
2 + r2

3 r2
2 r2

2 − r2
3

r2
2 r2

1 + r2
2 r2

2 − r2
1

r2
2 − r2

3 r2
2 − r2

1 1

 bij = 0 Φ = 0 (6.24)

obtivemos via transformações de T-dualidade a solução distinta

Gij =

 G (r2
2 + r2

3) Gr2
2 G (r2

2 − r2
3)

Gr2
2 G (r2

1 + r2
2) G (r2

2 − r2
1)

G (r2
2 − r2

3) G (r2
2 − r2

1) G+ 9γ̂2Gr2
1r

2
2r

2
3

 Bij =


0

r2
2

r2
2+r2

3

r2
2−r2

3

r2
2+r2

3

− r2
2

r2
2+r2

3
0 0

− r2
2−r2

3

r2
2+r2

3
0 0

 Φ = 0

(6.25)
Este exemplo é de muito interesse na pesquisa contemporânea, pois é útil para entender o

mapa entre AdS5 × S5 e N = 4 Super Yang-Mills [10], que, por sua vez, é conjecturado ser dual
a um background de supergravidade[11]. Essa conjectura é uma ferramenta útil no estudo da
correspondência AdS/CFT[12].

6.3 Extensão do método para dimensões abertas em AdS5

O método que deduzimos e exemplificamos nas seções anteriores depende de que existam di-
mensões compactas no espaço-tempo estudado. A existência de dimensões compactas gera o
fenômeno de T-dualidade, onde podemos utilizar as transformações de Buscher para obter cam-
pos de background duais. No entanto, é posśıvel estender esse método para quando não temos
dimensões compactas no espaço estudado.

Considere a métrica de AdS5 em coordenadas de Poincaré

ds2 = L2

[
dz2 + dxµdx

µ

z2

]
(6.26)

O método consiste em definir uma reparametrização cujas condições de contorno simulam uma
dimensão compacta. Definimos novas coordenadas yµ satisfazendo a equação

∂αy
µ = i

R2

z2
εαβ∂

βxµ (6.27)

dessa forma, as condições de contorno para xµ, que dizem que essas direções carregam momento
pµ, em termos da nova variável yµ ficam

4yµ = 2πpµ (6.28)

Com a reparametrização definida por (6.27), obtemos então uma nova variável compacta com win-
ding pµ! Podemos agora aplicar uma transformação de T-dualidade nessa nova direção compacta
e obter a métrica dual

ds2
dual = L2

[
dr2 + dyµdy

µ

r2

]
, r ≡ L2

z
(6.29)
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que também corresponde a um espaço AdS5
46.

O método pode ser generalizado para espaços cuja métrica são do tipo

ds2 = ω2 (z) [dxµdx
µ + . . .] (6.30)

e a reparametrização é
∂αy

µ = iω2 (z) εαβ∂
βxµ (6.31)

ω2 (z) é chamado fator de deformação, os yµ são reais e a métrica da worldsheet é euclidiana.
Essa extensão é muito importante pois aumenta ainda mais as ferramentas à nossa disposição

para analisar backgrounds não triviais obtendo backgrounds equivalentes e, em particular, novas
soluções das equações de Einstein estendidas.

Um exemplo da utilidade desse método é dado em [26], onde é utilizado método similar para
simplificar a ação de super-cordas em AdS5 × S5. Outro exemplo encontra-se em [13], onde nova-
mente usa-se esse método para simplificar a ação para encontrar soluções clássicas, e utilizar essas
soluções no cálculo de amplitudes de espalhamento de gluons em N = 4 Super Yang-Mills.

46A ação dual completa é calculada em [26].
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7 Conclusão

O que obtivemos é notável, vamos recaptular. Partindo de cordas vibrando em um espaço-tempo
plano M1,D−1 de D dimensões, a exigência de que o máximo posśıvel de simetrias se preservem
após a quantização- simetria bidimensional de reparametrizações, simetria de Poincaré e de Weyl-
fixa D = 26. Impondo condições de contorno periódicas do tipo (5.43), surge uma T-Dualidade no
espectro, nos permitindo mapear f́ısica de pequenas escalas (raio R) uma f́ısica de grande escala
(raio 1/R). O espectro sem massa da corda- gravitons, áxions e dilaton- curva o espaço-tempo
M1,D−1 na qual está inserida, dando origem a um espaço-tempo de geometria pseudo-riemanniana
estendida, cuja dinâmica é descrita pela ação do modelo sigma. Impondo que a corda quanti-
zada, agora descrita em primeira ordem pelo modelo sigma, novamente preserve todas as simetrias
que tinha no caso clássico- simetria conforme, ou seja, ausência de anomalias conformes- leva
a um resultado impressionante: as equações de Einstein! E mais, o mesmo racioćınio aplicado
à cordas abertas nos levaria às equações do Modelo Padrão, com todas as interações e diferen-
tes part́ıculas! Vimos que nesse modelo também ocorre o fenômeno de T-Dualidade, em forma
de transformações canônicas, mapeando correntes de Noether em correntes topológicas.As trans-
formações de T-Dualidade então, dada uma solução conhecida das equações estendidas de Einstein,
nos geram outra solução distintas- em escala diferente, uma vez que mapeia R 7→ 1/R. Tudo isso
obtido de prinćıpios gerais de simetria, sem a necessidade de postulados! Isso justifica o porque de
teorias de cordas serem fortes candidatas à teorias de unificação.

Vimos no caṕıtulo 6 que o estudo de T-Dualidade abeliana e sua extensão para dimensões
abertas são importantes, pois são úteis em diversas áreas de pesquisa. Finalizamos esse texto
propondo um problema de pesquisa novo que faz uso dessas ferramentas.

O problema é: investigar a possibilidade da dedução das simetrias de inversão do fator de escala
(SFD, Scale Factor Duality) nas teorias gravitacionais assintoticamente AdS.

Esse tipo de simetria foi abordado na literatura de diferentes formas. Uma implementação
vem da observação de Veneziano[27]de que a SFD é uma simetria da ação efetiva dilatônica para
espaços dinâmicos dependentes do tempo, o que levou ao cenário pré-big-bang da teoria de cordas.
Uma transformação não-equivalente que relaciona soluções no chamado quadro de Einstein foi
apresentada em [28] e usada para a construção de uma classe diferente de modelos pré-big-bang
em[29]. No quadro de Einstein, a ação efetiva é a ação de Einstein-Hilbert, obtida por uma
transformação de Weyl que coloca o dilaton como um campo canônico. Recentemente, em [30],
esta dualidade foi implementada para relacionar limites singulares de soluções do tipo parede de
domı́nio dilatônica a geometrias assintoticamente AdS.

O que pretendemos abordar, como uma continuação do trabalho feito nessa dissertação, é o pro-
blema de deduzir essas transformações de SFD diretamente de algum modelo sigma generalizado,
via transformações de T-Dualidade, utilizando a extensão do método para dimensões abertas. De-
duzir essas simetrias explicitamente pode revelar aspectos formais que de outra forma são dif́ıceis
de perceber, com o potencial de, além de aprofundar nossa compreensão dos casos já estudados,
abrir novos caminhos para a investigação de novos problemas.
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A Teorema de Noether

É conveniente ter o teorema de Noether enunciado aqui pois as fórmulas para carga e corrente
conservadas foram usadas para obter (2.13), (2.14) e (2.16).

Teorema de Noether. Para toda simetria diferenciável da ação, existe uma corrente e carga cor-
respondentes que são conservadas. Ou seja, para toda transformação

xµ 7−→ xµ ' xµ + ∆xµ , ∆xµ = χµ(r)ε(r)

φα 7−→ φα ' φα + ∆φα , ∆φα = Ψ
(r)
α ε(r)

(A.1)

tal que ∆S = 0, ∃θµ(r) e ∃C(r)tais que ∂θµ(r) = 0 e dC(r)

dt
= 0, onde

θµ(r) = − ∂L
∂(∂µφα)

[
Ψ

(r)
α − φα,νχν(r)

]
− Lχµ(r)

C(r) =
�
θ0(r)dd−1x

(A.2)

B Alguns cálculos

B.1 Modos zero da corda fechada

Da condição (2.1) da corda fechada, segue que

Xµ
L (u+ 2π) +Xµ

R (v − 2π) = Xµ
L (u) +Xµ

R (v)
=⇒ Xµ

L (u+ 2π)−Xµ
L (u) = Xµ

R (v)−Xµ
R (v − 2π)

(B.1)

substituindo (2.26) nessa relação, obtemos

αµ0 = αµ0 (B.2)

Substituindo (2.24) em (2.14) e calculando a integral, obtemos

αµ0 =

√
α′

2
pµ (B.3)

B.2 Relação entre osciladores e modos de Virasoro

Sem especificar o calibre, os v́ınculos são

(∂±X)2 = 0 (B.4)

onde ∂±X
µ ≡ (∂τ ± ∂σ)Xµ. Da solução (2.29) segue

∂−X
µ =

α′

2
pµ +

√
α′

2

∑
n6=0

αµne
−in(τ−σ) =

√
α′

2

∑
n∈Z

αµne
−in(τ−σ) (B.5)

substituindo no v́ınculo, obtemos

(∂−X)2 = α′

2

∑
m,p∈Z α

µ
m (αp)µ e

−i(m+p)(τ−σ)

= α′

2

∑
m,n∈Z α

µ
m (αn−m)µ e

−in(τ−σ)

≡ α′

2

∑
n∈Z Lne

−in(τ−σ)

(B.6)
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onde

Ln ≡
1

2

∑
m∈Z

αµm (αn−m)µ (B.7)

é o coeficiente da expansão dos v́ınculos em série de Fourier. Analogamente

(∂+X)2 =
α′

2

∑
n∈Z

L̄ne
−in(τ−σ) L̄n ≡

1

2

∑
m∈Z

αµm (αn−m)µ (B.8)

Para obter a relação (3.9) devemos ir para o Calibre do Cone de Luz:

(∂±X)2 =
(
Ẋ ±X ′

)2

= 2
(
Ẋ+ ±X ′+

)(
Ẋ− ±X ′−

)
−
(
ẊI ±X ′I

)2

= 0 (B.9)

de (3.7) segue que X ′+ = 0 e Ẋ+ = α′p+, portanto(
Ẋ− ±X ′−

)
=

1

2α′p+

(
ẊI ±X ′I

)2

(B.10)

A solução (2.29) para coordenadas transversais é

XI (τ, σ) = xI0 +
√

2α′αI0τ + i

√
α′

2

∑
n 6=0

e−inτ

n

(
αIne

inσ + αIne
−inσ) (B.11)

o que implica(
ẊI +X ′I

)2

= 4α′
∑
n∈Z

(
1

2

∑
p∈Z

αp · αn−p

)
e−in(τ+σ) = 4α′

∑
n∈Z

Lne
−in(τ+σ) (B.12)

onde usamos a definição (3.10). Analogamente(
ẊI −X ′I

)2

= 4α′
∑
n∈Z

(
1

2

∑
p∈Z

αp · αn−p

)
e−in(τ−σ) = 4α′

∑
n∈Z

Lne
−in(τ−σ) (B.13)

De (2.29) obtemos

X− (τ, σ) = x−0 +
√

2α′α−0 τ + i

√
α′

2

∑
n6=0

e−inτ

n

(
α−n e

inσ + α−n e
−inσ) (B.14)

por derivação direta obtemos as relações

Ẋ− +X ′− =
√

2α′
∑

n∈Z α
−
n e
−in(τ+σ)

Ẋ− −X ′− =
√

2α′
∑

n∈Z α
−
n e
−in(τ−σ) (B.15)

comparando com as relações anteriores obtemos
√

2α′α−n =
2

p+
Ln

√
2α′α−n =

2

p+
Ln (B.16)

Note que os modos de Virasoro não são iguais no caso geral e no calibre do cone de luz. No
último, o produto interno dos osciladores é apenas sobre as dimensões transversais I = 2, ..., D
enquanto que no primeiro, o produto interno é sobre µ = 0, ..., D. Essa distinção é irrelevante para
os propósitos desse texto, não haverá confusão, portanto não nos preocupamos em usar notação
diferente para ambos. No final, o que interessa mesmo desses modos/operadores é sua álgebra e sua
atuação no vácuo após a quantização.o segundo termo se anula devido à condição de periodicidade
da corda fechada.
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B.3 EPOs (4.101) e (4.102)

Essas EPOs são calculadas utilizando o Teorema de Wick.

T (z) ∂X (ω) =: ∂X (z) ∂X (z) : ∂X (ω) = − 1
α′

: ∂X (z) ∂X (z) ∂X (ω) : − 2
α′
∂X (z) 〈∂X (z) ∂X (ω)〉+ . . .

= − 2
α′
∂X (z)

(
−α′

2
1

(z−ω)2

)
+ termos não singulares

= ∂X(z)

(z−ω)2 + termos não singulares

=
(∂X(ω)+∂2X(ω)(z−ω)+...)

(z−ω)2 + termos não singulares

= ∂X(ω)

(z−ω)2
∂2X(ω)
z−ω + termos não singulares

(B.17)
o que implica que ∂X (z) é um campo primário de peso conforme

(
h, h
)

= (1, 0). Calculando a

EPO entre : eikX : e ∂X:

∂X (z) : eikX(ω) : =
∑∞

n=0
(ik)n

n!
∂X (z) : Xn (ω) :

=
∑∞

n=1
(ik)n

(n−1)!
: Xn−1 (ω) :

(
−α′

2
1

z−ω

)
+ . . .

= − iα′k
2

:eikX(ω):
z−ω + . . .

(B.18)

T (z) : eikX(ω) : = − 1
α′

: ∂X (z) ∂X (z) :: eikX(ω) := − 1
α′

: ∂X (z) ∂X (z) :
∑∞

n=0
(ik)n

n!
: Xn (ω) :

= − 1
α′

∑∞
n=0

(ik)n

n!
: ∂X (z) ∂X (z)Xn (ω) : − 1

α′

∑∞
n=0

(ik)n

n!
2n 〈∂X (z)X (ω)〉 : ∂X (z)Xn−1 (ω) :

− 1
α′

∑∞
n=0

(ik)n

n!
n (n− 1) 〈∂X (z)X (ω)〉 〈∂X (z)X (ω)〉 : Xn−2 (ω) :

= − 1
α′

∑∞
n=0

(ik)n

n!
2n∂ 〈X (z)X (ω)〉 : ∂X (z)Xn−1 (ω) :

− 1
α′

∑∞
n=0

(ik)n

n!
n (n− 1) ∂ 〈X (z)X (ω)〉 ∂ 〈X (z)X (ω)〉 : Xn−2 (ω) : + . . .

(B.19)
substituindo (4.97)

T (z) : eikX(ω) : = ik 1
z−ω

∑∞
n=1

(ik)n−1

(n−1)!
: ∂X (z)Xn−1 (ω) :

−α′

4
(ik)2

(z−ω)2

∑∞
n=2

(ik)n−2

(n−2)!
: Xn−2 (ω) : + . . .

= ik :∂X(z)eikX(ω):
z−ω + α′k2

4
:eikX(ω):
(z−ω)2 + . . .

= α′k2

4
:eikX(ω):
(z−ω)2 + ik

:(∂X(ω)+∂2X(ω)(z−ω)+...)eikX(ω):

z−ω + . . .

= α′k2

4
:eikX(ω):
(z−ω)2 + ik :∂X(ω)eikX(ω):

z−ω + . . .

= α′k2

4
:eikX(ω):
(z−ω)2 + ∂ω :eikX(ω):

z−ω + termos não singulares

(B.20)

portanto : eikX(z) : é primário com peso conforme
(
h, h
)

=
(
α′k2

2
, 0
)

.

T (z)T (ω) = 1
α′2

: ∂X (z) ∂X (z) :: ∂X (ω) ∂X (ω) :
= 1

α′2
: ∂X (z) ∂X (z) ∂X (ω) ∂X (ω) : + 4

α′2
〈∂X (z) ∂X (ω)〉 : ∂X (z) ∂X (ω) :

+ 2
α′2
〈∂X (z) ∂X (ω)〉 〈∂X (z) ∂X (ω)〉+ . . .

= + 4
α′2

(
−α′

2
:∂X(z)∂X(ω):

(z−ω)2

)
+ 2

α′2

(
−α′

2
1

(z−ω)2

)2

+ . . .

= 1/2

(z−ω)4 − 1
α′

:(∂X(ω)+∂2X(ω)(z−ω)+...)∂X(ω):

(z−ω)2 + . . .
1/2

(z−ω)4 + 2T (ω)

(z−ω)2 + ∂T (ω)
z−ω + termos não singulares

(B.21)
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B.4 Anomalia de Weyl

Mostraremos aqui que, diferente de (4.47), após a quantização vale

〈Tα α〉 = − c

12
R (B.22)

esse resultado é chamado anomalia de Weyl.
Equação (4.51) e a equação de conservação que obtemos em (4.53) são válidas no caso clássico.

Sem assumir Tzz = 0, a conservação de energia, em coordenadas complexas, é(
∂Tzz + ∂Tzz

)
+
(
∂Tzz + ∂Tzz

)
= 0(

+∂Tzz + ∂Tzz
)

+
(
−∂Tzz − ∂Tzz

)
= 0

(B.23)

somando a primeira com a segunda equação, obtemos

∂Tzz = −∂Tzz (B.24)

usando essa relação, teremos a EPO

∂z∂ω [Tzz (z, z)Tωω (ω, ω)] = ∂zTzz (z, z) ∂ωTωω (ω, ω) = ∂zTzz (z, z) ∂ωTωω (ω, ω)

= ∂z∂ω [Tzz (z, z)Tωω (ω, ω)] = ∂ω∂z

[
c/2

(z−ω)4 + . . .
] (B.25)

substituindo o resultado

∂z∂ω
1

(z − ω)4 =
1

6
∂z∂ω

(
∂2
z∂ω

1

z − ω

)
=
π

3
∂2
z∂ω∂ωδ (z − ω, z − ω) (B.26)

em (B.25) obtemos

∂z∂ω [Tzz (z, z)Tωω (ω, ω)] =
cπ

6
∂2
z∂ω∂ωδ (z − ω, z − ω) (B.27)

o que implica a EPO

Tzz (z, z)Tωω (ω, ω) =
cπ

6
∂z∂ωδ (z − ω, z − ω) (B.28)

que em coordenadas cartesianas fica

Tα α (σ)T β β (σ′) = −cπ
3
∂2δ (σ − σ′) (B.29)

Assumindo 〈Tα α〉 = 0 no espaço plano, vejamos como fica essa relação perto do espaço plano,
ou seja, ao variarmos a métrica δgαβ.

δ 〈Tα α〉 = δ

�
Dφe−STα α (σ) =

1

4π

�
Dφe−S

(
Tα α (σ)

�
d2σ′
√
gδgβγTβγ (σ′)

)
(B.30)

Restringindo a variação à transformações de Weyl, então δgαβ = 2ωδαβ e δgαβ = −2ωδαβ

δ 〈Tα α〉 = − 1

4π

�
Dφe−S

(
Tα α (σ)

�
d2σ′ω (σ′)T β β (σ′)

)
(B.31)

substituindo (B.29) obtemos

δ 〈Tα α〉 =
c

6
∂2ω (B.32)
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o que implica

〈Tα α〉 = − c

12
R (B.33)

Para mais detalhes, veja a dedução na seção 4.4.2 em [15] e o apêndice 5.A de [3].
Se em(B.23) subtrairmos a segunda equação da primeira, obtemos

∂Tzz = −∂Tzz (B.34)

fazendo cálculos análogos, obteŕıamos

〈Tα α〉 = − c

12
R (B.35)

Portanto, para que a teoria seja consistente, deve ser c = c.

B.5 Derivada temporal total da Função Geratriz

dF

dτ
=
∂F

∂σ

∂σ

∂τ
+
∂F

∂τ
(B.36)

devido à invariância por reparametrizações, podemos tomar ∂σ
∂τ

= 0

dF
dτ

=
�
dσK

2

(
θ′

˙̃
θ − θ̃′θ̇

)
+
�
dσK

2

(
θ̃θ̇′ − θ ˙̃

θ′
)

=
�
dσK

(
θ′

˙̃
θ − θ̃′θ̇

)
+
�
dσK

2

(
θ̃θ̇ − θ ˙̃

θ
)′ (B.37)

C Código utilizado no cálculo de 5.90

Obtivemos 5.90 com o aux́ılio do software Wolfram Mathematica, versão 12. Segue abaixo os
códigos47:

Definindo a Lagrangeana

L = 1
2
A (b1 + g1)

(
θ′ + θ̇

)
(ϕ̇− ϕ′) + 1

2
A (g1 − b1)

(
θ̇ − θ′

)
(ϕ′ + ϕ̇) + 1

2
A (g2 − b2)

(
θ̇ − θ′

)
(x′ + ẋ) +

1
2
A (b2 + g2)

(
θ′ + θ̇

)
(ẋ− x′) + 1

2
A (g12 − b12) (ϕ̇− ϕ′) (x′ + ẋ) + 1

2
A (b12 + g12) (ϕ′ + ϕ̇) (ẋ− x′)

+1
2
Ag0

(
θ̇ − θ′

)(
θ′ + θ̇

)
+ 1

2
Ag11 (ϕ̇− ϕ′) (ϕ′ + ϕ̇) + 1

2
Ag22 (ẋ− x′) (x′ + ẋ) ;

(C.1)
Definindo os momentos conjugados, os quais foram calculados a mão:

Πθ = ∂L
∂θ̇

= −AB01ϕ
′ − AB02x

′ + AG00θ̇ + AG01ϕ̇+ AG02ẋ;

Πϕ = ∂L
∂ϕ̇

= −AB01θ
′ − AB12x

′ + AG01θ̇ + AG11ϕ̇+ AG12ẋ;

Πx = ∂L
∂ẋ

= AB02θ
′ + AB12ϕ

′ + AG02θ̇ + AG12ϕ̇+ AG22ẋ;

(C.2)

resolvendo para θ̇ e ϕ̇

Solve
[[

Πθ
A

= −b1ϕ
′ − b2x

′ + g0θ̇ + g1ϕ̇+ g2ẋ,
Πϕ
A

= −b1θ
′ − b12x

′ + g1θ̇ + g11ϕ̇+ g12ẋ,

Πx
A

= b2θ
′ + b12ϕ

′ + g2θ̇ + g12ϕ̇+ g22ẋ,
{
θ̇, ϕ̇, ẋ

}]
;

(C.3)

47O output dos comandos será omitido, pois tomaria muito espaço.
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para poupar espaço, vamos nos referir ao output de C.3 por {θ̇ (Πθ,Πϕ,Πx) , ϕ̇ (Πθ,Πϕ,Πx) , ẋ (Πθ,Πϕ,Πx)}
Fazendo aparecer θ̇Πθ + ϕ̇Πϕ + ẋΠx na Lagrangeana para facilitar o cálculo da Hamiltoniana:

{q,L0} = PolynomialReduce
[
L,
{
ϕ̇
(
−Ab1θ

′ − Ab12x
′ + Ag1θ̇ + Ag11ϕ̇+ Ag12ẋ

)
+ ;

θ̇
(
−Ab1ϕ

′ − Ab2x
′ + Ag0θ̇ + Ag1ϕ̇+ Ag2ẋ

)
+

ẋ
(

Ab2θ
′ + Ab12ϕ

′ + Ag2θ̇ + Ag12ϕ̇+ Ag22ẋ
)
,
{
θ̇, ϕ̇, θ′, ϕ′

}]
;

(C.4)

subtraindo θ̇Πθ + ϕ̇Πϕ + ẋΠx do output obtemos a Hamiltoniana. Eliminando θ̇, ϕ̇ e ẋ,

H = L0//.
{
θ̇ → θ̇ (Πθ,Πϕ,Πx) , ϕ̇→ ϕ̇ (Πθ,Πϕ,Πx) , ẋ→ ẋ (Πθ,Πϕ,Πx)

}
; (C.5)

Efetuando a transformação canônica para obter a Hamiltoniana dual

H̃ = H1//.

{
Πθ → −Aθ̃′, θ′ → −

Π̃θ

A
,Πϕ → −Aϕ̃′, ϕ′ → −

Π̃ϕ

A

}
; (C.6)

Agora fazemos a transformada de Legendre inversa para obter a Lagrangeana dual. Para isso,

precisamos de ˙̃θ, ˙̃ϕ e ẋ em termos dos momentos, os quais são obtidos das equações de Hamilton,

˙̃θ = ∂H̃

∂Π̃θ
;

˙̃ϕ = ∂H̃

∂Π̃ϕ
;

ẋ = ∂H̃
∂Πx

;

(C.7)

novamente denotando o output de cada uma dessas derivações como ˙̃θ
(

Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

)
, ˙̃ϕ
(

Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

)
e ẋ
(

Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

)
, respectivamente. Invertendo

Solve
[{

˙̃θ == ˙̃θ
(

Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

)
, ˙̃ϕ == ˙̃ϕ

(
Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

)
, ẋ == ẋ

(
Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

)}
,
{

Π̃θ, Π̃ϕ,Πx

}]
;

(C.8)

obtemos Π̃θ

(
˙̃θ, ˙̃ϕ, ẋ

)
, Π̃ϕ

(
˙̃θ, ˙̃ϕ, ẋ

)
e Πx

(
˙̃θ, ˙̃ϕ, ẋ

)
. Substituindo na Lagrangeana

LL = ˙̃θΠ̃θ + ˙̃ϕΠ̃ϕ + ẋΠx − H̃; (C.9)

L̃ = LL//.
{

Π̃θ → Π̃θ

(
˙̃θ, ˙̃ϕ, ẋ

)
, Π̃ϕ → Π̃ϕ

(
˙̃θ, ˙̃ϕ, ẋ

)
,Πx → Πx

(
˙̃θ, ˙̃ϕ, ẋ

)}
; (C.10)

Nos resta reorganizar os termos da Lagrangeana dual para ver quem são os coeficientes de
background transformados. Fazemos isso termo a termo com PolynomialReduce dividindo a la-
grangeana pelas combinações dos campos:

{Ẽ00, r00} = PolynomialReduce
[
L̃,
{(

˙̃θ + θ̃′
)(

˙̃θ − θ̃′
)}

,
{

˙̃θ, θ̃′
}]

; (C.11)

que retorna o coeficiente Ẽ00 = (G−1)00, e r00 é o resto. Repetindo o procedimento

{Ẽ01, r01} = PolynomialReduce
[
r00,

{(
˙̃θ + θ̃′

) (
˙̃ϕ− ϕ̃′

)}
,
{

˙̃θ, θ̃′, ˙̃ϕ, ϕ̃′
}]

; (C.12)
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que retorna Ẽ01 = (E−1)01 e r01. Repetindo o mesmo procedimento para as combinações de
campos que aparecem na lagrangeana original (porém agora com “˜”) obtemos 5.90.

Verificamos que a derivada temporal da função geratriz aparece, após extráırmos todos os

coeficientes ẼMN , fazendo

{cDF, rDF} = PolynomialReduce

[
r22,

{
∂σ
dF

dτ

}
,
{
θ̃, ϕ̃, ˙̃θ, ˙̃ϕ, θ̃′, ϕ̃′, θ, ϕ, θ̇, ϕ̇, θ′, ϕ′

}]
; (C.13)

e constatando que cDF = 1 e rDF = 0.

D Cálculo completo da dimensão do espaço auxiliar

Aqui seguimos o racioćınio em [31]. Outras deduções em geral exigem o Teorema No Ghost e
uma análise mais completa do espaço de estados da teoria. A dedução que apresentaremos exige
apenas a manipulação de comutadores.

Em teoria quântica queremos realizar uma representação unitária do grupo de Poincaré e por-
tanto, impomos que os geradores de Lorentz sejam hermitianos

(Mµν)† = Mµν (D.1)

além disso, os geradores de Lorentz devem ser normal ordenados para que sua ação no vácuo seja
bem definida.

Começamos com a forma expĺıcita normal ordenada de M−I

M I− =
1

2

(
xI0p

− + p−xI0
)
− x−0 pI︸ ︷︷ ︸

lI−

−i
∞∑
n=1

1

n

(
αI−nα

−
n − α−−nαI−n

)
︸ ︷︷ ︸

SI−

−i
∞∑
n=1

1

n

(
αI−nα

−
n − α−−nαI−n

)
︸ ︷︷ ︸

S
I−

(D.2)

calculando primeiro o comutador dos lI−, obtemos[
lI−, lJ−

]
=
i

4

[
pI , xJ

] p−
p+

+
i

4

p−

p+

[
pI , xJ

]
+
i

2

[
x−, p−

]
δIJ = 0 (D.3)

calculando a soma dos comutadores de lI− e SI−[
lI−, SJ−

]
+
[
SI−, lJ−

]
= −2

p−

p+

∞∑
n=1

1

n
α

[I
−nα

J ]
n +

1

p+

∞∑
n=1

1

n

[
−
(
αJ−nα

−
n − α−−nαJ−n

)
pI +

(
αI−nα

−
n − α−−nαI−n

)
pJ
]

(D.4)

onde α
[I
−nα

J ]
n ≡ αI−nα

J
n−αI−nαJ−n. Para calcular o comutador mais complicado

[
SI−, SJ−

]
primeiro

calculamos (m > 0)

[
SI−, α−m

]
= −i

∞∑
n=1

1

n

−
√

2

α′
n

p+
αIm−nα

−
n + αI−n

[
α−n , α

−
m

]
︸ ︷︷ ︸

A

−
[
α−−n, α

−
m

]
αIn −

√
2

α′
n

p+
α−−nα

I
n+m


(D.5)

Usando (3.9) e (3.28) obtemos[
α−n , α

−
m

]
=

√
2

α′
(m− n)

p+
α−m+n +

√
2

α′
1

(p+)2

D − 2

12
m
(
m2 − 1

)
δm+n,0 (D.6)
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A constante que aparece devido à ordenação normal afeta o operador α−n como

α−n −→ α−n −
√

2

α′
1

p+
aδn,0 (D.7)

onde a ≡ D−2
24

, consequentemente, a ordenação normal implica

[
α−n , α

−
m

]
=

√
2

α′
(m− n)

p+
α−m+n +

√
2

α′
1

(p+)2

(
D − 2

12
m3 + 2am− D − 2

12
m

)
δm+n,0 (D.8)

portanto[
SI−, α−m

]
= −i

√
2

α′
1

p+

∞∑
n=1

1

n

(
−αIm−nα−n + αI−n(n−m)α−m+n + (n+m)α−m−nα

I
n − nα−−nαIn+m

)
−if (m)

m
αIm

(D.9)
que implica

[
SI−, α−m

]
= −i

√
2
α′

1
p+

∑∞
n=1

αI−nα−m+n − αIm−nα−n︸ ︷︷ ︸
A

+ α−m−nα
I
n︸ ︷︷ ︸

B

− α−−nαIn+m


+i
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

m
n

(
αI−nα

−
m+n − α−m−nαIn

)
− if(m)

m
αIm

(D.10)

os termos da primeira linha podem ser parcialmente cancelados via uma mudança de ı́ndices de
soma e obtemos [

SI−, α−m
]

= −i
√

2
α′

1
p+

∑m
n=1

−αIm−nα−n︸ ︷︷ ︸
A

+ α−m−nα
I
n︸ ︷︷ ︸

B


+i
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

m
n

(
αI−nα

−
m+n − α−m−nαIn

)
− if(m)

m
αIm

(D.11)

Uma vez que
m∑
n=1

α−m−nα
I
n =

0∑
k=m−1

α−k α
I
m−k ≡

m−1∑
n=0

α−nα
I
m−n (D.12)

vemos

m∑
n=1

(
−αIm−nα−n + α−m−nα

I
n

)
= −

m∑
n=1

αIm−nα
−
n +

m−1∑
n=0

α−nα
I
m−n = α−0 α

I
n − αI0α−m +

m−1∑
n=1

[
α−n , α

I
m−n

]
(D.13)

usando
∑m−1

n=1 (m− n) = 1
2
m(m− 1) obtemos[

SI−, α−m
]

= i
√

2
α′

1
p+

(
αI0α

−
m − α−0 αIm

)
+ i
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

m
n

(
αI−nα

−
m+n − α−m−nαIn

)
+i
(√

2
α′

1
(p+)2

m(m−1)
2
− f(m)

m

)
αIm

(D.14)

Analogamente, para m > 0[
SI−, α−−m

]
= i
√

2
α′

1
p+

(
α−−mα

I
0 − αI−mα−0

)
− i
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

m
n

(
αI−nα

−
n−m − α−−m−nαIn

)
+i
(√

2
α′

1
(p+)2

m(m−1)
2
− f(m)

m

)
αI−m

(D.15)
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Calculando agora
[
SI−, αJ−m

]
[
SI−, αJ−m

]
= −i

∑∞
n=1

1
n

αI−n [α−n , αJ−m]− [α−−n, αJ−m]αIn − α−n δIJδn−m.0︸ ︷︷ ︸
=0, I 6=J


−i
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

m
n

(
αI−nα

J
n−m − αJ−n−mαIn

) (D.16)

Analogamente, calculando o comutador
[
SI−, αJm

]
[
SI−, αJm

]
= i

√
2

α′
1

p+

∞∑
n=1

m

n

(
αI−nα

J
m+n − αJm−nαIn

)
(D.17)

Substituindo tudo no comutador
[
SI−, SJ−

]
[
SI−, SJ−

]
=
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

1
n

(
−αJ−nα−0 αIn + αJ−nα

I
0α
−
n + αI−nα

−
0 α

J
n − α−−nαI0αJn

)
−
∑∞

n=1

(
1

α′(p+)2 (n− 1)− f(n)
n2

)
α

[I
−nα

J ]
n

+
√

2
α′

1
p+

∑∞
m,n=1

1
n

(
αJ−m

(
αI−nα

−
m+n − α−m−nαIn

)
−
(
αI−nα

J
n−m − αJ−m−nαIn

)
α−m

+
(
αI−nα

−
n−m − α−−n−mαIn

)
αJm − α−−m

(
αI−nα

J
m+n − αJm−nαIn

))
(D.18)

Analisando primeiro as duas última linhas

(i)IJ =
√

2
α′

1
p+

∑∞
m,n=1

1
n

αJ−mαI−nα−m+n︸ ︷︷ ︸
A

−

αI−nαJn−m︸ ︷︷ ︸
A

− αJ−m−nαIn

α−m

+αI−nα
−
n−mα

J
m − αJ−mα−m−nαIn − α−−n−mαInαJm︸ ︷︷ ︸

B

− α−−m

αI−nαJm+n︸ ︷︷ ︸
B

− αJm−nαIn

 (D.19)

Mudando ı́ndices de soma os termos A são parcialmente cancelados, o mesmo vale para os
termos B. Obtemos então

(i)IJ =
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

(
−
∑∞

m=1
1
n
αI−nα

J
n−mα

−
m +

∑∞
m=1

1
n
α−−mα

J
m−nα

I
n

)
+
√

2
α′

1
p+

∑∞
m,n=1

1
n

(
αJ−m−nα

I
nα
−
m + αI−nα

−
n−mα

J
m − αJ−mα−m−nαIn − α−−mαI−nαJm+n

) (D.20)

vê-se que na segunda linha, o primeiro e último termos não são normal ordenados. Vamos
reescrever a primeira soma de forma normal ordenada∑∞

m,n=1
1
n
αJ−m−nα

I
nα
−
m =

∑∞
m,n=1

1
n
αJ−m−nα

−
mα

I
n +

∑∞
m,n=1

1
n
αJ−m−n

[
αIn, α

−
m

]
=
∑∞

m,n=1
1
n
αJ−m−nα

−
mα

I
n +

√
2
α′

1
p+

∑∞
m,n=1 α

J
−m−nα

I
n+m

=
∑∞

m,n=1
1
n
αJ−m−nα

−
mα

I
n +

√
2
α′

1
p+

∑∞
k=2 (k − 1)αJ−kα

I
k

(D.21)

onde na última soma substitúımos k = m + n e então somamos sobre m,n com a condição de
que m + n = k mantenha-se fixo; isso resultou em um fator k − 1. Analogamente, estabelecemos
ordenação normal na segunda soma

∞∑
m,n=1

1

n
α−−mα

I
−nα

J
m+n =

∞∑
m,n=1

1

n
αI−nα

−
−mα

J
m+n +

√
2

α′
1

p+

∞∑
k=2

(k − 1)αI−kα
J
k (D.22)
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Assim, (i)IJ toma a forma

(i)IJ =
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

(
−
∑∞

m=1
1
n
αI−nα

J
n−mα

−
m +

∑∞
m=1

1
n
α−−mα

J
m−nα

I
n

)
+
√

2
α′

1
p+

∑∞
m,n=1

1
n

αJ−m−nα−mαIn︸ ︷︷ ︸
A

+ αI−nα
−
n−mα

J
m︸ ︷︷ ︸

B

− αJ−mα−m−nαIn︸ ︷︷ ︸
A

− αI−nα−−mαJm+n︸ ︷︷ ︸
B


− 2
α′(p+)2

∑∞
n=1 (n− 1)α

[I
−nα

J ]
n

(D.23)
novamente, após mudança de ı́ndices, vemos que os termos A e B se cancelam parcialmente, e
obtemos

(i)IJ =
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

∑n
m=1

1
n

(
−αI−nαJn−mα−m + α−−mα

J
m−nα

I
n

)
+
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

∑n−1
m=0

1
n

(
−αJm−nα−−mαIn + αI−nα

−
mα

J
n−m

)
− 2
α′(p+)2

∑∞
n=1 (n− 1)α

[I
−nα

J ]
n

(D.24)

que implica

(i)IJ =
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

∑n
m=1

1
n

(
−αI−nαJ0α−n + α−−nα

J
0α

I
n + αI−nα

−
0 α

J
n

)
− 2
α′(p+)2

∑∞
n=1

n−1∑
m=1

n−m
n︸ ︷︷ ︸


=n−1

2

α
[I
−nα

J ]
n − 2

α′(p+)2

∑∞
n=1 (n− 1)α

[I
−nα

J ]
n

(D.25)

Portanto, o comutador
[
SI−, SJ−

]
, agora normal ordenado, é[

SI−, SJ−
]

=
√

2
α′

1
p+

∑∞
n=1

1
n

(
−αJ−nα−0 αIn + αJ−nα

I
0α
−
n + αI−nα

−
0 α

J
n − α−−nαI0αJn

−αI−nαJ0α−n + α−−nα
J
0α

I
n − αJ−nα−0 αIn + αI−nα

−
0 α

J
n

)
−
∑∞

n=1

(
4

α′(p+)2 (n− 1)− f(n)
n2

)
α

[I
−nα

J ]
n

(D.26)

O último passo consiste em comutar o fato α−0 na esquerda[
SI−, SJ−

]
= 4√

2α′
α−0
p+

∑∞
n=1

1
n
α

[I
−nα

J ]
n +

+ 1
p+

∑∞
n=1

1
n

[(
αJ−nα

I
n − α−−nαJn

)
pI −

(
αI−nα

−
n − α−−nαIn

)
pJ
]

−
∑∞

n=1

(
4n

α′(p+)2 − f(n)
n2

)
α

[I
−nα

J ]
n

(D.27)

Finalmente, agora podemos substituir tudo em
[
M I−,MJ−]

[
M I−,MJ−] = 2

p+

(
p− −

√
2
α′
α−0

)∑∞
n=1

1
n
α

[I
−nα

J ]
n +

+ 2
α′(p+)2

∑∞
m=1

([
D−2

12
− 2
]
m+ 1

m

[
2a− D−2

12

])
α

[I
−mα

J ]
m + (αn → αn)

(D.28)

o primeiro termo é nulo devido a (2.28). Igualando a zero obtemos finalmente D = 26.

E Método de Feddeev-Popov e Fantasmas

Nesta seção estão, em mais detalhes, os cálculos relacionados a fantasmas da seção 4.2.3.
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Queremos deduzir qual o Jacobiano que aparece na integral de caminho

Z =
1

V ol

�
DgDXe−SPolyakov [X,g] (E.1)

ao fazermos uma reparametrização composta de uma transformação de Weyl

gαβ 7−→ gζαβ = e2ω(σ) ∂σ
γ

∂σ′α
∂σδ

∂σ′β
gγδ (E.2)

onde ζ denota uma composição arbitrária de reparametrização e Weyl. Essa derivação é conhecida
como Método de Feddeev-Popov . Aqui seguiremos a dedução como apresentada em [15].

Escolhendo a transformação ζ convenientemente, podemos deixar a métrica da forma que quiser-
mos. Denotaremos uma escolha particular da métrica como ĝ. Esta escolha de métrica representa
nossa escolha de calibre espećıfico.

Ao integrar sobre todas as configurações que correspondem a diferentes transformações ζ, em
algum momento uma dessas vai coincidir com nossa escolha particular que levou a ĝ. Portanto a
escolha expĺıcita do calibre dentro da integral (E.1) pode ser substitúıda pela inclusão de

�
Dζδ

(
g − ĝζ

)
(E.3)

multiplicada pelo Jacobiano 4FP da transformação, chamado determinante de Feddeev-Popov .
Note ainda que,

4FP (g)

�
Dζδ

(
g − ĝζ

)
= 1 (E.4)

de fato, assim como toda função delta de Dirac, a integral sobre todos os valores posśıveis é 1, porém
o determinante aparece pois cada transformação ζ corresponde a uma mudança de coordenadas.
Assim,

Z [ĝ] = 1
V ol

�
DζDgDX4FP (g) δ

(
g − ĝζ

)
e−SPolyakov [X,g]

= 1
V ol

�
DζDX4FP

(
ĝζ
)
e−SPolyakov[X,ĝ

ζ]

= 1
V ol

�
DζDX4FP

(
ĝζ
)
e−SPolyakov [X,ĝ]

(E.5)

a última linha resulta da ação ser invariante quanto à transformações ζ. Para efetuarmos a integral
em ζ precisamos mostrar que 4FP é invariante sob transformações ζ.

4FP (g)

�
Dζδ

(
g − ĝζ

)
= 1 =⇒

[
4FP

(
gζ
)]−1

=
�
Dζ ′δ

(
gζ − ĝζ′

)
=

�
Dζ ′δ

(
g − ĝζ−1ζ′

)
=

�
Dζ ′′δ

(
g − ĝζ′′

)
= [4FP (g)]−1

(E.6)

Teremos então

Z [ĝ] =
1

V ol

�
DζDX4FP (ĝ) e−SPolyakov [X,ĝ] (E.7)

Nada no integrando depende da transformação ζ. Lembrando que os estados correspondentes a
transformações ζ são não f́ısicos, e lembrando que a divisão por “Vol” está lá justamente para
cancelar a contribuição desses estados, podemos cancelar então a integral nas transformações ζ
com o denominador “Vol”. Ao fixar o calibre, a função de partição é portanto

Z [ĝ] =

�
DX4FP (ĝ) e−SPolyakov [X,ĝ] (E.8)
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onde leva-se em conta apenas os estados fisicamente distintos.
Nos resta agora determinar a forma expĺıcita de 4FP . Partindo de

[4FP (ĝ)]−1 =

�
Dζδ

(
g − ĝζ

)
(E.9)

para uma reparametrização δσα = vα (σ) e uma transformação de Weyl, de (E.2), a variação
infinitesimal na métrica é

δĝαβ = 2ωĝαβ +∇αvβ +∇βvα (E.10)

portanto

[4FP (ĝ)]−1 =

�
DωDvδ (2ωĝαβ +∇αvβ +∇βvα) (E.11)

escrevendo o funcional de Dirac explicitamente

[4FP (ĝ)]−1 =

�
DωDvDβ exp

(
2πi

�
d2σ
√
ĝβαβ [2ωĝαβ +∇αvβ +∇βvα]

)
(E.12)

onde βαβ é um tensor simétrico na worldsheet. A integral em ω não tem nenhuma derivada no
integrando, portanto atua como um multiplicador de Lagrange, impondo βαβ ĝαβ = 0 o que implica
que βαβ tem traço nulo. Teremos então

[4FP (ĝ)]−1 =
�
DvDβ exp

(
2πi

�
d2σ
√
ĝβαβ [∇αvβ +∇βvα]

)
=

�
DvDβ exp

(
4πi

�
d2σ
√
ĝβαβ∇αvβ

) (E.13)

invertemos essa expressão para obter 4FP (ĝ). Fazemos isso substituindo variáveis de integração,
βαβ e vα, que comutam por campos bαβ e cαque anti-comutam.

[4FP (ĝ)]−1 =
�
DbDc exp

(
4πi

�
d2σ
√
ĝbαβ∇αcβ

)
=

�
DbDc exp [iSfantasma]

(E.14)

com b e c renormalizados de modo que

Sfantasma [b, c, g] =
1

2π

�
d2σ
√
gbαβ∇αcβ (E.15)

voltando ao espaço euclidiano, o fator i some e a função de partição fica

Z [ĝ] =

�
DXDbDc exp [−SPolyakov [X, ĝ]− Sfantasma [b, c, ĝ]] (E.16)

A ação fantasma fica muito mais simples se escolhermos o calibre conforme de modo que ĝαβ =
e2ωδαβ, o determinante é

√
ĝ = e2ω. Indo para coordenadas complexas:

d2σ =
1

2
d2z ∇z = gzz∇z = 2e−2ω∇z (E.17)

obtemos

Sfantasma =
1

2π

�
d2z
(
bzz∇zc

z + bzz∇zc
z
)

(E.18)

por cálculo direto vê-se que o śımbolo de Christoffel se anula, portanto as derivadas covariantes
são derivadas comuns. Assim,

Sfantasma =
1

2π

�
d2z
(
bzz∂c

z + bzz∂c
z
)

(E.19)
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Utilizando a notação (4.130), teremos

Sfantasma =
1

2π

�
d2z
(
b∂c+ b∂c

)
(E.20)

Fazendo cálculos tediosos obtemos

∂b = ∂b = ∂c = ∂c = 0 (E.21)

Tf = 2 (∂c) b+ c∂b T f = 2
(
∂c
)
b+ c∂b T fzz = 0 (E.22)

Para deduzir as EPOs seguimos racioćınio análogo ao da seção 4.2.2. Começamos usando o fato
de que a integral de caminho de uma derivada funcional é zero, para deduzir

0 =
�
DbDc δ

δb(z)

[
e−Sfantasmab (ω)

]
=

�
DbDce−Sfantasma

[
− 1

2π
∂c (z) b (ω) + δ (z − ω)

]
=⇒

〈
∂c (z) b (ω)

〉
= 2πδ (z − ω)

(E.23)

usando a identidade 2πδ (z − ω) = ∂
(

1
z−ω

)
, obtemos

〈c (z) b (ω)〉 =
1

z − ω
(E.24)

Analogamente,

0 =
�
DbDc δ

δc(z)

[
e−Sfantasmac (ω)

]
=

�
DbDce−Sfantasma

[
− 1

2π
∂b (z) c (ω) + δ (z − ω)

]
=⇒

〈
∂c (z) b (ω)

〉
= 2πδ (z − ω)

(E.25)

integrando,

〈b (z) c (ω)〉 =
1

z − ω
(E.26)

O tensor energia momento, na teoria quântica, é

Tf (z) = 2 : ∂c (z) b (z) : + : c (z) ∂b (z) : (E.27)

usando o teorema de Wick, é fácil mostrar que

Tf (z) b (ω) = 2 b(ω)

(z−ω)2 + ∂b(ω)
z−ω + termos não singulares

Tf (z) c (ω) = − c(ω)

(z−ω)2 + ∂c(ω)
z−ω + termos não singulares

(E.28)

b e c são operadores primários com pesos conformes h = 2 e h = −1, respectivamente. Agora
podemos calcular a EPO de Tf (z)Tf (ω)

Tf (z)Tf (ω) = 4 : ∂c (z) b (z) :: ∂c (ω) b (ω) : +2 : ∂c (z) b (z) :: c (ω) ∂b (ω) :
+2 : c (z) ∂b (z) :: ∂c (ω) b (ω) : + : c (z) ∂b (z) :: c (ω) ∂b (ω) :

(E.29)

usando o teorema de Wick mais (E.24) e (E.26), é fácil ver que

Tf (z)Tf (ω) =
−13

(z − ω)4 −
2T (ω)

(z − ω)2 +
∂T (ω)

z − ω
+ termos não singulares (E.30)

Sabemos que o termo que multiplica 1
(z−ω)4 é

cf
2

. Segue portanto que cf = −26.
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F Função de Partição como Funcional Gerador de Funções de Cor-
relação

Esse resultado nada mais é que uma generalização para teorias de campos do mesmo resultado
em teoria de probabilidades:

A uma variável aleatória φ podemos associar uma distribuição de probabilidade P (φ), de modo
que o valor esperado de uma função A (φ) é

〈A〉 =

�
P (φ)A (φ) dφ (F.1)

onde assumimos a normalização �
P (φ) dφ = 1 (F.2)

Considerando a função de partição

Z (J) =

�
P (φ) eφJdφ (F.3)

Dessa definição, segue que o n-ésimo momento da distribuição de probabilidade P (φ) é

gn = 〈φn〉 =

�
P (φ)φndφ =

∂nZ (J)

∂Jn

∣∣∣∣
J=0

(F.4)

e portanto, ao expandir Z (J) em série de Taylor em torno de J = 0, obtemos

Z (J) =
∞∑
n=0

Jn

n!

�
P (φ)φndφ =

∞∑
n=0

Jn

n!
gn (F.5)

Assim, Z (J) age como gerador da sequência de infinitos momentos gn = 〈φn〉 da distribuição de
probabilidades P (φ).

Supondo agora que estamos lidando com um campo quântico X em D = 26 dimensões. A
função de partição sob o efeito da fonte externa J é

Z [J ] =

�
DX exp

{
−S [X]−

�
d26xJ (xµ)X (xµ)

}
(F.6)

a função de partição sem a influência da fonte J é Z [J = 0]. Aqui, o análogo da distribuição de
probabilidades P (φ) é o fator e−S[X]. Segundo (4.67),

〈Ω |O1 . . .On|Ω〉|J =
1

Z [0]

�
Dφe−S[φ]O1 . . .On (F.7)

Expandindo Z [J ] em série de Taylor, obtemos

Z [J ] =
∞∑
n=0

1

n!

�
dx1

�
dx2 . . .

�
dxn

{�
DXe−S[X]O1 (xρ1) . . .O1 (xρn)

}
J (xρ1) . . . J (xρn) (F.8)

onde �
DXe−S[X]O1 (xρ1) . . .O1 (xρn) =

δnZ

δJ (xρ1) . . . δJ (xρn)

∣∣∣∣
J=0

(F.9)
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Comparando com (F.7), obtemos finalmente

1

Z [0]

δnZ

δJ (xρ1) . . . δJ (xρn)

∣∣∣∣
J=0

= 〈Ω |O1 (xρ1) . . .O1 (xρn)|Ω〉 (F.10)

então, de fato, Z [J ] é o funcional gerador das funções de correlações da teoria sob o efeito da fonte
externa J .

G Espaços de Simetria Máxima - Dois Exemplos

Seja uma variedade diferenciável Md com métrica gµν (x) , x ∈ Md. Uma simetria é uma
transformação T :Md −→Md que não altera a geometria. Em geral, isso significa que

T gµν (x) = g′µν (x′) = gµν (x) (G.1)

ou seja, transformações que não alteram a geometria de Md são, em geral, simetrias da métrica,
as quais chamamos de Isometrias .

Uma ferramenta útil para caracterizar simetrias em espaços curvos são vetores de Killing . Esses
vetores generalizam a noção de “grandeza conservada no tempo” para “grandeza conservada ao
longo de uma tragetória geodésica”. A cada vetor de Killing está associada uma simetria cont́ınua
da métrica de Md em correspondência bijetiva. São definidos da seguinte forma: Kµ é um vetor
de Killing se satisfaz

∇(µKν) = 0 (G.2)

e isso implica na conservação
pµ∇µ (Kνp

ν) = 0 (G.3)

onde pµ é o momento associado à simetria correspondente ao vetor de Killing Kµ. É posśıvel
mostrar que esses vetores, de certa forma, descrevem a geometria do espaço, nos dizem que a
geometria não muda ao longo de sua direção

Kλ∇λR
(d) = 0 (G.4)

Dizemos queMd tem simetria máxima se o número de isometrias na métrica é o mesmo que o
de um espaço euclidiano Ed de mesma dimensão. Ou seja, dizemos que um espaço de dimensão d
tem simetria máxima se possui d(d+ 1)/2 vetores de Killing linearmente independentes.

É fácil ver porque espaços de simetria máxima são interessantes, basta notar que sua curvatura é
invariante sob rotações e translações, são portanto homogêneos e isotrópicos , logo sua importância
em Cosmologia e Gravitação. Outra caracteŕıstica interessante desses espaços é que neles o tensor
de curvatura de Riemann se torna muito simples48:

R(d)
ρσµν =

R(d)

d (d− 1)
[gρµgσν − gρνgσµ] (G.5)

essa condição é necessária e suficiente para que um espaço tenha simetria máxima. Esse é um dos
motivos pelos quais, dentre as soluções das equações de Einstein, é conveniente trabalharmos com
soluções que correspondem a espaços de simetria máxima.

Vejamos alguns exemplos.

48Veja seção 3.9 de [32].
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G.1 Esfera

A métrica da esfera Sd pode ser obtida da seguinte forma: considere uma esfera d dimensional
imersa em um espaço euclidiano d+ 1 dimensional, a equação que a define é

X0 +X1 + . . .+Xd−1 +Xd = L2 (G.6)

o elemento de distância nesse espaço é

ds2 =
(
dX0

)2
+
(
dX1

)2
+ . . .+

(
dXd−1

)2
+
(
dXd

)2
(G.7)

usando (G.6) para eliminar a coordenada Xd obtemos a métrica induzida

ds2 =
(
dX0

)2
+
(
dX1

)2
+ . . .+

(
dXd−1

)2
+

(
X0dX0 +X1dX1 + . . .+Xd−1dXd−1

)2

L2 −X0 −X1 − . . .−Xd−1
(G.8)

Para provarmos que esse se trata de um espaço com simetria máxima basta analisarmos o grupo
de simetrias da métrica. É evidente de (G.6) que o grupo de simetria é SO (d+ 1), portanto tem
d(d+ 1)/2 simetrias, logo é um espaço de simetria máxima.

O tensor de curvatura é facilmente calculado se fizermos uso do fato de espaços de simetria
máxima serem homogêneos e isotrópicos. Podemos calcular a métrica apenas numa vizinhança

infinitesimal de um ponto qualquer e usá-la para calcular R
(d)
ρσµν o resultado deve valer para todo

o espaço. Para a esfera vale

R(d)
ρσµν =

1

L2
[gρµgσν − gρνgσµ] (G.9)

Esse procedimento de obtenção de métrica induzida pode ser generalizado. Considere um espaço
Gd+1 com assinatura Euclidiana ou Minkowskiana, uma superf́ıcie pode ser definida nele pela
equação

X0

k0
+X1 + . . .+Xd−1 + Xd

kd
= L2

k

ds2 = k0 (dX0)
2

+ (dX1)
2

+ . . .+
(
dXd−1

)2
+ kd

(
dXd

)2 (G.10)

assim, dependendo dos valores das constantes k0, kd e k obteremos superf́ıcies diferentes em espaços
com assinaturas diferentes. k0 = 1 corresponde à assinatura Euclidiana, k0 = −1 à assinatura
Minkowskiana.

G.2 Anti-de Sitter

A métrica de AdSd é obtida de (G.10) com k0 = kd = k − 1,

−X0 +X1 + . . .+Xd−1 −Xd = −L2

ds2 = k0 (dX0)
2

+ (dX1)
2

+ . . .+
(
dXd−1

)2 −
(
dXd

)2 (G.11)

Seu grupo de simetria é SO (d− 1, 2) portanto tem d(d + 1)/2 simetrias, logo é um espaço de
simetria máxima. Seu tensor de curvatura, Ricci e escalar de Ricci são facilmente obtidos.

R
(d)
ρσµν = − 1

L2 [gρµgσν − gρνgσµ]

R
(d)
µν = − (d−1)

L2 gµν
R(d) = −d(d−1)

L2

(G.12)

Esse é o espaço de maior interesse nesse texto. Vejamos uma forma útil de parametrizá-lo.
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Coordenadas Globais

Sejam os parâmetros t ∈ R e ρ ∈ R∗+. Parametrizamos as coordenadas como

X0 = L cosh ρ sin t
X i = Lωi sinh ρ
Xd = L cosh ρ cos t

ds2 = L2
[
− (cosh ρ)2 dt2 + dρ2 + (sinh ρ)2 dΩ2

(d−2)

] (G.13)

onde ∑
i

(
ωi
)2

= 1 (G.14)

Coordenadas de Poincaré

Sejam os parâmetros t, z, xi ∈ R . Parametrizamos as coordenadas como

X0 = L
2
e−z
[
1 + e2z

(
1 + (xi)

2 − t2
)]

X i = Lezxi

Xd−1 = L
2
e−z
[
1− e2z

(
1− (xi)

2
+ t2

)]
Xd = Lezt

ds2 = L2
[
dz2 + e2z

(
(dxi)

2 − dt2
)] (G.15)

Essa parametrização cobre apenas metade de AdSd.
Fazendo a mudança de variáveis u = e−z > 0, obtemos a métrica

ds2 =
L2

u2

[
du2 +

(
dxi
)2 − dt2

]
(G.16)
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