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Resumo

Simetrias conformes determinam a forma especifica da acao para cordas no caso em que o
espaco-tempo auxiliar nao é plano, bem como fixa sua dimensao D. Quando existem dimensoes
isométricas, a acao obtida apresenta o fenomeno de T-Dualidade, do qual pode-se obter back-
grounds distintos que sao equivalentes. )

Essa dissertacao estuda T-dualidade para o caso em que as isometrias sao abelianas. E feita
uma revisao sistematia da corda classica fechada e sua quantizacao, tanto no calibre do cone de
luz quanto no calibre conforme. A forma como cada calibre lida com fantasmas, fixa a dimensao
do espago-tempo e o espectro sem massa da teoria sao deduzidas em detalhes. O modelo sigma
¢ deduzido como acao efetiva resultante da inclusao do espectro sem massa no espaco plano. E
mostrado que a imposicao de simetria conforme implica em equagoes para os campos de background
e, em particular, uma versao estendida das equacoes de Einstein em D dimensoes. O fenémeno
de T-Dualidade é demonstrado na acao de Polyakov. Para a acao mais geral do modelo sigma,
¢ mostrado que a T-Dualidade abeliana ocorre e pode ser entendida como uma transformacao
canonica conectando dois sistemas distintos que descrevem a mesma fisica, neste processo sao
deduzidas as Transformacoes de Buscher. Sao apresentados 3 exemplos de interesse na pesquisa
contemporanea, dois ilustram o uso de T-Dualidade na obtencao de backgrounds equivalentes e
o ultimo estende o método para dimensdes nao isométricas. Concluimos propondo utilizar os
métodos descritos no texto para investigar a possibilidade da deducao das simetrias de inversao
do fator de escala nas teorias gravitacionais assintoticamente AdS.



Abstract

Conformal symmetries determine the specific form of the curved space-time string action, as
well as its dimension D. When there are isometric dimensions, the obtained action manifests the
T-Duality phenomenon, from which distinct equivalent backgrounds can be obtained.

This dissertation studies said T-Duality in the case when the isometries are abelian. A review
is made about the classical closed string and its quantization, both in the light cone and conformal
gauge. The way each gauge deals with ghosts, fix the space-time dimension and the massless
spectrum are derived in detail. The sigma model is derived as an effective action resulting from
the inclusion of the massless spectrum in the flat space-time. It is shown that imposing conformal
symmetry in the model implies equations of motion for the background fields and, in particular,
an extended version of Einstein’s equations in D dimensions. The T-Duality phenomenon is
demonstrated in the Polyakov action. For the more general sigma model, it is shown that abelian
T-Duality occurs and can be understood as a canonical transformation connecting two distinct
systems which describe the same physics, in this process, the Buscher Rules are also derived.
Three examples of interest in contemporary research are presented, two illustrating the use of T-
Duality to obtain equivalent backgrounds and the last one extending the method for non-isometric
dimensions. We conclude by proposing to use the methods described in the text to investigate
the possibility of deriving symmetries of scale factor inversion in asymptotically AdS gravitational
theories.
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1 Introducao

A descricao atual, até energias da ordem de 10*GeV, do espaco-tempo e das quatro interacoes
fundamentais (forte, eletro-fraca e gravitacional) entre particulas elementares inclui duas fundagoes
bem sucedidas: a teoria quantica de campos conhecida como Modelo Padrao, e a teoria da Re-
latividade Geral que determina a geometria do espaco-tempo. Acredita-se que esta abordagem
para a fisica de altas energias continue sendo valida até a escala de energia na ordem de 10'°GeV,
da “grande unificacao” de trés das quatro forgas, a forte e a eletro-fraca (porém com eventuais
modificagoes super-simétricas do Modelo Padrao) e da gravitacao de Einstein. Mais além, um
limite natural desta descricao “convencional” é determinado pela escala de Planck, da ordem de
10*GeV, correspondendo a distancias de 10 33¢m, onde o acoplamento (efetivo) gravitacional se
torna compativel com os acoplamentos das outras forgas. Essa observacao é considerada uma in-
dicacao da eventual unificacao das quatro forcas, bem como da natureza quantica da gravitacao
e do préprio espaco-tempo nestas escalas. Neste contexto, uma fisica além da escala de Planck
exige a elaboragao de novos conceitos para espaco, tempo e matéria, em uma abordagem que
reuna os fundamentos das teorias quanticas de campos com uma versao quantica da geometria do
espaco-tempo.

A teoria de super cordas [I}, 2] fornece uma realizagao deste “programa de unificacao”, a partir
da identificacao de todas as particulas — graviton, féton, glions (“gauge bésons” ), quarks, leptons
etc. — como estados quanticos de (super-)cordas fechadas e abertas, imersas em um espagco auxiliar
externo de 26 (ou 10) dimensdes. Nessa descri¢do, o espago-tempo cldssico, observado em escalas
bem maiores que os 1033cm da escala de Planck, é um conceito emergente definido pelos valores
médios dos campos quanticos de quatro das cordas “nao-compactificadas”, i.e. de extensao infinita.
As restantes 22 (ou 6) dimensoes extras sao descritas por cordas fechadas com raios muito peque-
nos e classicamente nao-observaveis. Porém os estados quanticos destas cordas contribuem para
a construcao de novas particulas. Os modelos de (super-)cordas s@o definidos como certas teorias
de campo bidimensionais envolvendo todos os 26 (ou 10) campos de corda. No caso mais simples,
de cordas livres num espago-tempo externo plano, cada um destes campos obedece a equagao de
onda bidimensional com certas condigoes de contorno. Uma propriedade essencial para a quan-
tizagado destes modelos s@o as simetrias (super-)conformes bidimensionais 3] [4]. Vale ressaltar que
a condigao de invariancia sob transformagoes conformes (junto com transformacgoes de Weyl) é de-
cisiva na determinagao da forma especifica da acao de (super-) cordas no caso mais geral, quando
o espaco auxiliar nao é plano. As representacoes unitarias da algebra conforme providenciam a
forma explicita dos operadores de todas as particulas, e também um método simples e eficiente
para o calculo de suas amplitudes de espalhamento.

A estrutura dessa dissertacao é a seguinte. No capitulo 2 introduzimos a corda classica, a
acao de Nambu-Goto construida a partir da exigéncia de invariancia por reparametrizacoes da
worldsheet em analogia a worldline da particula relativistica. Estudamos a acao de Polyakov, que
é equivalente a acao de Nambu-Goto, e nela identificamos suas simetrias, vinculos e solucoes para
a equacao de movimento.

No capitulo 3 quantizamos a corda classica tratada no capitulo anterior. Escolhemos um calibre
especifico para eliminar graus de liberdade redundantes. Isso é feito as custas da invariancia de
Lorentz da teoria, a qual, para ser recuperada, exige que a dimensao do espaco-tempo auxiliar
tenha um valor especifico: D = 26 para a corda bosonica (D = 10 para a super-corda).

No capitulo 4, ao quantizar sem eliminar todos os graus de liberdade redundantes, encontramos
dois problemas: fantasmas e anomalia conforme. Fazemos uma importante digressao sobre Teorias
de Campos Conformes, que sao fundamentais para a compreensao de qualquer teoria de cordas.



Utilizando as ferramentas de teorias de campos conformes vemos que a contribuigao dos fantasmas
elimina a anomalia conforme da teoria e novamente fixa a dimensao do espago-tempo auxiliar em
D = 26.

Entramos no objetivo principal dessa dissertacao no capitulo 5: o estudo de simetrias conformes
no Modelo Sigma para cordas fechadas e a descri¢ao do fenomeno de T-Dualidade nele. O modelo
sigma ¢ uma extensao da agao de Polyakov que descreve a dinamica da corda bosonica levando
em conta os campos associados aos estados quanticos sem massa: a métrica do espaco-tempo
auxiliar D dimensional Gy (X), o campo antissimétrico de Kalb-Ramond, andlogo ao campo
eletromagnético, Byn (X), e o campo escalar do Dilaton ® (X)), sd@o acoplados na agdo do modelo
de modo a preservar invariancia de reparametrizacao, de Lorentz e de Weyl:

Sg d20'\/ {(GMN< )gaB—I—BMN (X) 6a6> (9aXM85XN+ %R@)q)}

47Toz
Mostramos que a T-Dualidade pode ser compreendida como uma transformacao canonica associada
a uma transformacao nos termos de background da teoria, as transformagoes de Buscher [5, 6], [7].
Mostramos também que, como consequéncia das simetrias conformes do Modelo sigma, pode-
se deduzir uma versao estendida da gravitacao de Einstein em 26 dimensoes, considerando o
limite de baixas energias. Esta extensao da Relatividade Geral descreve a dinamica dos campos
de background: a métrica, o campo do Dilaton e as componentes do campo de Kalb-Ramond,
chamadas dzions (um dos candidatos para explicar a matéria escura [§]). Como consequéncia
da T-Dualidade, pode-se usar as transformagcoes de Buscher para obter solugoes extras para as
equagoes de Einstein obtidas do modelo. [}, 2].

No capitulo 6 sao apresentados exemplos do uso dos resultados no capitulo 5 em casos especificos
para a métrica do espago-tempo auxiliar, onde algumas dimensoes sao abertas e todas as outras
sao fechadas, como (57 x R) x Ry e AdSs ® S5, bem como a extensdo do uso de T-dualidade
para espagcos cujas dimensoes sao abertas. A relevancia desses casos na pesquisa contemporanea é
significativa: desde a descri¢ao de universos do tipo de tubos de fluxo eletromagnético[9], o estudo
da correnpondéncia AdS/CFT[10, 11}, 12], até o calculo de amplitudes de espalhamento de gluons
em N = 4 Super Yang-Mills[13].

Concluimos o essa dissertagao propondo um problema de pesquisa em aberto: utilizar os
métodos descritos no texto para investigar a possibilidade da deduc¢ao das simetrias de inversao do
fator de escala nas teorias gravitacionais assintoticamente AdS.



2 Corda Classica Fechada

Concentramos nosso estudo na corda fechada, é nela que analisaremos a T-Dualidade. Ela é
um pouco mais simples que a corda aberda, uma vez que nao exige a introducao de outro objeto
dinamico, D-Branas, para sua consisténcia.

2.1 Acao de Nambu Goto

De modo geral, existem duas formas equivalentes de expressar a agao. Uma puramente geométrica,
e outra mais dinamica, no sentido de que a dinamica dos campos é mais explicita do que a ge-
ometria. A acdo “geométrica” é chamada acao de Nambu-Goto, a agao “dinamica” é chamada
acao de Polyakov. Ambas tém vantagens e desvantagens. Na acao de Polyakov aparecem simetrias
extras para serem exploradas e é mais conveniente de ser quantizada via integrais de caminho, em
contrapartida, a acao de Nambu-Goto é mais intuitiva uma vez que é uma extensao da agao da
particula relativistica.

Por enquanto trabalharemos com a acao de Nambu-Goto.

A agado da corda relativistica é construida em analogia a agao da particula relativistica: um
funcional da trajetéria do objeto que seja invariante por reparametrizacoes da tragetoria, uma vez
que a invariancia por reparametrizagoes é condicao necessaria para que a agao seja fisica.

Sendo um objeto unidimensional, a trajetoria de uma corda no espago-tempo é uma superficie
bidimensional, chamada worldsheet. Portanto, a acao deve ser um funcional da area da worldsheet
da corda.

=ct

X

Figura 1: Superficie tragada pela corda ao se propagar no espago-tempo[I4].

Denotaremos por 7 e o os parametros da worldsheet, e X*(7,0) a coordenada do espago-tempo
sobre a worldsheet. Por conveniéncia, tomaremos os parametros 7 € Re o € [0, 07]. Como estamos
tratando de cordas fechadas, as coordenadas na worldsheet satisfazem

XH¥(r,0+01) = X¥(7,0) (2.1)

A invariancia da acdo por reparametrizacoes se manifesta através da invariancia da area da
worldsheet.
A agao obtida do funcional de drea é Ac¢ao de Nambu-Goto:



1
Snag = — dQO'w/—’)/ (2.2)
2mad
onde o = ﬁ é o parametro de inclinacao e T' é a tensao na corda, estamos considerando ¢ = 1,
0% = (1,0),d°c = drdo,
X2 X-X'
YaB = ( X . X! X2 ) (23)
Xh = 68%, X' = 65(_:7 e v = dety,p, 0 produto interno é em relacao ao espago auxiliar, ou seja,

usando a métrica 1,,/1}
Variando a agao, obtemos

or™  oII°
0SNG = — / dPodXH | —E + —H) 4+ / dod X1
or oo ®

s / dré X7 =0 (2.4)

onde , .
I = oL _ 1 (X'X/)XL*(XI)QXH
BT OXH 2ma’ \/(X-X/)Q—XQX’Q
(2.5)
I1° = oL  _ _L(X'XI)XN*(X/)QXL
BT OXe 2ma’ \/(X-X’)27X2X/2
de onde extraimos as equacoes de movimento
o’ olle
R T 2.6
or * do (2:6)
ou equivalentemente,
oL
Oa =0 2.7
(aaax u> 27)

2.2 Acao de Polyakov

Nesta secao introduzimos a acao de Polyakov, que é classicamente equivalente a agao de Nambu-
Goto. .

4o

Sp =

/de/—ggaﬂaaX“@BX”nW (2.8)

A presenca de raiz quadrada dos campos na acao de Nambu-Goto é problematica pois dificulta
a quantizacao via integrais de caminho. A acao de Polyakov nao tem esse problema, se livra da
raiz quadrada nos campos X as custas de introduzir um campo auxiliar ¢*# com dinamica prépria,
e a quantizacao dos campos via integrais de caminho é muito mais simples.

Nao vamos tratar da quantizacao via integrais de caminho, mas é conveniente introduzir a acao
de Polyakov pois o modelo o, que é do interesse desse texto, ¢ uma extensao da acao de Polyakov.
A acao tem também a vantagem formal de ter uma simetria extra explicita, a invariancia de
Weyl (ou simetria conforme):

Gap (T,0) —> Q% (1,0) Gap (T,0) (2.9)

Nesse texto usamos a convencao diag (1,,) = (1,—1,—1,...,—1).



A equivaléncia entre (2.2)) e (2.8) pode ser mostrada comparando as equagoes de movimento.
Para a agao de Nambu-Goto, as equagoes de movimento para X* sadf]

Do (V=17"05X") = 0 (2.10)
analogamente, para a agao de Polyakovf]
Oa (V=997 95X") = 0 (2.11)

as duas agoes sao, portanto, equivalentes.

2.3 Simetrias do Espaco Auxiliar

Correntes conservadas decorrentes de simetrias no espaco auxiliar, além de interessantes por
si 86, no caso de cordas, servem como recurso para fixar calibres convenientes para resolver as
equacoes de movimento . Veremos um calibre no qual a equacao de movimento se reduz a
equacao de onda. Outra propriedade de interesse de correntes conservadas é que a exigéncia de
sua consisténcia apés a quantizagao, fixa a dimensao do espago-tempo da teoria.

E facil ver que a acdo de Nambu-Goto e Polyakov sao invariante sob translagoes no
espaco-tempo

O.Ot ) EQIO.OJ

Xt (0%) — X" (7%) = X¢(0%) + AXF  AXF(0%) = e, (2.12)
Aplicando o Teorema de Noether obtemos a corrente conservada
Jy = (I, 117) (2.13)
e a carga conservada
Py :/ I, (7,0) do (2.14)
0

. d L . . .
ou seja, % = 0, se conserva na worldsheet. Como tal, sera 1til para definir um calibre conveniente.

O mesmo raciocinio para rotagdes no espago-tempo (transformagoes de Lorentz)

O.Oé ;ECYIO.OZ

Xt (0%) = X" (%) = AL XY (0°) =~ X + w,, X7, Wy = —Wyy (2.15)
mostra que a corrente e carga conservadas correspondentes a essa simetria sao
M7, = X110 — X115 M, = /MZV (1,0)do (2.16)
com d]g% = 0. Por calculo direto, vé-se que a carga M,, obedece ao colchete de Poisson
(M9 MY gy =~ M7 4 P MI7 — 3 MO 4 M (2.17)

Ou seja, o espaco auxiliar D dimensional, no qual a worldsheet estda embutida, tem como grupo
de simetria o grupo de Poincaré.

Equagao (2.17)) é de particular importancia, pois é condigao necessaria para a invariancia de
Lorentz da teoria, e serd vital para fixar a dimensao do espago-tempo apds a quantizacao.

2Usando ([2.7) e /=7 = 5/=77*P6745 para variar a Lagrangeana.
sPode ser mostrado que g, = 2f (05) Yap [15], de modo que g*? = f~1y*Pe o fator f se cancela
em ([2.11)) e o resultado é a mesma equacao ([2.10)).




2.4 Equagoes de Movimento e Vinculos

Agora vamos nos valer da propriedade de Invariancia por reparametrizacoes da agao ([2.8)) para
selecionar um calibre conveniente, que torne mais amigdveis as equagoes de movimento (2.7)).

Existem varios calibres que tornam a analise das equagoes de movimento mais simples cada um
com vantagens e desvantagens, duas se destacam: o calibre conforme e o calibre do cone de luz.

O calibre conforme nao fixa todos os graus de liberdade, mas é o bastante para tornar a equagao
de movimento mais simples. Consiste em usar a invariancia por reparametrizagoes e a invariancia
por transformagoes de Weyl para tomaif]

Gap = Tap (2.18)
Dessa forma, a agao de Polyakov se torna
1 2 af v
Sp = T / d*on™” 0, X" 0 X" "1y (2.19)

de onde extraimos a equacao de movimento
Do (N*P05X") =0 (2.20)

que é a equacao de onda livre! Essa equacao nao resolve toda a historia, ainda precisamos deter-
minar a dinamica do campo auxiliar g,s = 74 que introduzimos. Para isso basta tomar gﬁj} = 0.

E conveniente definir o tensor energia momento

_ 4md §Sp
portanto, a dinamica de g,3 ¢ dada pelos vinculos
Tog =0 (2.22)

que, usando ([2.18)), é equivalente a
. 2
<X + X’) —0 (2.23)

Com esses vinculos, os momentos II$ ficam muito mais simples

1. i 1,
o I, = 7

5 (2.24)

A solucao da equagao de onda livre ([2.20]) é bem conhecida:

4[sso é feito da seguinte forma::

i- Da invariancia com respeito a transformacao de Weyl , a métrica pode ser reescrita na
forma g.p (7, 0) — €**gop (1,0);

ii- O tensor de Riemann bidimensional ¢ multiplo do escalar de Ricci Ryp,5 = § (9ar985 — Gas9~8);

iii- Sob uma transformagao de Weyl g5 (7,0) — €**gp5 (1,0), 0 escalar de Ricci se transforma
como R— R = Y2 {R —2(0,00°0)}.

Ou seja, ¢ pode ser sempre escolhido de modo que o escalar de Ricci e, consequentemente, o
tensor de Riemann, se anule. Assim, a métrica bidimensional é sempre plana, a menos de uma
transformagao de Weyl.




Xt (r,0) =X} (1+0)+ Xp (T —0) (2.25)

onde X7 (7 + o) representa uma onda movendo-se para a esquerda (left movers) ¢ Xy (7 — 0)
representa ondas movendo-se para a direita (right movers). Definindo 7+ 0 =ue 17— 0 = v,
expansao em modos de Fourier, usando a condigao ([2.1]), fornece

X7 (u ZxLL%—\/ a0u+m/ Z e”m XE(v) = OR \/ aov+2\/ Z e i

(2.26)

onde os af e af sao a notacao usual em teoria de cordas, se relacionam com os modos de Fourier

tradicionais da forma
al=al\/n At =a\/n (2.27)
Vale tambémf]
a/

ofh = oP ah= (o) ah=(a") o = aj (2.28)

a terceira equacao ¢ consequéncia de exigir que a solucao seja real.
. iL‘“ .Z'u ~ 7
Definindo xf = =§= + =42, a forma final da solugao é

/
XP (,0) = af + V2T +iy |53
n#0

+ate ™) (2.29)

sVeja secao B.1 do Apéndice.



3 Quantizacao do Cone de Luz

Antes de quantizar, fixamos os graus de liberdade restantes usando o calibre do cone de luf
Para isso, definimos

Definigao (Coordenadas do Cone de Luz).

0 1 0o_ .1 0 1
+:x+x _ T +_x+x

R

onde [ = 2,3,..., D — 1 sao chamadas coordenadas transversais, e

ot = (zF 27, 2") T ds® = fdatde”  (3.1)

0 1
10 0

n= -1 (3.2)
0 -1

Da equagao (12.29)), segue que

/ —inT ) )
Xt (r,0) =5 +a'pTm+1y/ % Z ‘ (ofe™ +a@fe™™) (3.3)

n
n#0

usando a invariancia por reparametrizagoes, podemos trocar de parametrizagao o+ — o4 (0+).
1 1
Isso transforma 7 = 5 (04 +0_) e o0 = 5 (04 —0_) em

(04 (t+0)+0_(1—0))

(G (r+0) =7 (r—0)) (3-4)

A primeira dessas equagoes é o mesmo que afirmar que 7 é solucao da equacao de onda livre sem

massa 62 82
(w - a_) F=0 (3:5)

resolvendo essa equacgao, ¢ fica completamente determinada. Note que ¢ a mesma equacao
obedecida pelos X* (7,0). Isso significa que, nos valendo da invariancia de reparame-
trizagoes, podemos escolher 7 igual a um dos X* (7,0) a menos de uma constante multiplicativa
para que a unidade esteja correta, e a menos de uma constante:

T =krkX" + cte (3.6)

A escolha mais conveniente leva ao

oF importante fazer isso pois, apos a quantizacao, evita a aparicao de fantasmas, que sao estados
com norma negativa. Sao interpretados como sendo estados nao fisicos, o espaco de estados sendo
portanto um espago “maior” que o necessario para descrever a fisica do sistema. Veremos essa
abordagem no capitulo 4.

Impor o calibre de cone de luz antes da quantizacao fixa de uma vez as solugoes fisicas e nos
livrcamos de fantasmas na quantizacao, mas isso nao sai de graca. Perdemos a invariancia de
Lorentz explicita da teoria e, para recupera-la para estados de massa qualquer, veremos que a
dimensao do espaco auxiliar nao pode mais ser arbitraria.



Definigao (Calibre do Cone de Luz).

X+
o'pt

T = = X" =dptr=pr=27I""Y 0o €]0,27] (3.7)

A componente X (7,0) é fixada diretamente e (3.7) implica zf = 0. X~ (7,0) é escrito em
termos de x; e X' (7,0)(e, consequentemente, de zl, ol e @ f] Ou seja, a dindmica da corda
fechada, no calibre do cone de luz, é completamente determinada pelos campos

I I —I —
xOv anv Oén, x[) 3 p+ (38)
N——
XI(r,0)

Serao eles os principais ingredientes na quantizacao.
Com um pouco de algebra obtemos a relacao entre os «a;, e os a:

_ 2 2
20a, = —Ly 2d'a, = ZFL” (3.9)
onde ]
anéz%-an_p E—Zap Tpp  Lo=Lo (3.10)
peEL peZ

os produtos internos denotam soma sobre o indice I. Os L,, e L,, sao chamados modos transversais
de Virasoro. E possivel mostrar que os modos de Virasoro sao os coeficiente de expansao do campo
X~. Veremos mais adiante que desempenham um papel chave na teoria. A ultima equacao de

(3.10) segue da ultima equagao de ([2.28)).

Para comparagao apds a quantizagao, é interessante escrever a Hamiltoniana e a massa em
termos dos graus de liberdade da teoria, em termos de X', ou equivalentemente, em termo dos ol.
Por substituigao direta na definigdo obtemos

H:/Oal (HT-X—£>da:/OUI (X2+X’2)da

H = %Znel (an “Op + a—n) = LO + LO (311)

e a massa da relacao relativistica

M?=—p'p,=2p"p" —p'ps

2 _ 2 — 2
M2:JZ(&H'O!_”—FOén'Oé_n):a(Lo—i-Lo)—aao'ao (312)
n=1
A Hamiltoniana e a massa vao mudar apés a quantizagao, e darao origem a propriedades sem
analogo classico.

As grandezas relevantes da teoria obedecem os colchetes de Poisson:
{XI (r,0), 1177 (1,0’ }CP §(oc—a)n"’ {xa,p+}cpzﬁ_+ (3.13)

{61 _J}CP — 1M, o'’ {am, aJ}CP — MO tn, o'’ {a{n, oz;{}cp =0 (3.14)

"Veja pagina 188 de [1].
8Veja secao B.2 do Apendice.




{Lo, L} pop =i (m —n) Lyt {Lim, Lo}op =i (m —n) Ly {Ln, Ln}pop =0 (3.15)

A dlgebra determinada por (3.15)) é chamada Algebra de Witt, ou Virasoro sem carga central.
Veremos que essa algebra vai se alterar como consequéncia da quantizagao.
Seguindo a prescri¢ao

o ¢
{Yep = —il]
os campos sdo promovidos a operadores e os colchetes de Poisson a comutadored)
[XI (r,0), 07 (1, o')] =—id (o — o) ! [zg,p"] = —i (3.16)
[afnaai} = _m5m+n,0ﬁlj [Oéfna a;ﬂ = _mém-‘rn,OﬁIJ [a{na O./;ﬂ =0 (317)

Da relacao (2.27) segue que, para m,,n > 0
[@n,, @] = =6mal’”  [aly,alt] = —0mai™ (3.18)

m?n m?n

que sao as relacoes de comutacao conhecidas dos operadores de criacao e aniquilacao!
Definindo o espacgo de Fock

Vacuo = 10;p)

p"10;:p) pI\O p) (3.19)
ay0;p) =a,[0;p) =0 n>0

e um estado arbitrario é dado por

I\, ) [HH al,) ] [H 11 @ ] 10;9) s Aoty Ams >0 (3.20)

n=11=2

ou seja, uma combinagao arbitraria de operadores de criagao e aniquilacao agindo sobre o vacuo.

E explicito de que a definicao dos modos transversais de Virasoro, agora operadores
transversais de Virasoro, é ambigua, uma vez que os ol e al nao comutam quando m # —n.
Logo, a definicdo de Ly e Ly é problemética. Como é feito em Teoria Quantica de Campos, essa
dificuldade é resolvida usando a convencao de ordenacao normal. Em decorréncia disso, surge uma

constante:

1 = (D —2) &
L0:§a0-a0+2a_p-ap+TZp (3.21)

p=1 p=1

Usando a fun¢ao Zeta de Riemann
=1
= —, R >1 3.22
)= 1 el (322)
é um resultado classico que, para s = —1, a fungao converge e é igual a

Zp =—— (3.23)

°Omitiremos o chapéu , @ menos que nao o fazer seja ambiguo. A partir de agora, nesse
capitulo, todos os campos sao todos operadores, a menos que seja mencionado o contrario.

[13a0))
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portanto,

1 = (D —2)
Lo = 50&0 - + Z Q_p - Op — T (324)

p=1
Para facilitar a comparacao com o caso classico, vamos renomear o L,,n € Z quantico como
L, e definir o operador normal ordenado

1 > _
Lo = 500-ag + Y o, =1 (3.25)

p=1

(D-2)

note que L, = L, para n # 0, enquanto que Ly = Ly — ~=5;

E conveniente definir o operador niimero
oo o0
N=>a,aq N=>a,aq (3.26)
p=1 p=1

Sua agao nos estados é a mesma que ja conhecemos da Mecanica Quantica. Note que, de (3.10) e

da defini¢ao (|3.25) segue o
N=N (3.27)

Essa condicao, juntamente com e definem completamente o espaco de estados da
teoria. A equacao (3.27)) nos diz que cada estado deve ter o mesmo nimero de operadores de
criacao left movers e right movers atuando sobre o vacuo. Essa condi¢ao é conhecida como level
matching.

A alteracao em Ly com relagao ao caso classico, devido a ordenagao normal, muda a algebra

(3-15), que agora ¢

[Zm,fn} = (m —n) Lypn + ([)1;2)771 (m? —1) §msno

[Liny L] = (m = 1) Lipien + E52m (m? = 1) 1m0 (3.28)

12

(Lo, L] =0

O raciocinio para L, é idéntico. A expressao (3.28)) é a Algebra de Virasoro.
A mudanca em Ly apés a quantizacao tem como consequéncia, além da mudanca da algebra, a
mudanc¢a da Hamiltoniana e do espectro de massa:

H =Lo+TL— L2 490
M? =25 (an~a_n+6n-6_n—([)1;2)>:%<L0+fo—(D 2)>—%Oé0'@0 (3:29)

D
3.1 D=26

Apés a quantizagao, (2.17)) se torna

[MH*Y MPP] = agtP MY — ing"? M*7 + inh® MP" — i’ MP* (3.30)

Ou seja, essa relagao de comutacgao deve ser obedecida para que a teoria seja Lorentz invariante.
Tomando essa relacao com = —, v=1, p=— e o = J, deve ser

(M=, M ] =0 (3.31)

11



Usando (|2.16|) e depois de muita élgebr, obtemos

2 D -2
(M= M7 = ———; (al, ot —al ol )Im|l——=| b+(a, 2 @,) =0 VmeN
o« (p*)” oo 24
(3.32)
A soma de osciladores em geral nao é zero, resta entdao o termo entre colchetes. Igualando a
zero segue imediatamente que

D =26 (3.33)

Existem outras formas de mostrar isso, porém essa forma é a mais simples de entender apesar
de ser a que exige mais célculos.

O interessante desse resultado é que as simetrias do espago-tempo fixam sua dimensao! Um
resultado impressionante, sem analogo em teoria de particulas convencional. Observe que, com
esse resultado, nao precisamos impor a dimensao do espago-tempo como se faz usualmente em
relatividade e mecanica quantica, a dimensao é dedutivel de primeiros principios. Isso representa
um avancgo na direcao de uma teoria mais fundamental da natureza.

Veja que com D = 26 a Hamiltoniana e o espectro de massa tornam-se

H =ILy+Lo—2=1Ly+ Ly
Mo=25 0 (N+N-2)

surge a possibilidade de massa quadrada negativa! Esse é um dos problemas de teoria de cordas
bosonicas que é corrigido introduzindo, entre outras coisas, fermions na teoria, resultando em teoria
de Supercordas onde D = 10. A particula cuja massa ao quadrado é negativa é chamada Tachyon.
O espectro de massa também prevé particulas de massa nula: axions, gravitons e o campo do
dilaton. Além dessas particulas, teoria de cordas também prevé a existéncia de outras particulas,
como fotons e matéria comum, porém elas vem do espectro de cordas abertas e D-Branas.

Finalizamos essa se¢ao notando que, (3.19)) caracteriza os estados em termos dos operadores de
criagao e aniquilagao o e @l a segunda relagao define o vacuo como auto-estado do momento
transversal p! e, consequentemente, de o). No entanto, os estados da teoria podem ser também
caracterizados em termos dos L, e L,. De fato, (3.25)), (2.28) e (3.19) implicam

(3.34)

Vécuo = |0;p)
Lo|0;p) ocp-pl0;p) (3.35)
Ly|0;p) = Ln|0;p) =0 n>0

e um estado arbitrario é obtido atuando os L_, e L_,, com n > 0, sobre o vicuo
A A) = [H (Ln)A”] [H (Zm)*’”] 0;p), n,m >0 Ay, Ay >0 (3.36)
n=1
E (3.27)) torna-se

m=1

Lo = Lo (3.37)

3.2 Tachyon e Estados sem massa
Usando ([3.20)) e respeitando a condigao (3.27)), o Tachyon é o vacuo, o estado obtido quando

N =N=0

tachyon) = |0;p) (3:38)

Veja secao C do Apéndice.
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de (3.34)), sua massa quadrada é negativa

2
M* = — (3.39)
isto significa que o potencial é instavel, o que por si s6 nao é um problema. O problema é que
o potencial decai infinitamente devido a qualquer perturbagao, levando a uma energia negativa
infinita]] Este é o estado de menor energia.
Os préximos estados de menor energia sao os estados de massa nula

N =N=1=M?=0
i (3.40)
aZay |05 p)
dos quais existem (D — 2)2. Estes podem ser decompostos em 3 tipos dependendo da combinacao
dos indices I e J: o trago, a parte simétrica ou a antissimétrica

a1 -a-1|0;p) —  Dilaton
Oz(_llai)1|0;p) —  Graviton (3.41)

ol @’ j0;p) — Kalb— Ramond

Correspondem a um campo escalar (Dilaton), a um campo tensorial simétrico (Graviton) e a um
campo tensorial antissimétrico (Kalb-Ramond).

11Veja secao 12.8 de [14] e segao 2.3.1 de [15]
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4 Quantizacao no Calibre Conforme

Agora, diferente de como fizemos no capitulo anterior, vamos quantizar sem antes fixar todos
os graus de liberdade da teoria. Veremos que isso vai dar origem a estados nao fisicos chamados
fantasmas. A vantagem dessa abordagem é que nao precisamos fixar a dimensao do espago auxi-
liar para preservar a simetria de Lorentz. No calibre conforme a simetria de Lorentz permanece
explicita, e a dimensao do espago auxiliar é fixada exigindo que, apds a quantizacao, a simetria de
Weyl seja preservada.

Seguindo a prescri¢ao

o =0
{’}CP H_i[’]

quantizamos como de costume. Os campos sao promovidos a operadores e os colchetes de Poisson
a comutadored™

[X“ (Tv U) 7HTV (T7 OJ)] = —1i0 (0 - Ul) TIW [m;017py] = —”7’”/ (41>

[, al] = —mbyinon™ [ al] = —mbyinon™ [ a’] =0 (4.2)

Note que, p = v = 0 implica
[on, %] =—n (4.3)

para n > 0, isso resulta na aparigao de estados do tipo a°, |0;p) cuja norma
(0 playa? 1|0; p) = —(0; p|0; p) < 0 (4.4)

¢ negativa. Isso nao pode representar estados fisicos pois nao tem interpretacao probabilistica.

Precisamos identificar quem sao os estados nao fisicos e que condigao é imposta a eles para
preservarmos o maximo de simetrias que tinhamos no caso classico. Para isso, faremos uma breve
digressao sobre Teorias de Campos Conformes, onde serao introduzidas ferramentas gerais tuteis
para nosso estudo.

4.1 Teorias de Campos Conformes

- Yo 0
Dado uma transformacao de coordenadas, a métrica, sendo um tensor ( 9 |:se transforma da

seguinte maneira
r — o' = f(x)
( ) / ( /)_ oz'P 9z’ ( )
Gpw (T 9w \ ') = ggir gav po \T
Transformagoes conformes sao definidas como o subgrupo de transformagoes de coordenadas que
satisfaz

(4.5)

r — o' = f(x)
G () +— g;w (') = 2(z) g (2)
A fungao positiva 2 (z) é chamada fator de escala. Uma Teoria Conforme é definida como uma
teoria invariante sob esse tipo de transformacao.

(4.6)

[13a0)

12Novamente omitiremos o chapéu , & menos que nao o fazer seja ambiguo. A partir de agora,
nesse capitulo, todos os campos sao todos operadores a menos que seja mencionado o contrario.
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Como exemplo, considere o reescalamento

x* — = \a”

__ 0x'P 92'°

o o o 4.7
G (%) g//u/ (") = ozn oz Ipo (z) = )‘29;“/ (%) (47)

A é chamado fator de reescalamento. O fator de escala é 22 (z) = A\2. Esse exemplo é importante,
pois usaremos auto-fungdes de reescalamentos e rotagoes como campos da teorig® Ou seja, sob
um reescalamento os campos se transformam como

¢ — 2’ = \a”

O (z%) — DP(z*) =& (2') = kP (%) (4.8)
como a exponencial tem RT como imagem, podemos escrever x = A\™* para algum A
(07 v o
¥ — = \x (4.9)

B (2%) s & (2) = A\OP ()

o nimero A é chamado dimensao de reescalamento do campo.
Para ser conforme invariante, a Lagrangeana da teoria nao pode ser arbitraria, precisa ter
dimensao de reescalamento especifica e deve ser sem massa! Por exemplo, sob um reescalamento,

diz +—— dl2’ = ‘%—”i‘ diz = \diz
g s = By = N1 (4.10)

a_

-1
A massa introduz escala na teoria, uma vez que m = |x{ xg ‘ para determinados pontos z{ e

x§ no espago de coordenadas. Logo
a B -1 B -1 -1
mr— m' = [(2])" — (23) ‘ = ‘)\xff — )\1‘2’ =|A""m (4.11)

mas a massa é um parametro intrinsico da teoria, e deve ser preservada se a teoria for conforme
invariante e, consequentemente, invariante por reescalamentos. Ou seja, a invariancia implicaria

m=\"m, VAeR (4.12)

o que s6 é possivel se m = 0 ou m = ol Vamos evitar massas infinitas nesse texto, portanto,
para nossos propositos, teorias conforme invariantes devem ter massa nula.
Massa nula nao é a tnica condi¢ao para que a Lagrangeana seja conforme invariante, note que

S=5& [daL(9,0,0) = [d=L (¢, 0,9)

= [ dleNig (&, 0,8) (4.13)

13Agsim como em Mecéanica Quantica, em Teoria de Campos também trabalhamos com campos
que sao auto-funcoes dos operadores que vao compor o Conjunto Completo de Operadores que
Comutam (CCOC). Assim, é possivel descrever o espago de estados de maneira sistemadtica e
consistente. Nao vamos entrar em tantos detalhes assim nesse texto, mas vale a pena mencionar
o porque fazemos essa escolha e deixar claro que nao é uma escolha arbitraria. Reescalamentos e
rotacoes tém ligacao direta com a energia, e como na Mecanica Quantica usamos auto-fungoes da
Hamiltoniana no CCOC, faz sentido fazer algo parecido em Teoria de Campos Conformes, nesse
caso, no lugar da Hamiltoniana usamos o operador de Reescalamento.

14Uma ressalva: existem teorias conformes consistentes com massa infinita [16l [I7] e com massa
variando em um espectro [I8], mas tais teorias estao muito além do escopo desse texto.
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¢ invariante apenas se a Lagrangeana se transforma como
L£(,0,9)=\x"L(P,0,P) (4.14)

Ou seja, deve ter dimensao de reescalamento d. A Lagrangeana é do tipo

1
L(2,0,9,m) = 50" D0, D + > Aot (4.15)
3

Cada termo da Lagrangeana deve ter dimensao d para preservar a invariancia por reescalamentos,
logo os termo cinético e os termos sem massa impoem, respectivamente
d—?2 d 2d

A=—"Z= A= = ¢

Vejamos agora como determinar os geradores infinitesimais das transformacgoes conformes. Con-
sidere uma transformacao conforme infinitesimal

% — 2’ = 2% + € (27) (4.17)
substituindo isso em P
o (1) = 2(2) g (0 (115)
obtemos Boe, + 3., — (g
0 Ve 2+ e (419
tomando o trago obtemos
(0—1) = % 06 (4.20)
substituindo em (4.19))
2 (9 €) g = Der + Dyt (4.21)
Os geradores infinitesimais do grupo conforme sao as solucoes de .
4.2 TCC Bidimensionais
Para o caso em que o espaco de coordenadas é bidimensional,
) 2
(e1,€2) : [(();702; : ”(11 (1.6) 2 (r.0)) (4.22)
torna-se
(0 - €) gap = On€p + Opéq (4.23)
Para d = 2 em E5 a métrica é euclidiana g, = 0ap = ( (1) (1) > ,a,f=1,2
(0 €)dap = Ou€p + Opén (4.24)
Considere os casos em que j = v
Oleq + 0%ey = 20164 (4.25)

8161 + 8262 = 28262
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para ji # v
0= 6162 + 8261 (426)

portanto, transformagoes conformes infinitesimais em duas dimensodes satisfazem
Oi€1 = Orez ez = —Daey (4.27)

Reconhecemos essas equagoes como as Equagoes de Cauchy-Riemann para uma fungao f (1,0) =
€1 (7,0) + i€y (1,0). Isso serve de motivagao para fazermos um mapa entre Ey e C%:

E2 — C?
(r,0) — (2,%2) = (T +io0,7 —i0) (4.28)
a inversa é dada por
13157':1(24—5) xQEa:i(Z—E) (4.29)
2 7 27
Dessa forma
1
ds® = Sapda®da’ = gl zda’*da’’ = dzdz, Jog = < g § > (4.30)
vetores e derivadas ficam
O e 1 D o O (I R NP
0 _Lo—iny, =2 _Lo 1 o =040, B=i(0-D) (432)
=—==(0,—1 = — == i = =1(0— :
82 9 1 2) az 9 1 2 1 ) 2
e finalmente, a transformacgao conforme infinitesimal fica
€ = el +ie? €=¢cl —ie?
e =1(e+e), =2 (e—¥¢ (4.33)
Com essa notagao, as equagoes de Cauchy-Riemann ficam muito mais simples
0e(2,%) =0, Oe(2,2) =0 (4.34)

Ou seja, € (z) deve ser uma fungao holomérfica e € () anti-holomoérfica. Portanto, o grupo conforme
em d = 2 é o conjunto de todas as fungoes holomorfica e anti-holomoérficas em algum conjunto

aberto
z+—> z+€(2) e: K—C
z Z 2 _ (4.35)
Z—Z+€(Z) e:Jr—C
onde K e J sao conjuntos abertos em C.S6 podemos estender seus dominios a C se permitirmos que
tenham polos isolados, isto ¢, se considerarmos que sdo fungdes meromoérficad™ Alguns exemplos

desse tipo de transformacao sao

e z+——2+a, a € C: Translacao;

150 teorema de Liouville afirma que uma func¢ao holomérfica (anti-holomérfica), limitada, em C sé
pode ser constante. Estamos tratando de transformagoes infinitesimais, portanto limitadas. Logo,
se exigirmos que sejam holomoérficas (anti-holomérficas) em Cserao constantes. A unica alternativa
¢ permitir que tenham polos isolados.
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e z— Az, X € C: Reescalamento se A € R e A # 1, rotacao se |\| = 1.

Para uso futuro, vejamos a variagao infinitesimal de um campo da teoria sob essas transformacoes
conformes.
Para translagoes,

(2,2) — (¢,7)=(24+€6Z+7), e 1 (4.36)
0(2,2) — O (Z,Z2)=0( -7 -8 ~0(,7) - 00 (¢,7) - €00 (¢,7) '
607 = —e0O — €00 (4.37)

Como no caso em d arbitraria, trabalhamos com campos que sao auto-fungoes de reescalamentos
(2,2) — (2,7) = (Az,A2)

O(z,z) — 0'(¢,7) — 2o (2,%) (4.38)

para um reescalamento ou rotacao infinitesimal A = 1 +e€ e A = 1+ € com |¢|, |é] < 1, teremos,
até a primeira ordem em €, €

O (7)) =AM 0T =1+ (1 +E)_EO</\’1Z’,X_1E’>
1+ (1+9)" ((1—6) L(1-97) (4.39)

(1 —e€h) (1 —¢h) (O 62’8(’) (', Z) _5’(‘_90 (z’,E’)l
~ O (2,Z") —e(hO (¢, )—1—28(’)(2 7)) —€(hO (2,7) + 200 (2, 7))

12

12

§0g = —€ (hO + 200) — € (hO + 200) (4.40)

Assim, O é dito ter peso conforme (h,ﬁ). Note que, se A = \, o peso conforme (h,ﬁ) se relaciona
com a dimensdo de reescalamento como A = h + h.

4.2.1 Tensor Energia-Momento

O tensor energia-momento é central no estudo da quantizacao da corda bosonica. Vimos no
capitulo 2 que os vinculos sobre a corda sao expressos na forma de . Na quantizacao no
calibre conforme seu papel é muito mais explicito: os estados da teoria sao representagoes da
algebra dos modos de Laurent do tensor de energia-momento.

Da teoria cléssica, sabemos que o tensor de energia-momento ¢ a corrente conservada quando o
sistema ¢ simétrico com respeito a translacoes. Veremos também que, em teorias conformes, T,z
tem relagao com a corrente conservada em transformagoes conformes arbitrarias.

Primeiro, provamos que a definicao de T,p que estamos usando de fato é a corrente
conservada correspondente a translacoes.

Promovendo o parametro infinitesimal da transformacao de coordenadas a uma funcao das
coordenadas do® = € (O‘B)

0% — 0" = g’ + € (o) (4.41)

a variagao da agao é proporcional a derivada desse parametro[19, 20], e deve ser nula pois é uma
simetria

08 = /dQUJO“@ae =0 (4.42)

teremos entao que J é a corrente conservada correspondente, e vale d,J% = 0.
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Vejamos quem é J para translagoes. Acoplando a teoria a uma métrica dinamica g, (),
a transformacao 60® = € (05) ¢ vista como um difeomorfismo, em relacao ao qual a teoria é
invariante desde que dg,3 = Oa€s + Opeq. Ou seja, se transformarmos as coordenadas e a métrica,
teremos 05 = 0. Isso implica que, transformando apenas as coordenadas, a variacao da acao
deve ser o oposto do que obteriamos variando apenas a métrica. Portanto, a variacao da acgao
correspondente apenas a uma translagao é

oS
6S:—/d20 8a 4.43
Dgug 0 (4.43)
substituindo dg.s = Ou€s + Op€q
oS
58 = —2/d20 D€ 4.44
Bgas 0 (4.44)

Comparando com (4.41)) obtemos que a corrente conservada é T,3 a menos de constantes de
normalizacao. Sendo a corrente conservada, deve obedecer 0%7T,5 = 0.
Sob uma transformacao conforme arbitraria

0% — 0’ = f%(oP)
G (0%) > g, (0%) = 2(0%) g (0°) = K€ g (0%) = Gy (0°) + KPGpu (0°) (4.45)
69&5 = R¢gaﬂ (Ja)

para algum campo ¢ e constante k. A variagao da acao correspondente a variagao da métrica g,g
é

oS 1 K K
65 = [ & 0Gap = — >0 TS gap = — /dQTaﬁa = — /dZTa =0
/ U@gag Jop 47ro// 4 Yo 4o/ 4 Gop® 4o/ olao
(4.46)
A relagao acima vale V¢ uma vez que a transformagao conforme é arbitraria. Implica entao
T¢ =0 (4.47)

essa ¢ uma condicao comum a todas as teorias conformes, o tensor energia-momento tem trago
nulo.
Escrevendo o T, em coordenadas complexas. Efetuando (2.21)) com a agao de Polyako

1 1

Tog = —— (aaxaﬁx — 50as (8X)2) (4.48)
!
Usando a lei de transformagao
oz 0z
;LV - _ax/u ax”j aﬁ (449)
, onde as coordenadas ’ sdo as coordenadas complexas, obtemos

T.. =17 (Tn—2iTy —Ty) =T%, Tz=T:= %1 (T +Ty) =T% =T+ (4.50)

Tﬁ — Z (Tll + QiTgl - T22) — TZZ
A condicao de trago nulo (4.47)) implica
T.=T., =T =T%= (4.51)

1ePara facilitar os calculos, vamos trabalhar com X (z,%) ao invés de X* (z,%). os resultados sao
facilmente generalizados para o caso em que o espago auxiliar é D-dimensional.
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Definindo T =T, e T = T, de ([4.49)

T = —l,aan T= —l,aXEX (4.52)
«

«

A lei de conservagao 0T,z = 0 torna-se
T (2,Z) =0 T (2,2) =0 (4.53)

Ou seja, T' é uma fungao holomorfica e T anti-holomérfica.
Podemos entao expandir 1" e T em série de Laurent

T()=Toer s Ln= g doT ()i .

C (C) é um caminho fechado contido em um anel em torno de z = 0 (zZ = 0), anel no qual 7' (T)
¢ holomorfica (anti—holomérﬁca) Nos resta deduzir a algebra dos L, e L, e, ap6s promoveé-los
a operadores, construir o espaco de estados como representacoes destes. Para isso, vamos precisar
escrever o produto de operadores de maneira mais conveniente, a chamada Fzxpansao de Produto
de Operadores. Veremos isso nas proximas secoes.

No capitulo 2 obtivemos a equacao de movimento para X, uma equacao de onda. Em coorde-
nadas complexas é

00X (2,Z) =0 (4.55)

sua solucao ¢ do tipo o
X (2,2)=X(2)+X(z) (4.56)

com X (z) holomérfica e X (%) anti-holomérfica. Esse resultado simplifica nosso estudo, vamos nos
concentrar em deduzir resultados para a parte holomérfica, resultados analogos valem para a parte
anti-holomérfica.

Vejamos agora, em coordenadas complexas, a relagao do tensor energia-momento com as corren-
tes correspondentes a transformacoes conformes arbitrarias em uma teoria conforme. Considerando
a transformacao infinitesimal

z— 2 =2+¢€(2) Zr— 72 =2+¢€(2) (4.57)

usando o mesmo método acima, promovemos € (z) , € (Z) a fungdes das coordenadas, € (z) ,€(Z) —
€(2,%),€(2,2). A variacdo da métrica é §g*° = 9%60? + 9760 e a variagao da agao é

oS 1 1
6S=— [ d& 0Gop = — d2Ta5aﬂ:—/d2Ta *5o” 4.
S / Oﬁgagg'g 47r/ 0Top0g 5 0Top0%00 (4.58)
usando as leis de transformacao (4.29) e (4.49), é facil ver que, em coordenadas complexas,
1 — _
55 = o / = (T (2)Be (2,7) + T (2) 0 (2, %)) = 0 (4.59)
7

1"Note que podemos chamar os coeficientes da expansao de Laurent de 7" e T de L,, e L,, sem
contradicao com sua definicao anterior em (3.10). De fato, 14 os L, e L, sao coeficientes de
expansio em série dos vinculos (9 X)*(veja o apéndice B.2), onde s = 9, + 0,, mas T o< XX

com 0 = 0, — 10,, analogamente para T, logo, carregam a mesma informacao fisica a menos de
constantes.
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Tratando z e Z como varidveis independentes, considere uma o caso em que 6z = €(2) e 02 = 0.
Promovendo € (z) — €(2) f (Z), a variacao da agao fica
1

58S = 5 d*2T (z)e(2)0f () =0 (4.60)

comparando com , a corrente conservada é

J=T(2)e(z) = J,, J'=J=0 (4.61)
Analogamente, 0z = 0 e §z = €(2), fazendo € (Z) — €(Z) f (2), a corrente

T =TZ)ez) =J- T =7,=0 (4.62)

se conserva. Devido ao holomorfismo (anti-holomorfismo) de T'(z) e € (2) (T (2) e €(2)), J* (J) é
também holomérfica (anti-holomérfica).
Como exemplo, considere o caso em que 0z = z. A corrente correspondente é J* = T (2) € (2).

De (4.54), segue que

1
L 2T (2)dz 4.63
0= 32 P T ) (1.63)
mas a integral da corrente conservada nada mais é que a carga associada a corrente. Ou seja, a
carga conservada é dada por Ly! Analogamente para 0z = Z e L. Portanto, na teoria quantica,

o operador responsavel por rotacoes e reescalamentos é
D = Ly+ Ly (4.64)

mas essa é exatamente a Hamiltoniana que obtivemos na quantiza¢ao do cone de luz em ((3.34))
Seus auto-valores, assim como os da Hamiltoniana, tém a interpretacao de energia.

4.2.2 Expansao de Produto de Operadores

Expansao de Produto de Operadores (EPO), em Teorias de Campos, é, assim como o Teorema
de Wick, uma forma conveniente de escrever produtos de operadores. Facilitam calculos de funcoes
de correlagao, entre outros. A ideia é expressar o produto de dois operadores em pontos préximos
como uma série de operadores calculados em um dos dois pontos.

lim  0;(2,2) 0; (w,) = Y Ck (2~ w,Z—) O (w,) (4.65)

(2,2) = (w,w)

onde as fungoes C’fj dependem da diferenca das coordenadas para preservar invariancia por translagoes.
Essa expansao deve ser entendida como algo a ser usado apenas dentro de fungoes de correlagad™]
portanto sempre serd assumido a ordenacao temporal. Também omitiremos o limite para que a
notacao fique mais limpa.

1sEsse resultado justifica nossa escolha inicial em (4.9)), de trabalhar com campos que sao auto
fungoes de reescalamentos e rotagoes.

g por isso que as fungoes C’“ s6 podem depender da diferenca de coordenadas. A fisica do

sistema é descrita por funcoes de correlacao, e sendo a teoria conforme invariante, as funcoes
de correlacao também nao podem mudar sob uma transformacao conforme, em particular sob
translagoes.
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Note que, em coordenadas complexas, existe um método de expandir funcoes dessa forma: a
série de Laurent. De fato, em TCC bidimensionais, levando em conta apenas a parte holomérfica
(ou apenas anti-holomérfica), a EPO é a série de Laurent do produto, por exemplo

0:(2)0; (@) =Y (i / Md%) (2 — w)" (4.66)

e 271 (z’ — w)

Nosso principal objetivo nessa secdo é obter a algebra dos L,, e L,. Nos interessa entdao EPOs
envolvendo o tensor energia-momento, que por sua vez, segundo e , é relacionado a
simetrias conformes. Vejamos o que podemos extrair da fungao de correlagdo quando o sistema
tem simetria conforme. Considere a correlacao

(01 (01) ... O, (02)) = % / D90, (7). O, (02) (4.67)

onde Z = f Dpe5l? é a funcao de particdo. Sobre uma simetria
0% — 0" = 0%+ €* (o”) (4.68)

se €4 (05) # 0 numa regido B, tal que o; € B, entao o operador O; (o) vai variar sob a mudanga

@69) ~
Ol — 01 = 01 + 6501 (469)

Sendo uma simetria, (4.68]) deixa invariante a fungao de correlacao (O; (01)...0O, (0,,)), a medida
de integracao D¢, e a variagdo da acao é dada por 05 = % i dQUJa(?a. Portanto, a correlacao
fica

<01 (01) s On (0n>> = % /D¢€(S[¢]217de20\/§Jaaa6) ((91 + 6501) . On (O'n) (470)

Expandindo e mantendo apenas a primeira ordem em e,

(01 (01) ... 0 (02)) = (01 (01) ... On (02)) + € (60, (071) ... Oy (0))

£ [ Por/Goa (I (@) O (1) ... Oy (o) (4.71)
obtemos a igualdade
_ % P20y (J (@) O (1) ... On (02)) = (501 (1) . .. On (02)) (4.72)

que é conhecida como Identidade de Ward. E facil ver que ela expressa a versao quantica do
Teorema de Noether. De fato, se nao ha insercao de operadores na igualdade, segue imediatamente
que

(D (0)) = 0 (4.73)

Vejamos agora o que a identidade de Ward nos diz no caso em que (4.68) é uma transformacao
conforme.
Observe que, usando o teorema do divergente em duas dimensoes

/ aajad%zyg Jon®ds (4.74)
B 0B

200 fator ¢ inserido por convencao, para tornar o resultado final mais conveniente
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onde 0B é a borda da regiao B, n® o vetor unitario normal a borda, e ds é o elemento de

do?

%
comprimento ao longo da borda. Se o vetor na direcao da borda é dl = é ( do ), entao

2
W= % ( _dggl ) de fato 7 d_l> = 0. Portanto

/ Do d?0 = 515 Jan®ds = yﬁ (ido® — Jodo") = —i §1§ (J.dz — J=dZ) (4.75)
B 0B 0B 0B

na tltima igualdade usamos (4.31]) para transformar a corrente. Logo, a identidade de Ward em
coordenadas complexas é

1 i

— dz(J.(2,2) Oy (01)...) — —yg dz (Jz (2,2) O1 (01) ...) = (004 (01) .. .) (4.76)

27 OB 27 9B

Quando se trata de uma transformacao conforme onde 0z = €(z) e §z = 0, vimos que J, =
T (2) €(z) é holomoérfica e J; = 0. Substituindo em (|4.76)

% ) dz{e(2)T(2)Or (o). ) = {001 (1) ) (4.77)

comparando os dois lados obtemos
i

501 (01) 27‘[’

ygB €(2)T (2) O (o) dz (4.78)

Analogamente, se z = € (2) e 62 = 0, Jz = T (2) €(Z) é anti-holomérfica e J, = 0, o que implica

50, (01) = —— @ (DT (2) O, (01) dz (4.79)
2T OB
Sendo J, (z) holomérfica, J, (2) Oy (w,w) também é holomérfica em z, portanto podemos ex-
pandir em série de Laurent

J.(2) 0 (@,5) = Y an(z—w)" = nezz (% / 6(2/)<T () ?}ff"’w)dz'> (r—w)  (480)

I _
nez < w

mas de (4.78)), o coeficiente a_; é justamente —0O; (01) que obtivemos. Ou seja,

—501 (w, w) i

()T (2) O (ww)=...+ (z — w)

(4.81)

se dividirmos tudo por €(z) obtemos um dos termos da EPO com T'. Assim, se a transformagao
conforme é uma translacdo, de (4.37)), a EPO com T fica

00 (w,w)

T Ww)=...4——=+... 4.82
()O(m) =+ 22Dy (1.52)
analogamente, com T _

TZ) O (ww) =...+ 62 (_w;_uw) + ... (4.83)
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Para rotacoes e reescalamentos, (4.40|) implica

ezT(z)O(w,w):...+W+... (4.84)
uma translacdo do tipo € = ew nos da
h
ewT(z)O(w,w)—...—l—M—l—... (4.85)
Z JE—

subtraindo (4.84)-(4.85)) e dividindo tudo por € (z — w), obtemos

Oww) 90w (4.86)
(Z_w)2 W :

T((2)0(w,w)=...+h

analogamente, com T’

T O wa) ... +F2P) 52 CRIBS (4.87)

(z )
essas sao as EPO com T e T de operadores com peso conforme (h, h). Esse resultado serve de
motivacao para definirmos uma classe especial de operadores:

Definigao (Operadores Primérios). Sao definidos como operadores cuja EPO com T e T tem singula-
ridade de maior grau igual a 2. Ou seja O é primario se
T(2) 0 (w,w) = ho(w ‘;3 + 80(w ) 4 termos nio singulares
T(z)0(w,w) = h(/i(wf;g + 6O(w ) 4 termos nio singulares
Vimos antes que d0; (w,w) = —a_; na série de Laurent de € (2) T (2) O; (w,w). Sabendo disso,
podemos determinar como um operador primario se transforma sob uma transformacao conforme
arbitraria usando (4.88)). Multiplicando a primeira EPO de (4.88]) por € (z) obtemos

€(z) O (w,w) 4 € (2) 00 (w,w)

(z—w)2 Z—w

(4.88)

€(2)T(2) O (w,w) =h

+ termos nao singulares (4.89)

expandindo € (z) em torno de uf'] teremos € (z) = € (w) + d€ (w) (2 — w) +. ... Substituindo acima
e mantendo apenas a primeira ordem em € (w), obtemos

()T (2) 0 (w,) = hE WO )00 w8) +huew) O (@)

~+termos nao singulares

(z — w)2 Z—w
(4.90)
Portanto
00 (w,w) = —€(w) 00 (w,w) — ho,e (w) O (w,w) (4.91)
E facil ver que essa ¢ a variacao infinitesimal correspondente & transformacao finita
z — 2 (2)
— 7' () (4.92)

O (z,2) r—)(’)(z 7) = (%ZZ) (%EZ/) C’)(z,?)

21Podemos fazer isso pois € (z) nao possui singularidade em alguma regido aberta em torno de w.
De fato, a EPO é valida no limite z — w, diz que € (2) é holomorfica, e holomorfismo, assim
como continuidade, garante que nao ha singularidade numa vizinhanca suficientemente pequena
em torno de z.
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Trabalhando com a acao de Polyakov, nosso tltimo passo antes de calcular EPOs de interesse
¢ demonstrar que alguns operadores sao primérios.

A integral de caminho de uma derivada total é nula, portanto a seguinte integral de caminho é
nula

0— / DX% [eSX (o')] = / DXeS {ﬁa?x (0) X (o) + 6 (0 — o) (4.93)
o que implica
(0°X (0) X (0)) = —2ma/6” (0 — o) (4.94)

usando o resultado cldssico 8% In (o, — 0),) (6% — /) = 476* (¢ — ¢') podemos resolver (4.94)) para
o propagador de X

/

(X (0) X (")) = —% In (o — o)’ (4.95)
Em coordenadas complexas
(X (2,2) X (w,w)) = —%/ In(z—w)— %/ln (z —w) (4.96)

o resultado (4.56|) nos permite considerar a parte holomérfica e anti-holomérfica separadamente.

A parte holomorfica fica
/

(X (2) X (w)) = —% In (2 — w) (4.97)
Derivando em o e ¢’ obtemos
(0X (2)0X (w)) = —%ﬁ (4.98)
A ordenagao normal é definida como
 A(2) B(w) = lim (A(2) B(w) ~ {4 (2) B)) (4.99)

E facil ver que é equivalente a definicao em termos de operadores de criacao e aniquilagao, uma vez
que ambas sao definidas para que (: A (z) B (w) :) = 0. Com essa definigao, para evitar problemas
com o tensor energia-momento, sera escrito daqui em diante como

1 — 1 = =
T(z)= ok 0X (2)0X (2) : T (z)= = 0X (2)0X (2) : (4.100)
Com essas definicoes e (4.98)), é simples mostrar que X, e : ¢?*X : s3o primdrios. Basta usar o
teorema de Wick para escrever o produto temporal ordenado com o tensor energia momento. Os

resultados sao suas EPOs com T', e seus respectivos pesos conformes, sao

T (2)0X (w) = z)ff:;)z 82:55:”) + termos nao singulares (h,h) = (1,0)
T (2): "X = (8;5532 + 8“26222(@: + termos nao singulares (h,ﬁ) = (%’“2,0)
(4.101)
Usando novamente o teorema de Wick e (4.98)), mostra-se que?
1/2 2T oT
T(2)T (w) = / T+ (w)2 + @) + termos nao singulares (4.102)
(z-w) (z-w) z-w

22Veja o apéndice
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De acordo com a definigao (4.88]), 7" ndo é um operador primério, pois tem singularidade de
ordem maior que 2. O Coeficiente do termo o % (z —w)™* é chamado carga central e denotando
por c. Nesse caso em que estamos trabalhando com apenas uma das D componentes de X*, ¢ = 1.

E féacil ver que se repetirmos todos os célculos com X* obteriamos

c=D (4.103)
De fato,
T(z)= —é D OXH (2)0X, (2) := —é [[0X°(2)0Xo(2) i +...+: 90X (2) 0Xp_1 (2) ]
(4.104)

cada termo da soma contribuiria com 1 para a carga central. Dessa forma, a carga central expressa
o numero de graus de liberdade da teoria. Assim, em geral, vale

T(2)T (w) = =L + 2Z) 4 ( ) + termos nao singulares
SEd = " Gzw) (4.105)
TZ)T (w) = (20/5)4 + (2;(;)2 ( ) + termos nao singulares

Podemos finalmente calcular a algebra dos L, e L,. Usando a EPO e a definicao dos
L, e L, como integrais de caminho em , a algebra ¢ apenas um calculo de analise complexa.
O comutador de L,, e L,, é

dz
Lon, L] = L L = Ln Lo = mA T (T 4.106
[Lin, L] (?gl 2mi Jo, 27m 5503 2mi yi; Qm) w (2) T (w) ( )

entende-se que os operadores estao ordenados temporalmente. No plano complexo, a ordenacao
temporal é o mesmo que ordenacao radial. De fato, segundo , se z =T] 4101 e w="Ty+ 109
com 71 > Ty, podemos maped-los em z = e™e'?t e w = €™e'2, logo 11 > T = €™ > ™. Ou seja,
a ordenagao temporal de (4.106) implica que a curva C5 deve estar no interior de C'; na primeira
integral, e na segunda integral a curva Cy deve estar no interior da curva Cjs.

a) o) b) C3

B
¥

Figura 2: Integrais de caminho temporalmente ordenadas. a) Representa a primeira integral dupla em (4.106)); b)
Representa a segunda integral dupla em (4.106|).

@
y\
@h\

Usando (4.105))

2 2T T
[L,,, L,] = (yg ﬁ yg 55 ) ZmrLynt ( ¢/ -+ (w)2 + T (w) + termos nao si
o, 2mi 27m 2ri 0, 2T (z —w) (z —w) zZ—w
(4.107)
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Mantendo w constante e integrando em z, do teorema integral de Cauchy, a segunda integral dupla
nao tem singularidade no interior da curva, portanto é nula. Expandindo z™*! em torno de w,
obtemos

(L, L) = ¢, ngsmm Wt [ 4 (m 4+ 1) w™ (2 — )+lm(m+1)wm—1(z—w)2+
] c/2

+im(m? —1)w™ 2 (z — w)® +. ((z it (ZT(W)Q + ( ) + termos nao sz'ngulares)

(4.108)
desse produto, os termos nao singulares nao contribuem para a integracao em z devido ao teorema
1 23 : k / ~ .
integral de Cauch e os termos com denominador (z —w)"”, k > 1 também nao contribuem para
a integragao devido a férmula integral de CauchyPy Logo, sobrevivem apenas os termos

Ly, L, 55 e W™ OT (w) N 2(m+1)w™T (w) Lem (m20OVa —1)wm2
" o, 2mi 0227” Z—w Z—w 12 Z—w

integrando com a férmula integral de Cauchy, obtemos

(4.109)

Ly, L,| = 55 d_w <w”+m+28T (W) +2(m+ 1) " (w) + “m

2_q ”+m—1> 4.110
C, 271 12 (m )w ( )

integrando o primeiro termo por partes

dw c
L, L|=¢ & ( — ) WL (4 1) W 2) 4111
L Bl = g (= m) ™17 (@) 4 Fom (1) (4.111)
o primeiro termo nada mais é que (m — n) L,,1,. O segundo termo é nulo se m +n # 0. De fato,
se m +n = 0, a integral ¢ igual a {5m (m? — 1) pela féormula integral de Cauchy, se m +n > 1
o integrando nao tem singularidade e a integral se anula pelo teorema integral de Cauchy, se
m +n < 1 a integral também se anula pela férmula integral de Cauchy. Portanto,

(Lo, L] = (m — 1) Lypsn + %m (m2 = 1) Gmimo (4.112)

vale relacdo analoga para os L,,.

(L, Ly] = (m —n) Ly + 55m (m? = 1) dmn0
[Lm, L, =(m—n)Ly,+ 5m(m*—1)0mino (4.113)

Essas sao duas cépias da dlgebra de Virasoro, o mesmo que deduzimos na quantizagao do cone de
luz.
4.2.3 Espacgo de estados

Os estados da teoria sao definidos como autoestados do operador D em (4.64)), que corresponde
a Hamiltoniana da teoria. Assim, os estados da teoria sao auto-estados de Ly e Ly. Denotando
por k e K os autovalores, os estados sao

Lo |¢) = £ ¢) Lo|v) =R [¢) (4.114)

2 f holomérﬁca (sem singularidades) em D e em sua borda <= ¢, f () dz = 0.

O f]=
247z lJJiz=w
k! - 271'2 v¢‘Cl (Z w)kJrl dZ
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onde k e K tem interpretacao de energia. E facil ver que a algebra de Virasoro (4.113)) implica
Lo (L, [¢)) = (k —n) (Ly [¢)) (4.115)

ou seja, os L, tem a interpretacao de operadores de criacao e aniquilagao: L, aumenta a energia
do estado se n < 0 e a diminui se n > 0. DlIsso podemos inferir que (Ln)f1 = L_,. Para que
o espaco de estados nao tenha nenhum estado nao fisico cuja energia ¢é infinitamente negativa,
supomos a existéncia de estados tais que

L,|Y)=0, ¥n>0 (4.116)

esses estados serao chamados primdrios e denotados por |k; ). Estes sdo os estados de mais baixa
energia, e todos os outros estados podem ser obtidos deles atuando com L_,, com n > 0. Assim se
constroem representacoes da algebra de Virasoro. Para cada estado primaério, ou seja, para cada
valor de auto estados k e K, obtemos uma escada infinita de estados chamada Mddulo de Verma.
O vacuo da teoria é o estado cuja energia ¢ a mais baixa entre os estados primarios, com
k =k = 0. Assim, vale
Viacuo = |0;0)
L,|0;0)=0, Vn>0 (4.117)
L,|0;0)=0, V¥Yn>0
Para que as probabilidades sejam preservadas, os observaveis devem ser todos Hermitianos, sendo

os observaveis de interesse todos compostos por combinagoes lineares de L,, e L,,, basta exigir que
sejam unitarios para preservar probabilidades. De fato,

(LI L, |0) = (¥¢) & LIL, =1 L, = (L) =L, (4.118)
por sua vez, isso implica que os autovalores Kk > 0 e que a carga central ¢ > 0 em teorias nao

triviais: )
1Ly |5 R))* = (s RIL' L |k R) = (s R|IL{ L |k; R)

= (k;R|2Lo|K; R) = 2k (K; R|K; R) (4.119)
exigindo que a norma dos estados sejam nao negativa, (4.119)) implica x > 0.
L_, |0;0)2 = (0;0|LY,, L_,]0:0) = —n (n® —1) >0 (4.120)

12

o que implica ¢ > 0. Note que, se ¢ = 0, o moédulo de Verma construido a partir do vacuo tem
apenas o proprio vacuo como elemento, uma vez que implica que L_,, |0;0) com n > 0 nao
produz novos estados. Portanto, teorias de campo conformes nao triviais devem ter ¢ > 0.

Nosso espaco de estados sera entao composto por estados primarios e os médulos de Verma
construidos deles, onde vale

Viécuo = 10;0)
L,]0;0)=0,  L,[0:0)=0 ¥Yn>0 (4.121)
L, |k;R) =0, L,|k;k)=0 VYn>0

Note que essa descri¢ao do espago de estados é equivalente a ([3.35]). A obtivemos contando apenas
com o fato da teoria ser conforme.
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Fantasmas

Poderiamos encerrar por aqui a descricao do espacgo de estados, uma vez que ja limitamos os
estados fisicos como sendo aqueles com norma positiva. Porém, é instrutivo investigar um pouco
mais a fundo, pois esse estudo explica questoes cujas respostas descobrimos no estudo do calibre
do cone de luz, como a dimensao do espago auxiliar. Vamos determinar D sem ter que sacrificar
a simetria de Lorentz. Outro bonus desse estudo é a remocao de uma anomalia, tornando a teoria
quantica mais simétrica.

A anomalia em questao é a seguinte:

Vimos que, no caso cléssico, a simetria de Weyl implica

79 =0 (4.122)
Apés a quantizagao, no entanto, essa relagdo nao vale. Acontece que®|
c
T%) = ——R 4.123

onde R é o escalar de Ricci da worldsheet bidimensional. Esse resultado chama-se Anomalia de
Weyl. E chamado de anomalia pois é resultado de uma simetria, a qual nao se preserva apds a
quantizagao. Para que a simetria de Weyl continue valendo na teoria quantica, deveriamos ter

(T'e) =0 (4.124)

Note que a simetria nao pode ser restaurada exigindo que ¢ = 0, pois, como mostramos a pouco,
a unitariedade dos operadores de Virasoro implica ¢ > 0 para teorias conformes nao triviais.

Acontece que o Tensor Energia Momento que obtivemos nao é a historia completa. Ao fixar o
calibre conforme, outro tensor energia momento 7% vai aparecer, tal que Tio1r = Teorda + 17 com
<(T;fotal)o;> = 0.

Em ([2.18) utilizamos a invariancia de Weyl e de reparametrizacao para fixar um calibre con-
forme especifico, o qual facilitou nossos célculos ao tomar g,s = 7,3. Agora vamos estudar as
consequéncias de fixar um calibre conforme mais geral.

A funcao de particao que descreve o sistema é dada por

1

A
Vol

/DgDXeSPOlyako'u[X’g] (4125)
onde a divisao por “Vol” cancela a contribuicao na integral dos estados fisicos nao distintos,
correspondentes a reparametrizacoes e a transformacgoes de Weyl. Sob uma reparametrizacao e
uma transformagao de Weyl arbitrarias, a métrica se transforma como

2w(o 607 80'5

o' 9o’ 97° (4.126)

Jop — Jap = €
A reparametrizacao e a transformacao de Weyl, na fungao de partigdo, correspondem a uma
mudanca de coordenadas. Como em toda integral, uma mudanca de coordenadas ¢ feita as custas
de um Jacobiano. Com alguma manipula¢ad®], pode-se mostrar que a fungao de particao resultante

7

(S
Z = /DXDbDC exXp (_SPolyakov [X, f]] - Sfantasma [ba C, g]) (4127)

»Veja o apendice [B.4] La também ¢é mostrado que ¢ = ¢.
26Veja o apéndice
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onde )
Sfantasma = 5 /dQO-\/gbaﬁvacﬂ (4128>
s

os campos b e ¢ anticomutam, sao chamados campos fantasmas. Ou seja, fixar o calibre dessa
forma, dé origem a dois campos extras cuja dinamica ¢ descrita por Stentasma- Esses campos tem
a funcao de cancelar os graus de liberdade nao fisicos do sistema, sobrando apenas os D — 2 modos
transversos X* que obtivemos na quantizacao do cone de luz.

Em coordenadas complexas

1 _
S tantasma = 7 / d*z (bOc + bOE) (4.129)
s
onde _
b=bs, b=tz (4.130)
C=Cy, C = Czz

as equagoes de movimento e tensor energia momento sao, respectivamente,
0b=0b=0c=0c=0 (4.131)
Ty =2(dc) b+ cob Ty =2(0¢) b+ cdb (4.132)
T é holomérfica e T anti-holomérfica. O resultado interessante é a EPO

—13 2T (w) + o () + termos nao singulares (4.133)
(c-w' (-w? z-w

Ty (2) Ty (w) =

Note que tem o mesmo formato que (4.105)), com ¢; = —26. Mostramos entao que fixando o calibre
conforme resulta na aparicao dos campos fantasmas b e ¢, os quais contribuem no tensor energia
momento T e carga central c¢;. Portanto

T;fotal = Tcordas + Tf
Ctotal = Ccordas T Cr

(4.134)

Lembrando que a simetria de Weyl é anomala a menos que ¢ = 0, ¢y = —26 implica ceoraq = 26,
assim eliminamos a anomalia. Mas ¢.orqe = D, a dimensao do espago auxiliar. Concluimos final-
mente que invariancia de reparametrizacao juntamente com a simetria de Weyl fixam a dimensao
do espago auxiliar e

D =26 (4.135)

Mapa Estado-Operador e Vértices

Finalizamos esse capitulo mencionando outra forma de representar os estados fisicos da teoria.
Essa nova representacao é essencial ao derivar o modelo sigma, objeto de estudo dos préximos
capitulos.

O mapa estado-operador é um isomorfismo que vem do fato de que um funcional dos campos
da teoria é a representacao de Schrodinger dos estados. Analogamente a mecanica quantica, em

27Note que ¢ = D = 26 apenas no caso da corda livre descrita pela acao de Polyakov. Para outras
teorias conformes, embora deve valer ¢ = 26 para que nao haja anomalia de Weyl, esse ntimero
nao necessariamente vai corresponder a dimensao do espaco auxiliar.
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teoria de campos no cilindro (coordenadas 7 e o), se o estado inicial é ¥; [¢; (), 7] o estado no
tempo 74 ¢ dado por

(Ti):(z)z

¢(7r)=0¢
Uy lys (o), 7] = / D¢, ( /¢ | bee‘s[¢]> ; [¢s (o), 73] (4.136)

Mapeando o cilindro no plano complexo da forma
(1,0) —> z = €7€" =re” (4.137)

o estado acima fica

¢(rp)=or
Uy [pf (o), 1s] = / Do; ( /¢> " che‘s[“’]) @ [¢i (o), 7i] (4.138)

i) =¢i

dessa forma, a integral é tomada nos campos avaliados no anel ry < |z| <r;. Se 7, = —o0, r; =0,
e a integral de caminho fora de paréntesis é tomada sobre todos as configuracoes possiveis de ¢ da
origem até ¢y.

=o¢5

7167 ()l = [ " Dt ( [ polo o) ,0}) (4.130)

Note que a integral em paréntesis em (4.139)) é um operador que existe sobre toda uma secao
temporal /radial do plano complexo, ou seja, corresponde a um operador local. De forma geral,
podemos escrever

()=
Ve [pf (0),7] = /d) 7 Dge MO (z=0) (4.140)

onde O é um operador local qualquer. Isto significa entao que, um operador local avaliado na
origem do plano complexo, via o mapa , corresponde a um estado da teoria. Este é o mapa
estado-operador.

Note que a integral de caminho em (4.140)) nada mais é que a correlagao (O (z = 0)). Sabendo
disso, e considerando que equagoes de operadores sé tem sentido quando dentro de funcoes de
correlagao, podemos omitir a integral de caminho e escrever apenas

0) = O (2 =0) (4.141)

Agora estamos em condi¢ao de relacionar operadores primdrios com os estados primarios defi-
nidos em (4.117)). Acontece que um operador primario corresponde a um estado primério, e que o
autovalor x ¢é igual ao peso conforme h. De fato, se O é um operador primario

dz dz O 00
L,0O)=0] —2""T(2)0(z=0)=Q —2""" [ h— +—+... 4.142
0= =T (206 =0 = § o (1G4 224 ) (1142)
Assim, usando a féormula integral de Cauchy, é facil ver que
L ,|0)=|00) Ly|0) =h|0O) L,|0)=0, ¥n>0 (4.143)

a segunda expressao mostra que o peso conforme h = k, a terceira prova que operadores priméarios
correspondem a estados primarios.

Vamos utilizar esse mapa para representar os estados sem massa da teoria usando operadores.
Para isso, precisamos expressar os estados em termos dos osciladores o, e @, como fizemos na
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quantizagao do cone de luz. Poderiamos expandir em série de Fourier e mudar para coor-
denadas complexas e reobter os a,, e @, obedecendo a mesma algebra . Uma forma mais
simples de obter isso é usar , X holomérfica implica 0.X holomoérfica, podemos expandir em
série de Laurent

DX (2) = —iy| L § 2n 4.144
(2) = —i 522n+1 (4.144)
nez
invertendo,
2 dz
=i = b 20X 4.145
“ ’ o 95 2m’z (2) ( )

onde ag = i4/ O‘7'pAmalogaurnente para os o;,. Isso é para cada componente X, portanto para X*#

obtemos os ok . Usando é facil mostrar que esses osciladores obedecem . Portanto o
¢ operador de criagao para n < 0 e aniquila¢ao para n > 0. Usando a relagao entre os L,, e os o
em , podemos descrever o espago de estados novamente como e .

O vacuo é representado pela integral

0;p) ~ / DX e oK) gipX[=0] . (4.146)

de fato, basta mostrar que todos os a,, com m > 0 aniquilam essa integral e que ayq |0; p) ~ p|0; p).

an |0;p) ~ iy — /'DX% 5 2"e P 90X (2) =0, V>0 (4.147)
i

isto é verdade pois s6 contribuem para a integral as configuracoes que nao possuem singularidade
no interior da curva sobre a qual a integral de de caminho ¢ calculada, do contrario a acao diverge.
Avaliandoay |0; p)

ag|0;p) ~iy/Z [ DX ¢ LS eX=00: 9 X (2)
~iy/ 2 [ DX § e SIX] < w;p "% | termos nao smgulares) (4.148)
~p|0;p)
onde usamos (B.18) para a EPO entre : X : ¢ §X.

O Tachyon ¢é justamente o estado |0;p). Com o entendimento de que todos os operadores s6
tem sentido dentro de funcoes de correlacdo, podemos expressa-lo como : e?XF=0l . Acontece
que, sendo um operador avaliado na origem, nao é invariante por reparametrizacoes. Corrigimos
isso integrando sobre toda a worldsheet f d*z, mas d*z tem peso conforme (-1,-1), portanto a
invariancia de Weyl s6 é garantida se exigirmos que o integrando tenha peso conforme (41,+1).
O Tachyon é entao representado pelo operador

Vi (X*) ~ /d2z e (4.149)

ipX .

Vimos que : e :é um operador primario, e que seu peso conforme é o autovalor de Ly associado

ao estado correspondente h = “£~. Vimos também que os autovalores de L, tem interpretagao de

4

28Vamos omitir o indice superior para que os calculos sejam mais simples, o caso geral para todas
as componentes é facilmente obtido.
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energia, portanto, de massa ao quadrado. Combinando isso a invariancia de Weyl que exige h = 1,
obtemos -
ao'p 9 9 4
n p o (4.150)
isso é exatamente o que obtemos para a massa do Tachyon na quantizagao do cone de luz. Ra-
ciocinio analogo mostra que os seguintes estados tém massa zero

VI (py) = @’ |0;p) ~ / d*z e XX X (4.151)
estes podem ser decompostos em

Vi () = KR = ol |0;p) ~ [z e X ox X (4.152)
Vb (py) =|Dilaton) = a_y-a_1|0;p) ~ [d?z:ePX"0XHIX, :

VE (py) = |graviton)"” = @’ |0:p) ~ [ &Pz e Xrox X"

Basta notar que o operador . L
P X XX (4.153)

tem peso conforme (h,ﬁ) = (1 + %”2, 1+ %). Mas deve ser (h,ﬁ) = (1,1) para que a integral

seja Weyl invariante, logo p? = 0 = M? = 0.
Os operadores associados a esses estados sao chamados Vértices.
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5 Modelo Sigma e T-Dualidade Abeliana

O Modelo Sigma ¢ o primeiro passo que damos em diregao a uma teoria de cordas interagente.
E o mais simples modelo que ainda preserva a invariancia conforme. Sua importancia conceitual é
imensa, pois exemplifica o poder de teorias de cordas de explicar o universo a partir de primeiros
principios. Veremos como deduzir esse modelo.

Veremos também nesse capitulo um interessante fenomeno que ocorre no modelo sigma, a T-
Dualidade. Dualidade refere-se a descricao de sistemas diferentes cuja fisica é indistinguivel. O
“T” em T-Dualidade significa Toroidal. E chamado assim pois aparece devido a compactificacao
de algumas das dimensoes do espago-tempo, as quais formam um toro.

5.1 Acao efetiva: Modelo Sigma

A derivagao do modelo é baseada no fato de que a funcao de particao de um sistema, sob a
influéncia de uma fonte externa .J, é o funcional gerador de todas as correlagoes®™] Ou seja, se a
funcao de particao de tal sistema é dada por

201 = [ D exp { = Spapen 7] = [ %07 (0#) X (a4} (5.1)

as correlagoes da teoria interagente (sob o efeito da fonte J) sao dadas poif

1 oz

7100 07 (). 0Ty, ~ (o) O @) (5.2)

J=0

onde |Q2) é o vdcuo da teoria interagente. Todas as correlagdes entre os estados sem massaf!| da
teoria sao entao dadas por um funcional gerador do tipo

Zlh) = [ DX e {—spolyam 00 = [t (@) v (xp)} (5.3)
VI (xP) é o vértice no espaco de posigoes
V() = [V (o) e (5.4)
onde redefinimos o vértice V* (p,) para incluir também o Dilaton

VI (py) ~ / 4’z e (0XM9X + 0 (X)) (5.5)

29Veja o apéndice F.

30Como sempre, operadores dentro de fungoes de correlagoes sao temporalmente ordenados.

siNote que esses representam todos os estados da teoria se queremos que esta nao quebre a
invariancia conforme.
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sendo o campo O (X) = 9X*0X, é um escalar. Substituindo na integral

Z [huu] = fDX eXp {_SPolyakov [X#] - -
[ d*x hy, (2°) ([ d*p [ d*= eipﬂxuﬁXuﬁXye”p”x“) — [d®x H (z*) [ d®®p [ d?z X" O (XP) P
- f DX €Xp {_SPolyakov [X,u] _ - )
[ &2 [ d®x hy, (2°) ([ dp ePeX"=2)) 9X1IX" — [ Pz [ d*x H (xf) ([ d®p ePX"=2") O (X*)}
= [ DX exp {—Sproyakow [ X*] — [ &z [ d*®zh,, (2°) 620 (X* — z+) oOXroX"
— [d?z [ d®zH (2¢) 6% (X+ — 2#) O (XP)}
= [ DX exp {—Spoiyakor [X"] — [ d*2h,, (XP)0XHOX — [d?zH (X*)O (X*)}

(5.6)
que é equivalente a um sistema descrito pela acao efetiva

Se petiva [X] ~ / d*2E,, (X)0X" (2,2) 0X" (2,Z) + H (X") O (X*) (5.7)

com E,, (X) = nuw + hu (X) e H(X?)O (X?) sendo um campo escalar invariante por repara-
metrizacoes se transformagoes de Weyl. Podemos decompor E,, (X) = G, (X) + B, (X) em
suas partes simétrica e antissimétrica, correspondentes respectivamente aos campos do Graviton e
Kalb-Ramond.

G (X) =1 + Py (X) B, (X) = i) (X) (5.8)

Das propriedades de simetria do campo H (X?)© (X?), sem perda de generalidade, podemos
reescreve-lo como

H(X?) O (X*) = %@ (X?) R® (5.9)

onde R? ¢ o escalar de Ricci da worldsheet e ® (X?) é um campo escalar. Dessa forma, fica mais
explicita a dimensao e a invariancia por reparametrizagoes.
Com esse raciocinio, fica demonstrado que, partindo da corda livre, ao gerar os estados, estes
tém o efeito de alter a geometria do espaco auxiliar! Esta é a deducao do modelo sigma.
Teremos entao que o espectro de estados sem massa da teoria, o qual se transforma em repre-
sentacoes do grupo SO (24), se decompoem em trés representagoes irredutiveis

simétrico traco nulo @ anti simétrico ® singleto (5.10)
e a cada uma dessas associamos um campo sem massa
Gun (X), Bun(X), &(X) (5.11)

tal que a oscilagdo da corda é associada com um quanta desses campos. O campo Gy (X) é
interpretado como a métrica do espago-tempo, o campo antissimétrico de Kalb-Ramond B,y (X)
é anédlogo para cordas ao campo eletromagnético Ay (X), e o campo escalar ® (X) corresponde ao
Dilaton. O modelo ¢ bidimensional é portanto uma extensao da acao de Polyakov, que descreve
a dinamica da corda bosonica levando em conta o efeito dos estados da teoria livre na geometria
do espaco auxiliar, os novos campos sao acoplados de modo a preservar as simetrias locais de
reparametrizacao e de Weyl, e a simetria global do grupo de Poincaré. Em coordenadas euclidianas,
o modelo ¢é

1
4ol

oz

/ d*o { (Garn (X) 1™ + Buw (X) €7) 0, XM 05 XN + %R@)@} (5.12)
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onde M,N =0,1,....,D -1, a,8=0,1, g*® = n*® é a sua métrica, e

e = ( (1) _01 ) (5.13)

Ou ainda, em coordenadas complexas

Sy [X] = ! /d2z{EMN (X)0XM (2,2) 0XYN (2,2) + %/R@)@} (5.14)

2o

com EMN (X) = GMN (X) + BMN (X)

5.2 Impondo Simetria Conforme no modelo ¢: Gravitagao Estendida

Ja mostramos que cordas livres vibrando no espaco-tempo nao apenas geram particulas quanticas,
como também interagem com o proprio espago-tempo curvando-o. Veremos agora que, como con-
sequencia da invariancia conforme, surge uma extensao das equagoes de Einsten.

No caso cléassico, o modelo sigma é conforme invariante, mas isso nao é necessariamente verdade
apos a quantizagao. Veremos o que acontece se impormos invariancia conforme no caso quantico.

Considerando apenas a parte da agao que envolve G, (X):

B 1
 4nad

[

/ o {G ., (X) 0, X109 X"} (5.15)
Expandindo o campo X* em torno da solugao classica T#

X* (o) =T + Va'Y* (o) (5.16)
com Y*" <« 1 adimensional. A acao se torna

1 of
S, = in d’o [GW (@) + Va'Gpp (") Y™ + EGWW (T")YY?P 4+ ... 0, YHOYY  (5.17)
os G, (") atuam como constantes de acoplamento para as interacoes dos Y. Estamos inte-
ressados no limite de baizas energias. Isso se traduz, em termos das constantes de acoplamento,
da seguinte forma: se r. é o raio de curvatura caracteristico do espago descrito pela métrica G
entao

iz

oG 1
27 1
oX r. (5.18)

portanto, baixa energia corresponde a grande raio de curvatura que, por sua vez, requer que as
constantes de acoplamento sejam pequenas. A constante de acoplamento efetiva adimensional é
portanto

3

(5.19)
TC

assim, podemos usar teoria de perturbacao em com os métodos ja conhecidos de teorias de

perturbagao em teorias quanticas de campos. Como em qualquer teoria de perturbacao, teremos

que fazer um corte UV para regular divergéncias e renormalizagao. Tipicamente, as quantidades

fisicas vao depender da escala £ do processo apds a renormalizagao, isso vai quebrar a invariancia

conforme.
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O objeto que caracteriza a dependéncia das constantes de acoplamento com a escala £ é chamada
funcao 8 e é dada por
0G,, (X;€)
L(G) ~ >

assim, invariancia conforme na teoria quantica estd garantida se f,, (G) = 0.

Para determinar como as constantes de acoplamento dependem da escala & do processo, vamos
eliminar a divergéncia UV.

Escolhendo coordenadas normais de Riemann em torno de z*, teremos

(5.20)

G (X) =0, — =R () VY7 +0 (V) (5.21)

3 tuery
substituindo na acao, até ordem dois nas flutuacoes Y,

1

T 4r

S, Ao {aawaw”aw — L RCY (F)yrY 19,y 9oy (5.22)

3 ey
Tratando como uma teoria de campos interagentes bidimensional, a interacao quadratica da o

vértice associado a Rﬁ% (k* - k) via regra de Feynman, onde k* ¢ o momento bidimensional da
worldsheet para a flutuacao Y*. A divergéncia da teoria vem do diagrama de um loop. De fato, o
propagador da flutuagao é, em espaco de posigoes,

Y* (o) Y7 (o)) = —%m In|o — o' (5.23)

o qual, ao percorrer o loop, diverge quando ¢ — ¢’. Podemos isolar essa divergéncia usando o
método de reqularizacao dimensional, tomando d = 2 4+ €. Assim, o propagar se torna

Atk etk o=o)
(Y (0) Y7 (o)) = 2167 / R (5.24)
o que implica
lim (V% (0) Y (o)) = & (5.25)

a divergéncia UV é eliminada subtraindo um contratermo na agao que cancele a divergéncia.
Fazemos isso subtraindo R%LY”YV@&Y“(?O‘Y” porém com (Y?Y7) no lugar de Y?Y?. Ou seja,
substituimos na acao

1
RCY YPY19,Y 0V — RIS YPY19,Y 0°Y" — =R 9, Y 0"y (5.26)
€

wpvy wovy

/
1
O‘ngfpﬁ,)7 @YY 0,Y1Y — “REDOYIV | (5.27)

1
S, = — [ d®c |0, Y Y7, —
47 a
é possivel mostrar que o contratermo pode ser absorvido com a renormalizacao

YE Y LRIy

/ 5.28
Gy — G+ %R, (5.28)

Obtemos entao que a funcao beta é
Buw (G) = 'Ry, (5.29)
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e a exigéncia de invariancia conforme é

R, =0 (5.30)

mas essas sao exatamente as equacoes de Einstein no Vacuo! FEsse exemplo é importante pois
ilustra o procedimento utilizado no modelo sigma completo, onde obtemos resultado parecido.
Usando a acao do modelo sigma com todos os campos sem massa,

B 1
 4mad

So

/ do {(GW (X) 1™ + B, (X) €?) 0, X105 X" + %R@)@} (5.31)

seguindo procedimento analogo de regularizacao dimensional para eliminar divergéncias, até pri-
meira ordem em o/, leva a

B (G) = a'RY — ¢ H?, +20'V,V,0
ﬁuu (B) = %/VAH/\W/ - O{,VA(I)H)\MV (532>
B(®) =L H? 42 (VP)? — 22/ V2D
onde
HANV = V)\BHV + VMBV)\ + VVB)\M
Hﬁy = HAWHM,, (5.33)
H? = HAWHA‘“’

a invariancia de Weyl estd garantida se

Buv (G) = By (B) = 5(®) =0 (5.34)

com algumas manipulagoes obtemos as equagoes de forma mais sugestiva

R — 131G, R =1[H2 —1G, H?| —2V,V,® +2G,, V>®
VAHy,, =2V AOH,, (5.35)
V2 —2(VP)?: =-1[?

O mesmo resultado pode ser obtido calculando a anomalia de Weyl. As fungoes § aparecem
como coeficientes em (T'%), os quais devem ser nulos para que a invariancia de Weyl seja preservada
na teoria quantica?

Note que o lado esquerdo da primeira equagao em ¢ o tensor de Einstein, o qual se
conserva como consequéncia da identidade de Bianchi. Se definirmos o tensor energia momento do
espago-tempo como

T

1324 nv

1 1
I [HQ - EGWHQ] -2V, V,® +2G,,, V*® (5.36)

segue que ele é simétrico e que também se conserva
V*T,, =0 (5.37)
Podemos reescrever a primeira equacao em ([5.35) como

1
RE?VG) _ §GWR(26) =T, (5.38)

22Veja segao 7.2.3 de [15] e segbes 3.3 a 3.5 de [21].
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que nada mais é que as equagoes de Einstein!

Obtemos entao resultado andlogo a (5.30]), porém mais geral: a invariancia conforme é equiva-
lente as Equagoes de Einstein cuja fonte é covariantemente conservada.

A agao que cujas equagoes de movimento sao (5.35)) é

1
S = / A X/ Ge™?® [R(%) +4(VD)? — EH2] (5.39)
sob a seguinte transformacao de Weyl na métrica
G — é;w = e%‘PGW (5.40)

obtemos essa acao de forma mais sugestiva

— [~ 1 /-2 1 &~
S = /d%’X\/E {R(%) o (v<b) - EG:SHZ] (5.41)

WU~

0 indica que as contracoes foram tomadas usando a nova métrica. Essa acao é chamada Ac¢do
Efetiva de Baiza Energia, a reconhecemos como a acao de Einstein com termo cinético para ao
Dilaton e um termo cinético do tipo Maxwell para o tensor antissimétrico. Ela é importante pois
atua como funcional gerador da matriz S das interagoes em cordas bosonicas[22].

Toda essa andlise vale para baixas energias, ou seja, até primeira ordem em «o’. Isto nao é
problema, pelo menos nao do ponto de vista de relatividade, pois as ordens mais elevadas em
o' introduzem correcoes nas equacoes de Einsten apenas para pequenas distancias, na escala de
Planck.

Vimos entao que, mesmo no caso simples de cordas bosonicas, deduzimos uma extensao da
relatividade de Einstein (em baixas energias) partindo de primeiros principios. Com a equagao em
maos, temos uma previsao testavel de teoria de cordas que podemos comparar com as equacgoes de
Einstein padrao em experimentos.

Vale a pena mencionar que ([5.35)), além das equacoes de Einstein estendidas, descreve também
a dinamica das componentes do campo de Kalb-Ramond, chamados dxions. Estes sao fortes
candidatos para explicar a matéria escura [§].

5.3 T-Dualidade na Acgao de Polyakov

Trataremos de dualidade abeliana, onde a transformacao de dualidade pertence a um grupo
abeliano. Dualidade abeliana, em especial T-Dualidade, ¢ interessante por sua simplicidade e pela
possibilidade de entendé-la em termos de transformacoes candnicas. Dualidades nao abelianas
nao sao tao simples e nao sao muito bem compreendidas em uma abordagem de transformacoes
canodnicas[d], [0].

O aspecto mais impressionante de T-Dualidade abeliana em corda fechada é que, conforme
mostraremos, a fisica quando raio da dimensao compacta é R ¢ indistinguivel da fisica quando
o raio é }%. Isto sugere, por exemplo, que podemos compreender a fisica na escala de Plank (R
pequeno) fazendo observagdes em uma escala muito mais acessivel (% grande).

No caso que vamos tratar, uma das dimensoes é compactificada e torna-se um toro unidimen-
sional, ou seja, um circulo.

Assumindo que uma das dimensoes, 12° =

x, é compactificada em um circulo de raio R

r=2x+271R (5.42)
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juntamente com o parametro o € [0,27] e o fato da corda ser fechada, a worldsheet vive na
superficie de um cilindro.

A corda pode dar diversas voltas em torno da dimensao compacta antes de se fechar, de modo
que a condi¢ao de periodicidade da corda fechada(2.1)) agora é

X(r,0427) = X(1,0) + m2wR (5.43)

onde X (7,0) = X®(1,0) e X! = (X', X) com i = 2,3,...,24, e m é chamado nimero de winding
e representa quantas voltas a corda dd em torno da dimensao compacta antes de se fechar, que
pode ser positivo ou negativo. E conveniente definir

_ mR
w =

meZ (5.44)

Y
O/

chamado winding, pois, como veremos, ¢ uma grandeza dual ao momento.

X f | !
LD,
e 0 | |

Figura 3: Cordas fechadas orientadas com nimeros de winding w = +1, w =0 e w = —1[23)].

Ao resolver as equacoes de movimento, precisamos considerar apenas a componente X2° = X,
as outras componentes permanecem inalteradas. Resolvendo a equacao de onda, obtemos

X(r,0)=Xp(t4+0)+ Xg(r—0) =X (u) + Xg (v) (5.45)
que agora tem a condicao extra
Xr (u+2m) + Xg(v—27) = X, (u) + Xg (v) + 2md'w (5.46)

A solucao é a mesma para os left movers e right movers , porém, aff = @}y em ([2.28)) nao
¢ mais vélida para a componente 25. Substituindo (2.26]), para u = 25, em obtemos a nova
relagad®|

Oy — g = \/Z_CKIW (547)

Calculando a componente do momento na direcao compacta

2T 2T
1 . .
p255p:/ " (1,0)do = / <XL+XR> do
0 0

2rdd
1

V2o

p= (@0 + ) (5.48)

a2 = ap e @2’ = @



segue de (5.47) que
1

V2!

W =

(@ — ao) (5.49)

resolvendo para ag e «q

al al
G =45 Ptw) a=4/5 p-w) (5.50)
substituindo em ([5.45)) obtemos

—inT

(&

ale™ 4 ate im0 5.51
n n n

/
X (1,0) = x +o/p7'—|—o/wa—|—z'\/§2
2 n#0
onde o = #& + HE.
O procedimento de quantizacao é o mesmo feito anteriormente e as relagoes de comutagao sao
as mesmas, com a diferéncia que agora hd mais uma grandeza elevada ao status de operador, o
windind w.
Sabemos que o operador de momento é o gerador de translagoes, portanto

U(a) = exp (—iap) (5.52)

faz uma translagdo de a na diregdo compacta. Como a dimensdo é compacta (nesse caso um
circulo), uma translagdo de um comprimento do circulo deve ser a operacao identidade, ou seja

U(2rR) = exp (—ip2mR) = |
= p2rR=2mn, ne’l

n
=—, ne/’/ 5.53
=7z (5.53)
O momento é quantizado, o que ja um resultado bem conhecido da mecanica quantica. Por
definicao, o winding w é também quantizado

mR

Y
a/

w= meZ (5.54)
Em termos de p e w a Hamiltoniana e a massa ao quadrado sad™]

o i n2 m2R2 00 S
H=%(ppi+ 5+ 28) + 502, @ Gyt ap-ay) =2

2 n? m2R? 2 00— — (555>
M :ﬁ+T+E{szl(ap'a—P+aP'a—p)_2}v n,m e ”Z
Note que a transformagcao _
R — R=%
n o— m (5.56)
m n
¢ uma transformacao de dualidade. De fato, é facil ver que
H(R,n,m)=H (E, m, n> (5.57)

A massa ¢ do ponto de vista de um observador no espago de Minkowski 25-dimensional que nao
inclui a dimensao compacta. Assim, na relagao relativistica M? = —p"p,,, p"p, = 2pTp~ — p'p;.

41



A transformagao ((5.56)) nada mais é que uma transformagao candnica que troca p <> w. Essa é
a dualidade que aparece ao compactificar uma das dimensoes em um toro (nesse caso, um circulo),
chamada T-Dualidade.

Do raciocinio acima, fica claro que ¢ uma simetria da Hamiltoniana, mas é mais que
isso. Pode ser demonstrado que é uma simetria quantica completa, que mostra a equivaléncia
fisica de sistemas distintos. Ou seja, existe um mapa bijetivo entre uma teoria de raio R e uma
de raio %, ambas com a mesma Hamiltoniana, equagoes de movimento e relacoes de comutagao
equivalentes® Este fenomeno é indicativo de que teoria de cordas enxerga a geometria do espago-

tempo de maneira muito diferente do que estamos acostumados.

5.4 T-Dualidade Abeliana no Modelo Sigma

Vimos que compactificar uma das dimensoes, usando a agao de Nambu-Goto em Mys 1, faz
aparecer a dualidade , que pode ser entendida como uma transformagao canonica composta
com uma transformacao no background da teoriaf}

Mostraremos nessa segao um resultado analogo, agora para um espaco-tempo curvo Rgs; de
métrica Gy (X). Ao compactificar varias diregoes do espago-tempo existe uma dualidade entre
teorias com backgrounds distintos, relacionados pelas Transformagoes de BuscheiP’l A T-Dualidade
consiste de uma transformacao canonica composta com transformacgoes de Buscher.

Trabalharemos com a agao

Sy [X] = g/sz {EMN (X)0XM (2,2)0X™N (2,%) + %R<2>©} (5.58)

onde K = % € EMN (X) = GMN (X) -+ BMN (X)
Considerando d < D direcoes isométricas, denotando

XM —(x*, X™, p=01,---,d m=d+1,---,D (5.59)
a Lagrangeana
K _ /
L=% (EMN (X)0XM (2,2)0XYN (2,%) + %R@)@) (5.60)
com —8Egg?cfx) =0
Xtr— Xttcte=—= L+— L =L
dBun(X) _ (5.61)
X

Com d dimensoes isométricas, vale condi¢ao anédloga a (5.43)
XHM(1,0+2m) = X*(1,0) + 2ma/w (5.62)

Note que a compactificagdo de uma dimensao espacial (5.42), que resultou na apari¢do da
T-Dualidade ((5.56)), ¢ um caso particular de ([5.61]).

Comecaremos analisando o caso mais simples onde ha apenas uma diregao isométrica:
XM =6,X", m=1,---,D (5.63)

5Para uma demonstragao detalhada, veja segao 17.8 de

36Nesse caso, o raio da dimensao compacta: R +—— R = %
s'Também conhecidas como Regras de Buscher [7].
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OO0 +cte=L+—L =L
OBun(X) _ (5.64)
90

a Lagrangeana pode ser escrita comd™|

L= 5Guo (62 = 02) + 5B (640) (X7 = X™) + KBy (X 4+ x) (6-0')

: . 5.65
+5 Epn <Xm+X’m) (X”—X'"> (5.65)
do momento conjugado 11§ = Iy = %, obtemos # em termos do momento
. H9 G!Om BOm
0= — I xm oy M xm 5.66
KGop  Goo Goo ( )

a isometria continua em (5.64)) nos permite definir a fungao geratriz
K -~ -
=5 / (9’9 - 99') do (5.67)
que leva a transformacao canonica

(0.119) — (6,11
Iy = —K6 (5.68)
Iy = — K0

que nao afeta as componentes X™ e seus respectivos momentos conjugados. Usando (5.68) rees-
crevemos 6 em termos de 6

5/ GOm BOm /
Gom gm . Dom xoim 5.69
GOO GOO GOO ( )

0= —

usando a equacao de Euler-Lagrange podemos relacionar 0 com ¢

oL oL oL
B (89> % <8_9>

. . / ~
i, = [—KGOOH’ 4 KBy, X™ — KGOmX’m] — K@

0 = —Goot + BomX™ — G X'™ (5.70)

Substituindo (5.69)) e (5.70) na Lagrangeana ([5.65]), com um pouco de manipulacao,
obtemos

=i (- 7) - ¥ (0 7) (47 x7) o 48 (0 7) (5-9)

(B — Eoglin) (X xm) (X = X) 4 1 (09 - 76) 7

38Vamos omitir o termo com o campo do Dilaton. A transformacao do campo de Dilaton P 6
obtida de forma mais sutil do que o descrito para E),y. Sua transformacao surge da exigéncia que
a agdo permanega conforme invariante [7, 24] 25]..
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definindo

Goo = (G™)yq Ern = By — Emo (G Egy, -
E(]m = — (G_l)g E()m Em() = (G_l)g EmO (’i) = (I) — 111 (detGo()) ( ) )
teremod®
L(0,1,d) =L (5, Ty, ?15) + o, (5.73)
dr

Uma caracteristica interessante ¢ que a simetria de dualidade tem a propriedade de mapear
correntes de Noether em correntes topoldgicas, e vice-versa. De fato, a invariancia sob a trans-
formacao

(1,0) — (1,0)

0 — 0 + cte (5.74)
segundo o Teorema de Noether, gera a corrente conservada
Jo=2% =Ty = —K0 = Keppd®d
00 — 0o N _ (5.75)
Ji =% = —KGub + KBy X™ — KGopu X'™ = —K0 = Ke150°0
Jo = Keqpd®0 = JiP (5.76)
Raciocinio andlogo para a Lagrangeana £ mostra que
Jl = Keogd® X1 = Jtor (5.77)
Calculando as cargas correspondentes a essas correntes obtemos
2m 2m
p= Jo(1,0)do = / €00’ 0do = 27’ ® (5.78)
0 0
2w 2m
p= / Jo(1,0)do = / c030°0do = 2ma’w (5.79)
0 0

recuperamos o mapeamento p <> w que obtivemos em no estudo de T-Dualidade na acao de
Nambu-Goto.

Antes de analisarmos o caso geral, vejamos como o mesmo resultado pode ser obtido para o
caso em 3 dimensoes, das quais duas sao fechadas e uma é abertg™}

XM =(0,0,X) (5.80)
0 — 0 + cte N
p —> @+ cte (5.81)
8EMN(X) — an\/[N(X) — O
90 dp

a Lagrangeana pode ser escrita como
£=13AGo (0+8) (0-0) +34E (¢ +0) (6= ¢) + 2B (9 + @) (- 0) + 3AG1 (¢ - @) (¢ + ¢

%AGQQ (.I' - l‘/) (l’/ + .I)
(5.82)

39Veja o apéndice A.

10Vamos nos limitar em descrever o procedimento sem exibir as expressoes explicitamente, pois
tornam-se muito grandes até mesmo nesse caso simples em 3 dimensoes com duas isométricas. O
calculo foi feito com software Mathematica, o codigo estd no apéndice 77.
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dos momentos conjugados II] = 1y = gﬁ, 17 =11, = M elll =11, = —:.C obtemos

My = —ABoy¢' — AByt’ + AGoob) + AGn + AGoni:
H@ = —AB(HO/ - ABlg.CE, + AGOl.Q + AGllgb + AGlgjﬁ (583)
I, = ABpb' + AB1oy’ + AGpef + AG129 + AGd

de onde podemos obter €, ¥ e & em termos dos momentos. Com isso, podemos realizar a trans-

formacao de Legendre .

A isometria continua em (|5.81)) nos permite definir a fungao geratriz
K N 1~ Py ~/
Fz; (99+gpgp—06—<pcp>do (5.85)

que leva a transformacao candnica

(6, T, T1,) — (8,5, Ty, T1, )

Iy = —K¢'
fi, — K0 (5.86)
M, =K@
HcP =—K¢

que nao afeta a componentes X e seu momento conjugado. Substituindo na Hamiltoniana obtemos

H <9, o, Hg, Il > Das equacoes de Hamilton obtemos a relacdo entref e ¥ e 0s momentos,

2L
o %) (5.87)

Realizando a transformacao de Legendre inversa e usando (|5.87)), obtemos a Lagrangeana L

C (5, 3.0, ’45) — Ol + P10, + 411, — H (5.88)

colocando em evidéncia os campos 6, 9,0, p, & em L da forma como 6, ¢, 0, ¢, & aparecem em L,
obtemos finalmente

L= 34Go (0+0) (0-7) + $ABy (7 +0) (- ) + $ABw (5+7) (0-7) + 24Gw (7 +5) (-
%Aﬁm (& 4 2') <§— 5’) + %Aﬁoz <§—|— 5’) (& — ) + 1AE21 (' + 1) <gp 90> + AE12 <gp + go) (& —a'
1AGy (' + ) (& — 2') + 0,9
(5.89)
onde
E’a/j = (E_l)aﬁ By = E22 — Esa (E_l)aﬁ Egy

- ~ ,0=0,1 (5.90
Bas=— (BN Bs,  Ea= (BN Ep  &=0—In(detEyg) 7 40
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O mapeamento entre correntes e cargas de Noether em correntes e cargas topoldgicas também
ocorre nesse caso, o raciocinio é anélogo ao caso acima de apenas uma diregao isométrica.

Seguindo procedimento analogo, mostra-se que vale no caso geral com d direcoes isométricas.
A isometria continua*'|em nos permite definir a funcao geratriz

K ~ -
F= 5/ (X’“XH - X“XL) do (5.91)
Esta fungao gera a transformagao canodnica
e 1) s (%07
T Y 5.92
7, = —K X, (5.92)
T __ /!
I, = -KX,
Substituindo na Lagrangeana ({5.60|), por construgao, o resultado deve ser a lagrangeana mais

uma derivada total de F[2

T T{ve 117 & dr
L(X" I, 0) =1 (X“, I, <I>> + = (5.93)

Observando o termo que multiplica 9, X™9_X" em L ()} H ﬁ;) obtemos a lei de transformagao

dos termos de background

o B = B = B — By (BT B (5.94)
By =— (E*l): E,. By = (Efl)l': E.. O =& —1In(detE,,)

Assim como no caso de uma isometria, a T-Dualidade mapeia correntes de Noether em correntes
topoldgicas, e vice-versa.

(1,0) — (1,0)

Xt — XH + cte (5.95)
segundo o Teorema de Noether, gera a corrente conservadal[6]
JH = KE"9,X, + KE"0,X,, = Keagd® X" = Jhtor (5.96)

Raciocinio andlogo para a Lagrangeana £ mostra que
J = KE"0,X, + KE"0,X,, = Keagd® X" = Jitor (5.97)

As cargas correspondentes sao

2m 2m
Pt = / J (1,0)do = / 0p0’ X"do = 2ma/ " (5.98)
0 0

27 2m
Pt = / Ji (1,0)do = / €030° X*do = 2ma/w (5.99)
0 0

recuperamos o mapeamento p <> w.
Esta propriedade revela a profunda conexao de cordas com a geometria.

41 Assim como na secao 3.1, o que leva a T-Dualidade foi a existéncia de uma isometria continua.
Naquele caso, apenas a compactificagao de uma dimensao, nesse caso d direcoes isométricas. Se a
isometria nao fosse continua, a Hamiltoniana nao seria local[5].

©2Lembre-se que L = [ Ldo, portanto (5.93)) implica £ (X“7 IT, (ID) =L ()?“, ﬁ;, Cf) + 80%
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5.5 Solucgao via Transformagoes de Buscher

Finalizamos esse capitulo enunciando como teorema o resultado mais importante desse texto.
Vimos que a invariancia conforme da agdo do modelo sigma impoe que Gy (X), Byn (X) e o
campo escalar @ (X) sejam solugoes de

R;(EVG) o %GW,R(QG) — T;w
V) =2V @H,, (5.100)
V20 —2(VD)? = —1H?

As transformacoes de Buscher nos levam a uma acao dual que, por construcao, descreve a mesma
fisica, pois tratam-se de transformagoes canonicas. Assim, os campos Gy (X), Byn (X) e @ (X)
da acao dual devem também, por construcao, ser solucoes de (5.100))! Esse raciocinio prova o
teorema:

Teorema 1. Dada uma solugao de , as transformacoes de Buscher no modelo Sigma bidimen-
sional fornecem uma solugao distinta para os campos de background da teoria. Em particular, as
transformacoes de Buscher sao uma ferramenta que, a partir de solucoes conhecidas, nos permite
obter solucoes distintas das equagoes de Einstein estendidas ((5.38]).
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6 Exemplos

Entender as consequéncias de dimensoes compactas em uma teoria de cordas vai além de uma
conveniente ferramenta para se obter solugoes distintas para os campos de background, e em
particular para as equagoes de Einstein estendidas. Os modelos de universo baseados em teorias
de cordas descrevem 4 dimensoes abertas e 22 compactas (ou 6 para super-cordas) e o estudo de
T-Dualidade é vital para entendermos as consequéncias que essas dimensoes compactas tém na
fisica que observamos nas outras 4, bem como para relacionar espacos completamente diferentes,
evidenciando relacoes entre sistemas distintos que dificilmente seriam notadas de outra forma.

Neste capitulo veremos alguns exemplos onde o uso do Teorema 1 gera outra solucao das
equacoes de movimento dos campos de background da teoria, e a importancia destes na pesquisa
contemporanea.

6.1 (Sl X |R) X |R2

Comecamos analisando o produto direto de um cilindro com o plano Euclidiano no caso em
que o campo de Kalb-Ramond é nulo e o campo dilatonico é constante. Apenas uma direcao é
compacta, existe portanto uma teoria dual.

Denotando as coordenadas desse espaco como

XM = (yvtaXlaXQ) (61)

onde y é periddico com periodo 27 R e R é o raio de S;. O modelo sigma com By y =0e & = ¢ é

S, = / dza{GW (X) 0 X 9, X" + 3R<2>¢0} (6.2)

- Y ded 2

onde R® é o escalar de Ricci do cilindro S; x R.
A métrica é facilmente obtida utilizando a técnica de definicdo de métrica induzida, discutida
no Apéndice G. Parametrizando o plano euclidiano como

X1 =pcosp X, = psiny (6.3)
onde p € R e ¢ € [0,27], e utilizando coordenadas do cone de luz
u=y—t v=y -+, y € [0,27R)| (6.4)

obtemos que a acao do modelo sigma é

o/

Sy = L /d20 {a+u8_v +04p0_p+ p20.00_p + R (¢0 - %hl P2) } (6.5)

/ . . . ~
com R = O‘IR@). Podemos tornar esse modelo mais geral introduzindo translacao nas coordenadas
e somando um tensor antissimétrico

Sy == [ Po{(0su+ adip) (0-v+ BO_p) + 01 p0_p + p 20,00

 wad

6.6
+q1 (0:ud_p — O_ud1p) + g2 (0300_p — O_vd1p) + R (¢ — 3 Inp?) } (6.6)

«, B, q1,q2 sao parametros constantes. Note que agora temos duas dire¢des compactas, uma vez
que ¢ € [0,27]. Podemos portanto realizar transformagoes de Buscher tanto na dire¢do y quanto
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na dire¢ao ¢. Fazendo a transformacao de dualidade na dire¢ao ¢ obtemog™

Sg=dual = L[ 25 {F (p) p* (043 + c 0y + c_04t) (0_F + ayd_y + a_0_t)

30+ 0,40y + 0,00 p+ R (00— iF)} . Flp)=(+as” ()

onde

a4 = (g4 — @, C+Eq++ﬂa a_ = —q- — Q, C—E_q—_/Ba QiE%i% (68)
o € 0,21/ '

Realizando agora a transformacao de dualidade na direcao y em (6.7 obtemo

Sguetuel = L [ Ro {F(p) p? (0,3 + .04+ ¢ 04) (0-F — 0,0 G +a_0-1)

010+ 0,50 G+ 0,p0 p+ R (60— 3mF) |, F(p) = F (o) [+ aye. F (p) p?]
(6.9)
Por construgao, as agoes , e descrevem a mesma fisica, portanto representam
solugoes distintas para os campos de background da teoria. Note ainda que o periodo da dimensao
y agora é 2ma//R, diferente de y cujo periodo é 2rR. As transformagoes de dualidade entao
mapearam uma teoria com raio R numa teoria com raio o'/R.

Este exemplo engloba uma ampla classe de modelos ao variarmos os parametros, pode ainda
ser generalizado de diversas maneiras. Modelos desse tipo descrevem, de modo geral, universos do
tipo de tubos de fluxo eletromagnético, axialmente simétricos, estaciondrios e giratérios. E possivel
obter solucoes exatas nao triviais, as quais sao soliveis devido a sua relagao com uma teoria mais
simples através de transformacoes de dualidade[9].

6.2 AdS5 X 55

Nesse exemplo realizamos uma transformacao de T-Dualidade seguida de uma reparametrizacao
e de outra transformacao de T-Dualidade. Esse procedimento é conhecido na literatura como
Transformagdao TsT (T-duality-shift-Tduality).

Vamos considerar o caso em que o campo do dilaton & = 0 e o campo de Kalb-Ramondb,,;y = 0.

A transformacao TsT envolve apenas coordenadas da esfera Sy, portanto é o suficiente consi-
derarmos apenas a parte da agdo correspondente & esfera, a qual pode ser escrita comd™)|

R2

4o/

Se =

/d20' {7 (Dar:07; + 170a0:i050;) + A (r} — 1)} (6.10)

onde R é o raio de S5, A é um multiplicador de Lagrange, i = 1,2,3 e v*® = /=—nn®3¢ a métrica
da worldsheet com assinatura de Minkowski, e os angulos ¢; € [0, 27]. Reparametrizando os trés
angulos ¢; como fungoes de novos angulos ¢;

bi — i (¢)) (6.11)
$1 =3 — P2 G2 = 1+ P2+ 3 ¢3 = 3 — Q1

nessas novas coordenadas a agao ¢

RZ
S0 = il /d2‘7 {1°7 (OariOsri + g1j0apiOs5) + A (17 — 1)} (6.12)
13Veja equagao (2.5) de [9].
#Veja equagao (2.10) de [9].
»Veja equagao (2.1) de [10].
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com
T3+ 12 T3 ra —r?
gij = 3 r?2 473 r2—r? (6.13)
ra—r: r3—r? 1

Fazendo uma transformagao de T-Dualidade na dimensao compacta parametrizada por 7, obte-
mos a acao dual

_ R? e n o~ ~ ~ e~
Ser—dual e /dQU {7“5 (0uriOsTi + Gii0aPi0sD;) — €*Pbij0a:i0s%; + A (r7 — 1)} (6.14)
onde €' =1 = —¢!%. A métrica e Kalb-Ramond duais sao
1 2 2_,.2
m 0 0 0 7"27:‘37"2 :%+:%
- 0 r%r%+r%r§+r%r§ 27”%1"377"%1”377“%7"5 ~ T% 2 3 2 3
gij = r%-&-r% r%—&-rg bij = _T§+T§ 0 0 (615)
S s A G ) B el B
r§+r§ r%—l—rg r%—i—r%
e os angulos duais ¢; se relacionam com os 1 como
Oatp1 = %zﬂeﬂpap@gn — 00 ibr; P2 = Pa 3 = 3 (6'16>

Fazendo agora uma reparametrizacao em termos de uma constante real arbitraria 4

P2 > P2 +YP1 (6.17)
Assim, a métrica toma a forma
-1 A~ A~
~ Tg“g V912 79138 1 2(.2 9 2.2 2.2
Gij=| 4912 G2 Go3 G =1+7% (r1r2 +rirs + 7’27’3) (6.18)

’?613 523 633

e vale ~ _
aa<,01 = vageﬁ”@p%ﬁu - 80[@‘1711' - ?aa@bm (6'19)
Finalizamos a transformacao TsT realizando uma transformagao de T-Dualidade na dimensao
compacta parametrizada pelo angulo ¢;. Obtemos a acao

R2

~y—deformado __
S _
7 4o

/dQ" {77 (QariOprs + Gij0ati0s5) — €7 B0ty + A (r] — 1) }
N (6.20)
V5, Gy, Bij sao duais a ¢;, Gyj, b;;. A relacao entre as varidveis ¢; e ¢; é

a1 = Yap€P0,10iGri — Datbi By Py = 1P 03 = 13 (6.21)

Esse novo background é chamado v-deformado. Podemos ainda relacionar as variaveis v¢; com as
variaveis ¢; que utilizamos antes da transformacgao TsT:

Oatpr = <§1lG1i + ’A)’azBu —Zu) Oathi — (’7512G1i + ?1131¢> Vap€ PO,
Oatp2 = OaPa — YB1:0ath; + ’?Gu’)/aﬁEBpap@/)i (6-22>
aa‘P?» = 047/]3
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de onde podemos finalmente escrever a métrica y-deformado em termos da métrica inicial (6.13))
Gij=Ggy, i=j#3  Gs3=Ggss+99°Griryrs (6.23)

Portanto, conhecendo uma solucao para os campos de background g;;, b;; ¢ ®

r% + r% r% T% — 7"§
_ 2 2 .2 .2 .9 _ _
9ij = 3 Ty Ty =T bij =0 ®=0 (6.24)
ra—r? r3—r? 1

obtivemos via transformacoes de T-dualidade a solucao distinta

2 2 2 2 2 0 r3 rpors
G (r; +73) Gr; G (r; —r3) ,  Tatrs T
Go=| Gn " Gutim Gl Bo| o 70T | e
G(ri—r2) G(@2-1r?) G+9%°Gririr? _ré_rg 0 0
r%—f—’/‘g

(6.25)

Este exemplo é de muito interesse na pesquisa contemporanea, pois é tutil para entender o
mapa entre AdSs X S5 e N'= 4 Super Yang-Mills [10], que, por sua vez, é conjecturado ser dual
a um background de supergravidade[II]. Essa conjectura é uma ferramenta 1til no estudo da

correspondéncia AdS/CFT[12].

6.3 Extensao do método para dimensoes abertas em AdSs

O método que deduzimos e exemplificamos nas secoes anteriores depende de que existam di-
mensoes compactas no espaco-tempo estudado. A existéncia de dimensdes compactas gera o
fenomeno de T-dualidade, onde podemos utilizar as transformagoes de Buscher para obter cam-
pos de background duais. No entanto, é possivel estender esse método para quando nao temos
dimensoes compactas no espaco estudado.

Considere a métrica de AdSs em coordenadas de Poincaré

d=* + dxuda:“}

2

ds* = L? { (6.26)
O método consiste em definir uma reparametrizacao cujas condigoes de contorno simulam uma
dimensao compacta. Definimos novas coordenadas y* satisfazendo a equacgao

R2
Oy = z'?eaﬁa%“ (6.27)

dessa forma, as condigoes de contorno para x*, que dizem que essas direcoes carregam momento
p*, em termos da nova variavel y* ficam

Ayt = 2mpt (6.28)

Com a reparametrizagao definida por ((6.27)), obtemos entao uma nova variavel compacta com win-
ding p*! Podemos agora aplicar uma transformacao de T-dualidade nessa nova direcao compacta
e obter a métrica dual

L2
z

2 = (6.29)

dr? + dy,,dy*
ds?lual:[’2|:r+ y#y:|’
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que também corresponde a um espago AdS§™|
O método pode ser generalizado para espagos cuja métrica sao do tipo

ds® = w? (2) [dz,da" + .. ] (6.30)

e a reparametrizacao ¢é
Oyt = iw? (2) €030’ 2" (6.31)

w? (z) é chamado fator de deformagao, os y* sao reais e a métrica da worldsheet é euclidiana.

Essa extensao é muito importante pois aumenta ainda mais as ferramentas a nossa disposi¢ao
para analisar backgrounds nao triviais obtendo backgrounds equivalentes e, em particular, novas
solugoes das equacoes de Einstein estendidas.

Um exemplo da utilidade desse método é dado em [26], onde é utilizado método similar para
simplificar a agdo de super-cordas em AdSs x S5. Outro exemplo encontra-se em [I3], onde nova-
mente usa-se esse método para simplificar a acao para encontrar solugoes cldssicas, e utilizar essas
solucoes no célculo de amplitudes de espalhamento de gluons em AN = 4 Super Yang-Mills.

1A acao dual completa é calculada em [26].
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7 Conclusao

O que obtivemos é notavel, vamos recaptular. Partindo de cordas vibrando em um espago-tempo
plano M; p_; de D dimensoes, a exigéncia de que o maximo possivel de simetrias se preservem
apos a quantizacao- simetria bidimensional de reparametrizacoes, simetria de Poincaré e de Weyl-
fixa D = 26. Impondo condic¢oes de contorno periédicas do tipo , surge uma T-Dualidade no
espectro, nos permitindo mapear fisica de pequenas escalas (raio R) uma fisica de grande escala
(raio 1/R). O espectro sem massa da corda- gravitons, éxions e dilaton- curva o espago-tempo
M, p_1 na qual estd inserida, dando origem a um espaco-tempo de geometria pseudo-riemanniana
estendida, cuja dinamica é descrita pela acao do modelo sigma. Impondo que a corda quanti-
zada, agora descrita em primeira ordem pelo modelo sigma, novamente preserve todas as simetrias
que tinha no caso classico- simetria conforme, ou seja, auséncia de anomalias conformes- leva
a um resultado impressionante: as equagoes de Einstein! E mais, o mesmo raciocinio aplicado
a cordas abertas nos levaria as equacoes do Modelo Padrao, com todas as interagoes e diferen-
tes particulas! Vimos que nesse modelo também ocorre o fenomeno de T-Dualidade, em forma
de transformacgoes canonicas, mapeando correntes de Noether em correntes topoldgicas.As trans-
formagoes de T-Dualidade entao, dada uma solucao conhecida das equagoes estendidas de Einstein,
nos geram outra solugao distintas- em escala diferente, uma vez que mapeia R +— 1/R. Tudo isso
obtido de principios gerais de simetria, sem a necessidade de postulados! Isso justifica o porque de
teorias de cordas serem fortes candidatas a teorias de unificagao.

Vimos no capitulo 6 que o estudo de T-Dualidade abeliana e sua extensao para dimensoes
abertas sao importantes, pois sao uteis em diversas areas de pesquisa. Finalizamos esse texto
propondo um problema de pesquisa novo que faz uso dessas ferramentas.

O problema é: investigar a possibilidade da deducdo das simetrias de inversao do fator de escala
(SFD, Scale Factor Duality) nas teorias gravitacionais assintoticamente AdS.

Esse tipo de simetria foi abordado na literatura de diferentes formas. Uma implementacao
vem da observacao de Veneziano[27]de que a SFD é uma simetria da agao efetiva dilaténica para
espacos dinamicos dependentes do tempo, o que levou ao cenario pré-big-bang da teoria de cordas.
Uma transformacao nao-equivalente que relaciona solugoes no chamado quadro de FEinstein foi
apresentada em [28] e usada para a construgao de uma classe diferente de modelos pré-big-bang
em[29]. No quadro de Einstein, a agao efetiva é a acdo de Einstein-Hilbert, obtida por uma
transformagao de Weyl que coloca o dilaton como um campo canoénico. Recentemente, em [30],
esta dualidade foi implementada para relacionar limites singulares de soluc¢oes do tipo parede de
dominio dilatonica a geometrias assintoticamente AdS.

O que pretendemos abordar, como uma continuacao do trabalho feito nessa dissertagao, é o pro-
blema de deduzir essas transformacoes de SFD diretamente de algum modelo sigma generalizado,
via transformacgoes de T-Dualidade, utilizando a extensao do método para dimensoes abertas. De-
duzir essas simetrias explicitamente pode revelar aspectos formais que de outra forma sao dificeis
de perceber, com o potencial de, além de aprofundar nossa compreensao dos casos ja estudados,
abrir novos caminhos para a investigacao de novos problemas.
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A Teorema de Noether

E conveniente ter o teorema de Noether enunciado aqui pois as férmulas para carga e corrente

conservadas foram usadas para obter (2.13)), (2.14) e (2.16).

Teorema de Noether. Para toda simetria diferencidvel da acdo, existe uma corrente e carga cor-

respondentes que sao conservadas. Ou seja, para toda transformagao

at — T ~ ot + At Axt = X#(T)g(r)
Do — D, = Do + Aoy , Ao = \Ijg)?f(r)

tal que AS =0, 30" ¢ ICMtais que 00 =0 e C( ) = =0, onde

r) _ oL (r) v(r r
6r0) = — P [\pa — b = Ly

C«(r) — f@(}(r)ddflx
B Alguns calculos
B.1 Modos zero da corda fechada

Da condigao ([2.1) da corda fechada, segue que

X (u+2m) + X5 (v —27m) = X} (u) + Xi (v)
= X} (u+2m) — X} (u) = Xp (v) — Xi (v —2m)
substituindo ([2.26]) nessa relacao, obtemos
an = ol

Substituindo (2.24]) em (2.14) e calculando a integral, obtemos

/

(0%
ay =1/ 51"

B.2 Relacao entre osciladores e modos de Virasoro

Sem especificar o calibre, os vinculos sao
(0:X)* =0
onde 0L X" = (0, £ 0,) X*. Da solugao ([2.29)) segue

O XH = _p + \/720/1 —in(tT—0) _ \/gzage—inh’—a)

nez

substituindo no vinculo, obtemos

2 o i(m
(O-X)" = 5 Xpez m( ap), e )
- %Z/ m,ne ok, (- m)ue (r=o)

= o; Z L efmr o)

(A.1)

(A.2)

(B.1)

(B.2)

(B.4)

(B.5)



onde

1
L, = 5 Z ol (Qn-m),

meZ
¢ o coeficiente da expansao dos vinculos em série de Fourier. Analogamente

= %/Z Ene—in(T—a) n == Z a# a'n m

nez mEZ

Para obter a relagao (3.9)) devemos ir para o Calibre do Cone de Luz:
. 2 ) . ) 2
(0.X)% = (X + X’) —9 (X+ + X’+> (X— + X’—> - (Xf + X’I) ~0
e (B7) segue que X't =0 e X+ = o/p*, portanto

(X* + X’*) -

. 2
ST (XI:EX/I>
a’p

A solucao ([2.29) para coordenadas transversais é

X' (r,0) =l + \/_a07+2\/72

—inT

I zna_l_a e zna)

o que implica

<XI X’I> = 40/ Z (% Zap : En_p> e~ ) — 4q/ Zzne_i"(7+")

nez peEZ ne”z

onde usamos a defini¢ao (3.10). Analogamente

. 2 1
<XI _X/I> :40_//2 (520'/]3 'an—p> —in(T—0) — 4o/ ZL e—mr a)
nez peEZ ne”z
De ([2.29) obtemos
X~ (r,0) =xy +\/_oco7'—|—ul Z Z"U—F@,_Le_m")

por derivagao direta obtemos as relagoes

XX = VS e
N SR

comparando com as relagoes anteriores obtemos

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

Note que os modos de Virasoro nao sao iguais no caso geral e no calibre do cone de luz. No
ultimo, o produto interno dos osciladores é apenas sobre as dimensoes transversais I = 2, ..., D
enquanto que no primeiro, o produto interno é sobre y = 0, ..., D. Essa distingao ¢ irrelevante para
os propositos desse texto, nao havera confusao, portanto nao nos preocupamos em usar notagao
diferente para ambos. No final, o que interessa mesmo desses modos/operadores é sua dlgebra e sua
atuagao no vacuo apos a quantizagao.o segundo termo se anula devido a condicao de periodicidade

da corda fechada.
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B.3 EPOs (£.101) e (£.102)

Essas EPOs sao calculadas utilizando o Teorema de Wick.

T(2)0X (w) =:0X (2)0X (2) :/ 0X (w) = —= 1 0X (2) 0X (2) 0X (w) : —20X (2) (0X (2) 0X (w)) +

=—20X (2) <—a— ! ) + termos nao singulares

2 (z—w)
— (‘Z)_(( )) + termos nao singulares
DX () +02X (W) (z—w)+. G0 si
_ ( X (w)+ (z)ifd)); )+ ) + termos nao singulares

0X (w) 02X (w)

- (z—w)2 z—w

+ termos nao singulares

B (B.17)
o que implica que 90X (z) é um campo primario de peso conforme (h, h) = (1,0). Calculando a
EPO entre : e*X : ¢ 0X:

X (2) : ehX@) =% (li 0X (2) : X™(w) :

oo ik n— o
=5 (;jl), X (w) s (—E )+ (B.18)
ik :etkX (@)
2 Z—Ww
T(z): @ = L 9X (2)9X (2) 1 X = — L 9X (2) X (2) : Y00 0 X (w) -

(B.19)
substituindo (4.97))
T(2):e®XE@) =ik L Z;?fl((n o 0X (2) X" (w) :
_ o _(ik)? anz . X 2(w).+
4 Z w 2 n=2 n 2)' . P
ik DX (z)ethX (@), o'k e ikX(uQ):
Z—Ww 4 (z—w)
1.2 . ik X (w). L (0X (W) 482X (w)(z—w)+... ) ek X (@), (B2O)
gt ORIt
k2 etk X (). :0X (w sz(w):
= T zZ—W 2 k z—Ww
o' k2 .eikX(w) esz(u)

_ : Ow
= =7 —+

=) + termos nao singulares

portanto : e*X(2) : ¢ primério com peso conforme (h,ﬁ) = (M 0),

L (OX (2) DX (W) : OX (2) 0X (w) -

_1§z7w)4 of (zfu.z)2

+ iT(Z) + termos nao singulares

(B.21)
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B.4 Anomalia de Weyl
Mostraremos aqui que, diferente de (4.47)), apds a quantizagao vale

(T 4) = —%R (B.22)

esse resultado é chamado anomalia de Weyl.
Equagao (4.51)) e a equacao de conservagao que obtemos em (4.53)) sao validas no caso classico.
Sem assumir 7T,z = 0, a conservacao de energia, em coordenadas complexas, é

(0T.z + OT...) + (9T.z + 0T%z) = 0

= = B.2
(+0Tz + OT..) + (=0T — 0T=) = 0 (B.23)
somando a primeira com a segunda equacao, obtemos
0T,z = —0T.. (B.24)

usando essa relagao, teremos a EPO

[ T (2,2) Tus (w,@)] = 8.1z (2, 2) 00 Tiw (w, @) = 0T, (2, 2) 0T (w, @)
B:05(Tx (2,%) Toww (@, 8)] = B0z | Lz + . | (B.25)

substituindo o resultado

Twﬁ = %‘ﬁw (agawz i w) = gagaﬁwa (2 —w,z—w) (B.26)
em (B.25)) obtemos
0,0, [Tz (2,7) Tow (w,@)] = %agaﬁwa (2 - w7 ) (B.27)
o que implica a EPO
T (2,%) Tow (w0, @) = %aﬁﬁs (: - w7 ) (B.28)
que em coordenadas cartesianas fica
T ()T 4 (o) = —%”625 (0 — o) (B.29)

Assumindo (T _) = 0 no espago plano, vejamos como fica essa relacao perto do espago plano,
ou seja, ao variarmos a métrica §gqg.

ST ) =35 / Doe5T" / Do <TO‘ (o) / o’ \JG597Ty, <a')) (B.30)
Restringindo a variagao a transformagoes de Weyl, entao dgas = 2wdas € dg*° = —2w*?
o _ 1 -5 o 2 1 n B /
(T ) = In Doe T (o) [ dd'w(a)T” 4(0) (B.31)
T

substituindo (B.29) obtemos
ST ) = -0*w (B.32)



(B.33)

o que implica
&
T )=——R
< OL> 12
Para mais detalhes, veja a dedugao na se¢ao 4.4.2 em [15] e o apéndice 5.A de [3]
Se em(B.23)) subtrairmos a segunda equacao da primeira, obtemos
Tz = —0Ts (B.34)
fazendo célculos anédlogos, obteriamos
(T y=—SR (B.35)
D) '
Portanto, para que a teoria seja consistente, deve ser ¢ = ¢.
B.5 Derivada temporal total da Fungao Geratriz
dFF O0F 0o OF
—_— =4 — B.36
dr 0o 0r Ot ( )
devido a invariancia por reparametrizacoes, podemos tomar g—: =0
A — [ ok (00— 00) + [ do’s (00 — 00)
" ? ? N (B.37)

= [doK (60— 50) + [ do'’s (86— 06)

C Cddigo utilizado no calculo de

Obtivemos [5.90] com o auxilio do software Wolfram Mathematica, versdo 12. Segue abaixo os

c6digod™}
Definindo a Lagrangeana

L=3A0+0) (0+0) (0= ¢)+34(0 =) (0-0) (7' +¢) + 22— bo) (- 0) (@' +) +
LA (b +g2) (0 +0) (& = 2') + 3A (912 = biz) (5 = ¢) (27 +8) + 3A (bio + gua) (' + ) (& — @)

+1Ago (9 - 0’) <9’ + 9) + 24011 (o — @) (¢ + @) + L Agos (& — ') (2 + 1) ;
(C.1)

Definindo os momentos conjugados, os quais foram calculados a mao:

Iy = % = —AByy' — ABp' + AGoyf + AGo1¢ + AGoai;
M, = % = ~ABy# — ABusa' + AGui + AG1¢ + AG1i: (€2)
[, = %% = ABupt' + ABisg + AGeal + AGra$ + AGasi;
resolvendo para 0 e %
(C.3)

I

Solve H% = —biy' — bo’ + gof) + g1 + go, % = 010’ — biot’ + 9160 + gnp + g1at,
Do — bt + brog’ + 920 + g12 + gaatt, {97 @, IH ;

470 output dos comandos serd omitido, pois tomaria muito espaco.
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para poupar espaco, vamos nos referir ao output depor {9 (ITy, 11, IL,) , & (I1p, 1L, I1,,) , @ (I1g, 11, I1,) }

Fazendo aparecer 011, + oIl + xII, na Lagrangeana para facilitar o calculo da Hamiltoniana:

{¢, L0} = PolynomialReduce [L, {gb (—Ab19’ — Abpa’ + Ag,0 + Agy ¢ + Agu.ib) +;
0 <—Ab1<p’ — Abg’ + Agyf + Ag,g + Ag29‘c> n (C.4)
T <Ab26, + Ab1290/ + AgQG + AngSb + AgQQx) ) {97 9b7 0/7 @l}] )

subtraindo 011y + @I, + zII, do output obtemos a Hamiltoniana. Eliminando 0, Yez,

H=10//. {e’ — 0/(Ip, T, L) , ¢ — ¢ (T, 1, IL,) , & — (HQ,H@,Hx)} : (C.5)
Efetuando a transformacao canonica para obter a Hamiltoniana dual
T a' ol ﬁ9 ~1 ﬁ@
H=H1//. {1y - —A¢,0 —>—I,H¢—>—Agp,g0 o (C.6)

Agora fazemos a transformada de Legendre inversa para obter a Lagrangeana dual. Para isso,

precisamos de 6, ¢ e © em termos dos momentos, os quais sao obtidos das equacoes de Hamilton,

o

ang
0H .

% (C.7)
0H .

Ol

8- Qe
||

novamente denotando o output de cada uma dessas derivagoes como 0 (ﬁg, ﬁ@, Hx) ) (ﬁg, ﬁw, Hx>

exr (ﬁg, 11, HI>, respectivamente. Invertendo

Solve [{ (Hg, ,Hx> S==¢ (ﬁg, i, Hx> g (ﬁg, i, Hx) } , {ﬁg, i, HxH :

(C.8)

obtemos ﬁg (9, gE,x'), IL, <§, 3, x) e Il, <§, b, a:) Substituindo na Lagrangeana
LL = 0Ily + $I1, + &1L, — H; (C.9)
L=tr// Ty =Ty (0,6,4) T, > 0, (6,6,4) T, = T (0.6,2) | (C.10)
Nos resta reorganizar os termos da Lagrangeana dual para ver quem sao os coeficientes de

background transformados. Fazemos isso termo a termo com PolynomialReduce dividindo a la-
grangeana pelas combinagoes dos campos:

{Eoo, r00} = PolynomialReduce [E, { (9 + é’) (5 - 6’~'>} , {5, 9’}] : (C.11)
que retorna o coeficiente Eop = (G140, € 700 é o resto. Repetindo o procedimento

{Eo1,701} = PolynomialReduce [7"00, { (é + é’) (95 - 95/)} , {é, 0,5, @’H : (C.12)
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que retorna Em = (E71),, e r0l. Repetindo o mesmo procedimento para as combinagoes de
campos que aparecem na lagrangeana original (porém agora com “~”) obtemos [5.90]
Verificamos que a derivada temporal da funcao geratriz aparece, apGs extrairmos todos os
coeficientes Ey,y, fazendo
dF

{¢DF,rDF} = PolynomialReduce {7"22, {8 d—} {5, 5 ; é’,gﬁ',G,gp,é,g&,@',gp’}} ; (C.13)
T

e constatando que cDF =1erDF = 0.

D Calculo completo da dimensao do espaco auxiliar

Aqui seguimos o raciocinio em [31]. Outras dedugdes em geral exigem o Teorema No Ghost e
uma analise mais completa do espaco de estados da teoria. A deducao que apresentaremos exige
apenas a manipulacao de comutadores.

Em teoria quantica queremos realizar uma representacao unitaria do grupo de Poincaré e por-
tanto, impomos que os geradores de Lorentz sejam hermitianos

(M) = M (D.1)

além disso, os geradores de Lorentz devem ser normal ordenados para que sua agao no vacuo seja
bem definida.

Comecamos com a forma explicita normal ordenada de M ~!

[e.o]

1 1 1
M- = 3 (zop™ +p xg) — zgp' —i Z - (ol a, —aZ,a",) ZZ il —a_,a’,) (D.2)
(. l?c 1\ n=1 —_— n=1 — P
SI— EI,
calculando primeiro o comutador dos /=, obtemos
(=17 ] = L ', 27| = P e [p', 2] 4L [z7,p7] 6" =0 (D.3)
3 4 ? p 4p+ ? 2 9
calculando a soma dos comutadores de [/~ e ST~
[ll_’ SJ_}_{— [SI_’ lj_} - _2% Z Oé*” n + Z O, — CY—ncy—n) p+ ( —n®n a—na—n) pJ}
n*l
(D.A)
onde o o)l = ol 20 —al o’ . Para calcular o comutador mais complicado [S'~, 57~ primeiro

calculamos (m > 0)

2
5] =300 |~y el o fo o] = o] o S

p+
A
(D.5)
Usando (3.9) e (3.28)) obtemos
2 — 2 1 D-2
[a;,a,ﬂ = —M()f +4\/—=—=——m (m2 — 1) Omtn,0 (D.6)

of pt TVl (ph)? 12
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A constante que aparece devido & ordenacao normal afeta o operador «;, como

_ _ 21
a, — a, — ”Jpjaén’o (D.7)

onde a = D2 42, consequentemente, a ordenagao normal implica
2 (m—n) _ 2 1 D -2 D -2
A e ( PR T m) omene (D)
portanto
[2 1 1
[SI_,Q;I] =—i e HZ::I - (—oz£1 W0 ol (n—m)a, ., + (n+m)a,_,al —na na£+m)—if7(;n)a
(D.9)
que implica
SI_7 Q| = —1 l’l ZZO— Oé{na;’b n Oéfnfna; + Oé;lané{l - a—na{L m
|: } o pt =1 + ; . + (DlO)

s 2 1 N0 m (T - I : I
AV nln(a am+n—am_nan)—z7am

os termos da primeira linha podem ser parcialmente cancelados via uma mudanca de indices de
soma e obtemos

(S an] = =iy B S0 | — a0
A B
- - f(m)

Uma vez que

m 0 m—1
Za;_nafl = Z agal = a,al (D.12)
n=1 k=m—1 n=0
VeIos
m m—1 m—1
Z Ay Oé;z—naffl) - Z ai@—na; + Z a;afn—n = O[O_a'rlz - aéa; + Z [(X,;, a{n—n]
n=1 n=1 n=0 n=1
(D.13)
usando 3.7 (m —n) = im(m — 1) obtemos
[Sli O‘;J - i\/7p+ (a(l)a Gy ) +i a’ p+ Zn 1Ln (O‘I Vg — ar_n*na{z) (D.14)
. m(m—1 f(m )
H( i En)>0‘m
Analogamente, para m > 0
51 0] =iy (070 ol 0q) /3 T3 o~ 0md)
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Calculando agora [ST~,a’, ]

—m

I— J 1 _ .o 1 I - - I —c1J
[S ,Oéfm] =—iy ~-|al, [an,afm] — [Oz_n,afm] ay — 0" 0 _mo D16
~—_———
=0, I#J ( ’ )
m (I T J I
p+ Z 1 (Oé n®n—m — afnfma/n)
Analogamente, calculando o comutador [S7~, o,
(o)
21 m
- J1 _ I J J I
(S o] =i —— E — (a1 — ap_pa) (D.17)
o'p n
n=1
Substituindo tudo no comutador [Sl -, 57-
I- qJ-1 _ /21 Ny 1 J =T J I — I =7 I.J
[S1=,877] = J—Zn 2 (=adagal + ol oday + ol og ol — aZ,0da))
_ f(n) [ Jl
=t <a'(p+ b - Q-nn (D.18)
2 1 oo J I - I I J J I\ . —
+ o pT Z n=1n (a ( aern - amfnan) - (a—nan m a—m—nan) Oy
I - I\ o J I J J I
+ (a—nan m Ozfnfman) Aoy — o -m (a—nam—i—n - am—nan))
Analisando primeiro as duas ultima linhas
NIJ ]2 1 oo 1 J I - I J J I -
(l) o o pt Zm,n:l n | Xem@nQpgn, = | Xy, — Oy Oy | Qi
—— ——
A A (D.19)
I - J J o= - I.J I J I
+a—nan—mam O OOy — Oy A Qg — Oy | O Oy gy — Oy Oy
—_——
B B

Mudando indices de soma os termos A sdo parcialmente cancelados, o mesmo vale para os
termos B. Obtemos entao

(i)]J = %p% Zzozl (_ Zfrj 1 _ainan m m m T Zm 1= Oé;”]n—na{L)
+ \/ %p% Zi,n:l % ( im narlzam + a—nan mar{z - aima;lfna{z - a:mal—na;’{z—kn)

vé-se que na segunda linha, o primeiro e dltimo termos nao sao normal ordenados. Vamos
reescrever a primeira soma de forma normal ordenada

Z;j,nzl %aimfn@{za;l = Zmn 1n fm n man + Zmn 1n fm n [alu Oé_]
- Zmn 1n fm naman + \/ o p+ Zmn 1 a{m narILer (D21)
= Em n=1n —m naman + \/ Zk 2 ( ) a{kaé

onde na ultima soma substituimos £k = m + n e entao somamos sobre m,n com a condicao de
que m + n = k mantenha-se fixo; isso resultou em um fator £ — 1. Analogamente, estabelecemos
ordenacao normal na segunda soma

(D.20)

1 _ 1 [2 1 &
Z Ea—mal naiﬁ-n = Z ﬁal a—ma;{l—l-n ___;,_ Z - 1 kak <D22>
m,n=1 m,n=1 k=2
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Assim, (i)’ toma a forma

NI [2 1 xteo (L xmoo 1T o I
(Z> - o pt Zn:l ( Zm 1 na—nan m%m m T Zm 1n Oy Oy nO_/n)
2 1 o0 1 J — J J — 1 1 -
+ \/ o p¥ Zm,n:l n | Q—m— naman + @ —nOnem O — O Oy Oy — QX Dy
A ~ A ~~ >y A ~~ ~~
A B [ | A B
2 00 I J
o (pt)? Len=1 (n—1)az,an

(D.23)

novamente, apdés mudanca de indices, vemos que os termos A e B se cancelam parcialmente, e

obtemos
NLJ 2 1 o0 n 1 1 J J 1
(Z) - o pt anl m=1n (—Oé nOp Oty + Oy Oty nan)
2 1 oo n—1 1 J J
+ o pT Zn:l m=0 n (_am—n& CY + a—naman m
2 oo I J
o (p+)? Zn:l (n - 1) O_pQn
que implica
NJ 2 1 00 n 1 I J - - J I 1 - J
<Z) - o pt anl m=1n (_O‘—n% Q,, +a_, a0, + a0 an)
n—1 n m
2 o - I g2 oo )
T et > TSk Do (n—=1)aZ,an
m=1
n—1

Portanto, o comutador [S] -, 57 _], agora normal ordenado, é

I- gJ-] _ T S J
[S1=,877] = p-‘anln( ol jagal + ol ola, + ol gl —aZ,odal

I J J T J o=l I J
—o aoa +a_,apa, —al, an o, +al o an)

fm\ L7

— e 1< r(n—1)— 57 ) a0

'(pt)?
O ultimo passo consiste em comutar o fato o, na esquerda

51-,5] = g3 S, ol
+p+ Zn 1n [(Oz{noai a_p« )p - (O‘]—na; o O‘:n&i) pJ}
— Y1 <afé,z)2 - fv(ﬁ)) O‘[—Ina"]

Finalmente, agora podemos substituir tudo em [M'~, M7~]

] = 2 (= Bay ) 0 dallai

bt o (B2 = 2 m+ & [2a = 22]) ol il + (0 > 0

o primeiro termo ¢ nulo devido a (2.28)). Igualando a zero obtemos finalmente D = 26.

E Método de Feddeev-Popov e Fantasmas

(D.24)

(D.25)

(D.26)

(D.27)

(D.28)

Nesta se¢ao estdo, em mais detalhes, os calculos relacionados a fantasmas da sec¢ao [4.2.3]
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Queremos deduzir qual o Jacobiano que aparece na integral de caminho

Z D DX SPolyakov[X)g] El
Val / gDXe (E.1)
ao fazermos uma reparametrizagdo composta de uma transformacgao de Weyl
) 007 do?
N
gaﬁ gaﬁ - ao_,a 60_69’}/5 (E2>

onde ¢ denota uma composicao arbitraria de reparametrizacao e Weyl. Essa derivacao é conhecida
como Método de Feddeev-Popov. Aqui seguiremos a deducao como apresentada em [15].

Escolhendo a transformacgao ¢ convenientemente, podemos deixar a métrica da forma que quiser-
mos. Denotaremos uma escolha particular da métrica como g. Esta escolha de métrica representa
nossa escolha de calibre especifico.

Ao integrar sobre todas as configuragoes que correspondem a diferentes transformacoes ¢, em
algum momento uma dessas vai coincidir com nossa escolha particular que levou a g. Portanto a
escolha explicita do calibre dentro da integral pode ser substituida pela inclusao de

/ng (9—29°) (E.3)

multiplicada pelo Jacobiano App da transformacgao, chamado determinante de Feddeev-Popov.
Note ainda que,

Arr (9) / D5 (g — i) = 1 (E.4)

de fato, assim como toda funcao delta de Dirac, a integral sobre todos os valores possiveis é 1, porém
o determinante aparece pois cada transformacao ¢ corresponde a uma mudanca de coordenadas.
Assim,
Z[9] = ﬁ fDCDQDXAFP (9)6 (g — g() e~ SPolyakov[X,9]
— 5 [ DCDX App () e ot [X°] (E.5)
— ﬁ [ DCDX Arpp (QC) e~ SPotyakov[X,d]

a ultima linha resulta da acao ser invariante quanto a transformacoes (. Para efetuarmos a integral
em ( precisamos mostrar que Agp é invariante sob transformagoes (.

[2rp ()] = [ DO (g ~5)

Lrrlo) [ DG (9~ 5) =1— = [D¢s (g-57) (5.6
= [D¢5(g—3")  =1Drp (9]
Teremos entao
Z[j] = o /DCDXAFP( )e —SPolyakov[X:4] (E.7)

Nada no integrando depende da transformacao (. Lembrando que os estados correspondentes a
transformacoes ¢ sao nao fisicos, e lembrando que a divisao por “Vol” estd 14 justamente para
cancelar a contribuicao desses estados, podemos cancelar entao a integral nas transformacoes ¢
com o denominador “Vol”. Ao fixar o calibre, a funcao de particao é portanto

/DXAFP ( ) SPolyakov [X g] (ES)
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onde leva-se em conta apenas os estados fisicamente distintos.
Nos resta agora determinar a forma explicita de App. Partindo de

Brp @) = / D (g — §) (£9)

para uma reparametrizagdo 6c® = v (o) e uma transformagao de Weyl, de (E.2), a variagao
infinitesimal na métrica é
5,@(16 = 2w§a5 + Vavg + nga (ElO)

portanto

App ()] = / DuDus (2w + Vs + Vava) (B.11)

escrevendo o funcional de Dirac explicitamente
[App ()] = / DwDvDf exp (2m' / d*\/§8% [20Gap + Vavs + vﬁva]) (E.12)

onde %’ é um tensor simétrico na worldsheet. A integral em w nao tem nenhuma derivada no
integrando, portanto atua como um multiplicador de Lagrange, impondo 3%%g,s = 0 o que implica
que B8 tem traco nulo. Teremos entdo

[App (9] = [ DvDBexp (27 [ d*o+/§5°° [Vavs + Vva]) (E.13)
= [DvDBexp (4ni [ d*o+/GB*V qv5) |

invertemos essa expressao para obter App (§). Fazemos isso substituindo varidveis de integragao,
Bap € v, que comutam por campos b,z e c*que anti-comutam.

Arp (@) = [ DbDeexp (4ri [ dPor/Gh*Vcy) (E.14)
= f DbDcexp [iS fantasma] |

com b e ¢ renormalizados de modo que

1
Sfantasma [b, C, g] - % / dzU\/Eba'BVa65 (E15>

voltando ao espaco euclidiano, o fator i some e a fungao de particao fica

Z [g] = /DXDbDC exp [_SPolyak:ov [Xv g] - Sfantasma [b, C, g]] <E16)

A acao fantasma fica muito mais simples se escolhermos o calibre conforme de modo que .3 =
e*?0,5, 0 determinante é v/g = e*. Indo para coordenadas complexas:

1 _
d’o = Sd- V? = ¢*Vz =2e*V; (E.17)

obtemos .
Sfantasma - 2 /dQZ (bzzvzcz + bﬁvzcg) <E18>
T

por céalculo direto vé-se que o simbolo de Christoffel se anula, portanto as derivadas covariantes
sao derivadas comuns. Assim,

1 — _
Sfantasma - % / dZZ (bzzacz + b%acz) (Elg)
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Utilizando a notagao (4.130]), teremos

1 _ _
S tantasma = 7 / d*z (b@c + bE)E) (E.20)
Fazendo célculos tediosos obtemos
0b=0b=0c=0c=0 (E.21)
Ty = 2(dc) b+ cob Ty =2 (0¢) b+ cdb T, =0 (E.22)

Para deduzir as EPOs seguimos raciocinio analogo ao da secao |4.2.2 Comegamos usando o fato
de que a integral de caminho de uma derivada funcional é zero, para deduzir

0= beDcab( ) [e=Srantasmap (w)] = [ DbDee™Srantasme [~ L (2) b (w) 4 0 (2 — w)] (5.23)
= (9c(2) b(w)) =210 (2 — w)
usando a identidade 276 (2 — w) = 0 (1), obtemos
(e()b(w)) = — (.24)
c(2)b(w)) = ——— :
Analogamente,
0= 50‘52) [e=Srantasmac (w)] = [ DbDee™Sfanasme [~ L (2) ¢ (w) + 6 (2 — w)] (E.25)
= (0c(2)b(w)) =276 (2 — w) '
integrando,
1
b = E.26
bz)ew)) = ——— (E.26)
O tensor energia momento, na teoria quantica, é
Tr(z) =2:0c(2)b(2): +:c(2)0b(z) : (E.27)
usando o teorema de Wick, é facil mostrar que
Tr (2)b(w) = 2(:(? 7 + (%(w) + termos nao singulares 98
Ty (2)c(w) = —(Z(j)z + ( ) + termos nao singulares (E:28)
b e ¢ sao operadores priméarios com pesos conformes h = 2 e h = —1, respectivamente. Agora
podemos calcular a EPO de T (2) Ty (w)
Tr(2)Tf(w) =4:0c(2)b(z)::0c(w)b(w):+2:0c(2)b(z) :: ¢(w)b(w) : (F.29)
+2:¢(2)0b(2) :: dc(w)b(w): +:c(2)0b(2) = c(w) b (w) : '
usando o teorema de Wick mais (E.24) e (E.26), é facil ver que
—1 2T T
Ty (2) Ty (w) = 3 .= (w)2 + 0 _(w) + termos nao singulares (E.30)
(z—w) (2- w) Zow
Sabemos que o termo que multiplica —— é <. Segue portanto que c; = —26.

(z=w)
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F Funcgao de Particao como Funcional Gerador de Funcoes de Cor-
relacao

Esse resultado nada mais é que uma generalizagao para teorias de campos do mesmo resultado
em teoria de probabilidades:

A uma varidvel aleatéria ¢ podemos associar uma distribui¢ao de probabilidade P (¢), de modo
que o valor esperado de uma fungao A (¢) é

onde assumimos a normalizagao
[ Piordo—1 (F2)
Considerando a funcao de partigao

Z(J) = / P(¢) e dg (F.3)

Dessa defini¢ao, segue que o n-ésimo momento da distribui¢ao de probabilidade P (¢) é

oz (J
= (¢") = /P(¢) ¢"d¢ = i ) (F.4)
aJm |,
e portanto, ao expandir Z (J) em série de Taylor em torno de J = 0, obtemos
-Y 5 [ P@eao =, (F.5)
n=0 n=0

Assim, Z (J) age como gerador da sequéncia de infinitos momentos g, = (¢™) da distribuigao de
probabilidades P (¢).

Supondo agora que estamos lidando com um campo quantico X em D = 26 dimensoes. A
funcao de particao sob o efeito da fonte externa J é

— / DX exp{—S[X] - / d%xJ(x“)X(:c“)} (F.6)

a fungao de partigdo sem a influéncia da fonte J é Z[J = 0]. Aqui, o anélogo da distribuigao de
probabilidades P (¢) é o fator e™5X], Segundo 1}

(Q)0;...0,| ), / Doe 0O, ... 0, (F.7)

Expandindo Z [J] em série de Taylor, obtemos

:i%/dwl/d@ /dxn{/DXe S0, ( )..Ol(xﬁ)}J(xf)...J(xﬁ) (F.8)

n=0

onde

57
/ DXe=SNO, () ... Oy (a?) =

§J (2f)...6J (xh) (£-9)

J=0
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Comparando com ([F.7)), obtemos finalmente

1 7z
Z[0] 67 (%) .. .07 ()| ,_,

= (Q2[01 (27) ... O (2})[ ) (F.10)

entao, de fato, Z [J] é o funcional gerador das fungoes de correlagoes da teoria sob o efeito da fonte
externa J.

G Espacos de Simetria Maxima - Dois Exemplos

Seja uma variedade diferencidvel My com métrica g, (z), =z € M, Uma simetria é uma
transformacao 7 : My — My que nao altera a geometria. Em geral, isso significa que

Tguu (I) = g;;,y ("L‘/> = Guw (J:) (Gl)

ou seja, transformacoes que nao alteram a geometria de M, sao, em geral, simetrias da métrica,
as quais chamamos de Isometrias.

Uma ferramenta 1til para caracterizar simetrias em espagos curvos sao vetores de Killing. Esses
vetores generalizam a nocao de “grandeza conservada no tempo” para “grandeza conservada ao
longo de uma tragetdria geodésica”. A cada vetor de Killing estd associada uma simetria continua
da métrica de My em correspondéncia bijetiva. Sao definidos da seguinte forma: K* é um vetor
de Killing se satisfaz

VK, =0 (G.2)

e isso implica na conservacao

PV, (K,p”) =0 (G.3)

onde p* é o momento associado a simetria correspondente ao vetor de Killing K*. E possivel
mostrar que esses vetores, de certa forma, descrevem a geometria do espago, nos dizem que a
geometria nao muda ao longo de sua direcao

KV, \RY =0 (G.4)

Dizemos que My tem simetria maxima se o nimero de isometrias na métrica é o mesmo que o
de um espaco euclidiano F; de mesma dimensao. Ou seja, dizemos que um espaco de dimensao d
tem simetria méxima se possui d(d + 1)/2 vetores de Killing linearmente independentes.

E f4cil ver porque espagos de simetria maxima sao interessantes, basta notar que sua curvatura é
invariante sob rotacoes e translacoes, sao portanto homogéneos e isotropicos, logo sua importancia
em Cosmologia e Gravitagao. Outra caracteristica interessante desses espacos é que neles o tensor
de curvatura de Riemann se torna muito simpleq™}

@ R
Rpo,ul/ - m [gp,ugol/ - gpuga,u] (G5>

essa condicao é necessaria e suficiente para que um espaco tenha simetria maxima. Esse é um dos
motivos pelos quais, dentre as solucoes das equacoes de Einstein, é conveniente trabalharmos com
solugoes que correspondem a espacos de simetria maxima.

Vejamos alguns exemplos.

18Veja segao 3.9 de [32].
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G.1 Esfera

A métrica da esfera S; pode ser obtida da seguinte forma: considere uma esfera d dimensional
imersa em um espaco euclidiano d + 1 dimensional, a equagao que a define é

X0+ Xt 4 X XI=12 (G.6)
o elemento de distancia nesse espaco é
ds® = (dX°)* + (aX')* + ...+ (dx+1)" + (ax?)’ (G.7)
usando para eliminar a coordenada X? obtemos a métrica induzida

(X0dX° + X'dX! + ...+ X ldxe )
[2— X0 — X1 — . — X1

ds® = (dX°)? + (aX)* + ...+ (dx¥1)* + (G.8)

Para provarmos que esse se trata de um espago com simetria maxima basta analisarmos o grupo
de simetrias da métrica. E evidente de que o grupo de simetria é SO (d + 1), portanto tem
d(d + 1)/2 simetrias, logo é um espago de simetria maxima.

O tensor de curvatura é facilmente calculado se fizermos uso do fato de espagos de simetria
maxima serem homogéneos e isotréopicos. Podemos calcular a métrica apenas numa vizinhanca
infinitesimal de um ponto qualquer e usa-la para calcular Rgfl,)m, o resultado deve valer para todo
o espaco. Para a esfera vale

1
R%)W = ﬁ [gpugau - gpuga,u] (GQ)

Esse procedimento de obtencao de métrica induzida pode ser generalizado. Considere um espagco
Ggy1 com assinatura Euclidiana ou Minkowskiana, uma superficie pode ser definida nele pela
equacao

X0 1 d-1 , x4 _ L?
H+X +...+ X +k_d_k (G.lO)
2 0)2 12 d—1)2 d\?
ds? = ko (dX°)" + (dX1)" + ...+ (dX9™1)" + kq (dX9)
assim, dependendo dos valores das constantes kg, k; e k obteremos superficies diferentes em espacos
com assinaturas diferentes. ky = 1 corresponde a assinatura Euclidiana, kg = —1 a assinatura
Minkowskiana.

G.2 Anti-de Sitter
A métrica de AdS, é obtida de (G.10) com kg = kg =k — 1,

— X0+ X4 4 Xl o xd=_]2

ds® = ko (dX°)° + (dX")* + ...+ (dX1)* — (dXx?)” (G.11)

Seu grupo de simetria é SO (d — 1,2) portanto tem d(d 4 1)/2 simetrias, logo é um espago de
simetria maxima. Seu tensor de curvatura, Ricci e escalar de Ricci sao facilmente obtidos.

d

RI(JU)IW = _# [9pnGor — GpvGoul
R _ iy (G.12)
R@ — _%;1)

Esse é o espago de maior interesse nesse texto. Vejamos uma forma ttil de parametriza-lo.
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Coordenadas Globais
Sejam os parametros ¢ € R e p € R%.. Parametrizamos as coordenadas como
X% = Lcoshpsint
X? = Lw'sinhp
X4 = Lcoshpcost (G.13)
ds* =12 [— (cosh p)® dt? + dp? + (sinh p)? dQ%d_Z)

onde

Yo (W) =1 (G.14)
Coordenadas de Poincaré

Sejam os parametros t, z, 2° € R . Parametrizamos as coordenadas como

X0 = e [T e (14 (@) - )]

Xt = Le*zt
Xt =Les [1 —e* (1 — (2%)" + t2>] (G.15)
X4 = Le*t

ds? = L? [d% b ((alxi)2 - dt2>]
Essa parametrizacao cobre apenas metade de AdSy.
Fazendo a mudanca de varidaveis u = e~* > 0, obtemos a métrica
2

ds® = L [du2 + (dati)2 — dtﬂ (G.16)

u?
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