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Resumo

O Teorema de Pitagoras possui relevancia para a matematica, devido as iniimeras
aplicacoes em situagoes cotidianas e na contribuicao para formulagao de novos conceitos
matematicos. Esta pesquisa tem como objetivo realizar um estudo aprofundado sobre o
Teorema de Pitdgoras e suas contribuicoes na resolugao de problemas. Descreve-se um
pouco da histéria de Pitdgoras e seu Teorema, apresentam-se algumas demonstragoes
do Teorema, de sua reciproca e sua generalizacao. Procura-se também analisar diversas
aplicagoes do Teorema de Pitagoras em outras areas da matematica e na resolugao de
problemas diversos, destacando a sua presenca nas principais provas nacionais e concur-
sos realizados pelos alunos. Pretende-se ainda, com esta pesquisa, conscientizar os alunos
sobre a importancia deste Teorema e motiva-los a aprofundar seus conhecimentos ma-
tematicos, apresentando o Teorema e suas consequéncias em todo seu rigor, porém de

forma acessivel a alunos de ensino fundamental.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Demonstragao, Generalizacao, Resolucao de

Problemas.



Abstract

The Pythagorean Theorem has relevance for mathematics, due to the numerous
applications in everyday situations and the contribution to the formulation of new mathe-
matical concepts. This research aims to carry out an study on the Pythagorean theorem
and its contributions in solving problems. It is described a little of the history of Pytha-
goras and his theorem, some demonstrations of the theorem, of its reciprocal and its
generalization are presented. We also analyze several applications of the Pythagorean
theorem in other areas of mathematics and in solving various problems, highlighting their
presence in the main national tests and competitions carried out by the students. The
aim of this research is to make students aware of the importance of this theorem and
motivate them to deepen their mathematical knowledge, presenting the theorem and its

consequences in all its rigor, but in a way accessible to elementary school students.

Keywords: Pythagorean Theorem, Demonstration, Generalization, Problem Solving.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Justificativa

A matematica estda presente em uma variedade de situacoes da vida humana e o
acesso ao seu conhecimento deve ser oportunizado pela escola basica. A BNCC Ensino
Fundamental (Brasil, 2018, p. 265) relata que todos os alunos da educacao bésica preci-
sam do conhecimento matematico pelas diversas aplicacoes em suas vidas e por influenciar
a formacao de individuos criticos e conscientes. Além da contribuicao da matematica para
uma formagao cidada, Romanatto (2012, p. 310) destaca que o estudante precisa com-
preender que o conhecimento matematico oportuniza o desenvolvimento de habilidades
importantes como raciocinar, obter formas de se expressar e imaginar.

No ambito do ensino fundamental, o letramento matematico ganha importancia,
pois desde cedo auxilia o desenvolvimento de habilidades e competéncias que somente
a matematica proporciona. E neste processo que o estudante consegue reconhecer a
matematica no mundo onde vive e passa a utiliza-la para solucionar problemas de seu dia
a dia em contextos variados (BRASIL, 2018, p. 266). Portanto, uma boa formagao nos
anos pertinentes ao ensino fundamental é essencial para construcao cognitiva e responsavel
do aluno.

Para organizar o ensino e aprendizagem de matematica, os Parametros Curricula-
res Nacionais do Ensino Fundamental (PCN’s) dividem os conceitos pertinentes aos ciclos
do ensino fundamental em diferentes campos e a Geometria, responsavel pelo estudo do
espago e das formas, se destaca por sua clara representacdo do mundo (BRASIL, 1998,
p. 49). Segundo os PCN’s de Ensino Fundamental (Brasil, 1998, p. 51), os conceitos
geométricos sao parte relevante do curriculo, pois por meio deles, o aluno desenvolve
pensamentos especificos que lhe permitem entender, retratar e representar situagoes vi-
venciadas por ele. Lorenzato (1995, p. 5) reforca este discurso, dizendo que a geometria

exige um raciocinio diferenciado que nem a aritmética ou a algebra sao capazes de pro-
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porcionar. Ainda segundo este autor “sem estudar Geometria as pessoas nao desenvolvem
o pensar geométrico ou o raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente con-
seguirdo resolver as situagoes de vida que forem geometrizadas” (LORENZATO, 1995, p.
5)

E facil perceber a geometria presente ao nosso redor nas formas de objetos, em
elementos da natureza, nas trajetérias descritas por aves e insetos. Em outras situagoes
do cotidiano, onde a geometria esta presente, é preciso de algum conhecimento geométrico
para conseguir identificd-la como quando ampliamos ou reduzimos imagens (homotetia),
calculamos medidas diversas (drea, comprimento ou volume) ou quando nos referimos a
ruas paralelas ou perpendiculares (LORENZATO, 1995, p. 5). Sao tantos exemplos da
presenca frequente da geometria na vida humana que pensar na formacao matematica de
um aluno sem valorizar a importancia da geometria é inadmissivel. Clemente (2015, p.
2) ressalta que “o trabalho com as nogoes geométricas deve instigar os educandos a serem
observadores, a perceberem semelhancas e diferencas e a identificarem regularidades”.

Verifica-se que durante um longo periodo, o ensino de geometria em um contexto
mundial e, também no Brasil, foi negligenciado. Posto isto, Pavanello (1993) e Lorenzato
(1995), em suas pesquisas, procuraram entender, na década de 90, as causas para essa
tendéncia de abandono & geometria nas escolas brasileiras. Segundo Pavanello (1993, p.
7), ainda que o descaso com a geometria tenha ocorrido em todo o mundo, no Brasil, ela
ocorreu mais intensamente nas escolas publicas, pois com a Lei 5692/71 as escolas passa-
ram a ter liberdade na estruturacao de seus programas de ensino e, por muitos professores
nao se sentirem seguros em relagao a geometria, diversas escolas optaram por retira-la de
seu curriculo. Lorenzato (1995, p. 3) complementa, citando duas causas principais para
a omissao de seu ensino nas escolas: o conhecimento geométrico insuficiente de muitos
professores para a realizacao das praticas pedagdgicas que os leva a um dilema entre en-
sinar geometria sem conhecer ou nao ensinar, e o uso excessivo do livro didatico como
ferramenta de apoio para as aulas, que, por sua vez, apresentam a geometria distanciada
de aplicacoes praticas e da realidade do aluno. Além disso, geometria, em geral é apre-
sentada no final dos livros didéticos, o que aumenta a chance de nao ser trabalhada por
falta de tempo letivo.

Percebe-se ainda em Pavanello (1993) e Lorenzato (1995) que a preocupagao quanto
a situagao da geometria foi motivo de reflexao e preocupacao de muitos pesquisadores em
educacao matematica pelo mundo nos anos 90 e esforgos foram feitos para a mudanca
desta realidade, com capacitacao de professores e pesquisas de novas metodologias, bus-
cando melhoria na qualidade de ensino da matematica. Os PCN’s de Ensino Fundamental,
publicados em 1998, identificavam o abandono do ensino de geometria e procuravam res-

saltar a importancia de seu ensino e, principalmente, as habilidades que seu conhecimento
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proporcionam ao aluno (BRASIL, 1998, p. 122).

Muitas mudancas ocorreram no ensino de mateméatica no Brasil desde a emissao
da BNCC e dos PCN’s. A homologacao destas diretrizes, influenciadas por diversas
pesquisas educacionais em ambito nacional e internacional, bem como, mais recentemente,
os exames nacionais como o ENEM, SAEB e Prova Brasil, entre outros, oportunizaram
maior destaque para a geometria no ensino bésico, influenciaram uma mudanga nos livros
didaticos e na forma como a geometria é trabalhada nas escolas. Percebe-se hoje uma
melhora no ensino de geometria e o aumento de pesquisas nesta area do conhecimento.
(CLEMENTE et. al, 2015, p. 2).

Muitas das dificuldades apresentadas hoje pelos alunos em relagao a aprendizagem
de geometria sao ainda reflexo do descaso histérico com a mesma. Ainda vemos em
escolas certa resisténcia quanto ao valor dos conhecimentos geométricos e uma preferéncia
pelos conceitos algébricos e aritméticos, enquanto os primeiros ficam para segundo plano.
Pereira et. al (2005, p. 3) apresenta diversos fatores que influenciam a negligéncia quanto
ao ensino de geometria: formacao ineficiente dos educadores, metodologias utilizadas,
desinteresse de docentes e discentes, a falta de ferramentas pedagogicas diferenciadas
e baixa remuneracao dos professores. Os autores ainda destacam que, muitas vezes,
os conceitos sao trabalhados em sala sem a preocupacao de relaciona-los com situacgoes
cotidianas.

Que a geometria possui vital importancia na vida do ser humano é inegavel e o co-
nhecimento dos conceitos geométricos é necessario para a compreensao de muitas situagoes
vivenciadas. Um conceito de destaque na geometria, seja pelo seu valor histérico ou por
sua grande utilidade, é o Teorema de Pitagoras. Este Teorema possui muitas aplicagoes
praticas na matematica, em situagoes cotidianas e em outras areas de conhecimento, es-
pecialmente nas ciéncias da natureza. Sua aparéncia simples, que esconde uma teoria por
tras, possibilita a assimilacao dos alunos. Este Teorema e, especialmente Pitagoras, pos-
sui uma histéria instigante e misteriosa. Desta forma, falar sobre o Teorema de Pitagoras
recorrendo a sua historia pode ser uma proposta interessante para o ensino desta teoria.

A histéria da matematica é uma importante ferramenta de contextualizacao, pois
ela situa no tempo e espaco os conceitos e o entendimento da relevancia de uma teoria
em determinada época faz o aluno valorizar o conhecimento que estd adquirindo. Para
a aprendizagem de determinado conceito, é necessario fornecer um contexto ao aluno,
mesmo sem ser de seu cotidiano, mas também de momentos da histéria (BRASIL, 2018,
p. 299). Desconsiderar a histéria faz com que muitos conceitos sejam ignorados, uma vez
que nem sempre se obtém aplicacao pratica para todos os conteiidos de matematica na
vida do estudante (BRASIL, 1998, p. 23). Afinal, a matematica de hoje, usada como

produto pronto por muitos professores, é consequéncia de uma construcao histérica que
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levou muito tempo para ser organizada (FERNANDES, 2011, p. 8).

Uma questao polémica quando se trata do ensino da matematica nas escolas é o
uso de demonstragoes em sala de aula. Muitos professores ignoram as demonstracgoes e
apresentam aos alunos algoritmos, definicoes e procedimentos sem demonstrar as suas
validades. Ainda que algumas demonstracoes nao estejam ao alcance dos alunos, muitos
conceitos possuem provas de facil assimilacao, mesmo para estudantes de niveis basicos.
O Teorema de Pitagoras, por exemplo, possui inimeras demonstragoes, umas mais ela-
boradas, mas tantas outras de facil compreensao. Os PCN’s do Ensino Fundamental
destacam a importancia do Teorema de Pitdgoras no ensino fundamental e sugerem para
trabalho neste ciclo “verificagoes experimentais, aplicacoes e demonstracao do Teorema de
Pitdgoras” (BRASIL, 1998, p. 87). J4 neste ciclo, especialmente no 9° ano do ensino fun-
damental, conforme orientagao da BNCC, deve-se trabalhar com os alunos a matematica
formal, com demonstracoes dos conceitos abordados. O trabalho com demonstracgoes ja
no ensino fundamental contribui para o desenvolvimento do raciocinio l6gico do aluno,
onde estes fardo uso de axiomas e teoremas na elaboragao de conjecturas (BRASIL, 1998,
p. 49).

Ainda sobre o Teorema de Pitagoras, ele foi usado na antiguidade para solucionar
problemas cotidianos e nos dias atuais ainda possui a mesma funcdao. Pensar neste Teo-
rema, imediatamente nos remete a resolugao de problemas. Uma abordagem para inserir
este conceito em sala de aula é partir de um problema e investigar os caminhos de solucao,
usando o Teorema. Os PCN’s do Ensino Fundamental reforgam esta metodologia dizendo
que “é fundamental superar a aprendizagem centrada em procedimentos mecanicos, in-
dicando a resolugao de problemas como ponto de partida da atividade matematica a ser
desenvolvida em sala de aula” (BRASIL, 1998, p. 59).

Neste contexto, esta pesquisa procura analisar o Teorema de Pitagoras com algu-
mas demonstragoes e aplicacoes. Partindo de uma ética onde se busca contextualizar o
Teorema, sera apresentado um pouco da histéria de Pitagoras e seu principal Teorema,
sera analisada a importancia do Teorema na atualidade e sua relevancia na matematica.
Serao discutidas demonstracoes importantes do Teorema de Pitagoras e conceitos diver-
sos utilizados nestas provas. Serao analisadas a reciproca do Teorema de Pitagoras e
generalizagoes. Concluiremos com as aplicagoes do Teorema de Pitagoras na atualidade,
apresentando diversos problemas matematicos de utilidade préatica que sao resolvidos por

ele.
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1.2 Objetivos

O objetivo geral desta dissertacao é realizar um estudo aprofundado do Teorema

de Pitagoras aplicando-o a resolucao de problemas.

Os objetivos especificos do trabalho sao:

Apresentar a histéria de Pitagoras e do seu Teorema;

Analisar algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras e de sua reciproca;

Apresentar generalizacoes do Teorema de Pitagoras;

Resolver problemas diversos da matemaética de utilidade pratica, envolvendo o Te-

orema de Pitagoras.

1.3 Organizacao do trabalho

A presente pesquisa esta dividida em cinco capitulos. No Capitulo 2, exibimos um
estudo sobre a histéria de Pitagoras e seu Teorema, destacando sua importancia histérica
e relevancia para a matematica.

No Capitulo 3, apresentamos o Teorema de Pitagoras e como ele é enunciado em di-
versos livros, exibimos conceitos preliminares com teoremas e defini¢gdes sobre congruéncia,
semelhanca e area que serao utilizados posteriormente nesta pesquisa. Realizamos diversas
demonstragoes do Teorema de Pitdgoras, algumas muito conhecidas, e outras de autores
ilustres. Discutimos e provamos a reciproca do Teorema de Pitagoras e duas de suas
consequéncias. Demonstramos e analisamos extensoes do Teorema até sua generalizagao
para figuras semelhantes, com resolucao de exercicios envolvendo as extensoes.

No Capitulo 4, analisamos diversas aplicagoes do Teorema de Pitagoras em outros
conceitos matematicos relacionados a geometria plana, espacial e trigonometria. Aplica-
mos o Teorema de Pitagoras na resolugao de problemas presentes em provas realizadas
pelos alunos como o ENEM, OBMEP, concurso para o IF, entre outros.

No Capitulo 5, expomos as consideracoes finais a respeito da dissertacao e indica-

mos uma proposta para continuagao de pesquisa na area.



Capitulo 2

A Historia de Pitagoras e Seu

Teorema

Um dos teoremas mais fascinantes e importantes que se tem conhecimento é o
Teorema de Pitagoras, considerado uma das principais descobertas da matematica e uma
ferramenta para resolucao de problemas contextualizados. O Teorema de Pitagoras é uma
relacao matematica entre os comprimentos dos lados de qualquer triangulo retangulo.
Para Barbosa (1993, p. 2) o Teorema é descrito como: A drea do quadrado construido
com a hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos quadrados construidos com os catetos.

O aluno tem contato com este Teorema pela primeira vez no ensino fundamen-
tal no nono ano, pois a BNCC apresenta o Teorema de Pitdgoras como conteudo de
matematica para esta série, propondo como objetivo a seguinte habilidade “Resolver e
elaborar problemas de aplicagao do Teorema de Pitdgoras” (BRASIL, 2018, p. 319), e
torna a estuda-lo no ensino médio. Porém, como é feito geralmente nas escolas com o0s
conteudos de geometria, o Teorema de Pitdgoras é trabalhado através da apresentacao
de sua formula e alguns exemplos bésicos, ensinados pelo professor de modo superficial
e ineficaz, sem analise ou demonstracao do Teorema e preocupacao com a relevancia de
sua aplicagao em questoes cotidianas, tornando a aula pouco atrativa e nao despertando
o interesse do aluno para a importancia deste conceito (PEREIRA et. al, 2005, p. 1).
As aplicagoes desse Teorema sao variadas e relevantes para outras areas da matematica
como geometria espacial, geometria analitica e trigonometria, o que torna este Teorema
um instrumento a ser estudado na escola bésica.

No ensino superior é possivel um estudo mais profundo sobre o Teorema de Pitdgoras
e sao apreciadas algumas de suas demonstragoes, muitas dessas feitas ao longo dos anos,
por pessoas que admiravam o proprio Teorema. Isso reforca a necessidade da compre-
ensao de demonstragoes do Teorema no ensino-aprendizagem do mesmo, desde o ensino

fundamental ao ensino superior. O fato é que o Teorema de Pitagoras é considerado um
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dos mais famosos e uteis da geometria elementar e foi demonstrado por varias civilizagoes
no decorrer da histéria. (GASPAR, 2003).

Observa-se o Teorema de Pitadgoras como uma ferramenta bastante 1til na histéria
e nos dias atuais, e que esse conceito matematico tem se apresentado em diversas ava-
liacoes como OBMEP, OBM, PAEBES, ENEM, exame de acesso ao PROFMAT e provas
de concurso publicos. A falta de um aprofundamento tanto na histéria como na resolucao
de problemas envolvendo o Teorema de Pitagoras, juntamente com a falta de suas de-
monstracoes em sala de aula, contribuem para uma deficiéncia dos alunos na hora em que
precisam aplicar este Teorema para resolver questoes, sejam do cotidiano ou das avaliagoes
citadas acima.

Pitagoras e seu Teorema possuem um contexto histérico interessante que pode
ser explorado pelo professor em sala de aula para despertar a curiosidade e o interesse
dos alunos na construcao deste conhecimento. O uso da histéria da matematica em
sala de aula pode auxiliar a compreensao de conceitos que o aluno estd construindo,
principalmente por dar resposta a muitas indagacoes dos alunos quanto as aplicagoes
préticas de determinado conceito (BRASIL, 1998, p. 43). “A Histéria da Mateméatica é um
instrumento de investigacao, das origens e descobertas, métodos e notacoes matematicas
que foram desenvolvidas ao longo do tempo, desde as antigas civilizagoes até os dias
de hoje” (OLIVEIRA, 2014, p. 459). Apresentando a matemética como uma criagao
da humanidade, desenvolvida pelas necessidades de diferentes culturas e civilizagoes, e
estabelecendo relagoes entre a matematica atual e a do passado, desperta no aluno o
interesse pelo conhecimento e uma mudanga de postura frente as aulas (BRASIL, 1998,
p. 42).

Com esse entendimento, torna-se necessdaria a apresentagao da histéria de Pitagoras
e seu Teorema, com objetivo de situar historicamente este conceito e evidenciar a sua

importancia ao longo do tempo.
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2.1 Um Pouco da Histdéria de Pitagoras

Figura 2.1: Pitagoras de Samos

Fonte: Pagina do Museu Capitolini em Roma, ItéliaEl

Pitagoras foi um dos mais importantes matematicos da histéria. “A geometria
possui dois grandes tesouros: um é o Teorema de Pitagoras; o outro, a divisao de uma
linha em extrema e média razao. O primeiro, podemos comparar a uma medida de ouro;
ao segundo, podemos chamar de jéia preciosa.” (KEPLER, 1571 — 1630). Nada se tem
de autoria prépria ou biografias da época sobre a vida de Pitagoras. Porém as historias
sobre este personagem sao cobertas de mitos e lendas. Mesmo assim, sua histéria, ou
o pouco que sabe dela, é intrigante e ao mesmo tempo misteriosa. Para compreender o
Teorema de Pitdagoras, faz-se necessario conhecer um pouco da histéria deste matematico,
e esta sera apresentada a seguir. Para isso, utilizou-se como referéncia principal o livro
“Pitagoras e Seu Teorema em 90 minutos” de Paul Strathern (1998).

Possivelmente, Pitdgoras foi o primeiro génio da cultura do ocidente e também
primeiro matematico e filésofo (termos criados por ele). Sabe-se pouca coisa concreta
sobre ele e tudo que lhe é atribuido pode ter sido obra de um de seus seguidores. Os
primeiros escritos sobre sua vida datam de 150 e 250 anos apds sua morte, transmitidos
oralmente e de diversas formas. O maior exemplo de sua genialidade foi a prova do
teorema que leva seu nome, pois, com isso, inseriu o conceito de prova na matemaética e o

raciocinio dedutivo. A matematica que até entao baseava-se em diversos conhecimentos

Disponivel em: <http://www.museicapitolini.org/en/collezioni/percorsi_per_sale/palazzo_nuovo/sala

_dei_filosofi/erma_di_pitagora>. Acesso em: 15 mar. 2019.
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empiricos, tornou-se uma estrutura légica bela e poderosa (STRATHERN, 1998, p. 7-11).

Pitdgoras nasceu em torno de 565 a.c. na ilha grega de Samos, sendo seu pai
Mnesarcos, rico mercador local, e sua mae Pythais, e viveu nesta ilha os primeiros anos
de sua vida. Era bem instruido e teve como professores Ferécides de siros, Tales de Mileto,
o mais conhecido, e Anaximandro, criador do relégio do sol, e quem calculou que o sol
seria vinte e oito vezes maior que a Terra, um feito para a época. Além disso, Pitagoras

conquistou muitos conhecimentos em viagens que realizou ao Egito, Babilonia, Pérsia e

India (STRATHERN, 1998, p. 11-19).

Figura 2.2: Impérios antigos do Oriente
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Fonte: Ratner (2009

O conhecimento matematico mais avangado foi adquirido no Egito, pois os egipcios
ja detinham o conhecimento do sistema decimal, conheciam algumas fragoes, aritmética
e foram inventores da geometria. E importante destacar que os egipcios sabiam que
um triangulo de lados medindo 3, 4 e 5 era retangulo e utilizavam este conhecimento
nas marcacoes de terra que realizavam todos os anos apds as enchentes do rio Nilo e na
construgao das piramides. Comprovagoes histéricas, indicam que no Egito também se

conhecia propriedades trigonométricas deste triangulo (STRATHERN, 1998, p. 19-20).

2Disponivel em: <https://link.springer.com/article/10.1057/jt.2009.16>. Acesso em: 23 set. 2020.
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Figura 2.3: A Corda de 12 Nos

Fonte: Toledo(1997, p. 19).

Apo6s passar um periodo no Egito, Pitagoras foi para a Babilonia. Os babilonios
detinham conhecimentos de astronomia, resolviam equagoes de primeiro e segundo graus,
obtinham um método para calculo de raiz quadrada, apesar de desconhecer os nimeros
irracionais, e conheciam a relagao entre os lados do triangulo retangulo e sua hipotenusa
que tornou Pitagoras famoso, o Teorema de Pitagoras, mas nao haviam encontrado um
método simples de expressd-la. Em uma plaqueta de argila, chamada Plimpton 322, de
origem babilonica, verifica-se uma lista de 15 termos numéricos diferentes que representam

os lados de triangulos retangulos (STRATHERN, 1998, p. 20).

Figura 2.4: Plimpton 322

Fonte: Joyce (1995

Por volta de 529 a.c., Pitagoras deixou Samos e fixou-se em Crotona, na Magna

Grécia. Fundou uma escola filosofica: a Fscola Pitagorica, considerada a primeira univer-

3Disponivel em: <https://mathcs.clarku.edu/ djoyce/mal05/plimpnote.html>. Acesso em: 15 mar.
2019.
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sidade do mundo, definiu-se como filésofo e passou a atuar como professor de matematica.
A escola que fundou ganhou prestigio e atraiu grupos numerosos de seguidores que com-
preenderam suas qualidades excepcionais. Esta Sociedade Pitagorica prosperou por anos
apds sua morte e foi expandida para além de Crotona (STRATHERN, 1998, p. 27-28).
Possivelmente, foram nos primeiros anos da Escola Pitagérica que Pitagoras re-
alizou sua obra matematica, inclusive a descoberta do seu Teorema. Nao se sabe, se a
descoberta foi obra sua ou de algum seguidor, pois os integrantes da Escola Pitagorica ti-
nham o habito de atribuir ao mestre todos os feitos que realizavam (STRATHERN, 1998,
p. 29). Mas, provavelmente foi Pitdgoras quem descobriu a férmula para um triangulo

retangulo:

a?+ b =c?

Figura 2.5: Triangulo Retangulo

B

A 2 C

Fonte: O préprio autor.

A Férmula descoberta por Pitagoras foi revolucionaria por varios motivos e de-
monstra a contribuicao grega na matematica, motivo pelo qual os gregos sao considerados
fundadores desta disciplina. Enquanto os babilonios e egipcios conheciam os processos,
mas de modo empirico, os gregos fizeram uma matematica tedrica com processos passiveis
de aplicagoes diversas, que eram confirmados através da prova. (STRATHERN, 1998, p.
30). “Abstragao, prova e raciocinio dedutivo, trés elementos basicos da Matematica, fo-
ram todos introduzidos pelos gregos antigos e ha uma forte probabilidade de que o tenham
sido pelo préprio Pitdgoras” (STRATHERN, 1998, p. 30).

Em relagao a prova do Teorema de Pitdgoras, como nao ha nada escrito, nao se tem
registros de como ele provou este Teorema, mas acredita-se que a chamada prova cldssica
foi a realizada por Pitagoras. Euclides, em seu livro Os Elementos apresentou diversas
provas do Teorema e pelo menos uma dessas provas tem origem pitagorica. A questao
¢ que se sabe tao pouco a respeito da vida de Pitdgoras que fica impossivel distinguir
suas ideias das de seus seguidores (discipulos), logo s6 podemos nos basear nas obras
pitagéricas e criticos posteriores (STRATHERN, 1998, p. 30-31).
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A descoberta do Teorema possibilitou diversas descobertas importantes sobre trian-
gulos retangulos com medidas de lados inteiras, chamados de triangulos pitagoricos. Outra
grande descoberta proveniente do Teorema de Pitagoras foram os niimeros irracionais, pois
um triangulo retangulo de lados 1 e 1, possui como hipotenusa a medida /2, impossivel
de ser calculada como um numero racional (STRATHERN, 1998, p. 31-33).

Somente apos a analise da histéria que se sabe sobre Pitagoras, é possivel perceber
sua importancia para a Matematica e os motivos pelos quais é considerado um dos maiores
matematicos de todos os tempos. Pitdgoras, apesar de suas excentricidades, batalhou e

conseguiu fornecer grandes contribuigoes para esta ciéncia.



Capitulo 3

O Teorema de Pitagoras e Algumas

Demonstracoes

3.1 O Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras é uma relacao matematica entre os catetos e a hipotenusa
de qualquer triangulo retangulo. Este Teorema é apresentado de formas distintas em
diversos livros.

No livro Teorema de Pitdgoras e Areas de Eduardo Wagner (2015, p. 4), ele enuncia
o Teorema de Pitagoras como: “Em qualquer triangulo retangulo, a area do quadrado
cujo lado é a hipotenusa € igual a soma das areas dos quadrados que tém como lados cada
um dos catetos”.

No famoso livro de Elisha Scott Loomis denominado The Pythagorean Proposition
(1940, p. 23), que traduzindo seria “A Proposi¢do Pitagérica”, o qual apresenta 370
demonstracoes distintas para o Teorema de Pitagoras, ele é apresentado da seguinte forma:
“O quadrado da hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados”.

Elon Lages Lima em seu livto Meu Professor de Matemadtica e Qutras Historias
(1991, p. 52) descreve o Teorema desta maneira: “A area do quadrado cujo lado é a
hipotenusa de um tridangulo retangulo é igual a soma das dreas dos quadrados que tém
como lados cada um dos catetos”. O autor ainda apresenta uma versao tridimensional
para o Teorema de Pitdgoras: “O quadrado da area de um poligono plano qualquer,
situado no espaco, ¢ igual a soma dos quadrados das areas de suas projegoes sobre trés
planos mutuamente ortogonais”.

Além das formas acima de enunciados para o Teorema de Pitdgoras, este pode ser

representado de forma geométrica conforme segue:
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Figura 3.1: Uma Representacao Geométrica para o Teorema de Pitagoras

Fonte: O préprio autor.

Os diferentes enunciados apresentados acima diferem apenas quanto a forma es-
crita, mas nao modificam o entendimento do Teorema de Pitagoras. Ja a representacao
geométrica nos proporciona uma apreciacao visual da relacao de Pitdgoras. A seguir serao

apresentadas demonstragoes para o Teorema de Pitagoras.

3.2 A importancia da Demonstracao na Matematica

Conforme visto anteriormente, foi o proprio Pitagoras que inseriu na matematica a
necessidade de legitimar as proposi¢oes através da prova (STRATHERN, 1998, p. 7-11).
A partir de entao, as demonstracoes ganharam espaco de grande destaque na matematica
e o empirismo passou a ser um método de apoio para a construcao dos conceitos que
posteriormente deveriam ser provados pelo uso da légica e proposicoes ja conhecidas.
Em geral, a demonstragao é considerada como um processo de validacao intrinseco a
Matemadtica e a diferencia das demais ciéncias experimentais (ALMOULOUD, 2007, p.
2).

Estudar matematica, analisando e entendendo as demonstragoes, é importante nao
apenas em niveis escolares mais avancados, mas também na escola bésica, desde o ensino
fundamental. O aluno desde cedo precisa entender a necessidade de provas formais para
validar hipdteses, pois mesmo que se possa apresentar diversos exemplos para os quais
um conceito é valido, pode haver um caso para o qual o conceito nao é valido e, uma vez
provada a validade para um caso geral, tem-se a garantia de que o conceito é aplicavel
em qualquer situacao.

Em relagao a geometria, os PCN’s de Ensino Fundamental (1998, p. 126) destacam
que muitas atividades sao convenientes para o professor construir hipéteses por meio

de experiéncias concretas e orientar os alunos quanto a necessidade de uma prova para
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validar as suposi¢oes. Os PCN’s de Ensino Fundamental ainda observam que deve-se
tomar cuidado ja que as descobertas feitas pelos alunos em investigacoes com materiais
concretos nao caracterizam uma provae matematica, mas estas devem sim ser utilizadas
como motivagao para o desenvolvimento de processos que justifiquem formalmente as
afirmagoes (BRASIL, 1998, p. 126).

Pensando nas ponderacoes dos PCN’s de Ensino Fundamental, é importante refle-
tir sobre como as demonstragoes sao utilizadas em sala de aula. Como muitos professores
se apoiam em livros didaticos para elaboracao das praticas docentes, é interessante verifi-
car como a demonstracao esta apresentada em livros didaticos de matematica. Segundo a
pesquisa de Rachel Martins e Monica Mandarino (2014), que analisaram colecoes de livros
didaticos dos anos finais de ensino fundamental, observando como eram apresentados ar-
gumentacao, prova e demonstragoes de conceitos geométricos, as demonstragoes presentes
nos livros didaticos sao de facil compreensao pelos alunos, na faixa etaria que se encon-
tram, e consideram ser uma boa oportunidade para apresentar aos alunos a verdadeira
matematica. E mesmo alguns livros nao apresentando demonstracoes para certos concei-
tos, orientam o professor a realiza-las em suas aulas para os alunos, tomando o cuidado

de que sejam compreensiveis e que os estudantes percebam o seu sentido (MARTINS, R.
B; MANDARINO, M. C. F., 2014, p. 112).

3.3 Conceitos Preliminares

Nesta secao, serao apresentadas defini¢oes, teoremas, axiomas e proposigoes ne-
cessarios para a compreensao das demonstracoes do Teorema de Pitagoras e exercicios
que serao trabalhados ao longo desta pesquisa. As provas dos teoremas e proposicoes nao
serao fornecidas nesta pesquisa, ficando como sugestao a leitura complementar dos livros
Geometria Euclidiana Plana de Joao Lucas Marques Barbosa, Tédpicos de Matemdtica
Elementar - Volume 2: Geometria Fuclidiana Plana de Antonio Caminha Muniz Neto
e Medida e Forma em Geometria: Comprimento, /frea, Volume e Semelhanca de Elon

Lages Lima.
I) Congruéncia:

Considere o segmento de reta de extremos A e B denotado por AB e sua medida
denotada por AB.

Definigao 1: Dois segmentos AB e C'D sio congruentes quando AB = C'D e dois

angulos A e B sao congruentes se eles tém a mesma medida, ou seja, quando A = B. Para
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simplificar a notacao, sera utilizado o simbolo = para significar que as medidas de dois
segmentos sao congruentes e o simbolo = para significar que dois angulos sao congruentes.
Logo, AB = CD é lido como AB é congruente a CD e A= B élido como A é congruente
a B.

Definicao 2: Dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Figura 3.2: Triangulos Congruentes

C C

A + B A 4 B’

Fonte: O proéprio autor

Se ABC' e A’B'C’ sao dois triangulos congruentes e se

A A
B& B
C &

é a correspondéncia biunivoca que define a congruéncia, entao valem, simultanea-

mente, as seis relagoes seguintes:

AB=A'B" BC =PB(C" AC=AC"
A=A B=D C=C
Existem trés casos de congruéncia de triangulos. O primeiro pode ser tomado como

um axioma e este é utilizado para provar os outros dois casos.

Axioma 1: Dados dois triangulos ABC e A'B'C’, se AB = A'B', AC = A'C'
e A = A entio ABC = A'B'C'. Este axioma é conhecido como o primeiro caso de

congruéncia de triangulos ou caso LAL.
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Figura 3.3: Congruéncia de triangulos: caso LAL

C E
A I B AI : B'

Fonte: O proéprio autor

Teorema 1: Dados dois triangulos ABC e A'B'C’, se AB = A'B’, A=Ae
B= E\’, entdo ABC e A'B'C' sdo congruentes. Este teorema é conhecido como sequndo

caso de congruéncia de triangulos ou caso ALA.

Figura 3.4: Congruéncia de triangulos: caso ALA

AV B A'\/ B'
C 25

Fonte: O préprio autor

Teorema 2: Dados dois triangulos ABC' e A’B'C’, se possuem trés lados corres-
pondentes congruentes, entao ABC e A’B'C’ sao congruentes. Este teorema é conhecido

como terceiro caso de congruéncia de triangulos ou caso LLL.

Figura 3.5: Congruéncia de triangulos: caso LLL

Fonte: O proéprio autor

A definicao de congruéncia de triangulos pode ser estendida para poligonos. De
forma analoga, dois poligonos sao congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

(homdlogos) sejam congruentes.
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Figura 3.6: Poligonos congruentes

Fonte: O proéprio autor

IT) Semelhanca:

Definicao 3: Dois triangulos sao semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes sejam
congruentes e lados correspondentes sejam proporcionais.

O simbolo ~ serd utilizado para significar semelhante. Logo ABC ~ A’B'C" é lido
como ABC' é semelhante a A'B'C".

Figura 3.7: Triangulos semelhantes

Fonte: O proéprio autor

Se ABC e A'B'C" sao dois triangulos semelhantesese A <+ A', B+ B'e C < (' é
a correspondéncia que estabelece a semelhanca, entao valem simultaneamente as seguintes

igualdades:

¥ B=F G=0Cell_JAC _IT _}

A A'B’ T AT B'C" T

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de

razao de semelhan¢a entre os dois triangulos.



33
Existem trées casos de semelhanca de triangulos.

Teorema 3: Dados dois triangulos ABC e A'B'C’, se A= AeC = /C'\’,
entdo ABC ~ A'B'C’. Este teorema é conhecido como primeiro caso de semelhanga

de triangulos ou caso AA.

Figura 3.8: Semelhanca de triangulos: caso AA

Fonte: O proéprio autor

C A

Teorema 4: Dados dois triangulos ABC e A'B'C’, se A= Ae % = /ﬁg,,

entdao ABC ~ A'B'C’'. Este teorema é conhecido como segundo caso de semelhanca de

triangulos ou caso LAL.

Figura 3.9: Semelhanca de triangulos: caso LAL

| /E&
A/MC Al : o

Fonte: O proéprio autor

Teorema 5: Dados dois triangulos ABC e A'B'C’, se ;ﬁg, = ;}g, = 537 entao

ABC ~ A'B'C’. Este teorema é conhecido como terceiro caso de semelhanca de triangulos

ou caso LLL.

Figura 3.10: Semelhanga de triangulos: caso LLL

B B

Fonte: O proéprio autor
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I1I) Area de Figuras Planas:

Abaixo serao apresentadas proposicoes relativas as areas de algumas figuras planas.
As provas das férmulas de calculo das areas podem ser encontradas nos livros Geometria
Fuclidiana Plana de Joao Lucas Marques Barbosa e Tdpicos de Matemdtica Elementar -

Volume 2: Geometria Euclidiana Plana de Antonio Caminha Muniz Neto.
Proposicao 1: Area do Retangulo

Um retangulo ABCD de lados a e b tem drea dada por S(ABCD) = a - b.

Figura 3.11: Area do retangulo

D C

A 5 B

Fonte: O proéprio autor

Proposicao 2: Area do Paralelogramo

Um paralelogramo ABC'D de base b e altura h tem drea dada por S(ABCD) = b-h.

Figura 3.12: Area do paralelogramo

Altura (h)

base (b)

Fonte: O préprio autor
Proposicao 3: Area do Triangulo

Um triangulo ABC de base b e altura h tem érea dada por S(ABC) = %",
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Figura 3.13: Area do triangulo

B

ol
A h [

Fonte: O proéprio autor
Proposicao 4: Area do Trapézio

Um trapézio ABCD de bases AB = b, CD = B e altura h tem area dada por
S(ABCD) = &H2%,

Figura 3.14: Area do trapézio

Fonte: O proéprio autor

3.4 Algumas Demonstracoes do Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras, por sua importancia, despertou o interesse de matematicos
e estudiosos ao longo dos séculos. Este Teorema possui centenas de provas, com autoria
que vai desde matematicos de grande prestigio, como Fuclides, a amadores, matematicos
ou nao (BARBOSA, 1993, p. 5). Algumas demonstragoes possuem autorias interessantes
como o célebre pintor Leonardo da Vinci, Bhaskara e do ex-presidente americano James
Garfield.

O professor de matemética americano Elisha Scott Loomis reuniu demonstracoes
do Teorema de Pitagoras e, em 1927 publicou a primeira edi¢ao do livro The Phytagorean
Proposition que apresentava 230 demonstragoes para o Teorema. A segunda edigao do

livro, publicada em 1940, apresentava 370 demonstragoes.
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O professor deve conhecer algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras, que es-
tejam compativeis com o nivel de conhecimento dos alunos, para utilizar em sala de aula e
favorecer a compreensao do processo de “fazer matematica” pelos estudantes (BARBOSA,
1993, p. 5). Com este entendimento, apresentamos algumas demonstragoes, presentes no
livro de Loomis a fim de proporcionar a compreensao das demonstracoes e, consequente-

mente, a validade do Teorema de Pitagoras por professores e alunos.

3.4.1 A Possivel Demonstracao de Pitagoras

Ninguém sabe ao certo qual foi a demonstracao de Pitagoras para seu teorema,
pois nao deixou trabalhos escritos. Historiadores acreditam que a demonstragao realizada
por Pitagoras, envolvia comparacao de dreas, e era parecida com a que se encontra a
seguir (LIMA, 2012, p. 53). Esta demonstragao encontra-se no livro Meu Professor de
Matematica e Outras Historias de Elon Lages Lima (2012, p.53-54). Segundo o autor,
esta é a mais bela demonstracao do Teorema de Pitdagoras, porém no livro de Loomis,
aparece sem destaque algum (LIMA, 2012, p.53-54)

Figura 3.15: Possivel demonstragao de Pitdgoras

b b A

o

s b 13 C

Fonte: ARAUJO (2011, p. 3)

Demonstracao: Analisando as figuras acima, temos dois quadrados de lado me-
dindo b+ c¢. Se retirarmos, do quadrado da esquerda, quatro triangulos retangulos iguais,
de catetos medindo b e ¢, restara um quadrado de lado a. Do mesmo modo, se retirarmos,
do quadrado da direita, os mesmos quatro triangulos retangulos de catetos b e ¢, restarao
dois quadrados, um de lado b e outro de lado c.

Desta forma, a area do quadrado de lado a é a soma das areas dos quadrados cujos

lados medem b e ¢. Assim, obtemos:
a’ =0+

provando a validade do Teorema de Pitagoras.
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3.4.2 A Demonstracao por Semelhanca de Triangulos

Esta demonstracao é a mais utilizada e a mais encontrada nos livros didaticos,
pois além de demonstrar o Teorema de Pitdgoras, fornece importantes relacoes métricas
do triangulo retangulo. Esta demonstracao encontra-se no livro Meu Professor de Ma-

temdtica e Outras Histdrias de Elon Lages Lima (2012, p. 54)

Figura 3.16: Demonstracao por Semelhanca de Triangulos

A
b ) '
c m g n B

| a |

Fonte: ARAUJO (2011, p. 3)

Demonstracao: Dado o triangulo retangulo ABC' de hipotenusa BC', trace a
altura h referente ao lado BC. Temos, ACB + ABC = 90°. Assim, ACB = HAB e
CAH = ABH. Pelo caso de semelhanca AA, temos que AHAC ~ AHBA ~ AABC.

Temos entao as seguintes proporcgoes:

b
b—

m c
b’ a

o3

De onde obtemos b*> = a-m e ¢ = a - n, enquanto m +n = a. Assim:

2 2
m+n="5 —qg=a> =0+

3.4.3 Demonstracao de Euclides

Euclides de Alexandria, em sua principal obra Os Elementos, composta por 13
livros, enunciou e apresentou uma demonstracao para o Teorema de Pitagoras. Esta
demonstracao consta na Proposicao 47 do Livro I desta obra. Para realizar esta demons-
tragao, utilizou-se como referéncia o livro de Boyer Histdria da Matemdatica (1974, p.
78).

A Proposigao 47 do Livro I de Euclides diz: “Em triangulos retangulos, o quadrado
no lado oposto ao angulo reto é igual a soma dos quadrados nos lados que contém o angulo
reto” (JOYCE, 1996).
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Demonstracao: Sobre cada um dos lados do triangulo ABC, constroi-se quadra-
dos exteriores ao triangulo. Sendo assim, tem-se o quadrado ABF'G sobre o lado AB,
o quadrado ACK H sobre o lado AC e o quadrado BCED sobre o lado BC'. Trace os
segmentos C'F, BK, AD, AE e o segmento AL perpendicular a DFE no ponto L. Seja J o

ponto de intersecao de AL com o segmento BC'. Veja figura abaixo:

Figura 3.17: Demonstracao de Fuclides

H

D L E

Fonte: JOYCE (1996)

Perceba que:
FBC = FBA+ ABC = 90° + ABC = ABC + CBD = ABD.

Temos ainda que BC' = BD, FBC = ABD e BF = AB. Portanto, pelo caso de
congruéncia de triangulos LAL, ACBF = ANABD.
A area do triangulo CBF em relacao a base BF e a éarea do triangulo ABD em

relacao a base BD sao, respectivamente:
S(CBF) =} (BF - BF) = 1 (BF)" ¢ S(ABD) = 1 (BD - DL)

e a drea do retangulo BDLJ é S(BDLJ) = BD - DL.
Como os triangulos CBF e ABD sao congruentes, eles possuem mesma &rea.

Assim, obtemos:

S(BDLJ)=BD-DL =2-S(ABD) =2-S(CBF) = (BF)? = (AB)>.

De modo analogo, temos que os triangulos CAE e CK B sao congruentes, pelo

caso LAL, entao:
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S(CJLE)=CE-LE=2-S(CAE)=2-S(CKB) = (CK)* = (AC)2.
Agora, como:
S(CBDFE) = S(BDLJ)+ S(CJLE).

Temos:

(BC)' = (BF)' + (CK)’ = (BC)" = (4B)" + (4C)",

provando assim a validade do Teorema de Pitagoras.

3.4.4 Demonstracao do Presidente Garfield

James Abram Garfield foi presidente dos Estados Unidos por quatro meses, pois foi
assassinado. Era general e admirador da matematica (LIMA, 2012, p. 54). Ele apresentou

uma prova para o Teorema de Pitagoras baseada na figura abaixo:

Figura 3.18: Demonstracao do Presidente

D b c

a

Fonte: ARAUJO (2011, p. 4)

Garfield, iniciou sua prova a partir de um trapézio retangulo, dividido em trés
triangulos retangulos. Esta demonstracao encontra-se no livro Meu Professor de Ma-

temdtica e Outras Historias de Elon Lages Lima (2012, p. 54)

Demonstracao: Nesta figura, temos que AED, DCE e ABE sio retos. Desta
forma, podemos calcular a area do trapézio ABC'D como a soma das areas dos trés

triangulos retangulos. Temos entao:
L(a+10)(a+0b)=12(ab) + % (ab) + 3 (c?).
Simplificando a equacao, temos:

(a+b)* =2(ab) + 2 = & = a® + b2
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3.4.5 Demonstracao de Leonardo da Vinci

O célebre pintor Leonardo da Vinci, criador da Mona Lisa, também desenvolveu
uma demonstracao para o Teorema de Pitagoras. Além de pintor, da Vinci era engenheiro
de onde obteve o gosto pela matematica. Esta demonstracao encontra-se no livro Meu

Professor de Matemdtica e Outras Historias de Elon Lages Lima (2012, p. 55).

Demonstracao: Dado um triangulo retangulo ABC' de hipotenusa BC', construa
sobre o lado AB o quadrado ABGI, sobre o lado AC o quadrado ACF'H e sobre o lado
BC' o quadrado BCED. Sobre o segmento DFE, construa um triangulo retangulo £D.J

congruente a ABC', obtido pela rotacao de 180°. Trace o segmento HI. Analisando os

triangulos ABC' e AHI, temos que HAI = BEC', AC = AH e AB = AI, logo, pelo caso
de congruéncia LAL, temos que os triangulos AHI = ABC. Trace os segmentos F'G e
AlJ.

Figura 3.19: Demonstracao de Leonardo da Vinci

H

J B
L]

I
[

Fonte: LIMA (2012, p. 55)

Como FH = FC=AC =DJ, HI=BC=BD=CE e IG=BG=AB=FEJ
FCB = ACE e CBG = CEJ temos que os quadrilateros FHIG, FCBG, JDBA
e ACEJ sao congruentes entre si.

Y

Pois, girando o quadrilatero ACEJ, no vértice C,
no sentido anti-horério, o sobrepomos sobre o quadrilatero FCBG. Logo, os hexdgonos
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BCFHIG e ABDJEC possuem a mesma area. Portanto, escrevemos as dreas S(BCFHIG)
e S(ABDJEC) como:

S(BCFHIG) = S(ACFH) + S(AHI) + S(ABGI) + S(ABC) e
S(ABDJEC) = S(ABC) + S(BCED) + S(DE.J).

E igualando as dreas dos hexdgonos, sabendo que S(AHI) = S(ABC) = S(DE/J),

temos:
S(ACFH) + S(ABGI) = S(BCED),

provando assim o Teorema.

3.4.6 Demonstracao de Bhaskara

Outro conhecido matematico realizou uma construcao que prova o Teorema de
Pitagoras. “Bhaskara, matematico hindu do Século XII teria apenas desenhado a figura e
escrito “Veja!” | sem dar maiores explicagoes” (ARAUJO, 2011, p. 4) Sua prova baseia-se

na decomposicao de um quadrado conforme figura abaixo:

Figura 3.20: Demonstracao de Bhaskara

b-a

Fonte: ARAUJO (2011, p. 4)

Demonstracgao: Sendo a e b catetos e ¢ hipotenusa do triangulo retangulo, é facil
perceber que os quatro triangulos retangulos da figura 3.20 sao congruentes pelo caso
ALA.

A area do maior quadrado serd dada pela area dos quatro triangulos congruentes

e do quadrado menor. Sendo assim:
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provando assim o Teorema de Pitagoras.

3.5 A reciproca do Teorema de Pitagoras

Como ja foi citado anteriormente, os egipcios utilizavam uma corda de 12 nés para
medir as terras localizadas préximas ao rio Nilo. Essa corda permitia que fosse criado
um angulo reto pela formacao de um triangulo de lados compostos por 5, 4 e 3 néds.
Além disso, os hindus, provavelmente pelas mesmas necessidades, utilizavam triangulos
de lados medindo 3, 4 e 5; 5, 12, 13; entre outros. Porém nenhuma destas civilizagoes se
questionaram sobre o motivo de obterem angulos retos com essas medidas (BARBOSA,
1993, p. 21).

Na verdade, ainda que desconhecessem, eles estavam empregando a reciproca do
Teorema de Pitdgoras, que diz que em um triangulo de lados a, b e ¢ onde vale a? = b*+c2,
este triangulo é retangulo e sua hipotenusa ¢é o lado que mede a.

Apresentaremos a seguir duas demonstragoes para a reciproca do Teorema de
Pitagoras: a demonstragao de Euclides do livro Os Elementos e a demonstracao de Joao

Barbosa do livro Geometria Euclidiana Plana.

3.5.1 Primeira Demonstracao

Euclides de Alexandria, em sua obra Os Elementos, no livro I, apresenta e demons-
tra a proposicao 48 que se refere a Reciproca do Teorema de Pitagoras.

A Proposicao 48 do Livro I de Euclides diz: “Se em um triangulo o quadrado sobre
um dos lados ¢ igual a soma dos quadrados sobre os dois lados restantes do triangulo,
entdo o angulo formado pelos dois lados restantes do triangulo é reto” (JOYCE, 1996).

Para realizar esta demonstracao, utilizou-se como referéncia David Joyce (1996)E].

Demonstracao: No triangulo ABC' considere que o quadrado do lado BC' igual a
soma dos quadrados dos lados BA e AC, ou seja, (30)2 = (BA)2 + (AC’)2. Afirmamos
que o angulo BAC é reto. Vamos provar!

Trace o segmento DA tal que CAD seja reto e DA = BA. Trace CD.

3Disponivel em: < https : //mathes.clarku.edu/ djoyce/java/elements/bookl /propI48.html >.

Acesso em: 16 mar. 2019.
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Figura 3.21: Demonstracao de Euclides

C

Como DA éigual a AB, tem-se que (m)z = (Ef Adicione o quadrado de AC’

para cada um. Entao teremos:

(DA)* + (AC)* = (BA)" + (AC)".

Como o angulo DAC é reto, pelo Teorema de Pitagoras:

(DO)* = (DA)’ + (AC)”.

Por hipétese, (W)Q = (m)2 + (A_C)2 Portanto, (D_C)2 = (B_C’)Q, de modo que
o lado DC' também ¢é igual a BC'.

Como DA = AB e AC é comum, os dois lados DA e AC sdo iguais aos dois lados
BA e AC respectivamente, e DC' = BC, pelo caso de congruéncia de triangulos LLL,
CAD = BAC = 90°.

Portanto, se em um triangulo o quadrado em um dos lados ¢ igual a soma dos

quadrados nos dois lados restantes do triangulo, entao o angulo formado pelos dois lados

restantes do triangulo serd reto, provando-se assim a Reciproca do Teorema de Pitagoras.

3.5.2 Segunda Demonstragao

Para realizar esta demonstragao, utilizou-se como referéncia o livro Geometria
FEuclidiana Plana de Joao Barbosa (2012, p. 99).

No livro Geometria Euclidiana Plana, Joao Barbosa enuncia a reciproca do Te-
orema de Pitdgoras da seguinte forma: “Um triangulo possui lados medindo a,b e c.

Se a? = b? + ¢, entao o tridngulo é retangulo e sua hipotenusa é o lado que mede
a” (BARBOSA, 2012, p. 99).

Demonstragao: Seja ABC um triangulo de lados a, b e c tal que a® = b* + 2.
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Figura 3.22: Dois triangulos

C Z

A ¢ B X ¢ ¥
Fonte: Préprio autor

Construa um novo triangulo retangulo XY Z de catetos XY = AB =ce XZ =
AC = b. Neste novo triangulo, de acordo com o Teorema de Pitdgoras, a hipotenusa mede
V% + ¢ = a. Portanto, este novo triangulo (que é retangulo) tem lados medindo a, b e c.
Pelo caso de congruéncia LLL, o novo triangulo XY Z serd congruente ao original
ABC. Portanto, o triangulo ABC' é retangulo e sua hipotenusa mede a, provando assim,

a Reciproca do Teorema de Pitagoras.

3.5.3 Duas Consequéncias do Teorema de Pitagoras

Agora que o Teorema de Pitagoras foi enunciado e provado, assim como sua
reciproca, vamos analisar duas consequéncias importantes desse teorema e verificar a
validade também da reciproca destas consequéncias. Essa consequéncia é na verdade uma
extensao para triangulos nao retangulos.

O Teorema de Pitagoras parte da hipétese que o triangulo possui um angulo reto
e por consequéncia tem-se a relacao a®> = b* + ¢2. Deve-se esperar que quando o angulo
nao é reto, a relacao entre as medidas dos lados do triangulo serd a? = b? + ¢4 um valor.
De fato, esta afirmagcao é verdadeira e serd provada abaixo.

As demonstragoes descritas abaixo tiveram como referéncia Eduardo Wagner em
sua apostila para a OBMEP Teorema de Pitdgoras e Areas (2015, p. 9-10).

1° Caso: A < 90°
Seja um triangulo ABC' onde o angulo Aé agudo, ou seja, A< 90°, AD =z e
CD = h.
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Figura 3.23: Triangulo 1

X D C—X B

Fonte: WAGNER (2015, p. 9)

Como os triangulos ADC' e BDC' sao retangulos, pelo Teorema de Pitagoras, temos
P=h+2%ea®=h*+(c—2).

Isolando h? e igualando as expressoes:

b — 2% =a® — 2+ 2cx — 2.
Assim, obtém-se:

a’? = b>+ 2 — 2cz.

Logo, conclui-se que se A < 90° entdo a2 < b2 + 2.
2° Caso: A > 90°

Seja um triangulo ABC' onde o angulo A é obtuso, ou seja, A> 90°, AD =z e
CD = h.

Figura 3.24: Triangulo 2

Fonte: WAGNER (2015, p. 9)

Como os triangulos ADC e BDC' sao retangulos, pelo Teorema de Pitagoras, de

forma andloga ao caso 1, obtém-se:
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a®> = b + 2 + 2cx.

Logo, conclui-se que se A > 90° entdo a? > b2 + 2.

Resumindo os resultados acima, temos:
e Se A é reto, entdo a? = b? + ¢2;
e Sc Aé agudo, entao a® < b* + ¢
e Se A é obtuso, entdo a? > b% + ¢

Das trés relagoes acima, sabemos que vale a reciproca do primeiro item que é o
Teorema de Pitdgoras. Serd que valem os reciprocos dos outros dois? A resposta é sim e

serd provado por absurdo abaixo.

Demonstragao: Suponha que em um triangulo de lados medindo a, b e ¢, temos

a® < b® + % e que A nao é agudo. Temos dois casos:

1° Caso: A é reto.

Se A é reto, pelo primeiro item, deve-se ter a? = b*> + ¢? o que é um absurdo.

2° Caso: A é obtuso.
Do mesmo modo, se A é obtuso, pelo terceiro item, deve-se ter a? > b + ¢ o que
¢ um absurdo.

Logo, o angulo Asé pode ser agudo.

A demonstracao do reciproco do terceiro item ocorre de modo andlogo ao do se-
gundo. Esta demonstracao também poderia ser utilizada para provar a reciproca do

Teorema de Pitagoras.

3.6 Generalizacoes do teorema de Pitagoras

Refletindo sobre o Teorema de Pitagoras, é conveniente perguntar se o padrao
encontrado para as areas oferecido pelo teorema também possui validade para outras
figuras além do quadrado.

Nesta se¢ao, serao apresentadas e demonstradas extensoes do Teorema de Pitdgoras,
mostrando que a relacao entre as dreas de figuras planas construidas sobre os lados de um

triangulo retangulo nao é exclusiva para quadrados. Além disso, serao apresentadas as
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generalizacoes propostas por Polya e Pappus. Para isso, utilizou como referéncia principal
o livro Descobrindo Padrées Pitagdricos de Ruy Madsen Barbosa (1993, p. 27-46) e o
artigo Teorema de Pitagoras: extensoes e generalizagoes de Joao Silva, Erminia Fanti e
Hermes Pedroso (2016).

3.6.1 Extensoes do Teorema de Pitagoras

Sera apresentada a seguir uma sequéncia didatica sobre extensoes do Teorema de
Pitagoras aplicadas a triangulos equilateros, triangulos semelhantes, poligonos regulares

e poligonos semelhantes.

3.6.1.1 Extensoes Para Triangulos Equilateros

Neste item, sera analisada a validade da relacao entre areas sobre os lados de um
triangulo retangulo para triangulos equildteros construidos sobre os lados. Para a de-

monstracao desta relacao serd utilizado o seguinte Lema:

Lema 1: Um triangulo equildtero ABC de lado [ tem area dada por

S(ABC) = 553,

Figura 3.25: Area do triangulo equilatero

A

h

a
B %H &

b2 | =~

Fonte: O proéprio autor

Demonstracao: O triangulo AHC é retangulo em H e, como HC' =

o Teorema de Pitagoras, temos:

Ry (D) =Posn=pP-LCop2=3 o1

Como apresentado na secao Conceitos Preliminares desta pesquisa, a area de um

triangulo ABC' qualquer é dada por S(ABC) = b““‘;w Portanto, a area do triangulo

equilatero ABC' sera
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S(ABC) =th = =2 = Y3,

Proposicao 1: A area do triangulo equilatero construido sobre a hipotenusa de
um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos triangulos equilateros construidos

sobre os catetos deste triangulo.

Figura 3.26: Extensao para Triangulos Equilateros

Fonte: O proéprio autor

Demonstracao: Seja o triangulo retangulo ABC onde AB = ¢, BC = a e
AC = b. Considere ainda a construcao de triangulos equildteros sobre cada um dos lados
do triangulo retangulo. Temos que as dreas dos triangulos equilateros sobre os lados a, b
e ¢ sao Sy, Sy e S, respectivamente.

xQ\/g
-

Logo, os triangulos equilateros construidos sobre os lados a, b e ¢ terao suas areas

Segundo Lema 1, a area de um triangulo equilatero de lado x é dada por S, =

dadas por:

respectivamente.

Somando Sy e S,, temos:

(*+)v3 _ a2v3
1 1

Sp+S. = =S,.

Pois, pelo Teorema de Pitagoras, b? + ¢? = a?. Portanto, o padrao pitagérico das

areas ¢ valido para triangulos equilateros.

Observacao: No caso de hexagonos regulares, o padrao pitagorico é consequéncia
do provado para triangulos equilateros, pois cada hexagono regular é composto de seis

triangulos equilateros congruentes.



49

Figura 3.27: Extensao para Hexagonos Regulares

Fonte: O préprio autor

3.6.1.2 Extensoes Para Triangulos Semelhantes

Para provarmos a extensao do Teorema de Pitdgoras para triangulos semelhantes,

necessitamos provar um Lema antes.

Lema 1: A razao entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao quadrado

da razao de semelhanca entre eles.

Figura 3.28: Triangulos Semelhantes

E

B D 2 E H G
Fonte: O préprio autor

Demonstracao: Sejam os triangulos semelhantes ABC e EFG. Considere as

alturas AD e EH relativas aos lados homdlogos BC' e F'G respectivamente.
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Sendo os triangulos semelhantes, as medidas das alturas sao proporcionais as me-
didas dos lados homologos:
AD BC
EH TG
Por outro lado, as areas S e S’ dos triangulos ABC e EFG respectivamente sao

(3.1)

dadas por:

Dividindo S por S

s _ pcap 3D (BO)
S’ FG-EH ~— (ﬁf

De maneira andloga, mostramos que a proporcao é valida para os lados correspon-
dentes AB e E'F e também para os correspondentes AC' e EG. Logo
s _ (Bo) _ (aB)° _ (Ac)’

NG aNCoR

Utilizando este lema, iremos provar a extensao do Teorema de Pitagoras para

triangulos semelhantes.

Proposicao 2: Se construirmos triangulos semelhantes sobre os lados de um
triangulo retangulo e se os lados do triangulo retangulo sao lados homoélogos (corres-
pondentes) aos lados dos triangulos semelhantes que os contém, entdo a area do triangulo
construido sobre a hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos triangulos construidos sobre

os catetos.

Figura 3.29: Extensao para Triangulos Semelhantes

Fonte: SILVA et. al (2016, p. 7)

Demonstracao: Considere no triangulo ABC, retangulo em A, trés triangulos
semelhantes construidos sobre seus lados.

Pelo Lema 1, temos a seguinte relacao entre as suas areas:
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Ay _ V2 | Az c?
4T 24 T &
Portanto,
Agzg—z'AleAg:Z—z'Al.
Somando as duas equagoes obtemos:
Ayt Ay = )

E como, pelo Teorema de Pitdgoras, a? = b? + ¢2, obtemos Ay + A3 = Aj.
Desta forma, provou-se que o padrao pitagorico também se estende a triangulos

semelhantes.

Observagao: A validade da extensao provada para triangulo equildteros ocorre,

pois todos os triangulos equilateros sao semelhantes.

3.6.1.3 Extensoes Para Poligonos Regulares

A seguir, sera analisado o caso de poligonos regulares construidos sobre os lados de

um triangulo retangulo. Um poligono diz-se regular se tiver todos os seus lados e angulos

congruentes.

Proposicao 3: A area do poligono regular de n lados construido sobre a hipo-
tenusa de um triangulo retangulo ¢ igual a soma das areas dos poligonos regulares de n

lados construidos sobre seus catetos.

Figura 3.30: Extensao para Poligonos Regulares

Fonte: SILVA et. al (2016, p. 8)
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Demonstracao: Considere um triangulo retangulo ABC' de catetos medindo b e ¢
e hipotenusa a, onde em cada um dos seus lados foram construidos poligonos regulares de
n lados. Iremos decompor cada poligono, em n triangulos isdsceles congruentes conforme

Figura 3.30.

Sejam S,, 9, e S. as areas dos poligonos construidos sobre os lados BC', AC' e AB
do triangulo retangulo, respectivamente e T, T}, e T, as areas de cada triangulo isésceles
em que foi decomposto o poligono regular, construido sobre a hipotenusa de medida a e

catetos de medidas b e c¢. Temos entao:
S, =nd,, Sy =nT,eS.=nT..
Somando as equagoes, temos:
Sp+Se=n- (T, +T,).

Mas como os triangulos isdsceles sobre os lados do triangulo retangulo sao seme-

lhantes pelo caso AA, pela Proposicao 2 temos que T, = Ty, + T, logo
Sp+Se=n-(Th+T.) =nT, =S,.

Portanto, o padrao pitagérico se estende a poligonos regulares.

3.6.1.4 Extensoes Para Poligonos Semelhantes

A seguir, iremos provar o padrao pitagérico para poligonos semelhantes. Para
isso, devemos lembrar que dois poligonos A;As...A,, e B1Bs...B,, sao semelhantes, quando
seus angulos correspondentes sao congruentes e seus lados correspondentes, denominados

homélogos, sao proporcionais.

Para realizar a demonstragao da proposicao, é necessario provar um novo Lema.

Lema 2: A razao entre as areas de dois poligonos semelhantes A;As...A, e

By Bs,...B, éigual ao quadrado da razao de semelhanca entre eles.
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Figura 3.31: Poligonos Semelhantes de n Lados

-.B
B 4
A‘a" __'A-:.l B~ % Bn—l
Ag‘ / s A‘n— 1 \ /
A A, B B,

Fonte: SILVA et. al (2016, p. 9)

Demonstracao: Sejam dois poligonos A;A,...A, e By Bs...B, semelhantes con-
forme figura 3.31. Com as diagonais partindo de dois vértices correspondentes, decom-
pomos os poligonos em triangulos, onde cada triangulo formado no poligono A;A,...A,,
possui um triangulo semelhante no poligono By Bs...B,, formado pelos lados homologos

aos do triangulo semelhante do primeiro poligono, logo:

A2A3 — — AnflAn _ AnAl —

A1Ao — —
B1Bo B2>B3 Bn_1Bn BnBi1

Portanto, seus quadrados também sao proporcionais:

(A145)? (A243)° _ _ (AnaAn)® _ (AnA1)® _ k2

(B1B2)? (B2B3)2 ~ "7 (Bp—1Bn)? = (BnB1)2

Sejam 11,715, ..., T,,_o as areas de cada triangulo semelhante em que foi decomposto

o poligono Ay Ay... A, e 11, Ty, ..., T _, as areas de cada triangulo semelhante em que foi

decomposto o poligono B Bs...B,.
T
Pelo Lema 1, temos %, = % == T,j = k2.

Usando a propriedade das proporcoes, podemos escrever:

DATo4+Th 2 _ k2 —

P
T{+T5++T) _, P

onde P é a area do poligono A1 A, --- A, e P’ é a area do poligono BBy --- B,.

Proposicao 4: A area do poligono qualquer de n lados construido sobre a hi-
potenusa de um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos poligonos de n lados

semelhantes a ele construidos sobre os catetos, onde os lados do triangulo retangulo sao

lados homologos dos trés poligonos semelhantes.
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Figura 3.32: Extensao para Poligonos Semelhantes

Fonte: SILVA et. al (2016, p. 10)

Demonstracao: Considere o triangulo retangulo ABC' de hipotenusa a e catetos
b e c e trés poligonos semelhantes construidos sobre os lados do triangulo de areas P,, P,

e P.. Pelo Lema 2, temos:

P, _ b2 P. & _ b2 _ 2
P—a—a—QeP—Z—a—Qipb—a—QPaePc—a—Zpa.

Somando as equagoes temos:

Py+ P. = "5 P

T a

Mas como, pelo Teorema de Pitdgoras, a® = b + ¢%, temos P, + P, = P,.
Portanto, o padrao pitagérico é valido para poligonos semelhantes.

Observacao: A validade da extensao provada para poligonos regulares de n lados,

com n € N, ocorre, pois todos os poligonos regulares de n lados sao semelhantes.

3.6.2 Generalizacao de Polya

George Polya (1887-1985), matematico hingaro, apresentou uma das provas mais
brilhantes do Teorema de Pitagoras que generaliza o Teorema para formas geométricas
semelhantes. Esta prova encontra-se no livro Induction and Analogy in Mathematics de
autoria de George Polya (1954, p. 33).

A generalizagao proposta por Polya diz: Se trés figuras semelhantes sao descritas
em trés lados de um triangulo retangulo, a descrita sobre a hipotenusa € igual, em drea,
a soma das dreas dos outros dois (POLYA, 1954, p. 34).
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Para realizar a demonstracao proposta por Polya, precisamos ampliar a definicao

de poligonos semelhantes para figuras semelhantes. Veja definicao abaixo.

Definicao: Duas figuras geométricas F' e F' sao semelhantes se a cada ponto
A de F é possivel fazer uma correspondéncia a um e s6 um ponto A" de F’, chamado

homdlogo do ponto A, de tal forma que se A e B sdo pontos quaisquer de F e A" e B’
sao seus pontos homélogos em F”, entdao a razao % é constante, e é denominada razao

ou coeficiente de semelhanca da figura F' para a figura F’. De modo similar ao caso de

poligonos semelhantes, dizemos que AB e A’B’ sao segmentos homologos.

Figura 3.33: Figuras Semelhantes

Fonte: SILVA et. al (2016, p. 18)

Além desta definicao, sera utilizada uma generalizacao do Lema 2 para figuras
semelhantes que diz: As dreas de duas figuras semelhantes estao entre si como o quadrado
da razao de semelhanca. A demonstracao desta generalizacdao encontra-se em (LIMA,

1991, p. 49).

A proposicao a seguir foi enunciada e provada por Polya.

Proposicao 5: Sejam F, G e H trés figuras semelhantes, construidas sobre a hipo-
tenusa e os catetos de um triangulo retangulo respectivamente. Se os lados do triangulo
retangulo sao lados homélogos aos lados das figuras semelhantes que os contém, entao as

areas S, Sg e Sy satisfazem a relacao Sg + Sy = Sr.

Demonstracao: A demonstragao sera realizada em duas etapas. Na primeira sera
mostrado que se a relagao entre as areas das figuras sobre os lados do triangulo retangulo
for valida para uma terna particular de figuras semelhantes construidas sobre os lados de
um triangulo retangulo, entao ela sera valida para qualquer terna de figuras semelhantes
construidas sobre os lados deste triangulo retangulo. Na segunda etapa, apresentaremos
um caso particular de poligonos semelhantes construidos com os lados de um triangulo

retangulo congruente ao da primeira parte, que sao semelhantes e satisfazem o padrao
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pitagérico da relacao de areas, completando assim a prova.

Parte 1: Seja um triangulo retangulo ABC' de hipotenusa medindo a e catetos
medindo b e c. Sejam ainda trés figuras semelhantes F, G e H construidas sobre a hipote-
nusa e os catetos do triangulo ABC' respectivamente. Suponha que para as figuras F, G

e H vale a relacao entre as areas Sg + Sy = Sp.

Figura 3.34: Figuras semelhantes sobre o lado do triangulo retangulo

H

Fonte: SILVA et. al (2016, p. 20)

Se F',G' e H' sao outras trés figuras semelhantes construidas sobre a hipotenusa
e catetos do triangulo ABC' respectivamente, na mesma ordem que as anteriores, como

a razao entre as areas de duas figuras semelhantes ¢ igual ao quadrado da razao de

semelhanca entre elas, obtemos:

Logo, podemos concluir que:

Ser — Sar — Sut _

Sr Sa Su

Portanto, Sgr = k- Sp, S¢v =k -Sg e Sy =k - Sg.

Assim,
SG'+SH/:]{Z-Sg—l-k'SH:k(SG—i-SH).
Mas como por hipétese, Sg + Sy = S, entao:

Sar + Sy =k - Sp = Sp.
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Parte 2: Pretende-se mostrar que é possivel construir figuras semelhantes F', G
e H sobre os lados do triangulo retangulo ABC' que satisfagcam a relagao entre as areas,
hipdtese da proposicao.

Uma construgao conveniente pode ser obtida no préprio triangulo retangulo ABC.
Tracando o segmento AD que é a altura em relacao ao lado BC' do triangulo retangulo,
obtemos trés triangulos retangulos semelhantes, o préprio ABC e os triangulos DBA e
DAC. Termos entao, uma terna de figuras semelhantes que satisfazem a relagao de area
S(ABC) = S(DBA) + S(DAC).

Figura 3.35: Triangulo ABC e sua altura relativa a hipotenusa

B

A C
Fonte: SILVA et. al (2016, p. 27)

Para melhorar a visualizacao, construiu-se na Figura 3.36 os os triangulos congru-
entes aos triangulos ABC', DBA e DAC no exterior do triangulo ABC. Para isso, seja
A’ o simétrico do ponto A em relacao ao segmento BC', D’ o simétrico de D em relacao

ao segmento AC e D" o simétrico de D em relagdo ao segmento AB.

Figura 3.36: Triangulos semelhantes ao triangulo retangulo ABC

H

Dl
Fonte: SILVA et. al (2016, p. 27)
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Observa-se que se D fosse um ponto qualquer da hipotenusa BC' ainda seria valida
a propriedade da soma das areas, mas os angulos dos triangulos seriam diferentes e nao
se obteria triangulos semelhantes. Desta forma, a tinica posicao conveniente para D é o
pé da perpendicular.

Temos ainda que a relacao entre areas de triangulos semelhantes, provada na Pro-
posi¢ao 2, utilizou como ferramenta o Teorema de Pitdgoras e, na demonstracao acima,
proposta por Polya, a relagao entre as areas foi verificada sem o uso do Teorema. Desta
forma, o Teorema de Pitagoras pode ser obtido como uma consequéncia da demonstracao

de Polya (Proposicao 5).

3.6.3 Generalizacao de Pappus

Pappus de Alexandria (290 — 350) foi um dos tltimos grandes mateméticos gregos
da antiguidade. Parte de suas pesquisas baseavam-se em novas provas e consequéncias
de proposicoes de cientistas da antiga civilizacao grega como Euclides, Arquimedes e
Apolonio. Dentre elas, destaca-se uma proposicao que pode ser considerada uma gene-
ralizacao para o Teorema de Pitdgoras, ja que o Teorema de Pitagoras pode ser obtido
como um caso particular dele. O interessante na construgao de Pappus é que o triangulo,

onde sao feitas as construgoes nao precisa ser necessariamente retangulo.

Proposicao 6: Seja ABC um triangulo qualquer e sobre dois de seus lados
constroi-se dois paralelogramos quaisquer, ABDFE ¢ ACFG, como na Figura 3.37. E
possivel construir sobre o outro lado desse triangulo, um terceiro paralelogramo, BCHI,

cuja area seja igual a soma das areas dos outros dois ja construidos.

Figura 3.37: Generalizacao de Pappus

B C
Fonte: SILVA et. al (2016, p. 27)

Demonstracao: Vamos iniciar com a construcao do terceiro paralelogramo, con-

forme orientacao de Pappus, para depois provar a validade da relagao entre as areas.

Construcao: Prolongue os segmentos DE e F'G. Seja M o ponto de intersecao

destes prolongamentos. Trace a reta M A e seja N a intersegao de M A com o lado BC



59

do triangulo. Seja P pertencente & M A tal que M A = NP. Trace a reta [ que passa por
P paralela a BC' e as retas r e s que passam por B e C respectivamente e sao paralelas
a MA. Sejam ainda I e H as interse¢oes das retas r e s com a reta [ respectivamente. O
quadrilatero BC'HI é o paralelogramo, construido por Pappus, cuja area ¢ igual a soma
dos outros dois paralelogramos construidos sobre os lados AB e AC do triangulo. Resta

apenas provar essa ultima afirmacao.

Figura 3.38: Construcao do terceiro paralelogramo

Fonte: O proéprio autor

Prova da relagao de areas: Seja () o ponto de intersecao da reta r e o segmento
DFE e K o ponto de intersecao da reta s e o segmento F'G.

Repare que os paralelogramos BNPI e ABQM tem a mesma medida de base
MA = NP e mesma altura, logo possuem mesma area. Tem-se também que os triangulos
BDQ e AEM sao congruentes pelo caso ALA, pois Q§D = MA\E, AE=DBDe BﬁQ =
AEM. Portanto, S (ABDE) = S (ABQM) = S (BNPI).

De modo andlogo provamos que S (ACFG) =S (CNPH).

Portanto, S (ABDE) + S (ACFG) = S (BCHI).

Provamos assim que a area do terceiro paralelogramo BC'HI é igual a soma das

areas dos outros dois paralelogramos construidos sobre os lados do triangulo.

Observacgao: E possivel perceber que o Teorema de Pitdgoras é um caso particular
da generalizagao provada por Pappus. A construgao proposta por Pappus realizada com

quadrados esta a seguir.
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Figura 3.39: Construcao do terceiro quadrado

P

Fonte: O préprio autor

Temos que MEA=DEA=EAB = BAC = 90°.

Como EM = AG = AC e EA = AB, pelo caso de congruéncia LAL, obtemos que
AAEM = ABAC. Assim, EMA= ACB e MAE = ABC.

Como MAE e CAN sio opostos pelo vértice, MAE = CAN = ABC.

Temos ainda que ACB+ ABC = 90° e como CAN = ABC e ACN = A@B, entao
CAN + ACN = 90°, Portanto, ANC = 90°.

Como r,t e s sao retas paralelas, entao CBI = BIH =1HC = HCB = 90°.

Por outro lado, como BI = NP = AM = BC, entdao BCHI é um quadrado de
lado BC.

A prova da relacao de areas para o caso dos quadrados construidos sobre os lados

do triangulo retangulo é analoga a realizada para os paralelogramos.

3.6.4 Exercicios sobre extensoes do Teorema de Pitagoras

A seguir serao provadas, como exercicio, algumas extensoes do Teorema de Pitagoras.
Serao apresentadas construcoes retilineas e nao retilineas de figuras que possuem ou nao
um lado apoiado sobre os lados do triangulo retangulo. Serao provadas 4 extensoes e
serao apresentadas outras quatro extensoes que ficarao como sugestao de exercicios com-

plementares ao estudo.
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Extensao 1: Provar a extensao do Teorema de Pitdgoras para as regides comple-

mentares dos triangulos equildteros construidos no interior dos quadrados e tendo como

base os lados do triangulo retangulo.

Figura 3.40: Extensao Retilinea 1

Ea

Eb o)

Ec

Fonte: O préprio autor

Demonstracao: Sejam E,, F, e E., as areas das regidoes complementares dos
triangulos equilateros construidos no interior dos quadrados, Q,, Q) ¢ Q. as areas dos

quadrados e T,,T, e T, as areas dos triangulos que tém como base os lados a,b e ¢

respectivamente. Temos:
Ey=Qy,—T,e E.=Q.—T..
Somando as duas equagoes:
Ey+ E. = Qv+ Qc) — (Th + To).
Usando a relacao das areas para quadrados e triangulos equilateros, temos:
Ey+E.=(Q,—1T,) = E,.

Extensao 2: Provar a extensao do Teorema de Pitdgoras para os quadrados

inscritos tomando os pontos médios dos quadrados dos lados do triangulo retangulo.
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Figura 3.41: Extensao Retilinea 2

I
/41

b

Fonte: O préprio autor

Os quadrados de area I, I, e I. sao inscritos nos pontos médios dos quadrados dos
lados do triangulo retangulo.

A area do quadrado inscrito no quadrado de lado a é dada por:

a)\2

De modo andlogo, as areas [, = % el. = %, onde Q,, Qy e Q. sao as areas dos
quadrados de lados a, b e c.

Somando as duas ultimas equacoes, temos:

— (Q+Qc)
I+ I, = @utee),

Utilizando a proposi¢ao de Pitdgoras para areas de quadrados formados sobre os
lados do triangulo retangulo, temos I, + I, = % =1,.
Extensao 3: Provar a extensao do Teorema de Pitagoras para circulos inscritos

em quadrados.
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Figura 3.42: Extensao Mista 3

/Cb\b a
N
D
\__/

Fonte: O proprio autor

Demonstracgao: Na figura, temos circulos inscritos em quadrados formados sobre
os lados do triangulo retangulo.
Sejam C,,Cy e C. as areas dos circulos inscritos nos quadrados de lados a,b e ¢

respectivamente. Logo

Somando as duas ultimas equagoes, temos:

7r(b2—|—02)
-

Cy+C,. =

Como, pelo Teorema de Pitdgoras, a® = b% + ¢*:

2

Cb+Cc=ﬂT‘l2=7T(%) =(C,.

Extensao 4: Provar a extensao do Teorema de Pitagoras para semicirculos com

diametro sobre os lados do triangulo.
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Figura 3.43: Extensao Curvilinea 4

Fonte: O préprio autor

Demonstracgao: Seja um triangulo retangulo com trés semicirculos de diametros

sobre seus lados.
Sejam S,, Sy e S. as areas dos semicirculos de diametros a, b e ¢ respectivamente.

Logo

b r2 7T(b2+62)
St b=+ ="5—"
Mas como, pelo Teorema de Pitdgoras a® = b* + c%:
Sp+ S, =" =8,

Extensoes propostas como exercicios:

Abaixo, apresentamos como exercicios mais quatro extensoes do Teorema de Pitdgoras
para serem provadas. Existem intimeras extensoes com provas muito interessantes. Para

saber mais, consultar BARBOSA (1993).

1) Triangulos equildteros inscritos considerando os pontos médios dos triangulos

equildteros que tém como base os lados do triangulo retangulo.
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Figura 3.44: Exercicio 1 de extensao

Fonte: SILVA et. al (p. 12)

2) Quadrados cujos centros coincidem com os centros dos quadrados construidos
sobre os lados do triangulo retangulo e suas diagonais tém como medida %, onde d indica

a medida da diagonal do quadrado basico.

Figura 3.45: Exercicio 2 de extensao

Fonte: SILVA et. al (p. 12)

3) Quadrantes sobre os lados do triangulo retangulo.
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Figura 3.46: Exercicio 3 de extensao

Ebv

Fonte: SILVA et. al (p. 14)

4) Regides exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrantes de circulos.

Figura 3.47: Exercicio 4 de extensao

Ca

Ec

Ch

Ebp

Fonte: SILVA et. al (p. 14)



Capitulo 4
Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

Nas secoes anteriores foi realizado um estudo aprofundado sobre o Teorema de
Pitagoras. Este Teorema possui um grande valor historico, mas além disso, possui
inumeras aplicagoes em conceitos matematicos e em situacoes cotidianas. Este capitulo
evidencia a aplicacao deste Teorema e propoe a resolucao de problemas por sua aplicacao.
Os problemas apresentados sao desafiadores e nao exploram apenas a aplicacao direta do
Teorema. “O conhecimento matematico ganha significado quando os alunos tém situagoes
desafiadoras para resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolugao” (BRASIL,
1998, p. 39).

As aplicacoes do Teorema estao divididas de acordo com suas caracteristicas. Inici-
amos com a aplicacao do Teorema em conceitos matematicos e na construgao geométrica
de segmentos. Resolveremos em seguida, diversos problemas de aplicacao do Teorema,
problemas do Exame Nacional de Acesso para o Profmat, da OBMEP e OBM, do ENEM
e Institutos Federais (IF), de concursos publicos e do PAEBES.

4.1 Aplicacoes em Conceitos Matematicos

Nesta secao, serao apresentadas diversas aplicacoes do Teorema de Pitagoras na
construcao de conceitos matematicos e em um problema relacionado as areas das lunulas

de Hipdcrates.

4.1.1 Aplicacao em Geometria Plana

I) Altura de um triangulo isésceles:

Seja um triangulo isosceles ABC' de lado | e AH a altura relativa ao vértice A de
comprimento h. Iremos calcular a altura do triangulo isésceles em funcao das medidas [

e b dos lados e base do triangulo respectivamente.

67
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Figura 4.1: Altura do triangulo isésceles

Fonte: O préprio autor

Solugao: O triangulo AHC é retangulo em H e, como HC = g, aplicando o

Teorema de Pitdgoras, temos:

Rt (B =P==0P-0=p =100 o= YITRE

Portanto, basta conhecer as medidas [ e b dos lados do triangulo para calcular a

medida A de sua altura.
IT) Diagonal de um retangulo:

Seja um retangulo AC'BD de comprimento a, altura b e diagonal d. Iremos calcular

a diagonal do triangulo retangulo em funcao dos lados a e b.

Figura 4.2: Diagonal de um retangulo

D B

Fonte: O proéprio autor

Solugao: Como o triangulo ABC' é retangulo, para obter a medida da diagonal

d, aplicamos o Teorema de Pitagoras:
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P =a>+b=d=+Va>+ b2

Portanto, basta conhecer as medidas dos lados do retangulo para obter o compri-
mento de sua diagonal. Esta aplicagao se estende ao quadrado que por sua vez, sendo [ a
medida de seu lado, tém diagonal medindo d = V2 - [? = IV/2.

ITII) O problema de Hipdcrates:

Hipécerates de Quios (cerca de 470 — 410 a.C) foi um dos pitagéricos. Ele utilizou
a generalizacao do Teorema de Pitdgoras para provar o problema a seguir.

A Figura 4.3 mostra um triangulo retangulo e trés semicircunferéncias tendo os
lados como diametros. Devemos mostrar que a soma das areas das duas “linulas” som-

breadas ¢ igual a area do triangulo.

Figura 4.3: Problema de Hipdcrates

Fonte: O proéprio autor

Solugao: Sejam T a area do triangulo retangulo, P e ) as areas das linulas e U

e V as areas das demais regioes, conforme Figura 4.4.

Figura 4.4: Solucao do Problema de Hipdcrates

Fonte: O préprio autor

O semicirculo construido sobre a hipotenusa do triangulo retangulo, que nao contém
esse triangulo em seu interior, possui drea igual a soma das areas U + T + V e, pela ge-

neralizacao do Teorema de Pitdgoras para figuras semelhantes, temos:
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U4+T+V=P+U+V+Q=T=P+Q.

Portanto, a soma das areas das lunulas sombreadas € igual a area do triangulo.

4.1.2 Aplicagao em Geometria Espacial

I) Diagonal de um Paralelepipedo:

Seja um paralelepipedo de dimensoes a, b e ¢, diagonal da base d e diagonal do

paralelepipedo D, conforme Figura 4.5. Calcularemos D em funcao de a,b e c.

Figura 4.5: Diagonal do Paralelepipedo

Fonte: O proéprio autor

Solugao: Conforme foi provado anteriormente, a diagonal de um retangulo de
lados b e ¢ é dada por d = v/b? + ¢2. Para obter a medida da diagonal D do paralelepipedo,

devemos aplicar o Teorema de Pitdgoras, logo:
DP=d+a?=>D*=a>+0+2 =D =+Va®+ b+ c2.

A diagonal do cubo é um caso particular do demonstrado acima.
IT) Altura de um Cone Reto:

Um cone é reto quando a projecao ortogonal do seu vértice sobre a base coincide
com o centro da base, ou seja, coincide com o centro da circunferéncia da base.
Seja um cone reto de raio da base r, altura h e geratriz g. Iremos calcular h em

funcao de g e 7.
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Figura 4.6: Cone de altura h

A

r

Fonte: O proéprio autor

Solucgao: Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo, temos:

P =h4r2=h=/¢2 1.

ITT) Relagoes entre as medidas de uma Piramide Regular:

Uma piramide é regular quando o poligono de sua base é regular e quando a

projecao ortogonal de seu vértice sobre a base coincide com o centro da base.

Figura 4.7: Piramide regular

Fonte: O proéprio autor

Seja uma piramide regular de base quadrada, onde:
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e AB =b ¢é a aresta da base;

OV = h é a altura da piramide;

e VA =a éa aresta da piramide;

VM = p é a apétema da piramide;

OM = m ¢é a apétema da base;

e OA =r é o raio da circunferéncia circunscrita a base da piramide.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, aos triangulos retangulos VOM, VM A, VOA
e OMA, encontramos as seguintes relacoes entre os comprimentos dos elementos da

piramide:
h* +m? = p?,
P (3) =
h? 4+ r? = a?,
m? + (3)2 =72

As relagoes obtidas acima sao validas para toda piramide regular independente do

poligono regular de sua base.

4.1.3 Aplicagao em Trigonometria

I) Seno, Cosseno e Tangente de Angulos Notaveis:

Solugao: No triangulo retangulo ABC' de catetos medindo [, é possivel obter os

valores das razoes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) de 45°.

Figura 4.8: Triangulo Retangulo de Catetos [ e um angulo interno de 45°

C

[N2

45°

Fonte: O proéprio autor
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Para isso, utiliza-se um resultado proveniente da aplicacao do Teorema de Pitagoras

onde obtém-se que a medida AC = 1V/2. Portanto, temos:

o_ 1 _ 2
sendd —m—T,
o 1l _ 2
cos45 =1 A T 20
o _ 1 _

De forma andloga, obtém-se valores de seno, cosseno e tangente de 30° e 60 °,

tomando-se, agora, um triangulo equilatero de lado [.

Figura 4.9: Triangulo equilatero de lado [ e altura h

A

Fonte: O préprio autor

Pela definicao de seno, cosseno e tangente, verifica-se a relagao que diz que se a e b
sao dois angulos complementares, ou seja, a+b = 90°, entao sena = cosb e sen b = cosa.

Sendo assim:

=1 = cos60°.

sen30° = 5

~[pol=~

Do mesmo modo e aplicando o Teorema de Pitagoras para obter h em funcao do [:
/3
sen60° =h = 2 = ¥3 — p530°.

l l 2

Ainda em relacao aos angulos complementares a e b, tga = tng' Logo:

1
tg30° = 2= = L = tg60° = /3.
2



74

IT) Relagao fundamental da trigonometria:

Solugao: Considere o triangulo retangulo de hipotenusa medindo a e catetos

medindo b e c¢. Seja # um angulo interno ao triangulo.

Figura 4.10: Triangulo retangulo com angulo interno ©

o

Fonte: O préprio autor

Como sen ) = g e cosf) = <, temos:
(sen)® + (cos0)* = (2)2 + (9)2 = B
Como, pelo Teorema de Pitdgoras, a? = b* + c*:
(sen 6) + (cos ) = 1.

A relacao acima é muito importante para a trigonometria e é apenas uma entre
outras relacoes trigonométricas que podem ser provadas mediante aplicagao do Teorema

de Pitagoras.

As aplicagoes acima, sao alguns exemplos das varias aplicacoes do Teorema de
Pitagoras em conceitos matematicos. Desta forma, torna-se evidente a importancia deste
Teorema para a Matematica e sua utilidade nao se restringe a resolucao de problemas
praticos, mas também serve de base para a formulagao de novos conceitos, propriedades

e teorias matematicas.

4.2 Aplicacoes em Construcoes Geométricas

A seguir sao propostos problemas com construcao geométrica de segmentos utili-

zando o Teorema de Pitagoras.

Construcao I: Sejam a e b segmentos dados, construa o segmento x = v/ a? + b2.
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Solugao: Se devemos ter x = Va2 + b?, entao 22 = a® + b2. Portanto, pelo
Teorema de Pitdgoras, basta construir um triangulo retangulo de catetos medindo a e b

que a hipotenusa tera o comprimento x desejado.

Figura 4.11: Construgao Geométrica |

B

A 2 C
Fonte: O préprio autor

Construgao II: Sejam a e b segmentos dados, construa o segmento x = v/a? — b2.

Solucao: Se devemos ter = v/a? — b2, suponha que a > b para que o problema
tenha solucao. Temos, entdo a®> = x2+b?. Para isso, trace o segmento AC' de comprimento
b. Trace um circulo de centro C' e raio a. Trace uma reta r perpendicular a AC sobre A
e seja B um dos pontos de intersecao do circulo com a reta r. Temos entao um triangulo

retangulo ABC' de hipotenusa a e catetos b e x. Aplicando o Teorema de Pitagoras,

a? =22+ =z =+a - b2

Figura 4.12: Construcao Geométrica II

B!,
F2 I‘-‘II- a
IOX
A b 5

Fonte: O proéprio autor

Construcao III: Sejam a, b e ¢ segmentos dados, construa o segmento xr =

va? 4+ b2+ 2.
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Solugao: Se devemos ter = v/a2 + b2 + 2, entdo é vélido 2 = a® +b?> 4 2. Para
realizar a construgao desejada, devemos construir um triangulo retangulo de catetos b e c.
A hipotenusa deste triangulo serd y = v/b2 + c2. Depois, construir sobre a hipotenusa de
comprimento y, um novo triangulo retangulo de catetos y e a. A hipotenusa deste novo

triangulo retangulo serda o segmento x solicitado, pois:

=+ =+ 0+ =>x=vVa2+b0+ 2

Figura 4.13: Construcao Geométrica I11

L

C

Fonte: O préprio autor

Construcao IV: Sejam a, b e ¢ segmentos dados, construa o segmento xr =

Solucgdo: Suponha que ¢ < va? + b? para que o problema tenha solucdo. Para
realizar a construcao desejada, devemos construir um triangulo retangulo ABC' de catetos
BC =ae AC = b. A hipotenusa deste triangulo serd AB =y = v/a2 + b2. Depois, tracar
um semicirculo de diametro AB. Tragar um circulo de centro em B e raio c¢. Seja D a
intersecao deste circulo com o semicirculo tragado anteriormente. Temos que a medida

AD = x é o segmento desejado, pois:

V=’+=d 4+ =0+ =2 =+ -E=r=Va+ b -2
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Figura 4.14: Construcao Geométrica IV

Fonte: O proéprio autor

4.3 Aplicacoes na Resolucao de Problemas

O Teorema de Pitagoras é um conceito importante da geometria e uma ferramenta
para a resolucao de problemas. Sua aplicacao estd presente na formacao académica dos
alunos e em importantes provas realizadas por eles: ENEM, PAEBES, OBMEP e OBM.
Além de ser cobrado em concursos publicos e exames de acesso a institutos federais, o
Teorema de Pitdgoras é um dos itens exigidos no Exame Nacional de Acesso do programa
de mestrado profissional em matematica PROFMAT. Pensando nisso, propomos uma
sequéncia de exercicios contextualizados contemporaneos para evidenciar a presenca e a

relevancia do Teorema de Pitagoras.

4.3.1 Problemas Diversos

Nesta secao, serao apresentados e resolvidos problemas diversos de aplicagao do

Teorema de Pitagoras.

Problema 1: O jardim de Maria é formado por cinco quadrados de igual area e
tem a forma da figura abaixo. Se AB = 10 m, qual seréd a area do jardim, em metros

quadrados?
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Figura 4.15: Jardim

\

%

B

Fonte: O proéprio autor

Solugao: Como a area de um quadrado de lado [ é A = [? e os cinco quadrados
possuem mesma area, entao os quadrados que compoem o jardim sao congruentes.
Seja | o comprimento do lado de cada um dos cinco quadrados. Considere o

triangulo retangulo de hipotenusa AB e catetos medindo [ e 2[. Pelo Teorema de Pitagoras
(AB)? =12 + (21)® = 51 = 100 = I* = 20,
Como a édrea de cada quadrado ¢ A = [? e o jardim é composto por 5 quadrados
Ay =5-12=5-20=100 m?.

Portanto, a area do jardim ¢ 100 m?.

Problema 2: Se a, b e ¢ sdo inteiros positivos com b < ¢ < a, dizemos que (b, ¢, a) é
um terno pitagérico se a? = b*+c%. Sabendo que b = 2k+1, ¢ = 2k*+2k e a = 2k*+2k+1,
onde k é um inteiro positivo, mostre que (b, ¢, a) é um terno pitagoérico.

Solucgao:

a® = (2k% + 2k + 1)% = 4k* + 8k3 + 4K + 4k + 4k + 1
a® = (2k2 +2k)° + (2k + 1) = A + 12,

Logo, a* = b*> + ¢* e (b, c,a) é um terno pitagérico.

Problema 3: E dado um quadrado ABC'D de lado a. Determine o raio da cir-

cunferéncia que contém os vértices A e B e é tangente ao lado C'D.
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Solugao: Inicialmente, vamos realizar a construcao pedida. Para isso, seja me-
diatriz de um segmento o lugar geométrico dos pontos equidistantes aos extremos do

segmento.

Dado o quadrado ABCD de lado com comprimento a, sejam E e F' os pontos
médios dos lados AB e CD respectivamente. Trace os segmentos FF e BF. Como a
circunferéncia deve passar por A e B e ser tangente ao lado C'D, o centro O da circun-
feréncia deve ser equidistante dos pontos A, B e F. Logo, deve pertencer ao segmento E'F
(mediatriz do segmento AB) e também a mediatriz do segmento BF. Trace a mediatriz
do segmento BF e seja O a sua intersecao com o segmento FF. E, por fim, trace a

circunferéncia de centro O e raio OA.

Figura 4.16: Circunferéncia que passa por A e B e é tangente ao lado C'D

m

-

R L L T
i
\.“
e
it 2

[

Cce @

D

T

Fonte: O préprio autor

Analisando a construgao, no triangulo retangulo OFE B, sendo 7 o raio da circun-

feréncia, OB =17, OE = a—re¢ EB = 5. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo:

r? = (%)24— (a—7)°,

encontrando r = %“.

Problema 4: O triangulo ABC' tem lados AB = \/ﬁ, BC =4 e CA = /20.
Calcule a area de ABC.

Solugao: Considere o triangulo ABC' na figura abaixo, onde o segmento AD de

comprimento h ¢ a altura relativa ao lado BC'
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Figura 4.17: Triangulo ABC

A

B X D 4 -x G
Fonte: O proéprio autor

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos ABD e ADC:
2+ h*=12e (4 —x)* + h* = 20.

Logo, substituindo a primeira equacao na segunda, 16 — 8z + 22 + 12 — 22 = 20, o

que resulta em z = 1. Assim, a altura do triangulo h = v/11 e a area do triangulo sera
S — 411
=5

4.3.2 Exame Nacional de Acesso - Profmat

Abaixo serao apresentados problemas presentes no Exame Nacional de Acesso ao

Profmat que sao resolvidos mediante a aplicacao do Teorema de Pitagoras.

Problema 1: (ENA 2017) Na figura abaixo, ABC'D é um quadrado de lado 1 e
AF = BG = CH = DE = z. Qual o valor de x para que o quadrado EFGH tenha a

menor area possivel?

Figura 4.18: Quadrado - ENA 2017

A E D

B G C

Fonte: PROFMAT (2017)
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Solucgao: Seja [ o comprimento do lado do quadrado EFGH. Como AF = BG =
v e AB =1, entdo FB = 1 — . Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo BFG,

temos que 12 = 22 + (1 — x)? = 222 — 22 + 1. Temos que [ serd minimo quando o valor da

1

funcao 222 — 2z + 1 for minimo, ou seja, quando for % O minimo ocorre quando x = 3.

1
5

Portanto, o menor valor para [? ocorre quando x =
Problema 2: (ENA 2019) Denomina-se terno pitagérico um trio (a,b,c) de
nimeros inteiros positivos tais que satisfazem a expressao a®+b* = ¢. Se (z+2, 2z, 51/7)

é um terno pitagorico, entao qual sera o valor de x?

Solugao: Como (z + 2,2z,5y/x) é um terno pitagérico, aplicando o Teorema de

Pitagoras temos:

(x4 2)% + (22)%* = (5/7)?
22 4+ 4x + 4 + 422 = 25z
5x2 —2lz+4=0.

De onde resulta £ = 4 ou z =
(x 4+ 2,2x,5¢/x) = (6,8, 10).

%. Como = = é ¢ 7, x = 4 e o terno pitagdrico

Problema 3: (ENA 2018) O cubo da figura abaixo tem aresta de medida 3. Se
Al = CJ = FK =1, qual serd o perfmetro do triangulo I.JK?

Figura 4.19: Cubo 1 - ENA 2018

Fonte: PROFMAT (2018)
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Solugao: Como Al = FK = 1, marque o ponto L tal que KL = 1. Trace os
segmentos I L e L.J, ambos de comprimento 3, conforme Figura 4.20.
Os triangulos LIK e LJK sao congruentes. Além disso, os triangulos LIK e LIJ

sao retangulos. Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos, temos:

TR =T + IR =3+ 1% = 10,
T =T +TJ =32 +32 =18,

Logo,
IK =JK =10 e IJ =18 = 3V2.

Portanto, o perimetro do triangulo TK + JK + I1.J = v/10 +v10 4 3v/2 = 2v/10 +
3V2.

Figura 4.20: Cubo 2 - ENA 2018

Fonte: PROFMAT (2018)

4.3.3 Problemas de Olimpiadas Brasileiras de Matematica

Abaixo, serao apresentados problemas envolvendo o Teorema de Pitdgoras presen-

tes nas provas de olimpiadas brasileiras de matematica, OBMEP e OBM.

Problema 1: (OBMEP 2016) Quatro pegas iguais, em forma de triangulo retangulo,

foram dispostas de dois modos diferentes, como mostram as figuras abaixo.
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Figura 4.21: Quadrados 1 - OBMEP 2016

Fonte: OBMEP (2016)

Os quadrados ABC'D e EFGH tém lados respectivamente iguais a 3 cm e 9 cm.
Determine a medida do lado do quadrado I[JK L.

Solugao: Sejam x e y o maior e o menor catetos do triangulo retangulo respecti-
vamente. Como o lado do quadrado ABC' D mede 3 ¢m, temos que z —y = 3. Do mesmo

modo, como o lado do quadrado FFGH mede 9 cm , temos x +y = 9.

Figura 4.22: Quadrados 2 - OBMEP

I J H L] G

EY

Mp g "“‘\

BB K 3 (0] F

Fonte: OBMEP (2016)

Resolvendo o sistema, encontramos x = 6 e y = 3. Assim, o lado do quadrado

IJKL, que é a hipotenusa do triangulo retangulo, mede, pelo Teorema de Pitagoras,

V62 + 32 = /45 = 34/5.

Problema 2: (OBMEP 2005) O topo de uma escada de 25 m de comprimento
estd encostado na parede vertical de um edificio. O pé da escada estd a 7 m de distancia
da base do edificio, como na figura. Se o topo da escada escorregar 4 m para baixo ao

longo da parede, qual serd o deslocamento do pé da escada?



84

Figura 4.23: Escada encostada no prédio - OBMEP

Fonte: OBMEP (2005)

Solugao: Como a escada possui 25 m de comprimento, vamos aplicar o Teorema
de Pitdgoras ao triangulo retangulo e obtemos 25% = 72 4+ 22, entdo x = 24 m.

O topo da escada, escorregando 4 m para baixo, passara a estar a uma altura de
20 m do chao, logo, aplicando o Teorema de Pitagoras ao novo triangulo retangulo, temos
252 = 202 + 22, obtendo z = 15 m.

Portanto, o deslocamento do pé da escada foi de 15 — 7 = 8 m.

Problema 3: (OBMEP 2016) Na figura , as areas dos quadrados P e R sao iguais

a 24 em? e 168 cm?, respectivamente. Qual é a drea do quadrado Q?

Figura 4.24: Quadrados 3 - OBMEP

E

P B D

A

Fonte: OBMEP (2016)

Solugao: Perceba que pelo caso de congruéncia ALA, os triangulos ABC e DEB
sao congruentes. Como a area do quadrado P é igual a 24 cm?, entdo AC =24 =26
e como a drea do quadrado R é igual a 168 cm?, entdo BC' = /168 = 2v/42. Aplicando
o Teorema de Pitagoras ao triangulo ABC', temos AB =168 — 24 = 144, logo AB = 12.

Como AB = ED, a érea do quadrado D sera ED’ = 144.
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Segunda Solucao: Note que os triangulos ABC e DEB sao congruentes, pelo
caso ALA. Entdo AB = DE e dai, pelo Teorema de Pitégoras,
Sr=5Sp+ 5
Portanto, Sg = Sp — Sp = 168 — 24 = 144 ecm?.
Problema 4: (OBM 2011) Na figura seguinte, os triangulos ABC' e ABD sao

retangulos em A e D, respectivamente. Sabendo que AC = 15 em, AD = 16 cm e

BD = 12 ¢m, determine em e¢m?, a 4rea do triangulo ABE.

Figura 4.25: Triangulos 1 - OBM

G
D
()
E
15 12
*
A X H Y B

Fonte: OBM (2011)

Solucgao: Iniciamos aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo ABD, logo
AB” =122 + 162, logo AB = 20 cm.

Como os triangulos ABD e AEH sao semelhantes e tomando h = EH, entdo

h _ =« — 4h
BT 16 7 TT 3
e como os triangulos EH B e C'AB sao semelhantes, entao 1% =5 =>y= %.

Temos = + y = 20, logo, podemos escrever % + % =20=h="T7,5cm.

Portanto, a drea do triangulo ABE sera dada por S(ABE) = 20'27’5 =75 cm?.

4.3.4 Problemas do ENEM e Institutos Federais

Nesta se¢ao serao apresentados problemas diversos envolvendo o Teorema de Pitagoras

presentes nas provas do ENEM e exames de acesso de Institutos Federais.
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Problema 1: (ENEM 2006) Na figura abaixo, que representa o projeto de uma

escada com 5 degraus de mesma altura, qual é o comprimento total do corrimao?

Figura 4.26: Escada com 5 degraus

30 cm

cornmao

90cm

24 cm

Is
3
90 am

24 cm

Fonte: ENEM (2006)

Solugao: Analisando o triangulo retangulo que possui o corrimao de medida x
como hipotenusa, um dos catetos mede 90 cm e o outro cateto é igual a soma das medidas
dos pisos dos 5 degraus 5 - 24 = 120 cm.

Aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo, 2 = 902 + 1202, logo
x = 150 em. Como existem mais duas partes horizontais de 30 cm, o comprimento total

sera igual a 150 4 30 4 30 = 210 cm.

Problema 2: (ENEM 2017) Para decorar uma mesa de festa infantil, um chefe de
cozinha usara um melao esférico com diametro medindo 10 cm, o qual servira de suporte
para espetar diversos doces. Ele ird retirar uma calota esférica do melao, conforme ilustra
a figura, e, para garantir a estabilidade deste suporte, dificultando que o melao role sobre
a mesa, o chefe farda o corte de modo que o raio r da segao circular de corte seja de pelo
menos 3 cm. Por outro lado, o chefe desejara dispor da maior area possivel da regiao em

que serao fixados os doces.
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Figura 4.27: Melao Esférico

Regido onde serdo
afixados os doces

A parte hachurada

< —Jsera apoiada
B namesa

<C—3Calota a ser cortada
e eliminada

+“——>

Fonte: ENEM (2017)

Para atingir todos os seus objetivos, o chefe deverd cortar a calota do melao em

qual altura h, em centimetros?

Solucgao: Na figura, seja h = AC. Como deseja-se recortar a calota de forma a
obter a maior area possivel para disposicao dos doces, entao o raio r da segao circular
deve ser r = 3 ¢m. Como o diametro do melao mede 10 ¢m, seu raio serd R = 5 cm,
portanto OB = 5 ¢m. Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo AOB, temos que
52 = 324+ (0OA)?, o que resulta em OA = 4 cm.

Portanto, AC =0C —0OA=5—-4=1cm.

Problema 3: (IFSC 2015) Para acessar o topo de uma plataforma de saltos a
400cm de altura, um atleta deve subir uma escadaria que possui 8 degraus no primeiro
lance e 6 degraus no segundo lance de escada, conforme mostra a figura ao lado. Sabendo
que cada degrau possui 30 cm de profundidade, qual é o comprimento, em cm, da haste

metalica AB utilizada para dar sustentagao a plataforma é?
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Figura 4.28: Escada para Plataforma de Saltos

30cm
(A e

400 cm

Fonte: IFSC (2015)

Solugao: Para calcular o comprimento da barra AB, é necessario descobrir pri-

meiro o comprimento da barra BC'.

Para descobrir o comprimento da barra BC| utilizaremos o Teorema de Pitagoras
no triangulo BC'D. Note que os catetos BD e C'D medem, respectivamente, 8-30 e 6 - 30,
isto ¢, 240 cm e 180 cm. Logo

BC® = 2402 + 180°
BC? = 57600 + 32400
BC? = 90000
BC = 300.

Considerando o triangulo ABC, cujos catetos, agora conhecidos, medem 400 c¢m e
300 em, poderemos utilizar o Teorema de Pitdgoras para calcular o comprimento da haste
AB. Logo, AB’ = 300% + 4002, o que resulta em AB = 500 c¢m.

Problema 4: (IFRJ 2013) O patio de esportes do Campus Arrozal de um Instituto
Federal é retangular, com 100 m de comprimento e 50 m de largura, representado pelo

retangulo ABC'D desta figura.
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Figura 4.29: Patio de Esportes

D C

Fonte: IFRJ (2013)

Alberto e Bruno sao dois alunos, que estao praticando esportes no patio. Alberto
caminha do ponto A ao ponto C' pela diagonal do retangulo e volta ao ponto de partida
pelo mesmo caminho. Bruno parte do ponto B, da uma volta completa no patio, andando
pelas linhas laterais, e volta ao ponto de partida. Assim, considerando /5 = 2,24 , qual

distancia Bruno andou a mais que Alberto?

Solugdo: Como AB = 100 e BC = 50, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao
triangulo ABC), AC” = 1002 + 502, de onde conclui-se que AC = 50v/5 = 112 m.

Alberto percorreu 2 - 112 = 224m, enquanto Bruno andou 2 - 100 + 2 - 50 = 300 m.

Logo, Bruno andou 76 m a mais que Alberto.

4.3.5 Problemas de Concursos Publicos

Nesta secao serao apresentados problemas envolvendo o Teorema de Pitdgoras pre-

sentes em concursos publicos.

Problema 1: (PM-ES 2013). A diagonal de um retangulo mede 10 ¢cm, e um de
seus lados mede 8 cm. A superficie desse retangulo mede:

a) 40 cm?

Solugao: Seja um retangulo de diagonal medindo 10 ¢cm e um dos lados medindo

8 cm.
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Figura 4.30: Retangulo

10 cm I

X

Fonte: O préprio autor
Aplicando o Teorema de Pitagoras:
102 =82+ 22 = 2 =6 cm.

Logo, a superficie do retangulo medira 6 - 8 = 48 cm?.

Problema 2: (IBGE 2016 — Cesgranrio) Na figura a seguir, PQ) mede 6 cm, QR
mede 12 cm, RS mede 9 cm, e ST mede 4 cm.

Figura 4.31: Figura Cesgranrio

P Q

R S
Fonte: Cesgranrio (2016)

A distancia entre os pontos P e T', em cm, mede:
a) 17

b) 21
c) 18
d) 20
e) 19
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Solucgao: Na figura apresentada, trace um segmento paralelo a RS passando por
T. Seja A o ponto de intersecao deste segmento com (QR. Seja ainda, B o ponto de
intersecao dos segmentos P71 e (QR. Chamando de x o comprimento de ()B, obtemos a

seguinte figura.

Figura 4.32: Figura Cesgranrio alterada

P 6 Q
-7 -
.
\ X.
S
"
Bl ~
~
8-x \-\
S
S
111 - B T |
9
4
2
R 9 S

Fonte: O proéprio autor

Os triangulo PQ)B e T'AB sao semelhantes pelo caso AA, logo

z _ 8-z _ _ _ 16

Portanto, 8—:528—% = %.

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos PQB e TAB
PB =22+6= (%) +62= PB" = U6 - PR =% — 63,
BT = (8—2)2+9*= (%)’ +92= BT = 2% - BT = 3 — 10,2.
Logo, PT = PB + BT = 6,8+ 10,2 = 17.
Problema 3: (Prefeitura Ribeirao Preto 2013) Em um jardim, 3 canteiros qua-

drados Q1,Q2 e @3, de lados ¢, b e a, respectivamente, foram construidos em torno de

uma regiao gramada T, de formato triangular, conforme mostra a figura.
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Figura 4.33: Canteiros quadrados

Ql .
T -
-] b [
Q2
-] [-]

Fonte: Vunesp (2013)

Sabe-se que a soma das areas dos trés canteiros quadrados é igual a 200 m?2. Desse

modo, é correto afirmar que a medida indicada por ¢ na figura é, em metros, igual a

Solugao: No triangulo retangulo de area T', aplicamos o Teorema de Pitagoras
A =a®+ .

Por outro lado, a soma das dreas Q1, Qs e Q3 ¢ 200 m?, onde Q; = %, Q, = b* ¢
Qs = a®. Logo

a? 4+ b +c?=200= 200 —c® =a’?+ b =c? = 2c2 =200
= c =10 m.

Problema 4: (PM SP 2014 — Vunesp). Duas estacas de madeira, perpendiculares
ao solo e de alturas diferentes, estao distantes uma da outra, 1,5 m. Sera colocada entre,
elas uma outra estaca de 1,7 m de comprimento, que ficard apoiada nos pontos A e B,

conforme mostra a figura.
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Figura 4.34: Estacas de madeira

>

N

1.5m
Fonte: Vunesp (2014)

A diferenca entre a altura da maior estaca e a altura da menor estaca, nessa ordem,

em cm, é:
a) 95
b) 75
c) 85.
d) 80
e) 90

Solugao: Sendo z e y as alturas da menor e da maior estaca respectivamente,
temos um triangulo retangulo de hipotenusa medindo 1,7 e catetos medindo 1,5 e y — x.

Aplicando o Teorema de Pitagoras:

(1,72 =(y—2)?+ (1,52 = (y—2)?=2,80—-2,25=y —x =0,8m =80 cm.

4.3.6 Problemas do PAEBES

O PAEBES ¢ o programa de avaliagao da educagao basica do Espirito Santo. Trata-
se de uma avaliacao aplicada em todas as escolas da rede estadual de ensino do Espirito
Santo onde uma das disciplinas contempladas é a matematica. Nesta secao serao apresen-

tados problemas envolvendo o Teorema de Pitagoras presentes nas avaliagbes do PAEBES.

Problema 1: (PAEBES 2015) Um retangulo de dimensoes 12 cm e 5 cm estd

inscrito em uma circunferéncia, conforme indicado na figura abaixo.
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Figura 4.35: Retangulo inscrito na circunferéncia

Fonte: PAEBES (2015)

A medida do raio dessa circunferéncia, em centimetros, é:

Solucao: Como o retangulo estd inscrito na circunferéncia, sua diagonal serd

diametro da circunferéncia. Logo, aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos
12 =1224+5%2= 22 =169 = 2 = 13 cm.

Portanto, o raio da circunferéncia serd 6,5 cm.

Problema 2: (PAEBES — 2016) Sofia trabalha na criagdo de projetos de brin-
quedos para um parque de diversao. Foi pedido a Sofia o projeto de um toboga com
45 metros de descida. Para esse projeto sera necessaria uma escada, como mostrado no

esquema abaixo.

Figura 4.36: Toboga

51m

Fonte: PAEBES (2016)
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A medida, em metros, dessa escada sera de:

Solugao: Seja x o comprimento da escada. Aplicando o Teorema de Pitagoras
2?2+ 452 =512 = 22 =576 = = = 24 m.

Problema 3: (PAEBES - 2017) Jonas foi contratado para trocar a lampada
de um poste em um jardim. Ao chegar ao local, encontrou uma escada com 2,5 m de

comprimento apoiada no poste, conforme a posicao 1 ilustrada na figura abaixo.

Figura 4.37: Postes

24 m

=] LB TED OEIRIT 8 e MIDTEO S ST N I TOL W D

Posicéo 1 Pesigao 2

Fonte: PAEBES (2017)

Como nao alcancou a altura necessaria para trocar a lampada, Jonas precisou
empurrar a escada, sem ergué-la do solo e mantendo a extremidade superior encostada
no poste, até que atingisse 2,4 m de altura, conforme ilustra a posicao 2 na figura. Nesse
processo de deslocamento da posicao 1 para a 2, quantos metros o pé da escada foi
transposto?

a) 0,21
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Solugao: Calculando a distancia do pé da escada a base do poste na Posicao 1
2,52 =22+ 22 =22=225=>2=1>5m.

Calculando a distancia do pé da escada a base do poste na Posicao 2
2,52 =242+ > =92 =0,49=9y=0,7m.

Logo, o pé da escada foi transposto 0,80 m.

Problema 4: (PAEBES - 2018) Joana comprou um encosto de espuma que tem
o formato de um prisma triangular reto. Ela vai confeccionar uma capa para esse encosto
de forma que, em uma das faces, o tecido seja estampado e, nas demais, liso. O desenho
abaixo representa o encosto comprado por Joana e algumas de suas medidas. A face do

encosto que sera revestida de tecido estampado esta destacada de cinza.

Figura 4.38: Encosto de espuma

Fonte: PAEBES (2018)

Joana precisa saber qual é a medida do comprimento da face desse encosto para
comprar o tecido estampado que a revestird. Qual é a medida do comprimento da face
que receberd o tecido estampado?

a) 44,5 cm

b) 45,2 cm

¢) 65,0 cm

d) 89,0 cm

e) 95,0 cm

Solugao: Seja x o comprimento da face estampada. Aplicando o Teorema de

Pitagoras ao triangulo retangulo

22 =56% 4+ 332 = 22 = 4225 = x = 65 cm.



Capitulo 5
Consideracoes finais

Ao longo desta pesquisa, procurou-se aprofundar os estudos sobre o Teorema de
Pitagoras e foi possivel perceber que este Teorema possui uma beleza singular que nos
encanta. E, possivelmente, o teorema com mais demonstracoes da histéria da mateméatica
e que continua a despertar interesse pela busca de novas demonstracoes, e, ainda assim, é
de facil compreensao e acessivel aos alunos de ensino fundamental. Além disso, as muitas
aplicagoes deste Teorema na construcao de outros conceitos matematicos e na resolucao
de problemas diversos, o coloca em posicao de destaque nesta ciéncia.

A histéria de Pitagoras, cheia de mistérios, relaciona-se com a origem da ma-
tematica e sua contribuicao para esta ciéncia é surpreendente. Percebe-se como a com-
preensao da historia da matemaética nos ajuda a entender os conceitos e suas contribuigoes
ao longo do tempo de sua existéncia desde a descoberta.

O estudo das extensoes e generalizagoes do Teorema de Pitdgoras, geralmente nao
abordado na escola basica, oferece interessantes aplicacoes, onde pode-se demonstrar,
pela aplicacao da generalizacao para figuras semelhantes, que a relacao entre as areas de
figuras construidas sobre os lados de um triangulo retangulo se mantém mesmo variando
as figuras construidas, podendo ser retilineas, curvilineas ou mistas.

Apresentamos ainda, nesta pesquisa, o Teorema de Pitagoras como uma impor-
tante ferramenta para a resolucao de problemas diversos. Nos preocupamos em selecionar
problemas interessantes, que estimulam o raciocinio e a criatividade do aluno, mas que
estao compativeis com alunos do nono ano do ensino fundamental e alunos de ensino
médio. Buscou-se, durante toda a pesquisa, despertar o interesse dos alunos para o apro-
fundamento de seus estudos da matematica. Mesmo abordando a matematica com rigor,
trabalhou-se com uma linguagem compativel com alunos da escola bésica.

Como o objetivo da pesquisa era estudar o Teorema de Pitdgoras, foram apre-
sentados conceitos importantes de geometria como congruéncia, semelhanca e area de

figuras planas, apenas como defini¢ao destes conceitos, que foram utilizados ao longo das
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demonstragoes do Teorema e na resolucao de exercicios. Porém, tratando-se de importan-
tes teoremas da geometria plana, orientamos o leitor a complementar seus estudos pelas
referéncias bibliogréficas listada ao final da pesquisa.

Além de estimular os alunos, pretende-se orientar professores quanto a importancia
da contextualizacao histérica do Teorema de Pitdgoras e da necessidade de estimular
um estudo mais aprofundado deste conceito pelos alunos. Portanto, esperamos que esta
pesquisa tenha cumprido seu objetivo que é realizar um estudo aprofundado do Teorema
de Pitagoras de forma acessivel aos alunos de nivel fundamental e médio.

Como proposta de continuidade da pesquisa, pretende-se elaborar uma sequéncia
didatica abrangendo todo o contetido aqui abordado que devera ser aplicada a alunos do
nono ano do ensino fundamental. Apds a aplicacao, sera feito o levantamento dos dados e
sistematizacao dos resultados para verificar a eficacia da abordagem do Teorema proposta

por esta pesquisa.
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Apeéendice A

Solucao das Extensoes Propostas

como Exerciclos

Na secao 3.6 do Capitulo 3, propomos a demonstracao de quatro extensoes para o
Teorema de Pitagoras como exercicio ao leitor. A seguir, apresentamos a resolucao destes

exercicios.

Extensao 1: Provar a extensao do Teorema de Pitagoras para triangulos equilateros
inscritos considerando os pontos médios dos triangulos equilateros que tém como base os

lados do triangulo retangulo.

Figura A.1: Exercicio 1 de extensao

Fonte: SILVA et. al (p. 12)

Solugao: Sejam E,, F, e FE,. as areas dos triangulos equilateros inscritos conside-
rando os pontos médios dos triangulos equilateros construidos sobre os lados do triangulo

retangulo. Sejam ainda T, T, e T, as areas dos triangulos equildteros que tém como base
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os lados a, b e ¢ do triangulo retangulo respectivamente.

Analisando os triangulos de areas E, e T,, como o lado do triangulo de area E, é

3
dividido em quatro triangulos congruentes. Logo, T, = 4F,.

De forma analoga, T, = 4F, e T, = 4FE.,.

base média do triangulo de area Ty, este lado mede %. Logo, o triangulo de area T, esta

Utilizando a proporcao das areas de triangulos equilateros construidos sobre os

lados do triangulo retangulo
T,=T,+T.= 4FE, = 4E, + 4F..
Portanto,
E,=E+ E..

Extensao 2: Provar a extensao do Teorema de Pitagoras para quadrados cujos

centros coincidem com os centros dos quadrados construidos sobre os lados do triangulo

d

retangulo e suas diagonais tém como medida 3,

onde d indica a medida da diagonal do

quadrado baésico.

Figura A.2: Exercicio 2 de extensao

Fonte: SILVA et. al (p. 12)

Solugao: Sejam E,, Ej, e E, as areas dos quadrados cujos centros coincidem com
os centros dos quadrados construidos sobre os lados do triangulo retangulo. Sejam ainda

as areas (,, Qp e Q. dos quadrados de lados a, b e ¢ respectivamente.
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Como o lado do quadrado de area (), mede a, pelo Teorema de Pitdgoras

* =a*+a*> = d=aV2. (A.1)

Como a diagonal do quadrado de area F, mede %, sendo [ a medida de seu lado,

e pelo Teorema de Pitagoras

(g)2 =P+P=d=8%=d=2V2 (A.2)
De (A.1) e (A.2)

d=avV2=202=1=4%
Como

— 2 ]2 _a
Qa—a eEa—l - 4>

entao (), = 4FE,. De modo analogo, Q, = 4F, e Q). = 4F..

Pelo Teorema de Pitagoras Q, = Qy + Q.. Logo,
AF, =4Fy+4FE. = E, = E, + E..

Extensao 3: Provar a extensao do Teorema de Pitdgoras para quadrantes sobre

os lados do triangulo retangulo.

Figura A.3: Exercicio 3 de extensao

Ea

Ec |C A

Eb

Fonte: SILVA et. al (p. 14)
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Solucgao: Sejam E,, Ej e E, as areas dos quadrantes construidos sobre os lados do

triangulo retangulo de raios medindo a, b e ¢ respectivamente.

Sabe-se que E, é 1 da drea de um circulo de raio a, logo
a v 7 )

E _ 7ra2

= 12,

4

z 2 2
De modo anélogo, Ej, = ™= ¢ E, = .

Como, pelo Teorema de Pitdgoras a® = b* + ¢?
Ey+E. =0+ ="" =F,= E,=E,+E..

Extensao 4: Provar a extensao do Teorema de Pitdgoras para regioes exteriores

aos semicirculos e interiores aos quadrantes de circulos.

Figura A.4: Exercicio 4 de extensao

Ea
Ca
CC a
AN
Ch
Eb

Fonte: SILVA et. al (p. 14)

Solucao: Sejam F,, F, e E. as areas das regides exteriores aos semicirculos e
interiores aos quadrantes dos circulos. Sejam C,, Cy e C.. as areas dos semicirculos cons-
truidos sobre os lados a, b e ¢ do triangulo retangulo respectivamente. Sejam ainda S, S
e S. as areas dos quadrantes construidos sobre os lados a,b e ¢ do triangulo retangulo
respectivamente.

Conforme provado anteriormente
Se =5+ S.eCy=Cp+C..
Como E,=S5,—-C,, B, =5,—Cye E.= 5. — C,,

Eyv+E.=S—-C+8—-C.=5—-C,=FE, = E, =E,+ E..
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