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RESUMO

Este trabalho consta de uma parte da biografia de Pitdgoras e sua Escola Pitagdrica. Mostra
uma selecdo de conceitos iniciais basicos para o bom entendimento e que se relacionam com as
provas diversas do Teorema de Pitagoras que se apresentam logo em sequéncia. Usa-se no
inicio de algumas provas do teorema de Pitdgoras uma pequena biografia relacionada para criar
uma introdu¢do do assunto com contexto histérico. O objetivo principal desse trabalho ¢
oferecer um apoio aos professores de Matemadtica do Ensino Basico na apresentagdo de
diferentes estratégias para a prova de um mesmo teorema, usando a Geometria relacionada a
Algebra. Ao final deste trabalho se relatam algumas aplica¢des e curiosidades envolvendo o
Teorema de Pitdgoras.

Palavras-chave: Pitdgoras. Estratégias. Biografia.



ABSTRACT

This work consists of a part of the biography of Pythagoras and his Pythagorean School. It
shows a selection of some initial concepts for the good understanding and that relate to the
diverse proofs of the Pythagorean Theorem that are presented in sequence. At the beginning of
some of Pythagoras's theorem, a small biography is used to create an introduction of the subject
with historical context. The main objective of this work is to offer support to teachers of Basic
Mathematics in the presentation of different strategies for the proof of the same theorem, using
Geometry related to Algebra. At the end of this paper we report some applications and
curiosities involving the Pythagorean Theorem.

Keywords: Pythagoras. Strategies. Academic work.
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.  INTRODUCAO

Alguns dos grandes problemas enfrentados nos dias de hoje na busca de um ensino
publico de qualidade, sdo a falta de uma formacdo de qualidade, condicfes precérias de
trabalho, politicas pubicas nem sempre efetivas e falhas na aplicacdo pedagdgica. Tomamos a
iniciativa de usar nesse trabalho algumas demonstracbes do teorema de Pitagoras com o
intuito de trazer questionamentos, reflexfes para o desenvolvimento de novas praticas
pedagogicas que ajudem a melhorar essa busca.

Os Parametros Curriculares Nacionais — PCNs, para o ensino de Matematica no
Ensino Fundamental, traz nos conceitos e procedimentos de Espaco e forma o uso do teorema
de Pitagoras no preparo do aluno com objetivos a utilizar diversas fontes de informacdes e
recursos tecnoldgicos para adquirir conhecimento e também construi-lo, que venha a
questionar a realidade, formular problemas e resolvé-los com uso do pensamento l6gico, da
criatividade, da intuicdo, da capacidade de analise critica escolhendo procedimentos e
verificando sua adequacao. Justificando o uso nesse trabalho de experimentos como desenhos,
materiais concretos que dardo base as discussdes em sala de aula para construgdes formais e
demonstragdes matematicas. Nos PCNs temos: “Em Matematica existem recursos que
funcionam como ferramentas de visualizacdo, ou seja, imagens que por si mesmas permitem
compreensdo ou demonstracdo de uma relacdo, regularidade ou propriedade. Um exemplo
bastante conhecido é a representacdo do teorema de Pitdgoras, mediante figuras que permitem
ver a relacdo entre o quadrado da hipotenusa e a soma dos quadrados dos catetos.”

Ciente da necessidade de um conhecimento prévio, vamos propor antes do trabalho em
si, uma relacdo de conteudos para uma construcdo significativa. A diversidade ali apresentada
tem a preocupacao de dar base e de desenvolver no aluno o raciocinio dedutivo l6gico.

O trabalho foi elaborado de uma forma que o aluno tenha gosto pela Matematica, ao
vé-la sendo desenvolvida de diversas formas, trabalhando varios pontos de vistas chegando

sempre no mesmo final que é a demonstracao do teorema de Pitagoras.
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2.  PITAGORAS: UM BREVE HISTORICO

Pitgoras (569 — 480 a.C.) nascido na ilha de Samos, proximo de Mileto onde nasceu
Tales 50 anos antes, foi um grande filosofo e matematico. Em seu século, foi uma das figuras
mais influentes e a0 mesmo tempo uma das personagens mais misteriosas e cercadas de mitos
da Matematica. Por ndo existirem trabalhos seus como evidéncia, muitas sdo as referéncias
sobre suas producgdes, como Philolaus de Créton (470 — 390 a.C.), Platdo (427 — 399 a.C.),
Aristoteles (384 — 322 a.C.) e Proclus (420 — 485 d.C.), tornando-o assim dificil para
historiadores separar o mito, as lendas e os fatos reais. Por esse motivo, as aulas envolvendo
esse teorema tornam-se momentos excelentes para angariar atengdo em sala de aula
destacando os fatos e as incertezas historicas, facilitando a aproximagdo da Matematica com
Filosofia, Historia e Geografia.

De todas as referéncias, o que € certo é o desenvolvimento que Pitdgoras trouxe para o
entendimento l6gico numérico, sendo responsavel por fazer os numeros deixarem de ser
apenas para contagem, calculos simples passando a serem apreciados por suas caracteristicas,
suas propriedades, suas relacdes e seus padrdes. Desta forma, iniciou-se o entendimento que
0S nmeros existem mesmo fora do mundo palpéavel.

Seu desenvolvimento matematico se inicia em viagens pelo mundo antigo. Algumas
referéncias trazem passagens de Pitagoras pela india e pela Inglaterra, mas as maiores
contribuicbes vieram de suas passagens pelo Egito e pelo contato com os babildnios,
passagens essas onde teve oportunidade de ser instruido por Ferekid, Anaksimander e Tales,
filosofos de grande reputacdo. Percebeu em suas viagens, que apesar do avango alcangado,
muitos calculos eram realizados como receitas, algo que a ser seguido sem questionamentos,
pois sendo o resultado certo era naquela época irrelevante o questionamento e Pitagoras
percebeu que esses calculos estavam carecendo de um exame da légica presente.

Passou aproximadamente duas décadas nessas Vviagens assimilando todo
conhecimento adquirido, e retornou a Samos com 0 proposito de reunir em uma escola
pessoas que possuiam em comum o estudo filosofico e o estudo matematico, algo que acabara
de adquirir com a percep¢do da Matematica como ciéncia questionadora e ndo apenas uma
ferramenta. Em seu retorno, para a criacdo dessa escola esperava encontrar diversos
estudantes interessados no mesmo propdsito, porém sua cidade, diferentemente de quando
havia saido para seus estudos, estava dominada pelo tirano Policrates, conhecido por ser

intolerante e avesso a mudangas.
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Chegou a ser convidado por Policrates a fazer parte de sua corte, porém, percebendo
suas intengdes de controla-lo, Pitdgoras procurou abrigo em uma regido remota de Samos para
continuagdo de seus estudos. Esse afastamento deu inicio ao embrido do que viria a ser a
famosa Escola da Sociedade ou Irmandade Pitagorica. Primeiramente montou o que chamaria
de Semicirculo de Pitagoras, que tinha além da continuacdo e desenvolvimento dos estudos,
uma ideia de reorganizacao social bem fora dos padrdes da época.

Diz a lenda que esse embrido recebeu seu primeiro aluno de uma forma inusitada,
sendo seduzido a frequentar as aulas iniciais na condigdo de receber 3 ébolos (moeda local)
por cada aula. Com o passar do tempo, Pitdgoras percebeu que a obrigacdo de frequéncia
desse aluno se transformou em entusiasmo por conhecimento, onde Pitadgoras teve a ideia de
fingir ndo ter mais como pagar e com issO O curso interromperia 0 curso, cessando 0
andamento dos ensinamentos. O aprendiz rejeitou a situacdo e solicitou que continuassem as
aulas sem necessidade de pagamento. Esse mesmo estudante é tido como quem teria sugerido
que atletas devessem comer carne para a melhora da constituicdo fisica. Sua identidade é
desconhecida, porém ha sugestdes de que também se chamasse Pitdgoras e que foi o Unico
aluno dessa escola proveniente de Samos.

As ideias sobre a reforma social fizeram Pitdgoras acabar com o Semicirculo, tendo
que sair de Samos com sua mae e seu Unico discipulo para Crotona, regido onde se encontra
hoje no Sul da Italia, mas que na época pertencia a Grécia. Nessa nova morada conheceu
Milo, o homem mais rico da regido e que era um grande campedo olimpico.

Milo além de atleta apreciava a Filosofia e a Matematica, algo que facilitou seu
entendimento em receber Pitagoras. Essa alianca entre a maior forca fisica da época com o
grande sabio, deu origem a nova organizacdo, a Irmandade Pitagorica. Bem maior que a
primeira ordem feita em Samos, foi composta aproximadamente por 600 seguidores, com
capacidade de compreender os ensinamentos ali passados por Pitagoras e com capacidade de
contribuir com novas ideias e demonstragdes. Algo interessante dessa Irmandade é que para
entrar o postulante deveria doar todas as suas posses e se em algum momento decidisse sair
receberia o dobro daquilo que doou e ainda teria uma lapide com seu nome estampado em sua
memoria.

Muitas contribuicdes sdo atribuidas aos Pitagdricos, como o Teorema da soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo, a fundamentacdo cientifica da masica, a
descoberta de grandezas incomensurdveis, a construgdo dos solidos regulares (figuras
césmicas), a teoria das proporcionais (teoria das medias), diversas classificagdes dos numeros

(paridade, amigos, perfeitos, deficientes, abundantes, primos e compostos), atribuicdo dos
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nameros figurados (triangulares, oblongos, quadrangulares, pentagonais dentre outros), a
divisdo de segmentos em média e extrema razdo, a obtencdo dos ternos pitagéricos e a
esfericidade da Terra. Uma atribuicdo interessante direta ao mestre Pitagoras € a criacdo da
palavra filésofo, dada em um encontro de Pitdgoras com o principe Leon de Pilos, enquanto
assistiam as olimpiadas da época. Ao ser questionado por Leon para que se autodescrevesse
Pitagoras respondeu: “Eu sou um fil6sofo”, e emendando explicou ao principe o significado
da diferente e nova palavra, como trecho retirado do livro O Gltimo teorema de Fermat, [16]
SIGH, 1998.

“A vida principe Leon, pode muito ser comparada a estes jogos. Na imensa multidao
aqui reunida alguns vieram a procura de lucros, outros foram trazidos pelas esperancas e
ambicOes da fama e da gldria. Mas entre eles existem uns poucos que vieram para observar e
entender tudo que se passa aqui. Como a vida acontece a mesma coisa. Alguns sao
influenciados pela busca de riqueza, enquanto outros sdo dominados pela febre do poder e da
dominagé@o. Mas os melhores entre os homens se dedicam a descoberta do significado e do
proposito da vida. Eles tentam descobrir os segredos da natureza. Este tipo de homem eu
chamo de filésofo, pois embora nenhum homem seja completamente sabio, em todos os
assuntos, ele pode amar a sabedoria como a chave para os segredos da natureza.

Muitas descobertas e aspiracdes da Escola Pitagorica eram publicados, porém seus
detalhes permaneciam entre os Pitagdricos, e isso era guardado em forma de juramento pela
Irmandade da mesma forma que eram as descobertas matematicas. Ha referéncias de que um
membro da Irmandade tendo sido afogado por ter quebrado tal juramento ao publicar a
descoberta do Dodecaedro, construido a partir de doze pentagonos regulares.

Toda essa pratica somada a rituais religiosos centrada nos nimeros explica parte de
todo o mito criado sobre Pitagoras e a Irmandade. Essa religiosidade se dava, pois
acreditavam que se descobrissem as relacfes entre 0s nimeros, descobririam o0s segredos
espirituais do universo. Uma de suas buscas por caracterizacdo de numeros, deu origem a
percepcdao dos numeros perfeitos que foram aperfeicoados mais a frente, aproximadamente
dois séculos, por Euclides em sua obra. A relacdo entre 0s nimeros e a natureza fascinava
Pitagoras e sua Irmandade, e compreender essa relacdo era sua busca.

Uma das primeiras relacdes descobertas foi da harmonia musical e harmonia numérica
contada por Lamblicus, estudioso do século 1V, em “Pythagoreanism”. Anterior & descoberta
de Pitagoras, os tocadores de lira de quatro cordas percebiam que era harmonioso ao tocarem

certas notas juntas e o som fosse agradavel, porém ndo entendiam porque algumas notas
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juntas eram harmoniosas e outras ndo. Além disso ndo possuiam nenhum tipo de aparelho ou
utensilio para afinar seus instrumentos a ndo ser puramente seus ouvidos.

Ao se debrugar em seus estudos no intuito de entender a relagdo harménica da musica,
descobriu a relagdo entre ela e a matematica. Iniciou sua pesquisa golpeando martelos ao
mesmo tempo e ap0os analisando 0s que geravam sons harmoniosos, percebendo uma relacdo
simples entre esses martelos e suas massas. Martelos que tinham as massas como fracdes
umas das outras geravam sons harmoénicos, da mesma forma nos quais suas massas Nnédo
gozassem dessa caracteristica geravam ruidos. Essa foi a primeira descoberta relacionando
leis matematicas com leis da natureza, nesse caso Fisica.

Jé a descoberta da relagdo matematica foco desse trabalho, o teorema que leva o nome
de Pitégoras, fornece uma equacdo verdadeira para todos os triangulos retangulos. O angulo
reto define uma perpendicular, e esta define as dimensbes do espaco onde vivemos, isto &,
define a propria estrutura do mundo tridimensional. Uma importante mencéo € a de que essa
relacdo ja era usada por babildnios, egipcios e chineses mil anos antes que Pitdgoras, poréem
0S mesmos ndo tinham a no¢do do porqué isso ocorria, motivando o nome do teorema para
Pitagoras por ter sido o primeiro a prova-lo matematicamente.

Como sua vida, a morte de Pitdgoras tambem € envolvida em lendas, com diferentes
versdes. Numa delas as doutrinas filosoficas e politicas de Pitdgoras ja influenciavam
Crotona, outras cidades gregas e o sul da Italia, levando a dominacgdo politica dessas areas,
algo que gerou proximo do ano de 500 a.C. uma revolta popular violenta, chegando até a sede
da Irmandade a qual foi cercada e incendiada. Poucos foram os sobreviventes. Apds sua morte
seus ideais politicos se perderam, muitos de seus discipulos foram para outras regifes da
Grécia, dando continuidade com suas descobertas matematicas e filoséficas que permanecem

até os dias de hoje.
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3. CONCEITOS BASICOS
3.1 RAZAO E PROPORCAO

A razdo entre duas grandezas a e b, com b =0, é o quociente entre a e b que pode ser
- a « : <
indicado por Iy ou por uma outra fragdo equivalente a essa. Chamamos o numerador da razéo
de duas grandezas de antecedente e o denominador de consequente.
a4 . _a ¢ . .
A proporgdo é a igualdade de duas razdes: "l k', onde o nimero k é chamado de

constante da propor¢do. Chamamos os termos a e d de extremos e aos termos b e ¢ chamamos

de meios da proporc¢do. Dizemos que 0s numeros a, b, ¢ e d todos diferentes de zero, formam

< . a : C
nesta ordem, uma proporcao se, e somente se, a razio o for igual a razdo — . Neste caso,

<
d

dizemos também que “a esta para b assim como c esta para d”.
Propriedades das proporcoes:

Propriedade 1: Em qualquer proporg¢éo o produto dos meios é igual ao produto dos extremos,

L o .. a ¢
isto &, dadas duas razdes em proporc¢édo b e 4 combed =0, temos que ad =bc.

DEMONSTRACAO

Tendo a proporcdo: —= multiplicando em cada lado da igualdade por bd,

<
d H

oo

obtemos, %.bd = %.bd . Que é 0 mesmo que a.d =h.c, provando assim a propriedade.

Propriedade 2: Em toda proporc¢édo, a soma (ou a diferenca) dos antecedentes (numeradores)
estd para a soma (ou a diferenca) dos consequentes (denominadores), assim como cada

antecedente esta para o consequente:
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DEMONSTRACAO

Isso acontece pois,

8_8%C L a(b+d)=bfa+c)eab+ad =ba+b< ad=hc = 2=

b b+d b d

Assim, — = a+C _° E demodo analogo, temos que a_c_a-¢
b+d d b d b-d

3.2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Nesta se¢do usamos 0 material de Geometria Basica, mddulo 2 da Fundagdo CECIERJ

([6] FERREIRA, 2007) como referéncia.
Utilizaremos letras maiusculas A, B, C, ... para designar pontos e letras minusculas a,

b, c, ... para designar retas.

DEFINICAO

O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos 0s pontos que se encontram

entre A e B é chamado segmento AB. Representaremos a medida do segmento AB por AB.

DEFINICAO

Dois triangulos sdo denominados congruentes quando trés angulos e trés lados de um
triangulo sdo ordenadamente congruentes aos trés angulos e aos trés lados do outro triangulo.

A indicagéo fica como na figura 6, com os triangulos ABC e 4°B’C".

c

)’(.-”(f\ C
, /’(I \\ __‘____,.
— \ —

S \ e

T~ \ \

- \ \

—~_\ T~ \
HH“* \Hx\ "'\-,\.
B ‘“\H\‘;
B'

Figura 1: Congruéncia de triangulos (1)
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Escrevemos A ABC = A A'B'C' para denotar que os triangulos AABC e AA’'B’C’ sdo
congruentes. Isto €, o tridngulo ABC é congruente ao tridngulo 4°B’C’ se forem satisfeitas as
seguintes condi¢oes:

Lado AB congruente ao lado A'B', lado BC congruente ao lado B'C', lado AC
congruente ao lado A'C', angulo ABC congruente ao angulo A'B'C', éangulo BCA

congruente ao angulo BC'A e angulo CAB congruente ao angulo C'A'B'. Essa
configuracdo também denotard a ordem de correspondéncia dos angulos congruentes téo
quanto para os lados congruentes.

E interessante observar que em dois tridngulos congruentes, sdo também congruentes
entre si:

a) os lados opostos a angulos congruentes,

b) os angulos opostos a lados congruentes.

Existem 4 casos de Congruéncia de triangulos, isto &, existem 4 conjuntos de
condicdes a serem observadas para confirmar que dois tridngulos sejam congruentes, onde o

1° caso € considerado um postulado.
1° Caso: LAL (lado, angulo, lado)

Se dois triangulos possuirem ordenadamente congruentes dois lados e se 0s angulos

compreendidos entre esses dois lados sdo congruentes, entdo esses triangulos sdo congruentes.

Figura 2: Congruéncia de triangulos (2)

Com esse 1° caso podemos provar o teorema do angulo externo.



20

TEOREMA DO ANGULO EXTERNO

Todo angulo externo de um triangulo é maior do que qualquer dos angulos internos a

ele ndo adjacentes.
DEMONSTRACAO

Para a demonstragdo desse teorema temos inicialmente um triangulo ABC. Nesse,

prolongamos o lado CA definindo a semirreta CA e marcamos um ponto D de modo que A
esteja entre C e D. Marcamos em seguida o ponto médio E do segmento AB e um segmento
CF que passe por E, de tal forma que o segmento CE seja congruente ao segmento AF. Apds,
tracamos o segmento AF como vemos na figura 3. Queremos provar que BAD >B e

BAD > C.

Figura 3: Teorema do angulo externo (1)

Como BE = AE,BEC = AEF (pois sdo opostos pelo vértice) e CE=EF, o0s
triangulos BEC e AEF sdo congruentes, pelo caso LAL. Por consequéncia B = EAF |, mas

como o segmento AF divide o angulo BAD entdo EAF < BAD, fazendo com que B < BAD.
Analogamente, tomando o ponto médio M de CA tracamos o segmento BG passando
por M tal que BM = MG.

Dai os tridangulos BMC e AMG séo congruentes pelo caso LAL.
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Figura 4: Teorema do angulo externo (2)

Consequentemente, C=MAG. Como a semirreta GA divide o angulo BAD,

concluimos que C < BAD.
2° Caso: ALA (angulo, lado, angulo)

Se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre esses forem
respectivamente congruentes a dois angulos de outro tridngulo e ao lado compreendido entre

esses dois angulos, entdo os dois triangulos sdo congruentes.
DEMONSTRACAO

Iniciamos com dois tridangulos ABC e 4’B’C’ tais que o0 lado AB seja congruente ao

lado A'B', angulo A congruente ao angulo A' e angulo B congruente ao angulo B'.
Pelo caso LAL, para mostrar a congruéncia desses triangulos nos basta mostrar a

congruéncia entre os lados AC e A'C'.

Por absurdo, vamos considerar que AC>AC ou AC<AC'.

A G
c B c

Figura 5: Congruéncia de triangulos (3)
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Sendo inicialmente AC > A'C', entdo existird um ponto G, pertencente ao lado AC
tal que AG=AC'.

Dai, como A=A e AB=APB'. Segue pelo caso LAL, que os triangulos ABG e
A’B’C’ serdo congruentes, fazendo com que o angulo ABG seja congruente ao angulo
A'B'C' 0 que é absurdo. Pois, como o ponto G pertence ao lado AC,0 angulo ABG é menor
que o angulo ABC = A'B'C'. Sem perdas, para AC < A'C' a demonstracdo ¢é analoga. Logo

AC=AC edai AABC = A4'B'C".
3° Caso: LLL (lado, lado, lado)

Se dois triangulos possuem os trés pares de lados correspondentes congruentes entéo

os triangulos sdo também congruentes.
DEMONSTRACAO

Iniciamos com dois triangulos ABC e 4’B’C’ tais que o0 lado AB seja congruente ao

lado A'B', lado BC congruente ao lado B'C' e lado AC congruente ao lado A'C'.

Fica definido o semiplano determinado pela reta BC que ndo possui 0 ponto A.

Marcamos um ponto D tal que o segmento BD seja congruente ao lado A'B' e o angulo entre

a semirreta BD e a semirreta BC seja congruente ao angulo A'B'C', conforme esquema da

figura 6.
Como, BC=B'C', CBD=AB'C' ¢ BD=AB', segue pelo caso LAL que os

triangulos DBC e 4 ’B’C’ s@o congruentes.

Figura 6: Congruéncia de triangulos (4)
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E de facil observacio que os tridngulos BDA e CAD sdo isosceles, tendo angulos BAD
e BDA congruentes e também congruentes os angulos CAD e CDA. Ao analisar que:

BAC = BAD + CAD = BDA+CDA=BDC, e usando o caso LAL de congruéncia tem-se que
os triangulos ABC e DBC sédo congruentes, sendo assim AABC = AA'B'C'.

4° Caso: LAAO (lado, angulo, angulo)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente a

esse lado e o angulo oposto também a esse lado, entdo eles sdo congruentes.
DEMONSTRACAO

Iniciamos com os triangulos ABC e A’B’C’, com lado BC congruente ao lado B'C', e

angulos congruentes A e A", B e B'.

c B ' c
Figura 7: Congruéncia de triangulos (5)

Vamos sobrepor os dois triangulos de forma que o lado B'C' recaia sobre BC, 0S

quais sdo correspondentes. 1sso nos fara com que os angulos B e B' também se coincidam.
Por absurdo vamos supor a existéncia de um ponto D no lado AB ocupando a nova posicao

do vértice A', conforme a figura 8.

B-B" > c=C

Figura 8: Congruéncia de triangulos (6)
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Isso acarretaria que o angulo BDC externo em relacéo ao triangulo CDA seria maior
que o angulo A do triangulo ABC. Por outro lado, o ponto D estando no prolongamento, o
angulo A seria maior que o angulo BDC . Essas duas constatacdes acarretariam um absurdo,

pois o angulo A é congruente ao angulo A que é 0 mesmo angulo BDC . Sendo assim o
ponto D coincide com o ponto A, 0 que faz com que os triangulos ABC e A’B’C’ sejam

congruentes.
3.3 PARALELISMO
DEFINICAO
Duas retas de um plano sao ditas paralelas quando ndo possuem ponto em comum.
AXIOMA DAS PARALELAS
Por um ponto ndo pertencente a uma reta r passa uma Unica reta paralela a reta r .

Ao cortar duas retas paralelas por uma reta transversal formam-se oito angulos, como

na figura 9, sendo que os angulos v, i, &, 4 séo angulos internos e os angulos «, 3,7,y s&o

externos. Séo atribuidas as seguintes denominacGes:

Figura 9: Angulos entre retas

Angulos correspondentes: c e A, u ey, w e, B ec.
Angulos alternos internos: e 1, u e €.

Angulos alternos externos: g e v, a e «.
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Angulos colaterais internos: v e &, u e 1.

Angulos colaterais externos: o e y, S e r.

TEOREMA 1

Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal t, nos pontos A e B

respectivamente. Se « e £ séo angulos alternos internos congruentes, entdo as retas r e s

séo paralelas.

Figura 10: Terorema 1 (1)

DEMONSTRACAO

Suponhamos que as retas r e s se cruzem em um ponto C, formando assim o

triangulo BCA do qual « é um angulo externo, sendo £ um angulo interno ndo adjacente a
ele, como na Figura 11. Pelo que vimos no Teorema do Angulo Externo, é certo que o > S,

0 que contradiz a hipotese. Portanto, teremos as retas r e s paralelas.

~
\ B
o \\\
N
\\'\
N
N r
~. C
S
— "\
g \\,\5
A >

Figura 11: Terorema 1 (2)
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TEOREMA 2

Se asretas r e s forem interceptadas por uma transversal t, de modo que um par de

angulos correspondentes sejam congruentes, entdo r e ssdo necessariamente retas paralelas.

DEMONSTRACAO

Vamos supor, por absurdo que r e s se interceptem em um ponto P. Sendo A e B 0s
pontos de intersecdo das retas r e s com a reta t respectivamente, definindo assim o

triangulo ABP. Temos dois angulos « e g , correspondentes e congruentes por hipotese,

como na figura 12.

Figura 12: Teorema 2

Analisando agora o triangulo ABP, temos o seu angulo ¢« interno e o angulo g
externo e pelo teorema do angulo externo « < £, 0 que contradiz a hipotese de que & e S

sdo congruentes. Logo temos que as retas r e s sdo paralelas.

TEOREMA 3

Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo seus angulos

correspondentes sdo congruentes.

Figura 13: Teorema 3
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DEMONSTRACAO

Sejam r e s retas paralelas e t uma reta transversal que corta r e s em A e B
respectivamente. Vamos propor uma reta u transversal que passa pelo ponto A, onde formam-
-se quatro angulos congruentes aos correspondentes formados pela reta s e a transversal t
como vemos na figura 13. Usando o teorema 2, as retas r e u séo paralelas. Como o ponto A
pertence as retas r e u, elas sdo coincidentes. Agora temos que os angulos formados pelo
cruzamento das retas t e r s&o congruentes aos correspondentes formados pelo cruzamento das

retas s et. Com isso tamhém temos o Teorema das Paralelas.

TEOREMA DAS PARALELAS

Se duas retas paralelas séo cortadas por uma transversal, entdo seus angulos alternos

internos sdo congruentes.

DEMONSTRACAO

Usando o teorema 3, dadas duas retas paralelas r e s, dois angulos correspondentes C e
D sdo congruentes, sendo um interno e outro externo. Sem perdas tomando C como externo, o
angulo oposto pelo vértice de C sera interno e alterno de D, logo serd também congruente ao

angulo C.

3.4  AREA DE FIGURAS PLANAS ELEMENTARES

Nesta secdo usamos as demonstracdes do excelente livro Medidas e Forma em
Geometria ([7] LIMA, 1997) como referéncia.

34.1 Area do quadrado

Demonstraremos que todo quadrado de lado medindo n tem &rea igual a n2.

Essa demonstracdo serd base para as demonstragdes de outras figuras elementares e
convencionaremos como unidade de area um quadrado unitario (quadrado com lado medindo
uma unidade de comprimento). Dai, todo quadrado com lado medindo 1 unidade de

comprimento, tera area igual a 1.



28

Um quadrado Q com lados medindo o nimero inteiro n, pode ser decomposto por

paralelas aos lados, tanto verticalmente quanto horizontalmente formando n2 quadrados,

todos com area unitaria. Logo o quadrado Q tem a &rea igual a n2. (Veja na figura 14 com

n==8).

Quadrados de lado 8,
decomposto em 82=64
quadrados unitarios.

8
Figura 14: Area do quadrado (1)

. 1 - .
Se um quadrado Q tem lado medindo o decompomos o quadrado unitario, mediante

paralelas aos seus lados em n2 quadrados justapostos, todos congruentes a Q (veja figura 15

com n = 4). Dai, temos que

(Quadrado unitario decomposto

em 47 =16 quadradinhos

Justapostos, cada um deles

com lado medindo % )

Figura 15: Area do quadrado (2)

n?. (Areade Q) = 1.

Assim,

5"

. 1
Areade Q = 0z
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. , ) m
Para um quadrado Q com lado medindo um namero racional e decompomos cada

_ 1 .
lado de Q em m segmentos, cada um medindo o Em seguida, tragcamos paralelas aos lados
de Q a partir dos pontos de divisdo e obtemos uma decomposicdo de Q em m? quadrados,

_ 1 . :
cada um com lado medindo Y de comprimento, como vemos na figura 16 com m=3 e

n=2.

1 Quadrado com lado medindo %

s

decomposto em 9 quadradinhos

justapostos, cada um deles com

L
L 4

lade medindo % .

(5]
I

Figura 16: Area do quadrado (3)

. o1
Como a area de cada um desses quadrados menores € —;-, temos que:
n

2

=—.

1 m
‘n® n

Areade Q= m®
Portanto,
2
. m
Areade Q = [Fj :

Provaremos agora que a area do quadrado com lado n, sendo n irracional, também é n2,
Iniciaremos com um modo indireto, dados a, b, ¢ como na figura 17, qualquer que seja o
ndmero b <n2, provaremos que b é menor que a area de Q. Em seguida, dado qualquer
ndmero C>n2, provaremos que C € maior que a area de Q. Isto nos dara que a area do
quadrado Q ndo serd um nimero b menor, nem mesmo um nimero ¢ maior do que n2. Por
fim, teremos que a area do quadrado Q é igual a n2.

Na figura 17, podemos observar quadrados com lados horizontais e verticais e

quadrados com lados inclinados. Qualquer que seja a unidade de comprimento adotada tem-se
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que a medida do lado, de pelo menos um dos dois tipos de quadrados, sera irracional, isso
pelo teorema de Pitagoras, provado de diferentes formas nesse trabalho.
Seja b um numero tal que b < n2. Tomamos um ndmero racional r, de modo que

b <r2<n2. Para isto, basta tomar I como sendo uma aproximagdo de n por falta, com erro

menor que n—JB.Entéo, n—r<n—+b edai Vb <r<n.

Logo, b<rz<n2

&

v

Vb

Figura 17: Area do quadrado (4)

Deste modo, temos um quadrado de lado r contido no quadrado Q (maior) de lado n
, COM isso, r2 <éarea do quadrado Q.

Isso ocorre, pois, contido no quadrado Q temos um outro quadrado Q' de lado r e
sua area € igual a r2. Por estar contido no quadrado Q, a area do quadrado Q'< é&rea do
quadrado Q. Sendo assim, r2< area do quadrado Q. Porém, b <r2. Entdo, b < area do
quadrado Q. Podemos afirmar que para qualquer que seja 0 numero real b, menor que n2,
teremos b menor que a area do quadrado Q. Por outro lado, de forma analoga se prova que
qualquer que seja o numero real ¢, maior que n2, ¢ € maior que a area de Q. Logo, ndo
podendo a &rea do quadrado Q ser nem maior nem menor que n2, por exclusdo a area do

quadrado Q deve ser igual a n2.
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3.4.2 Area do retangulo

Dado um reténgulo de altura medindo a e base medindo b, tem-se que sua area é

igual a ab.

DEMONSTRACAO

Consideremos um quadrado Q de lado medindo a+b decomposto em quatro figuras
usando paralelas aos seus lados como a figura 18. Essas figuras sao um quadrado de lado a
com area a2, um quadrado de lado b com éarea b2 e dois retangulos congruentes com dois

lados medindo a e outros dois medindo b que denotamos suas areas por R.

.
-

h a

Figura 18: Area do retangulo

Como ja provamos antes, a area do quadrado Q é
(a+b)2=(a+b).(a+b)=a2+2.ab+b2. Por outro lado, ao calcular a area do quadrado Q
pela soma das areas decompostas temos que area do quadrado Q =a2+b2+2.R. Ao igualar

as duas equacdes, vemos que:

a2+2.ab+b2= Areado quadrado Q =a2+b2+2.R

2ab=2R
ab=R.
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343 Area do paralelogramo

Dado um paralelogramo de altura medindo a e base medindo b, tem-se que sua area é

igual a ab.
E c A b B
a a
D b c ¢ F
Figura 19: Area do paralelogramo (1)
DEMONSTRACAO

Iniciaremos propondo um paralelogramo ABCD com base DC medindo b e altura BF
medindo a, interior ao retangulo EBFD de altura a e base b+ ¢, conforme figura 19.
Notamos que os dois triangulos ADE e CBF juntos formam um retangulo de base ¢ e

altura a, com area a.c. A area do retingulo EBFD ¢ dada por (b+c).a=ab+ac. Ao retirar a

area desses dois triangulos, a.c, da area do retdngulo EBFD nos restara tdo somente a area do
paralelogramo, que serd ab. Logo, a &rea do paralelogramo ABCD é dada por ab, onde a é

sua altura e b sua base.

3.4.4 Area do triangulo

Dado um triangulo de altura medindo a e base medindo b, teremos sua &rea igual a
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S

e s e - -
=]

A b }/{ ¢

Figura 20: Area do paralelogramo (2)

DEMONSTRACAO

Vejamos o tridngulo ABC da figura 20, com base b sendo um lado do tridngulo e
altura a, o segmento perpendicular que liga essa base AC ao veértice oposto B, a essa base.
Em seguida definimos um ponto D que é a intersecdo entre a reta paralela ao lado AC que
passa pelo ponto B e areta paralela ao lado AB que passa pelo ponto C. Fica formado assim
0 paralelogramo ABDC de area ab.

Podemos observar que, o angulo A é congruente ao angulo D, pois sdo angulos
opostos de um paralelogramo e os angulos CBD e BCAsé0 congruentes pelo teorema das
paralelas, logo os triangulos ABC e DCB sédo congruentes. Com isso temos que:

Avrea do paralelogramo ABDC = area do AABC + area do ADCB

] ab
ab= 2. (4rea do AABC) = Area do AABC = >

3.5 TEOREMA DE TALES
DEFINICAO

Dois segmentos AB e CD sdo comensuraveis se houver um segmento EF tal que

AB=mEF e CD=n.EF, comm e n nlimeros inteiros positivos. Se ndo existirem m e n que

satisfacam essa situacdo dizemos que AB e CD sdo segmentos incomensuraveis.
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TEOREMA DE TALES

Se trés retas paralelas r, s e t sdo cortadas por duas transversais m e n nos pontos A, B e

. ~. AB A'B'
C e nos pontos 4°, B’ e C’, respectivamente, entdo

B'C'’

Figura 21: Teorema de Tales (1)

DEMONSTRACAO

VVamos usar os segmentos AB e BC da reta m e considera-los comensuraveis. Entéo
existe um segmento u submultiplo tanto de AB quanto de BC. Com isso teremos p e g,

inteiros positivos, tais que AB = pu e BC = g.u formando arazdo —
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Figura 22: Teorema de Tales (2)

Assim podemos considerar que a reta m € interceptada por retas paralelas r,,r,,r; ..,
€ S1,S,,S; .S, de tal forma que tenhamos na reta m p + g segmentos congruentes a u, COMo
vemos na figura 22. Dessa forma, na reta n, os segmentos A'B' e B'C' sdo divididos,

respectivamente, em p e q partes, que medem cada um deles v, de tal forma que A'B'=pv e

B'C'=qv. E analogamente podemos montar a razio % ~PY_P comisso temos que
‘Cc v ¢

AB A'B' . )
AL_P_AD provando assim o teorema de Tales (no caso em que ABe BC sdo
BC q BC
comensuraveis).

Encontramos uma demonstracdo completa desse teorema na Colecdo Professor de

Matematica, no volume 2 dos Topicos de Matematica Elementar ([4] MUNIZ NETO, 2013).
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3.6 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

DEFINICAO

Dois triangulos sdo ditos semelhantes quando é possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que os angulos correspondentes

sejam congruentes e os lados correspondentes sejam proporcionais.

1

A B D

Figura 23: Semelhanca de tridngulos

Na figura 23 os triangulos ABC e DEF, sdo semelhantes com a correspondéncia de

A

vértices A & D,B & E,C & F. Neste caso, A=D, B=E,C=F e existe k>0 tal que

AB BC AC :

— =—=—=K. Esse nimero k é chamado a razdo de semelhanca entre os tridngulos
DE EF DF

ABC e DEF. Usamos AABC ~ ADEF para representar que os triangulos ABC e DEF sdo

semelhantes.
Como acontece com a congruéncia de triangulos, a semelhanca também pode ser

garantida entre triangulos a partir de caracteristicas minimas, organizadas também como

casos.
Caso: AAA ou AA, (angulo, angulo, angulo)

Este é conhecido como o segundo caso de semelhanca de triangulos, nos diz que se

A

dois triangulos ABC e DEF possuirem os angulos A e D congruentes e os angulos B e E

também congruentes entdo esses triangulos sdo semelhantes.
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|
A B D G E

Figura 24: Semelhanca de triangulos - Caso AA

DEMONSTRACAO

Iniciaremos pela verificacdo de que os angulos C e F sdo também congruentes, pois

a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é 180°e por A=D e B=E.

Para isto, marcamos o ponto G pertencente ao segmento DE tal que o segmento DG
seja congruente ao lado AB. Ap6s marcaremos o ponto H tal que o segmento GH seja
paralelo ao lado EF . Essa construcdo nos traz que os tridngulos ABC e DGH sejam
congruentes pelo caso ALA de congruéncia, obrigando ao lado AB congruente ao lado DG
e lado AC congruente ao lado DH . Pelo teorema de Tales, como o segmento GH € paralelo

ao segmento EF e corta as retas DE e DF , entdo existe a seguinte propor¢do de segmentos:

%:D:;l' Ao verificar que AB=DG e AC=DH , e substituindo na igualdade anterior

temos que:

” . AB BC :
Usando as mesmas taticas podemos provar também que Ez:, fazendo assim

com que os triangulos ABC e DEF sejam semelhantes, pois é verdadeiro que sendo

AB AC AB BC . AC BC , )
— =—— e — =— entdo —=—==r , onde r é a constante de proporgéo.
DE DF DE EF DF EF

Na hipotese inicial com segmento GH paralelo ao lado AB e usando 0s mesmos

raciocinios teremos também que:

AB_AC_BC
DE DF EF
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Caso: LAL (lado, éangulo, lado)

Conhecido como primeiro caso de semelhanga e nos diz que se houver dois triangulos

A A A A . AB AC
ABC e DEF, com o angulo A congruente ao angulo D e a proporgdo dos lados: oE = oF
verdadeira entdo esses triangulos sdo semelhantes.
c F I
v b } - i .
A B D E G H

Figura 25: Semelhanca de tridngulos - Caso LAL
DEMONSTRACAO

Isso ocorrera pois se houver um terceiro tridngulo GHI com lado GH congruente ao

lado DE, G=A e H =B, pelo caso AAA de semelhanca de tridngulos ele sera semelhante

ao tridngulo ABC (AABC ~ AGHI ). Isso faz com que os lados correspondentes sejam

. ..., AB_ AC ) .
proporcionais, isto e, Gsza; pela igualdade anterior de lado GH congruente ao lado

. AB_AC o AB AC AC AC
DE , entdo — = — e pela hipdtese inicial qu¢ =— =—=—, tem-se — =—=—=. LogQo, 0
DE Gl F Gl DF

lado GI é congruente ao lado DF .

Como DF=Gl, D=A=G e DE=GH, segue pelo caso LAL de congruéncia de
triangulos que ADEF ~ AGHI e sendo AABC ~ AGHI entdo AABC ~ ADEF .

Caso: LLL (lado, lado, lado)

Dado como terceiro caso de semelhanca de triangulos, nos garante que havendo dois

triangulos ABC e DEF, tais que, E = % = A_C =k entdo AABC ~ ADEF .
DE EF DF
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—t—
j
L

4 B D E G H
Figura 26: Semelhanca de tridngulos - Caso LLL

DEMONSTRACAO

Para isso construiremos um novo tridngulo GHI com G = A, lado GH congruente ao

lado DE e lado Gl congruente ao lado DF .

. o - AB AC
Usando essas igualdades e as proporcionais da hipétese, temos que —

atentar que G = A sera verdadeiro que AABC ~ AGHI , pelo caso LAL, formando assim a

rooréoE—§
PrOPOTee GH

. BC  __ __  _ AB BC
Como por hipotese =— ==, e por constru¢do DE =GH , entdo — = —.
DE EF GH EF

A AB BC ) ,
Ao comparar essa Ultima igualdade com G=H:= teremos entdo que lado HI ¢

congruente ao lado EF .

Ao verificar que DE =GH, DF =Gl e EF = HI, temos ADEF = AGHI pelo caso
LLL de congruéncia de triangulos.
Assim, como ADEF = AGHI e AABC ~ AGHI , segue que, AABC ~ ADEF .

3.7 RELACOES METRICAS NOS TRIANGULOS RETANGULOS

Seja ABC um triangulo retangulo, com angulo reto em A, catetos AB=c e AC=bh,
hipotenusa BC =a, altura referente ao angulo reto AH =h, projecédo ortogonal de ¢ sobre BC

sendo BH =m e projecdo ortogonal de b sobre BC sendo CH =n. Esse ponto H é o ponto

conhecido como pé da altura relativa & hipotenusa e temos as seguintes relagdes métricas:
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L H

Figura 27: RelagBes métricas nos triangulos retangulos

@ ah=bc.
(b) b2=an e c2=am.
(© az=b2+c? (Teorema de Pitagoras).
(d) hz2=mn.
DEMONSTRACAO

Inicialmente podemos observar que a hipotenusa BC =a=m-+n. Partimos agora para
as provas das relacdes (a) e (b).

Temos que os angulos BAC = AHC e HCA=BCA o que nos possibilita afirmar que
os triangulos ABC e HAC sdo semelhantes pelo caso AA, de semelhanca de triangulos, com
0s angulos correspondentes BAC <> AHC, ABC <> CAH e C <> C. Com isso vamos dispor
das seguintes proporcoes:

AB_AC _BC___c_b
AH HC AC h n

a
=—=r,

b
Usando particularmente a igualdade %:%, temos que ah=hc, e ao usar a

igualdade b :% temos que b2=a.n. Da mesma forma, usando que os triangulos ABC e
n

AHB, sdo semelhantes é possivel provar a segunda parte da relacdo c2=am.
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Para provar a relagdo (c), basta somar membro a membro as duas relacGes resultantes

(b):

b2+c2=an+am=b2+c2=a(m+n) = b2+c?2=az.
E para a prova da relagdo (d) basta multiplicar as relac6es de (b) membro a membro:

b2c?2 =a.nam= (b.c)?=azmn.

Mas ja foi provado que @h=b.C  entjo:

(b.c)?2 =a2m.n = (a.h)? =a2m.n = a2h2=a2mn = hz2=mn.
3.8 TEOREMA DAS CORDAS

Se uma reta passa pelo ponto P e corta uma circunferéncia nos pontos A e B, o produto

PA.PB é constante.
DEMONSTRACAO
Dividiremos a prova em dois casos:

1° Caso: Ponto P interior a circunferéncia

Figura 28: Teorema das cordas - 1° caso

Na circunferéncia a corda AB passa pelo ponto P, com CD sendo outra corda da
mesma circunferéncia que também passa pelo ponto P.

Os triangulos PAD e PCB sdo semelhantes pelo caso AA,, pois os angulos B e D sio
congruentes por serem inscritos na circunferéncia com arco AC e os angulos APD e CPD
também sdo congruentes por serem opostos pelo vértice. Logo a proporgédo %:% é
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verdadeira, com PAPB=PC.PD sendo assim o produto PA.PB ¢ constante. Pois, do

mesmo modo, se AB, € outra corda da circunferéncia que também passa por P, teremos

PAPB, = PCPD.

29 Caso: Ponto P exterior & circunferéncia

Figura 29: Teorema das cordas - 2° caso

Na circunferéncia uma reta passa pelo ponto P e corta essa circunferéncia nos pontos
A e B. Tragcamos uma outra reta que tambem passe pelo ponto P e que corte essa
circunferéncia pelos pontos C e D.

Verificamos que os tridangulos PAD e PCB séo semelhantes pelo caso AA,, pois

A A

angulos B e D sdo congruentes por serem inscritos na circunferéncia com o mesmo arco AC

; PA
e 0 angulo P pertence aos dois tridngulos. Logo a proporcéo ﬁ

PD
=— ¢ verdadeira, com
PB

PA.PB =PC.PD. Sendo assim o produto PA.PB é constante.
3.9 FORMULA DE HERON

Essa conhecida forma de calcular a area S de um tridangulo ABC de lados a,b e ¢ serd

demonstrada com apoio de uma publicagdo de 2001 da revista “The College Mathematics

Journal” ([10] NELSEN, 2001). A dita formula nos traz que a &rea S de um triangulo ABC

qualquer é dada por: S =\/p.(p—a).(p—b).(p—c) , onde p é o semiperimetro do triangulo
ABC.

Antes da demonstracdo da Formula de Heron demonstraremos dois lemas.
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Lema 1. A &rea S de um tridngulo é igual ao produto da medida do raio da sua circunferéncia

inscrita pela medida do seu semiperimetro.
DEMONSTRACAO

Seja ABC um triangulo qualquer. Decompondo o triangulo ABC em trés outros
triangulos em que suas bases séo: AB, BC e AC com alturas iguais ao raio r da
circunferéncia inscrita no triangulo ABC (veja figura 30), obtemos:

5 r-(X2+ y) , r-(3/2+ 7)., r-(X2+ 2) _ %.(Zx +2y+27) =r.(X+Y+2)=pr.

Figura 30: Férmula de Heron - Lema 1

Lema 2. Se a, S e y sdo trés angulos positivos tais que a+,6’+;/=90°=%, entdo

tgatgf +tgptgy +tgatgy =1.
DEMONSTRACAO

Dado um retédngulo ABCD, com um dos lados medindo 1 unidade de comprimento e

A - A T “a N .
angulo interno D=a+ S+ y =90°= o formamos quatro triangulos retangulos internos ao

retangulo ABCD, conforme a figura 31.
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A rga E 1gf3 B

« L

tgcetgf
secortgff
1 seca
F
1gA(tga +1gf)
a
B
N

Figura 31: Férmula de Heron - Lema 2

Utilizando algumas relagc6es trigonométricas temos que:

Ao analisar o triangulo ADE,

RE P

AE —
g = =tga =— = AE =1tgc.
g D g 1 g

E também que:

t —
sena:ﬁ:ED: 9o ZLZSGCOL
ED Sena COS«

Verificamos também que os tridngulos ADE e BEF sdo semelhantes pelo caso AA, de
semelhanca de triangulos, isso ocorre, pois, ao somar 0s angulos internos do triangulo ADE
temos « + 90°+AED =180° e ao analisar a meia volta temos que AED +90°+FEB =180°.

Ao igualar as duas equacBes temos « = FEB, logo os tridngulos ADE e BEF sio
semelhantes.

Agora pelo triangulo DEF temos que:

=F:>tgﬁziz>§:5e0a.tgﬂ.

E
tafg =
% ED seca

E também pelo triangulo EFB temos que:
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cosa = £2 = cosg=— 5 EB= cosa.secatgf = EB =tgp e
EF secatgf

BF BF —
1o = — = tga = — = BF =tgait .
g EB g t gatgp

Com esses resultados podemos observar que DC = AB = AE + EB =tga +tgf e ao

analisarmos o tridngulo CDF temos que:

tgy:g:tgy — CF =tgy.(tga +tgp) .

CD " tga +tgp
Agora, como:
1= AD = BC = BF + FC =tga.tg8 +1gy.(tga +tgf) = tgartg3 +tgytga + tgy 1y

Isto prova o lema 2.
FORMULA DE HERON

A area S de um triangulo qualquer ABC de lados a, b e ¢, é dada por:

S= \/ p.(p—a).(p—b).(p—c), onde p é o semiperimetro do triangulo ABC.
DEMONSTRACAO

Iniciaremos a demonstracgdo a partir do triangulo ABC, nas figuras 32 e 33.

Figura 32: Férmula de Heron (1)
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Tragamos a circunferéncia inscrita no tridngulo ABC e parte das bissetrizes internas
que liga os vértices ao centro da circunferéncia inscrita, conforme figura 32.

Na figura 33 representamos também na circunferéncia inscrita, os raios nos pontos de
tangéncia e subdivisdes dos lados no tridngulo ABC. Formando assim, dois a dois tridngulos

retangulos congruentes.

Figura 33: Formula de Heron (2)

a+b+c

E facil perceber que o semiperimetro, p = , do triangulo ABC satisfaz as

seguintes relacoes:
p=X+y+z=Xx+a=y+b=z+c
e
200+ 20 +2y =180°= a + f + y =90°
Pelo Lema 2,

tgatgp +tgptgy +tgatgy =1.

Logo,
LELENLA AL
Zy yz zX
Dai,
rz(x+y+z) rzp  S? 1
X.y.Z X.y.z p.(xy.z)
Entéo,

S2=p.(x.y.z).

Comparando com a figura 30 e as relages deduzidas temos que:



X=p-ay=p-b,z=p-c.

Ao analisar essas igualdades temos que:

S=p.(xy.2) =/p.(p-a).(p-b).(p-c).

47
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4.  DEMONSTRACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS
41 DEMONSTRACAO USANDO COMPARACAO SIMPLES DE AREAS

Essa € uma das demonstracfes mais simples e conhecidas do teorema de Pitagoras,
pode ser usada em sala de aula com materiais concretos de facil aquisicdo e requer um
conhecimento prévio de congruéncia de triangulos. Essas caracteristicas possibilitam sua
apresentacdo as turmas do 8° ano do Ensino Fundamental em diante.

Usamos nessa se¢do o livro The history of mathematics - An introduction ([3]
BURTON, 2011) como referéncia.

TEOREMA DE PITAGORAS

Em todo tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados
dos catetos.

DEMONSTRACAO
Consideremos um tridngulo retangulo com hipotenusa a e seus catetos b e c.

Construimos a partir deste um quadrado com seu lado medindo b+c, conforme as figuras a

sequir.

c b b c

Figura 34: Demonstracdo do teorema de Pitagoras usando comparacao de areas
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Os quatro tridngulos retangulos mais claros do quadrado de lado b+c, da figura da
esquerda, sdo congruentes pelo caso LAL de congruéncia de triangulos. Ao reorganizar 0s
triangulos retangulos mais claros montamos a figura da direita. Podemos verificar que a nova
figura produzida é também um quadrado de lado b+c, logo tem a mesma érea da figura
anterior. Essa igualdade de areas faz com que a area mais escura da figura da esquerda, que é
um quadrado de lado a, seja igual a &rea mais escura da figura da direita, formada por dois
quadrados um de lado b e outro de lado c. Teremos assim que a2 =b2+c2, provando 0

teorema de Pitagoras.

4.2 DEMONSTRACAO USANDO SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Esse método é muito utilizado nas demonstracoes de sala aula do Ensino Fundamental
pois usa 0s conhecimentos de semelhanca de tridngulos e utiliza também as relagdes métricas
no tridngulo retadngulo. Por essas condicionantes sua apresentagdo é indicada as turmas a

partir do 9° ano do Ensino Fundamental.

DEMONSTRACAO

Esse método ja foi provado com mais detalhes no capitulo 3 quando falamos sobre as
relacGes métricas no triangulo retangulo. Utilizamos um triangulo ABC, com angulo reto em
A, tendo seus lados medindo a, b e ¢ como vemos na figura 35. Ao tragar sua altura h em
relacdo a esse vértice A teremos dois triangulos retangulos AHB e AHC que serdo semelhantes

ao triangulo ABC, pelo caso AA, de semelhanca.

B — —_— B,
m H »n C

Figura 35: Demonstracdo do teorema de Pitagoras usando semelhanca de tridangulos
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Pela proporcdo da semelhanga dos triangulos AHC e ABC podemos verificar que
b2 =a.n e analogamente usando os tridngulos AHB e ABC teremos que c¢2=a.m. Ao montar

um sistema e ao adicionar as duas equacoes, temos que:

CZ =am 55_/

b2=an
= Db?+c2=an+am=a(m+n)=aa=a?.
Trazendo assim a igualdade a2 =hb?+c2 e provando o teorema.

43 DEMONSTRACAO DE PERIGAL

Henry Perigal Jr, até sua meia idade trabalhava como corretor de agBes e era um
amante da Matematica quando se tornou bibliotecario de um amigo proximo. Seus estudos e
curiosidade o tornaram pesquisador de Astronomia e da Matematica. Em 1873 publicou sua
interessante demonstracdo do teorema de Pitagoras, utilizando a técnica da dissecacéo, nesse
caso de quadrados construidos sobre os catetos e hipotenusa.

Usamos como referéncia para essa demonstracdo o livro The Pithagorean Proposition
([8] LOOMIS, 1940).

DEMONSTRACAO
Consideremos um triangulo retangulo ABC, retdngulo em A. Sobre o cateto AB
construimos um quadrado. Nesse mesmo quadrado tragcamos dois segmentos internos

perpendiculares tais que o ponto de intersecdo seja o0 centro do quadrado e um desses

segmentos perpendiculares seja paralelo a hipotenusa BC , conforme a figura 36.

\

Figura 36: Demonstracgao de Perigal (1)
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Os quadriléteros dissecados sobre o cateto AB sdo todos congruentes e possuem dois
angulos retos opostos. Vemos que o paralelismo entre a hipotenusa BC e um dos segmentos
que passa no centro do quadrado dissecado garante que a figura branca obtida no centro do
quadrado construido sob a hipotenusa BC seja um quadrado congruente ao quadrado
construido sobre o cateto AC e isso prova o teorema. E isso realmente ocorre, pois, sendo O

0 centro do quadrado ABEG, encontrado pela intersecdo das diagonais AE e BG, temos

OE = 0G = OA = OB, conforme a figura 37.

Figura 37: Demonstracdo de Perigal (2)

Usando o teorema das retas paralelas observamos que FIB=HDE = IFG = AHD e

FIA=BDH =EFI =GHD. E pelo caso LAA, de congruéncia de triangulos temos que
AGFO = AEDO = ABIO =AAHO e AHOG = AFOE = ADOB = AIOA confirmando assim
que os quadrilateros GFOH, EDOF, BIOD e AHOI sdo congruentes entre si.
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Figura 38: Demonstracdo de Perigal (3)

Ao encaixar esses quadrilateros no quadrado sob a hipotenusa BC =a, conforme a
figura 39 e com AC =b, AB=c, AH =X, e 0 paralelogramo CHDB que:
CA+ AH =BD, dai temos que b+x=c=>x=c—b.
Também temos que dado y lado do quadrilatero branco interior ao quadrado maior de
lado a, temos que:
y+x=c=>y=c—-x=c—(c—-bh)=h.
Dai, esse quadrilatero branco citado tem lado b, sendo assim congruente ao segmento

CA. E também pelo encaixe, 0os angulos internos séo retos, logo essa figura é congruente ao

quadrado construido sobre o cateto AC . Entéo, CB =AB" + EZ, 0 que prova o teorema de

Pitagoras.
44 DEMONSTRACAO DE EUCLIDES

Euclides de Alexandria, filosofo e matematico grego, conhecido como o “Pai da
Geometria” produziu por volta de 300 a.C. a grande obra prima “Os elementos”, uma colecao

de 13 livros repletos de axiomas e demonstragcbes que fundamentam a Geometria plana e
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espacial, os NUmeros, a teoria das proporc¢des e a Incomensurabilidade. Na proposicéo 47 do

livro | dessa colegéo existe o seguinte enunciado:

Em um triangulo retangulo ABC, com angulo reto em A, tem-se: BC = AB" + AC ",
isto €, o teorema de Pitagoras.

Nessa secdo, usamos como referéncia, o livro The Pithagorean Proposition ([8]
LOOMIS, 1940).

DEMONSTRACAO
Consideraremos trés quadrados sobre os lados de um tridngulo retangulo e uma

perpendicular partindo do vértice do angulo reto até um dos lados do quadrado construido
sobre a hipotenusa, conforme a figura 39.

K H

Figura 39: Demonstragdo de Euclides (1)

Provando que a area do quadrado maior sobre a hipotenusa € igual a soma das areas
dos quadrados menores teremos o teorema de Pitagoras.
Para isso, tracamos dois novos segmentos auxiliares, AH e BD, produzindo assim

dois tridngulos congruentes AHC e BDC, pelo caso LAL (lado AC congruente & CD, angulo

BCD congruente ao angulo HCA e lado BC congruente ao lado CH ).
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I K H
Figura 40: Demonstracgdo de Euclides (2)

Podemos ver que o tridangulo ACH tem sua area sendo a metade da area do retangulo
JKHC, pois possuem uma mesma base (lado CH ) e mesma altura referente a essa base.
Analogamente verificamos que a area do triangulo DCB é a metade da area do quadrado
ACDE com a base CD e altura sendo o lado AC. Usando a congruéncia citada
anteriormente, temos que as areas dos triangulos ACH e DCB séo iguais e fazendo com que as
areas dos quadrilateros JKHC e ACDE também sejam iguais, pois € o dobro da area dos
triangulos ACH e DCB. Da mesma forma os quadrilateros JKIB e ABFG possuem a mesma
area. Sendo o quadrilatero BIHC composto pelos quadrilateros BIKJ e JKHC temos que a area
do quadrado maior € igual a soma das areas dos quadrados menores, provando assim o

teorema.

45 DEMONSTRACAO DE LEONARDO DA VINCI

Leonardo de Ser Piero da Vinci, mais conhecido por Leonardo da Vinci € uma das
maiores figuras do renascentismo por suas diversificadas producbes como cientista,
matematico, engenheiro, inventor, pintor, escultor, arquiteto, botanico, poeta e musico.

Talentoso matematico teve também sua propria prova do teorema gue aqui vamos mostrar.
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Usamos nessa se¢do o livro The Pithagorean Proposition ([8] LOOMIS, 1940) como

referéncia.

DEMONSTRACAO

Tracando segmentos e compondo algumas novas figuras para apoiar sua
demonstracdo. Primeiro ligou dois vértices E e F dos quadrados construidos sobre os catetos,
criando o hexagono BCDEFG, tragcou também o segmento GD interno a esse hexagono que é
um eixo de simetria do hexagono, pois os tridngulos ABC e AFE sdo congruentes pelo caso
LAL. Apds criou o triangulo JIH congruente ao tridngulo ABC. Em seguida ligando os pontos
A e J criou 0 segmento AJ, segmento esse que corta o hexadgono ABHJIC em dois
quadrilateros congruentes, pois AC congruente a JH , Cl congruente a HB, |J congruente
a AB e AJ comum aos dois quadrilateros. Os angulos formados nesses quadrilateros sdo

também congruentes pois sendo o segmento BC paralelo ao segmento HI temos que
ALC = BLM = HMJ = LMI e com isso o0s tridngulos AALC e AJMH sdo congruentes pelo

caso AAL com AC=HJ. De forma anéloga os triangulos AABL e AJIM sdo também

congruentes, conforme a figura 41.

Figura 41: Demonstragdo de Leonardo de Vinci (1)

Podemos reparar que os quadrilateros ACIJ e DCBG sdo congruentes, pois 0 segmento

AC é congruente ao segmento CD, o segmento Cl é congruente ao segmento BC, o
segmento 1J € congruente ao segmento BG , 0 angulo ACI é congruente ao angulo BCD e o

angulo CIJ é congruente ao angulo CBG. A congruéncia dos quadrilateros é verificada
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quando giramos 90° no quadrilatero ACIJ no sentido horéario em torno do ponto C teremos
esses segmentos e angulos congruentes sobrepostos, sobrepondo também os lados AJ e DG,

tornando-os também congruentes.

Y
- ) \\\\\‘\ E

G G . K 4 )

—\ \
> T D

> //

B C

= )

Figura 42: Demonstracdo de Leonardo de Vinci (2)

Com isso, temos que os quatro quadrilateros ABHJ, ACIJ, DCBG e DEFG sdo
congruentes entre si, logo suas areas sdo também iguais. Dai, as areas dos dois hexagonos
ABHIJC e DCBGFE séo também iguais. Consequentemente,
area de ABGF + &rea de ABC + area de AEF + area de AEDC = area de ABC + éarea de
BHJC + area de HIJ.

Assim, area de ABGF + area de AEDC = area de BHIC, 0 que prova o teorema de Pitagoras.

46 DEMONSTRACAO PELO TEOREMA DAS CORDAS

DEMONSTRACAO

Iniciamos essa demonstracdo a partir de uma circunferéncia de centro em A onde

tracamos as cordas DE e BF perpendiculares com ponto em comum C. Apds tracamos o0 raio
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AB formando assim um tridngulo ABC, retangulo em C, como podemos ver na figura 43 a

sequir.

Figura 43: Demonstracgdo pelo teorema das cordas

Primeiramente verificamos que os segmentos BC e CF séo congruentes e medem a,
e isso ocorre pois os triangulos ABC e AFC sdo congruentes pelo caso especial de triangulos

retdngulos que possuem um cateto e a hipotenusa de mesmo tamanho, com o lado AC

comum aos dois triangulos, os angulos BCA e ACF retos e 0s segmentos AB e AF sdo
raios da circunferéncia. Temos agora que o segmento CD mede c—b, pois os segmentos
AD e AE sdo também raios da circunferéncia. Como ja vimos no teorema das cordas,
podemos montar a seguinte relacéo:

BC.CF = DC.CE

aa=(c—b).(c+b)

a2=c2-D2

az+b2=c2

Isto prova o teorema de Pitagoras, pois o triangulo retangulo ABC tem como catetos 0s

lados BC e AC, e hipotenusa o lado AB .
4.7 DEMONSTRACAO DE BHASKARA

Bhaskara Acharya era astronomo e um dos maiores matematicos de sua época entre 0s
anos de 1114 e 1185. Produziu trés grandes obras em vida: “Siddhanta”, sobre assuntos
astrondmicos, “Bijaganita” sobre Algebra e “Lilavati” sobre Aritmética. Numa dessas obras

esse reconhecido matematico demonstrou também o teorema de Pitagoras.
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Nesta secdo, usamos como referéncia, o livro The history of mathematics - An
introduction ([3] BURTON, 2011).
Em sua demonstracdo Bhaskara usa uma figura central para uma sequéncia de

composicdes, e é esse triangulo retangulo da figura 44 essa figura central.

Figura 44: Demosntracdo de Bhaskara (1)

A primeira composicdo € formada aglutinando quatro triangulos retangulos
congruentes como na figura 45. Essa figura produzida é um quadrado, pois os angulos nédo
retos dos triangulos retangulos séo complementares, isto €, sua soma € igual a 90°. Em adigéo
a iSso vemos que internamente temos um quadrado menor, sombreado, com seu lado medindo
a diferenca entre os catetos do tridngulo retdngulo e seus angulos internos retos, pois sao

suplementares aos angulos retos dos triangulos retangulos.

Figura 45: Demosntragdo de Bhaskara (2)

Podemos verificar que a figura 45 tem &rea igual a a2.

I
K =
A"
x\ ‘-\\-\“"\-\.L
\ e
.\x K‘-\_k
\ ~
Y o
, .
b S
b \
\.\ ~J
LY
‘\ €
\'\.
hY
\'.
N J
b-c

Figura 46: Demosntragdo de Bhaskara (3)
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A figura 46 ¢é apenas uma arrumacdo estratégica dos poligonos que compdem a figura
45. Facamos agora o prolongamento de um dos lados do quadrado de lado b —c na figura 46,
podendo assim calcular a area dessa figura usando dois quadrados, um de lado b e outro de
lado c.

b-c
Figura 47: Demosntracdo de Bhaskara (4)

Com isso a area da segunda figura 46 é igual a b2+c2. Como as duas figuras possuem

a mesma area, a2 =h?+c2, o que prova o teorema de Pitagoras.

48 DEMONSTRACAO DO PRESIDENTE JAMES GARFIELD

Essa nova demonstracéo é atribuida ao presidente americano James Abram Garfield e
foi publicada em 1882 na “Mathematical Magazine”. Sua demonstracdo foi eclaborada
enquanto ainda era Senador usando alguns rabiscos num papel durante uma discusséo
matematica com outros membros do Congresso americano. Essa demonstracdo como em
outras demonstracdes anteriores, usa a composicao de figuras e comparacdo de suas areas. A
figura que James Garfield usou para iniciar sua demonstracdo foi um trapézio composto
internamente por dois triangulos retangulos congruentes conforme se vé a seguir.

Nessa secdo, também usamos como referéncia, o livro The history of mathematics -
An introduction ([3] BURTON, 2011).
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LA
D b E

Figura 48: Demosntracdo do presidente James Garfield

DEMONSTRACAO

Calculando a area do trapézio, temos a seguinte equacéo:

2 2 2 2 2
Suao = (e 0) = BT ELEREE P T

Mas a area do trapézio também pode ser calculada como a soma da area dos trés

triangulos que o compde. Para isso devemos atentar que os pontos B, A e E estdo alinhados,

fazendo com que os trés triangulos sejam retangulos e assim calculamos a area do trapézio
pela equacao:

ab c¢2 ab
Trapézio — SABC + SADc + SADE = 5 +E+ 5
Comparando agora as duas equacdes encontradas, temos que:

a2 b2 ab c¢2 ab
Stapizio = tab+—=—+—+—.
2 2 2 2 2

Dobrando os elementos da segunda igualdade,

S

az+2ab+b?=ab+c?2+ab=a?+b2=c2.
Resultado esse que prova o teorema.
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49 DEMONSTRACAO USANDO A FORMULA DE HERON

Essa prova do teorema de Pitagoras usa o resultado obtido por Heron para célculo de
areas de triangulos. Heron grande matematico também reconhecido como inventor e
engenheiro mecéanico, em sua ‘“Metrica” que consistia em 3 volumes sobre célculo de &reas e
volumes trazia nela uma expressdo matematica envolvendo o perimetro de um triangulo e

seus lados que ddo como resultado a area desse tridngulo.

DEMONSTRACAO

A

Consideraremos um tridangulo ABC com angulo reto em A | lados medindo @, be C,

e 0 semiperimetro medindo p, conforme a figura 49.

A B

C

Figura 49: Demosntracdo usando a férmula de Heron

Como j& vimos anteriormente, pela formula de Heron, a area do triangulo ABC, que

denotamos por S ;. , € dada por:

1
Susc =\P(P~a).(p—b).(p—C) onde p= (a+b+c).
Ao substituir a segunda igualdade na primeira, resulta na equacao:
Saac =+/P-(P~2).(p—b).(P~C)

S psc :\/(pz - pa).(pz—(b+c)p+bc)
S,ec =4/ P* —(a+b+c)p? +(ab+bc+ac)p® —abep

1
Trocando p por E.(a+b+c),temos que:
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Saec =+ P-(p—a).(p—b).(p-c)

s _\/(a+b+c)4 _2a+b+c)’ +4(ab+ac+bc).(a+b+c)2 _ Babc(a+b+c)
rec 16 16 16 16

S nec :%.\/—(a+b+c)4 +4(ab+ac+bc)(a+b+c) —8abc(a+b+c).

Sabendo que,
(a+b+c)' =a’ +4a’b +4a’c + 6a’b® +12a’hc + 6a’c? + 4ab* +12ab’c +12abc? +
+4ac® +b* +4b’c +6b°c® + 4bc® +¢*, temos,
4(ab +ac +bc)(a+b+c)* = 4a’h +8a’h? + 20a’bc + 4ab® + 20abc + 20abc? +
+4b’c +8b%c? +4bc® + 4a’c +8a’c’ + 4ac’.
Com isso,
8abc(a+b +c) =8a’bc +8ab’c +8abc?.

Simplificando os termos semelhantes, e assim obtemos,

S.ec = L a2+ 2a2c2 + 2b2ci—a* —b* —c* ,
4

Por outro lado, como o triangulo ABC é retangulo sua area pode ser calculada por:

b.c
Sasc = 7 :
Ao igualar agora os resultados das duas Ultimas equacdes vamos ter que:
1 b.c
= NJ2a%b? + 2a2c2 + 2b2c2—a* —b* —c* = >

2a2h? + 2a2c2 + 2b2c2—a* —b* —c* = 4b2c2
a®+b* +c* —2a22-2a2c2 + 2b2c2 + 4b2c2 = 0.
Sabendo que:
(b2+c2-a?)2=(b2+c2—a?).(b2+c2—a?) =b* + 2b°c® —2a’b® +c* —2a°c* +a*,
entéo
(b2+c2—a?22=0=>b2+c2-a2=0
b2+c2=a2.

Resultado final esse que prova mais uma vez o teorema de Pitagoras.
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4.10 RECIPROCA DO TEOREMA DE PITAGORAS

Agora se deve pensar noutra proposicdo, vamos verificar se a relacdo algébrica for

verdadeira faz com que o tridngulo seja retangulo.
Se os lados de um triangulo medem a, be C, e a relagio a2=b2+c2 é verdadeira

entdo afirmamos que o triangulo com esses lados é retangulo.
Essa secdo tem como referéncia o material do PICOBMEP, Teorema de Pitagoras e
Areas ([18] WAGNER, 2015).

DEMONSTRACAO

Consideremos um triangulo qualquer ABC com H?FC, AC=b e BC=a.

Analisaremos 3 casos para a prova completa.
1° caso: Angulo A = 90°

Nesse caso ndo ha nada a provar, pois assim o triangulo ABC ja seria retangulo, ndo

precisando analisar mais nada.
2° caso: Angulo A < 90°

Tomamos sem perda de generalidades b < c. Tracamos um segmento do ponto C ao
lado AB, tal que seja perpendicular a esse lado. O ponto de interseccdo entre esse segmento

e o lado AB ¢ o ponto D, sendo assim o pé da altura desse triangulo com base em AB (veja
figura 50).

C
A
/N
1
1
1
1
1 h
[
1
1
1
L

A X D €-x

Figura 50: A reciproca do teorema de Pitagoras (1)
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Deste modo os triangulos ADC e CDB séo retangulos. Tomaremos por x o segmento
AD e temos por C— X o segmento BD .

Usando o teorema de Pitagoras nos lados do triangulo ADC, obtemos:
b2=x2+h2=h2=b2—x2 , onde h=CD
Usando também o teorema de Pitagoras no triangulo CDB, obtemos:
a?2=h2+(c—x)> = h2=a2—(c—x)?

Das duas Ultimas equacgdes, obtemos:

b2—x2=h* = a2—(c—X)?

b2 —x2=a2—c2+2cx — X2

a2z =b2+c2—2cx.

Como 2¢cx >0, temos a2 <b?+c2 que contradiz a condicio inicial.

3° caso: Angulo A > 90°

~

Com angulo A agora sendo obtuso, o ponto D ficara fora do tridngulo ABC pois sera
a interseccdo entre a reta que contém o lado AB do triangulo ABC e a perpendicular a essa

reta que passa pelo ponto C.

C
|"':\-~\-.._
% . @
AN
h p O\
] §
D X A c B

Figura 51: A reciproca do teorema de Pitagoras (2)

Analogamente ao que foi feito no caso anterior, usando o teorema de Pitdgoras no
triangulo CDA, tem-se que:
b? =h?+ X2

h2 = b2 — x2
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Fazendo o mesmo no triangulo CDB tem-se que:

a2=h?+(x+c)?

h2=a2—(x+c)?,
Consequentemente,

b2 —x2=a%—(X+C)>?
b2 —x2 =a2—x2—2cx—C?

a2=b2+c2+2cx.

Novamente, como 2cX >0, temos a2>b2+c2, o que contradiz mais uma vez a
condicao inicial.

Assim, somente o 1° caso é possivel. Com isso, demonstramos que um tridngulo ABC
com AB=c, AC=b e BC =a, para valer a igualdade a2=h?+c2? & necessério que 0

angulo A seja reto, provando a reciproca do teorema de Pitagoras.
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5. APLICACOES E CURIOSIDADES PITAGORICAS
51 OS TERNOS PITAGORICOS

DEFINICAO

Sejam a, b e c inteiros positivos com b<c<a. Dizemos que (b,c,a) é um terno
pitagérico se b2 +b2=az2.

Exemplo. Os ternos (3, 4, 5); (5, 12, 13); (7, 24, 25) e (9, 40, 41) sdo pitagodricos.

Uma forma interessante de gerar esses ternos e atribuida a Pitdgoras, apesar dos

1 1
babildnios ja usarem-na, é dada por: [m,g(mz—l),z(m%l)] com m sendo um ndmero

inteiro impar maior do que 1. Importante chamar a atencdo de que essa férmula ndo gera
todos os ternos pitagoricos.
Usando a formula acima, também podemos obter ternos pitagoricos da seguinte

maneira:

Num triangulo retangulo podemos ter o menor cateto dado por a, =2.n+1, o outro

1 . 1 :
cateto por b, = E(an2 —1) e a hipotenusa por E(af +1)= b, +1. Notamos que o cateto maior e

a hipotenusa sdo numeros inteiros consecutivos.
A seguir temos uma tabela mostrando alguns resultados para lados de triangulos

retangulos com lados inteiros, isto €, onde os lados formam ternos pitagoricos.

Cateto menor Cateto maior Hipotenusa

n a,=2n+1 b_.:=}é(ﬂf_ -1 b, +1

1 3 4 5

2 3 12 13

3 7 24 25

4 9 40 41

5 11 60 61

6 13 84 85

7 15 112 113

Tabela 1: Ternos pitagoricos
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5.2 SEGMENTOS DO TIPO aJn

Existe uma forma simples e facil de produzir segmentos com medida a\/ﬁ, com n
natural. Para isso, nos basta construir um triangulo retangulo isosceles inicial e usar

sucessivamente o teorema de Pitdgoras, como vemos na figura 52. O triangulo inicial tem

catetos medindo a, e assim, pelo teorema de Pitagoras, a hipotenusa tem medida a2,

a

a

Figura 52: Segementos do tipo a«/ﬁ

No proximo passo usaremos essa medida para ser um dos catetos de um novo

triangulo retdngulo e com outro cateto a, e ao aplicar o teorema de Pitagoras a hipotenusa
serd a3 . Fazendo os passos seguintes com 0 mesmo padrdo podemos produzir segmentos
medindo avn com a real positivo e n natural. Por exemplo, com a=1 produzimos

segmentos com medidas J2,\3,4,...

5.3 AREAS DE QUADRADOS SOBRE LADOS DE TRIANGULO QUALQUER

Dado um triangulo ABC qualquer com BCIJ um quadrado sob o lado BC. Definimos
0s pontos E e F, pertencentes ao lado BC, tais que os angulos AEB e CFA sejam congruentes
ao angulo BAC. Também temos 0s pontos G e H, pertencentes ao lado 1J, tais que os angulos

EGI e FHJ sejam retos. Provaremos que a soma das areas dos quadrados sobre AB e AC é

igual a soma das areas dos retangulos BEGI e FCJH.
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Figura 53: Areas de quadrados sobre lados de tridngulo qualquer

DEMONSTRACAO

J

68

Pelo caso AA, de semelhanca de triangulos, teremos que os tridangulos ABC, EBA e

FAC sdo semelhantes. Com isso, teremos as seguintes proporc¢oes:

AEBA BE ¢ AFAC FC b

AMBC ¢

Portanto,

Logo, a.(BE +FC) =b* +¢°.

a ~ AABC
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5.4  GENERALIZACAO DE GEORGE POLYA DO TEOREMA DE PITAGORAS

George Polya, hungaro que iniciou sua vida académica nos estudos de Direito,
atividade a qual logo abandonou e passou a se interessar por Filosofia e Matematica. Grande
matematico, contribuiu em diversas areas além da Matematica como Quimica, Fisica e
Filosofia e produtor de grandes obras matematicas como ‘“Mathematics and plausible
reasoning” em dois volumes publicados em 1954 e “Mathematical discovery” também em
dois volumes o primeiro em 1962 e outro em 1967. Sua principal area de estudos eram a
Simetria geométrica e a Enumeracédo das classes de simetria dos objetos. Provou um teorema,
publicado em 1937, que resolveria o problema de quantas configuracbes com certas
propriedades existem, a qual teve aplicacbes na enumeracdo de compostos quimicos e na
enumeragéo de arvores enraizadas na teoria dos Grafos.

Demonstramos de vérias formas que a area do quadrado construido sobre a hipotenusa
de um tridngulo retangulo é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre o0s
catetos. George Polya apresenta uma demonstracdo mais geral, isto €, usando figuras
semelhantes quaisquer, construidas sobre os lados de um triangulo retangulo.

Antes de apresentarmos a generalizacdo de Pdlya para o Teorema de Pitagoras,

daremos a definicdo de figuras semelhantes que pode ser encontrada na referéncia [7].

DEFINICAO

Dizemos que duas figuras A e B sdo semelhantes com razdo de semelhanca k,

quando houver uma correspondéncia bijetora f : A— B entre pontos de A e de B, tais que:

Se X e Y sdopontosde Aese X'=f(X) e Y'=f(Y) sdo os correspondentes em B entdo

% =k, isto é, duas figuras sdo semelhantes quando as medidas de todos os segmentos
entre dois pontos internos de uma figura aparecem na outra figura multiplicadas por uma
mesma constante, fazendo com que duas figuras diferentes semelhantes sejam sempre uma
reducdo ou uma ampliacdo uma da outra, quando k =1.Quando k=1 é o caso de termos
figuras congruentes.

Com essa correspondéncia bijetora, temos as seguintes definicoes:

a) Sendo X'= f(X),entdo X' e X sdo homéblogos.
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b) Sendo X'= f(X) e Y'= f(Y), entdo os segmentos XY e X'Y'

também sdo segmentos homdlogos.
. : AB XY ..
Para que as duas figuras sejam semelhantes tem-se que, 5 =k = o isto &, 0

segmento XY é homologo do X'Y' e 0 segmento AB é homdlogo do A'B'.

Figura 54: Semelhanca

E bom termos a ciéncia de que para confirmar a semelhanca das figuras, qualquer que

sejam os segmentos tomados conforme a definicdo, a razdo k devera ser mantida.
GENERALIZACAO DE POLYA PARA O TEOREMA DE PITAGORAS

Sejam A, B e C, as areas das figuras semelhantes quaisquer construidas sobre os catetos e a
hipotenusa do triangulo retangulo ABC, entdo a soma das areas das figuras sobre os catetos

sera igual a area da figura sobre a hipotenusa.
DEMONSTRACAO

Para a demonstragdo do teorema aqui estudado, constroem-se sobre os catetos b e ¢ e
hipotenusa a de um tridngulo retangulo figuras quaisquer A, B e C semelhantes entre si

conforme a imagem representada na figura 55.
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Figura 55: Generalizacdo de George Polya do teorema de Pitagoras — Foto

Como a razdo entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razdo de
semelhanca [7], temos:

B b2 B A
—_,— S — = —
A a2 b2 a2
C_c_C_A

—=—=
A az c¢? a?
Igualando as equac@es e usando uma propriedade das proporcgdes temos,

A

B_C_B+C_ A_B+C
a2 b2 c2 b2+c2 a2 b2+c?

Como a® =b?+c?, segue que A=B+C.

Vemos entdo que ao construir figuras semelhantes quaisquer sobre os lados de um
triangulo retdngulo, a area da figura sobre a hipotenusa sera igual a soma das areas das figuras
construidas sobre os catetos, provando assim o teorema.

Na referéncia [7] o leitor pode encontrar a prova que a definicdo de semelhanca de

figuras quaisquer, quando aplicada a triangulos, reduz-se a defini¢do tradicional que
apresentamos na secdo 3.7.
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55 AS TRES MEDIAS E O TRIANGULO RETANGULO

Uma outra aplicacdo interessante num tridngulo retangulo possibilita, a partir da
construcdo geométrica, ter uma visualizacdo das médias, de dois nimeros, normalmente
trabalhadas no ensino béasico: Aritmética, Geométrica e Harmdnica. Essa construcdo facilita a
compreensdo do aluno, trazendo a teoria para o concreto, e tornando assim interessante o

assunto em sala de aula.
DEFINICAO

As medias aritmética, geomeétrica e harmonica de dois nUmeros positivos a e b séo

definidas por:

) . . a+b
Média Aritmeética = " M.,
Média Geométrica = +ab =M -

2 2a.
Média Harménica = —— = 2ab _ M,.

1+}_a+b_
a b

Desigualdade das Médias:

Se a e b sdo numeros reais positivos entdo M, <M <M,

DEMONSTRACAO

Construiremos uma circunferéncia, conforme a figura 56, de raio =R e

diametro = AD, tal que:

AE ED CF AR a+b
a=AE, b=ED, x=CE, y=CF,AD:a+beR=_;-.
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Figura 56: As trés médias e o tridngulo retangulo

Temos M,=GB=R, pois sendo G centro da circunferéncia,

AG;GD=R;R=R=G_B. Temos também que M, ~EC=x, pois sendo o AACD

retdngulo com angulo reto em C, podemos usar as relagbes métricas no triangulo retangulo
para ver que:

x.x:a.b:xzza.b:x:\/%.

Por outro lado, Mhz(ﬁ:y, pois os triangulos retangulos CFE e CEG sdo

semelhantes pelo caso AA,. Com isso temos que:

CE CG X
y—X—2:>y— ab :>y_2.a.b
R a+b a+b

2

5.6 OPROBLEMA DE HIPOCRATES

Hipdcrates de Quios ensinou Geometria em Atenas e trabalhou nos problemas

classicos de quadratura de circulos e transformacdes de areas. Supde-se que Hipocrates tenha
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proposto esse problema em Atenas pelo ano de 450 A.C. e que s6 tenha ensinado ap6s uma
perda de suas posses j& apds o ano de 430 A.C. Em seus estudos para quadrar circulos,
apareceram figuras da intersec¢do de trés semicirculos, construidos sobre os lados de um
triangulo reténgulo, os quais sdo seus diametros, essas figuras sdo chamadas lunulas (figura
57).

Usando um de seus teoremas foi possivel encontrar a soma das areas dessas ltnulas.

Para isso, vamos construir um triangulo retangulo, e tragaremos dois semicirculos com
seus centros nos pontos médios dos catetos do triangulo retadngulo, conforme figura 57.
Tracamos também, um semicirculo que tenha o ponto médio da hipotenusa do mesmo

triangulo retangulo.

Figura 57: Problema de Hipdcrates

Toma-se por R e S as areas das lunulas, T a area do triangulo retangulo e A e B pelas
areas dos segmentos circulares, e usando a generalizacdo do teorema de Pitagoras teremos
que:

A+T+B=(R+A)+(B+S) = T=R+S
Temos assim que a area do triangulo retangulo € igual a soma das areas das duas

lanulas.

5.7 RESOLVENDO UM PROBLEMA ALGEBRICO

E muito comum usar a Algebra para solucionar uma questio geométrica, mas é
possivel usar o teorema de Pitagoras para solucionar e provar que a seguinte desigualdade é

verdadeira.

a+b)’ az+b?
< ,coma>0,b>0ea=b.

2
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DEMONSTRACAO

Suponhamos sem perda de generalidade que a>b. Consideraremos um triangulo

retangulo com seus catetos medindo:

a+b
2

a-b
e ——.
2

a+b
3

e

Figura 58: Um problema algébrico

Usando o teorema de Pitagoras temos que:

a+b)®  (a-b) _ .
5 + — |7 (Hipotenusa)?

2 2 2_ 2
(a +2ab+b j . (a 2ab+b j - (Hipotenusa)?
4 4
2 2 2 2
a2 b a b (Hipotenusa)?
4 4 4 4

2 2
a+b = (Hipotenusa)?

e : . a+b [a2+ b2
E agora fica facil observar a desigualdade, pois sendo 5 um cateto e a erb a

hipotenusa, temos:

Como a e b séo positivos,
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Portanto,

(aerj2 a2+h?
— | <

2 2
Provando assim a hipotese inicial, usando o teorema de Pitdgoras num problema

algébrico.
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6. EXPERIMENTO EM SALA DE AULA

Preparamos uma experiéncia com diferentes apresentacdes do Teorema de Pitadgoras
para dois grupos. Na primeira, apresentamos o0 teorema de Pitadgoras com trés provas
diferentes e no segundo grupo apresentamos apenas uma Unica prova. Terminadas as
apresentacdes, solicitamos aos alunos que respondessem um questionario sobre as
apresentacdes e também uma lista com quatro exercicios de niveis diferentes envolvendo o
teorema de Pitagoras retirados do Portal da Matematica, modulo do 9° ano do Ensino
Fundamental.

As trés demonstracGes apresentadas levaram em consideragdo o0 ano em que se
encontravam e 0s assuntos prévios por eles ja estudados. Para o grupo 1 foram apresentadas
as demonstracfes: Usando comparagdo simples de areas, Demonstracdo de Bhaskara e
Demonstracdo do presidente James Garfield. Para o grupo 2 foi apresentada apenas a
Demonstracdo usando comparagéo de areas simples.

Fizemos uma coleta de dados dessa experiéncia para comparar o rendimento dos
alunos subsequente as exposicdes.

O experimento ocorreu em 25 de julho de 2017 na Escola de Ensino Fundamental
Experimental de Vitéria — UFES, na turma 9A, do turno matutino com 23 alunos com idades
entre 13 e 15 anos.

Os alunos foram separados em duas salas, uma para cada apresentacdo, sendo um
grupo com 12 alunos e outro com 11.

Foram utilizadas 3 aulas expositivas de 50 minutos, onde foram utilizados quadro e
Datashow para as apresentacbes em duas dessas aulas, e os alunos responderam o
questionario e a lista proposta na terceira aula.

No questionario foram feitas as seguintes perguntas:

1) Sobre o assunto abordado, vocé acha que compreendeu o que foi passado?

2) Escreva com suas palavras o que aprendeu hoje?

3) Vocé acha que a explicacdo foi suficiente?

4) Se sentiu confiante a participar da aula, perguntando ou confirmando seu
entendimento?

5) Vocé acha importante provar os resultados matematicos?

6) Por que?

7) Vocé consegue criar um problema envolvendo o assunto abordado? Se sim, crie

um.
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Os alunos tiveram 20 minutos para responder o questionario e mais 30 minutos para a
solugéo das questOes da lista proposta.

Na figura 59 vemos a foto do questionario proposto respondido por um dos alunos
participantes do experimento.

Figura 59: Respostas de aluno - Foto

A seguir a tabela 2 retrata as respostas dos alunos.
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Gl G2

1) SIM MNAD 1) SIM NAD
12 0 g 2

2) CORRETO INCORRETO ?) CORRETO INCORRETO
12 0 A 5

3) SIM MAO 3) SIM MNAD
11 1 10 1

4) SiM NAOD 4) siM NAO
11 1 a 3

5) S5IM NAD 5) SIM NAD
12 0 11 (]

&) EXPLICOU | MAO EXPLICOU &) EXPLICOU | MAO EXPLICOU
11 1 10 1

7) | CONSEGUIU [ MAO CONSEGUIU 7) | CONSEGUIU | NAO CONSEGUIU
B8 4 & 5

Tabela 2: Respostas dos alunos

Ja na lista de exercicios proposta, usamos 0s exercicios introdutorios para checagem
do entendimento dos alunos no assunto apresentado conforme questfes a seguir.

Exercicio 1. Sdo medidas dos lados de um triangulo retangulo:

a) (1,2,3). d) (4,5,6).
b) (2,3.4). e) (56,7).
c) (3,4,5).

Exercicio 2. Determine a medida da diagonal de um retangulo de base 12cm e altura
8cm.

Exercicio 3. Determine o valor de x na figura.

10 cm

8cm

Figura 60: Exercicio do Portal da Matemética

Exercicio 4. Qual a medida da diagonal de um quadrado cujo lado mede 12cm?
Tabela 3
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G1 Respondidas | Corretas % G2 Respondidas | Corretas %

a1 12 11 91,66666667 a1l 11 10 90,909050391
az2 12 11 91,66666667 az2 11 7 63,63636364
a3 12 10 83,33333333 a3 11 54,54545455
a4 12 8 66,666660667 a4 11 4 36,36363636

Tabela 3: Percentual de acertos

E importante salientar que as questdes eram discursivas, porém nio foi dada questdo em

parte, isto é, foi corrigida apenas como certa ou errada.

E possivel analisar que o rendimento dos alunos do grupo 1 foi mais satisfatorio do que

0 grupo 2.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Existe uma frase atribuida a Pitagoras dizendo que tudo é ndmero. Isso nos traz uma
visdo interessante do mundo, a qual vemos nossa necessidade de despertar nos alunos a
curiosidade nas aplicagbes, nos questionamentos das coisas que nos cercam, tentando
comprovar com eles 0s por qués de situacGes do dia-dia através de demonstracdes.

Esse trabalho contribuiu com algumas ferramentas para ajudar nessa tarefa, dispondo
de diferentes formas de provar o Teorema de Pitagoras.

E notorio que utilizar diferentes estratégias e organizagdes na solugio de um mesmo
problema desafia e motiva os alunos, melhorando sua compreensdo e argumentagdo nos
assuntos matematicos estudados.

E como acontecia na Escola Pitagdrica, devemos incentivar os alunos para novas e
diferentes descobertas, para isso necessitamos de formas pedagogicas que despertem neles 0s
tais questionamentos e assim encontrar formas distintas de respondé-los.

A forma mais comum e tradicional da pratica do ensino da Matematica no Ensino
Basico atual atrapalha esse despertar, estd cada vez mais repleta de repeticbes com pouco
espaco para questionamentos e criagdes advindas da relacdo professor-aluno. Esse trabalho
trouxe formas do professor trabalhar a prova do Teorema de Pitagoras usando a Algebra
relacionada com a Geometria, com diversos pontos de vista e com Varios outros conteddos

associados.
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