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Resumo

Neste trabalho estudaremos sistemas de reagao e difusao do tipo
Uy = MAu + f(u)7

onde M é uma matriz real N x N e a funcdo f : RY — R”Y com certa regularidade, u =
(ug,...,un) e Au= (Auy,...,Auy). Utilizando a Teoria de Semigrupos de Operadores
lineares limitados em espacos de Banach para demonstrar resultados sobre existéncia e
unicidade de solugoes locais e globais para esta equacao diferencial. Por fim, aplicaremos
estes resultados em alguns exemplos.

Palavras-chave: Sistemas de reacao e difusao, teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados.
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Abstract

In this work we will study reaction-diffusion systems of the type
Uy = MAu + f(u)7

where is an real matrix N x N and f : RY — RY is an function satisfyng certain
regularity assumptions, v = (uy,...,uy) and Au = (Auy,...,Auy). Using the Theory
of Semigroups of Bounded Linear Operators in Banach spaces to demonstrate results on
the existence and uniqueness of local solutions for this differential equation. Finally, we
will apply these results in some examples.

Key-Words: Reaction-diffusion systems, semigroup theory of bounded linear ope-
rators.
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Notacdo

C(Q)
C’()
C>(Q)
Co° ()
Lr(Q)
Wmr(Q)
H™(Q)
Wi (©)
D*¢

corpo dos nimeros reais R ou corpo dos nimeros complexos C
parte real de um ntimero complexo A
argumento de um numero complexo A
matriz quadrada de ordem N
determinante de uma matriz.

fecho de um conjunto X

operador identidade

dominio de um operador A

imagem de um operador A

nucleo do operador A

grafico do operador A

conjunto resolvente do operador A
espectro do operador A

semigrupo definido em espago de Banach
subconjunto aberto de R"

fronteira do conjunto 2

d diente Vi — <8u ou 8u>
operador gradiente Vu = 90 Dy Do
. " 0%
operador Laplaciano Au = 2
14
i=1 i

espaco das fungoes continuas f: Q2 — R
espaco das fungoes j vezes diferenciaveis

espago das fungoes continuas f: 2 — R infinitamente diferenciaveis

espago das fungoes de C*(£2) com suporte compacto
espaco de Lebesgue

espaco de Sobolev

espaco W™2(Q)

espago das fungoes de W™P () com suporte compacto
derivada a direita da funcao ¢



Introducao

Este trabalho se baseia no artigo “On reaction-difusion system” [26] de Luiz Augusto
F. de Oliveira, para estudar sistemas de reagao e difusao da forma

u = MAu + f(u) (1)

onde u = (uy,...,uy), com u; :  — R para cadai=1,..., N e 2 uma aberto limitado

com fronteira suave, no sentido de C*, contido em R™. Além disso, definimos o operador
Au = (Auy,...,Auy) com,

Za 5 Vi=1,...,N

0%u
isso, definiremos o conceito de derivada fraca. Além do mais, a letra M representa uma
matriz N x N, podendo nao ser diagonal, e f : R" — R"™ uma fun¢ao com certa regulari-
dade. Pretendemos apresentar a Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares limitados
e aplica-14 ao estudo destes sistemas.

sendo que nao representa necessariamente a derivada parcial no sentido usual, por

Processos de difusao sao fenomenos que envolvem transporte de energia, como a
conducao térmica em uma barra, de massa, como uma gota de tinta se dispersando em um
copo de agua, ou de momento linear como o transporte de fluidos em meios continuos. Ge-
ralmente, os processos de difusao podem ser acompanhados por outros processos (reagoes)
que influenciam a organizacao espacial dos elementos envolvidos, como o resultado das
interagoes entre esses elementos. Como exemplo, podemos pensar nas reagoes quimicas
entre duas substancias se difundindo em um copo de agua.

Entre suas aplicacoes as equagoes de reacao-difusao e sistemas de reacao difusao podem
ser utilizados para estudar e modelar processos fisicos, como a equagao do calor, veja [14],
quimicos, computacionais e ecolégicos, para estes ultimos indicamos, [2, [0, 15]. Além

21
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destas referéncias, o artigo [20] apresenta exemplos de aplicagoes de sistemas de reacao e
difusao, e estes serao estudados nesse trabalho.

Nosso objetivo é investigar a existéncia e a unicidade de solugoes locais e globais para
o seguinte problema

u=MAu+ f(u), z€Qet>0
u(t,z) =0, x € 00
u(0, ) = up(x), x € Q.

ou seja, queremos entender quais condigoes sobre M e f sao necessarias para que possamos
garantir a existéncia e unicidade de solugoes, em relagao a variavel t € (0, 00).

Observe que a parte linear do problema acima ¢ um operador linear definido em
dimensao infinita. Por esta razao, introduziremos no Capitulo 1 alguns conceitos de
Analise Funcional que nos permita estudar este tipo de operador. Além disso, veremos
que este operador nao é limitado , assim nao € valido o teorema classico de Peano,
por isso, no Capitulo 2, introduziremos a da Teoria de Semigrupos de operadores lineares
limitados, para que estudar o problema homogéneo

u; = MAuw, reet>0
u(t,z) =0, x € 00
uw(0,z) = up(x), =€

de forma qualitativa. Nesta etapa estudaremos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-
Phillips, que garantem a existéncia e unicidades de solugoes. Além disso, estudaremos o
conceito de operadores setoriais, que compoem uma classe de operadores importante
para garantir existéncia de solucoes dos problemas linear, homogéneo e nao-homogéneo.

No Capitulo 3 estudaremos o operador linear Au = —MAwu, para entender sobre quais
condicoes este operador serd setorial, o que nos auxiliara no estudo dos sistemas de reacao
e difusao.

No Capitulo 4 estudaremos os resultados de existéncia (local e global) e unicidade de
solugoes para problemas semilineares. Para isso, precisaremos introduzir os conceitos de
operadores com poténcia fracionaria e espagos fracionarios.

No Capitulo 5 estudaremos os exemplos de sistemas de reacao e difusao apresentados
no artigo [26], aplicados os resultados de existéncia e unicidades de solugoes.

Alguns resultados complementares serao apresentados no Apéndice.



CAPITULO 1

Preliminares

Este Capitulo visa introduzir alguns conceitos de Anélise Funcional que serao necessarios
para a compreensao da Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares Limitados, o que os
tornam fundamentais para o desenvolvimento deste estudo. O conteido deste Capitulo
se baseou nas Notas de aula [5] [7, [10] e nos livros [1, 6] 8, 22].

Antes de iniciar as secoes destinadas a estes conceitos, faremos um breve “para-
lelo”entre ideias que os motivam com conteidos da graduacao estudados em Equagoes
Diferenciais e Algebra Linear.

Em Equacoes Diferenciais, dado um operador diferencial L, ou seja,

L:c* - C
u — Lu
estudamos o seguinte problema
Lu=f

com u suficientemente diferenciavel e f continua. Neste trabalho, estamos interessados
em um problema semelhante embora em outro contexto. Em nosso problema, f nao
serd necessariamente continua, mas Lesbegue Integravel (f € LP(Q), veja a Definigao
(1.1.1))), e u nao serd necessariamente diferencidvel no sentido usual. Assim, nosso estudo
necessita de algo mais elaborado, por isso a primeira secao deste Capitulo sera sobre
o espago de derivadas fracas (espago de Sobolev, apresentado na Definigao (1.1.5))) que
contém o dominio do operador Laplaciano.

Em Algebra Linear nés estudamos operadores lineares porém, geralmente nao estamos
interessados na continuidade. A continuidade dos operadores lineares é equivalente a
nocao de limitacao, que sao operadores que levam conjuntos limitados do dominio em
conjuntos limitados do contradominio, definiremos o conceito de operador limitado.

23



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicao 1.0.1. Sejam E e F espagos vetoriais normados, sendo || - ||g e || - || suas
respectivas normas e ambos sobre o mesmo corpo K, que pode ser R ou C. FEntao, o
operador linear A : E — F serd dito limitado quando existir um ¢ € R tal que ||Azx| <
c|lz|| para qualquer x € E. Caso contrdrio o operador A serd dito ilimitado.

O conjunto
L(E,F)={A: E— F: Aé um operador linear limitado}
¢ um espaco normado munido com a seguinte norma
[Allzery = sup{l|Az| - 2z € E, [lz] <1}.

Caso F' seja um espago de Banach entao L(F, F') também serd um espago de Banach e
quando F = F' escreveremos apenas L(E).

Um exemplo simples de operador limitado é o operador identidade. Mas para ilustrar
o conceito de operadores ilimitados, escolhemos o operador derivada.

Exemplo 1.0.2. Sejam C[0,1] o conjunto das fungoes continuas e C*[0,1] o conjunto de
funcoes pelo menos uma vez diferencidveis munido da norma

[flloo = SUP]{If(fC)!}-

z€[0,1

O operador
A:C'0,1] c Clo,1] — C[0,1]
Af =1

¢ um operador ilimitado.

Para verificar isso, considere o conjunto de polindmios do tipo {z" : n € N}. Disto
sequird que nao existe uma contante C' que satisfaca a condi¢ao de limitacao.

Frequentemente lidamos com operadores que estao definidos em subconjuntos de um
espago, ou seja, tome X um espago normado e o dominio do operador D(A) seja estrita-
mente contido em X. Neste caso, escrevemos A : D(A) C X — X. Além disso, chamamos
A de densamente definido quando D(A) = X.

Na segunda secao, tracaremos um paralelo com ferramentas utilizadas em Algebra
Linear introduzindo as nogoes da Teoria Espectral dos Operadores Lineares. A secao
seguinte sera dedicada aos Operados Compactos, que sao os operadores que transformam
conjuntos limitados em conjuntos compactos, o espectro desses operadores é caracterizado
pelos os autovalores e o valor nulo, veja Lema . Outra importante classe sao os
Operadores Auto-adjuntos, os quais dedicaremos nossa terceira secao e apresentaremos o
Teorema Espectral para Operadores auto-adjuntos e compacto.

Por fim, faremos um breve estudo do operador Laplaciano, pois este é fundamental
para o estudo de sistemas e equagoes de reacao e difusao.
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1.1 Espacos de Funcoes

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos basicos de espacos de derivadas “fracas”,
definindo os espacos de Sobolev, e enunciaremos alguns resultados.

O espago das fungoes integraveis no sentido de Lebesgue sera denotado por L'(Q2) e
na sequéncia definiremos o espago de Lebesgue LP((2).

Definicao 1.1.1. Sejam € C R™ um conjunto aberto e 1 < p < oco. Representa-se por
LP(Q) o espago de fungdes mensurdveis cuja poténcia p, |ulP € integrdavel no sentido de
Lebesgue em ). Munido da sequinte norma

||| ey = (/Q\U(x)\pdx>;

Sobre os espacos LP vamos mencionar duas propriedade importantes, sendo a comple-
tude e a densidade do espago das fungoes continuas com suporte compacto Co(€2). Seguem
os resultados.

Teorema 1.1.2 (Livro [I],Teorema 2.16, pagina 29). O espaco LP(2), 1 < p < o0 € um
espaco de Banach.

Teorema 1.1.3 (Livro [I], Teorema 2.19, pagina 31). O espago de funcoes continuas Co(€2)
¢ denso em LP(Q)), para 1 < p < 0.

O proximo resultado nos diz sobre a densidade do espaco das funcoes suave com
suporte compacto C5°(€2) nos espagos LP(€2).

Teorema 1.1.4 (Livro [1],Corolério 2.30, pagina 38). O espago de fungoes C5°(S2) € denso
em LP(Q)), para 1 < p < 00.

Definimos agora o espaco de derivadas fracas, os resultados aqui apresentados sao
encontrados no livro [§] .

Definicao 1.1.5. Sejam Q um conjunto aberto em R™ e 1 < p < o0o. O espaco de todas as
fungoesu € LP(Q) tal que, para todo i = 1, ...,n existe uma funcgao g; € LP(QQ) satisfazendo

oo ' -
/Qu%idx— /Qg@dx, Vo € C3°(Q)

¢ chamado de espago de Sobolev e denotado por WP (Q).

Ademais a funcao g; € chamada de derivada fraca em relacao a x; e denotada por
ou

8Ii

cada 1.

. E denotamos por WP(Q,RY) as funcdoes u = (uy, ..., uq) tal que u; € WHP(Q) para

Observacao 1.1.6. A unicidade de g;, da definicao acima, seque da densidade de C3°(€2)
em LP(Y), pois se [,(g — f)¢dx =0 para todo ¢ € C°(Q) entdo, [,(g— f)¢dz =0 para
todo ¢ € LP(Q2).
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Na sequéncia, mostraremos a completude desses espagos com respeito a uma norma
usual. Para isso, consideramos o gradiente de uma funcao v € W'?(Q) por

ou ou
Vu = grad(u) = (8_:1:1’ s %) e (LP(Q))".

Teorema 1.1.7. Sejam ) um conjunto aberto em R™ e 1 < p < 0.

i) O espago WP(Q) é um espago de Banach munido da norma
[ullwrr) = llullLr@) + I Vull ey

ii) O espago H*(Q2) = WH2(Q) € um espaco de Hilbert munido do sequinte produto interno

u ou Ov
(w0 = | ot + 3 [ oot

que induz a sequinte norma

1
ull ) = (lullZ2q) + Vulltrzin)?-

Demonstragdo. 1) Seja {ug}72, uma sequéncia de Cauchy em WhP(Q), entao

|luk —uml| — 0 e ||Vur —Vuy,l — 0 quando k,m — oc.
LP(Q) Lp(Q)n

Como LP(2) é um espago de Banach, existem u, vy, ..., v, tais que

— 0 quando k — oo,

dur v,
hu =l = 0 e |-
Lp Lr(Q)

au = v;. De fato, para todo ¢ € Ci°(2),
Ty

8uk . 8¢
/ngaxi dr = /Q“"“axi dx.

Tomando k — oo concluimos que

/(évidx— —/u%dx,
Q o Oz

ii) Com o mesmo argumento de i) e observando que, se {ug}?2; é uma sequéncia de
Cauchy em H'(Q) entao ||uy, — um||§{1(ﬂ) — 0 o resultado segue.

para todo ¢ = 1,...,n. Vejamos que

teremos

assim u € WHP(Q).

]
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O fecho das fungoes com suporte compacto com respeito ao espaco de Banach W1?(Q)
sera denotado por Wol’p(Q), ou seja,

Wol’p(Q) = {O fecho de CSO(Q) em Wl,p(Q)} _ WH'HWLP(Q)

e das fungoes Cy com respeito ao espago de Hilbert H'(Q) serd denotado por H}(Q)

H}(Q) = {o fecho de C°(Q)em HY(Q)} = W, (Q).

E podemos concluir que W,”(Q) é um espaco de Banach e H}(Q) é um espaco de
Hilbert separavel. O préoximo resultado, estabelece uma condigao para uma funcao estar

em W, ().

Proposigao 1.1.8 (Livro [§] Lema 9.5, pagina 287). Se u € W'P(Q) possui suporte
~ 1,p
compacto, entao u € Wy"(2).

Para finalizar esta se¢ao, vamos enunciar um resultado de extrema importancia para
os espacos de Sobolev e que usaremos adiante.

Proposicao 1.1.9 (Livro [§], Corolario 9.19 pagina 290). (Destgualdade de Poin-
caré). Suponha que 1 < p < oo e Q um aberto limitado de R"™. Entdo existe uma
constante C' > 0 que depende de ) e de p, tal que

lullzoqe) < ClIVUll oy Yu € Wo™(Q).

Em particular, a expressio |Vul|lLrq) € uma norma em Wol’p(Q) equivalente a norma
ullwiry. Em H(Q) a expressio

Zn: < du v >
i=1 Oz Ox; L*(9)
¢ um produto interno que induz a norma ||[Vu| 2, sendo equivalente a norma ||u|| g1 (q)-

Observacgao 1.1.10. Daqui em diante, consideraremos o espago Hg(Q2) munido da norma

||U||H3(Q) = ||VU||L2(Q)~

1.2 Teoria espectral de operadores em espacos de Ba-
nach

Em Algebra Linear, estudamos operadores lineares entre espacos vetoriais e seus autova-
lores e autovetores, ou seja, dado um espaco vetorial V' sobre o corpo K e um operador
linear T: V' — V| se existir um v € V', com v # 0 tal que T'(v) = A\v, para algum X € K|
entao v sera chamado autovetor do operador T associado ao autovalor A.

No nosso contexto, estamos mais preocupados com operadores lineares com dominio
estritamente contido nos espacos vetoriais normados, e que muitas vezes, com possuem
dimensao infinita.
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Definicao 1.2.1. Sejam X um espago vetorial normado sobre K e A: D(A) C X — X
um operador linear, A € K e um vetor v € X com v # 0 tal que

A(v) = M.

Chamamos \ de autovalor e v de autovetor de A, respectivamente. Além disso, su-
bespago gerado pelo conjunto Xy = {v : A(v) = A} € chamado de auto-espago do
operador A associado ao autovalor \.

No caso em que A € K nao é um autovalor do operador A : D(A) C X — X,
concluimos que o operador (A — A) = (A — A) é injetivo. Isso faz com que o operador

A=A AN=-A)(DA))CX = X

faga sentido, sendo (A — A)(D(A)) o conjunto imagem do operador A — A. Ao contrario
dos operadores lineares que sao definidos em espacos de dimensao finita, nao temos in-
formagoes sobre sobrejetividade de A\I — A e a limitacao de (A — A)™!, que nos leva
procurarmos os nimeros A de modo que tais propriedades sejam cumpridas, motivando a
proxima definicao.

Definicao 1.2.2. Seja X um espag¢o de Banach sobre C ¢ A : D(A) € X — X um
operador linear definido densamente, chamamos de conjunto resolvente do operador
A, denotado por p(A), o subconjunto de C tal que, se X\ € p(A), entdo valem as sequintes
propriedades:

i) A — A é injetor.
ii) Im(\A— A) € densa em X.

iii) (A= A)"1: Im(A— A) C X — X ¢ limitado.

Definimos o espectro do operador A, denotado por o(A), como o complementar de
p(A) em C, ouseja, 0(A) = C\p(A). Segue desta definigdo que o conjunto dos autovalores
de um operador esta contido no espectro dele. Além disso, se A é um operador definido em

um espacgo de dimensao finita, entao o espectro de A, o(A) é o conjunto dos autovalores
de A.

Definigao 1.2.3. Denotamos por grdfico do operador A o conjunto G(A) = {(z, Az) :
€ X} C X xX. Assim, o operador A serd dito fechado (fechdvel), quando G(A) for
fechado em X x X (quando G(A), for grdfico de um operador A : D(A) C X — X ).

Nos casos em que o operador A é fechado em um espaco de Banach, podemos dar a
seguinte caracterizacdo ao conjunto resolvente de A, p(A).

Proposicao 1.2.4. Sejam X um espag¢o de Banach e A: D(A) C X — X um operador
linear fechado. O conjunto resolvente p(A) € o conjunto dos valores A € C tal que A\ — A
¢ byetor.
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Demonstragao. Seja (A — A) uma bijecao, pelo Teorema do Gréifico Fechado, veja no
Teorema [A.1.4] temos que (A — A)~' € £(X), portanto A € p(A). Reciprocamente, se
A € p(A) como Im(X\ — A) = X entdo, para todo x € X, existe uma sequéncia {x,} -,
em Im(A — A) tal que x, — . Tomando z,, = (A — A)y,, com y, € D(A) para todo n,
n—oo
teremos que y, = (A — A)"'z, — (A—A) 'z € D(A) pois (A — A)~! ¢ limitado. Como
n—oo
(A — A) é fechado, concluimos X C I'm(A — A), isto é, (A — A) é sobrejetor e a bijecao do
operador A — A segue. m

No caso em que o operador for fechado, seguindo algumas restri¢coes, podemos obter
uma caracterizagao para o operador (A — A)~!, por meio dos seguintes resultados

Teorema 1.2.5 ( Livro [10], Teorema 2.1.1, pagina 29). Sejam X um espaco de Banach
e A: D(A) C X — X um operador linear fechado. Entdo p(A) € um subconjunto aberto
de C. De fato ,se, u € p(A) e X € C tais que | — M||(p — A7 < 1, entdo X € p(A) e

(= A =3 (= A A) (1)
n=0
Demonstracao. Observe que a série
S =N =A== AT (=N (= AT
n=0 n=0
converge absolutamente na norma || - ||(x), e portanto converge em £(X). Basta provar

a equagao (|1.1]) para concluir que a bola aberta B(u, 1”> C p(A).

1
(1 = A)
Se € p(A) entao (u— A)~! € L(X). Para A € C podemos escrever

A=A)=(n=A) = (n=N(p—A4)"].
Da desigualdade | — A|[[(x — A) 7| < 1 segue que

[e.o]

(U= (=N =4 =3 ((n=Nu— A7) € LX).

n=0
Portanto

A=A =@=A7 ) (h=N(u—A)7)"

[M]8

Il
=)

n

[]

Teorema 1.2.6 ((Identidade do resolvente) Livro [34], Teorema 1, pdgina 211). Sejam
X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear. Se A\, € p(A) entdo

A=A = (=A== NA =) (-

A=A p— A = (= A A - )
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Demonstra¢ao. Sejam e A € p(A), entao
(=A== A) A=A -4
=M =AM+ A=l -4)"
S (A=A (= (A= A) (= A

A segunda equacao é consequéncia imediata da primeira. O

E também obtemos a analiticidade da aplicagao p(A) > A —~ (A — A)~! € L(X).

Corolario 1.2.7. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador
linear fechado. Entdo a fungao p(A) 2 X — (A — A)~! € analitica e
dn

T = AT = (- 4

Demonstracao. Fixe A\g € p(A) e tome A em uma vizinhanga de ), suficientemente

pequena, tal que
1
Ao = Al (Mo = A) 7 < >

Segue que a série Z()\O —A)(Xg — A)""! converge uniformemente para
n=1
1
(Mo —A) ey

Portanto a aplicagao p(A) 2 A — L(X) é continua, e segue da Identidade do resolvente
(1.2.6) que a aplicagao ¢é derivavel em Ay com
d

ST == A

O caso geral segue da identidade do resolvente e de um argumento de inducao.

Ao — Al <
2|

Segue da identidade
A=A "= (p=A)" = (A=A " = (u=A)) (n—A) A=A
j=1
que a aplicagdo A — (A — A)™" é diferencidvel para qualquer n € N, em uma vizinhanga
de A\g. Além disso, suponhamos por hipdtese de indugao que
d" 1
e . -1 _ (_ 1\ o —n—1
entao
dn+1 L d
- - - — (1)) o —n—1
d)\"“(/\ A) d)\( 1)"nl(A— A)
= (=D"l[-(A = A (n+ (A = A)7"]
= (=D (n+1)(N—A)"2
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Observacao 1.2.8. Seja X é um espaco de Banach real, denotamos por X¢, a com-
plexificacao do espaco X, unicamente representada por X¢ = X +1X. Além disso,
sejam X,Y espacos vetoriais reais e G : X — Y um operador linear entdo, definimos a
complexificacao de G por G¢ por

G(z +iy) = G(z) +iG(y) Y,y € X,
assim G¢ : Xc — Ye.

Se X € um espaco de Hilbert, com a norma induzida pelo produto interno, entao X¢ é
. 1 . .
um espago de Hilbert complezo, com a sequinte norma ||x+iy|| = (||z|*+|y||*)?, induzida
pelo produto interno complezo.

(x + 1y, u+ i) = (x,u) + (y,v) +i[{y,u) + (x,v)]

Seja X um espago real normado. Se em uma determinada formula houver referéncias
implicitas ou explicitas a numeros complexos, sempre se entende que essa formula € in-
terpretada em sua versao complexificada. Assim, por exemplo, se X € um espaco de
Banach sobre o corpo K e A é um operador linear em X, entendemos por o(A) e p(A) o
espectro e o conjunto resolvente, respectivamente, de A se K =C e de Ac se K=R

Para mais detalhes da complexificacdo de um operadores, indicamos o livro [4], pagina
4.

1.3 Operadores compactos

Estudaremos agora, alguns resultados relacionados aos operadores compactos com a fina-
lidade de compreender como é o espectro e o resolvente deste tipo de operador.

Seja E espacos de normado sobre K, denotamos a bola unitaria por
Bgp(0) ={z € X : |z|]| < 1}.

Definicao 1.3.1. Sejam E e F' espacos normados sobre K. Diremos que um operador
T:E — F é compacto se T(Bx(0)) € relativamente compacto em E, ou seja, T(Bx(0))
¢ compacto em F.

A seguir enunciaremos o critério sequencial para operadores compactos.
Teorema 1.3.2 ([6], Proposic¢ao 7.2.3 pagina 187). Sejam E e F' espagos normados sobre

K. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um operador linear T : E — F':

(a) T é compacto;

(b) T(A) é compacto em F para todo A limitado em E;
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(¢) Para toda sequéncia limitada {x,}32, em E existe uma subsequéncia {xy}32, tal
que {T(x1)}32, € convergente em F.

Proposicao 1.3.3. Todo operador compacto é limitado.

Demonstracao. Basta observar que, T(Bg(0)) C T(Bg(0) entdao T(Bg(0)) ¢é limitado,
pois T'(Bg(0) é compacto. O

O resultado a seguir caracteriza o espectro de um operador compacto.

Teorema 1.3.4. Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita sobre o corpo K e T
um operador compacto. Entio o(T) = {0} U{X € C: X € autovalor deT}. Além disso, se

uma sequéncia {\,}>2, em o(T)\{0} for convergente, entio A\, — 0.
n—o0

Demonstragao. Suponha que 0 € p(T), entao T—! estd bem definido e é limitado. Note
que I = ToT™!, ou seja, I serd compacto, o que é um absurdo, logo devemos ter 0 € o(T).
Por defini¢do, os autovalores estao contidos em ¢(7"). Suponha que A € o(7T) com \ # 0,
entao o operador A — 7" nao ¢ injetor ou nao é sobrejetor. Pelo Lema (Apéndice), se
for injetor também serd sobrejetor, o que nos levaria em A € p(7T). Portanto o operador
A — T nao ¢ injetor, donde A é autovalor de T.

Provaremos agora que, se uma sequéncia { A, }>°; em o(7)\{0} for convergente, entao

An — 0. Basta mostrar que, dado € > 0 o conjunto de autovalores A tais que |A| > € é
n—oo

finito. Suponha que isso nao acontega entao, existe ¢ tal que o conjunto de autovalores
A tais que |A| > ¢ é infinito.

Sejam {A}52, uma sequéncia de autovalores tais que |\,| > €y para todon € N, z,, o
autovetor associado a A, e M,, = [z1, 29, - ,z,] para todo n € N. Como M,, é fechado
(pois tem dimensao finita), usando o Lema de Riesz podemos construir uma
sequéncia {y, }°°  tal que, para todo n € N

Yn € an ||yn|| = 17 dlSt(yn7Mn) >

N | —

Mostraremos entao .
0
1T (yn) = T(ym)|| > 50 Yn>m,

o0 que estard em contradicao & compacidade do operador T. Observe que, T'(M,) C M,
assim, se n > m entao T(y,,) € T(M,_1) € M,,_1, além disso, (T' — N\, I)(z) € M, para
todo z € M,. Logo (Ayn — T(yn)) + T(ym)) € M,,_1,assim

||T(yn) - T<ym)” = H/\nyn + T(yn) - T(ym> + /\nyn“
= (5 (O = T()) + Tla)] =30 ) |
I Ainwnyn — () + T ()] — ¥

> Al - dist(yn, Mo_y) > 5
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para todos n > m. A demonstracgao esta completa.

]

Definigao 1.3.5. Sejam X um espago de Banach sobre um corpo K e A: D(A) C X —
X um operador fechado e com resolvente nao vazio. Diremos que A tem resolvente
compacto se, para algum \ € p(A) o operador (A — A)~t for compacto.

Como consequéncia da identidade do resolvente ([1.2.6]), teremos que, para todo A €
p(A) o operador (A — A)~! serd compacto.

Por fim, daremos um exemplo de operador compacto.

Exemplo 1.3.6 (Operador integral). Seja K : [a,b] x [¢,d] — C uma funcao continua.
Considere o operador
T :Cla,b] — Clc, d|

f=T(f)
b
onde T'(f)(t) = / K(s,t)f(s)ds para todo t € [c,d].

Para verificar que este operador é compacto, basta mostrar que ele esté bem definido
e utilizar o Teorema de Arzeld-Ascoli para mostrar que T'(Bgjap) ¢ compacto em Clc, d].
Esta verificagdo é encontrado no livro [6] Exemplo 7.2.4 pagina 188.

1.4 Operadores auto-adjuntos

Nesta se¢ao consideramos o operador A : D(A) C H — H, onde H é um espaco de Hilbert
munido com o produto interno (-,-) : H x H — K, temos por objetivo compreender o
espectro e resolvente de operadores auto-adjunto. Nosso estudo é focado no operador
Laplaciano que esta definido em espacos de Hilbert é cumprird tal propriedade.

Antes de definir operador auto-adjunto, precisamos definir o operador adjunto e o
simétrico.

Definigao 1.4.1. Seja A : D(A) C H — H um operador linear densamente definido. O
operador adjunto de A denotado por A* € definido por

D(A")={u€e H:v— (Av,u) : D(A) — K € limitado}
e seu € D(A*), entdo A*u € o unico elemento de H tal que
(Av,u) = (v, A*u), Vv € D(A).
De fato, suponhamos que exista um z € H tal que (Av,u) = (v,z), segue que
(v, A*u — z) = 0 para todo v € D(A). Pela densidade de D(A) em H e continuidade

do produto interno temos que (v, A*(u) — z) = 0 para todo v € H, entdo podemos con-
cluir que A*u = z.
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Lema 1.4.2. Seja A : D(A) C H — H um operador linear e A* seu adjunto, entio o
operador adjunto A* : D(A*) C H — H serd fechado.

Demonstra¢ao. Suponhamos uma sequéncia {z,} em D(A) com {(z,, A*x,)}2, —

n—o0
(x,y) em H x H. Entao
lim (Av, z,) = lim (v, A*z,)

n—o0 n—oo

e da continuidade do produto interno, teremos

(Av, lim z,,) = (v, lim A*x,,)
n—o0

n—oo

e, assim,
(Av,z) = (v,9).

Novamente, usando a continuidade do produto interno, podemos concluir que a aplicacao
(A(+),z) : D(A) — K ¢ limitada, portanto x € D(A*) e A*x € Im(A*). Logo, o operador
A* é fechado. m

Definigao 1.4.3. Diremos que o operador A : D(A) C H — H € simétrico se D(A) =
H e AC A*, ou seja, D(A) C D(A*) e (Av,u) = (v, Au) para todo u,v € D(A).

Além disso, diremos que o operador A : D(A) C H — H ¢é auto-adjunto, se D(A) =
D(A*) e assim A = A*.

Da defini¢ao de operador simétrico observamos que seus autovalores sao niimeros reais.
De fato, seja A é autovalor de um operador simétrico A, entao

(Au,u) = (u, Au) = Mu,u) = Mu,u),
donde A = ), isto é, A € R. Obviamente, o mesmo vale para operadores auto-adjuntos.
Exemplo 1.4.4. Defina T : I5(N) — I5(N) dado por T ({aj};”;l) = <a1, %, s a—n, >
n

Observe que o operador T € simétrico, de fato, sejam a,b € l3(N) entdo

fj X /(%) =@

Como D(T) = ls, o operador T € auto-adjunto.

2.
J

A seguir enunciaremos um critério que garante quando um operador simétrico é auto-
adjunto.

Teorema 1.4.5. Seja A : D(A) C H — H um operador linear simétrico. Se A é
sobrejetor, entdo A € auto-adjunto.

Demonstra¢ao. Suponhamos por contradi¢ao que o operador A nao seja auto-adjunto,
segue que existe um z € D(A*) tal que A*z # Au para todo u € D(A), logo A nao é
sobrejetor. n
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Antes do proximo resultado precisamos definir o conceito de sistema ortonormal com-
pleto. Dado um espaco vetorial normado V', se S um subconjunto de V' denotaremos por
[S] o subespago de V' gerado pelo elementos de S. Se V' é um espago de Hilbert com o
produto interno (. ,.), podemos utilizar o conceito de ortogonalidade, assim, o conjunto S
serd chamado de sistema ortonormal completo se possuir as seguintes propriedades:

i) dados z,y € S
0 para x # y
(z,y) =

1 para x = y;
ii) o unico elemento z € V tal que
(z2,2) =0 VreV
éo00.
O seguinte resultado nos diz que sempre existird uma base ortonormal de autovetores

quando o operador for compacto e auto-adjunto e o operador serd diagonalizavel.

Teorema 1.4.6 (Livro [0], Teorema 7.5.6, pagina 208). Sejam H um espago de Hilbert
eT : H — H um operador compacto e auto-adjunto . FEntao H admite um sistema
ortogonal completo formado por autovetores de T. Mais ainda, existem sequéncias de
autovalores { A\, }°2, de T associados aos autovalores {v,}2,, tais que

T(x) = Z AT, vp) v,  para x € H.

Além disso, operadores simétricos sao, por definicao, injetivos. Logo, se um operador
simétrico for sobrejetor, também serd bijetor e fechado (por ser auto-adjunto), e assim
A~': H — H estara bem definido. Podemos, entao concluir que 0 € p(A) e At € L(H).

Para ilustrar o conceito de operadores auto-adjuntos iremos definir um operador
simétrico e fechavel e, estendé-lo a um operador fechado e auto-adjunto. Neste pro-
cesso iremos usar um resultado conhecido como Teorema de Friedrich para provar
que a extensao do operador é auto-adjunta.

Exemplo 1.4.7. Consideremos agora o sequinte problema de valor inicial.
{ut = Agu(t)
u(0) = uyg,
onde Ay : C3(Q) C L*(Q)) — L*(Q) € dado por Agu = —Au.
Observe que Ag € densamente definido e, além disso, seque das formulas de Green que

(Agu,v) = —(Au,v) = —(u, Av) = (u, Agv)
(Apu,v) = —(Au,v) = (Vu, V).
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Assim, o operador Ay é simétrico e, pela desigualdade de Poincaré[1.1.9, existe ¢ > 0

tal que
(Aoz, ) > cll?,

portanto, seque do teorema de Friedrich que, existe um operador A : D(A) C
L2(Q2) — L3(2), auto-adjunto tal que, Ax = Aoz para todo x € D(Ay).

Seja’Y o fecho de D(Ap) pela norma induzida do produto interno definido por (Agu,v),
para u,v € D(A), seque que Y = H}(Q), assim D(Ay) C Hy(Q). Como A é um operador
fechado entao, D(A) C H} ().

Por outro lado, da simetria do operador A teremos que u € D(A) se, e somente se,
existe u* € L*(Q)

{u e Hy(Q) : (Agv,u) = (v,u*) Vv € D(Ap)}
portanto D(A) = H} () N H?(Q).

Seque que, a extensio de Ay € operador A : H*(Q) N Hy(Q) C L*(Q) — L*(Q) dado
por

n
Au=—Au = — E Uz, -
i=1

1.5 Breve estudo do operador Laplaciano

De posse das definicoes e resultados das secoes anteriores faremos um breve estudo sobre
o operador Laplaciano, esta se¢ao se baseia no trabalho [5].

Segue da Desigualdade de Poincaré (1.1.9) que o espago H}(Q2) pode ser munido da
norma || Vul|r2q), para u € Hg(2). Como o produto interno

n
(u,v) = Z Uy, Vs
i=1

induz a norma ||Vul|r2@q) que, por outro lado, é equivalente a norma ||u||g1(q). Entao
H{ () pode ser munido da norma ||Vul|r2(q), além disso, ¢ um espaco de Hilbert.

Como o objetivo deste trabalho é estudar sistemas do tipo
u = MAu (1.2)

sendo 2 um aberto limitado de R™ com fronteira suave, no sentido de C*, e M uma matriz N X
N. Nesta ultima segdo do Capitulo vamos dar continuidade ao Exemplo [1.4.7] Desta
forma, ao logo desta se¢ao, estudaremos o operador Laplaciano A : D(A) C L*(Q2) —
L?(Q) dado por

" 0%u

2
— Ox;

Au = (1.3)
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onde D(A) = H*(2) N Hy (). Para isso, serd necessério investigarmos o problema

{—Au_f em 14)

u=0 em O0f),

para qualquer f € L?(Q2), a fim de provar a existéncia e unicidade de solugoes. Depois es-
tudaremos algumas propriedades do operador, seu espectro e relagoes entre as autofungoes
e o espago L?(0).

Definigao 1.5.1. Seja f € L*(Q). Diremos queu € H}(Q) € solugao fraca do problema
se satisfaz a igualdade

/Vqu:/fv, Yo € Hy(9).
0 Q

Observe que, pela Segunda Férmula de Green, [A.2.12] temos

/VUVU— —/Auv,
Q Q

se a igualdade acima for satisfeita teremos que

—/QAuv:/va,

pelo teorema de Representacao de Riesz (A.1.6) podemos concluir que —Au = f.
Sobre a existéncia e unicidade de solugoes, estabeleceremos os seguintes teoremas.

Teorema 1.5.2 (Unicidade da solugao fraca). Seja f € L*(Q) qualquer, se existe
solugao fraca para o problema (L.4)), entdo ela € unica.

Demonstracao. Vamos provar algo mais geral que a unicidade, que é a estabilidade fraca
da equagao de Poisson. Sejam u,v € D(A), de modo

—Au=f e —Av=g em (),

onde f,g € L*() e u —v € D(A). Da Segunda Férmula de Green generalizada |A.2.12

temos

/ V(u—v)Vh = — /(f — g)h, paratodo h € W (Q),
Q Q
e tomando h = u — v obtemos
IV (= 0)laey = [ (£ = g)u o),
Segue da desigualdade de Holder que

IV (u = 0)[[72q) < IIf = gll2@llu — vl 2 (),
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A desigualdade de Poincaré [[.1.9] garante que existe C' > 0 tal que

Logo,
IV(u=0)220) < CIf = gl2@llV (u—0)ll2@),
e obtemos
[V(u—v)|l2i) < Clf = 9gllr2c)-
Pela desigualdade ([1.5)) novamente, temos
[ = vl 20y < C?|If = gll12()- (1.6)

Em particular, se —Au = f e —Av = f em (Q, ou seja f = g, pela desigualdade anterior
obtemos u = v e a unicidade é obtida.

O

Do teorema concluimos que o operador Laplaciano A, dado por ¢ injetivo e no
teorema a seguir vamos garantir a sobrejetividade.

Teorema 1.5.3 (Existéncia de solugoes fracas). Seja f € L*(Q) entdo existe tinica

solucao fraca u € WZ(Q) para o problema (1.4}

Demonstracao. Observe que, a existéncia de solucao é equivalente a existéncia de um
tinico vetor u € H(Q) tal que

/VUVU = / fv, Yv € Hy(S.)
Q Q
Entao, basta mostrar que
Fo) = [ o e (Hi@)"
Q
e do Teorema da Representacao de Riez teremos que existe u € Hg ().
Da desigualdade de Holder temos
E@)] < N fllzz vl 22,
da desigualdade de Poincaré, existe C' = (n, Q) tal que |[v|[z2(q) < Cl|v[|gy(q), assim
[F(0)| < Cllflle@llvllmg @)
portanto F(v) € (H}(Q))*. O
Os Teoremas e garantem que operador Laplaciano [1.3| possui inverso bem

definido
AL L2(Q) — Hé(Q) N HZ(Q).

No préximo resultado, trazemos mais propriedades deste operador.
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Proposicao 1.5.4. Seja Q2 um aberto com fronteira suave em R™. O operador inverso do
Laplaciano A~ satisfaz as sequintes propriedades:

(i)
(i)
(iii)

¢ limitado,
¢ compacto;

¢ auto-adjunto;

Demonstracao. (i) Tome u,v € D(A) tal que Au = f e Av = g, da desigualdade

iii)

no Teorema [1.5.2] temos

AT = A gl gy = lu — vl r2@) < CPIf — gllme),
donde A~! é limitado.

Observe a inclusao
i HY(Q) — L*(Q)

é uma imersao compacta. De fato , sabemos pelo Teorema Rellich—-Kondrachov
IA.1.8] que a imersao
i WH2(Q) — L*(Q)

¢ compacta. Uma vez que toda sequéncia limitada em H'({2) é limitada em W12(Q),
segue compacidade da imersao i. Da limitacao do operador A~! segue que o opera-
dor io A7 : L2(Q) — L?(Q) é compacto.

Devido as equivaléncias das normas || - [[g1(q) € || - |53 (q), @ seguinte aplicagio

i Hy(Q) — L*(Q),

é compacta, segue entdo o operador A™! : L%(Q) — L*(Q)) é compacto. Uma vez
que A™! é compacto entdo, 0 € p(A).

Sejam u,v € D(A), entao, da Primeira Férmula de Green Generalizada|A.2.10
(Au,v) = (u, Av)

Pelo Teorema [1.5.3, sabemos que operador Laplaciano é sobrejetor. Portanto o
operador A é auto-adjunto. Chamando Au = w e Av = z teremos

(w,A7'z) = (A w, 2),

segue da sobrejetividade do operador Laplaciano, que o operador A~! é auto-
adjunto.

]

A fim de estabelecer algumas propriedades do operador Laplaciano, vamos estudar
alguns resultados envolvendo seus autovalores e autofuncoes.



40 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.5.5. O operador A : H*(Q) N H}(Q) C L*(Q) — L*(Q) dado por Au= —Au
possui um numero infinito e enumerdvel de autovalores {\;}5°, satisfazendo

(Z) 0< A <A< ... S)\j—l

com \; — oo. Além disso, existem autofungoes u; € H*(Q)NHE () associada ao autovalor
i que satisfazem

Demonstragdo. Precisamos obter uma sequéncia de autovalores {);} tais que A\; — oo.
Para realizar essa demonstracao, definiremos um funcional conveniente e mostraremos que

possui um minimo, e este serda um autovalor e serd atingido aplicando uma autofuncao.
Os demais autovalores e autofuncoes seguird por indugao.

Passo 1 - Definiremos o funcional conveniente e mostraremos que, se seu valor minimo
existe, entao é um autovalor atingido em uma autofuncao.

Defina o seguinte funcional I : Hj(2)\{0} — R dado por

/HVUH du ~ (Vu, Vu) ||VU||L2(Q
/HUHQCM (u, u) HUHL Q

Mostraremos que o funcional I possui ponto critico (minimo): Por defini¢ao o funcional
I é limitado inferiormente entao defina

inf  I(u) = A,
u€Hg (2)\{0}

além disso I(u) = I(au) para a # 0. Podemos considerar uma sequéncia minimizante,
||Vvk||L2 — )\1, {Uk}k:eN e1m H ( ) [§ ||Uk||L2(Q) =1 Vk.

Assim, a sequéncia {vy }ren também ¢ limitada em W, (). Como a inclusdo H{ () —
L?(Q2) é uma imersao compacta (Teorema de Rellich-Kondrakhov, em (A.1.8))), pode-
mos tomar uma subsequéncia {vy }ren L2—(S>)) v, obtendo ||v|[2) = 1, e assim, v # 0.
Afirmamos que {vg }ren — 0. De fato, segue da lei do paralelogramo que

Hy ()

IV (v = o)l 220y + IV (0w +v) [ Z20) = 20 VowlIZ2) + 21 VorllZzg)

lvr = vl 2@y + low + velliz) = 2llowlZ2@) + 2llorliZ2@)
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assim ||vp + WH%Q(Q) — 4, além disso, uma vez que eH%?Qf)\{o}Hu) = \;, obtemos a
ucto

desigualdade
IV (v + v ) 1720y = Mllow + or 122y

segue que

IV (o — Ul’)“%?(sz) < 2||VUI<:’||%2(Q) + 2||Vvl’||%2(9) — Mifjuw + Ul'||i2(9) — 0.

Assim, {Vup} é uma sequéncia de Cauchy em L?*(2) e o que prova a convergéncia
de {vp }22,. Segue que ||[Vui||* = Ai, e pela desigualdade de Poincaré \; # 0. Podemos
concluir que v é ponto critico (minimo) de /. Denotaremos v = u;.

Passo 2 Provaremos agora que A\; = inf I(u) existe, além disso, A\; serd autovalor do
operador —A.

Suponhamos que u; seja ponto critico do funcional I, entao mostraremos que u; é uma
solugao fraca de —Au; = A\ju;. De fato, para qualquer v € H}(Q)

; IV )l V(g + to), V(g + o))
(ug +tv) = 5 =
lur + tv]72 ((wy + tv), (ug + tv))
V|| + 26(Vuy, Vo) + [t Vo[

[ua||? + 2t (ua, v) + [¢2[0]]?

tomando [t| suficientemente pequeno para que o denominador nunca se anule.

Uma vez que u; é um minimo para este funcional, entao

d
%[<U1 + tU)’t:() =0.

Por outro lado,

i[(ul o) = (2(Vuy, Vu) + 2t||Vu||?)|Jur + to]|? = (2{ug, v) + 2t||v|)]|V (us + tv)HQ’
dt Jur + tof|*
tomando t = 0
d (2(Vuy, Vo)) [Jua ||* = 2(ur, 0) |V (ur) ||
L g+ t0) g = .
7t (ul + ’U)‘t_O ||U1H4
Como N\ = ”Hquﬁ'QQ, obtemos

(2(Vuy, Vo)) — 2 (uq, v>.

d
i (o = el

dt
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Isso implica em (Vuy, Vu) = Ai{ug,v), ou seja /VUIVU =\ [ wv, Vv € H} ),
Q Q
portanto, segue da Segunda formula de Green Generalizada —Aup = A\uy.

Passo 3 - Obteremos os demais autovalores e mostraremos que eles formam uma
sequéncia com limite infinito.

Suponhamos por hipétese de inducao que Aj, Ao, ..., \j_1 € ug, ug, ..., u;— sejam au-
tovalores e autofuncoes de —A, respectivamente, isto é, satisfazem as seguintes condicoes
(1), (i1) e (i1i) do enunciado deste Teorema.

Defina
V;={ve HyQ): (v,u;) =0, parai=1,2,....j — 1} (1.7)
eN = iné I(u). Assim A\; > \;, para i=1,2,...5 — 1, pois o infimo esta sendo tomado
ucV;
sobre um espac¢o menor, donde temos o item (7).

Observe que V; é um subespago fechado de HJ(2). Com efeito, considere uma

sequéncia {z,} em V; tal que z,, — = € Hj(Q). Dado qualquer z € [uq,us, ..., u;_1]
teremos que (z,,z) = 0 para todo n € N, consequentemente,

lim (z,, z) = (lim z,, z) = (z,2) = 0,

n—oo n—oo
portanto = € V}, o que prova que V; é subespago fechado de Hj(2). Desta forma, V; é
um espaco de Hilbert com a norma induzida pelo produto interno de H}(2). Segue pelos

mesmos argumentos anteriores usados em Hg () para obter u; € V;, tal que |lu;||12@) = 1
e [[VuylZ2iq) = Aj e assim

/ VU]‘VU = )‘j / u;v, Yo € ‘/J
Q Q

Sendo verdadeira também para todo v € HJ(f2), pois pelo Teoremas da Soma
Direta, (Teorema 3.3-4, pag 146, [19]), todo v € H}(Q) pode ser escrito de forma tinica
como v =y + z com y € [ug,Us, ..., uj—1], z € V;. Assim, basta provar que a igualdade é

valida para qualquer y € [uy, ug, ..., uj_1].

Segue do produto interno de WOI’Q(Q) que, se /

uy = 0 entao / VuVy = 0, logo
Q Q

/vujvv = Aj/uju Yo € Wy (Q).
Q Q

Isto é, u; é solugao fraca de —Au; = A\u;, e pela defini¢do de Vj temos que {u;} é uma
sequéncia de autofungoes ortonormais.

Vejamos agora que \; — oo. Supondo por absurdo que A\; — Ag, para algum Ay €
R, obtemos uma sequéncia de autofungoes {ux} associadas aos autovalores {\;}, com
lugllr2@) = 1 e ||Vuk||%2(9) = M\ — Ao. Portanto {u;} é limitada em W,>(Q). Pelo
Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov , a menos de uma subsequéncia,
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up — uwquando k — oo. O que é um absurdo pois, como {uy } é uma sequéncia ortonormal,
ou seja:
e = wal|* = flugll® + flu]l* = 2.

Como querfamos \; — oo, uma vez que vale (i1).
m
Utilizaremos sistema ortogonais completos quando associamos ao resultado que ga-

rante que os sistemas ortogonais completos formam uma espécie de “base” para um espaco
vetorial. Segue o resultado.

Teorema 1.5.6. Seja Q2 um aberto com suave em R™. O operador Laplaciano A € ilimi-
tado.

Demonstracao. Considere os autovalores e as autofuncoes obtidos no Teorema [1.5.5],
AUj = )\Uj, ||UJ” = 1, )‘j — OQ.
Como [|Ausl[2() = Ajl|Auj|| 20, a ilimitagao de A segue de

| A L2

=\, = 00,
lujl 20 ’
segue o resultado. O]

Lema 1.5.7 (Livro [6], Teorema 5.3.10, pagina 119). Seja V' um espaco de Hilbert. Se
S = {x;:i €1} € um sistema ortonormal completo, entdo para cada v € V podemos

escrever
v = Z(v, ;)T

i€l

Teorema 1.5.8. O conjunto de autofuncgoes {u;} do operador Laplaciano A, definido
no Teorema (1.5.5), compdem um sistema ortonormal completo de L*(S2), ou seja, dado
qualquer v € L*(Q2) podemos escrever

v = Z(v,uj>uj.

j=1
Demonstragao. Considere o conjunto

S ={uec Hy(Q): uésolucio fraca de — Au= —Au para algum \ € R}.
Queremos mostrar que S forma um sistema ortonormal completo de L?().

Para qualquer v € H}(Q) e k € N, escrevemos

Vr = Z<'U, u1>L2(Q)uz
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Considere wy, = v — vy, entao para i < k, temos

k
<wkaui>L2(Q) = <U - Z(Uaui>L2(Q)ui:ui> = <U,U1>L2(Q) - <07U1>L2(Q) =0, (1-8)
L3 (Q)

i=1

pelo item (i77) do Teorema [1.5.5]

Além disso, como u; é uma solucdo fraca de (|1.4)), obteremos

(Vug, V) r2) = Ni{wi, wi) 2¢) = 0

=1 i=1

k
= <’U, U>L2(Q) — <Z<’U, ui>L2(Q)ui7 ’U>
£2(9)

=1

k k
<wk, wk>L2(Q) = <U - Z(U,ui>L2(Q)Ui7U - Z<U7Ui>L2(Q)ui>
L2()

> 0

Usando que v = wy + v, temos

k
<wk7wk>L2(Q) = <U,U>L2(Q) - <Z<U7Ui>L2(Q)ui;wk + Uk>
i=1

L2(Q)

= <U7U>L2(Q) - <Ukavk>L2(Q)‘

E assim

(Vwk,Vwk>Lz(Q) = <VU,VU>L2(Q) — (Vvk,Vvk>Lz(Q)
= [[Vol* = [IVue]®

e isso nos da a seguinte desigualdade
IVwg|* < [[Vol.-

Segue de (1.8), que wy € Vjyq, sendo Vi definido em (1.7) do Teorema m Desta

forma vale
(Vwy, Vwg) r20) > g1 (Wi, Wi) 12(0)5

e entao,
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1
Akt

[will2() <

Portanto

o0

v = k;h_{go(vk + ’LUk) = ;<U, U1>L2(Q)U1

Portanto [u; : i € N] é um sistema ortonormal completo de L?(f2).

1
||Vwk||%2(m < )\—||Vv||%2(ﬂ) — Oquando k — oc.
k1

45
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CAPITULO 2

Teoria de Semigrupos de operador limitados

Sabemos que, em Equagoes Diferenciais Ordinarias a solugao de uma equagao linear

autonoma
u = F(u)
u(0) = ug

é um fluzo, ou seja, a solugao denotada por ¢(t, ug) satisfaz as seguintes propriedades:

1. (b(O’ Uo) = Ug,

2. ¢(t+ s,up) = ¢(t, ¢(s,u+0)) para todo s,t € R.

Tais propriedades motivam a definicao do conceito de semigrupo. Observe o seguinte
problema.

d

ET(t):c = AT (t)x
T0)=1

(2.1)

onde A : D(A) C X — X é um operador linear definido em espagos de Banach e a
aplicacdo t — T'(t) € L(X) é o operador solu¢do do problema acima. Assim o objetivo
deste Capitulo é estudar a teoria de semigrupos de operadores lineares limitado.

Queremos entender sob quais condicoes, em relacao o operador A, podemos garantir
a existéncia e unicidade de solugoes. Para isso, estudaremos os Teoremas de Hille-Yosida
e Lummer-Phillipis. Além disso, definiremos semigrupos analiticos e estabeleceremos
uma relacao entre os semigrupos e seu gerador infinitesimal.

47
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O conteudo deste Capitulo se baseou nas notas de aula [7] e [10], na dissertagao de
mestrado [29] e no livro [33].

2.1 Semigrupos de operadores limitados

Definicao 2.1.1. Seja X um espago de Banach. Um semzigrupo de operadores lineares
limitados em X ¢ uma familia

(T(t):t >0} C L(X)

tal que

i) T(0) =1 onde I € o operador identidade em X.

ii) T(t+s) =T (t)T(s) para todo t,s > 0.

Além disso,
i) Se [|[T(t) — I]|z(x) — 0 diremos que o semigrupo é uniformemente continuo.
t—0

iv) Se || T(t)r — x| x - 0 diremos que o semigrupo é fortemente continuo ou
t—0

C°-semigrupo.

Nosso primeiro exemplo serd referente ao caso em que o operador A do problema de
valor inicial ([2.1)) é limitado.

Exemplo 2.1.2 ([29], Teorema 1.2.). Suponhamos que o operador A do problema de valor
inicial (2.1)) seja limitado. Segue que o operador solu¢do deste problema é um semigrupo
{T'(t):t >0} C L(X) uniformemente continuo, dado por

AT
T(t)r = Mo =Y ~". (2.2)
n.:
n=0

Além disso, o operador A deve estar definido em todo X, ou seja, D(A) = X.

As demonstracoes sobre a convergéncia da série e do operador solugoes ser um semi-
grupo uniformemente continuo pode ser encontrada nas Notas de Aula [7] no Exemplo
2.1.1. e no livro [29], Teorema 1.2.

Em um contexto mais geral, podemos lidar com Equacoes Diferencias Lineares, como
dada por , em que o operador A nao serd limitado. Nem sempre as solugoes serao
um semigrupo uniformemente continuo como em , contudo a teoria de semigrupo nos
auxiliard nessa questao.

Observe que, se o semigrupo é uniformemente continuo entao também é fortemente
continuo. Por isso, focaremos na caso dos semigrupos fortemente continuos.



2.1. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LIMITADOS 49

Exemplo 2.1.3. Considere C,(R) o espago de Banach formado pelas fung¢oes uniforme-
mente continuas e limitadas em R munido da norma

[[ul| = sup|u(z)|.
zeR

Em C,(R), defina a sequinte aplica¢ao para t >0

T(#): Cu(R) — Cu(R)
u — THu:R—-R
x = T(t)u(zr) = u(t+ x)

Entao {T(t),t > 0} € uma familia de operadores lineares limitados de norma igual a 1.

De fato, || T(t)u|| = suplu(t + x)| = ||u||, logo T(t) é um operador linear de norma
R

tgual a 1 para todo t > 0.

Efcicil ver que a aplicagdo que a aplica¢ao t — T(t) € um semigrupo. Verificaremos,
agora, que essa aplicacdo € um semigrupo fortemente continuo. Da continuidade uniforme
de u, dado qualquer e > 0, existe um 6 comt < § tal que ||u(t+s)—u(s)|| < € para qualquer
s € R, donde ||T(t)u — ul| = 0.

Dado um semigrupo de operadores limitados {7'(¢) : t > 0} C £(X) uniformemente
continuo, ou fortemente continuo, podemos estabelecer uma relacao com um operador
linear A : D(A) C X — X caracterizando-o em func¢ao do semigrupo, tendo a seguinte
definicao.

Definicao 2.1.4. Seja {T'(t) : t > 0} C L(X) uwm semigrupo fortemente continuo de
operadores lineares, seu gerador infinitesimal é o operador definido por A : D(A) C
X — X, onde

T(t)r —
D(A) = {x € X : lim M, existe}
t—0t
‘ T
Az = lim M, Vo € D(A)
t—0+t t

Apresentaremos agora, resultados sobre os semigrupos fortemente continuos que serao
importante para o desenvolvimento deste estudo.

Teorema 2.1.5. Se {T'(t) : t > 0} C L(X) € um semigrupo fortemente continuo de
operadores lineares. Entao existem M > 1 e [ tais que

1T < Me”.

Além disso, para qualquer | > 0 podemos escolher 3 = %logHT(t)H[;(X) e entao escolher
M.
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Demonstracao. Note que existe um 1 > 0 tal que

sup [ 7(s) | ccx) < oo. (2.3)
s€[0,n]

De fato, para cada sequéncia {t,}5°, em (0,00), com ¢, — 07, a sequéncia {T'(t,)x}>, é
limitada para todo x € X. Pelo Principio da Limitac¢ao Uniforme, a sequéncia {||7'(¢,,)[|}22,
é limitada e temos a desigualdade ([2.3)). Tomando C' > 1 tal que

C > sup | T(s)llccx)
s€[0,n]

1
e escolhendo os ndmeros positivos [ > 0 e § > 0 tais que g > 710g||T(l)||£(X), que é

equivalente a

1T < e (2.4)

Para ¢ > 0, podemos escrever t = nl + s com s € [0, 7], pela propriedade de semigrupo e
a desigualdade ([2.4)), temos que

Tl ey = [T+ s)leex) = ITOT @)l (2.5)
< NTOI2ITOlleex) < e™C

Como nlfB < nlB + 1B + Bs ao tomar M := Ce'® > 1, por (2.5 obtemos
IT#)| cx) < CeMBHB+Bs — 1plBebnits) — rplBebt — prebt
e a afirmativa segue.

]

Corolério 2.1.6. Para qualquer x € X a aplicagio 0 < t — T(t)x € continua para (0,00)

Demonstracdao. Sejam t, h > 0 teremos

1Tt + h)z = T(t)x|] IT@ONT )z — |

Me!||T(h)x — x|,

IAINA

eparat >h >0
| T(t = h)x = T(t)x]| 1Tt = )T (h)x — x|

Me!||T(h)x — x|,

IA A

segue o resultado. O]

O seguinte lema é importante para obter certa regularidade de semigrupos, mais pre-
cisamente, lida com continuidade da derivada a direita de uma funcao real, ou seja,
dada ¢ : [a,b) — R uma funcao, dizemos que ¢ possui derivada a direita em ¢ € [a,b),
que denotamos por DT (c), se o limite
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existir. Se ¢ possui derivada a direira em todo ¢ € [a, b), dizemos que ¢ é diferenciavel a
direita no intervalo [a, b).

A demonstragao do préximo lema foi tirada do livro [29], Lema 1.1, e Corolario 1.2 da
pagina 42.

Lema 2.1.7. Seja ¢ uma uma funcao continua e diferencidvel a direita no intervalo [a,b).
Se Dt ¢ € continua em [a,b), entdo ¢ é continuamente diferencidvel em [a,b).

Demonstracao. A ideia desta demonstragao é definir uma fungao z(¢) continuamente di-
ferenciavel e mostrar que ¢(t) = x(t).

Seja ¢(t) uma fungao continua e diferencidvel a direita em [a,b). Vamos dividir esta
demonstracao em trés passos, a ideia desta demonstracdo é definir uma funcdo x(t) con-
tinuamente diferencidavel e mostrar que ¢(t) = x(t).

Passo 1: No caso em que ¢(a) =0 e D¢(t) < 0 com t € (a,b), teremos ¢(t) < 0
m [a,b). Com efeito, assumindo que DT ¢(t) < 0 para todo t € (a,b) e supondo por
absurdo que exista t; € (a,b) tal que ¢(t;) > 0. Tome ty = inf{t € (a,b) : ¢(t) > 0},
pela continuidade de ¢ segue que ¢(ty) = 0. Da definicao de ty, podemos construir uma
sequéncia {t,}°2, tal que t,, — tJ e ¢(t,) > 0. Assim,

L Olt) —6lto) _

tn ﬁt t, — to -

D ¢(ty) =

o que é um absurdo pois estavamos no caso em que D"¢(t) < 0 em ¢ € (a,b). Portanto,
neste caso devemos ¢(t) <0 em t € [a,b).

Passo 2: Consideramos o caso em que ¢(a) = 0 e DT¢(t) < 0 para todo t € [a,b).
Dado ¢ > 0 e t € (a,b), considere a fungao ¢(t) = ¢(t) — €(t — a). Entao ¢.(a) =0 e
DT ¢.(t) = DT ¢(t) —e < —e < 0. Pela primeira parte desta demonstragao concluimos que
¢.(t) < 0 para todo t € [a,b), ou seja, ¢(t) = ¢(t) + €(t —a) < €(t — a). Como € > 0 foi
dado arbitrariamente, concluimos que ¢(t) < 0 para todo t € [a,b).

Passo 3: Considere ¢ nas hipéteses deste Lema. Defina x(t) = ¢(a) + / o(T)dT

para t € [a,b). Entao a fungado z(t) é claramente continuamente diferencidvel em [a, b).
Tomando w(t) = z(t) — ¢(t) parat € [a,b), entdo w(a) =0e DTw(t) =0 < 0 em [a,b), ou
seja, w e —w satisfazem as hipdteses do Passo 2, logo w(t) = 0 em [a,b). Portanto ¢ =z
e o resultado segue.

]

Exemplo 2.1.8. A partir do Lema encontraremos o gerador infinitesimal do se-
migrupo do ezemplo (2.1.3). Denote por A: D(A) C C,(R) = C,(R) o gerador infini-
tesimal do semigrupo T (t)u(x) = u(t + x) do exemplo citado. Se uw € D(A), temos que
Ay — Jip TJu—u

. e este limite existe na norma uniforme. Por outro lado,
h—0*t

(Au)(s) = lim

h—0t

= D u(s),

u(h +s) — u(s)
h
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onde o limite existe na norma uniforme. Portanto D u existe e € uniformemente continua.

. du : .
Do Lema anterior, m existe e € uniformemente continua. Reciprocamente, se u € C,(R)

u . ’ - s /7 -
e — existe e € uniformemente continua, do Teorema do Valor Médio, dado h > 0 existe

dt
én € (L, 1+ h) tal que

T(h)u(t) —u(t) du du du
— () == S——
h = g len) = g
como
€t.h — t
h—0
T(h)u —
a continuidade uniforme de a garante que o lim M existe uniformemente, logo
dt h—07+ h

d
u € D(A) e Au = d—TZ Portanto, caracterizamos o dominio de A como D(A) = {u €

du du
Cu(R) : — existe e € uniformemente continua}. E parau € D(A) teremos que Au = —

dt dt’

Os resultados seguintes dao uma caracterizagao util aos semigrupos fortemente continuos.
Dado um semigrupo {7T'(¢) : t > 0} C L(X) qualquer, garantimos que esse semigrupo é
continuo para qualquer ¢t. Além disso, seu gerador infinitesimal estd bem definido em X,

e possui dominio nao nulo.

Teorema 2.1.9 ( Livro [29], Teorema 2.4, pagina 4). Seja {T(t) : t > 0} C L(X) um
semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados e A seu gerador infinite-
simal. Entao, sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(1) Para qualquer x € X
t+h

1
lim — T(t)xds =T(t)x

h—0h [,

(2) Para qualquer x € X, ftHh T(t)xds € D(A) e
t
A(/ T(t)xds) =T{t)x—=x
0

(3) Seja A gerador infinitesimal de T'(t) entao A € densamente definido e fechado. Para
x € D(A) a aplicagao 0 < t — T(t)x é continuamente diferencidvel e

%T(t)x =AT(t)x =T(t)Az, t>0.

(4) Para x € D(A)

T(t)z — T(r)x = /t " T(s) Awds — / " AT(s)ads

t
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Segue do Teorema acima que o gerador de um semigrupo fortemente continuo de
operadores é densamente definido e fechado.

Corolario 2.1.10 (Livro [29], Coroldrio 2.5, pagina 6). Seja A um gerador infinitesimal
de um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares {T'(t) : t > 0} C L(X).
Entao D(A) é denso em X e A € um operador linear fechado.

O préximo resultado nos mostra que as iteradas do operador A estao bem definidas
e possuem dominio denso em X. Este resultado é demonstrado na Nota de Aula [7] no
Teorema 2.2.3. e no livro [29] Teorema 2.7.

Teorema 2.1.11 ([29], Teorema 2.7, pagina 6). Seja {T'(t) : t > 0} C L(X) € um

semigrupo fortemente continuo de operadores lineares. Entao ﬂ D(A™) é denso em X .
m>1

Observe que, se o operador A do Problema de Valor Inicial for gerador infini-
tesimal de um semigrupo fortemente continuo {7'(t) : ¢ > 0}, entdo este semigrupo é o
operador solugao do problema. Isto segue do item 3 do Teorema (2.1.9)). Nosso préximo
resultado garantird que esta solugao é tnica.

Teorema 2.1.12. Sejam {T(t) : t > 0} e {S(t) : t > 0} semigrupos fortemente continuos
de operadores lineares limitados em X com geradores geradores infinitesimais A e B
respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstracao. Seja x € D(A) = D(B). Sabemos que a aplicagdo s — T'(t — s)S(s)z é
diferenciavel e que

Dt~ 5)S(s)e = ~AT(t — 5)S(s)x +T(t — 9)BS(s)

= —T(t — $)AS(s) + T(t — s)B(s)x
=0

Portando, a aplicacao s — T'(t —s)S(s)x é constante, em particular seu valores para s = 0
e s =t sdo os mesmos, isto é, T'(t)x = S(t)z. Segue da densidade de D(A) e da limitagao
do operador T'(t) para todo t > 0,

T(t)x = S(t)z, Vo € X.

O

O préximo resultado mostra que o operador resolvente (A — A)~! pode ser expresso
em funcao do semigrupo T'(t).

Teorema 2.1.13 (Livro [34], Corolario 1, pagina 241). Para ReX > /3 do Teorema
entdo \ estd no resolvente p(A) e

A=Az = / e MT(t)xdt, Vz € X.
0
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2.2 Teorema de Hille-Yosida

Nesta se¢ao, vamos investigar sob quais condi¢oes um operador é gerador infinitesimal de
um semigrupo fortemente continuo. Assim saberemos que, para este operador, o problema
descrito na equacgao (2.1) possui solugao tnica, o que nos motiva a estudar os seguintes
resultados:

Teorema 2.2.1 (Hille-Yosida). Seja A: D(A) C X — X um operador linear, entao os
fatos sequintes sao equivalentes.

i) A € gerador de um semigrupo fortemente continuo {T'(t):t >0} C L(X) tal que

IT(t)]| < e, vt >0.

ii) A € um operador fechado, densamente definido cujo conjunto resolvente contém (3, 00)

e
1

10 =27 < 5=

VA > .

Demonstragao. Que i) implica em ii) segue do Corolario 2.1.10]e do item (3) do Teorema
(2.1.9), em particular

> 1
0= ) el < [T e Tl <
0

—w

lz||, se A > w.

Agora provaremos que ii) implica em i), note que a familia de operadores dada por
T(t); = T(t)e *" é um semigrupo com |T(t);]] < 1, chamado de semigrupo de con-
tragoes, e o gerador de T'(t); é o operador A — [w. Logo, é suficiente tratar o caso w = 0.
Vamos dividir essa demonstracao em trés passos.

Passo 1. Definir os operadores limitados Ay : X — X pondo
Ay =AAN—-A),

chamados de aproximagoes de Yosida, e mostrar que para cada = € D(A) temos

Ayx — Ax em X.
A—00

Para A > 0, temos
IMA=A) e <1 e AA=A)'=T+AN-A)"
A partir da igualdade acima, para x € D(A), pela desigualdade ({2.9)), temos

Azx
INA = A) 'z —z)x = (A= A) Az||x < e e

Uma vez que, D(A) é denso X na norma || - ||x, temos

AA—A) \h @ para cada x € X. (2.6)
—00
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Observe que, para € D(A), temos pelo item (4) do Teorema [2.1.13] que

(A= A)ydr = / M) At — / T M AT ()2t (2.7)

- A( /0 h e‘”T(t)xdt) — A\ — A)

Usando ([2.6) e (2.7)), temos

Ay = AAN - A= X\ —A) Az d Az,
em X.

Para a limitagdo das aproximacoes de Yosida, ou seja, Ay € L(X), sabemos que
AN=A) L =XA = At — I, ou seja, % € L(X) implicando em Ay € £(X). Além do
mais, temos para r € X

1A = A) 2l = AN = A) e — 2] < AN = A7 2l + || < 202,

donde
[Axllcx) = IINA — A) Y2 < 22,

especificando a norma de cada operador A

Passo 2 Como o operador Ay é limitado, segue do Exemplo (2.1.2) que

oo

e =3 At
n!

n=0

¢ um semigrupo uniformemente continuo e A, é seu gerador infinitesimal. Provaremos

que o limite e/ O T'(t) converge em L(X). Note que podemos escrever
—00

Ay = A=A =,
logo,
||€tAA||£(X) _ ||€—/\t€t,\2()\—,4)71||£(x) < 6—/\t6/\2t||(/\—,4)71“£(x) < e—/\te,\znt% -1 (2.8)

Pela identidade do resolvente (1.2.6)), dados A, > 0,

AZA, = ALA,. (2.9)

Além disso

d
_etsA/\et(l—s)Au _ tA)\etSA’\ et(l_S)Au o tAuet(l_S)AHBtSA’\

ds
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_ tetsAket(l—s)AH (AA . AM)
Por outro lado,

td

tAy tA _ tsAy t(1—s)A

e e — e x|y = H/ e e “xds
o ds L(X)
1

IN

/ t”etsA,\et(l_s)A“ (A)\ZL' - Au$)||XdS
0
< tf|(Ave — Au2)||x.

Portanto {etx}3°, é uma sequéncia de Cauchy em X, e denotamos o seu limite por

T(t)x = lim g (2.10)

A—00

existe uniformemente para 0 <t < t,, para qualquer t, > 0.

Passo 3. Provaremos que T'(t) definido pela equagao (2.10) é um semigrupo.

1. Seja z € X entao
T(0)z = lim "2 = lim Iz = x.
A—00 A—00

2. Seja x € X entao

T(t+ s)z = lim )M g = lim Mg,
A—00 A—00

por outro lado

T(t)T(s)x = T(t) lim e*x = lim T(t)e* z = lim (lim e e*4ra),

A—00 A—00 A—00 A—00
assim
T(HT(s)x = lim e e,
A—00
Portanto

T+ s)x=T(@)T(s)x Ve € X ouseja T(t+s)=T(t)T(s).

Passo 4. Provar que {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo e¢ A ¢ seu
gerador infinitesimal.

Observe que [0,00) 3 t — T'(t)z € X é continuo para t > 0, e devido a unicidade do
limite, podemos definir de forma unica T'(t) € L(X) para cada t > 0.

Além disso, segue da equacao (2.8) que ||T'(t)x| < ||z||. Para verificar que 1im+||T(t)x—
t—0

z|| = 0, seja x € X e € > 0 dado, podemos encontrar 1 € D(A) e 6 > 0, tais que
o — 21| < § e |T()ar — 1] < g para t € [0,0]. Assim, para todo ¢ € [0, 4],

1Tz — 2l <T@z =)l + [T #)r = 2] + [l — 2| <,
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o que implica em lim || T(t)x — z|| = 0.
t—0t

Se r € D(A?), entao /\lim ey = T(t)x e /\lim e Az = T(t)Az. Sabemos que, se
—00 —00
x € D(A,), entdo
M Ay = AyeMr,

tomando A — 0o teremos que o lim Ae*#*x existe, como o operador A é fechado entdo
A—00

T(t)xr € D(A). Além disso T'(t)Ax = AT(t)z.

Agora vamos provar que o operador A é gerador infinitesimal do semigrupo T'(t). Para
qualquer A > 0 sabemos que o operador Ay é gerador infinitesimal do semigrupo e***.
Segue que

d
Eem*x = Ayer, (2.11)

integrando e aplicando a parte (4) do Teorema [2.1.9] teremos
t
ey — g = / Aye*Mads. (2.12)
0

Portanto, segue das equagoes (2.11)), (2.12) e da definicdo do semigrupo T'(t) que, para
qualquer z € D(A) teremos

t

t t
Tt)r —x = lim [ Aye*Mads = lim (/ e (Aye — Ar)ds +/ eSAAAa:). (2.13)
0 0

A—oo J A—00
Segue da equacio (2.8) que [[e! ]| < 1 entdo

t ¢
H/ M (Ayr — Ax)ds|| < / e[ ||(Axz — Az)||ds
0 0

t

< [ e - A as
0

— t(Aye — AD)]|.

Fazendo A — oo temos que Az — Az, donde segue que

¢
lim [ e (Ayr — Ax)ds = 0. (2.14)

A—00 0

Agora note que
¢ ¢
H/ e*M Az — T(s) Axds|| S/ |4 Az — T'(t) Ax||ds.
0 0

Considere a familia de fun¢oes dada por Fy(s) = |e* Az — T'(s) Az||. Temos que Fy — 0
quando A — co. Além disso, Fy(s) < 2||Az]|, logo Fy € L([0,t]).
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Pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue teremos

¢
lim / e Az — T(s)Ax||ds = 0. (2.15)
0

A—00

Assim, das equagoes (2.13)), (2.14) e (2.15)), obtemos

Tt —x= /Ot T(s)Axzds,

- 1
multiplicando por n teremos

T — 1 [
Ttz -z _ _/ T(s)Axds.
t t )y
Segue do teorema [2.8 que
T(t)x —
lim Tz =T(0)Az = Ax
t—0+ t

Seja B o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t), segue que B|pay = A. Seja 1 € p(A)
e u € D(B), entao
v = (= A) = Byu e D(4)

(= A= (u—A)(p—A)"" (p—Bu=(u— B)u,
o que implica em
(u—Aw=(u—Bu = pw—Bv=pu—Bu = (u— B)(v—u)=0.

Segue da injetividade do operador (4 — B) que v = w. Portanto D(B) C D(A), assim
D(B) = D(A). Logo B = A. O

2.3 Operadores dissipativos e o Teorema de Lummer-
Phillips

O proximo resultado envolvera algumas hipdteses, mais faceis de se verificar, que garantem
que o operador A seja gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo. Mas
primeiro precisamos definir mais uma classe de operadores, os operadores dissipativos em
espagos de Banach. Para isso, precisamos da aplicacao dualidade.

Definicao 2.3.1. Seja X um espaco de Banach sobre K. A aplicacao dualidade
J: X = 2% ¢ uma fungao multiunivoca definida por

J(x) = {2" € X" : Re(z,27) = ||z|%, [|lo[lx = |||

).
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Observe que J(x) # (. De fato, seja ||z]| = « e defina ¢ : [z] — R tal que ¥(tz) = ta?.
Entao ¢ € [x]* e ||¢||js+ = ||z||, segue do Teorema de Hann-Banach [A.1.3| que existe
x* € X* tal que 2*| = ¢ para todo y € [z] e ||z*| = |||

Observacao 2.3.2. Dado x* € X*, é comum encontrarmos na literatura, a notacao
x*(z) = (x,2*) para todo x € X. Tal notagao serd utilizada em algumas demonstragoes.

Teorema 2.3.3. Se H ¢ um espaco de Hilbert e x € H entio J(x) = {x}, ou seja, o
unico funcional € dado por x*(y) = (x,y) para todo y € H.

Demonstracao. Sabemos que todo espaco de Hilbert H é uniformemente convexo e que o
espaco dual H* também é um espago de Hilbert, portanto H* é uniformemente convexo.
Seja x € H e a,b € J(x) entao, para todo € > 0 existe § > 0 tal que

la—b . _, latt]

> 2Ze <l-0<1,
edl 2||

logo
la+ 0l < 2]z|.
Por outro lado,
(a+b,2) = (a,2) + (b,z) = Rela+bz)=2|z|5%

entao
la+ 0| lzl| > [{(a+ b, z)| > 2||z]|> = [la+b] > 2|,

o que é um absurdo. Segue que a = b. Note que o operador z*(y) = (y,z) é tal que
z(x) = (x,z) = ||z||* e ||z||x+ = ||z||x concluindo o resultado. O

Definicao 2.3.4. Seja X um espago de Banach. Chamaremos o operador A : D(A) C
X — X de dissipativo quando para cada x € D(A) temos Re(Ax,x*) <0, para algum
z* e J(x).

Lema 2.3.5. Seja A : D(A) C X — X, com X uma espago de Banach. O operador A
serd dissipativo se, e somente se,

(A= A)x|| > ||[Az]|, para todo x € D(A) e A > 0.

Demonstracao. Se A é dissipativo, A > 0, x € D(A), z* € J(z) e Re(Azx,xz*) < 0 entdo,
segue que

1A = Azllllz]] = (A = Az, 2")| > Re{(A — A)z,2") = A"
Assim [|(A—A)z|| > |[\x|. Reciprocamente, seja z € D(A) e suponha [|(A—A)z|| > ||\z||
assim [|z}|| = 1.

para todo A > 0. Tome y; € J(Ax — Az) e denote por z} = “y—;\H,
Y

Observe que

Alz]* < [z — Az[|* = Az — Az, y3) < Az — Az[[[|y3]| = | Az — Az|®
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| Az — Ax|?

1
A — Az, zy) = — (v — Az, y
< )\> y}\< )\> ||)\ A$||

= |[\x — Az]|.
Logo,

Mzl < ||Ax— Az|| = (A — Az, 23) = ARe(z, 23) — Re(Ax, 23)
= < Alzll = Re{Axz, z3).

Segue as seguintes relagoes

Re(Ax, z3)

Re(Ax,2}) <0e Re(x,zy) > ||z|| + 3

Sendo a bola unitdria de X* compacta na topologia fraca*, temos que existe uma
sequéncia zy que converge para algum z* € X* com [|z*|| < 1. Tomando X — oo teremos

Re(Az,z") <0 e Re(z,z") > ||z

Como Re(x,z') < ||z||, entdo Re(z,2’) = ||z||. Tomando z* = z*||z||, teremos z* €
J(z) e Re(Ax,x*) < 0. Portanto, dado qualquer x € D(A) existe z € J(z) tal que
Re (Az,z*) <0, logo o operador A é dissipativo.

]

O seguinte resultado nos mostra que o operador Laplaciano é dissipativo.
Proposicao 2.3.6. Seja ) um aberto com fronteira suave em R™. O operador Laplaciano

A € dissipativo.

Demonstragao. Sabemos que 0(A) C R e que, se A € 0(A) entdo A < 0. Além disso

(Au, u) <Z)\ (u, p;) @,Zuqu > ZAJu@
Portanto, o operador A ¢ dissipativo. O
Teorema 2.3.7 (Lummer-Phillips). Seja A : D(A) C X — X um operador operador

linear densamente definido em um espago de Banach X.

i) Se A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes, entao
A é fechado, densamente definido, dissipativo e Im(A — A) = X para todo A > 0.

ii) Se A ¢é dissipativo e Im(\g — A) = X para algum N9 > 0, entdo A € gerador infinite-
simal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes.
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Demonstragao. Para o item i), segue diretamente do Teorema de Hille-Yosida que, se o
operador A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes, entao A é fechado,
densamente definido e Im(A—A) = X. Além disso, para qualquer z € X, z* € J(z), t >
0, temos

(T ()2, 27)] < [l x- 1T @)zl < [l=]l%,

X*

entao () )
r—x *
Re(—=—".3") = S{Re(T'(t)z,2) — [k} <0

e tomando t — 0 e z € D(A), teremos Re(Az, z*) < 0. Portanto A ¢é dissipativo.

Agora, para o item ii), provaremos que todas as hip6teses do teorema de Hille-Yosida
estao verificadas, e por isso o operador A serd gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo de contragoes, ou seja, verificaremos que A é fechado e (0,00) C p(A).

Como A ¢é dissipativo, pelo Lema sabemos que, se A > 0 e x € D(A), entao
(A = Azllx > Allz||x.

Uma vez que, [[(Ag — A)z||x > Mollz||x e Im(Ag — A)z = X temos que, Ay pertence ao
conjunto resolvente, pois para qualquer y € X existe x € D(A) tal que (Ao — A)z =y e
assim

1yl = Aoll(Ao — A) Myl

Como (Ag — A) é o inverso de um operador limitado, entao este operador também é
fechado. Logo A é fechado. Considere o conjunto A = p(A) N (0, 00), observe que A é
aberto em (0,00), pois p(A) é aberto. Provaremos que A é fechado em (0, 00), e assim
A = (0,00), implicando em (0,00) C p(A).

Note que, se A € A entao, o operador A — A é sobrejetor. De fato, como X é um espaco
de Banach e (A\— A)~! é um operador limitado, este operador leva sequéncias convergentes
em sequéncias convergentes, e como (A — A) é fechado, segue da densidade de Im(A — A)
em X que Im(A— A) = X.

Suponha, agora, uma sequéncia {\, } em A, com A\, — A > 0. Segue da sobrejetividade
do operador A, — A, para todo n € N, que dado qualquer y € X podemos tomar uma
sequéncia {x,}°°, tal que

(A, — Az, = y.

Pela dissipatividade do operador A temos, para todo n € N,

l|zn] < gl < C para algum C > 0.

An

Além disso,
Aall(@n = 2o) || < [ An(@n — 2m) — A0 — 20) |-

Somando e subtraindo y e [+(Apxm — A(x)) — (Anxn — A(x,,))], obtemos
Anll(@n = @) || < [An = A |||

< llyll < €A = Al
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Assim, se {\,} —, é uma sequéncia de Cauchy, entao {z,} -, ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Como X é um espaco de Banach, podemos tomar x,, — x em X, e assim teremos Ax—Ax =
y, donde segue a sobrejetividade do operador (A — A). Logo A € A, donde A é fechado
em (0, c0). O

Corolario 2.3.8. Seja A um operador fechado e densamente definido. Se A e A* sao
dissipativos, entao (0,00) C p(A), e

IAA = A)ex) 1.
Consequentemente, A € gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes.
Demonstragao. Do Teorema anterior, basta provar que Im(/ — A) = X. Como o operador

A é dissipativo e fechado, temos que Im(/ — A) é um subespaco fechado de X. Seja
x* € X* tal que ((I — A)x,z*) = 0 para todo z € D(A), entao

(x,2%) = (Az,z*) = A'z" =27,

donde z* € D(A*) e (I* — A*)z* = 0. E pela dissipatividade do operador A* temos que
x* = 0. Portanto Im(I — A) é densa em X e como também é fechado, concluimos que
Im(I — A) = X. O

Segue das Proposicgoes [1.1.4] [1.5.4] [2.3.6] que o operador Laplaciano é densamente
definido, auto-adjunto (e portanto fechado) e dissipativo. Assim concluimos o operador
Laplaciano é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes. Assim, o seguinte
problema

%u = Au
u(0) =u € L*(Q)
possuird solugao para u € D(A).

Teorema 2.3.9. O operador Laplaciano A € gerador infinitesimal do semigrupo forte-
mente continuo

eMf =" eNNf, 005 (2.16)
j=1

Demonstracao. Do Teorema podemos definir um conjunto ortonormal completo de
L*(Q) como S = {¢; € L*(Q) : Ap; = —X\;0;Vj € Ne ¢; L ¢; para j # i} assim, para
todo u € D(A) e f € L*(2) teremos

[e.e]

Au=Y —N{ud)z@ds e & =Y (2,0;) 12005

Jj=1 Jj=1

Defina os operadores uma familia de operadores {A, }n,eny em L?(Q) tal que
j=1

entao teremos que:
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i) A, € L(L*(Q)) para todo n € N;

ii) dado qualquer n € N o operador A, serd dissipativo, por isso A, gerador infini-
tesimal de um semigrupo (uniformemente continuo) de contragoes, denotado por
n

T,(t)x = ety = Z e (x, )¢5
j=1

iii) u € D(A) teremos lim,, o, A,u = Au;

iv) dados m,n € N com m > nteremos que operador A,, — A, é dissipativo.

Analogamente ao Passo 2 da demonstragao do Teorema teremos o limite

lim T, (t)x = T(t)x.

n—oo

existe.

Analogamente aos Passos 3 e 4 da da demonstracao do Teorema [2.2.1] podemos con-
cluir que o operador Laplaciano é gerador infinitesimal do semigrupo

T(t)r =Y ¥z, ¢;)¢;
j=1
]

Por fim, definiremos duas classes se semigrupos, os semigrupos compactos e os
semigrupos diferenciaveis e enunciaremos resultados, relacionados com seu gerador
infinitesimal.

Definigao 2.3.10. Seja tq > 0, dizemos que um C°-semigrupo {T(t) : t > 0} é compacto
para t > to se T(t) é um operador compacto para cada t > ty. Se to = 0, dizemos
simplesmente que {T'(t) : t > 0} é compacto.

Teorema 2.3.11 ([29], Teorema 3.3, pdgina 48). Sejam {T'(t) : t > 0} um C°-semigrupo
e A seu gerador infinitesimal. Entao {T'(t) : t > 0} é compacto se, e somente se, a
aplicagio t — T(t) € L(X) € continua para t > 0 e o operador resolvente (A — A)~'é
compacto para todo \ € p(A).

Definigao 2.3.12. Seja ty > 0, dizemos que um C°-semigrupo {T(t) : t > 0} € dife-
rencidvel para t > ty se T(t) é um operador compacto para cada t > ty,. Se tg = 0,
dizemos simplesmente que {T'(t) : t > 0} é diferencidvel.

Teorema 2.3.13 ([29], Lema 4.2, pdgina 52). Seja {T'(t) : t > 0 C L(X)} um C° —

semigrupo diferencidvel para t >ty e A seu gerador infinitesimal, entdo

i) parat >nty,n=1,2,3,... T()X C D(A") e T™(t) = A"T(t) é um operador linear
limatado;

i) parat > nty, n=1,2,3,... T (t) ¢ continuo na norma do espaco L(X).
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2.4 Transformada inversa de Laplace

Nosso objetivo nesta se¢ao € estabelecer uma relagao entre um semigrupo de operadores li-
mitados e seu operador infinitesimal, os resultados contidos aqui se baseiam na dissertacao

de mestrado [33] e no livro [29]. Pelo Teorema [2.1.13|sabemos que

A=At = /OOO e MT(t)dt

e isso nos sugere que, usando a transformada inversa de Laplace e sendo conhecido o
operador A como um gerador infinitesimal de um semigrupo, podemos exibir o semigrupo
T'(t) em termos de A.

Teorema 2.4.1 ([29], Corolario 1.7.5, pdgina 29). Suponha que A seja o gerador infi-
nitesimal de um C°-semigrupo {T(t) : t > 0} tal que |T(t)|cx) < MeP . Se y >
max{0, 3}, * € D(A?%) et > 0 entdo

1 y+mi

T(t)r = lim — M\ — A)tad).

m—00 271'2 y—mi

Além disso, para cada 0 < € < 1, o limite acima € uniforme no intervalo [e,e1].

Teorema 2.4.2 ([29], Coroldrio 1.7.7, pagina 30). Seja A um operador densamente defi-
nido, satisfazendo as sequintes condigoes.

1. Assuma que existe 0 < 0 < g tal que
p(A)gA:{ze(C:\argz\ <g+5}u{0}.

2. E existe uma contante M tal que

I =A)7H <

M
5% para todo A € A, X\ # 0.

Entao A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo T(t) satisfazendo
IT(t)|| < C para alguma constante. Além disso

() = /F ML — A) ), (2.17)

onde I' € a curva que consiste dos raios {\ : |arg A| = ¢, e|\| > r}, e do arco {\: |\ =

T
r, larg A| < ¢} para r pequeno e ¢ € 55 +§) orientada no sentido da parte imagindria

crescente, como na figura abaizo, converge, para t > 0, na norma do espago L(X).
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NI

Figura 2.1: Curva I’

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada nas notas de aulas [7] (Teorema
5.3.4) e na dissertacao de mestrado [33](Teorema 1.5). As duas demonstracoes utilizam a
analiticidade do integrando em A e a Formula da integral de Cauchy, utilizando uma curva
fechada e diferenciavel por partes como na figura acima. Além disso, a dissertagao [33]
mostra que 7'(t) é um semigrupo de operador lineares limitado, o mesmo é feito no livro
[29] no Teorema 2.5.2. Isto nos leva a introduzir o conceito de Semigrupos Analiticos
e estudar sua relagao com Operadores Setoriais.

Observagao 2.4.3. Seja € > 0, a aplicagao t — T(t) € continua em L(X) para t > e,
pois a integral (2.17) converge uniformemente.

2.5 Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Para iniciar essa se¢ao precisamos definir o conceito de operadores setoriais.

Definicao 2.5.1 (Operadores setoriais). Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C
X — X um operador linear fechado e densamente definido. Chamaremos o operador A
de setorial se satisfizer as sequintes condicoes.

Para algum 6 € (0,5), M >1 ea €R o setor

Sap={reC:0<|arg (A —a)| <7 a#0}
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estiver contido no conjunto resolvente de A e

_ M
[(A—A) 1” < m, VA€ Sap.

Proposicao 2.5.2. Todo operador limitado em espago de Banach é setorial.

T
Demonstra¢ao. Sejam X um espaco de Banach, B um operador limitado em X e 3 <

6 < 7. Defina o setor
Soyspe = {—2||B|| +te : t > 0}.

Sabemos que, o conjunto o(B) C {A € C : ||A|| < ||BJ|}, entdo Sypje C p(B). Além
disso, para todo A € Sy | ¢, teremos

1B

= <
S

)

N —

0 que garante a convergéncia da seguinte série

oo Bn‘
-1 __
(A= B) _Z)\nJrl’

n=0
obtendo a desigualdade

_ 1 1

I0=-B)7 < |5|—1—
1—-—||B
L
B 1
A=|BII

Multiplicando os dois lados desta desigualdade por |\ + 2||B|||, teremos

- A +2||B]]
A2 BIII[(A = B) 7 < <C
Al = [IB]]
A+ 2||B
para C' = SUP{H A E 52”3”79}. Observe que C' < oo, pois
. x + 2| B - :
1. afuncdoreal f(z) = W, para x € R, com x # || B||, possui derivada negativa
x J—

no eixo real;
2. funcao real f possui assintota vertical em 1 quando x — oo;

3. para x > 2||B|| teremos 4 > f(x) > 1.

A+ 2] Bl

Segue da desigualdade —————
Al = 1B]]

< F(A) para |A| = 2|| B, assim, C < .
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Portanto temos a equacao

C
I =B)M < g (2.18)
A+ 2| Bl
portanto, concluimos que todo operador limitado em espacos de Banach é setorial.
m

Agora, provaremos que o operador A é setorial. Para isso definiremos o conceito de
imagem numérica, o mesmo e os resultados seguintes estao nas Notas de Aula [10].

Seja A um operador linear em um espaco de Banach complexo X a sua imagem
numérica W(A) é o conjunto

W(A) = {{Az,2") : 2 € D(A),z" € X", [|z[| = [|2"[| = (z,2") = 1}.
No caso em que X é um espaco de Hilbert obtemos,
W(A) ={(Az,z) : v € D(A), ||| = 1}.

Teorema 2.5.3. Seja A: D(A) C X — X, um operador fechado e densamente definido.
Seja W(A) a imagem numérica de A.

1. Se A ¢ W(A) entao A — A € injetivo e tem a imagem fechada e satisfaz
(A = A)z|| = d(x, W(A)) ||, (2.19)

onde d(A\, W (A)) € a distancia de X\ a W (A). Além disso, se A € p(A),

-1 1
||<)‘ - A) ||£(X) < m

(2.20)
2. Se ¥ € um subconjunto aberto e conexo em C\W (A) e p(A)NX # 0, entao X C p(A)
e desigualdade [2.20 ¢ satisfeita para todo X.

Demonstragao. Seja X ¢ W(A). Se x € D(A), ||z|| =1, ,2" € X*, ||z*]| =1e (z,2%) =1
entao

0<dANW(A)) <|A=(Az,2")| = |(A\x — Az, 2")| < || Az — Az]|, (2.21)

portanto o operador A — A é injetivo e a desigualdade ([2.19)) esta satisfeita. Além disso,
se Ap(A) entdo (2.21) implica em ([2.20)).

Resta mostrar que, se ¥ intercepta p(A) entdao ¥ C p(A). Observe que o conjunto
p(A) N3 é aberto em X, mas também é fechado. De fato, considere a sequéncia {\,}
em p(A) NY com A\, = X\ € X. Isso implica que, para n suficientemente grande teremos
A= Al < d(X\,W(A)). Disto e de (2.20), segue que para n suficientemente grande,
A= \u|l|(A — A)7Y| < 1 segue do Teorema que A € p(A), portanto p(A) N é
fechado em X. Segue p(A)NYE =X e assim ¥ C p(A). O
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Proposicao 2.5.4. Seja H um espaco de Hilbert sobre K e A : D(A) : X — X um
operador linear auto-adjunto. Seque que A € fechado e densamente definido. Se A €
limitado superiormente; isto é (Ax,z) < a(zx,z) para algum a € R, entdo C\(—o0,a] C

p(A) e
M

A —al

para alguma contante M > 1 dependendo somente 1 e para todo X € ¥,, = {\ € C:
larg(A — a)| < ¥} com Y < 7.

A =A) e <

Demonstracao. Primeiramente, note que
W(A) = {({Az,z) : x € D(A), ||z]| = 1} C (=00, a].

Uma vez que os operadores A —a = A* — a sao dissipativos segue do corolario [2.3.8, que
(0,00) C p(A — a). Do Teorema (12.5.3]) temos que C\(—o0,a] C p(A) e que

1 < 1
(/\7W(A>) N d(/\v (—OO,CL])

1= 4) e < -

Além disso, se A € X, 4, temos que

1 < 1
d(X, (—o0,al) — sen(y)|A —al

o resultado segue. O

Uma consequéncia direta desta proposicao é o resultado seguinte.

Corolario 2.5.5. Todo operador auto-adjunto A tal que (Au,u) > C (u,u) para algum
C >0 € setorial.

Demonstracao. Segue diretamente da proposicao [2.5.4] que, existe M > 1 e ¢ < 7 tal
que, se —A € ¥_., ={A € C:|arg(—A— (—¢))| < ¢} com) < 7, teremos a desigualdade

M

2= A0 ew < ==

Uma vez que A € X, ={A € C: ¢ <larg(A —¢)| <7} € p(A) e vale a desigualdade

M
A—A)! < —
I ) e < L

segue que o operador A é setorial. O

Exemplo 2.5.6. Seja A um operador um operador dissipativo e auto-adjunto, entao —A
¢ setorial. O que nos permite concluir que o operador —A € setorial.

Defini¢ao 2.5.7. Considere o setor A = {z € C: ¢ < arg z < ¢o} com ¢1 < 0 < ¢hs.
Uma familia de operadores limitados {T(z) : z € A} € dita um semigrupo analitico
quando
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i) a aplicagio A > z — T(z) € L(X) € analitica.

ii) 7(0) = Ielin(l)T(z)a: =z para cada x € X.
zZ—r

iii) T(z1 + 22) = T(21)T(22), para z1, 29 € A.

Um semigrupo {7T'(t) : t > 0} sera dito analitico se possuir uma extensao a um semi-
grupo analitico em um setor que contém o eixo real positivo. Como a multiplicacao de
um semigrupo fortemente continuo T'(¢) por e’ nao afeta a possibilidade de estendeé-lo,
podemos nos restringir ao caso de semigrupos fortemente continuos e uniformemente li-
mitados. Isto é, existe uma constante M > 0 tal que ||T(¢)|lzx) < M. Além disso, é
possivel que 0 € p(A), onde A ¢é gerador infinitesimal de {T'(¢) : ¢ > 0}.

Claramente a restricio de um semigrupo analitico é um C°-semigrupo, contudo es-
tamos interessando no problema oposto. Ou seja, sob quais condicoes um C°-semigrupo
pode ser estendido a um semigrupo analitico. Nesta direcao considere o seguinte resultado.

Teorema 2.5.8 (]29], Teorema 2.5.2 pagina 61). Sejam {T'(t) : t > 0} um semigrupo
fortemente continuo e uniformemente limitado, A seu gerador infinitesimal e assuma que
0 € p(A). As sequintes afirmagioes ndo equivalentes:

(a) O semigrupo pode ser estendido para um semigrupo analitico em um setor As = {z €
C:larg z| < 6} e ||T(t)|lzx) € uniformemente limitada em cada subsetor fechado

de N, & < § de As.
(b) Euxiste uma contante C' tal que para cada o >0 e T # 0 temos

. _ C
(o + i1 — A) oo < 7

7|
C Em’stem0<5<z, e M >0 tal que
2
p(A)DA:{)\E(C:|arg/\|<g+5}u{0}e

M
A= A) ) < o para todo A € A, X # 0.

(d) O semigrupo {T'(t) :t > 0} € diferencidvel e existe uma contante C tal que
C
| AT (1) 2(x) < + para todo t > 0.

Deste Teorema podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolario 2.5.9. O operador A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, se e
somente se, o operador —A € setorial.
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Demonstracao. Observe que
A€ p(A) = —Ae€p(—A)

T
logo, se A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico entao, existe 0 < § < > e
tal que

p(A)DA:{)\GC:|arg)\] < g+6}u{0}
logo o operador —A ¢ setorial.

T
Por outro lado, se —A é setorial, existe 0 < § < > e tal que

p(A)DA:{)\GC:|arg)\|<g+5}u{0}

segue do teorema anterior que o semigrupo pode ser estendido para um semigrupo analitico
em um setor Ay = {z € C: |arg 2| < 6} e || T(t)||z(x) é uniformemente limitada em cada
subsetor fechado de Af, 0" < ¢ de Aj, portanto T'(t) é um semigrupo analitico.

O

Observagao 2.5.10. Sabemos que o operador —A setorial, portanto, o operador A gera
um semigrupo € analitico.



CAPITULO 3

Sistemas de difusdo: problema linear

Neste Capitulo, vamos usar a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores e as propriedades
do operador Laplaciano para estudar o problema de difusao proposto no artigo [26]. Na
primeira se¢ao, vamos apresentar o modelo para compreender as notagoes envolvidas além
de propriedades basicas. Na segunda secao do Capitulo nos dedicamos a provar o principal
Teorema do artigo supracitado sobre a geragao de um semigrupo analitico para o operador
em questao.

3.1 Apresentacao da equagao

Considere o problema linear de difusao descrito a seguir

uy = MAu, t >0
u(t, x) = 0 sobre x € 0N (3.1)
u(0, ) = uo(x),

onde:

e o conjunto €2 é um aberto de R™ com fronteira 02 suave;

e Muma matriz N x N, nao necessariamente diagonalizavel

ayy ... Q1N

asy ... QAN
M =

any ... AQNN

71



72 CAPITULO 3. SISTEMAS DE DIFUSAO: PROBLEMA LINEAR

Observe que na equacao (3.1)), a funcdo u toma valores no RY, isto &,

wRfxQ — RY
(t,z1,...,T,) > (ul(t,x),...,uN(t,m)),

onde x = (xq,...,1,), e ul,...u" sdo as fungoes coordenadas. Neste contexto, portanto,
Au representa o seguinte vetor em RY

onde para cada j = 1,..., N, como habitualmente,
n :

: 0%’
Au’ = 5

i=1 Oz;

Expandindo a notagao, podemos reescrever a equacao (3.1) da seguinte maneira

uy an ... Q1N Aut
U? as1 ... Q9N AU2
Uiv aniy ... QNN AUN

Exemplo 3.1.1. Considere o sequinte problema, com 3 > 0

Uy — 280w +A*u=0 2€Q,t>0
u=Au=0 sobre O

Essa equacao ¢ a parte linear do modelo que aparece no estudo de vibracoes nao lineares
amortecidas de corda ou vigas, para mais detalhes veja o o artigo [32]. Neste trabalho,
estudaremos a versao nao-linear dessa equacdo no Capitulo 5.

Tomando w = Au e v = uy o sistema de difusao torna-se

wy = Av
vy = —Aw + 26Av.
Observe que, podemos reescrever esse sistema nos molde de (3.1)), ou seja, da forma

z=MAz z€Q, t>0
z=0 sobre 051,

comz:<25>,Az:(ils) eM:(_O1 216)

Na sequéncia, vamos fixar as seguintes notagoes:
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i) X = L2(Q)N é o espaco de fungoes com quadrado integravel u : Q — RY munido do
produto interno

(1, vy = /(W)—l ot unTy).
Q

iI) {);} sdo os autovalores do operador —A e satisfazem

0<A1§)\2§/\]§ e )\j—>—|—OO

iii) {¢;} sdo autofuncoes do operador —A associados a cada );, respectivamente, isto é,
A(ﬁj + )‘j(ﬁj == O

iv) Operador A : D(A) C X — X é dado por

A = —MA,
onde D(A) = (H*(Q) N H} (Q))N.
O problema (3.1)) é equivalente a
du
—=-A
dt o

u(0) = ug € L2(Q)N.

Além disso, como o operador Laplaciano A é densamente definido, ou seja, H2(Q2) N H} () =
L?(Q), e também ¢ fechado, entao o operador A também possui estas propriedades em
X, isto é:

P1. O operador A = —MA ¢ fechado e densamente definido.

Logo, uma maneira de garantir a existéncia e unicidade de solucoes é impor condicoes
sobre a matriz M que torne o operador A setorial, consequentemente, —A sera um gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico. E ainda, é sabido que a solucao é dada pelo
semigrupo.

No restante do texto, vamos assumir a seguinte hipdétese

H1. Todos os autovalores da matriz M possuem parte real positiva.

Consequentemente, M ¢é inversivel.

Observagao 3.1.2. Nos Teoremas (|1.5.5)) e definimos um conjunto de autofuncoes
do operador Laplaciano que forma um sistema ortonormal completo de L*(S)). Considere
0 conjunto

(. 7

B\ = {(0,0,...,9,...,0) : ¢ € uma autofuncio de A}.

Nwvezes

Onde, na coordenada i se encontra uma autofuncao de —A e as outras coordenadas nulas.
Entio o conjunto B =\J\, By é um sistema ortonormal completo de (L*())V.
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Para provar que o operador é A setorial, precisamos de alguns resultados técnicos.

Proposicao 3.1.3. Sejam E um espaco de Banach, B um operador limitado definido em
Eefdc <0, g) dado pela Proposi¢ao (2.5.2)). Se o setor

So={AeC:0<|arg\| <7}

estd contido conjunto p(B), entao eziste uma contante C' > 0 tal que

_ C
(A= B)| < l—)\|, VA € Sp.

Demonstragio. Defina o operador limitado B € £(X) tal que
B = —2||B||I + B.

Desta forma, dado A € p(B) teremos (A — 2||B||) € p(B). Assim o setor Syp|e esta
contido no resolvente de B, ou seja,

Sajple ={A € C: 0 < Jarg(A 2| BI)| < 7} C p(B).

Além disso, da proposicao , o operador B é setorial e segue da equacio (2.18)) que
existe um C' tal que, se u € p(B) entao

) C
_ Byt _
=B = i)
donde
- BY = (A 208l ~ (2181 + B) " = (3~ 211D - B)”|
< ¢ —
= [0 21BD) (218D
< C
< = 21B] - (2~ BT + BTN
C C

< <5
(A =2[IBl[ + 2Bl ~ [Al
O

Proposicao 3.1.4. Suponha que a matriz M satisfaca o (H1|). Entdo existe 6 € (O, g)
tal que para todo autovalor \ de M temos |arg A| < 6 .

Demonstragdo. Sejam my, .., m, autovalores da matriz M, podemos escrever my = pje'?*
com k = 1,..n. Como todo autovalor tem parte real positiva entdo, 0, € (-7, %) para
todo k. Tome 6 > max{|0| : k = 1,...,n} € (0,%). Assim os autovalores m; da matriz
M s@o tais que |arg(my)| < . Como na figura abaixo, os todos os autovalores pertencem

ao setor S_; entre 6 e —0. O
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ks

ks

Figura 3.1: Setor S; = {\ € C: |arg)\| < 0}.

Com, k1, k9, k3 sao exemplos de autovalores pertencentes ao setor S_j.

Teorema 3.1.5. Suponhamos que todos os autovalores da matriz M (nao necessariamente
diagonalizdavel) possuem parte real positiva. Entdo o operador A € setorial e, portanto,
—A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {T'(t) :t > 0} C L(X).

Demonstragao. Seja 0 € (0, g), obtido no Proposigao [3.1.4, ou seja, tal que |arg A| < 6
para todo autovalor A de M, defina o seguinte setor S = {z € C: 60 < |arg z| < 7,z # 0}.

S

Figura 3.2: Setor S ={A € C: 60 < |arg\| < 7}.

Vamos provar que S C p(A) e que existe uma constante C' > 0 tal que, para algum z € S,
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tenhamos

Como A é fechado, para obter S C p(A), basta provar que para todo z € S o operador
(z — A) é bijetivo, isto é, dada f € X existe u tal que (z — A)u = f. Com esse intuito,
sejam (\;, qﬁj)J‘?’;l os autovalores e as autofungoes associadas, respectivamente, de —A em
Q.

Note que, se z € S entao (2 — A;M) é inversivel para j > 1, pois, como A; > 0 ent@o

z T
— = —¢" com 0 < < 7.

. Z L, . . ;- ,
Assim, — ndo é autovalor da matriz M portanto, a matriz (z — A\;M) ¢ inversivel. Segue

j
da proposigao [3.1.3, como M é um operador limitado e S C p(M), que, existe C' > 0 tal

- H(%‘M>_1 = 7|

1
multiplicando os dois lados dessa desigualdade por x teremos
J

)\j, Vi >1,

C
Itz = M) <

V> 1 3.2
2 (3.2)

Para z € Se f € X, definimos
uw=>Y (z=NM)" e,
7j=1
onde f; = fQ r) dx € RY. Por ) segue entao que
C C
Jull <] Zm(fjaﬁbﬁ%ﬂ = m”fﬂ,
j=1

ou seja, u esta bem definido.

Note que

2z = M) T8 = Az = M) e,

NE

(z+ MA)Yu = zu+ MAu =

<.
I
—

(z = AM)(z — fJ¢J ijgb] =

I
\Mg

=1

Como queriamos z— A é bijetivo para todo z € S e portanto S C p(A). Consequentemente
u = (2—A)71f, além disso obtemos a estimativa que queriamos para o operador resolvente:

[(z—=A) Y =sup|[(z—A)7'f]| < — Vze€S.
Ifl<1 |2 ||

Decorre que o operador A é setorial e —A é gerador de um semigrupo analitico. O
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Observe que, dado autovalor p da matriz M, como Re(u) > 0 entao o operador A™*
estd bem definido, segue que 0 € p(A).

Lema 3.1.6. O operador A=t é compacto, onde A = —MA.
Demonstragdo. Observe que A~'u = —A~'M~!y para todo u € (L?(2))". Tomando
uma sequéncia {u, }%° limitada em (L?(£2))", entdo a sequéncia {M~1u, }%° serd limitada

em (L*(Q))N. Da compacidade do operador A~! teremos que a sequéncia {A~tM~1q,, }>°
possti subsequéncia convergente. Portanto o operador —A~!M~! ¢ compacto. O

Proposicao 3.1.7. O espectro do operador A = —MA € caracterizado da sequinte forma

dm=wa>

Demonstracao. Sabemos que p pertence ao espectro de A se, e somente se, a equagao

(3.3)

MAu + pu =0
u = 0 sobre 0f),

possui solucdo nao trivial em L2(Q)Y. Escrevendo

o0
u=) b,
j=1

onde u; = [, u(zx)p;(x)de € RY, segue do sistema acima que

o0

D MNud; +p Y wh =0 = Y (1= AM)ué; =0,
=1 j=1 j=1

como {¢;}" é um conjunto ortogonal completo (I — A\jM)u; = 0 para todo j =1,2,....
Assim possui solugao nao trivial se, e somente se, (4l — A\;M)u; = 0 para algum
7 > 1, isto é,

det(pl — A\;M) =0 para algum j > 1.

Portanto, i € o(A) se, e somente se, pt = \;my, onde my, é autovalor da matriz M,
para algum k= 1,...., N e 7 > 1. Ou seja:

o(A) = U Ajo(M) com A; >0 paratodo j=1,2,....
j=1

]

Corolario 3.1.8. O semigrupo {e A : t > 0} C L(X) é compacto e existem constantes
C>1¢ed>0 tal que
le Y| < Ce™® para todo t > 0.
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Demonstracao. Da observagao e da compacidade do operador A~! temos que o
semigrupo {e A : ¢ > 0} C £(X) é compacto. Agora, basta provar a desigualdade

le™At|| < Ce™ para todo t > 0.

Como 0 € p(A) e o resolvente de um operador é um conjunto aberto em C entdo, existe
um ¢ > 0 tal que para o conjunto Ss = {A+ 4 : A € S} temos

Ss U{0} C p(A).
Note que S € p(A — §) e além disso para z € S existe C' > 0 tal que,

1y _ 1 C C
[(z=(A=08)" [ =(z+0—A) ”SWSH

Logo o operador (A — d) é setorial, e o operador (6 — A) é gerador infinitesimal de
um semigrupo analitico {S(t) : ¢ > 0} € L((L*())"), e pelo Teorema teremos
1S <C.

Por outro lado, S(t) = e®T'(t) para t > 0, onde T(t) = e~A! o semigrupo gerado pelo
operador —A.. De fato, basta mostrar que o gerador infinitesimal do semigrupo e®T'(t) ¢
o operador (6§ — A).

hs _ hs _ 0 05 _
lim © T(h)x —x _ lim © T(h)x —e?T(h)x + T (h)r — x

h—0t h h—0t+ h

= | T(h) ==+ no "
=0—A.
Segue que
MT(t) = T = S@)] < C
e concluimos que [e™2¢| < Ce™. O

Por fim, podemos expressar o semigrupo gerado por A, que ¢ solucao do problema
linear, como

M =D e 65065 (3.4)



CAPITULO 4

Sistemas de reacdo difusdo: semilinear

Nosso objetivo neste Capitulo é estudar um resultado de existéncia e unicidade de solugoes,
locais e globais, para equagoes do tipo

w = Au+ f(u), t >0
u(t,z) =0, x €N (4.1)
u(0, z) = uo(),

onde €2 é um aberto de R™ com fronteira suave e o operador A é setorial. Sabemos que para
todo operador setorial A, o operador —A sempre é gerador de um semigrupo analitico.
Desta forma, precisamos compreender a relacao que existe entre operadores setoriais e a
existéncia e unicidade de solugoes, globais e locais da equagao

ur = Au+ f(u), (4.2)
com condic¢oes de Dirichlet.

Para isso, dedicamos nossa primeira secao a estudar poténcia fracionarias de operado-
res setoriais.

4.1 Poténcias fracionarias de operadores setoriais.

Dedicamos essa secao ao estudo de poténcias fracionarios para operadores setoriais. Os
resultados apresentados aqui foram adaptados do livro do [29], tratam de uma classe de
operadores fechados. Uma funcao importante para a definicao de operadores setoriais
com poténcia fracionaria é a fungao Gama.

79



80 CAPITULO 4. SISTEMAS DE REACAO DIFUSAO: SEMILINEAR

Definicao 4.1.1. Seja o > 0, chamamos de fungao Gama a fungio I' : (0,00) — R
dada por

INGY! i/ v e d.

Segue algumas propriedades da funcao Gama, que podem ser visto com mais detalhes
em [28], pagina 84.

T()(1 - a) = /OOO ttildt e T(a)(1—a) = % O<a<l  (4.3)
D(a)I'(e) ' a—171 _ pe-1
Tate —/0 (1 —t)dt, a,e > 0. (4.4)

E para o, >0, para 0 < s <t <T.

L(a)I'(B)

t — )N = )y = (£ — s)HPl =
/s“ )oY 7 — 5) Yy = (t — s) S

(4.5)

Seja A um operador linear setorial, tal que

S={AeC:m<Jarg\| <0} U{0} C p(A), com § € (O,g),

definiremos o seguinte operador
Definicao 4.1.2. Seja A: D(A) C X — X um operador setorial como —A o gerador do
semigrupo {T'(t) : t > 0}. Definimos A= : X — X, para o« > 0, por

1 o
— T () zdt 0
A= d T(@) /0 (t)x para o >

Ix para a=0.
Teorema 4.1.3 (Livro [29],Teorema 6.3, pagina 71). Existe uma contante C > 0 tal que

A" zx) < C para o € [0, 1]

Teorema 4.1.4 (Livro [16], Teorema 1.4.2, pagina 25). Sejam A um operador setorial
com Rea(A) > 0 (ou seja, a parte real de todos os elementos do espectro de A € maior
que zero) e o, > 0. Entao o operador A~* € linear, limitado (para 0 < a < 1), injetivo
e satisfaz as sequintes condigoes

A~ (a+B) — g—ap—B

sen(ma)

/ AN+ A)rdN, para a € (0,1).
0



4.1. POTENCIAS FRACIONARIAS DE OPERADORES SETORIAIS. 81

Agora estamos aptos para definir o operador poténcia fraciondria, e estudar alguns
resultados.

Definigao 4.1.5. Seja a > 0, o operador A* = (A=*)7! : D(A%) Cc X — X, onde
D(AY) = Im(A™) = {A % : x € X} € chamado de operador poténcia fraciondria
associado ao operador A.

Teorema 4.1.6 (Livro [29],Teorema 6.8, pdgina 72.). Seja o > 0 e A um operador
setorial, entao as sequintes propriedades sao verificadas

i) A® € fechado;
ii) se a > B >0 entdo D(A%) C D(AP);

iil) D(A%) = X;

iv) sea, 3 >0 entao A Px = AP A% para x € D(A) com v = maz{a, 5, a + B}).

Demonstragao. i) Devemos mostrar que G(A%) é fechado em X x X na norma usual de
produto cartesiano em espagos de Banach. Sejam {u, }°°; uma sequéncia em D(A%)
com u, — u e A%(u,) — v.

Observe que w, = A%u, ¢é equivalente a A~“w, = u,, para todo n € N. Como
A~ € L(X) entao,
A % = u.

Assim, G(A®) é fechado em X x X.
ii) Por hipétese, a — 8 > 0 entdo
A~ = A B A (a=h)

portanto Im(A~%) C Im(A~?) que implica que D(A%) C D(A?).

iii) Sabemos que, se D(A) = X entao D(A") = z, para todo n € N. Tomando m € N
com o < m teremos D(A™) C D(A®) o que implica em D(A%) = X.

iv) Seja v € D(A*AP), entao x € D(AP) e APz € D(A%). Tome y = A*APx, entdo
Ay =APrex=A"APy = A=ty Logo v € D(A?)) sabemos que

T = A*(@Jrﬁ)y — AfaAfﬁy'
Portanto D(A*A%) ¢ D(A©@*) e
APy =y = A%APy.
Analogamente, se x € D(AC+9) temos z € D(A*AP) e

AP = A% AP
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Teorema 4.1.7. Sejam A um operador setorial e {T(t) > 0} C L(X) o semigrupo gerado
pelo operador —A. As sequintes condicdes sao verificadas.

i) T(t)X C D(A%) para todot >0 e a > 0.
ii) T(t)A*x = A*T'(t) para todo t > 0 e todo x € D(A%) e o > 0.
iii) Parat >0 e a >0, o operador A*T'(t) € limitado e existe M, tal que

AT ()| < Myt~

iv) Para o € (0,1] existe C,, tal que
IT(t)z =[] < Cat® < [|A%]].
Demonstracao. i) Por hipdtese, o semigrupo {7'(t) : ¢ > 0} é analitico e portanto é
diferenciavel para t > 0. Do Teorema temos a seguinte igualdade
T™ () = AVT(t)x Vo € X
e T(t)X € D(A™) para todo n € N. Tomando m € N com m > «a, entao

T(t)X C D(A™) C D(A%).

ii) Seja x € D(A%) e como A® é invertivel, existe y € X tal que A~*y = x. Da definigao
de A™¢ teremos

T(t)r = T(H)A ™y

Portanto A*T(t)x = T'(t)A%x.

iii) Seja {u,}>2; uma sequéncia em X com u, — u e A*T(t)u, — v quando n — +o0,
como T'(t) é limitado e A“ é fechado, segue que A*T(t)u = v, logo o operador
A*T(t) é fechado. Por outro lado, segue do item i) que D(A*T(t)) = X, segue
do Teorema do grafico fechado que o operador A*T(t) ¢é limitado. Além disso,
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tomando o > 0 e n € N tal que n > a + 1 segue que
[A“T@)| = AT @) = AT AT ()]

< Hﬁ /0 b ST () AT (1)ds |

1 o0
< g [ oA+ s
- HF(n—a)/O ° (s +t)ds

1 > n—a—1 n

Mn > —a—1 —n _—0(t+s)
— n—o t n S d
Tn—a) /0 s (t+s)"e s

M,e=% [> s\1"
T T
- F(n—a)/o s +t s

uma vez que a exponencial é uma funcao crescente e —ds < 0. Por outro lado,
fazendo a mudanca s = rt temos

> n—a—1 f " o > n—a—1;—n —-n
/0 s [t(l—l—tﬂ ds = /0 (rt) (1 4r) "dr
= / prme= =t () 4 p)gr
0

IA

ou seja,

M 6761‘/ o . S\ 17 M 6767& 0
e [t e (14 ) s = / R R
F(n—a)/o ° [ +t ° I'(n—a)t> J, : (L4 r)"dr
Como
00 ,rn—(a-‘,-l)
/ —dr < o0,
0 (1 + T)

JACT ()] < Mut—e™.

temos

iv) Sejam z € X e a € (0, 1], segue do resultado anterior que
t
IT()z — z|| = H / AT(s)xdsH
Ot
= H / AT (s) A%
0

t
< / | AT (s) | Al ds

ds

IN

t

C/ s A% ||ds
0

< Cut®||A%x]|.

Completando a demonstracao do teorema. O
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4.2 Espacos de Poténcias Fracionarias.

Seja A um operador setorial com 0 € p(A4) e {T'(t) : t > 0} C L(X) o semigrupo analitico
gerado pelo operador —A. Entao, dado qualquer a@ > 0, o operador A% estard bem
definido, e além disso, serd fechado. O que nos leva a seguinte definicao:

Definicao 4.2.1. Para A um operador setorial e X um espaco de Banach, para cada
a > 0 definimos X° = X e X* = D((A)®) munimos com a norma do grdfico

[z]la = llz]l + [|A%]].
Teorema 4.2.2. Para o > 0, X € um espaco de Banach.
Demonstragdo. Por definicao, A° = I, logo X° = X. Seja {u,}>°, uma sequéncia de

Cauchy em X% como A® é fechado entao existe u € X tal que u,, — u. Portanto
X = (D(A%),| - ||o) é um espago de Banach. O

Na sequéncia, provaremos que

|l peaey = [|A%u||x, Yu € D(A®)

define uma norma em D(A®) que é equivalente a norma || - ||,

Proposigao 4.2.3. Dado qualquer u € D(A%), || - |[p(ae) € uma norma em D(A%) e é
equivalente a || - ||o-

Demonstragdo. Primeiro provaremos que || - || p(a) é uma norma em D(A%).

N1 ||u|lpaey = ||A%ul|x > 0 pois || - ||x é uma norma em X. Além disso, segue da

injetividade de A% que
|A%llx =0 < u=0

portanto ||ul|paey =0 & u=0.
N2 ||au| paey = |a|||u| peae), segue diretamente da linearidade do operador A
N3 Dados u,v € D(A%) ||u + v||paey < ||ul|paey + ||v]|peae). Segue da linearidade do
operador A e do fato que || - || x é uma norma em X.
Agora observe que
[ull paey = 1A% ullx < Jullx + [[A%]lx = llulla-

Por outro lado, sendo A~ um operador limitado, existe C' > 0 tal que ||[A~%*v|x < C||v]|x
para todo v € X. Logo, para v = A%, temos

[ulla < CllA%ul|x,

assim
[ulla < (14 CO)[[A%[|x = (1 + C)[Jul p(ae).

Concluimos que as normas || - [ p(ae) € || - ||« em D(A®) sao equivalentes. O
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Segue diretamente deste resultado que o espago D(A®) = (D(A%),|| - ||pae)) é um
espaco de Banach. A partir de agora, para simplificar a notacao, iremos identificar o
espaco X dotado da norma

Julla = A%l x.

4.3 Poténcia fracionaria do operador Laplaciano.

Esta sec@o se baseia nos resultados do artigo [26] e na dissertagao de mestrado [24].

Nosso objetivo agora é estudar o operador (—A)* para o > 0 e em particular o opera-
dor (=A)z : D(Az) € L2(Q) — L2(Q), estudando seu dominio e formas de representacio
do operador com poténcia fracionaria para posteriormente aplicar o resultados obtidos ao

1 1 . . . . .
operador A2 = —MAz2. Consideramos aqui a norma induzida pelo produto interno em
L?(2), nos casos em que o espaco esteja munido de outro norma, a mesma sera definida
no texto.

Como ja vimos, o conjunto de autofungoes S = {¢;,j € N} o operador Laplaciano
—A constitui um conjunto ortonormal completo do espago L*(£2). Desta forma, qualquer
u € L*(Q)) pode ser escrito como

=2 ()0
7=1

Além disso, para u € D(A) podemos escrever a seguinte representacao

Au=>"=Xi(u, ¢;)¢;.

=1

sendo \; o autovalor associado a autofuncao ¢;. Dessa representagao segue que, para
1
u € D((—A)z) possamos escrever

I\‘:\»—t

Z)\]% (u, ¢3)¢

7=1
Nosso primeiro resultado prova essa afirmacao.

Proposicao 4.3.1. Sejam 0 < o < 1, v € D(=A%) e S = {¢;,j € N} um conjunto
ortonormal completo de L*(Y) formado pelas autofuncoes do operador —A com condigdo
de Dirichlet e {\;},en seus respectivos autovalores entdo

—A)% =YX (v, 6,)9,
j=1

Demonstragao. O primeiro passo é demonstrar que para qualquer j € N, a autofuncao ¢;
de —A também é autofuncao de —A“, ou seja,

(=A)%; = Aj ;.
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Como D(—A) C D((—A)?*) entdao ¢; € D(—A%),Vj € N. Além disso,
(A = A)g; = A+ A))o;.

Por outro lado [0,00) C p(A) para qualquer A\ € [0,00) entao o operador (Al — A) serd
inversivel, assim,

(M —A)lg; = ¢, para j > 1.

A
Aplicando o Teorema temos
Y sin(arr N _
(~a)20; = ST [T - 8) g0
_ sin(a) / \-a b, N
™ 0 A+ /\j
_ sin(am)e; /°° AT? 0\

A
Realizando a seguinte substituicao t = —, teremos \;dt = dX e (\;t)* = A~“. Disto

Aj
segue que
(—A)g, — sin(am)g; /°° (A\t)~ a/\]dt
’7T/\j 0 t + ]_
_ sin(am)A;“¢; /°° e gt
m o t+1
Tomando h = —a + 1 teremos que
1 A %0 oo th—1
vmﬂ@zmmﬂf%/ -
m o t+1
oo 4h—1
Pela equagao (4.3) ['(A)I'(1 — h) = / . 1dt segue que
0
N sin(am)\; %@,
(—A)%¢; = %F(h)l“(l —h).
Além disso, I'(R)I'(1 — h) =T'(1 — a)I'(«) e pela equagao (4.3)
s
I'l—a)l = .
(1= a)l(e) sin(ar)

Aplicando estas igualdades na equagao acima podemos concluir que

(=8)7%¢; = A; % ¢;.

Por outro lado, sabemos que (—A)~® é um operador limitado, entao existe um K real
tal que [|(—A) ™| 2@ < K. Seja u € L*(2), sabemos que

o

(u, @j)¢

Jj=1
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Consideremos a soma parcial
m

sm= Y (u,0;)¢;
j=1
entao
I(=2)"u = > A, )il 2) = I(=A)u = (=A) syl 220
j=1
= [[(=A)""(u —sm)llL2@
< Klu—snl| — 0.
m—0o0
Portanto -
(=) u=>_ A;*(u,¢;)0;.
j=1

Além disso, como

(=A)7%¢; = A%,
entao,

(—A)°6; = A9,
Observe que

1
F<U7¢j>¢j = (u, ;) ¢;.

J

Além disso -

> s 0 ds)os = D)6 = u = (~A)%,

]:]_ J ]:1

entao

(—A)"0 =" A0, ¢,)¢;.
j=1

]

Proposicao 4.3.2. D((—A)%) é um espago de Hilbert munido com a norma induzida
pelo produto interno
<U,U>D((_A)a) = <Ao‘v, AaU>L2(Q).

Demonstracao. Sabemos que da proposicao que o espago (D(=A)%, |- [[(=a)) é um
espaco de Banach. Definindo o seguinte produto interno

(U, v) p((~a)e) = ((=A)%u, (=A)%).

teremos que a norma || - |[p(—aye) ¢ induzida pelo produto interno (-,-)p(—aje), assim
D((—A)* é um espaco de Hilbert. O
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Observacao 4.3.3. A série

Z )‘? <U7 ¢j>¢j
j=1

¢ convergente em L*(Q) se, e somente se, a série

> v, o)
j=1

converge. Logo a defini¢cao do dominio D((—A)%), torna-se
D((—A)*) = {v € L*(): ZA?C’KU,@HQ converge} :
j=1

Proposicao 4.3.4. Se a = 5 entao D((—A)*) = H)(Q).

Demonstragio. Como C°(Q) C (HL(Q) N H2(Q)) e CgO(Q)HO @ _ H} () entao

Q) n a2 """ = zi(Q). (4.6)

Por outro lado, dado v € D((—A)2), considere a sequéncia y, = Z(v,¢j>¢j, definida

j=1
no conjunto Hg () N H*(Q). Segue da convergéncia da série Z A2 (v, 05) 05 = (—A)%(v)
j=1
que, a sequéncia y,  — . v, portanto
D((-A)2)
1
—-A)2 1
m@nm@” " = p(-a)h). (47)
Agora provaremos que
— 3 1
m@nm@ Y = m@n e

Seja, {v,}22, em H(2) N H?(Q) provaremos que, se v, — vy em H}(Q) e v, — v em
D((—=A)2), entéo, vy = v;.
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Tomando v € H}(Q) N H*(Q) veremos que
1 1
<U’U>D((—A)%) = <(_A)2U7 <_A)2U>

o0

- <Z)‘J% vs ;) ¢J’Z)‘% v, ;) ¢J>
= Z)\j<<v,¢j>¢ja <U>¢j>¢j>
j=1

SONCXATS SENRALY
= (v, —Av) = (Vo, Vv) = (v,0) ().

Isso nos dé que, uma sequéncia {v, }°°,, em HE(Q) N H%(R), serd de Cauchy em D((—A)z)
se, e somente se, for de Cauchy em H} ().

Além disso, observe que, se v, — vy em H}(Q) entao, v, — vo em L*(Q). Por outro

lado v, — vy em D((—=A)2) entdo, como a norma || - 4 € equivalente a norma do

e ap)

grafico do operador (—A)2 entdo, v, — v em L3(2). Portanto, segue da unicidade do
UNY HQ

limite em L?(Q2) que v; = vy, ou seja HE(Q) N HQ(Q)D(( - H(Q)N HQ(Q)HO( ' e

|- e =l - ||D((7A)%), o que nos da a igualdade entre espagos de Hilbert. O

Agora, retornamos ao operador de difusao apresentado na primeira secao do terceiro

Capitulo. O préximo resultado visa conhecer o espaco de poténcia fracionaria com respeito
ao operador de difusdo A : D(A) C X — X ¢é dado por

A =-MA

onde D(A) = (H*(Q) N H(2))Y e M é um matriz com todos os autovalores com parte
real positiva. Recordando, para cada a > 0 definimos X° = X e X* = D((A)®) munimos
com a norma do grafico

Y

[zlla = Nzl + [|A%z]].
Proposigao 4.3.5. Seja a > 0 entdo X* = D(=A)N. Em particular

1

X7 = D(-A3)N = (Hy())".

Demonstragdo. Definimos u; = (u, ¢;) com {¢; : j € N} o conjunto de autofuncoes do
operador —A. E sejam o > 0 e u € L2(Q)N e, T(t) = e A! o semigrupo gerado pelo
operador A entao

1

A—a - > a—lT e
u F(a)/o t (t)u;p;dt

_ / 1o 12 -\ Mtuj(bjdt
_ ﬁz(/o 216 g

=1
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ds, .
Tomando s; = \;t teremos que dt = %, assim
J

00 o q SQZ*l
/ t(x—le—)\thdt — / . J - e—MSj dsj
0 0o A AT

- —a > a—1_—Ms; )

= )\j /0 s; e ds;

= \,*M™T(a).
Portanto

AT =Y A M0, = MUY A .
J=1 j=1

entdao, dado v € D(A®), como Im(A™*) = D(A®) podemos escrever, para algum u €
(L2 ()N

0= (08005 = YA M (u,85)9;.
j=1 Jj=1

« - 00 affo , .
Logo v € D(A®) se, e somente, se a série Zj:l MM (v, ¢;)¢; converge. Além disso, essa
convergéncia é equivalente a convergéncia da série > - A¥(v, ¢;)¢;, isto segue direta-
g q g =1 "\ \Us @5/ P55 &
mente da continuidade do operador M, pois é um operador definido em dimensao finita.
Portanto, podemos definir o dominio do operador A% como

D(A*) = {v e (L*(Q)N : Z)\?<v,¢j>¢j converge} .

Segue diretamente da proposi¢ao que D(A®) = (D(—A%))", em particular, segue
da proposicio que D(AZ) = (HL(Q))N. O

4.4 Existéncia e Unicidade de solucoes.

Nesta segao, iremos estudar a existéncia e unicidade de solugoes para os problemas lineares
e semilineares de Cauchy. Os resultados expostos sao baseados no livro [I6]. Primeiro,
assuma que —A é um gerador infinitesimal de um C%-semigrupo. Considere o seguinte
problema linear de Cauchy

{ut +Au =0, para 0 <t < J (4.8)

u(0) = up.

Sabemos que pelos Teoremas e[2.1.12|que existe uma tnica fungao u : [0, 00) — X
que satisfaz (4.8), além disso, essa solugao serd da forma

u(t) = T(t)up,
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com T'(t) = e~4! 0 semigrupo gerado por —A. Além disso, pelo corolario [2.5.9, quando A
for um operador setorial, o semigrupo 7'(¢) sera analitico.

Agora considere a equagao nao autonoma semilinear.

{ut—l—Au:f(s,u) para t >t (4.9)

u(ty) = up.
Assumamos que o operador A é setorial e que para o > 0 o operador A% e o espago X*
estao bem definidos. Considere uma fungao f : Y — X com U C R x X* aberto, tal
que f(t,x) localmente Holder continua em t e localmente lipschitziana em z. Mais pre-
cisamente, dado (t;,2;) € U existe uma vizinhanca Vi, .3 C U tal que, se (t,z),(s,y) €
Vit,,21) entao existem constantes K e vy tais que

(8 2) = Fs,9)llx < Kt = s|" + [l = ylla)

Definigao 4.4.1. A solugao do problema (4.9) em (to,t1) € uma aplicagao u : [ty,t1) —
X tal que

1. ue C([to,tl),X) ﬂcl((to,tl),X) € U(to) = Ug,

2. para u(t) € D(A) e (t,u(t)) € U para ty <t < ti;

3. %u(t) + Au(t) = f(t,u(t)) para tg <t < ty;

Os préximos resultados garantem a existéncia e unicidade de solucoes locais e globais

para o problema (4.9)).

Teorema 4.4.2 (Livro[I6], Lema 3.3.2, pagina 53). Se u € solu¢ao de (4.9) para (to,t1)
entao

t
u(t) = e A1y, —i—/ e A=) £ (s, u(s))ds.
0

Teorema 4.4.3 (Livro[16] Teorema 3.3.3, pdgina 54. ). Sejam U um aberto de [0, 00) x X«
ef:UC[0,00) x X*— X, com0<a<1, una fungdo localmente Hélder continua em
t e localmente lipschitziana na sequnda varidvel. Entdo, para cada (to, xg) € U existe um
t1, que depende de (ty, xo), tal que o problema possui uma unica solu¢ao em (to, o).

Este teorema também pode ser encontrado no livro [29], Teorema 3.1, pagina 195.

Teorema 4.4.4 (Livro[l6] Teorema 3.3.4, pagina 55.). Assuma que A e f satisfazem
as hipoteses do teorema , assuma também que, para todo subconjunto fechado e
limitado B C U a imagem f(B) € limitada em X. Se u € solugio do problema (4.9)
em (to,t1) e t1 € mazimal, isto €, ndo existe solu¢ao de (4.9) em (to,t2) tal que ty > ;.
Entao, ou t; = oo, ou existe uma sequéncia t, s tal que (tn,u(t,)) = oUu. SeU

¢ ilimitado entao o ponto no infinito esta em OU.

Para o caso autonoma (4.1)), basta tomar f: U C X* — X lipschitziana.
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CAPITULO b

Exemplos

Pretendemos neste Capitulo estudar a existéncia e unicidade de solugoes locais e globais
para algumas equacoes diferenciais. Para isso iremos reescrever as equacoes, a partir de
uma mudanca de varidavel, para expressa-las na forma de um sistema de reacao e difusao
tal que, a parte linear possa ser expressa como um operador MA, onde M é uma matriz
N x N com autovalores estritamente positivos. E assim, utilizaremos o Teorema [3.1.5
para garantir que a parte linear da equacao gera um semigrupo analitico de operadores
limitados. Todos os exemplos estudados aqui se encontram no artigo [26].

5.1 Exemplo I

Sejam € R™ um conjunto aberto e limitado com fronteira 92 suave, f : RY — RY uma
funcao C?(RY,RY) e M uma matriz quadrada N x N. Com n = 1,2 ou 3. Considere o
seguinte sistema;

{ut = MAu+ f(u) (5.1)

u = 0 sobre 0.

No trabalho [2I] é estudado a estabilidade das solugdes periddicas do sistema acima,
considerando a matriz M diagonal e condig¢oes de fronteira de Neumann.

93
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Para z < a < 1, defina a aplicagao
ferXxe - X
u — f(u) dadapor f(u)(z)= f(u(x)).

podemos entao reescrever o sistema (5.1)) como

ur = MAu + f¢(u)
u = 0 sobre 0f)

Segue do Teorema [4.4.3] que o seguinte resultado garante existéncia e unicidade de
solugoes locais.

Teorema 5.1.1 (Artigo [21], Lema 2.1). A func¢do f¢ € localmente lipschitziana.

Portanto, segue do Teorema (4 e da equacao (3.4), que o sistema estudando possui
a seguinte solucao local tnica

o

Ze M- to) (110, )5 + Ze”\fM(t’tO)(fe(u(S))y¢j>¢]’d5'

tojl

5.2 Exemplo 11

Seja 8 > 0 considere a seguinte equagao

utt—QBAut—f</ \Vu\%l:c)Au—i—AQu:Oa:E Q,t>0
Q
u = Au = 0 sobre 0f)

Esta equacao aparece no estudo de vibragoes nao lineares amortecidas de corda ou vigas.
Chamando u; = v temos o seguinte sistema.

(5.2)

Uy =0

v = 20Au; + f(/ |Vu|2d3:)Au — A%, 2€Q,t>0
0

u = Au = 0 sobre 0.

Observe que a parte linear da equagao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

0 I
2y = Lz, comz = (u,v) e L—[_AQ QBA}.

Com

L:DL)CY — Y
(u,v) +— (v, =A%+ 28Av).
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Observe que D(L) = {u € H*(Q)NH}(Q) : Aue H*(Q)NH(Q)} x [H*(Q) N Hg(Q)]
serd densamente definido, pois D(L) = D(A?) x D(A). No trabalho [32], onde ¢ provado
que o operador L gera um semigrupo analitico de operadores lineares limitados no seguinte
espaco de Hilbert

Y = [H*(Q)N H&(Q)] x L*(€2), munido da norma, ||(u,v)|ly = (||ul|x: + ||v||L2(Q))%,

para (u,v) € Y e X' = (H*(Q) N HYQ), |l - |l1), com |ul|; = ||Aul|, segue do Teorema
que X! é um espaco de Hilbert. Nosso objetivo é chegar ao mesmo resultado mas
como consequéncia do Teorema . Para isso, reescrevemos o sistema acima de forma
a poder aplicar o Teorema [3.1.5| Chamando v = u; e w = Au, teremos

=A
= ey (5.3)
vy = —Aw + 20Awv.

Agora, tomando

2= (w,v) e M:{_Ol 215}.

Segue que
z = MAz,

com condicoes de Dirichlet, é a formulacao abstrata do problema de Cauchy linear ho-
mogéneo. Além disso, os autovalores da matriz M sao di» = £+ /8% —1. Observe
que;

o se 32 —1>0entdo, fE /32 —1>0¢;
e se 32 —1<0entao Re{+ /32— 1} > 0.

Tomando D(MA) = [H%(Q) N HY(Q)] x [H%(2) N HY(Q)] teremos que o problema abstrato
homogéneo possui solugao tnica, pois segue da proposicao que o operador —MA é
setorial e por isso o operador MA é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Considere o seguinte operador
G:X'xL*(Q) — L*Q) x L*(9Q)
(u,v) — (Au,v).
Observe A € L(X', L*(Q)) com ||Al|z(x1 12 = 1e A7 € L(L*(Q), X1) com || Al zz2(0),x1) =
1 segue que, G é um isomorfismo isométrico.

Lema 5.2.1. Sejam X um espaco de Hilbert A : D(A) C X — X wum operador setorial,
com setor

Sap={AeC:0<|arg(A\—a)| <m a#A} Cp(Ah), pam0<9<g,

e E um espacgo de Hilbert. Se o operador B : E — X € um isomorfismo entao, o operador
A=B'AB: DA CE—E com D(A) ={uecE:Buec DA},

¢ setorial com Sag C p(A).
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Demonstracao. Dado A € p(A) teremos
(A= Au=B"\—A)Bu, ueD(B), talque Bu¢€ D(A)

observe que os operador B~1(\ — A)B é fechado, além disso, segue da bijetividade do
operador (A — A) que Im(B~*(X\ — A)B) = X entao, o operador (A — A) é uma bijecao,
segue do Teorema m que A € p(A).

Por fim, uma que o operador A é setorial, existe um M > 0 tal que

M
A —a

I =A) 7 <

entao

1BIHI B~ M

A=A =|B'\N=A)"'B| <
1 ) =1B7( ) B < A—af

portanto o operador —Aé setorial, logo, —A ¢ gerador de um semigrupo analitico de
operadores limitados. O
Teorema 5.2.2. O operador —L ¢ setorial.

Demonstragdo. Observe que L = G~'(—=MA)G, entao, segue diretamente do lema anterior
que o operador L é setorial. O

Agora, para discutir o problema nao linear, observe que a equacao

Uy =V
vy = 2BAu; + f(/ |Vu|2dx>Au — A%, 2€Q,t>0
Q
Pode ser reescrita da forma
2z =Lz + f(2) (5.4)
com
fe Yy - Y
(u,v) — (0, f(/ |Vu(ac)|2dx) Au)
Q

Para que exista solugao local (e global), precisamos que a funcdo seja localmente
lipschitziana em Y, para algum a € [0,1). Isto é feito no Artigo [32]. Onde, baseados
nos teoremas de existéncia e unicidade de solucoes, globais e locais, teoremas
[4.4.4] o artigo enuncia e demonstra o seguinte resultado:

Teorema 5.2.3 ([32],Teorema 3.2). Se f ¢é localmente lipschitziana, para cada ®g € Y
existe t1 e uma unica fungao ® = O(t, ®y) tal que

i) @ €C([0,t1),Y)NC (to, 1), Y*) para todo 0 < a <1 e 0 <ty <ty.
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ii) ®(t) € D(L) pata cada t € (0,ty).
iii) £0(t) = LO(t) + fo(P(t)) em (0,11) e P(0) = Dp.

iv) Sety é mazimal entdo, ou ty = 0o ou ||®(t)||y € ilimitado em [0, 00).

Suponhamos que:

H1. Seja f € C'([0,00),R) teremos que f ¢é localmente lipschitziana, o que garante a
existéncia e unicidade de solugoes locais.

H2. Seja f crescente com
/ f(s)d > —o0,
0
teremos o sequinte resultado:

Teorema 5.2.4 (Teorema 4.1 do Artigo[32]). Para cada ®g € Y a tinica solug¢io do
Teorema [5.2.9 existe, e é limitada em [0, c0).

Baseados na solucao do problema escreveremos a solugao do problema .
Defina II; e II, as projecoes de Y sobre, X! e L%(Q), respectivamente, por Iy (u,v) = u
e I (u,v) = v. Suponha @ seja solugio da equagao (5.4)), com ®(0) = &y = (ug, vo), no
intervalo (g, t1).

Colocando u(t, ug, vg) = 1 ®(t, Po) para cada t € [0,t;), veremos que u,(t) = [P (t)
em (0,t1). E u(0) = II1®(0) = up e hlir(r)1+ut(h) = I,®(0) = vy. Além disso u(t) €
—

C([0,t1), X1) N CY{((tg, t1), X1) N C*((to,t1), X) para cada 0 < ty < t; e u(t) € D(A?) para
cada t € (0,11).

5.3 Exemplo III

Da teoria termoelasticidade encontramos o seguinte sistema que modela a deflexao u de
uma placa submetida a variagao local de sua temperatura 6.

Seja f € C1([0,00),R), a > 0 e uma contante real m # 0.

g + aA*u — mAf = f(/ |Vu|2d:r)Au, reQ t>0
Q
0; — A0+ mAu; =0,

(5.5)

definido em um conjunto limitado €2 € R" e sob as seguintes condigoes
u = Au = ¢ = 0 sobre 0€2,

a parte linear deste sistema ¢ estudada em [I8], 23] 27].
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De forma semelhante a secao anterior vamos rescrever o sistema de forma a obter um
sistema de equagoes de primeira ordem. Chamando v = wu; teremos

U =V

vy = —al?u +mAO + f(/ |Vu|2dx> Au, 2€Q,t>0 . (5.6)
Q

9t = A0 — mAut

Considere o seguinte espaco Y = X1 x L?(Q) x L?(Q2), logo Y é um espaco de Hilbert na
norma ||ully = (Jusl%: + lluzll2s + llusl|22)2, com (uy,ug,us) € Y. E defina o seguinte
operador

L:DL)CY = Y
(u,v,0) — (—v,ald’u — mAf, —AO + mAuy) (5.7)

com

D(L)={ue X': Aue€ X',u=Au=0 sobre 90} x X' x X!
Defina também a seguinte fungao
fe: Yy — Y
(0, 0,0) — (0, f(/ |Vu|2d:v>Au,O).
Q

Tomando z = (u, v, ) podemos reescrever a equagao (5.5 pelo seguinte sistema.
2z =—Lz+ f°(2). (5.8)

Analogamente a secao anterior, f¢ é localmente lipschiziana em Y, logo, basta provar que
L ¢é um operador setorial e, do Teorema [1.9] seguird que esse sistema possuird solugao
Unica local.

Chamando u; = v e w = Au obtemos o seguinte sistema

wy = Av
vy =—alA*u+mAl, x€Q, t>0 . (5.9)
Ht = Af — mAut

Chamando z = (w, v, 0) o sistema ([5.9)) acima pode ser reescrito como

z = MAz
com
0 1 0
M=|—-a 0 m
0 —-m 1

Como os autovalores da matriz M sao as raizes da seguinte equacgao caracteristica

22— )+ (a+m?)z—a=0
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Seguindo o critério Routh-Hurwit (Anexo A.4, pagina 104) encontramos a seguinte tabela

211 a+m?
221 -1 -«
21| m? 0
P e 0

portanto todos os autovalores possuem parte real estritamente positiva. Portanto o ope-
rador —MAz é setorial. Agora, defina o seguinte isomorfismo

G:Y — L*Q)x L*Q) x L*(Q)
(u,v,0) — (Au,v,0).

Observe que L = G~'(MA)G, portanto o operador L dado por (5.7) é gerador in-
finitesimal de um semigrupo analitico. Assumindo que a funcao f satisfaca as mesmas
hip6teses do exemplo II[HI] [H2] teremos que o sistema possui solugao tnica global.

Como no exemplo anterior, baseados na solu¢ao do problema (5.8) escreveremos a
solucao do problema . Defina ITj, Iy e I3 as projegoes de Y sobre, X! L?(Q) e
L3(2), respectivamente, por 1T (u, v, 0) = u, Iy (u,v,0) = v e y(u,v,0) = 6. Suponha
seja solugao da equagao (5.8), com ®(0) = @y = (u, vo, ), no intervalo (fo,t1).

Colocando u(t, ug, v, 0y) = 1 P(t, Py) para cada t € [0,¢), veremos que w(t) =
II®(t) em (0,t1) e u(0) = I ®(0) = wg e lim+ut(h) = [I,®(0) = vo. Além disso
h—0

u(t) € C([0,t1), X1) N CH{(to, 1), X') N C?*((to,t1), X) para cada 0 < to < ¢ e u(t) €

D(A?%) para cada t € (0,%;). Analogamente 0(t) = II3®(¢) e 0(0) = 11®(0), com O(t) €
C([0, 1), L*(2)) N C ((to, t1), L*(2)) N C?((to,t1), L*(R)) para cada 0 < to < t; e O(t) €
D(A) para cada t € (0,1,).

5.4 Exemplo IV

Sejam «, v, d, ¢ e By constantes positivas tal que v > ¢®. Além disso f € CYR,R).
Considere o seguinte sistema, com ¢ > (

Uy — CUy + aN?u — Ay — f(/Q |Vu|2dx) Au = (5.10)

—ClUy + Y + 0A*V — BgAv — Av, = 0

definido em uma regiao com fronteira suave 2 C R", juntamente com as condicoes de
contorno

u=Au=0¢v=Av =0 sobre 0f.

No trabalho [3], é provado que o sistema dinamico gerado por este sistema possui um
atrator global.

De forma semelhante aos exemplos anteriores, com uma substituicao de variaveis,
iremos rescrever esse sistema de forma ser um sistema de primeira ordem, porém, iremos
separar em trés passos para que fique organizado.
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Passo 1. Chame u; = w e vy = 2, e fazendo as devidas substituicoes no ([5.10) obtemos
um novo sistema

wy — ¢z + aN?u — Auy — f(/ |Vu|2dx>Au =0
Q
—cwy + vz + 0A%0 — ByAv — Av, = 0.

(5.11)

Passo 2. Multiplique a primeira equagao do sistema (5.11)) por v e a segunda equagao
por C', em seguida some as duas, obtendo a seguinte equacao

(v — *)w, — [—OWAZU—50A%+7Aw+cAz+cﬂoAv+7f</ |Vu|2d$>Au] = 0.
Q

Passo 3. Multiplique a primeira equacao do sistema ((5.11)) por C' e em seguida some as
duas, obtendo a seguinte equacao

(v — )z — [ — acA*u — 6A*v + cAw + Az + BoAv + cf(/ \Vu\Qd:U) Au} = 0.
Q
Passo 4. Por fim, escrevemos o seguinte sistema

(
Ut =

wy =+ [ — ayA?u — §cA%v + yAw + cAz + cByAv + ’yf(/ \Vu|2d:c> Au]
Q

g

(5.12)

N

Vs =

[ — acA?u — §A%v + cAw + Az + cfyAv + cf(/ |Vu\2dx) Au} :
Q

Ul

t =
\

onde d = vy — 2.

Considere o espago ¥ = X' x L*(Q) x X' x L*(Q), na norma |luly = (JJu1%: +
lusll32 + [Jus||5: + ||u4||%2)% com (uy, us, us, uy) €Y. Tomando p = (u,w, v, z) em (5.12)
podemos escrever a seguinte equacao de evolugao

pe=Lp+ f(p) (5.13)
quando L: D(L) CY — Y e

1 1
L(u,w,v, z) = (w, 8(—04A2u —0cA*v 4+ yAw + cAz), 2, 3(—acA2u — 0A*v + cAw + Az))

com D(L) = {(u,w,v,2) : u,v € HY(Q),w,z € X' e u=Au = 0= v = Av sobre 9Q}.
Defina também a funcao
Yy - Y
1 2 2
(u,w,v,z) — —(O,cﬁoAv—i—’yf< |Vul dx)Au,O,cﬁoAv—i-cf( |Vul dw)Au),
d o) Q
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segue que f¢ é localmente lipschitiziana em Y.

Para provar que o operador —L é setorial, vamos reescrever a parte linear do nosso
sistema. Chamando Au = u; e Av = v; teremos

((u1); = Aw
wy = 2[—047Au1 — dcAvy + yAw + cAz]
(v1)e = Az

| 2t = é[—acAul — §Av; + cAw + Az,

chamando ¢ = (uy,w, vy, 2) teremos a seguinte equacao

q: = MAgq
com
0O d 0 0
I l—ay v —béc ¢
M=210 0 0 4
—ac ¢ -0 1

e os autovalores da matriz M sao as raizes do polinomio caracteristico
(Y= = (v + D2+ (ay+ 6 +1)2° = (@ + )z + ad = 0.

Aplicando o critério Routh-Hurwit encontramos a seguinte tabela

Al y—c ay+6+1 ad
2l —=(y+1) —(a+d) 0
22 B>0 B, Bs .
A1 C<0 Ch Cy
2201 D>0 Dy Dy
De fato,
g - “[FO=)e+d)+(ar+5+ 1)y +1)]
—(vy+1)
(v =A) a4+ (ay+o+1)(v+1)
v+1
B 62(a+6)+a72+7—|—6+1>0
v+1
€

—[(y =)0+ ad(y +1)]
—(v+1)

= ad>0

eBQZO.
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Calculando C' teremos
—[—(y+1)ad + (a + 6)B]
B
(y+1)ad — (a+6)B
B
(v+1)2ad — (a+0)[P(a+ )+ ay?* + v+ 5 + 1]
Ala+d)+ay+y+d+1
2vad — [P(a+0)? + a?y* + ay + a + 70 + 62 + J]
Ala+d)+ay?+v+do+1
—a?y? 4+ 2vad — 62 — [F(a+0)* + ay+ a+ 70 + ]
Ala+d)+ay +y+d+1
—(ay+0)* = [(a+0)*+ay+a+70+ 9]

= <0
Ala+d)+ay?+v+6+1

C =

Além disso, C7 =0e Cy = 0.

Por fim, observe que, como C; = 0 entao,

—[B.Cy — B,.C|

D:
C

- B
= ad >0,

além disso, D1 =0e Dy = 0.

Observe que os elemento da primeira coluna da Tabela trocam de sinal 4 vezes logo,
todos os autovalores possuem parte real estritamente positiva. Portanto o operador —MAz
é setorial.

Agora considere o seguinte isomorfismo

G:Y — L*0Q)x L*(Q) x L*(Q) x L*(Q)
(v, w,v,2) — (Au,w,Av, 2).

Observe que L = G~'(MA)G, portanto o operador L é gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico. Assumindo que a fungao f satisfaga as mesmas hipéteses do exemplo
I1, teremos que o sistema possui solucao tunica global. Baseados na solucao do problema
escreveremos a solucao do problema . Defina II; e II, as projecoes de Y sobre,
X1e L2(Q), respectivamente, por Iy (u, w, v, z) = u e ly(u, w,v, 2) = w. Suponha ® seja
solucao da equagao (5.13), com ®(0) = ®¢ = (ug, wo, vo, 20), no intervalo (to, t1).

Colocando u(t, ug, wo, vo, z0) = [ ®(t, Py) para cada t € [0,t;), veremos que u(t) =
[I®(t) em (0,t1). E u(0) = IL;®(0) = g e hlirél+ut(h) = II,®(0) = vg. Além disso
—
u(t) € C([0,t1), XHYNCY((to, t1), X)NC?((to,t1), X) para cada 0 < ty < t; e u(t) € D(A?)
para cada t € (0,1).

Analogamente, definimos as projecoes II3 e II; de Y sobre, X! e L?*(f2), respectiva-
mente, por I3(u,w,v, z) = v e ly(u,w,v, 2) = z, assim teremos que v(t, ug, wo, Vo, 20) =
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[I3®(t, ®g) para cadat € [0,t1), veremos que v;(t) = I ®(¢) em (0,¢1). Ewu(0) = Hl@(O) =
ug € hlirél+ut(h) = IL,®(0) = vy. Além disso v(t) € C([0,t1), X') N C{((to, 1), X") N

C?((to,t1), X) para cada 0 < to < t; e v(t) € D(A?) para cada t € (0,t;).
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APENDICE A

Resultados auxiliares

A.1 Alguns resultados de Analise Funcional

Nesta secao exporemos alguns resultados fundamentais da Anadlise funcional que foram
fundamentais para o desenvolvimento deste estudo. Eles se baseiam principalmente nos
livros [19], [8], [6].

Teorema A.1.1 ((Lema de Riesz)Livro [0], Lema 1.5.2, pagina 17). Seja M um subespago
fechado proprio de um espaco normado E e seja k um niumero real tal que 0 < k < 1.
Entao eziste y € E— M tal que |ly|| =1 e ||y — z|| > k para todo x € M.

Teorema A.1.2 (Friedrichs, Livro[30], Theorem, pagina 330). Seja H um espago de
Hilbert sobre K e S : D(S) C H — H um operador simélrico, para o qual existe um o € R
tal que

(Sf.f) = alf, [), VfeD(s),

entdo o operador S admite uma extensdo auto-adjunta A : D(A) C H — H que preserva
limitacao.

Teorema A.1.3 (Teorema da extensao de Hann-Banach, Livro [19], Theorem 4.3-1,
pagina 219). Sejam X um espago de Banach, G C X um subespago de X e fg € G* entao
existe um funcional f € X* tal que f* estende f, ou seja, f(x) = f*(x) para todo x € G.
Alem disso, teremos que ||f*||c+ = || f|

X*

Teorema A.1.4 (Teorema do Grafico Fechado, Livro [19], Theorem 4.13-2pdgina
292). Sejam X,Y espagos de Banach e T : D(A) C X — Y.Se D(T) € fechado em X
entao, T € limitado.

105
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Teorema A.1.5 (Principio da Limitacdo Uniforme, Livro [19], Theorem 4.7-3,
pagina 249). Sejam X um espago de Banach, Y um espa¢o normado e {T,}5, um
sequéncia de operadores limitados T,, : X — Y. Tal que, para cada x € X tenhamos
T, (z)|| < Cu, para todo n = 1,2..., entdo a sequéncia {||T,]|}>>, € limitada, ou seja,
eziste uma constante C' tal que ||T,|| < C.

Teorema A.1.6 (Teorema da representagao de Riesz-Fréchet, Livro [8], Theorem,
5.5, pagina 135 ). Seja H um espago de Hilbert e H* seu espago dual. Dado algum f € H*
existe um unico u € H tal que

f(v) = (u,v) ,Yv € H,

além disso

1.f]

Teorema A.1.7 (Livro [6], Teorema 7.3.4, pagina 195). Sejam X um espaco de Banach
sobre K e T : X — X um operador compacto. Dado \ € K com \ # 0, entdo o operador
A =T ¢ injetivo se e somente se for sobrejetivo.

e = ||ullg

Teorema A.1.8 (Teorema Rellich-Kondrachov, Livro [§], Theorem 9.16, pagina 285
). Sejam Q C R™ um aberto limitado e classe C'. Entdo a imersdo

i:W1,p(Q) — LP(Q)

¢ compacta.

A.2 Formula de Green Generalizada

O objetivo desta secao é apresentar uma generalizagao das identidades de Green em
espagos de Sobolev. As defini¢oes e resultados apresentados aqui se baseiam no Livro [11]
e na dissertacao de mestrado [13].

Dado oo = (a1, a9, -+ ,a,) € N" e & = (21,29, -, x,) € K", defini-se
la] =1 +as+ - +a, ex® =t + a5 4+ -+ a0,

E denotaremos pois

||
D* = 0
- a1 a2 )
0x{'.0x5?. - -+ .0z
o operador derivacao de ordem «, para a = (0,0, ---,0) é definido por D*u = u. Por D;
representaremos a derivagao parcial —, onde 1 =1,2,--- | n.

8[Ei7

Definicao A.2.1. Diz-se que uma sequéncia {t, }neny em C§O(S2) € convergente para zero
quando as sequintes condi¢coes forem satisfeitas.

i) Eziste um compacto K de Q) tal que supp(v,) C K para todo n € N
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ii) Para todo o € N™ a sequéncia {D*y, }nen converge uniformemente para zero.

Se ¢ € C§°(R2), diz-se que a sequéncia {¢, }neny em C3°(Q2) converge para 1) quando
(¢, — 1) converge para zero no sentido da defini¢ao

O espago vetorial C5°(€2) com esta nogao de convergéncia é denominado espagos das
fungoes testes, denotado por D(2).

Definicao A.2.2. Dada uma fungao f € LY(R™), definisse a transformada de Fourier de
f, denotando por f a uma funcao definida sobre R™ pela formula

fle) = [ e fays

n
onde (£, ) = Z{,xl ¢ o produto interno usual em R™.

=1

Definicao A.2.3. O espaco de Schwartz ou espaco das fungoes rapidamente decrescente
no infinito, que denotaremos por S e o subespaco vetorial formado pelas func¢oes ¢ €
CSo(R™), tais que
lim |z} D™ (z) = 0,
llzl|—o00

qualquer que seja k € N e o € N".

Definicao A.2.4. Um funcional linear g definido e continuo sobre S é denominado uma
distribuicao temperada (ou lentamente crescente). A totalidade das distribuicoes tempe-
radas, ou seja, o espaco vetorial dos funcionais lineares e continuos sobre S é denotado
por S’

Proposicao A.2.5 (Livro [I1], Proposicao 5.2, pdgina 247). Para todo m € N temos;
H™(R") = {u € S'(R"); (1 +||z[]*)% @ € L*(R")}.

onde u designa a transformada de Fourier de u que é um espaco de Hilbert, com a norma
mduzida pelo produto interno

(o) = [ (1 ol (o

. Além disso as normas || - ||m € || - [|gm sdo equivalentes.

Motivados pela proposicao definimos, para s € R, s > 0 0 espaco
HY(R") = {u € S'(R"); (1+ [l«]*)20 € L*(R™)}

munido do produto interno

)= [ (4 ol i@
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Proposicao A.2.6 (Livro [11], Proposigao 5.3, pagina 249). Para todo s > 0 o espaco
H*(R™) é um espago de Hilbert.

Seja definir o espago H*(0f2) ¢é utilizado um sistema de cartar locais

{(U1,01), Uz, ¢2), -+, (Upn, ¢pp)} de O

. A construcao deste espago pode ser encontrada no livro [I1], se¢ao, 5.3, pagina 271.
Além disso, também é mostrado que H*(052) é um espago de Hilbert.

De posse destes resultados, definiremos a aplicagao traco.

Definigao A.2.7 (Aplicacao trago de ordem m). Sejam m € N e a aplicagao

m—1

vy H™Q) — [ H" ' E09)
=0
u = yu = (YU, YUz, Ym—1Um—1),

linear e continua quando munimos o espaco H;”:_Ol Hm*k%(&w) da topologia dada por

m—1

Hw”l‘[;?;ngm*l*%(aQ) - Z ijHHm’l*%(aQ)

5=0
tal que
_ 85 am—lg .
1€ = (gloas 52| o 53| ) s ¥E € D@,

Proposicao A.2.8. Ezistem uma unica aplica¢ao linear e continua vy do espagco H™(S2)
sobre o espago H?@;Ol H™=2(09Q) com niicleo v~ {0} = H™S) tal que

% am—lé

v laq’ T opm—1

7€ = (&lon, ), veeD@).

Seja s > 0 denotaremos por H*(9f2) o dual topolégico espago H§(02). Além disso
escreveremos, dado f € H™*(02) escreveremos (f, ) s gs(an) no lugar de f(x).

Defina o espaco
HO(Q) = {u € L*(Q); Au € L*(Q)}

munido do produto interno
(u,v)g = (u,v) 2 + (Au, Av) 2
que o torna um espago de Hilbert.
Proposicao A.2.9. A aplicagao linear
v: D) — H 2(0Q) x H 2(89)

U — ’)/UZ<U|5Q,%>
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se estende, por continuidade, a uma aplicacao linear e continua dada por
viHUQ) —» HEx H
u = yu = (You, Nu).
Além disso a aplicagao v coincide com a aplicacao traco de ordem m = 2.

Teorema A.2.10 (Primeira formula de Green generalizada, Livro [11], Proposigao
6.34, pagina 362). Para todo u € H°(Q) e v € H*(Q) tem-se

(808} = G )22 = (00 30),5  my ~ 0% 14

Agora defina o espaco
HY(Q) = {uec H(Q); Au € L*(Q)}
munido do produto interno
(u,v)o = (u,v) g1 + (Au, Av) e
que o torna um espaco de Hilbert.

Proposicao A.2.11. A aplicagao linear

se estende, por continuidade, a uma unica aplicacao linear e continua
v HOQ) = H2(09).

Teorema A.2.12 (Segunda formula de Green generalizada, Livro [I1], Proposigao
6.39, pagina 367). Para todo u € Hl(Q) ev e HY Q) tem-se

A.3 Integral de Riemann-Stieltjes em espacos de Ba-
nach

Esta se¢ao se baseia no livro [I7]. Iremos definir e apresentar alguns resultados de inte-
gragao envolvendo fungoes f : J — F, com J um intervalo real, ou um caminho em C e
E um espaco de Banach.

Sejam f, v fungoes definidas no intervalo real [a, b] tais que, a fun¢ao f leva no espago
vetorial F, e v leva em um conjunto numérico. considere a partigao (a = oy, 09,... 0, = b)
e o conjunto de pontos 7 = {71, : 0;_1 < 7; < 0;} com || = jmaz |U] —1—gjl.

.....



110 APENDICE A. RESULTADOS AUXILIARES

Definicao A.3.1. Seja

n

Se(for) =Y x(m) (o) = 1(o5-1)]

j=1

entao, se lirr(l)Sﬁ(x,y) existe em uma topologia dada, definimos esse limite como sendo a
™

integral
b
JRGEE

relativo a esta topologia.

Analogamente temos a seguinte definicao

Definicao A.3.2. Seja

sa(f,7) = Y v(m)If(05) — w(o5-1)]

Jj=1

entao, se im S, (x,v) existe em uma topologia dada, definimos esse limite como sendo a
T—0

integral
b
PGS

relativo a esta topologia.

A partir destas definicbes temos os seguintes resultados.

Teorema A.3.3 (Livro [I7], Theorem 3.3.1, pagina 63). Se alguma das integrais definidas
acima existe em alguma topologia dada, entao ambas devem existir nesta topologia e

/xwmwzﬂQMM—/v®#@-

Teorema A.3.4 (Livro [I7], Theorem 3.3.2, pagina 63). Sejam f,~ fun¢des definidas no
intervalo real [a,b] tais que, a funcdo f leva no espago de Banach E, e v leva em um
conjunto numérico, suponha

Caso 1 f ¢ fortemente continua e vy tem variacao limitada,

Caso 2 v ¢ fortemente continuo e [ tem varia¢ao limitada.

Entao as sequintes integrais

/ﬂW%%/%M&)
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existem na topologia induzida pela norma. Além disso, se L é um operador linear fechado
de E em F, com F espago de Banach e Im(f) € D(L), e se T(f(&)) € fortemente continuo
(caso 1) ou possui variagdo limitada (caso 2). entdo

b
a

L(/jf(f)d’y(f)) =/ L(f(€))d(€)

L(/jfy(ﬁ)df(&)) = /abv(f)dL(f(ﬁ))-

Em particular, se L fosse um operador limitado, entao valem as mesmas igualdade (
que seguem direto da continuidade forte ou da variagao limitada).

Destes resultados definiremos a Integral de Cauchy

Definigao A.3.5 (Livro [I7], 3.11., pagina 94). Sejam C uma curva retificdvel no plano
complexo, dada pela func¢ao v : [0,a] — C com 7 continua e de variagio limitada. Se
a fungao f : C — E, com E uma espago de Banach, é fortemente continua. Entdo a
integral

/0 P (€)dr(e) = /C F(n)dy

Definigao A.3.6 (Livro [I7], Theorem 3.10.1 , pagina 92). A fun¢ao f: C — E, com E
uma espago de Banach, é dita holomorfa se, para qualquer x* € E* a fungcao z*of : C' — R
¢ holomorfa.

Segue alguns resultados.

Teorema A.3.7 (Livro [I7], Theorem 3.11.1 , pagina 95). Se a fun¢io f: D C C — F,
com E um espacgo de Banach, é holomorfa em um dominio D no plano complexo, entao

/Cf(’y)dv =0

para toda curva C' simples e fechada contida em D.

Teorema A.3.8 (Livro [17], Theorem 3.11.3 , pagina 96). Sejam f(§) uma fungdao holo-
morfa de um dominio D para um espago de Banach E e C' uma curva retificdvel e fechada
em D e seja & tal que o arg(§ — ) aumenta em 27 quando 7y descreve C' (orientagdo po-

sitiva). Entao
|
ey M2
f (7) 271-\/6: (g_v)(n_j’_l) n 7 Y AR

Teorema A.3.9 (Livro [I7], Theorem 3.13.3 , péagina 100). Sejam f(§) uma fungao
holomorfa de um dominio D para um espa¢o de Banach E entdao, ||f(§)| nao possui
mdzximo no interior de D a menos que ||f(&)|| seja contante em D.
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A.4 Calculo diferencial em espacos de Banach

Esta segao se baseia nos livros [6 [I7], nosso objetivo é apresentar alguns resultados de
calculo diferencial em espacos de Banach.

Definicao A.4.1. Sejam E, F' espacos de Banac e U um aberto em E. Dizemos que uma
funcao f : U — F € Fréchet-diferencidavel no ponto xo € U se existe um operador
linear continuo L : E — F' tal que

f(wo +h) = f(xo) + L(h) + R(xo, h)

para todo h tal que xo + h pertence a uma bola aberta centrada em xqy e contida em U
onde R h
x
R, )]

= 0.
h—0 HhH

O operador A é chamado derivada de Fréchet de f no ponto xg, denotada por A =

Dizemos que f é Fréchet-diferenciavel se f for Fréchet-diferencidavel em todos os
ponto de U.

Segue alguns resultados envolvendo a derivada de Fréchet.

Proposicao A.4.2 (Livro [0], Proposi¢ao 9.6.2. péagina 274). Sejam E,F espacos de
Banac e U um aberto em E. Se a funcao f : U — F € Fréchet-diferencidvel em xg € E
entdo, a deriwada de Fréchet de f em xq € unica e f € continua em x

Exemplo A.4.3. 1. Toda fungdo contante em um aberto de um espaco de Banach é
Fréchet-diferencidvel e tem derivada nula.

2. Toda aplicacio A : E — F linear continua em espagos de Banach € Fréchet-
diferencidavel e DA(zq) = A para todo x¢ € E.

3. Sejam H um espaco de Hilbert e
frH—=R, f(z) =[]
Entao f é Fréchet-diferencidvel e D f(x)(h) = 2(x, h) para todos x,h,€ H.

Proposicao A.4.4 (Livro [6], Proposigao 9.6.4. péagina 275). Sejam E,F espagos de
Banac e U um aberto em E. se as funcoes f, g Fréchet-diferencidveis em xo € E e A € R
entio a funcio f + Ag € Fréchet-diferencidvel em xo e D(f + Ag)(zo) = D(f)(x) +
AD(g)(wo).

Teorema A.4.5 ((Regra da Cadeia), Livro [6], Teorema 9.6.5. pégina 276). Sejam
E, F,G espacos de Banach,
f:UCE—=F

g:VCF—QG,
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com U,V abertos e f(U) C V. Se f é Fréchet-diferencidvel em xq € U e g é Fréchet-
diferencidavel em f(xo), a aplica¢io go f : U — G € Fréchet-diferencidvel em xy e

D(go f)(xo) = Dg(f(wo)) o Df(x0)

Teorema A.4.6 ((Desigualdade do Valor Médio)Livro [6], Teorema 9.6.6. pagina
277). Sejam E.,F espagos de Banac e U um aberto em E e f uma aplicagao Fréchet-
diferencidvel. Sejam x1,x9 € U tais que o sequimento | = {txy + (1 — t)xs : 0} esta
contido em U. Entao

[f(z1) = flz)]| < i@g)llDf(ﬂf)llllwl — 2.

Corolario A.4.7 (Livro [6], Corolario 9.6.7. pagina 277). Sejam E, F' espacos de Banach
e U um aberto em E e f uma aplicagio Fréchet-diferencidvel tal que D f(c = 0) para todo
x € U, entao f é constante.

A.5 Critério de Routh-Hurwitz

Devotamos essa secao para descrever brevemente o critério de Routh-Hurwit, nos baseando
no livro [20], pagina 334. Este critério é uma ferramenta para determinar localizar os zeros
de um polinémio, com coeficientes reais, em relacao aos semiplanos esquerdo e direito.

Dado qualquer n € N considere o polindmio E a;z' = 0 com a, € R\{0} para
i=0
n=20,1,... n.

Organizaremos uma tabela da seguinte forma

1. Na primeira coluna colocaremos os elementos 2", 2", ... 21, 2°

2. Na primeira linha, a partir da segunda coluna, colocaremos os elementos a"~% com

7=0,1,--- [g}, sendo [g} a parte inteira do niimero g

3. Na segunda linha,a partir da segunda coluna, colocaremos os elementos a(*~1=2%

n —

comj=0,1,---, [ } Se alguma célula nao tiver elemento para colocar, sera

colocado 0.

4. Chamando as células de b; com, i referente a linha e j referente a coluna. Assim,
1
7’ ~ 7/ . b22 ’
baab(i—2)j+1). Nas células onde nao for possivel tal procedimento, sera colocado o
numero 0

na terceira linha a partir da segunda coluna teremos b3; = (b12-bi—1)j41 —
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5. Generalizando teremos que, para linha n, a partir da segunda o elemento b;; sera
escrito como

b= 1| Y2 ba-pgy |
T ba—ne2 | ba-2 ba—1yg+

Terminada a tabela, o critério nos diz que; o numero de vezes em que os elementos da
segunda coluna trocam de sinal ¢ igual o numero de zeros da polinomio com parte real
positiva. Para ilustrar critério, daremos dois exemplos.

Exemplo A.5.1. Considere equagao
(z=2)(z+1)(2—3)=2" -4+ 2+6

teremos a sequinte tabela

211 1
22| —4 6
212,50
216 0

como sabemos, este polinomio possui duas raizes no semiplano direito, e encontramos
duas trocas de sinal nos elementos da primeira coluna.

Exemplo A.5.2. Considere o sequinte polinomio
224+ 22 +3224+524+10=0,

teremos a sequinte tabela

24 2 3 10
23 1 5 0
22 =7 10 0
2116,43 0 0
2110 0 0

seque que este polinomio possui duas raizes no semiplano direito.

Para mais detalhes sobre este critério recomendamos o livro [20].
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