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“Aprenda com o ontem, viva o hoje, espere pelo amanha. O importante é nao

parar de questionar.”
(Albert Einstein)



Resumo

A equacao de Boltzmann é uma equacao muito utilizada para extrair informacoes
sobre os fenomenos de transporte de sistemas fisicos, como exemplo a condutividade
elétrica do plasma, que possui grande importancia para diferentes tipos de aplicagoes.
Neste trabalho sao apresentados alguns conceitos e formalismos importantes sobre a
teoria cinética do plasma e a construcao da equacao Boltzmann em sua forma classica
e relativistica. Em seguida, realiza-se uma modificacao na integral de colisao da
equacao de Boltzmann para um processo de espalhamento. Considera-se a interacao
et + e — v+ e obtém-se a equacao de Boltzmann que governa a dinamica das

particulas para um processo de aniquilacao de pares.

Palavras-chave: Equagao de Boltzmann, Fisica de Plasma, Fisica de Espalhamento,

Aniquilacao de Pares, Teoria Quantica de Campos.



Abstract

The Boltzmann equation is an equation widely used to extract information about
the transport phenomena of physical systems, such as the electrical conductivity of
plasma, which has great importance for different types of applications. In this work,
some important concepts and formalisms are presented about the plasma kinetic
theory and the construction of the Boltzmann equation in its classical and relativistic
form. Then, a modification in the collision integral of the Boltzmann equation is
performed for a scattering process. Considering the e™ + e~ — ~ + ~ interaction,
one obtains the Boltzmann equation that governs the dynamics of particles for a pair

annihilation process.

Keywords: Boltzmann’s Equation, Plasma, Scattering, Annihilation Production.
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Capitulo 1
Introducao

O plasma descreve uma grande variedade de substancias macroscopicamente neu-
tras contendo muitos elétron livres interagindo e a&tomos ou moléculas ionizadas, que
exibem comportamento coletivo devido as forgas coulombianas.

Sua primeira aplicacao foi realizada por Tonks' e Langmuir?, em 1929, para des-
crever a regiao interna de um gas ionizado brilhante produzido por descarga elétrica
em um tubo, e o gds ionizado permanecendo eletricamente neutro [1].

A distincao entre solidos, liquidos e gases estd na diferenca entre a forca das
ligagbes que retém suas particulas constituintes juntas. O equilibrio entre a energia
térmica destas particulas e as forcas de ligacao entre particulas determina o estado.

Quando se fornece calor para uma substancia sélida ou liquida, os atomos ou
moléculas adquirem mais energia cinética térmica até conseguirem superar a energia
potencial de ligacao. Isso leva a transicao de fase, que ocorre a uma temperatura
constante para um dada pressao. A quantidade de energia necesséria para a transicao
de fase é chamada de calor latente.

Se for fornecida energia suficiente, um gas molecular se dissociara gradualmente
em um gas atomico como resultado de colisoes entre as particulas cuja energia cinética
térmica excede a energia de ligacao molecular. A temperaturas suficientemente ele-
vadas, uma fragao crescente dos atomos tera energia cinética suficiente pra superar,
por colisoes, a energia de ligacao dos elétrons mais externos, resultando em um gas
ionizado ou plasma. Essa transicao de um gds para um plasma nao é uma transicao

de fase no sentido termodinamico, pois ocorre gradualmente com o aumento de tem-

Lewi Tonks (Nova Iorque, 1897 — 1971) foi um fisico quantico americano.

2Irving Langmuir (Brooklyn, 31 de janeiro de 1881 — Woods Hole, 16 de agosto de 1957) foi
um fisico-quimico americano. Sua publicagdo mais notavel foi o famoso artigo de 1919 “O Acordo
de elétrons nos dtomos e moléculas”. Na General Electric, de 1909-1950, Langmuir avangou varios
campos bésicos da fisica e da quimica, inventou a lampada incandescente preenchida a gas, a técnica
de soldagem de hidrogénio, e foi agraciado com o Prémio Nobel de Quimica em 1932 por seu trabalho
em quimica de superficie.
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peratura. Com isso, um plasma pode ser produzido elevando a temperatura de uma
substancia até que uma ionizacao fracionaria razoavelmente alta seja obtida. Plasmas
em equilibrio termodinamico local nao sao muito comuns em laboratérios, embora
sejam encontrados em muitos lugares na natureza.

Existem muitos métodos diferentes para criar plasmas no laboratorio e, depen-
dendo do método, o plasma pode ter alta ou baixa densidade, alta ou baixa tempe-
ratura, ser estavel ou instavel, entre outros fatores.

Em um processo de fotoionizacao, a ionizacao ocorre pela absorcao de fétons
incidentes cuja energia ¢ igual ou maior que o potencial de ionizagao do atomo ab-
sorvente. O excesso de energia do foton é transformado em energia cinética do par
elétron-ion formado. Por exemplo, a energia potencial de ionizagao para o elétron
mais externo do oxigénio atomico é 13,6 eV, que pode ser fornecido por radiacao de
comprimento de onda menor que cerca de 91 nm, isto é, no ultravioleta distante. A
ionizacao também pode ser produzida por raios x ou raios gama, que tém compri-
mentos de onda muito menores.

Em uma descarga de gas, um campo elétrico é aplicado através do gas ionizado,
o que acelera os elétrons livres em energias suficientemente altas para ionizar ou-
tros atomos por colisoes. Uma caracteristica desse processo é que o campo elétrico
aplicado transfere energia com muito mais eficiéncia para os elétrons leves do que
para os fons relativamente pesados. A temperatura do elétron nas descargas de gas
é, portanto, geralmente mais alta que a temperatura do fon, pois a transferéncia de
energia térmica dos elétrons para as particulas mais pesadas é muito lenta.

Quando a fonte ionizante é desligada, a ionizagao diminui gradualmente devido
a recombinagao até atingir um valor de equilibrio consistente com a temperatura do
meio. No laboratoério, a recombinagao geralmente ocorre tao rapido que o plasma
desaparece completamente em uma pequena fracao de segundo.

As propriedades de um plasma sao marcadamente dependentes das interacoes
das particulas. Uma das caracteristicas basicas que distinguem o comportamento
dos plasmas dos fluidos e sélidos comuns é a existéncia de efeitos coletivos. Devido
a longa gama de forgas eletromagnéticas, cada particula carregada no plasma inte-
rage simultaneamente com um nimero consideravel de outras particulas carregadas,
resultando em importantes efeitos coletivos responsaveis pela riqueza de fendmenos
fisicos que ocorrem no plasma.

A dinamica das particulas em um plasma é governada pelos campos internos
devido a natureza e movimento das préprias particulas e pelos campos aplicados
externamente. As interacoes bésicas das particulas sao de cardter eletromagnético.

Os efeitos quanticos sao insignificantes, exceto em alguns casos de colisoes proximas.
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Em um plasma, deve-se distinguir entre interagoes carga-carga e carga-neutra.
Uma particula carregada é cercada por um campo elétrico e interage com as ou-
tras particulas carregadas de acordo com a lei de coulomb, com sua dependéncia do
inverso do quadrado da distancia de separacao. Além disso, um campo magnético
esta associado a uma particula carregada em movimento, que também produz uma
forca em outras cargas em movimento. As particulas carregadas e neutras intera-
gem através dos campos de polarizagao elétrica produzidos pela distor¢ao da nuvem
eletronica da particula neutra durante uma passagem préoxima da particula carre-
gada. O campo associado as particulas neutras envolve forcas de curto alcance, de
modo que sua interacao ¢ eficaz apenas para distancias interatomicas suficientemente
pequenas para perturbar os elétrons orbitais.

Uma distingao pode ser feita entre plasmas fracamente ionizados e fortemente
ionizados em termos da natureza das interacoes das particulas. Em um plasma
fracamente ionizado, as interagoes carga-neutra dominam as interagoes coulombianas
multiplas. Quando o grau de ionizagao ¢é tal que as multiplas interagoes de coulomb
se tornam dominantes, o plasma é considerado fortemente ionizado. A medida que
o grau de ionizacao aumenta, as interacoes de coulomb se tornam cada vez mais
importantes, de modo que, em um plasma totalmente ionizado, todas as particulas
sao submetidas a multiplas interacoes de coulomb.

O fato de que algumas ou todas as particulas no plasma sao eletricamente carre-
gadas e, portanto, capazes de interagir com os campos eletromagnéticos, bem como
de cria-los, da origem a muitos novos fenomenos que nao estao presentes em flui-
dos e solidos comuns. A presenca do campo magnético usado, por exemplo, no
aquecimento e confinamento de plasmas em pesquisas termonucleares controladas,
acentua bastante a novidade dos fenomenos plasmaticos. Para explorar todas as ca-
racteristicas dos fenomenos plasmaticos, o comportamento do plasma é geralmente
estudado na presenca de campos elétricos e magnéticos.

Devido a alta mobilidade dos elétrons, os plasmas sao geralmente muito bons
condutores elétricos, além de bons condutores térmicos. Como consequéncia de sua
alta condutividade elétrica, eles nao suportam campos eletrostaticos, exceto, em
certa medida, em uma direcao normal a qualquer campo magnético presente, o que
inibe o fluxo de particulas carregadas nessa direcao.

A presenca de gradientes de densidade no plasma faz com que as particulas se
difundam de regioes densas para regioes de menor densidade. Embora o problema
de difusao nos plasmas nao magnetizados seja um pouco semelhante ao que ocorre
nos fluidos comuns, h4, no entanto, uma diferenca fundamental. Devido a sua menor

massa, os elétrons tendem a se difundir mais rapidamente do que os fons, gerando
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um campo elétrico de polarizagao como resultado da separacao de carga. Esse campo
aumenta a difusao dos ions e diminui a dos elétrons, de maneira a fazer com que os
ions e os elétrons se difundam aproximadamente na mesma taxa. Esse tipo de difusao
¢ chamado de difusao ambipolar. Quando existe um campo magnético aplicado
externamente, a difusao de particulas carregadas através das linhas de campo é
reduzida, o que indica que campos magnéticos fortes sao uteis no confinamento do
plasma.

Uma caracteristica importante dos plasmas é sua capacidade de sustentar uma
grande variedade de fenomenos de ondas. O estudo de ondas em plasmas fornece
informacoes significativas sobre as propriedades do plasma e é muito 1til para o
diagnostico do plasma.

Outro aspecto importante do comportamento do plasma é a emissao de radiacao.
O principal interesse na radiacao plasmatica estd no fato de que ela pode ser usada
para inferir propriedades plasmaéticas [2].

Nos primeiros capitulos do trabalho ¢ realizada a construcao da teoria cinética do
plasma, definindo espaco de fase, funcao de distribuicao e a construcao da equacao
de transporte de Boltzmann classica por dois meios, onde o primeiro nao leva em
consideracao a interacao entre as particulas do sistema, e o segundo considerando
as colisoes entre as particulas constituintes, surgindo um termo de colisao do lado
direito da equagao. Logo em seguida apresenta-se a equacao de Vlasov. No capitulo
posterior sao introduzidos os efeitos relativisticos na equacao de Boltzmann. Para o
primeiro caso, considera-se um gas nao degenerado, o qual os efeitos quanticos nao
sao levados em consideracao. E em seguida para o caso de um gas degenerado, onde
sao introduzidas modificagoes para que as particulas obedecam a estatistica quantica.

Nos capitulos finais sao apresentados formalismos importantes para o estudo de
processos de espalhamento, como a matriz de transicao relativistica, espinores e as
regras de Feynman. E por tltimo é realizada uma manipulacao no termo de colisao
da equacao de Boltzmann para um processo de aniquilacao de pares, finalizando com

uma conclusao a respeito das perspectivas futuras.
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Capitulo 2
Teoria Cinética do Plasma

Neste capitulo serao apresentados os elementos basicos da teoria cinética, introdu-
zindo os conceitos de espaco de fase e funcao de distribuicao, os quais sao necessarios
para a descrigdo estatistica do plasma [2]. Realiza-se a construgao da equagao de
Boltzmann sem o efeito de colisao e em sequéncia sua forma quando consideramos os
efeitos de interacao entre as particulas. No final do capitulo, finaliza-se apresentando

a equacao de Vlasov.

2.1 Aspectos Teédricos

O plasma é um sistema que contém um grande nimero de particulas carregadas
interagindo, de modo que, para sua analise é conveniente utilizar uma abordagem
estatistica. A funcao de distribuicao carrega todas as informagoes fisicamente inte-
ressantes sobre o sistema. A equacao cinética diferencial satisfeita pela funcao de
distribuicao, geralmente conhecida como equacao de Boltzmann, sera descrita em
sua forma classica neste capitulo e mais a frente em sua forma relativistica.

Os efeitos devido as colisoes das particulas sao incorporados a equacao cinética
somente através de um termo de colisao geral nao especificado. Expressoes explicitas
para o termo de colisao, em particular para a integral de colisao de Boltzamann e
para o termo de colisao de Fokker-Planck, sao trabalhados no capitulo 21 do livro
do Bittencourt [2].

2.2 Espaco de Fase

Cada particula no plasma pode ser localizada por um vetor posicao 7 definido

da origem do sistema de coordenadas para o centro de massa da particula. Em
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coordenadas cartesianas,
T =xt+yy + 22, (2.1)

onde Z, § e Z s@o os vetores unitarios ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente. A

velocidade linear do centro de massa da particula pode ser representada pelo vetor,
U= 0,2+ v,y + 0,2, (2.2)

com v, = dz/dt, v, = dy/dt e v, = dz/dt.

Em analogia com o espaco de configuragao definido pelas coordenadas da posicao
(x,y, z), é conveniente introduzir o espago das velocidade definido pelas coordenadas
da velocidade (v, vy, v,). Nesse espaco o vetor velocidade U pode ser visto como um
vetor posi¢ao partindo da origem do sistema de coordenadas (v,, v,, v,) para o centro

de massa da particula, como indicado esquematicamente na figura 2.1,

F (x.‘ I Z) ;r) -- (er V}u Vz)

!'-VY

Figura 2.1: Vetor posigao (a) no espago das configuragoes e (b) no espago das velo-
cidades.

2.2.1 Espaco de Fase para Particula Unica

Partindo do ponto de vista da mecanica classica, o estado dinamico instantaneo
de cada particula pode ser especificado por sua posicao e velocidade. E conveniente,
portanto, considerar o espago de fase definido por seis coordenadas (x,y, 2, vz, vy, V).

Nesse espaco siz-dimensional, o estado dinamico de cada particula é adequada-
mente representado por um unico ponto. As coordenadas (7,7) do ponto repre-
sentativo fornecem a posicao e a velocidade da particula. Para uma particula em

movimento, esse ponto representativo descreve uma trajetéria no espaco de fase.

18 de 146



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DO PLASMA

Em cada instante de tempo o estado dinamico de um sistema de N particulas é

representado por N pontos no espaco de fase.

2.2.2 Espaco de Fase para Muitas Particulas

O espaco de fase para uma tunica particula, que foi definido recentemente, é ge-
ralmente chamado de espaco-i. O espago de fase para muitas particulas recebe o
nome de espaco-I'. O sistema constituido por N particulas, sem graus internos de
liberdade, é representado por um tinico ponto em um espaco 6/N-dimensoes definido
por 3N coordenadas de posicao (ry,re, -+ ,ry) e 3N coordenadas de velocidade
(v1,v9, -+ ,vy). Entdo, um ponto no espago-I'" corresponde a um tnico estado mi-
croscopico para todo o sistema de particulas. O espaco de fase para muitas particulas
é geralmente usado em mecanica estatistica e teoria cinética avangada. O espago de
fase para uma tunica particula é normalmente utilizado em teoria cinética elementar

e fisica basica do plasma.

2.2.3 Elementos de Volume

Pode-se representar um pequeno elemento de volume no espago de configuracao
por d®r = dx dy dz. Esse elemento diferencial de volume nao deve ser tomado literal-
mente como uma quantidade matematicamente infinitesimal, mas como um elemento
finito de volume, suficientemente grande para conter um numero muito grande de
particulas, mas suficientemente pequeno em comparagao com os comprimentos ca-
racteristicos associados a variacao espacial da variacao fisica dos parametros de in-
teresse como, por exemplo, densidade e temperatura. Em um gds contendo 10'8

3. no qual em uma escala ma-

moléculas /m?, por exemplo, definindo d*r = 1072m
croscépica pode ser considerado como um ponto, ainda existem 10° moléculas dentro
de dr. Plasmas que nao permitem a escolha de elementos diferenciais de volume,
conforme indicado, nao podem ser analisados estatisticamente. E preciso uma den-
sidade minima para uma abordagem estatistica do plasma.

Referindo-se a uma particula como estando situada dentro de d3r, em 7, isso
significa que a coordenada x da particula estd entre x e x 4+ dx, a coordenada y esta
entre y e y + dy, e a coordenada z entre z e z 4+ dz, ou seja, dentro do elemento de
volume dx dy dz situada ao redor do ponto terminal do vetor posicao 77 = zz+yy+22.
E importante notar que as particulas localizadas dentro do elemento d*r, em 7,
podem possuir velocidades completamente arbitrarias que seriam representadas por
pontos dispersos no espago das velocidades.

Um pequeno elemento de volume no espaco das velocidades é representado por
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d*v = dv, dv, dv,. Para que uma particula seja incluida em dv, ao redor do ponto
terminal do vetor velocidade ¥, a componente v, deve estar entre v, e v, + dv,, a
componente v, entre v, e v,+dv,, e a componente v, entre v, e v,+dv,. Os elementos

diferenciais de volume d®r e d®v sdo esquematicamente representados pela figura 2.2.

z v,
A A
~dx o dvy
<dz ", =dv,
> -3 2
r L V') L
o dy o dv,
= >y £ ——>Vy
X Vx

Figura 2.2: (a) Elemento de volume dr = dx dy dz ao redor do ponto terminal 7, no
espaco da configuragao, e (b) elemento de volume d*v = dv, dv, dv,, no espago das
velocidades, ao redor do ponto terminal v

No espago de fase (espago-pt) o elemento diferencial de volume pode ser imaginado

como um cubo de seis dimensoes, dado por,
d*r d*v = dz dy dz dv, dv, dv., (2.3)

e representado pela figura 2.3. Note que dentro de d®rd3v, a uma posigao (7, V)
no espaco de fase, existem somente particulas dentro de dr em torno de 7 cujas
velocidades estao dentro de d®v em torno de ¥. O ntimero de pontos representativos
dentro do elemento de volume d3r d®v é, em geral, uma funcao do tempo e da posicao
desse elemento no espaco de fase. E importante notar que as coordenadas 7 e ¥ do
espaco de fase sao consideradas variaveis independentes, desde que elas representem
as posigoes individuais dos elementos de volume (contendo muitas particulas) no

espaco de fase.

2.3 Funcao de Distribuicao

O termo d°N,, (7, U, t) denota o niimero de particulas do tipo a dentro do elemento

de volume d3r d3v em torno das coordenadas do espaco de fase (7, '), em um instante

20 de 146



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DO PLASMA

d3r d3v
d®r #]
T
o %

d?v

Figura 2.3: Representacao esquemética do elemento de volume d*r d®v no espaco de
fase de seis dimensdes, ao redor do ponto representativo (7,7).
t. A fungao de distribui¢ao no espago de fase, f,(7,v,t), é definida como a densidade
de pontos representativos de particulas do tipo a no espaco de fase, isto é,
6 JERN
ful, 7, 8) = TNalT. 08 (2.4)
d3r d3v
E realizada uma suposicao de que a densidade de pontos representativos no espaco
de fase nao varia rapidamente de um elemento de volume para outro elemento de
volume vizinho, entao f, (7, ¥, t) pode ser considerada como uma fungao continua.
De acordo com essa definicao, a funcao de distribuicao é também positiva e uma
funcao finita em qualquer instante de tempo. Em um elemento de volume d*r d3v,
no qual as coordenadas da velocidade (v,,v,,v,) sdo muito grandes, o nimero de
pontos representativos é relativamente pequeno, desde que, em qualquer sistema
macroscépico, deve haver relativamente poucas particulas com velocidades muito
grandes. Consideragoes fisicas requerem portanto que f, (7, v,t) deve tender a zero
a medida que a velocidade se torna infinitamente grande.

A funcao de distribuicao é, no geral, uma funcao da posicao do vetor 7. Nesse
caso, diz-se que o plasma correspondente é nao homogéneo. Na auséncia de forcas
externas, no entanto, um plasma inicialmente nao homogeéneo atinge, ao longo do
tempo, um estado de equilibrio como resultado das interagoes mituas que ocorrem
entre as particulas. Nesse estado homogéneo a funcao de distribuicao nao depende
de 7.

No espaco das velocidades, a funcao de distribuicao pode ser anisotropica, quando
depende da orientacao do vetor velocidade v, ou isotrépica, quando nao depende da

orientacao do vetor velocidade v, mas apenas da sua magnitude.

21 de 146



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DO PLASMA

A descricao estatistica de diferentes tipos de plasma requer o uso de fung¢oes nao
homogéneas ou homogéneas, bem como de distribuigao anisotrépica ou isotropica.
Um plasma em equilibrio térmico, por exemplo, é caracterizado por uma funcao de
distribuicao homogénea, isotrépica e independente do tempo.

No ponto de vista estatistico, a funcao de distribuicao fornece uma descricao com-
pleta do sistema em cosideracao. Sabendo a funcao de distribuicao, pode-se deduzir
todas as variaveis macroscopicas de interesse fisico para particulas do tipo a. Um
dos principais problemas da teoria cinética consiste em determinar a funcao de distri-
buicao para um determinado sistema. A equagcao diferencial que gorverna a variacao
temporal e espacial da funcao de distribuicao sob determinadas condigoes, é conhe-
cida geralmente como equagao de Boltzmann. A equacao de Boltzmann é utilizada
para a analise dos diversos tipos de fenomenos de transporte envolvendo gradientes
de temperatura e densidade. Essa equacao ¢ muito importante na fisica estatistica
e amplamente aplicada no estudo de sistemas fora do equilibrio termodinamico. Foi

desenvolvida originalmente por Ludiwing Bolzmann®.

2.4 Densidade Numérica e Velocidade Média

A densidade numérica n,(7,t) é uma varidvel macroscopica definida no espaco
das configuragoes como o nimero de particulas do tipo a por unidade de volume,
independentemente da velocidade. Pode ser obtida integrando d°A, (7, ¥, t) sobre
todo o espaco da velocidade e dividindo o resultado pelo elemento de volume dr do

espago das configuragoes,

1
no(rt) = 5= | ENL5.0), 25
ou, usando a definigao (2.4),
ne(r,t) = /fa(F,ﬁ, t)d*v. (2.6)

A integral unica indicada aqui representa de fato uma integral tripla que se es-
tende por todo o espago de velocidade, isto ¢, sobre cada uma das varidveis vy, vy,
e v, de —oo a +00. Por conveniéncia e simplificagao da notacao, apenas a integral
Unica sera indicada, estando implicito o fato de que a integral se estende por todo o

espago de velocidade.

Ludwing Eduard Boltzmann (Viena, 20 de fevereiro de 1844 — Durino-Aurisina, 5 de setembro
de 1906) foi um fisico austriaco, conhecido pelo seu trabalho no campo da termodinamica estatistica.

22 de 146



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DO PLASMA

A velocidade média i, (7, t) é definida como uma velocidade de fluxo macroscépico
das particulas do tipo « na vizinhanca do vetor posicao 7 em um instante t. Para
relacionar (7, t) a fungao de distribuigao, considere as particulas do tipo « conti-
das em um elemento de volume d®r dv sobre (7, 7) em um instante ¢, que denota-se
por dN,(7,v,t). A velocidade média das particulas do tipo o pode ser obtida da
seguinte forma. Primeiro multiplica-se dSN, (7,7, t) pela velocidade da particula v,
integra-se sobre todas a velocidades possiveis, e finalmente dividi-se o resultado pelo
ntimero total de particulas do tipo o contidas em d3r, independente da velocidade.
Resultando,

Un (7, 1) =

1
- / FANL(F, 5,1). (2.7)

N (7, 1)
O procedimento descrito é a definicao estatistica usual dos valores médios. Usando

a definigdo da funcao de distribuigao (2.4), obtém-se,

Lo 1 o o
U (T, 1) = m /Ufa(r,v,t) d>v. (2.8)

Note que ambos n,(7,t) e U, (7, t) sdo varidveis macroscépicas que dependem so-
mente das coordenadas 7 e t.

Existem métodos para se deduzir as varidveis macroscopicas (tal como fluxo de
momento, pressao, temperatura, fluxo de calor, e assim por diante) em termos da
funcao de distribuicao.

Na préxima secao, serd realizada a construcao da equacao de Boltzmann na
auséncia dos efeitos de interacao entre as particulas e logo em seguida o caso onde
sao introduzidos os efeitos de interagao, surgindo um termo de colisao devido as in-
teragoes, sem derivar explicitamente nenhuma expressao especifica para o termo de

colisao.

2.5 A Equacao de Boltzmann

A equacao de Boltzmann é frequentemente utilizada para calcular as proprieda-
des de transporte em metais e semicondutores. Utilizada também para calcular o
fluxo de calor em um sélido que surge devido a uma diferenca de temperatura, e a
condutividade térmica. O efeito Hall e fenomenos complexos também sao possiveis.
Propriedades de nao equilibrio de gases atomicos ou moleculares, como viscosidade,
conducao térmica e difusao, tém sido tratados com a equacao de Boltzmann. Em-
bora muitos resultados tteis como a independéncia da viscosidade na pressao, podem

ser obtidos por métodos aproximados. Outra aplicacao da equacao de Boltzmann é
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no estudo de plasmas. Muitas das propriedades dos plasmas podem ser calculadas
estudando o movimento das particulas individuais em campos elétricos e magnéticos,
ou considerando equacoes hidrodinamicas ou a equacao Vlasov, juntamente com as
equacgoes de Maxwell. No entanto, propriedades sutis de plasmas, como processos de
difusao e de amortecimento de ondas, podem ser melhor compreendidas partindo da
equagao de Boltzmann.

Para calcular os valores médios das propriedades fisicas das particulas (as varidveis
macroscopicas de interesse), é necessario conhecer a funcao de distribui¢ao para o
sistema em consideracao. A dependéncia da funcao de distribuicao nas variaveis
independentes 7, U, e t é governada por uma equacao conhecida como equacao de

Boltzmann.

2.5.1 Equacao de Boltzmann sem colisao

Lembrando que,

AONL(F,T,t) = fol 7,0, 1) dPr dv, (2.9)

representa o nimero de particulas do tipo a, em um instante de tempo ¢, que estao
situadas dentro de um elemento de volume d*r d®v do espaco de fase, sobre as
coordenadas (7,77). Supoe-se que cada particula estd sujeita a uma forca externa F.
Na auséncia da interacao entre as particulas, uma particula do tipo a com coordenada
sobre (7,7') no espago de fase, em um instante t, deverd ser encontrada depois em

um intervalo de tempo dt sobre uma nova coordenada (7*',0”), tal que,

7t +dt) =7(t) + vdt, (2.10)
v'(t+dt) = 0(t) + adt, (2.11)

onded = F /M, é a aceleragao da particula e m,, é amassa. Entao, todas as particulas
do tipo a dentro do elemento de volume d*r d®v do espaco de fase, sobre (7,7) em
um instante ¢, ocuparao um novo elemento de volume d*r’ d3v’, sobre (7'/,0'') apés
um intervalo dt, como representado na figura 2.4. Ja que sao consideradas as mesmas

particulas em ¢ e em ¢ + dt, logo, na auséncia das colisoes,
fo(7 0 &P dPv’ = fo (7,0, t)d*r dPo. (2.12)

O elemento de volume d*r d3v pode ficar distorcido como resultado do movimento

das particulas. A relacao entre o novo elemento de volume e o inicial é descrita por,

&r'd* v’ = |J|dr dr, (2.13)
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t+dt

d3r d3v

© v
Figura 2.4: Na auséncia das colisoes as particulas dentro do elemento de volume

d®r d®v sobre (',7), em um instante de tempo ¢, ocupard apés um intervalo de
tempo dt um novo elemento de volume d3r’ d3v’, sobre (7',7").

onde J é o Jacobiano da transformagao das coordenadas iniciais (7,0') para as finais

(7"',0"). Mostra-se na préxima subsegao que, para as transformagoes (2.10) e (2.11)

tem-se |J| = 1, de modo que,
&r'd*v’ = d*r d°r, (2.14)
e a relagao (2.12) torna-se,
[fo(F', Tt + dt) — folF, T, t)]d*r d*v = 0. (2.15)

O primeiro termo do lado esquerdo da equagao (2.15) pode ser expandido em uma

série de Taylor em torno de f, (7,9, t),

fo(F +0dt, v+ ddt,t + dt) = f,(7,0,t) + %dw
9 fa dfa dfa Ofa Ofa Ofa
+ <Ux I + vy Dy + v, 9% ) dt + (ax B, + ay 20, +a, B0, dt, (2.16)

desconsiderando os termos de ordem (dt)? e superior. Usando a notagao do operador,

o .0
I3, T 455 (2.17)

~

e,
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e, de maneira semelhante, definindo um operador no espaco de velocidade,

0 0 0
V,=2 j— + 2—. 2.18
x@vz +y8vy +Z@vz ( )
Com isso, da relagao (2.16),
Jol7 +Udt, v+ ddt, t + dt) = fo(7, 0, t)+
a « _" _'71; — -  — — — —
+ %—|—U-Vfa(7“,v,t)—i—a-VUfa(r,v,t) dt. (2.19)
Substituindo esse resultado na rela¢ao (2.15), obtém-se,
Ofo(r, Ut . .. . oL
DY) 5 917, 5.0) + @ VufulF.50) =0, (220)

ot

que é a equacao de Boltzmann na auséncia de colisoes. Esta equacao pode ser

reescrita como,
Df.(7,U,t)
——= =0 2.21
Dt ’ ( )

onde o operador,
D 0

EZE—FU-V—F@"V“ (2.22)
representa a derivada total em relacao ao tempo, no espaco de fase. A equagao (2.21)
é uma declaracao da conservacao da densidade de pontos representativos no espaco
de fase. Avancando com um ponto representativo no espaco de fase e observando a
densidade de pontos representativos f, (7, 7,t) em sua vizinhanga, descobre-se que
esta densidade permanece constante no tempo. Esse resultado é conhecido como
Teorema de Liouville?. Note que esse resultado aplica-se apenas para o caso especial
em que colisoes, assim como perda de radiacao, processos de producao e perda de

particulas, nao sao importantes.

2.5.2 Transformacao do Jacobiano no Espaco de Fase

Para determinar o Jacobiano da transformagao definida por (2.10) e (2.11) lembra-

se que, a partir da sua definicao,

= , (2.23)

o) vy oy, 2, v, v, )
or,v) 0@, y,z,0z,0y,0,)

2Uma evolucdo dindmica de uma regido do espaco de fase, apesar de se expandir e contrair com
a evolugao no tempo, mantera invariante seu volume.
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que corresponde ao determinante de uma matriz 6 x 6,

oz'/ox Oy /Ox ... Ov,/Ox
7 ox' /oy Oy /Oy ... Ov./Oy

o' /ov, Oy /Ov, ... Ov./Ov,
Pode-se separar a forca externa F em duas partes,

Fe s (5% B),

(2.24)

(2.25)

onde F’ representa a forca independente da velocidade e o segundo termo é a forca

dependente da velocidade devido a um campo magnético externo aplicado B , & Unica

forca dependente da velocidade que pode interessar nesse tratamento. As derivadas

parciais que aparecem na matriz J sao,

oz ov; 1 OF]
= 045 , = ———dt,
Oz Ox;  mg 0x;
ox! ov; Qo O(T X é)z
L= §;dt L=y ————
dv; R ov; i+ Me O,

dt, (2.26)

onde (2.10), (2.11) e (2.25) foram usadas, e z; ; = x,y, 2 € V; ; = Uy, Uy, U,. O simbolo

d;j € o Delta de Kronecker. A matriz (2.24) pode ser reescrita na forma,

S [wl m] |
()s ()

(2.27)
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onde os (J)}s, com i = 1,2,3, 4, representam as seguintes submatrizes 3 x 3:

1 00
(J)r=10 1 0f, (2.28)
0 01
" OF,/0x OF,/0x OF./0x
(J)sz—a OF,/0y OF,/0y OF./0y| , (2.29)
OF,/0z OF,/0z OF./0z
[dt 0 0
(J)s=10 dt 0], (2.30)
(0 0 dt
[ 1 —aB, aB,
(J)a=| aB, 1 —aB,|, (2.31)
| —aB, aB, 1

onde a constante a é definida como (g, /mg)dt. Desconsiderando os termos de ordem
(dt)?, pode ser facilmente verificado que |J| = 1. Com isso, incluindo os termos de

primeira ordem em dt, chega-se a relacao,
&r'd*v’ = d*r d°r, (2.32)

que é o resultado (2.14) usado na subsegao anterior.

2.6 Efeito da Interacao entre Particulas

Quando os efeitos devido a interacao entre as particulas sao levados em con-
sideracdo, a equagao (2.20) precisa ser modificada. Como resultado das colisdes
durante o intervalo de tempo dt, algumas das particulas do tipo a que estao inicial-
mente dentro do elemento de volume d3r d®v do espaco de fase podem ser removidas
dele, enquanto que particulas do tipo « inicialmente fora desse elemento de volume
podem acabar dentro dele. Esse processo ¢é indicado esquematicamente na figura 2.5.
Geralmente, o nimero de particulas do tipo o dentro de dr d®v sobre a coordenada
(7,7'), em um instante ¢, deve ser diferente do niimero de particulas do tipo a dentro
desse mesmo elemento de volume sobre a coordenada (7', ¢’) a um instante ¢ + dt.

Indica-se esse ganho ou perda liquida de particulas do tipo «, como resultado das
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t+dt

d®r d*v’

d?r d3v

o v

Figura 2.5: Representacao esquematica do movimento do elemento de volume d3r d3v
no espago de fase, mostrando as particulas entrando e saindo desse elemento de
volume, como resultado das colisoes durante o intervalo de tempo dt.

colisdes durante o intervalo de tempo dt, no elemento de volume dr d*v, pelo termo,

[(5fa(F,17,t)

&rdv dt 2.
ot :|coll rene ( 33)

onde (0 f,/0t)eon representa a taxa de variagao da fungao de distribuicao fo (7,7, 1)

7
devido as colisdes. Entao, quando as colisbes sdo consideradas, a equagao (2.15)

torna-se,
[ =/ =/ - = 3 3., 5f0¢ 3 3
fa(FL U0 t+dt) — fo (7,0, t)]d°r d°v = 5t d°r d’v dt, (2.34)
coll
e a forma modificada da equagao (2.20) resulta em,
Ofa | - _ 0fa
—— -V fa Vofa=|— . 2.35
5 TV Via+d V,f (&)wll (2.35)

Usando a operador derivada total do tempo, pode-se reescrever esta equacao na

Dfo _ (8/a
Dt Bl (E)coll‘ (2'36>

A equagao (2.36) ¢é incompleta, pois a forma precisa do termo de colisdo nao é

forma compacta,

conhecida, ou seja, precisa-se utilizar alguns métodos conhecidos para se analisar e
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estudar o termo de colisao. Uma expressao para o termo de colisao muito simples
apresentada brevemente no capitulo 5 do livro do Bittencourt [2] é o modelo de Krook
ou também conhecido como modelo de relaxacao. Expressoes mais elaboradas, tal
como a integral de colisao de Boltzmann e o termo de colisao de Fokker-Planck,
sao apresentadas também no livro do Bittencourt. Lembrando que cada diferente
tratamento do termo de colisao vai de acordo com o tipo de particula e interacao que
estao sendo levadas em consideracao.

O objetivo nao é demonstrar os métodos, pois sao processos que demandam tempo
e nao sao o enfoque do trabalho. Para isso, sao apresentadas algumas referéncias com
o objetivo de encaminhar o leitor para um estudo mais aprofundado sobre os termos

de colisao.

2.7 Equacao de Vlasov

Uma maneira aproximada e muito 1til pra descrever a dinamica do plasma é
considerar que os movimentos das particulas do plasma sao governados pelos campos
externos aplicados mais os campos internos médios macroscopicos, suavizados no
espago e tempo, devido a presenca e movimento de todas as particulas do plasma. O
problema de obter os campos eletromagnéticos internos macroscépicos (suavizados),
no entanto, ainda é complexo e requer que seja obtida uma solucao autoconsistente.

A equacao de Vlasov é uma equacao diferencial parcial que descreve a evolucao
temporal da funcao de distribuicao no espaco de fase e que incorpora diretamente
os campos eletromagnéticos internos macroscépicos suavizados. Foi proposta inicial-
mente para a descricao de plasma por Anatoly Vlasov® em 1938. Pode ser obtida da
equagao de Boltzamann (2.35) com o termo de colis@o igual a zero, mas incluindo o
campo interno suavizado no termo de forca,

Ofa 1 1= -, o

——= 40 Vot — |Fert + @u(E; + U X B;)| -V, fo = 0. (2.37)

ot Me
Aqui Fo representa a forca externa, incluindo a forga de Lorentz associada com
qualquer campo elétrico e magnético aplicado externamente, e E; e B; sao campos
elétricos e magnéticos suavizados internos devido a presenca e movimento de todas as
particulas carregadas no interior do plasma. Para que os campos eletromagnéticos

macroscopicos internos F; e B; sejam consistentes com as densidades de carga e

3 Anatoly Alexandrovich Vlasov (Balashov, Império Russo, 20 de agosto de 1908 — Moscou, 22
de dezembro de 1975) foi um fisico tedrico russo que atuou nos campos da mecanica estatistica,
cinética e em especial fisica de plasmas.
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de corrente macroscopicas existentes no préprio plasma, eles devem satisfazer as

equagoes de Maxwell,

vV.E =2, (2.38)
€0
V-B; =0, (2.39)
4 0B,
B =—-— 24
V x E; 5 (2.40)
- OE;
B, = 2.41

com a densidade da carga p e a densidade de corrente do plasma J dadas pelas

expressoes,

) =3 gunalt) = 3 /fa(F,U, 0 d*, (2.42)
annar t) ua (7, t) an/vfafﬁ t) d*v, (2.43)

com os somatérios sendo sobre as diferentes espécies de particulas carregadas no
plasma. Aqui (7, t) indica a velocidade média macroscopica para as particulas do
tipo a, dadas em (2.8).

As equagodes (2.37) a (2.43) constituem um conjunto completo de equagoes auto-
consistentes a serem resolvidas simultaneamente. Por exemplo, em um procedimento
interativo, assumindo valores aproximados iniciais para E;(7,t) e B;(7,t), a equacao
(2.37) pode ser resolvida para encontrar f, (7, ¥,t) para as vérias espécies diferentes.
Substituindo as fungdes de distribui¢ao nas equagoes (2.42) e (2.43) calcula-se os va-
lores para a carga e a densidade de corrente no plasma, que podem ser substituidos
nas equacoes de Maxwell e resolvidos para os campo E; e B;. Esses valores sao entao
substituidos na equacao de Vlasov e assim por diante, repetidas vezes, a fim de obter
uma solucao autoconsistente para a funcao de distribuicao.

Embora a equagao de Vlasov nao inclua explicitamente um termo de colisao no
seu lado direito e, portanto, nao leve em consideracao colisoes de curta distancia,
ela nao é tao restritiva quanto parece, pois uma parte significativa dos efeitos das
interagoes das particulas ja foi incluido na forca de Lorentz, através dos campos
eletromagnéticos suavizados internos.

Compreende-se neste capitulo os conceitos por tras da teoria cinética do plasma,
espago de fase, funcao de distribuicao, densidade numerica e velocidade média.

Abrindo caminho para apresentacao da equacao de Boltzmann, sua construcao e a im-
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portancia para aplicacoes futuras no estudo do plasma, finalizando com a equagao de
Vlasov. No proximo capitulo, serao introduzidos os efeitos relativistivos na equacao
de Boltzmann, realizando a construcao inicial para um caso classico, onde nao sao
considerados os efeitos quanticos. Em seguida, realiza-se os calculos para um caso
quasi-classico, onde considera-se um gas degenerado no qual as particulas obedecem

a estatistica quantica.
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Capitulo 3

Equacao Relativistica de

Boltzmann

Neste capitulo realiza-se a construgao da teoria com base no livro The Relati-
vistic Boltzmann Equation Theory and Applications [3]. O processo de construcao
¢é baseado na demonstragao e comprovacao da invariancia de escala dos termos e
propriedades relativisticas, com o objetivo de comprovar a invariancia escalar da
equacao de Boltzmann relativistica. O passo inicial é realizar a construcao da teo-
ria para o caso do gas nao degenerado, onde nao se leva em consideragao os efeitos
quanticos. Finaliza-se com um gas degenerado, onde apresenta-se a derivacao da
equacao relativistica de Uehling-Uhlenbeck, que é uma equacao quase-classica, onde

os efeitos quanticos sao incorporados no termo de colisao da equacao de Boltzmann.

3.1 (Gas nao Degenerado

A proposta do capitulo é introduzir os conceitos basicos da teoria cinética rela-
tivistica e a equacao de Boltzmann relativistica, que governa a evolucao temporal da
funcao de distribuicao.

Nesta secao, considera-se um gés tnico relativistico nao degenerado, isto é, um
gas onde os efeitos quanticos nao sao levados em consideragao.

Uma particula de gas de massa de repouso m é caracterizada pelas coordenadas
espago-tempo (z) = (ct, #) e pelo momento quadrivetorial (p®) = (p°, p'). Devido a

restricao de que o comprimento do vetor quadrimomento é mc, p° é dado em termos
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de p’ pela relagao,

« 2.2
Pap  =m ¢

(p(h _ﬁ) (povﬁ) = mQCQ
(]00)2 — |7 |2 = m?c?, (3.1)

resultando em,
P’ = I|p |2+ m2c2. (3.2)

A funcao de distribuicao de uma particula, definida em termos do espaco-tempo

e das coordenadas do momento f(z,p®) = f(Z,p,t), é descrita por,
f(&, 0, )dBxd®p = f(Z, 7, t)dx" do? da® dp* dp? dp®. (3.3)

A relacao acima fornece, no momento t, o nimero de particulas no elemento de
volume d3z sobre Z e com momento dp sobre .

O ntimero de particulas em um elemento de volume é um invariante escalar!' pois
todos os observadores deverao contar o mesmo numero de particulas, independente
da escolha de referencial. Para examinar a invariancia do elemento de volume d®z d®p,

utiliza-se a propriedade de invariancia de elementos de volume,

dA™ dA” A% dAY dA%dA3
Ay T A,

(3.4)

A relagao (3.4) é demonstrada passo a passo no livro do Carlo Cercignani [3].
Voltando para a anélise do elemento de volume d*z d®p, utilizando a propriedade

(3.4), tem-se que,

d3 / d3
PP (3.5)
Po Po

6 um invariante escalar. Escolhendo o referencial de repouso, onde '/ = 0. Nesse

caso d*z’ é o préprio elemento de volume, e da relacao de volume préprio obtém-se,

1
Pr=/1—v2/d* = = d®2. (3.6)
/‘y
Por outro lado, da transformagao de componentes do quadrimomento,

() - (B5) - 6o

LA invaridncia de escala é uma caracteristica de objetos ou leis que ndo mudam se as escalas de
comprimento, energia ou outras variaveis sao multiplicadas por um fator comum.
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que no referencial de repouso (v = 0),

1
/
Po = —Po, (38)
Oy

desde que p° = po. Agora, realizando o produto,
3,. 13 Lo 00 s, 3,033 1
dc’rd’p = —d’v'—d°p' = &°2'd°p’, (3.9)
v D

conclui-se que d*z d®p é um invariante escalar, desde que o nimero de particulas
no elemento de volume d*z d®p é um invariante escalar e também que a funcao de
distribuigao de uma particula f(Z,p’,t) é um invariante escalar.

Definindo o elemento de volume em um instante ¢ por,
du(t) = d*x d°p. (3.10)
O nimero de particulas nesse elemento de volume é,
N(t) = f(7,7,1) dp(t). (3.11)

Além disso, o nimero de particulas em um elemento de volume du(t + At) em um

tempo t + At é descrito por,
N(t+ At) = f(Z+ AZ,p + Ap,t + At) du(t + At). (3.12)

As colisoes entre as particulas implicam que N () nao é igual a N (t+At) e a diferenga

no numero de particulas devido as colisoes ¢é descrita pela relagao,

AN = N(t + At) — N(t)
= f(F+ AT, F + AP, t+ A dult + At) — (7,5, 1) du(t), (3.13)

onde a variagao na posicao e no momento sao definidos por,
AZ=0TAt e Ap=FAL (3.14)

F (7,7, t) representa a forga externa que atua sobre as particulas e v = cp/p° é a
velocidade da particula com momento p'.

A relacao entre du(t + At) e du(t) é descrita por,

du(t + At) = | J|dpu(t), (3.15)
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com J sendo o Jacobiano da transformacao,

O (' (t + At), 2?(t + At),- -+, p(t + At))
0 (x!(t), 2*(t),- -, (1)) '

Considerando-se apenas termos lineares em At, obtém-se que o Jacobiano se reduz

J=

(3.16)

para,
OF"
op’

Agora, expandindo o termo f(Z + AZ,p + Ap,t + At) em série de Taylor sobre

J = (At)?). (3.17)

o ponto (¥, 7, t) e considerando apenas termos lineares em At,

B of . .
F@+ AL P + A, t+ At) ~ F(Z,7,6) + a{AtJrafA —l—a;.Ap’. (3.18)

Combinando a equacao (3.13) com a (3.18) e obtendo a alteragao total do nimero

de particulas por unidade de tempo,

N(t+ At) — <f+afAt+ng +a—pri> < gF ) w(t) — fdu(t)
_(9f f A f OF"
AN_(&tAt+8$Z alAp)d (t)—l—( ap ---)du(t)
AN [of f of OF"
T (5 g g 0
af . of 8fF1
= [at St 1@(1&). (3.19)

AN é um invariante escalar, bem como o tempo préoprio AT = At/~. Consequente-

mente,

AN AN OfF!
= f + v i0f + / — | du(t), (3.20)
A T AT ot (91:1 op’
é também um invariante escalar. Mostra-se em (3.9) que du = d® d*p é um invariante
escalar e, como consequéncia, a expressao multiplicada por (3.20) devera ter a mesma
propriedade. Para comprovar a invariancia, primeiro considera-se o termo,
[5+ae] -

ot v oxt

S R =N TR

ot pY Ox’ P ore = mP fre

usando que v* = ¢p’/p® e v = p°/mc. Devido ao fato de que f é um invariante escalar,
J0f/0z* é um quadrivetor e o produto escalar p*df/0x®* é um invariante escalar.
Precisa-se apenas provar que o termo y9fF?/dp’ possui a mesma propriedade. Para

provar que o termo é um escalar invariante, considera-se a forca de Minkowski (Veja
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a segao 1.4.2 do livro do Carlo Cercignani [3]) definida como,

K“:( ( ma - ¥ m[(i—i—\?x(\?xﬁ)/CQ])

1 —v2/c?)?’ (1 —v2/c?)?
F.¥ F
= A ), (3.22)
c(l—=v%/c2)2 (1 —v2/c?)2
que satisfaz a relacao,
Ko =K— K -p=0, (3.23)
e a relacao,
P2 (3.24)
Y p

onde m é a massa de repouso. Considerando p° como uma varidvel independente e

utilizando a regra da cadeia,

0 3p0 0 0 D 0
N r 2
o op o ap p (3.25)

N
090 I’

pode-se escrever a seguinte expressao,

OfF 70 (fK o (K
_ = L S A N 2
7 op* e [po op° ( p° > * op (po )] (3.26)

Como p® e p sao tratadas como varidveis independentes, a equacao abaixo se reduz

OfF" 1 0 (fK-p 10 .
Top M [po 0p°< P° >+p°323 <fK>]'

Usando a relagao (3.23),

para,

OfF" OfK° 0 -
f‘ :vmc[ é‘po +a_ﬁ.(ff()]

Top T
OfK* O0fK“
_ ymedfRE_ OFKR (3.27)
pO 8poc apoc
comprova-se que o termo é um invariante escalar.
De acordo com (3.21) e (3.23), partindo da equagao (3.19), obtém-se que,
AN ¢ of IfK*
— = — "= du(t 3.28
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que descreve a diferenca do nimero de particulas por unidade de tempo. Para
determinar AN/At, decompbe-se em dois termos,
AN (AN)"  (AN)~

At At At (3.29)

onde (AN)~ /At corresponde as particulas que deixam o elemento de volume d3x d>p,
e (AN)*/At corresponde as particulas que entram no mesmo elemento de volume.

Além disso, assume-se o seguinte:

I - Somente colisoes entre pares de particulas sao levadas em consideracao, ou seja,
apenas colisoes binarias sao consideradas. Isso é razoavel se o gas considerado
estiver diluido, ou seja, se o volume ocupado pelas moléculas ¢ muito menor

que o volume do gas;

IT- Seyp ep, indicam o momento de duas particulas antes da colisao, elas nao estao
correlacionadas. Isso serd aplicado ao momento p da particula que estamos
seguindo, e P, do seu parceiro de colisdo, bem como os dois momentos p’ e
—/ / ’ .~ ’
ps possuidos pelas duas particulas antes de uma colisao que as transformara
em particulas com momento p e p, apds a colisao. Essa hipdtese é a chamada

suposi¢ao do caos molecular;

IIT - A funcao de distribui¢ao de uma particula f(Z,p’,t) ndo varia muito ao longo
de um intervalo de tempo maior que a duracao de uma colisao mas menor que
o tempo entre as colisoes. O mesmo se aplica a variacao de f a uma distancia

da ordem do intervalo de interacao.

’

p o

7

P P
Figura 3.1: Representacao de uma colisao binaria.

Considera-se a colisao de dois feixes de particulas com velocidades Vv = cp/p° e
Ve = P /pg. As densidades numéricas desses dois feixes em seus referenciais sao

definidas por dn e dn,. O d na frente do n e n, indica que as densidades numéricas
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sao infinitesimais porque elas se referem aos elementos de volume d*p e d®p, do espaco
dos momentos (dn = fd®p e dn, = f.d*p,). Primeiro considera-se o referencial onde
as particulas sem rétulo? estao em repouso, ou seja, v = 0. O ndmero total dessas
particulas sobre ¥ é dnd3z. O ntimero total de particulas que irao colidir com as
primeiras e estao em um elemento de volume dV, serd dn, dV, = dn.dV/+/1 — vfel /2,
onde v, é a velocidade relativa e dV/1/1 —v?,/c? é o volume préprio.

As particulas com densidade dn, no elemento de volume dV sao diferentemente
dispersas pelos seus parceiros na colisao através de diferentes angulos. Cada colisao
ocorrerda em um plano com algum angulo de dispersao ©; outro angulo é necessario
para destacar o plano (que deve conter a velocidade relativa) e duas vizinhangas
infinitesimais dos dois angulos juntos para destacar um elemento de angulo sélido df2.
O elemento de volume dV pode ser reescrito em termos do chamado cilindro de colisao
de base odf2 e comprimento v, At, representado pela figura 3.2. At é identificado
como o diferencial do tempo préprio, por conta da escolha do referencial. O fator
o possui claramente dimensoes de area e é chamado secao transversal diferencial do
processo de espalhamento correspondente a velocidade relativa e ao angulo ©. Em
outro sistema de referéncia onde @ # 0, d*zAt, o, dS) e v, sdo invariantes escalares.

O numero total de colisoes sera representado pelo produto dos niimeros de particulas

correspondentes as velocidades v e V,,

v~ andbe—

V 1— U?el/CQ V 1- U?’el/c2

onde reescreve-se o elemento de volume dV em termos do cilindro de colisao como

dn dx (0dQu,q At), (3.30)

discutido acima.

<~ Vo At —
Figura 3.2: Representacao do cilindro de colisao.

Considerando o produto entre as densidades numéricas das particulas em um

2Definimos «, = particulas com rétulo e o = particulas sem rétulo.
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sistema onde Vv # 0,

dn., V1—v2/c2\/1 —v2/c?

dn dn, B dn
VI—uh /@ J1=3f@T=]E T )3
—v2/c2\/1 —v2/c?

1
= f(Z, 7, )Epf(Z,pi, t)d® *\/

a m2c? 0 __ 0 _
Usando papg = i P = me e pl =y,
_Urel/c

dn dn, N P 3 DaDy
= (@, 0, )dpf (L, pa, )d"p—5 -

VI—3 /e PP

A densidade numérica das particulas acima foi escrita em termos das fungoes de

(3.31)

distribuicao,
dn. -
S L f(Z pr, t)dp.. (3.32)

odQd3x At =

f<f7ﬁ7 t)d3pf('fu _:ku t)dSp*Urel popo

*

[(@, 0, 6)Ppf(Z, pi, t)dPp.gpod Qd3xAt, (3.33)

aqui se introduz a velocidade relativa de Moller, onde gy = vy ’;%ﬁo
Agora, o niimero total de particulas que deixam o elemento de volume d®z d3p é

obtido de (3.1) por integracao sobre todo momento p, e sobre todo angulo sélido df2,
(AN)~ — / F@ 5O FE P t) oo dUPp Pedp A, (3.34)
Q Jp.

chamado de termo de perda, onde se tem perda de particulas p, em d*z d*p.
Considera-se uma colisao entre dois feixes de particulas com velocidades v . =

cp', /PP e v/ = cp/ /p°. Com isso, escreve-se o ntimero total de particulas que entram

no elemento de volume d3z’ dp’ como,

(AN)" = / / F@ 0 ) f(Z 9., 1) gy o’ dY d°pl d*x’ d*p' A, (3.35)
" Jpl

o qual é chamado de termo de ganho, uma vez que descreve o ganho de particulas
em um elemento de volume d3x’ d3p’.

Algumas vezes essa equacao é escrita com um fator 1/2 antes da integral. Isso
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esta claramente relacionado a definigao de segao transversal. O fato é que se tra-
balha com particulas idénticas. Enquanto na mecanica classica particulas idénticas
podem ser consideradas distinguiveis (porque pode-se seguir sua trajetéria de ma-
neira continua), esse ndo é o caso da mecanica quantica. Assim, comegando com
dois estados para as particulas em colisao, encontra-se para cada par de estados fi-
nais um numero que é o dobro do que se espera de uma analogia com um calculo
nao quantico. Isso se deve ao fato de que calcula-se dois processos de espalhamento
que conduzem as particulas dos estados (p', p,) para os estados (p, p«) e dos estados
(p', p,) para os estados (p.,p), respectivamente, como o mesmo processo, devido a
indistinguibilidade das particulas envolvidas. A definicao de secao transversal em
mecanica quantica leva a um resultado que é o dobro do resultado esperado de uma
analogia com a mecanica classica. Portanto, usando a secao quantica, deve-se dividir
por dois o resultado do termo de perda obtido acima. Lida-se principalmente com
efeitos nao quanticos e escreve-se os termos de colisao sem o fator 1/2. Observa-se
que, ao considerar uma mistura, trata-se de colisoes de particulas distinguiveis. Li-
vros que utilizam o fator 1/2 diante dos termos de colisao, tratam de particulas de
mesma espécie, enquanto que esse fator esta ausente nos termos de colisao referentes

a particulas de diferentes espécies.
- Secao de choque quantica = Indistinguivel.
- Secao de choque classica = Distinguivel.

Para particulas relativisticas, tem-se que g, # g;, No entanto, o teorema de
Liouwille afirma que, se seguir a evolugao de um elemento de volume no espago de

fase, seu volume nao mudard ao longo do tempo. Aqui,
gy At o dQd®p, d*x d*p = g At' o dY qp. B Py (3.36)
Desde que d®z At = d3z’ At é um invariante, obtém-se da relacao (3.36),
/di) od dp, d3p = /Q, gy o' dS2 d*p, d®p’. (3.37)

Agora, partindo da relagao (3.28) junto com (3.29), (3.34), (3.35) e (3.37), tem-se

que,

¢ [.0f  OFK*] 5 5 (AN)* - (AN)-
e [p 8xa+m GpQ}dxdp_ Y
= /(fif' — fuf) 9o 0 dQAEp, I’x P, (3.38)
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onde sao introduzidas as abreviacoes,

L= @0, = @), fo= f@pst), f= [T 5,1). (3.39)

Indicando F' como o fluxo invariante,

F=""y, (3.40)
c
a equagao (3.1) se reduz para,
of  OfKe . dp.
“ = — fof) FodQ——, 41
Pt = [ = R Foat (341)

que é a forma final da equacao de Boltzmann relativistica para um gas tnico rela-
tivistico ndo degenerado. Em (3.41) foi definido um tnico simbolo para as integrais
sobre € e p,.

Outra expressao para equagao de Boltzmann (3.41) é obtida pela combinacao de
(3.19), (3.28) e (3.1), resultando na equagao,

0 0 OfF"
Of | Of  OfF _

ot x| 9p —/(fif’—f*f)g¢0d9d3p*. (3.42)

A equacao acima tem a mesma expressao que a equacao de Boltzmann classica.
Nesta secao foi realizada a construcao da equacao de Boltzmann relativistica
para o caso de um gas nao degenerado, onde os efeitos quanticos nao sao levados
em consideragao. Na proxima segao estuda-se o caso de um gas degenerado, onde
sao introduzidos os efeitos quanticos na teoria e realiza-se alguns ajustes na funcao
de distribuicao com o intuito de construir a equacao de Boltzmann relativistica para

um gas tunico degenerado.

3.2 (Gas Degenerado

Aqui, o interesse é apenas na derivacao da equacao relativistica de Uehling-
Uhlenbeck, que é uma equagao de Boltzmann quase-classica [4], a qual incorpora as
modificagoes no termo de colisao da equacao de Boltzmann desde que as particulas
obedecam a estatistica quantica. As modificagoes apresentadas neste trabalho sao
para o caso quase-classico. Para uma descricao completa da mecanica quantica ba-
seada nas fungoes de distribuicao de Wigner é referenciado o livro do de Groot van
Leeuwen e van Weert [5].

Nota-se que de acordo com a relagdo (3.9) o elemento de volume no espago de
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fase é um invariante escalar. Quando leva-se em consideracao os efeitos quanticos
em uma descricao semiclassica, frequentemente se divide o elemento de volume por

h3, onde h = 6.626 x 1073* Js é a constante de Planck. Com isso,

Brddp B A3y
o B

(3.43)

que também é um invariante escalar. Aqui d®z d*p/h® pode ser interpretado como o
ntimero de estados disponiveis em um elemento de volume d*z d®p. Para particulas
com spin s, existem mais estados. Correspondendo aos valores que a componente
de rotacao em um determinado eixo pode assumir, é preciso introduzir o fator de

degenerescéncia® g,. Feito isso, reescreve-se o nimero de estados disponiveis como,

A3 d3 2s +1 ara m =# 0,
gs%, onde gs = P 7 (3.44)
2s

para m = 0,
onde m é a massa de repouso da particula.

De acordo com a mecanica quantica, um sistema de particulas indénticas é des-
crito por dois tipos de particulas, os bdsons e os férmions. Os Bdsons possuem spin
inteiro, obedecem & estatistica de Bose-Einstein? e inclui os mésons (pfons e kdons),
fotons, glions e nicleos de nimero de massa par como o Hélio-4. Férmions possuem
spin semi-inteiro, obedecem & estatistica de Fermi-Dirac® e inclui os 1éptons (elétrons
e muons), barions (néutrons, prétons e particulas lambda) e nicleos de nimero de
massa impar como o Hélio-3.

De outro ponto de vista, a principal diferenca entre bosons e férmions diz respeito
ao numero de ocupacgao de um estado. Qualquer ntimero de bdsons pode ocupar o
mesmo estado, enquanto férmions obedecem ao principio de exclusao de Pauli, o qual
diz que no méaximo uma particula pode ocupar cada estado.

Realiza-se agora as modificacoes que devem ser introduzidas no termo de colisao
da equagao de Boltzmann com o objetivo de incorporar a estatistica de bdsons e
férmions. Primeiro nota-se que devido ao fato de que férmions obedecem ao principio

de exclusao de Pauli, pode-se concluir que o espaco de fase esta completamente ocu-

3Um nivel degenerado de energia ou sua degenerescéncia é o fator de que vérios estados quanticos
distintos encontrarem-se ao mesmo nivel de energia, ou em outras palavras, um nivel de energia é
dito ser degenerado se ele contém dois ou mais estados diferentes.

4A estatistica de Bose-Einstein determina a distribuicio estatistica de bésons idénticos indis-
tinguiveis sobre os estados de energia em equilibrio térmico.

5 A estatistica de Fermi-Dirac é uma estatistica quantica que rege as particulas idénticas e indis-
tinguiveis de spin semi-inteiro, os férmions.
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pado se o ntimero de particulas em d®z d3p é igual ao ntimero de estados disponiveis,

A3z d? s
fdPxd®p = gs%, isto é, f= % (3.45)
Como consequéncia,
fn
1- , (3.46)
gs

fornece o nimero de estados vagos no espago de fase. Se o nimero de particulas
que entram no elemento de volume d*z d3p no espaco de fase como consequéncia das
colisoes é proporcional a [ f!, deve-se multiplicar esse termo pelo nimero de estados
vagos que é proporcional a (1 — fh3/gs)(1 — f.h3/gs). Nesse sentindo, é preciso

realizar a seguinte substitui¢ao no termo de colisao da equagao de Boltzmann,

= ffl (1 — fh3> (1 - f;hS) . (3.47)

Baseando-se na mesma razao, para as particulas que deixam o elemento de volume

d3x d®p no espaco de fase, é preciso substituir por,

'h 'h
ffe— ff (1—fg 3) ( —%). (3.48)

Para bdsons, o fator (1 — fh3/gs) deve ser substituido por (1 + fh3/gs) para in-
cluir a atracdo aparente entre as particulas (devido a estatistica das particulas in-
distinguiveis sem restri¢goes de estados de ocupagao). Agora, pode-se determinar
da equagao de Boltzmann (3.41) e das conclusdes acima, a equagao relativistica de
Uehling-Uhlenbeck,

o Of OfK~
b oz tm ope
/lf’fl (1+5fh3) (1+5f*h3> — fuf (1+5f/h3) <1+5@)} X
Js Js Js Js
X (Fadrzd;f*) , (3.49)

onde ¢ ¢ definido como,

+1 para estatistica de Bose-Einstein,
€ =4 —1 para estatistica de Fermi-Dirac, e

0 para estatistica de Maxwell-Boltzmann®.
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Frequentemente fh3/g, é substituido por f; entdao f torna-se a probabilidade (que
um estado estd ocupado) em vez de uma densidade de probabilidade no espago de
fase.

No capitulo seguinte é realizado o estudo do espalhamento elétron-pésitron, co-
nhecido como processo de aniquilagao de pares, e a construcao do termo de colisao

da equacao de Boltzmann para esse tipo de processo.

6A estatistica Maxwell-Boltzmann descreve a distribuicio estatistica de particulas em varios
estados de energia em equilibrio térmico, quando a temperatura é alta o suficiente e a densidade é
baixa suficiente para tornar os efeitos quanticos negligenciaveis.
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Capitulo 4

Espalhamento Elétron-Pésitron e a

Dinamica de Boltzmann

O objetivo deste capitulo é introduzir o formalismo da matriz de transicao rela-
tivistica, que tem grande importancia para o estudo dos processos de espalhamento;
a solucao da equacgao de Dirac e os espinores, e as regras de Feynman para ele-
trodinamica quantica, as quais sao utilizadas para a determinagao das matrizes de
espalhamento para diferentes processos. Em seguida apresenta-se uma manipulagao
na integral de colisao da equacgao de Boltzmann para um processo de aniquilacao de
pares, considerando a estatistica das particulas constituintes para as fungoes de dis-
tribuicao e a matriz de espalhamento para o processo de aniquilagao de pares. Para
analisar o comportamento da dinamica de Boltzmann, realiza-se um pequeno desvio
do equilibrio para fungao de distribuicao e determina-se a equagao de transporte de

Boltzmann para processos de espalhamento.

4.1 A Matriz de Transicao de Primeira Ordem

A fisica de particulas sempre foi estudada sob o ambito das colisoes, principal-
mente relacionada as taxas de decaimento e secoes transversais de espalhamentos,
que na mecanica quantica, correspondem a transicoes entre estados. Na mecanica
quantica nao relativistica, calculam-se as taxas de transicao partindo da regra de

o—iEnt/h

Fermi. Seja uma solucao da equacao de Schroedinger W, (7, t) = 1, (77) , Nor-

malizada,
HOW,(7,1) = BV, (7, t),

sendo H©® o Hamiltoniano nao perturbado do sistema e FE,, estados ou autovalores

de energia do sistema em questao. Inicialmente, é realizada uma perturbacao do
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sistema com o Hamiltoniano H , de modo que a equacao tome a forma,

e que a nova solucao da funcao de onda possa ser expressa em termos dos autoestados

nao perturbados,
=" ca(tyn(F)e N, (4.2)
ou, no formalismo vetorial,

= 2 eld) ) e, (43)

de modo que os coeficientes ¢, (t) descrevem a transigdo de estados em mecanica
quantica [6, 7]. Substituindo (4.2) em (4.1),

Zh— ch wn 7—,») zEnt/h] _ [H(O) + H {Zlhcn wn 1Ent/h}7

d )
“}LE dt ¢n 7:» —iEnt/h + Cn(t)wn(f)) dte—zEnt/h] _
_ H(O) E Cn( )¢n(F) —zEnt/fL l;[(l) § )e—zEnt/h

n

th[dcn< )¢n(F) —iEnt/h + (—iEn/ﬁ)Cn(t)¢n(F)6_iE"t/h’] _
= Z\If )+ A ch Yooy (F Yt/

mZ[dC””wn(m TE 4 B (8)gn (P e N =
- ZH t)+H" ch Yu (7 )e T,
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den( e i
hZ I o R WA e
= Y HOw, (7 t)+ HY Zc Vi () e~ Ent/ I

hz an ¢n 77 —iEnt/h + ZEn\Iln(F Zf) =

- Z HOw, ( + O Z cn Ye~iBnt/h,

n

de modo que o segundo termo do lado esquerdo se cancela com o primeiro do lado

direito, resultando,

ﬁch” R A S CI E S )

Supondo uma condigao inicial em ¢ = 0, e que ¢,(0) = d;,,, obtém-se,
= > (0 (i) En O,

- Z Busthn (7 )e B0,

= ) Suitha(i),

_ (). (4.5)

U(7,t)

t=0

Agora, para t > 0, considerando também a normalizagao c(t) = d,;,
V) = 3 ety (F)e
S G,

= (7)e MM (4.6)
que se justifica pelo fato da perturbagao. Desta forma, a equagao (4.4) fica,

hz dcn —zEnt/h ~ g )¢i(F)6_iEit/h. (4-7>
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Para isolar a derivada do coeficiente, pode-se tomar o produto interno pelo lado

esquerdo,

ih/ dV@@;(F)Zan( )q/;n(F) —iBnt/h  _ /Vde}(F)F[(l)wi(F)e_iEit/h,

dn = >\ ,—iEnt/h =\ 7 >\, —iE;t
hz ‘ /V AV (T Yy (F et/ = /V AV () H W gy (7 )e B/,

. ant —q ) —\ 17 - —iE; 2
zhz dt()(ane Ent/h /VdV@Z)}(T)H(I)@Di(r)e Eit/h

Zhdcglt() —iBgt/h _ /dV@/}}(F)I{I(I)M(F)S_m"t/h,
v

des(t) - —iEt/h iEst/h
= =i [ v,
onde tem-se que,
deg(t ‘ . .
2= [ e e, (18)

No formalismo de braket, a integral acima pode ser escrita como,

(] FHO ) = / AV ) O, (7). (4.9)

Esta quantidade refere-se a matriz de transi¢ao de fase do estado inicial |¢;) para o
estado final |¢f),

= (| HY yy) (4.10)

que sao quantidades complexas escalares. Com isso, a equagao diferencial fica,

:__gf (B~ Ei)t/h, (4.11)

Pode-se encontrar a solucao para um tempo t = T' no estado quantico final,

. T
(1) =e0) = = [ ez etemrm,
. T
cr(T) = cf(O)—;—i%ci/ dt " Fr=Eot/h, (4.12)
0
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Tomando o coeficiente ¢;(0) = 0,
i ro
ci(T) = _ﬁyf’/ dt e\ Er=Et/h (4.13)
0

A probabilidade para a transicao de fase entre o estado inicial e o final é o mdédulo

quadratico do coeficiente, dado por cjcy, onde,
Pri = c(T)es(T),

i r VAR r
— __jfz/ dt ei(Ef—Ei)t/h __jfz/ dt ei(Ef—Ei)t/fL
h " Jo h""Jo ’

1 T T
= |7l / / ddi ¢ Er—Et/h—i( BBt [
h? o Jo

A taxa de transicao de fase pode ser escrita como sendo a razao entre a probabilidade

pelo tempo total,

Pfi

_ 1|=7fz|2/ / dtdt ¢! Br—Eit/h ~i(E;=E)t [h

Para resolver esta integral, modifica-se os limites de integracao. Como se tem um
sistema oscilatério de fungoes de onda, é possivel realizar as seguintes redefinicoes,
t—t+T/2et —t' +T/2. Assim,

1 |(7 |2 T/2 ,T/2 ' ' /
dly; = / dtdt’ e Br=Et/he=i(Ey=E)t'/h (4.14)
—T/2J-T/2
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Definindo a = (Ey — E;)/h e resolvendo as integrais,

T/2 ' /2
/ dt e Er=Et/h - — / dt [cos(at) + isin(at)],

s 2
/2 72

_ /_ e eostan) £ /_ e sinfa),

_ ém(m)ff /2—%@5(@)‘”; R

= [sin(aT/2)  sin(a(~T/2))] - i [cos(aT/2) ~ cos(a(~T/2))],

= [sin(aT/2) + sin(a(T/2))] ~ i~[cos(aT/2) — cos(a(T/2)),

_ é[Qsin(aT/?)]—ié[O],

= [sin(aT/2) + sin(a(T/2))] ~ i~[cos(aT/2) — cos(a(T/2)),

_ é[zsm(aT/z)H—%.o,

- e | P (4.15)
Assim,

dly; = %?’2 & - ;i)2/4h23m2 {(Ef ghE")T} . (4.16)

Graficamente, é possivel expressar a relagao (4.16) pela figura 4.1, em um tempo de

um segundo,

) 1 J \/\‘ L
-40 =30 -20 -10 1] 10 20 30 4

-50 0 50

(E;-EMD"S eV
Figura 4.1: Transicao de fase em T = 1s de tempo para amplitude.

A solugao expressada na figura 4.1 é mostrada para T = 1 s, a partir da qual
pode ser visto que a taxa de transicao é apenas significativa para estados finais onde

E; ~ E;, e essa energia ¢ conservada dentro dos limites da relacao de incerteza
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energia-tempo AFE.At ~ h.
A taxa de transicao dI'y; pode ser escrita tomando o limite para todo o tempo

possivel,

|g |2 T/2 T/2 ' '

dly; = lim — fz dtdt'e" PPt he =i BB h - (417)

fi T h2 . .
o0 -T/2J-T/2

Definindo uma das integrais como funcao de Dirac, onde a explicacao para definicao
vem do resultado da integral (4.15) quando se aplica o limite para T" — oo, com
cosT — 2w,

T/2

lim dt'e " Er—E/h — on5(Er — B, (4.18)
T—oo —T/2

e substituindo em (4.17), obtém-se,

1| Tp* (T W(Bp—Ey)t/h
dl'y; = lim ——-— dte" "I EN 2o (B — E;). (4.19)

T—00 h2 T —T/2
Estatisticamente, pode-se considerar o ntimero de estados finais entre E r—
E¢+dEy, dado por dn(E), de modo que é possivel inserir um novo termo f )dEf,

dE;
integrando a taxa de transi¢ao e omitindo a dependéncia funcional de n, forncendo,

Ffi = /deZdTL,

= /drﬁdcjE dE;,

/ dE 1 ‘jf’i|2 /T/2 dt 7«(Ef_E)t/h2 (S(E E)
= | == e Fs=Etors(By — Ey),
dE; A T2 !

dn 1|\ Tul> (72, '
= li dte' Er=Edt/hors(E,. — E)dE
dE; 150 12 T /—m ¢ mo(Ey = Ei)dEy,

T/2
= 2 == — i(Ef—Ei)t/h _ E.
w7 [ g dm g e 8(Ey — By (4.20)

Pensando no fato de que a funcao delta deve definir £y = E; nas funcoes, pode-se

escrever a exponencial nesses termos, o que fornece e!®sr=Fd)t = 1 para qualquer

valor de t. Portanto, as integrais sao escritas separadas, lembrando que n é uma
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funcao da energia,

1 T/2
Ffi = |¢7ﬂ|2/ dn 5( )dEf lim ?/ dt,

- |%ﬁ/“&@—@&gg%mw—vwm

_ |%ﬁ/“&@—mwgm%mm+JML

dn
= T [ g - Byagy,
2m 2 n(E)
= —| I : 4.21
Escrevendo a densidade de estados como,
dn(E)
p(E) = — E; In (4.22)
chega-se a relagao de Fermi, a taxa de transicoes de fase
2m 9
Ly = 5|5l p(E), (4.23)

onde, para primeira ordem, J5; = (¢ HD |1;). Na derivacao acima, foi assumido
que ¢x;(t) ~ 0. Uma aproximagdo pode ser obtida tomando novamente ¢;(t) ~ 1 e
substituindo a expressao cyz;(t) de (4.7) em (4.13), que ap6s levar o produto interno

com um estado final especifico 1¢(7") fornece,

L i ] B gy P
(=02 S (] A [y BB /<¢f|H ) BN Gy (4.94)
k#i

Como a perturbagao nao esta presente em t = 0, e para t > 0 é constante, a integral

na equagao anterior pode ser escrita como,

(Eka')t

EE) (4.25)

t
/wmwme”%w<WHWw
0

Portanto, a aproximagao aprimorada para a evolucao dos coeficientes c¢;(t) é dada
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port,

dey . : (W HY |vhi) (el HD [90) \ i,y
E-—z(@f”{w»—i—; B B, et .

A comparagao com (4.10) mostra que, para segunda ordem, o elemento da matriz de

transicao de segunda ordem J7%; é,

: Ao A0 |y,
Tri= (gl |y + 3 ATl W H 0, (4.26)
k+#i g

O segundo termo da relacao acima corresponde a transicao que ocorre através de um
estado intermediério [1;). A expansdo completa da perturbagao pode ser obtida por
sucessivas substituicoes. Contanto que a perturbacao seja suficientemente pequena,
os termos sucessivos na expansao da perturbacao diminuem rapidamente, e é possivel
obter previsoes precisas usando apenas o termo de menor ordem que contribui para

um determinado sistema.

4.2 Medidas no Espaco de Fase

O proximo passo ¢ verificar a transicao de fase no espaco dos momentos. Para isso,
considera-se uma transicao de fase de um processo de decaimento de uma quantidade

em duas,

Pi = Dry) + P2, (4.27)

onde a matriz de transicao é,

<%=memﬁWWjA%M%ﬁ%W (4.28)

Pode-se aproximar a funcao de onda como plana em interagoes cuja perturbagao é
pequena, (7, t) = 1y expli(p -7 — E.t)], sendo 1y uma fungao de onda normalizada,
de modo que se a integral sobre todo o volume vale a unidade, entao |1y|* = 1/V.

Considerando a funcao definida em uma caixa cibica de lado L, a funcao v pode ter

uma condi¢do de borda periédica no inicio, onde expli(p’ - 7 — E.t)]| = exp{i[p -
t=0
(7 + L) — E.t]}| , permitindo definir um momento quantizado,
t=0
2mn
57— 2 4.29
P=-7 (4.29)
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com 7 = ngi+ nyj' + nzl%, em que cada componente possui nimeros inteiros, 0, 1, 2...
Isso sugere uma rede discreta no momento, dividida em sitios, em que cada compri-
mento é discreto e constante, de modo que d*p’ = dp,dp,dp, = (27)*dn,dn,dn,/L* =
(2m)3dn,dn,dn,/V. Passando para coordenadas esféricas, tem-se a relacio d*p =
4mp?dp, sendo p a componente radial do momento e ainda considerando o ntimero
total como sendo dn = dn,dn,dn,. Desta forma, escreve-se a relacao entre os ele-

mentos de volume para cada sitio como,

(2m)°
v

4rptdp = dn. (4.30)

Assim, a relagao na densidade de estados (4.1), p(E) = dn/dE, onde E = E(n), for-

dn _ dndp
dE — dpdE"
de momento acessiveis a um determinado decaimento, aumentando os momentos de

nece p(E) = A densidade de estados corresponde ao nimero de estados
estados finais. Isso mostra que o decaimento sempre ocorre carregando as particulas
mais leves, que serao produzidas com maior momento em relacao as mais pesadas
(iniciais).

Como visto, nao ha dependéncia no volume, e assim pode-se definir volumes
unitarios para cada sitio de estados com o objetivo de facilitar os célculos. Portanto,
para qualquer tipo de geometria, considera-se para cada sitio, dn, = d°p/(27)3, e
se cada particula do sistema ocupar um sitio, um sistema de de N particulas possui
N — 1 momentos independentes, isto é, a N-ésima particula em funcao das N — 1.

Entao, a medida de estados total pode ser escrita como,

dn =[] du =[] ég’;. (4.31)

Se considerar o estado inicial como sendo a N-ésima particula, pode-se reescrever o

produtério acima, considerando,

N
Pi=Pr)+ P+ =Y Pk, (4.32)
k

W
]

sendo que o indice aqui se refere ao estado inicial. Desta forma, o elemento de
volume pode ser escrito em termo de uma integracao de uma delta de Dirac entre os

estados finais e iniciais,

N-1 &5 N
dn =[] (%)"; - (2m)30° <pz- -y ﬁk> . (4.33)
k=1 k

55 de 146



CAPITULO 4. ESPALHAMENTO ELETRON-POSITRON E A DINAMICA DE BOLTZMANN

Esse resultado contribui para se tratar varias situagoes de integracao, inclusive para
calculos de matriz de transicao. Utilizado também em calculos de secao de choque

de particulas.

4.3 Espalhamento e Matriz de Transicao de fase

Relativistica

A normalizacao da funcao de onda de uma particula por unidade de volume nao
é um invariante de Lorentz perante todos os referenciais inerciais, pois a formulagao
até o momento foi nao relativistica. Pensando em um cubo de aresta L se movendo
em uma dada dire¢ao com velocidade proxima da luz, esse lado, paralelo a direcao de

1

movimento sera contraido, segundo a teoria da relatividade de v, isto €, Leontraido =

L/~, que pode ser visto na figura 4.2.

L
L v
A T
L L
L Lcontracted

Figura 4.2: Cubo movendo-se com velocidade préxima a velocidade da luz.

Pode-se escrever o fator de Lorentz em termos da energia total, v = E/mc?.
Entao, o volume pode ser escrito como Veongraiao = V/7 = mc2V/ FE para uma funcao
de onda normalizada, v, onde fv Y*pd37 = 1, que descreve as condicoes de transicao
de fase e aparece na matriz J%;. Como deve-se manter a condi¢ao de normalizacao,
e o elemento de volume se transforma como d*7' = d37 /v = d*7'mc?/E, a fungao de

onda transformada de Lorentz deve se transformar de acordo com a relagao,

2F
v =150 (4.34)

onde é omtida a massa, pois o Lagrangeano é definido com unidade de massa. O fator
“2” vem do fato de que é realizada uma transformacao para o espaco de momentos,
onde ocorre uma conversao entre a medida de energia e de momento. Partindo da

equagao (1.34), diferencia-se em ambos os lados da igualdade e tira-se a relacao
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2EdE = *d(p?) + 0, pois a massa é constante. Entao,

cdp*) = ¢y -p),

— 2EdE, (4.35)

onde tem-se o fator “2” aparecendo. Omitindo agora a consante ¢, a matriz de

transicao de fase para um processo de espalhamento do tipo,
li4+2i+3i+... > 1f+2f+3f+ ..., (4.36)

¢é dada por,

My = (P g H W4y = \/2Ers - 2B55..2Ey; - 2E5;.. Ty, (4.37)
ou,

Desta forma, a relacdo de transicao (4.21), agora em mecanica quantica, pode ser

escrita como,
Iy = /@4 5(E ZEk
2 pe d3ﬁkz 353/~ =
k

\ , N . A N_lkd3ﬁk
SOl IEARCES SR SEAN | T CED
k k k=1
E a invariante de Lorentz, usando a relagao (4.38),
N—

Zp’“ H 2:: kaEk (4.40)

onde percebe-se que o elemento de volume no espaco de fase se torna,

B3y Bp' dE;
Pk dB, — &0
2n)E  (2n)2E, ¢ 2F,

(4.41)
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Esse resultado pode ser demonstrado utilizando as transformacoes de Lorentz no

quadrimomento (1.38). O elemento de volume é d*p’ = dp,dp,dp., de modo que o

volume transformado fica,

d*p’

Derivando (1.38), obtém-se,

opl,
Opa

p.,
= dp,dpydp..

= dp,dp,dp.,
= dpdp,dp.,

/

= (4.42)

0 U
2 hlpe )

1 u JF
’y c2apx Y

(4.43)

usando a relagao anterior 2¢°p - dp = 2EdE ou EdE = ¢*(p,dp, + p,dp, + p.dp, =

pedp,. Considerando um referencial em que p = (p,0,0), tem-se EdE = ¢*p,dp.,

ou melhor dE/dp, = ¢*p,/E, que substituindo em (4.43), resulta,

iy
Opy

dp!,
dp,

u OF
7(1_§8pw)7
1 u dF
7( _gdpx)’

X dE
Y Uy )

. (4.44)

Entao, o elemento de volume invariante de Lorentz tem a forma,

!

E
&*p' = —dp,dp,dp.,

E

dgﬁl d3ﬁ
— = —.
£ E

Uma outra quantidade que é importante verificar sua invariancia frente as trans-

formagoes de Lorentz, é a delta de Dirac, ja que esta quantidade esta nas relacoes

que usa-se para calcular o espalhamento de particulas. Uma relagao importante para
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a fungao delta [8-10] ¢,

ﬂﬂ@—f@wﬁj@@%%@&w—m) (4.45)

Aplicando a delta onde as funcoes sao momentos lineares, em que o momento inicial

é ¢ e o final p. Os momentos transformados de Lorentz sao ¢’ e p’’, e a relacao entre

as deltas,

B —) = —— &G - q),

V|

1
e
) P D

1
_ P — ),

E'/E|

E'SG —7) = B - 7). (4.46)

Agora, ¢é preciso escrever a rela¢do (4.40) no espago quadridimensional de fase, em

termos de F e p. Para isso, considera-se a relagdo do quadrimomento,
PP =p"pu = B2 = | = mPc (4.47)

Também tem-se como resultado importante, a integracao normalizada da energia,

/5(Ef — |Pi* — mPct)dE; = 5B (4.48)

Assim, a relacao (4.40), omitindo a constante ¢, assume a forma,

= B0 s S TT 64— ) 4P 44
ii=5p | il (pi > o) - T 0% mg)(%)g- (4.49)
¢ k j=1

Em decaimentos de particulas ou nucleos, usa-se a relacao I'y; para determinar a
quantidade de particulas que sobram na reacao.

A taxa de decaimento total é simplesmente a soma das taxas de decaimento para
os modos individuais. Por exemplo, se houver N particulas de um tipo particular,

o numero que decai no tempo dt é dado pela soma dos niimeros de decaimentos em
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cada canal,

AN = —NT;dt— NTydt—...,
= —N) TI;dt,
J
= —NTgdt, sendo Tp=>T; (4.50)
J

Resolvendo esta equagao diferencial para um nimero de particulas Ny em um tempo

inicial £y = 0, obtém-se,
N({) = Noe ™7t (4.51)

onde o parametro de tempo 7 = 1/I'r, que também pode se relacionar com . A
frequéncia relativa de um modo de decaimento especifico é referida como a taxa
de ramificacao (ou fracao de ramificagao). A taxa de ramificacdo para um modo de
decaimento especifico T,.(j) é dada pela taxa de decaimento para o modo j em relac¢ao
a taxa de decaimento total, T,.(j) = I';/I'r. Por exemplo, a fracdo de ramificagao
para o decaimento tau-lépton 7= — e~ + v, + v, € 0.17, o que significa que em média
17% do tempo o tau ird decair nas particulas resultantes [11].

Esse tipo de tratamento foge da linha de estudo da dissertagao, pois trata-se de
uma investigacao fenomenoldgica de decaimentos de particulas. Apresenta-se apenas

uma aplicacao direta de todo o ferramental matematico apresentado.

4.4 Solucao da Equacao de Dirac e os Espinores

Nesta se¢ao, serao apresentados alguns formalismos, relagoes matematicas e con-
ceitos necessarios para o densenvolvimento dos calculos.

Partindo da equagao de Dirac, com p, — thd,,,
ihy" 0,0 — mey = 0, (4.52)

onde ¥ é uma matriz coluna de quatro elementos,

) = , (4.53)
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conhecido como “biespinor” ou “espinor de Dirac” (Embora tenha quatro componen-
tes, esse objeto nao é um quadrivetor).
Para uma simples solucao da equacao de Dirac, considera-se primeiro que 9 é

independente da posic¢ao,

vy oy _9¢
L= =" ). 4.54
Jor Ody 0z 0 (4.54)
Isso descreve o estado com momento zero (p = 0). A equagao de Dirac se reduz
para,
ih_o09 _
=V gy Ty = 0, (4.55)
ou,
1 t 2
0 (9valor) _yme (Va) (4.56)
0 —1) \oyp/ot h \¢p
onde,

_ (0 o _ V3
Ya = ( %) Vg (w) . (4.57)

Aqui, ¥4 carrega os dois componentes superiores do espinor e g carrega os dois

componentes inferiores. Entao,

opa . mc? g . mc?

N (7) Yar g = (7 Vs (4.58)
e as solugoes sao,

wA(t) _ e—i(mcg/h)twA(())’ wB(t> _ 6+i(m62/h)t¢3<0), (459)

Para uma particula em repouso, £ = mc?, entdo 104 é exatamente o esperado para
9 )

o caso p = 0. 1p representa um estado de energia negativa £ = —mc?.

Esse é
um famoso desastre, que Dirac inicialmente tentou evitar postulando um “mar” in-
finito invisivel de particulas de energia negativa, que preenchem todos esses estados
indesejados. Agora, as solucoes de “energia negativa” sao representadas por uma an-
tiparticula de energia positiva. Assim, ¢4 descreve elétrons (por exemplo), enquanto
g descreve pésitrons. Cada um é um espinor de duas componentes, ideal para um

sistema de spin 1/2. Concluindo, a equacao de Dirac com p = 0 admite quatro
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solugoes independentes (ingnorando os fatores de normalizagao, por enquanto),

¢(1) _ e—i(mCQ/h)t 1/)(2) _ e—i(mCQ/h)t

, (4.60)

w(?)) — e+’i(m02/h)t ¢(4) _ e+i(m02/h)t

, (4.61)

S R O O O O O =

_ O O O O O = O

descrevendo, respectivamente, um elétron com spin up, um elétron com spin down,
um pésitron com spin up, e um pésitron com spin down.

Agora, considerando uma solugao de ondas planas da forma,
Y(r,t) = ae”MEEPT (B p), (4.62)
ou, em uma notacao mais compacta,
Y(x) = ae”WMTPy(p). (4.63)

Aqui a é uma constante de normaliza¢ao. Espera-se encontrar um espinor u(p) tal
que ¥ (x) satisfaga a equagao de Dirac. Nesse estdgio, p = (F/c,p) é simplesmente
um conjunto de quatro parametros arbitrarios, mas como eles representam energia e
momento, é mais simples atribuir-lhes as letras apropriadas desde o inicio. Como a
dependeéncia em x estd confinada ao expoente, obtém-se que,

1

o = hpﬂae’(i/h)x“p”u. (4.64)

Introduzindo a relagdo acima na equacao de Dirac (4.52),
’y“puae’(i/h)x'pu — meae”WMTPy — (), (4.65)

ou,

(Y"pp — me)u = 0. (4.66)

Essa relagao é conhecida como “equacao de Dirac no espaco dos momentos”. Observa-
se que é puramente algébrica, sem derivadas. Se u satisfaz a equacao (4.66), entao a

solucdo de ondas planas (4.63) satisfaz a equagao de Dirac (4.52).
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Expandindo o termo v#p,, da equacao (4.66), encontra-se a relagao,

E(1 0 0 o Ejc —p-o
o 0,0 o —p. = . (4.67
V=AY P = (0 _1> p <_U 0) <p.g —E/c> (467)

Entao,
(E — mc) —p-o UA
By _ c
(7 b mC)u ( p-O (—% — mc) (7] 7

E _ —p-.
_ ((C me) uz p O'UB) —0, (4.68)
pP-oOUuy — (;—i—mc)uB

onde, como antes, o subscrito A representa as duas componentes superiores e B as

duas inferiores. Para safisfazer a equacao (4.66), deve-se ter,

c c
Up = E_—TnCZ(p'O')UB7 up = m(p'ﬂ)UA (469)
Substituindo a segunda na primeira, obtém-se,
c? 9
Mas,
0 1 n 0 —1 n 1 0
c O = Dy z )
P Pe\r o) TP o) T o
(o o)) (4.71)
(px + Zpy) —Pz
onde,
(p-o)’ =p”. (4.72)
Entao,
2.2
pc
Ups = mﬂA, (473)
e, portanto,
E? —m?c* = p*c. (4.74)

Ou seja, para satisfazer a equacgao de Dirac, ' e p devem obedecer a relagao de
energia-momento relativistica usual. Isso nao é surpreendente, mas é interessante

ver como a equacao de Dirac impoe esse requisito. A equacao acima para E admite
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duas solugoes,
E = £+/(m2c* + p2c?). (4.75)

A raiz positiva esta associada ao estado das particulas, e a raiz negativa ao estado
das antiparticulas.

Retornando para equacdo (4.69), e usando a relagao (4.71), pode-se construir
quatro solugoes independentes para a equagao de Dirac (ignorando o fator de nor-

malizag¢do por enquanto),

(1) YL enta ‘o)’ ‘ p:
Uy = , entao up=———(p-o - = ,
A 0 B7 B+ me p 0 E+ mc? pe +ipy
0 _ C 0 C Pz — Z-py
2 — t = — . —
@) ua= | ) oo us = Fnm o) )= Fme ( -p. )’
1 c 1 c Dz
3 — 5 tN - — . - ,
B) us =), oo wa=gomPo)| )= E e (pxﬂ'py
0 . c 0 c Dz — 1Dy
W us={ ] entio wa=5G@ )| ) = e ( .

(4.76)

Para (1) e (2) deve-se usar o sinal de mais na equagao (4.75), caso contrario, up
explode; essas sao as solugoes das particulas. Para (3) e (4) é obrigado utilizar o
sinal de menos; essas sao as solucoes da antiparticulas. E conveniente normalizar

esses espinores de maneira que,
ulu = 2|E|/e, (4.77)

onde o operador adaga que significa o transposto conjugado (ou “conjugado Hermi-

tiano”),

—ul = (a* g* ~* 6*) . (4.78)

> 2 X 9

Entao,
ulu = |al® + B2 + |72 + 9] (4.79)
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Com isso, as quatro solugoes sao,

1 0
0 1
1) _ (2 —
uw =N c(p2) ’ ut =N c(pz—ipy) |’ (4.80)
E4+mc? E+4+mc?
o tipy) c(=p=)
E+mc? E+mc?
com E = /m2ct + p2c2.
c(pz) c(pz—ipy)
E—mc? E—mc?
c(pz+ipy) c(=p-)
u® = N | Eme | u® =N | EFme | (4.81)
1 0
0 1

com E = —y/m2c* + p2c?, e a constante de normalizacao ¢ [12],

N =+/(|E| +mc?)/c. (4.82)

Pode-se imaginar que u(!) descreve um elétron com spin up, u® um elétron com
spin down, e assim por diante, mas esse nao é o caso. Para particulas de Dirac, as

matrizes de spin sao,

h 0
s=2x  comzm=(7 "), (4.83)
2 0 o

é facil verificar se uM), por exemplo, ndo é um autoestado de ¥,. No entanto, se
orientar o eixo z para que ele aponte na dire¢cdo do movimento (onde p, = p, = 0)

3) 3) sdo spin up, e u® e

entdo v, u®, u® e u® sdo autoespinores de S,; ul) e u!
u® sdo spin down'.

Foi definido anteriormente que E e p sao parametros matematicos que corres-
ponde fisicamente a energia e momento, e isso é verdade para os estados do elétron,

3) e 4™ nao pode representar a energia do

u™M e u®. No entanto, a energia F em u(
positron; todas as particulas livres, positrons e elétrons carregam energia positiva.
As solugoes de “energia negativa” devem ser reinterpretadas como estados de anti-

particulas com energia positiva. Para expressar essas solugoes em termos da energia

!De fato, é impossivel construir espinores que satisfacam a equacio (4.66) e sejam, ao mesmo
tempo, autoestados de S, (exceto no caso especial p = p.2). A razéo é que S por si s6 nao é uma
quantidade conservada [12]. E mais facil trabalhar com espinores como em (4.80) e (4.81), mesmo
que a interpretacao fisica nao seja tao clara. O que realmente importa é que se tem um conjunto
completo de solugoes.
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e momento do pésitron, inverte-se os sinais de £ e p,
Y(r,t) = ae/MEPTy (LB —p), para as solucoes (3) e (4). (4.84)

Essas sao as mesmas solucoes antigas para a equacao de Dirac; simplesmente adotou-
se uma convencao de sinais diferente para os parametros, uma que melhor se adapte
a sua interpretacao fisica. E habitual usar a letra v para os estados do pdsitron,
expressos em termos da energia e momento fisicos?,

c(pz—ipy)

E+mc?
C(fpz )

U(l) (E,p) = u(4)(_E> _p) =N E+6MQ
1

c(pz)

E+m02
c(pz—+ipy)

VOB, p) = —ul (=B, —p) = =N | Frr (4.85)

0

com E = y/m?2c* + p2ct.

As solucoes uM e u® representam os dois estados de spin de um elétron com
energia F e momento p, e v e v representam dois estados de spin de um pésitron
com energia F e momento p. Os espinores u’s satisfazem a equagao de Dirac no

espago dos momentos, na forma,

(7"Pu — me)u = 0, (4.86)
e os v’s obedecem a equacao com o sinal de p,, invertido,

(4P, +me)v = 0. (4.87)

As ondas planas sao, é claro, solugoes bastante especiais para equacao de Dirac. Elas
descrevem particulas com energias e momentos especificos, e em um experimento

tipico esses sao os parametros que podem ser controlados e medidos.

2F convencional associar v(1) com u®), e v com —u®). No caso especial p, = p, = 0, entdo,
v ¢ spin down e v(?) é spin up. H4 uma razdo para isto: O operador de conjugacio de carga
leva um elétron com spin up em pésitron com spin down, entéo, dessa forma u¥ e v(!) sdo um par
“particula-antiparticula”, como sdo também u(? e v(?) [12].
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4.4.1 A Eletrodinamica Quantica do Foéton

As equagoes de Maxwell escritas em termos de quadrivetores e quadritensores na

forma covariante sao representadas pela relacao,
O " = poJ”, (4.88)
onde JY = (cp, J) é a quadricorrente e F'*” é o tensor eletromagnético, definido por,
Fr = grAY — 9V A* ou F. =0,A,-0,A,. (4.89)

Esse tensor é antissimétrico, ou seja, F'* = —F"H, e suas componetes sao descritas

pela matriz (1.43). O tensor A* é o quadripotencial,

AP = (A°, A7) = <1V(f,t>,,af<f,t)) | (4.90)

c

Em termos do quadripotencial, as equacoes de Maxwell podem ser reescritas como,
0,0 AY — 0”(0,A") = poJ”. (4.91)

Considerando a condi¢ao de Lorentz,
0,A" =0, (4.92)

a equacao (4.91) se torna,
AR = 1", (4.93)

onde O = 9,0" = c%g—; — V?; chamado de operador d’Alembertiano.
Na Eletrodinamica Quantica, A* se torna a funcao de onda do féton. O féton

livre satisfaz a equagao (4.93) com J* =0,
OA" = 0, (4.94)

que é reconhecida como a equagao de Klein-Gordon para uma particula sem massa.
Como no caso da equacao de Dirac, procura-se solugoes de ondas planas com mo-
mento p = (E/c, p),

AM(z) = ae” WPk (), (4.95)

Aqui e* é o vetor polarizacao, que caracteriza o spin do féton, e a é o fator de
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normalizagao. Substituindo (4.95) em (4.94), obtém-se uma restri¢do em p*,
P'p.=0, (4.96)

de modo que E = |p|c, que é exatamente o esperado para uma particula sem massa.
Enquanto isso, €” possui quatro componentes, mas nem todas sao independentes. A

condigao de Lorentz (4.92) exige que,
ple, = 0. (4.97)
Além disso, no gauge de Coulomb V - A(r,t) = 0, tém-se as relagoes,
e =0, e-p=0, (4.98)

onde o vetor tridimensional de polarizagao é perpendicular a direcao de propagacao;
diz-se que o foéton livre é polarizado transversalmente. Existem dois vetores inde-
pendentes linearmente perpendiculares a p; por exemplo, se p aponta para direcao
z, pode-se escolher,

€1y = (1,0,0), €2y = (0,1,0). (4.99)

Assim, em vez de quatro solugdes independentes para um determinado momento (sao
muitas para uma particula de spin 1), tém-se apenas duas. Isso parece muito pouco:
o féton nao deveria ter trés estados de rotacao? A resposta é nao: uma particula
massiva de spin s admite 2s + 1 orientagoes de spin diferentes, mas uma particula
sem massa possui apenas dois, independentemente de seu spin (exceto para s = 0,
que possui apenas uma). Ao longo de sua dire¢ao de movimento, ele pode ter apenas
ms = +s ou my = —s; sua helicidade®, em outras palavras, pode ser apenas +1 ou
—1.

Os estados dos fotons com mg = £1 correspondem a polarizacao circular direita

e esquerda; os respectivos vetores de polarizagao sao,

(61 + i€2)

€2 =T
) V2

Observa-se que, especificando uma condicao de gauge particular, elimina-se a solucao

(4.100)

nao fisica (ms = 0).
Na secao seguinte, demonstram-se as regras de Feynman para Eletrodinamica

Quantica (EDQ). Para leitores com pouco conhecimento sobre as regras de Feynman,

3Na fisica de particulas, helicidade é a projecdo do spin na direcao do momento.
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é aconselhavel realizar uma leitura do apéndice regras de Feynman (Toy Theory).

4.5 Regras de Feynman para EDQ

Na secao passada, encontrou-se que elétrons e pdsitrons livres de momento p =

(E/c,p), com E = /m2c* + p2c?, sao representados por fungoes de ondas?,
Elétrons Pésitrons
U(@) = ae” PPE) (p), U(x) = ael"MPE ) (p), (4.101)

onde s = 1,2 para os dois estados de spin. Os espinores u'®) e v(®) satisfazem as

equagoes de Dirac no espago dos momentos,

(v*pp — me)u =0, (v"p,. +me)v = 0, (4.102)

e seus adjuntos, u = u'?, v = v, satisfazem,

u(y"py — me) =0, o(y"p,, +me) = 0. (4.103)

Sao ortogonais,

aMu® =0, W@ =0, (4.104)

e normalizados,

uu = 2me, v = —2me. (4.105)

Um conjunto explicito conveniente (uY), u? | vV ) ¢ dado pelas equacdes (4.80)
e (4.85).
Enquanto isso, um f6ton livre de momento p = (E/c, p), com E = |p|c, é repre-

sentado por uma funcao de onda,

Foétons

7 — qp—(i/R)pz 1
At (x) = ae €(s)>

onde s = 1,2 para os dois estados de spin (ou “polarizagoes”) do féton. Os vetores

de polarizacao e’(‘s) satisfazem a condicao de Lorentz no espaco dos momentos,

e'p, = 0. (4.106)

4Por uma questdo de argumento, fala-se de “elétrons” e “pésitrons”, mas também poderiam ser
p~ e pt, ou T e 7", ou (com as cargas elétricas apropriadas) quarks e antiquarks; em suma,
qualquer carga pontual de spin 1/2.
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Eles sao ortogonais, no sentido de que,

€yEuz) = 0, (4.107)
e normalizado,
e, =1 (4.108)
No gauge de Coulomb,
=0, e-p=0. (4.109)

Um par explicito conveniente (€1, €(2)) é dado pela equagao (4.99).
Para calcular a amplitude .# associada a um diagrama de Feynman especifico, é

preciso proceder da seguinte maneira:

1. Notacdo: Nomeia-se os quadrimomentos de entrada e saida como py, pa, - - - , Pn,
e os spins correspondentes sq, So, - , S,; € 0s quadrimomentos internos como
41,42, -, qn. Atribui-se setas da seguinte forma: as setas nas linhas externa de

um férmion indicam se é um elétron ou um podsitron; as setas nas linhas internas
do férmion sao atribuidas para que a “direcao do fluxo” através do diagrama
seja preservada (ou seja, todo vértice deve ter uma seta entrando e uma seta
saindo). As setas nas linhas externas de f6tons apontam “para frente”; para

linhas internas de fétons, a escolha é arbitraria.

s
P58 Pe, S6
P4, S84

P1,81 P3,83
P2,82

Figura 4.3: Um diagrama EDQ tipico, com linhas externas. (linhas internas nao sao
mostradas.)

2. Linhas Externas: Contribuem da seguinte maneira,
Entrando: u .

Elétrons:
Saindo: @
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. Entrando: v —
Positrons:
Saindo: v
———
) Entrando: e AVAVA® \VAVAVAVAYS
Fétons:

Saindo: e**

N\NMVVVVN

3. Fatores de Vértice: Cada vértice contribui com um fator,
igey". (4.110)

A constante de acoplamento adimensional g, esta relacionada a carga do pésitron:

g, = e\/47r/hc = VAra.®

4. Propagadores: Cada linha interna contribui com um fator,

i(y"qu + mc)

FElétrons e Pdsitrons: Z_miE (4.111)
Fétons: B, (4.112)
q

5. Conservagao da Energia e Momento: Para cada vértice, escreve-se uma funcao
delta,
(2m)46* (kg + ko + k), (4.113)

onde os k’s sdo os trés quadrimomentos que entram no vértice (se uma flecha
leva para fora, entao k£ é menos o quadrimomento dessa linha, exceto positrons

externos ®). Esse fator impoe a conservacgao de energia e momento no vértice.

6. Integrar sobre todo Momento Interno: Para cada momento interno ¢, escreve-se

um fator,
dq

) (4.114)

®Nas unidades Heaviside-Lorentz, com % e ¢ definido como 1, g, é a carga do pésitron, e, portanto,
escreve-se apenas “e” em algumas literaturas. Aqui, usa-se as unidades Gaussianas e mantém-se 0s
fatores h e c. A maneira mais ficil de evitar problemas nas unidades é expressar todos os resultados
em termos de uma quantidade adimensional «. Em geral, a constante de acoplamento em EDQ é
—q+/4m/he, onde ¢ é a carga da particula (em oposigao a antiparticula). Para elétrons, ¢ = —e,
mas para quarks “up”, tem-se ¢ = %e.

50 problema aqui é que as flechas estdo sendo utilizadas para tarefas duplas: elas estabelecem
a convencao para o sinal de momento e, no caso de linhas externas de férmion, informam se é uma
particula ou uma antiparticula (para linhas internas néo precisa distinguir). O tltimo papel tem
precedéncia; portanto, para poésitrons externos, a direcao “positiva” para o momento é oposta a
direcao da seta.
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e integra-se.

7. Cancelar a Fungao Delta: O resultado devera incluir um fator,
(2m)* 0" (p1 + P2+ -+ — ), (4.115)

que corresponde a conservagao geral do momento energia. Cancela-se esse fator,

e o resultado restante é igualado a —i.Z .

Como antes, o procedimento é escrever todos os diagramas que contribuem para o
processo em questao (até a ordem desejada), calcular a amplitude (.#) de cada um
e adiciona-los para obter a amplitude total, que é inserida na férmula apropriada
para a secao transversal ou a vida ttil, conforme o caso. H& apenas uma nova
reviravolta, aqui: a antissimetrizacao das funcoes de onda de um férmion requer a
insercao de um sinal de menos na combinacao das amplitudes que diferem apenas
no intercambio de dois férmions externos idénticos (isso fica claro mais a frente).
Nao importa em qual diagrama voceé associe o sinal de menos, ja que o total sera ao

quadrado eventualmente; mas deve haver um sinal de menos relativo entre eles.

8. Antissimetrizacdo: Inclui-se um sinal de menos entre diagramas que diferem
apenas no intercambio de dois elétrons de entradas (ou saida) (ou pésitron) ou

de um elétron de entrada com um pédsitron de saida (ou vice-versa).

4.5.1 Alguns Exemplos

Para nao se perder nos detalhes, existem um catdlogo dos processos de segunda
ordem mais importantes, descritos pelos diagramas abaixo,

Processo Elastico:

(Espalhamento M¢ller)
Elétron-elétron (e~ +e~ —e” +¢e7)
(Espalhamento BhaBha)
Elétron-pésitron (e~ + et — e~ +et)

Processo Inelastico:
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Aniquilagao de Pares

(e +et = y+7)

Producgao de Pares
" (y+v—e +eth)

Espalhamento Compton

(y+e = y+e)

4.5.2 Espalhamento Elétron-Pésitron

O diagrama para um espalhamento elétron-pdsitron é representado pela figura

Figura 4.4: Espalhamento Elétron-Pésitron.

Utilizando as regras de Feynman para Eletrodinamica Quantica, no vertice da es-
querda, obtém-se que (monta-se sempre contra o sentido do caminho, elétron saindo

u(3) - elétron entrando u(1)),
[@(3)(igen" )u(1)](2m) 6" (1 — p3 — q).- (4.116)
Para o vértice da direita,

[0(2)(iger”)o(4))(27) "6 (p2 + ¢ — pa)- (4.117)
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Um propagador, que é o féton,

_iguu
o (4.118)
Usando a (regra 6),
2m)* [ al3) i) u( D]~ (251" (4))
x 6*(p1 — ps — q)0* (p2 + ¢ — pa)d’q, (4.119)

onde define-se ¢ = p; — p3 da primeira delta (se a escolha da delta foi feita onde ha o
momento p;, em caso de segunda configuracao de diagrama, a escolha da delta deve
ser a que exista o momento p; também. Isso vale também se o momento escolhido

for o ps), tem-se que,

003)ir* D22 o) i Yo ]2 s+ pa = = ). (4120)
Usando a (regra 7),
My = —i —_gz u(3)yHu(1)]v v .
st =i ()b (@)

obtém-se entao a amplitude,

2
My = = [a(3)y u(D][p(2)y,0(4)] (4.122)
(p1 — p3)
Observa-se que “avancar para tras” ao longo de uma linha da antiparticula sig-
nifica avancar no tempo. Com isso, a ordem utilizada é sempre espinor/matriz
gamma /espinor adjacente.
O outro diagrama representa uma aniquilacao virtual do elétron e do pdsitron,
seguida pela producao de pares, descrito pela figura 4.5,

No vértice de cima, (elétron saindo @(3) - pésitron saindo v(4)),
[(3) (iger" o ()] (27) 6 (q — ps — pa). (4.123)
No vértice de baixo, (pdsitron entrando v(2) - elétron entrando u(1)),

[0(2) (igey” u(1)](27) 0 (p1 + p2 — q). (4.124)
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Figura 4.5: Segundo diagrama de contribuicao para o espalhamento elétron-poésitron.

Aplicando a (regra 6), obtém-se,

(2m)* /[5(3)(1&7“)@(4)] _;%’w [0(2) (ige” )u(1)] x
x 04 (q — p3 — pa)0*(p1 + p2 — q)d*q. (4.125)

Realizando os mesmo procedimentos, tem-se entao a amplitude para o segundo dia-

grama, )

g _ _

My = ————u(3)y"v(4)][v(2)y,u(1)]. 4.126
> (p1+p2)2[ (3)7"v(4)][D(2)7.u(1)] (4.126)
Agora, adiciona-se esses diagramas ou subtrai-se? Trocando o pésitron de entrada e
o elétron de saida (intercambio) no segundo diagrama 4.5, e redesenhando-o em uma

configuracao mais usual, descrito pela figura abaixo,

recupera-se o primeiro diagrama 4.4. De acordo com a (regra 8), precisa-se de um
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sinal de menos,

— —gg U Hu v v
M= (pl_p3)2[ (37 u(D)][0(2)v.v(4)]+

g _ _
+ —=——u3)y"v(4)][v(2)y,u(1)]. 4.127
(p1+p2>2[() (4)][o(2)7,u(1)] (4.127)
A relacao acima ¢é a amplitude total para um espalhamento elétron-pésitron.
Na préxima secao, realiza-se o calculo e a andalise para um processo de producao
de fétons, conhecido como processo de aniquilagao de pares. As regras de Feynman

para Eletrodinamica Quantica sao utilizadas para o célculo da aplitude.

4.6 Processo de Producao de Fotons: Aniquilacao

de Pares

Nesta secao sera analisado o processo de aniquilacao de pares e se realizara o
célculo da amplitude .# para o processo de interacao et + e~ — v+, assumindo
que o elétron e o pésitron estejam em repouso e na configuracao de spin singleto. Os
diagramas sao representados pela figura 4.6. Lembrando que o segundo diagrama
nao representa um diagrama novo, a opgao € se ps se conecta com p; ou com ps.
No processo de aniquilagao do elétron com o pédsitron, “sao produzidos” dois fotons
com momentos p3 € pg, a questao aqui € se eles se conectam com p; ou com po, NAO
se sabe ao certo. Entao, soma-se as amplitudes referentes a cada diagrama para se

obter a amplitude total.

1 2

Figura 4.6: Duas contribuicoes para aniquilagao de pares.

Para o primeiro diagrama, utilizando as regras de Feynman para EDQ, obedecendo o

sentido contrario da linha da antiparticula e a ordem espinor/matriz gamma/espinor
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adjacente. No vértice da direita, tem-se que (pésitron entrando e féton saindo),
[0(2)(iger")epus(4)](27) 0% (p2 + g — pa)- (4.128)
No vértice da esquerda (f6ton saindo e elétron entrando),
[eue(3) (iger" Ju(1)](27)* 6% (p1 — ¢ — p). (4.129)
Pela (regra 4), o propagador aqui é,

i(7"qu + mc)

e (4.130)
Utilizando a (regra 6), obtém-se que,
20" [ )6 (@] (“HL D (e, ) i)«
x 6 (p2 + ¢ — pa)d*(pr — q — ps)d'q. (4.131)

Utilizando ¢ = p1 — ps3, € que p = 7#p,, chamado de operador “slash” ou corte de
Dirac, e ¢ = v*¢,, onde € é o vetor de polarizagao,
—ig;
(p1 — p3)? — m2c2

0(2)¢,(p, — Py +me)fsu(1)(2m) 5 (p1 + p2 — ps — pa).  (4.132)

Por simplicidade, suprimi-se os sinais de complexo conjugado dos €’s. Com isso,

utilizando a (regra 7), encontra-se a amplitude .},

2

My = S 9(2)¢,(p, — p, + me)dqu(l). (4.133)

(pl - p3)2 — m2c?

Para a amplitude .#; referente ao segundo diagrama, como ocorre um intercambio
entre p3 <> p4, nao é preciso realizar o calculo todo novamente, basta fazer o in-

tercambio. Logo, a amplitude .75 é,

My = Ee 0(2)¢,(p, — p, + me)¢,u(1), (4.134)

(p1 — pa)? — m2c?

onde,

M= My + M. (4.135)
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Com as particulas iniciais em repouso, os fétons saem lado a lado, e também pode-se

escolher o eixo z para coincidir com a direcao do primeiro féton; entao,

p1 =mc(1,0,0,0), pe = mc(1,0,0,0),
ps =mc(1,0,0,1), ps=mc(1,0,0,—1), (4.136)

onde,

22 = —2m?c?. (4.137)

Utilizando a regra associada para produtos “slash”, regra 5 da secao 7.7 do livro

Introduction to Elementary Particles[12],
b + b = 2a -, (4.138)

obtém-se que,

Pifs = —f3p, +2(p1 - ). (4.139)

Mas €3 possui apenas componentes espaciais (no medidor de Coulomb), enquanto

que p; é puramente temporal. Entao, p; - e3 = 0 e, portanto,

Pifs = —f3p,- (4.140)

Similarmente,

Psfs = —f3Ps + 2(ps - €3), (4.141)

mas ps - €3 = 0 em virtude da condigao de Lorentz (4.98), resultando,

p3¢3 = —¢3p3. (4.142)

Portanto, tem-se que,

¥, — Pyt me)f, = ¢3(—P1 + Pt me). (4.143)
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Mas, pela relagao (4.102), onde (p, — mc)u(1) = 0, obtém-se,

(P, — P5 +mo)fu(l) = ¢pu(l). (4.144)
Pela mesma razao,
(P, = p, + me)d,u(l) = ¢,p,u(l). (4.145)
Logo, a amplitude total resultante fica,
o2
M= _2m3025<2)[¢4¢3¢3 + ¢3¢4}”4]U(1). (4.146)
Agora,
1
=7"Psu = o ot 2 )|V = me(rt = 4.147
Py =Pz =mclV" v 7y 0 =mc(y” —7°), (4.147)
—1
e7
Py =7"Pa = me(" +7°%). (4.148)

Com isso, a amplitude (4.146) se torna,

M= =SBt o, + fof ap JulD),
= Bty + faf " (Fafy— faf (D). (4149

Sabe-se que,

7{ = 'YMGIM
= 1% +7'e;,
= 720+ +(—€"), (4.150)
onde,
) 0 ¢
71:[ , 0], (4.151)
—o' 0
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resultando,

¥
0 g€
= —[ S 1. (4.152)
.

Com isso,

fafy = — O' 5'53] x (—1) [_ 0' &.34] )

—o-e3 0 g-€ 0
N (CRTAICRYN 0
I 0 (G- &)(7- )
Usando a identidade,
(G-a@)d-b)=a-b+id-(@xb), (4.153)
o termo ¢,¢, fica,
g3'€4‘|‘i&'(€3><€4) 0
fafs=— I (4.154)
0 €3+ €4+ 10 - (€3 X €4)
Fazendo o mesmo para ¢,¢,, obtém-se,
g4'€3‘|‘i5'<€4><€3) 0
fafs=— R (4.155)
0 €4+ € +10 - (€4 X €3)
Sabendo que (€; x €3) = —(€3 X €), e que (€, - €3) = (€3 - €;). Entao,
(£af3+ fafs) = —2(6 - €1)1axo, (4.156)
e, da mesma forma,
(Fafs — #afy) = 2i(63 x €1) - 2, (4.157)
onde,
= G 0
$= |7 (4.158)
0 02x2
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Portanto, a amplitude (4.149) resulta em,

2

M= — iecﬁ(Q)[(é, aN° (& x &) - S u(l). (4.159)

Até o momento nada foi falado sobre os spins do elétron e do pdésitron. Lembrando
inicialmente que, o interesse é o estado de configuragao singlete (1, — [1)/ V2.

Simbolicamente,
1

V2

O termo de amplitude .#;| é obtido a partir da equacao (4.159) com “spin up” para

Miingior = —=( Moy — M), (4.160)

o elétron,

1
0
u(1l) = v2me ol (4.161)
0
e “spin down” para o pésitron, sabendo que v = v140,
52 = —v2meclo 0 -1 0],
= V2me [0 01 0] . (4.162)
Acima, lembra-se que v® se relaciona com —u®,
0
0® = B = nE (4.163)
0
Portanto, usando esses espinores, obtém-se,
9(2)7°u(l) = 0, (4.164)
5(2)57%u(1) = —2mck. (4.165)
A amplitude .#;, fica,
My, = —2ig2 (€5 X &), (4.166)
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Agora, pode-se calcular a amplitude .Z|4 com elétron “spin down”,
u(l) = v2me ol (4.167)

e “spin up” para o pésitron,

52 = vamelo 0 0 -],
_ _\/%[0 0 0 1}, (4.168)

onde vV se relaciona com u¥,

0

W _ @ _ [0
v = = (4.169)

0

1

Logo, a amplitude .#4 fica,

My = +2ig2 (65 X &), (4.170)
onde A4+ = — M+, Com isso, a amplitude para a aniquilacao de um par elétron-

positron estacionario em dois fétons (4.160), que emergem nas diregoes +k, utilizando

os resultados (4.166) e (4.170), é descrita pela relagao abaixo,

%singlet = _2\/§ Zgg(€3 X g4)Z- (4171)
Observa-se entao, de acordo com a relacao .#|+ = —.#;, que a configuracao tripleto
(t) + 11)/V2 é zero,
1
j/triplet = —(//N + //w) =0, (4.172)

V2

o que confirmar que o decaimento de dois fétons é proibido nesse caso.

Agora, deve-se introduzir os vetores de polarizacao apropriados para os fotons.
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Lembrando que, para “spin up” (m, = +1),

1
e ——2 14, (4.173)
V2 0
e para spin down (ms; = —1),
1 1
ezsé-j. (4.174)

Se o foton estiver viajando na direcao +z, eles correspondem a polarizagao circular
direita e esquerda, respectivamente. Como o componente z do momento angular
total deve ser zero, os spins dos fétons devem estar alinhados de maneira oposta: 1

ou |T. No primeiro caso,

1 ! 1 ! (4.175)
€3=———72 1], €4=—F |—i| . 175
3 NG . 4 5 .
Entao,
(11) : & x & = ik. (4.176)
No segundo caso, 3 e 4 sao trocados,
(1) : & x & = —ik. (4.177)

Evidentemente, precisa-se da combinacao antissimétrica (1} — 1)/ V2, que nao deve
surpreender: isso corresponde a um spin total zero, exatamente quando combina-se

duas particulas de spin opostos. Novamente, a amplitude,

1

%singlet = E

(M, — M), (4.178)

onde,
%,N’ = —2@g§(€3 X 54)2 e %JIT = —|—2Zgg(gg X €4)z (4179)
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Com as relagoes (4.176) e (4.177),

(& x &), = %(N — ),

= iV/2k. (4.180)
Utilizando as relagoes (4.179) e a relacao (4.180),
My =228 e My =+2V2g, (4.181)

sO que desta vez as setas se referem a polarizacao dos fotons. Com isso, substituindo

na relagao (4.178), resulta na amplitude para o estado singleto,
%singlet = _4gz (4182)

Esse resultado modesto demandou um pouco de trabalho matematico. E agora,
o que ¢ possivel retirar desse resultado? Em primeiro lugar, pode-se calcular a secao
transversal total da aniquilagao de elétrons-pésitrons e mais a frente serd usado para

definir um modelo para estudar a dinamica de Boltzmann.

Exemplo: No referencial do CM, a secao transversal diferencial é [12],

do _ { e r 21\ 2. (4.183)
Aqui, By = Ey = mc®, |py| = mc e se a colisao é nao relativistica |p;| = mw,

onde v é a velocidade incidente do elétron (ou pésitron). Relembrando também que

g. = €4/ 3% = V4ma. Substituindo,
do  (ha\* 1
-\ @ (4.184)

Como nao ha dependéncia angular, com df) = sin 8dfd¢p, a secao transversal total é,

o= (h—a>2 i (4.185)

m Ccv

Faz sentido que a secao transversal seja inversamente proporcional a velocidade de
entrada? Sim, a justificativa é que quanto mais lentamente o elétron e o positron
se aproximam, mais tempo h& para eles interagirem e maior a probabilidade de

aniquilacao.
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Finalmente, pode-se calcular a vida 1til do positronio, no estado singleto. Isso
estd claramente relacionado a segao transversal para a aniquilagao de pares (4.185),
mas qual é a conexao precisa? Considerando a relacao abaixo, onde é conveniente
pensar na secao transvesal diferencial como o nimero de particulas por unidade
de tempo espalhadas no angulo sélido df2, dividido por df) e pela luminosidade.
(Ou, como os fisicos dos aceleradores gostam de dizer, “a taxa de eventos é a segao

transvesal vezes a luminosidade dN = Zdo.”),

do 1 dN
— = (4.186)
@y £ dQ

observa-se que o numero total de eventos de dispersao por unidade de tempo é
igual a luminosidade e a secao transversal total N = Zo. Se p é o nimero de
particulas incidentes por unidade de volume e se estiverem viajando na velocidade

v, a luminosidade representada pela figura 4.7 é £ = pv.

— vAt ——

Figura 4.7: O numero de particulas no cilindro é pAwvdt, portanto a luminosidade
(ntimero por unidade de &rea por unidade de tempo) é pu.

Para um tnico “4tomo”, a densidade de elétrons é p — [¢/(0)|?, e N representa
a probabilidade de uma desintegracao por unidade de tempo, ou seja, a taxa de

decaimento,
N =vop — T = valp(0). (4.187)
Assim, em termos da secao de choque, a taxa de decaimento é,

L = waly(0)f,
_ <h_0‘> 4%|¢(0)|2. (4.188)

m

O estado fundamental (ground state) é descrito pela equagao 5.61 do livro Introduc-

tion to Elementary Particles[12],

1

n00(0)]? = ——, 4.189
W 00( )‘ 7Tn3a3 ( )
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onde a constante ¢ = mh—; = 0.529 x 1078 ¢m é o raio de Bohr. Para o estado
fundamental, n = 1. Logo,
1
0)]? = —. 4.190
PO = — (4190)

A diferenca mais visivel entre o positronio e o hidrogénio é que nao se lida mais com
um nucleo pesado, essencialmente estacionario, ao redor do qual o elétron orbita, mas
com duas particulas de igual massa, ambas orbitando em torno do centro comum.
Como na mecanica cléssica, esse problema de dois corpos pode ser convertido em um

problema equivalente de um corpo com a massa reduzida,

mime

Mpeqg = ————. 4.191
d mi + mo ( )
O Hamiltoniano de dois corpos possui a forma,
p! | p;
H="1 4+ 2 1 V(r,mr). (4.192)

2m1 2m2

Se o potencial depende apenas da distancia de separagao, r = |ry — 71|, € no sistema
do CM p; = —py = p. Entao,
2

="
ered

+V(r), (4.193)

que é o Hamiltoniano para uma tnica particula de momento p e massa meq, Cuja co-
ordenada radial, r, é a distancia entre as particulas. A Hamiltoniana nao perturbada
para o positronio é da forma (4.192), com m; = my = m, entdo a massa reduzida
fica Mg = m/2 ¢ V. = —e*/r, 0 mesmo que o dtomo de Hidrogénio. Portanto,
obtém-se os niveis de energia imperturbaveis do positronio pela simples substituicao

de m — m/2 na férmula de energia,

1 1
E, — §En = —a2m024—nQ, com n=1,23,--- (4.194)
Por exemplo, a energia de ligacao no estado fundamental é 13,6eV/2 = 6,8eV. As
funcoes de onda sao as mesmas que as do atomo de Hidrogénio, exceto agora que o
raio de Bohr, que é 1/m, é o dobro,

h? 2h?

— — — 2a. (4.195)

a =
me? me?
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Com isso, a relagao (4.190) fica,

1
PO = ——. (4.196)
Sabendo que a constante de estrutura fina é o = e—i = Wlozw e que a = Trfiz, pode-se
escrever a relacao,
1 3.3
S =a’ mﬁf (4.197)
Substituindo a relagao (4.197) em (4.196),
admic3
(O = 55 (4.198)

e substituindo a rela¢do acima na equagao da taxa de decaimentos (4.188), obtém-se,

r= (") T

m

B ha\2 47 [ a3m3c3
\m c Sth3 )’

a®mc?

Com isso, a vida util do positronio é dada pela relacao,

2h
admc?’
= 1.25x 1071%. (4.200)

M| =

4.7 Aproximacoes das Funcgoes de Distribuicao

Nesta secao, o objetivo é manipular o termo de colisao da equagao de Boltz-
mann para um processo do tipo aniquilacao de pares, considerando a estatistica
dos férmions para as funcgoes de distribuicao e a matriz de espalhamento para o
evento. Realiza-se um pequeno desvio do equilibrio e lineariza-se a integral de co-
lisao para determinar a equacgao de transporte de Boltzmann que governa a dinamica

das particulas para o processo de espalhamento.
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4.7.1 Equacao de Boltzmann e o Processo de Espalhamento

Observa-se que, para se obter um coeficiente de transporte na ordem inicial da
constante de acoplamento, utiliza-se a equacao cinética de Boltzmann que descreve
a dinamica da funcao de distribuicao do espaco de fase. Considerando-se um plasma
abeliano que consiste em varios constituintes, definidos pelos indices latinos a, b, c,
etc. Na eletrodinamica escalar, esses constituintes sao: as particulas, antiparticulas e
os fotons. Para cada constituinte existe uma funcao de distribuigao no espaco de fase
f4(X, E), onde X = (¢t, ) e k é o momento da particula. Com isso, considerando a

equacao de Boltzmann com o termo de colisao,
(O +7- Vet F- V) f(X, k) = —=C[f], (4.201)

onde 7 = k / ]/;| 6 a velocidade da particula e F' é a forca externa. Para se calcular
coeficientes de transporte, é suficiente considerar apenas processos 2 <> 2, por exem-
plo, a dispersao de Mgller, Bhabha ou Compton, aniquilacao de pares e assim por

diante. A integral de colisao para uma particula do tipo a é descrita pela relacao,

2m)* ' (K +P - K —P) x

Z/ dSkJ’ d3 d3—»/| ab(KP_>K/P/)|2

3 (2m)3 16€x€r €€

[f“( )F() (1 = fc(k"))(l £ FUF) = (L FUR) (£ @) FR) £()
(4.202)

onde K = (k° k) é o quadrimomento, com k° = ¢, = |k|. Em casos gerais, ¢
normal que as particulas possuam massa. Em um plasma quente, por exemplo, com
temperatura T° > m as particulas com k > T podem ser tratadas efetivamente
como sem massa. A funcao delta possui o papel de conservar o momento energético
na dispersao, e os sinais correspondem as estatisticas de particulas bosonicas ou
fermionicas, respectivamente, como visto anteriormente. O somatoério das espécies
de particulas considera todos os processos de colisoes possiveis para a particula a.
O termo |.#|? é o elemento da matriz correspondente que leva em consideragio os
fatores de simetria no caso de particulas idénticas no estado final e o nimero de
graus de liberdade de rotagao ou polarizacao, como por exemplo o calculo realizado
para o processo de producao de fétons. Os dois termos em colchetes levam em conta
o fato de que a particula do tipo a com momento k pode desaparecer no evento de
espalhamento a + b — ¢ + d, termo de perda, ou pode aparecer no processo inverso
c+d — a+ b, termo de ganho. Todas as fungoes de distribuicao que aparecem

no termo de colisao sao tomadas no mesmo ponto X do espaco-tempo, que por
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simplicidade esse termo foi omitido.
O préximo passo é realizar um pequeno desvio do equilibrio e em seguida lineari-
zando a integral de colisao em relagao a esse pequeno desvio. Dito isso, é conveniente

usar a decomposicao,

-, ore o
1208 ) = fo(ex) + WX, ) (4.203)
k

Dependendo da estatistica, seja a fungao de distribuicao em equilibrio uma fungao

de distribuicao de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac, tem-se a relacgao,

1 a
TlB,F(Gk) = eXp(Ek/l{jBT) - 1 = eq(€k>' (4204)

E possivel reescrever a derivada como sendo,

Ofeq 0 1
Oer,  Oep |expler/kpT) F1]’
1
= (=1)]exp(ex/kpT) F 1] *—— exp(e,/kpT),
kgT
1 kgT
— expler/kpT) (4.205)
kgT [exp(ex/kpT) F 1]?
e a exponecial em termos de f usando a relagao (4.204),
1+ f
exp(ep/kpT) = — . (4.206)
eq
Logo, a derivada (4.205) torna-se,
T 1o
a eaq _ 1 fgq
dep  kpT | 12l ’
o Bl T
1 [1xf "
= _ﬁ a . ( eq>27
B L eq
1 a a
- _k’B_T eq(l j: feq)' (4207)
Feito isso, a funcao de distribuicao toma a forma,
. 1 .
£ = fyle) = Tl )1 £ S )W (X B (1.208)

Pode-se escrever uma relagao equivalente f*(X,k) ~ f& (e, + W*?) para primeira
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ordem em W, onde o comportamento fisico da funcao W se comporta como a mo-
dificacao local da relacao de dispersao da particula sob o impacto da forca externa.
Em seguida é introduzida a decomposi¢do acima na expressao (4.202) e apenas o0s
termos de primeira ordem em W sao considerados. A integral de colisao calculada
com as fungoes de distribuicao em equilibrio (contribuigao da ordem zero em W)

desaparece. Pode-se ver isso diretamente na identidade abaixo,

(4.209)

@) ) (UL Fo@ DL FA)  Cooioien
(1£ o) (LE 2y (e fe(ew) F{ey) |

que representa uma relacao do principio do equilibrio, que nos fornece a conservacao

de energia,
€r + €p = €k + Ep- (4210)

Dessa forma, a integral de colisao parece ser uma funcao linear das fungoes W,

37 3.7 3,7/ ab 1 DI |2
Z/dk d Pp' | ME(KP — K'P')| (@n) 5\ (] + P ' — P') x

o 3 (2m)3 16€k€x €p€py
x [feo(ex) eq(ﬁp)(l + fey(en) (1% foep))] %
x [W“(X, )+ WX, F) - WX, k) — Wd(X,ﬁ’)] . (4.211)

E possivel reescrever o termo do lado esquerdo da equacao de Boltzmann (4.201)

considerando a funcao W, assumindo que a forca externa que empurra as particulas
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do equilibrio tenha a mesma ordem que a fungao W. Com isso,

(0, +7-Vz + F-Va)fiuX, k)=
= (at+ﬁvf+ﬁvl7>|: eaq(ek) - ﬁ eCLq(Gk)(lifgq(Ek))Wa(Xv E):|7
B
0
= (Or+ T Vartt Vo) foler) +

eq

—L(at +7-Vi4 F-Vy) [ (&) (1 £ £2 () WX, /5’)1 :

kgT
= e (1 E f4(@))@ + T Va+ F - Vo)W (X, E),
1 L o
= _/{ZB_T :q<€k)<12l: eaq(€k>> [atW“(X,k)—}—vaW (X7k)+

+F - VWX, /%’)] :

1 L )
= el :q<ek><1if;‘q<ek>>[V'DW“<X,k>+F-%W“<X»k> ,

onde sao considerados os quadrivetores v = (1,7) e D = (9;, Vz), com ¢ = 1.
Portanto, a equacao geral de Boltzmann que governa o movimento das particulas

para um processo de espalhamento é,

L) (LE fiy(en) |V - DWO X, k) + F - ValV (X, E)} =

B

. / BE By PP | AL(KP — KPP
o~ ) (2m)® (2m)? (2m)3 166k €€,
X |: gq(ek) fq(ep)(lj: gq(ek’))(l j:fedq(ep/))} X
x WX F) + WX, F) = WX B = WX )] (4.212)

2m)*0* (K +P - K' — P') x

A partir do processo de aniquilagao de pares, em que a conservacao do quadrimo-
mento ficap+k=p +k ek —k'=q=p —p, fornecendo a conservacao de energia
(4.210), tem-se que fo (ex) = nrp(e). Considera-se também que W = —W, sendo
W das antiparticulas, e W = 0 (pois o féton é a sua prépria anti-particula). Com

essas consideragoes, e usando o resultado da amplitude de espalhamento no estado
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singleto (4.182), a equacao de Boltzmann torna-se,

v-DW(X, k) + F- VW (X, k) =

d3q* dgﬁ gQ
7 <27T>3 (27T)3 €kCk+qCpCptg ( g s p P+q)

np(€ep) (1 — nr(eriqg)) (1 — nrlepy)) 7 T o
x R W(k:)—W(k:—q)].

(4.213)

Esse modelo pode ser aplicado em varios casos, como estudar grandezas fisicas em

plasmas relativisticos, que serd discutido melhor na conclusao.
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A equacao de transporte de Boltzmann na forma (4.213) descreve a dinamica das
particulas para um processo de aniquilacao de pares. Em um plasma relativistico,
existem diversas interacoes acontecendo a todo momento entre suas particulas cons-
tituintes. Logo, é preciso levar em consideracao alguns tipos de espalhamentos para
uma descri¢ao mais geral, como por exemplo, o espalhamento M¢ller, espalhamento
Bhabha, espalhamento Compton e aniquilacao de pares. O objetivo aqui é ganhar
conhecimento suficiente para futuros estudos, familiarizando-se com a teoria cinética
do plasma, a equacao de Boltzmann, as regras de Feynman para ED(Q) e as matrizes de
espalhamento para alguns tipos de processos. A proposta foi realizar a construcao
da equacao de Boltzmann para um processo de aniquilacao de pares inicialmente,
como ponto de partida, onde o objetivo é incluir outros processos e calcular a con-
dutividade de um plasma, por exemplo. Para isso, é preciso implementar calculos
computacionais para resolucao da equacao de Boltzmann e extrair informacoes so-
bre os coeficentes de transporte. A condutividade elétrica é uma propriedade que
descreve a transferéncia de carga elétrica em um material se um campo elétrico
externo for aplicado ao sistema. Os coeficientes de transporte sao caracteristicas
muito importantes de qualquer meio, fornecendo informagoes sobre sua resposta a
perturbacgoes externas. O conhecimento dos coeficientes de transporte, em particular
a condutividade do plasma, possui uma grande importancia para diferentes tipos de
aplicacoes cosmolégicas.

Uma das primeiras tentativas de extrair a condutividade da abordagem cinética
foram feitas usando a aproximagao-T mais simples para integral de colisdo [13-15]
ou executando a expansao de Chapman-Enskog [16]. Logo em seguida, a equacao
de Boltzmann foi resolvida numericamente usando as simulacoes de Monte Carlo
da integral de colisao [17, 18]. Como dito, essas simulagoes nao foram realizadas

no presente trabalho. A proposta seguinte é aprimorar a equagao de transporte de
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Boltzmann, realizar calculos numéricos e extrair informagoes da teoria para futuras
aplicacoes em diversas areas de atuacao, nao se limitando apenas ao estudo dos

plasmas.

94 de 146



Apéendice A - Notacoes

Relativisticas

1.1 Cinematica Relativistica Covariante

1.1.1 Transformacao de Lorentz

ot = A x¥, (1.1)
onde a matriz é definida como,
v =B 00
— 00
A= | TP (1.2)
0 0 10
0 0 01

1.1.2 Meétrica de Minkowski

1 0 0 0 1 0 0 0
o -1 0 0 , w0 =1 0
Juw = 0 0 1 s € Sua 1mversa, g- = 0 0 1 (13)
00 0 -1 00 0 -1

Percebe-se que g, = g pelo fato da métrica ser constante e unitaria, isto €, pode-se

provar que g = g.

1.1.3 Transformacgoes Quadrivetoriais de Lorentz

As transformagoes de Lorentz também podem se escritas na forma covariante a

partir da notacao matricial,
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ct’ vy =2y 00 ct
/ _'U 0 0
:I; — C’Y 7 . x , (1.4)
! 0 10
! 0 01 z
onde define-se,
x = A(v) - x. (1.5)
Em componentes,
= O g (16)
xt = x¥ = x”, .
oxV? v
ou a inversa,
8xﬂ /v —1 v
ot = e = (A7)* ™. (1.7)
O mesmo para sua forma covariante,
ox¥
! . -1\ v
Ty = oy (A7), 2y, (1.8)
€ sua inversa,
_ 0 AF 2™ 1.9
[ Ot T, v ( )
Isso mostra que,
ox'* oxt
A, = AT = 1.10
=S e Y=o (1.10)
O produto escalar entre quadrivetores resulta em,
oz’ O
w0 _ v
vha, = ST,
ox'* oz
= x’x
ozv Oz N
= & 1"xy,
= LC)\CIZ’/\.
1.1.4 Quadrivelocidade e Quadriaceleragao
dxt dxt
[ Nty 1.11
T T (1.11)
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A quadrivelocidade pode ser escrita também como,

V" = (yc, y0) v, = (ye, —0)

vt = (UO,Ui) v, = (vo, v;)

Produto interno da velocidade,

I
v, = .
T2

Transformacao de Lorentz para as componentes da velocidade,

B ox'*
- Oz

/
v

v ou M= AR

Quadriaceleracao,
dvt

A quadriaceleragao pode ser escrita como,

at

a" = (e, vi0 + 7*0) ay = (vye, =yi¥ — 7*0)

a' = (aoﬂi) ay = (ag, a;)
Produto interno da quadriaceleracao com a quadrivelocidade,

By
atv, = 0.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Esse resultado indica uma ortogonalidade entre a quadrivelocidade e a quadriace-

leracao, sendo que o significado geométrico da quadriaceleracao é o vetor curvatura

no espaco de Minkowski.

1.1.5 Momento, Forca e Energias

O momento é,

P = myv.

A Segunda lei de Newton, porém, com caracteristicas relativisticas,

- d .
F o=y (myd),

(1.18)

(1.19)
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Escreve-se o quadrimomento como a massa da particula vezes a quadrivelocidade,
(T T 7
p' =mu* = m(ye, ), (1.20)
Pode ser escrito também como,

H = (mvye, myv = (myc, —m~yv
P = (myc, myv) . (my ) (1.21)

=%y P = (po, pi)

O produto interno do quadrimomento ¢ dado por,

2 .9
Pp, = m? (C = > . (1.22)

Se v = u, tem-se que,
p'p, = m?c’. (1.23)

A quadriforga resultante é,
F'" = ma'. (1.24)

Com isso, usando o resultado obtido da quadriaceleracao,

F¥ = (mryye, myqd + moy*4) F, = (mie, ~my3 — my*0) L
FH — (FO,Fi) ’ FH — (FO,Fi) ' '
A segunda lei de Newton quadridimensional pode ser escrita como sendo,
dpt
Ft=—. 1.26
dr ( )

Sabendo que a segunda lei de Newton é valida para quatro dimensoes, pode-se rees-

crever a quadrifor¢ca em termos dela,

dp®

ot (1.27)
e, ‘
. dpz

F' = . 1.28

Tt (1.28)

Usando a relagao de ortogonalidade entre a quadriaceleracao e quadrivelocidade
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T
atv, =0 e que a' = —,
m

T
a"v, =0,

FO i .
<_7 _) ' (707 VU) = 07

m’ m
F'v
c

F° : (1.29)

onde F' v’ = Pot é a parte espacial de uma quadripoténcia. Portanto,
o 1 i
F" = —(Pot"). (1.30)
c

Juntando a equagao (1.26) com a equagao (1.30),
Pot dp®
c  dr’
d

= (),

onde tem-se a energia total relativistica como,
E = mnc?, (1.31)

e definindo a parte espacial da quadripoténcia,

FE
pot — & (1.32)
dr

Com isso, pode-se reescrever o quadrimomento como,

E
p" = (mye,myv) = (—,pl) : (1.33)
c
Realizando o produto interno do quadrimomento, obtém-se a equacao da energia,

B
P'rn=— —Ip 2,

resultado na relagao da energia relativistica total,

E? = p*? + m?ch. (1.34)
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A funcao energia cinética tem a forma,
K=m(y—-1)c, (1.35)

que satisfaz o limite relativistico. Pode-se escreve-la em termos da energia total e da

energia de repouso,
K =myc® —mc® = E — E,. (1.36)

A partir das equagoes (1.35) e (1.34), é possivel obter a relagao entre energia cinética

e momento linear,
p’c® = K? 4+ 2myJ?K, (1.37)

muito utilizada em célculos da energia cinética de particulas em colisoes, quando

fornecido o momento linear.

As transformagcoes de Lorentz para o quadrimomento sao dadas por,

( /
T =%~ i),
e =(ps — %),
- (1.38)
py :pya
| Pl = P

1.2 Eletromagnetismo Covariante

1.2.1 Definicoes dos Potenciais e dos Campos

O quadripotencial assume a forma,

AP — (A°, Ay — <1V(f,t>,,af<f,t)) | (1.39)

c

Paralelamente, define-se a quadricorrente,

—

Jt = (J° T = (cp(7, 1), J(7, 1)), (1.40)
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O quadrigradiente, que também pode ser chamado de quadriderivada, é descrito

pelas relagoes em suas formas covariante e contravariante,

0 10 0 10
oy=—=-= oN=—=-—=,— . 1.41
o O (c 8t’v) o ox, (c@t’ V) (1.41)
O produto interno desses operadores é 9,0" = C%g—; — V? = [, definido como o

operador d’Alambertiano. Define-se o tensor eletromagnético pela relacao,

Fr = 09FAY — 0" A* ou F, =0,A,—0A,. (1.42)
e a antisimetria, F,, = —F,, e na forma matricial,
[0 —E _Es _ET

P = , (1.43)

ou ainda,

F,, = . (1.44)

BoyB, 0 -B,
L 1% -B, +B; U
As equagoes de Maxwell ficam,
O F" = poJ". (1.45)
Para as equacoes com fonte,
vV E=2, (1.46)
€o
. . 10E
B =y + —— 1.47
v X /‘1’0 + 62 at Y ( )
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Para as equacoes sem fonte,

V-B=0, (1.48)

. OB

E=__— 1.4
V x T (1.49)

Para estas equagoes, aplica-se o operador dual! em (1.45),

* (a,uFNV) = IMO * JV,
Bu(xF™) = po(+J*), (1.50)

sendo *J” = 0, indicando a inexisténcia de fonte magnética, e xF* = GM =

%€“VHAF,{,\. Com isso, o dual do tensor eletromagnético resulta,

(0 -B, —-B, —B,]

G = . (1.51)
By _% 0 %
B BB

Calculando para os indices v, da mesma maneira que para F* obtém-se entao as

seguintes equacoes do eletromagnetismo covariante,

9,G" = 0, (1.52)
0, F" = pgJ”, (1.53)

sendo GHY = x MV,

1.2.2 Condigao de Calibre (“gauge”) e a Equacao de Onda

Pode-se considerar uma transformacao de calibre “gauge”? dos potenciais AeV
em quatro dimensoes,
AP AF = AP 4 OMa. (1.54)

'Da dualidade de Hodge usa-se o pseudotensor de Levi-Civita em quatro dimensées, e#***, onde
€123 — 11, O tensor dual do tenso eletromagnético é *F* = G = %EW"’\FM [19, pag. 65].

2Esta transformacao é similar a uma transformacio sob o grupo de simetrias U(1), sob o espago
complexo, quando o parametro de rotacao, que no caso é x, depende das coordenadas do espaco
tempo.
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Usando essas transformagoes no tensor eletromagnético, de modo que,
FM = FAY — VAP — F'™ = F A" — 9V A, (1.55)
obtém-se que,
F'" = gM(AY + 0"a) — 0" (AF + 0" a), (1.56)

Pelo teorema de Clairaut-Fubbini [20],

0? 0?
/ = / ) (1.57)
Oxdy  Oyox
Para uma funcao f suave e continua,
oMo a = 0"t (1.58)
e na equacao do tensor eletromagnético,
0
F'™ = grAY — 9" A* + (0"0" o) = FH. (1.59)

Pode-se encontrar a condicao de gauge covariante através das equacgoes de Maxwell

covariantes, usando a definicao do tensor eletromagnético,

8MFMV = Mojyv
OA” = pgJ?, (1.60)

Se o espago considerado é o vacuo, tem-se que JA* = 0 [21]. Assim, o gauge de

Lorentz é a escolha do divergente quadridimensional do potencial eletromagnético,
0, A" =0, (1.61)

que pode ser verificado em componentes,

10 vV - 10V -
A= ——= | —A) = =— -A=0. 1.62
- (10.9) (LA) - L% wice e

Existe também uma outra solucao possivel em que nao considera-se necessaria-
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mente o calibre de Lorentz. Voltando a equacao de Maxwell,

0, F" = pgJ”,
00" A — 89, AP = 11g.J"

Em vez de aplicar o calibre de Lorentz, reescrevem-se alguns indices,

0,00 A" — 0”0, A" = 119",
0,00 8", Al — 39, AF = p1pJ",
O6%, A" — 09, A = igJ",
(06", — 8" 0,)A* = poJ”,
0", AF = o],

que é uma equagao de onda para os campos eletromagnéticos, onde,
0", =014", — 909,

ou,

O =D0g" — "9

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

O" ¢é o operador central para as ondas eletromagnéticas. Uma coisa interessante é

que quando toma-se uma transformacao de calibre, esta equagao nao se modifica.

1.2.3 Graus de Liberdade

Com o objetivo de obter uma solucao do tipo ondas planas, define-se inicialmente

um Ansatz tanto para o campo quanto para o parametro de calibre,

© _ d4p At ip.x
) = [ S A e,

Ol(.%):/(;iﬂl;du(p)eip.x'

Substituindo o campo A*(x) em (1.64),

0%, A (x) = (@5, — 09,) [ 24w (p)eve
u (l‘) - ( uw M) (27’(’)2 (p)e )

N / (;lﬂz; [—p* A% (p) + p"pu A" ()],

(1.67)

(1.68)

(1.69)
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Supondo a equacao de onda sem fonte, tem-se,
p* A" (p) = p'puA¥(p) = 0.
Usando a transformacao de calibre,
At (x) — A" (z) = A¥(x) + 0" a(x),

onde, no espaco de fase,

At (p) — A™(p) = A*(p) + ip"a(p).

(1.70)

(1.71)

(1.72)

Escrevendo uma base quadridimensional para o vetor A*(p), no espago dos momen-

tos,

comp-€=0,p-6=0e€ -6 =0, e ainda,

Empu = EQMPM = 07
elupu = 62;115“ = 07
€16 = 0.

Assim, uma combinagao linear possivel e L.I. é,

A(p) = a(p)p" + b(p)P" + c1(p)ef + ca(p)es,
= a(p)p" + b(p)p" + cs(p)et!, com s=1,2.

Substituindo em (1.70),

P’ la(p)p” + b(p)p" + cs(p)et] — p'py [a(p)p” + b(p)D” + cs(p)el] =0,
ap®ph + bp*p* + c.p*et — ap”p,p” — bpt'p,p¥ — cptpye’ = 0,
bp*p* + bp*(p,p”) — cpe = 0.

(1.73)

(1.74)
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O coeficiente a(p) ficou indeterminado. A componente temporal fornece,

b’ + bp° (pp”) — csp’ey = 0,

b(p* — pup”) =0,

o[(p°)? — [P]* — (pop” — pid")] = 0,

o) = PP = @) + 9 - (—=p)] = 0,
—2b|p|> =0, (1.75)

implicando que b = 0, ou seja, a parte temporal da equagao de movimento elimina

um grau de liberdade do campo vetorial. Voltando a equacao de movimento,

bp*p* + bp" (p,p") — cspe = 0,

2
csp el =0,
2 2
pcre) +pieaey = 0. (1.76)
Como €' e € sao L.I., entao os coeficientes que os acompanham devem se anular
1 2 9

p?c; = pcy = 0, e ainda tem-se que a teoria é sem massa, logo p* = 0. Os coeficientes
C1 € ¢y Sa0 quaisquer.

Os campos vetoriais devem descrever a mesma fisica sob a mesma equacao de
movimento, o campo transformado A* (p) e o nao transformado Am (p). Entao, pode-

Se escrever,

A (p) = A¥(p) + ip*alp),
d' (p)p" + ci(p)el = a(p)p” + cs(p)e + ip"a(p), (1.77)
[d'(p) — a(p) — ia(p)]p" + [c,(p) — cs(p)]el = 0. (1.78)
Como os vetores p* e € sao L.,
a'(p) = a(p) +ia(p), 1.79)
ci(p) = cs(p). (1.80)

Pode-se escolher ia(p) = a(p), sem perdas de generalidades, o que resulta em,

a'(p) = a(p) +i(ia(p)) = a(p) — a(p) = 0,
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Podendo se estender para todos os a(p), restando apenas dois graus de liberdade na

teoria, ¢; e cy. Feito isso, o campo assume a forma,

At (p) = c1(p)ef + ca(p)ey. (1.81)

que representam apenas compoenentes transversais da teoria. Portanto, o campo de
Maxwell s6 possui duas componentes transversais, como por exemplo na direcao de
x ey, e nula em 2z ou outras combinacoes. Mas, sabe-se que a componente temporal
que define o potencial elétrico é nulo, restando apenas componentes magnéticas,

mostrando que o potencial de Maxwell A* possui apenas caracteristicas magnéticas.

1.3 Formulacao Lagrangeana do Eletromagnetismo

Nesta se¢ao ¢é realizada a descricao do Formalismo Lagrangeano considerando os
campos Eletromagnéticos em sua forma covariante. A acao eletromagnética deve
descrever as duas as equacoes de Maxwell na forma covariante com um termo de

fonte, possuindo a forma,

1
L = = FuF" — o A (1.82)

Pelo principio variacional, a equacao de Euler-Lagrange para o campo eletromagnético

se torna,
0L 0L
—_— — — | =0. 1.83
e~ ] 59
A Lagrangeana exapandida fica,
1
£ = —Zgwgw(a"A" — OTAM)(DMAY — 9V AN — J, A", (1.84)

tornando fécil o cdlculo. Entao, aplicando a equagao de Euler-Lagrange (1.83),

02 07
m = —/UL(]JM € W = Fl“” (185)

obtém-se a equacao de Maxwell inomogénea,
O M = poJ”. (1.86)
Aplicando o operador de dualidade, tem-se a equacao homogénea,

8, % F* = 0. (1.87)
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Com o auxilio da Lagrangeana de Maxwell, pode-se obter a energia do sistema,

através do tensor momento-energia definido anteriormente,

0L
™ = ——0,ANz) — 6" &L, 1.88
80,0 ) 15
fornecendo,
1
TH = —gM" F,0 A — 9{=7FopF"}, (1.89)
ou,
1
™ =—FF"" + Zg“”FUpF"p, (1.90)
Esse tensor também ¢ conservado, 9,7"” = 0. Em componentes, omitindo-se as
constantes,
1 = = .
T = 5( >+ B*) + V. (VE), (1.91)
T = (ExB)+V-(AE), (1.92)
‘ S o L. O(VE!
T = (ExB) +(Vx¢B) — (825 ), (1.93)
com a energia total,
1 —, —
E:/fﬂm:/ﬁ%wMB% (1.94)

e o momento eletromagnético,
P = /d?’:zTOi = /d?’f(ﬁ x B)', (1.95)

como visto anteriormente, de uma forma mais classica, sendo que esse tltimo também
representa o vetor de Poynting, na devida dimensionalidade.
Também pode-se encontrar o momento quadridimensional a partir do Lagrange-

nana de Maxwell (1.82), que é dado por,

_Z
(A, ()’
0 1 0 AC T AP A AV VoA p
m[—zgm%a(a A7 = 07AP) (0 AY — 0" AY) — J, A",
m
— (0OA" — 9 AY),

= —F% (1.96)

m(z) =
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Em componentes,

7(z) = —(0°A° — 9" A%) =0, (1.97)

ml(z) = —("A" + 9'A”),
—9,A" = 0'V, (1.98)

DA(T,1)
ot
—E. (1.99)

7(T,t) = —VV(T,1) —

Em algumas literaturas, o fato de 7%(z) = 0 ocorrer naturalmente, sugere que a
teoria possui puramente um gauge axial temporal. Assim, o momento pode ser

escrito como,

mi(x) = —A'(x). (1.100)

Esse resultado diminui o nimero de graus de liberdade da teoria, onde agora tem-se

apenas A" = (0, A), com componentes vetoriais. Usando o calibre de Lorentz (1.61),

0, AM(z) = 0pA° + 0, A",
=V A,
=0, (1.101)

que conduz ao gauge de Coulomb. Desta forma, pode-se eliminar mais um grau de
liberdade, restando apenas dois, que podem ser nomeados como graus de liberdade
transversal. Tomando a direcao de propagacao como sendo a direcao z, entao sobra
Ar = (0,4,,4,,0).

Considerando o gauge de Coulomb, V - ff(f, t) = 0, volta-se ao caso da contagem
do nimero de graus de liberdade, de modo que A° = 0. E, a partir da equacao
de onda sem fonte e sem massa, onde tém-se que J9,F* = 0, a qual implica que
OA? = 0, semelhante & de Klein-Gordon. Esta equacao sugere uma expansao em

ondas planas,

—

Alz) = g5 B tord) 4 gz etilEp tmrd), (1.102)

com p° = Ej, que relativisticamente, p° = |p’|. A quantidade €5 representa o vetor

de polarizacao do campo ao longo de uma direcao privilegiada. Por exemplo, como
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foi escolhido a direcao z, tem-se que, a partir do gauge de Coulomb,

V- A(z)=V- 65 e Fp =70 & ¢ ilEy P )]
= gp‘ . (iﬁ)e_i(Eﬁ t—p-T) + gﬁ* . (—Zﬁ )e—i-i(Eﬁ t—ﬁ‘j’)’

= (i85 - 7 )e BT 4 (i e B (1103)
quando igualado a zero, obtém-se, para ambos os termos, o mesmo resultado,
p -6 =0. (1.104)

O vetor de polarizagao que caracteriza o potencial vetorial deve ser transversal a
direcao de propagacao da onda plana. Pode haver duas dire¢oes independentes,
por exemplo, como mostrado na Figura (1.1). Pode-se escolher os dois vetores de

polarizacao independentes para que sejam ortonormais. Essas componentes sao com-

k

e(k, 2)
ek, 1)
Figura 1.1: Polarizacao do campo eletromagnético.

plexas, com isso é possivel escolher uma dependéncia para a polarizagao, denominada
pela letra s, tal que,
p-€(s)=0, com s=1,2. (1.105)

Vale também a relacao de completeza para tais componentes,
€r(s) & (s) = 0w, com s=1,2. (1.106)

Finaliza-se essa discussao afirmando que o eletromagnetismo pode ser resumido em
apenas dois graus de liberdade, usando condigoes de calibre (gauge), e essas condigoes

sao puramente magnéticas.
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(Toy Theory)

O objetivo desta secao é determinar a amplitude .# usando as “Regras de Feyn-
man”? para avaliar os diagramas. E possivel ir direto para um sistema “da vida
real”, como em eletrodinamica quantica, com elétrons e fétons interagindo através

de um vértice primitivo, como na figura 2.2,

Figura 2.2: Diagrama: Representacao de uma interagao elétron-féton.

Esta é uma aplicacao original, a mais importante e a mais bem compreendida da
técnica de Feynman. Infelizmente, envolve desviar complicagdes (devido ao fato de
o elétron carregar spin 1/2 e o féton carregar spin 1), mas que nada tem a ver com
o céalculo de Feynman. O spin nao é levado em consideracao nesta secao, o objetivo
é apresentar uma teoria “brinquedo”, que nao representa o mundo real mas servira
para ilustrar o método.

Considerando um mundo em que exista apenas trés tipos de particulas, chama-
das de A, B e C, com massas my, mpg, € mg. Todas com spin 0, onde cada uma
é sua prépria antiparticula. Existe um vértice primitivo pelo qual as trés particulas

interagem.

3Richard Philips Feynman (Nova Iorque, 11 de maio de 1918 — Los Angeles, 15 de feve-
reiro de 1988) foi um fisico teérico norte-americano do século XX, foi um dos pioneiros da ele-
trodinamica quantica e ficou conhecido pelos seus trabalhos no ramo da formulacao integral da
mecanica quantica.
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Assume-se que A é a mais pesada das trés particulas, a qual pesa mais que B e
C combinadas, para que possa decair em B e C'. O diagrama de ordem baixa que

descreve essa desintegracao é,

O primeiro projeto sera calcular a vida 1util da particula A, na ordem mais baixa.

Depois disso, o proximo passo é estudar processos de dispersao, como A+ A — B+ B,

ou A+ B — A+ B,

e assim por diante. Para determinar a amplitute .# associada a um diagrama de

Feynman, é preciso seguir algumas regras:

1. Notagao: Nomeia-se os momentos de entrada e saida como py, py, - -+, p, (Fig.

2.3). E os momentos internos como qi, ¢, - - - , ¢,. Coloca-se uma seta em cada
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linha para acompanhar a dire¢ao “positiva” (arbitrariamente atribuida para as

linhas internas)?.

Ps

Figura 2.3: Um tipico diagrama de Feynman, com linhas externas (linhas internas
nao sao mostradas).

2. Constante de Acoplamento: Para cada vértice, escreve-se um fator,
—g,

onde g é chamada de constante de acoplamento; especificando a forca de in-
teracao entre A, B, e C'. Nessa teoria, g tem dimensoes de momento; nas

teorias do “mundo real” a constante é sempre adimensional.

3. Propagador: Para cada linha interna, escreve-se um fator,

7
i
onde ¢; é o quadrimomento (q]2 = ¢jq;u) e m; é a massa da particula. (Note

que ¢; # mjc* porque a particula virtual nao se encontra “on its mass shell”®).

Na teoria quantica de campos, as particulas virtuais sao denominadas fora da

casca porque nao satisfazem a relagao energia e momento.

4. Conservagao de Energia e Momento: Para cada vértice, escreve-se uma fungao

4Como essas particulas sdo suas proprias antiparticulas, nio se precisa de setas para acompanhar
essa distingao.

5As configuracoes de um sistema fisico que satisfazem as equacoes cldssicas de movimento sio
chamadas “na concha de massa (on shell mass)”; enquanto aqueles que néo, sdo chamados de “fora
da concha de massa (off shell mass)”.
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delta na forma,
(27‘(’)4(5<k1 + kQ + kg),

onde os k’s sao os trés quadrimomentos que entram no vértice (se a flecha leva
pra fora, entdo k é menos o quadrimomento dessa linha). Esse fator impoe a
conservagao de energia e momento em cada vértice, uma vez que a funcao delta

é zero.

5. Integracao sobre o Momento Interno: Para cada linha interna, escreve-se o

fator,
1

4 .
(2m)4 @4

e integra-se em todos os momentos internos.

6. Cancelar a Fungdo Delta: O resultado obtido incluird uma funcgao delta,

2m)*6* (p1 +p2+ - — pn),

reforcando a conservagao geral de energia e momento. Desconsidera-se esse

valor e iguala-se o que resta a —i.Z .

Depois de se acostumar, as etapas 4, 5 e 6 podem ser recolhidas em uma tnica regra:
“Integre todos os momentos internos indeterminados.” O método apresentado aqui
¢ mais claro, mesmo que demore um pouco mais de tempo. A propdsito, nota-se

4 ¢ todo elemento de volume qua-

que toda fungao delta carrega um fator de (27)
dridimensional carrega um fator de (27)~*. A maioria desses fatores acabam sendo
cancelados, e é comum que se pergunte se eles sao realmente necessarios (observagoes
semelhantes se aplicam aos i’s nos propagadores e constantes de acoplamento). Eles
sao necessarios, e a prescricao dada aqui é a maneira mais sistematica de acompanha-
los.

Nas proximas segoes serd demonstrado como essas regras sao utilizadas para

avaliar alguns diagramas elementares de Feynman na “teoria ABC”.

2.3.1 Vida Util da Particula A

O diagrama mais simples possivel, representando a contribuicao de menor ordem
para A — B+ C, nao possui linhas interna 2.4,

Existe um vértice, no qual considera-se o fator —ig (regra 2) e a fungao delta,

(2m)*6* (p1 — p2 — p3), (2.107)

114 de 146



Apéndice B - Regras de Feynman (Toy Theory)

P2 Ps

A

Figura 2.4: Contribui¢do de menor ordem para A — B + C.

(regra 4), a qual é descartada pela (regra 6), obtendo i.# = —ig,
M =g, (2.108)

Essa é a amplitude (na ordem mais baixa); a taxa de decaimento é encontrada

conectando .Z com a equagao,

_ gpl

- 2.109
8rhm?c’ ( )

(Sec. 6.2 do livro Introduction to Elementary Particles [12]), onde |p| (magnitude

de qualquer momento de saida) é,

c
Ip| = m\/mj +my + my — 2mAim% — 2mimE — 2mimi. (2.110)

Entao, o tempo de vida da particula A é,

1 8rhm?
N (2.111)
I glpl

2.3.2 Espalhamento

A contribuicao de menor ordem para o processo de espalhamento é demonstrado
pela figura 2.5,
Nesse caso, existem dois vértices (portanto, dois fatores de —ig), uma linha interna,
com o propagador, _
7
_ 2.112
P — mic ( )

dois vértices, duas fungoes delta,

(2m)'0' ;1 —ps —q) e (2m)'0" (D2 + ¢ — pa), (2.113)
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Ps Pa

P P2
A A

Figura 2.5: Contribuicao de menor ordem para A+ A — B + B.

e uma integracao,

1
As resgras 1 a 5, entao, produzem,
. 1
—2(271')4g2 / m54(p1 — P3 — Q)54(p2 + q — p4)d4q (2115)
c

A segunda funcao delta sobre toda integracao serve para definir o valor de ¢ = ps—ps.

Entao,

(2m)*0% (p1 + p2 — ps — pa). (2.116)

- 1
'8 2 2 2
(pa — p2)? — mgc
Como prometido, hd uma funcao delta restante, refletindo a conservagao geral de
energia e momento. Utilizando a (regra 6), obtém-se entdo a amplitude do espalha-

mento,

2
M= S (2.117)

(ps — p2)? — mic?

Mas essa nao é a histéria toda, pois ha outro diagrama da ordem g2, obtido “torcendo”

as linhas B, representado pela figura 2.6,

B B

Ps Pa

A A

Figura 2.6: Segundo diagrama de menor ordem para A+ A — B + B.

(Nao obtém-se um novo diagrama torcendo as linhas A; a tnica opgao aqui é se
ps se conecta com p; ou com py). Como isso difere do diagrama 2.5 apenas pelo

intercambio de p3 <> ps, nao ha necessidade de calcular do zero, mas para obter
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através do cédlculo o processo é o mesmo, s6 que agora deve-se fazer para os dois
casos onde p3 se conecta com p; e com ps e depois soma-se. Citando a equagao
(2.117), pode-se obter a amplitude imediatamente pelo intercambio de p3 < pj.
Entao, a amplitude total (de ordem g?) para o processo A+ A — B+ B ¢,

2 2

g g
M = + . 2.118
(p4 - p2)2 - m2062 (p3 - p2)2 - m%CQ ( )

Observa-se, alids, que .# é uma quantidade invariante de Lorentz. Sempre é o caso;
esta definido nas regras de Feynman.
Supondo que o interesse agora é a segao transversal diferencial (do/d2) para esse

processo, no sistema do CM, representado pela figura 2.7,

P1 P2
P4

Antes B Depois
Figura 2.7: Espalhamento A + A — B + B no referencial CM.
Define-se, por simplicidade, que m4 = mp = m e m¢ = 0. Entao,

0
(pa — p2)? — & = pi + p3 — 2p2 - pa,

= —[2p* — 2p? cos (0)],
= —2p*[1 — cos (0)], (2.119)

0
(ps — p2)? — me€ = ps + Py — 2p2 - s,
= —[2p® — 2p? cos (180° — 0)],
= —2p*[1 + cos (0)], (2.120)

(onde p é o momento incidente da particula 1, justificando o sinal negativo), e por-
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tanto,

7= {(m ib)? e ih)?} ’

g 1 N 1
~ 2p2 |1 —cos(f) 1+4cos(d)]’
g2
M= ——5——. 2.121
p?sin? (0) ( )

Entao, a segao transversal diferencial, de acordo com a equagao (6.42 - Sec 6.2 do

livro Introduction to Elementary Particles[12]), é descrita por,

do 1 hicg? 2
— == . 2.122
aQ 2 (167rEp2 sin® (6)) ( )

Nesse caso, como na dispersao de Rutherford [12], a segao transversal total é infinita.

Como o objetivo nao é demonstrar o calculo para se obter a formula da taxa
de decaimento utilizada na equacao (2.109), nem o calculo da férmula utilizada
para encontrar a segao transversal diferencial (2.122), utilizou-se como referéncia o
Griffiths [12]. Pois, o intuito dessa segao é demonstrar as regras de Feynman (Toy

Theory) e como utilizé-las para avaliar alguns diagramas.
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Calibre e o Campo Escalar

Complexo

3.4 Invariancia de teorias sob transformacoes de

calibre

Partindo da Lagrangeana que descreve um campo escalar real , dada pela relacao
(3.123),

2.2
moc o
onde ¢ é uma funcao escalar real. O campo escalar real ¢ é invariante. Ou seja, ¢
nao se transforma frente a nenhum grupo de transformacao. Exemplo,
\f AY

x—>x:
y—Yy

......................... -y Prinvariante

]

K

> X
Figura 3.8: Invariancia sob rotacao de coordenadas.

Consequentemente, a Lagrangeana do campo escalar real permanece invariante di-

ante uma transformacgao,

=L —L=0.
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3.5 Lagrangeana para o Campo Escalar Complexo

O campo escalar complexo, representado por ¢, é descrito por dois outros campos
escalares, ¢ e ¢,

¢,

2

Figura 3.9: Representacao do campo escalar complexo.

b = 1+ i
—\/5 ;
e o seu conjugado transposto, .
¢T _ ¢ — Z¢27
V2
onde ¢ descreve um campo escalar complexo em duas dimensoes. Os campos ¢; e
¢o descrevem a equagao de Klein-Gordon,

m202 .
(auau = )@:o, i=1,2

J2,0 e, (3.124)
e a Lagrangeana para o campo escalar complexo é definida pela relacao,
m2c?
L= (0,0)(0"0) — 670 (3.125)

Pode-se determinar as equagoes de Klein-Gordon utilizando a equagao de Euler-

Lagrange para campos relativisticos e a Lagrangeana de Klein-Gordon (3.125),

2.2
g_g 9, {%} 0 — (D + %) 6" = 0. (3.126D)

Acima obtém-se as equacoes de Klein-Gordon para campos escalares complexos.
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3.5.1 Invariancia do campo escalar complexo sob transformacoes

de gauge (calibre)

Realizando uma transformacao de ¢ no espaco complexo, onde ¢ — ¢ e L +—
L', obtém-se uma teoria invariante? Como ¢ é complexo, realiza-se uma rotagao no

plano complexo do grupo U(1), onde as transformagoes sao,

6o = e,
¢* N ¢/* — e—iA¢*’

e a rotagao no plano complexo representada pela figura abaixo,

A ¢2

A

Figura 3.10: Transformagao de ¢ sob o grupo U(1).

O intuito é obter transformagoes para as quais os angulos A sao infinitesimais.

Através dessa condicio, realiza-se a expansdo do termo e~** para angulos pequenos,

desconsiderando os termos quadraticos de A,

iN)?

AP
—

Termos desprezados

e =1 — A+

Feito isso, a aproximacao para o ¢ pode ser reescrita da seguinte forma,

¢ = (1—iA)g,
¢ — ¢ = —ilg,
5¢ = —ihg. (3.127)
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Para o caso onde A é constante, tem-se que,

5(0,0) = —iAD,0,

0u(09) = —iAD
M( (b) 7 u¢ — {5(8ﬂ¢*) _ ZAam*

Considerando a Lagrangeana de Klein-Gordon (3.125) e aplicando §.L,

2.2
£ = (0,0)'(0"0) — "0
2.2
5L = 5(0,6"9"6) — "7-6("6).
2.2
= 6(0,6")0"6 + 00" 3(0"6) — "5 (66"6 + 6°59),

2.2
= iAD, 60D — iADS DG —

0L =0.

Feito isso, demonstrou-se que a Lagrangeana para o campo escalar complexo perma-
nece invariante para rotacoes onde A é constante. Agora, para o caso onde o A nao

é mais constante, ou seja, A = A(z#) com ¢ = —iA¢ e §¢* = iA¢*, tem-se que,

5(@@) = _iauA(b - i/\@”gb,

au(5¢) = 6#(_iA¢) — {
5(0,6") = i0,A¢* + iAD,0".

Considerando novamente a Lagrangeana e aplicando §£ para A = A(z"),

m2c?
5L = 8(0,6")0"6 + 0,0°6(9"6) = (3676 + 6°60).
2.2
= (i0,06")0"6 + A0S0 + 0,6" (—i0"A) — iAD DG — " (1676 — TG"0),

= i0,A(¢"0"¢) — 10" A($0,97),
=0, A [¢70"d — ¢0"¢"],
5L = 9, A(") ",

onde JV =i [¢p*0"p — pO"¢*|. Para A = A(z*), §L = 9, A(z")J* # 0. Logo, é preciso
introduzir “termos” com o intuito de tornar a Lagrangeana invariante. Com isso, o

primeiro termo proposto €,

El == —GJuAN,
= —e[i (970" — 90" ¢")] Ay,
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onde a Lagrangeana inicial passa a ser £ + £;. Calculando 6L,
0Ly = —edJ'A, —eJMOA,, (3.128)
e o termo,

5J" =i [6¢7 " + ¢"5(D"9) — $6(D¢") — 66I"¢7]
= i [IAG*G + &' (—i0" N — AP D) — B(iD"AD" + ThDLG) + TpAS]
— i [-2ig" 0" A
= 20" GO"A. (3.129)

Substituindo (3.129) em (3.128), resulta-se na relagao,
0Ly = —2ep*p0"NA, — eJ SA,,. (3.130)

O préximo passo ¢ determinar 0A4,. Para isso, utilizando a Lagrangeana da eletro-

dinamica cléassica,

1 v
‘CM:_Z ,ul/FN7

—i(@uAy —0,A,)(0"A” — 0" AM),

e a seguinte transformacao de gauge A), = A, + é@MA, onde tem-se a relacao,

, 1
A, = Ay =0,
1
5AM - gauA

Realiza-se o calculo para 0F),, obtendo que,
0F,, = 0(0A,) — (0, A,),
= 0u(0A)) — 0,(04,),
1 1
= 0u(Z0,A) = 0,(Z0,A),
=0.
Logo, para 04, = %@LA, dLy = 0. Feito isso, pode-se rescreever a relacao (3.128),

ficando,
0Ly = —2e¢*p0"AA, — J"O,A, (3.131)

123 de 146



Apéndice C - Invariancia de Calibre e o Campo Escalar Complexo

onde 0L = JFO,N e 6L + 0Ly = —2ep*pO'AA, # 0.

Pode-se observar que os termos da Lagrangeana ainda nao se anulam, ou seja,
a Lagrangeana ainda nao ¢ invariante diante transformacoes de gauge. Com isso, é
preciso introduzir mais um termo com o objetivo de tornar a teoria invariante. O

préximo termo é,

Ly = A, A",

onde L5 é uma proposta para satisfazer a condicao 6L + 0L, + 0L, = 0. Entao,

fazendo 0L, obtém-se,
6Ly = e (AFp* P A, + A @ o A* + A AY oo™ + A, AY P 0¢) ,
1 1
— 2 Mok 4 * LT O . * o * [
e (A ) ¢€auA+Aﬂ¢ ¢€a A+ iAg* A AT W) :
=ep ¢ (A"O,A+ A,0"A),

= e¢" ¢ (g A" O + AL OMA)
= 2e¢"pA, D" .

Incluindo o novo termo na teoria, a Lagrangeana se torna,

m2c?

h2

LA+Ly+ Ly =0,0"0"0 — ¢ ¢ — eJ'A, + e* A AP% P,
com 0L + 0L, + 0Ly = 0.

Apesar do termo L + L, + L4 satisfazer a condicao de invariancia, a teoria ainda
estd incompleta. Para tornar a teoria completa, falta introduzir o termo £, (Lagran-
geana da Eletrodinamica Clédssica) que descreve a dinamica da particula mediadora
(féton). Entao,

£T2£+£1+£2+£M7

m2c?

h2

1
Lr=0,0"0"¢— ¢ ¢ —eJ'A, + e* A AP D — ZEWFW. (3.132)

Introduzindo a densidade de corrente J* =i (¢p*0"¢p — pOHp*) na equagao (3.132),

2.2
1
Lr = 0,0"0"6 — W;:L—chb*d) — i€ 0 OA, +ied 6" A + CANG' G — TF P,

2.2
= 0" [0,0" — ieA, "] + iedgu g A, [0Md" — ie Al — mhf &P — iFw,F“”,
14 ; 122 * y * m262 * 1 22
= [0'p + ie Al (0,0 — ieA, "] — = O P — ZFWF ,
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definindo a derivada covariante como D*¢ = 0F¢ + ieA*¢, pode-se reescrever a

Lagrageana, resultando em,

m2c?

h2

Ly = D"$(D,¢d)" — o' — }lFWFW. (3.133)

A equagao (3.133) é a teoria de gauge para o campo escalar complexo, carregado,

e com simetria U(1).

3.5.2 Cargas elétricas dos campos escalares

E possivel verficar também que tipo de carga carrega cada campo. Para cada
campo real, pode-se associar uma equagao de Klein-Gordon, (ptp, — mc®)¢y(z) =0

e (p'p, — me?)pa(x) = 0, ou equivalentemente para os campos complexos,

O+ m762)@5(33) =0, (3.134)
(O + mTCQW(x) = 0. (3.135)

Pode-se tomar estas equacoes e verificar as cargas e correntes da teoria. Multi-
plicando o campo ¢* pela esquerda em (3.5.2) e subtraindo da multiplicacao de ¢

também pela esquerda mas de (3.5.2), obtém-se,

2 2
¢ (O+ )6 — o0+ T-)o" =0, (3.136)
ou,
2 2
6*(9,0" + %)qs — $(8,0" + %)w —0. (3.137)

Usando a regra do produto para os termos, d,(¢*0"¢) = (0,¢*)(0"¢) + ¢*(0,0")¢p
e 0,(p0t9*) = (0,0)(0"¢*) + ¢(0,0")¢* e substituindo os respectivos valores nas

equagoes,

Ou(¢70"9) — 9u(90"¢") = 0, (3.138)
Ou(¢*0"p — 90"9") = 0, (3.139)
oJ" = 0, (3.140)
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ou seja,
JH =" 0" — POt p*. (3.141)

Esta quantidade é chamada de corrente conservada da teoria. Sera obtida novamente

mais a frente, usando outro procedimento. Esta relacao de conservacao fornece,

8.J" = 0,
I’ + 0,00 = 0,
10J° -
S 4 VeT = 0
c Ot v ’
%Jrv-f = 0, (3.142)

onde JO = ¢p e J* = (J).. Chamada de equacio de continuidade, que é uma con-
servacao de cargas e correntes que aparece em varias areas da Fisica, como Mecanica
de Fluidos [22][23], Eletromagnetismo [21][24] e em Mecanica Quantica nao Rela-
tivistica [25][7].

Verifica-se agora solucoes de particulas livres, isto €, solu¢oes de ondas planas.
Encontra-se tais solucoes quando investiga-se o campo de Klein-Gordon. A partir da

equagao (3.5.2), é possivel propor um Ansatz,

o) = A,

com = hw e p = hk. Esta solucao pode ser expandida em senos e cossenos
dando um carater oscilatério a teoria. A solucao fornece equacoes de energia, cujos

autovalores sao,

Ewy = xc /[P +m?c® = £|Ejp], (3.147)

e assim seus autovetores,

by (@) = Appe HEDTT), (3.148)
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e7
b)(@) = Acye HEOTT), (3.149)
com a equagao geral ¢(x) = c)d)(x) + c—ydy(x). A fim de encontrar alguns

resultados fisicos, pode-se adaptar a dimensionalidade correta a corrente da teoria,

M_ihe cou .
J —%(sbacb Pp0"9"), (3.150)

que em componentes,

e ihe ((b*% B 8¢*) o T ihe 0"V — ¢V ") (3.151)

© 2me? ot 2m
Substituindo os campos ¢4y e ¢(_) na relacao da densidade de carga, tem-se que,

|Es|

Py = te b by, @) sdo campos com cargas elétricas (+)(3.152)
me
E-

p—y = —e| p2| G(_y(-), P(-) : sdo campos com cargas elétricas (-).(3.153)
me

Restringindo a solucao em uma regiao cubica de lado L, o que fornece a relacao
de dispersao entre o momento e no nimero de onda, p', = (2rn/L)7, com 7T =

(ng, ny, n;), sendo cada componente nimeros inteiros. Os autovalores tornam-se,
|5, | = ¢ VP> + m?c® = E,, (3.154)
e os autovetores,
7

bn (+)(x) = Ay (1) €xp 7 (LBt —pn-T)|. (3.155)

Agora, normalizando os campos considerando a carga elétrica definida nessa
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regiao cubica de lado L, o que resulta em,

L L L
te = / / / drdydz pey, (3.156)
o Jo Jo

okt 1Epal .
= drdydz |+ e——"=¢p 4)Pn (&) | (3.157)
o Jo Jo mc

L L L E ;
- /0 /0 /0 dudyd: {ieﬁmn o) } (3.158)

L
= :|:L3€@‘An (:t)|27 (3159)

assim,

A o] = . (3.160)

Substituindo na relagao dos autovalores (3.5.2),

mc? i L
Dn(x) () = 71 P {—ﬁ (£Eut — P x)] : (3.161)

obtém-se a solucao total, ¢(x) = > Cn(p)Pn(+) (%) + Cn(—)Pn(—) ().
A partir desses resultados, pode-se encontrar a solucao para o campo escalar real,

@* = ¢ = p, 0 que remete,

_ the L0 0¢*

P~ ome (¢ ot ot ) ’ (3.162)
ke (09 00
- o ( o —¢§) , (3.163)
=0, (3.164)

onde conclui-se, com o resultado obtido, que a carga elétrica de um campo escalar

real é zero.
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Hamiltoniana de Dirac

Com um operador de energia e um autovalor associado,

. oY(r,t
fro@ 1) = in28Y. (4.165)
ot
Dirac propos a seguinte forma,
H= [CO_Z- B+ 8 md|, (4.166)

ou ainda, quando aplicado em uma funcao de onda,

i B+ B me| u(7,t) = hw

[—z’cho? -V+0 mcz} Y(r,t) = ih%,

y 0 0 0 o e L OV
[ ich <ax8x +ayay + ozZaz) + 3 mc | (r,t) = ih T (4.167)

sendo que @ e [ sao matrizes 4 X 4, onde a primeira tem trés componentes matriciais,

¢

Qg, Oy, @, € a segunda apenas uma. E preciso que (7, t) seja um “vetor” de quatro

componentes, ou 4 x 1, chamado de espinor ©,

)
)
| (4.168)
)

6Esta funcao de onda é um vetor sob o grupo de Lorentz com representacio chamada espinorial,
espinor de quatro componentes, pois vem de uma estrutura de grupo de representagao diferente da
vetorial, como por exemplo, do campo vetorial de Maxwell, também com representagao no grupo
de Lorentz.
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que pode ser escrita em componentes {¢(7,t)}o = ¥q, com a = 1,2, 3,4, chamados
de indices espinoriais ou indices da representacao de Dirac.

As matrizes a e § devem ser hermitianas. A densidade de probabilidade sera
positiva e conservada com essa imposicao de hermiticidade. Trés pontos devem ser

satisfeitos na construcao do modelo:

(i) As componentes do espinor ¢ também devem satisfazer a equagao de Klein-

Gordon, e os seus autovalores sao as ondas planas com energia E? = p?c2+m?ct.

(ii) Existe uma quadricorrente que é conservada e a componente temporal é sempre
positiva, pois a probabilidade é positiva, ja que a equacao nao possui raiz

quadrada e fornece valores negativos.

(iii) As componentes do espinor 1, nao devem satisfazer alguma condi¢ao de vinculo

fora da equacao, e esse deve verificar a covariancia no formalismo relativistico.

De acordo com a primeira observacao acima, esta equacao deve ter o quadrado
bem definido e ter como limite a equagao de Klein-Gordon. Entao, tomando o

quadrado de (4.167), obtém-se que,

h2 82¢(77> t)

SR (4.169)

[c&- f)Jrﬁch]Zw(F,t) =

checando apenas o Hamiltoniano,

A

. 2
H? = [co?-f)—kﬁmcz] ,

— [cZoz,-p}—l—ﬂmg [Za]pj—f-ﬁmc],

= Z Z Q;piop; + me Z a; Bp; + me E:BOz,pZ + m?c*B?,(4.170)

que deve coincidir com o Hamiltoniano de Klein-Gordon, H? = ¢?p? + m2c*l. Mas,
deve-se reescrever o primeiro termo da equagao (4.170) como uma média das multi-

plicacoes das matrizes «;,

(e + a0 o
=c ZZ —— = pip; +mc Zazﬁpz +me Zﬁa@pz 4 m2tB2(4.171)
Igualando equacao acima ao Hamiltoninao reescrito na forma Matricial,

1'—:[2 = 02 Z Zﬁléwﬁ] + m204ﬁ, (4172)
i
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surgem trés condigoes,

OéiOéj + OéjOéi

3 = L (4.175)

Da equagao (4.173), para i = j,
af =1 (4.176)
Pelo fato do H ser hermitiano, H' = H, @ e B também devem ser. Uma das

caracteristicas delas é o trago nulo, e provar essa propriedade ¢ bem simples, esta
relacionada a natureza de . Para isso, multiplica-se a inversa de 3 pela direita em

ambos os lados,

(B + Ba)B" = BB+ Baf,

= a; + Ba; 7t (4.177)
Aplicando o traco na tdltima equacao,
Trla; + B, 7Y = Trlog] + Trlfa;f™,
= Trloy] + Trjeu 8671,
= Trla;] + Tr[o]],
= Trlog] + Trla],
ou seja,
Trle;] =0, (4.178)

mostrando que as matrizes também sao anticomutantes, ou seja, variaveis de Grass-

mann’. A mesma propriedade vale para,
Tr(f] =0, (4.179)

devido ao fato de que a? = I e 3? = I, quando diagonalizadas, estas apresentariam

"Hermann Giinther Grassmann, Alemanha (1809 — 1877) foi um fisico matemaético responsavel
por estudar dlgrabras nao comutantes.
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autovalores +£1. Combinando estas propriedades, pode-se mostrar que,

I 0 0 ag;
p= [0 _]I], o = Li 0]’ (4.180)

sendo o;, com ¢ = 1,2, 3, as trés matrizes de Pauli 2 x 2,

0 1 0 —i 1 0 (180)
o1 = , 09 = , 03 = ) .
! 10 2 i 0 T o -1

4.5.3 Corrente Fermionica

Para encontrar a corrente, o procedimento é parecido com o usado para o campo
escalar complexo. Multiplicando pela esquerda o conjugado do espinor, 1! na equacao
(4.169), obtém-se,

W
ot’
W
ot’

Wl [—ichd -V + B mc?| ¢ = il
—ich)Ta - Vi + B meyly = it (4.182)

tomando o conjugado da equacao (4.169) e multiplicando pela direita por 1,

. . 9 Oyl
ichVyt - a4+ f me2pTy = —zhﬁ . (4.183)

Subtraindo (4.182) de (4.183),

oY - (Wat) = —ih (W) = V- (ellaty) + o () =0, (4184

o que resulta na conhecida equacao da continuidade,

o)

V-f+—f:0. (4.185)
Da relacao acima, é dito que J = cpt@fp é a corrente fermionica e p = ¥f) a
densidade de probabilidade fermionica. Estas quantidades fazem sentido quando

estuda-se solugoes dos espinores, associando as grandezas fisicas.
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4.6 Equacao de Dirac Covariante

4.6.1 Construcao da Equacao

A construgao da equagao de Dirac covariante serd realizada partindo da Hamil-
toniana de Dirac, utilizando conceitos de relatividade restrita e das trasformacoes do

grupo de Lorentz. Para isso, considera-se a equacao (4.169), escrita na forma,

(z’h% + ihca - V — mc2ﬁ) Y(r,t) = 0. (4.186)

Multiplicando toda equagao por /¢, obtém-se que,
L0 .
5271% + ihBa -V —mepp ) (', t) =0. (4.187)

Dirac definiu as matrizes na equacao acima, que na literatura ficaram conhecidas

como matrizes de Dirac, descritas por,

" = B (4.188)
7 = Ba', com i=1,2,3. (4.189)

Multiplicando-as, tem-se a relacao explicita em termos das matrizes de Pauli o,

I 0 . 0 o
0 = , L= , . 4.190
ol [o —11] v [—o—z 0] (4.190)

Abrindo as submatrizes,

10 0 0 01
0 1 0 0 10
0_ 7 L , 4191
T lo o -1 0 7 0 -1 00 (4.191)
00 0 -1 10 00
0 00 —i 0 01 0
0 0 0 00 —1
2 _ : 3 — 4.192
L TSl 100 0 (4.192)
i 0 0 1 0
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E dito entao, que as matrizes v formam um vetor quadri-dimensional,

=",
=09, com, p=0,1,23 e i=123.

Assim, a equacao de Dirac pode ser escrita como,
ih(Y200 + 7101 + 200 + 2 03) (7, t) — me (7, t) = 0,
tomando que z* = (ct, ), na forma compacta ela fica,

(il 0, — meyp(a") =0, on  (y'p, — me)i(a*) = 0.

(4.193)
(4.194)

(4.195)

Algumas propriedades das matrizes de Dirac podem ser verificadas, usando proprie-

dades das matrizes de Pauli,

(V)= (", (Unitéria),
0 = 4+4° Hermitiana
(v 7, ,
(%) = +1, (Hermitiana),
e7
()=, Unitéria,
(vt ==, Anti-hermitiana,
7' = —1 nti-hermitiana.
i\ 2 ]I A h

Tem-se também que,

Y = 07"+,
_ 0 1 2 3
= Y +tMy ey sy,
= I+I1+1+T,
= A4I.

(4.196)
(4.197)
(4.198)

(4.199)
(4.200)
(4.201)

(4.202)

Das matrizes o’ e 3, tira-se que o traco de todas as matrizes sao nulos, ou seja,

Tr(v*)=0, onde pu=0,1,2,3.

(4.203)
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Uma outra propriedade interessante ¢,
()" = 707", (4.204)
Também a propriedade de anticomutagao,
YAV 4 AR = 29" ywy, onde pu,v=0,1,2,3. (4.205)
ou,

{797} = 29" Laxa, (4.206)

que é chamado anticomutador de Clifford, e representa a chamada algebra de Clifford.
Pode-se escrever a equacao de Dirac na forma covariante em termos do operador de

quadrimomento,

(ihy" 0, —me)yp = 0
(,yuﬁ/.t - mc)¢ = O)
(p —mec)p = 0, (4.207)

com p = y¥p,, chamado de operador “slash” ou corte de Dirac. tém-se algumas

relagoes que sao usadas com mais frequéncia,

p’L = pypl,
= Y'p.Y o,
= YY" pupv,

1 v v
= 5(7“7 + YY) Puy- (4.208)

Pode-se escrever a equagao de Dirac na sua forma conjugada. Para isso, basta

aplicar o operador conjugado, representado por T, na equagao (4.195), resultando,
. <
I (ihy™ 0, + mc) = 0, (4.209)

%
sendo 0, a derivada no sentido de operacao a esquerda, que atua sobre o espinor Y,
ou ainda, 9,(¢")(ihy™ + mc) = 0. Esta equagao é consistente com o modelo, pois,
para se obter objetos quadraticos, é preciso obedecer as propriedades das matrizes de

Dirac apresentadas acima. Desta forma, Dirac teve que introduzir uma alternativa
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para que houvesse coeréncia nos resultados, o conjugado de Dirac,

Y = ia0. (4.210)
Esse objeto altera a forma da equagao (4.209),

_ V.

Y(ihy" 0, + me) = 0. (4.211)

Com isso, é possivel combinar as equagoes (4.195) e (4.6.1),

DD+ me) + $(1 0, — meyy = ("D, + 10,0,
= 0,(vy"y) =0, (4.212)

que é justamente a corrente conservada descrita pela equacao da continuidade da

teoria,
I () = P(x)y"y (@), (4.213)

que explicitamente fica,

I = 0,
= p, (4.214)

onde (79)? =1, e ainda,

(J) = &y,
= YTy,
= laly,
= (J), (4.215)

onde 7Y 4¢ = a’. Se considerar o espinor de Dirac 4 x 1, em termos de dois espinores
n

¢ =
¢

JO=nin+ ¢, e T=nfa¢+ o,

2 x 1, do tipo,

tem-se explicitamente,

sendo que p é sempre positiva.

Uma outra curiosidade que pode-se verificar e usar mais a frente é de que a
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equagao de Dirac pode ser convertida em Klein-Gordon, mais precisamente, o opera-
dor central de Dirac pode ser levado ao de Klein-Gordon. Seja entao a multiplicacao

dos operadores (considerando ¢ = h = 1 por um momento),
(iv"0, — ml)(iv'9, + ml) = i*4*9,~4"9, — imI’9, + imIy’9, — m?L -1,

= 0,70, — m?l,
1

= =500 0, +9"0.4"0,) = m’L
1

= —5(0"" + 779,09, = m’1,
1

= —5{7’”, v"}8,0, — m°L (4.216)

Usando (4.206), que define o anticomutador de Clifford, obtém-se,

1
(iv*0, — ml)(iv"0, + ml) = —5{7”“, 7}0,0, — m?I,
= —1(g"8,0, +m?),
@t (1.217)

4.7 Lagrangeano de Dirac e a Eletrodinamica Es-

pinorial Classica

4.7.1 Formulacao do Lagrangeano

Considerando o Lagrangeano de Dirac para um campo espinorial 1(z) em 4 di-

mensoes com componentes complexas, descrito por,
&L = (z)(ihy"d,, — mcl)y(x), (4.218)

L = il (@) i () — me(a)i(a). (4.219)

O Lagrangeano (4.219) também pode ser escrito em termos dos indices espinoriais,
com ¥, (x), onde a = 1,2, 3,4,

L = ihpah50,005 — McPabaptha. (4.220)
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As equacdes de Euler-Lagrange para v e 1) sdo dadas por,

produzindo as equagoes (4.195) e a equagao adjunta.
E preciso tomar cuidado na hora de derivar os campos, pois esses sao variaveis
anticomutantes. Se derivar, por exemplo, os campos em um bilinear do tipo ¥, é

usado a regra de que, se tomado pela esquerda, tem-se que,

0L , -
5 W =9, (4.223)
: 0.L 0.L
By () = G () = —¢. (4.224)

4.7.2 Invariancia de Calibre (“Gauge”) para Eletrodinamica
Espinorial

Inicia-se partindo de tranformagoes feitas sob o Grupo de simetria U(1), que
serao vistas sob dois aspectos: transformacoes de primeiro tipo, ou, tranformacoes
globais em que o parametro de grupo nao tem dependéncia local, isto é, nao tem
dependéncia das coordenadas locais do espaco; o outro sera de transformacoes de
segundo tipo, ou locais, tal que o parametro, ou o “angulo” de transformacao do
grupo, é definido em cada ponto do espago-tempo, esse € dito ser local. Simetrias do
tipo unitaria de um parametro, como as do grupo U(1), sdo chamadas de simetrias
Abelianas. Logo, esse grupo também é dito ser Abeliano.

Considerando o Lagrangeano de Dirac descrito pela equagao (4.219), aqui visto

sem fontes,
L = BB O (w) — med(a)(a), (4.225)

e sendo v* a matriz de Dirac 4 x 4, na representacao de Dirac. Considerando também
uma matriz tranformacao U, que pode ser escrita em forma exponencial de um
parametro, ou “angulo” de transformacao, como prevé a algebra de Lie para grupos
finitamente gerados,

U=¢e" (4.226)

com UTU = 1.
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Transformacoes de 1° Tipo: Considernado uma transformacao sobre um espinor,
tal que esta leve, através de um parametro de transformacao, esse espinor 1) em um

outro espinor 1)/,

W — Y = U e P = YU, (4.227)

com U'U = 1, e aqui o parametro ¢ dito blobal, § = cte, ndao dependente das

coordenadas do espaco-tempo. O Lagrangeano transformado possui a forma,

L = i @ (x) — med! () (a),
= ih(2)UY"0,[Uy(x)] — mep(z)UTU(z). (4.228)

O termo da derivada é descrito por,

O/ (z) = 0u(Uth(x)) = (0,U)¢(x) + U(91)(x)), (4.229)
onde tem-se que 9,U = 9,(e”) =i(9,0)e” = 0. Desse, tira-se que,

&L = ip(2) U U, (x) — me(x)UTU(z), (4.230)
= iy 0up(z) — mep(z)y (@), (4.231)

com UU =~*, e ' = L oud¥ = ¥ — % = 0, que mostra que o Lagrangeano
de Dirac é invariante sob tranformagoes de Primeiro tipo, ou globais.
Trasformacgoes de 2° Tipo: Nessa transformacao, sera explorado o porqué da
necessidade de se introduzir uma derivada covariante, ou melhor, o papel do campo
de gauge vetorial, como solu¢ao da nao invariancia de gauge para o caso local. Seja
entao a mesma transformacao descrita no caso anterior, apenas com o fato de o
parametro, ou “angulo” de transformacao, sendo dependente das coordenadas do

espago-tempo, isto é, @ = f(x*). Assim, a transformagao (4.226) assume a forma,
U = "), (4.232)
e o Lagrageano,

<z =

S:
<

()7 0u¢ () — mey' (2)¢' (),
Uy [Uw(w)] met(2) U U (),
= il (2) U 0,[Ud ()] — mey(2)p(z),
WU (0,01 (%) + U(9utp ()] — megp(w)i) (),
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onde, substituindo a transformagao (4.232), tem-se que,

L' = i) U [0, ) () + e (9,0 (2))] — mid ()i (),
= ( YUY U8, (w) — mip(w)ip(x) + i) (2)U " Up(w)[0,i6(a")],
= L +9(@)y"(2)[0.0(="))], (4.233)

isto é, o Lagrangeano possui um termo que altera a sua forma original,
0L = P(x)y"(2)[0.0(=")]. (4.234)

Portanto, esse deve ser compensado de modo que nao sobre nenhum valor, e o La-
grangeano seja invariante. Pensando nisso, propoe-se um acoplamento com o campo
de gauge A,, pois esse transforma-se de forma igual localmente, dA* = %8“6(9&).

Logo,

0L = p(x)y"(x)[0,0(")],
= Y(z)y"(x)0 A" (4.235)

Introduzindo um novo termo ao Lagrangeano, que acopla os campos espinorais ao
campo de gauge,

L1 = e (@)U (x)A,, (4.236)

onde esse é o termo da corrente de gauge J* = ei(x)y*1)(x), chamado também de
corrente elétrica. Portanto, subtraindo esse mesmo termo do Lagrangeano principal,

tem-se agora um Lagrangeano invariante,
LH =X (4.237)

A forma que esse Lagrangeno toma, deve-se o fato de que a interagao entre os elétrons
¢ mediada por fétons, que sdo particulas descritas pelo campo de gauge A*. Pode-
se escrever esse Lagrangeano sob o formato “aberto”. E imprescindivel a presenca
do termo de Maxwell descrito pela equagao (1.82), que é invariante frente ao grupo
U(1), esse serve para completar a descrigdo de interagao entre elétrons e fétons, tal

que esse formato “aberto” sera,

Zr = ()0 x) — med(a)(x) — eb(a) Y(r) A — {Fu . (4.238)

Também pode-se escrever o Lagrangeano acima introduzindo uma derivada covari-
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ante, que simplesmente agupa o primeiro e o terceiro termo, resultando,

o = N 0(a) + ied(x) 4] — med(e)u(e) — § B,

= B B+ i A) — med(e)(r) — FuF

Portanto, o Lagrangeano da Eletrodinamica Espinorial assume a forma,

Fr =~y 4 @)y Dyb(a) — med(e)(o), (4.239)
com,
D,=0,+ z'%A,“ (4.240)

onde o termo it A, é conhecido como conexao afim. A transformacao para derivada

covariante tem a forma,
5(D,b()) = U(D, (). (4.241)

Quando introduz-se a derivada covariante, tem-se em mente que esta é que sera a
derivada padrao do espago em questao; Envolvendo, é claro, as transformagcoes de

simetrias locais do grupo em questao.

4.7.3 Parametro de Calibre Infinitesimal

Pode-se descrever as transformacgoes de calibre quando o parametro real 0(x)
¢ infinitesimal, onde redefine-se sua forma para £(z). As transformagoes acabam

assumindo a forma,

Y(e) = e D),
= (1—ig(z) + O(e(2)*))v (@),

~ Y(x) —ie(x)Y(x), (4.242)

ou,

(x) () = —ie(x)y(z) = o) = —ie(z)y(x), (4.243)

V(z) —i(a) = —ie(@)(z) = 0Y(r) = +ie(z)d(z). (4.244)
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Tem-se que,

80 (x)) = 0, (0(x)) = +i[0ue(x), +e(x)0, ] (x) (4.245)

que implica na necessidade da introdugao de uma derivada covariante, que se trans-

forma como,
5(Dyb(w)) = —i + £(x) Dyto(x) (4.246)

sendo esta (4.240), vindo da eletrodinamica cldssica,

1
0A, = -0,e(x), (4.247)

e

dando como resultado a Lagrangeana (4.239).
Esta construcao infinitesimal é utilizada no estudo de simetrias de calibre nao

abelianas.
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