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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo dos motivos da necessidade da introdução da gra-

vitação, a Relatividade Geral, cujo fundamento baseia-se na Geometria Diferencial,

em conjunto com teorias que descrevem matéria. Vamos estabelecer os objetos dessa

geometria e construir a equação de Einstein obtendo então um resultado desta equa-

ção que é a métrica do espaço-tempo de Schwarzschild. Com isso, vamos buscar

meios, por intermédio das teorias de calibre, para descrever o spin de partículas de

matéria no espaço curvo e com isso descrever uma partícula de Dirac nessa métrica.

Palavras chave: Relatividade Geral, Schwarzschild, Dirac, Teoria de Calibre.



Abstract

This work presents the study of the reasons for the need for the introduction of

gravitation, General Relativity, whose foundation is based on Differential Geometry,

together with theories that describe matter. We are going to establish the objects

of this geometry and build the Einstein equation, then obtaining a result of this

equation, which is the Schwarzschild space-time metric. With that we will look for

ways through the gauge theories to describe the spin in the curved space and to

describe a Dirac particle in that metric.

Keywords: General Relativity, Schwarzschild, Dirac, Gauge Theory.
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Capítulo 1

Introdução

Uma das teorias mais bem sucedidas na Física é, sem dúvida, a Teoria Eletromag-

nética, que teve seu ápice entre 1861 e 1862 quando foram publicadas as equações

de Maxwell no artigo "On Physical Lines of Force" [1], por James Clerk Maxwell.

Neste artigo, Maxwell publicara sua descoberta sobre as ondas eletromagnéticas se

moverem a uma velocidade constante, velocidade esta que mais tarde se descobriu

ser a velocidade da luz. Todavia, essas equações não mantinham sua invariância, sua

linearidade quanto à transformação de coordenadas entre sistemas de referência em

movimento relativo entre si. Estas transformações conhecidas e utilizadas na época

eram as transformações de Galileu, baseadas no princípio da relatividade galileana1

e que funcionavam perfeitamente na Mecânica.

Em 1892 e 1895, Hendrik Antoon Lorentz publicou, respectivamente, os artigos

"La théorie électromagnétique de Maxwell et son application aux corps mouvants" [3]

e "Versuch einer Theorie der electrischen und optischen Erscheinungen in bewegten

Körpern" [4] no qual mostrava seu trabalho na descrição de fenômenos eletromag-

néticos em sistemas de referência se movendo relativamente ao éter luminífero, que

fora postulado. Este éter seria o meio no qual a luz se propagava com velocidade
1Este princípio afirma que nenhum experimento mecânico, realizado inteiramente em um sistema

inercial, pode dizer ao observador qual é o movimento daquele sistema em relação a qualquer outro
sistema inercial [2], portanto não existe um referencial privilegiado em que isto aconteça.
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constante c ≈ 2, 98.108ms−1 (naquela época não se aceitava que uma onda pudesse

se propagar no vácuo). Em 1904, Lorentz publicou o artigo "Electromagnetic phe-

nomena in a system moving with any velocity smaller than that of light" [5] que

continha as chamadas transformações de Lorentz : transformações nas quais o eletro-

magnetismo se mantinha invariante. Destas, dois fenômenos surgiam, a contração

espacial e a dilatação temporal, mas a nenhum havia sido dado interpretação física

por parte de Lorentz.

A existência do éter indicaria a existência de um sistema de referências privi-

legiado, no qual as equações de Maxwell seriam invariantes às transformações de

Lorentz, mas não seriam invariantes as equações da Mecânica. Se este fosse o caso,

a isotropia do universo seria uma inverdade2. Ambas as teorias, Eletromagnética e

Mecânica, eram muito bem embasadas e descreviam seus respectivos fenômenos com

precisão. No entanto, experimentos como o de Michelson-Morley [6] nunca foram

capazes de detectar o éter.

Foi em 1905 que Albert Einstein publicou sua teoria, atualmente conhecida como

teoria da Relatividade Especial (ou Relatividade Restrita), no artigo "On the elec-

trodynamics of moving bodies" [7] no qual usava conceitos, ferramentas matemáticas

e resultados já discutidos por Lorentz, porém dava significado físico aos fenômenos

de dilatação temporal e de contração espacial e a conceitos como o tempo próprio.

Esta era uma teoria mais geral para a Mecânica Clássica, que viria a ser chamada

posteriormente de Mecânica Relativística3. Em 1907 Hermann Minkowski, que havia

sido professor de Einstein, percebeu que essa teoria poderia ser melhor compreen-

dida em um espaço quadridimensional no qual espaço e tempo seriam não mais duas
2A isotropia é uma propriedade de linearidade e homogeneidade. Ela garante que as leis da

Física são as mesmas em qualquer lugar do universo. Por exemplo, se uma barra rígida é medida
na Terra e tem 2m de comprimento, em qualquer outro lugar e sob as mesmas condições, ela deve
medir o mesmo comprimento. Se em outra galáxia esta mesma barra tivesse 4m de comprimento,
isto significaria que o universo não é isotrópico e as leis da Física deveriam ser reformuladas nesta
localidade.

3Apesar de ainda ser útil para descrever fenômenos que ocorrem a baixas velocidades em com-
paração com a velocidade da luz, a Mecânica Clássica está incompleta e precisa ser reformulada em
termos da Mecânica Relativística.
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entidades distintas mas sim uma só: o espaço-tempo. Anos mais tarde, mais preci-

samente em 19154, Einstein publicaria sua nova teoria da Relatividade Geral, uma

teoria geométrica da gravitação. Mas por que uma nova teoria da gravitação era

necessária?

A Lei da Gravitação de Newton é uma teoria usada com sucesso para calcular o

movimento de planetas. Porém a mesma é incompatível com a Relatividade Especial,

pois não leva em consideração o tempo na interação entre os corpos. A lei de Newton

é

~F(r) = −GMm

r2
r̂, (1.1)

onde G é a constante gravitacional, M e m a massa de dois corpos distintos (não

necessariamente massas pontuais) e r a distância entre seus centros de massa. O

vetor r̂ aponta de M na direção de m. Suponhamos então que M dependa do tempo

~F(r, t) = −GM(t)m

r2
r̂, (1.2)

a força sentida por m em um dado tempo t dependeria do valor da massa M no

mesmo instante t. E, independente da distância, essa força seria sentida por m

instantaneamente.

A teoria da Relatividade Restrita requer o uso de tempo retardado de modo se-

melhante aos potenciais retardados no Eletromagnetismo. Para satisfazer a equação

acima em conformidade com a Relatividade Especial, M(t) teria que ser reescrita

como M(t − r/c). Assim a força sentida pela massa m no tempo t dependeria do

valor da massa M em um tempo anterior t− r/c, assumindo que a informação gra-

vitacional viaje à velocidade da luz c.

A equação (1.2) no entanto não é a lei de Newton para a gravitação, pois esta

não assume atraso de tempo e implica que a informação que a massa M está mu-
4Pode ser encontrada no livro "Näherungsweise Integration der Feldgleichungen der Gravita-

tion" [8].
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dando viaje com velocidade infinita, sendo sentido instantaneamente por m. Como

a Relatividade Especial postula que nada pode viajar com velocidade maior que c,

as equações (1.1) e (1.2) são incompatíveis.

Vamos levantar algumas considerações. Paralelamente à Eletrostática em que o

campo elétrico é descrito como ~E = ~F/q, podemos definir para a gravitação o campo

gravitacional como

~g =
~F

m
, (1.3)

sendo a massa m a "fonte" do campo gravitacional, analogamente à carga q ser a

fonte do campo elétrico. Assim a equação (1.1) pode ser escrita como

~g(r) = −GM
r2

r̂, (1.4)

que é uma equação com uma característica interessante, pois o lado direito é um

gradiente como podemos perceber a partir da identidade

r̂

r2
=
~r

r3
= −∇

(
1

r

)
, (1.5)

e assim temos

~g = −∇φ , φ(r) = −GM
r
, (1.6)

onde φ é o potencial gravitacional, um campo escalar. Com isto, a teoria da gravi-

tação de Newton pode ser enunciada simplesmente por uma função. A massa, ou

distribuição de massa, dá origem a um potencial gravitacional escalar, que determina

o campo gravitacional. Diz-se que o potencial φ satisfaz equações de campo. Uma

delas é a equação de Laplace para o vácuo

∇2φ(r) = 0, (1.7)

16 de 156
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e a outra, a equação de Poisson para uma densidade de matéria ρ(r),

∇2φ(r) = 4πGρ(r). (1.8)

Percebe-se então a necessidade de uma nova teoria da gravitação, mas que de

alguma forma, em algum limite, contenha a lei de Newton da gravitação, dado seu

sucesso e capacidade de descrição de vários fenômenos mecânicos. O campo ~g de-

pende de r mas não de t, de modo que tal campo é incompatível com a Relatividade

Especial. Um campo apropriado deve ser invariante de Lorentz (invariante às trans-

formações de Lorentz) e depender tanto do espaço ~r quanto do tempo t, ou seja, ter

uma descrição quadridimensional. Como a teoria de Newton é inconsistente com a

Relatividade Restrita, ela deve ser abandonada.

Um resultado importante foi obtido por Galileu (1564-1642) através de seus ex-

perimentos com esferas rolando em rampas: todos os corpos , independentemente de

suas massas, atingem o chão ao mesmo tempo se soltas da mesma altura (e se despre-

zando a resistência do ar) em queda livre. Ele obteve este resultado fazendo com que

esferas rolassem em uma rampa com certa inclinação e medindo o tempo que estas

demoravam a atingir o solo com um relógio d’água. Extrapolando esta inclinação até

o caso limite onde o ângulo entre a rampa e o chão ficassem perpendiculares temos

a queda livre. Galileu observou várias esferas diferentes e concluiu que, em queda

livre, todos os corpos caem ao mesmo tempo em um campo gravitacional.

Para investigar melhor o fenômeno, vamos utilizar o experimento mental conhe-

cido como "caixa de Einstein" (figura 1.1). Considere uma caixa posicionada em um

campo gravitacional ~g homogêneo na superfície da Terra. Sejam dois corpos de teste

de mesma proporção mas de materiais distintos, portanto de densidades distintas, e

massas diferentes. Soltando-os no interior da caixa da mesma altura, observamos que

ambos atingem o chão ao mesmo tempo, como Galileu já havia observado. Agora se

considerarmos esta caixa em um espaço livre da ação de qualquer campo gravitaci-

17 de 156
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onal , ao soltarmos os corpos ambos permanecerão no mesmo lugar, de acordo com

a Lei da Inércia. Se a caixa for sujeita a uma aceleração ~a na direção dos corpos de

teste, é de se esperar que ambos atinjam o chão da caixa ao mesmo tempo, pois estão

em repouso e é a caixa que se move em sua direção. Portanto um observador dentro

da caixa sempre obterá o mesmo resultado, quer a caixa esteja imersa em um campo

gravitacional ou sendo acelerada. Isto é, o observador não conseguirá distinguir se

está em um campo gravitacional ou em um referencial acelerado.

~g

~a

Figura 1.1 – Caixa de Einstein. Comparação entre um campo gravitacional homogêneo e
um referencial acelerado.

Por conta desse resultado, podemos concluir que um campo gravitacional é de

alguma forma equivalente a um referencial acelerado e qualquer experimento em

Mecânica será incapaz de determinar entre um e outro. Este fato é conhecido como

o Princípio de Equivalência. Colocando de forma mais geral:

"Nenhum experimento feito em Mecânica pode distinguir entre um

campo gravitacional e um referencial acelerado."

Vamos analisar as consequências desse resultado. De acordo com a segunda Lei

de Newton, para uma partícula ser acelerada uma força

~F = mi~a, (1.9)

deve ser aplicada, ondemi é amassa inercial da partícula e, de acordo com a primeira

Lei, a necessidade de aplicação de uma força para acelerar a partícula se deve a sua

inércia. Agora vamos considerar uma partícula caindo em um campo gravitacional,
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conforme as equações (1.1) e (1.4) esta sentirá uma força

~F = mg~g, (1.10)

onde mg é a massa gravitacional da partícula que mede a resposta desta em um

campo gravitacional. É importante constatar que conceitualmente a massa inercial

e a massa gravitacional são completamente distintas. Considerando novamente o

experimento da caixa de Einstein, para uma partícula caindo em queda livre em um

campo gravitacional ambas as equações acima são aplicadas; a partícula no campo

gravitacional vai experimentar uma força como na equação (1.10) e portanto será

acelerada de acordo com a equação (1.9). Assim temos que

~a =
mg

mi

~g, (1.11)

isto é, a aceleração da partícula em um campo gravitacional depende da razão entre as

massas gravitacional e inercial. Os experimentos de Galileu implicam que esta razão

é a mesma para todo e qualquer material. Sem perda de generalidade podemos

colocar mg = mi; isto pode ser feito pois na equação (1.4) incluímos a constante

gravitacional G de modo que mg/mi pode ser definido como unitário. Concluímos

que o Princípio de Equivalência nos permite assumir que

mg = mi, (1.12)

ambas as massas são equivalentes para todos os materiais.

Podemos testar a constância de mg
mi

usando a atração gravitacional do Sol, cuja

posição relativa à Terra varia num período de 24h. Vamos considerar duas esferas,

uma de ouro (Au) e outra de alumínio (Al), pendendo em extremidades opostas

de uma barra de comprimento 2l suspensa por um fio em sua metade no campo

gravitacional terrestre, e esta balança é colocada no Pólo Norte da Terra conforme a
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figura (1.2).

Sol

Terra

~aAu

~aAl

ω

ω1 > ω

Sol

Terra

~aAu

~aAl

ω

ω2 < ω

(a)

(b)

Figura 1.2 – Duas esferas de materiais diferentes pendendo em uma balança. As
acelerações ~aAu e ~aAl são das esferas em direção ao Sol. ω é a velocidade de rotação da

Terra e ω1 e ω2 as velocidades angulares da balança em diferentes horários.

A força exercida pelo Sol, de massa M e uma distância r, nas esfera de ouro é

~FAu =
GM(mg)Au

r2
, (1.13)

de modo que a aceleração da esfera na direção do Sol é

~aAu =
GM

r2

(
mg

mi

)
Au

, (1.14)

e o mesmo acontece com a esfera de alumínio, resultando em equações semelhantes
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às anteriores. Se considerarmos

mg

mi

= 1 + δ, (1.15)

e que δAu 6= δAl, um torque resultante será exercido na balança, de magnitude

T =
GMl

r2
[(mg)Au − (mg)Al], (1.16)

que resulta em uma aceleração angular dada por T = Iα sendo I o momento de

inércia da barra I = mil
2. Assim, em certo horário no período da manhã, temos:

(α)manhã =
GM

lr2
∆, (1.17)

onde ∆ = δAu−δAl. Considerando ∆ < 0, isto é, a aceleração da esfera de ouro maior

que a da esfera de alumínio, fará a balança girar com velocidade ω1 > ω. No período

da tarde, 12h após o considerado na parte da manhã, temos a situação reversa e a

balança gira na direção oposta com

(α)tarde = −GM
lr2

∆, (1.18)

e com velocidade angular ω2 < ω. Assim teria de haver uma variação no torque em

um período de 24h, no entanto efeito parecido nunca foi observado nos levando a

conclusão que

δ < 10−11. (1.19)

A massa inercial de um corpo massivo tem contribuição de duas fontes: a massa

de seus constituintes e da energia de ligação, expressa pela famosa equação E = mc2.

Por exemplo, a massa de um átomo é a a soma da massa de seus prótons e nêutrons

menos a energia nuclear de ligação dividida por c2. Átomos são ligados por forças

eletromagnéticas e estrelas por forças gravitacionais. Em todos os casos, a energia de
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ligação e a massa inercial dos constituintes contribuem para a massa inercial total do

corpo. E de acordo com a equação (1.12) a energia de ligação também contribui com

a massa gravitacional, de modo que a energia de ligação tem efeito gravitacional.

A própria força gravitacional, por conta da ligação que causa, acaba gerando mais

efeitos gravitacionais. Nesse sentido um fator importante a se considerar é que a

gravidade é não linear .

Outro ponto importante de se abordar é que o Princípio de Equivalência é um

princípio local . Consideremos novamente o caso dos dois corpos de teste caindo em

queda livre como na caixa de Einstein, mas agora livres pra percorrer uma distância

maior e em direção ao centro da Terra. Como a gravidade é uma força central e atua

radialmente é possível perceber pela figura (1.3) que à medida em que os corpos forem

caindo em direção ao centro da Terra eles se aproximarão um do outro. Este efeito é

conhecido como efeito de maré. Nesse caso, um observador conseguirá distinguir que

está em um campo gravitacional e o Princípio de Equivalência não é mais válido. Por

isto, o Princípio de Equivalência só é válido localmente, isto é, somente em pequenas

distâncias um campo gravitacional é equivalente a um referencial acelerado.

corpos de teste

centro da Terra

Figura 1.3 – Dois corpos de teste caindo livremente em direção ao centro da Terra.

O Princípio de Equivalência também é um princípio de indistinguibilidade; é

impossível, usando qualquer experimento em Mecânica, distinguir entre um campo
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gravitacional e um referencial acelerado. Mas e quanto à outras áreas da Física?

Vamos generalizar o Princípio de Equivalência para a Ótica usando o seguinte ex-

perimento mental: um feixe de luz viajando de uma lado à outro duma caixa, num

referencial inercial (livre de campos gravitacionais e sem ser acelerado). A luz sai do

lado esquerdo e é detectada, depois de viajar em linha reta, no lado direito da caixa

de acordo com a figura (1.4).

~a

Figura 1.4 – Movimento da luz de um lado a outro em uma caixa no espaço livre, e em
uma caixa acelerada.

Se agora ao mesmo tempo que a luz sai do lado esquerdo a caixa é acelerada,

depois de um instante ∆t a luz chegará do outro lado, viajando uma distância ∆x =

c∆t. A caixa acelerada se move uma distância ∆y = 1
2
a
(

∆x
c

)2, de modo que

∆y =
a

2c2
(∆x)2, (1.20)

que é a equação de uma parábola. Portanto a luz percorre um caminho parabólico

e será detectada mais perto do chão da caixa do que de onde saiu. O Princípio de

Equivalência implica no fato de que a luz percorre um caminho curvo em um campo

gravitacional. Fermat postulou que a luz leva o menor tempo para viajar de um

ponto a outro no espaço. A curvatura da luz em um campo gravitacional então nos

sugere que o menor caminho entre dois pontos em um campo gravitacional não é

necessariamente uma linha reta, tendo em vista que em qualquer espaço Euclidiano

plano para a luz uma reta é o menor caminho. Chegamos na conclusão de que o efeito
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de um campo gravitacional é fazer o espaço curvar e uma nova teoria da gravitação

requer o estudo de espaços curvos.

Juntando nossas últimas constatações podemos generalizar o Princípio de Equi-

valência:

"Qualquer experimento físico local não envolvendo gravidade terá o

mesmo resultado quer seja feito em um referencial inercial em queda livre

ou em um espaço-tempo plano da Relatividade Especial."

que também é conhecido como o Princípio de Equivalência Forte, ou Princípio de

Equivalência de Einstein.

Com isso, Einstein percebeu que o espaço-tempo deveria ser descrito como um

espaço curvo, sendo esta curvatura gerada por um corpo massivo (análogo à equação

de Poisson), que localmente apresentasse as características de um espaço plano, mais

especificamente um espaço plano de Minkowski. Foi Marcel Grossman, matemático

e amigo de Einstein, quem enfatizou a importância da Geometria Diferencial para

o desenvolvimento da teoria da Relatividade Geral. Esta geometria é definida em

espaços topológicos chamados de variedades diferenciáveis. Portanto, o espaço-tempo

tem a estrutura de uma variedade diferenciável quadridimensional na qual pode ser

definido uma geometria, a geometria Riemanniana5, e com esta é possível descrever

comprimentos, curvaturas e coordenadas geodésicas.

Este trabalho apresenta as ferramentas matemáticas, na forma da Geometria Di-

ferencial, para se compreender a linguagem da Relatividade Geral e suas aplicações.

São descritas também a equação de campo de Einstein e o espaço-tempo de Schwarzs-

child derivado dela. E através da teoria de calibre podemos descrever uma partícula

de Dirac nesse espaço-tempo. Dispomos os capítulos como segue:

O Capítulo 2 contém uma descrição sobre os objetos geométricos definidos vari-

edade diferenciável (vetores, 1-formas e tensores), como se desenvolve sua álgebra e
5A geometria utilizada na descrição do espaço-tempo da Relatividade Geral é na verdade uma

geometria pseudo-Riemanniana, por causa da assinatura do tensor métrico utilizado.
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as leis de transformação de coordenadas dos mesmos, onde se perceberá que estes

objetos são invariantes à estas transformações. Será descrito também um objeto, o

tensor métrico, que define distâncias na variedade, uma nova derivada na variedade,

a derivada absoluta, e alguns resultados obtidos por meio destes serão utilizados ao

longo de todo o trabalho. Além disso, comentaremos sobre as bases holonômicas e

não-holonômicas obtendo uma fórmula geral para os coeficientes de conexão.

O Capítulo 3 contém a definição de geodésicas, que são o menor caminho que

uma partícula percorre entre dois pontos num espaço curvo, e coordenadas geodési-

cas. Discutiremos também como se dá o transporte paralelo de um vetor em uma

variedade e com isso será possível definir a curvatura, descrita pelo tensor de Rie-

mann, pelo tensor de Ricci e pelo escalar de curvatura. Destes objetos é definido um

novo tensor que apresenta uma conservação de curvatura, o tensor de Einstein, que

juntamente com o tensor momento-energia que descreve a matéria e seu fluxo, resulta

na famosa equação de campo de Einstein. Esta equação também pode ser obtida

através de um princípio de mínima ação, sendo esta a ação de Einstein-Hilbert. Dis-

correremos sobre um resultado importante obtido da teoria da Relatividade Geral, a

solução de Schwarzschild para a equação de campo que descreve uma fonte massiva

estática e de simetria esférica, semelhante à do nosso Sistema Solar.

O Capítulo 4 trata sobre a Eletrodinâmica como uma teoria de calibre abeliana

e como generalizando seus grupos de simetrias para grupos não-abelianos podemos

observar suas similaridades com a Relatividade Geral. Portanto se entendermos a

Relatividade Geral como uma teoria de calibre com simetria de Lorentz, inserindo a

noção de torção no espaço-tempo curvo através das "vierbeins", podemos descrever

uma partícula regida pela equação de Dirac em um espaço-tempo curvo. Neste

trabalho optamos por descrevê-la em um espaço-tempo de Schwarzschild.

25 de 156



Capítulo 2

Uma Revisão de Geometria

Diferencial

A literatura moderna chama de Geometria Diferencial a generalização da ge-

ometria na sua forma mais conhecida; mais precisamente ela trata de elementos

fundamentais do que conhecemos como os espaços propriamente ditos. Parte-se de

um suposto de que há um lugar chamado Variedade em que se identifica todos os

outros espaços, que chamamos de Abertos. Logo esta tal de Variedade é formada

por todos os seus Abertos. A generalização destes Abertos, ou espaços, são tratados

como superfícies arbitrariamente curvas. Estas superfícies curvas, onde a Geome-

tria Diferencial é estudada, são as Variedades Diferenciáveis . Uma Variedade

Diferenciável é um espaço topológico, portanto possui propriedades topológicas1.

A ideia de Variedade Diferenciável teve sua gênese no século XIX com os traba-

lhos de Carl Friedrich Gauss e de Georg Friedrich Bernhard Riemann. Gauss era

interessado em cartografia, o que o levou a desenvolver as ferramentas de cálculo em

superfícies curvas. Seu famoso teorema egregium [10, pág. 54], revelou que se poderia

considerar as propriedades intrínsecas de uma superfície independentemente de sua
1Neste trabalho não iremos nos preocupar com as topologias que são definidas nas variedades,

pois iremos trabalhar os objetos matemáticos de forma mais prática. Caso o leitor esteja interessado
em mais detalhes sobre Topologia e suas definições, pode consultar a referência [9].
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imersão em um espaço tridimensional, e isto levou Riemann e outros a abstrair estes

conceitos ainda mais [9].

Para nos apropriarmos dos elementos da chamada Geometria Diferencial, pre-

cisamos conhecer de que é "composta" a Variedade, os nomes e nomenclaturas dos

elementos e os mapeamentos que nos leva a geometria como conhecemos na sua forma

mais "popular".

Seja uma Variedade Topológica e Diferenciável M , m-dimensional, que possui

entidades chamadas Cartas (Ui, ϕi), que cobrem toda a Variedade onde Ui é um

Aberto, ou seja, ∪iUi = M e ϕi é o homeomorfismo que mapeia Ui em um subcon-

junto aberto U ′i dentro de Rm, de modo que Ui ∩ Uj 6= ∅, com i 6= j. Pode-se fazer

mapeamentos de abertos dentro de uma própria variedade, de acordo com a figura

(2.1).

Seja agora uma outra Variedade Topológica e Diferenciável N , n-dimensional com

Cartas (Vi, φi). Vamos considerar portanto o mapeamento

f : M 7−→ N, (2.1)

: P 7−→ f(P ). (2.2)

De acordo com a figura (2.2) temos os homeomorfismos

ϕ : U 7−→ U ′, ou ϕ(P ) = {xµ}, ou x = ϕ(P ), (2.3)

e

φ : V 7−→ V ′, ou φ(f(ϕ(P ))) = {yα}, ou y = φ(f((P )), (2.4)

e temos o mapeamento entre os Abertos, chamado de difeomorfismo

φ ◦ f ◦ ϕ : Rm 7−→ Rn, (2.5)

: x 7−→ y. (2.6)
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M

P

Rm Rm
ϕi ϕj

ϕi ◦ ϕ−1
j

Ui

Uj

U ′i U ′j

Figura 2.1 – Homeomorfismo de um ponto P de uma variedade M para um espaço em
Rm.

Com estas definições, podemos trabalhar em Rn por exemplo, onde a álgebra é

conhecida (soma, subtração, multiplicação, etc.) e fazer transformações entre co-

ordenadas ou espaços, por exemplo entre sistema de coordenadas tipo cartesiano,

cilíndrico, esférico e outros. Desta forma podemos definir também objetos geométri-

cos invariantes à transformação de coordenadas. Neste capítulo iremos definir estes

objetos (vetores, tensores, 1-formas) e o conceito de distância em superfícies cur-

vas. Definiremos também um novo tipo de derivada na Variedade Diferenciável e

obteremos alguns resultados importantes para os próximos capítulos.

2.1 Vetores e Campos Vetoriais

No espaço Euclidiano em três dimensões E3, conhecemos um vetor, a partir das

disciplinas como Geometria Analítica, Álgebra Linear, Cálculo Vetorial descrito, por
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P

U
M

V

N

f(P )

ϕ φ
Rm Rn

f

φ ◦ f ◦ ϕϕ(P )
φ(f(P ))

Figura 2.2 – Difeomorfismo φ ◦ f ◦ ϕ de um ponto P na variedade M a um ponto na
variedade N .

exemplo, das seguintes maneiras

~V = Vx̂ı + Vy ̂ + Vzk̂,

~V = Vrr̂ + Vθθ̂ + Vφφ̂,

onde ı̂,̂ e k̂ são versores na direção de x, y e z respectivamente e r̂, θ̂ e φ̂ versores nas

direções de r, θ e φ respectivamente. O primeiro vetor está escrito em coordenadas

retangulares (cartesianas) e o segundo em coordenadas esféricas, cada um com suas

respectivas componentes (Vx, Vr, ...) e diferenciados vetores de base (̂ı, r̂, ...).Podemos

escrever um vetor genérico como2

~V = V iêi,

2Usando a notação de Einstein, na qual é omitido o símbolo de somatória e índices iguais
implicam em soma.
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onde V i são suas componentes e êi seus vetores da base. De maneira análoga, um

vetor em um espaço de quatro dimensões é escrito 3

V = V µeµ. (2.7)

Vamos agora definir vetores em uma variedade diferenciável, que pode ser curva

em sua totalidade mas localmente, isto é, em um determinado ponto, se assemelha a

um espaço plano. Para ser diferenciável, a variedade tem que ter derivadas em todos

os seus pontos, de modo que podemos usar propriedades de Cálculo para defini-la.

Seja uma curva parametrizada c(λ) e situada em uma variedade diferenciável M , de

acordo com a figura (2.3).

a

b

M

U

c(λ)

Rm

c

ϕϕ ◦ c

0

Figura 2.3 – Homeomorfismo de uma curva c(λ), dentro de um aberto U em M , para
Rm, gerando um vetor tangente a esta curva no ponto λ = 0.

Um ponto P na curva c(λ) emM pode ser mapeado até o aberto por uma função

f : M 7−→ R, de modo que a inclinação tangente a esta curva é um operador

diferenciável que pode ser aplicada a esta função

V[f ] =
df(c(λ))

dλ

∣∣∣∣
λ=0

, (2.8)

3Será usado neste trabalho a seguinte notação: índices latinos (i, j, k, ...) para indicar uma soma
indo de 1 a 3 e índices gregos (µ, ν, λ, ...) para indicar uma soma indo de 0 a 3.
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sendo c(λ) : (a, b) 7−→ M . Do mapa ϕ, escrevemos as coordenadas do aberto em R,

onde x = ϕ ◦ c(λ), que usando a regra da cadeia nos dá

V[f ] =
df(c(λ))

dλ

∣∣∣∣
λ=0

,

=
df(ϕ−1 ◦ ϕ ◦ c(λ))

dλ

∣∣∣∣
λ=0

,

=
df(ϕ−1 ◦ x(λ))

dλ

∣∣∣∣
λ=0

,

=
dxµ(c(λ))

dλ

∂F

∂xµ

∣∣∣∣
λ=0

,

= V µ ∂F

∂xµ

∣∣∣∣
λ=0

,

= V µ ∂

∂xµ
(f)

∣∣∣∣
λ=0

,

onde identificamos a componente do vetor como

V µ =
dxµ

dλ
, (2.9)

e o operador diferencial
d

dλ
=

dxµ

dλ

∂

∂xµ
. (2.10)

Resumindo, vemos que dxµ

dλ
pode ser usado para descrever as componentes de um

vetor e ∂
∂xµ

para descrever os vetores da base. O operador d
dλ

é então o vetor tangente

à curva no ponto P e como este ponto pode ser qualquer um pertencente à variedade,

um vetor escrito em termo destes operadores é na verdade um campo vetorial que

descreve planos tangentes ao longo da curva. O plano tangente à M no ponto P será

chamado de TpM . Assim, identificamos as componentes e a base como

V µ =
dxµ

dλ
, (2.11)

eµ =
∂

∂xµ
. (2.12)

31 de 156



CAPÍTULO 2. UMA REVISÃO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Com essa nova definição de geometria podemos notar algumas características:

• vetores de base estão contidos no plano tangente à variedade M no ponto P ;

• o espaço tangente TpM é obtido tomando todas as curvas possíveis através de

P e avaliando d
dλ

∣∣
P
sendo d

dλ
= dxµ

dλ
∂
∂xµ

;

• vetores definidos em dois pontos diferentes não tem relação entre si. Só faz

sentido subtrair ou somar vetores no mesmo ponto P .

∂

∂φ

∂

∂θ

TpM

θ

φ

x

y

z

Figura 2.4 – Vetores da base tangente contidos num plano tangente TPM à superfície da
esfera.

Como exemplo, vamos tomar no espaço Euclidiano E3 em coordenadas esféricas

um vetor posição que mapeia uma curva, a esfera neste caso, e é escrito como

~r = r sin θ cosφ ı̂ + r sin θ sinφ ̂ + r cos θ k̂,

para descrever os vetores da base tangente à curva no ponto P através das derivadas
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aplicadas neste vetor, basta olharmos a equação (2.12):

er =
∂~r

∂r
= sin θ cosφ ı̂ + sin θ sinφ ̂ + cos θ k̂,

eθ =
∂~r

∂θ
= r cos θ cosφ ı̂ + r cos θ sinφ ̂− r sin θ k̂,

eφ =
∂~r

∂φ
= −r sin θ sinφ ı̂ + r sin θ cosφ ̂.

Podemos perceber que todos estes vetores são tangentes às suas respectivas coorde-

nadas e formam uma base

er · er = 1 ; eθ · eθ = r2 ; eφ · eφ = r2 sin2 θ,

er · eθ = eθ · eφ = eφ · er = 0.

Podemos também identificar os versores das coordenadas cartesianas e reescrevê-los

como

ı̂ =
∂

∂x
; ̂ =

∂

∂y
; k̂ =

∂

∂z
,

de modo que a definição dos versores da base tangente em coordenadas esféricas

er =
∂

∂r
= sin θ cosφ

∂

∂x
+ sin θ sinφ

∂

∂y
+ cos θ

∂

∂z
,

eθ =
∂

∂θ
= r cos θ cosφ

∂

∂x
+ r cos θ sinφ

∂

∂y
− r sin θ

∂

∂z
,

eφ =
∂

∂φ
= −r sin θ sinφ

∂

∂x
+ r sin θ cosφ

∂

∂y
.

Estes vetores da base tangente não são ortonormais, isto é, formam ângulos retos

uns com os outros porém não são unitários. A base ortonormal pode ser facilmente

definida como

êr = er ; êθ =
1

r
eθ ; êφ =

1

r sin θ
eφ,
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com condições de ortogonalidade do tipo

êr · êr = êθ · êθ = êφ · êφ = 1,

êr · êθ = êθ · êφ = êφ · êr = 0.

Para que estes vetores possam ser descritos em qualquer parte da variedade M e

não somente em um ponto P único e específico, precisamos da noção de campos ve-

toriais. Conseguimos descrever planos tangentes a uma curva em M , pois ela possui

tangentes em cada ponto, logo existem vetores tangentes que podem ser descritos em

cada ponto dessa curva. O campo vetorial

dxµ

dλ
= vµ(xν), (2.13)

é uma equação diferencial de primeira ordem que em geral tem solução local. Dado

vµ podemos encontrar xµ(λ) que é chamado de curva integral do campo vetorial e

isto é válido em qualquer ponto P , em qualquer xµ, portanto em cada ponto de M

podemos traçar a curva integral do campo vetorial através deste ponto e essas curvas

preenchem M .

2.2 1-Formas

Além dos vetores que formam a base tangente, onde podemos descrever um vetor

na variedade diferenciável, existe outro tipo de "vetor", análogo ao gradiente por

exemplo de uma função escalar do Cálculo Vetorial, que é descrito como

∇f =
∂f

∂x
ı̂ +

∂f

∂y
̂ +

∂f

∂z
k̂,
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onde f é uma função f(x, y, z), que se define a partir de um vetor direcional,

df = ∇f · d~r =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz.

Se considerarmos as curvas de nível, que são superfícies onde uma das coordenadas

é constante, o vetor gradiente seria um vetor saindo da superfície menor até outra

superfície maior [11], [12]. Vemos então que vetores gradientes são paralelos aos eixos

coordenados.

Vamos usar como exemplo de um mapeamento de um sistema de coordenadas

não ortogonal para as coordenadas Cartesianas,

x = u+ v, u =
1

2
(x+ y),

y = u− v, v =
1

2
(x− y),

z = 2uv + w, w = z − 1

2
(x2 − y2),

um vetor descrito nesse sistema é

~r =
1

2
(u+ v)̂ı +

1

2
(u− v)̂ + (2uv + w)k̂,

Se tomarmos a base tangente desse sistema, temos

eu =
∂~r

∂u
= ı̂ + ̂ + 2vk̂,

ev =
∂~r

∂v
= ı̂− ̂ + 2uk̂,

ew =
∂~r

∂w
= k̂.

e percebemos claramente que se trata de um sistema não ortonormal, pois

eu · ev = 4uv ; ev · ew = 2u ; ew · eu = 2v.
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No entanto se definirmos os vetores gradientes (que escreveremos com índice superior)

desse sistema que formam uma outra base de vetores

eu = ∇u =
1

2
ı̂ +

1

2
̂,

ev = ∇v =
1

2
ı̂− 1

2
̂,

ew = ∇w = k̂,

essa nova base é chamada de base cotangente e é Dual à base tangente, isto é, obedece

a relação abaixo

eu · eu = ev · ev = ew · ew = 1,

eu · ev = ev · ew = ew · eu = 0.

Formalmente, para cada espaço vetorial TpM , existe um espaço dual a este, cha-

mado de espaço cotangente T ∗pM , cujos elementos são vetores duais ou vetores co-

tangentes, chamados de 1-formas. O exemplo mais simples de uma 1-forma é uma

diferencial df = ∂f
∂xµ

dxµ de uma função f , definida dentro de uma espaço de funções

na variedadeM , e a ação de formas acontecem sobre os vetores do tipo V[f ] = V µ ∂f
∂xµ

,

nos dando um número real,

〈df,V〉 = V[f ] = V µ ∂f

∂xµ
, (2.14)

que é uma espécie de produto interno. Do ponto de vista de espaço, temos

T ∗pM × TpM 7−→ R. (2.15)

Generalizando essa noção de gradiente para uma variedade diferenciável, temos
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a definição da 1-forma, dual à base tangente, escrita como

ω = ωµdx
µ, (2.16)

onde ωµ são as componentes da 1-forma e dxµ são os elementos da chamada base

cotangente. Assim, dizemos que a operação entre as bases tangente e cotangente é

dada por

〈dxµ, eν〉 = 〈dxµ, ∂ν〉 =
∂

∂xν
(xµ) = δµν , (2.17)

ou ainda que, entre um vetor genérico e uma 1-forma genérica, resulta em um escalar

〈ω,V〉 = 〈ωµdxµ, V νeν〉,

= ωµV
ν〈dxµ, eν〉,

= ωµV
µ, (2.18)

semelhante ao produto interno entre dois vetores.

Assim como os vetores da base tangente pertencem a um plano tangente TpM ,

as 1-formas pertencem ao plano cotangente T ∗pM , ortogonal à TpM . A base de uma

1-forma dxµ é dual à base dos vetores eµ. A noção de espaço dual apesar de parecer

abstrata em um primeiro momento, é semelhante à alguns casos já conhecidos:

a) Em um espaço complexo de duas dimensões C2, correspondendo ao vetor z =

x+ iy há o complexo conjugado z∗ = x− iy, de modo que z∗z = x2 + y2 é um

número real [13].

b) Na Mecânica Quântica um vetor no espaço de Hilbert é descrito pelo vetor ket

|Ψ〉 e seu dual é o vetor bra 〈Ψ| de modo que 〈Ψ|Ψ〉 é um número real [14].

Como ambos tipos de bases podem ser definidos em qualquer ponto P da vari-

edade, tanto eµ quanto dxµ pertencem aos feixes de planos tangente e cotangentes,

respectivamente. Do mesmo modo que um vetor da base tangente pode ser escrito
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como uma derivada parcial eµ = ∂
∂xµ

a 1-forma pode ser descrita como θµ = dxµ. No

entanto, dxµ pode ser interpretada como algo mais geral que apenas um elemento

infinitesimal, como já dissemos, este é uma componente da base cotangente.

2.3 Regras de Transformação

Definidos os elementos geométricos, e a partir das transformações entre varieda-

des que mostramos anteriormente, podemos escrever transformações entre sistemas

de coordenadas, dentro de um mesmo espaço (aberto), de forma que algumas en-

tidades matemáticas se comportam como invariantes. As expressões escritas em

termos dos vetores e 1-formas na variedade diferenciável são independentes do sis-

tema de coordenadas, ou seja, uma transformação de coordenadas destes objetos é

uma transformação homogênea e linear. Ao se fazer uma mudança de coordenadas

do tipo xµ 7−→ x′µ, as componentes dos vetores e das 1-formas se transformam de

maneiras diferentes. A componente de um vetor se transforma como

V µ 7−→ V ′µ =
∂x′µ

∂xλ
V λ, (2.19)

e a base tangente como

eµ 7−→ e′µ =
∂xν

∂x′µ
eν , (2.20)

Assim a transformação nas componentes de um vetor V é dada por

V = V µeµ 7−→ V ′µe′µ =

(
∂x′µ

∂xλ
V λ

)(
∂xν

∂x′µ
eν

)
,

=
∂x′µ

∂xλ
∂xν

∂x′µ
V λeν ,

= V λeλ = V, (2.21)

onde podemos identificar uma regra da cadeia pois x′µ = x′µ(xλ) e a derivada resulta

em um delta de Kronecker ∂xµ

∂xν
= δµν , pois derivadas em relação à diferentes compo-
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nentes são nulas e à componentes iguais são unitárias. Portanto, um vetor em uma

variedade diferenciável é de fato invariante diante transformações de coordenadas 4.

A transformação de uma 1-forma acontece de maneira similar. A componente da

1-forma se transforma como

ωµ 7−→ ω′µ =
∂xν

∂x′µ
ων , (2.22)

e a base cotangente se transforma como

dxµ 7−→ dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν , (2.23)

e a transformação de uma 1-forma

ω = ωµdx
µ 7−→ ω′µdx

′µ =
∂xν

∂x′µ
∂x′µ

∂xλ
ωνdx

λ,

= ωλdx
λ = ω,

e observamos que a 1-forma também é invariante frente à transformações de coorde-

nadas.

Um objeto que se transforma como (2.19) e (2.23) é dito ser contravariante e

um objeto que se transforma como (2.20) e (2.22) é dito ser covariante. Aqui, dado

os modos distintos de transformação, percebemos porque ora usamos índices sobres-

critos e ora índices subescritos; objetos contravariantes serão escritos, por definição,

com índice em cima e objetos covariantes com índice em baixo.
4Estas transformações são gerais, chamadas de Transformações Gerais de Coordenadas (TGC),

que é representada em algumas teorias, principalmente as teorias topológicas, como grupo de Di-
feomorfismo. Não iremos entrar em detalhes sobre a teoria de grupos e suas transformações neste
trabalho no entanto.
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2.4 Tensores

Com as definições de vetores e 1-formas numa variedade diferenciável, podemos

agora definir um tensor, ou melhor, um tensor do tipo

r
s

5, que é um objeto

geométrico com componentes que são produto cartesiano de r vetores com s 1-formas,

ou seja, da base tangente com a base cotangente

T = Tαβ...λγ... eα ⊗ eβ ⊗ ...dxλ ⊗ dxγ ⊗ ..., (2.24)

assim, um vetor pode ser considerado um tensor

1

0

 e uma 1-forma um tensor

0

1

. Por questões de simplicidade, um tensor pode ser escrito somente em termos

de suas componentes, com os produtos cartesianos (produtos tensoriais) ⊗ omitidos.

O rank de um tensor é definido pela soma r + s. Daí podemos notar que uma gran-

deza escalar pode ser considerada como um tensor de rank 0, vetores e 1-formas como

tensores de rank 1 e matrizes como tensores de rank 2. Com esta percepção, enten-

demos como tensores são objetos mais gerais que abrangem maior informação em

sua definição, e por isso sua importância na descrição tanto na Relatividade Restrita

quanto, principalmente, na Relatividade Geral. Outra característica dos tensores,

por serem compostos por vetores e 1-formas, é que suas transformações de coordena-

das são homogêneas, ou seja, um tensor apresenta invariância sobre transformação

de coordenadas. Por causa disso, se um tensor é nulo em um sistema de coordenadas,

ele necessariamente será nulo em qualquer outro sistema. Além disso tensores serão

importantes para a caracterização de curvatura, propriedade essencial para descrição

de espaços curvos.
5Notação usada para expressarmos o rank de um tensor, mais especificamente quantas bases,

tangentes ou cotangentes, este objeto comporta.
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2.5 Álgebra Tensorial

Agora que definimos os tensores, veremos como funciona a álgebra aplicada à

esses objetos geométricos.

2.5.1 Transformações de Coordenadas

Um tensor do tipo

r
0

 é dito ser contravariante (pois suas componentes são

contravariantes) e obedece às regras de transformação do tipo

T ′αβ...λ =
∂x′α

∂xµ
∂xβ

∂xν
...
∂x′λ

∂xκ
T µν...κ. (2.25)

Um tensor do tipo

0

s

 é dito ser covariante (por ter componentes que são covari-

antes) e obedece à

T ′αβ...λ =
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
...
∂xκ

∂x′λ
Tµν...λ . (2.26)

Já um tensor do tipo

r
s

 é dito ser misto e obedece aos dois tipos de transformações

T ′α...βλ...σ =
∂x′α

∂xµ
...
∂x′β

∂xν
∂xκ

∂x′λ
...
∂xρ

∂x′σ
T µ...νκ...ρ. (2.27)

2.5.2 Simetria e Antissimetria

Um tensor tem componentes simétricas se, sobre a permutação de seus índices,

ocorre

T µν = T νµ ou Tµν = Tνµ, (2.28)

e componentes antissimétricas se sobre a permutação ocorre

T µν = −T νµ ou Tµν = −Tνµ, (2.29)
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portanto um tensor é dito simétrico se suas componentes forem simétricas e antissi-

métrico se suas componentes forem antissimétricas.

Vamos definir a seguinte notação:

• T (µ...ν): índices entre parênteses para indicar propriedades de simetrização.

• T [µ...ν]: índices entre colchetes para indicar propriedades de antissimetrização.

Podemos então escrever tensores do tipo

r
s

 como

T
(µ...ν)

(κ...λ) =
1

r!
(soma das permutações dos r índices)+

+
1

s!
(soma das permutações dos s índices),

T
[µ...ν]

[κ...λ] =
1

r!
(soma alternada das permutações dos r índices)+

+
1

s!
(soma alternada das permutações dos s índices).

Alguns exemplos dessas definições são:

T (µν) =
1

2!
(T µν + T νµ),

T
(µν)

(κλ) =
1

2!
(T µνκλ + T νµκλ ) +

1

2!
(T µνκλ + T µνλκ ),

T [µνκ] =
1

3!
(T µνκ − T µκν + T κµν − T κνµ + T νκµ − T κνµ).

2.5.3 Operações Fundamentais

• Soma e Subtração: somente tensores do mesmo tipo e rank podem ser so-

mados ou subtraídos. A soma ou subtração de dois ou mais tensores resulta

em um tensor de mesmo tipo e rank

Aµνκ +Bµν
κ − Cµν

κ = Dµν
κ.
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• Produto Externo: o produto simples de um tensor

r
s

 com um tensor

m
n

 tem como resultado um tensor

r +m

s+ n

:

AµνλB
κ
σ = Cµν κ

λ σ .

• Contração: se um tensor misto

r
s

 tem índice covariante igual a um índice

contravariante então, pela notação de Einstein, temos uma soma nesses índices

e o tensor resultante é do tipo

r − n
s− n

 onde n é o número de índices repetidos

T µννλ = T µλ .

• Produto Interno: é uma multiplicação de dois tensores (produto externo)

seguido por uma contração de índices repetidos concomitantemente em ambos

os tensores

AµνκB
κλ
ρ = Cµνλ

ρ .

• Teorema do Quociente: seja o produto externo de um tensor

r
s

 com

outro objeto χ que ainda não se sabe se é ou não um tensor. Se o resultado

do produto resulta em um tensor

r +m

s+ n

, então necessariamente χ tem que

ser um tensor do tipo

m
n

. Por exemplo, seja a operação

AµνB = Cµ λ
ν κ ,
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necessariamente o tensor B tem que ser

B = Bλ
κeλ ⊗ dxκ.

2.6 Tensor Métrico

Com os vetores e as 1-formas conseguimos mapear e descrever um ponto em uma

variedade diferenciável. Precisamos saber como medir a distância entre esses pontos

para termos noções de comprimento numa variedade. O tamanho de um vetor, seu

módulo, que é a distância entre o ponto da sua origem com o ponto da sua outra

extremidade, é descrito da seguinte maneira no R2

r2 = |~r|2 = ~r ·~r = x2 + y2.

Para descrever comprimento em uma variedade vamos utilizar um objeto geomé-

trico, o tensor métrico (ou simplesmente a métrica) gµν tal que, para um espaço

Euclidiano E2

r2 = gijr
irj.

Para o caso deste espaço plano, em coordenadas cartesianas onde r1 = x e r2 = y,

conseguimos facilmente achar sua métrica já que

r2 = x2 + y2 = g11x
2 + (g12 + g21)xy + g22y

2,

disso, observamos que

g11 = g22 = 1 ; g12 = g21 = 0.

Como a métrica é um tensor de rank 2, ela pode ser escrita como uma matriz para
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melhor visualização de suas componentes. Então para o exemplo acima

gij =

1 0

0 1

 : coordenadas cartesianas,

O tensor métrico pode descrever distâncias se considerarmos um deslocamento

infinitesimal

ds2 = gijdx
idxj, (2.30)

por exemplo, no R2 em coordenadas polares, a distância infinitesimal é ds2 = dr2 +

r2dθ2. Usando este resultado conhecido, vamos obter o elemento de distância usando

a métrica, sendo dx1 = dr e dx2 = dθ, assim

ds2 = gijdx
idxj,

= g11dr2 + (g12 + g21)dr dθ + g22dθ2,

comparando os resultados, o tensor métrico neste caso tem que ser

gij =

1 0

0 r2

 : coordenadas polares.

No caso acima em coordenadas polares, notamos que a métrica pode depender

das coordenadas, isto é, podemos ter gµν = g(xλ). Isto acontece aqui pois estamos

utilizando bases holonômicas, no entanto a métrica pode ser descrita em ambas as

bases: holonômicas e não-holonômicas. Elas serão melhores discutidas mais à frente.

Formalmente, a métrica ’mapeia’ dois vetores em um escalar e uma operação

(análoga ao produto escalar) pode ser definida:

g(u,v) = u · v, (2.31)
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que é algo como a aplicação da métrica em dois vetores. Sendo u = uσeσ e v = vρeρ

dois vetores, pela operação de dualidade e pelo Teorema do Quociente, a métrica

será escrita na base cotangente

g = gµνdx
µ ⊗ dxν , (2.32)

pois a operação (2.31) é desenvolvida da seguinte maneira

g(u,v) = gµν〈dxµ, uσeσ〉〈dxν , vρeρ〉 = gµνu
σvρδµσδ

ν
ρ = gµνu

µvν = u · v,

resultando de fato em um escalar.

A métrica é então um tensor de rank 2 do tipo

0

2

 constituído por 1-formas.

Sob uma transformação de coordenadas do tipo xµ 7−→ x′µ, a métrica obedece

gµν 7−→ g′µν =
∂xκ

∂x′µ
∂xλ

∂x′ν
gκλ,

que é uma transformação homogênea de um objeto covariante.

Definindo ∆ = dxµeµ como o vetor deslocamento infinitesimal em uma direção

qualquer, o elemento de comprimento infinitesimal é então definido em uma variedade

diferenciável como

ds2 = g(∆,∆) = gµνdx
µdxν . (2.33)

A operação de dualidade da métrica com um vetor

〈g,V〉 = 〈gµνdxµ ⊗ dxν , V νeν〉,

= gµνV
νdxν〈dxµ, eν〉,

= gµνV
µdxν ,

resulta em uma contração da métrica (gµν) com um vetor (V µ) numa base cotangente
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(dxν). Fazendo a contração dos índices iguais, esperamos que este produto interno

resulte em uma componente de uma 1-forma, uma componente covariante. Isto é,

gµνV
µ = Vν . (2.34)

Como a operação (2.31) resulta em um escalar, temos que

g(u,v) ≥ 0, (2.35)

e somente ocorre que

g(u,u) = 0,

se u = 0 (não faz sentido ter g = 0, pois assim não teria como haver mapeamento

de vetores em escalares e a métrica não exerceria sua função). Como um tensor de

rank 2 pode ser considerado e escrito como uma matriz, podemos usar a seguinte

propriedade da Álgebra Linear [15]:

AX = 0,

A−1A︸ ︷︷ ︸
I

X = 0 ⇒ X = 0,

onde A e X são matrizes e o resultado acima nos indica que det(A) 6= 0 e que

esta matriz é inversível. Da operação g(u,u) e usando a relação acima, chegamos a

conclusão de que det(gµν) 6= 0 e que a métrica sempre possui uma inversa.

Vamos definir a inversa da métrica gµν como gµν tal que o produto interno das

duas resulte em uma matriz identidade, que pode ser escrita através do delta de

Kronecker6

gµνg
νκ = δ κ

µ . (2.36)

6A definição dos índices superiores nesta inversa da métrica fará sentido por conta de como se
dá sua transformação de coordenadas.

47 de 156



CAPÍTULO 2. UMA REVISÃO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Sob uma transformação de coordenadas, temos

g′µνg
′νκ = δ′ κµ ,

∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
gσρg

′νκ = δ κ
µ ,

onde usamos a regra de transformação da métrica covariante e δ′ κµ = δ κ
µ pois o delta

de Kronecker é o mesmo em qualquer sistema de coordenadas. Multiplicando ambos

os lados da equação acima por ∂x′µ

∂xα
, temos

∂x′µ

∂xα
∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
gσρg

′νκ =
∂x′µ

∂xα
δ κ
µ ,

∂xρ

∂x′ν
gαρg

′νκ =
∂x′κ

∂xα
,

multiplicando ambos os lados por gβα e usando a definição (2.36), obtemos

∂xρ

∂x′ν
gβαgαρg

′νκ =
∂x′κ

∂xα
gβα,

∂xβ

∂x′ν
g′νκ =

∂x′κ

∂xα
gβα,

multiplicando por ∂x′µ

∂xβ
temos, finalmente, que

∂x′µ

∂xβ
∂xβ

∂x′ν
g′νκ =

∂x′µ

∂xβ
∂x′κ

∂xα
gβα,

g′µκ =
∂x′µ

∂xβ
∂x′κ

∂xα
gβα.

Podemos perceber que esta inversa da métrica se transforma como um objeto contra-

variante, podendo ser então definida em uma base de vetores tangentes da seguinte

forma

g = gµνeµ ⊗ eν . (2.37)
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Sua dualidade com uma 1-forma

〈g,ω〉 = 〈gµνeµ ⊗ eν , ωνdx
ν〉 = gµνωµeν ,

e pela contração dos índices, o produto interno da inversa da métrica com a compo-

nente de uma 1-forma terá que resultar em um objeto contravariante

gµνων = ωµ. (2.38)

Percebemos que o produto interno das componentes da métrica com as compo-

nentes de um vetor ou uma 1-forma, resulta em componentes covariantes e contra-

variantes, ou seja, esta operação levanta e abaixa os índices de vetores e 1-formas,

transformando a componente de um vetor em componente de uma 1-forma e vice-

versa. Estes resultados podem ser generalizados para qualquer tipo de tensor e serão

utilizados com frequência durante este trabalho.

2.7 Bases Holonômicas e Não-Holonômicas

As bases holonômicas, ou coordenadas, e as bases não-holonômicas, ou não-

coordenadas, são definidas através do operador comutador. Se

[eµ, eν ] = 0, (2.39)

a base é dita holonômica. Já se

[eµ, eν ] 6= 0, (2.40)

a base é dita não-holonômica.

Como exemplo, vamos considerar vetores da base tangente no R2, tal que

e1 =
∂

∂x
; e2 =

∂

∂y
,
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são os versores na direção dos eixos x e y respectivamente. Aplicando o operador

comutador nesses dois vetores, temos

[e1, e2]f(x, y) =
�
��

�
��*

0
∂

∂x

(
∂f

∂y

)
−
�
��

�
��*

0
∂

∂y

(
∂f

∂x

)
= 0,

como vetores agora podem ser escritos como operadores diferenciais, neste caso ne-

nhum vetor depende de elementos na coordenada do outro e por isso essas derivadas

são nulas. Como a comutação é nula, estes vetores fazem parte de uma base holonô-

mica.

Considerando agora, ainda no R2 mas em coordenadas polares, os vetores

e1 =
∂

∂r
; e2 =

1

r

∂

∂θ
,

a comutação desses dois vetores

[e1, e2]f(r, θ) =
∂

∂r

(
1

r

∂f

∂θ

)
−
�
��

�
��
�*0

1

r

∂

∂θ

(
∂f

∂r

)
= − 1

r2

∂

∂θ
f 6= 0,

é não nula, logo eles fazem parte de uma base não-holonômica.

É comum escrever os comutadores em termos de uma combinação linear dos

elementos de base, da seguinte forma

[ei, ej] = C k
ij ek, (2.41)

onde os coeficientes C k
ij são chamados de constantes de estrutura da álgebra de

Lie. Numa base não-holonômica nem todas essas constantes são nulas, diferente-

mente da base holonômica. Do exemplo acima, C 1
12 = −C 2

21 = −1
r
e as constantes

restantes são nulas.

No que diz respeito a métrica, vamos considerar um espaço plano E3 euclidiano,
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em coordenadas cartesianas e esféricas. A forma geral da métrica é

g = gijdx
i ⊗ dxj. (2.42)

Nas coordenadas cartesianas

dx1 = dx , dx2 = dy , dx3 = dz,

tal que

gij =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

,
e assim encontramos que

g = ds2 = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz.

Os vetores duais à base de 1-formas são

e1 =
∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
,

e claramente obedecem a condição (2.17). Já em coordenadas esféricas temos o

elemento de linha

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2,

que em termos de 1-formas fica escrito como

ds2 = dr ⊗ dr + r2dθ ⊗ dθ + r2 sin2 θdφ⊗ dφ.

Podemos escolher em que tipo de base trabalhar. Em uma base holonômica, esco-
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lhemos a base de 1-formas sendo

dx1 = dr , dx2 = dθ , dx3 = dφ,

de modo que a métrica

gij =


1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

,
e os vetores duais a essa base

e1 =
∂

∂r
, e2 =

∂

∂θ
, e3 =

∂

∂φ
.

Escolhendo porém uma base não-holonômica as 1-formas

dx1 = dr , dx2 = rdθ , dx3 = r sin θdφ,

com métrica

gij =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

,
e a base dual de vetores

e1 =
∂

∂r
, e2 =

1

r

∂

∂θ
, e3 =

1

r sin θ

∂

∂φ
.

Por conta da métrica gij nesse caso ser unitária, bases deste tipo são comumente

chamadas de base ortonormal.

Fazendo algumas considerações sobre a métrica, a mesma pode ser escrita evi-
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denciando seus termos

gµν ≡
1

2
(gµν + gνµ) +

1

2
(gµν − gνµ), (2.43)

com primeiro termo simétrico e o segundo termo antissimétrico. Como a parte an-

tissimétrica de gµν não influencia na equação (2.33) podemos considerar a métrica

simétrica, sem perda de generalidade.

2.8 Formas Diferenciais

As 1-formas são duais aos vetores de base. Outro tipo de dualidade que estas

possuem é em relação às linhas. A integral de uma 1-forma sobre uma linha resulta

em um número (no caso R1). Se considerarmos uma 1-forma em R3

ω1 = a1dx+ a2dy + a3dz, (2.44)

a integral de ω1 sobre a linha c1 é

∫
c1

ω1 = número. (2.45)

Se chamarmos essa linha de 1-cadeia, podemos dizer que uma 1-forma é dual a

uma 1-cadeia. Essa dualidade é uma consequência da integração, pois a definição

de integral é uma soma sobre o caminho com o vetor tangente em cada ponto deste

caminho. Essa noção de 1-cadeia pode ser então generalizada: uma área pode ser

chamada de 2-cadeia, um volume pode ser chamado de 3-cadeia e um quadrivolume

(no espaço-tempo, como exemplo) pode ser chamado de 4-cadeia. Seguindo essa

lógica, podemos considerar um ponto como uma 0-cadeia.

Com isto podemos começar a definir um elemento, por exemplo, uma 2-forma ω2,

dual a uma 2-cadeia que integrada ao longo de uma área c2 resulta em um número,
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ou seja, ∫
c2

ω2 = número. (2.46)

Vale deixar claro que uma 2-forma não é simplesmente o produto de 1-formas, mas

sim um produto antissimétrico, por conta da própria assimetria da área c2. Por

exemplo, consideremos a área A de um paralelogramo definido pelos vetores ~v e ~w,

tal que

A = |~v × ~w|,

sabemos que a área A > 0, porém o produto vetorial dos vetores ~v × ~w = −~w × ~v,

por isso A é antissimétrico. Se os vetores ~v e ~w estiverem no plano xy, temos

±A = vxwy − vywx =

∣∣∣∣∣∣∣
vx vy

wx wy

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣∣∣,
e assim podemos escrever as componentes vi como

vi = dxi(~v), (2.47)

sendo dxi uma 1-forma. Formalmente definimos uma área 2-forma como

dxi ∧ dxj(~v, ~w) = dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi, (2.48)

e o produto antissimétrico ∧ é chamado de produto exterior ou produto cunha .

Seguindo da definição, então

dxi ∧ dxj(~v, ~w) = dxi(~v)dxj(~w)− dxj(~v)dxi(~w),

= viwj − vjwi,

=

∣∣∣∣∣∣∣
vi vj

wi wj

∣∣∣∣∣∣∣.
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Podemos então definir o elemento chamado de 2-forma como

ω2 = aijdx
i ∧ dxj. (2.49)

Considerando essa 2-forma em R3, podemos abrir suas componentes de forma mais

explícita

ω2 = (a12 − a21)dx1 ∧ dx2 + (a23 − a32)dx2 ∧ dx3 + (a31 − a13)dx3 ∧ dx1. (2.50)

Seguindo essa lógica e expandindo a ideia, um volume 3-forma é

dxi ∧ dxj ∧ dxk, (2.51)

e a mesma em R3

dxi ∧ dxj ∧ dxk = εijkdx1 ∧ dx2 ∧ dx3, (2.52)

e assim por diante para formas diferenciais superiores.

Como da definição do produto cunha temos propriedades do tipo

dx1 ∧ dx2 = −dx2 ∧ dx1, (2.53)

dx1 ∧ dx1 = 0, (2.54)

ou seja, para i = j o produto cunha é nulo,podemos perceber que é impossível que

haja em R3 uma 4-forma, pois se pegarmos um exemplo

F (x, y, z)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx1,

que é claramente nulo, pois sempre haverá um índice repetido.

Uma forma diferencial tem seu ’grau’ especificado em seu próprio nome (1-forma,

3-forma,...) de modo que essas formas são chamadas de p-formas . Para um espaço
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n-dimensional, o número de p-formas independentes é o mesmo que o número de

(n− p)-formas independentes.

Vamos tratar mais sobre a álgebra das p-formas. Consideremos as duas 1-formas

ω = aidx
i e σ = bjdx

j, seu produto cunha é

ω ∧ σ = aidx
i ∧ bjdxj,

= aibjdx
i ∧ dxj,

=
1

2
(aibj − ajbi)dxi ∧ dxj,

= cijdx
i ∧ dxj,

uma 2-forma, sendo que cij = −cji = 1
2
(cij − cji) = c[ij] e os coeficientes cij são

componentes de um tensor

0

2

. Fica claro que ω ∧ σ sendo uma 2-forma, possui

a propriedade

ω ∧ σ = −σ ∧ ω. (2.55)

Analogamente podemos generalizar essa ideia para os produtos cunha. Seja α uma

p-forma e β uma q-forma, de modo que

α = ak1 ...akpdx
k1 ∧ ... ∧ dxkp = a[k1,...kp]dx

k1 ∧ ... ∧ dxkp , (2.56)

e os coeficientes a[k1,...kp] são componentes de um tensor

0

p

 totalmente antissimé-

trico. β é definido de modo semelhante, tal que

α ∧ β = (−1)pqβ ∧α. (2.57)
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2.9 Transporte Paralelo e Diferenciação Absoluta

Um vetor é semelhante à outro se, e somente se, possuir mesmo módulo, sentido

e direção. No espaço Euclidiano qualquer vetor com início fora da origem do plano

cartesiano pode ser comparado e escrito como um vetor semelhante com início na

origem. Isto se dá pois o transporte paralelo, isto é, seu transporte ao longo do

espaço mantendo o mesmo ângulo tangente a cada ponto do espaço deste vetor com

o versor direção do espaço em cada ponto do mesmo, do vetor no espaço plano

saindo de um certo ponto A passando por BCD e retornando a A mantém as suas

características originais: módulo, sentido e direção (figura 3.2). Logo ambos os

vetores são equipolentes e podem ser escritos da mesma maneira e por este motivo,

um vetor fora da origem pode ser escrito como um vetor equipolente na origem.

~vi = ~vf

B

CD

A

Figura 2.5 – Vetor ~vf transportado paralelamente num plano por ABCDA é o mesmo
que o vetor ~vi sem ser transportado.

Em um espaço curvo isto nem sempre ocorre. Consideremos um vetor ~vi (onde

o índice i significa inicial) que é tangente à superfície de uma esfera no ponto A e

aponta para o lado leste dela. Ao ser transportado paralelamente o vetor tem que

continuar a ser tangente à superfície da esfera em qualquer ponto. Se este vetor sai

de A e é transportado paralelamente por BCD e de volta a A, sempre mantendo o

mesmo ângulo tangente à superfície da esfera, podemos ver que o vetor ~vf (onde

f significa final) no ponto A agora aponta para oeste, ou seja, ~vi e ~vf não são
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equipolentes (figura 2.6).

~vi~vf

C

A

D

B

Figura 2.6 – Vetor ~vf transportado paralelamente na superfície de uma esfera por
ABCDA aponta no sentido oposto de seu sentido original ~vi sem ser transportado.

A derivada comum de um vetor é definida como 7

∂Vµ
∂xν

= ∂νVµ = Vµ,ν ,

isto é, possui dois índices inferiores, o que nos leva a crer que é um tensor

0

2

. Mas

se fizermos uma transformação de coordenadas xµ 7−→ x′µ sendo Vµ(xµ)

Vµ 7−→ V ′µ =
∂xρ

∂x′µ
Vρ,

então

∂V ′µ
∂x′ν

=
∂

∂x′ν

(
∂xρ

∂x′µ
Vρ

)
,

=
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
∂vρ
∂xρ

+
∂2xρ

∂x′ν∂x′µ
Vρ 6= V ′µ,ν .

7Usaremos uma nova notação, a vírgula e o ponto e vírgula nos índices, para identificar a derivada
comum e a derivada covariante, respectivamente, de um vetor ou 1-forma que serão tratados neste
capítulo. Todo índice que vier depois da vírgula será considerado o índice do operador derivada
aplicado.
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O primeiro termo remete à transformação tensorial homogênea, mas o segundo termo

a descaracteriza. Assim, a derivada comum de um vetor não é um tensor. Como o

vetor por si só pode ser considerado um tensor, a derivada tira suas características

tensoriais; uma delas o fato que se um tensor é nulo em um sistema de coordenadas

ele é nulo em qualquer outro. Precisamos de uma derivada que aplicada em um

tensor continue a manter suas propriedades e que também seja um tensor.

~W

~V

y

x

êrêθ

x+ dxx

W

V (x+ dx)

V (x)

Figura 2.7 – Um campo vetorial V (x) deslocado para um ponto em x+ dx pode ser
descrito por um vetor W transportado paralelamente em um espaço plano (esquerda).

Dois vetores ~V e ~W paralelos, na origem possuem mesmas componentes em coordenadas
cartesiano mas componentes distintas em coordenadas polares (direita).

O problema pode ser notado através da própria definição de derivada: conside-

rando um vetor V (x) no ponto x e outro V (x + dx) = V + dV no ponto x + dx

(figura 2.7), temos então que dV é

V (x+ dx)− V (x) =��V + dV −��V = dV,

ou seja, a diferença entre dois vetores tomados em pontos diferentes. dV não é um

vetor, mas dx é. Tomando dois vetores ~V e ~W no R2 em coordenadas cartesianas

sendo que ~V ‖ ~W, suas componentes são equivalentes Vx = Wx e Vy = Wy, com isso

Vi −Wi = 0.
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No entanto em coordenadas polares, também no R2, onde Vr 6= Wr e Vθ 6= Wθ

Vi −Wi 6= 0.

A diferença entre dois vetores é nula em um sistema de coordenadas mas não nula

em outro. Para construir uma derivada que seja um tensor, teremos que tomar a

diferença entre dois vetores em um mesmo ponto. Vamos considerar então outro

vetor V + δV tomado no ponto x + dx que é paralelo a V no ponto x, obtido por

transporte paralelo.

A diferença entre estes dois vetores no ponto x+ dx é

DV µ = (��V µ + dV µ)− (��V µ + δV µ) = dV µ − δV µ,

por isso é razoável dizer que δV µ é proporcional a dx e a V (x). Ele então pode

descrito como

δV µ = −ΓµλνV
λdxν ,

sendo Γµλν o símbolo do Christoffel, também chamado de coeficiente de conexão e

tem este nome pois conecta o valor da componente do vetor em um ponto com outro

em outro ponto distinto. Este novo objeto será melhor definido mais à frente. Então

DV µ = dV µ + ΓµλνV
λdxν ,

que é a derivada covariante do vetor contravariante V µ, também escrita como

V µ
;ν = V µ

,ν + ΓµλνV
λ.

De modo semelhante, o mesmo tratamento feito para um vetor covariante Vµ,
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V + dV

V + δV

V

x+ dx

x

Figura 2.8 – O campo vetorial V + dV transportado paralelamente em um espaço curvo
até o ponto x+ dx não é paralelo à V mas V + δV o é.

resultará na definição de derivada covariante para o mesmo

Vµ;ν = Vµ,ν − ΓλµνVλ.

Em uma variedade diferenciável podemos ter vetores e 1-formas que variam a

direção de ambos suas componentes e seus vetores de base em diferentes pontos.

Assim, diferente do versores em coordenadas cartesianas (̂ı, ̂, k̂) que mantém suas

direções ao longo do espaço plano, outros versores variam suas direções, como é o caso

dos versores polares (er, eθ). Vamos definir um novo tipo de derivada, a derivada

absoluta ou derivada covariante

∇ = Dµdx
µ. (2.58)

Esta derivada aplicada em um vetor atua como

∇V = Dλ(V
µeµ)dxλ,

=
[
(V µ

,λ )eµ + V µ(eµ,λ)
]
dxλ. (2.59)
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Se dissermos que o vetor da base tangente acima é constante, de modo que sua

derivada absoluta ∇V = 0, é fácil ver que em coordenadas retangulares

(V µ
,λ )eµ + V µ

��
��*

0
(eµ,λ) = 0,

então necessariamente a derivada da componente desse vetor tem que ser nula. No

entanto, em coordenadas polares, onde a derivada dos vetores de base tangente não

são nulas, para satisfazer a equação acima temos que

(V µ
,λ )eµ = −V µ(eµ,λ),

ou seja, para satisfazer a condição de constância do vetor e sua derivada ser nula, a

derivada dos vetores não pode ser nula.

Para definirmos como se dá essa derivada dos vetores da base tangente vamos

usar como exemplo, num sistema holonômico, as coordenadas polares onde

e1 = er =
∂~r

∂r
; e2 = eθ =

∂~r

∂θ
,

sendo o vetor escrito nessas coordenadas é ~r = r cos θ̂ı + r sin θ̂. Assim

er = cos θ̂ı + sin θ̂,

eθ = −r cos θ̂ı + r sin θ̂,

62 de 156



CAPÍTULO 2. UMA REVISÃO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

e a derivada desses vetores em relação a r e θ

er,r =
∂

∂r
er = 0,

er,θ =
∂

∂θ
er = − sin θ̂ı + cos θ̂ =

1

r
eθ,

eθ,r =
∂

∂r
eθ = − sin θ̂ı + cos θ̂ =

1

r
eθ,

eθ,θ =
∂

∂θ
eθ = −r cos θ̂ı− r sin θ̂ = −rer.

Percebemos que as derivadas dos vetores da base tangente também são vetores da

mesma base. Vamos definir um novo objeto geométrico em termos dessas derivadas

eµ,ν = Γκµνeκ, (2.60)

onde Γκµν é o Símbolo de Christoffel e seus coeficientes são chamados de coefi-

cientes de conexão. Estes coeficientes para o exemplo acima são

Γ1
11 = Γ2

11 = Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = 0,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
,

Γ1
22 = −r.

Já na base não-holonômica, usando o mesmo exemplo acima, temos que

e1 = er =
∂~r

∂r
; e2 = eθ =

1

r

∂~r

∂θ
,

e obtemos

er = cos θ̂ı + sin θ̂,

eθ = − sin θ̂ı + cos θ̂,
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e as derivadas em relação à r e θ

er,r =
∂

∂r
(er) = 0,

er,θ =
∂

∂θ
(er) = − sin θ̂ı + cos θ̂ = eθ,

eθ,r =
∂

∂r
(eθ) = 0,

eθ,θ =
∂

∂θ
(eθ) = − cos θ̂ı− sin θ̂ = −er.

Nas coordenadas não-holonômicas o símbolo de Christoffel é escrito como γκµν ao

invés de Γκµν . Do exemplo acima, os coeficientes de conexão são

γ1
11 = γ2

11 = γ1
12 = γ1

21 = γ2
21 = γ2

22 = 0,

γ1
22 = −1

r
,

γ2
12 =

1

r
.

Os coeficientes do símbolo de Christoffel são diferentes nas bases holonômicas e

não-holonômicas. É importante notar que, na base holonômica, a permutação dos

índices inferiores de Γκµν pode tanto ser simétrica ou não, enquanto o mesmo não

acontece com γκµν na base não-holonômica. Do exemplo acima, podemos perceber

que Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, isto é, permutando os índices obtemos o mesmo valor pro

coeficiente de conexão. Essa simetria se mostrará importante e será discutida com

mais profundidade posteriormente.

A 1-forma pode ser considerada como a derivada de uma função f em uma di-

reção não especificada df =
(
∂f
∂xi

)
dxi. De modo semelhante a derivada covariante é
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parecida. Atuando-a num vetor temos

∇V = (DκV)dxκ = (V µ
,κ eµ + V µeµ,κ)dx

κ,

= (V µ
,κ eµ + ΓµλκV

λeµ)dxκ,

∇V = (V µ
,κ + ΓµλκV

λ)eµ ⊗ dxκ, (2.61)

esta é a definição da derivada absoluta ou derivada covariante atuando em um vetor,

e podemos perceber que a mesma é um tensor

0

1

. O termo entre parênteses é

geralmente escrito como

V µ
;κ = V µ

,κ + ΓµλκV
λ, (2.62)

onde o ponto e vírgula indica essa nova derivada, sendo esta a derivada absoluta de

um objeto contravariante.

A derivada covariante aplicada à uma 1-forma resulta em um tensor

0

2

, mas

no entanto sua atuação se dá de forma diferente da atuação em um vetor. Para ver

como isso ocorre vamos antes definir

ωµν = Γµνκdx
κ, (2.63)

que é a chamada conexão 1-forma. A equação (2.61) pode então ser reescrita como

∇V = (V µ
,ν dxν + ωµνV

ν)eµ,

e da equação acima temos que

∇eν = ωµνeµ. (2.64)

A partir disso, vamos definir a derivada absoluta de uma 1-forma ∇dxµ através
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da derivada covariante aplicada à operação de dualidade

∇〈dxµ, eν〉 = 0,

〈∇dxµ, eν〉+ 〈dxµ,∇eν〉 = 0,

e da equação (2.64) temos

〈∇dxµ, eν〉 = −〈dxµ,ωλνeλ〉,

= −ωλν〈dxµ, eλ〉,

〈∇dxµ, eν〉 = −ωµν .

Vamos definir, genericamente, que

∇dxµ = ω̃µλ ⊗ dxλ, (2.65)

e voltando na equação anterior

〈ω̃µλdx
λ, eν〉 = −ωµν ,

ω̃µν = −ωµν .

Assim a derivada covariante de uma 1-forma é

∇A = Dν(Aµdx
µ)dxν = Aµ,νdx

ν ⊗ dxµ + Aµω̃
µ
ν ⊗ dxν ,

mas ω̃µν = −ωµν = −Γµνκdx
µ, então

∇A = (Aµ,ν − ΓκµνAκ)dx
µ ⊗ dxν , (2.66)
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e finalmente

Aµ;ν = Aµ,ν − ΓκµνAκ, (2.67)

é a derivada absoluta de um vetor covariante ou de uma 1-forma.

A derivada absoluta de uma 0-forma (função escalar f(xµ)) é bem mais fácil de

se obter uma vez que esta não possui uma base para ser derivada, e pode ser escrita

simplesmente como df , tal que

∇f = df = ∂µfdxµ, (2.68)

sendo dxµ a base da 1-forma. Em termos das componentes, temos

Dµf = f;µ = ∂µf = f,µ. (2.69)

Operar a derivada absoluta em uma 1-forma é de certa forma equivalente a usar

o operador d. Usando a notação para a base da 1-forma θµ = dxµ, temos

∇θµ = dθµ,

podendo ser escrita também como

dθµ = −ωµν ∧ θν , (2.70)

que é conhecida como Equação de Estrutura de Cartan .

Resumindo, em termos das componentes, as derivadas covariantes de vetores e

1-formas são, respectivamente:

V µ
;ν = V µ

,ν + ΓµκνV
κ,

Aµ;ν = Aµ,ν − ΓκµνAκ.

(2.71)
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Para sabermos como uma derivada covariante atua em um tensor vamos consi-

derar o tensor misto t = tµνeµ ⊗ dxν , com isso

Dλt = Dλ(t
µ
νeµ ⊗ dxν),

= (∂λt
µ
ν)eµ ⊗ dxν + tµν(Dλeµ)⊗ dxν + tµνeµ ⊗ (Dλdx

ν),

=
(
tµν,λ + Γµκλt

κ
ν − Γκλνt

µ
κ

)
eµ ⊗ dxν ,

= tµν;λeµ ⊗ dxν ,

e podemos perceber que a derivada absoluta atua nos índices covariantes da mesma

maneira que em uma 1-forma e nos índices contravariantes da mesma maneira que

num vetor, o que já era de se esperar, tendo em vista que tensores podem ser escritos

em termos de vetores e 1-formas. Com isso podemos generalizar estes resultados

para tensores do tipo

r
s

, da seguinte maneira

T µν...κλ...;ρ = T µν...κλ...,ρ + ΓµσρT
σν...

κλ... + ΓνσρT
µσ...

κλ... + · · ·

− ΓσκρT
µν...

σλ... − ΓσλρT
µν...

κσ... − · · · (2.72)

2.9.1 Derivada Covariante da Métrica

Da operação de dualidade, sabemos que um vetor (ou tensor) pode ter seu índice

abaixado ou levantado, isto é,

Aµ = gµνA
ν ,

que também é escrito como

A = 〈g,V〉,
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onde V indica um vetor, ou seja, a dualidade da métrica com um vetor resulta em

uma 1-forma e vice-versa. A derivada covariante é um tensor

0

1

 e se aplicarmos

ela na equação acima obtemos

∇A = ∇〈g,V〉 = 〈∇g,V〉+ 〈g,∇V〉.

Como a 1-forma é um tensor

0

1

 e a derivada covariante também, a derivada

covariante de uma 1-forma deve resultar em um tensor

0

2

. Então, em termos das

componentes, a equação acima resulta em

Aµ;κ = gµν;κV
ν + gµνV

ν
;κ ,

onde notamos que o segundo termo do lado direito é um vetor que foi derivado por

uma derivada covariante, logo é um tensor

1

1

. A atuação da métrica em um tensor

de qualquer tipo abaixa ou levanta seus índices, neste caso, abaixa o índice do vetor

derivado, que passa a ser um tensor

0

2

. Se notarmos o termo do lado esquerdo,

percebemos que o mesmo também é um tensor

0

2

, portanto pelo Teorema do

Quociente o lado direito da equação tem que ser um tensor do mesmo tipo que do

lado esquerdo. Isso é possível somente se considerarmos gµν;κV
ν = 0, e como V ν é

um vetor arbitrário

gµν;κ = 0, (2.73)

ou de forma mais geral

∇g = 0, (2.74)
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que é a chamada de condição de compatibilidade da métrica [11]. Podemos

usar esta condição para descrevermos o símbolo de Christoffel em termos da métrica.

Desenvolvendo a derivada na equação (2.73), temos

gµν;κ = gµν,κ − Γλµκgλν − Γλνκgµλ, (2.75)

fazendo uma permutação cíclica dos índices na equação acima, temos

gκµ;ν = gκµ,ν − Γλκνgλν − Γλµνgκλ, (2.76)

e novamente

gνκ;µ = gνκ,µ − Γλνµgλκ − Γλκµgνλ. (2.77)

Combinando estas equações como (2.75) + (2.76)− (2.77), temos

gµν;κ + gκµ;ν − gνκ;µ = gµν,κ −�����Γλµκgλν − Γλνκgµλ

+ gκµ,ν − Γλκνgλν −
XXXXXΓλµνgκλ

− gνκ,µ +XXXXXΓλνµgλκ +���
��Γλκµgνλ,

os termos cancelados são semelhantes pois os índices inferiores do símbolo de Chris-

toffel e a métrica são simétricos. Assim

gµν,κ + gκµ,ν − gνκ,µ − 2Γλνκgµλ = 0,

Γλνκgµλ =
1

2
(gµν,κ + gκµ,ν − gνκ,µ),

multiplicando ambos os lados por gµρ temos

Γλνκgλµg
µρ =

1

2
gµρ(gµν,κ + gκµ,ν − gνκ,µ),

Γρνκ =
1

2
gµρ(gµν,κ + gκµ,ν − gνκ,µ), (2.78)
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por fim, fazendo uma simples mudança estética nos índices, temos

Γκµν =
1

2
gκλ(gνλ,µ + gλµ,ν − gµν,λ), (2.79)

que é forma de se escrever o símbolo de Christoffel através das métricas e será de

grande utilidade na descrição da geometria do espaço curvo.

É útil obter uma expressão para a forma contraída Γµµν do símbolo de Christoffel.

Da definição da métrica, temos que gµρ que é a inversa de gµρ, portanto vamos fazer

gµρ =
1

g
∆µρ, (2.80)

onde ∆µρ é a menor complementar de gµρ e g a sua determinante. Na equação acima,

multiplicando por gνρ, temos

gνρg
µρg = gνρ∆

µρ,

g = gµρ∆
µρ.

Diferenciando a equação acima, temos [11, p. 98]:

dg = (dgµν)∆
µν = (dgµν)gg

µν , (2.81)

o que implica em

∂λg = ggµν(∂λgµν). (2.82)

Se derivarmos a expressão ln
√
−g, obteremos

∂λ ln
√
−g =

1√
−g

1

2
√
−g

∂λ(−g),

∂λ ln
√
−g =

1

2g
∂λg. (2.83)

Fazendo a contração de um dos índices inferiores com o índice superior do símbolo
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de Christoffel

g ν
κ Γκµν =

1

2
g ν
κ g

κρ(gνρ,µ + gρµ,ν − gµν,ρ),

Γνµν =
1

2
gνρ(∂µgνρ).

substituindo a equação (2.82) acima temos

Γνµν =
1

2g
∂µg,

e substituindo (2.83) acima obteremos

Γνµν =
1

2g
2g ∂µ

√
−g,

Γνµν =
(√
−g
)
,µ
, (2.84)

uma expressão que será de grande utilidade quando formos definir a ação gravitaci-

onal.

2.10 Torção e Curvatura

As derivadas comuns sempre comutam, mas as derivadas covariantes podem ou

não comutar e isto nos dá informação sobre a curvatura do espaço. Se há a comutação

das derivadas covariantes

[Dµ,Dν ]V = 0, (2.85)

então o espaço é plano, isto é, não há nenhuma curvatura. Se essas derivadas não

comutam

[Dµ,Dν ]V 6= 0, (2.86)

então o espaço é curvo. Esta curvatura será melhor discutida no próximo capítulo

onde desta não comutação definiremos um tensor para a curvatura.
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O símbolo de Christoffel é usado, como parte da derivada absoluta, para conectar

vetores em pontos diferentes da variedade diferenciável. Mas o símbolo de Christoffel

é um tensor? Como se dá sua transformação de coordenadas? Vamos considerar

a derivada covariante de Wµ e o próprio vetor, assim fazendo uma transformação

xµ 7−→ x′µ temos

W ′
µ;ν =

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Wρ;σ ,

W ′
λ =

∂xκ

∂x′λ
Wκ ,

com isso, neste sistema de coordenadas temos

W ′
µ;ν = W ′

µ,ν − Γ′λµνW
′
λ,

onde

W ′
µ,ν =

∂

∂x′ν

(
∂xκ

∂x′µ
Wκ

)
=

∂2xκ

∂x′ν∂x′µ
Wκ +

∂xλ

∂x′µ
Wλ,ρ

∂xρ

∂x′ν
.

A derivada covariante fica

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Wρ;σ =

∂2xλ

∂x′ν∂x′µ
Wλ +

∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
Wλ,ρ − Γ′αµν

∂xλ

∂x′α
Wλ,

e usando

Wλ,ρ = Wλ;ρ + ΓβλρWβ,
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na equação acima, temos

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Wρ;σ =

∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
Wλ +

∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
Wλ;ρ︸ ︷︷ ︸

ρ→σ
λ→ρ

+
∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
ΓβλρWβ − Γ′αµν

∂xλ

∂x′α
Wλ,

���
���

��∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Wρ;σ =

∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
Wλ +���

���
��∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Wρ;σ +

∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
ΓβλρWβ − Γ′αµν

∂xλ

∂x′α
Wλ,

Γ′αµν
∂xλ

∂x′α
Wλ =

∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
Wλ +

∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
ΓβλρWβ︸ ︷︷ ︸

λ↔β

,

(
Γ′αµν

∂xλ

∂x′α

)
Wλ =

(
∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
+ Γλβρ

∂xβ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν

)
Wλ.

Como Wλ é um vetor arbitrário, os termos em parênteses são equivalentes de ambos

os lados da equação. Multiplicando a equação acima por ∂x′α

∂xλ
, temos

Γ′αµν = Γλβρ
∂xβ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
∂x′α

∂xλ
+

∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
∂x′α

∂xλ
. (2.87)

Esta é a transformação de coordenadas do coeficiente de conexão. Apesar do primeiro

termo do lado direito da equação ser uma transformação homogênea, o segundo termo

não o é. Logo Γλµν não é um tensor.

No entanto podemos definir um tensor T κµν como uma diferença de símbolos de

Christoffel

T κµν = Γκµν − Γκνµ (2.88)

de modo que da equação (2.87), temos que sua transformação

T ′κµν =
∂x′κ

∂xλ
∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
Γλσρ +���

���
��∂x′κ

∂xλ
∂2xλ

∂x′µ∂x′ν
− ∂x′κ

∂xλ
∂xρ

∂x′ν
∂xσ

∂x′µ
Γλρσ −����

���
�∂x′κ

∂xλ
∂2xλ

∂x′ν∂x′µ
,

T ′κµν =
∂x′κ

∂xλ
∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
(
Γλσρ − Γλρσ

)
,

que é uma transformação homogênea, logo T κµν é um tensor, também conhecido

como tensor de torção. Como já dito anteriormente, os índices inferiores do símbolo
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de Christoffel podem ou não ser simétricos. Para o caso de estes serem simétricos

temos T κµν = 0. Ou seja, a simetria dos índices inferiores do símbolo de Christoffel

indicam que o espaço é livre de torção.

Em termos de formas diferenciais, a condição de zero torção é dada por

ωκν ∧ dxν = 0, (2.89)

sendo ωκν a conexão 1-forma e da sua definição na equação (2.63), temos

Γκνµdx
µ ∧ dxν = 0,(

Γκνµ − Γκµν
)
dxµ ∧ dxν = 0,

Γκµν = Γκνµ.

Para o caso geral na qual a base dxµ não é necessariamente holonômica, definimos a

torção 2-forma :

Σµ = dθµ + ωµκ ∧ θκ, (2.90)

e da equação de estrutura de Cartan (2.70), temos

Σµ = −ωµν ∧ dxν + ωµκ ∧ dxκ,

= −γµνρdxρ ∧ dxν + Γµκσdx
σ ∧ dxκ,

=
(
γµρν − γµνρ

)
dxρ ∧ dxν + (Γµκσ − Γµσκ)dx

σ ∧ dxκ,

e o espaço é completamente livre de torção se Σµ = 0.

Um espaço curvo pode ou não ser um espaço torcido. Na Relatividade Geral de

Einstein não consideramos espaços torcidos. Porém a torção é importante para a

descrição de partículas com spin no espaço-tempo.
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2.11 Fórmula Geral dos Coeficientes de Conexão

A condição de zero torção é uma 2-forma, escrita por meio de produto cunha.

Como vimos, as p-formas são antissimétricas e assim podemos escrever a equação de

estrutura de Cartan (2.70) como

dθκ = −1

2
Cκ

µνdx
ν ∧ dxµ, (2.91)

onde Cκ
µν = −Cκ

νµ são coeficientes e dxµ vem da base da conexão 1-forma (2.63).

Assim

1

2
Cκ

µνdx
ν ∧ dxµ = γκµνdx

ν ∧ dxµ,

=
1

2

(
γκµν − γκνµ

)
dxν ∧ dxµ,

portanto

Cκ
µν = γκµν − γκνµ . (2.92)

Vamos abaixar o índice κ da equação acima com a métrica, obtendo Cκµν =

gκρC
ρ
µν e γκµν = gκργ

ρ
µν e fazer duas permutações cíclicas no índices, de modo a

obter as equações

Cκµν = γκνµ − γκµν , (2.93)

Cνκµ = γνµκ − γνκµ, (2.94)

Cµνκ = γµκν − γµνκ, (2.95)

somando as equações como (2.93) + (2.95) − (2.94) e agrupando os termos que ter-
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minam em índices iguais, temos

Cκµν + Cµνκ − Cνκµ = γκνµ − γκµν + γµκν − γµνκ − γνµκ + γνκµ,

= (γκνµ + γνκµ)− (γµνκ + γνµκ) + (γµκν + γκµν)− γκµν − γκµν ,

= (γκνµ + γνκµ)− (γµνκ + γνµκ) + (γµκν + γκµν)− 2γκµν .

(2.96)

Da condição de compatibilidade da métrica (2.73) e usando a estrutura de Cartan

(2.41), obtemos

∇g = (dgµν)dx
µ ⊗ dxν + gµν(dθ

µ)⊗ dxν + gµνdx
µ ⊗ (dθν),

=
(
dgµν − ωκµgκν − ωκνgµκ

)
dxµ ⊗ dxν ,

=
(
dgµν − ωνµ − ωµν

)
dxµ ⊗ dxν = 0,

e finalmente

dgµν = ωµν + ωνµ. (2.97)

Para uma base holonômica, temos

dgµν = ∂κgµνdx
κ = gµν,κdx

κ,

enquanto na base não-holonômica

dgµν = eκ(gµν)dx
κ,
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assim, nessa base

dgµν = (γµνλ + γνµλ)dx
λ,

eλ(gµν)dx
λ = (γµνλ + γνµλ)dx

λ,

eκ(gµν) = γµνκ + γνµκ,

e fazendo duas permutações cíclicas, encontramos os termos

eκ(gµν) = γµνκ + γνµκ ; eν(gκµ) = γκµν + γµκν ; eµ(gνκ) = γνκµ + γκνµ,

e podemos identificá-los em (2.96), obtendo então

γκµν =
1

2
{eµ(gνκ) + eν(gκµ)− eκ(gµν)− Cκµν − Cµνκ + Cνκµ}, (2.98)

que é a fórmula geral dos coeficientes de conexão.

Na base coordenada (holonômica) temos que os termos da métrica eκ(gµν)→ gµν,κ

e dos coeficientes Cκµν = 0, podemos trocar γ → Γ e obtemos a equação do símbolo

de Christoffel (2.79).

Na base ortonormal (não-holonômica) temos a métrica unitária gµν = δµν (a

menos da assinatura do espaço) e a derivada da métrica eκ(gµν) = gµν,κ = 0, logo

γκµν = −1

2
(Cκµν + Cµνκ − Cνκµ). (2.99)

78 de 156



Capítulo 3

Relatividade de Einstein e Solução de

Schwarzschild

Uma partícula livre se move de um ponto a outro de modo que o tempo em

que isto acontece é mínimo, de acordo com o Princípio de Mínima Ação [16]. Num

espaço plano, o caminho percorrido por ela é uma reta. Em um espaço curvo este

caminho percorrido pela partícula é chamado de geodésica e nem sempre é uma reta.

Neste capítulo definiremos as equações de movimento de um corpo em uma geodésica

e as chamadas coordenadas geodésicas, um sistema de coordenadas definidas em

um ponto P da variedade onde os coeficientes de conexão Γκµν são nulos, ou seja,

∂κgµν = gµν,κ = 0. Assim, perceberemos como que localmente neste ponto o espaço

curvo se assemelha ao espaço plano de Minkowski.

Os objetos geométricos da Geometria Diferencial que definem a curvatura de

um espaço são o tensor de Riemann, obtido do transporte paralelo de um vetor ao

longo de um caminho fechado pela variedade, o tensor de Ricci, que é obtido da

contração do tensor de Riemann, e o escalar de curvatura. Com estes objetos, Eins-

tein conseguiu definir um tensor que possui propriedades de conservação: o tensor

de Einstein. Outro tensor que apresenta conservação e que representa a matéria

é o tensor momento-energia. Destes tensores e suas propriedades, do Princípio de
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Equivalência e das equações da mecânica clássica, no limite de baixas velocidades e

campos gravitacionais fracos, Einstein propôs sua famosa equação:

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c2
Tµν ,

onde Rµν é o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura e Tµν o tensor momento-

energia. Todos estes objetos e equações serão obtidos neste trabalho.

Como a maioria das teorias físicas possuem uma formulação usando o princípio

de mínima ação, dado a importância deste princípio, a teoria da Relatividade Ge-

ral também possui esta formulação, conhecida como ação gravitacional ou ação de

Einstein-Hilbert.

3.1 Geodésicas

Em um espaço plano a menor distância entre dois pontos é sempre uma reta, isto

é, sempre o caminho "mais reto" e o de menor distância entre os pontos. Já em um

espaço curvo, mantendo-se essa mesma noção, o menor caminho entre dois pontos é

chamado de geodésica.

O comprimento de arco entre um ponto xµ e outro ponto xµ + dxµ é ds (figura

3.1) e podemos escrevê-lo como

ds2 = gµνdx
µdxν ,

ds =
√
gµνdxµdxν ,

então a distância entre o ponto P (xµ) e Q(xµ + dxµ) é

s =

∫ Q

P

√
gµνdxµdxν . (3.1)

Podemos parametrizar essa curva entre os pontos por um parâmetro qualquer λ,
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assim xµ(λ) e definimos os pontos como P (λ1) e Q(λ2). Escrevendo a derivada de

xµ em relação a λ como ẋµ, temos

s =

∫ λ2

λ1

√
gµν ẋµẋνdλ,

que também pode ser escrito como

s =

∫ λ2

λ1

√
Ldλ,

onde L é a Lagrangeana e L = L(xµ, ẋµ) pois a métrica depende das coordenadas.

Agora vamos supor que essa curva entre P e Q se deforma, ou seja

xµ(λ) 7−→ xµ(λ) + δxµ(λ),

sendo que nos extremos essa deformação é nula δxµ(λ1) = δxµ(λ2) = 0.

Q

P

xµ(λ)
xµ + δxµ(λ)

xµ(λ)

Q

P

Figura 3.1 – Curva parametrizada entre os pontos P e Q (esquerda) e esta mesma curva
deformada mas com os pontos P e Q fixos (direita).

A geodésica é o caminho de comprimento mínimo, isto é, sua deformação é a
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menor possível δ
∫

ds = 0. Por conveniência tomaremos δ
∫

ds2 = 0. Assim

δs2 =

∫ Q

P

δLdλ =

∫ Q

P

(
∂L

∂ẋµ
δẋµ +

∂L

∂xµ
δxµ
)

dλ = 0, (3.2)

fazendo δẋµ = d
dλ

e substituindo acima

∫ Q

P

d

dλ

(
∂L

∂ẋµ
δxµ
)

dλ+

∫ Q

P

(
∂L

∂xµ
δxµ
)

dλ = 0. (3.3)

Podemos reescrever o primeiro termo como

d

dλ

(
∂L

∂ẋµ
δxµ
)

=
d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
δxµ +

∂L

∂ẋµ
δẋµ.

Vemos facilmente que a integral do primeiro termo em (3.3) é nula pois a defor-

mação nos extremos é nula δxµ
∣∣Q
P

= 0, então na equação acima

∂L

∂ẋµ
δẋµ = − d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
δxµ,

e substituindo em (3.2), temos

∫ Q

P

{
∂L

∂xµ
− d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)}
δxµdλ = 0.

Como dλ e δxµ são arbitrários, logo não podem ser nulos, o termo dentro das chaves

é que deve ser nulo, então
∂L

∂xµ
− d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
= 0. (3.4)

Esta é a equação de Euler-Lagrange para geodésicas [16], [11], [9]. Calculando os

termos para L =
√
gµν ẋµẋν e substituindo-os na equação de Euler-Lagrange (3.4),

obtemos

gµν,σ ẋ
µẋν − 2gµν,ν ẋ

µẋν − 2gµν ẍ
µ = 0.
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No segundo termo devido a simetria em ẋµ e ẋν , podemos fazer

gµσ,ν =
1

2
(gµσ,ν + gνσ,µ),

portanto

gµν,σ ẋ
µẋν − (gµσ,ν + gνσ,µ)ẋµẋν − 2gµν ẍ

µ = 0,

gµσẍ
µ +

1

2

(
gµσ,ν + gνσ,µ − gµν,σ

)
ẋµẋν = 0,

multiplicando tudo por gρσ, substituindo os termos e contraindo o delta de Kronecker,

obtemos

ẍρ + Γρµν ẋ
µẋν = 0, (3.5)

que é a equação de movimento de uma partícula caindo livremente em uma geodé-

sica. Podemos perceber que ela carrega a conexão, o símbolo de Christoffel, portanto

depende da métrica do espaço. No espaço plano, como a métrica é constante, suas

derivadas são nulas e portanto Γρµν = 0 sobrando somente o termo de derivada se-

gunda na posição. Se parametrizarmos a equação (3.5) em relação à t e considerarmos

x1 = x e x2 = y, teremos

d2x

dt2
= 0 → x = at+ b ;

d2y

dt2
= 0 → y = ct+ d,

ambas equações de retas no espaço plano, como esperado [16].

3.2 Coordenadas Geodésicas

Vamos considerar um ponto P em uma curva geodésica, que pode ser parame-

trizada de modo que um ponto próximo é xµ(s), onde s é o comprimento de arco
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medido em P . Expandindo xµ(s) em torno de P , usando a expansão de Taylor:

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)2 +

1

3!
f ′′′(x0)(x− x0)3 + ...,

temos então

xµ(s) = xµ(P ) + ẋµ(P )s+
1

2
ẍµ(P )s

2 +
1

6

...
x µ

(P )s
3 +O

(
s4
)
. (3.6)

Como o ponto xµ(s) está em uma geodésica, ele deve satisfazer a equação (3.5) da

geodésica. Isolando o termo de segunda derivada de xµ e considerando em um ponto

P , temos

ẍµ(P ) = −(Γµνκ)P ẋ
ν
(P )ẋ

κ
(P ),

renomeando as derivadas de xµ no ponto P como ẋµ(P ) = vµ, temos

ẍµ(P ) = −(Γµνκ)v
νvκ. (3.7)

Diferenciando a equação da geodésica podemos obter ...x µ:

...
x µ + Γ̇µνκẋ

ν ẋκ + 2ẍν ẋκ = 0.

Como o símbolo de Christoffel tem dependência somente de coordenadas, tal que

Γµνκ = Γµνκ(x
λ) e xλ = xλ(s), vamos considerar

Γ̇µνκ = Γµνκ,λẋ
λ,

assim
...
x µ = −

(
Γµνκ,λẋ

λẋν ẋκ + 2Γµνκẍ
ν ẋκ
)
.
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Substituindo ẍν = −Γνσρẋ
σẋρ na equação acima

...
x µ = −Γµνκ,λẋ

λẋν ẋκ + 2ΓµνκΓ
ν
σρẋ

σẋρ︸ ︷︷ ︸
σ↔λ
ρ↔ν

,

...
x µ = (2ΓµρκΓ

ρ
νλ − Γµνκ)︸ ︷︷ ︸

Λµνκλ

ẋλẋν ẋκ,

...
x µ = Λµ

νκλẋ
λẋν ẋκ,

tomando a equação no ponto P temos

...
x µ

(P ) = (Λµ
νκλ)Pv

λvνvκ. (3.8)

Substituindo as equações (3.7) e (3.8) na equação (3.6), obtemos:

xµ(s) = xµ(P ) + vµs− 1

2
(Γµνκ)Pv

νvκs2 +
1

6
(Λµ

νκλ)Pv
λvνvκs3 +O

(
s4
)
. (3.9)

Através do chamado mapa exponencial [10, pág. 276] podemos definir um sistema

de coordenadas, chamado de coordenadas geodésicas ou coordenadas normais de

Riemann, tal que

yµ(s) = vµs, sendo vµ = ẏµ.

Comparando a equação acima com a equação (3.9) e desconsiderando os termos de

quarta ordem e superiores, temos que o terceiro e quarto termos são nulos. Como as

derivadas de xµ são arbitrárias, isto nos leva ao seguinte resultado:

(Γµνκ)P = 0, (3.10)
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e consequentemente, da definição do coeficiente de conexão

Γµνκ =
1

2
gµρ
(
−gνκ,ρ + gρν,κ + gκρ,ν

)
,

gµρΓ
µ
νκ =

1

2
gµρg

µρ︸ ︷︷ ︸
g

(
−gνκ,ρ + gρν,κ + gκρ,ν

)
,

2

g
gµρΓ

µ
νκ = −gνκ,ρ + gρν,κ + gκρ,ν ,

lembrando que gµν;κ = gµν,κ − Γλµκgλν − Γλνκgλµ, e que a derivada covariante da

métrica é sempre nula, trocaremos o primeiro e segundo termos do lado direito da

equação acima por este resultado

gκρ,ν =
2

g
gµρΓ

µ
νκ + gνκ;ρ +XXXXΓλνρgλκ +���

�Γλκρgλν − gρν;κ −���
�Γλρκgλν −

XXXXΓλνκgλρ, (3.11)

tomando a equação acima no ponto P e lembrando que a derivada covariante da

métrica é nula, teremos (
gκρ,ν

)
P

=
2

g
gµρ(P )���

��:0
(Γµνκ)P ,

isto é

(gµν,κ)P = 0. (3.12)

Em coordenadas geodésicas então temos que

(gµν,κ)P = 0 ; (gµν,κλ)P 6= 0,

que é equivalente à

(Γµνκ)P = 0 ;
(
Γµνκ,λ

)
P
6= 0.

A primeira derivada de gµν é nula em P , mas não em qualquer outro ponto pró-

ximo, ou seja, em P a métrica é constante correspondendo ao espaço de Minkowski

e um referencial localmente inercial. Assim uma variedade Riemanniana é local-

mente plana, representando o espaço-tempo de Minkowski, onde é possível descrever
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a Relatividade Restrita.

3.3 Tensor de Riemann e Curvatura

Em um espaço curvo vetores que foram transportados paralelamente ao longo de

um caminho no espaço não são iguais aos seus vetores de origem. Esta curvatura pode

ser definida através da comutação de duas derivadas covariantes, em dois diferentes

eixos coordenados, aplicados a um vetor (como já visto no capítulo anterior). Outra

forma de definir a curvatura é fazer o transporte paralelo de um vetor ao longo de

um caminho fechado na superfície curva1. Vamos definir a curvatura de um espaço

optando pela primeira abordagem, assim podemos escrever essa não comutação como

[Dµ,Dν ]V = Dµ(DνV)−Dν(DµV). (3.13)

Analisando em termos das componentes, temos

Dµ(V κ
;ν )−Dν(V

κ
;µ ) = Dµ(V κ

,ν + ΓκνλV
λ)−Dν(V

κ
,µ + ΓκµλV

λ),

= Dµ(V κ
,ν ) + Dµ(ΓκνλV

λ)−Dν(V
κ
,µ )−Dν(Γ

κ
µλV

λ),

= ΓκλµV
λ
,ν − ΓκλνV

λ
,µ + Dµ(ΓκνλV

λ)−Dν(Γ
κ
µλV

λ),

lembrando o fato que as derivadas simples sempre comutam. Podemos considerar o

termo do símbolo de Christoffel contraído com o vetor como um tensor misto qualquer

ΓκνλV
λ = Aκν , (3.14)

e a derivada covariante deste novo tensor

DµA
κ
ν = Aκν,µ + ΓκµρA

ρ
ν − ΓρµνA

κ
ρ,

1Esta abordagem pelo transporte paralelo pode ser vista em [11, pág. 123].
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e escrevendo em termos de (3.14), obtemos

Dµ(ΓκνλV
λ) = (ΓκνλV

λ),µ + ΓκµρΓ
ρ
νλV

λ − ΓρµνΓ
κ
ρλV

λ, (3.15)

Dν(Γ
κ
µλV

λ) = (ΓκµλV
λ),ν + ΓκνρΓ

ρ
µλV

λ − ΓρνµΓκρλV
λ, (3.16)

substituindo as equações acima na equação original, ficamos com

[Dµ,Dν ]V
λ = ΓκλµV

λ
,ν − ΓκλνV

λ
,µ + (ΓκνλV

λ),µ + ΓκµρΓ
ρ
νλV

λ+

−XXXXXXXΓρµνΓ
κ
ρλV

λ − (ΓκµλV
λ),ν − ΓκνρΓ

ρ
µλV

λ +
XXXXXXXΓρνµΓκρλV

λ,

=���
��ΓκλµV
λ
,ν −

XXXXXΓκλνV
λ
,µ + Γκνλ,µV

λ +
XXXXXΓκλνV

λ
,µ +

− Γκµλ,νV
λ −����

�
ΓκλµV

λ
,ν + ΓκµρΓ

ρ
νλV

λ − ΓκνρΓ
ρ
µλV

λ,

os termos são opostos pois estamos considerando o símbolo de Christoffel simétrico

nos índices inferiores. Como visto, a antissimetria dos índices inferiores do coeficiente

de conexão na base não-holonômica indica a torção de um espaço curvo, aspecto que

não será considerado para descrever a Relatividade Geral de Einstein. Arrumando

os termos, obtemos

[Dµ,Dν ]V
λ =

(
Γκνλ,µ − Γκµλ,ν + ΓκµρΓ

ρ
νλ − ΓκνρΓ

ρ
µλ

)
V λ.

Este termo entre parênteses é o que define a curvatura e pode ser escrito como

Rκ
µλν = Γκνλ,µ − Γκµλ,ν + ΓκµρΓ

ρ
νλ − ΓκνρΓ

ρ
µλ, (3.17)

que é o tensor de Riemann, ou tensor de Riemann-Christoffel, ou simplesmente

tensor de curvatura. Assim

[Dµ,Dν ]V = Rκ
µλνV. (3.18)
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Como o tensor de curvatura depende somente das derivadas e produtos dos símbolos

de Christoffel (e estes dependem somente da métrica), dado a métrica de um espaço

podemos saber a sua curvatura. O tensor de Riemann é o método mais comum

utilizado para expressar a curvatura em uma variedade diferenciável.

Para explorarmos algumas de suas propriedades de simetria vamos primeiro con-

siderar o tensor completamente covariante

gρκR
κ
µλν = Rρµλν . (3.19)

e também nas coordenadas geodésicas num dado ponto. Neste tipo de sistema

Rκ
µλν = Γκµν,λ − Γκµλ,ν . (3.20)

Tomando a derivada do símbolo de Christoffel nas coordenadas geodésicas temos

Γκµν,λ =
1

2
gκρ(−gµν,ρλ + gρµ,νλ + gνρ,µλ).

Assim, podemos escrever o tensor de Riemann em termos da métrica, o que facilitará

a visualização das propriedades de simetria. Deste modo

Rκ
µλν =

1

2
gκρ(−gµν,ρλ +���gρµ,νλ + gνρ,µλ)−

1

2
gκρ(−gµλ,ρν +���gρµ,λν + gλρ,µν),

Rσµλν = gσκR
κ
µλν =

1

2
gσκg

κρ(gνρ,µλ − gµν,ρλ + gµλ,ρν − gλρ,µν),

Rσµλν =
1

2
(gµλ,σν − gµν,σλ + gνσ,µλ − gλσ,µν). (3.21)

As propriedades de simetria são:

I - Rσµλν = −Rσµνλ,

II - Rσµλν = −Rµσλν ,

III - Rσµλν = Rλνσµ,
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IV - 3Rσ[µλν] = Rσµλν +Rσλνµ +Rσνµλ = 0.

Apesar do tensor de Riemann ser um tensor de rank

0

4

 e possuir 44 = 256

componentes, nem todas suas componentes são independentes. Um resultado im-

portante que pode ser obtido do tensor de Riemann é a Identidade de Bianchi [11,

pág. 134]:

Rµ
νρσ;λ +Rµ

νσλ;ρ +Rµ
νλρ;σ = 0, (3.22)

que é uma equação tensorial, portanto válida em qualquer sistema de coordenadas.

3.4 Tensor de Ricci e Escalar de Curvatura

O tensor de Ricci é outro objeto geométrico que expressa curvaturas numa

variedade Riemanniana e é obtido através da contração do primeiro e terceiro índices

do tensor de curvatura

Rµν = Rκ
µκν = gκρRρµκν , (3.23)

que é um tensor de rank menor que o tensor de Riemann e é simétrico em seus índices

Rµν = Rνµ.

O escalar de curvatura, ou escalar de Ricci, é o traço do tensor de Ricci obtido

através da contração de um tensor métrico contravariante com o mesmo.

R = gµνRµν . (3.24)

Por ser o mesmo em todos os sistemas de referência, também é conhecido por inva-

riante de curvatura.

Como exemplo, vamos calcular a curvatura de um plano em coordenadas polares

no R2. Para isso vamos considerar o elemento de comprimento infinitesimal como
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ds2 = dr2 + r2dφ2 que nos dá uma métrica

gµν =

1 0

0 r2

 ; gµν =

1 0

0 1/r2

.
As componentes do símbolo de Christoffel são

Γ1
11 = Γ1

12 = Γ1
21 = Γ2

11 = Γ2
22 = 0,

Γ1
22 = −r,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
.

Como o tensor de Riemann é descrito como

Rκλµν = gσκ
(
Γσλν,µ − Γσλµ,ν + ΓσρµΓρλν − ΓσρνΓ

ρ
λµ

)
,

podemos ver que as componentes R1111 = R2222 = 0 pois todos os termos se cancelam.

Calculando as outras componentes vemos que todas são nulas, ou seja, a curvatura

de um plano neste caso descrito em coordenadas polares é nula, como esperado. Se

o tensor de curvatura é nulo em todas as suas componentes, ambos tensor de Ricci

e escalar de curvatura também o são.

Agora vamos calcular a curvatura de uma esfera de raio a em coordenadas esfé-

ricas no R3. O comprimento infinitesimal é ds2 = a2dθ2 + a2 sin2 θdφ2 = a2(dθ2 +

sin2 θdφ2). Sua métrica é

gµν =

a2 0

0 a2 sin2 θ

 ; gµν =

1/a2 0

0 1/a2 sin2 θ

.
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As componentes do símbolo de Christoffel são

Γ1
11 = Γ1

12 = Γ1
21 = Γ2

11 = Γ2
22 = 0,

Γ1
22 = − sin θ cos θ,

Γ2
12 = Γ2

21 = cot θ.

Usando o tensor de Riemann contraído (que é na verdade o tensor de Ricci) da forma

Rκ
µκν = Γκµν,κ−Γκµκ,ν + ΓκκρΓ

ρ
µν −ΓκνρΓ

ρ
µκ, encontramos o valor das componentes

R1
111 = R1

112 = R1
211 = R2

122 = R2
221 = R2

222 = 0,

R1
212 = sin2 θ,

R2
121 = 1,

e percebemos que o tensor de Riemann, que é o que define a curvatura do espaço,

tem componentes não nulas, indicando que este espaço (a esfera) possui curvatura.

Portanto as componentes do tensor de Ricci, explicitamente, são

R11 = R1
111 +R2

121 = 1,

R12 = R21 = R1
112 +R2

122 = 0,

R22 = R1
212 +R2

222 = sin2 θ.

O escalar de curvatura é então escrito como

R = g11R11 + g22R22 =
1

a2
+

1

a2 sin2 θ
sin2 θ,

R =
2

a2
.

Este resultado também pode ser encontrado em [12], onde é usada uma notação mais

simples, a do Cálculo Diferencial e Integral na sua forma vetorial.
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3.5 Tensor de Einstein

Foi Einstein quem primeiro notou a importância deste tensor para a Relatividade

Geral, por causa de suas propriedades. Para obtê-lo vamos fazer uma contração da

métrica com a Identidade de Bianchi

gρµ(Rµνρσ;λ +Rµνσλ;ρ +Rµνλρ;σ) = 0,

Rρ
νρσ;λ +Rρ

νσλ;ρ +Rρ
νλρ;σ = 0,

e permutando os índices inferiores λ e ρ no terceiro termo, obtemos

Rνσ;λ + (−Rρ
νρλ;σ) +Rρ

νλρ;σ = 0,

Rνσ;λ −Rνλ;σ +Rρ
νλρ;σ = 0,

assim, contraindo com outra métrica contravariante, temos

gνσ
(
Rνσ;λ −Rνλ;σ +Rρ

νλρ;σ

)
= 0,

R;λ − 2Rσ
λ;σ = 0,

δσλR;σ − 2Rσ
λ;σ = 0,

e, por fim, contraindo com uma métrica contravariante obtemos

gρλ
(
δσλR;σ − 2Rσ

λ;σ

)
;σ

= 0,(
Rρσ − 1

2
gρσR

)
;σ

= 0,

onde o termo entre parênteses é o tensor de Einstein Gρσ que apresenta uma carac-

terística de conservação da forma

Gµν
;ν = 0. (3.25)

93 de 156



CAPÍTULO 3. RELATIVIDADE DE EINSTEIN E SOLUÇÃO DE SCHWARZSCHILD

3.6 Tensor Momento-Energia para Fluidos

Um fluido (gás ou líquido) pode ser tratado como meio contínuo, ou seja, pode-se

sempre pressupor que qualquer elemento de volume do fluido, por menor que seja, é

suficientemente grande para conter um grande número de moléculas. Um elemento

do fluido, ou partícula fluida, possui viscosidade desprezível, este pode considerado

como fluido ideal, que é localmente isotrópico2.

A dinâmica do fluido pode ser definida pelas grandezas cinemáticas, como posição

~r(t) = (x(t), y(t), z(t)) e sua velocidade, que devido a característica de forma variá-

vel tem a dependência espaço-temporal ~v = ~v(x, y, z, t) = ~v(~r, t), e a aceleração,

portanto, terá a propriedade

~a =
d~v(x, y, z, t)

dt
,

=
∂~v

∂t
+
∂x

∂t

∂~v

∂x
+
∂y

∂t

∂~v

∂y
+
∂z

∂t

∂~v

∂z
,

=
∂~v

∂t
+ ~v · ∇~v,

em que a nova derivada (ou operador)

d

dt
=
∂~v

∂t
+ ~v · ∇, (3.26)

é chamada de derivada material. Este operador também é válido para grandezas ter-

modinâmicas, como a pressão p(~r, t), temperatura T (~r, t), densidade massíval ρ(~r, t),

entropia S(~r, t) entre outras.

Vamos começar escrevendo a equação de conservação de massa. Seja m =
∫
V
ρdV

e que esta massa flui através de uma superfície de área A =
∫
A

dA, onde este fluxo

2Se um observador move-se no referencial do fluido, as propriedades físicas são as mesmas em
qualquer direção.
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de saída do sistema pode ser escrito como

dm

dt

∣∣∣∣
out

=

∫
V

∂ρ

∂t
dV, (3.27)

que por outro lado, quando o fluxo de massa entra na superfície, descrita pela velo-

cidade ~v, encontra o vetor normal n̂, oposto, que define a superfície de área infinite-

simal dA, de modo que ~v · n̂ < 0. Diante disso, o fluxo massivo de entrada pode ser

definido como
dm

dt

∣∣∣∣
in

=

∫
A

ρ~v · d~A, (3.28)

então, se a massa total não varia

dm

dt

∣∣∣∣
sistema

=
dm

dt

∣∣∣∣
out

+
dm

dt

∣∣∣∣
in

= 0, (3.29)

podemos escrever ∫
V

∂ρ

∂t
dV = −

∫
A

ρ~v · d~A,

Do teorema de Gauss, do cálculo vetorial, podemos escrever

∫
A

ρ~v · d~A =

∫
V

∇ · (ρ~v)dV,

que nos fornece
∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~v) = 0. (3.30)

Pela segunda lei de Newton, podemos escrever
∑

k
~Fk = d~p

dt
, podemos escrevê-la em

termos da força de sustentação de fluidos (empuxo) e outras forças externas,

d~p

dt
= ~Femp + ~Fext,

= −V∇p+ ~Fext,

95 de 156



CAPÍTULO 3. RELATIVIDADE DE EINSTEIN E SOLUÇÃO DE SCHWARZSCHILD

Supondo que a massa do sistema não varie com o tempo

m
d~v

dt
= −V∇p+ ~Fext,

d~v

dt
= −V

m
∇p+

1

m
~Fext,

d~v

dt
= −1

ρ
∇p+

1

m
~Fext,

que nos dá a equação de Navier-Stokes (2ª Lei de Newton)

∂~v

∂t
+ ~v · ∇~v = −1

ρ
∇p+

1

m
~Fext, (3.31)

sendo que ~Fext pode ser qualquer força externa à borda do fluido. Um caso particular

é o fluido ideal, ou seja, onde não há forças de resistência (não conservativas), como

a ação da viscosidade.

Podemos também adaptar esta equação à primeira lei da termodinâmica,

∫
V

[
∂(ρε)

∂t
+ ~v · ∇(ρε)

]
dV =

dQ

dt
− dWext

dt
, (3.32)

onde ε é densidade de energia. A segunda lei, fica

∫
V

[
∂(ρs)

∂t
+ ~v · ∇(ρs)

]
dV ≥

∫
A

1

T

dq

dt
dA, (3.33)

com q = Q/A. Para um sistema adiabático, ∂(ρs)
∂t

+ ~v · ∇(ρs) = 0.

Exemplo Vamos considerar aqui um fluido estático, na presença apenas do

campo gravitacional, em um processo isocórico e isotérmico.

Solução: Esta condição mostra que ~v = constante, e assim a equação de Navier-

Stokes, ~0 = −1
ρ
∇p+ 1

m
(m~g), se resume a

∇p = ρ~g, (3.34)
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Se ~g = g(−k̂), onde ∂p
∂z

= −ρg, dando p = p0 − ρg(z − z0). Se o fluido está em

equilibrios mecânico (V=const) e térmico (T=const), a energia livre de Gibbs (um

dos potenciais termodinâmico) dG = −SdT + V dp + µdn, e g = G/m, é a energia

de Gibbs por massa

dg = −sdT + vdp,

onde v = V/m = 1/ρ. Desta forma, podemos escrever dp = ∇p · d~r, dT = ∇T · d~r e

dg = ∇g · d~r. Assim

dg + sdT − vdp = 0,

dg + d(sT )− d(vp) = 0,

∇g · d~r +∇(sT ) · d~r−∇(vp) · d~r = 0,

∇(g + sT − vp) · d~r = 0,

que dá ∇(g + sT − vp) = 0, nos dando

g + sT − vp = constante. (3.35)

3.6.1 Fluido Relativístico e o Tensor Momento-Energia

Uma das formas de inserir um termo de fonte, que descreve a matéria e as pro-

priedades intrínsecas dos objetos físicos, em conjunto com a geometria na qual estes

estão inseridos é a partir do chamado Tensor Momento-Energia de um gás ideal.

Desta forma consegue-se entender como a gravitação está intimamente relacionada a

geometria na qual ela está imersa [11]. Este é um tensor que descreve o momento e a

energia de uma partícula ou de um conjunto delas, e por ser um tensor que descreve

a matéria, sua definição será importante mais adiante.

Vamos considerar o tensor momento-energia para poeira, que nada mais é do que
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partículas que não se juntam ou interagem entre si

T µν = ρ0u
µuν ,

onde ρ0 é a densidade própria de matéria, uma densidade se movendo com o fluxo,

e uµ é a quadri-velocidade, normalizada pela velocidade da luz, sendo que

uµ =
1

c

dxµ

dτ
=

1

c

dxµ

dt

dt

dτ
=
γ

c

dxµ

dt
.

Desta forma a dimensão de T µν é a mesma de ρ0. Este tensor foi apresentado pela

primeira vez por Zel’dovich em seu livro "Stars and Relativity" [17], e descreve um

fluido perfeito com densidade definida. Vamos achar pela definição, as componentes

deste tensor. A componente 00 nos fornece,

T 00 = ρ0u
0u0 = ρ0

γ2

c2

(
dx0

dt

)2

,

= ρ0γ
2,

T 00 = ρ, (3.36)

onde ρ é a densidade em um referencial em movimento. A componente 0i pode ser

escrita como

T 0i = ρ0
γ2

c2

dx0

dt

dxi

dt
,

=
ρ

c2
cvi,

T 0i =
ρ

c
vi, (3.37)
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e a componente ij

T ij = ρ0
γ2

c2
vivj,

T ij =
ρ

c2
vivj. (3.38)

Como o tensor momento-energia é simétrico, podemos escrevê-lo como uma matriz,

tal que

T µν = ρ



1
vx
c

vy
c

vz
c

vx
c

v2
x

c2

vxvy
c2

vxvz
c2

vy
c

vyvx
c2

v2
y

c2

vxvz
c2

vz
c

vzvx
c2

vzvy
c2

v2
z

c2


. (3.39)

Ambos energia e momento são grandezas conservadas, logo, esperamos obter alguma

relação de conservação deste tensor. E realmente conseguimos obter duas equações

de continuidade conhecidas tomando a derivada simples (para o espaço de Minkwoski

- plano),

T µν,ν = 0. (3.40)

Desenvolvendo a equação acima em componente, temos para µ = 0:

T 00
,0 + T 0i

,i = 0,

1

c

∂

∂t
+

∂

∂xi

(
ρ
vi

c

)
= 0,

1

c

∂ρ

∂t
+

1

c
∇ · (ρ~v) =, 0

∇ · (ρ~v) +
∂ρ

∂t
= 0,

que é a equação de continuidade que expressa a conservação de massa ou energia.

Se estiver representando massa, temos m =
∫
ρdV . Se ρ for densidade de massa por

volume, então a densidade energia será ε = ρc2, então do tensor de energia-momento

T µν = ε0u
µuν .
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Desenvolvendo a equação (3.40) para µ = i:

T i0,0 + T ij,j = 0,

1

c

∂

∂t

(
ρ
vi

c

)
+

∂

∂xi

(
ρ
vivj

c2

)
= 0,

1

c2

∂(ρvi)

∂t
+

1

c2
∇ ·

(
ρvivj

)
= 0,

∇ ·
(
ρvi~v

)
+
∂(ρvi)

∂t
= 0,

que também é uma equação de continuidade mas para a densidade de momento. O

tensor momento-energia de fato expressa uma conservação e deve ser válida para

todos os sistemas de coordenadas. Uma expressão que mantém essa característica é

obtida se tomarmos a derivada covariante do tensor momento-energia

T µν;ν = 0. (3.41)

Este tensor momento-energia é definido em uma variedade diferenciável arbitrária

e todas suas propriedades são válidas nela. Existem diferentes tensores deste tipo

para descrever diferentes sistemas. Uma outra descrição de um tensor momento-

energia para o eletromagnetismo pode ser encontrado na seção xxx.

Uma outra forma de introduzir este tensor é considerando o empuxo do fluido.

Para isso vamos considerar o fluido no referencial de repouso, onde o tensor energia-

momento

T 00 = ε,

T i0 = 0,

T ij = p,

Considerando uma transformação de Lorentz, do referencial de repouso para o refe-
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rencial com velocidade ~v, xµ = Λµ
νx
′ν , onde

Λ0
0 =

1√
1− v2/c2

= γ,

Λi
0 = γ

vi

c
,

Λi
j = δij + γ

vivj
v2

,

Então T µν = Λµ
ρΛ

ν
κT
′ρκ, onde as componentes ficam

T 00 = γ2

(
v2

c2
+ ε

)
,

T i0 = γ2(p+ ε)
vi

c
,

T ij = δijp+ γ2(p+ ε)
vivj

v2
,

e na forma covariante fica,

T µν = pηµν + (p+ ε)uµuν . (3.42)

Veremos este mais adiante.

3.7 Equação de Campo de Einstein - Acoplamento

com a matéria

A essência de uma teoria física expressa de forma matemática é a identificação

de conceitos matemáticos com certas quantidades fisicamente mensuráveis [18]. Po-

demos identificar:

• O espaço-tempo, local onde ocorrem todos os eventos, é uma variedade qua-

dridimensional com uma métrica.

• Esta métrica pode ser mensurada por réguas e relógios.
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É razoável descrever a gravidade e sua ação na matéria baseado na ideia de

uma variedade Riemanniana quadridimensional curva, que possui características de

localidade que satisfazem o Princípio de Equivalência, descrita por uma métrica.

Uma equação deve ser proposta sabendo-se que esta deve relacionar geometria do

espaço com um termo de fonte de massa, análoga à equação de Poisson. Além disso,

essa equação deve conter propriedades de conservação, análogo à equação de Laplace

e, para o limite newtoniano de baixas velocidades e campo gravitacional fraco, deve

contemplar as leis de Newton.

A fonte de um campo gravitacional na teoria de Newton é a densidade de massa.

Numa teoria relativística da gravidade precisamos ter um conceito mais significativo

do que simplesmente "massa", o que conseguimos obter com o tensor momento-

energia, visto a relação que existe entre massa e energia descoberta por Einstein em

sua teoria da Relatividade Restrita [2].

O tensor de Einstein é um objeto puramente geométrico e que expressa uma lei

de conservação

Gµν
;ν = 0.

Semelhantemente, o tensor momento-energia também expressa uma lei de conserva-

ção

T µν;ν = 0,

então uma equação que relacione estes dois objetos apresentará uma lei geral de

conservação. Podemos inferir então que estes tensores são proporcionais um ao outro

Gµν = kT µν , (3.43)

sendo k uma constante de proporcionalidade cujo valor será obtido futuramente.

Sabemos da Mecânica Clássica que o movimento de um corpo em queda livre em
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um campo gravitacional homogêneo é regido pela segunda lei de Newton, dado a

equivalência da massa inercial e da massa gravitacional:

mg~g = mi~a ⇒ m~g = m~a ⇒ ~g = ~a, (3.44)

assim, um campo gravitacional, gerado por uma fonte massiva é equivalente à uma

aceleração. Vamos considerar um campo gravitacional fraco e estático onde a veloci-

dade da fonte massiva é muito menor que a velocidade da luz v � c, que é uma boa

aproximação para o caso do Sol no sistema solar. A métrica deste espaço pode ser

considerada como a métrica do espaço-tempo plano ηµν mais uma perturbação hµν ,

sendo que esta é muito pequena |hµν | � 1 3

gµν = ηµν + hµν ,

gµν = ηµν − hµν ,

O movimento não relativístico da fonte implica em

τ ≈ t,

dx0

dτ
≈ c,

dxi

dτ
≈ vi � c.

Usando a equação da geodésica (3.5), considerando as componentes puramente

espaciais, temos

d2xi

dt2
+ Γi00ẋ

0ẋ0 + Γijk
dxj

dτ

dxk

dτ
= 0,

d2xi

dt2
+ Γi00c

2 = 0,

onde os termos de velocidade podem ser considerados desprezíveis comparados ao
3Este é o chamado limite newtoniano que é usado para linearizar as equações de campo.
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termo da velocidade da luz. Portanto

d2xi

dt2
= ai = −c2Γi00. (3.45)

Usando a nova métrica vamos descobrir o termo

Γi00 =
1

2
giρ(−g00,ρ + g0ρ,0 + gρ0,0),

=
1

2
gik(−g00,k),

os termos fora da diagonal da métrica gi0 = g0i são nulos e as derivadas temporais

também pois estamos considerando um campo estático. Considerando a métrica

plana mais uma perturbação, temos

Γi00 = −1

2

(
ηik − hik

)
(η00,k + h00,k) = −1

2
ηikh00,k,

desconsiderando os termos de ordem O(h2) e superiores pois |hµν | � 1. Contraindo

a métrica do espaço-tempo plano ηik com a perturbação, temos portanto

Γi00 = −1

2
h00,i = −1

2
∇h00.

A partir da equação (3.45) da geodésica e substituindo o resultado acima, temos

ai =
c2

2
∇h00. (3.46)

A força gravitacional pode ser descrita através de um potencial ~F = −∇U e, conse-

quentemente, o campo gravitacional também ~g = −∇φ, resultando em

~a = −∇φ.
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Voltando na equação (3.46) e substituindo o termo acima

∇
(
c2

2
h00 + φ

)
= 0,

ou seja,

h00 = −2φ

c2
, (3.47)

e a componente g00 da métrica, g00 = η00 + h00, torna-se

g00 = 1− 2φ

c2
, (3.48)

então para o caso do limite de campo fraco, o campo gravitacional φ está contido em

g00. Vamos então verificar essas componentes se para o limite newtoniano a equação

(3.43) proposta descreve os resultados já conhecidos da Mecânica Clássica [16]. Já

sabemos que T 00 = ρ vamos calcular agora R00 usando

Rµν = Rα
µαν = Γαµν,α − Γαµα,ν ,

onde desconsideramos os termo de O(h2) advindos da multiplicação dos coeficientes

de conexão. Escrevendo os símbolos de Christoffel em termo da métrica

Γαµν =
1

2
ηαβ(−hµν,β + hβµ,ν + hνβ,µ), (3.49)

a métrica do espaço-tempo plano ηµν é constante, logo suas derivadas são nulas.

Assim, substituindo esta na equação de Rµν temos

Rµν =
1

2
ηαβ(hνβ,µα − hµν,αβ + hµα,βν − hαβ,µν).

Para acharmos uma equação que contenha φ, temos que tomar µ = 0 e ν = 0, como
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visto anteriormente. Com isso obtemos

R00 =
1

2
ηαβ(−h00,αβ),

onde novamente as derivadas temporais são nulas. Portanto

R00 = −1

2
(h00,αα),

R00 = −1

2
∇2h00,

e substituindo o valor de h00, temos

R00 =
1

c2
∇2φ.

Esperamos obter a equação de Laplace se considerarmos o limite newtoniano para

a equação (3.43) sem o termo de fonte T µν . Multiplicando a equação covariante por

gµν , obtemos

R− 1

2
gµνgµνR = 0,

R− 1

2
ηµνηµνR = 0,

sendo os termos de hµν nulos pois este é definido como uma perturbação no espaço-

tempo plano causado por uma fonte massiva e estamos considerando a equação sem

fonte. O termo ηµνηµν = η00η00 + η11η11 + η22η22 + η33η33 = η é o traço da matriz do

tensor métrico do espaço-tempo plano e η = 4, portanto

R− 1

2
(4R) = 0 ⇒ R = 0. (3.50)

Voltando na equação sem fonte e substituindo o valor do escalar de curvatura encon-
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trado, temos

Rµν = 0.

Como sabemos que o termo que contém o potencial gravitacional do limite newtoni-

ano é g00, temos

R00 =
1

c2
∇2φ = 0,

∇2φ = 0,

que é, de fato, a equação de Laplace.

Vamos agora voltar e considerar a equação (3.43) com o termo de fonte no limite

newtoniano e, multiplicando por gµν , temos

R− 1

2
(ηµν − hµν)(ηµν + hµν)R = kT,

onde T = gµνTµν é o traço da matriz do tensor momento-energia. Da equação (3.50)

agora considerando o termo de fonte

R− 2R = kT ⇒ R = −kT,

e substituindo o escalar de Ricci na equação original, ficamos com

Rµν = k

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
. (3.51)

Os termos de v
c
são nulos pois descrevem a velocidade da fonte que, na nossa consi-

deração, é estática. O único termo não nulo do tensor momento-energia é T00 = ρ e

com isto obtemos o termo

Tµν −
1

2
gµνT =

ρ

2
δµν ,
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e voltando na equação anterior considerando R00, temos

∇2φ =
1

2
k ρc2.

Como esperamos que a equação acima seja a equação de Poisson ∇2φ = 4πGρ,

precisamos que a constante k tenha um valor específico, 1
2
kρc2 = 4πGρ, portanto

k =
8πG

c2
. (3.52)

Com isso, obtemos a equação de Poisson no limite newtoniano de nossa equa-

ção proposta, bem como o valor da constante de proporcionalidade k. A equação

completa se torna

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c2
Tµν , (3.53)

conhecida como Equação de Campo de Einstein, que também pode ser escrita

de outra maneira, explicitando a parte geométrica do tensor de Ricci

Rµν =
8πG

c2

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
=

8πG

c2
Sµν , (3.54)

onde

Sµν = Tµν −
1

2
gµνT.

A equação de Einstein, como foi demonstrado, contém os resultados da Mecâ-

nica Clássica no limite newtoniano. Além disso, é possível perceber pela equação

que dada uma enorme distribuição de massa a curvatura do espaço-tempo, que de-

pende basicamente da métrica, é modificada e portanto o movimento de corpos de

teste neste espaço também será modificado, tendo em vista que estes seguem uma

geodésica pelo espaço-tempo curvo.

Para corpos de teste de significante densidade nesta variedade Riemanniana, de

tal modo que estes também influenciem na geometria do espaço-tempo, a equação de
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campo de Einstein apresentará termos não lineares, tornando difícil achar soluções

para o movimento destes corpos sem a utilização de métodos de aproximação, alguns

conhecidos como "neo-newtonianos".

3.8 Ação Gravitacional de Einstein-Hilbert

O princípio de mínima ação ocupa um lugar tão honrado na Física que quase

todas as teorias fundamentais foram formuladas fazendo seu uso. É de se esperar

que a teoria da Relatividade Geral tenha uma formulação utilizando este princípio.

Vamos obter uma expressão para a ação gravitacional. Na área de teoria de

campos a ação é uma integral da densidade de Lagrangeana L no espaço-tempo

S =

∫
L d4x (3.55)

e o princípio de mínima ação resulta nas equações de Euler-Lagrange para campos

∂L
∂Φ
− ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦ)

]
= 0 (3.56)

onde Φ é um campo genérico.

A ação eletromagnética é escrita, convenientemente, em termos do quadrivetor

potencial Aµ e todas as equações do eletromagnetismo são derivadas a partir do

princípio variacional. No entanto Aµ é um objeto definido como uma estrutura

adicional que existe no espaço-tempo. Na Relatividade Geral o campo gravitacional

é o próprio espaço-tempo, então o que usaremos como a variável de campo? Vamos

considerar esta variável sendo o tensor métrico gµν e construir uma Lagrangeana

que seja função da métrica. Na equação de campo de Einstein o tensor momento-

energia Tµν representa a contribuição da matéria ao campo gravitacional, portanto
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na ausência de matéria a equação se torna

Rµν −
1

2
gµνR = 0,

temos somente o próprio campo gravitacional. É razoável expressar a ação gravita-

cional total como a soma da contribuição da matéria e da contribuição do campo

S = SG + SM . (3.57)

A contribuição da parte do campo gravitacional é dada por objetos estritamente

geométricos. Vamos partir da ação gravitacional de Einstein-Hilbert

SG =

∫
R
√
−g d4x. (3.58)

Seja portanto, uma variação no campo gravitacional, que é descrita métrica do

espaço-tempo,

gµν 7−→ gµν + δgµν , (3.59)

onde esta variação é uma mudança estrutural no campo em cada ponto, não uma

simples variação resultante de uma transformação de coordenadas. Tomando essa

variação no símbolo de Christoffel

δΓλµν =
1

2
δgλρ(−gµν,ρ + gρµ,ν + gνρ,µ) +

1

2
gλρ[−(δgµν),ρ + (δgρµ),ν + (δgνρ),µ],

sabendo que gλρgρκ = δλκ vamos tomar a derivada funcional desta expressão

δgλρgρκg
κρ = −gκρgλρδgρκ,

δgλσ = −gκρgλρδgρκ,
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trocando σ por ρ e vice-versa, temos

δgλρ = −gκρgλσδgσκ,

substituindo a equação acima na expressão da derivada funcional do símbolo de

Christoffel

δΓλµν = −gλσ
[

1

2
gκρ(−gµν,ρ + gρµ,ν + gνρ,µ)

]
︸ ︷︷ ︸

Γκµν

δgσκ +
1

2
gλρ[−(δgµν),ρ + (δgρµ),ν + (δgνρ),µ],

δΓλµν = −gλσΓκµνδgσκ +
1

2
gλρ[−(δgµν),ρ + (δgρµ),ν + (δgνρ),µ]. (3.60)

Semelhante à derivação covariante de um tensor covariante, as derivadas funcionais

da métrica são

(δgµν),ρ = (δgµν);ρ + Γαρµδgαν + Γανρδgµα, (3.61)

(δgρµ),ν = (δgρµ);ν + Γανρδgαµ + Γαµνδgρα, (3.62)

(δgνρ),µ = (δgνρ);µ + Γαµνδgαρ + Γαρµδgνα. (3.63)

Somando as equações acima como aparecem na derivada funcional do símbolo de

Christoffel (3.63) + (3.62)− (3.61), obtemos

(δgνρ),µ + (δgρµ),ν − (δgµν),ρ = (δgνρ);µ + (δgρµ);ν − (δgµν);ρ + 2Γαµνδgαρ.

Substituindo esta equação em (3.8):

δΓλµν = −gλσΓκµνδgσκ +
1

2
gλρ[−(δgµν);ρ + (δgρµ);ν + (δgνρ);µ] + gλρΓαµνδgαρ︸ ︷︷ ︸

ρ↔σ
α↔κ

,

δΓλµν =
1

2
gλρ[−(δgµν);ρ + (δgρµ);ν + (δgνρ);µ]. (3.64)
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Vamos tomar também a variação no tensor de Ricci escrito como Rµν = Rλ
µλν :

δRµν = (δΓλµν),λ − (δΓλµλ),ν + (δΓλαλ)Γ
α
µν + Γλαλ(δΓ

α
µν)+

− (δΓλαν)Γ
α
µλ − Γλαν(δΓ

α
µλ). (3.65)

Como já vimos, o símbolo de Christoffel Γλµν não é um tensor mas sua derivada

Γλµν,κ é. Por isso a derivada funcional do coeficiente de conexão pode ser considerada

um tensor e portanto sua derivada covariante

(δΓλµν);κ = (δΓλµν),κ + ΓλακδΓ
α
µν − ΓακµδΓ

λ
αν − ΓανκδΓ

λ
µα,

assim, temos

(δΓλµν),λ = (δΓλµν);λ − ΓλαλδΓ
α
µν + ΓαλµδΓ

λ
αν + ΓανλδΓ

λ
µα, (3.66)

(δΓλµλ),ν = (δΓλµλ);ν − ΓλανδΓ
α
µλ + ΓανµδΓ

λ
αλ + ΓαλνδΓ

λ
µα, (3.67)

tomando a diferença (3.66) − (3.67) como aparece na derivada funcional do tensor

de Ricci

(δΓλµν),λ − (δΓλµλ),ν = (δΓλµν);λ − (δΓλµλ);ν − ΓλαλδΓ
α
µν + ΓαλµδΓ

λ
αν+

+ ΓλανδΓ
α
µλ − ΓανµδΓ

λ
αλ,

e substituindo em (3.65), obtemos

δRµν = (δΓλµν);λ − (δΓλµλ);ν , (3.68)

esta equação é conhecida como identidade de Palatini. Substituindo a derivada fun-
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cional do símbolo de Christoffel na equação acima

δRµν =

{
1

2
gλρ[(δgνρ);µ + (δgρµ);ν − (δgµν);ρ]

}
;λ

+

−
{

1

2
gλρ[(δgλρ);µ + (δgρµ);λ − (δgµλ);ρ]

}
;ν

,

sendo a derivada covariante da métrica nula pela condição de compatibilidade da

métrica. Portanto

δRµν =
1

2
gλρ[(δgνρ);µ;λ − δgµν);ρ;λ + δgµλ);ρ;ν − δgλρ);µ;ν ]. (3.69)

Fazendo a variação da Lagrangeana (3.58), temos

δLG = δ(
√
−ggµνRµν),

δLG = (δ
√
−g)R +

√
−gRµνδg

µν +
√
−ggµνδRµν , (3.70)

o último termo envolve a derivada funcional do tensor de Ricci. Usando a identidade

de Palatini (3.68) neste termo, temos

√
−ggµνδRµν =

√
−ggµν

[
(δΓλµν);λ − (δΓλµλ);ν

]
,

e podemos escrever o termo gµν(δΓλµν);λ como (gµνδΓλµν);λ, pela condição de com-

patibilidade da métrica

(gµνδΓλµν);λ =
��

��*
0

(gµν;λ)δΓλµν + gµν(δΓλµν);λ,

assim
√
−ggµνδRµν =

√
−g
[
(gµνδΓλµν);λ − (gµνδΓλµλ);ν

]
, (3.71)

podemos considerar os termos (gµνδΓλµν);λ = V λ
;λ como um vetor derivado, e da
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equação do símbolo de Christoffel contraído (2.84), temos

V λ
;λ = V λ

,λ + (
√
−g),λV

λ,

V λ
;λ =

1√
−g
(√
−gV λ

)
,λ
.

Colocando a equação (3.71) em termos da equação acima, obtemos

√
−ggµνδRµν =

√
−g

 1√
−g
(√
−ggµνδΓλµν

)
,λ
− 1√
−g
(√
−ggµνδΓλµλ

)
,ν︸ ︷︷ ︸

ν↔λ

,
√
−ggµνδRµν =

(√
−ggµνδΓλµν

)
,λ
−
(√
−ggµλδΓνµν

)
,λ
,

√
−ggµνδRµν ≡ ∂λW

λ. (3.72)

O termo δ(
√
−g) da equação (3.8) junto com o resultado semelhante de (2.82),

mas para o caso onde δg = ggµνδg
µν , resulta em

δ(
√
−g) = − 1

2
√
−g

ggµνδg
µν ,

= −1

2

√
−ggµνδgµν .

Substituindo os resultados encontrados em (3.8), obtemos

δLG =
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + ∂λW

λ. (3.73)

Usando o princípio de mínima ação onde δS = 0 para a contribuição do campo

gravitacional, teremos

δS =

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν d4x+

∫
Ω

∂λW
λ d4x = 0,

o segundo termo do lado direito dentro da integral é um termo de superfície pelo

teorema de Gauss. Estamos considerando uma variação na métrica dentro de uma
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região Ω de modo que na superfície ∂Ω desta região esta variação seja nula. Logo

o segundo termo acima é nulo, e como δgµν é arbitrário temos que o termo em

parênteses é nulo:

Rµν −
1

2
gµνR = 0,

que é de fato a equação de campo de Einstein sem o termo de fonte. Portanto a

equação (3.58) é uma expressão aceitável para a ação de um campo gravitacional.

gµν 7−→ gµν + δgµν

∂Ω

Ω

Figura 3.2 – Região Ω do espaço-tempo onde na superfície ∂Ω a deformação da métrica
não existe.

Para incluirmos nessa ação a matéria, devemos aceitar que esta interage com a

gravidade pelo tensor momento-energia. De modo semelhante à equação de variação

da ação gravitacional, devemos ter uma equação para a ação da matéria como

δSM =

∫
Ω

κTµν
√
−gδgµν d4x, (3.74)

onde κ é uma constante a ser determinada. Vamos considerar a seguinte Lagrangeana

da matéria

LM = 2κTµν
√
−ggµν , (3.75)

tomando a variação da equação acima, temos

δLM = 2κ
{
Tµνδ(

√
−g)gµν + Tµν

√
−gδgµν

}
,

e Tµν não depende da métrica, portanto é invariante frente a varição da mesma.
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Substituindo o termo da derivada funcional da raiz da métrica acima, obtemos

δLM = κTµν
√
−gδgµν .

Esta Lagrangeana é uma expressão válida para obtermos (3.74). A Lagrangeana

total é então

ST = SG + SM =
√
−gR + 2κ

√
−gTµνgµν ,

e a variação da ação total nos dá

δST =

∫
Ω

δLTd4x =

∫
Ω

{√
−g
[(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+ κTµν

]}
δgµν d4x = 0,

onde o termo entre chaves deve ser nulo, logo

Rµν −
1

2
gµνR = −κTµν ,

como a equação acima deve resultar na equação de campo, devemos ter

κ = −8πG

c2
.

Juntando todas as informações obtidas, temos então que a Lagrangeana total da

Relatividade Geral é

LT =
√
−g
(
R− 16πG

c2
Tµνg

µν

)
, (3.76)

de modo que a ação total

ST =

∫
Ω

√
−g
(
R− 16πG

c2
Tµνg

µν

)
d4x, (3.77)
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e esta ação no princípio variacional resulta em

δST =

∫
Ω

√
−g
[
Rµν −

1

2
gµνR−

8πG

c2
Tµν

]
δgµν d4x = 0, (3.78)

como δgµν é arbitrário, temos que o termo entre chaves é nulo, portanto

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c2
Tµν , (3.79)

que é a equação de campo de Einstein.

3.9 Solução de Schwarzschild

Com a equação de campo de Einstein deduzida, algum resultado derivado dela

ainda precisava ser descoberto para testar seu potencial como teoria. Einstein con-

seguiu obter uma solução aproximada com a qual descreveu a precessão do periélio

de Mercúrio, um dos problemas que a mecânica Newtoniana era incapaz de achar

solução. Em 1915, mesmo ano em que Einstein primeiro apresentou sua teoria da

Relatividade Geral, Karl Schwarzschild apresentou sua solução para um corpo mas-

sivo estático (sem rotação) de simetria esférica, que se provou ser uma boa solução

para o espaço-tempo do nosso Sistema Solar. Schwarzschild morreu no ano seguinte,

1916, por conta de uma doença adquirida em sua participação no exército alemão na

Primeira Guerra Mundial [19].

Consideraremos a equação de campo no vácuo Rµν = 0 para um fonte estática e

de simetria esférica em repouso. A condição estática infere que gµν seja independente

de x0 e que o elemento de comprimento ds2 seja invariante à x0 7−→ −x0, e não devem

existir termos de dx0dxi em ds2. Isto implica em g0i = gi0 = 0. Com estas condições,

a forma mais geral do elemento de linha do espaço-tempo compatível com simetria

esférica é

ds2 = U(r)c2dt2 − V (r)dr2 −W (r)r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (3.80)
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onde por causa da simetria, temos três funções para xµ e cada uma delas é fun-

ção somente de r. Dessas três funções independentes podemos obter somente duas

fazendo

Wr2 = r̂2, (3.81)

assim
dr̂

dr
=

1

2
√
W

dW

dr
r +
√
W =

√
W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)
,

e com isto

V dr2 =
V

W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)−2

dr̂2 ≡ V̂ dr̂2.

Com isso W (r) vira uma função unitária e definimos

Û(r̂) = e2ν(r̂) ; V̂ (r̂) = e2λ(r̂),

retirando os circunflexos, temos então como elemento de linha

ds2 = e2ν(r)c2dt2 − e2λ(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2),

e as métricas covariante e contravariante são

gµν =



e2ν 0 0 0

0 −e2λ 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2 sin2 θ


, gµν =



e−2ν 0 0 0

0 −e−2λ 0 0

0 0 − 1

r2
0

0 0 0 − 1

r2 sin2 θ


.

(3.82)

As duas funções ν(r) e λ(r) serão encontradas pela equação de campo no vácuo.
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Calculando os coeficientes de conexão não nulos, encontramos

Γ0
10 = Γ0

01 = ν ′,

Γ1
00 = ν ′e2(ν−λ), Γ1

11 = λ′, Γ1
22 = −re−2λ, Γ1

33 = −r sin2 θe−2λ,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

33 = − sin θ cos θ,

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ,

(3.83)

sendo que estamos usando a linha ′ para indicar a derivada em relação à r. Calculando

o tensor de Ricci encontramos que as componentes não nulas são as Rµν(µ 6= ν).

Estas equações de campo no vácuo são

R00 =

(
ν ′′ + ν ′2 − ν ′λ′ + 2ν ′

r

)
e2(ν−λ) = 0, (3.84)

R11 = −ν ′′ − ν ′2 + ν ′λ′ +
2λ′

r
= 0, (3.85)

R22 = (−1− rν ′ + rλ′)e−2λ + 1 = 0, (3.86)

R33 =
[
(−1− rν ′ + rλ′)e−2λ + 1

]
sin2 θ = R22 sin2 θ = 0. (3.87)

O fator e2(ν−λ) em (3.84) é não nulo, portanto os termos dentro do parênteses devem

ser nulos. Somando (3.84) e (3.85), obtemos

ν ′ + λ′ = 0,

que integrando em relação à r nos dá

ν + λ = constante.

Quando r → ∞, a métrica do espaço (3.82) deve se aproximar da métrica de Min-

kowski, portanto λ, ν → 0, e assim a equação acima se torna

ν = −λ. (3.88)
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Substituindo (3.88) em (3.86), temos

(re2ν)′ = 1,

e integrando em relação à r, temos

e2ν = 1− 2m

r
,

onde chamaremos, convenientemente, de 2m a constante de integração. A métrica

covariante e contravariante então se torna

gµν =



1− 2m

r
0 0 0

0 −
(

1− 2m

r

)−1

0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2 sin2 θ


, (3.89)

gµν =



(
1− 2m

r

)−1

0 0 0

0 −
(

1− 2m

r

)
0 0

0 0 − 1

r2
0

0 0 0 − 1

r2 sin2 θ


. (3.90)

Da aproximação de campo fraco no limite newtoniano (3.48) temos que

g00 = 1− 2MG

rc2
,

portanto, comparando com g00 da métrica de Schwarzschild, encontramos o valor

m =
MG

c2
. (3.91)
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Finalmente, o elemento de linha desta métrica é

ds2 =

(
1− 2MG

rc2

)
c2dt2 − dr2

1− 2MG
rc2

− r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (3.92)

ou, de modo equivalente

ds2 =

(
1− 2m

r

)
c2dt2 −

(
1− 2m

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (3.93)

e esta é a solução de Schwarzschild . Podemos perceber que quando r 7−→ ∞ o

espaço-tempo de Schwarzschild se aproxima do espaço-tempo de Minkowski, como

desejado. Esta solução oferece algumas correções para o movimento de planetas e o

movimento da luz no Sistema Solar. Para a solução no vácuo, M é simplesmente a

massa total do corpo e a distribuição de matéria no interior deste corpo é irrelevante.

Olhando a equação (3.92) em g11, percebemos que o coeficiente de dr2 se torna

uma singularidade para r 7−→ 2MG
c2

. Para o caso do Sistema Solar, esta singularidade

não causa nenhum problema pois a solução de Schwarzschild serve para o espaço-

tempo fora do corpo de massa M .4

Para o caso do Sol, M ≈ 1, 99.1030kg [20], então

2MG

c2
=

2× 1, 99.1030 × 6, 67.10−11

(3.108)2
= 2, 95km = rS,

onde a quantidade rS é o chamado raio de Scwarzschild. A superfície de Schwarzschild

(superfície que engloba o raio rS) se encontra dentro do Sol, uma vez que o raio do

Sol é RS ≈ 6, 96.105km [20], portanto rS � RS e a solução de Schwarzschild é válida.

A métrica pode também ser escrita como

ds2 =
(

1− rs
r

)
c2dt2 − dr2

1− rS
r

− r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (3.94)

4Como o fator m = MG
c2 depende exclusivamente da massa do corpo, quanto maior a massa

deste, maior é o raio da singularidade. É destas singularidades em soluções da equação de campo
que surge o estudo sobre buracos negros.
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Na Mecânica Clássica, se considerarmos que a luz é constituída de partículas de

massa m viajando a uma velocidade v = c, por conservação de energia obtemos

1

2
mc2 − mMG

R
= constante.

A luz não será capaz de escapar do potencial gravitacional exercido por este corpo

massivo de massa M se

mMG

R
>

1

2
mc2,

isto é, se

R >
2MG

c2
,

que é, precisamente, o raio de Schwarzschild. Apesar dos erros conceituais, este

resultado foi obtido em 1798 por Laplace. Em suas palavras: "portanto, é possível

que os maiores objetos do universo sejam, por esta razão, invisíveis."5

5Vem daí o termo buraco negro: um corpo de massa tão gigantesca que nem mesmo a luz
consegue escapar de seu horizonte de eventos, portanto sua observação através de telescópios comuns
é impossível.
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Capítulo 4

Equação de Dirac com uma Solução

de Schwarszchild

Na Física, até onde sabemos, existem quatro forças fundamentais sendo estas o

eletromagnetismo, a força nuclear fraca e a força nuclear forte, e a gravidade. Delas

surgem três tipos de interação: a Cromodinâmica Quântica (QCD - Quantum Chro-

modynamics), que une os quarks para formar hádrons; a Eletrofraca que é a união

do eletromagnetismo com a força nuclear fraca, responsável pelo decaimento beta; e

a Gravitação. Ambas QCD e Eletrofraca podem ser unificadas e compreendidas no

contexto da Teoria Quântica de Campos (TQC) uma teoria de calibre (gauge), onde

suas interações são carregadas pelo quanta dos campos que são os glúons no caso da

QCD e os fótons e os bósons W e Z no caso da Eletrofraca. Explicada pela Relati-

vidade Geral, a gravidade no entanto é uma teoria diferente das demais por conta

de sua natureza geométrica. A Relatividade Geral é claramente uma teoria clássica

uma vez que em sua formulação inexistem noções de dualidade onda-partícula e a

constante de Planck. Já que três das quatro forças fundamentais podem ser descri-

tas na linguagem da teoria quântica de campos, o mesmo tratamento também não

deveria ser dado à Relatividade Geral?

As interações descritas pela TQC não podem ser colocadas em termos geométri-
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cos como a Relatividade Geral. Isso acontece porque sua formulação geométrica é

possível por causa da equivalência entre massa gravitacional e massa inercial. Essa

equivalência entre as massas significa que todos os corpos aceleram igualmente em

um campo gravitacional, e a gravidade possui uma equivalência à um referencial

acelerado. O mesmo não ocorre para as outras interações, por exemplo: um campo

eletricamente carregado sentirá uma força proporcional à sua carga e sua aceleração

depende dessa força dividida por sua massa inercial. Sua aceleração então depende da

razão q/mi que é diferente para diferentes corpos carregados. Portanto o referencial

acelerado no qual o Eletromagnetismo desaparece para um corpo não é o mesmo que

para outro corpo distinto, portanto não é possível geometrizar o eletromagnetismo.

Antes de termos essa melhor compreensão das forças nucleares, Einstein passou

vários anos tentando unificar Gravitação e Eletromagnetismo, o que parecia plau-

sível na época tendo em vista que ambas são forças de longo alcance e já tinham

descrições bem claras na física clássica. No entanto veio a ser descoberto que o Ele-

tromagnetismo poderia ser formulado como uma teoria quântica, juntamente com as

interações de curto alcance da força fraca e a força forte. Nos anos 1960 descobriu-se

que "calibrando", isto é, aplicando transformações de calibre às transformações de

Lorentz da Relatividade Especial obtinha-se uma teoria extremamente parecida (mas

não igual) com a Relatividade Geral. Vamos considerar esta teoria neste capítulo

bem como a ideia de transformação de calibre e suas consequências aplicadas ao

Eletromagnetismo.

4.1 A Eletrodinâmica como uma Teoria de Calibre

Abeliana

A densidade de Lagrangeana de um campo escalar clássico complexo φ(xµ) é

L = (∂µφ)(∂µφ∗) +
m2c2

~2
φ∗φ. (4.1)
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Usando a equação de Euler-Lagrange para campos

∂L
∂φ
− ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)

]
= 0, (4.2)

considerando o espaço-tempo plano, obtemos

(
�− m2c2

~2

)
φ = 0 ;

(
�− m2c2

~2

)
φ∗ = 0, (4.3)

que é a equação de Klein-Gordon, uma equação de onda relativística de segunda

ordem, sendo � = − 1
c2

∂2

∂t2
+ ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
o operador d’Alambertiano. Quantizando

esta equação, substituindo os termos

∂

∂t
−→ i

~
E ; ∇ −→ − i

~
~p,

obtemos

E2 = p2c2 +m2c4, (4.4)

que é a relação de Einstein para a massa, momento e energia.

A Lagrangeana (4.1) possui uma simetria, e como consequência podemos associá-

la à uma grandeza conservada, de acordo com o teorema de Noether [21]. Fazendo a

transformação de calibre

φ′ −→ e−iΛφ ; φ′∗ −→ eiΛφ∗, (4.5)

sendo Λ um parâmetro constante, podemos perceber que a Lagrangeana se mantém

invariante. Este tipo de transformação é chamado de transformação de calibre de

primeira ordem. Para um Λ infinitesimal e desconsiderando os termos O(Λ2), temos

δφ = −iΛφ ; δφ∗ = iΛφ∗, (4.6)

δ(∂µφ) = −iΛ(δ(∂µφ)) ; δ(∂µφ
∗) = iΛδ(∂µφ

∗). (4.7)
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Podemos definir uma corrente jµ como

Λjµ =
∂L

∂(∂µφ)
δφ+

∂L
∂(∂µφ∗)

δφ∗, (4.8)

e obtemos assim

jµ = i(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗), (4.9)

uma corrente que é conservada

∂µj
µ = i(���

��∂µφ
∗∂µφ+ φ∗�φ−����

�∂µφ∂
µφ∗ − φ�φ∗),

= i

(
φ∗
m2c2

~2
φ− φ∗m

2c2

~2
φ

)
= 0.

Como consequência dessa conservação, usando o teorema de Gauss [12], temos

∂0

∫
V

j0 dV =

∫
V

∇ ·~j dV =

∫
A

~j · n̂ dA,

= i

∫
A

(φ∗∇φ− φ∇φ∗)dA = 0,

assumindo que o campo φ desaparece na superfície A do volume V . Assim se consi-

derarmos a grandeza Q =
∫
j0dV , temos

dQ

dt
= 0, (4.10)

onde Q é a carga elétrica, uma grandeza conservada do campo φ por conta de sua

simetria frente à transformação de calibre.

A transformação (4.5) requer que o campo mude pela quantidade indicada em

cada ponto do espaço e ao mesmo tempo. Esta é portanto uma transformação global

que não combina bem com as características de localidade da Relatividade Restrita.

Vamos então considerar o parâmetro Λ como uma função do espaço-tempo, e as-

sim a transformação do campo φ será local, diferente em cada ponto do espaço. A
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transformação de calibre para tal é

φ′(x) −→ e−iΛ(x)φ(x) ; φ∗′(x) −→ eiΛ(x)φ∗(x), (4.11)

que é chamada de transformação de calibre de segunda ordem. Considerando Λ(x)

infinitesimal obtemos

δφ = −iΛφ ; δφ∗ = iΛφ∗, (4.12)

δ(∂µφ) = −i(∂µΛ)φ− iΛ(∂µφ) ; δ(∂µφ
∗) = i(∂µΛ)φ∗ + iΛ(∂µφ

∗). (4.13)

A Lagrangeana no entanto não é invariante sob esta nova transformação

L′ =
[
−i(∂µΛ)e−iΛφ+ e−iΛ∂µφ

][
i(∂µΛ)eiΛφ∗ + eiΛ∂µφ∗

]
+
m2c2

~2
φ∗φ,

= (∂µΛ)i(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) +

[
(∂µφ)(∂µφ∗) +

m2c2

~2
φ∗φ

]
,

= L+ (∂µΛ)jµ.

Para manter a invariância precisamos introduzir um campo Aµ(x) extra na teoria e

um termo extra correspondente na Lagrangeana

L1 = −εjµAµ, (4.14)

onde ε é a constante de acoplamento acrescentada para que Aµ tenha as mesmas

dimensões do operador ∂
∂xµ

e sua transformação de calibre é

A′µ −→ Aµ +
1

ε
∂µΛ ; δAµ =

1

ε
∂µΛ, (4.15)

tal que

δL1 = −ε(δjµ)Aµ − jµ(∂µΛ),
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e

δL+ δL1 = −ε(δjµ)Aµ,

porém a soma das Langrangeanas ainda não é invariante, já que

δjµ = i[(δφ∗)∂µφ+ φ∗δ(∂µφ)− (δφ)∂µφ∗ − φδ(∂µφ∗)],

δjµ = 2∂µΛ(φ∗φ),

logo

δ(L+ L1) = −2ε∂µΛ(φ∗φ)Aµ.

Se adicionarmos o termo

L2 = ε2φ∗φAµAµ, (4.16)

sabendo que δ(AµAµ) = 2(δAµ)Aµ, temos que

δL2 = ε2(δφ∗)φAµAµ + ε2φ8(δφ)AµAµ + ε2φ∗φδ(AµAµ),

= 2ε(∂µΛ)Aµφ
∗φ,

e assim, temos finalmente a Lagrangeana invariante

δ(L+ L1 + L2) = 0. (4.17)

O próprio campo Aµ introduzido na Lagrangeana contribuirá com um termo

independente de L1 e L2, que descrevem o acoplamento ao campo φ. Definimos

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (4.18)

que sob a transformação de calibre

δ(∂µAν) =
1

ε
∂µ∂νΛ, (4.19)
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portanto

δFµν = δ(∂µAν)− δ(∂νAµ),

=
1

ε
∂µ∂νΛ−

1

ε
∂ν∂µΛ = 0,

e podemos incluir o termo invariante na Lagrangeana

L3 =
1

4
FµνF

µν . (4.20)

A Lagrangeana total, soma da Lagrangeana original com os novos três termos, é

LTOT = (∂µφ+ iεAµφ)(∂µφ∗ − iεAµφ∗) +
m2c2

~2
φ∗φ+

1

4
FµνF

µν .

Olhando para os primeiros termos em parênteses desta Lagrangeana, podemos

notar alguma semelhança com a definição da derivada covariante a menos dos termos

de conexão, que nesse caso estaria "substituído" pelo campo Aµ

Dµφ = (∂µφ+ iεAµφ) ; Dµφ
∗ = (∂µφ

∗ − iεAµφ∗), (4.21)

cuja variação

δ(Dµφ) = −iΛ Dµφ, (4.22)

é da mesma forma que (4.7). A Lagrangeana total pode ser escrita sucintamente

como

LTOT = (Dµφ)(Dµφ) +
m2c2

~2
φ∗φ+

1

4
FµνF

µν . (4.23)

Ainda precisamos definir uma corrente em termos dessa "derivada covariante" da

Lagrangeana e que seja conservada. Podemos encontrá-la fazendo

ΛJµ =
∂L

∂(Dµφ)
(δφ) +

∂L
∂(Dµφ∗)

(δφ∗), (4.24)
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e obtemos

Jµ = i(φ∗Dµφ− φDµφ∗). (4.25)

Para mostrar a conservação desta corrente vamos usar a equação de Euler-Lagrange

para o potencial Aµ, obtendo a equação

∂νF
µν − εJµ = 0, (4.26)

cuja derivada nos dá

∂µJ
µ = 0, (4.27)

e esta corrente "covariante" é de fato conservada.

A Lagrangeana de um campo escalar complexo possui uma simetria de rotação no

plano complexo e por causa disso a corrente Jµ é conservada, logo uma quantidade

também é conservada: a carga elétrica. Fazendo essa simetria ser local a Lagrangeana

deixa de ser invariante e essa propriedade só é restaurada ao introduzirmos um campo

Aµ e um quadri-rotacional associado Fµν , que é o tensor do campo eletromagnético

e sua fonte é a carga elétrica.

Essa descrição do Eletromagnetismo não é geométrica, mas apresenta alguns pa-

ralelos com a Relatividade Geral. O comutador entre duas derivadas covariantes na

Relatividade Geral é proporcional ao tensor de curvatura

[Dµ,Dν ]eκ = Rρ
κµνeρ.

Nessa descrição do Eletromagnetismo, o comutador das "derivadas covariantes" é

[Dµ,Dν ]φ = iεFµνφ, (4.28)

o que nos sugere uma analogia entre tensor de curvatura e tensor eletromagnético.
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Se compararmos as equação que descrevem ambos os tensores, a menos dos índices,

R = ∂Γ− ∂Γ + [Γ,Γ], (4.29)

F = ∂A− ∂A, (4.30)

percebemos as semelhanças entre as duas e podemos fazer uma analogia entre os

coeficientes de conexão Γκµν e o campo Aµ. Porém o tensor eletromagnético não

possui o termo à direita que o tensor de curvatura apresenta, que só surgirá quando

generalizarmos a eletrodinâmica para o caso de uma simetria não-abeliana.

Por fim, é interessante obter uma outra notação para essa simetria de calibre

apresentada. Generalizando as transformações de calibre, temos

φ −→ Uφ ; φ∗ −→ U †φ∗, (4.31)

sendo U = eiΛ uma matriz unitária e hermitiana, U † o transposto conjugado de U e

U †U = 1. Sob uma transformação local Λ = Λ(xµ), temos

∂µU = i(∂µΛ)U, (4.32)

e as outras transformações são dadas por

Aµ −→ Aµ −
i

ε
U †∂µU ; Fµν −→ Fµν . (4.33)

Se duas matrizes U1 e U2 são hermitianas, então seu produto U1U2 também é her-

mitiano. E se uma matriz U tem uma inversa U−1, e essa também é hermitiana,

temos que as condições para o grupo U(1) das matrizes unitárias em uma dimensão.

A eletrodinâmica é portanto uma teoria de calibre U(1).
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4.2 Teoria de Calibre Não-abeliana

O que podemos tirar de útil se usássemos um grupo de simetria mais geral que

o de U(1)? Essa foi uma das motivações de Yang e Mills, baseada na constatação

de que as partículas com interação nuclear vinham em "famílias" com propriedades

bastante similares. Por exemplo o próton e o nêutron possuem a mesma massa,

mesmo spin e mesmo número bariônico, logo podem ser pensados como sendo dois

estados de uma única partícula, o núcleon

N =

p
n

,
tendo isospin I = 1

2
, sendo o próton de isospin "up" I3 = +1

2
e o nêutron de isospin

"down" I3 = −1
2
. O spin é matematicamente conectado à rotações num espaço de

parâmetros tridimensional, e o isospin a um espaço abstrato tridimensional. I3 é a

componente de isospin ao longo do "terceiro" eixo deste espaço.

Isospin é uma quantidade "vetorial" em um espaço cuja terceira dimensão é co-

nectada com a carga elétrica e sendo esta a fonte do campo eletromagnético, podendo

ser descrita pelas equações de Maxwell e a simetria de calibre de U(1), seria plausí-

vel entender o isospin como uma generalização deste grupo de simetria para o grupo

SO(3). Este novo grupo descreve rotações em três dimensões e é não-abeliano: seus

diferentes elementos não comutam. Para perceber isso podemos tomar a rotação de

um vetor ao longo do eixo z por um ângulo α, de tal maneira que

Vx −→ cosαVx + sinαVy ; Vy −→ − sinαVx + cosαVy ; Vz −→ Vz, (4.34)
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e a matriz de rotação é

Rz(α) =


cosα sinα 0

− sinα cosα 0

0 0 1

.

Da mesma maneira, rotações nos eixos x e y resultam em matrizes de rotação

Rx(β) =


1 0 0

0 cos β sin β

0 − sin β cos β

 ; Ry(γ)


cos γ 0 − sin γ

0 1 0

sin γ 0 cos γ

,

e estas não comutam

Rx(β)Rz(α) 6= Rz(α)Rx(β).

A rotação por um ângulo α infinitesimal, resulta numa matriz de rotação

Rz(α) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+ α


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

,
Rz(α) = I + iJzα,

sendo Jz o gerador de rotações no eixo z. Para os outros eixos, temos os geradores

Jx =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 ; Jy =


0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 ; Jz =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

, (4.35)

e essas matrizes não comutam

[Jl, Jm] = iJn. (4.36)
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Uma rotação em um eixo unitário n̂ por um ângulo α é dado pela equação

Rn(α) = ein̂·
~Jα. (4.37)

Um vetor é um objeto com três componentes que sob rotações se transforma da

mesma maneira como as coordenadas (x, y, z). Para considerar as transformações

do núcleon precisamos levar em conta os espinores que possuem somente duas com-

ponentes. Isto nos leva a tratar a representação de rotações em SU(2): grupo de

matrizes unitárias em duas dimensões com determinante unitário. Neste grupo uma

matriz geral é

U =

 a b

−b∗ a∗

 ; |a|2 + |b|2 = 1,

e

UU † = U †U = 1 ; detU = 1. (4.38)

A estrutura de SU(2) é semelhante à de SO(3), e analogamente à rotação (4.37),

temos

U = e
i
2
n̂·~σα, (4.39)

sendo ~σ as matrizes de Pauli

σx =

0 1

1 0

 ; σy =

0 −i

i 0

 ; σz =

1 0

0 −1

, (4.40)

e estas possuem a propriedade

[σi
2
,
σj
2

]
= i

σk
2
, (4.41)

portanto essas matrizes são os geradores do SU(2) e obedecem a uma relação de

comutação semelhante à de SO(3). Usando a relação eiθ = cos θ + i sin θ e sabendo
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que

(n̂ · ~σ)2p = I, p = 0, 1, 2, ...

(n̂ · ~σ)2q+1 = n̂ · ~σ, q = 0, 1, 2, ...

podemos mostrar que

U = e
i
2
n̂·~σα = I cos

α

2
+ i n̂ · ~σ sin

α

2
. (4.42)

Se considerarmos n̂ = nz = (0, 0, 1) então

Uz(α) = I cos
α

2
+ i

i 0

0 −i

 sin
α

2
,

=

cos α
2
− sin α

2
0

0 cos α
2

+ sin α
2

,
=

eiα2 0

0 e−i
α
2

,
e desta maneira um espinor se transforma como

ψ −→ ψ′ = Uψ, (4.43)

e temos

ψ =

ψ1

ψ2

 −→
ψ′1
ψ′2

 = Uz

ψ1

ψ2

 =

 eiα2ψ1

e−i
α
2ψ2

. (4.44)

O produto externo de dois espinores é

ψψ† =

ψ1

ψ2

[ψ∗1 ψ∗2

]
=

ψ1ψ
∗
1 ψ1ψ

∗
2

ψ2ψ
∗
1 ψ2ψ

∗
2

, (4.45)
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e sua transformação de acordo com (4.44) é

ψ1ψ
∗
2 + ψ2ψ

∗
1 −→ cosα(ψ1ψ

∗
2 + ψ2ψ

∗
1) + sinα[i(ψ1ψ

∗
2 + ψ2ψ

∗
1)],

i(ψ1ψ
∗
2 + ψ2ψ

∗
1) −→ cosα[i(ψ1ψ

∗
2 + ψ2ψ

∗
1)]− sinα(ψ1ψ

∗
2 + ψ2ψ

∗
1),

que pode ser comparada com a transformação de um vetor

(ψ1ψ
∗
2 + ψ2ψ

∗
1) ∼ Vx ; i(ψ1ψ

∗
2 + ψ2ψ

∗
1) ∼ Vy. (4.46)

Vamos considerar um campo espinorial φ com Lagrangeana

L = ∂µφ
†∂µφ+m2φ†φ, (4.47)

aqui com c = ~ = 1, sendo φ =

φ1

φ2

. Esta é invariante sob

φ −→ Uφ ; φ† −→ φ†U †, (4.48)

sendo U uma matriz na forma (4.42). Para uma transformação de calibre de primeira

ordem, considerando os parâmetros constantes α, temos

U = ei
σa

2
αa ; a = 1, 2, 3; (4.49)

onde as matrizes de Pauli são representadas por σ1 = σx, σ2 = σy, σ3 = σz. A

transformação para um αa infinitesimal

δφ = i
σa

2
αaφ ; δ(∂µφ) = i

σa

2
αa(∂µφ), (4.50)
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e como σa† = σa, temos

δφ† = −iφ†σ
a

2
αa ; δ

(
∂µφ

†) = −i
(
∂µφ

†)σa
2
αa. (4.51)

A corrente é encontrada de modo semelhante à (4.8) trocando-se Λ por αa, e

obtemos

J a
µ = i

(
∂µφ

†σ
a

2
φ− φ†σ

a

2
∂µφ

)
, (4.52)

e esta corrente possui, além das quatro componentes do espaço-tempo, também três

componentes "internas" (componentes de spin) dadas pelo índice a. As equações de

movimento deste campo espinorial também são do tipo de Klein-Gordon (4.3), logo

podemos perceber que a corrente J a
µ é conservada

∂µJ a
µ = ∂µ

[
i

(
∂µφ

†σ
a

2
φ− φ†σ

a

2
∂µφ

)]
= i

(
�φ†

σa

2
φ− φ†σ

a

2
�φ

)
= 0.

Para considerarmos agora uma transformação de calibre de segunda ordem te-

mos que considerar αa = αa(xµ) e, em analogia ao caso eletromagnético, esperamos

introduzir um potencial A a
µ com um índice extra. A derivada ∂µφ será trocada pela

derivada covariante Dµφ e haverá um tensor de campo análogo à Fµν . Considerando

a rotação

U = ei
σa

2
αa(x), (4.53)

para um αa(x) infinitesimal a mudança em φ é

δφ(x) = ig
σa

2
αa(x)φ(x), (4.54)

onde g é uma constante de acoplamento. Definindo a derivada total como

Dµφ = ∂µφ− igA a
µ

σa

2
φ, (4.55)
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sua transformação se dará como

δ(Dµφ) = ig
σa

2
αa(x)∂µφ(x). (4.56)

A transformação de A a
µ pode ser obtida levando em consideração o lado direito da

equação acima:

ig
σa

2
αa
(
∂µφ− igA b

µ

σb

2
φ

)
= ig

σa

2
αa∂µφ+ g2A b

µ

σaσb

4
αaφ,

usando a relação σaσb = δab + iεabcσ
c, obtemos o termo

ig
σa

2
αa∂µφ+

g2

4
A a
µ α

aφ+ i
g2

2
A b
µ εabc

σc

2
αaφ,

e disto tiramos que a transformação do potencial é

A a
µ −→ A a

µ + ∂µα
a − gεabcαbA c

µ . (4.57)

É útil escrever a transformação de Aµ como

Aµ −→ UAµU
−1 − i

g
(∂µU)U−1 (4.58)

sendo

Aµ = A a
µ

σa

2
(4.59)

e U é dado por (4.42). Assim para um αa infinitesimal e desconsiderando termos de
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O(α2) e superiores, temos

UAµU
−1 =

(
1 + ig

σa

2
αa
)
A b
µ

σb

2

(
1− σc

2
αc
)
,

= Aµ + i
g

4
A b
µ

[
σa, σb

]
αa,

= Aµ − gεabcA b
µ

σc

2
αa,

sendo que foi usada a relação
[
σa, σb

]
= 2iεabcσ

c. O outro termo

(∂µU)U−1 = ∂µ

(
ei
σa

2
αa(x)

)
ge−i

σa

2
αa(x),

= ig
σa

2
(∂µα

a),

e juntando os resultados dos termos, obtemos que

Aµ −→ A a
µ

σa

2
− gεabcαaA b

µ

σc

2
+ (∂µα

a)
σa

2
,

que é precisamente a transformação de Aµ. Nessa notação, a derivada covariante é

Dµφ = ∂µφ− igAµφ, (4.60)

que é a generalização de (4.21) para o caso não-abeliano, sendo Aµ agora uma matriz

2x2 em SU(2). Como temos um potencial não-abeliano, devemos inferir a generali-

zação de Fµν , definindo como

Fµν =
i

g
[Dµ,Dν ], (4.61)

e obtemos assim

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ], (4.62)
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sendo agora Fµν = F a
µν

σa

2
, portanto

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA a

µ + gεabcA
b
µ A

c
ν . (4.63)

No caso não-abeliano o tensor eletromagnético adquire um termo quadrático de

Aµ, ausente no Eletromagnetismo puro. E sob a transformação de calibre U o tensor

se transforma como

Fµν −→ UFµνU
−1. (4.64)

No entanto, neste caso Fµν não é mais invariante como no caso do Eletromagnetismo

e nem a quantidade FµνF µν o é. Mas como

FµνF
µν −→ UFµνF

µνU−1,

seu traço é invariante, já que traços não variam sob permutação cíclica das matrizes.

Temos então

Tr{FµνF µν} =
1

4
F a
µν F µνb Tr

{
σaσb

}
=

1

2
F a
µν F µνa,

já que Tr
{
σaσb

}
= 2δab, logo

1

2
Tr{FµνF µν} =

1

4
F a
µν F µνa.

Assim a Lagrangeana para um campo espinorial φ com uma simetria de calibre

SU(2) local é

L =
(
Dµφ†

)
(Dµφ) +m2φ†φ− 1

2
Tr{FµνF µν}. (4.65)

Como essa Lagrangeana apresenta termos cúbicos e quárticos de Aµ, seu significado

é que o campo é "auto-acoplado": ao se propagar pelo espaço-tempo este pode

absorver ou emitir outro quantum do campo e age como sua própria fonte. Isto
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pode ser observado também pelo fato de o campo A a
µ carregar o índice de spin a,

diferentemente do Eletromagnetismo onde partículas carregadas agem como fonte do

campo eletromagnético, mas este campo em si não carrega nenhuma carga.

Essa característica da teoria de calibre não-abeliana tem paralelos na Relatividade

Geral. Ondas gravitacionais carregam energia (embora não localizadas) e qualquer

coisa carregando energia (ou equivalentemente, massa) age como fonte do campo

gravitacional. Esse aspecto de não linearidade da Relatividade Geral é comparti-

lhada nas teorias de calibre não-abelianas e agora podemos traçar semelhanças com

componentes da Relatividade Geral e do Eletromagnetismo:

Aµ −→ Γκµν

Dµφ = (∂µ − igAµ)φ −→ Vµ;ρ = Vµ,ρ − ΓκµρVκ

Fµν −→ Rκ
µνλ

4.3 Simetria de Calibre de Lorentz: torção

Vamos agora levar a ideia de calibre um passo adiante, mas de uma maneira um

pouco diferente. Vamos considerar φ como um espinor dessa vez num "espaço espino-

rial" de verdade, cujas componentes diferem em suas projeções de spin numa direção

do espaço em particular. As características desses campos (massa, spin) derivam do

próprio espaço-tempo e não de atributos "adicionais" como a carga elétrica. O modo

de entender essas propriedades é assumir sua invariância de Lorentz, ou seja, parâ-

metros das transformações de Lorentz (transformações de coordenadas, velocidade e

rotações de ângulos) não serão mais constantes mas sim funções do espaço-tempo.

Esse "calibramento" da invariância de Lorentz tem consequência nas derivadas que

necessitarão serem substituídas por derivadas "covariantes", envolvendo um "poten-

cial de calibre". Essa derivada aplicada na equação de Dirac [22], uma equação

de onda portanto uma equação diferencial, permite uma descrição de, por exemplo,

elétrons em um espaço-tempo curvo.
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A equação de Dirac [23] é uma equação de primeira ordem

i~γµ∂µΨ = −mDcΨ, (4.66)

onde γµ são os coeficientes dos operadores derivadas de primeira ordem, mD é a

massa da partícula de Dirac. Aplicando o operador iγν∂ν de ambos os lados da

equação acima, nos dá a equação de segunda ordem

−
[(
γ0
)2 ∂2

∂t2
+
(
γ1
)2 ∂2

∂x2
+ ...

]
Ψ +

[(
γ0γ1 + γ1γ0

)
∂0∂1 + ...

]
Ψ = m2

DΨ,

que deve resultar na equação de Klein-Gordon, então

(
γ0
)2

= 1 ;
(
γ1
)2

=
(
γ2
)2

=
(
γ3
)2

= −1, (4.67){
γ0, γ1

}
=
{
γ0, γ2

}
= ... = 0, (4.68)

sendo {γµ, γν} = γµγν + γνγµ o anticomutador. A equação (4.68) indica que os

coeficientes γµ não podem ser números puros, mas sim matrizes. Essas matrizes são

γ0 =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


≡

1 0

0 −1

,

γ1 =



0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0


≡

 0 σ1

−σ1 0

,
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γ2 =



0 0 0 −i

0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0


≡

 0 σ2

−σ2 0

,

γ3 =



0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0


≡

 0 σ3

−σ3 0

,

e por essa definição, temos

{γµ, γν} = −2ηµν . (4.69)

Como essas são matrizes 4x4 a função de onda Ψ deve ter quatro componentes.

Assumindo que a equação de Dirac descreve partículas de spin 1
2
é de se esperar que

Ψ tenha duas componentes (spin up, spin down). As outras duas soluções descrevem

antipartículas, que são partículas de mesma massa e spin, mas de carga (ou número

leptônico) oposta.

Os geradores das transformações de Lorentz (Ji são os geradores das transfor-

mações de coordenadas e Ki os geradores de rotação nos eixos x, y, z)1 podem ser

agrupados em uma única equação Jµν tal que

Jlm = εlmnJn , J0l = Kl, (4.70)

cuja relação de comutação é

i[Jκλ, Jµν ] = −ηκµJλν + ηκνJλµ − ηλνJκµ + ηλµJκν . (4.71)
1Esses geradores podem ser vistos com mais detalhes em [11, pág. 24].
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Uma transformação de Lorentz infinitesimal em um campo escalar φ(x) é

φ′(x) =

(
1− i

2
ωµνJµν

)
φ(x), (4.72)

que com ~ = 1

Jµν = −i(xµ∂ν − xν∂µ), (4.73)

é o operador momento angular orbital relativístico. Para campos de Dirac no entanto,

com quatro componentes, há também uma contribuição matricial Σµν atuando em

Jµν , de modo que

Jµν = −i(xµ∂ν − xν∂µ) + Σµν , (4.74)

e esta matriz deve obedecer as relações de comutação (4.71) e

Σµν =
i

4
[γµ, γν ], (4.75)

representa o operador "spin intrínseco" do campo de Dirac.

Sabemos como construir derivadas covariantes para vetores, 1-formas e tensores

mistos de rank arbitrário. No entanto o grupo de transformações de coordenadas ge-

rais, a base da Relatividade Geral, possui representações vetoriais e tensoriais, mas

não espinoriais. Transformações de rotações são descritas pelo grupo SO(3) que tam-

bém não possui representação espinorial. Porém o grupo SU(2) possui representação

espinorial e é homomórfico ao SO(3).

Para tratar espinores na Relatividade Geral vamos considerar, em cada ponto do

espaço-tempo, um campo de tetrada2 h a
µ [24]. Esta é um conjunto de quatro vetores

ortonormais, o índice a indicando qual vetor. Esses vetores definem um sistema

de referências que, por conta do Princípio de Equivalência, pode ser tomado como

inercial em cada ponto. Um vetor na base coordenada pode ser escrito em termos
2Também chamado de "vierbein" do alemão "quatro pernas, quadrúpede".
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da tetrada como

eµ(x) = h a
µ (x) ea, (4.76)

onde ea é a base da tetrada. A inversa da tetrada é hµa e satisfaz as condições de

ortonormalidade

hµah
a
ν = δµν ; h a

µ h
µ
b = δab, (4.77)

Podemos também representar a base de tetrada na base coordenada como

ea = hµa(x)eµ, (4.78)

Em termos da métrica, temos as relações

gµν(x) = h a
µ (x)h b

ν (x)ηab = h a
µ (x)hνa(x), (4.79)

ηab = hµa(x)hνb(x)gµν(x) = hµa(x)hµb, (4.80)

sendo ηab e ηab os responsáveis por levantar e abaixar os índices a, b, .. e gµν e gµν por

levantar e abaixar os índices µ, ν, ... Os índices gregos são índices globais, como xµ é

uma coordenada no espaço-tempo curvo, e os índices latinos são os índices do espaço

tangente plano (Minkowski) com métrica ηab. Grandezas físicas tem propriedades de

transformação distintas no espaço global e no espaço tangente. A vierbein hµa é um

vetor contravariante no espaço global e um vetor covariante no espaço tangente.

Portanto a proposta é que o espinor de Dirac Ψ(x) se transforme como um escalar

com respeito à transformações globais

δΨ = −ξµ∂µΨ, (4.81)

sendo ξµ = ωµνx
ν , e como um espinor em relação às transformações de Lorentz no

espaço tangente

δΨ = − i
2
ωabΣabΨ, (4.82)

145 de 156



CAPÍTULO 4. EQUAÇÃO DE DIRAC COM UMA SOLUÇÃO DE SCHWARSZCHILD

e de modo geral

δΨ = −ξµ∂µΨ− i

2
ωabΣabΨ. (4.83)

Seguindo a lógica das teorias de calibre, devemos tomar os parâmetros de ξµ e

ωab como dependentes do espaço-tempo. Um espinor de Dirac se transforma como

(4.83) sob transformações de Lorentz, mas quando ωab = ωab(xµ) a derivada de Ψ se

transforma

δ(Ψ,µ) = − i
2

[
ωab,µ(x)ΣabΨ + ωab(x)ΣabΨ,µ

]
,

adquirindo um termo indesejado ωab,µ. Vamos trocar essa derivada por uma "deri-

vada covariante", e vamos identificar sua atuação no espinor como Ψ|µ, definida da

seguinte maneira

Dµ = ∂µ +
1

2
AabµΣab, (4.84)

que sob a transformação de Lorentz resulta em

δ(Ψ|µ) =
1

2
ωabΣab(Ψ|µ). (4.85)

O comutador dessa nova derivada covariante definida é

[Dµ,Dν ]Ψ =

[
∂µ +

1

2
AabµΣab, ∂ν +

1

2
AcdνΣcd

]
Ψ,

=
1

2

(
Aabµ,νΣab − Acdν,µΣcd

)
Ψ +

1

4
AabµA

cd
ν [Σab,Σcd]Ψ,

= −1

2

(
Aabν,µ − Aabµ,ν + AacµA

c
bν − AacνAcbµ

)
ΣabΨ,

onde identificamos o objeto como

Ra
bµν = Aabν,µ − Aabµ,ν + AacµA

c
bν − AacνAcbµ, (4.86)

precisamente da mesma forma que o tensor de curvatura. Este de fato é o tensor

de Riemann, uma vez que este objeto pode ser entendido como um tensor nas bases
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coordenadas e na base tangente. Trazendo completamente para a base coordenada

Rκ
λµν = h κ

a h
b
λR

a
bµν , (4.87)

conseguimos reproduzir a curvatura do espaço. Essa abordagem traz uma nova noção

que não há na Relatividade Geral: sendo os coeficientes de conexão não necessaria-

mente simétricos em seus índices inferiores temos um espaço-tempo com torção bem

como curvatura.

4.4 Equação de Dirac no espaço-tempo de Schwarzs-

child

Vamos agora ver com se comporta a representação de matéria fermiônica no

contexto da Relatividade Geral e para uma métrica específica, já que fizemos uma

apresentação da composição de campos Abelianos e Não-abelianos nas seções ante-

riores. Para isto, vamos novamente rever a equação de de Dirac no espaço-tempo de

Minkowski,

(i~γµ∂µ −mDc)Ψ = 0. (4.88)

onde mD é a massa do férmion representada. A ideia aqui é substituir a derivada

∂µΨ por uma espécie de derivada covariante. Começamos escrevendo-a em termos

do espinor 1-forma

dΨ = ∂µΨdxµ, (4.89)

e transformando na derivada covariante da seguinte forma

dΨ −→ DΨ = dΨ− i

2
ωκλΣκλΨ, (4.90)
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onde ωκλ é a conexão 1-forma (2.63), podendo também ser chamada de espinor de

conexão e Σκλ é dado por (4.75). Usando a relação ωκλ = gκρω
ρ
λ temos então

DΨ = ∂µΨdxµ − i

2
gκρΓ

ρ
λµ

(
i

4

[
γκ, γλ

])
dxµ,

=

{
∂µΨ +

1

8
Γκλµ

[
γκ, γλ

]
Ψ

}
dxµ,

e substituindo a derivada da equação de Dirac pela derivada covariante da equação

acima, obtemos

i~γµ
(
∂µ +

1

8
Γκλµ

[
γκ, γλ

])
Ψ = mDcΨ. (4.91)

Outra redefinição que precisa ser feita é trocar ∂µ da base holonômica para eµ da

base não-holonômica. Com isso a equação fica

i~γµ(eµ + Γµ)Ψ = mDcΨ, (4.92)

sendo

Γµ =
1

8
Γκλµ

[
γκ, γλ

]
, (4.93)

e, por estarmos na base coordenada, usaremos

Γκλµ = −1

2
(Cκλµ + Cλµκ − Cµκλ), (4.94)

para não confundir com as matrizes γµ da equação de Dirac.

O elemento de linha do espaço-tempo de Schwarzschild, como já visto no capítulo

anterior na equação (3.93), é

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
c2dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
,
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sendo m = MG
c2

. A base cotangente é

dx0 = c

(
1− 2m

r

) 1
2

dt ; dx1 =

(
1− 2m

r

)− 1
2

dr ; dx2 = rdθ ; dx3 = r sin θdφ,

e a base dual é facilmente encontrada

e0 =
1

c

(
1− 2m

r

)− 1
2 ∂

∂t
; e1 =

(
1− 2m

r

) 1
2 ∂

∂r
; e2 =

1

r

∂

∂θ
; e3 =

1

r sin θ

∂

∂φ
.

Os coeficientes C κ
µν podem ser encontradas a partir dos comutadores dos vetores

de base, usando a equação

[eµ, eν ] = C κ
µν eκ. (4.95)

Como estamos considerando o espaço-tempo de Minkowski gµν = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)

temos que Cµνκ = gκσC
σ

µν e os coeficientes não nulos são

C010 = −C100 = −m
r2

(
1− 2m

r

)− 1
2

,

C122 = −C212 = C133 = −C313 = −1

r

(
1− 2m

r

) 1
2

,

C233 = −C323 = −cot θ

r
.

Os coeficientes Γµνκ são encontrados usando a equação (4.94), e os termos não

nulos são

Γ001 = −Γ100 =
m

r

(
1− 2m

r

)− 1
2

,

Γ122 = −Γ221 = Γ133 = −Γ331 =
1

r

(
1− 2m

r

) 1
2

,

Γ233 = −Γ332 =
cot θ

r
.
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Por fim, os coeficientes Γµ são encontrados pela equação (4.93), e são

Γ0 =
m

4r2

(
1− 2m

r

)− 1
2

α1,

Γ1 = 0,

Γ2 =
i

4r

(
1− 2m

r

) 1
2

Σ3,

Γ3 =
i

4r

(
1− 2m

r

) 1
2

Σ2 − icot θ

4r
Σ1,

sendo α e Σ matrizes, tal que

α1 =

 0 σ1

σ1 0

 ; Σi =

σi 0

0 σi

,
e σi são as matrizes de Pauli.

Substituindo tudo na equação de Dirac (4.92) e usando as relações

γ0α1 = γ1 ; γ2Σ3 = iγ1 ; γ3Σ2 = −iγ1 ; γ3Σ1 = iγ2,

encontramos os termos

µ = 0 : i~γ0(e0 + Γ0)Ψ = mDcΨ,

i~γ0
1

c

(
1− 2m

r

)− 1
2 ∂Ψ

∂t
+ i~

m

4r2

(
1− 2m

r

)− 1
2

γ0α1 = mDcΨ,

i~
(

1− 2m

r

)− 1
2
{
γ0 1

c

∂Ψ

∂t
+

m

4r2
γ1Ψ

}
= mDcΨ, (4.96)

µ = 1 : i~γ1(e1 + Γ1)Ψ = mDcΨ,

i~
(

1− 2m

r

) 1
2

γ1∂Ψ

∂r
= mDcΨ, (4.97)
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µ = 2 : i~γ2(e2 + Γ2)Ψ = mDcΨ,

i~γ2 1

r

∂Ψ

∂θ
+ i~

i

4r

(
1− 2m

r

) 1
2

γ2Σ3Ψ = mDcΨ,

i~

{
γ2 1

r

∂Ψ

∂θ
− 1

4r

(
1− 2m

r

) 1
2

γ1Ψ

}
= mDcΨ, (4.98)

µ = 3 : i~γ3(e3 + Γ3)Ψ = mDcΨ,

i~γ3 1

r sin θ

∂Ψ

∂φ
+ i~

{
i

4r

(
1− 2m

r

) 1
2

γ3Σ2 + i
cot θ

4r
γ3Σ1

}
Ψ = mDcΨ,

i~

{
γ3 1

r sin θ

∂Ψ

∂φ
+

1

4r

(
1− 2m

r

) 1
2

γ1Ψ− cot θ

4r
γ2Ψ

}
= mDcΨ, (4.99)

Substituindo esses termos na equação (4.92), temos finalmente

i~

{(
1− 2m

r

)− 1
2

γ0 1

c

∂

∂t
+

(
1− 2m

r

) 1
2

γ1 ∂

∂r
+ γ2 1

r

∂

∂θ
+

+ γ3 1

r sin θ

∂

∂φ
+

m

4r2

(
1− 2m

r

)− 1
2

γ1 − cot θ

4r
γ2

}
Ψ = mDcΨ, (4.100)

a equação de movimento para uma partícula de Dirac no espaço-tempo de Schwarzs-

child, sendo uma equação diferencial parcial de primeira ordem a ser resolvida para

o espinor de Dirac Ψ.
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Conclusão

Uma teoria científica é um modelo matemático que descreve e codifica os fenô-

menos observáveis. Assim, uma boa teoria deverá descrever uma vasta série de fenô-

menos com base em alguns postulados relativamente simples, como também deverá

ser capaz de fazer previsões claras, as quais poderão ser testadas. [25]

A primeira dessas previsões foi uma solução aproximada da equação de campo de

Einstein, descoberta por ele mesmo que explicava a precessão do periélio de Mercúrio.

Este problema antigo foi tratado inicialmente pelo francês Urbain Le Verrier em

1860 [26] e é um dos casos no qual a teoria da Gravitação Universal de Newton

encontrava empecilhos para explicar.

No mesmo ano em que Einstein apresentou ao mundo sua teoria da Relatividade

Geral, Schwarzschild propôs uma solução para a equação de campo onde considerava

um corpo massívo estático, isto é, que não possui rotação, de simetria esférica, sendo

esta uma ótima descrição para o nosso Sistema Solar. Todavia nesta solução, para

um valor específico de, rS =
2MG

c2
, que ficara conhecido como raio de Schwarzschild,

a métrica apresentava uma singularidade, isto é, um ponto do espaço-tempo em que

a curvatura gerada pelo corpo massivo tende ao infinito. Apesar disto, este raio

para a massa do Sol é muito menor que o raio do mesmo, o que não caracteriza uma

incongruência na solução Schwarzschild visto que a métrica do espaço-tempo é válida
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somente no exterior do corpo que gera essa curvatura. Como o raio de Schwarzschild

depende exclusivamente da massa do corpo, o que aconteceria com o espaço-tempo

nas redondezas de um corpo pequeno de densidade extremamente alta? Foi esta

pergunta que motivou, nos anos seguintes, o estudo do colapso gravitacional e a

descoberta dos buracos negros.

No ano de 1928 Dirac apresentou sua equação de raiz quadrada da equação de

Klein-Gordon, e isso talvez tenha inspirado Einstein a continuar seus trabalhos de

unificação da Gravitação com a Mecânica Quântica da época [24]. Nesse mesmo ano,

Einstein em seus manuscritos introduzia o conceito de vierbein que representava uma

maneira simples de unir gravidade e eletromagnetismo, mas no entanto requeria o

conceito de paralelismo entre, o que mais tarde veio a ser conhecido pelos trabalhos

de Yang-Mills, as teorias de calibre e a Relatividade Geral. Talvez por conta da

situação teórica que ainda se encontrava a Teoria Quântica de Campos na época,

a abordagem que Einstein apresentou não obteve muito reconhecimento. Outras

teorias chamaram mais atenção, como por exemplo a de Kaluza-Klein que propunha

uma quinta dimensão compacta extra no espaço, e foi mais tarde generalizada para a

Teoria de Cordas. Como abordamos neste trabalho, é plausível juntar uma partícula

descrita pela equação quântica de Dirac com uma métrica de um espaço-tempo, nesse

caso o de Schwarzschild.

Com estes conhecimentos adquiridos, pretendemos como perspectivas de outros

trabalhos, resolver a equação de Dirac para o obter o espinor Ψ e os níveis de energia

em questão, em um determinado contexto astrofísico, com uma boa aproximação e

condições necessárias e, usaremos tais recursos para "preencher", em um tratamento

de dinâmica destas partículas, a equação dinâmica de Boltzmann [27] [28] [29]. As-

sim, conseguiríamos verificar diversas propriedades astrofísicas de objetos compactos,

como estrelas e outros, a partir deste tratamento probabilístico/estatístico de partí-

culas.
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