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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo dos motivos da necessidade da introdugao da gra-
vitacao, a Relatividade Geral, cujo fundamento baseia-se na Geometria Diferencial,
em conjunto com teorias que descrevem matéria. Vamos estabelecer os objetos dessa
geometria e construir a equagao de Einstein obtendo entao um resultado desta equa-
¢ao que é a métrica do espago-tempo de Schwarzschild. Com isso, vamos buscar
meios, por intermédio das teorias de calibre, para descrever o spin de particulas de

matéria no espaco curvo e com isso descrever uma particula de Dirac nessa métrica.

Palavras chave: Relatividade Geral, Schwarzschild, Dirac, Teoria de Calibre.



Abstract

This work presents the study of the reasons for the need for the introduction of
gravitation, General Relativity, whose foundation is based on Differential Geometry,
together with theories that describe matter. We are going to establish the objects
of this geometry and build the Einstein equation, then obtaining a result of this
equation, which is the Schwarzschild space-time metric. With that we will look for
ways through the gauge theories to describe the spin in the curved space and to

describe a Dirac particle in that metric.

Keywords: General Relativity, Schwarzschild, Dirac, Gauge Theory.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das teorias mais bem sucedidas na Fisica é, sem duvida, a Teoria Eletromag-
nética, que teve seu apice entre 1861 e 1862 quando foram publicadas as equacgoes
de Maxwell no artigo "On Physical Lines of Force" [1], por James Clerk Maxwell.
Neste artigo, Maxwell publicara sua descoberta sobre as ondas eletromagnéticas se
moverem a uma velocidade constante, velocidade esta que mais tarde se descobriu
ser a velocidade da luz. Todavia, essas equagoes nao mantinham sua invariancia, sua
linearidade quanto a transformacao de coordenadas entre sistemas de referéncia em
movimento relativo entre si. Estas transformacgoes conhecidas e utilizadas na época
eram as transformagoes de Galileu, baseadas no principio da relatividade galileanaﬂ
e que funcionavam perfeitamente na Mecénica.

Em 1892 e 1895, Hendrik Antoon Lorentz publicou, respectivamente, os artigos
"La théorie électromagnétique de Maxwell et son application aux corps mouvants" [3]
e "Versuch einer Theorie der electrischen und optischen Erscheinungen in bewegten
Korpern" [4] no qual mostrava seu trabalho na descrigdo de fendmenos eletromag-
néticos em sistemas de referéncia se movendo relativamente ao éter luminifero, que

fora postulado. Este éter seria o meio no qual a luz se propagava com velocidade

! Este principio afirma que nenhum experimento mecanico, realizado inteiramente em um sistema
inercial, pode dizer ao observador qual é o movimento daquele sistema em relagao a qualquer outro
sistema inercial [2], portanto ndo existe um referencial privilegiado em que isto acontega.
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constante ¢ & 2,98.108m s™! (naquela época nao se aceitava que uma onda pudesse
se propagar no vacuo). Em 1904, Lorentz publicou o artigo "Electromagnetic phe-
nomena in a system moving with any velocity smaller than that of light" [5] que
continha as chamadas transformagoes de Lorentz: transformagoes nas quais o eletro-
magnetismo se mantinha invariante. Destas, dois fendémenos surgiam, a contracgao
espacial e a dilatacao temporal, mas a nenhum havia sido dado interpretacao fisica
por parte de Lorentz.

A existéncia do éter indicaria a existéncia de um sistema de referéncias privi-
legiado, no qual as equagoes de Maxwell seriam invariantes as transformagoes de
Lorentz, mas nao seriam invariantes as equagoes da Mecéanica. Se este fosse o caso,
a isotropia do universo seria uma inverdadeﬂ Ambas as teorias, Eletromagnética e
Mecénica, eram muito bem embasadas e descreviam seus respectivos fendémenos com
precisao. No entanto, experimentos como o de Michelson-Morley [6] nunca foram
capazes de detectar o éter.

Foi em 1905 que Albert Einstein publicou sua teoria, atualmente conhecida como
teoria da Relatividade Especial (ou Relatividade Restrita), no artigo "On the elec-
trodynamics of moving bodies" [7] no qual usava conceitos, ferramentas mateméticas
e resultados ja discutidos por Lorentz, porém dava significado fisico aos fendémenos
de dilatacao temporal e de contragao espacial e a conceitos como o tempo proprio.
Esta era uma teoria mais geral para a Mecanica Classica, que viria a ser chamada
posteriormente de Mecéanica Relativisticaﬂ Em 1907 Hermann Minkowski, que havia
sido professor de Einstein, percebeu que essa teoria poderia ser melhor compreen-

dida em um espago quadridimensional no qual espago e tempo seriam nao mais duas

2A isotropia é uma propriedade de linearidade e homogeneidade. Ela garante que as leis da
Fisica sdo as mesmas em qualquer lugar do universo. Por exemplo, se uma barra rigida é medida
na Terra e tem 2m de comprimento, em qualquer outro lugar e sob as mesmas condicoes, ela deve
medir o mesmo comprimento. Se em outra galaxia esta mesma barra tivesse 4 m de comprimento,
isto significaria que o universo nao é isotropico e as leis da Fisica deveriam ser reformuladas nesta
localidade.

3Apesar de ainda ser util para descrever fendmenos que ocorrem a baixas velocidades em com-
paragao com a velocidade da luz, a Mecanica Classica esta incompleta e precisa ser reformulada em
termos da Mecanica Relativistica.

14 de|[156]
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entidades distintas mas sim uma s6: o espaco-tempo. Anos mais tarde, mais preci-
samente em 19157 Einstein publicaria sua nova teoria da Relatividade Geral, uma
teoria geométrica da gravitacao. Mas por que uma nova teoria da gravitagao era
necessaria?

A Lei da Gravitagao de Newton é uma teoria usada com sucesso para calcular o
movimento de planetas. Porém a mesma é incompativel com a Relatividade Especial,
pois nao leva em consideragao o tempo na interacao entre os corpos. A lei de Newton

P

(S

F(r) = —G—5 1t (1.1)

onde G é a constante gravitacional, M e m a massa de dois corpos distintos (nao
necessariamente massas pontuais) e r a distancia entre seus centros de massa. O

vetor ¥ aponta de M na direcao de m. Suponhamos entao que M dependa do tempo

F(r,t) = —G@fy (1.2)
a forca sentida por m em um dado tempo ¢t dependeria do valor da massa M no
mesmo instante t. E, independente da distancia, essa forca seria sentida por m
instantaneamente.

A teoria da Relatividade Restrita requer o uso de tempo retardado de modo se-
melhante aos potenciais retardados no Eletromagnetismo. Para satisfazer a equacao
acima em conformidade com a Relatividade Especial, M (t) teria que ser reescrita
como M(t —r/c). Assim a forga sentida pela massa m no tempo ¢ dependeria do
valor da massa M em um tempo anterior ¢t — r/c, assumindo que a informagao gra-
vitacional viaje a velocidade da luz c.

A equacao no entanto nao ¢ a lei de Newton para a gravitagao, pois esta

nao assume atraso de tempo e implica que a informacao que a massa M esta mu-

4Pode ser encontrada no livro "Naherungsweise Integration der Feldgleichungen der Gravita-
tion" [8].

15 de
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dando viaje com velocidade infinita, sendo sentido instantaneamente por m. Como

a Relatividade Especial postula que nada pode viajar com velocidade maior que c,

as equagoes (1.1)) e ((1.2) sao incompativeis.
Vamos levantar algumas consideracoes. Paralelamente a Eletrostatica em que o

campo elétrico é descrito como E=F /q, podemos definir para a gravitagdo o campo
(1.3)

gravitacional como
. F
g=—
m
sendo a massa m a "fonte" do campo gravitacional, analogamente a carga q ser a
fonte do campo elétrico. Assim a equacao (|1.1)) pode ser escrita como
4 GM _
g(r)=— o (1.4)

que é uma equagao com uma caracteristica interessante, pois o lado direito ¢ um

gradiente como podemos perceber a partir da identidade
iy r 1
—=—==—-V| - 1.5
r2 3 (r)’ (1.5)
e assim temos
g§=-Vo , o(r)= - (1.6)

onde ¢ é o potencial gravitacional, um campo escalar. Com isto, a teoria da gravi-
tacao de Newton pode ser enunciada simplesmente por uma funcao. A massa, ou
distribuicao de massa, da origem a um potencial gravitacional escalar, que determina

o campo gravitacional. Diz-se que o potencial ¢ satisfaz equagoes de campo. Uma

delas é a equagao de Laplace para o vacuo

Vie(r) =0,

16 de



CAPITULO 1. INTRODUCAO

e a outra, a equacao de Poisson para uma densidade de matéria p(r),

V2¢(r) = 47Gp(r). (1.8)

Percebe-se entao a necessidade de uma nova teoria da gravitagao, mas que de
alguma forma, em algum limite, contenha a lei de Newton da gravitacao, dado seu
sucesso e capacidade de descrigao de varios fendmenos mecanicos. O campo g de-
pende de r mas nao de £, de modo que tal campo é incompativel com a Relatividade
Especial. Um campo apropriado deve ser invariante de Lorentz (invariante as trans-
formagoes de Lorentz) e depender tanto do espago r quanto do tempo ¢, ou seja, ter
uma descricao quadridimensional. Como a teoria de Newton é inconsistente com a
Relatividade Restrita, ela deve ser abandonada.

Um resultado importante foi obtido por Galileu (1564-1642) através de seus ex-
perimentos com esferas rolando em rampas: todos os corpos , independentemente de
suas massas, atingem o chao ao mesmo tempo se soltas da mesma altura (e se despre-
zando a resisténcia do ar) em queda livre. Ele obteve este resultado fazendo com que
esferas rolassem em uma rampa com certa inclinagao e medindo o tempo que estas
demoravam a atingir o solo com um reloégio d’dgua. Extrapolando esta inclinacao até
o caso limite onde o angulo entre a rampa e o chao ficassem perpendiculares temos
a queda livre. Galileu observou varias esferas diferentes e concluiu que, em queda
livre, todos os corpos caem ao mesmo tempo em um campo gravitacional.

Para investigar melhor o fené6meno, vamos utilizar o experimento mental conhe-
cido como "caixa de Einstein" (figura [1.1). Considere uma caixa posicionada em um
campo gravitacional g homogéneo na superficie da Terra. Sejam dois corpos de teste
de mesma propor¢ao mas de materiais distintos, portanto de densidades distintas, e
massas diferentes. Soltando-os no interior da caixa da mesma altura, observamos que
ambos atingem o chao ao mesmo tempo, como Galileu ja havia observado. Agora se

considerarmos esta caixa em um espago livre da acao de qualquer campo gravitaci-

17 de
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onal , ao soltarmos os corpos ambos permanecerao no mesmo lugar, de acordo com
a Lei da Inércia. Se a caixa for sujeita a uma aceleragao a na diregao dos corpos de
teste, é de se esperar que ambos atinjam o chao da caixa ao mesmo tempo, pois estao
em repouso e ¢é a caixa que se move em sua dire¢ao. Portanto um observador dentro
da caixa sempre obtera o mesmo resultado, quer a caixa esteja imersa em um campo
gravitacional ou sendo acelerada. Isto é, o observador nao consequird distinguir se

estd em um campo gravitacional ou em um referencial acelerado.

Q)

(1)

Figura 1.1 — Caixa de Einstein. Comparagao entre um campo gravitacional homogéneo e
um referencial acelerado.

Por conta desse resultado, podemos concluir que um campo gravitacional é de
alguma forma equivalente a um referencial acelerado e qualquer experimento em
Mecénica seréd incapaz de determinar entre um e outro. Este fato é conhecido como
o Principio de Equivaléncia. Colocando de forma mais geral:

"Nenhum experimento feito em Mecdnica pode distinguir entre um
campo gravitacional e um referencial acelerado.”

Vamos analisar as consequéncias desse resultado. De acordo com a segunda Lei

de Newton, para uma particula ser acelerada uma forga

F = m;a, (1.9)

deve ser aplicada, onde m; é a massa inercial da particula e, de acordo com a primeira
Lei, a necessidade de aplicacao de uma forca para acelerar a particula se deve a sua

inércia. Agora vamos considerar uma particula caindo em um campo gravitacional,

18 de
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conforme as equacgoes (1.1]) e ([1.4) esta sentird uma forga
F = m,g, (1.10)

onde m, ¢ a massa gravitacional da particula que mede a resposta desta em um
campo gravitacional. E importante constatar que conceitualmente a massa inercial
e a massa gravitacional s@o completamente distintas. Considerando novamente o
experimento da caixa de Einstein, para uma particula caindo em queda livre em um
campo gravitacional ambas as equacoes acima sao aplicadas; a particula no campo
gravitacional vai experimentar uma for¢a como na equacao e portanto sera

acelerada de acordo com a equacao ((1.9). Assim temos que
i=-2g (1.11)

isto é, a aceleragao da particula em um campo gravitacional depende da razao entre as
massas gravitacional e inercial. Os experimentos de Galileu implicam que esta razao
é a mesma para todo e qualquer material. Sem perda de generalidade podemos
colocar m, = my; isto pode ser feito pois na equagdo (1.4)) incluimos a constante
gravitacional G de modo que m,/m; pode ser definido como unitario. Concluimos

que o Principio de Equivaléncia nos permite assumir que
mg = My, (1.12)

ambas as massas sao equivalentes para todos os materiais.

Podemos testar a constancia de Z—f usando a atracao gravitacional do Sol, cuja
posicao relativa a Terra varia num periodo de 24h. Vamos considerar duas esferas,
uma de ouro (Au) e outra de aluminio (Al), pendendo em extremidades opostas
de uma barra de comprimento 2/ suspensa por um fio em sua metade no campo

gravitacional terrestre, e esta balanca é colocada no Pélo Norte da Terra conforme a

19 de
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figura (1.2)).

wp > w

e §Al

éé'Au

w

>
/f&ra\

Wy < W

—= Ay
éﬁAu

w

>

Figura 1.2 — Duas esferas de materiais diferentes pendendo em uma balanca. As
aceleragoes a4, € ay; sao das esferas em dire¢ao ao Sol. w é a velocidade de rotacao da
Terra e w1 e we as velocidades angulares da balanca em diferentes horarios.

A forga exercida pelo Sol, de massa M e uma distancia r, nas esfera de ouro é

FAu = G (T/r;lg)A )

de modo que a aceleragao da esfera na direcao do Sol é

. GM (m,
aA’lL = 2 — 9
r my; Auw

(1.13)

(1.14)

e o mesmo acontece com a esfera de aluminio, resultando em equagoes semelhantes

20 de
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as anteriores. Se considerarmos

Mo —145, (1.15)

m;

e que 04, # 047, um torque resultante sera exercido na balanca, de magnitude

GMI

T'=—5-[mg)au = (mg) ], (1.16)

que resulta em uma aceleracao angular dada por 7' = I« sendo I o momento de

inércia da barra I = m;[2. Assim, em certo horéario no periodo da manha, temos:

GM

Irz =7’

(1.17)

(Oé) manha —

onde A = d4, —04;. Considerando A < 0, isto é, a aceleracao da esfera de ouro maior
que a da esfera de aluminio, faré a balancga girar com velocidade w; > w. No periodo
da tarde, 12h apo6s o considerado na parte da manha, temos a situacao reversa e a

balanca gira na dire¢ao oposta com

GM
A
Irz2 =7’

(@)tarde = — (1.18)

e com velocidade angular wy < w. Assim teria de haver uma variagdo no torque em
um periodo de 24h, no entanto efeito parecido nunca foi observado nos levando a
conclusao que

§ <107, (1.19)

A massa inercial de um corpo massivo tem contribuicao de duas fontes: a massa
de seus constituintes e da energia de ligacao, expressa pela famosa equacao E = mc?.
Por exemplo, a massa de um atomo é a a soma da massa de seus protons e néutrons

menos a energia nuclear de ligacao dividida por ¢2. Atomos sdo ligados por forcas

eletromagnéticas e estrelas por forcas gravitacionais. Em todos os casos, a energia de

21 de
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ligacao e a massa inercial dos constituintes contribuem para a massa inercial total do
corpo. E de acordo com a equagao ([1.12) a energia de ligagdo também contribui com
a massa gravitacional, de modo que a energia de ligacao tem efeito gravitacional.
A propria forga gravitacional, por conta da ligacao que causa, acaba gerando mais
efeitos gravitacionais. Nesse sentido um fator importante a se considerar é que a
gravidade é nao linear.

Outro ponto importante de se abordar é que o Principio de Equivaléncia é um
principio local. Consideremos novamente o caso dos dois corpos de teste caindo em
queda livre como na caixa de Einstein, mas agora livres pra percorrer uma distancia
maior e em dire¢ao ao centro da Terra. Como a gravidade é uma forga central e atua
radialmente é possivel perceber pela figura que a medida em que os corpos forem
caindo em diregao ao centro da Terra eles se aproximarao um do outro. Este efeito é
conhecido como efeito de maré. Nesse caso, um observador conseguira distinguir que
estd em um campo gravitacional e o Principio de Equivaléncia nao é mais valido. Por
isto, o Principio de Equivaléncia s6 é véalido localmente, isto é, somente em pequenas

distancias um campo gravitacional é equivalente a um referencial acelerado.

corpos de teste

v/

centro da Terra
Figura 1.3 — Dois corpos de teste caindo livremente em dire¢cao ao centro da Terra.

O Principio de Equivaléncia também é um principio de indistinguibilidade; é

impossivel, usando qualquer experimento em Mecanica, distinguir entre um campo
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gravitacional e um referencial acelerado. Mas e quanto a outras areas da Fisica?
Vamos generalizar o Principio de Equivaléncia para a Otica usando o seguinte ex-
perimento mental: um feixe de luz viajando de uma lado & outro duma caixa, num
referencial inercial (livre de campos gravitacionais e sem ser acelerado). A luz sai do

lado esquerdo e é detectada, depois de viajar em linha reta, no lado direito da caixa

de acordo com a figura (1.4)).

A4

Q)

Figura 1.4 — Movimento da luz de um lado a outro em uma caixa no espaco livre, e em
uma caixa acelerada.

Se agora ao mesmo tempo que a luz sai do lado esquerdo a caixa é acelerada,
depois de um instante At a luz chegara do outro lado, viajando uma distancia Ax =

. o 2
cAt. A caixa acelerada se move uma distancia Ay = %a(%) , de modo que

a

A
y 2c2

(Az)?, (1.20)

que é a equacao de uma parabola. Portanto a luz percorre um caminho parabdlico
e serd detectada mais perto do chao da caixa do que de onde saiu. O Principio de
Equivaléncia implica no fato de que a luz percorre um caminho curvo em um campo
gravitacional. Fermat postulou que a luz leva o menor tempo para viajar de um
ponto a outro no espago. A curvatura da luz em um campo gravitacional entao nos
sugere que o menor caminho entre dois pontos em um campo gravitacional nao é
necessariamente uma linha reta, tendo em vista que em qualquer espago Fuclidiano

plano para a luz uma reta é o menor caminho. Chegamos na conclusao de que o efeito
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de um campo gravitacional é fazer o espaco curvar e uma nova teoria da gravitacao
requer o estudo de espagos curvos.

Juntando nossas tltimas constatagoes podemos generalizar o Principio de Equi-
valéncia:

"Qualquer experimento fisico local nao envolvendo gravidade terd o
mesmo resultado quer seja feito em um referencial inercial em queda livre
ou em um espacgo-tempo plano da Relatividade Especial.”
que também é conhecido como o Principio de Equivaléncia Forte, ou Principio de
Equivaléncia de Einstein.

Com isso, Einstein percebeu que o espago-tempo deveria ser descrito como um
espago curvo, sendo esta curvatura gerada por um corpo massivo (anélogo a equagao
de Poisson), que localmente apresentasse as caracteristicas de um espago plano, mais
especificamente um espaco plano de Minkowski. Foi Marcel Grossman, matematico
e amigo de Einstein, quem enfatizou a importancia da Geometria Diferencial para
o desenvolvimento da teoria da Relatividade Geral. Esta geometria é definida em
espacos topologicos chamados de variedades diferenciaveis. Portanto, o espago-tempo
tem a estrutura de uma variedade diferenciavel quadridimensional na qual pode ser
definido uma geometria, a geometria Riemannianaﬂ, e com esta é possivel descrever
comprimentos, curvaturas e coordenadas geodésicas.

Este trabalho apresenta as ferramentas matemaéticas, na forma da Geometria Di-
ferencial, para se compreender a linguagem da Relatividade Geral e suas aplicagoes.
Sao descritas também a equacao de campo de Einstein e o espago-tempo de Schwarzs-
child derivado dela. E através da teoria de calibre podemos descrever uma particula
de Dirac nesse espago-tempo. Dispomos os capitulos como segue:

O Capitulo 2 contém uma descri¢ao sobre os objetos geométricos definidos vari-

edade diferenciavel (vetores, 1-formas e tensores), como se desenvolve sua algebra e

5A geometria utilizada na descricdo do espaco-tempo da Relatividade Geral é na verdade uma
geometria pseudo-Riemanniana, por causa da assinatura do tensor métrico utilizado.
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as leis de transformacao de coordenadas dos mesmos, onde se percebera que estes
objetos sao invariantes a estas transformacoes. Serd descrito também um objeto, o
tensor métrico, que define distancias na variedade, uma nova derivada na variedade,
a derivada absoluta, e alguns resultados obtidos por meio destes serao utilizados ao
longo de todo o trabalho. Além disso, comentaremos sobre as bases holondémicas e
nao-holonémicas obtendo uma férmula geral para os coeficientes de conexao.

O Capitulo 3 contém a definicao de geodésicas, que sao o menor caminho que
uma particula percorre entre dois pontos num espago curvo, e coordenadas geodési-
cas. Discutiremos também como se d& o transporte paralelo de um vetor em uma
variedade e com isso serd possivel definir a curvatura, descrita pelo tensor de Rie-
mann, pelo tensor de Ricci e pelo escalar de curvatura. Destes objetos é definido um
novo tensor que apresenta uma conservacao de curvatura, o tensor de Einstein, que
juntamente com o tensor momento-energia que descreve a matéria e seu fluxo, resulta
na famosa equacao de campo de Einstein. Esta equacao também pode ser obtida
através de um principio de minima acao, sendo esta a acao de Einstein-Hilbert. Dis-
correremos sobre um resultado importante obtido da teoria da Relatividade Geral, a
solucao de Schwarzschild para a equacao de campo que descreve uma fonte massiva
estatica e de simetria esférica, semelhante & do nosso Sistema Solar.

O Capitulo 4 trata sobre a Eletrodindmica como uma teoria de calibre abeliana
e como generalizando seus grupos de simetrias para grupos nao-abelianos podemos
observar suas similaridades com a Relatividade Geral. Portanto se entendermos a
Relatividade Geral como uma teoria de calibre com simetria de Lorentz, inserindo a
nocao de torcao no espaco-tempo curvo através das "vierbeins", podemos descrever
uma particula regida pela equagao de Dirac em um espago-tempo curvo. Neste

trabalho optamos por descrevé-la em um espago-tempo de Schwarzschild.
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Capitulo 2

Uma Revisao de Geometria

Diferencial

A literatura moderna chama de Geometria Diferencial a generalizacao da ge-
ometria na sua forma mais conhecida; mais precisamente ela trata de elementos
fundamentais do que conhecemos como os espacos propriamente ditos. Parte-se de
um suposto de que ha um lugar chamado Variedade em que se identifica todos os
outros espacos, que chamamos de Abertos. Logo esta tal de Variedade é formada
por todos os seus Abertos. A generalizacao destes Abertos, ou espagos, sao tratados
como superficies arbitrariamente curvas. Estas superficies curvas, onde a Geome-
tria Diferencial é estudada, sao as Variedades Diferencidvets. Uma Variedade
Diferenciavel é um espago topolégico, portanto possui propriedades topolégicasE].

A ideia de Variedade Diferenciavel teve sua génese no século XIX com os traba-
lhos de Carl Friedrich Gauss e de Georg Friedrich Bernhard Riemann. Gauss era
interessado em cartografia, o que o levou a desenvolver as ferramentas de calculo em
superficies curvas. Seu famoso teorema egregium [10, pag. 54|, revelou que se poderia

considerar as propriedades intrinsecas de uma superficie independentemente de sua

!Neste trabalho nio iremos nos preocupar com as topologias que sao definidas nas variedades,
pois iremos trabalhar os objetos matematicos de forma mais pratica. Caso o leitor esteja interessado
em mais detalhes sobre Topologia e suas defini¢oes, pode consultar a referéncia [9].
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imersao em um espaco tridimensional, e isto levou Riemann e outros a abstrair estes
conceitos ainda mais [9].

Para nos apropriarmos dos elementos da chamada Geometria Diferencial, pre-
cisamos conhecer de que é "composta" a Variedade, os nomes e nomenclaturas dos
elementos e os mapeamentos que nos leva a geometria como conhecemos na sua forma
mais "popular".

Seja uma Variedade Topologica e Diferenciavel M, m-dimensional, que possui
entidades chamadas Cartas (U;, ¢;), que cobrem toda a Variedade onde U; é um
Aberto, ou seja, U;U; = M e ¢; ¢ o homeomorfismo que mapeia U; em um subcon-
junto aberto U] dentro de R™, de modo que U; N U; # &, com i # j. Pode-se fazer
mapeamentos de abertos dentro de uma propria variedade, de acordo com a figura
&1).

Seja agora uma outra Variedade Topologica e Diferencidvel N, n-dimensional com

Cartas (V;, ¢;). Vamos considerar portanto o mapeamento

f:M+— N, (2.1)

. P f(P). (2.2)

De acordo com a figura (2.2) temos os homeomorfismos

0:Ur—U', ou @(P)={z"}, ou xz=¢(P), (2.3)

¢:Vi—= V', ou o(f(e(P))) ={y*}, ou y=o(f((P)), (2.4)

e temos o mapeamento entre os Abertos, chamado de difeomorfismo

pofoyw:R"™+— R", (2.5)

DX . (2.6)
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Figura 2.1 — Homeomorfismo de um ponto P de uma variedade M para um espago em
R™,

Com estas defini¢oes, podemos trabalhar em R"™ por exemplo, onde a algebra é
conhecida (soma, subtragao, multiplicacao, etc.) e fazer transformagoes entre co-
ordenadas ou espacos, por exemplo entre sistema de coordenadas tipo cartesiano,
cilindrico, esférico e outros. Desta forma podemos definir também objetos geométri-
cos invariantes a transformacao de coordenadas. Neste capitulo iremos definir estes
objetos (vetores, tensores, 1-formas) e o conceito de distancia em superficies cur-
vas. Definiremos também um novo tipo de derivada na Variedade Diferenciavel e

obteremos alguns resultados importantes para os proximos capitulos.

2.1 Vetores e Campos Vetoriais

No espaco Euclidiano em trés dimensoes E3, conhecemos um vetor, a partir das

disciplinas como Geometria Analitica, Algebra Linear, Célculo Vetorial descrito, por
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Figura 2.2 — Difeomorfismo ¢ o f o ¢ de um ponto P na variedade M a um ponto na
variedade N.

exemplo, das seguintes maneiras

—

V = V,i+V,j+ V.k,
V =V,

+ V30 + Vo,

ondeije k sdo versores na direcao de x, y e z respectivamente e T, e QZ) Versores nas
diregoes de r, 0 e ¢ respectivamente. O primeiro vetor esta escrito em coordenadas
retangulares (cartesianas) e o segundo em coordenadas esféricas, cada um com suas
respectivas componentes (V,, V;, ...) e diferenciados vetores de base (3, T, ...).Podemos

escrever um vetor genérico comd?

V = Vg,

2Usando a notacdo de Einstein, na qual é omitido o simbolo de somatéria e indices iguais
implicam em soma.
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onde V* sdo suas componentes e &; seus vetores da base. De maneira analoga, um

vetor em um espago de quatro dimensoes é escritorﬂ

V =Vte,. (2.7)

Vamos agora definir vetores em uma variedade diferenciavel, que pode ser curva
em sua totalidade mas localmente, isto ¢, em um determinado ponto, se assemelha a
um espaco plano. Para ser diferenciavel, a variedade tem que ter derivadas em todos
os seus pontos, de modo que podemos usar propriedades de Calculo para defini-la.

Seja uma curva parametrizada c(\) e situada em uma variedade diferenciavel M, de

acordo com a figura (2.3]).

Figura 2.3 — Homeomorfismo de uma curva c¢()\), dentro de um aberto U em M, para
R™, gerando um vetor tangente a esta curva no ponto A = 0.

Um ponto P na curva ¢(A) em M pode ser mapeado até o aberto por uma fungao
f M — R, de modo que a inclinagao tangente a esta curva ¢ um operador

diferenciavel que pode ser aplicada a esta fungao

V(f] = w N (2.8)

3Sera usado neste trabalho a seguinte notagao: indices latinos (7, j, k, ...) para indicar uma soma
indo de 1 a 3 e indices gregos (u, v, A, ...) para indicar uma soma indo de 0 a 3.
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sendo ¢(\) : (a,b) — M. Do mapa ¢, escrevemos as coordenadas do aberto em R,

onde z = p o ¢()\), que usando a regra da cadeia nos da

vin - e
df (e~ opoc(N)

A
df(p " ox(N)

A
dzt(c(N)) OF
dx  dxn
LOF
Jre
= vt

OxH

)
A=0

)
A=0

)
A=0

Y

A=0

onde identificamos a componente do vetor como

da*
VHE = 2.9
d\’ (2.9)

e o operador diferencial

d dxz* 0

. w
Resumindo, vemos que ddi/\ pode ser usado para descrever as componentes de um

4

vetor e =2 para descrever os vetores da base. O operador
Oxh dX

é entao o vetor tangente
a curva no ponto P e como este ponto pode ser qualquer um pertencente a variedade,
um vetor escrito em termo destes operadores é na verdade um campo vetorial que

descreve planos tangentes ao longo da curva. O plano tangente & M no ponto P sera

chamado de T),M. Assim, identificamos as componentes e a base como

dz*
V= %, (2.11)
0
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Com essa nova definicao de geometria podemos notar algumas caracteristicas:
e vetores de base estao contidos no plano tangente a variedade M no ponto P;

e o espaco tangente 1),/ ¢ obtido tomando todas as curvas possiveis através de

__da¥* 0 .

. d d
P e avaliando |, sendo 57 = {5205

P
e vetores definidos em dois pontos diferentes nao tem relagao entre si. So6 faz

sentido subtrair ou somar vetores no mesmo ponto P.

T,M

Figura 2.4 — Vetores da base tangente contidos num plano tangente TpM a superficie da
esfera.

Como exemplo, vamos tomar no espaco Euclidiano E? em coordenadas esféricas

um vetor posi¢ao que mapeia uma curva, a esfera neste caso, e é escrito como

F=rsinfcosdl+rsinfsingj+rcosdk,

para descrever os vetores da base tangente a curva no ponto P através das derivadas
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aplicadas neste vetor, basta olharmos a equagao (|2.12)):

or «
e = 8_r =sinfcos i+ sinfsin¢pj+ cosf k,
r
or .
ey = 8_2 =rcosfcospi+rcosfsingj—rsinfk,
oF
e, = % = —rsinfsin i+ rsinfdcos@j.

Podemos perceber que todos estes vetores sao tangentes as suas respectivas coorde-

nadas e formam uma base

e-e =1 : e -e=1r>: e¢~e¢:r28in29,

€ € =€ e =¢e, e =0.

Podemos também identificar os versores das coordenadas cartesianas e reescrevé-los

Ccomo

=
I
|

90
oxr ' ‘]_8y ’ 0z’

de modo que a definicao dos versores da base tangente em coordenadas esféricas

e = 0 = siné’cos.¢2 + sin@sinqzﬁg + (30592
ox Oy

or 0z’
9
0

0

ey = —rcos@cos¢%+rcos€sin¢§y—rsin@—,

0z

0 0 0
= — = —rsinfsinp— in 6 —.
e, 90 r sin 6 sin ¢8x + rsin # cos gzﬁay

Estes vetores da base tangente nao sao ortonormais, isto é, formam angulos retos
uns com os outros porém nao sao unitarios. A base ortonormal pode ser facilmente

definida como

e =€, €y = ;e9 ;€ = €y,

rsinf
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com condigoes de ortogonalidade do tipo

er~e,«:é9-é9:é¢-é¢:1,

er'e9:é9~é¢:é¢~é7n:0.

Para que estes vetores possam ser descritos em qualquer parte da variedade M e
nao somente em um ponto P tnico e especifico, precisamos da nocao de campos ve-
toriais. Conseguimos descrever planos tangentes a uma curva em M, pois ela possui
tangentes em cada ponto, logo existem vetores tangentes que podem ser descritos em

cada ponto dessa curva. O campo vetorial

dz#

o v (x"), (2.13)

é uma equacao diferencial de primeira ordem que em geral tem solugao local. Dado
v* podemos encontrar z*(\) que é chamado de curva integral do campo vetorial e
isto é valido em qualquer ponto P, em qualquer x*, portanto em cada ponto de M
podemos tracar a curva integral do campo vetorial através deste ponto e essas curvas

preenchem M.

2.2 1-Formas

Além dos vetores que formam a base tangente, onde podemos descrever um vetor
na variedade diferenciavel, existe outro tipo de "vetor", analogo ao gradiente por

exemplo de uma funcao escalar do Célculo Vetorial, que é descrito como

_of . Of.  Of &
Vi= 8:EI+ 8y‘l+ sz’
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onde f é uma fungao f(x,y, z), que se define a partir de um vetor direcional,

fd+fd+f

Af =Vj-dr=g dvtg vt 3]

Se considerarmos as curvas de nivel, que sao superficies onde uma das coordenadas
¢é constante, o vetor gradiente seria um vetor saindo da superficie menor até outra
superficie maior [I1], [I2]. Vemos ent@o que vetores gradientes sao paralelos aos eixos
coordenados.

Vamos usar como exemplo de um mapeamento de um sistema de coordenadas

nao ortogonal para as coordenadas Cartesianas,

1
r=u+w, uzﬁ(:z;ij),
1
y=u—v, U:—(Zl?—y),
2
z = 2uv + w, wzz—§($2—y2)a

um vetor descrito nesse sistema é
L1 .1 R -
r= §(u +v)1+ §(u —0)j + (2uv + w)k,

Se tomarmos a base tangente desse sistema, temos

or o
0w = X — 34§+ 20k,
ou
OF 3
= o —i—j+2uk,
e =gy AT
oF .
w:—:k
© ow

e percebemos claramente que se trata de um sistema nao ortonormal, pois

e, e, =4uv ; e, e,=2u ; e, -e,=2v.
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No entanto se definirmos os vetores gradientes (que escreveremos com indice superior)

desse sistema que formam uma outra base de vetores

1 1
Y =Vu= -1+ -j,
e U 21%—2_]

1 1
v:v :—A——A
e v 21 59
e’ =Vw =Kk,

essa nova base é chamada de base cotangente e é Dual a base tangente, isto é, obedece

a relagao abaixo

Formalmente, para cada espago vetorial T, M, existe um espago dual a este, cha-
mado de espago cotangente T7 M, cujos elementos sao vetores duais ou vetores co-
tangentes, chamados de 1-formas. O exemplo mais simples de uma 1-forma é uma
diferencial df = é‘%dx“ de uma funcao f, definida dentro de uma espaco de fungoes

na variedade M, e a agao de formas acontecem sobre os vetores do tipo V|[f] = Ve oL

Oxh?
nos dando um nimero real,
of
df,V) =V|f| =VI—, 2.14
(A5, V) = Vi = Vet (2.14)
que é uma espécie de produto interno. Do ponto de vista de espago, temos
oM x T,M — R. (2.15)

Generalizando essa noc¢ao de gradiente para uma variedade diferenciavel, temos
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a definicao da 1-forma, dual & base tangente, escrita como

w = w,da’, (2.16)

onde w, sao as componentes da 1-forma e dz* sao os elementos da chamada base
cotangente. Assim, dizemos que a operacao entre as bases tangente e cotangente é

dada por

(dz*,e,) = (dz*,0,) = 82” (xH) =o*,, (2.17)

ou ainda que, entre um vetor genérico e uma 1-forma genérica, resulta em um escalar

(w, V) = (w,dat, V"e,),
=w,V"(dz", e,),

=w,V*, (2.18)

semelhante ao produto interno entre dois vetores.

Assim como os vetores da base tangente pertencem a um plano tangente 7,M,
as 1-formas pertencem ao plano cotangente 7y M, ortogonal a T,M. A base de uma
1-forma dz* é dual & base dos vetores e,. A nogao de espago dual apesar de parecer

abstrata em um primeiro momento, é semelhante a alguns casos ja conhecidos:

a) Em um espago complexo de duas dimensoes C?, correspondendo ao vetor z =
x + iy ha o complexo conjugado 2* = x — iy, de modo que z*z = 22 + y? é um

namero real [13].

b) Na Mecanica Quéantica um vetor no espago de Hilbert é descrito pelo vetor ket

|W) e seu dual é o vetor bra (V| de modo que (V|¥) é um nimero real [14].

Como ambos tipos de bases podem ser definidos em qualquer ponto P da vari-
edade, tanto e, quanto dz* pertencem aos feixes de planos tangente e cotangentes,

respectivamente. Do mesmo modo que um vetor da base tangente pode ser escrito
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9

5.n @ 1-forma pode ser descrita como 6" = dz#. No

como uma derivada parcial e, =
entanto, dx* pode ser interpretada como algo mais geral que apenas um elemento

infinitesimal, como j& dissemos, este € uma componente da base cotangente.

2.3 Regras de Transformacao

Definidos os elementos geométricos, e a partir das transformacoes entre varieda-
des que mostramos anteriormente, podemos escrever transformagcoes entre sistemas
de coordenadas, dentro de um mesmo espago (aberto), de forma que algumas en-
tidades matemaéticas se comportam como invariantes. As expressoes escritas em
termos dos vetores e 1-formas na variedade diferenciavel sao independentes do sis-
tema de coordenadas, ou seja, uma transformacao de coordenadas destes objetos é
uma transformacao homogénea e linear. Ao se fazer uma mudanga de coordenadas
do tipo z* — z'*, as componentes dos vetores e das 1-formas se transformam de

maneiras diferentes. A componente de um vetor se transforma como

ox'*

Vi Vit = —V? 2.19
ax)\ ) ( )
e a base tangente como
/
e, — e“ = Mey, (220)
Assim a transformagao nas componentes de um vetor V é dada por
ox'* ox¥
.y Mg! — A
V =Vle, — Ve, = (aﬁv )(3x’“ey)’
O™ Oz N
ooz Qi T
=V, =V, (2.21)

onde podemos identificar uma regra da cadeia pois 2’* = 2’#(2*) e a derivada resulta

s

em um delta de Kronecker giu

= 0", pois derivadas em relagao a diferentes compo-
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nentes sao nulas e & componentes iguais sao unitarias. Portanto, um vetor em uma
variedade diferenciavel ¢ de fato invariante diante transformacoes de coordenadas [1
A transformagao de uma 1-forma acontece de maneira similar. A componente da

1-forma se transforma como

Wy W, = %wy, (2.22)
e a base cotangente se transforma como
da" — da™ = gi;dx”, (2.23)
e a transformacao de uma 1-forma
w = wydat — w, dr" = gz,: aazlfwl,dx)‘,
= wyda? = w,

e observamos que a 1-forma também ¢é invariante frente a transformagoes de coorde-
nadas.

Um objeto que se transforma como e ¢ dito ser contravariante e
um objeto que se transforma como e é dito ser covariante. Aqui, dado
os modos distintos de transformacao, percebemos porque ora usamos indices sobres-
critos e ora indices subescritos; objetos contravariantes serao escritos, por defini¢ao,

com indice em cima e objetos covariantes com indice em baixo.

4Estas transformacoes sdo gerais, chamadas de Transformacoes Gerais de Coordenadas (TGC),
que é representada em algumas teorias, principalmente as teorias topologicas, como grupo de Di-
feomorfismo. Nao iremos entrar em detalhes sobre a teoria de grupos e suas transformacoes neste
trabalho no entanto.
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2.4 Tensores

Com as defini¢oes de vetores e 1-formas numa variedade diferenciavel, podemos

”
agora definir um tensor, ou melhor, um tensor do tipo °L que ¢ um objeto

S

geométrico com componentes que sao produto cartesiano de r vetores com s 1-formas,

ou seja, da base tangente com a base cotangente

T=T" e.®e®.dr*@d®.., (2.24)
. . 1
assim, um vetor pode ser considerado um tensor e uma l-forma um tensor
0
O ~ . . . .
. Por questoes de simplicidade, um tensor pode ser escrito somente em termos
1

de suas componentes, com os produtos cartesianos (produtos tensoriais) ® omitidos.
O rank de um tensor é definido pela soma r + s. Dai podemos notar que uma gran-
deza escalar pode ser considerada como um tensor de rank 0, vetores e 1-formas como
tensores de rank 1 e matrizes como tensores de rank 2. Com esta percepgao, enten-
demos como tensores sao objetos mais gerais que abrangem maior informacao em
sua defini¢ao, e por isso sua importancia na descri¢ao tanto na Relatividade Restrita
quanto, principalmente, na Relatividade Geral. Outra caracteristica dos tensores,
por serem compostos por vetores e 1-formas, é que suas transformagoes de coordena-
das sao homogéneas, ou seja, um tensor apresenta invariancia sobre transformacao
de coordenadas. Por causa disso, se um tensor é nulo em um sistema de coordenadas,
ele necessariamente sera nulo em qualquer outro sistema. Além disso tensores serao
importantes para a caracterizagao de curvatura, propriedade essencial para descricao

de espacos curvos.

®Notacdo usada para expressarmos o rank de um tensor, mais especificamente quantas bases,
tangentes ou cotangentes, este objeto comporta.
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2.5 Algebra Tensorial

Agora que definimos os tensores, veremos como funciona a algebra aplicada a

esses objetos geométricos.

2.5.1 Transformacgoes de Coordenadas

r
Um tensor do tipo é dito ser contravariante (pois suas componentes sao

0

contravariantes) e obedece as regras de transformagao do tipo

ox'™ 0zf oz

T'eA = e K 2.25
ozt Qzv Oz~ ( )

Um tensor do tipo é dito ser covariante (por ter componentes que sdo covari-

S
antes) e obedece a
ozt oxz¥  Oz"
T’ = : (2.26)
af...A o' §r'B " O By A
. /,n . . . . ~
Ja um tensor do tipo é dito ser misto e obedece aos dois tipos de transformacoes
S
ox'™  0x2'% Oz Ox”
T8, , = e o (2.27)

Oxt " Oxv Oz Oxlo

2.5.2 Simetria e Antissimetria

Um tensor tem componentes simétricas se, sobre a permutagao de seus indices,

ocorre
T =T ou T =Ty, (2.28)

e componentes antissimétricas se sobre a permutacao ocorre
T = —-T"¢ ou T, = —T,,, (2.29)
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portanto um tensor é dito simétrico se suas componentes forem simétricas e antissi-
métrico se suas componentes forem antissimétricas.

Vamos definir a seguinte notagao:
o T(-¥): indices entre parénteses para indicar propriedades de simetrizacao.

e Tl*I: indices entre colchetes para indicar propriedades de antissimetrizacao.

r
Podemos entao escrever tensores do tipo como
s
T(“'“”)(K ») = —y(soma das permutacdes dos r indices)+
7!
+ —|(Soma das permutagoes dos s indices),
s!
[...v] 1 ~ M
T = —'(soma alternada das permutacoes dos r indices)+
7!

1
+ —|(Soma alternada das permutacoes dos s indices).
s!

Alguns exemplos dessas defini¢oes sao:

1

() — 5(TW + T,
W) = l(T’” + T ) + l(TW + T )
(kA) 21 KA KA 21 KA Ak /s
1
T[;wn] — 5(Yv,uw«t — MRV | PRI PRV VR Tmzu).

2.5.3 Operacoes Fundamentais

e Soma e Subtracao: somente tensores do mesmo tipo e rank podem ser so-
mados ou subtraidos. A soma ou subtracao de dois ou mais tensores resulta

em um tensor de mesmo tipo e rank

A4 B — O =DM
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r
e Produto Externo: o produto simples de um tensor com um tensor
S
m r+m
tem como resultado um tensor
n s+n
nv K MY K
o~ . T . . . .
e Contracao: se um tensor misto tem indice covariante igual a um indice
S

contravariante entao, pela notagao de Einstein, temos uma soma nesses indices

r—mn
e o tensor resultante é do tipo onde n é o numero de indices repetidos
s—n
wy o
™, =17,

e Produto Interno: é uma multiplicagdo de dois tensores (produto externo)
seguido por uma contracao de indices repetidos concomitantemente em ambos

0s tensores

n% KA __ YU
AR BRN = O

e Teorema do Quociente: seja o produto externo de um tensor com
s

outro objeto y que ainda nao se sabe se é ou nao um tensor. Se o resultado

r+m
do produto resulta em um tensor , entao necessariamente y tem que

s+n

m
ser um tensor do tipo . Por exemplo, seja a operacgao

A’LLVB = C’LLI/AK7
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necessariamente o tensor B tem que ser

B = B e, ® da”.

2.6 Tensor Métrico

Com os vetores e as 1-formas conseguimos mapear e descrever um ponto em uma
variedade diferencidavel. Precisamos saber como medir a distancia entre esses pontos
para termos nogoes de comprimento numa variedade. O tamanho de um vetor, seu
modulo, que é a distancia entre o ponto da sua origem com o ponto da sua outra

extremidade, ¢ descrito da seguinte maneira no R?

Para descrever comprimento em uma variedade vamos utilizar um objeto geomé-
trico, o tensor métrico (ou simplesmente a métrica) g, tal que, para um espago
Euclidiano E?

T2 = gij’f’i’l“j.

Para o caso deste espaco plano, em coordenadas cartesianas onde r! = z e r? = v,

conseguimos facilmente achar sua métrica ja que

r’* =" +y* = gnx’ + (g12 + go1)zy + go2y’,
disso, observamos que

gt =9g» =1 ; g12 = g21 = 0.

Como a métrica é um tensor de rank 2, ela pode ser escrita como uma matriz para
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melhor visualizagao de suas componentes. Entao para o exemplo acima

Gij = . coordenadas cartesianas,

O tensor métrico pode descrever distancias se considerarmos um deslocamento

infinitesimal

ds® = gy;dz'da?, (2.30)

por exemplo, no R? em coordenadas polares, a distancia infinitesimal é ds? = dr? 4
r2df?. Usando este resultado conhecido, vamos obter o elemento de distancia usando

a métrica, sendo dz! = dr e dz? = df, assim

ds* = gijdxidxj,

= gudr2 + (g12 + go1)dr do + 922d02,

comparando os resultados, o tensor métrico neste caso tem que ser

Gij = : coordenadas polares.

No caso acima em coordenadas polares, notamos que a métrica pode depender
das coordenadas, isto ¢, podemos ter g,, = g(z*). Isto acontece aqui pois estamos
utilizando bases holonomicas, no entanto a métrica pode ser descrita em ambas as
bases: holondmicas e nao-holonémicas. Elas serao melhores discutidas mais a frente.

Formalmente, a métrica 'mapeia’ dois vetores em um escalar e uma operacao

(analoga ao produto escalar) pode ser definida:

g(u,v) =u-v, (2.31)
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que ¢ algo como a aplicagao da métrica em dois vetores. Sendo u = u’e, e v = v’e,
dois vetores, pela operagao de dualidade e pelo Teorema do Quociente, a métrica

sera escrita na base cotangente
g = gpdz" @ da”, (2.32)
pois a operagao ¢ desenvolvida da seguinte maneira
g(u,v) = g (da”, u’e,)(dr",v%e,) = g, u"v"6", 0", = guu'v” =u-v,

resultando de fato em um escalar.

A métrica é entao um tensor de rank 2 do tipo constituido por 1-formas.
2

Sob uma transformacao de coordenadas do tipo z* —— x'*, a métrica obedece

, oz~ Oz
g/ﬂ/ g#y - axlu ax”jgﬁ)\’
que é uma transformacao homogénea de um objeto covariante.
Definindo A = dz*e, como o vetor deslocamento infinitesimal em uma diregao
qualquer, o elemento de comprimento infinitesimal é entao definido em uma variedade

diferenciavel como

ds* = g(A, A) = g, dz"da”. (2.33)

A operagao de dualidade da métrica com um vetor

(g, V) = (gudat @dz", V"e,),
= g, V¥dz” (dz", e,),

= g V'da",

resulta em uma contracao da métrica (g,,) com um vetor (V#) numa base cotangente
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(dz¥). Fazendo a contragao dos indices iguais, esperamos que este produto interno

resulte em uma componente de uma 1-forma, uma componente covariante. Isto é,
Gu V"' =V, (2.34)
Como a operagao resulta em um escalar, temos que
g(u,v) >0, (2.35)

e somente ocorre que

g(u,u) =0,

se u = 0 (nao faz sentido ter g = 0, pois assim nao teria como haver mapeamento
de vetores em escalares ¢ a métrica ndo exerceria sua fungao). Como um tensor de
rank 2 pode ser considerado e escrito como uma matriz, podemos usar a seguinte

propriedade da Algebra Linear [15]:

AX =0,
A;j_x;x =0 = X=0,
I
onde A e X s@o matrizes e o resultado acima nos indica que det(A) # 0 e que
esta matriz é inversivel. Da operacao g(u,u) e usando a relagao acima, chegamos a
conclusdo de que det(g,,) # 0 e que a métrica sempre possui uma inversa.

Vamos definir a inversa da métrica g,, como g"” tal que o produto interno das
duas resulte em uma matriz identidade, que pode ser escrita através do delta de
Kroneckerf]

Gug”™ =194," (2.36)

6A definicdo dos indices superiores nesta inversa da métrica fara sentido por conta de como se
d& sua transformacgao de coordenadas.
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Sob uma transformacao de coordenadas, temos

g:ujg/l/h? — §/NK/,
0z Oz* i .
ox'® Ox'v gUPg 6# ’

onde usamos a regra de transformacao da métrica covariante e ¢’ .- =0," pois o delta

de Kronecker é o mesmo em qualquer sistema de coordenadas. Multiplicando ambos

os lados da equacao acima por a —, temos
ox'* 0x° OxP e 0T 5
R L N P
oxP ox'™

VK

oz v 4 " Oz’

multiplicando ambos os lados por ¢°* e usando a definicao (2.36]), obtemos

Ox? ox'™ 4,
a /l/g gapg axag 9
oxP ok ox'® B

3x’”g _8xag ’

multiplicando por 2 temos, finalmente, que
ox' OxP g = Oz’ (%”‘g[m
0xP oz 0xP Oz
g = ox'™" 0x'® e
928 oz

Podemos perceber que esta inversa da métrica se transforma como um objeto contra-

variante, podendo ser entao definida em uma base de vetores tangentes da seguinte

forma

g=g"e,®e,. (2.37)
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Sua dualidade com uma 1-forma

(g, w) = (¢"e, ®e,,w,dz") = g"w,e,,

e pela contracao dos indices, o produto interno da inversa da métrica com a compo-

nente de uma 1-forma tera que resultar em um objeto contravariante

g w, = wh. (2.38)

Percebemos que o produto interno das componentes da métrica com as compo-
nentes de um vetor ou uma 1-forma, resulta em componentes covariantes e contra-
variantes, ou seja, esta operacao levanta e abaixa os indices de vetores e 1-formas,
transformando a componente de um vetor em componente de uma 1-forma e vice-
versa. Estes resultados podem ser generalizados para qualquer tipo de tensor e serao

utilizados com frequéncia durante este trabalho.

2.7 DBases Holontmicas e Nao-Holonémicas

As bases holondémicas, ou coordenadas, e as bases nao-holondémicas, ou nao-

coordenadas, sao definidas através do operador comutador. Se

le,, e, =0, (2.39)

a base é dita holondomica. J4a se

ey, €] #0, (2.40)

a base é dita nao-holondémica.

Como exemplo, vamos considerar vetores da base tangente no R?, tal que

p— a . J— a
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sao os versores na direcao dos eixos = e y respectivamente. Aplicando o operador

comutador nesses dois vetores, temos

0

0
o [0 0 (0
[el7e2]f($’y) = a_ 8y _MZ 07

como vetores agora podem ser escritos como operadores diferenciais, neste caso ne-
nhum vetor depende de elementos na coordenada do outro e por isso essas derivadas
sao nulas. Como a comutacao é nula, estes vetores fazem parte de uma base holono-
mica.

Considerando agora, ainda no R? mas em coordenadas polares, os vetores

0 10
€1 = ] € =~

or r 00’

a comutacao desses dois vetores

0
0 (10 10 /0 10
[e1, ] f(r,0) = 5(;8—9 _ié_ﬁ%fy: 297 70

é nao nula, logo eles fazem parte de uma base nao-holonémica.
E comum escrever os comutadores em termos de uma combinac¢ao linear dos

elementos de base, da seguinte forma
e, e;] = C’ijkek, (2.41)

onde os coeficientes C’ij"C sao chamados de constantes de estrutura da algebra de
Lie. Numa base nao-holonémica nem todas essas constantes sao nulas, diferente-
mente da base holonoémica. Do exemplo acima, C,' = —Cy,2 = —% e as constantes

restantes sao nulas.

No que diz respeito a métrica, vamos considerar um espaco plano E? euclidiano,
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em coordenadas cartesianas e esféricas. A forma geral da métrica é
g = gyde’ @ da’. (2.42)
Nas coordenadas cartesianas
de'! =dz , da*=dy , d2®=dz,
tal que
1 00

g5 =10 1 0},
0 01

e assim encontramos que

Os vetores duais a base de 1-formas sao

e claramente obedecem a condi¢ao (2.17). Ja em coordenadas esféricas temos o

elemento de linha

ds® = dr? 4+ r2d6? + r*sin? do?,

que em termos de 1-formas fica escrito como

ds? = dr @ dr + r2df ® df + r?sin® 0d¢ ® do.

Podemos escolher em que tipo de base trabalhar. Em uma base holonémica, esco-
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lhemos a base de 1-formas sendo

de! =dr , dz?=df , dz®=do,

de modo que a métrica

1 0 0
9ij = |0 r? 0 ;
0 0 r2sin?6

e os vetores duais a essa base

Escolhendo porém uma base nao-holonémica as 1-formas

del!=dr , de?=rdf , dz®=rsinéde,

com métrica

1 00
95 =10 1 0},
001
e a base dual de vetores
0] 10 1 0
T 0 T v " rsinddg’

Por conta da métrica g;; nesse caso ser unitaria, bases deste tipo sao comumente
chamadas de base ortonormal.

Fazendo algumas consideragoes sobre a métrica, a mesma pode ser escrita evi-
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denciando seus termos

1
Juv = (g,uu + gu,u) + 5(9/11/ - guu)7 (2'43)

DN —

com primeiro termo simétrico e o segundo termo antissimétrico. Como a parte an-
tissimétrica de g, ndo influencia na equacao (2.33) podemos considerar a métrica

simétrica, sem perda de generalidade.

2.8 Formas Diferenciais

As 1-formas sao duais aos vetores de base. Outro tipo de dualidade que estas
possuem é em relagao as linhas. A integral de uma 1-forma sobre uma linha resulta

em um ntmero (no caso R'). Se considerarmos uma 1-forma em R?
w1 = aldx + agdy + agdZ, (244)
a integral de w; sobre a linha ¢y é

/ w1 = numero. (2.45)
c1

Se chamarmos essa linha de I-cadeia, podemos dizer que uma 1-forma é dual a
uma l-cadeia. Essa dualidade é uma consequéncia da integragao, pois a defini¢ao
de integral é uma soma sobre o caminho com o vetor tangente em cada ponto deste
caminho. Essa nocao de 1-cadeia pode ser entao generalizada: uma area pode ser
chamada de 2-cadeia, um volume pode ser chamado de 3-cadeia e um quadrivolume
(no espago-tempo, como exemplo) pode ser chamado de 4-cadeia. Seguindo essa
logica, podemos considerar um ponto como uma 0-cadeia.

Com isto podemos comecar a definir um elemento, por exemplo, uma 2-forma ws,

dual a uma 2-cadeia que integrada ao longo de uma area c, resulta em um niimero,
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ou seja,

/ ws = ndmero. (2.46)
2

Vale deixar claro que uma 2-forma nao é simplesmente o produto de 1-formas, mas
sim um produto antissimétrico, por conta da proépria assimetria da area co. Por
exemplo, consideremos a area A de um paralelogramo definido pelos vetores vV e w,
tal que

A=V X W,

sabemos que a area A > 0, porém o produto vetorial dos vetores V. X w = —w X V,

por isso A é antissimétrico. Se os vetores V e w estiverem no plano zy, temos

Vg Uy ol v?
+A = v,wy, —vyw, = = ,
w, w,| |w' w?
e assim podemos escrever as componentes v como
vt =da*(V), (2.47)

sendo dz’ uma 1-forma. Formalmente definimos uma drea 2-forma como

dz' Ad2’ (¥, W) = dr' @ da? — da2? @ da’, (2.48)

e o produto antissimétrico A é chamado de produto exterior ou produto cunha.

Seguindo da defini¢ao, entao

dz' A da? (¥, W) = da'(¥)d2? (W) — da? (V)dz' (W),
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Podemos entao definir o elemento chamado de 2-forma como

Wy = aijdxi Adal. (2.49)

Considerando essa 2-forma em R?, podemos abrir suas componentes de forma mais

explicita

Wy = (a1y — ag)dat A da? + (ags — asp)daz? A da® + (a3, — agz)dz® Adxt.  (2.50)

Seguindo essa logica e expandindo a ideia, um volume 3-forma é

dz' Ada? A da”, (2.51)

e a mesma em R3

dz’ A da? A da® = é9%dat A da? A da?, (2.52)

e assim por diante para formas diferenciais superiores.

Como da defini¢ao do produto cunha temos propriedades do tipo

dz' Ada? = —da? A da!, (2.53)

dz' Adz! =0, (2.54)

ou seja, para ¢ = j o produto cunha é nulo,podemos perceber que é impossivel que

haja em R?® uma 4-forma, pois se pegarmos um exemplo

F(z,y,z)da' Ada? Ada® Ada?,

que é claramente nulo, pois sempre haverd um indice repetido.
Uma forma diferencial tem seu 'grau’ especificado em seu préprio nome (1-forma,

3-forma,...) de modo que essas formas sdo chamadas de p-formas. Para um espago
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n-dimensional, o nimero de p-formas independentes é o mesmo que o nimero de
(n — p)-formas independentes.
Vamos tratar mais sobre a algebra das p-formas. Consideremos as duas 1-formas

w = a;dz" e o = b;da’, seu produto cunha é

wAo=adz" Abjdr?,

= aibjdxi Adaz?,

1 . .
= §(alb] — ajbl)dx’ VAN d.fCJ,

= ¢;;da" Ada?,
uma 2-forma, sendo que ¢;; = —¢;; = %(cij — ¢j;) = cpj) e os coeficientes ¢;; sao

componentes de um tensor . Fica claro que w A o sendo uma 2-forma, possui

a propriedade

WAoo =—0Aw. (2.55)

Analogamente podemos generalizar essa ideia para os produtos cunha. Seja o uma

p-forma e 3 uma g-forma, de modo que

o= akl...akpdxkl A... ANdzkr = a[kh_._kp}d:ckl A ... Adx, (2.56)

e os coeficientes Alky,...k,] SAO cOmMponentes de um tensor totalmente antissimé-
p
trico. 3 é definido de modo semelhante, tal que

aNB=(-1)"BAa. (2.57)
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2.9 Transporte Paralelo e Diferenciacao Absoluta

Um vetor é semelhante a outro se, e somente se, possuir mesmo modulo, sentido
e direcao. No espaco Euclidiano qualquer vetor com inicio fora da origem do plano
cartesiano pode ser comparado e escrito como um vetor semelhante com inicio na
origem. Isto se da pois o transporte paralelo, isto é, seu transporte ao longo do
espago mantendo o mesmo angulo tangente a cada ponto do espago deste vetor com
o versor direcao do espago em cada ponto do mesmo, do vetor no espago plano
saindo de um certo ponto A passando por BCD e retornando a A mantém as suas
caracteristicas originais: modulo, sentido e diregao (figura . Logo ambos os
vetores sao equipolentes e podem ser escritos da mesma maneira e por este motivo,

um vetor fora da origem pode ser escrito como um vetor equipolente na origem.

| T

A B

Figura 2.5 — Vetor V; transportado paralelamente num plano por ABCDA é o mesmo
que o vetor V; sem ser transportado.

Em um espago curvo isto nem sempre ocorre. Consideremos um vetor v; (onde
o indice 7 significa inicial) que é tangente & superficie de uma esfera no ponto A e
aponta para o lado leste dela. Ao ser transportado paralelamente o vetor tem que
continuar a ser tangente a superficie da esfera em qualquer ponto. Se este vetor sai
de A e é transportado paralelamente por BCD e de volta a A, sempre mantendo o
mesmo angulo tangente & superficie da esfera, podemos ver que o vetor v; (onde

f significa final) no ponto A agora aponta para oeste, ou seja, V; e V; nao sao
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equipolentes (figura [2.6).

Figura 2.6 — Vetor V; transportado paralelamente na superficie de uma esfera por
ABCDA aponta no sentido oposto de seu sentido original ¥; sem ser transportado.

A derivada comum de um vetor é definida como [1]

W oV, =YV,
axy A A ()
isto &, possui dois indices inferiores, o que nos leva a crer que é um tensor . Mas
2

se fizermos uma transformacéo de coordenadas z# — x'* sendo V,,(z*)

ox?

VM — Vl: = MVVP’
entao
ov, _ o [ 0x° v
oxv Oz \oxm )’
_ 0xP 027 v, PP

= vV, £V .
ox't dx'” OxP * oz ox'+ o7 Vi

"Usaremos uma nova notacio, a virgula e o ponto e virgula nos indices, para identificar a derivada
comum e a derivada covariante, respectivamente, de um vetor ou 1-forma que serao tratados neste
capitulo. Todo indice que vier depois da virgula serd considerado o indice do operador derivada
aplicado.
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O primeiro termo remete a transformacao tensorial homogénea, mas o segundo termo
a descaracteriza. Assim, a derivada comum de um vetor nao é um tensor. Como o
vetor por si s6 pode ser considerado um tensor, a derivada tira suas caracteristicas
tensoriais; uma delas o fato que se um tensor é nulo em um sistema de coordenadas
ele é nulo em qualquer outro. Precisamos de uma derivada que aplicada em um

tensor continue a manter suas propriedades e que também seja um tensor.

Y

\Y,
Viz+dr) & & /Wv

| | X
T T+ dx

Figura 2.7 — Um campo vetorial V (x) deslocado para um ponto em x + dx pode ser
descrito por um vetor W transportado paralelamente em um espago plano (esquerda).
Dois vetores V. e W paralelos, na origem possuem mesmas componentes em coordenadas
cartesiano mas componentes distintas em coordenadas polares (direita).

O problema pode ser notado através da propria definicao de derivada: conside-
rando um vetor V(z) no ponto x e outro V(z + dz) = V + dV no ponto = + dx
(figura , temos entao que dV ¢é

V(z+dz) —V(z) =Y +dV =¥ =dV,

ou seja, a diferenca entre dois vetores tomados em pontos diferentes. dV nao é um
vetor, mas dx é. Tomando dois vetores V e W no R? em coordenadas cartesianas

sendo que V || W, suas componentes sao equivalentes V, = W, e V,, = W, com isso

Vi — W; =0.
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No entanto em coordenadas polares, também no R?, onde V, # W, e Vy # W,
Vi—W; #0.

A diferenca entre dois vetores é nula em um sistema de coordenadas mas nao nula
em outro. Para construir uma derivada que seja um tensor, teremos que tomar a
diferenca entre dois vetores em um mesmo ponto. Vamos considerar entao outro
vetor V' + 0V tomado no ponto x + dx que é paralelo a V' no ponto x, obtido por
transporte paralelo.

A diferenga entre estes dois vetores no ponto x + dx é
DV = (# 4 dVH) — (W 4 6VH) = dVH — §VH,

por isso é razoavel dizer que 0V* é proporcional a dx e a V(z). Ele entdo pode

descrito como

SVH = I VAda,

sendo I'", o simbolo do Christoffel, também chamado de coeficiente de conexao e
tem este nome pois conecta o valor da componente do vetor em um ponto com outro

em outro ponto distinto. Este novo objeto serd melhor definido mais & frente. Entao
DV# = dV# +T*, VAda",
que é a derivada covariante do vetor contravariante V#, também escrita como
| S AW

De modo semelhante, o mesmo tratamento feito para um vetor covariante V,,,
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Figura 2.8 — O campo vetorial V + dV transportado paralelamente em um espago curvo
até o ponto x + dx nao é paralelo 4 V mas V + 6V o é.

resultard na definicao de derivada covariante para o mesmo
Viw = Vi =T,V
v — Vv MASY

Em uma variedade diferenciavel podemos ter vetores e 1-formas que variam a

diregdo de ambos suas componentes e seus vetores de base em diferentes pontos.

~

Assim, diferente do versores em coordenadas cartesianas (i,j,k) que mantém suas
diregoes ao longo do espago plano, outros versores variam suas diregoes, como é o caso
dos versores polares (e, ey). Vamos definir um novo tipo de derivada, a derivada

absoluta ou derivada covariante
V =D,dz". (2.58)
Esta derivada aplicada em um vetor atua como

VV =D, (V*e,)dz?,

= [(V") )ey + V() da. (2.59)
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Se dissermos que o vetor da base tangente acima é constante, de modo que sua

derivada absoluta VV = 0, é facil ver que em coordenadas retangulares
0
(VITA )eu + v ) =0,

entao necessariamente a derivada da componente desse vetor tem que ser nula. No
entanto, em coordenadas polares, onde a derivada dos vetores de base tangente nao

sao nulas, para satisfazer a equacao acima temos que
1 — YK
% A Je, = —V"(eun),

ou seja, para satisfazer a condigao de constancia do vetor e sua derivada ser nula, a
derivada dos vetores nao pode ser nula.
Para definirmos como se da essa derivada dos vetores da base tangente vamos

usar como exemplo, num sistema holonémico, as coordenadas polares onde

o o

S VR

sendo o vetor escrito nessas coordenadas é ¥ = 7 cos 01 + rsin #j. Assim

e, = cos 61+ sin 6,

ey = —r cos 61+ rsin6j,
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e a derivada desses vetores em relagao a r e 6

e, =0,

)

9,

or "

0 1
€ %er = —sin#i+ cosdj = ;eg,

0 e

or

e 1
ey, = —€g = —sinfi+ cosj = —ey,
r

0

€pp = %eg = —rcosfl —rsinfj = —re,.

Percebemos que as derivadas dos vetores da base tangente também sao vetores da

mesma base. Vamos definir um novo objeto geométrico em termos dessas derivadas

€., (2.60)

_ Tk
e#yl/ =T puv

onde I'" , ¢ o Simbolo de Christoffel e seus coeficientes sao chamados de coefi-

cientes de conexao. Estes coeficientes para o exemplo acima sao

Fln - 11211 - Fl12 - Fl21 - F222 =0,

1
2, =r%, =-
12 21 r

)

S
F22—_71.

Ja na base nao-holonémica, usando o mesmo exemplo acima, temos que

oF 1oF

e1=er—§ ) 62260—;%7

e obtemos

e, = cos 61+ sin 6,

ey = —sin 01 + cos 63,

63 de



CAPITULO 2. UMA REVISAO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

e as derivadas em relacao a r e 0

0

rr — o \Cr :07

e =5 (e0)

e —Q(e)——'ﬁiqL dj=e

ro = 5gler) = —sin cos 0] = ey,
0

r— a_ :()7

eor = 5-(e0)

e —ﬁ(e)—— 01 —sinfj = —e

0.0 = 7€) = —cos sinfj = —e,.

Nas coordenadas nao-holonémicas o simbolo de Christoffel é escrito como 77, ao

invés de I'" . Do exemplo acima, os coeficientes de conexao sao

Y1 = 7211 = 7112 = 7121 = 7221 = 7222 =0,

Os coeficientes do simbolo de Christoffel sao diferentes nas bases holonémicas e
nao-holonémicas. E importante notar que, na base holonomica, a permutacao dos
indices inferiores de I'",,, pode tanto ser simétrica ou ndo, enquanto o mesmo nao
acontece com 7", na base nao-holondémica. Do exemplo acima, podemos perceber
que I'%, = T?%, = %, isto ¢, permutando os indices obtemos o mesmo valor pro
coeficiente de conexao. KEssa simetria se mostrard importante e seré discutida com
mais profundidade posteriormente.

A 1-forma pode ser considerada como a derivada de uma funcao f em uma di-

re¢ao nao especificada df = (%)d.ﬁlﬁi. De modo semelhante a derivada covariante é
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parecida. Atuando-a num vetor temos

VV = (D, V)da" = (V¥ e, + Ve, )dz",
= (V" e, + I, V'e,)dz",

VV = (Vh, +17,V e, @ da”, (2.61)

esta é a definicao da derivada absoluta ou derivada covariante atuando em um vetor,

0
e podemos perceber que a mesma é um tensor . O termo entre parénteses é
1
geralmente escrito como
Ve =VH 4T VA, (2.62)

onde o ponto e virgula indica essa nova derivada, sendo esta a derivada absoluta de

um objeto contravariante.

0

A derivada covariante aplicada & uma 1-forma resulta em um tensor , mas
2

no entanto sua atuacao se da de forma diferente da atuacao em um vetor. Para ver

como 1sso ocorre vamos antes definir

wh, =T* dz", (2.63)

que é a chamada conezxdo 1-forma. A equacao (2.61]) pode entao ser reescrita como

VV = (V¥ d2" + wh V")e,,

e da equagao acima temos que

Ve, = w" e,. (2.64)

A partir disso, vamos definir a derivada absoluta de uma 1-forma Vdx* através
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da derivada covariante aplicada a operacao de dualidade

V(dz",e,) =0,

(Vda*,e,) + (dz",Ve,) =0,

e da equagao (2.64) temos

(Vda",e,) = —(dz", w? ey),
= —QJAV(dI‘u, e)\>,

(Vdzt e,) = —w"

v

Vamos definir, genericamente, que

Vda" = ", @ da?, (2.65)

e voltando na equacao anterior

Assim a derivada covariante de uma 1-forma é

VA =D, (A,de")dz” = A, dz" @ dz* + A,&", @ da”,

mas w', = —wt, = —I'"  dz", entao

VA = (4,, —I" A)d" @ dz”, (2.66)
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e finalmente

Apy = Ay —T% A, (2.67)

¢ a derivada absoluta de um vetor covariante ou de uma 1-forma.
A derivada absoluta de uma 0-forma (fungao escalar f(z*)) ¢ bem mais facil de
se obter uma vez que esta nao possui uma base para ser derivada, e pode ser escrita

simplesmente como df, tal que

Vf=df =0,fdz", (2.68)

sendo dz* a base da 1-forma. Em termos das componentes, temos

D.f=Ffu=0.f=fu (2.69)

Operar a derivada absoluta em uma 1-forma é de certa forma equivalente a usar

o operador d. Usando a notagao para a base da 1-forma 8" = dz*, temos

Vo = de”,

podendo ser escrita também como

do" = —w" A6, (2.70)

que é conhecida como Equag¢ao de Estrutura de Cartan.
Resumindo, em termos das componentes, as derivadas covariantes de vetores e

1-formas sao, respectivamente:

Ve, =V £ T8 V",
(2.71)
A, =4, -T"

“w

Ag.

g
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Para sabermos como uma derivada covariante atua em um tensor vamos consi-

derar o tensor misto t = t# e, ® dz”, com isso

DAt = D,\(t“l,eu X CL’L’V),
= (Oit"))e, @ dz” +t* (Dye,) ® daz” + " e, ® (D dz"),
= (tuu,)\ + F’un)\tnu - Fﬁz\utun)eﬂ ® d.CEV,

- v
=17, e, ®da”,

e podemos perceber que a derivada absoluta atua nos indices covariantes da mesma
maneira que em uma 1-forma e nos indices contravariantes da mesma maneira que
num vetor, o que ja era de se esperar, tendo em vista que tensores podem ser escritos

em termos de vetores e 1-formas. Com isso podemos generalizar estes resultados

r
para tensores do tipo , da seguinte maneira

TMVW/@)\...;,D = TMV“.K)\...,p + PMUPTJV“.HA... + FVUPTMUMI{)\..‘ +o

— FUHPT"”"'U/\W — 17,1, — - (2.72)

KO...

2.9.1 Derivada Covariante da Métrica

Da operagao de dualidade, sabemos que um vetor (ou tensor) pode ter seu indice

abaixado ou levantado, isto é,

Au = g;wAya

que também é escrito como

A= (g V),
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onde V indica um vetor, ou seja, a dualidade da métrica com um vetor resulta em

0

uma 1-forma e vice-versa. A derivada covariante é um tensor e se aplicarmos
1

ela na equagao acima obtemos

VA =V(g,V)=(Vg,V)+ (g, VV).

Como a 1-forma é um tensor e a derivada covariante também, a derivada

0

covariante de uma 1-forma deve resultar em um tensor . Entao, em termos das

2

componentes, a equacao acima resulta em

Au;n = guu;nvy + gw/VV;K )

onde notamos que o segundo termo do lado direito é um vetor que foi derivado por

1
uma derivada covariante, logo é um tensor . A atuacao da métrica em um tensor

1

de qualquer tipo abaixa ou levanta seus indices, neste caso, abaixa o indice do vetor

0
derivado, que passa a ser um tensor . Se notarmos o termo do lado esquerdo,

2

0

percebemos que o mesmo também é um tensor , portanto pelo Teorema do
2

Quociente o lado direito da equagao tem que ser um tensor do mesmo tipo que do
lado esquerdo. Isso é possivel somente se considerarmos g,,,.V” = 0, e como V" &

um vetor arbitrario

Guvik = 07 (273)

ou de forma mais geral

Vg =0, (2.74)
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que é a chamada de condi¢ao de compatibilidade da métrica [11]. Podemos
usar esta condigao para descrevermos o simbolo de Christoffel em termos da métrica.

Desenvolvendo a derivada na equagao ([2.73)), temos
_ A A
Guvik = Guvk — r ,ng)\l/ —T vedur (275)
fazendo uma permutacao ciclica dos indices na equagao acima, temos
_ A A
Ixpyy = Grpy — r w9 — r w,gn)n (276>

e novamente

Gueu = Gueu — F/\yug)\/{ - F/\;{ugll/\- (277)

Combinando estas equagoes como (2.75)) + (2.76) — (2.77)), temos

Guvik T Grpw — Gurp = Guvw _M_ F)\w@glt)\
+ Grpw — FAm/gAV _TA'LL\I/M
— Guk,p +%&+M:

os termos cancelados sao semelhantes pois os indices inferiores do simbolo de Chris-

toffel e a métrica sdo simétricos. Assim

Guv,k + Ixpy — G, — 2F)\ung,u)\ - 07

1
F)\ungﬂ)\ = é(g;w,n + Grpp — gum,u)7

multiplicando ambos os lados por ¢g"” temos

1
F)\w@gkugup = §gup(g;w,n + Ikp,y — glm,u)a

1
L0 = 59" Guwn & G = o) (2.78)
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por fim, fazendo uma simples mudanca estética nos indices, temos

K 1 K
r w 59 )\(gl/)\,,u + 9y — g,uu,)\)a (279)

que é forma de se escrever o simbolo de Christoffel através das métricas e sera de
grande utilidade na descri¢ao da geometria do espago curvo.
E 1til obter uma expressio para a forma contraida I'* uw do simbolo de Christoffel.

Da defini¢ao da métrica, temos que g"” que ¢ a inversa de g,,, portanto vamos fazer

1
g = — AP, (2.80)
9

onde A*” ¢ a menor complementar de g,, e g a sua determinante. Na equagao acima,

multiplicando por g,,, temos

gupgupg = gupA“py

g = gupAup‘
Diferenciando a equacao acima, temos [I1], p. 98]:
dg = (dgu,) A" = (dg,u)99", (2.81)

o que implica em

Mg = 99" (Orgyw)- (2.82)

Se derivarmos a expressao In y/—g, obteremos

1 1
hlny/—g=—— o(—g),
1
OIny/—g = 58)\9 (2.83)

Fazendo a contracao de um dos indices inferiores com o indice superior do simbolo
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de Christoffel

vV K

gKVFNMV = gH g (gVPnU + gPH’V - gl“’:ﬂ)’

— N =

= §gyp(augw)-

e substituindo (2.83]) acima obteremos

Y 1
T w = %anu\/_ s

: (2.84)

uma expressao que sera de grande utilidade quando formos definir a agao gravitaci-

onal.

2.10 Torcao e Curvatura

As derivadas comuns sempre comutam, mas as derivadas covariantes podem ou
nao comutar e isto nos dé informagao sobre a curvatura do espago. Se ha a comutagao
das derivadas covariantes

[D,,D,]V =0, (2.85)

entao o espago é plano, isto é, nao ha nenhuma curvatura. Se essas derivadas nao

comutam

[D,,D,]V #0, (2.86)

entao o espago é curvo. Esta curvatura serd melhor discutida no préximo capitulo

onde desta nao comutacao definiremos um tensor para a curvatura.
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O simbolo de Christoffel é usado, como parte da derivada absoluta, para conectar

vetores em pontos diferentes da variedade diferenciavel. Mas o simbolo de Christoffel

é um tensor? Como se da sua transformacao de coordenadas? Vamos considerar

a derivada covariante de W, e o proprio vetor, assim fazendo uma transformacao

* — ' temos

w Oxf O0x°
v = P g 7
L
AT Qg T

com isso, neste sistema de coordenadas temos

/ A /
W, =T Wy,

onde
W 9 [ OxF w.) = 0%z~ ) oz : x’ .
wv Qv \ Ox'P oz ox'+ ox'm P Jxlv
A derivada covariante fica
dxP Ox° Oz dx* P o O
Wy = 5o Wy o W, = T, 20 W,
ox'm ox'v P QxOx'H ox'm gz’ NP K2 Dt

e usando

Wi = Wi+ Fﬁ,\me
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na equacao acima, temos

Ox? O0x° 0% oz Oz’ Oz P 4 o O
o' OV S Woo = oxr'hO v W + o't Oxv W +a O /uF /\pWB - Y Gt Wy,
| S
p—o
A—=p
Ox? O0z° O0z? 0z O (3:}6” o O
m Gm’“(‘?x’” st G o+ gl oWe ~ T g
0% ox* Oz’
e _ B
P 8x"" WA o Qo FRTr A +ﬂx’# 83:”’F ApWﬁ,’
ArB

oz Oz oxP dxr
F’a ——— 4, —— .
< B Ogter ) Wa= <8x’“8x”’ e Ox'n 81:"’) Wa

Como W) é um vetor arbitrario, os termos em parénteses sao equivalentes de ambos

8x/a

Box» temos

os lados da equagao. Multiplicando a equagao acima por

pa oxP dxP Ox'™ 0%z Ox'™
T Bega fgv 9> Qamdx’ Oz

(2.87)

Esta é a transformacao de coordenadas do coeficiente de conexao. Apesar do primeiro
termo do lado direito da equacgao ser uma transformagao homogénea, o segundo termo
nao o é. Logo FAW nao é um tensor.

No entanto podemos definir um tensor T

pv

como uma diferenca de simbolos de
Christoffel
T =I% _ —I" (2.88)

de modo que da equagao ([2.87]), temos que sua transformagcao

o oz’ 97 OxP ™o Ox™  Par—  da™ Oz Ox” o ox'* 9%z
w9 Qrh drv e P BT 0rhdr” Oz Ox O 7 T Ox Oz
oz’ 0x° OzP
T/l-i T T T (F)\OP o ]:1)\100-)7

w9 Oan Oz
que ¢ uma transformagao homogénea, logo 7", é um tensor, também conhecido

como tensor de tor¢ao. Como ja dito anteriormente, os indices inferiores do simbolo
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de Christoffel podem ou nao ser simétricos. Para o caso de estes serem simétricos
temos 7", = 0. Ou seja, a simetria dos indices inferiores do simbolo de Christoffel
indicam que o espaco ¢ livre de torcao.

Em termos de formas diferenciais, a condicao de zero torcao é dada por
w", Adz” =0, (2.89)
sendo w”, a conexdo 1-forma e da sua defini¢do na equagao (2.63), temos

", dz* Adz” =0,
(T*,, —T*,,)dz" Ada” =0,

e, =I*

pv vp

Para o caso geral na qual a base dz* nao é necessariamente holonoémica, definimos a
tor¢ao 2-forma:

SF = d6* + wh, A 6", (2.90)

e da equagao de estrutura de Cartan (2.70)), temos

Y= —wh, Nda” + W Ada”,
= =¥, de” Adx” + T, dx” Ada”,

- (PYMPV o PYNVP)dxp N d.’EV + (FNHU - Fﬂan)dxa A dlﬁ>

e o espaco é completamente livre de torcao se X" = 0.
Um espago curvo pode ou nao ser um espago torcido. Na Relatividade Geral de
Einstein nao consideramos espacgos torcidos. Porém a tor¢ao é importante para a

descri¢ao de particulas com spin no espago-tempo.
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2.11 Foérmula Geral dos Coeficientes de Conexao

A condicao de zero tor¢cao é uma 2-forma, escrita por meio de produto cunha.

Como vimos, as p-formas sao antissimétricas e assim podemos escrever a equagao de

estrutura de Cartan (2.70]) como
K 1 K v i
do” = —50 wdz” A dat, (2.91)

onde C*,, = —C",, sdo coeficientes e dz" vem da base da conexao 1-forma (2.63)).

Vi
Assim

1 K 14 K v

50 wde” Adat =45, dz” A da*,

1 K K v
= 5(7 w — W)dx A dzx?,
portanto
Cn/u/ = fyn;uz - fynu,u' (292)

Vamos abaixar o indice x da equacao acima com a métrica, obtendo C,, =
9spClhu € Ve = GrpV’y € fazer duas permutagoes ciclicas no indices, de modo a

obter as equagoes

CH;M/ = Vevp — Vrpvs (293)
wau = Yvur — Vvrw (294)
C/U/H = Yukv — Vuvk, (295)

somando as equagoes como ([2.93)) + (2.95) — (2.94) e agrupando os termos que ter-
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minam em indices iguais, temos

Cn,uzz + C,ul/n - CI/K,U, = ’sz,u - 7/{#1/ + fy,um/ - ﬁy,uzzm - 71/#/{ + ’Yun,uv
= (’sz,u + 71//1;1) - (’V,uun + 71/#/1) + (’V,um/ + 7/1#1/) - f)/n,ul/ - ’yn,uua

= (Vv + Yorp) = Vave + Your) + urw + Vo) = 2Vpw-
(2.96)

Da condigao de compatibilidade da métrica ([2.73)) e usando a estrutura de Cartan
(2.41)), obtemos

Vg = (dg,,)dz" @ dz¥ + ¢,,(d6") ® dz” + g, Azt ® (d6),
- (dgHV - wﬁuglﬂj - wﬁyg‘u/{)dx# ® dxl/7

= (dg — w,, —w,,)dz" @ dz" = 0,

e finalmente

dg,ul/ =W T Wy (297)

Para uma base holonémica, temos

dgp,u = figp,udlﬁ = guu,ndxna

enquanto na base nao-holonémica

dg.. = ex (9W>dxﬁ7
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assim, nessa base

dg,ulz = (’Y,uu)\ + 71/#)\>dx)\7
e,\(g#y)dx’\ = (Vur + %u,\)dx)‘,

65(9;”/) = Yuvk + Vvpks

e fazendo duas permutagoes ciclicas, encontramos os termos

eﬁ(g,uy) = Yk + Yous 61/(9;4#) = Veuv + Tusv 6#(91//@) = Yvkp + Yevp

e podemos identifica-los em (2.96)), obtendo entao

1
Vepw = §{€u(gzm) + eV(g'w) - en(g;w) — Copw — Cw + wa}a (2.98)

que é a formula geral dos coeficientes de conexao.
Na base coordenada (holonémica) temos que os termos da métrica e, (guw) = Guvn

e dos coeficientes Cy,,,, = 0, podemos trocar v — I' e obtemos a equacao do simbolo

de Christoffel (2.79)).

Na base ortonormal (ndo-holonémica) temos a métrica unitaria g,, = J,, (a

menos da assinatura do espaco) e a derivada da métrica e, (g,,) = gu.x = 0, logo

1
Vepy = _é(cn/ux + C;,LVH - Cw@,u)' (299)
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Capitulo 3

Relatividade de Einstein e Solucao de

Schwarzschild

Uma particula livre se move de um ponto a outro de modo que o tempo em
que isto acontece ¢ minimo, de acordo com o Principio de Minima Ac¢ao [16]. Num
espaco plano, o caminho percorrido por ela é uma reta. Em um espago curvo este
caminho percorrido pela particula é chamado de geodésica e nem sempre é uma reta.
Neste capitulo definiremos as equacoes de movimento de um corpo em uma geodésica
e as chamadas coordenadas geodésicas, um sistema de coordenadas definidas em

um ponto P da variedade onde os coeficientes de conexao I'* , sao nulos, ou seja,

v
0wy = Guve = 0. Assim, perceberemos como que localmente neste ponto o espago
curvo se assemelha ao espaco plano de Minkowski.

Os objetos geométricos da Geometria Diferencial que definem a curvatura de
um espaco sao o tensor de Riemann, obtido do transporte paralelo de um vetor ao
longo de um caminho fechado pela variedade, o tensor de Ricci, que é obtido da
contracao do tensor de Riemann, e o escalar de curvatura. Com estes objetos, Eins-
tein conseguiu definir um tensor que possui propriedades de conservacao: o tensor

de Einstein. Outro tensor que apresenta conservacao e que representa a matéria

é o tensor momento-energia. Destes tensores e suas propriedades, do Principio de
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Equivaléncia e das equagoes da mecanica classica, no limite de baixas velocidades e

campos gravitacionais fracos, Einstein propos sua famosa equagao:

1 e
R = 59w = —5~ T,

onde R, ¢ o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura e 7),, o tensor momento-
energia. Todos estes objetos e equagoes serao obtidos neste trabalho.

Como a maioria das teorias fisicas possuem uma formulagao usando o principio
de minima acao, dado a importancia deste principio, a teoria da Relatividade Ge-
ral também possui esta formulagao, conhecida como agao gravitacional ou agao de

Einstein-Hilbert.

3.1 Geodésicas

Em um espacgo plano a menor distancia entre dois pontos é sempre uma reta, isto
é, sempre o caminho "mais reto" e o de menor distancia entre os pontos. Ja em um
espago curvo, mantendo-se essa mesma nogao, o menor caminho entre dois pontos é
chamado de geodésica.

O comprimento de arco entre um ponto z* e outro ponto x* + da* é ds (figura

3.1)) e podemos escrevé-lo como

ds® = g, dz*da”,

ds = /g darda”,

2

entao a distancia entre o ponto P(z#) e Q(x* + dzt) é

Q
5:/ vV gudardar. (3.1)
P

Podemos parametrizar essa curva entre os pontos por um parametro qualquer A,
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assim z#(\) e definimos os pontos como P(\;) e Q(A2). Escrevendo a derivada de

x# em relacao a A como &#, temos

A2
s:/ V GBIV AA,
A1

que também pode ser escrito como

A2
s= [ VLd\,

A1

onde L ¢ a Lagrangeana e L = L(x*,&") pois a métrica depende das coordenadas.

Agora vamos supor que essa curva entre P e () se deforma, ou seja
(X)) — M (X)) + ozt (N),

sendo que nos extremos essa deformagao é nula dx#(\;) = dz#(A2) = 0.

Q Q

zt + 0zt ()

Figura 3.1 — Curva parametrizada entre os pontos P e Q (esquerda) e esta mesma curva
deformada mas com os pontos P e Q fixos (direita).

A geodésica é o caminho de comprimento minimo, isto é, sua deformacao é a
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menor possivel § [ ds = 0. Por conveniéncia tomaremos ¢ [ ds? = 0. Assim

Q Q L L
6> = | SLd\ = 6_ St + OL 5o )ax — 0, (3.2)
P P ax“ (9:1)“
fazendo 0z = % e substituindo acima

Qd /oL Q/OL
# —_ H —=
/P Y (_855“6x )d)x —i—/P (ax“&t )d/\ 0. (3.3)

Podemos reescrever o primeiro termo como

d (oL d (oL oL
| = 12 — | = 1% S
a\ (8:t”6x ) I <a¢u>5$ T g0

Vemos facilmente que a integral do primeiro termo em (3.3) é nula pois a defor-

. ) Q . . .
magcao nos extremos ¢ nula 5x“| » = 0, entao na equagao acima

oL d /oL
A= | 1
prok dX <a¢u>5g’ ’

e substituindo em (3.2)), temos

QoL d [/ OL
o | == H —
/P {(9x” ax (a:'w) }5‘” dA =0.

Como dA\ e dx* sao arbitrarios, logo nao podem ser nulos, o termo dentro das chaves

oL d /0L

Esta ¢ a equagao de Euler-Lagrange para geodésicas [16], [I1], [9]. Calculando os

termos para L = /g, @"1" e substituindo-os na equagao de Euler-Lagrange 1}

obtemos

é que deve ser nulo, entao

TR TR T
g,uu,crm g 29/,Lu,yx T 2guux = 0.
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No segundo termo devido a simetria em @* e ¥, podemos fazer

1
oy = 5(9;;0,1/ + guo,u)?

portanto

g,uzz,a'f'ujz”j _ <gua7u + gyo-“u)jju'jjy _ 2g#1jx“ — O’

. 1 e
gMUx# + §(g,ucr,1/ + Yo — gyu,o)‘ru‘r = 07

multiplicando tudo por ¢”?, substituindo os termos e contraindo o delta de Kronecker,

obtemos

B4 TP it =0, (3.5)

que é a equacao de movimento de uma particula caindo livremente em uma geodé-
sica. Podemos perceber que ela carrega a conexao, o simbolo de Christoffel, portanto
depende da métrica do espago. No espaco plano, como a métrica é constante, suas
derivadas sao nulas e portanto I',, = 0 sobrando somente o termo de derivada se-
gunda na posi¢ao. Se parametrizarmos a equagao em relacao a t e considerarmos

2! =z e 2% =y, teremos

d?z d?y

@:0 — x=at+b ; @:O — y=ct+d,

ambas equagoes de retas no espago plano, como esperado [16].

3.2 Coordenadas Geodésicas

Vamos considerar um ponto P em uma curva geodésica, que pode ser parame-

trizada de modo que um ponto proximo é x*(s), onde s é o comprimento de arco
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medido em P. Expandindo z*(s) em torno de P, usando a expansao de Taylor:

f(x) = f(xo) + f'(xo)(x — o) + %f”(xo)(x —x0)? + %f”’(xo)(a: — o) + ...,

temos entao

. 1. 1.
a#(s) = w{p) + F(p)s + 51:?13)32 + gxé‘P)s?’ +O(s*). (3.6)

Como o ponto x*(s) estd em uma geodésica, ele deve satisfazer a equacao (3.5) da
geodésica. Isolando o termo de segunda derivada de z* e considerando em um ponto

P, temos
i.(P) = _(Fuun)Pm.l(IP);t?P)7

renomeando as derivadas de x* no ponto P como x? P) = vH, temos

ipy = — (I, )0 0", (3.7)
Diferenciando a equacao da geodésica podemos obter T #:
TR TR GV 4 25V = 0.

Como o simbolo de Christoffel tem dependéncia somente de coordenadas, tal que

v, =T+ (2*)ea* = 2*(s), vamos considerar
o
I vk T I uﬁ,)\‘r )
assim
e 1 N vk L omvak
Th = —(I‘ s Tt 200 i )
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Substituindo #” = —I'V, #7” na equagao acima
---lu/__ M ‘)\‘I/'I{ o v SN )
ot =T atz¥a" + 200 1Y a2l
—_———
T
pv

ST w P T AUk
h = (21" TP —T", )i a"a",

(. J

~~
©
A VKA

T =AM i
tomando a equacao no ponto P temos
'a'c'ébp) = (A",,.,) pv 0" v". (3.8)
Substituindo as equagoes e na equacao , obtemos:

1 1
ah(s) = x{p) + s — E(FMVN)PUVUNS2 + —(A*

5 )0 0 v s® + O(s?). (3.9)

VKA

Através do chamado mapa exponencial |10, pag. 276] podemos definir um sistema
de coordenadas, chamado de coordenadas geodésicas ou coordenadas normais de
Riemann, tal que

yH(s) = vhts, sendo " = y*.

Comparando a equagao acima com a equacao (3.9)) e desconsiderando os termos de
quarta ordem e superiores, temos que o terceiro e quarto termos sao nulos. Como as

derivadas de x* sao arbitrarias, isto nos leva ao seguinte resultado:

(FHV/{)P = O’ (310)
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e consequentemente, da definicao do coeficiente de conexao

1
Fuw@ = §gup(_gw€,p + pv,k + gnp,l/)?

1

gupruvn = 5 gﬂpgup (_gm{,p + Ypov,k + gnp,l/)7

g

2
Egupruyn = _gyﬁ,7p + gpy,n + g/{p,u?

_ A A : :
lembrando que g,,... = G — "o — 17,00, € que a derivada covariante da
métrica é sempre nula, trocaremos o primeiro e segundo termos do lado direito da

equagao acima por este resultado

2
glip,l/ = ;gﬂﬂl—wwf + gl/H;p +FAM+M_ gpz/;n _M_ VK ) (311)

tomando a equagao acima no ponto P e lembrando que a derivada covariante da

meétrica é nula, teremos

2 0
(gﬁp,V>P = ;gup(P%
isto é
()P = 0. (3.12)

Em coordenadas geodésicas entao temos que

(Guw)p=0 (Guer)p # 0,

que é equivalente a

(Fuw@)P =0 ; (F#VH,A)P 7& 0.

A primeira derivada de g,, ¢ nula em P, mas nao em qualquer outro ponto pro-
ximo, ou seja, em P a métrica é constante correspondendo ao espago de Minkowski
e um referencial localmente inercial. Assim uma variedade Riemanniana é local-

mente plana, representando o espago-tempo de Minkowski, onde ¢é possivel descrever

86 de



CAPITULO 3. RELATIVIDADE DE EINSTEIN E SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

a Relatividade Restrita.

3.3 Tensor de Riemann e Curvatura

Em um espago curvo vetores que foram transportados paralelamente ao longo de
um caminho no espago nao sao iguais aos seus vetores de origem. Esta curvatura pode
ser definida através da comutagao de duas derivadas covariantes, em dois diferentes
eixos coordenados, aplicados a um vetor (como ja visto no capitulo anterior). Outra
forma de definir a curvatura é fazer o transporte paralelo de um vetor ao longo de
um caminho fechado na superficie curvdl] Vamos definir a curvatura de um espago

optando pela primeira abordagem, assim podemos escrever essa nao comutagao como
D,,D,JV=D,D,V)-D,(D,V). (3.13)
Analisando em termos das componentes, temos

D#(Vﬁ;u ) - DV<VF:/L ) = DM(VK,V + IWV)\V)\) - DV(V’TM + FNMAVA)7
= DP«(VK,V ) + DM(FKV/\V)\) - DV<VIT/L ) - DV(FNM)\V)\>7

= FK)\MV),\V - Fn)\uv),\u + D#(FHV)\V/\) - DV(FK;L)\V)\>7

lembrando o fato que as derivadas simples sempre comutam. Podemos considerar o

termo do simbolo de Christoffel contraido com o vetor como um tensor misto qualquer
re V= Ar (3.14)
e a derivada covariante deste novo tensor

D,A", = A",  + 1" A%, =17 A"

IEsta abordagem pelo transporte paralelo pode ser vista em [11}, pAg. 123].
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e escrevendo em termos de (3.14)), obtemos

DM<FKV)\V)\) = (FK/VAVA)NU’ + Fﬁuprpukv/\ - Fp;wrﬁp)\v)\v (315)

Dy (I \VA) = (%, V), + 17, 17 VA =17, T,V (3.16)
substituindo as equagoes acima na equagao original, ficamos com

[Dm DV]V)\ = FHA;LV):u - FK}\V‘/):}L + (FKV)\V)\),H + FnuprpuAvA—i_
— TP R VA — (D7, V), = 1%, 17\ VA + TP R, V2
= %_M—i_ FHV}\,}LVA +M+

— eV =DV T, 17 VA — P"WF”MVA,

os termos sao opostos pois estamos considerando o simbolo de Christoffel simétrico
nos indices inferiores. Como visto, a antissimetria dos indices inferiores do coeficiente
de conexao na base nao-holonémica indica a tor¢ao de um espaco curvo, aspecto que
nao serd considerado para descrever a Relatividade Geral de Einstein. Arrumando
0s termos, obtemos

[Dua DV]V)\ = (FKV)\,,U, - Fn,u)\,l/ + quprpuk - Fnuprpp)\)v)\‘

Este termo entre parénteses é o que define a curvatura e pode ser escrito como

R =T, — 1T+ F"‘Wpr\ — I""VPF’JW\, (3.17)

que é o tensor de Riemann, ou tensor de Riemann-Christoffel, ou simplesmente

tensor de curvatura. Assim

[D,, D]V =R",,V. (3.18)
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Como o tensor de curvatura depende somente das derivadas e produtos dos simbolos
de Christoffel (e estes dependem somente da métrica), dado a métrica de um espago
podemos saber a sua curvatura. O tensor de Riemann é o método mais comum
utilizado para expressar a curvatura em uma variedade diferenciavel.

Para explorarmos algumas de suas propriedades de simetria vamos primeiro con-

siderar o tensor completamente covariante

gp/{Rli“/\V — R (319)

pUAY

e também nas coordenadas geodésicas num dado ponto. Neste tipo de sistema

RH - FHMV,)\ — Fﬁy)\’u' (320)

J.N%

Tomando a derivada do simbolo de Christoffel nas coordenadas geodésicas temos

K 1 K
I HUA 59 p(_g,uz/,p)\ + Gopwr + gup,,uk)'

Assim, podemos escrever o tensor de Riemann em termos da métrica, o que facilitaré

a visualizacao das propriedades de simetria. Deste modo

K 1 Kp 1 Kp
R v — 59 (= Guvpr + Goreox + Gupur) — 59 (=Gurpv + Gopzo + Grp )
1
RO’M}\V - ganRHlMy = igmﬁgﬁp(gup,uk — Guv,p) + Gur,pv — g)\p,uu)a
1
Ra,u)\u = Q(g,u/\,m/ — Guv,ox + Guour — g)\a,;w)- (321)

As propriedades de simetria sao:
I- Ra,u)\z/ - _Rcr/u/)m
IT - Rap)\u - _R,U,O')\l/7

III - Rau)\u = R)\Valm
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IV - BRU[/J)\V] = Ro',u/\z/ + Ro’)\u,u + RU‘V}J)\ =0.

0
Apesar do tensor de Riemann ser um tensor de rank e possuir 41 = 256

4

componentes, nem todas suas componentes sao independentes. Um resultado im-
portante que pode ser obtido do tensor de Riemann é a Identidade de Bianchi |11,

pag. 134]:

R, +R' . +R

vpo;

=0, (3.22)

VOA;p vAp;o

que é uma equagcao tensorial, portanto valida em qualquer sistema de coordenadas.

3.4 Tensor de Ricci e Escalar de Curvatura

O tensor de Ricci é outro objeto geométrico que expressa curvaturas numa
variedade Riemanniana e é obtido através da contracao do primeiro e terceiro indices
do tensor de curvatura

Ru = R* oy = 9" Ry, (3.23)

que é um tensor de rank menor que o tensor de Riemann e é simétrico em seus indices

R, = R,,.

O escalar de curvatura, ou escalar de Ricct, é o traco do tensor de Ricci obtido

através da contracao de um tensor métrico contravariante com o mesmo.

R=g¢"R,,. (3.24)

Por ser o mesmo em todos os sistemas de referéncia, também é conhecido por inva-
riante de curvatura.
Como exemplo, vamos calcular a curvatura de um plano em coordenadas polares

no R?. Para isso vamos considerar o elemento de comprimento infinitesimal como
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ds? = dr? + r2d¢? que nos da uma métrica

v = ; g =

Fln = Fl12 = F121 = F211 = F222 =0,

S| =

Como o tensor de Riemann é descrito como
_ o o o P o P
Riyw = gox (F v r v T r pur w— T pVF /\u)’

podemos ver que as componentes R1111 = Ra99 = 0 pois todos os termos se cancelam.
Calculando as outras componentes vemos que todas sao nulas, ou seja, a curvatura
de um plano neste caso descrito em coordenadas polares é nula, como esperado. Se
o tensor de curvatura ¢ nulo em todas as suas componentes, ambos tensor de Ricci
e escalar de curvatura também o sao.

Agora vamos calcular a curvatura de uma esfera de raio a em coordenadas esfé-
ricas no R3. O comprimento infinitesimal é ds* = a%df? + a?sin® 0d¢? = a?(d6? +

sin? fd¢?). Sua métrica é

a? 0 , 1/a? 0
Juv = ) g =
0 a’sin’0 0 1/a*sin®f
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As componentes do simbolo de Christoffel sao

Flll = Fl12 = Fl21 = F211 = F222 =0,
I',, = —sinfcos¥,

2, ="T2%, =coth.

Usando o tensor de Riemann contraido (que ¢ na verdade o tensor de Ricci) da forma

R, =1, . —I" encontramos o valor das componentes

pkY 2 + FHNPFPMV o FHVPFP

BE,V BK?

1 _pl _pl  _p2 _p2  _p2  _
Ry = Ry = Ry = Roygp = R = Ry = 0,
1 o2
Ry, =sin" 0,

R2121 =1,

e percebemos que o tensor de Riemann, que é o que define a curvatura do espaco,
tem componentes nao nulas, indicando que este espago (a esfera) possui curvatura.

Portanto as componentes do tensor de Ricci, explicitamente, sao

Ry = R1111 + R2121 =1,
Rip = Ry = R1112 + 32122 =0,

Roy = R'y5 + R?,p, = sin® 6.

O escalar de curvatura é entdo escrito como

1 1
_ 1 22 _ . 9
R=¢g Rii+yg R22_?+—6L281H2QSIH 0,
2

Este resultado também pode ser encontrado em [12], onde é usada uma notagao mais

simples, a do Calculo Diferencial e Integral na sua forma vetorial.
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3.5 Tensor de Einstein

Foi Einstein quem primeiro notou a importancia deste tensor para a Relatividade
Geral, por causa de suas propriedades. Para obté-lo vamos fazer uma contracao da

métrica com a Identidade de Bianchi

gpu(RquU;/\ + Ruvoxp + R;w)\p;cr) =0,

L L =0,

voA;p vAp;o

e permutando os indices inferiores A e p no terceiro termo, obtemos

Ryo+ (—R", )+ R’ =0,

VpA;o vAp;o

RVU;A - RV)\;U + R’ = 07

vAp;o

assim, contraindo com outra métrica contravariante, temos

gVU (Rua;)\ - RV}\?U + RpV)\PQU) - O’
R;)\ — QRU)\;O- - Oa

(o2 g —
0°\R.s —2R%,, =0,
e, por fim, contraindo com uma meétrica contravariante obtemos

9 (6° Ry — 2R%,,) =0,

Nea

1
(- L) o

)

onde o termo entre parénteses é o tensor de Einstein G*” que apresenta uma carac-

teristica de conservagao da forma

G = 0. (3.25)
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3.6 Tensor Momento-Energia para Fluidos

Um fluido (gés ou liquido) pode ser tratado como meio continuo, ou seja, pode-se
sempre pressupor que qualquer elemento de volume do fluido, por menor que seja, é
suficientemente grande para conter um grande ntimero de moléculas. Um elemento
do fluido, ou particula fluida, possui viscosidade desprezivel, este pode considerado
como fluido ideal, que é localmente isotrc’)picoE].

A dindmica do fluido pode ser definida pelas grandezas cineméticas, como posigao
r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) e sua velocidade, que devido a caracteristica de forma varia-
vel tem a dependéncia espago-temporal Vv = V(z,y,2,t) = V(T,t), e a aceleragao,

portanto, tera a propriedade

5 dv(z,y, 2, t)
N dt ’
0V eV 0N | 0209
Ot Otoxr  Otdy Ot 02
o

em que a nova derivada (ou operador)

d ov
— 2 . 2
0o +v-V, (3.26)

¢ chamada de derivada material. Este operador também é vélido para grandezas ter-
modinamicas, como a pressao p(T,t), temperatura T'(r, t), densidade massival p(r, ),
entropia S(T,t) entre outras.

Vamos comecar escrevendo a equacao de conservacgao de massa. Seja m = fv pdV

e que esta massa flui através de uma superficie de area A = [ 1dA, onde este fluxo

2Se um observador move-se no referencial do fluido, as propriedades fisicas sdo as mesmas em
qualquer diregao.
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de saida do sistema pode ser escrito como

dm
dt ot

_ / 9Py, (3.27)
t 14

que por outro lado, quando o fluxo de massa entra na superficie, descrita pela velo-
cidade V, encontra o vetor normal fi, oposto, que define a superficie de area infinite-
simal dA, de modo que v - i < 0. Diante disso, o fluxo massivo de entrada pode ser

definido como
dm
d¢

= / pv - dA, (3.28)
n A
entao, se a massa total nao varia

L dm
dt

dm
dt

_dm

= — =0 3.29
= , (329)

in

sistema out

ap / I
—dV =— [ pv-dA,
/V ot A

Do teorema de Gauss, do calculo vetorial, podemos escrever

podemos escrever

/pv-d.&:/v-(pv)dv,
A \%

que nos fornece

dp o
% + V- (pv) =0. (3.30)

Pela segunda lei de Newton, podemos escrever ), Fj = i—’;, podemos escrevé-la em

termos da forga de sustentacao de fluidos (empuxo) e outras forgas externas,

- Femp + Fe:vty

St

= _va + ﬁexta
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Supondo que a massa do sistema nao varie com o tempo

dv

— ==V F‘ex )
mdt Vp—i— t
dv %4 1=
-, = T _Fex >
dt mvP+ m-
dv 1 1
— =V _Fem 5
dt p pt m=

que nos dé a equagao de Navier-Stokes (2% Lei de Newton)

ov

ot

1

m

Feo, (3.31)

<!

1
Vv =—-—-Vp+
P

sendo que F.,; pode ser qualquer forca externa a borda do fluido. Um caso particular
é o fluido ideal, ou seja, onde nao ha forgas de resisténcia (ndo conservativas), como
a acao da viscosidade.

Podemos também adaptar esta equacao a primeira lei da termodinamica,

/V {a(pd v V(pe)] av = 4€ _ dWear (3.32)

onde € é densidade de energia. A segunda lei, fica

/V {8(@[;5) —1—\7-V(p3)} av > /A ~laa (3.33)

com ¢ = QQ/A. Para um sistema adiabético, 8(8’18) +v-V(ps) =0.

Exemplo Vamos considerar aqui um fluido estatico, na presenga apenas do
campo gravitacional, em um processo isocorico e isotérmico.
Solucgao: Esta condi¢ao mostra que v = constante, e assim a equagao de Navier-

Stokes, 0 = —%Vp + L (mg), se resume a

Vp = pg, (3.34)
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Se g = g(—R), onde % = —pg, dando p = py — pg(z — z0). Se o fluido estéd em
equilibrios mecanico (V =const) e térmico (T'=const), a energia livre de Gibbs (um
dos potenciais termodinamico) dG = —SdT + Vdp + pdn, e g = G/m, é a energia
de Gibbs por massa

dg = —sdT + vdp,

onde v = V/m = 1/p. Desta forma, podemos escrever dp = Vp-dr, dT = VT -dre
dg = Vg -dr. Assim

dg + sdT — vdp = 0,
dg + d(sT) — d(vp) =0,
Vg-dr+ V(sT)-dr — V(vp) -dr =0,

V(g+ sT —wvp) -dr =0,
que da V(g + sT — vp) = 0, nos dando

g+ sT — vp = constante. (3.35)

3.6.1 Fluido Relativistico e o Tensor Momento-Energia

Uma das formas de inserir um termo de fonte, que descreve a matéria e as pro-
priedades intrinsecas dos objetos fisicos, em conjunto com a geometria na qual estes
estao inseridos é a partir do chamado Tensor Momento-Energia de um gds ideal.
Desta forma consegue-se entender como a gravitacao esta intimamente relacionada a
geometria na qual ela esta imersa [I1]. Este é um tensor que descreve o momento e a
energia de uma particula ou de um conjunto delas, e por ser um tensor que descreve
a matéria, sua definicao serd importante mais adiante.

Vamos considerar o tensor momento-energia para poeira, que nada mais é do que
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particulas que nao se juntam ou interagem entre si
17 12
" = poutu”,

onde py é a densidade propria de matéria, uma densidade se movendo com o fluxo,

e u* é a quadri-velocidade, normalizada pela velocidade da luz, sendo que

i Ldz#  1dat dt _’y@

cdr cdt dr ¢ dt’

Desta forma a dimensao de T*” é a mesma de py. Este tensor foi apresentado pela
primeira vez por Zel’dovich em seu livro "Stars and Relativity" [I7], e descreve um
fluido perfeito com densidade definida. Vamos achar pela definicao, as componentes

deste tensor. A componente 00 nos fornece,

2 de 2
T — ol = po [ £
potu Po 2\a )
:p0727

T = p, (3.36)

onde p é a densidade em um referencial em movimento. A componente 0i pode ser

escrita como

2 1.0 1,
, ~v* dz” do
TO@ — Rl
Yz dt dt’
— Loy
2
7% = Py, (3.37)
c
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e a componente 2j

15— i,
Cc
T = Ly (3.38)
Lo, .

Como o tensor momento-energia é simétrico, podemos escrevé-lo como uma matriz,

tal que
R Uy v,
G, c c
Ve U Ualy Uil
2 2 2
™ =p| ¢ € € . (3.39)

Uy  UyUp Uy U0,

c c? c? c2
U, UUp VU U
2

L ¢ c c?

Ambos energia e momento sao grandezas conservadas, logo, esperamos obter alguma
relagao de conservacao deste tensor. E realmente conseguimos obter duas equagoes
de continuidade conhecidas tomando a derivada simples (para o espago de Minkwoski
- plano),

T =0, (3.40)

Desenvolvendo a equagao acima em componente, temos para p = 0:

% +T% =0,

19 0 (v _,
cot Oxt pc -

10p 1 o
cot ToY =0
o Op

V-(pv)+§—0,

que é a equacao de continuidade que expressa a conservacao de massa ou energia.

Se estiver representando massa, temos m = [ pdV. Se p for densidade de massa por
1 tao a densidad i i € = pc?, entdo do t d ia- t

volume, entao a densidade energia sera ¢ = pc®, entao do tensor de energia-momento

TH = equtu”.
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Desenvolvendo a equagao (3.40) para pu = i

TZO +le _
10 (Y, 0 (i
c Ot p c axz
1 J(pv’) ;
2 o + V (pv v])
V. (pv ) ) =0,

que também é uma equacao de continuidade mas para a densidade de momento. O
tensor momento-energia de fato expressa uma conservacao e deve ser valida para
todos os sistemas de coordenadas. Uma expressao que mantém essa caracteristica é

obtida se tomarmos a derivada covariante do tensor momento-energia

™ = 0. (3.41)

Este tensor momento-energia é definido em uma variedade diferenciavel arbitraria
e todas suas propriedades sao validas nela. Existem diferentes tensores deste tipo
para descrever diferentes sistemas. Uma outra descricao de um tensor momento-
energia para o eletromagnetismo pode ser encontrado na se¢ao xxx.

Uma outra forma de introduzir este tensor é considerando o empuxo do fluido.
Para isso vamos considerar o fluido no referencial de repouso, onde o tensor energia-

momento

T = ¢
T =0,
T =p,

Considerando uma transformacao de Lorentz, do referencial de repouso para o refe-
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rencial com velocidade v, z# = A* 2™, onde

A° S S =
0 V1—=v?/c? ’
i v’

A0:’7?7
i St Uivj

AJ—(;]-—F’}/?,

Entao T = A# A”,T"", onde as componentes ficam

2
T00:72<U—2+6),
c

%

4 v
T = +*(p + )

ij i v/
T =03p+7" P+ )5
e na forma covariante fica,
T = pn™ + (p + €)utu”. (3.42)

Veremos este mais adiante.

3.7 Equacao de Campo de Einstein - Acoplamento
com a matéria

A esséncia de uma teoria fisica expressa de forma matemética é a identificacao
de conceitos mateméaticos com certas quantidades fisicamente mensuraveis [18]. Po-

demos identificar:

e O espago-tempo, local onde ocorrem todos os eventos, é uma variedade qua-

dridimensional com uma métrica.

e Esta métrica pode ser mensurada por réguas e reldgios.
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E razoéavel descrever a gravidade e sua acio na matéria baseado na ideia de
uma variedade Riemanniana quadridimensional curva, que possui caracteristicas de
localidade que satisfazem o Principio de Equivaléncia, descrita por uma métrica.
Uma equacao deve ser proposta sabendo-se que esta deve relacionar geometria do
espaco com um termo de fonte de massa, analoga a equacgao de Poisson. Além disso,
essa equacao deve conter propriedades de conservacao, analogo a equagao de Laplace
e, para o limite newtoniano de baixas velocidades e campo gravitacional fraco, deve
contemplar as leis de Newton.

A fonte de um campo gravitacional na teoria de Newton ¢é a densidade de massa.
Numa teoria relativistica da gravidade precisamos ter um conceito mais significativo
do que simplesmente "massa", o que conseguimos obter com o tensor momento-
energia, visto a relacao que existe entre massa e energia descoberta por Einstein em
sua teoria da Relatividade Restrita [2].

O tensor de Einstein é um objeto puramente geométrico e que expressa uma lei

de conservacao

cao

entao uma equacao que relacione estes dois objetos apresentard uma lei geral de

conservagao. Podemos inferir entao que estes tensores sao proporcionais um ao outro

G = kTH, (3.43)

sendo k£ uma constante de proporcionalidade cujo valor serd obtido futuramente.

Sabemos da Mecanica Cléssica que o movimento de um corpo em queda livre em
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um campo gravitacional homogéneo é regido pela segunda lei de Newton, dado a

equivaléncia da massa inercial e da massa gravitacional:

myg=m;a = mg=ma = g=a, (3.44)

assim, um campo gravitacional, gerado por uma fonte massiva é equivalente a uma
aceleracao. Vamos considerar um campo gravitacional fraco e estéatico onde a veloci-
dade da fonte massiva é muito menor que a velocidade da luz v < ¢, que é uma boa
aproximagao para o caso do Sol no sistema solar. A métrica deste espago pode ser
considerada como a métrica do espaco-tempo plano 7,,, mais uma perturbacao h,,,,

sendo que esta ¢ muito pequena |h,,| < 1 E|

Juv = N + h;w?

v o __ 17 v
e
O movimento nao relativistico da fonte implica em

T

da?
dr
da?
dr

Q Q
\.O \-ﬂ

2
Gs.
A
O

Usando a equagao da geodésica (3.5)), considerando as componentes puramente

espaciais, temos

d?z’ i 0.0 i daddzk

qz Lot A e =0,
d2 % )
d_; —I'_ FZOOC2 — 0,

onde os termos de velocidade podem ser considerados despreziveis comparados ao

3Este ¢ o chamado limite newtoniano que é usado para linearizar as equacoes de campo.
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termo da velocidade da luz. Portanto

A%zt
dt?

_ i 27
=a' = —cT",. (3.45)
Usando a nova métrica vamos descobrir o termo

i L
oo = 59 ?(=900.p + Gop.0 + 9p00),

L
—59 ( goo,k),

os termos fora da diagonal da métrica ¢ = ¢% sdo nulos e as derivadas temporais
também pois estamos considerando um campo estatico. Considerando a métrica

plana mais uma perturbagao, temos

, 1, . ) 1 .
Mo = —é(ﬁlk - hlk) (Moo,k + hoo k) = —577“%00,1{7

desconsiderando os termos de ordem O(h?) e superiores pois |h,,| < 1. Contraindo

a métrica do espago-tempo plano 77““ com a perturbagao, temos portanto
. 1 1
Ty = —=hoos = —=Vhoo.
00 5100, 5 v oo

A partir da equagao (3.45)) da geodésica e substituindo o resultado acima, temos

2

. c
a' = EVhOO. (346)
A forga gravitacional pode ser descrita através de um potencial F=_-VU e, conse-
quentemente, o campo gravitacional também g = —V ¢, resultando em
a=-Vo.
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Voltando na equagao (3.46|) e substituindo o termo acima

CQ
V(Ehoo + ¢> = 0,

ou seja,

2
hoo = —C—f, (3.47)

e a componente ggo da métrica, gog = 1o + hoo, torna-se

2¢
oo =1-75, (3.48)

entao para o caso do limite de campo fraco, o campo gravitacional ¢ esta contido em
goo- Vamos entao verificar essas componentes se para o limite newtoniano a equagao
(3.43) proposta descreve os resultados ja conhecidos da Mecéanica Classica [16]. Ja

sabemos que T = p vamos calcular agora Ry, usando

pav pree IR

onde desconsideramos os termo de O(h?) advindos da multiplicagao dos coeficientes

de conexao. Escrevendo os simbolos de Christoffel em termo da métrica
«@ 1 af
T2, = 57 (s + B + ) (3.49)

a métrica do espago-tempo plano 7,, ¢ constante, logo suas derivadas sao nulas.

Assim, substituindo esta na equacao de R,, temos

1 (0%
R/w = 577 'B(huﬁvua - h/w,aﬁ + huaﬁl’ - ho‘ﬂvl’“”)'

Para acharmos uma equagao que contenha ¢, temos que tomar =0 e v = 0, como
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visto anteriormente. Com isso obtemos

1
Ry = §naﬁ(—hoo,aﬁ)7

onde novamente as derivadas temporais sao nulas. Portanto

1
ROO = - 5 (hOO,aa) )

1
Ry = —§V2h00,

e substituindo o valor de hgg, temos

1
Ry = gv%.

Esperamos obter a equacao de Laplace se considerarmos o limite newtoniano para
a equagao (3.43]) sem o termo de fonte T*”. Multiplicando a equag@o covariante por

g", obtemos

1
R — ég‘“’gw,R =0,

1
R — 577‘“’77,“,}% =0,

sendo os termos de h,, nulos pois este ¢ definido como uma perturbagao no espago-
tempo plano causado por uma fonte massiva e estamos considerando a equacao sem
fonte. O termo 9" 1, = 1"noo + n*' 111 + 1**122 + 1**n33 = n & o trago da matriz do

tensor métrico do espago-tempo plano e n = 4, portanto
1
R — 5(4R) =0 = R=0. (3.50)

Voltando na equacao sem fonte e substituindo o valor do escalar de curvatura encon-
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trado, temos

R, =0.

Como sabemos que o termo que contém o potencial gravitacional do limite newtoni-

ano é ggg, temos

1
Ry = gvzéb =0,

V3¢ =0,

que é, de fato, a equacao de Laplace.
Vamos agora voltar e considerar a equagao (3.43) com o termo de fonte no limite

newtoniano e, multiplicando por g,,, temos
1 v 14
R— 5(77# — h* )(UW + hw)R = KT,

onde T' = ¢g"T,, é o trago da matriz do tensor momento-energia. Da equagéao (i3.50))

agora considerando o termo de fonte
R—-2R=kT = R=-kT,

e substituindo o escalar de Ricci na equagao original, ficamos com

1
R,, = k;(TW - 5gWT>. (3.51)

Os termos de ? sao nulos pois descrevem a velocidade da fonte que, na nossa consi-
deragao, é estatica. O tnico termo nao nulo do tensor momento-energia é Tyy = p e
com isto obtemos o termo

1 P
pr - §g,uzzT = 56# )
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e voltando na equacao anterior considerando Ry, temos
2 1 2
Vi = -k pc”.
2
Como esperamos que a equacao acima seja a equacao de Poisson V2¢ = 47Gp,

precisamos que a constante k tenha um valor especifico, %k’ch = 47w Gp, portanto

G

c2

k:

. (3.52)

Com isso, obtemos a equacao de Poisson no limite newtoniano de nossa equa-
¢ao proposta, bem como o valor da constante de proporcionalidade k. A equagao

completa se torna

1 8rG
R/u/ - Eg;wR = C_QTMV’ (353)

conhecida como Equagcao de Campo de Einstein, que também pode ser escrita
de outra maneira, explicitando a parte geométrica do tensor de Ricci

1
R, - 21¢ (TW _ —gWT) _8Gg (3.54)

v
c2 2 2 T

onde

1
SNV = TNV - éngT'

A equagao de Einstein, como foi demonstrado, contém os resultados da Meca-
nica Classica no limite newtoniano. Além disso, é possivel perceber pela equagao
que dada uma enorme distribuicao de massa a curvatura do espago-tempo, que de-
pende basicamente da métrica, é modificada e portanto o movimento de corpos de
teste neste espago também serda modificado, tendo em vista que estes seguem uma
geodésica pelo espago-tempo curvo.

Para corpos de teste de significante densidade nesta variedade Riemanniana, de

tal modo que estes também influenciem na geometria do espago-tempo, a equagao de
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campo de Einstein apresentard termos nao lineares, tornando dificil achar solugoes
para o movimento destes corpos sem a utilizacao de métodos de aproximacao, alguns

conhecidos como "neo-newtonianos".

3.8 Acao Gravitacional de Einstein-Hilbert

O principio de minima a¢ao ocupa um lugar tao honrado na Fisica que quase
todas as teorias fundamentais foram formuladas fazendo seu uso. E de se esperar
que a teoria da Relatividade Geral tenha uma formulacao utilizando este principio.

Vamos obter uma expressao para a acao gravitacional. Na &rea de teoria de

campos a acao é uma integral da densidade de Lagrangeana £ no espago-tempo
S = /ﬁd% (3.55)

e o principio de minima acao resulta nas equacoes de Euler-Lagrange para campos

oL oL
3~ ) = 50

onde ® é um campo genérico.

A agado eletromagnética é escrita, convenientemente, em termos do quadrivetor
potencial A, e todas as equacoes do eletromagnetismo sao derivadas a partir do
principio variacional. No entanto A, ¢ um objeto definido como uma estrutura
adicional que existe no espacgo-tempo. Na Relatividade Geral o campo gravitacional
€ o proprio espago-tempo, entao o que usaremos como a variavel de campo? Vamos
considerar esta variavel sendo o tensor métrico g,, e construir uma Lagrangeana
que seja funcao da métrica. Na equagao de campo de Einstein o tensor momento-

energia 7T, representa a contribuicao da matéria ao campo gravitacional, portanto
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na auséncia de matéria a equacao se torna

1
R/W — §gHVR = O,

temos somente o proprio campo gravitacional. E razoavel expressar a acao gravita-

cional total como a soma da contribuicao da matéria e da contribui¢ao do campo
S =5+ Su. (3.57)

A contribuicao da parte do campo gravitacional é dada por objetos estritamente

geométricos. Vamos partir da acao gravitacional de Einstein-Hilbert

Sq = / Rv/—gd'z. (3.58)

Seja portanto, uma variagao no campo gravitacional, que é descrita métrica do
espaco-tempo,

Guv — Guv + 6g/u/7 (359)

onde esta variacao € uma mudanca estrutural no campo em cada ponto, nao uma
simples variagao resultante de uma transformacao de coordenadas. Tomando essa

variagao no simbolo de Christoffel

1 1
5F>\;w = §6g>\p(_guu,p + 9pu,v + gup,u) + égAp[_((Sg;w),p + (5gp,u),u + (6gup)“u]a

sabendo que ¢*g,, = 0*,, vamos tomar a derivada funcional desta expressao

69 Gprg™ = — g™ g 6 g,

69" = =g g8,
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trocando o por p e vice-versa, temos

09 = =g 4" 0gor,

substituindo a equacao acima na expressao da derivada funcional do simbolo de

Christoffel
6T ——)‘Jlﬁp— ) 1/\”—5 1) )
w — 79 29 (=9uvp + Gouw + Gup) | 09on + 29 [=(09).p + (09pu) o + (0up) il
RS .
1
5FAuu = _gAaFnW(ng + _g)\p[_(égw’),p + (69pu) w + (69up) - (3.60)

2

Semelhante & derivacao covariante de um tensor covariante, as derivadas funcionais

da meétrica sao

(09w ) 0 = (0Gu);p + Fapufsgau + Faup(Sguaa (3.61)
(5gp,u),zz = (5gpﬂ);1/ + Fal/péga# + FauuagPOU (362)
(6gup) e = (0Gup)sp + Fawégap + Fapuégua- (3.63)

Somando as equagoes acima como aparecem na derivada funcional do simbolo de

Christoffel (3.63) + (3.62) — (3.61]), obtemos

(59'/11),# + (59;)#),1/ - (59W),p = (59Vp);u + (59pu);v - (59;“/);/1 + ZFO‘W(Sgap.

Substituindo esta equagao em ({3.8]):

1
5FANV = _gAaFnW(sgm + 59)\'0[_ (5guu);p + (59,0#);1/ + (591/,0);#] + g’\pfiyégap,
—_———

po
QR

1
511)\“” - 59/\p[_(5gw);p + (69pu)w + (69up)ul- (3.64)
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Vamos tomar também a variacao no tensor de Ricci escrito como R, = R”\W\V:

5R/AV - (51—‘)\;w)7>\ - (5F>\uA)7V + (5FAQ>\)FQ;LV + FAaA((SFauV)—'—

- (6FAQV)FO[;L/\ - F/\oa/((srap)\)' (365)

Como ja vimos, o simbolo de Christoffel FAW nao ¢ um tensor mas sua derivada

F’\W .. €. Por isso a derivada funcional do coeficiente de conexao pode ser considerada

um tensor e portanto sua derivada covariante
(6F/\u1/)§f€ = (6F)\w/)7fi + FAanarapV - FanuérAaV - FaungrAua7
assim, temos

((WW),A — (5F*HV);A - FAM(SFQW + FaM(SFAW + rawaﬂw, (3.66)

(5FAM)7,, = ((wM) L — FAW(SFQM + FawéFAM + Fawaﬂw, (3.67)

)

tomando a diferenca (3.66) — (3.67) como aparece na derivada funcional do tensor
de Ricci

<5F)\uu),>\ - (6F)\,LL)\),V = (51_‘)\,uz/);)\ - (6F)\,LL)\)§V - FAa)\(sPa/,w + Fa)\,u(sr)\au—i_

+T2,,00% =T, 0T,
e substituindo em (3.65)), obtemos
ORyw = (01%)0 = (0170, (3.68)

esta equagao é conhecida como identidade de Palatini. Substituindo a derivada fun-
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cional do simbolo de Christoffel na equagao acima

1
5R/w = {égkp[(‘sgup);u + (5gpu);l/ - (5QMV);0]} +
A

— {%gAP[(égM))W + (6Gpp)ix — (5guk);p]} g

sV

sendo a derivada covariante da métrica nula pela condicao de compatibilidade da

métrica. Portanto
1
0By = 59)\;)[((591//));#;)\ — 0Guw)ipix + 09ux)iow = 09ap )iy (3.69)

Fazendo a variagao da Lagrangeana (3.58)), temos

5£G = 5( V _gg/WR/W),

0Le = (0V/=g)R+ v —gRudg" +/~g9" 0 Ry, (3.70)

o ultimo termo envolve a derivada funcional do tensor de Ricci. Usando a identidade

de Palatini (3.68]) neste termo, temos

V=99" Ry, = /=g9" [(6T* ) — (0T )]

e podemos escrever o termo g (61'*,,).x como (g**0I'*,,).x, pela condigao de com-

patibilidade da métrica

0
(Q'W(;PAW);A - Wr)\uu + guy((EFAMV)?’\’

assim

V=99" 6 Ry = V=g[(" T, )x — (9" 0T )] (3.71)

podemos considerar os termos (g’“’élﬂm,) » = VA, como um vetor derivado, e da

)
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equagao do simbolo de Christoffel contraido (2.84)), temos

V);\,\ = VA,,\ + (V=9)\V?,
1

Vin = \/—__g(\/—_gV ),X

Colocando a equagao (3.71)) em termos da equagao acima, obtemos

1 1
V=99" R, = /=g \/—_—g(\/ —99""o%,,) | — 7= (V=99""0T") , |

VA
V=99"" R = (V=99""T",,) | — (V=99"I",,) |,
V—=99""6R,, = W™ (3.72)

O termo 0(y/—g) da equagao (3.8) junto com o resultado semelhante de (2.82)),

mas para o caso onde 6g = gg,,0g"", resulta em

1
5(\/ _g) = _2\/_—ggguv(sgw,7

1 v
= _5\/__99;11169# .

Substituindo os resultados encontrados em (3.8)), obtemos

1
5£G =1/ —g (Ruy — §g‘w/R) 59‘“’ -+ a)\WA, (373)

Usando o principio de minima ac¢ao onde 95 = 0 para a contribuicdo do campo

gravitacional, teremos
1
68 = / V—g (R,“, — §gu,,R) sgM dix + / HWwrdz =0,
Q Q

o segundo termo do lado direito dentro da integral é um termo de superficie pelo

teorema de Gauss. Estamos considerando uma variacao na métrica dentro de uma
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regiao €2 de modo que na superficie 0€2 desta regiao esta variacao seja nula. Logo
o segundo termo acima é nulo, e como dg" é arbitrario temos que o termo em
parénteses é nulo:

1

R;w - §guuR = 07

que é de fato a equacao de campo de Einstein sem o termo de fonte. Portanto a

equacao (|3.58) é uma expressao aceitavel para a acao de um campo gravitacional.
0N

Q

Guv = Guv + 69#1/

Figura 3.2 — Regiao ) do espago-tempo onde na superficie OS2 a deformagao da métrica
nao existe.

Para incluirmos nessa acao a matéria, devemos aceitar que esta interage com a
gravidade pelo tensor momento-energia. De modo semelhante a equagao de variacao

da agao gravitacional, devemos ter uma equagao para a agao da matéria como

5SM://<LTW\/—g59’“’d4x, (3.74)
Q

onde k € uma constante a ser determinada. Vamos considerar a seguinte Lagrangeana

da matéria

Lo = 26T 7/—g9"", (3.75)

tomando a variacao da equagao acima, temos

0Ly = 26T 0(v/=9)9" + T/~ 909" },

e T, nao depende da métrica, portanto ¢ invariante frente a varicao da mesma.
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Substituindo o termo da derivada funcional da raiz da métrica acima, obtemos
0Ly = KT/ —gdg"”.

Esta Lagrangeana é uma expressao vélida para obtermos (3.74]). A Lagrangeana

total é entao

St =S¢+ Su = vV—9R+2/—9T,,.9"",

e a variagao da agao total nos da

1
5ST == / 6£Td4ﬂf == / {\/ —g |:<RMV - Eg;u/R) + /‘{/TMV:| }5.9“” d4ZL’ = 07
Q Q

onde o termo entre chaves deve ser nulo, logo

1
R, — §gWR = —K1,

como a equagao acima deve resultar na equagao de campo, devemos ter

TG

c2

K=—

Juntando todas as informacoes obtidas, temos entao que a Lagrangeana total da

Relatividade Geral é

167G
Lr=+—g (R - Tm,g’“’), (3.76)

de modo que a acao total

1
ST:/\/—g(R— 6CZGTM,,9“")d4x, (3.77)
Q
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e esta acao no principio variacional resulta em

1
5Sy = / V=9 {Ruu ~ 59wl T g iz = 0, (3.78)
Q

2
como dg"” é arbitrario, temos que o termo entre chaves é nulo, portanto

1 8rG
RHV — §QW,R = C—2Tm,, (379)

que ¢ a equacao de campo de Einstein.

3.9 Solucao de Schwarzschild

Com a equagao de campo de Einstein deduzida, algum resultado derivado dela
ainda precisava ser descoberto para testar seu potencial como teoria. Einstein con-
seguiu obter uma solugao aproximada com a qual descreveu a precessao do periélio
de Merctrio, um dos problemas que a mecanica Newtoniana era incapaz de achar
solugao. Em 1915, mesmo ano em que Einstein primeiro apresentou sua teoria da
Relatividade Geral, Karl Schwarzschild apresentou sua solu¢ao para um corpo mas-
sivo estatico (sem rotagao) de simetria esférica, que se provou ser uma boa solucao
para o espago-tempo do nosso Sistema Solar. Schwarzschild morreu no ano seguinte,
1916, por conta de uma doenca adquirida em sua participagao no exército alemao na
Primeira Guerra Mundial [19].

Consideraremos a equagao de campo no vacuo R, = 0 para um fonte estatica e
de simetria esférica em repouso. A condigao estatica infere que g, seja independente

de 2° e que o elemento de comprimento ds? seja invariante a 2° — —a°

, € nao devem
existir termos de dz’da’ em ds?. Isto implica em go; = gio = 0. Com estas condicoes,
a forma mais geral do elemento de linha do espago-tempo compativel com simetria

esférica é

ds* = U(r)c*dt* — V(r)dr? — W(r)r?(d6? + sin® 0d¢?), (3.80)
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onde por causa da simetria, temos trés funcoes para x* e cada uma delas é fun-

cao somente de r. Dessas trés funcoes independentes podemos obter somente duas

fazendo
Wr? = 72,
assim
%:%d_rw— \/_( +de—w)
e com isto
Vdr? = %(1 + ﬁ%) di? = Vdi®

Com isso W (r) vira uma fungao unitaria e definimos

retirando os circunflexos, temos entao como elemento de linha

ds? = 2™ 2dt? — P dr? — r2(dh? + sin? 0d¢?),

e as métricas covariante e contravariante sao

621/ 0 0 0 672'/ 0 0

0 —e* 0 0 0 —e* 0

Guv = ;g = 1
0 0 —r? 0 0 0 -

r

0 0 0 —r?sin?0 0 0 0

r2 sin? -

(3.81)

(3.82)

As duas fungoes v(r) e A\(r) serdo encontradas pela equagdo de campo no vacuo.
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Calculando os coeficientes de conexao nao nulos, encontramos

0 _ 10 o
[Ty =1"g =1/,

Fl[)(] _ V/€2(l/f)\)’ Flll — )\/’ F122 — _7,672/\’ F133 — —p sin2 9672)\’

1 (3.83)
[?,=I% =~ TI?%;=—sinfcosb,

r

1
1—‘313 = F331 = F323 = F332 = cot 0,

sendo que estamos usando a linha ' para indicar a derivada em relagao a r. Calculando
o tensor de Ricci encontramos que as componentes nao nulas sdo as R, (1 # v).

Estas equagoes de campo no vacuo sao

Roo = (V” + 12— N + 27’/) 2N =, (3.84)
Ry=—V"—v?+UN+ % =0, (3.85)
Roy = (=1 =1/ +7XN)e ™ +1=0, (3.86)
Ryy = [(=1 =7t/ +rXN)e ™ + 1] sin” § = Rppsin® 0 = 0. (3.87)

O fator €2~ em (3.84)) ¢ ndo nulo, portanto os termos dentro do parénteses devem

ser nulos. Somando e , obtemos
V+ XN =0,
que integrando em relagao a r nos da
v + A = constante.

Quando 7 — 00, a métrica do espago (3.82)) deve se aproximar da métrica de Min-

kowski, portanto \,» — 0, e assim a equacao acima se torna

v=—\ (3.88)
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Substituindo (3.88)) em (3.86), temos

(7“62V)I — 1,
e integrando em relagao a r, temos
2m
e21/ — 1 _ 7
r

onde chamaremos, convenientemente, de 2m a constante de integracao. A métrica

covariante e contravariante entao se torna

) _
R 0 0 0
T
-1
0 - (1 _ 2—m> 0 0
Ju = r 5 (389)
0 0 2 0
0 0 0 —r%sin®6
] - ]
(1 _ —m) 0 0 0
T
9
) 0 - (1 - —m) 0 0
g = r 1 . (3.90)
0 0 - o1
0 0 0 ——
L r2sin’6 4

Da aproximagao de campo fraco no limite newtoniano (3.48)) temos que

2MG

Goo =1— CRE

portanto, comparando com ggg da métrica de Schwarzschild, encontramos o valor

(3.91)
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Finalmente, o elemento de linha desta métrica é

2MG dr? .
ds® = (1 - 7) cdt® — - o@ r?(d6? + sin? 0d¢?), (3.92)
ou, de modo equivalente
2 2mY\ 5.9 2m\ ™ 2 20002 1 cin2 2
ds® = 1—7 codt” — 1—7 dr® — r*(d6” + sin” 0d¢*), (3.93)

e esta é a solugao de Schwarzschild. Podemos perceber que quando r — oo 0
espago-tempo de Schwarzschild se aproxima do espaco-tempo de Minkowski, como
desejado. Esta solucao oferece algumas corre¢oes para o movimento de planetas e o
movimento da luz no Sistema Solar. Para a solu¢ao no vacuo, M é simplesmente a
massa total do corpo e a distribuicao de matéria no interior deste corpo ¢ irrelevante.

Olhando a equagao em g1, percebemos que o coeficiente de dr? se torna

Q%G. Para o caso do Sistema Solar, esta singularidade

uma singularidade para r —
nao causa nenhum problema pois a solugao de Schwarzschild serve para o espago-
tempo fora do corpo de massa M E|

Para o caso do Sol, M =~ 1,99.10%kg [20], entao

2MG 2% 1,99.10% x 6,67.10~ "
2 (3.108)2

= 2,95km = rg,

onde a quantidade rg é o chamado raio de Scwarzschild. A superficie de Schwarzschild
(superficie que engloba o raio rg) se encontra dentro do Sol, uma vez que o raio do
Sol ¢ Rg = 6,96.10°km [20], portanto r¢ < Rg e a solu¢ao de Schwarzschild ¢é vélida.
A métrica pode também ser escrita como

dr?

1_1Is
-

ds? = (1 — E)02d1f2 —

. — r%(d#? + sin® 0dp?). (3.94)

4Como o fator m = ”CZG

deste, maior é o raio da singularidade. E destas singularidades em solucoes da equacao de campo
que surge o estudo sobre buracos negros.

depende exclusivamente da massa do corpo, quanto maior a massa
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Na Mecanica Classica, se considerarmos que a luz é constituida de particulas de

massa m viajando a uma velocidade v = ¢, por conservacao de energia obtemos

1, mMG
—mc° — ———— = constante.

2 R

A luz nao seréd capaz de escapar do potencial gravitacional exercido por este corpo

massivo de massa M se

isto é, se
2MG

2 Y

R >

c
que é, precisamente, o raio de Schwarzschild. Apesar dos erros conceituais, este
resultado foi obtido em 1798 por Laplace. Em suas palavras: "portanto, é possivel

que os maiores objetos do universo sejam, por esta razao, invisiveis.”ﬂ

®Vem dai o termo buraco negro: um corpo de massa tdo gigantesca que nem mesmo a luz
consegue escapar de seu horizonte de eventos, portanto sua observagao através de telescopios comuns
é impossivel.
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Capitulo 4

Equacao de Dirac com uma Solucao

de Schwarszchild

Na Fisica, até onde sabemos, existem quatro for¢as fundamentais sendo estas o
eletromagnetismo, a forga nuclear fraca e a forga nuclear forte, e a gravidade. Delas
surgem trés tipos de intera¢do: a Cromodindmica Quantica (QCD - Quantum Chro-
modynamics), que une os quarks para formar hadrons; a Eletrofraca que é a uniao
do eletromagnetismo com a forca nuclear fraca, responsavel pelo decaimento beta; e
a Gravitacao. Ambas QCD e Eletrofraca podem ser unificadas e compreendidas no
contexto da Teoria Quéantica de Campos (TQC) uma teoria de calibre (gauge), onde
suas interacoes sao carregadas pelo quanta dos campos que sao os glions no caso da
QCD e os fotons e os bosons W e Z no caso da Eletrofraca. Explicada pela Relati-
vidade Geral, a gravidade no entanto é uma teoria diferente das demais por conta
de sua natureza geométrica. A Relatividade Geral é claramente uma teoria classica
uma vez que em sua formulagao inexistem noc¢oes de dualidade onda-particula e a
constante de Planck. Ja que trés das quatro forgas fundamentais podem ser descri-
tas na linguagem da teoria quantica de campos, o mesmo tratamento também nao
deveria ser dado a Relatividade Geral?

As interacoes descritas pela TQC nao podem ser colocadas em termos geométri-
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cos como a Relatividade Geral. Isso acontece porque sua formulacao geométrica é
possivel por causa da equivaléncia entre massa gravitacional e massa inercial. Essa
equivaléncia entre as massas significa que todos os corpos aceleram igualmente em
um campo gravitacional, e a gravidade possui uma equivaléncia & um referencial
acelerado. O mesmo nao ocorre para as outras interagoes, por exemplo: um campo
eletricamente carregado sentird uma forga proporcional & sua carga e sua aceleragao
depende dessa forca dividida por sua massa inercial. Sua aceleracao entao depende da
razao q/m; que é diferente para diferentes corpos carregados. Portanto o referencial
acelerado no qual o Eletromagnetismo desaparece para um corpo nao é o mesmo que
para outro corpo distinto, portanto nao é possivel geometrizar o eletromagnetismo.

Antes de termos essa melhor compreensao das forcas nucleares, Einstein passou
varios anos tentando unificar Gravitacao e Eletromagnetismo, o que parecia plau-
sivel na época tendo em vista que ambas sao forgas de longo alcance e ja tinham
descrigoes bem claras na fisica classica. No entanto veio a ser descoberto que o Ele-
tromagnetismo poderia ser formulado como uma teoria quantica, juntamente com as
interacoes de curto alcance da forga fraca e a forga forte. Nos anos 1960 descobriu-se
que "calibrando", isto é, aplicando transformacoes de calibre as transformagoes de
Lorentz da Relatividade Especial obtinha-se uma teoria extremamente parecida (mas
nao igual) com a Relatividade Geral. Vamos considerar esta teoria neste capitulo
bem como a ideia de transformacao de calibre e suas consequéncias aplicadas ao

Eletromagnetismo.

4.1 A EletrodinAmica como uma Teoria de Calibre

Abeliana

A densidade de Lagrangeana de um campo escalar classico complexo ¢(z#) é

m2c?

L= (0,0)@0"") +

50, (4.1)
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Usando a equacao de Euler-Lagrange para campos

considerando o espaco-tempo plano, obtemos

2.2 2.2
(D—mhf)qs:o : (D—mhf >¢*:o, (4.3)

que é a equacao de Klein-Gordon, uma equacao de onda relativistica de segunda

—_19 9 9 4 2 ’ ; ;
ordem, sendo [J = —5 75 + 55 + 5% T 52 O operador d’Alambertiano. Quantizando

esta equacao, substituindo os termos

0 ) )
———-F . V— —p
T P
obtemos
E? = p*c? + mPct, (4.4)

que ¢ a relagao de Einstein para a massa, momento e energia.
A Lagrangeana (4.1]) possui uma simetria, e como consequéncia podemos associa-
la & uma grandeza conservada, de acordo com o teorema de Noether [21]. Fazendo a

transformacao de calibre

¢/ — e—iA¢ : qb’* — 6iA(;5*, (45)

sendo A um parametro constante, podemos perceber que a Lagrangeana se mantém
invariante. Este tipo de transformagao é chamado de transformacao de calibre de

primeira ordem. Para um A infinitesimal e desconsiderando os termos O(A?), temos

56 = —ihe 86" = iNe, (4.6)

0(0u@) = —iA(6(0ue)) 5 0(0u97) = 1MS(0u0"). (4.7)
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Podemos definir uma corrente j* como

oL oL
AjH = ) 00" 4.8
7= 50,0 00,0 e
e obtemos assim
gt =i(¢" 0" P — 0" d"), (4.9)

uma corrente que é conservada

Oujt = i(0u9 0P + 0" U — 0,90"0™ — ¢L1¢"),

2.2 2.2
:i(qb*mh; 60— ¢ cb) ~0.

Como consequéncia dessa conservagao, usando o teorema de Gauss [12], temos

ao/jﬂdvz/v-jdvz/j-ﬁdA,
\% 14 A

=i / (6"Vé — 9V )dA = 0,
A

assumindo que o campo ¢ desaparece na superficie A do volume V. Assim se consi-

derarmos a grandeza Q = [ j°dV/, temos

Q
- =0 (4.10)

onde () é a carga elétrica, uma grandeza conservada do campo ¢ por conta de sua
simetria frente a transformacao de calibre.

A transformacao requer que o campo mude pela quantidade indicada em
cada ponto do espaco e ao mesmo tempo. Esta é portanto uma transformacao global
que nao combina bem com as caracteristicas de localidade da Relatividade Restrita.
Vamos entao considerar o parametro A como uma fun¢ao do espago-tempo, e as-

sim a transformacao do campo ¢ serd local, diferente em cada ponto do espago. A
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transformacao de calibre para tal é
¢(x) — e Do) 5 ¢ (x) — AN (a), (4.11)

que é chamada de transformagao de calibre de sequnda ordem. Considerando A(z)

infinitesimal obtemos

5= —ih¢ : 60" =iAg", (4.12)

5@#@ = _i(auA)¢ - iA@u@ ) 5(aﬂ¢*) = i(auA)¢* + iA@ud)*)- (4-13)

A Lagrangeana no entanto nao é invariante sob esta nova transformacgao

! . — i . A Lk ; . m262 §
L= [~i(@0)e 6 + 79,0 [1(0"N)e " + e 6°] + Lg%,
m202

= ((%A)z'(ﬁ‘ W — @' P*) + (3u¢)(0‘”¢*) + 72 9|,

= L+ (9,M)j".

Para manter a invariancia precisamos introduzir um campo A,(z) extra na teoria e

um termo extra correspondente na Lagrangeana
Ly =—€ej"A,, (4.14)

onde € é a constante de acoplamento acrescentada para que A, tenha as mesmas

dimensoes do operador % e sua transformacao de calibre é

1 1
A, = At Z0A 5 0A = 9N, (4.15)

tal que
0Ly = —€e(05") Ay — j*(OuA),
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5L+ 6L, = —e(55")A,,

porém a soma das Langrangeanas ainda nao é invariante, ja que

05" = i[(09")0"¢ + ¢70(0"9) — (69)0"¢" — $5(0"¢")],
0j1 = 20"N(¢"9),

logo
LA+ L) =—2e0"N(p"p)A,.

Se adicionarmos o termo

Ly = ¢ pArA,, (4.16)

sabendo que §(A*A,) = 2(§A*)A,,, temos que

0Ly = E(007)AM A, + 45 (50) A" A, + 67 95(AMA,),

= 2¢(0"N)A, 0",
e assim, temos finalmente a Lagrangeana invariante
LA+ L1+ Ly)=0. (4.17)

O proprio campo A, introduzido na Lagrangeana contribuird com um termo

independente de £ e L5, que descrevem o acoplamento ao campo ¢. Definimos

F,, =0,A, —0,A (4.18)

v4p,

que sob a transformagao de calibre

5(9,A,) = %a#a,,/\, (4.19)

128 de



CAPITULO 4. EQUACAO DE DIRAC COM UMA SOLUCAO DE SCHWARSZCHILD

portanto

§F,, = 0(0,A,) — 6(8,A,),

1 1
— 29,0,A — ~9,0,A = 0,
€ " € "

e podemos incluir o termo invariante na Lagrangeana

1
Ly = Ful™. (4.20)

A Lagrangeana total, soma da Lagrangeana original com os novos trés termos, é
| e m2E 1
£TOT = ((‘Lqﬁ + ’LEAHQb)(a g25 — e ¢ ) -+ Fé §Z5 + ZLF”VF .

Olhando para os primeiros termos em parénteses desta Lagrangeana, podemos
notar alguma semelhanca com a defini¢ao da derivada covariante a menos dos termos

de conexao, que nesse caso estaria "substituido" pelo campo A,

D¢ = (0,0 +1eAud) ; Duo" = (0,9" —ied,d"), (4.21)

cuja variagao

§(D,¢) = —iAD, o, (4.22)

¢ da mesma forma que (4.7). A Lagrangeana total pode ser escrita sucintamente

CcOo1mo

m2c?

h2

Lror = (Dud)(D#6) + "ot6"6 + L Fyu . (4.23)

Ainda precisamos definir uma corrente em termos dessa "derivada covariante" da

Lagrangeana e que seja conservada. Podemos encontré-la fazendo

oL oL

AJH =
9(D,¢*)
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e obtemos

JF =i(¢*D'g — ¢ DHg). (4.25)

Para mostrar a conservacgao desta corrente vamos usar a equacgao de Euler-Lagrange

para o potencial A,, obtendo a equacao

O, 1™ — eJt =0, (4.26)

cuja derivada nos da

,J" =0, (4.27)

e esta corrente "covariante" é de fato conservada.

A Lagrangeana de um campo escalar complexo possui uma simetria de rota¢ao no
plano complexo e por causa disso a corrente J* é conservada, logo uma quantidade
também ¢é conservada: a carga elétrica. Fazendo essa simetria ser local a Lagrangeana
deixa de ser invariante e essa propriedade s6 é restaurada ao introduzirmos um campo
A, e um quadri-rotacional associado F),,, que é o tensor do campo eletromagnético
e sua fonte é a carga elétrica.

Essa descricao do Eletromagnetismo nao é geométrica, mas apresenta alguns pa-
ralelos com a Relatividade Geral. O comutador entre duas derivadas covariantes na
Relatividade Geral é proporcional ao tensor de curvatura

[D,,D,le, = R?

o Hv €p-

KUy
Nessa descricao do Eletromagnetismo, o comutador das "derivadas covariantes" é

[D,ua Dz/]gb = iEFquf), (428)

0 que nos sugere uma analogia entre tensor de curvatura e tensor eletromagnético.
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Se compararmos as equagao que descrevem ambos os tensores, a menos dos indices,

R=0r —ar + [I,T7], (4.29)

F =0A— 04, (4.30)

percebemos as semelhancas entre as duas e podemos fazer uma analogia entre os

e o campo A,. Porém o tensor eletromagnético nao

14

coeficientes de conexao I'*,
possui o termo a direita que o tensor de curvatura apresenta, que s6 surgira quando
generalizarmos a eletrodinamica para o caso de uma simetria nao-abeliana.

Por fim, é interessante obter uma outra notacao para essa simetria de calibre

apresentada. Generalizando as transformacoes de calibre, temos

6 —Usp : o — Ulep", (4.31)

A

sendo U = ¢ uma matriz unitaria e hermitiana, U o transposto conjugado de U e

U'U = 1. Sob uma transformagao local A = A(z*), temos
0,U = i(0, MU, (4.32)
¢ as outras transformacoes sao dadas por
A, — A, — EUTa“U S T (4.33)

Se duas matrizes U; e U, sao hermitianas, entao seu produto U;U, também é her-
mitiano. E se uma matriz U tem uma inversa U~!, e essa também ¢ hermitiana,
temos que as condigoes para o grupo U(1) das matrizes unitarias em uma dimensao.

A eletrodindmica é portanto uma teoria de calibre U(1).
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4.2 Teoria de Calibre Nao-abeliana

O que podemos tirar de 1util se usidssemos um grupo de simetria mais geral que
o de U(1)? Essa foi uma das motivagoes de Yang e Mills, baseada na constatagao
de que as particulas com interacao nuclear vinham em "familias" com propriedades
bastante similares. Por exemplo o préton e o néutron possuem a mesma massa,
mesmo spin e mesmo numero baridnico, logo podem ser pensados como sendo dois

estados de uma tnica particula, o nicleon

tendo isospin [ = %, sendo o proton de isospin "up" I3 = +% e o néutron de isospin

"down" I3 = —5. O spin é matematicamente conectado a rotagoes num espago de

1
5
parametros tridimensional, e o isospin a um espaco abstrato tridimensional. I3 é a
componente de isospin ao longo do "terceiro" eixo deste espago.

[sospin é uma quantidade "vetorial" em um espaco cuja terceira dimensao é co-
nectada com a carga elétrica e sendo esta a fonte do campo eletromagnético, podendo
ser descrita pelas equagoes de Maxwell e a simetria de calibre de U(1), seria plausi-
vel entender o isospin como uma generalizagao deste grupo de simetria para o grupo
SO(3). Este novo grupo descreve rotagoes em trés dimensoes e é ndgo-abeliano: seus

diferentes elementos nao comutam. Para perceber isso podemos tomar a rotacao de

um vetor ao longo do eixo z por um angulo «, de tal maneira que

Ve — cosaV, +sinaV, ; V, — —sinaV, +cosaV, ; V,—V,, (4.34)
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e a matriz de rotagao é

CoS & sin av 0
Rz(a) = | —sin« CcoS o 0]-
0 0 1

Da mesma maneira, rotagoes nos eixos = e y resultam em matrizes de rotagao

1 0 0 cosy 0 —sinvy
R.(B) = |0 cos 8 sin 3 ; Ry(v)| 0 1 0 5
0 —sinf  cospf siny 0 Cos 7y

e estas nao comutam

R, (B)R.(a) # R.(a)R. ().

A rotagao por um angulo « infinitesimal, resulta numa matriz de rotagao

100 0 1 0
R.(a)=10 1 0| +a|=1 0 0},

0 01 0 0 O

R.(a) =1+1iJ,a,

sendo J, o gerador de rotagoes no eixo z. Para os outros eixos, temos os geradores

0 0 0 0 0 0 —i 0
=10 0o =il ;5 J=1]10 0 o ; JL=1|i 0o of, (435
0 i 0 i 0 0 0 0 0

e essas matrizes nao comutam

[y, T = i, (4.36)
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Uma rotagao em um eixo unitario n por um angulo « é dado pela equacao

Rp(a) = ™I, (4.37)

Um vetor é um objeto com trés componentes que sob rotagoes se transforma da
mesma maneira como as coordenadas (x,y,z). Para considerar as transformagoes
do ntucleon precisamos levar em conta os espinores que possuem somente duas com-
ponentes. Isto nos leva a tratar a representacdo de rotagoes em SU(2): grupo de
matrizes unitarias em duas dimensoes com determinante unitario. Neste grupo uma

matriz geral é

a b
U= ;o ol =1
—-b* a
e
UUT=UWU =1 ; detU=1. (4.38)
A estrutura de SU(2) é semelhante a de SO(3), e analogamente a rotagao (4.37)),
temos
U = 2o (4.39)
sendo & as matrizes de Pauli
0 1 0 —i 1 0
Op = Doy = D0, = : (4.40)
1 0 i 0 0o -1
e estas possuem a propriedade
[272] — %k (4.41)
2° 2 2

portanto essas matrizes sdo os geradores do SU(2) e obedecem a uma relagao de

0

comutagao semelhante a de SO(3). Usando a relagao € = cosf + isinf e sabendo
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que

podemos mostrar que

if. (07 N 0
U:e2“‘m:]lcos§+zn-0'sm§.

Se considerarmos fi = n, = (0,0, 1) entao

6% ) 1 O L«
U.() =1cos =+ sin —,
2 2
0 —1
o : o
_|cosg —sing 0
- I
o : (0%
0 cos 5 + sin 9
els 0
= )
0 e "2

e desta maneira um espinor se transforma como

Y — ' = Uy,
e temos
o= U . (oA _0 (00 _ ei?% |
(0 (A {125} e~ 21hy

O produto externo de dois espinores é

bt — [@/1* W} I R R
— . :| =

(0 Yothy  hathy

Y

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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e sua transformagao de acordo com (4.44) é

P1iby + oy — cos a(Piyhs + Parhy) + sin afi(Pr; + 2ty
i(15 + hat)]) — cos ali(yr)s + o)) — sin (s + a1)y),

que pode ser comparada com a transformacao de um vetor

(13 + hath]) ~ Vo 5 (i + aty) ~ V. (4.46)

Vamos considerar um campo espinorial ¢ com Lagrangeana

L =08,6'0"0+m’s'o, (4.47)
aqui com ¢ = h =1, sendo ¢ = ! . Esta é invariante sob
03}
¢p—Up ; ¢ — o'UT, (4.48)

sendo U uma matriz na forma (4.42)). Para uma transformagao de calibre de primeira

ordem, considerando os parametros constantes «, temos
U=¢e72%; a=1,23; (4.49)

onde as matrizes de Pauli sao representadas por o° = 0,, 0° = 0y, 0° = 0,. A

transformacao para um «® infinitesimal

a

s6=iTa% 1 8(0,0) = i%0"(0,0), (4.50)
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e como 0% = %, temos
40 , o’
5ot = —zqﬁT?oﬂ ; 0(0.0") = —z(audﬂ)?aa. (4.51)

A corrente é encontrada de modo semelhante & (4.8) trocando-se A por a“, e

obtemos
. o o
Jua =3 (@@T?qﬁ _ ¢T78ugz§) , (4.52)

e esta corrente possui, além das quatro componentes do espaco-tempo, também trés
componentes "internas" (componentes de spin) dadas pelo indice a. As equagoes de
movimento deste campo espinorial também sao do tipo de Klein-Gordon (4.3), logo

podemos perceber que a corrente J,* é conservada
, o? o® , o o®
o, = o [z ((%qu?gb — ¢T7au¢>] = Z(DgzﬁT?gb — ¢T7D¢) = 0.

Para considerarmos agora uma transformacao de calibre de segunda ordem te-
mos que considerar a® = a(x,) e, em analogia ao caso eletromagnético, esperamos
introduzir um potencial A ,* com um indice extra. A derivada 9,¢ sera trocada pela
derivada covariante D,¢ e havera um tensor de campo analogo a F},,,. Considerando
a rotagao

U =e5o@), (4.53)

0¢(x) = ig—a(x)p(x), (4.54)

onde g é uma constante de acoplamento. Definindo a derivada total como

. oa
D“¢ = @Lqﬁ — ngM 7¢, (4.55)
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sua transformagao se dara como

a

5(D,i6) = ig - ()d,6(x). (4.56)

A transformagao de A,* pode ser obtida levando em consideragao o lado direito da

equacao acima:

a b a a b
oA , o oA o’
g5 (@Lgb — ZgAubE ) =igoa b+ gQAMbTa 0,

usando a relacdo 0%0? = 64 + i€4p.0°, Obtemos o termo

2 c

2
a g a,a g b 0" 4
a0, + ZA“ Q ¢+Z§Au Eabe 0,

O.a

i92

e disto tiramos que a transformagcao do potencial é
A — A+ 0 — gaabcabAuc. (4.57)
E util escrever a transformacao de A, como

Ay, — UAU = 2(0,U)U ! (4.58)
g
sendo
O.a
p— A a_ 4.
5 (4.59)

p=

e U é dado por (4.42). Assim para um o infinitesimal e desconsiderando termos de
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O(a?) e superiores, temos

a b c
AU = (1+4ig7a" AT (1- Lo
UAU (—l—zg2a>u2 7 )
=A,+ i%Aub [0%, a"]a”,

Cc
a

o
=A, - ggabcAubga ,

sendo que foi usada a relacao [a“, ab} = 2iga.0¢. O outro termo

(a#U>U_1 =0, <ei§a“(93)>ge—i§aa(x)7

= ig 7<au04a)7
e juntando os resultados dos termos, obtemos que

o
P

o o€
A, — Au“7 - géabca“Aub? + (0,a%) i

que ¢é precisamente a transformacgao de A,. Nessa notagao, a derivada covariante é
Du¢ - au¢ - igAu¢7 (460)

que ¢é a generalizacao de (4.21)) para o caso ndo-abeliano, sendo A, agora uma matriz
2x2 em SU(2). Como temos um potencial nao-abeliano, devemos inferir a generali-

zacao de F),,, definindo como

F,ul/ = ;[D;m Du]y (461)

e obtemos assim

F., =0,A, —0,A, +ig[A,, A, (4.62)
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a
sendo agora Fy,, = F), “5-, portanto

F,*=0,A"—0,A,"+ gaabcAubAyc. (4.63)

No caso nao-abeliano o tensor eletromagnético adquire um termo quadrético de
A, ausente no Eletromagnetismo puro. E sob a transformagao de calibre U o tensor
se transforma como

F, —UF,U" (4.64)

No entanto, neste caso F),, nao ¢ mais invariante como no caso do Eletromagnetismo

e nem a quantidade F),, F* o é. Mas como
E,F*" — UF,, F*"U",

seu traco € invariante, ja que tracos nao variam sob permutagao ciclica das matrizes.

Temos entao
Te{F  FHv _1F aFuubT a b _1F a pruva
t{F. }_ZW r{aa}—ﬁw ,
j& que Tr{c®c"} = 204, logo

1 v 1 a va
ETr{FMVFM }: ZFMV Frre,

Assim a Lagrangeana para um campo espinorial ¢ com uma simetria de calibre
SU(2) local &
1
L= (D"¢")(D,g) + m*¢p'p — 3 Tr{F,, F"}. (4.65)

Como essa Lagrangeana apresenta termos ctbicos e quarticos de A, seu significado
é que o campo é "auto-acoplado": ao se propagar pelo espago-tempo este pode

absorver ou emitir outro quantum do campo e age como sua propria fonte. Isto
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pode ser observado também pelo fato de o campo A, carregar o indice de spin a,
diferentemente do Eletromagnetismo onde particulas carregadas agem como fonte do
campo eletromagnético, mas este campo em si nao carrega nenhuma carga.

Essa caracteristica da teoria de calibre nao-abeliana tem paralelos na Relatividade
Geral. Ondas gravitacionais carregam energia (embora nao localizadas) e qualquer
coisa carregando energia (ou equivalentemente, massa) age como fonte do campo
gravitacional. Esse aspecto de nao linearidade da Relatividade Geral é comparti-
lhada nas teorias de calibre nao-abelianas e agora podemos tracar semelhancas com

componentes da Relatividade Geral e do Eletromagnetismo:

A, —T",
D¢ = (0u —19Au)¢ —> Vip = Vi — I,V

pp K

K
Fu — R\

4.3 Simetria de Calibre de Lorentz: torcao

Vamos agora levar a ideia de calibre um passo adiante, mas de uma maneira um
pouco diferente. Vamos considerar ¢ como um espinor dessa vez num "espaco espino-
rial" de verdade, cujas componentes diferem em suas projecoes de spin numa dire¢ao
do espago em particular. As caracteristicas desses campos (massa, spin) derivam do
proprio espago-tempo e nao de atributos "adicionais" como a carga elétrica. O modo
de entender essas propriedades é assumir sua nvaridncia de Lorentz, ou seja, para-
metros das transformacgoes de Lorentz (transformagoes de coordenadas, velocidade e
rotagdes de angulos) nao serdo mais constantes mas sim fungoes do espago-tempo.
Esse "calibramento" da invaridncia de Lorentz tem consequéncia nas derivadas que
necessitarao serem substituidas por derivadas "covariantes", envolvendo um "poten-
cial de calibre". Essa derivada aplicada na equagao de Dirac [22], uma equacao
de onda portanto uma equagao diferencial, permite uma descri¢ao de, por exemplo,

elétrons em um espago-tempo curvo.
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A equagao de Dirac [23] é uma equagao de primeira ordem
ihy"0,¥ = —mpcV, (4.66)

onde " sao os coeficientes dos operadores derivadas de primeira ordem, mp é a
massa da particula de Dirac. Aplicando o operador 7”0, de ambos os lados da

equagao acima, nos da a equacao de segunda ordem

o? 0?
— (70)2@ + (WI)Qﬁ + | U+ [(VO7 +94"°) 0001 + .. ] ¥ =m0,

que deve resultar na equagao de Klein-Gordon, entao

()2=1 ;5 (M’ =0()=0(") =1, (4.67)

(A=A = =0, (4.68)

sendo {v*,7"} = ¥*9” + v¥+* o anticomutador. A equacdo (4.68)) indica que os

coeficientes v* nao podem ser nimeros puros, mas sim matrizes. Essas matrizes sao

1 0 0 0
., 101 0 o 10
V= = ,
0 0 -1 0 0 -1
o 0 0 -1
0 0 0 1
o 0 10 0 o
V= = ,
0 -1 0 0 o' 0
-1 0 0 0
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0 0 0 —3
) 0 0 ) 0 0 o?
V= = )
0 7 0 0 —o? 0
—1 0 0 0
0 0 1 0
5 0 0 0 -1 0 o3
Y= = )
-1 0 0 0 —o3 0
0 1 0 0

e por essa definicao, temos

"9 = =21 (4.69)

Como essas sao matrizes 4x4 a funcao de onda ¥ deve ter quatro componentes.
Assumindo que a equacao de Dirac descreve particulas de spin % é de se esperar que
U tenha duas componentes (spin up, spin down). As outras duas solugoes descrevem
antiparticulas, que sao particulas de mesma massa e spin, mas de carga (ou nimero
leptdnico) oposta.

Os geradores das transformagdes de Lorentz (J; sdo os geradores das transfor-
magcoes de coordenadas e K; os geradores de rotacao nos eixos x,, z)EI podem ser

agrupados em uma Unica equagao J,, tal que

Jlm = é?lmnn]n ) JOl - Kl7 (470)

cuja relacao de comutagao ¢é

i[JH)\, J/.Ll/] - _nmu])\y + nnw]Au - 77>\V<]np, + T/)\,qu/- (471)

!Esses geradores podem ser vistos com mais detalhes em [I1, pag. 24].
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Uma transformagao de Lorentz infinitesimal em um campo escalar ¢(z) é

¢'(z) = (1 - %w‘“’JW) ¢(x), (4.72)

que com h =1

Jw = —i(2,0, — 2,0,), (4.73)

¢é o operador momento angular orbital relativistico. Para campos de Dirac no entanto,
com quatro componentes, ha também uma contribuicao matricial ¥, atuando em
Juw, de modo que

Jw = —1(2,0, — 2,0,) + X0, (4.74)
e esta matriz deve obedecer as relagoes de comutacao (4.71)) e

?

EW:4

s Wl (4.75)

representa o operador "spin intrinseco" do campo de Dirac.

Sabemos como construir derivadas covariantes para vetores, 1-formas e tensores
mistos de rank arbitrario. No entanto o grupo de transformagoes de coordenadas ge-
rais, a base da Relatividade Geral, possui representacoes vetoriais e tensoriais, mas
nao espinoriais. Transformagoes de rotages sao descritas pelo grupo SO(3) que tam-
bém nao possui representagao espinorial. Porém o grupo SU(2) possui representacao
espinorial e ¢ homomorfico ao SO(3).

Para tratar espinores na Relatividade Geral vamos considerar, em cada ponto do
espaco-tempo, um campo de tetmdaﬂ h,* [24]. Esta é um conjunto de quatro vetores
ortonormais, o indice a indicando qual vetor. Esses vetores definem um sistema
de referéncias que, por conta do Principio de Equivaléncia, pode ser tomado como

inercial em cada ponto. Um vetor na base coordenada pode ser escrito em termos

2Também chamado de "vierbein" do alemao "quatro pernas, quadripede".
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da tetrada como

e, (z) = h(v)e,, (4.76)

onde e, é a base da tetrada. A inversa da tetrada é h*, e satisfaz as condigoes de
ortonormalidade
h*,h, =" h Y, = 0%, (4.77)

v Y

Podemos também representar a base de tetrada na base coordenada como
e, = h",(x)e,, (4.78)
Em termos da métrica, temos as relagoes

(%) = I, ()R (@) = D, (2) (), (4.79)

Nab = h“a(x)h”b(m)guy(x) = h“a(x)hub7 (4.80)

sendo 71, € 7% 0s responsaveis por levantar e abaixar os indices a, b, .. € g, e g" por
levantar e abaixar os indices p, v, ... Os indices gregos sao indices globais, como x* é
uma coordenada no espago-tempo curvo, e os indices latinos sao os indices do espago
tangente plano (Minkowski) com métrica 7,,. Grandezas fisicas tem propriedades de
transformacao distintas no espago global e no espaco tangente. A vierbein A*, é um
vetor contravariante no espago global e um vetor covariante no espago tangente.
Portanto a proposta é que o espinor de Dirac W(x) se transforme como um escalar

com respeito a transformacoes globais

o0 = —£19, W, (4.81)

14

sendo £ = w* x¥, e como um espinor em relagao as transformacoes de Lorentz no
espaco tangente

- —%wabzab\p, (4.82)
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e de modo geral

ST = —€19, T — %wabzab\p. (4.83)

Seguindo a logica das teorias de calibre, devemos tomar os parametros de &* e
w® como dependentes do espaco-tempo. Um espinor de Dirac se transforma como
([4.83) sob transformagoes de Lorentz, mas quando w® = w®(z*) a derivada de ¥ se
transforma

) i ab ab
(V) =3 (W (2)E0 ¥ + W (1) S W ],
adquirindo um termo indesejado wab’l‘. Vamos trocar essa derivada por uma "deri-
vada covariante", e vamos identificar sua atuagao no espinor como ¥,, definida da

seguinte maneira

1 a
Dy = 0u+ A * Sab, (4.84)

que sob a transformagao de Lorentz resulta em

(W) = S S0, (4.85)

O comutador dessa nova derivada covariante definida é

1 1
[D,, D]V = |9, + §Aabuza,,, d, + §ACdVEcd v,

1 1
=3 (A, S — A, Seq) ¥ + ZA‘“’“A“ZV [Bap, Zed] Y,

1 a a a c a c
= _5(‘4 buu A bu,v + A c,uA bv A ct/A bu)zabm?
onde identificamos o objeto como
Rab;w = Aaby,,u - Aab,u,zz + Aac,uAcbu - AacuAcb/,u (486)

precisamente da mesma forma que o tensor de curvatura. Este de fato é o tensor

de Riemann, uma vez que este objeto pode ser entendido como um tensor nas bases
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coordenadas e na base tangente. Trazendo completamente para a base coordenada

R*y,, = h;thRaW, (4.87)

conseguimos reproduzir a curvatura do espaco. Essa abordagem traz uma nova nogao
que nao ha na Relatividade Geral: sendo os coeficientes de conexao nao necessaria-
mente simétricos em seus indices inferiores temos um espaco-tempo com tor¢iao bem

como curvatura.

4.4 Equacao de Dirac no espaco-tempo de Schwarzs-

child

Vamos agora ver com se comporta a representacao de matéria fermionica no
contexto da Relatividade Geral e para uma métrica especifica, ja que fizemos uma
apresentacao da composicao de campos Abelianos e Nao-abelianos nas secoes ante-
riores. Para isto, vamos novamente rever a equacao de de Dirac no espago-tempo de
Minkowski,

(ithy"0, — mpe)¥ = 0. (4.88)

onde mp é a massa do férmion representada. A ideia aqui é substituir a derivada
0,V por uma espécie de derivada covariante. Comecamos escrevendo-a em termos
do espinor 1-forma

d¥ = 9,Vdz", (4.89)

e transformando na derivada covariante da seguinte forma

d¥ — DU = d¥ — %wmzmqf, (4.90)
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onde w™ ¢é a conexao 1-forma (2.63)), podendo também ser chamada de espinor de

conexao e Y,y ¢ dado por (4.75)). Usando a relacao wyy = gx,ow”, temos entéo

?

59501 s (i [ ) da*,

1
= {0#\1’ + gfﬁ/\u ['y”‘,’y’\}\ll}dx“,

DV = 9, Uda" —

e substituindo a derivada da equacao de Dirac pela derivada covariante da equacao

acima, obtemos

. 1 .
ihy" (@L + gpm\u h ,fy’\]>\If = mpcV. (4.91)

Outra redefini¢ao que precisa ser feita é trocar d,, da base holonémica para e, da

base nao-holonémica. Com isso a equacgao fica

ihy* (e, +T',)¥ = mpc?, (4.92)
sendo
1 K
Fu = grn)\u [7 ) 7)\} ) (493)

e, por estarmos na base coordenada, usaremos
1
F/{)\,u = _§<Cn)\,u + C)\;m - C,uﬁ)\)v (494)

para nao confundir com as matrizes v* da equacao de Dirac.

O elemento de linha do espago-tempo de Schwarzschild, como ja visto no capitulo

anterior na equagao (3.93)), ¢

2 om\ !
ds? — — (1 _ _m) Ade? + (1 _ _m) dr? + r? (d92 + sin? 9d¢2),

T T
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sendo m = ]‘f—f A base cotangente é

S

0 2m\ 2 1 - 2 3 .
de"=c¢({1—— ) dt; de'=(1-—— dr; dz®=rdf; dz’=rsinfdo,

r

e a base dual é facilmente encontrada

1/ 2m\ %0 2m\* 9 10 19
0:_ 1__ . 1: 1__ . 2:__, 3: -
© c< 7“) ot © ( 7’) o’ ¢ " rag rsinf d¢

Os coeficientes C,," podem ser encontradas a partir dos comutadores dos vetores

de base, usando a equacao

e, e]=C,"e,. (4.95)

jn%

Como estamos considerando o espago-tempo de Minkowski g,,, = 1, = diag(—1,1,1,1)

temos que C)y = ng’W” e os coeficientes nao nulos sdo

=

m 2m\
Coio = —Choo = - (1 - —) )
r r

1 2m
Crza = —Co12 = C133 = —C313 = - (1 - —) ,

cot 0
Cygz = —Clzg3 = — o

Os coeficientes I',,,, sao encontrados usando a equagao (4.94), e os termos nao

nulos sdo

1
m 2m\ 2
Loo1 = —T'100 = s (1 - —) )

.
1 2m \ 2
oo = —T'991 = T'ig3 = —I's31 = — (1 — —) ;
r r
cot f
[y33 = —I'330 = —
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Por fim, os coeficientes I, sdo encontrados pela equacao (4.93)), e sao

e o' sdo as matrizes de Pauli.

Substituindo tudo na equagao de Dirac (4.92)) e usando as relagoes

Yol =at 5 P2 =iyt PR =iyt R =4

encontramos os termos

pw=0:

ihy°(eg +To)¥ = mpc¥,

1 1

1 2mY\ 20V 2m\ 2

thyo—(1— il — + ihﬁ - Yot = mpel,
c r ot 472 r

om\ "2 10V  m
h({1— — 02— 4 — Ao = \\ 4.96
(1= 20) Lol e, (4.90)
ihyl(el + Fl)\l’ = ch\I/,

1

om\? v

ih(l - —m> L (4.97)
r or
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o= 2 Z'fw?(eg + 1—‘2)\1} = ch\IJ,

v p
iny? 1% h 1= 2) 253 = e
r 00 r
100 1 om\ 2
. 2-Z7= - e 1 —
zh{7 50 1 (1 " ) v \If} mpcVY, (4.98)

u=3: ihy?(es + T'3)¥ = mpceV,

1 0w om' 2 t6
ihy? zh{ ™ (1 — Tm) 32 4 ;20 321}\11 = mpcV,

rsm@@gb Ay
1
1 ov 1 2m\ ? cot 6
126G — 4+ —(1-— hy — 2y b = v, (4.
' {7 rsin98¢+4r< r> K ar ! } mpcl,  (4.99)

Substituindo esses termos na equacao (4.92), temos finalmente

1
1 9 m 2m\ ? cot 6
: a6 T\l ) - 200 = mpel, (4.1
+7Tsin«98¢+4r2( 7“) v ’7} mpcVY, ( OO)

a equacao de movimento para uma particula de Dirac no espaco-tempo de Schwarzs-
child, sendo uma equacao diferencial parcial de primeira ordem a ser resolvida para

o espinor de Dirac W.
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Capitulo 5

Conclusao

Uma teoria cientifica ¢ um modelo matematico que descreve e codifica os feno-
menos observaveis. Assim, uma boa teoria devera descrever uma vasta série de feno-
menos com base em alguns postulados relativamente simples, como também devera
ser capaz de fazer previsoes claras, as quais poderao ser testadas. [25]

A primeira dessas previsoes foi uma solucao aproximada da equacao de campo de
Einstein, descoberta por ele mesmo que explicava a precessao do periélio de Merciirio.
Este problema antigo foi tratado inicialmente pelo francés Urbain Le Verrier em
1860 [26] e é um dos casos no qual a teoria da Gravitagao Universal de Newton
encontrava empecilhos para explicar.

No mesmo ano em que Einstein apresentou ao mundo sua teoria da Relatividade
Geral, Schwarzschild propos uma solugao para a equagao de campo onde considerava
um corpo massivo estatico, isto é, que nao possui rotagao, de simetria esférica, sendo
esta uma 6tima descricao para o nosso Sistema Solar. Todavia nesta solucao, para

2MG . . )
um valor especifico de, rg = —Q2 que ficara conhecido como raio de Schwarzschild,
a métrica apresentava uma singularidade, isto ¢, um ponto do espago-tempo em que
a curvatura gerada pelo corpo massivo tende ao infinito. Apesar disto, este raio

para a massa do Sol é muito menor que o raio do mesmo, o que nao caracteriza uma

incongruéncia na solugao Schwarzschild visto que a métrica do espaco-tempo é vélida
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somente no exterior do corpo que gera essa curvatura. Como o raio de Schwarzschild
depende exclusivamente da massa do corpo, o que aconteceria com o espaco-tempo
nas redondezas de um corpo pequeno de densidade extremamente alta? Foi esta
pergunta que motivou, nos anos seguintes, o estudo do colapso gravitacional e a
descoberta dos buracos negros.

No ano de 1928 Dirac apresentou sua equacao de raiz quadrada da equagao de
Klein-Gordon, e isso talvez tenha inspirado Einstein a continuar seus trabalhos de
unificagao da Gravita¢ao com a Mecéanica Quéantica da época [24]. Nesse mesmo ano,
Einstein em seus manuscritos introduzia o conceito de vierbein que representava uma
maneira simples de unir gravidade e eletromagnetismo, mas no entanto requeria o
conceito de paralelismo entre, o que mais tarde veio a ser conhecido pelos trabalhos
de Yang-Mills, as teorias de calibre e a Relatividade Geral. Talvez por conta da
situagao teodrica que ainda se encontrava a Teoria Quantica de Campos na época,
a abordagem que Einstein apresentou nao obteve muito reconhecimento. Outras
teorias chamaram mais atengao, como por exemplo a de Kaluza-Klein que propunha
uma quinta dimensao compacta extra no espaco, e foi mais tarde generalizada para a
Teoria de Cordas. Como abordamos neste trabalho, é plausivel juntar uma particula
descrita pela equagao quantica de Dirac com uma métrica de um espago-tempo, nesse
caso o de Schwarzschild.

Com estes conhecimentos adquiridos, pretendemos como perspectivas de outros
trabalhos, resolver a equagao de Dirac para o obter o espinor ¥ e os niveis de energia
em questao, em um determinado contexto astrofisico, com uma boa aproximacao e
condigOes necessérias e, usaremos tais recursos para "preencher", em um tratamento
de dindmica destas particulas, a equagao dindmica de Boltzmann [27] [28] [29]. As-
sim, conseguirfamos verificar diversas propriedades astrofisicas de objetos compactos,
como estrelas e outros, a partir deste tratamento probabilistico/estatistico de parti-

culas.
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