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RESUMO

Neste trabalho nés investigamos inicialmente um cenéario de espaco anisotrépico gerado
por um termo vindo de uma quebra espontanea de simetria de Lorentz que possibilita uma
extensao do modelo padrao. Uma outra possibilidade de violacao deste tipo surge em teo-
rias nao-comutativas, promovendo também uma &algebra de Heisenberg deformada associada
a um comprimento minimo. Em seguida analisamos trés casos para uma particula escalar
relativistica em um cendrio da teoria de Kaluza-klein. No primeiro caso, analisamos o efeito
Aharonov-Bohm para estados ligados, onde a particula estava sujeita a um potencial tipo Cou-
lomb. Em um segundo cenario, a particula estava sujeita ao oscilador de Klein-Gordon e um
potencial do tipo Cornell. Obtivemos analiticamente o espectro de energia para a particula
nesse caso e para os casos particulares, onde a particula sofria a influéncia de um potencial
tipo Coulomb e em seguida por um potencial linear. No tltimo caso, estudamos uma particula
em um referencial nao inercial, mas inicialmente ela nao se encontra em uma teoria de Kaluza-
Klein. Em um caso particular, a particula se encontra em um regiao limitada por superficies
cilindricas e sobre o efeito de um potencial hard-wall. Além disso, temos o caso da particula
dependente da posicao interagindo com um potencial tipo Coulomb. E por fim, tratamos do

oscilador de Klein-Gordon, em um referencial em rotacao no espaco-tempo de Kaluza-Klein.

Palavras-chave: violacao de simetria de Lorentz, nao-comutatividade, oscilador de Klein-

Gordon, massa dependente da posicao, Kaluza-Klein.



ABSTRACT

In this work we initially investigate an anisotropic space scenario generated by a term
from a spontaneous break in Lorentz symmetry and allows an extension of the standard mo-
del. Another possibility of violation of this type appears in non-commutative theories, also
promoting a deformed Heisenberg algebra associated with a minimum length. Next, we analyze
three cases for a relativistic scalar particle in a Kaluza-klein theory scenario. In the first case,
we analyze the Aharonov-Bohm effect for linked states, where the particle was subject to a
Coulomb-type potential. In a second scenario, the particle is subject to the Klein-Gordon
oscillator and to a Cornell-type potential. We obtain analytically the energy spectrum for
the particle in this case and for the particular cases, where the particle is influenced by a
Coulomb-type potential and then by a linear potential. In the latter case, we study a particle
in a non-inertial frame, but initially it is not found in a Kaluza-Klein theory. In a particular
case, the particle is in a region limited by cylindrical surfaces. In addition, we have the case of
the position-dependent particle interacting with a Coulomb-type potential. And, finally, we

deal with the Klein-Gordon oscillator, in a rotating reference frame in Kaluza-Klein space-time.

Keywords: Lorentz symmetry violation, non-commutativity, Klein-Gordon oscillator, position-

dependent mass, Kaluza-Klein.
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Capitulo 1

Introducao

O trabalho apresentado aqui nesta tese é baseado no capitulo publicado em [1], feito em
conjunto com o meu orientador Dr. Humberto Belich, com o qual também publiquei o artigo
[2]. Ainda juntamente com o Dr. Humberto Belich e o Dr. Knut Bakke, foi publicado o
artigo [3]. Por fim, publiquei com os doutores Humberto Belich e Ricardo Vitéria langamos
os trabalhos [4-7]. Um dos pontos abordados nesta tese é voltado ao estudo da simetria de
Lorentz, consagrada pelo estabelecimento da relatividade restrita de Einstein. Tal simetria
nos diz que a velocidade da luz é o limite superior da velocidade para todos os objetos. Porém
existe uma proposta de violacao dessa simetria a medida que nos aproximamos da escala de
energia de Planck (10'GeV). Este ponto de vista torna-se cada vez mais hegemonico quando
tentamos compatibilizar a mecanica quantica e a relatividade geral. Em seguida, para se
estabelecer a construcao do Modelo Padrao (MP) vamos seguir os trabalhos de um aluno do
grupo de Dirac, Abdus Salam [8], deste modo podemos entender os principios de simetrias (e
violagoes dessas simetrias) que nortearam estabelecimento do MP.

Em sua tese, concluida em 1926, Dirac desenvolveu uma versao da Mecanica Quantica
incorporando a mecanica matricial de Werner Heisenberg com a mecanica ondulatéria de
Erwin Schrédinger num unico formalismo matematico [9]. No periodo de 1927 a 1931, Dirac
inicia uma série de estudos, que estao interligados, e que vao da quantizacao do campo eletro-
magnético, a formulacao de uma equacao relativistica para o spin do elétron, o acoplamento
do elétron ao campo eletromagnético e consideracoes sobre uma possivel estrutura do elétron,

o que influenciou toda a fisica do século XX.
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Até Dirac, toda a contribuicao relativistica do elétron em uma descricao quantica, como
na descricao das raias espectrais do atomo de hidrogénio, eram realizadas como contribuicoes
perturbativas ao tratamento nao-relativistico. Mas ele acreditava que a Relatividade Restrita,
por ser um fundamento, devesse estar presente em uma formulacao a priori, e nao entrar
como correcoes de uma teoria. Deveriamos partir da simetria relativistica do espago-tempo
na prépria formulacao da mecanica quantica.

Dirac foi o primeiro a formular a quantizacao do campo eletromagnético, e realizar o
acoplamento do campo eletromagnético ao elétron. Deste modo, ele propoe a simetria de
calibre, no caso do acoplamento com o elétron o grupo de simetria de calibre é o U(1), e sao
lancadas as bases para uma nova fisica. Sua teoria trazia alguns resultados embaragosos que
depois passaram a ser o seu sucesso. A descoberta da existéncia de anti-particulas, previstas
pela equacao quantico relativista de Dirac, foi um dos grandes feitos de sua teoria. A previsao
do positron e a sua confirmacao experimental em 1932, foi uma das maiores descobertas de
toda a historia da fisica . Além disso, justifica-se o fator giromagnético do elétron e, ainda no
contexto do spin, sua formulacao permite a compreensao de sua origem.

Com a descoberta do néutron, em 1932 percebeu-se um outro problema: a estabilidade
nuclear. Portanto, uma nova interacao, restrita ao nicleo atomico, entre os seus constituintes,
era necessaria tanto para justificar a sua coesao, como a origem do spin isotépico. Heisenberg
estruturou essa nova interagdo em um grupo de simetria chamado SU(2), colocando os prétons
e néutrons no que chamamos de um dublete de massa, pois eles tém massas muito proximas

A proposta de Heisenberg de trazer o grupo de calibre SU(2) para as interagoes fortes,
serda posteriormente retomada por Yang-Mills [10] . Mas, com os trabalhos de Dirac [11]
e de Klein-Gordon, havia uma visao na fisica de que os mediadores das interacoes, quando
vetoriais, no caso da interacao eletromagnética via foton, eram mediadores sem massa. E
para mediadores de interagao massivos, deveriam ser particulas escalares. Necessariamente os
mediadores das interacoes fortes, por serem de curto alcance, deveriam ser escalares massivos.
E essa foi uma grande influéncia incorporada no trabalho de 1935 de Hidek Yukawa [96] para a
interacao forte mediada por particulas escalares massivas. As massas eram fundamentais para
justificar o curto alcance da interacao nuclear forte. A partir desse alcance, Yukawa estimou

as massas desses mediadores, posteriormente conhecidos como os pions de Yukawa ou mésons

Pos-Graduacao em Fisica - UFES
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Pi, posteriormente detectados por Cézar Lattes, em 1947, um dos maiores nomes da fisica
brasileira.

De forma independente, Ronald Shaw, abordava o mesmo problema em sua tese de douto-
rado, orientada por A. Salam. R. Shaw [13] , na primeira parte de sua tese, estudava os varios
tipos de particulas em conexao com as representacoes do grupo de Lorentz. Na segunda parte
da sua tese, Shaw discute a invariancia frente as transformagoes gerais do spin isotopico. As
conclusoes e resultados obtidos por Shaw, apesar de caminhos um pouco diferentes, sao as
mesmas obtidas por Yang-Mills. Inclusive algumas limitacoes, como o problema das massas
dos mediadores. Isso fez com que Shaw, a revelia de Salam, nao enviasse o trabalho, finalizado
em janeiro de 1954, para publicacao. Mas mesmo assim, Salam, em sua Nobel Lecture e em
outras passagens, sempre destacou a contribuicao independente de Shaw.

Neste momento surgiu uma intrigante duvida: qual seria o processo pelo qual os bdsons
mediadores das interagoes, inicialmente sem massa inercial, a partir de um mecanismo desco-
nhecido, deveriam adquirir massa, e esta massa seria proporcional ao inverso do alcance da
interacao? Ao fim desse processo, teriamos que a interacao fraca estaria confinada ao nucleo
atomico, devido aos mediadores desta interacao tornarem-se massivos, e o mediador interagao
eletromagnética ficar com massa nula. Portanto a interagao eletromagnética ficar de longo
alcance (mediador de massa nula).

As teorias de gauge, embora terem se mostrado bem sucedidas quando se tratava de ele-
trodinamica quantica (QED) e a cromodinamica quantica (QCD), elas ndo eram satisfatorias
para explicar as interagoes fracas. O problema estava no fato que os calculos apontavam para
fétons e bésons de gauge (£W e Z°) sem massa. Embora os experimentos apresentassem
que os fétons nao tivessem massa, o resultado divergia quanto se tratava dos bosons. Entao,
em 1960 e em 1961 , Nambu [14] e Goldstone [15], respectivamente, lancam dois trabalhos
sobre supercondutividade e apresentam como a quebra de simetria. Essa violagao da simetria
leva a geracao de minimos diferentes do zero inicial. Nos capitulos adiante, falaremos de ma-
neira mais detalhada acerca dos trabalhos citados anteriormente. Contudo, no ano seguinte
ao 1dltimo desses trabalhos, Goldstone, Salam e Weinberg [16] introduzem esse mecanismo
na teoria quantica de campos de maneira mais explicita e, advindo dessa ideia surge o me-

canismo que explica a geracao de massa para bdsons, o conhecido mecanismo de Higgs. A
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proposta do mecanismo de geragao de massa era de extrema importancia pois entre tantas
contribuicoes, ela poderia confirmar a peca que faltava para a consolidar todas as previsoes
do modelo padrao, o béson de Higgs. Enfim, em 8 de outubro de 2013 o Grande Colisor de
Hédrons do CERN confirma a descoberta do béson de Higgs, o que garantiu a Peter Higgs o
prémio nobel de fisica.

Dessa forma, o modelo padrao fica consolidado e tem suas previsoes confirmadas em la-
boratério ao atingirmos a escala de 10% gev’s de energia (figura 1'). Porém, por limitagoes
técnicas, nao possuimos tecnologia suficiente para atingir valores maiores de energia, onde exis-
tem propostas novas de teorias além do modelo padrao, indo de 10 gev’s até 10 gev’s. Nesse
intervalo nés temos a supersimetria, teoria da grande unificagao, aparecimento de monopdlos

magnéticos e bdsons massivos.

1275 Gevie: 17307 Geve o 15 Gevis
2 3 o o

- @I @] @ E
boson de

1ggs

up charm top glion
v v 8o o
13 d 13 S 13 b 0

down strange bottom foton

0311Meve: 1057 MV 1777 Geviet 912 Gevier

- @ 1 1 o
-9 | @
elétron mion tau boson Z

22eve o1 <assyeve 04 Geve

o o o 2

Do D e W

neutrino do neutrino do neutrino do
é i tau

elétron milon boson W

Figura 1.1: Modelo padrao das particulas elementares: os férmions fundamentais em verde e

roxo; e os bésons fundamentais em vermelho e amarelo.

Na fisica além do modelo padrao, e seguindo a ideia de quebra de simetria, haveria nao
apenas uma quebra de simetria relacionada a um campo escalar, mas uma quebra sobre um
campo vetorial envolvendo a simetria espacial e por consequéncia o tempo, ou seja, uma quebra
da simetria de Lorentz. Em 1989 Kostelecky e Samuel [34] propoe que interagoes na teoria
de cordas levaria a quebra da simetria de Lorentz. Muitas propostas surgiram a partir desse

tema, dentre elas o modelo padrao estendido, que é motivagao do trabalho desenvolvido nessa

Tmagem tirada do site wikipedia
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tese.

A presenca de um campo de fundo afetaria o sistema de tal maneira que teriamos uma
direcao privilegiada e terfamos que a simetria de rotacao nao seria conservada. Porém ha
também uma forma de ocorrer a quebra da simetria, e isso envolveria uma &algebra nao-
comutativa. Ou seja, assim como ocorre quando calculamos o comutador entre os operadores
de posi¢ao e momento, e concluimos que ambos nao comutam (isso também ocorre em teorias
comutativas), o mesmo ocorre quando calcularmos o comutador entre T 4 (0 que nao ocorre
em teorias comutativas). Entre as duas formas de violagdo da simetria de Lorentz citadas
acima, a primeira é bem mais abordada na literatura, porém, apresentaremos aqui um tra-
balho desenvolvido no doutorado [2], envolvendo ambas propostas e temos por perspectiva

futura, buscar comparacoes entre cenarios envolvendo as duas propostas.

H& ainda uma outra maneira de se estudar essa extensao que seria por meio da teoria de
Kaluza-Klein. Essa teoria leva o nome de Theodor Kaluza [67], que apresenta uma extensao
puramente classica da relatividade geral em 5D. A proposta apresentava um tensor com quinze
componentes, sendo um deles um campo escalar nao identificado. A teoria fornecia além das
equacgoes de Einstein em 4D, as equacoes de Maxwell para o eletromagnetismo e uma equagao
para o campo escalar. Em 1926, Oscar Klein [68] trouxe uma interpretacdo quantica da teoria
em cinco dimensoes, de acordo com as descobertas de Heisenberg e Schrédinger. Uma forma
de tentar explicar o motivo de nao se identificar tais dimensoes, seria pelo fato de, nenhuma
dimensao além das quatro dimensoes do espaco-tempo, as dimensoes extras seriam compactas,
ou seja, seriam minusculas e se curvam em torno de si mesmas. Ele sugeriu que a geometria

da quinta dimensao teria uma forma circular, com o raio estimado em 10~*’cm.

Assim como a quebra de Lorentz, a investigacao sobre dimensoes extras nos possibilita
teorizar também acerca de energias acima das alcangadas em laboratorio atualmente. Logo,
essa é uma outra possibilidade de investigacao para extensoes do modelo padrao.

A tese estd distribuida da seguinte maneira: no capitulo 1 apresentamos o mecanismo de
quebra espontanea de simetria, com um alguns exemplos dos modelos criados a partir desse

mecanismo; no capitulo 2 falamos sobre a quebra espontanea de Lorentz por meio de um
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campo de fundo; no capitulo 3 falamos sobre nao-comutatividade e um dos seus efeitos: o
comprimento minimo, onde apresentamos um trabalho publicado durante o doutorado [2];
no capitulo 4 faremos uma revisao sobre teorias de Kaluza-Klein e apresentamos alguns dos
trabalhos publicados durante o doutorado [3,6, 7], os quais compoem uma parte importante
desta tese; no capitulo 5 debatemos sobre os resultados encontrados em nossas pesquisas e

falamos sobre as perspectivas de trabalhos futuros.
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Capitulo 2

O Mecanismo de Quebra Espontanea

de Simetria

2.1 Quebra espontanea de simetria e Ferromagnetismo

Em 1956, em uma conferéncia em Seatle, C. N. Yang e T. D. Lee [17] mostraram que nos
decaimentos radioativos, como o decaimento-3 do néutron, deveria haver um desbalancea-
mento entre neutrinos com quiralidade a esquerda e neutrinos com quiralidade a direita. O
artigo contendo esses resultados foi publicado na edicao da Physical Review de 1957 [18] e
no mesmo ano, Wu e colaboradores realizam um experimento que comprova a hipdtese da
violagao de paridade nos decaimentos fracos. Para preservar a simetria de Lorentz, ou seja,
a relatividade restrita, é necessario que as interagoes fracas violem a simetria de paridade.
Posteriormente, Salam generaliza para o conceito de simetria quiral, uma generalizacao da
simetria de paridade.

Restava ainda o problema das massas dos mediadores. Ao compreender que ao campo
escalar deveria estar associado o setor de matéria, de massa, de uma teoria, e que os mediadores
vetoriais eram a Unica forma de interagir preservando a simetria de Lorentz, e ao mesmo tempo
violar a paridade, um resultado também experimental, Salam, em parceria com Weinberg
e Goldstone iniciam uma nova jornada a respeito do papel do campo escalar e as massas

dos mediadores, que tem como um dos pontos mais importantes até o momento, o famoso
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2.1 Quebra espontanea de simetria e Ferromagnetismo 22

mecanismo de geracao de massa, Nobel em 2013, que é o mecanismo de Higgs.

Para entender este mecanismo vamos comecar discutindo o papel da simetria e da quebra
espontanea da simetria. Simetrias e leis de conservacao sao excelentes guias na formulagao de
modelos fisicos em diversas escalas de energia. Se um sistema fisico é caracterizado por estados
definidos, determinadas simetrias permitem que o sistema evolua sem mudar seu estado. Exis-
tem quantidades conservadas nestes sistemas as quais chamamos de cargas conservadas. Se o
sistema apresenta uma lei de movimento independente do tempo, a quantidade conservada é
a energia. Se um sistema apresenta lei de movimento independente de angulo a quantidade
conservada é o momento angular. Com esta nocao poderiamos questionar se haveria algum
processo no qual esta simetria seria perdida? Uma visao intuitiva deste processo é a quebra de
simetria espacial: quando tomamos uma vareta em pé e pressionamos no sentido de comprimi-
la, nao podemos predizer em que direcao a vareta ira dobrar, entao dizemos que esta quebra
da simetria de rotagao ocorre de forma espontanea. Um outro exemplo, menos intuitivo rela-
cionado com a quebra de isotropia espacial é a transicao de fase do ferromagnetismo, em que
o estado de minima energia viola a simetria de rotagao.

Conforme mostra o grafico da figura 2.1, para a temperatura 7' > T,., quando o campo
magnético é invertido a magnetizagao imediatamente acompanha o campo. Para T' < T, este
comportamento muda [19]. Passa a existir uma resisténcia pelo sistema a inversao do campo
(chamada de histerese magnética). Pelo modelo de Ising, que modela uma cadeia linear de
spins, podemos entender microscopicamente o que esta ocorrendo. Temos antes da transicao,
uma cadeia linear de spins com movimento térmico aleatério, sem correlacao. A medida que
o sistema é resfriado os spins comecam a ficar correlacionados e comecam a esbocar uma
resisténcia a inversao do campo magnético externo. Quando retiramos o campo magnético
externo fica uma magnetizagao residual, que caracteriza um novo estado minimo de energia
do sistema.

Partindo da energia livre G em fungao da magnetizagao podemos explicar o comportamento

macroscépico do sistema:

YImagem retirada do livro VII EFRAS

Pos-Graduacao em Fisica - UFES



2.1 Quebra espontanea de simetria e Ferromagnetismo 23

Figura 2.1: Transicao de fase ferromagnética mostrando as curvas para a temperatura maior,

menor e igual a temperatura critica do sistema

G(M) = aM?* +bM*,  (b>0), (2.1)

sendo a = ag(T — T.). Portanto o sinal de a muda quando o sistema passa pela temperatura
T.. Em temperaturas acima de T, a energia livre do sistema apresenta um tnico minimo (que
¢ nulo). Quando o sistema tem sua energia térmica diminuida para uma temperatura abaixo
de T, a energia livre apresenta dois minimos, conforme mostra a figura 2.1'. Lembrando que
o campo magnético externo é obtido por ﬁ = h , pelo estudo do comportamento da derivada
da energia livre em funcao da magnetizacao obtemos o grafico 2.1.

Para explicar a transicao ferromagnética concluimos entao que a energia livre proposta
descreve o comportamento observado em laboratério. Na transicao, vindo de temperaturas
acima de T,, o minimo da energia livre que é nulo, faz uma transicao para dois novos minimos
quando T' < T... O sistema, pensado entao como uma cadeia linear de spins caindo num desses
minimos, com os spins correlacionados apontando em uma tnica dire¢ao, e ao cair em um dos
minimos viola a simetria de rotacional de partida, de modo espontaneo [20] (minimo vy da

figura 2.1%).

Fazendo uma pequena perturbagao ¢g(z) deste minimo vemos que esta se propaga ao longo

Tmagem retirada do livro VII EFRAS
2Imagem retirada do livro VII EFRAS
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GM) JT>T, dG(M)
M

T<Te u
0

—Mp Mo

(a) (b)

Figura 2.2: A energia livre que descreve o comportamento do ferromagnetismo. Na figura a fica
claro o surgimento dos minimos para T < T,. A figura b mostra a diferenga do comportamento

paralT > T, e T < T, em relacao ao campo magnético externo.

da cadeia. Provocamos uma perturbagao de alcance infinito (comprimento de onda da ex-
citagdo A infinito). Como temos pelo principio de de Broglie p = %, dizemos que estes sao
modos zero de excitacao. Goldstone estabeleceu um teorema que afirma que a cada sime-
tria global violada espontaneamente deve surgir um modo zero associado a quebra. Como
consequéncia deste estudo estes modos ficaram conhecidos como bésons de Goldstone.

Na préxima se¢ao vamos analisar a transi¢ao de fase supercondutora, e entender como se
descreve o surgimento de um superfluido através de uma energia livre em func¢ao de um campo

escalar complexo.

2.2 A Supercondutividade e a Invariancia de Calibre

Na secao passada mencionamos que a simetria das leis de movimento determinam as cargas
conservadas do sistema fisico, e que a violagdo espontanea gera novos minimos (diferentes
de zero) que violam a simetria das leis de movimento. Estas simetrias nao dependem de
uma determinada regido, por isto elas sao simetrias globais. A violacao destas simetrias
por uma transicao de fase produz naturalmente excitagoes que se propagam ao longo do
sistema e é chamada de Bésons de Goldstone. Nesta secao vamos estudar a transicao de fase

supercondutora. Devemos entao procurar descrever de que modo um gas de elétrons consegue,
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Figura 2.3: Cadeia de spin alinhada inicialmente e em seguida sofrendo uma mudanga no

alinhamento causada pela perturbagao g(z).

a medida que este géas é resfriado, transforma-se em um superfluido que vai passar por um
meio condutor sem perda de energia.

Ginzburg propos um potencial que sofreria uma violagao espontanea de simetria global
semelhante ao ocorrido no caso do ferromagnetismo. Este modelo se propoe a descrever uma
mistura de dois fluidos: um fluido de elétrons no qual a passagem deste em um fio condutor
gera dissipacao, e um ”superfluido”’que percorre o meio condutor sem perda de energia. O
|2

nimero ng de elementos que formam o superfluido é dado por ng, = |1)y|”. Portanto, na fase

de altas temperaturas temos o minimo 1)y = 0, ou seja nao superfluido. Quando a amostra

cal para temperaturas abaixo de 7. o potencial apresenta um minimo WJOIQ = —g, ¢ temos
a formacgao de um superfluido ténue que vai crescendo a medida que a temperatura continua
diminuindo. Nesta fase temos a mistura de um fluido eletronico com um superfluido.

Da descrigao quantica do elétron em presenca de um campo eletromagnético, pelo acopla-

mento minimo é possivel descrever a interagdo com o campo, através da hamiltoniana [21]:
1 . e -2
Hi = | — ]—mv _¢ A‘ +ed| o, (2.2)
2m c

onde e é a carga do elétron, ¢ é a velocidade da luz, m a massa do elétron, A éo potencial
vetor e ¢ é o potencial escalar. As configuracoes de energia do elétron sao representadas por
estados quanticos que sao funcoes complexas e normalizadas. O acoplamento com o potencial

vetor recebe o nome de derivada covariante D = —ihAYV — € A.

(e}
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O auto-estado de energia do elétron ¢ apresenta uma simetria de fase (calibre), que consiste
em realizar a seguinte operacao:

A=A+Vp, v=U¢, U= eXp(—i%gp) (2.3)

C

e a Hamiltoniana mantém a mesma forma, e como o campo magnético é invariante frente a
esta mudanca, dizemos que é invariante de calibre. Podemos fazer uma visualizacao didatica

associando esta simetria & ideia de fibrado tangente (figura 2.23)

Campo de
gauge

Particula

Figura 2.4: Temos representado na base o espaco real onde o gés de elétron se localiza, e um

espaco interno (as fibras ) que guarda a informagao da fase de cada elétron do gés.

O elétron mora no espaco-tempo, e a fibra representa as fases que o elétron pode assumir

e

(espaco interno) [22] . Como se realiza esta simetria? Ao fazer a operagao ¢ = exp(—i5p)y,

C

a derivada covariante se transforma como D = —ihV — & <[f+ (zh (—@%Vg@)) Realizando
a seguinte transformagcao A=A+ Vi, ou seja, transladando na fibra, podemos inferir que a
Hamiltoniana fica mantém a mesma forma. Na proxima secao vamos acrescentar a interagao
eletromagnética na energia livre do gés de elétron, e a partir dai verificar os efeitos do campo

eletromagnético na transicao supercondutora.

3Imagem retirada do livro VII EFRAS
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2.2.1 O modelo de Landau-Ginzburg

Landau percebeu que para uma explicacao completa do gas de elétron em um meio material
sofrer uma condensacao, se transformando num fluido supercondutor era necesséario levar em
conta o acoplamento minimo do elétron. Entao ele acrescentou um termo a mais na energia
livre proposta por Ginzburg. Desta forma se chegou a primeira formulagao de um modelo que
de modo macroscopico explica a supercondutividade, sem entrar nos detalhes microscépicos

de como os elétrons se transformam em superfluidos, pela energia livre da forma,
2

1 2e - 1 =\ 2
fs:fn+a|¢|2+b|¢|4+%‘(—ihV—fA)@ZJ + - (vx4), (2.4)

o termo cinético que reflete o acoplamento minimo é estabelecido com a massa da particula que
compoe o superfluido m* sendo o dobro da massa do elétron, e a derivada covariante assume a
forma D = —ihV — 2—; A. Eles nao sabiam explicar este fato, pois somente em 1957 o mesmo
Bardeen que propos os semicondutores, juntamente com seu aluno de doutorado John Robert
Schrieffer; e um poés-doc recém chegado Leon Cooper iriam formular a teoria microscopica que
estabeleceu que a particula do superfluido é formada por pares de elétron (Teoria BCS) [23].

Podemos observar a invariancia de calibre fazendo a escolha do parametro de ordem na
forma polar ¢ = p(r)eX("). Considerando que a densidade do superfluido p(r) nio muda, e

omitindo os termos constantes a expressao (2.4) fica ,
2e -

(_ vy - 2 A> v
c

Pela transformacao A=A+ Vi, vemos que o campo magnético dado por B=VxA , fica

2 2

)
fs:_*
m

N\ 2

+ 8% (v X A) . (2.5)

invariante. Fazendo a seguinte transformacao do parametro de ordem ¢ = exp(—ii—%ap)@b’ , € ve-
rificando que a derivada covariante se transforma como D = —ihV (ix)—2—ce (/T + (—ih (z%Vgp))) ,
redefinindo o campo de gauge A=A+ Vi, notamos que a densidade de energia livre fica da

forma,

2 2

P

1
fs: -
m

2 — -
vy + 25 A + B (2.6)
c 8w

Portanto esta expressao ¢ invariante de calibre. Entao a descrigao do gas de elétrons por
este funcional termodinamico obedece a simetria de gauge. Na proxima secao vamos abordar
como a interacao eletrostatica sendo de longo alcance no vazio, quando penetra numa solucao

eletrolitica, a interagao se torna de curto alcance.
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2.3 O Efeito Debye

Vamos considerar uma solucao eletrolitica que é o fluido usado, por exemplo, na fabricacao de
pilhas. Como se comporta o potencial eletrostatico dentro deste meio? Para intuir o que deve
estar ocorrendo no interior do dielétrico vamos usar a figura 2.3, que focando em uma carga
positiva no centro descreve como deve ficar a distribuigdo das cargas (figura 2.3) em torno

deste centro.

Figura 2.5: No dielétrico a distribuicao de cargas em torno do carga central positiva tem o

comportamento acima.

Para esta carga central no vazio, o potencial eletrostético é ¢(r) o % Mas como neste

meio temos cargas podendo se movimentar, e por inducao eletrostatica, terfamos um com-

portamento da configuracao radial da densidade de cargas positivas, e negativas, do tipo

ny = ng exp(—?—g), en_ =ng exp(?—g). Levando em conta esta configuracao descrita pela

figura acima, a equagao de Poisson para o meio toma a seguinte forma,

V2¢(r) = —4me(ny —n_) — 4mwe(6°(r)) ~ —8me*ng i?;gz — 4me(5°(r)). (2.7)

Note que usamos uma aproximagao para a equacao assumir a forma,

(V* = p?) 6(r) = —Ame(d°(r)),

4Imagem retirada do livro VII EFRAS
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0]
KT’

e a solugdo é ¢(r) o P - Veja que sem o termo u? a solugdo seria

sendo u? = 8me?
'

o(r) %, e a interacao seria de longo alcance. A presenca desse termo blinda a interacao, ou
seja, torna a interagao de curto alcance( interacao massiva).

O efeito que acabamos de mencionar, de um comportamento totalmente diferente para os
pequenos momentos em comparacao com os grandes, ¢ bem conhecida a partir da electro-
dinamica classicas dos meios continuos. Em um liquido condutor (eletrélitos) as cargas sao
blindadas; o comprimento caracteristico (comprimento de Debye) corresponde ao inverso da
massa (% A\p = % Isto significa que num eletrélito os fétons tem modos longitudinais. Para
grandes frequéncias esse nao é mais o caso, porque as particulas do eletrélito nao podem seguir
os campos que mudam rapidamente, e a intera¢do passa sem interagir com o meio (o meio fica
transparente para altas frequéncias).

Na préxima secao vamos estudar como a transicao de fase supercondutora é capaz de gerar
um termo massivo para o féton no interior dos supercondutores. A interacao eletromagnética
no interior dos supercondutores é blindada. Em outras palavras se uma onda eletromagnética,

ou um campo magnético penetra no meio supercondutor eles sao rapidamente blindados.

2.4 A violacao Espontanea de Simetria em Supercon-
dutores

Iniciamos esta secao relembrando a discussao sobre o modelo de Landau-Ginzburg que descreve
a condensacao supercondutora. O ntimero ng de elementos que formam o superfluido é dado
|2

por ng = |g|”. Portanto na fase de altas temperaturas temos o minimo ¢y = 0, ou seja nao

superfuido. Quando a amostra cai para temperaturas abaixo de T, o potencial apresenta um

minimo Wo|2 = —5,

e temos a formacao de um superfluido ténue que vai crescendo a medida
que a temperatura continua diminuindo.

Nesta fase em que a supercondutividade aparece, os campos relevantes passam a ser flu-
tuagoes em torno do minimo de energia 19 = |/—g;. Entao, para estudar a fase supercondu-

tora, é feita a seguinte decomposicao dos campos:

¥ = (o + h(r)) X, (2.8)
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sendo h(r), e x(r) flutuacoes em torno de .

Lembrando que na transi¢ao ferromagnética temos dois minimos, e o sistema quando tran-
siciona escolhe um deles. Nesta transicao os modos de pequenas oscilagoes em torno do minimo
sao oscilatérios. Diferentemente na supercondutividade nés temos um grau de liberdade a mais
devido ao parametro de ordem ser um nimero complexo. A fase x(r) vai dar um giro em torno
do eixo y gerando um grafico de potencial conhecido como chapéu mexicano. O modo x(r)
em torno do minimo nao tem esta caracteristica oscilatéria. Comparando o grafico do chapéu
mexicano a uma garrafa com fundo de mesmo formato, para mover uma bolinha no fundo da
garrafa ao longo da canaleta fazendo a bolinha girar em circulos, nao encontramos resisténcia.
J& para deslocar a bolinha que esta no minimo ao longo da direcao radial, como este modo é
oscilatorio encontramos resisténcia.

Note que essas flutuagoes de fase sao modos de massa nula (pois ndo apresentam resisténcia
em se propagar ao longo da canaleta), e este seriam os candidatos naturais a bésons de
Goldstone.

A derivada covariante agindo nesta decomposicao gera,

ﬁ¢ = (—ihV — S,ﬁf) ((% + h(z)) eix(r))

= (—ith(a:) +h (Vx — F%A) (1o + h@))) X, (2.9)

e calculando o bilinear,

Do (5¢)* = [(-invh() + (Vi - h%ff) (Yo +h(2))].

(09 h(w) + b (Tx - %ff) (Yo +h(=))]
= WVAVh+ (Vx - Zﬁ) (Vx - %Y) (o + h(z))2. (2.10)

temos a contribui¢ao que deve aparecer na energia livre (2.4),

1 N2
fo = fatalbo+hl>+bo+h'+— (v ><A> +
8T
1 9 2e - e - 2
+% <h VhVh + (VX — ?A) (VX — EA> (o + h(z)) ) , (2.11)
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Fazendo uma mudanca de calibre C=A- VX

1 N2
fo = fn+a\wo+h!2+bwo+hy4+—(VXC>
8T

+ L (rvnvn + (96)2 (o + h(z))? (2.12)
m* c 0 . .
Calculando a eq. de movimento para o campo C:

Safs = %(@bo + h(z))? (Zeé) S (56*) + 4i (v X é) V x (56) . (2.13)

T
Fazendo 4 fs = 0, e usando que V X (V X 6’) =V (Vé) — VQG, e que na fase super-
A

condutora implica em Vy = 0, no gauge de Landau (V - A = 0)

M () - Ly x (vx€)| (5) = o

m* c
h(x))? 2\ =
(VQ _ 4”M (f) ) d = o, (2.14)
m c
Desprezando o termo de flutuacio h(r) note que obtemos um termo de massa p? = 4 (?)2 :ng ,

semelhante ao caso do potencial eletrostatico. Entao vemos que em um meio supercondutor a
interacao eletromagnética nao consegue se propagar, pois tem uma blindagem promovida pelo
termo 4w (5)2 i—g Este efeito ficou conhecido em supercondutividade como efeito Meissner.

Quem primeiro entendeu a nao propagacao do féton num meio supercondutor devido a
geracao do termo massivo foi P. W. Anderson. Curiosamente ele também fez uma importante
observacao - deveria se esperar no espectro das excitagoes bésons sem massa, pois a simetria de
de calibre foi espontaneamente quebrada. Mas os bésons de Goldstone nunca foram observados
na transicao de fase supercondutora!

Na préxima secao vamos elucidar porque a supercondutividade tem este comportamento

diferente da quebra espontanea de simetrias globais.

2.4.1 Perda da simetria de calibre e o Mecanismo de Higgs

Na transicao de fase supercondutora todos os componentes do superfluido se encontram na
mesma fase, e formam um grande bolha de estado coerente. Isto justifica a escolha adotada

na secao passada de se considerar Vy = 0.

Pos-Graduacao em Fisica - UFES



2.4 A violagao Espontanea de Simetria em Supercondutores 32

Vamos recordar como, ao longo do desenvolvimento deste capitulo, se realiza a liberdade
de gauge. Ao fazer a transformagao no parametro de ordem, ¢ = exp(—i5 )1, a derivada co-
variante se transforma como D = —ihV (ix)—¢< (A + (—zh ( Vgo))). Realizando a seguinte
transformacao na fase A=A+ Vi, ou seja, transladando na fibra, vemos que a energia livre

invariante. Pela transformacao C=0C+ ihs-Vp, vemos que o campo magnético dado por
B=V x /_f, fica invariante
¥ = exp(—i— )
= X —_] —
p Chgp )
A= A+ V. (2.15)
Note que quando perdemos o operador V da expressao da energia livre pela substituicao
C=A- Z—‘;V)g, nao podemos mais absorver a mudanca de fase pelo campo de gauge, desta

forma a simetria de calibre é perdida, restando uma simetria global de fase, como na figura

"

Transformagdo de gauge Transformagao de gauge
global U(1) local U(1)

Figura 2.6: Na fase supercondutora os componentes elementares do condensado ficam todos

com a mesma fase.

Deste modo temos que o termo Vy, que forneceria os modos de Goldstone desta transicao
é "engolido”, e por isto nenhuma excitacao bosonica de massa nula é observada no espectro.
Por este motivo que os bosons de Goldstone nunca foram observados na transicao de fase

supercondutora.

5Imagem tirada do livro VII EFRAS
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Na proxima segao vamos estudar a versao relativistica do modelo de Landau-Ginzburg
com a finalidade de, através do féton adquirindo massa num meio supercondutor, e perdendo
a simetria de fase, ou simetria local U(1), chegamos a contextualizar o surgimento do campo

de Higgs.

2.4.2 A versao relativistica e o Campo de Higgs

E interessante observar que a transi¢ao supercondutora tem um mecanismo similar & transicao
de fase que ocorre no Modelo Padrao conhecida com a transicao eletrofraca. O mecanismo de
geracao de massa de mensageiros das interacoes é bastante similar. Em supercondutividade
o béson intermedidrio que ganha massa é o féton, com a simetria abeliana de calibre U(1)
violada. Na transicao eletrofraca os bdsons intermediarios que ganham massa sao 3: Wy e
Zp, sendo que a simetria violada é a de calibre SU(2). Deste modo resulta que temos os
mediadores da interagao fraca com massa, tornando a interagao de curto alcance, confinada
ao interior dos nucleos atomicos. Resulta, deste processo, que temos 3 bdésons massivos, e
o fétons sem massa, ou seja, a interacao eletrofraca separa-se em duas interacoes, uma de
curto alcance (interacao fraca), e outra de longo alcance (eletromagnetismo). O parametro de
ordem na supercondutividade vai aparecer no Modelo Padrao como o campo escalar de Higgs,
e na fase quebrada, as excitagbes em torno do minimo do campo escalar massivo ¢é identificada
como o bdson de Higgs. A versao covariante da energia livre do modelo de Landau Ginzburg

é dada pela agao (adotando h = ¢ = 1) [24],

z:/ﬁ%{—i@#ﬂ%+@mmnw¢+awﬁ+bwﬁ}, (2.16)

sendo F),, o tensor eletromagnético com os indices gregos p, v tendo quatro componentes

indexados de 0 (dimensao temporal) a 4 [24]. A derivada covariante assume a forma:
Dyb = 0,1 + ie A, (2.17)

Esta simetria é quebrada espontaneamente, e o novo vacuo é dado pela expressao

Ymin = Yo, (2.18)
onde
Yo = (—%)m; a<0. (2.19)
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Como na secao anterior, foi adotada a parametrizacao polar

= (Yo + h(z)) X", (2.20)

sendo h(z), e x(r) s@o as flutuagbes quanticas escalares. A derivada covariante age no campo

escalar complexo da forma,
D) = Dy, (1o + h(x)) eX") = (8,h(x) +i (Dux + eA,) (o + h(x))) X, (2.21)
e temos,

D (00" = |(9unle) +ie (F00+ 4, ) o+ 1o )|

| [(auh@) e (é;x + A“) (o + h@:)))] ,
— 0h D + ¢ <%aux + Aﬂ) (éaﬂx + A”> (o + h(x))>. (2.22)

Redefinindo o campo de gauge como C), = %8,,)( + A, observamos que F,, = 0,4, — 0,4, =

0,C, — 0,C,, fica invariante, e o lagrangeano (2.16) se escreve como,

1 "
Y = /d% {—ZFWF’“’ + (D))" DFp =V () + .cm} : (2.23)
com
1
Lint = 58@0“ (h + 2¢hg) h — Z (h + dabg) B, (2.24)

vemos entao que aquele campo de fase y que era o béson de Goldstone, no caso U(1)
global, ¢ absorvido no setor vetorial produzindo um campo B, massivo. Ficamos entao com

um boéson vetorial massivo dado pelo lagrangeano,

1
Liposon = ~1 (0,C, —0,C,) (o"C” — 0"C*") + ;LQCMCM, (2.25)
sendo p? = w(’TeQ, e ainda um campo escalar massivo
1
Lioson = §8Hh6“h —a’h?, (2.26)

que ficou conhecido como bdson de Higgs.
O Modelo Padrao conseguiu unificar a teoria fraca e o eletromagnetismo através da simetria

local onde os campo de calibre obedecem, nao a uma simetria abeliana U (1) mas a uma simetria
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SU(2). Esta prescricio do modelo padrao nos mostra que em energias acima de 102GeV, o
campo de Higgs tem um minimo de energia nulo e temos, nesta fase uma teoria de calibre
invariante local SU(2), conhecida como teoria eletrofraca, tendo quatro bésons intermediarios
sem massa. A medida que o universo vai resfriando com energia média chegando a ficar
menor que 10°GeV, o campo de Higgs, que permeia todo universo, comeca a se condensar
e a simetria SU(2) é violada espontaneamente. Deste processo resulta que 3 bdsons W, e
Zy, adquirem massa, portanto sendo mediadores da interagao fraca tem um curto alcance
(a interacao fica restrita ao interior dos nicleos atomicos). O quarto bdson que fica sem
massa seria o responsavel por descrever a interacao eletromagnética que é de longo alcance.
O Universo passa a ser um grande supercondutor realizando a blindagem da teoria Fraca,
que passa a atuar nos dominios do nucleo atomico. Em 2013, com a medicao do bdson de
Higgs realizada pelo grande colisor de hadrons (LHC) se confirma o receitudrio de geragao de
massa inercial adquirida pelas particulas fundamentais. Este mecanismo de geracao de massa
(mecanismo de Higgs) por um campo escalar permitiu a unificacdo da forga eletromagnética
com a forca fraca, e possibilitou de se ter uma aceitacao completa do MP como a teoria que
explica a origem das particulas. Do ponto de vista das forcas fundamentais fica somente de
fora do modelo a gravitacdao. Apesar do seu tremendo sucesso o modelo estda incompleto, e
nos precisariamos de uma teoria que abarcasse todas as forcas. Se entendermos a gravitacao
como uma teoria fundamental ela deveria ser quantizada e o bdson que transmite a forca
gravitacional seria o graviton. A medida que se aumenta a escala de energia para proximo
da energia de Planck os efeitos da gravitacao quantica seriam perceptiveis e se supoe que
simetria de Lorentz deveria ser violada, indo para essa escala de energia. Entao, resta a
duavida de que forma a simetria de Lorentz poderia ser violada numa teoria mais fundamental

que incorporasse a gravitacao quantica. Trataremos disto nas préoximas segoes.
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Violacao de Simetria de Lorentz

Até agora fizemos uma breve apresentacao dos aspectos basicos do que se constituiu como a
teoria que explica a origem das particulas fundamentais da natureza: o Modelo Padrao (MP).
Este modelo é uma aproximacao de baixas energias de uma teoria mais fundamental que en-
globaria a interacao gravitacional. A medida que caminhamos para escalas de energia que
se aproximem da escala de Planck espera-se que uma simetria fundamental das teorias rela-
tivisticas seja modificada. Tal possibilidade de violagao levaria a duas principais formulacoes

de como ela se daria: de forma espontanea ou através de Teorias Nao-Comutativas.

e Violagao Espontanea

Esse tipo de violagao é considerado uma forma mais ”suave”’de como a simetria de
Lorentz e ocorre devido a presenca de um campo de fundo. Esta ideia estd incluida
em uma forma estendida do modelo padrao e teoria de cordas. Na teoria, a quebra é
caracterizada pela presenca tensor K e pelo vetor V¥ na lagrangeana. Falaremos sobre

esses termos neste capitulo

e Teorias Nao-Comutativas

Esta segunda forma de quebra de Lorentz, via algebra Nao-Comutativa, parte da ideia
de um espago quantizado proposto por Snyder [25] em 1947, o que nos leva a rela¢ao co-
mutacao [x#, x”] = i#*”. Sendo 6" uma matriz assimétrica, temos diregoes preferenciais
e dessa forma uma quebra na simetria. Dessa forma, temos uma quebra mais ”dura”da

simetria de Lorentz.
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No préximo capitulo abordaremos a teoria nao comutativa e suas implicagoes. Por hora,

iremos abordar as transformacoes e violagao de Lorentz por meio de um campo de fundo.

3.1 Violacao de Simetria de Lorentz por Campo de Fundo

A busca de uma teoria que descreva a fisica de uma maneira unificada nao se origina de um
desejo meramente estético, mas da certeza de que esta construcao nos faz compreender mais
profundamente os processos naturais, e abre possibilidades nunca antes pensadas. A procura
de uma simetria fundamental que descreva o Universo quente primordial, e a medida que
este se esfria aparecam novos cendarios por quebra espontanea e simetria de Lorentz, tem se
estabelecido fortemente desde que este mecanismo foi proposto. A ideia da quebra da simetria
de Lorentz foi abordada em estudos sobre buracos negros [26,27], em estudos sobre fisica de
astroparticulas [28] e cosmologia [29]; no cendrio da fisica supersimétrica [30,31]. Em [32] os
autores abordam o tema em um espago-tempo de corda cosmica. Mas para entendermos como
essa teoria é abordada em tantas dreas vamos nos ater primeiramente a descrigao conceitual de
como ocorre a quebra da simetria de Lorentz. Comecaremos entao pela formulagao da teoria
da relatividade restrita, na qual Einstein se baseou em dois principios:

1 - As leis da fisica sao idénticas em qualquer referencial inercial.

2 - A velocidade da luz no vacuo é a mesma em qualquer sistema de referéncia inercial.

Entao, com base nesses principios, podemos esperar que qualquer referencial inercial veja
a luz se propagando esfericamente com velocidade ¢ = 3.108m/s. Tomando dois referenciais
inercias que no instante inicial ¢ = 0 coincidam de posicao e se afastem com velocidade v,

temos entao a luz se propagando vista por dois referenciais O

At —a?—y? -2 =0, (3.1)

At —a? —y? -7 =0, (3.2)

Estabelecemos entao a seguinte igualdade,

R RV R R R ST (3.3)
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A igualdade obtida acima pode ser solucionada por meio da relagao mostrada abaixo

" = v (ct — %:1:)
y =y
¥ = q(z—ovt)
Z = z
Y = =

1--3

Podemos realizar mudancas entre referenciais inerciais de duas maneiras distintas [33]:

e Ponto de vista passivo - quando deixamos os pontos pertencentes ao espago-tempo in-

tactos e relacionamos as bases de dois sistemas de referenciais inerciais.

Considere dois sistemas de referéncia: o sistema S, cujo plano é definido pelo eixos zy,
e o outro S’ é definido pelos eixos z'y’. Ambos os sistemas diferem por uma rotacao 6

entre eles (figura 3.11).

Figura 3.1: Rotagao passiva entre o referencial S e S’

Dado entao um ponto P no referencial S, queremos descrever suas coordenadas no

sistema S’. Podemos relacionar os sistemas de coordenadas por meio da transformacao

Tmagem retirada do artigo [33]
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§'(x',y') = ©S5(z,y) (3.4)

onde © é a matriz de rotacao dada por

cosf sinf

= (3.5)
—sinf cosf
Dessa forma, os sistemas se relacionam na forma
' cosf sinf T
= ) (3.6)
Y —siné cosf Y

Ao realizarmos um expansao e levando em conta apenas os termos de primeira ordem,

temos

x 1 46 T
= (3.7)
Yy’ —00 1 Y
Quando passamos a matriz identidade para o outro lado, fica claro que
ox - 0 =z
= =00 . (3.8)
oy Y-y -y 0

Essa forma passiva descreve a rotacao entre dois referenciais, os quais diferem entre ele

por um angulo #, e ambos descrevem o mesmo ponto no espaco.

e Ponto de vista ativo - ao invés de mudarmos nosso sistema de referéncia, deixamos nossa
base fixa e quem se movimenta sao os pontos do espago-tempo. Para este caso o espaco

como um todo seria rotacionado em relagao ao espaco com um todo (figura 3.1%).

Neste caso, nds relacionamos as coordenadas entre os pontos P e P através da relacao

’Imagem retirada do artigo [33]
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o

Figura 3.2: Rotacao ativa entre o ponto P e P'.

T cosf —sinf x
= ) (3.9)
Y sinf  cos6 Y

Procedendo da mesma forma que o caso anterior, a forma infinitesimal tem a forma

/

ox r—x 0 —y
= =40 ) (3.10)
oy y —vy z 0

Na forma ativa, temos apenas um referencial descrevendo a rotagao do ponto P até o

ponto P’

A rotacao passiva e a ativa, pode ser imaginada como uma localizada em um ponto P que
sofre uma rotagao de valor 6 (passiva), ou uma rotacao de —6 (ativa). Para ambos os casos a

matriz de rotacao seria a mesma.

Boost Ativo em um Campo Elétrico Uniforme

Considere dois referenciais inerciais S e S’ imersos entre duas placas de um capacitor com
ﬁ.
campo elétrico E constante. O primeiro referencial estd em repouso em relacao as placas,

enquanto que o segundo, S’ (boost passivo) [33], move-se com velocidade u de forma ortogonal
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—
ao campo (figura 3.1%), E.

Figura 3.3: O referencial S estda em repouso em relagao as placas do capacitor, enquanto que

o referencial S’ se move com velocidade v, em relagao ao capacitor.

Suponha agora uma particula carregada eletricamente entre as placas do capacitor, movendo-
se no mesmo sentido de S’. Devido ao campo elétrico, a particula sofre um desvio em sua
trajetéria que é visto por ambos os referenciais de maneira equivalente. Porém, se aplicarmos
um boost de Lorentz de -v (boost ativo) [33] sobre ela, o havera uma divergéncia entre o
alcance das trajetérias vistas por ambos referenciais. Esse comportamento fica ilustrado na
figura 3.1%:

A diferenca entre ambas as trajetérias se da devido a presenca do campo de fundo atuando
sobre a particula. Logo, a simetria de Lorentz é quebrada pelo campo de fundo presente entre
as placas.

Para exemplificar como esta proposta entra como extensao do setor fotonico do MP vamos
apresentar brevemente na se¢ao seguinte o setor de gauge do Modelo Padrao Estendido (MPE)

[34] e falar sobre os operadores de carga, paridade e tempo (CPT): CPT-par e CPT-impar.

3Imagem retirada do artigo [33]
4Imagem retirada do artigo [33]
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Figura 3.4: Diferenca de trajetéria de uma particula carregada antes e depois de ser aplicado

a ela um ”empurrao” de _v sobre ela.
3.2 Setor de gauge do MPE

O MPE ¢ caracterizado por uma lagrangeana que inclui termos que quebram a simetria de
Lorentz via um campo de fundo, os quais estao divididos em dois setores: par e impar. Essa
distin¢ao estd ligada ao vetor b* (setor impar), o qual quebra a simetria CPT, e o tensor
(KF)uwap (setor par) que conserva a CPT. Logo, vemos que a quebra da simetria CPT implica
na quebra da simetria de Lorentz, mas o contrario nao necessariamente acontece. A teoria
sugere que esta quebra de simetria ocorre por meio de um campo de fundo sentido fracamente
pelo sistema, advindo de altas energias. Baseado na eletrodinamica de Maxwell, a lagrangeana

que descreve o MPE é

1

£:4

1 1
F,, F" — Zewagb“A”Fa'B — Z(/@F)#MEWWA — qA,J" (3.11)

onde F,, é o tensor eletromagnético, ¢ é a carga elétrica, A, é o potencial quadri-vetor e
J# ¢é a densidade de corrente elétrica. Quanto ao operador CPT, sabemos que o potencial

eletromagnético e os campos se comportam da seguinte forma
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P <Lic ST <l
CPT CPT
A, — Ay, 0, — Oy (3.12)
CPT )
F, — Fu,
E CPT 57 § CPT g

Abordaremos nas subsegoes abaixo os dois setores CPT presentes na lagrangeana do MPE

de maneira mais detalhada, comecando com o setor par.

3.2.1 Setor par do MPE

A lagrangeana referente ao setor par é dada por

1 1
L= -1 R — Z(ﬁF)umeF“ (3.13)
considerando aqui a densidade de corrente como sendo nula (J# = 0). Como ja foi dito

anteriormente esse setor conserva a simetria CPT. O tensor (kr),vag , em analogia com o caso
do capacitor citado na segao anterior, ele seria responsavel pelo aparecimento de um campo
fundo. Ele é composto por dezenove coeficientes dos quais nove nao sao birrefringentes e dez

sao birrefringentes e possui as mesmas caracteristicas do tensor de Riemann

(K/F>/JJ/H>\ = —(HF)u,m/\
(/‘fF)wmA = _(K;F),u,l/)\lﬁ
(/’iF)Wm = (HF)MW (3'14>
(KF)ywr + (BF) psor + (KF) prsy = 0
(KEY = 0.
Portanto, a lagrangeana 3.13 pode ser reescrita na forma
1

o . 1
E = §(E2 — BQ> — (lip)oiojElE] -+ (KF)OilmelmpEpr + Z(KF)ablmeabqelmquBp- (315)

A transformagoes de carga, paridade e tempo se aplicadas em 3.15 ndo mudam a forma
da lagrangeana, ou seja, nao é quebra na simetria CPT para esse caso. Como veremos em

seguida, o mesmo procedimento aplicado ao setor impar trard um comportamento diferente.
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3.2.2 Setor impar do MPE

O objetivo desta secao é através do formalismo quadrivetorial do eletromagnetismo, analisar
de maneira direta qual a influéncia da Violagdo Espontanea da Simetria de Lorentz (VESL),
que gera um campo de fundo V* (esse campo de fundo cumpre o mesmo papel do campo
elétrico no exemplo do capacitor), na equacao da onda eletromagnética. Entao comegamos

estabelecendo a acao do setor de gauge impar do MPE:

1 1
L= —ZFWFW—ZEMWMA”F@@ (3.16)

Realizando o célculo variacional em relacao ao campo A” temo como equacao de movi-
mento,

1
OFux + éﬁxuaBV“AyFaﬁ =0. (3.17)

Fazendo alguns procedimentos para se achar a equacao de onda chegamos a seguinte relacao
de dispersao:

(K"K,)* + K"K, V'V, — K"V, =0 (3.18)

Essa nova forma da equagao da onda eletromagnética nos permite ver a consequéncia
direta do vetor de fundo na propagacao da onda. Nao é o nosso objetivo estudar os efeitos
na propagacao da onda (tais como geragdo de massa e alteragdo da velocidade da onda).
Ressaltamos, porém, pode ser visto em [35] que essa relagao de dispersao apresenta o efeito da
birrefringéncia do vacuo. Na proxima se¢ao iremos apresentar uma nova proposta da violagao
da simetria de Lorentz. Esta quebra nao seria resultado da extensao do mecanismo de Higgs

por um campo quadrivetorial, mas de uma maneira explicita, por uma teoria nao-comutativa.
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Teoria de Campo Nao-comutativa

O principio da incerteza de Heisenberg Ax'Ap’ > §Yh estabelece que, se quisermos sondar
curtas distancias, precisamos ir para altas energias. A relatividade geral nos ensina que se
continuarmos aumentando a energia para explorar regioes menores, um buraco negro sera
formado, assim que ultrapassarmos o raio de Schwarzschild. Como nenhuma informacao pode
escapar de um buraco negro, parece que existe um limite inferior para medir comprimentos. Ou
seja, da teoria de Heisenberg sabemos que para comprimentos cada vez menores é necessario
quantidades de energia mais elevados. Porém, ao tentarmos explorar essas regioes aumentando
a energia aplicada, criaremos singularidades no espago assim como nos diz a relatividade geral.

Concluimos haver uma incerteza nas coordenadas da posicao

AxtAzy > 0*)

sendo que 0"’ tem dimensao de (comprimento)?, e entdao, nao temos mais uma relagao de
comutacao entre os operadores de posicao. Por 8 se tratar de uma grandeza antissimétrica,

logo, ter uma direcao privilegiada, temos aqui uma quebra na simetria de Lorentz.
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4.1 Violacao de Simetria de Lorentz por Teoria Nao-
Comutativa

O inicio da ideia sobre ndo-comutatividade, teve inicio na década de 30 quando Heisenberg [37]
estava se debatendo com as divergéncias ultravioletas da QED e achava que coordenadas nao-
comutativas poderiam fornecer um ponto de corte para regula-las. Em contato com Peierls,
Pauli, e Oppenheimer, Heisenberg discutiu esta possibilidade. Em seguida Oppenheimer dis-
cutiu com um de seus alunos, Snyder, para que pensasse sobre esta possibilidade. Disto
resultou que, em 1947, Snyder escreveu um artigo em que considerava as seguintes relacgoes de

comutagao [25].
[2#, 2" = il*h~ (z"p” — x"p"),
[z, py] = iRl + il*h ' p'p,,
[P 2] =0, (4.1)

generalizando as relagoes usuais com uma nova constante £. Ha uma vasta area de problemas
para serem investigados com uso dessa ferramenta, assim como podemos encontrar na litera-
tura trabalhos de vérios autores sobre o assunto. Em [38] os autores abordam a equagao de
Klein-Gordon com um potencial de Kratzer, no espago nao comutativo; em [39] foi aplicado
ao dtomo de hidrogénio; aplicado a equagao DKP [40], e também em outros trabalhos [41-43].
Embora, com o sucesso do programa de renormalizacao para QED, os estudos posteriores em
nao-comutatividade tenham sido desencorajados por um certo periodo. Mesmo assim, pode-
mos perguntar como fazer uma teoria de campo com coordenadas nao-comutativas satisfazendo

um conjunto mais simples de relagoes de comutacao,

[Gi, Dj] = ihdyj,

(G, q5] = 035,

[pi, ps] = 0,
sendo 0;; uma matriz antissimétrica constante.

Mas podemos obter uma teoria nao-comutativa em um espaco-tempo com um tipo de

simetria que corresponderia a simetria de Lorentz quando ¥ — 0. Inicialmente definimos o
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operador

i i Lo
x, =o'+ %0 Ip; (4.2)

o qual nos oferece as seguintes relagoes de comutacao

[we,2l] =0, [2g,p’] = iho¥ . [p',p’] = 0. (4.3)

A introdugao do operador (4.2) nos permite recuperar as relagbes de comutacao em coor-

denadas nao-comutativa. Devemos notar também que o termo 0% deve ser zero, devido ao

fato de t nao ser um operador da mecanica quantica. Note também o fato de que o operador
(4.2) nos permite fazer uma transformacao do tipo

= Aba? (4.4)

ve?

onde A é a mtriz que representa uma tranformacao de Lorentz. Temos entao o intervalo
§% = Ny, o qual é invariante se " = AXA% = 743. Tendo que o momento também se
transforma como um vetor usual de Lorentz, p* = AXp”, temos entao

/ | 1

o =g — %9“”,]91, = Aol — 0" ATp (4.5)

que define uma transformacao de Lorentz nao-comutativa. Lembrando que para 6** — 0 néds
recuperamos o espago-tempo cléssico.

Podemos estender nossos resultados para as transformacao de Poincaré. Vamos considerar
uma transformacao de Poincaré infinitesimal nao-comutativa A# = 6% 4+ w# a* = €. Isto é

implementado pelo operador

1
Ull4+w,e)=1+ §iwpUJ’” — e’ + ... (4.6)

com J* = xkp” — x¥p". Note que o operador e algebra do grupo de Lie sao nao deformados
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Q[T JPT) = PR — e JVT — TR P g TP (4.7)
ilp", J7) = np” — P (4.8)
", p"] =0 (4.9)

4.2 Teorias de Campos Nao-Comutativas

O estudo de radiacao de corpo negro pelo eletromagnetismo classico levou a uma contradigao
com os dados experimentais. Um corpo negro consiste em um objeto que absorve toda a ra-
diacao incidente sobre ele. A poténcia emitida por uma cavidade ressonante diverge a medida
que a frequéncia da radiagao emitida aumenta. A hipdtese de Planck veio a sanar este pro-
blema. O programa de quantizagao estendido a campos eletromagnéticos trouxe uma série de
divergéncias que precisavam ser tratadas. As Teorias Nao-Comutativas seriam possibilidades
a ser investigada. No entanto, o programa de renormalizac¢ao para QED comecou a dar conta
de resultados experimentais (o desvio lambda, e o dipolo magnético andémalo do elétron) e,
portanto, novos estudos sobre nao-comutatividade foram desencorajados.

Mesmo assim, podemos perguntar como podemos fazer a teoria de campo com coordenadas
nao-comutativas, satisfazendo o conjunto de relagoes de comutagao dadas em [?]? Podemos
fazer uma associagao de campos ¢(x) com o espaco usual com coordenadas comutativas z*

para objetos com valor de operador (f((}) como

b(0) = [ dp c7i3(p). (1.10)
sendo que ¢(p) é a transformacio usual de Fourier ¢(x), ¢(p) = [dx e P ¢(x). Usando a

férmula de Hausdorff-Campbell para o produto dos campos nao comutativos obtemos

(61 % ) () = |2 57 37 b, ()b (y) _¢1(x)¢2(x)+¢%ewa#¢1ay¢2+.... (4.11)

y=z

o qual é conhecido como produto estrela ou produto Moyal.
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Desta forma, podemos trabalhar no espaco usual com coordenadas comutativas e campos
convencionais, mas substituindo o produto comum dos campos pelo produto Moyal. Deste
modo amplia-se a quantizagao canonica de tais teorias de campo, e um resultado notavel é que
a estrutura das divergéncias ultravioletas nao é modificada pelo produto Moyal [54]. Isto é
bastante surpreendente, porque quando o produto Moyal é expandido, h4 um nimero infinito
de termos de derivadas mais altas que contribuem para os vértices de interacao nos diagramas
de Feynman. Esperariamos que a estrutura ultravioleta fosse violada, mas a estrutura da
Moyal funciona de maneira a preserva-la. No final, o sonho de Heisenberg de usar a nao-
comutatividade para domar as divergéncias nao se tornou realidade.

Além da importancia do trabalho de Filk em 1996, esta proposta nao chamou muita
atencao, ja que poucas pessoas estavam interessadas em nao-comutatividade naqueles dias.
A revolugao na nao-comutatividade teve que esperar mais alguns anos por outra importante
descoberta, mas desta vez na teoria das cordas. Dp-branes sao objetos estendidos em di-
mensoes de espago p nas quais cordas abertas podem terminar [55]. A ndo-comutatividade é
induzida pelo produto Moyal com 6,,, ¢ deve ter um comportamento tal que a baixas ener-
gias consigamos recuperar as teorias conhecidas na escala do Modelo Padrao (MP) da Fisica
de Particulas, ja que essas teorias nao-comutativas surgiram de um truncamento consistente
da teoria das cordas, elas devem ser consistentes em algum sentido e isso deu origem a um
periodo intenso de pesquisa em teorias de campo nao-comutativas. Desde entao, a proposta
de nao-comutatividade tem sido aplicada a muitas areas da fisica e da matematica e seria im-
possivel rever todos os avancgos ocorridos ao longo desses anos. Tépicos como teoria quantica
de campos e a gravidade sao tratados em bons artigos de revisao [56,57].

A Teoria Nao-Comutativa de calibre abeliano é descrita pela agao

1 ~ A
SA:—Z—l/dZL.Z’ FH'V*FMV,

com a forga de campo e transformacao do medidor modificada pela adi¢ao do comutador Moyal

[A,é} = Ax B — B A como

*

E., =0,A,—0,A, —i[A,, A),,
0A, = DA =9\ —i[A,, A,
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A versao nao comutativa do campo de calibre A, pode ser mapeado para o campo de calibre
abeliano convencional A,,, com a transformacao feita através do mapa de Seiberg-Witten, que

consiste na aproximagao de primeira ordem em 6 [55]
A 1 B
Ay = A= 59 Aa(O3Au + Fap).

A teoria de calibre abeliana resultante é agora uma teoria de interacao com acao

Sa= —}l / d*z [F‘“’FW + 201 F " (FMUFW + inWFaﬁFaﬁﬂ :
Isto d& origem a uma teoria nao renormalizavel devido as novas interagoes geradas pela nao
comutatividade. Dualidades entre teorias de calibre geralmente nao sobrevivem apds o mapa
de Seiberg-Witten [59,60].

A existéncia de um tensor antissimétrico constante 6, significa que a simetria de Lorentz
estd quebrada. No entanto, isso nao significa que a ela nao seja védlida em um nivel funda-
mental. Podemos pensar em 6, como um campo (como na teoria das cordas) que tem um
valor de vacuo constante quebrando-a espontaneamente. Assim, uma das manifestacoes da
nao-comutatividade é através de pequenos desvios da simetria de Lorentz. As equacoes nao-
comutativas de Maxwell para o campo abeliano convencional mostram que o féton tem uma

relacao de dispersao modificada [58],
K? - 20" F,"K,K, = 0. (4.12)

Isto é semelhante ao que acontece aos fétons em um meio anisotropico sem rotacao de Faraday
nem birrefringéncia [61].

Note que essa relacao de dispersao foi obtida com a primeira aproximagao em 6#*. Com-
parando com a relagdo de dispersao (3.16) vemos que ##“ cumpre um papel semelhante ao
quadrivetor V#. Portanto ##** cumpriria o papel de um campo de fundo também, deste modo

modificando a equagao de onda mas sem causar o efeito de birrefringéncia do vacuo.
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4.3 Uma Teoria Efetiva com Violacao de Lorentz e Com-
primento Minimo

Apresento aqui um trabalho desenvolvido durante o periodo do doutorado ??, envolvendo um
dos efeitos vindo da teoria nao-comutativa que é o comprimento minimo. Um dos pontos de
partida foi baseado nas ideias de Quesne e Tkachuk que introduziram uma algebra deformada
covariante de Lorentz que descreve um espago-tempo quantizado de dimensao D + 1 [44,45].

A relacao de comutacao abaixo apresenta esse tipo de algebra

(X", P"] = —ih|(1 — BP,P?)g" — B P*P"], [P", P"] =0, (4.13)
(28— ) = (26+ B)BPP(PX” — PTXW)
X* X" = 4.14
[ Y ] Zh (1 _ ﬁpppp> ? ( )
onde p,v,p=0,1,---,D, g, = g" = diag(1,-1,-1,--- ,=1), [ and [’ sdo parametros

deformados, e supondo 8,3 > 0. Da relacdo de incerteza, conclui-se que o comprimento

minimo é

(AXT)y=hm/(DB+ )1 = B((P)?)] , Vie{l,-- D}

Um representacio algébrica [46] que satisfaz (4.13) em primeira ordem 3, 8 é dada por:

Pr= (1 - %pppp> P,

onde z# e p* = tho* sado respectivamente os operadores posicao e momento. Assumindo

(@"ppp” + ppp”z"), (4.15)

[ =203, a slgebra de Quesne-Tkachuk torna-se

[X¥, P*) = —ih[(1 - BP,P)g" — 26P"P"), (4.16)
[P*, P] =0,
[X*, XY =0,

com a seguinte representacao que satisfaz 4.15 para a primeira ordem em [
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Xt =zt (4.17)

PH— (1 — B/ppp”> I
Tomemos aqui a parte "fmpar” (cpt-even) do setor de gauge da lagrangeana dada por

1
L=——F, F*" —
Apg "

O tensor K eq ¢ CPT-impar, ou seja, ela nao viola a simetria CPT. Embora a violacao

1

—(Kp)jr F*" F — A, J". (4.18)
Ho

da simetria CPT implique na violacao da simetria de Lorentz, o contrario nao é verdadeiro.

A acado dada acima quebra simetria de Lorentz é quebrada no sentido que o tensor K .4 tem

um valor esperado de vacuo nao nulo. Além disso, o tensor K¢ tem as mesmas propriedades

do tensor de Riemann, bem como uma condigao adicional de duplo trago nulo. Este tensor

possui as seguintes simetrias:
Kabed = Kiapjjea); Kavea = Kedar; K® o, = 0. (4.19)

Seguindo as referéncias [47-49], podemos escrever o tensor K.y em termos da matriz

simétrica e de traco nulo &,, com

1 - N - N
Kzzbcd - 5 (nac Kbd — MNad Rbe + Nbd RKae — nbc"iad> . (420>

Definindo o quadri-vetor normalizado £%, o qual satisfaz a condicao: £,£* = 1 para o caso

tipo-tempo e £, = —1 para o caso tipo espaco; deste modo, decompomos o tensor K., como

Kab = K (gagb - nangcgc) ) (421>

onde k= 3E7 &, & [48,49].

Em [47,48] os autores conduziram um estudo em espago-tempo curvo, onde se observou
que o horizonte de evento de um buraco negro é modificado pela anisotropia gerada por
K, Portanto, uma maneira interessante de analisar a nova fenomenologia para verificar

a violagao da simetria de Lorentz é considerar um espago-tempo curvo de fundo [50]. Dessa
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perspectiva, vamos escrever a lagrangeana correspondente a teoria de Maxwell modificado

nao-birrefringente acoplada a gravidade [47,48]:

1
modM -~V ( F F Q”pgw + 4_

; KW B, Foy — Aujl*) : (4.22)
0

Com J* = 0 e usando as equagoes (4.19) e (4.20), nés podemos escrever a densidade

lagrangeana (4.22) em termos de um tensor métrico efetivo g, (z) como
Cuas = ~v/77 (1= 36 ) o P (@) P 0) (@) Gua @), (429
onde a expressao desse tensor métrico efetivo é dado por [47,48]:

Gup (z) = Gup (7) — €8 &ps (4.24)

K
K
1+5

cujo parametro € é definido como ¢ = e " gua = 0*,. No entanto, todos o indice de
levantamento e abaixamento sdo realizados usando a métrica de fundo original g,, (z) e a
inversa é g"” (x). Este tipo de campo de fundo fornece uma anisotropia no espago-tempo [50],
portanto, isto sugere que a propagacao do féton deve ser modificado pelo campo de fundo.

Usando a ideia de incorporar a anisotropia na métrica gerada pela decomposicao do vetor

temos,

modM——F(l——a >s%a) () Goo (2) —— F¥ () 7" () | (4.25)

41

e usando a seguinte aproximacao,

\/_g<1——n( f“fa) Vg0 = &) = V=3 (1.26)

e obtemos a lagrangeana efetiva
_ 1
'CmodM =~V —9Yup (ZL') ( ) E Fr ( ) PP (ZE) ) (427)
0
desta maneira concluimos o nosso modelo, incorporando a violagao da simetria de Lorentz
e introduzindo uma teoria efetiva incorporando a anisotropia na métrica do espago-tempo. Em
seguida, introduzimos o comprimento minimo por meio de uma algebra deformada covariante
de Lorentz.

Para investigar esses efeitos nds escrevemos a lagrangeana anterior incorporando o com-

primento minimo usando a seguinte aproximagao (4.15):
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ot — XH =2k, (4.28)
o — VH = (1+ Br*0)o"

para incorporar a influéncia do comprimento minimo temos,

Lanotst = v/~ GGup () oo (2) (1 + /m)%ﬂo Fi (2) FP (z) (4.29)

com O = 9,0". Negligenciamos os termos de ordem maior que um em /3, obtemos

Lot = =/ () Goo (2) (1 + 257125)4%0 PO (2) P (2) | (4.30)
Lonoant = —ﬁw—ga + 2BHD) F* (2) Fy (2) (4.31)
0, (V=7) = —39 00V "30,5" (4.32)

realizando o cdlculo variacional em relagao ao campo de gauge (0A” (z)) temos
——\/_ [(9"€ £5€°) +20"] [(1 4 2BR20) F,, (z)] 64 (z) . (4.33)
A equacao de movimento é dada por

—4y/=g(1 + 2BR*0) { ((—%g aﬂaugaﬁ) F™ () 4+ 0, F" (x)) } §A, (r) =0, (4.34)

(1+28R*0) =0 (4.35)

{((—%gaﬁaugaﬂ> F™ (2) + 0,F™ (2 ))} 0, (4.36)
0, F" (z) = (% aﬁ) Fr (x) (4.37)

Tup (¥) = gup () — €£u ), (4.38)
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D, F™ () = (%g aﬁaugaﬁ) P () (4.39)
1
™ (1) = (5 (00s (0) — €6) 04 (6" (0) 4 ¢°6%) ) ¥ () (1.40)
1
™ (1) = (5 (005 (5) — €6.) (0™ (0 + 0ue” ") ) P (0) ()
1
™ = (5 (0 (0) 919 (2) 05 (1) €€ — €6, 60,0° (0) = €04) ) ¥ (2)
(4.42)
1
= (5 +Gap (2) 0,667 — €€, E5D, e E” gﬁ)) F* (z), (4.43)
(% —€0y€ ) Fr (x), (4.44)
0, F" (x) = (5('9”6 (1 —e¢ )) F* (z), (4.45)
A equacao de movimento é dada por,
[(0%€ £5€”%) +20"] [(1+ 2BR°0) F, (x)] =0, (4.46)
e, no gauge de Lorenz (0"*A, = 0), temos
[(2—€&¢”)] OA, (z) [(1+28R°0)] = 0. (4.47)
Para estudar as possiveis solugoes nés temos dois tipos de relagao de dispersao
0=0 (4.48)
e
(1+2pR%*0) =0, (4.49)
fazendo a transformada de Fourier
(1 —28R*p"p,) = 0. (4.50)
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Como soluc¢ao nés temos

T
P’ =+ /[0 + 25 (4.51)

Analisando a relacao de dispersao, nés temos visto que este fenémeno pode ser tomado
como independente de um outro. Uma outra abordagem seria introduzir o comprimento
minimo por meio de uma élgebra deformada que viola a simetria de Lorentz (i.e., uma dlgebra
covariante). Entao, os dois fenomenos ja seriam conectados desde o inicio. O estudo de
como a violagao da simetria de Lorentz e o comprimento minimo estao relacionados é muito
interessante e muito promissor, uma vez que o fenomeno é esperado para altas energias (acima
do modelo padrao). A questdao remanescente é se ha ou ndo uma faixa de energia na qual

exista uma significante interferéncia entre ambos.

4.4 Efeito Hall Quantico: exemplo de uma teoria nao-

comutativa

4.4.1 Quantizacao de Landau

Uma das descobertas mais significativas dos anos 80 ¢ o efeito Hall quantico [51]. Normal-
mente, em experimentos de estado sélido, processos de espalhamento (efeitos de temperatura,
impurezas e defeitos na estrutura cristalina) no transporte eletréonico introduz incerteza em
vérios processos de medida [52]. Por exemplo, a condutancia, ou resisténcia de um material
descrito pelo modelo de Drude nos conduz a expressao conhecida da resisténcia de um fio
condutor R = po%, sendo pg a resistividade, A a area transversa, e L o comprimento. O efeito
Hall classico, que consiste na resisténcia transversa quando uma chapa metalica é submetida
a um campo magnético perpendicular, apresenta um comportamento muito diferente quando
a baixas temperaturas e com poucos centros espalhadores.

No efeito Hall os elétrons ficam presos em uma fina camada feita na interface entre semi-
condutor [53] e isolante ou entre semicondutores a uma temperatura suficientemente baixa.
Elétrons presos formam um sistema bidimensional. Em um campo magnético perpendicular

B, a energia de um elétron é quantificada em niveis de Landau. A diferenca de energia entre
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dois niveis de Landau sucessivos é com w,. = eﬁf a frequéncia de ciclotron. E notavel que os

niveis de energia de um corpo sao quantificado em um sistema macroscopico.

Elétrons interagindo com o campo eletromagnético

Os elétrons interagindo com um campo eletromagnético tem como expressao de forga:

mi = —e(E + i x B); (4.52)

esta é a conhecida forca de Lorentz.

A langrangeana que gera esta lei é:

L= %x’Q —eA(t,x) - i+ ep(t, ), (4.53)

sendo que A(t,z) e ¢(t, z) sdo o potencial vetor e escalar. O momento cinético do campo

impondo a relacao de comutagao canonica
[$i’pj] = —ih, (455>
com o operador momento p = %V, e o Hamiltoniano dos campos é:

H= / (1, ) {% (~ihV +e) + e, x)} U(t, ), (4.56)

4.4.2 Os niveis de Landau do elétron confinado em uma placa metalica

O movimento do elétron confinado numa placa metdlica ( no plano xy) submetido a um campo

—

magnético perpendicular externo —B,

1
H = o [(—z’h&E +eA;) + (—ihﬁy + eAy)] , (4.57)
como momento cinético
pr = —1h0y + eA,, e p, = —iho, + eA,, (4.58)
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A partir de agora vamos definir as coordenadas de centro

1

X = —
x—l—eBz

Podemos verificar as seguintes relagoes de comutagao

h?
Zg,

[Xapx]:[YaPy]:[X?Py]:[Yan]:Oa

[(X,Y]=—il} [P, P)]=

portanto as coordenadas de centro X = (X,Y) e os momentos covariantes (P, P,) sao
variaveis independentes. Nos também introduzimos o comprimento lg = \/g que é o com-
primento caracteristico onde ocorre o efeito Hall.

As excitacoes nos niveis de Landau sao suprimidas quando a intensidade do campo magnético
é grande o suficiente (a figura ilustra esta situagao). Uma teoria auto-consistente sem essas
excitagoes é construida fazendo a projecao em nivel de Landau. Um elétron confinado a um
tnico nivel de Landau é descrito pelo centro de orientagao (X,Y') sujeito a ndo comutativi-
dade. [X,Y] = —ilp (figura 4.2'). Deste modo conseguimos ver que existe um comprimento

minimo associado como consequéncia dessa teoria nao-comutativa (figura 4.12).

£ —

= S fetee tenrey et Vel

Figura 4.1: Armadilhamento dos elétrons no primeiro nivel de Landau

Tmagem retirada livio VII EFRAS
2Imagem retirada livro VII EFRAS
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Figura 4.2: A figura da esquerda mostra uma regiao de raio R que surge da nao-comutatividade

das variaveis = e y. A figura da direita é uma representacao da area de comprimento minimo

Assim, o Efeito Hall Quantico (EHQ) nos fornece um mundo realista de geometrias nao-
comutativas para se experimentar. Apresenta nao apenas uma boa aproximacao, mas também
uma maneira essencial de revelar nova fisica inerente ao EHQ.

Nesta secao apresentamos a algebra nao-comutativa, o que nos levou a uma mudanca na
relacao incerteza de Heisenberg e com isso a um comprimento minimo. Com isso, realiza-
mos uma investigacao inicial de uma teoria efetiva com violagao de Lorentz com comprimento
minimo. Investigamos um cendario de anisotropia gerado por um termo de quebra de simetria
de Lorentz que aparece em Standard Model Extension (SME) no setor de calibre par com
algebra de Heisenberg deformada associada ao Comprimento Minimo (ML). Para estudar tal

possivel correcao do setor de bitola das PMEs, analisamos as relagoes de dispersao desse mo-

delo.
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Capitulo 5

Particula escalar relativistica em

Cenarios de Kaluza-Klein

A ideia de trabalhar com um numero de dimensoes além das trés espaciais e uma temporal
(3+1)D ¢ antiga e ja foi explorada tanto em trabalhos recentes acerca do raio do préton [62],
de espectroscopia atomica [63], de modelos cosmolégicos em cinco dimensdes [64] e estudo
sobre neutrinos [65], quanto em trabalhos do inicio do século passado, como o trabalho de
Nordstrom [66], o qual marca o ponto de partida nos estudos sobre o tema e inspirou nomes
como Witten [69], Mandel [70] e Fock [71]. Mas dentre os nomes com mais visibilidade nessa
area estao os de Kaluza [67] e Klein [68], os quais lancaram seus trabalhos na década de 1920
e cujas ideias deram origem a uma teoria que leva o nome de ambos. Em uma primeira fase
da teoria de Kaluza-Klein, que vao desde o langcamento do trabalhos dos autores até 1961, a
parte da comunidade responsavel por estudar as interagoes fundamentais, propoe estender de
maneira geométrica os nimeros quanticos. No ano de 1938 Einstein e Bergmann [72] langam
um trabalho propondo um espago em cinco dimensoes onde as dimensoes da métrica de Lorentz
(4D) seriam fungoes peridédicas da quinta dimensdo, e sugerem a geometrizagdo da carga
elétrica. Uma segunda fase sobre da teoria de Kaluza-Klein reaparece devido o surgimento das
teorias de supergravidade. Além da geometrizagao, um outro elemento importante presente na
teoria é o mecanismo de compactificacdo, que também esta presente em [72]. A partir dessa
época inicia-se a era das compactificagoes além do surgimento de trabalhos sobre reducao

dimensional, como, por exemplo, o trabalho de Candelas e Weinberg [73].
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5.0.1 Kaluza-Klein em 5D

A teoria de Kaluza-Klein em cindo dimensoes unifica a gravidade e o eletromagnetismo, par-
tindo de uma teoria gravitacional de Einstein em 5D. Portanto, assumindo que uma das
dimensoes espaciais seja compactificada até que tenha a geometria de um circulo S! de raio
muito pequeno. Entao, hd uma invariancia de coordenada residual das dimensoes restan-
tes, e uma invariancia de gauge abeliana associada com as transformacoes de coordenadas da
variedade compacta S*. Ou seja, a invariancia das coordenadas em 5D é quebrada espontane-
amente no estado fundamental. Temos entao uma teoria de gravitagdo em quatro dimensoes
juntamente com um campo de gauge abeliano com conexoes entre as coordenadas, pelo fato
que ambas derivam de uma teoria em cinco dimensoes. Dessa forma, adotamos a seguinte

notacao para o sistema de coordenadas

=2+ 4+ + 7, (5.1)
com 7" = x#, sendo p = 0,1,2,3. A coordenada 7° = 0 representa o angulo que parametriza
a dimensao compactada com a geometria de um circulo. O estado fundamental da métrica
apos a compactificacao é

Thp = diag {1, — Gss} (5.2)

onde 7,, = (1,—1,—1,—1) é a métrica do espago de Minkowski, gs5 = R? 6 a métrica da
variedade compacta S e R é o raio do circulo. Para identificarmos o campo de gauge devemos
expandir a métrica em torno do estado fundamental. De forma generalizada, temos para a

métrica

7 un(2,0) = 9u(z,0) — By(z,0)B,(x,0)®(x,0) B,(z,0)®(z,0) . (5.3)
B,(z,0)®(x,0) B, (z,0)®(x,0)

Para extrair a gravitacao e o campo de gauge abeliano, substituimos o ®(x,#) pelo valor

do estado fundamental gs5, € como um ansatz, nds tiramos a dependéncia em 6

Gup(@) = G () — Bu(afBu(x)955 Bu(x)€55 ‘ (5.4)
B, ()gss B, ()gss
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Escrevemos entao B, (x) = {A,(x), onde £ é o fator de escala o qual definiremos de tal forma

que A,(z) seja o campo de gauge convencionalmente normalizado.

5.0.2 Transformacoes do campo de gauge

Transformacgoes de coordenadas associadas com a coordenada 6 da variedade compacta pode
ser interpretada como as transformacoes de gauge, como mostramos agora. Considere a trans-

formacao

0 — 0 =0+ Ee(x). (5.5)
Para a transformagao de coordenada geral
. oF4 oT'F
Jag = 0w —r —=- 5.6
9aB = 9a'B oTA ozB (5.6)
Para a transformacao de coordenadas 5.5, os elementos fora da diagonal da métrica sao dados

por

Ay — A=Ay + 0. (5.7)

Deste modo a transformacao 5.5 das coordenadas da variedade compacta induz uma trans-
formacao de gauge abeliana sobre A,,. Isto significa que a variedade compacta vem de uma
simetria interna do espaco para o grupo de gauge, e a simetria interna tem que ser interpre-
tada agora como sendo apenas uma simetria do espago-tempo, mas associada com a dimensao

espacial extra.

5.1 Teoria de Kaluza-Klein em (4+D) dimensoes

5.1.1 Grupo de Isometria de uma Variedade

No intuito de unificar a gravitacao nao apenas com o eletromagnetismo, mas também com as
interacgoes fraca e forte, é necessario generalizar a teoria de cinco dimensoes para uma teoria

de dimensoes mais altas [68,75-79] e assim obter um grupo de gauge nao-abeliano. No caso
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em cinco dimensoes, um grupo de gauge abeliano surge de uma transformacao de coordenada
do tipo 5.5, unicamente na coordenada 6. Em (4 + D) nds devemos olhar para simetrias da
variedade compacta que generalizam 5.5. Vamos definir as coordenadas da quadri-dimensao
espacial por z*, e as coordenadas da variedade compacta de K por y”. Uma isometria de K é

a transformacao de coordenada y — 3’ a qual leva a forma da métrica g,,, para K invariante:

Yy — y, : g:nn(y/) = gmn(?J/) (5'8)
A isometria forma um grupo, com geradores t, e constantes de estrutura C,,., da seguinte

maneira. A isometria infinitesimal geral é

T+, y" — y" =y + €% (y) (5.9)

onde os parametros infinitesimais €* sao independentes de y, e os vetores de Killing &, os

quais sao associados com a isometria infinitesimal independente,obedecendo a dlgebra

flin mg? - gén mfl? = _Cabcfg- (510)

Correspondentemente por considerar o comutador de duas isometrias infinitesimais, mos-

tramos que

[ta, t] = iClupet. (5.11)

Por exemplo, a esfera N-dimensional S tem o grupo de isometria SO(N + 1), e o plano
projetivo complexo em 2N dimensoes C'PYN tem grupo de isometria SU(N + 1). O grupo
de isometria para a variedade compacta S! da teoria em cinco dimensoes é apenas o grupo
de transformacio SO(2) (ou U(1)) de 5.5. E possivel escolher a variedade compacta para
obter o grupo de isometria SU(3) x SU(2) x U(1), o qual é o grupo de gauge das interagoes

eletrofracas.

5.1.2 Transformagoes de (Gauge nao-abelianas

O estado fundamental da métrica compactificada em (4 + D) dimensoes pode ser escrita como
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Gap = diag” {1 — Gmn(y)}, (5.12)

onde 7, é a métrica do espago de Minkowski, g, (y) é a métrica da variedade compacta. Os
campos de gauge nao-abelianos da teoria podem ser obtidos pela expansao em torno do estado

fundamental

_ G () = Gun B () By B}
9ap(z) = g ! 7 : (5.13)
By Gmn(Y)
com B} = 7 (y)Aj (). Transformacoes de gauge nao-abelianas surgem considerando o efeito

sobre os componentes g,,, da métrica da isometria infinitesimal com parametros dependentes

em I:

y" =yt & (y)e (z). (5.14)

Nos entao encontramos que

Al = AY = A% + 9, () + Copee’ () AS, (5.15)

o qual é apenas a transformagao usual de gauge de Yang-Millis se nés mostramos a constante

de acoplamento de gauge g explicitamente na forma

C’abc - gfabc (516)
€
ta = gTa (517)
tal que
[Tav Tb} - ifabcTc' (518>

Deste modo, as transformagoes de gauge nao-abelianas sao geradas pelas isometrias infinite-

simais dependentes em = da variedade compacta K.
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5.2 Teoria de Kaluza-Klein em (441) dimensoes

Como foi falado no inicio deste capitulo, a teoria de Kaluza-Klein tinha como objetivo ser
uma teoria capaz de unificar o eletromagnetismo e a gravitagao. Entao, mostraremos agora
esse teoria em um espaco com cinco dimensoes, tendo agora que os indices possam variar em

w,v=0,1,2,3,5. Logo, o elemento de linha é escrito como

ds® = hy,dr"dz”, (5.19)

onde hy, ¢ da forma

huu(x): hao hai haa hos hos | (5.20)

ou de maneira simplificada

hu h
hlz) = " " |, (5.21)
hsy  hss
onde u,v =0,1,2,3.

Neste cenario uma transformagao geral de coordenadas em g,,, ocorre na forma

oxP Ozt

B, =———=——hy. 5.22
m Qxm o'yt ( )
Para uma translacao espacial, temos
gH =gt 2% =2 — f(at), (5.23)
entao
8x”_5u 8:1:“_0 8x5_af 8:65_1 (5.24)
ox'w R 9x's T ga'm MY 9 '
e portanto
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h;u = h,uzl + (auf)h55 € hl/m/ = hm/' (525)

Fazemos entao a seguinte mudanca

h,u5 = hs, = A,u; hss =1, (526>

que nos permite reescrever a equagao (5.42) da seguinte forma

A=A+ 0,uf, (5.27)

o que nos leva a uma transformacao de gauge na eletrodinamica. Portanto o tensor F),, é
invariante.

Por meio da transformagcao dada em (5.41), podemos encontrar

Moy = b + A(0uf) + 4,0,0) + (0,)(D,). (5.28)

Porém devemos lembrar que g, = g,, se transformam da mesma forma. Dessa forma,

podemos chegar a

huy = G + AMAya (529)

0 que nos permite escrever o tensor h,, na forma matricial

,+AA A
Py = o ! au e (5.30)
A, 1

e o elemento de linha na forma

ds® = hy, = gudatds” + (da® + A,dxt)?. (5.31)

Como um exemplo simples, vamos utilizar a métrica em coordenadas cilindricas, com

presenca de um defeito tipo corda cosmica,

ds? = dt* — dp® — p*dp* — d2* + (dy + A,dy), (5.32)
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e com isso vamos reescrever a equacao de Klein-Gordon em cinco dimensoes
1
v—g

e o oscilador de Klein-Gordon [74]

04(g*B/=g0B)® + m?*® = 0, (5.33)

(04 + mwX 4)(928/=9) (05 — mwXp)d — /—gm*p = 0. (5.34)

onde temos que A, B =1t,p,p,2,ye g = det(gAB).

Desta maneira, temos que, com A, = % em (5.44), a equagao 5.46 sera da forma

9% _
o2

e a equacao 5.47 referente ao oscilador de Klein-Gordon, é

9% 106 1(6 @8)2 9 0%

Po 4 44 P¢ 19¢ 1 (0 &9\, ¢ 8¢ B 0%
_W = (m +m wp +2mw) —a—p2+;%—p— <8Q0 + %a—y> (b‘i‘ 8y2 - 022 _47T2p2 8y27
(5.36)

onde, w é a frequéncia do oscilador e para esse caso temos X4 = (0, p,0,0).

A seguir apresentaremos um cendrio utilizando a proposta de Kaluza-Klein, no qual a
dimensao extra nos possibilita a introducao de um fluxo magnético no elemento de linha,
fazendo surgir uma fase de Aharonov-Bohm. Na préxima secao comeco a apresentar alguns
trabalhos desenvolvidos durante o periodo de doutorado, e que sao os pontos chaves para a

tese.
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5.3 Efeito Aharonov-Bohm para estados ligados no con-
finamento de uma particula escalar relativistica para

um potencial tipo Coulomb em uma teoria de Kaluza-

Klein

No trabalho [3] desenvolvido juntamente com os doutores Humberto Belich e Knut Bakke,
nés analisamos o efeito de Aharonov-Bohm para estados ligados [116,117] para uma particula
escalar relativistica sujeita a um potencial do tipo Coulomb na teoria de Kaluza-Klein [67,
68,80, 81,90]. Foi relatado na literatura que os potenciais do tipo Coulomb tém interesse
em varias areas da fisica [82-84]; por exemplo, no contexto da fisica da matéria condensada,
os estudos trabalharam com sistemas unidimensionais [86-90], moléculas [91-93|, interacoes
pseudo-harmonicas [84,85], sistemas de massa dependentes de posigao [94,96,152] , o potencial
de Kratzer [97-99] e defeitos topoldgicos em sélidos [100-104]. Outros estudos trataram do po-
tencial do tipo Coulomb na propagagao de ondas gravitacionais [105], modelos de quark [106],
atomos com momento quadrupolo magnético [107], particula neutra com momento dipolo

magnético permanente [108] e mecanica quantica relativistica [108-111,131].
O potencial tipo-Coulomb é dado na forma

Vip) = —, (5.37)

onde « é uma constante que caracteriza o potencial escalar e p = /22 + y? é a coordenada
radial. O potencial é introduzido através do termo de massa através de m — m + V(7),
onde V (7) é o potencial escalar. Essa mudanga inserida em (5.46), faz com que a equagao de

Klein-Gordon tome a forma

p

dp*  pIp  p?

FoRT: ( a>2 e 100 1 (3 ¢ a>2 PO 02D
=(m 0] —
dp 2moy

Note que os operadores quanticos L, = —i0,, p, = —i0, e p, = —i0, comutam com o

operador hamiltoniano do lado direito da equagao (5.38). Podemos entao propor uma solugao
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para (5.38) em termos das autofuncoes dos operadores como

O(t,p, ¢, 2,y) = e el Wy p), (5.39)

onde [ = 0,£1,42, ..., k e ¢ sdo constantes e g(p) é uma fungdo de coordenada radial. Ao

colocarmos essa solugao em (5.38), temos

togy 9, 9B =0, (5.40)

onde foram definidos o seguintes parametros

B =e"—m’ -k — ¢ (5.41)
2
72 = (l — %q) + a2 (5.42)

Faremos ainda uma mudanga de varidveis na equagao (5.40), dada por & = 2vp, em , onde
chegamos a
d*’¢ 1dg ~+* ma 1

de " ga @t et 190 (5:49)

Devemos agora estudar o carater assintético das solugoes para a equagao (5.43) para dois
casos da nova variavel, £&. A primeira é sobre o comportamento quando £ — oo e nds obtemos
que os estados de espalhamento onde a funcdo de onda radial se comporta como g = £l
O segundo caso esta relacionado aos estados ligados, onde o comportamento da funcao de

£
2.

onda radial se comporta g = e~2. Por fim, para a solu¢ao completa de (5.43) devemos ter

ainda uma funcao f(§) desconhecida que seja constante em & — 0 e seja normalizada quando

¢ — o0. Dessa forma, a solucao geral é do tipo

g(&) = e73eM f (). (5.44)

Agora, ao substituirmos a solugao (5.44) em (5.43), obtém-se a equagao

d*f df 1 ma B
(ol +1- 8%+ (bl -3 - 2) s =0 (5.49
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A equagao acima é corresponde a uma equagao hipergeométrica confluente [113,114]. Portanto

a fungao f(&) corresponde a fungao hipergeométrica confluente

1O =Fi (1 + 5+ 20+ L6). (5.46)

Devemos notar que a funcao hipergeométrica confluente é divergente no limite assintético
¢ — oo. Entao, impomos a condicao que a série hipergeométrica confluente se torne um
polinomio de grau n(n = 0,1,2,...) quando £ — oo. Isto ocorre quando |y| + 1/2 + mn/v.

Desta forma, substituindo (5.42) e (5.43), obtemos

+,/1 o’ L it 47
R , 5.
End [n—i—|’y|—|—1/2]2—i_mQ+m2 (5:47)

onde n é o niimero quantico associado com os modos radiais, [ = 0,+1,+£2,... é o nimero
quantico associado com o momento angular, k e ¢ sao constantes.

A equagao (5.47) corresponde aos niveis de energia relativistica de uma particula escalar
sujeita a um potencial tipo Coulomb em uma teoria de Kaluza-Klein. Note que, devido a
presenca do v em (5.47), temos que os niveis de energia possuem uma dependéncia sobre a fase
quantica geométrica Aharonov-Bohm [115], tendo esta uma dependéncia sobre a periodicidade
de ¢9 = +27/q. Isso nos diz que a dependéncia dos niveis de energia sobre a fase ¢ corresponde
a um efeito Aharonov-Bohm para estados ligados [116,117].

A presenca de uma fase geométrica nos niveis de energia pode gerar uma corrente persistente
no sistema [?,118-120,123]. Seguindo [124-126] a expressao para a corrente persistente é dada
por ¢ =, Cay, onde Gy = —0e,,1/0¢ é atelagio de Byers-Yang [124]. Portanto a expressao

para a corrente persistente para esse sistema relativistico é dada por

oy ma’ (1= (¢/2m)q)
T 4 Iy + 1231 = a/[n+ [y + 1722 + k2/m2 + ¢2/m?

Cn,l = - (548)

Portanto, temos que solugoes de estados ligados relativisticos para a equacao de Klein-Gordon
podem ser obtidas para uma particula escalar confinada a um potencial do tipo Coulomb na
teoria de Kaluza-Klein. Ao introduzir um fluxo magnético através do elemento de linha do

espaco-tempo de Minkowski em cinco dimensoes, vimos que os niveis de energia relativistica

Pos-Graduacao em Fisica - UFES



5.3 Efeito Aharonov-Bohm para estados ligados no confinamento de uma particula escalar
relativistica para um potencial tipo Coulomb em uma teoria de Kaluza-Klein 71

(5.47) dependem da fase quantica geométrica que da origem a um efeito de Aharonov-Bohm
para estados ligados na teoria de Kaluza-Klein [116,117]. Além disso, esta dependéncia dos
niveis de energia relativistica na fase quantica geométrica produziu correntes persistentes no

sistema quantico relativistico.

5.3.1 Caso nao relativistico

Analisaremos agora o regime nao relativistico para cenédrio mostrado acima. Ou seja, vamos
analisar o comportamento do sistema no limite de baixas energias. Seguindo [117,127], a
funcao de onda pode ser escrita na forma ®(t, p, 0, z,y) = e "™)(p, p,2,y). Deste modo,

assumindo que [i(0y/0t)| << m e substituindo esse ansatz em (5.38), nés obtemos

"ot T oam

@]
o "oy T\astaray) Y azaz| T et 04

a1 [a?¢+1a¢+ 1 (a ¢ a)2¢+a2¢a2¢] a2
p 2mp?

Repetimos aqui os mesmos passos feitos de (5.39) até (5.46), chegamos & equagao

2 2 2
NR mo k q

T T 2P 2w o

(5.50)

A equacgao 5.50 corresponde aos niveis de energia para uma particula nao relativistica, sem
spin, confinada em um potencial tipo-Coulomb na teoria Kaluza-Klein. Observe que os niveis
de energia nao relativisticos (5.50) dependem da fase quantica geométrica de Aharonov-Bohm,
cuja periodicidade é ¢y = F27/q; assim, temos que &,;(¢ £ ¢o) = €,411(¢), € as correntes

persistentes sao dadas por

2

NR q v q mao
—F —— . 5.51
G m || ( 27r> [n+ || +1/2)3 ( )

Investigamos efeitos quanticos relativisticos em uma particula escalar sujeita a um poten-

cial do tipo Coulomb devido & presenca de um Aharonov-Bohm quéantico geométrico [128]
o qual é introduzido no sistema por meio de uma dimensao extra do espago-tempo. Assim,
nés mostramos que as solucoes relativisticas de estado ligado podem ser alcancadas, onde
os niveis de energia relativistica dependem da fase quantica de Aharonov-Bohm. Esta de-

pendéncia dos niveis de energia relativistica na fase quantica geométrica corresponde a um
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efeito de Aharonov-Bohm para estados ligados [116,117] e d& origem ao aparecimento de cor-
rentes persistentes neste sistema quantico relativistico. Outro contexto interessante no qual o
efeito Aharonov-Bohm para estados ligados em uma teoria de Kaluza-Klein pode ser explorado,
¢ baseado no defeito topolégico do espago-tempo. Em [129] é mostrado que o espago-tempo
das cordas cosmicas e o espago-tempo das cordas cosmicas magnéticas podem ter analogos
em cinco dimensoes. Além disso, em [130] uma corda césmica quiral de cinco dimensodes é
mostrada. A partir desta perspectiva, discussoes interessantes sobre os efeitos de Aharonov-
Bohm para estados ligados e correntes persistentes podem ser feitas a partir do confinamento
de uma particula escalar relativistica a um potencial do tipo Coulomb com o pano de fundo
do espago-tempo da corda césmica magnética e Kaluza-Klein [129], e o Corda cdsmica quiral

magnética de Kaluza-Klein [130].

Além do trabalho apresentado acima, desenvolvemos mais alguns artigos [4,5] onde abor-
damos as possibilidades fornecidas pelo elemento de linha em cinco dimensoes. No primeiro
desses trabalhos [4] nés investigamos a dindmica de particula de Klein-Gordon sobre o efeito
de Aharonov-Bohm, sujeita a um potencial central tipo Coulomb inserido por meio da mo-
dificacao do termo de massa; Em um segundo [5] trabalho nds investigamos também uma
particula escalar com modificacdo no termo de massa, sujeita a um potencial tipo Cornell.
Aqui também introduzimos um fluxo magnético por meio do elemento de linha e em seguida
encontramos as solugoes para estados ligados e definimos o perfil energético do sistema, tanto
para o caso geral (potencial tipo Cornell), como para os casos de um potencial linear e um po-
tencial tipo Coulomb; Um outro artigo foi lancado também contendo a teoria de Kaluza-Klein
como background, porém para o caso do oscilador de Klein-Gordon sujeito a um potencial tipo

Cornell, introduzido através da modificagao no termo de massa.
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5.4 Oscilador de Klein-Gordon sob efeito de uma in-
teracao tipo Cornell

O oscilador de Klein-Gordon (OKG), foi proposto como um oscilador relativistico para cam-
pos escalares, onde fosse possivel determinar analiticamente os niveis de energia do sistema,
o qual no limite relativistico, caimos novamente no oscilador harmonico dado pela equacao
de Schrodinger. Os autores tiveram como ideia, introduzir um acoplamento a equacao de
Klein-Gordon, o que ficou conhecido por OKG. O OKG foi estudado em um sitema de massa
dependente da posigao [131,132], em espago nao-comutativo [133,134], em espago-tempo de
corda césmica [138],em espago-tempo anisotrépico [136,137].
Nesta se¢@o apresentaremos o trabalho [6] feito em conjunto com os doutores Humberto Belich
e Ricardo Vitoria, onde nés analisamos a interagao entre o OKG e um potencial tipo Cornell
tendo como pano de fundo a teoria de Kaluza-Klein. O OKG foi ja foi estudado no espago-
tempo de Minkowski [131,132,135], em um espago anisotrépico [136,137], em um espago-tempo
com corda césmica [138] e na teoria de Kaluza-Klein.

Assim como foi feito na segao anterior, usamos o elemento de linha (5.44), sendo A, = %,
o qual é responsavel pelo aparecimento de um campo magnético B = %52(1“). Introduziremos
na equagao (5.36) uma modifica¢do no termo de massa na equagao que descreve a dinamica

quantico relativistica para uma particula de Klein-Gordon ??, obtendo

N
(aA + mwXA)(gAB\/ —g)((?B — mwXB)gb — A /_g[m + V(p)]2¢ -0. (5'52)
Logo,
—.12 )
Gt V@] s st oo G4k (% + £5) 0

_ P 2 ¢

0z2 472 p2 9y?

(5.53)

a qual representa a interacao de um campo escalar dependente da massa com o OKG no espago-
tempo de cinco dimensoes descrito pela teoria de Kaluza-Klein.Em seguida introduzimos na

equagao (5.53) o potencial
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V(p) = % + bp, (5.54)

onde a e b sdo constantes. Em adicdo, a solugao de (5.53) pode ser escrita na forma

O(t.p, . z,y) = e TR (p), (5.55)
onde [ =0,4+1,£2,..., —00 < k < 00, ¢ é uma constante e R(p) é uma funcao de onda radial.
Substituindo (5.54) e (5.55) em (5.53), nés chegamos a equagao

d’R 1dR ~? 2am

—— 4+ -— - LR—-""—R—2mpR — w’p*R+ AR =0, 5.56

dp*  pdp  p? p (5.56)
onde

A=¢c2—m?—k?—¢* — 2mw — 2ab

w? = m*w? + b? . (5.57)
V=(1-%) +d
vamos entao fazer uma mudanga de varidveis da forma o = /wp, e com isso a equacao
(5.58) torna-se
AR 1dR ~*

o) 9 A
dg2+gdg Q2R QR BoR QR—l—wR—O, (5.58)

onde nos definimos os parametros

[\

3

2bm

a
) 6: w2/3'

(5.59)

o =

3l

Fazemos entdo a andlise assintética de

—~

5.58), lembrando que a fungao R(p) deve ser bem

comportada em ¢ — 0 e 9 — 00, e assim é possivel determinar a solucao geral de (5.58)

R(g) = oe 22+ f (o) (5.60)

onde f(p) é uma fungao desconhecida a ser determinada. Ao colocarmos a solugao (5.60) em

(5.58), obtemos

d? 21y + 1
f+ kel

df A
do? — 20— B} + {5 - E} f=0, (5.61)

do
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sendo

A 2
6=5+6——2—2% Co=Len+n+a (5.62)

1 T2

A equagao mostrada em (5.61) é conhecida na literatura como biconfluente de Heun [142,
143] e a fungdo f(p) é uma funcdo biconfluente de Heun, onde: f(o0) = Hy(2|v|, 5, \/w +
(%/4,2a; 0). Sabemos que a equacao biconfluente de Heun possui dois pontos de singularidade,

sendo um na origem e o outro no infinito ( [142]). A origem é um ponto regular e isso nos

garante ao menos uma solugao em torno dela, podendo ser obtido por meio da série de poténcias

o0

flo) =) e (5.63)

J=0

Substituindo (5.63) em (5.61), nds iremos obter a relagao de recorréncia

p+pG+D  (5-2)
J+2G+2+20) T G +2)(G +2+2k))

da qual tiramos os seguintes coeficientes

Cj, (564)

Cj+2 = (

6

Cc1 = mCo (565)
- (9 -+ 5)01 — (SCO . Co (9 -+ ﬁ)H _
R e TR (e ARE= 00

O nosso objetivo é o de buscar uma solucao polinomial para a equacao biconfluente de
Heun, o que nos dara a solucao dos estados ligados. Assim, nds faremos o truncamento da

série, ou seja, vamos impor que a série termine quando [142]

Cny1 =0; 6 =2n, (5.67)

onden =1,2,3.... Afim de analisar essas condigoes, iremos atribuir valores para n, comecando
por considerar n = 1, o qual corresponde ao modo radial do valor mais baixo de energia do
sistema. Portanto, a condi¢do ¢,+1 = 0 nos da co = 0, e dos coeficientes (5.65) e (5.66)
obtemos uma equacao algébrica de terceiro grau

2a’m 5, 4abm*(1 + |v]) b*m?2(2|y| + 3)

3
- — =0 5.68
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onde

wr = —Jw?, — b2 (5.69)

Ou seja, nés escolhemos a frequéncia do OKG e ajustamos os parametros por meio da condigao
cnr1 = 0 para qualquer valor de n. Sabemos que a equacao algébrica de terceiro grau tem
ao menos uma solugao real e, como pode ser visto em [152], nos possibilita obter os valores
permitidos da frequéncia para os estados de energia mais baixos do sistema. Uma vez que os
valores da frequéncia do OKG foram obtidos por meio dos niimeros quanticos [, n, nés temos
w = wy,. Podemos notar que para cada modo radial nés temos uma relacao diferente da
frequéncia do OKG em termos dos parametros associados com o fluxo quantico introduzido
por meio da teoria de Kaluza-Klein, e do parametro associado com o potencial central tipo
Cornell. Para termos uma andlise mais completa, faremos n = 1 em (5.67), resultando em

0 = 2, nos levando a seguinte expressao

b2m?
Ekl1 = :I:\/m2 + k%2 + %+ 2ab + 2mwy ;1 + 2\/m2w1271 + 52(2 + ")’D - m (5-70)
1

Entao, substituindo (5.69) em (5.70) nés podemos obter os valores permitidos da ener-
gia relativistica para o mais baixo estados de energia do sistema de uma particula escalar
dependente da massa sob efeitos de um OKG em um cenario de teoria de Kaluza-Klein. Dife-
rentemente de [139], nés podemos ver que o mais baixo estado de energia definido pela solugao
real da equacdo algébrica dada em (5.68) mais a expressao dada em (5.70), é definido pelo
modo radial n = 1 e nao n = 0. Este efeito surge devido ao efeito ao potencial tipo Cornell
no OKG. E importante notar que o estado de energia mais baixo nao ocorre para o valor
n = 0, mas para n = 1. De outra forma, o contrario implicaria que ¢; = 0, o que requer que
a massa de repouso da particula escalar fosse nula, isto €, seria contrario a proposta dessa
investigacao.

Em seguida faremos dois casos particulares do sistema para os potenciais tipo Coulomb e

linear.
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5.4.1 Oscilador de Klein-Gordon sujeito a um potencial tipo Cou-

lomb

Para esse primeiro cenario particular vamos tomar o potencial tipo Coulomb fazendo b — 0

em (5.54), ou seja,

a
Dessa forma, a relagao (5.69) fica
2 2
Wiy = am : (5.72)
IRy
a qual representa os valores permitidos da frequéncia do modo radial n = 1 do OKG. E

importante notar que ao tratarmos de um cenério na teoria de Kaluza-Klein, fica claro a
influéncia sobre os valores permitidos da frequéncia da mudanca do momento angular l.;; =
[— g, o que nos da um efeito andlogo ao efeito Aharonov-Bohm, criando uma funcao periédica
com periodicidade &y = %”L, sendo ¢t = 0,1,2,...; ou seja, w1 = (P+Pg) = wig,1(P). Fazendo

g — 0 nos recuperamos o resultado de [131]. A energia dada em (5.70) também sofre mudanga

Ehan = /m2 + K2+ g2 + 2muw, (3 + ). (5.73)

Entéo, substituindo (5.72) em (5.73)

a?m?

4
Ehil = i\/m2—|—K2—|—q2+ (3417, (5.74)

1+ 2|y|

representando o conjunto de valores permitidos para a energia relativistica correspondente ao
mais baixo estado de energia do sistema de uma particula dependente da massa sujeita aos
efeitos de um OKG e um potencial central tipo Coulomb, tendo como pano de fundo uma

teoria de Kaluza-Klein.

5.4.2 Oscilador de Klein-Gordon sujeito a um potencial Linear

Trataremos agora um segundo caso particular de (5.54) fazendo a — 0. Assim, temos que

V(p) = bp, (5.75)
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o que caracteriza um potencial linear. Essa mudanca implica também uma mudanca no valor

permitido da frequéncia do modo radial n = 1 do OKG, nos dando

1 b2m? 3/2
= — 2|~ — b2 )
Wy 1 m\/{ 5 21| + 3)} (5.76)

sendo v2_, = 7% = (I — ¢®/27)%. De maneira semelhante ao resultado encontrado para o
caso apresentado acima, temos a influéncia do termo lopr = [ — %, responsavel por um efeito
andlogo ao efeito Aharonov-Bohm, gerando também uma funcgao periédica com periodicidade
by = %’rL, sendo ¢« = 0,1,2,...; ou seja, w1 = (® + P¢) = wig,1(P). Fazendo ¢ — 0 nds
recuperamos o resultado de [132].

Substituindo (5.76) em (5.70) nés obtemos a seguinte expressao

1

_ : 2 - 2
Erit = + {m2 + k2 4 ¢? +2 {<—bgm2<§'7'+3>) — bQ] +2 (ErAGE T (24 )

1
2
o 2
<—bm<2|w|+3>> }

a qual representa o conjunto de valores permitidos da energia relativistica correspondente

win

(5.77)

Wl

ao estado de energia mais baixo do sistema da particula dependente da massa sob efeito do

OKG e um potencial linear em um cendario de Kaluza-Klein.

5.5 Efeito de rotacao sobre um campo escalar em uma
teoria de Kaluza-Klein

Continuaremos nessa secao tratando de um campo escalar tendo como um pano de fundo a
teoria de Kaluza-Klein. Porém, distintamente das secoes anteriores, nés estudamos o compor-
tamento do sistema em um referencial em rotagao e temos os resultados publicados em [7].
Para isso, partimos da ideia de Landau e Lifshitz [144], os quais fizeram uma transformacao
de modo que introduz uma rotagao uniforme no espaco-tempo de Minkowski de simetria

cilindrica.
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Introduzimos a transformacao ¢ — ¢ + Qt, onde €2 é a velocidade da rotagao constante do

referencial rotacionando, no elemento de linha,

ds? = —dt? + dp? + pPd® + d2* (dy + Aydy) (5.78)

o que nos da

2 2 9% 2 2, P PO 2
ds® = [1 <p2+ 47T2>} dt* + 292 (p + 47r2> dedt + =—=dydt + dp*+ (5.79)
+ <p2 + %) d? + Ldydy + dy? + dz?.

Por consequéncia da rotacao do referencial e no intuito de manter a componente gy sendo

negativa, nos retiramos a informagao da coordenada radial

®20)?
1— 1
0< <—7T
_p_ Q )

ou seja, a coordenada radial no definida no background pela métrica, se restringe ao intervalo

(5.80)

definido acima.
Podemos notar que, além da velocidade da rotacao do referencial rotacionando uniformemente,
a desigualdade (5.80) também é determinada pelo fluxo ® da teoria de Kaluza-Klein. Outro

/1 #2072
-7

ponto importante é o fato de quando p > T’TQ, a particula estara fora do cone de luz. Ao

tomarmos ¢ = 0 nds recuperamos o resultado obtido em [144].
O nosso interesse é de descrever a dinamica quantico relativistica de um particula escalar

sob efeito de referencial rotacionando uniformemente em um teoria de Kaluza-Klein com a

presenca de um fluxo. Portanto, utilizaremos a equacdo (5.44), onde g = det(gag) = —p e
gAB é
-1 0 Q 0 0
0 1 0 0 0
AB __ 1 >
P=la 0 Lo o0 - | (5.81)
0 0 0 1 0
o $?
i 0 0 —om? 0 1+ eyl

Dessa forma a equagao de Klein-Gordon (5.46) torna-se
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2 2 2 2 2
% — %+1%+i%_Q2%+QQ a¢ _
ot? op?  pdp  p?0p? 0p? Otop
o o2 2 2 2 a2
- 0¢ 09 a¢+ ¢ a¢—m2¢, (5.82)
w2 0pdy 022 0y?  Aw?p? 0y?

a qual descreve uma particula escalar no espaco-tempo de Kaluza-Klein em um referencial
rotacionando uniformemente.

Propomos a solugao de (5.82) do tipo

onde [ = 0,£1,42, ... é o autovalor do operador momento angular L,= —10,, —00 < k < 00
é o autovalor do operador momento linear p, = —id,, ¢ é uma constante e o autovalor do
operador momento linear da dimensao extra p, = —i0,, os quais comutam com a hamiltoniana.
Assim, substituindo (5.83) em (5.82), nés chegamos a seguinte equagao diferencial para a

funcao de onda radial

Pf  1df A 2
AN =0 5.84
sendo
o = (e +1Q)? —m? - k* — ¢° (5.85)
g\’
2
=] - == . .
= (-2) (5.56)

A equagao (5.85) é uma equagao de Bessel cujas solugoes sao dadas em termos das fungdes

de Bessel de primeiro grau, Jj,|(ap), e de segundo grau N, (ap),

f(p) = AJy (ap) + BNy (ap), (5.87)

sendo A e B constantes. Nas subsecOes seguintes, analisaremos dois possiveis cenarios, por
meio de casos particulares das aproximagoes assintéticas para as fungoes de Bessel, dos quais

iremos obter solugoes para estados ligados.
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5.5.1 Particula escalar em uma regiao limitada por uma superficie
cilindrica

Assumimos que o movimento da particula escalar estd restrito para ocorrer entre duas su-

perficies concéntricas: p = b, sendo uma constante diferente de zero, e py, onde py > p com

d2()2
1—
472

Po=-—q (5.83)

o qual vem do efeito da rotagao (5.80). Considerando que as fronteiras dessa regidao sdo como

paredes impenetraveis, uma delas devido a restrigdo da coordenada radial definida em (5.80),

nos requeremos que a funcao de onda satisfaga a seguinte condigao contorno

$(p=b) = ¢(p = po) = 0. (5.89)
Na literatura temos vérios estudos acerca desse tipo de confinamento [145-148].

A equacao (5.89) fornece a seguinte equacao do espectro de energia relativistico da particula

escalar [145,146]

Jiy (ab) Ny (apo) — Jjyj(apo) Npy (ab) = 0. (5.90)

Além disso, iremos considerar os casos particular: ab >> 1 e apy >> 1. Nesse caso, para
um 7 fixo, nés podemos reescrever as funcoes Jj,| e N}y, usando a expansao assintética de

Hankel [114, 145, 146]:

. 2 [ 7 S s (42 —=1) | _oym |
Tnilep) =y os [eos (ap = 5 = 7) = s (e -5 - ) (5.91)
(§]
N 2 [/ qm m\ (41 _oqm m\]
Tui(ep) = | o fsin (@ = 5 = 3) + g cos (ap = = ) (5.92)

onde p pode ser p = b ou py dado na equagao (5.88). Entdo, substituindo (5.91) e (5.92) em

(5.90), nés temos que

2 m°n? (4> — 1)

~ n , 5.93
(o072 T bpy (5.93)

(0%
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onde n =0,1,2,.... Substituimos (5.85) e (5.88) em (5.93), obtendo
()

2
q®
4(l—=1] =1
2b\/ 47?2 — P2Q)2 < 27?) ]

+ A0’ }1/2 10 (5.94)
(VAn2 — ®202 — 21 Qb)?2 ' '

A equagao (5.94) mostra o perfil da energia relativistica de uma particula escalar em uma regiao

Chin ~ ESM HE 4+ P+

limitada por superficies cilindricas, onde uma das superficies é determinada por efeitos nao
inerciais em um espago-tempo com uma teoria de Kaluza-Klein. Esse tipo de espaco influéncia
os niveis de energia relativistico por meio da presenca do fluxo quantico, introduzido por
nele. Esta influéncia pode ser vista através da mudanca nos autovalores do momento angular
gerando um momento angular efetivo losy = [ — g, ou seja, um efeito analogo ao efeito
Aharonov-Bohm para estados ligados [116], e a presenga do termo ¢ no espectro de energia.
Também é valido observar a presenca de um efeito tipo Sagnac através do acoplamento entre

a velocidade de rotacao () e autovalor do momento angular [. Fazendo ® = 0 e ¢ = 0 em

(5.94), nés obtemos

0%n? Q4 -1V
n 4t )} e (5.95)

Ekin N T {m2 + K+ (1= 2:60)° +—
que representa o perfil de energia relativistica de uma particula escalar em um referencial
rotacionando uniformemente em uma regiao limitada por superficies cilindricas, onde uma
das superficies é determinada pelos efeitos nao inerciais no espaco de Minkowski. Podemos

notar também um efeito tipo Sagnac por meio da presenca do acoplamento entre a velocidade

rotagao (2 e o autovalor [ do momento angular.

5.5.2 Potencial de confinamento Hard-Wall

Consideremos agora o intervalo 0 < p < pg, onde py é definido na equagao (5.88). Neste caso
é importante notar que fungao de Bessel de segundo grau diverge para p — 0. Portanto, como

estamos interessado em solugoes bem comportadas, é necessario que B = 0, levando a equagao

(5.87) &
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f(p) = Adpy(ap). (5.96)

A equagao (5.80) representa que a coordenada radial é limitada devido aos efeitos nao-inerciais.
Baseado nesta restri¢do, vamos impor aqui que funcdo de onda radial f(p) se anula pela

condicao de contorno:

f(p— po) =0, (5.97)

com pg definido em (5.88). Do ponto de vista matemético, a equagdo acima representa a
condicao de contorno de Dirichlet; do ponto de visita fisico, um potencial tipo hard-wall
definido em py. Agora, vamos considerar o caso particular apy >> 1. Neste caso particular,
de (5.91), podemos escrever a fungdo de Bessel de primeira ordem na forma da expansao

assintotica

7r T
Jyi(apo) o cos (apo — %‘ — Z) : (5.98)

Entao, substituindo a equagao (5.98) em (5.96), ndés obtemos da condi¢ao contorno (5.97) a

seguinte expressao

472()? n 1 qd
(472 — $2Q)2) 2 27

+ Z) — 19, (5.99)

Ehin = j:\/m2 + k2 +q> +
onde n = 0,1,2,... sdo os modos radiais. Obtemos na equagao (5.99) o espectro de ener-
gia para uma particula escalar em um referencial rotacionando uniformemente e sujeita um
confinamento por um potencial tipo hard-wall, determinando por efeitos nao inerciais em um
espago-tempo na teoria de Kaluza-Klein, o qual influencia os niveis de energia através da pre-
senga do fluxo quantico. Esta influéncia pode ser vista através da mudanca nos autovalores
do momento angular, gerando um momento angular efetivo lo;r = 1 — g, ou seja, temos um
efeito andlogo ao efeito Aharonov-Bohm para estados ligados [116], e a presenca do termo ¢* no
espectro de energia. Fazendo ® = 0 e ¢ = 0, nds recuperamos os resultados obtidos em [136].

Por fim, devemos notar a presenca do efeito tipo Sagnac pela presenca do acoplamento entre

a velocidade €2 e o autovalor [ do momento angular.
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5.5.3 Interacao tipo Coulomb
Analisaremos agora o efeito causado pela mudanga feita no termo de massa da equagao (5.82),
onde introduziremos uma interacao do tipo-Coulomb na forma

m—m+ o (5.100)
p

onde a é uma constante.
Substituindo (5.100) em (5.82), e utilizando a solugao (5.83), obtemos a equagao de onda

radial

O 1A 7 2ma
dp*  pdp p? p

onde definimos os parametros

f+B%f=0, (5.101)

2
B=m?+k+¢ — (e +1Q)>% (5.103)

7 = (l — @) (5.102)

Em seguida realizamos uma mudanca de variaveis do tipo ¢ = 283p. Dai

Ef 1df . 5. 1

A R N S 5.104

@ et # T (5104
com § = mla|/f onde consideramos a = —l|a|. Além disso, vamos considerar 2 << 1, isto

é, a velocidade de rotacao é muito pequena. Neste caso particular, da equacao (5.88) nds
temos que limg .o py — oo. Entao, para este caso particular, a coordenada radial variando
em 0 < p < oo, portanto 0 < p < oco. Iremos agora discutir o comportamento assintotico de
(5.102). Para f(9) = 0 em o — 0 e o — 00, nos permite escrever a fungao de onda radial em

termos da série hipergeométrica confluente [114], 1 Fy(|y| + 1/2 — 6, 2|7| + 1; 0), nos dando

Y 1
flo) = d"et iy (|7|+§ — 29| +1;g). (5.105)
Sabemos que a série hipergeométrica confluente torna-se um polinomio de grau n quando

17| + % —0=-n=0,1,2,.... Entao, com essa condicao nds temos que
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242
Epin =+ | m? 4k 4 ¢? — i —19. (5.106)

2
[n—i— (l—§)2+a2+%}

Obtemos assim o espectro de energia para uma particula escalar com a massa dependente da
posicao em um referencial rotacionando uniformemente, imerso na teoria de Kaluza-klein e
sujeito a uma interagao com um potencial escalar central tipo Coulomb. Em comparagao com
a equagao (5.99), fica evidente que em (5.106) o espectro de energia ¢ modificado devido a

presenca da interagao coulombiana.

5.6 Efeito da rotacao em um Oscilador de Klein-Gordon

Continuaremos aqui analisando os efeitos da rotagao em alguns sistemas, e abordaremos agora
os efeitos para o OKG, o qual foi dado na equagao (5.47). Entdo para o espago-tempo da
teoria de Kaluza-Klein, com efeitos ndo inerciais dados pelo elemento de linha (5.78) e usando
a solucao (5.39), temos a seguinte equacao de onda radial

>R 1dR

2
Y 2 2 2 2
dp*  pdp p? ’ ( )

onde definimos

(D 2
V= (z - g—ﬂ) (5.108)

= (e+1Q) —m? - k* — ¢* — 2mw. (5.109)
Em seguida realizamos a mudanca de varidveis dada por s = mwp?, obtendo com isso, a
equacao
d*>R  1dR 2 2 1
TRt

ikl = 11
ds?  sds  4s? 4mwsR 4 0, (5.110)

cuja solugao é dada em termos da fungao hipergeométrica confluente [114]

Rs) = st R (142 C 4 (5.111)
5) = sze — - — s ). .
1 1 2 9 4mw,7 )

Podemos analisar o sistema quantico relativistico para dois casos: para um valor da frequéncia

angular de rotacao e para baixos valores da frequéncia de rotagao.
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5.6.1 Caso Geral

Para qualquer valor da frequéncia de rotagao, assim como visto em (5.5), que a fungao de onda

radial deve se cancelar para a restrigdo imposta pela rotagdo dada na equagao (5.88), ou

S =

(1 — (I:;?) mw
oE . (5.112)
Isto significa que a particula escalar sujeita ao OKG esta restrita a uma regiao onde esta
restricao ¢é vista como a presenca de um potencial hard-wall induzido pelo efeitos da rotacao

em um espaco tempo de Kaluza-Klein. Este tipo de confinamento é descrito pelas condicoes

de contorno dadas em (5.97).

€2

Entao, vamos analisar o caso onde ;—

>> 1, com |y| + 1 e sy fixos. Para o parametro

E2

ol R sendo considerado grande, e no ponto fixo, a funcao hipergeométrica confluente
2 2 dmw ’ ’ s

pode ser escrita na forma [114]

1F1(s9) ~ cos [% — M + \/250(|7| +1) —4sp (m + 1 e >] . (5.113)

Substituindo (5.111) e (5.113) em (5.97), nds temos

47202 1 ¢®| 3\?
n==x R+t ——— — - =|4+- 2mwlf, 5.114
ki, \/m +k+q +(47r2—<I>2Q2) (n—l—Q‘ o —|—4) + 2mw ( )
onden =0,1,2,.... A equacao acima representa o espectro de energia de uma particula escalar

em um referencial rotacionando uniformemente sob os efeito de um espago-tempo de Kaluza-
Klein, sujeito a um OKG. Comparando (5.114) com (5.99), é claro notar que a presenga do
OKG altera a expressao para o espectro de energia relativistico do sistema. Podemos notar que
o fluxo quantico introduzido por meio da teoria de Kaluza-Klein, altera os niveis de energia do
sistema. A influéncia é observada através da mudanca nos autovalores do momento angular,
gerando um momento angular efetivo loy = [ — %, proporcionando um efeito analogo ao efeito
Aharonov-Bohm para estados ligados [116], e a presenga do termo ¢? no espectro de energia.
Além disso, o OKG também contribui no espectro de energia com o termo 2mw. Aqui também

é possivel observar o efeito tipo Sagnac pela presenca do acoplamento entre a velocidade de

rotagao €2 e autovalor do momento angular /.
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5.6.2 Caso particular

Consideramos agora o caso particular onde a frequéncia de rotagao é muito pequena com
) << 1, tal que a coordenada radial nas proximidades do ponto fixo sy tende ao infinito,

como pode ser visto em (5.112). Para este caso, a fungao hipergeométrica confluente admite

€2

~ . .. . | | 1 o o
solugoes polinomiais de grau n, impondo que % +5— 13- =-n=0,1,2,.. Dessa forma,
assim como fizemos em (5.105) e (5.106)
1 q®
Ekin = E£4/M? + k%2 4+ ¢> + dmw n+§l_2_ +1)—=1I9. (5.115)
s

Novamente encontramos os niveis de energia relativisticos de uma particula em um refe-
rencial girante de maneira uniforme sob efeito de uma teoria de Kaluza-Klein e sujeita a uma
a presenga do OKG. Se compararmos (5.99) e (5.115), vemos que a a presenga do OKG altera

a expressao dos niveis de energia do sistema.

Iniciamos esse capitulo apresentando a teoria de Kaluza-Klein e suas implicagoes e possi-
bilidades de investigar diversos cendrios. Em seguida apresentamos trabalhos desenvolvidos
durante o doutorado envolvendo esse cendrio para a equagao de Klein-Gordon e para o OKG,
onde ficou claro a presenca da influéncia da teoria de Kaluza-Klein por meio do fluxo quantico
introduzido na métrica.

Em seguida apresentaremos as conclusoes e perspectivas futuras da pesquisa.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

O trabalho desenvolvido aqui abordou inicialmente a violacao da simetria de Lorentz por meio
do campo de fundo, onde foi feito um breve revisao sobre o tema. Apresentamos a densidade
de lagrangeana da extensao do modelo padrao contendo os termos referentes a quebra da
simetria, dados pelo vetor €,,,,V* (setor impar) e pelo tensor (Kr),xx (setor par).
No capitulo seguinte nés tratamos da teoria nao comutativa que traz uma generalizacao para o
principio da incerteza e uma discretizacao do espaco, implicando em um comprimento minimo.
Tal ideia foi introduzida na proposta de uma eletrodinamica modificada no setor de gauge do
modelo padrao estendido. Apds analisarmos a relagdo de dispersao (4.51), verificamos néo
haver uma dependéncia entre ambas as teorias e podemos tratar os fenomenos de maneira
distinta. Uma das motivacoes para realizarmos o estudo de tais teorias, vem do fato de que
tanto a violagao da simetria de Lorentz como a presenca de um comprimento minimo ainda nao
terem sidos detectadas, visto que a deteccao seria possivel apenas em altas energias. A questao
seria se ha uma faixa de energia na qual elas comecam a interferir significantemente uma com a
outra, baseado na relac¢ao de dispersao (4.51) onde os termos que violam a simetria de Lorentz
aparecem multiplicados pelo parametro de deformagao do comprimento minimo. Acreditamos
ser esse 0 motivo para a dificuldade da medi¢ao, uma vez que estamos multiplicamos termos
de valores pequenos. Por fim, concluimos que na relacao de dispersao da nossa teoria efetiva,
hé a contribui¢ao do comprimento minimo e da violagao da simetria de Lorentz.

No capitulo 4 fizemos uma revisao sobre a teoria de Kaluza-Klein e apresentamos traba-

lhos realizados em cendarios com cinco dimensoes, para particulas escalares relativisticas com
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uma modifica¢do no termo de massa, na forma m(p) — m + V(p). No primeiro deles nds
investigamos os efeitos quantico relativisticos para um particula escalar sujeita a um potencial
tipo Coulomb na presenca de um fluxo magnético presente no potencial vetor A, = ¢/27k,
introduzido no sistema por meio da dimensao extra. A presenca desse termo na métrica, jun-
tamente com a introducao do termo dependente de massa na equagao de Klein-Gordon, nos
leva a uma equagao hipergeométrica confluente [113] (ou equagao de Kummer), a qual possui
uma singularidades regular em z = 0 e uma singularidade irregular em x = co. Determinamos
em seguida uma solugao para a equagao de Kummer, f(z) =; Fi(a;c;x), a qual é convergente
para para todo x finito e se torna um polinomio quando x é zero ou um inteiro negativo. Isso
nos diz que, para o caso estudado por nés, podemos impor que a hipergeométrica confluente
torne-se um polindmio de grau n, para o qual —n = |y|+1/2+mn/v. Dessa forma, obtivemos
as solucoes de estados ligados relativisticos e vimos na expressao para os niveis de energia
a dependéncia desses niveis sobre a fase de Aharonov-Bohm. Esta dependéncia sobre a fase
geométrica quantica corresponde ao efeito Aharonov-Bohm para estados ligados e possibilita o
surgimento de uma corrente persistente no sistema. Podemos dessa forma investigar os efeitos
em um sistema quantico relativistico para um particula escalar, sob efeito de confinamento de
um potencial tipo Coulomb, causado por modifica¢oes introduzidas na métrica e no termo de

massa com a presenca de um defeito tipo corda césmica.

Em um segundo cenario nés investigamos a influéncia de um fluxo quantico na teoria de
Kaluza-Klein sobre uma particula relativistica de massa dependente da posicao, sujeita a um
potencial tipo Cornell e ao oscilador de Klein-Gordon. Comparando os resultados obtidos
nesta analise com o obtido em [139], podemos notar que a presenga do potencial modifica os
niveis de energia do OKG em uma cenario de Kaluza-Klein. Esta modificacao é caracteri-
zada pelo fato de que nao possivel chegar a uma expressao fechada para o espectro de energia
do sistema, como em [139], mas é possivel determinar um conjunto de valores permitidos de
energia para cada modo de radial, separadamente. Além do mais, a frequéncia do OKG tem
valores permitidos determinados pelos nimeros quanticos e pelo parametros que caracterizam
o potencial tipo Cornell. Para exemplificar isso, calculamos a energia relativistica e os valores

permitidos da frequéncia do OKG para o estado de energia mais baixo do sistema, o qual é
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definido pelo modo radial n = 1.

Realizamos a mesma analise para dois casos particulares: um potencial tipo Coulomb e
um potencial linear. Em ambos os casos também foi possivel verificar a influéncia da teoria
de Kaluza-Klein nos valores permitidos da energia relativistica do OKG, por meio do mo-
mento angular lopr = | — %, nos dando um efeito andlogo ao efeito Aharonov-Bohm [116],
fazendo surgir uma funcao peridédica com periodicidade ®q = %’rL, sendo ¢+ = 0,1, 2, ...; ou seja,

wip = (®+ Pg) = wig,1(P). Fazendo ¢ — 0 nds recuperamos o resultado de [132].

Por fim, analisamos uma particula escalar tendo como pano de fundo o espago-tempo da
teoria de Kaluza-Klein sob efeitos nao inerciais, onde foi possivel determinar analiticamente
as solugoes para estados ligados. Devido aos efeitos de rotacao, a coordenada radial torna-se
restrita, na qual a restricao é determinada pela frequéncia da rotacao e do fluxo quantico
introduzido na dimensao extra da métrica. Por meio dessa restricao na coordenada radial,
noés temos investigado uma particula em uma regiao limitada por superficies cilindricas e sob
efeito de um potencial tipo hard-wall, onde foi determinado o perfil de energia. Em seguida
nos descrevemos uma particula escalar dependente da massa no cenario de Kaluza-Klein e
sob efeitos nao inerciais. Entao, pela modificacao na massa introduzida na equacao de Klein-
Gordon, nods inserimos um potencial tipo Coulomb e determinamos os niveis de energia. Por
fim, determinamos os niveis de energia do oscilador de Klein-Gordon neste mesmo cenario. Em
todos os casos fica explicito o efeito da teoria de Kaluza-Klein na presenca do fluxo quantico
presente nos niveis de energia calculados pelos niimeros quanticos do momento angular efetivo
lefr =1 — %. Ou seja, o sistema sente a presenca de um efeito andlogo ao efeito Aharonov-
Bohm. Além disso, a influéncia da rotagao pode ser vista por meio do efeito tipo Sagnac.

Como perspectiva futura temos como objetivo investigar a nao comutatividade em cenério
de dimensoes mais altas utilizando a teoria de Kaluza-Klein. Um dos pontos de partida se
baseia nos trabalhos [149-151] que apresentam o oscilador de Dirac e de Klein-Gordon em um
espago nao comutativo. O primeiro [149], abordando ambos os osciladores, mostrou que em
um espaco nao comutativo eles possuem um comportamento similar a uma particula na pre-

senca de um campo magnético constante, ou seja, o espago nao é mais isotrépico e a particula
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se comporta como se houvesse um campo de fundo. No segundo trabalho [150], estudam ape-
nas o oscilador de Dirac em um espago nao comutativo, mas em um referencial nao inercial e
com presenca de um defeito tipo corda césmica. Neste caso , além da mudancga no termo de
energia ha um relagao entre a densidade de massa no termo n = 1 — 4A e a influéncia da nao
comutatividade. Quanto maior a densidade, menor o valor de 1 e maior a influéncia da nao
comutatividade. E, para o limite onde n = 1, apenas a informacao sobre o oscilador de Dirac

val permanecer.

Dessa forma, buscamos através das ferramentas estudadas nessa tese, pretendemos estender
os trabalhos desenvolvidos por nés e pesquisar a possibilidade de estender os cendrios citados

no paragrafo acima para um sistemas em 5D.
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