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Esperanga

L& bem no alto do décimo segundo andar do Ano
Vive uma louca chamada Esperanca

E ela pensa que quando todas as sirenas

Todas as buzinas

Todos os reco-recos tocarem

Atira-se

E

— 6 delicioso voo!

Ela serd encontrada miraculosamente incélume na
calcada,

Outra vez crianga...

E em torno dela indagara o povo:

— Como é teu nome, meninazinha de olhos verdes?

E ela lhes dira

(E preciso dizer-lhes tudo de novo!)

Ela lhes dird bem devagarinho, para que nado esque-
gam:

— O meu nome é ES-PE-RAN-CA...

Mdrio Quintana

vi



Resumo

A teoria de k-esséncia caracteriza-se por uma funcdo do termo cinético de um campo
escalar. Esta teoria foi amplamente aplicada em cosmologia, sugerida como energia escura e
na tentativa de explicar o periodo inflacionario. A gravidade de Rastall origina-se a partir da
divergéncia ndo nula do tensor energia-momento, ou seja, é uma teoria ndo conservativa. Outra
caracteristica importante dessa teoria é que n3o se origina do principio variacional. Entretanto,
em cosmologia, a teoria de Rastall conduz a resultados similares & ACMD, diferenciando-se
apenas no regime n3o linear da evolucio das perturbacdes césmicas. No contexto de objeto
compactos, os resultados obtido em estrelas de néutrons sdo bastante interessantes utilizando
a teoria de Rastall. A grande surpresa é que, mesmo sendo teorias t3o diferentes, suas solucdes

em espacos-tempo estaticos e esfericamente simétricos sdo iguais, em alguns casos. Devido

a esse fato, um estudo para investigar em que situacdes essas duas teorias pode ser duais.

Entretanto, o estudo da estabilidade das solu¢cdes em k-esséncia e Rastall nos mostram que
essas duas teorias ndo coincidem a nivel perturbativo. A tentativa de encontrar novas solucdes
dilaténicas em uma geometria estatica e esfericamente simétrica revelou um conjunto de novas
solucdes de buracos negros, buracos de minhoca e, até mesmo, singularidades. Buracos negros
com rotac3o sdo objetos astrofisicos encontrados na natureza, por este motivo o estudo desses
objetos é de grande importancia. No entanto, a busca novas solu¢cdes de buracos negros com
rotacdo pode ser uma tarefa bastante dificil. Um buraco negro com rotac3o é descrito por uma
métrica estacionéria e esse fato torna mais dificil a resolucdo das equagdes de Einstein. Nesse
sentido, a utilizacdo de métodos matematicos que convertam solucdes estaticas conhecidas

em solucdes estacionarias € bem vinda. Vamos discutir a viabilidade desse processo.

Palavras-chave

Teorias de campo, buracos negros, estabilidade
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Abstract

The k-essence theory is characterized by a function of the kinetic term of a scalar field.

This theory was widely applied in cosmology, suggested as dark energy and in an attempt to
explain the inflationary period. Rastall's gravity originates from the non-zero divergence of the
energy-moment tensor, that is, it is a non-conservative theory. Another important feature of
this theory is that it does not originate from the variational principle. However, in cosmology,
Rastall's theory leads to results similar to the ACMD, differing only in the nonlinear regime of
the evolution of cosmic perturbations. In the context of compact objects, the results obtained
in neutron stars are quite interesting using Rastall's theory. The big surprise is that, even
though theories are so different, their solutions in static and spherically symmetrical spacetime
are the same, in some cases. Due to this fact, a study to investigate in which situations these
two theories can be dual. However, the study of the stability of the solutions in k-essence and
Rastall show us that these two theories do not coincide at the perturbation level. The attempt
to find new dilatonic solutions in a static and spherically symmetric geometry revealed a set
of new solutions for black holes, wormholes and even singularities. Rotating black holes are
astrophysical objects found in nature, so the study of these objects is of great importance.
However, finding new rotating black hole solutions can be quite a difficult task. A rotating
black hole is described by a stationary metric and this fact makes it more difficult to solve
Einstein's equations. In this sense, the use of mathematical methods that convert known static

solutions into stationary solutions is welcome. We will discuss the viability of this process.

Keywords

Field theory, black holes, stability
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Introducao

A teoria da relatividade geral, desde sua formulacdo, tem sido muito bem sucedida
quando aplicada em testes experimentais locais. No entanto, had muitas razdes para considerar
essa teoria ndo como uma teoria final da gravidade, mas apenas como uma aproximagio razoa-
vel que funciona bem em uma grande, mas finita, gama de comprimento e escalas de energia.
Entre essas razdes estdo o velho problema de unificar a gravidade com outras interacdes fisi-
cas e as dificuldades nas tentativas de quantizar a relatividade geral. Outras razdes para lidar
com modificacdes de relatividade geral sdo os problemas conhecidos vivenciados pela prépria
teoria: sua previsdo de singularidades espaco-tempo nas solucdes mais fisicamente relevantes,
mostrando situacdes em que a teoria ndo funciona mais, e sua incapacidade de explicar as
principais caracteristicas observaveis do Universo sem introduzir, até agora, formas invisiveis

de matéria, matéria escura e energia escura, que somam até 95% do contetado do Universo.

Galileu Galilei foi o primeiro a introduzir o péndulo e os planos inclinados no estudo da
gravidade terrestre no final do século XVI. A gravidade desempenhou um papel importante no
desenvolvimento das ideias de Galileu sobre a necessidade de experimentos no estudo da ciéncia,
que tiveram um grande impacto no pensamento cientifico moderno. No entanto, ndo antes de
1665, quando Isaac Newton introduziu a agora renomada lei da forca gravitacional do inverso
do quadrado da distincia, a gravidade terrestre e a gravidade celeste estavam relacionadas
através de (nica teoria. A teoria de Newton fez previsdes corretas para uma variedade de
fendmenos em diferentes escalas, incluindo experimentos terrestres e movimento planetario. A
contribuicdo de Newton para a gravidade, bem como sua enorme contribuicdo para a fisica em
geral, ndo se restringe a expressdo da lei do inverso do quadrado. Muita atencdo deve ser dada

a base conceitual de sua teoria gravitacional, que incorpora duas ideias-chave [40, 103]:

e A ideia de espaco absoluto, ou seja, a visdo do espaco como uma estrutura fixa; uma

arena rigida onde os fendmenos fisicos ocorrem.

e A ideia do que mais tarde foi chamado de Principio de Equivaléncia Fraca que, expressa
na linguagem da teoria newtoniana, afirma que a massa inercial e a massa gravitacional

coincidem.

Em 1855, Urbain Le Verrier observou uma precessdo de 35 segundos de arco da érbita

de Mercirio e mais tarde, em 1882, Simon Newcomb mediu essa precessdo com mais precisdo



para 43 segundos de arco. Este fato experimental n3o foi previsto pela teoria de Newton.
Deve-se notar que, Le Verrier inicialmente tentou explicar a precessdo dentro do contexto da
gravidade newtoniana, atribuindo-a a existéncia de outro planeta, ainda ndo observado, cuja
orbita seria interna a 6rbita de Mercirio. Ele foi aparentemente influenciado pelo fato de que
examinar a distorcdo da o6rbita planetaria de Urano, em 1846, o levou, juntamente com John
Couch Adams, porém de forma independente, a descoberta de Netuno e a previsdo precisa de

sua posicdo e momento linear. No entanto, esse planeta mais interno nunca foi encontrado

[40, 103].

Em 1893, Ernst Mach apresentou o que mais tarde foi chamado por Albert Einstein de
principio Mach. Este é o primeiro ataque construtivo a ideia de Newton de espaco absoluto apds
o debate do século XVIII entre Gottfried Wilhelm von Leibniz e Samuel Clarke (Clarke estava
agindo como porta-voz de Newton) sobre o mesmo assunto, conhecido como Correspondéncia
Leibniz-Clarke. A ideia de Mach pode ser considerada bastante vaga em sua formulacdo
inicial, porém, foi trazida aos holofotes da fisica mais tarde por Einstein nas seguintes linhas:
A inércia tem a sua origem numa espécie de intera¢do entre corpos. lsso esta obviamente
em contradicdo com as ideias de Newton, segundo as quais a inércia sempre foi relativa ao
referencial absoluto do espaco. No entanto, houve outra interpretacio mais clara dada por
Dicke: A constante gravitacional deve ser uma func3o da distribuicdo de massa no Universo.
Isso é diferente da ideia de Newton de que a constante gravitacional é universal e imutavel.

Diante disso, os axiomas basicos de Newton devem que ser reconsiderados [40, 103].

A teoria de Newton foi muito bem sucedida em explicar os varios aspectos da gravidade
naquela época. A teoria de Newton também é uma teoria classica, e descreveu com sucesso
o mundo fisico ao nosso redor, portanto, ela pode ser considerada como uma teoria muito
consistente, embora n3o necessariamente a mais certa. A questdo é: o quio consistente é
uma teoria e sim o qudo “certa”’ ela é7 A teoria foi capaz de explicar, no intervalo de alguns

anos de sua formulagdo, todas as questdes colocadas na época [40].

Porém, foi s6 em 1905, quando Albert Einstein completou a Relatividade Especial, que
a gravidade newtoniana teria que enfrentar um sério desafio. A nova teoria de Einstein, que
conseguiu explicar uma série de fenémenos relacionados a fisica ndo gravitacional, parecia ser
incompativel com a gravidade newtoniana. Movimento relativo e todos os conceitos ligados
tinham ido muito além das ideias de Galileu e Newton e parecia que a Relatividade Especial
deveria, de alguma forma, ser generalizada para incluir referenciais n3o-inerciais. Em 1907,

Einstein introduziu a equivaléncia entre gravitacdo e inércia e usou-a com sucesso para pre-



ver desvio gravitacional para o vermelho. Finalmente, em 1915, ele completou a teoria da
relatividade geral, uma generalizacdo da Relatividade Especial que incluia gravidade e qual-
quer referencial acelerado. A teoria correspondeu perfeitamente ao resultado experimental
para a precessdo da orbita de Mercirio, bem como outras descobertas experimentais como
a precessdo gravitomagnética (1918) e a deflexdo gravitacional da luz pelo Sol, medida em
1919, durante um eclipse solar. A relatividade geral tomou o lugar a gravidade newtoniana
como teoria da gravidade e continua a ser até agora uma teoria extremamente bem sucedida e
bem aceita para fendmenos gravitacionais. Como mencionado anteriormente, e como muitas
vezes acontece com teorias fisicas, a gravidade newtoniana n3o perdeu seu apelo aos cientistas.
Percebeu-se, é claro, que é de validade limitada em comparacdo com a relatividade geral, mas
ainda é suficiente para a maioria das aplicacées relacionadas a gravidade. Além disso, em um
regime de campo gravitacional fraco e baixas velocidades, a relatividade geral inevitavelmente
reduz-se a gravidade newtoniana. As equac¢des de Newton para a gravidade podem ter sido
generalizadas e alguns dos axiomas de sua teoria podem ter sido abandonados, como a no-
cdo de um referencial absoluto, mas alguns dos pilares de sua teoria ainda existem nas bases
da relatividade geral. O exemplo mais proeminente é o Principio da Equivaléncia, em uma

formulagdo mais adequada [40, 103].

A relatividade geral, juntamente com a teoria quantica de campos, sdo consideradas a
espinha dorsal da fisica moderna. A relatividade geral tem como fundamentacdo matematica
a geometria diferencial. Um dos fatos mais surpreendentes sobre relatividade geral é que quase
depois de um século esse fato continua sendo verdade. Como o espaco-tempo se comporta

em escalas macroscépicas é melhor descrito pelas Equagdes de Campo de Einstein [45]:

8T
G,LLI/ pu— 7’1—1’“”’ (11)
em que G, € o tensor de Einstein, T}, € o tensor de momento de energia, G é constante de

Newton e ¢ é a velocidade da luz.

Embora a relatividade geral seja uma teoria muito bem sucedida, isso ndo impediu que
alternativas fossem propostas. Mesmo um pouco apés a publicacdo da teoria por Einstein,
foram feitas propostas para estender a teoria, e incorpora-la em uma teoria maior e mais
unificada. Exemplos disso s3o a teoria da conexdo afim de Eddington, a teoria independente
em escala de Weyl, e as teorias de dimensdes mais altas de Kaluza e Klein [45]. Ha muitos
mais propostas desde ent3o e ha varias modificacdes da relatividade geral [45]. Para mencionar

algumas teorias alternativas da gravidade com campos extras como como teorias escalar-



tensoriais (Teoria de Brans-Dicke), Teorias de Einstein-Eter, Teorias Bimétricas. Também
podemos encontrar teorias da gravidade de derivadas superiores, como a gravidade de Horava-
Lifschitz.

A teoria de k-esséncia notabiliza-se por introduzir uma fungdo do termo cinético de um
campo escalar [7, 10], evidentemente pertencem a classe das teorias com campos fundamentais
inusuais acoplados a gravidade. Essa teoria provou ser uma forma de obter tanto a inflacdo
inicial quanto a expans3o acelerada do Universo [9, 10], impulsionada por um termo cinético
escalar, em vez de um potencial. Notavelmente, uma espécie de estrutura de k-esséncia
também aparece nas teorias das cordas, por exemplo, na acdo Dirac-Born-Infeld, em que o
termo cinético do campo escalar tem uma estrutura semelhante a do termo tipo-Maxwell na

eletrodindmica de Born-Infeld [77].

A teoria de Rastall [94] é mais uma generalizagdo da relatividade geral, que relaxa as
leis de conservacdo expressas pela divergéncia zero do tensor energia-momento T, de matéria.
Nesta teoria, a quantidade de V, T} esté ligada ao gradiente do escalar Ricci, e desta forma
a teoria de Rastall pode ser vista como uma implementacdo fenomenolégica de alguns efeitos
quéanticos em um fundo curvo. A teoria de Rastall leva a resultados de interesse em cosmologia,
por exemplo, a evolucdo de pequenas flutuacdes de matéria escura € a mesma que no modelo
ACDM, mas a energia escura é capaz de se aglomerar. Isto pode potencialmente proporcionar
uma evolucdo de n3o homogeneidades de matéria escura no regime n3o-linear diferente do
modelo CDM padr&o [12]. Todo o sucesso do modelo ACDM é reproduzido em segundo plano
e em niveis de perturbacdo linear, mas novos efeitos sdo esperados no regime n3o-linear, em
que o modelo ACDM enfrenta algumas dificuldades [15, 37]. Também foi demonstrado [55]
que a teoria de Rastall com o tensor energia-momento de um campo escalar candnico, no
contexto de perturbacdes cosmoldgicas, s6 é consistente se a matéria estiver presente. Uma
observacdo interessante nesta analise é que o acoplamento do campo escalar com a gravidade

leva a equacdes muito semelhantes as de algumas classes das teorias de Galileons.

Diante desse contexto, o objetivo deste trabalho é aprofundar o estudo das solucdes
estaticas e esfericamente simétricas encontradas em k-esséncia [23] e na gravidade de Rastall
[22].A teoria de k-esséncia com uma funcdo de uma lei de poténcia de um campo escalar e
a teoria da gravidade ndo-conservativa de Rastall com um campo escalar, mostraram ter as
mesmas solucdes para a métrica sob a suposicdo de que tanto a métrica como os campos
escalares dependem de uma anica coordenada. Esta equivaléncia, que chamaremos de duali-

dade k-R [35]. Por fim, algo natural de se fazer ao se encontrar uma nova solugdo é estudar



a sua estabilidade, portanto, perturbamos radialmente [28, 29] ambas as soluges a fim de

verificarmos a estabilidade dessas solucdes.

Esta tese esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2, apresentaremos breve
revisdo de conceitos matematicos muito uteis para a relatividade geral, assim como neste
trabalho. No capitulo 3, apresentaremos a teoria de k-esséncia, mostramos alguns exemplos
de sua aplicacdo e cometamos sobre condicdes de estabilidade para essa teoria. No capitulo
4, apresentaremos a gravidade de Rastall. Como no capitulo anterior apresentamos algumas
aplicacdes dessa teoria. Também, apresentaremos uma tentativa de uma formulacio Lagran-
giana para a gravidade de Rastall. No capitulo 5, apresentaremos as solucdes estaticas e
esfericamente simétricas nas teorias de k-esséncia e Rastall. No capitulo 6, apresentaremos
a dualidade k-R. No capitulo 7, apresentaremos os resultados obtidos no estudo da estabili-
dade das soluces em k-esséncia. Ainda neste capitulo, apresentaremos os resultados obtidos
na gravidade de Rastall. No capitulo 8, iremos mostrar um conjunto de novas solucdes di-
latdnicas, dentre elas, butacos negros, buracos de minhocas e singularidades. No capitulo 9,
traremos um método para o estudo de lentes gravitacionais no limite de campos fortes. Esse
método nota-se por permitir calcular o desvio da luz muito préximo da esfera de fétons de
forma analitica. No capitulo 10, vamos apresentar o algoritmo de Janis-Newman. Este algo-
ritmo promete transformar solucdes estaticas e em solucdes com rotacdo de forma off-shell e
tem sido utilizado nos altimos anos. Vamos investigar a sua eficicia e se realmente as novas

solucdes encontradas satisfazem as equacdes de Einstein.



Preliminar matematica:

breve fundamentacao

O objetivo deste capitulo é revisar e fixar as no¢des matematicas fundamentais para a
relatividade geral de forma breve. Maiores detalhes de tais conceitos podem ser encontrados

em livros de Misner, Thorne e Wheeler [81], Wald [107] e Schutz [97], dentre outros

2.1 Variedade e tensores

Matematicamente, uma variedade M é definida como um espaco que pode ser coberto
por uma colecio de cartas, ou seja, mapeamentos um para um de R” a M. O espaco
3D euclidiano pode ser claramente coberto por um desses mapeamentos de IR® de forma
trivial, enquanto para a superficie de uma esfera realmente precisamos de pelo menos dois
mapeamentos de IR? (mapas padrio falham em dois pontos, ou seja, os polos, mas um mapa
estereografico falha em apenas um ponto, entdo precisamos de dois deles). Em linguagem
mais fisica, um mapeamento nada mais & do que um conjunto de coordenadas que rotulam os

diferentes pontos em M.

Uma vez que temos uma variedade, podemos considerar as curvas nesta variedade
definidas como funcdes de um segmento da linha real para a variedade. Uma curva é a funcio
e contém informacdes sobre quais pontos em M estamos atravessando e quio rapido estamos
nos movendo em relagdo ao pardmetro. Em termos de um conjunto de coordenadas {z®} em

M, uma curva é representada como
z% = z%(N), A €ER, (2.1)

em que os indices gregos (a, B, i, , ...) sempre se referem ao espaco-tempo quadridimensional
e podem assumir valores de 0 a 3, enquanto os indices latinos (¢, 7, k, [, ...) se referem ao espago

tridimensional e podem assumir valores de 1 a 3.

Os vetores sdo definidos como operadores diferenciais ao longo de uma determinada

P

curva. A definicdo precisa € um tanto abstrata e, embora isso seja certamente conveniente



do ponto de vista matematico, aqui nos limitaremos a trabalhar com as componentes de um
vetor. As componentes de um vetor ¥’ tangente a uma curva %(A) sdo dados simplesmente

por

(24
v = di (2.2)

dX
Os vetores sdo definidos em um determinado ponto, e nesse ponto formam um espaco
vetorial conhecido como o espago tangente de M (deve-se realmente pensar nos vetores como
representando apenas deslocamentos infinitesimais em M). Uma vez que os vetores formam
um espaco vetorial, podemos sempre representa-los como combinacdes lineares de alguns
vetores de base {€,}, em que, agora, & é um indice que identifica os diferentes vetores na

base e ndo suas componentes. Por exemplo, para um vetor arbitrario ¥ temos

7 = v°E,. (2.3)

Uma escolha de base comum (embora certamente n3o seja a Gnica possibilidade) é a
chamada base coordenada para a qual tomamos como base os vetores que sdo tangentes as
linhas coordenadas, usando como parametros as proprias coordenadas. E precisamente nesta

base que as componentes de um vetor sdo dadas como definido acima.

Vamos agora considerar fun¢bes de vetores no espaco tangente. Uma funcdo linear
real de um vetor é chamada de I-forma. Vamos denotar a 1-forma com um til e escrever a
acdo de 1-forma § em um vetor ¥ como G(¥)). Ndo é dificil mostrar que as 1-formas também
formam um espaco vetorial da mesma dimens3o da variedade - isso é conhecido como espaco
tangente dual, e por essa razdo as 1-formas sio frequentemente chamadas de covetores. As

componentes de uma 1-forma s3o definidas a partir a acdo da 1-forma nos vetores de base:

o ‘= Q(éa) (24)

Podemos também definir uma base para o espaco das 1-formas, conhecida como base
dual &%, definidas como aquelas 1-formas tais que, ao agirem sobre os vetores da base €&,

nos fornecem a matriz identidade

(8, = 62, (2.5)

2.1 Variedade e tensores



em que 0g € o delta de Kronecker. A base dual tem uma propriedade muito importante, a
saber, que as componentes de uma 1-forma definida acima sdo precisamente aqueles que nos

permitem escrever a forma Gnica em termos da base dual:
~ ~o
g = gaW (26)

Em termos de base de vetores e 1-formas, a acdo de uma 1-forma arbitraria § em um vetor ¥

pode ser representada como:
G (V) = quid® (V7€) = quvP3*(€p) = quvP 8} = quv®. (2.7)

A (ltima expressdo mostra que a acdo de § sobre ¥ é apenas a soma das componentes de §
vezes as componentes de U. Esta operacdo é chamada de contracdo e nos da um namero real

que é de fato independente da coordenada sistema ou base que estamos usando.

Podemos ent3o generalizar esta ideia e pensar em funcdes reais formadas por m 1-
forma e n vetores que sdo lineares em todos os seus argumentos. Isto € o que define um
tensor do tipo (7). As componentes de um tensor sdo entdo apenas os valores do tensor
aplicados aos elementos da base dos vetores e das 1-formas. Por exemplo, para um tensor T'

do tipo (2), temos
T, = T(&)"‘,djﬁ; e*#,e;). (2.8)

Podemos entdo pensar em vetores e 1-formas como tensores (§) e (?), respectivamente. Uma

funcgo escalar pode ser considerada como um tensor do tipo ().

2.2 Meétrica

A nocio de distancia é dada pela existéncia de um tensor g simétrico e ndo degenerado

que define o produto escalar entre dois vetores
g(v,%) = V-4 = g,v"'u", (2.9)

com g,, as componentes de g. N&do degenerado quer dizer que se tivermos um vetor w tal

que g(w,v) = 0 para todo ¥, entdo devemos necessariamente ter que W = 0, isto também

2.2 Meétrica



implica que as componentes g, formam uma matriz invertivel. O tensor g dado neste produto

escalar & chamado de tensor métrico ou métrica.

Em particular, podemos calcular a magnitude do vector de deslocamento d# entre dois

pontos infinitesimalmente fechados na variedade como

ds® = g, dz*dz”, (2.10)

Em geral, a assinatura de uma métrica é dada pelos sinais dos autovalores de sua
matriz de componentes. Chamamos uma métrica positiva definida, ou seja, aquela com todos
os autovalores positivos, euclidiana, enquanto uma métrica como a da relatividade especial
com assinatura (—, +, +, +)* & chamada de Lorentziana. Para uma métrica Lorentziana como

? ) ? -
a da relatividade geral, classificamos os vetores da mesma forma que os intervalos, ou seja,

um vetor pode ser do tipo espacial, nulo ou temporal.

Os indices podem ser levantados ou abaixados usando o tensor métrico da seguinte

maneira:
AF =g A, A, =g.,A. (2.11)

Podemos facilmente generalizar a nocdo de elevar e baixar indices para tensores de ordem
arbitraria simplesmente contraindo um determinado indice com o tensor métrico g,, ou o seu

inverso g*¥. Por exemplo:
T'uu — g'uaToa/; T#V - g#ag“ﬁTaﬁ’ SU#VP = gU}\SAHVP (212)

Dessa forma, pensaremos nos tensores como objetos de uma dada ordem indicada pelo namero
total de indices, independentemente de onde esses indices estejam, mas a posicdo dos indices

é importante, uma vez que atribuimos valores explicitos as componentes.

Podemos ter um outro tipo de assinatura, (+, -, —,—), que sera encontrada em algum momento neste
trabalho.

2.2 Meétrica



2.3 Transformacao de coordenadas

Até este ponto, assumimos um sistema de coordenadas especifico {z*} e sua base
coordenada associada {é,}. No entanto, devemos também considerar o que acontece quando
ha uma transformacdo para um conjunto diferente de coordenadas. Isso & importante porque
as coordenadas s3o, na verdade, rétulos arbitrarios para pontos em uma variedade, e podemos

querer escolher coordenadas diferentes em circunstancias diferentes.

De maneira geral, desejamos considerar mudancas arbitrarias de coordenadas da forma
z'* = f'@ (ZIJ'B) Sob esta mudanca de coordenadas, as componentes do vetor de deslocamento

transformam-se da seguinte forma:

/o]
dz'* = Zzﬁda:ﬁ, (2.13)

Z/a

em que introduzimos a matriz Jacobiana 225. Uma propriedade importante de uma mudanca

OzP
de coordenadas é que, na regido de interesse, a transformac3o deve ser um a um, caso contréario
as novas coordenadas seriam indteis. Isso implica que a matriz Jacobiana é sempre invertivel

nesta regido.

A partir do definicdo das componentes de um vetor é facil ver que eles se transformam

exatamente como o vetor de deslocamento:

la
_ 92" 5

o4

= S50, (2.14)

Quando transformamos as coordenadas também mudamos claramente a nossa base coorde-
nada, ja que a nova base deve se referir as novas coordenadas. A partir do fato de que um

vetor como objeto geométrico é invariante sob transformacdes coordenadas, temos que
7 =v%e, = v'te,, (2.15)

a partir do qual podemos derivar a lei de transformacdo para os préprios vetores de base:

- ozP
€o= 5, (2.16)
ozf : : x . 8z* 9z’ _ sa
em que agora $2= € o jacobiano da transformacdo inversa: £22955 = 4%

2.3 Transformacdo de coordenadas
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Podemos facilmente generalizar as leis de transformacdo para tensores de ordem ar-
bitraria, a regra é simplesmente usar um fator Jacobiano para cada indice, usando a matriz
Jacobiana ou a sua inversa dependendo da posicdo do indice, por exemplo:

B oz'® oz¥ u
P~ BgrogB ™~ "

o1

(2.17)

2.4 Derivada covariante e geodésica

Podemos comecar de uma maneira muito abstrata definindo um operador derivada V
que transforma tensores (.} ) em tensores (,,};). Obtemos um indice inferior extra porque
podemos tomar derivadas ao longo de uma direcdo * qualquer, uma operacdo que repre-
sentamos por V. Este operador deve ter uma série de propriedades para se qualificar como
derivada: Deve ser linear, deve obedecer a regra de Leibnitz para a derivada de um produto,
deve reduzir-se a derivada parcial padrdo para funcdes escalares, e deve ser simétrica no sen-
tido de que para uma fungdo escalar f obtemos V,Vg = VgV,. Uma vez que temos um
operador V podemos considerar, por exemplo, a derivada de um vetor em relacdo a uma dada

coordenada:

Vol = Vo (vP85) = Va(vP)&p + v° Va(&p) (2.18)

= 0, (v°) €5 + vV (Ep) (2.19)

em que na Gltima etapa usamos o fato de que as componentes v# sio funcdes escalares.
Essa equacdo mostra que a derivada de um vetor é mais do que apenas a derivada de suas
componentes. Devemos também levar em consideracdo a mudanca nos préprios vetores de

base.

Agora, se escolhermos uma direcdo fixa %, a derivada V,(€z) deve em si também
ser um vetor, uma vez que representa a mudanca no vetor base ao longo dessa direcdo. Isso
significa que pode ser expresso como uma combinacdo linear dos préprios vetores da base.

Introduzimos os simbolos Fgﬁ para denotar os coeficientes de tal combinac3o linear:

Vo€s = TH,E,. (2.20)

2.4 Derivada covariante e geodésica
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Os I‘Zﬁ sdo chamados de coeficientes de conex3o, pois nos permitem mapear vetores em
pontos diferentes para obter suas derivadas. Usando a definicdo acima e reorganizando os

indices, finalmente descobrimos que
Vot = (8.0” + v*T%,)ép, (2.21)
o que implica que as componentes de V¥ sdo dados por
Votf = 8,v° + v T% . (2.22)

Esse tipo de derivada é chamada de derivada covariante, e também é comumente denotado
por um ponto e virgula V,v* = vP , e, de forma analoga, a derivada parcial é frequentemente
denotada por uma virgula 8,vP = v# ,. Podemos usar os resultados acima para mostrar que

a derivada covariante de um 1-forma p assume a forma
Vapp = 0abp — PuThp. (2.23)

E se agora tomarmos nossa 1-forma como o gradiente de uma fun¢do escalar, descobrimos

que a conex3o é simétrica em relacdo aos seus indices inferiores.

T = T¥g, (2.24)

O mapa definido pelos coeficientes de conexdo define a nogdo de transporte paralelo,
que nos permite arrastar um vetor ao longo de uma certa curva mantendo-o inalterado. Dize-
mos que um vetor ¥ é transportado paralelamente ao longo de uma curva com a tangente 4

se a seguinte condic3o for satisfeita:

uPV 4% = 0. (2.25)

O transporte paralelo define um mapa Gnico de vetores em um determinado ponto para
vetores em pontos infinitesimalmente préximos, e a derivada covariante usa esse mapa para

calcular a mudancga no campo vetorial.

2.4 Derivada covariante e geodésica
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Quando nossa variedade tem uma métrica, ha um requisito extra que podemos solicitar
ao nosso operador diferencial, a saber, que o produto escalar de dois vetores seja preservado

sob transporte paralelo. Podemos entdo
uPV (7 - W) = uPV(gapv®w?) = 0, (2.26)
para qualquer vetor ¥, e qualquer par de vetores {#, W} de modo que
uPVgv* = uPVw® = 0. (2.27)

A partir da definicdo do produto escalar podemos facilmente mostrar que este requisito reduz

a
vag,uu — 0; (228)

ou seja, para que o transporte paralelo preserve o produto escalar, a derivada covariante da
métrica deve desaparecer (o que significa, em particular, que a opera¢do de levantar e abaixar os
indices comuta com as derivadas covariantes). Usando agora a expressio geral para a derivada
covariante de um tensor, descobrimos que esta altima condicdo implica que os coeficientes de
conexdo devem ser dados em termos dos componentes métricos

o 1
I, =5

2gap (g,up,l/ + gpu,/.c - g/.w,p) - (229)

Esses coeficientes de conexdo especificos sdo conhecidos como simbolos de Christoffel. Visto
que, a partir de agora, sempre usaremos este operador diferencial particular, consideraremos
que os coeficientes de conexdo e os simbolos de Christoffel sdo a mesma coisa. Claramente,
para o caso do espaco euclidiano em coordenadas cartesianas, os simbolos de Christoffel
desaparecem. Mas geralmente ndo desaparecerdo se usarmos coordenadas curvilineas ou se

tivermos uma variedade curva.

Uma aplicagdo importante da definicdo de derivada covariante e transporte paralelo tem
a ver com a generaliza¢do da ideia de uma linha reta para o caso de coordenadas curvilineas ou
variedades curvas. No espaco euclidiano, uma linha reta é uma linha tal que sempre permanece

paralela a si mesma. Podemos usar a mesma ideia aqui e definir uma geodésica como uma

2.4 Derivada covariante e geodésica
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curva que transporta paralelamente seu préprio vetor tangente, ou seja, uma curva cujo vetor

tangente satisfaz
vPVv® = 0. (2.30)

Uma geodésica é simplesmente uma curva que representa o caminho mais curto entre dois

pontos em uma superficie, ou mais geralmente em uma variedade Riemanniana. E uma
generalizacdo da nocdo de uma “linha reta” para um cenario mais geral. A partir da definicdo
acima, podemos reescrever a equagdo para uma geodésica como

d2z+ dz* dz?f

pu 0F 9T g 231
Dz T e (2.31)

em que A é o parametro associado a curva. Claramente, no espaco euclidiano com coordena-
das cartesianas, esta equacdo simplesmente se reduz a v® = constante, mas em coordenadas
esféricas a equacdo ndo é t3o simples porque nem todos os simbolos de Christoffel desapare-

cem.

A lei de transformacdo para os coeficientes de conexdo é dada por

oz'* 8z° 8z" _, N o*z° oz
dzr oz oz 7 Oz ox’* Oz°

10
', = (2.32)
Observe que o primeiro termo é precisamente o que esperariamos das componentes de um
tensor, mas ha um segundo termo que envolve segundas derivadas da transformac&o de coor-
denadas. Esta é forma pela qual podemos entender que os simbolos de Christoffel ndo podem

se transformar em tensores.

2.5 Curvatura

O tensor métrico ndo é em si a maneira mais conveniente de descrever uma variedade
curva, pois pode se tornar bastante n3o trivial, mesmo no espaco euclidiano, considerando as
coordenadas curvilineas. A maneira correta de diferenciar entre variedades planas e curvas é
considerar o que acontece com um vetor quando ele é transportado paralelamente em torno

de um circuito fechado na variedade. Em uma variedade plana, o vetor ndo muda quando

2.5 Curvatura 14



isso é feito, enquanto em uma variedade curva ele muda. lIsso pode ser visto claramente se
pensarmos em mover um vetor na superficie da Terra. Suponha que comecemos no equador
com um vetor apontando para o leste. Seguimos para o norte seguindo um meridiano até
o pdlo norte, depois voltamos para o sul ao longo de outro meridiano que esta 90 graus a
leste do primeiro até voltarmos ao equador. Finalmente, voltamos ao nosso ponto de partida
seguindo o préprio equador. Se fizermos isso, descobriremos que nosso vetor agora aponta
para o sul. Ou seja, embora em um transporte paralelo multiplo curvo defina uma nocgio local

de paralelismo, ndo ha de fato nenhuma nog¢3o global de paralelismo.

dx?

Figura 2.1: Transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito infinitesimal fechado formado
por linhas de coordenadas. Em uma variedade plana, o vetor ndo mudard quando isso
for feito, enquanto em uma variedade curva, sim. A medida da mudanca é dada pelo
tensor de curvatura de Riemann [1].

Para definir um tensor associado a curvatura de uma variedade, devemos considerar o
transporte paralelo de um vetor ao longo de um circuito fechado infinitesimal. Se tomarmos
este circuito fechado como aquele definido pelas préprias linhas de coordenadas (ver Figura
2.1), podemos mostrar que a mudanca das componentes de um vetor v a medida que é

transportado paralelamente ao longo deste circuito é dada por
6v* = R, dz*dz"vP (2.33)

em que R,p,, sdo os componentes do tensor de curvatura de Riemann, que sdo dados em

termos dos simbolos de Christoffel da seguinte forma

R = 0,175 — 8,17, + T7 51, —T7,5T . (2.34)

2.5 Curvatura
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Como o tensor de Riemann diferente de zero indica a falha de uma nogdo global de
paralelismo, definimos uma variedade plana como aquela para a qual o tensor de Riemann
desaparece, enquanto uma variedade curva aquela para qual o tensor de Riemann ¢é diferente
de zero. Observe que para o espaco euclidiano em coordenadas cartesianas, o tensor de
Riemann desaparece trivialmente. Na verdade, uma vez que o Riemann é um tensor adequado
(um fato que pode facilmente ser visto pela inspecdo da equagdo (2.33)), ele também deve
desaparecer em qualquer conjunto curvilineo de coordenadas. A mesma coisa vale para o
espaco-tempo de Minkowski. A definicdo do tensor de Riemann também implica que, para um

vetor arbitrario v, devemos ter
V.V, v* - V,V,v* = R%,,v° (2.35)

A relagdo anterior é conhecida como identidade de Ricci e mostra que o tensor de Riemann
também fornece o comutador das derivadas covariantes de um vetor. Em outras palavras,
derivadas covariantes de vetores comutam em uma variedade plana, mas falham em comutar
em uma curva. Claro, isso é basicamente a mesma coisa que antes, pois o comutador de
derivadas covariantes nos diz a diferenca quando transportamos o vetor em paralelo para um
ponto infinitesimalmente préximo, seguindo uma linha de coordenadas e depois outra, ou

fazendo isso na ordem oposta, que é equivalente a percorrer um circuito fechado.

Note que o tensor Riemann & um tensor de ordem (1), o que significa que no caso
do espaco-tempo de quatro dimensdes ele tem 256 componentes. No entanto, sua definicdo

implica que ele tem muitas simetrias, em particular:
Raﬁ,uu — _R,Ba,uu — _Raﬂu,u — Rv,u.a,Ba (236)

isto &, o tensor de Riemann totalmente covariante, é antissimétrico no primeiro e no segundo
par de indices e simétrico com respeito a troca desses dois pares. Além disso, obedece a uma

relacdo ciclica nos altimos trés indices da forma

R%gu + R* g + R%,5, = 0. (2.37)

As simetrias do tensor de Riemann implicam que no final ele possui apenas n?(n? —
1)/12 componentes independentes em n dimensdes, ou seja, 20 componentes independentes

em quatro dimensdes. Essas simetrias também implicam que o trago (ou seja, a contragdo

com a métrica) do tensor de Riemann sobre seu primeiro e Gltimo par de indices desaparece.

2.5 Curvatura
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Por outro lado, o traco sobre o primeiro e terceiro indice ndo desaparece e é usado para definir

o tensor de curvatura de Ricci:
R/.w = RA,u)\V- (238)

O tensor de Ricci é claramente simétrico em seus dois indices e em quatro dimensdes tem 10
componentes independentes. Observe que, em quatro dimensdes, ter o tensor de Ricci nulo
n3o significa que a variedade é plana, pois os 10 componentes restantes de Riemann ainda
podem ser diferentes de zero. No entanto, em trés dimensdes quando o tensor de Ricci é
nulo implica que o Riemann é zero, ja que, nesse caso, ambos os tensores tém apenas seis

componentes independentes e Riemann acaba sendo dado diretamente em termos do tensor

de Riccl.

Finalmente, o escalar de Ricci, também conhecido como escalar curvatura, & definido

como o traco do préprio tensor de Ricci

R=g"R,, = R*, (2.39)

Um resultado importante a respeito da forma da métrica e dos simbolos de Christoffel
é o fato de que qualquer variedade diferenciavel com uma métrica é localmente plana no
sentido de que em qualquer ponto da variedade podemos sempre encontrar um conjunto de
coordenadas tal que o tensor métrico torna-se diagonal com elementos +1, e todos os simbolos

de Christoffel desaparecem nesse ponto.

A partir da definicdo do tensor Riemann é possivel mostrar que as derivadas covariantes

deste tensor tém a seguinte propriedade importante:
Rapuvin + Roaprpw + Rapuru = 0. (2.40)

Essas relacdes sdo conhecidas como identidades Bianchi, e desempenham um papel muito
importante na relatividade geral. Uma de suas consequéncias mais importantes vem de contrai-

los duas vezes, o que resulta em

G*,, =0, (2.41)

2.5 Curvatura
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em que G*¥ & o chamado de tensor Einstein definido como
1
GH := R* — Eg””R (2.42)

Estamos agora em condic3o de escrever as equacdes fundamentais da relatividade geral. Estas

sdo as equacdes de Einstein, dadas por
R,uu - %g/.wR - 87TT/JJ/7 (243)

em que T}, é o tensor energia-momento da fonte que produz o campo gravitacional. Em
(2.43) e ao longo do texto, assume-se que a constante gravitacional de Newton e a velocidade

da luz sdo ambos iguais & unidade.

Isso completa nossa breve revisdo de alguns dos elementos fundamentais para a relati-

vidade geral, os quais assumiremos daqui em diante.

2.5 Curvatura
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Teoria de k-esséncia

Nas altimas décadas, as teorias descritas pela acdo com termos cinéticos ndo cand-
nicos, atrairam um interesse consideravel de muitos pesquisadores. Os termos cinéticos n3o
canénicos s3o bastante comuns em teorias efetivas de campo decorrentes da teoria das cor-
das, especialmente, em modelos D-branas [39, 63, 64, 98]. Em cosmologia tais teorias foram
primeiro estudada no contexto da k-inflagdo [7], e entdo, os modelos da k-esséncia foram
sugeridos como energia escura dindmica para resolver o problema da coincidéncia césmica |9,
10]. Pode-se também tentar descrever a matéria escura usando a k-esséncia ou os campos do
tachyon [8, 99]. O cenario da condensagdo fantasma [5], a inflagdo fantasma [6] e a energia
escura fantasma [38] podem ser pensados como os desenvolvimentos mais adicionais destas
ideias. Mais recentemente, k-esséncia também foi usada no contexto da cosmologia quantica
[3] em que o cenario quantico resultante revela um ricochete, no qual comportamento classico

é recuperado assintoticamente.

3.1 Teorias escalares-tensoriais

A acdo mais geral que se pode escrever para um campo escalar ndo minimamente

acoplado a gravidade.

S =

163rG / \/—_gle - wfpw)a“ﬁoaw —V(p)|dz* + Lim(gu, ¥) (3.1)

Pode ser pensada como uma teoria de campo efetiva que captura, em algum limite
apropriado, a fenomenologia de uma teoria mais fundamental que contém um campo escalar

[102].

As teorias do escalar-tensoriais foram estudadas extensivamente e ndo é nosso objetivo
fazer uma revisdo detalhada neste trabalho. Uma revisdo detalhada pode ser encontrada em

[57, 58].

Essa acdo compde o referencial de Jordan. E bastante comum reescrever essa acdo em
um referencial conforme diferente, conhecido como referencial de Einstein, no qual o campo

escalar (redefinido) se acopla minimamente a gravidade, mas também se acopla a matéria.
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A transformagdo conforme §,, = @g,,, juntamente com a redefinicio do campo escalar

4./Tpd¢ = \/2w(p) + 3d¢, leva a agdo (3.1) a forma

S =

R
16er / \/__9[16% N ;g*‘”a,@a#gb — U(¢)|dz® + Lin(9p, %) (3.2)

O fato de ¢ acoplar minimamente a §,, no referencial de Einstein torna os calculos
muito mais simples em muitos casos, especialmente in vacuo, em a teoria se torna relativi-
dade geral com um campo escalar minimamente acoplado. O caso minimamente acoplado &

gravidade é um caso relativamente trivial da teoria de k-esséncia, que veremos mais adiante.

No contexto de objetos compactos, solucdes de buracos negros em teorias escalares-

tensoriais foram encontrados por Bronnikov etal. [21, 27]

3.2 Teoria de k-esséncia

A teoria de k-esséncia é baseada em termos cinéticos n3o lineares de um campo escalar

¢, minimamente acoplado a gravidade. A acdo pode ser expressa como

S = [ d*ay/=glR+ F(X,$)] + Lm, (33)
em que F(X,¢$) &€ uma funcdo em termos do escalar campo ¢ e a sua energia cinética
X = —19"8,40,¢ = —3(V¢)?, com 81G = 1. O termo k-esséncia foi pela primeira
cunhado por Armendariz-Picon etal. [9].

3.2.1 Equacao de estado
O tensor energia-momento do campo escalar da a¢do a seguir
S = [ d*oy/=g[F(X,9) (3.4)
Em que o tensor energia-momento é dado por

T,uu — FX ay¢au¢ + g/.WF(X: ¢) (35)

3.2 Teoria de k-esséncia
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Para encontrar a equacdo de estado para k-esséncia vamos fazer uma correspondéncia
com o fluido ideal, em que T, de assume a forma do tensor momento-energia do fluido ideal,

dado por
Ty = (p+ Plupty + gu P, (3.6)
em que a velocidade é dada por
u, = 8,$/V2X, (37)
a pressao
P =F(X,¢) (3.8)
e densidade de energia
b= p(X,¢) = 2XFx — F(X, ). (3.9)
Portanto, a equac3o do estado de k-esséncia é
P F(X,9)

T T 2XFx - F(X,$) (310)

nas quais os subscritos “X" ou “¢@" representam a derivada parcial em relacdo a X ou ¢,

respectivamente.

3.2.2 Condicoes de estabilidade em k-esséncia

Em k-esséncia pode acontecer de o termo cinético linear em X tenha um sinal negativo.
Tal campo, chamado de campo escalar fantasma ou fantasma [38], sofre de um problema de
instabilidade quéntica, a menos que termos de ordem superior em X ou ¢ sejam levados
em conta na densidade lagrangiana. No cenario (dilaténico) condensado fantasma é possivel

evitar essa instabilidade quantica pela presenca do termo X2 [4]. Vamos derivar condi¢des de

3.2 Teoria de k-esséncia
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estabilidade de k-esséncia, considerando pequenas flutuagdes d¢(¢, ) em torno de um valor

de fundo ¢o(t). Em seguida, o campo ¢(¢,7) pode ser decomposto na forma

¢(t,z) = ¢o(t) + 06(t, 1) (3.11)

Ao se expandir F/(X, ¢) até a segunda ordem, em d¢, é simples encontrar a Lagrangiana
e ent3o o Hamiltoniana para as flutuacées. Portanto, o Hamiltoniana perturbado é dado por
5¢/ 2 5¢

52
v Fy—— — Fpy— (3.12)

A Hamiltoniana é positiva definida de acordo com as condicdes

Fx + 2Fxx > 0, (3.13)
Fx >0, (3.14)
— Fy4>0. (3.15)

A quantidade frequentemente usada quando se discute a estabilidade de perturbacdes classica

é velocidade do som, definida por [61]

2_Px _ Fx

== 3.16
px  Fx +2Fxx ( )

Cs

As flutuacdes classicas podem ser consideradas estaveis quando ¢? é positivo, porém,
a estabilidade das flutua¢des quanticas requer que as condigdes de (3.13) e (3.14) sejam
maiores ou iguais a zero. Estas duas condicdes impedem uma instabilidade relacionada com
a presenca de estados fantasmas de energia negativa. Se essas condicBes forem violadas, o
vacuo é instavel, ocorrendo uma produgdo catastréfica de fantasmas e pares de fétons [41,

46).

A velocidade de som do campo torna-se superluminal, ou seja, se ¢2 > 1, dependendo
dos modelos de k-esséncia. A propagacdo superluminal é uma condicdo que deve ser evitada,
pois a causalidade pode ser violada. Embora em [11, 68], podemos encontrar situa¢des em que
uma propagacdo superluminal ndo necessariamente significa violacdo da causalidade. Modelos

nos quais ¢2 < 0 sdo tdo violentamente instaveis que devem ser rejeitados [108].

3.2 Teoria de k-esséncia
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3.3 Algumas Aplicacoes em k-esséncia

Nesta secdo apresentaremos algumas aplicacdes em k-esséncia, principalmente quando

a teoria k-esséncia se apresenta como possivel candidato a energia escura.

3.3.1 Teoria de cordas efetiva em baixa energia com

termos derivados de ordem superior a X

A teoria de cordas de baixa energia efetiva da origem a termos derivados de ordem

superior provenientes de o' e correcdes de loop para a acdo de nivel arvore (tree-level) [62].

Vamos considerar a seguinte acdo de cordas efetiva de baixa energia na presenca de um termo

derivado (V¢)*:
=3 2/d4" V=3[Bs(9)B+ BY($)(V4)* + e BP(#)(VH): + O ?)],  (3.17)

em que R & o escalar de curvatura e ¢ & o campo dilaténico (em quatro dimensdes). Os efeitos
de loop dilaton-dependentes, bem como as correcdes ndo perturbativas sdo codificados, na
menor ordem de aproximagdo em a'!, nas fungdes de acoplamento B;(¢) (1 = g, ¢,...). Na
regido de acoplamento fraco da teoria, quando o acoplamento da corda g2 = e? & muito

menor do que um, a fungdo B;(¢) pode ser expressa por uma expansio da forma
Bi¢)=e?+c+ae+.., <L (3.18)

Esse tipo estrutura dilaténica foi atil para encontrar solucdes de buracos negros quando

ocorre um acoplamento de uma fun¢do de um campo escalar com o campo eletromagnético
[60, 66].

O potencial V(¢) e a agdo dos campos de matéria S,, foram considerados nulos. A
utilizacdo do simbolo (~) indica que as quantidades est3o no referencial das cordas. Realizando
um transformagdo conforme, g,, = By§,.,, podemos escrever a agdo acima no referencial de

Einstein:

s5= [ d4a:\/—_g[2lﬂzR +K(@)X + (@)X 4|, (3.19)

10O parametro o' é chamado de parametro universal inclinacio de Regge.

3.3 Algumas Aplicagbes em k-esséncia
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em que

iB,\> B /
K(¢):3<;d¢9> —2B"S , L(¢):2c1%3$)(¢). (3.20)

Logo, a a¢do (3.18) é agora uma agdo de k-esséncia, com

F(X,¢) = K(¢)X + L(¢)X? (3.21)

3.3.2 Teorias de Dirac—Born-Infeld (DBI)

Um campo escalar pode ser desacelerado através do chamado mecanismo de “D-
cceleration” [2, 100], no qual o campo ¢ parametriza uma dire¢do no ramo de Coulomb
aproximado do sistema na teoria supersimétrica N = 4 de Yang-Mills. A velocidade do campo
é restringida pela causalidade do lado da gravidade da correspondéncia Anti de Sitter/Teoria
de Campo Conforme (AdS-CFT)? [78]. Essa dindmica é bem descrita pela agdo DBI para uma
parede de dominio da D3-brana movendo-se na direcdo radial do espaco-tempo de AdSs. A

densidade Lagrangiana que descreve esta teoria é dada por [2, 100]

P=—f(@)"/1-2f()X + f(¢)7 - V(¢), (3.22)

em que V(¢$) &€ um potencial de campo e f($) é um fator de dobra da garganta tipo-AdS.
Para a garganta AdS temos f(¢) = A/¢* , em que X & o acoplamento 't Hooft relacionado
com o acoplamento Yang-Mills g% ,, através da relacio A = g2 ,,N no grande limite N da
teoria de campo. No limite n3o-relativistico, 2f(¢)X < 1, a densidade Lagrangiana (3.22)
reduz a P = X — V(¢), que corresponde a um campo escalar canénico. Na configuracdo
cosmolégica, é possivel perceber a expansio acelerada do Universo mesmo quando o fator
definido por v = 1/4/1 — f(¢)<i>2 é muito maior que 1 (ou seja f((]b)(].ﬁ2 ~ 1). Esta situagdo
é diferente do campo taquidnico em que a condicdo ¢* < 1 é necessaria para a aceleracio

c6ésmica. A aplicagdo das teorias DBI a energia escura tem sido discutida em [70, 79].

2Do inglés, Conformal Field Theory

3.3 Algumas Aplicagbes em k-esséncia
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A gravidade de Rastall

Uma propriedade fundamental da Relatividade Geral é que a divergéncia do tensor
energia-momento deve ser nula. Entretanto, a gravidade de Rastall, desenvolvida originalmente
por [94], se apresenta como uma teoria modificada da gravidade, em que a divergéncia do
tensor energia-momento n3o é nula, levando a um acoplamento ndo minimo incomum entre

matéria e geometria.

A gravidade de Rastall tem atraido atencdo de pesquisadores em Cosmologia e Gravi-
tacdo. No contexto da cosmologia temos, Rastall Cosmology [56] apresenta novos recursos
interessantes e inesperados. Ja em Rastall Cosmology and the ACDM Model [12] mostram
que a cosmologia de Rastall e 0 modelo ACDM parecem ser distinguiveis apenas no regime
n3o linear da evolucdo das perturbacées césmicas. No contexto de objetos compactos, temos
Neutron Stars in Rastall Gravity [87] apresenta resultados que restrigem ' (pardmetro da
teoria de Rastall) a uma pequena faixa de valores. Resultados interessantes foram obtidos
utilizando Rastall em uma configuracdo estatica e esfericamente simétrica, juntamente com a
forma candnica do tensor energia-momento de um campos escalar ¢ [22]. Curiosamente, estas
ultimas solugdes sdo idénticas as encontradas em k-esséncia [23] no mesmo tipo configuragdo.
Devido a esse fato, a dualidade entre k-esséncia e Rastall foi estudada em Bronnikov etal.
[35].

4.1 Rastall

Na relatividade geral, assume-se uma lei de conservacdo que conduz a um tensor energia-

momento livre de divergéncias, ou seja

VAT, = 0. (4.1)

1Veremos durante este trabalho a adocdo de parametros diferentes para a teoria de Rastall.
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Diferente da relatividade geral, a gravidade de Rastall propde uma teoria na qual a divergéncia

do tensor energia-momento é ndo-nula, isto é
VHT,, = KV, R, (4.2)

em que K é uma constante e R é o escalar Ricci. No entanto, mesmo na gravidade de Rastall,

temos
V¢G,, =0, (4.3)
sendo que
. 1
G,uu - R,u,u - §g,u1/R (44)

é o tensor de Einstein. E importante ressaltar que a modificacdo de Rastall ocorre apenas
na parte da matéria da teoria e deixa a parte geométrica das equacdes de campo inalteradas.
Esta hipdtese baseia-se no fato de que a divergéncia n3o-nula do tensor de energia-momento
ainda n3o foi descartada experimentalmente, entdo pode ser questionavel pelo menos em um
espaco-tempo curvo. Ent3o, equacdes de campo de Rastall sdo dadas por
1 v—1

Ruu - Eg'WR — k <Tluy - 2g'WT)’ (45)

em que T' = g*T,, & o trago de tensor de energia-momento e ¢ &€ uma constante adimen-

sional conectada a k. Estas equac¢des de campo reduzem-se a equacBes gerais de campo da

relatividade no limite em que v = 1.

Uma vez que as identidades Bianchi ainda s3o validas, quando a divergéncia da equacio

(4.5) é tomada, a divergéncia do tensor de energia-momento torna-se

-1
VAT, = (72) v,T. (4.6)
A relagdo entre k e v é dada por
1-3k
= } 4.7
Y= T o, (4.7)

4.1 Rastall
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Para obter um tensor de momento de energia sem divergéncia, um novo tensor é

definido como
~ v—-1
T, = T, — (2) 9T, (4.8)

de tal forma que as equacdes de campo se tornam

~

G = kT, (4.9)

com T}, sendo uma quantidade covariantemente conservada.

Uma critica a teoria da gravidade de Rastall é que ela ndo tem uma formulagdo Lagrangi-
ana amplamente aceita e completa. Na sec3o 4.3 duas abordagens diferentes sdo apresentadas

e discutidas como possiveis formulacdes Lagrangianas para a gravidade de Rastall.

Uma polémica em torno da teoria de Rastall foi criada quando Visser [106] afirmou que
a gravidade de Rastall é equivalente a gravidade de Einstein. Essa afirma¢do causou muitas
criticas e, talvez, a mais contundente foi feita por Darabi etal. [47]. Darabi mostrou cenarios
em que as duas teorias ndo sdo equivalentes e que a gravidade de Rastall parece ser uma teoria
estendida da gravidade para abordar os desafios da cosmologia observacional e da gravidade

quantica.

4.2 Algumas aplicacoes em Rastall

4.2.1 Cosmologia em Rastall e o0 modelo A

Para construir um modelo de cosmologia em Rastall que explique a era dominada pela
matéria e a0 mesmo tempo a atual fase de expansdo acelerada do universo, considerou-se um
modelo composto de dois fluidos [12]. A primeira componente é composta de matéria sem
pressdo, ou seja, matéria escura fria mais barions, com densidade p,,, enquanto a segunda

obedece a equacdo de estado de vacuo, p, = —p,. Os subscritos m e z estdo relacionados com

4.2 Algumas aplicacdes em Rastall
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as quantidades matéria e energia escura, respectivamente. Assim sendo, podemos escrever,

baseado nas equagdes (4.5) e (4.6)

1 m = v—1
R,w — §g””R =k TW + TW — T(Tm + Tw) , (4.10)
v—1
(T +T2")y = 15~ (T + o) (4.11)

De acordo com os autores, foi possivel mostrar que existe um subconjunto de cenérios
cosmolégicos baseados no tensor energia-momento ndo-conservativo de Rastall que sdo equi-
valentes & cosmologia ACDM, exceto por um aspecto: a energia do vacuo pode aglomerar.
Os modelos de Rastall e ACDM parecem ser distinguiveis apenas no regime n3o linear das

perturbacdes césmicas, embora uma pesquisa mais profunda ainda deva ser feita.

4.2.2 Estrela de Néutrons em Rastall

Estrelas de néutrons sdo objetos altamente compactos com massas comparaveis a do
nosso Sol, mas densidade da ordem da densidade nuclear. A estrutura das estrelas de néutrons

é descrita pela a equagdo de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

dp _ GMp(1+5) (1157

dr r2 1 6M ’ (4.12)

r

que representa a estrutura de um corpo com simetria esférica de material isotrépico que esta

em equilibrio gravitacional estatico, modelado pela relatividade geral

Uma maneira usual de se representar um corpo de forma esférica e estético, tal como

uma estrela, é por meio da métrica genérica
ds®> = A(r)dt? — B(r)dr® — r*(d6* + sin® 8d¢?). (4.13)

O contetdo material de um fluido ideal, sem campo magnético e rotac3o, esta contido no

seguinte tensor energia-momento

T = (p+ D)uyu, — 9uup, (4.14)

4.2 Algumas aplicacdes em Rastall
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Podemos apresentar a gravidade de Rastall da seguinte forma

1—A

VT = 167G

V. R, (4.15)

de tal maneira que a relatividade geral é recuperada quando A = 1. Isto dito, as equacdes de

campo da gravidade de Rastall sdo dada por

A
R, — Eg#,,R =81G Ty, (4.16)

A versdo da equagdo de TOV, na gravidade de Rastall, pode ser escrita de uma forma bastante

similar a sua forma usual

a5 _Gutp(1+3)(1+ )

dr 72 1 _ 2G ’ (4.17)
com
dM
W = 47('7’2’5, (418)

na qual as novas quantidades efetivas s3o identificadas por meio do simbolo (~) e as novas

quantidades § e p estdo relacionadas com p e p da seguinte forma:

p=aip+3ap e P=opp+ asp, (4.19)
em que
243 2
Q= ﬂ, = 1 e az= il . (4.20)
2+4n 2+4n 2+4n

A constante 7 assume o papel do termo que parametriza desvios da relatividade geral, por

meiode A =1+17.

Os resultados obtidos podem indicar que a teoria de Rastall ainda é compativel com as
observacdes, no que diz respeito estrelas de néutrons, para uma pequena faixa de valores de

v (pardmetro da teoria de Rastall), porém, esse intervalo pode se tornar menor no futuro.

4.2 Algumas aplicacdes em Rastall
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4.3 Formulacao Lagrangiana para teoria de

Rastall

As equac¢des de campo da teoria da gravidade de Rastall foram obtidas de maneira ad
hoc por Rastall, ou seja, essas equacdes ndo vém de um principio variacional. Nesta secdo, sera
apresentado e discutido um formalismo lagrangiano para essa teoria, baseando-se no trabalho
de De Moraes e Santos [50] . Serdo apresentadas duas teorias da gravitacdo que levam a
gravidade de Rastall como um caso particular. Essas teorias de gravidade modificadas tém
como uma caracteristica importante: o tensor de momento de energia da matéria pode ndo

ser covariantemente conservado.

4.3.1 Gravitacao F(R,T)

A acdo que descreve o modelo de gravidade F(R,T') [71] é dada por

S = Hlm /d‘*w—_g[F(R, T + 167 L), (4.21)

na qual F(R,T) é uma fungdo do escalar R de Ricci e do trago do tensor de momento de
energia T' = g*'T,, e L,, é a densidade Lagrangiana da matéria. Para obter as equagGes de
campo, é utilizado o principio variacional, ou seja, 65 = 0. Variando a acdo S em relacdo aos

componentes do tensor métrico g*¥, temos

5= 1; [ e 6{v=gF(R,T) + 167L,]) (4.22)

em que
5[V=gF(R,T)| = F(R,T)s(v/=g) + vV—g6|F(R,T)], (4.23)
5[V=9Lm| = Lmd(v=9) +V=96(Lm) (4.24)

Usando
s e o

4.3 Formulagdo Lagrangiana para teoria de Rastall
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a equagdo (4.23) pode ser reescrita

5|V=gF(R,T)| = _4— 9 9. F(R,T)5g" + \/—gd|F(R,T)), (4.26)

ainda,
S[F(R,T)] = FrROR + FrdT, (4.27)
em que Fr = aFéR ) e Fp = ‘31?‘%# lembrando ainda que R = g#”R,,,, obtemos ainda,

§[F(R,T)) = Fa(R,,09" + ¢g"6R,,) + FréT (4.28)

Variando o traco do tensor de energia-momento em relacdo ao tensor métrico que obtemos

6T  8(g*PTap) _ 7 6g°F N gaﬁ5Taﬁ

Sgwv — Ggmv P ggu Sgrv’
=T, +Ou, (4.29)
em que
a0 ap

Considerando que o tensor de energia-momento da matéria é definido como

V=g 6g*

a variacdo da a¢do em relagdo ao tensor métrico torna-se

1 1
05 = ﬁ/ [FRRW N §g/wF(R’ T)+ (Tuw + O ) Fr +

—87rTW+gaﬁ‘;R“ﬁF 59" \/—g d*z. (4.32)

Usando a definicdo de ricci tensor,

Ry, = 8,I" —8,T%, +T)I* —T5,T) (4.33)

pv?
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em que I'? éo simbolo de Christoffel e, portanto, a variacdo do tensor de Ricci produz
0R., =V, (0T%)) — V,.(0I%,). (4.34)
Dessa forma, podemos reescrever a expressdo (4.32)
5S = 1; / {WV {FRRW _ ;ng(R, T + (T, + ©,,) Fr +
- 87rT,W] + 9% [V,(8T%5) — Va(6T )]FR}\/—_g dz. (4.35)
Agora, vamos nos concentrar a seguinte parte da expressdo anterior
I= / [P [V,(8T%5) — Va(8T%)| Fr} /=g d*a. (4.36)

Para simplificar os calculos, vamos separar a expressdo (4.36) em duas partes

L= / [V/=99%°V ,(6T%5) Fr] d'z, (4.37)

- / [\/—ggaﬂva(éF,’iﬁ)FR] dz. (4.38)

Calculando separadamente cada uma das partes anteriores, vamos usar a seguinte relagcdo
algébrica

V=99%°V ,(6T%5)Fr = V,(v/—gg*#6T% s Fr) — /—gg*PoT% 5V ,(F), (4.39)

assim, a equagdo (4.37) é reescrita na seguinte forma

I = /v V=99 8T%, Fp) x—/\/_gaﬁarf’ﬁv (Fg) d*z, (4.40)

Usando o teorema de Gauss, o primeiro termo pode ser escrito como uma integral de superficie,

ou seja,

/ o(V=99°% 6T s Fr) dz = / n,V*do, (4.41)

SR
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em que VP = w/—gg"‘ﬁcSI",;/f;F'R e n, € normal a 6 R. Observe que, V# & um campo vetorial

sobre uma regido R e sua fronteira que chamamos d R. A integral sobre essa superficie é zero,

portanto

L = - / V=99°P 8T 55V o(Fg) d'z,

e, analogamente

I, = /v—gg“%l"ﬁﬁva(FR) d'z,

A varia¢do do simbolo de Christoffel é dada por

1
51—‘2'/ - Egkp(vuégp# + V090 — V0gu)

5F§u = ;gkpvvégkp-
Isto posto, a equagdo (4.43) torna-se
I, = ;/\/—_ggaﬁva(FR)gApvﬁdgAp dz.
Considerando
0(9uv9™) = 6(gu)9"" + 9 0(9"") = O,
como também, a compatibilidade da métrica
V9" =V, " =0,
temos agora
I, = —; / V—=99°92,V s(Fr)Vabg™ d'z,

Usando, agora, a relacdo

9%° 93,V 5(Fr)Vabg™ = Va[9% 93,V 5(FR)09™] — 9792,V a V5 (Fr)3g™.

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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Reescrevendo a expressdo (4.49), temos

1
I=— / V=9{Va[9%° 92,V 5(Fr)39™| — 9795,V aV (Fr)ég™ | d*z,

(4.51)

Aplicando o teorema de Gauss, novamente, no primeiro termo da expressdo anterior, este se

transforma em uma integral de superficie nula, obtendo assim, uma expressdo mais simples,

na seguinte forma

1
I, = 3 / V—=99°%9,,VoVs(Fr)6g™ d*z.

Voltemos, agora, a atengdo para expressdo I;. Usando a equagdo (4.44)
L =— / V—99°° Bgfﬂ(vaagm + V58950 — Va09as)| V,(Fr) dz,
porém,
9% 9PV b grs + 9°P 97V 50950 — 9°F 97 V26 9up,
que resulta em
29° 9"V 58950 — 9% 972 V58 0as,

substituindo na equagdo (4.53), temos

1
L=- / V=9V, (Fr)g* 9" Vpigsad'z + - / V=9V, (Fr)9*" 97V 89ap d'z.

Usando as relacdes

5(9°%97 9oy ) = 9°P9709ary + 9°° Gay09"" + §°F gur09”",
5<ga55§) _ gaﬁgpmgm + 555gp7 + 555997’
69°°6L = g*F 977890y + 2097,

9°° 977890, = —69°*,

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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no primeiro termo, e

5(9%°gap) = 9°769ap + gapdg™® =0,

9°P8gap = —9apdg®?, (4.58)
no segundo termo da expressdo (4.56), obtemos
1
I = /M—ng(FR)Vﬁégﬁp d'z — 3 / V=9V (Fr)gapg’ V169%f d*z. (4.59)

Seguindo os mesmos passos usados para encontrar a expressdo I, e aplicando o teorema de

Gauss na expressdo (4.59), temos
I = — / V=9V sV ,(Fr)égP* d*z + ; / V=9929°°V oV 5(Fr)ég” d*z. (4.60)
Unindo as partes I;, dada pela equagdo (4.60), e I, dada pela equagdo (4.52), obtemos
1= [ V=3[90 Va5 (Fr)g™ — V¥ ,(Fr)og™] d'z,
- /\/—_g[(ng — VsV,)Frlég" d*z, (4.61)

em que [J = V,V* ¢ o operador covariante d'Alembertiano. Portanto, da equagdo (4.35), as

equacdes de campo sdo obtidas na seguinte forma
1
R, Fr— Eg#,,F(R, T)4+ (Tyo +©u)Fr + (9,80 — VgV, )Fr = 87T, (4.62)

A relatividade geral é recuperada assumindo F(R,T) = F(R) = R. Multiplicando a equac3o

(4.62) pelo inverso da métrica, g*¥, podemos obter o seu trago
RFg — 2F(R,T) + 30Fg = 87T, — (T + ©)Fr, (4.63)

na qual, T = g*T,, e © = g""O,,.

Podemos reproduzir a teoria de Rastall a partir do caso particular

F(R,T)= (1 - a)R+ 8raT, (4.64)
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em que o € um parametro livre. Usando a equagdo (4.64) as equagdes de campo tornam-se

1 8m
R,uu - Eg/u/R - 1 _

|- )T+ a(gSVT _ @W)] (4.65)

Tomando a divergéncia dessa equagdo e usando a identidade Bianchi, V*¥G,, = 0, obtemos

a
Fly = —=V, 1" 4.
v j224 2(a o 1)v1/ ’ ( 66)

em que T* = g*(g,,T — 20,,). Escolhendo o pardmetro a como
2 2

-1

encontramos exatamente a proposta de Rastall

1
VAT, = %V,,T*, (4.68)

Note que, quando v = 1 a relatividade geral é recuperada. Portanto, a teoria da
gravidade Rastall pode ser construida como um caso particular da gravidade F(R,T). Uma
observagdo importante, para ser rigoroso, a equa¢do (4.68) é uma condigdo do tipo Rastall,
uma vez que V*#©,, ndo é zero. No entanto, as equagdes (4.6) e (4.68) possuem a mesma

interpretacdo, ou seja, a ndo-conservacdo do tensor energia-momento.

Como F(R,T), a partir da equacdo (4.64), que supostamente levaria a gravidade de
Rastall, se comporta para algumas Lagrangianas L,, especificas? Esse exercicio sera feito a

seguir.

Eletromagnetismo

De acordo com Harko etal. [72], a Lagrangiana para o eletromagnetismo no vacuo
L, =—F,F", (4.69)

resulta em

0, =T, . (4.70)
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Usando esta relacdo e o fato de que o tensor energia-momento eletromagnético tem traco

nulo, a equagdo de campo (4.65), para este caso, torna-se

8mG
G/.LV = T Uy s (471)

e assim, a conservacdo do tensor energia-momento é
[
., =0 (4.72)

Ou seja, isso é essencialmente relatividade geral com uma redefinico trivial do campo eletro-
magnético. Este resultado era esperado desde o inicio devido ao fato de o campo eletromag-

nético ter traco nulo.

Campo escalar

A Lagrangiana para um campo escalar de auto-interacdo ¢, sujeito a um potencial
genérico V(¢) é
1,
Ly = _§¢’p¢m + V(¢) ) (4-73)

e seu tensor correspondente @uv é
1
Ou = —2T,, + ng,T -9V . (4.74)

Portanto, as equa¢des de campo, e a conservacio do tensor energia-momento, para este caso

sdo dadas por

G
G = (14 B)Ty — B9 T + B9V (4.75)

o, = P oy (4.76)

g ﬁ_l

Este resultado pode ser verificado inserindo a equagdo (4.73), na agdo, conforme fornecido na

equagdo (4.21), com a escolha particular da equagdo (4.64).
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Reescrevemos essas duas equacdes em termos do campo escalar ¢ a fim de visualizar

melhor as diferencas em relacdo a relatividade geral:

G )
Gu = 87; {(1 + B) (¢;/~L¢;u — ;g#V¢;A¢'A> + (1 + 2,6)9tu] ) (4.77)
1428
D¢__1—|—,5 b (4.78)

com Vy representando a derivada em relagdo a ¢. A partir dessas equagGes, pode-se ver

que relatividade geral pode ser recuperado por uma redefinicio trivial do campo escalar e o

Hﬂq’)—nb, 1+2'BV%V. (4.79)
o' o'

Um aspecto, entretanto, deve ser destacado: dependendo do sinal de (1 + 8)/a, um campo

potencial como

escalar comum pode se tornar fantasma e um potencial atrativo pode se tornar repulsivo.

Mesmo assim, a estrutura geral ndo é a mesma conforme encontrado no caso de Rastall

correspondente.

Fluido perfeito
O tensor energia-momento de um fluido perfeito é dado por
Ty = (p+ D) Ul — DYy (4.80)
com o uso da defini¢do do tensor @, na equagdo (4.30), obtemos
O = —2T, — PGuv - (4.81)

Com esta expressdo, as equag¢bes de campo e a conservagdo do tensor energia-momento

tornam-se
1+ B
G = 871G TT”V + %gw(T +2p)| , (4.82)
e = P pvyopey (4.83)
’ 2(1+ B)
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Apesar de a equac3do de Einstein modificada n3o recuperar a relatividade geral, ela

também n3o pode recuperar a estrutura necessaria para a teoria de Rastall.

Como vimos, nenhum dos trés casos ndo possuem relacdo com a gravidade de Rastall.

4.3.2 Gravitacao F(R,L,,)

Outra proposta para obter a gravidade de Rastall é através das equacdes de campo
de F(R, L,,) gravidade. A acdo para essa teoria modificada da gravidade assume a seguinte

forma

/ dézy/—g[F(R, L,)], (4.84)

167r

em que F(R, L,,) é uma fun¢3o arbitraria do R escalar de Ricci e da densidade Lagrangiana

correspondente a fonte da matéria, £,,.

Vamos supor que a densidade Lagrangiana £,, da matéria dependa apenas das com-
ponentes da métrica, e ndo de suas derivadas. Entdo, o tensor de momento de energia é dado

por

oL,

T = Guv L = 25 - (4.85)
Variando a agdo (4.84) em relagdo a métrica, obtemos
58 = / FadR + Fip ) O5m L o F(R, £)5g" | /=7 d'z (4.86)
167 R (Lm) 59#,/ g 29#1/ y ~m )0g g ) .

em que Fi;,) = OF(R,L,,)/0L,. Usando as variagdes do tensor de Ricci (4.34) e dos

simbolos de Christoffel (4.44), a variagdo da agdo do campo gravitacional se torna

1
55 = / [FRRW 4 (g VLV — V,V,)Fr +

6L 1 )
F(Lm)égj - 59;WF(R, L;)|6g"+/—g d*z. (4.87)
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Seguindo etapas semelhantes as desenvolvidas na secdo anterior e com o uso da de-
finicdo do tensor de momento de energia, equagdo (4.31), as equagdes de campo sdo dadas

por

1 1
FrRyu, + (guvm - vuVV)FR + §guv [F(ﬁm)['m - F(R’ ['m)] = §F(£m)Tuv (4-88)

Ao adotar um caso especifico
F(R,L,)=aR+G(L,), (4.89)

em que & € uma constante arbitraria a ser determinada e G(£,,) é uma fun¢do Lagrangiana

da matéria, as equagdes de campo (4.88) tornam-se

1

1
R/JV - ig/““/R — %[QIT;‘V + g#,,(g - glﬁm)], (490)

na qual, G' é a derivada de G(L,,) em relagdo a Lagrangiana da matéria, £,,.

Aplicando o divergente V, e usando a identidade Bianchi, obtemos
3V 0 T+ 9,(0 — G0 =0 (491)
Esse resultado leva a gravidade de Rastall se
VTS = (T) v,T, (4.92)
em que

1

T = ﬁ[Q'Tw/ + 9(G — G'L)]. (4.93)
De acordo com [50], a condi¢3o tipo-Rastall, em que a conservacio do tensor energia-momento
ndo é satisfeita, é contemplada por qualquer fungdo G(L,,). Os resultados obtidos aqui
mostram que a teoria da gravidade de Rastall emerge como um caso particular de teorias
de gravidade modificadas. Portanto, suas equacdes de campo tém base em um principio

variacional.

No entanto, através da inspegdo da equagdo (4.90), vemos que a Gnica maneira de

recuperar uma estrutura semelhante a equagdo (4.5), é definir a fungdo que multiplica T,
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como uma constante, ou seja, G’ = constante. Com esta escolha ficamos com G = ¢; x L,,, +
Cz, €M que C; e Cy s3o constantes, recupera relatividade geral. Dependéncias n3o lineares de
G em L,, levam a um forte afastamento da relatividade geral, mas também da gravidade de

Rastall.
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Solucoes de k-esséncia e
Rastall em espacos

esfericamente simétricos

A simetria esférica é uma escolha natural para descrever corpos isolados simples e
configuracdes semelhantes a estrelas [36]. Os espacos-tempos esfericamente simétricos sdo
invariantes sob rotacio espacial. As funcdes métricas, neste caso, dependem da coordenada
radial e da coordenada temporal. No caso de um espaco-tempo estatico, as funcdes métricas
ndo dependem do tempo. O espaco-tempo estatico e esfericamente simétrico é amplamente
utilizado em fisica para obter solucdes analiticas e numéricas para as equacdes de campo de
Einstein na presenca de diferentes tipos de campos. Uma das solucdes estaticas esfericamente
simétricas mais celebradas das equacdes de Einstein é a solucdo de Schwarzschild. Solucdes
estaticas e esfericamente simétricas iguais forma encontradas nas teorias de k-esséncia [23] e

Rastall [22]. Vamos apresentar brevemente essas solugdes nas préximas se¢des.

5.1 Espacos esfericamente simétricos em

k-esséncia

O estudo das propriedades das configuracdes estaticas e com simetria esférica em teorias
de k-esséncia utilizando fungdes Lagrangianas da forma F(X), X = ¢ ¢, possibilitou
encontrar duas solucdes exatas foram obtidas para os seguintes casos especiais de k-esséncia:

F(X) = F, X3 F(X) = Fy|X|"/2 — 2A, onde Fy e A s3
uma para F(X) = Fj , outra para FI(X) = Fy| X| , onde Fy e A sdo constantes
[23]. Ambas as solu¢Bes contém horizontes, porém, ndo sdo assintoticamente planas. A
primeira solucdo pode ser interpretada como descrevendo um buraco negro em um espaco-
tempo assintoticamente singular, enquanto na segunda soluc3o dois horizontes de area infinita

estdo conectados por um buraco de minhoca.
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5.1.1 Equacdes elementares

Uma possivel forma de se apresentar a acdo de k-esséncia é a seguinte:
5= / dz*/—g[R — F(X, ¢)], (5.1)
com
X =ng,¢’, (5.2)

em que 7 = *+1 pode ser usado para fazer com que X seja positivo nos casos quando a
dependéncia geral lei de poténcia é mal definida para quantidades negativas. Para a funcio

F(X, ¢) adotou-se como modelo a seguinte lei de poténcia:
F(X,¢) = FoX" —2V(¢), (5.3)
A variagdo da a¢do (5.1) com respeito a metrica nos leva as seguintes equagdes de Einstein
G, =R, - 30,R=-Ty, (5.4)
como também na forma alternativa
R, =T} — ;0.T. (5.5)
O tensor energia-momento é dado por

1
w = NFx¢u” — JOLF, (5.6)

Ainda, a variagdo da agdo (5.1) em relagdo ao campo escalar nos leva a equagdo de
Klein-Gordon

NV o(Fxd®) — ;Fqb _o. (5.7)

Nas equacdes acima, GZ é o tensor de Einstein, R}, & o tensor de Ricci, R é escalar de Ricci,

Fx = 8F/0X, Fy = 0F /8¢ e ¢, = 8,9.
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Considerando uma métrica esfericamente simétrica e genérica
ds? = e?Wqt? — e2(Wgy? — (g2, (5.8)

na qual dQ? = d#? + sin® @dp? & a métrica na esfera unitaria. Adotamos na métrica acima

uma coordenada u arbitraria e o campo escalar ¢ é funcdo da coordenada wu.

A partir da métrica, podemos calcular as componentes n3o nulas do tensor de Ricci

Rg — —e_2°‘['y" + ,Y/(,y/ —a + 2,31)], (59)
R% — —6720‘[’)’” 4 2,6” 4 7/2 4 2,612 . a’('y' 4 2,6’)], (5_10)
Ri=Rj=e®—e ™"+ 6y - +28) (5.11)

As componentes ndo nulas do tensor energia-momento (5.6) s&o:

T=T;=T; =—-F)2,

Tl = —F/2 —nFxe *¢' % (5.12)

A notacao (') tem significado de d/du. Neste caso, X = —ne 2%¢'2.

Assim sendo, podemos apresentar a equacdo do campo escalar e as componentes ndo

nulas das equacées de Einstein

2 (Fxe=t#71g) = e~at2+1p, (5.13)
F
&P 20/ — 367 — 26" = — &7, (5.14)
F
_ eZ(Ot—ﬂ) _|_ 16/2 —|— 2ﬂ/’)// = e2a <2 — XFx> y (515)
12 [ 2 -y / " "o__ 2045
B2+ BY +7% - (B +9)+ B+ = e (5.16)

5.1.2 Solucao especial |

Para encontrar a primeira solucdo, o ponto de partida foi adotar a coordenada quasiglo-

bal [36] em que u = z, escolhendo a condigdo de coordenada a(u) + y(u) = 0, que pode ser
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usada especialmente em situacdes cujos horizontes de Killing sdo descritos por zeros regulares
da fungdo A(z) = €' = e72*, como na solu¢do de Schwarzschild. Desse modo, a métrica

(5.8) & reescrita da seguinte forma:

dz?

A(z)

Para simplicar a notagdo, vamos adotar A(z) = A e r(z) = 7. Assim, as equagdes (5.13-

ds* = A(z)dt® — — 7r3(z)dQ>. (5.17)

5.16) sdo reescritas da seguinte forma:

2(Fx Ar¢') — r*Fy =0, (5.18)
1 F
r—z(ZArr” + Arr' + Ar'? — 1) =3 (5.19)
1 ! ! 2 1
ﬁ(A rrl 4+ Ar® - 1) = oF — XFx, (5.20)
1 n " 10\ F
;(A T+ 27 A—|—2Ar)_§. (5.21)

Nessas coordenadas, podemos combinar as equagdes (5.19)-(5.20) e (5.19)-(5.21) para

encontrar

n

04T = X Fy, (5.22)
T

A'r? — A(r?) = -2, (5.23)

nas quais, agora, (') tem significado de d/dz. Integrando-se da equagdo (5.23) em relago a

Z encontramos

B'(z) = (i) == (5.24)

em que a constante m tem o mesmo significado que a massa na solucido de Schwarzschild
no caso da métrica ser assintSticamente plana quando z — oco. A equagdo (5.18) pode
ser simplificada se for adotada a fungdo de k-esséncia com uma forma mais simples, F(X).

Ent3o,

Fyx e *T2PT7¢' — C' = constante, (5.25)
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O préximo passo é atribuir um ansatz'® para a fungdo F(X). Para tal, adotou-se
F(X)=FX", Fy, n = constante. (5.26)

Com o ansatz acima e a métrica (5.17), as equagdes de campo ganham a seguinte forma:

C 1/(2n—1)
¢ = {'nFOB”'rz”” ) (5.27)
(2Br" +rB")r +3Br* — 7,12 = —1F, (-n)" B"r’"¢'*", (5.28)
3Br'? +7'B'r — :2 =1(@n-1)F, (-n)" B"r*"¢'?", (5.29)
I1B"r*+ (2Br"+3rB)r +3Br'? = -1 F, (—n)" B"r*"¢'*", (5.30)

recordando que, B = B(z) e r = r(z).

Podemos encontrar as expressdes para B(z) e ¢'(z) direto de (5.24) e (5.27), junta-

mente com as escolhas, n = % en=—1:
1
B(z) = By + k* <2m:z:3 - 2:1:4), (5.31)
Fy\®
#(z) = (30> Br(z)?, (5.32)
com

91/4 Fg’/‘l

1
r(z) = oz e k= Tﬁ (5.33)

Encontrando a expressdo para B(z) pode-se encontrar a expressdo para A(z), sendo somente

possivel se m = 0:

B k2 3
Az) = Ba)r(a) = 5o — 5 (5.34)
Consequentemente, podemos apresentar a forma final da métrica, dada por
ds> — (BO _ ]“2z3)dt2 - <B° - ]“2333)1@2 _ L (5.35)
\k2zx 2 k2z 2 k2z '

1Uma suposicdo sobre a forma de uma funcdo desconhecida que é feita a fim de facilitar a solucdo de uma
equacdo ou problema.
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Como também a expressdo para o campo escalar:

$(z) = <$)3(— kfis - ;) (5.36)

Quando By < 0, a funcdo A(z) é negativa, e a métrica descreve um modelo cosmolégico

particular de Kantowski-Sachs. Se By > 0, a métrica é estatica em

2B 1/4

que tem um horizonte em z = z; € do tipo cosmoldgico para grandes valores de z. Embora
a métrica seja perfeitamente regular em todo o intervalo z € R, a fungdo original F(X)
na Lagrangiana é singular no horizonte. O diagrama de Penrose no caso By > 0 (fig. 5.1)
asselha-se com o diagrama da solucdo de de Sitter. No entanto, ao contrario deste, a regido
além do horizonte, nesta solugdo, corresponde a valores de 7(z) cada vez menores, como
ocorre em um espaco-tempo de um buraco negro. Além disso, todos os lados do diagrama
correspondem a singularidades. Pode-se concluir que a solucdo descreve um buraco negro

imerso em um espaco-tempo assintoticamente singular.

Xx=oc0,1r=0

T
3 8
I Il
~ ~
| R R |5
I Il
= =
T

Xx=oc0,1r=0

Figura 5.1: Diagrama de Carter-Penrose para solucdo | com By > 0. As letras R e T correspondem
as regides estatica e ndo estatica, respectivamente.

5.1.3 Solucao especial Il
Para uma segunda soluc3o, considerou-se o seguinte ansatz para a funcio de k-esséncia

F(X,¢) = eX™ — 24, (5.38)
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em que A é uma constante e € = +1 (1 para um campo normal; —1 para um campo fantasma).

A partir da escolha acima podemos reescrever as equagdes de campo (5.13-5.16) da seguinte

forma

(2n —1)¢" +[7' = (2n — 1)’ + 26']¢' = 0. (5.39)
e’ P 120/ f' — 362 — 26" = je(—n)" LAY 4 €A, (5.40)
= &P 4§12 4 28y = Je(—n)" (2n — 1) 0T — &P, (5.41)

,3/2 + ﬁ/,y/ +,Y/2 . Oll(,Bl +,Y/) +ﬂ” +’)’” _ —%G (_n)n e2(17n)a¢/2n . eZaA (542)

A partir das equacdes anteriores, necessita-se escolher uma condicdo de coordenada.

A escolha aqui foi a coordenada harménica, dada por

a(u) = 28(u) + v(u). (5.43)

Nessa condicdo, a coordenada u estad relacionada com a coordenada radial 7 por meio da
relagdo u = 1/r [36]. Além da escolha da condi¢cdo de coordenada anterior, vamos estabelecer
a = 0, o que nos leva simplesmente a ¥y = —28. Dessa forma, adotandon = 1/2en = —1,as

equagdes (5.39-5.42) resumem-se a:

e _ 362 _2p" = §¢’ YA, (5.44)
e 2P 1 3p'% = A, (5.45)
382 ' = —§¢' — A (5.46)

Resolvendo as equacdes acima, é possivel encontrar a seguinte solucio:

9b4 2 2 1 2 2
dt* — du® — — cosh® (bu) dQ?, (5.47)

ds? = — )
* 7 cosh® (bu) 302

ou ainda, usando a transforma¢do z = 3btanh(bu), obtemos a métrica na forma

B3 9 4. 3

d 7 -
s 9 (902 — 72)? (962 — 22)

Q2. (5.48)

Desta forma, é facil ver que este espaco-tempo possui dois horizontes de eventos, £ = +3b =

++v/3A.
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Figura 5.2: Diagrama de Carter-Penrose para solucdo Il. Os cones de luz indicam a dire¢do temporal

O campo escalar em funcdo de z e sua derivada s3o dados por

4 9b 3b+zx
¢_§ [23:—2111 <3b—:z:>] + ¢o, (5.49)
4 27b?
/_ — _——_—
) 550

Apesar de ser uma solucdo estatica e esfericamente simétrica, similar as solucdes de
buracos negros frios [21], ndo pode ser chamada de buraco negro, pois se trata de uma
solugdo assintoticamente singular, e, por este fato, ndo ha lugar para um observador distante.
Entretanto, os horizontes sdo de natureza cosmoldgica, semelhante ao horizonte em espaco-

tempo de de Sitter.
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5.2 Espacos esfericamente simétricos em

Rastall com campo escalar

Como sabemos, a teoria de Rastall basea-se na n3o conservacdo do tensor energia-
momento, ou seja, a divergéncia do tensor energia-momento é n3o nula. Por essa razdo, a
teoria de Rastall ndo possui uma Lagrangiana. Ha varias tentativas de se encontrar uma
formulacdo Lagragiana para Rastall, porém, todas encontram um estrutura apenas parecida
com Rastall, como vimos no capitulo anterior. Vimos como a teoria de Rastall se apresenta na
secdo 4.1. a seguir, vamos mostrar os resultados obtidos em [22], em que a teoria de Rastall

é usada juntamente com um tensor energia-momento de um campos escalar candnico.

5.2.1 Equacoes elementares

A teoria da gravidade de Rastall é caracterizada pelas seguintes equacdes:

A
R/.LV - EngR - KIT;W, (551)
1—A 1—-A
T, = V=T 52
w= g 2(1—2X)" (5.52)

onde A é um pardmetro livre. Quando A = 1, a Relatividade Geral é recuperada. A partir de

agora, vamos adotar kK = 1. Essas equagdes podem ser reescritas como [95]

1 a—1
R,u,/ — Eg'WR = T/_u/ — TgFWT’ (553)
a—1 a—1 3X—2
™ & K6B=——R"= v = . 5.54
# = 3(2a — 3) > T YT oA (5:54)

Vamos comegar apresentando o a forma candnica do tensor energia-momento do campo esca-

lar

T = [bubs — 0u8°8,] + 9.7V () (5.55)
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O parametro € esta relacionado com a natureza do campo escalar: se € = 1, trata-se de campo

habitual; se € = —1, trata-se de campo fantasma.
1 2—a 0
R, — Eg#VR =€|pudp — 5 9 PP, | + (3 —2a)g.,. V(¢), (5.56)
PHT B
Oé + (a — 1)% = —¢(3 — 2a)Vj, (5.57)

em que o subscrito ¢ denota d/d¢.

O objetivo é encontrar solucdes estaticas e esfericamente simétricas, portanto, podemos

usar a seguinte métrica genérica:
ds? = e dt? — e dr? — 2P(1)4Q2, (5.58)

em que o, B e 7y sdo funcdes da coordenada 7, ainda desconhecidas.

Utilizando a métrica (7.64) juntamente com as equagdes (5.56-5.57) encontra-se o

seguinte conjunto de equacdes de campo:

—2p8" — 38" 4+ 2a/B + e P) = 62;%’2 + (3—2a)Ve*, (5.59)

298 + B° — o) = 29" — (3 - 20)e™V, (5.60)

'+ +B8(+B —d)+9 (7 —a) = —62;(1(]5/2 — (3 —2a)e*YV, (5.61)
ad" + (7 + 26 — ad)¢' = (3 — 2a)e** V. (5.62)

5.2.2 Solucao especial I: ¢ = —1

Para encontrar a primeira solucdo especial, fixou-se V' = 0 e usou-se a coordenada
quasiglobal z, de modo que, e = e 2* = A(z), e €% = r%(z) e, dessa forma, a métrica se

apresenta da seguinte forma

ds® = A(z)dt® — A(z) 'dz® — r(z)?dQ?, (5.63)
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Neste caso, as equacdes de campo ganham a forma

2T+§:+<:>2—T;A - —62;a¢/2—(3—2a)z, (5.64)
‘j:#(:)z_rzlA =2yt (3—2a)Z, (5.65)
?:I—f—j:—i—;i”:—62;a¢'2—(3—2a)z, (5.66)
a¢"+{(1;“)‘j+2:}¢' _ (3—2a)‘j, (5.67)

com V = 0. O sobrescrito (') denota d/dz. As diferencas entre as equagdes (5.64) e (5.66)

e entre as equagdes (5.64) e (5.65) ndo dependem nem do pardmetro a nem do potencial
V(¢):

"

2% S (5.68)

A'r? — A(r?) = -2 (5.69)

Além disso, temos a primeira integral da equac3o escalar, dada por

¢ =C A (1)) p=2/a O — constante. (5.70)
Se escolhermos a = —1, a dependéncia A deixa de existir, e essa relacdo reduz a
¢' = Cr?,  C = constante. (5.71)

Apés alguns passos (com maiores detalhes em [22]), chegou-se as seguintes expressdes

para A(z) e r(z)

K C 3\ 1
A=——-—72° == —= 5.72
z \/éx ’ M (20’2> Vz (572)

Assim como C, K também é uma constante de integrac3o.

A geometria descrita por por esta solucdo é a mesma encontrada e apresentada na secio
6.57 (em [23] com maior detalhe) . Os infinitos espaciais sdo singulares, sendo separadas por

um horizonte.
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Ha, no entanto, uma diferenca em relagdo a [23]: o comportamento do campo escalar,
que no presente caso é definido em todo o intervalo —00 < ¢ < 00, passando por zero,
enquanto no caso k-esséncia & sempre negativo, nunca chegando a zero e divergindo nos
extremos do intervalo de z. Essas diferentes caracteristicas podem afetar a estabilidade da
solucdo. O horizonte de eventos tem uma area finita. Portanto, em oposicdo ao resultado da
referéncia [23], a presente solugdo especial corresponde a um horizonte regular (e mesmo com

um campo escalar finito) com éarea finita.

5.2.3 Solucao especial Il: ¢ =0

Este caso implica A = 2/3. Em principio, corresponde a uma relagdo anémala entre
K e o acoplamento gravitacional newtoniano G (k deve ser infinito para obter um valor finito
de G). Este caso tem algumas semelhangas com o outro ponto critico de a, correspondente a
A =1/2, com o qual tudo é bem comportado, exceto pelo fato de que as equa¢des de campo

s6 admitem acoplamento & matéria conforme com T' = 0 [86].

Vamos agora considerar a condicdo de coordenada o = v + 28, chamada de condicdo
de coordenada harménica [20]. Para distingui-lo do caso anterior, vamos denotar a coordenada

radial como u.

Adotando a = 0 e considerando um potencial constante V.= A/3, a equagdo (9.16),

sob esta condicdo de coordenadas, torna-se

da’ = 0. (5.73)

Ha, portanto, duas opcdes: ¢’ = 0, que leva a solucdo Schwarzschild; ou o’ = 0, que

condicdo implica v + 28 = 0. As equagbes do movimento reduzem-se a

—28" 38" +e % = e¢°+A, (5.74)
387 +e ¥ = A, (5.75)
—B"+38°% = —ed® —A. (5.76)

A equagdo (5.75), a partir da qual considera-se A > 0, é resolvida resultando em

oh cosh(bu)
/3b
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Assim, a métrica assume a seguinte forma:

9b* 5 du® cosh®(bu)

ds?= ——f
’ cosh*(bu) 302

dQ?. (5.78)

Esta solucdo existe apenas para € = —1, ou seja, um campo escalar fantasma, para o

qual temos a expressio

, 2
¢ _ibﬁ%’i cosh? (b’ (5.79)

o que significa que o campo escalar é uma funcdo sempre crescente ou decrescente na coor-

denada espacial u.

A geometria desta solucdo coincide exatamente com a da segunda solucdo especial
mostrada na secdo 6.58 para um campo de k-esséncia, em que ha dois horizontes de area
infinita em u = +o0o com dois horizontes de area infinita conectados por um buraco de
minhoca cuja garganta esta localizada na esfera u = 0, porém, o campo escalar possui um

comportamento diferente.

5.2.4 Solucao especial Ill: ¢ = 3/2

Este valor especifico de a implica A — 00 mas, novamente, com tal condicdo, todo o

conjunto de equacgdes é bem comportado.

Se colocarmos a = 3/2, as equacdes de campo (6.10) levam a R = 0. E importante
notar que, neste caso, as equa¢des ndo dependem do potencial V(¢), que pode ser esco-
lhido arbitrariamente no inicio. Juntamente com a condicdo R} = RZ, também seguindo as

equacdes de campo e as propriedades do tensor de energia-momento, temos
3BR+Ri=0 = pg'+29"+B +29)B +9 —-a)=0, (5.80)

em que usamos a forma geral da métrica (7.64) com uma coordenada radial arbitraria u (n&o
confundir com a coordenada u da subsecdo anterior), e (') novamente significa d/du. Agora,

é conveniente escolher novamente a condicdo de coordenada quasiglobal o + v = 0: assim,
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retornamos as notacdes u = z, €/ = r(z), e = A(z), e a métrica toma o forma (7.55).

Em seguida a equagdo (5.80) toma uma forma facilmente integravel:
B'+29"+ (B +29)2 =0 = &' = Ar = pz +q, (5.81)

em que p e g sdo constantes de integracdo. Por outro lado, a equacdo do campo escalar,

como antes, nos leva a relagdo (5.70), que para a = 3/2 resulta em

¢ = CA¥Op4/3, (5.82)

Agora, com (5.81) temos duas situacdes qualitativamente diferentes, a serem conside-

radas separadamente.

1. p # 0. Neste caso, sem perda de generalidade, podemos colocar g = 0 escolhendo o ponto

zero de £ e p = 1 escolhendo a escala da coordenada temporal ¢. Como resultado, temos
A=z/r(z), ¢ = Cz~¥Cr=1/2, (5.83)

Resta encontrar a funcdo r(z), que pode ser feita usando a equagdo de primeira ordem (5.65)

com todas as substituicdes necessarias. Assim, obtemos

3eC?
1= F 2/3 (5.84)
4
em que
_ 1/3 9
r(z)=z+ Bz/° + 1o, B:= ZGC , (5.85)

na qual o € mais uma constante de integracdo. Este ultimo passo completa a solucéo.

E claro que a £ = 0 a analise desta solucdo & violada, por isso ndo pode ser estendida
para além desse valor, e faz sentido nos restringirmos a £ > 0. De qualquer forma, a partir
da forma de (5.83) e (5.85), como  — oo temos um infinito espacial onde r ~x z e A — 1,
mas ndo & um infinito plano regular porque, em vez de assintoticamente Schwarzschild, A(z)

se comporta como A(z) ~ 1 — Bz~%/3 para grandes valores de z .

O limite inferior do intervalo  depende dos pardmetros B e 1. Se a fungdo (5.85)

tiver um zero em algum z; > 0, este zero corresponde a uma singularidade central repulsiva
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emquer — 0e A — 00. Isso é possivel se B < 0, isto é, se ¢ = —1. Se r > 0 em tudo
z > 0, o que é possivel com 7 suficientemente grande, mesmo que B < 0, entdo a solucio
é definida em todo intervalo £ € R,, e em £ = 0 observamos o que parece ser um horizonte,

mas n3o ha extensdo além disso devido ao termo com z!/% que viola a analise.

2. p =0, em vez de (5.83), temos
A(z)=gq/r(z), ¢ =Cqg %  g>0 (5.86)

Neste caso, uma tentativa de encontrar r(z) a partir da equagdo de primeira ordem (5.65) s6

leva a uma relacdo entre as constantes
4¢%® = 3C?, (5.87)

restrito a € = —1, ou seja, tal solucdo existe apenas para um campo escalar fantasma; En-
quanto isso, 7(z) permanece arbitrario. No entanto, esta fungdo pode ser encontrada, equi-

valentemente, a partir da equagdo (5.68) ou (5.69) da seguinte forma:

2

r(z) = gq — Kz + 79, (5.88)

em que K e 7y sdo constantes de integracdo. A solucdo é definida em um intervalo de z em
que 7 > 0, dependendo desses valores de parametro. Em r = 0, temos um centro singular
repulsivo, enquanto em qualquer um dos limites £ — 00 temos um infinito espacial em que
A — 0 e a geometria espacial se assemelha & de um monopolo global, pois existe um limite
incorreto da razdo do raio circunferéncia: temos Ar'? — 4/3 em vez da unidade na geometria

plana usual.

No caso em que os parametros satisfizerem a desigualdade 3gK?2 < 4rg, entdo 7 > 0
em todo o intervalo de z € R, e, portanto, a solucdo descrevera um buraco de minhoca

transitavel que conecta dois desses infinitos.

5.2 Espacos esfericamente simétricos em Rastall com campo escalar

56



Dualidade entre k-esséncia

e Rastall

Nos capitulos anteriores, foi possivel observar que a teoria de k-esséncia e a teoria
de Rastall, ambas baseadas em um mesma métrica geral, estatica e esfericamente simétrica,
resultam em algumas solucdes que descrevem a mesma geometria, embora as propriedades
dos campos escalares sejam diferentes. Essas semelhancas indicam uma relacdo mais profunda
entre as duas teorias. Na auséncia de outra matéria que n3o os campos escalares, as duas
teorias tem geometrias que coincidem em alguns casos, que chamaremos de dualidade k-R
[35], sob a premissa de que as quantidades relevantes dependem de uma coordenada espacial
ou temporal e que a teoria de k-esséncia é especificada por uma funcio de uma lei de poténcia.
Ent3o, surge uma simples relacio entre os pardmetros numéricos das teorias. Se houver outras
formas de matéria, a situacdo € mais interessante e depende de como a n3o conservacdo do
tensor energia-momento é distribuida entre as diferentes contribuicées de matéria na teoria de
Rastall. Discutiremos duas variantes dessa ndo conservacdo no caso de modelos cosmolégicos

espacialmente planos isotrépicos e mostraremos que a dualidade k-R ocorre genericamente.

6.1 Espacos-tempo com interacao escalar-vacuo

6.1.1 Teoria de k-esséncia

Como ja vimos ao longo do texto, variando a Lagrangiana (3.3) com respeito a métrica

e o campos escalar obtivemos as equa¢des de campo. Em resumo, temos

G, = R~ LoYR = ~T2[¢] - T¥[m], 6.1)
T!(8) = nFxgud’ — LOLF, (6.2)
TVa(Fx#™) — - Fy =0, (6.3)

em que G, & o tensor de Einstein, Fx = 0F/0X, Fy = OF/0¢ e T}/[m] & o tensor energia-

momento devido & L,,.



Agora, levaremos em conta algumas suposi¢des:
(i) Usaremos a seguinte densidade de Lagrangiana de k-esséncia, como ja considerado anteri-

ormente

em que n é constante diferente de zero e V(¢) é o potencial.
(ii) ¢ = ¢(u), em que u é uma das coordenadas, que pode ser temporal ou espacial.

(iii) a métrica tem a forma
ds® = ne**™du? + hydrids®, (6.5)

em que 1,k sdo nameros que representam as coordenadas, exceto a coordenada u, n =
sign g,., que significa que 7 é igual ao sinal da componente g,,. O determinante de h;

possui a estrutura fatorizada na forma

det(hy) = €2 Mh,(z?). (6.6)

2

Nesse caso, temos que X = e 2% 2, em que o subscrito u significa d/du, e o tensor

energia-momento do campo ¢ tem as seguintes componentes ndo nulas:

TH@l = (n— 2)FX"+V, (6.7)

THp) = —LRX"™ + V. (6.8)

7
Note que, ndo ha soma sobre os indices sublinhados. A equacido de Klein-Gordon tem a

seguinte forma

1 4V
e_2"°‘¢3"_2 [(277, - 1)¢uu + oy — (2?7, - 1)au¢u] = _niﬁbdi(]ﬁ (69)
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6.1.2 Rastall com campo escalar

Para facilitar a leitura, vamos falar mais uma vez, brevemente, da teoria de Rastall. A

teoria de Rastall é caracterizada pelas seguintes equacdes [94]:

v A v v
Ry~ J6/R=-T;, (6.10)

L, A-1
VT = " 0.R, (6.11)

em que A é uma pardmetro da teoria e T & o tensor energia-momento de matéria. Quando

A =1, retornamos a relatividade geral.

As equacdes anteriores podem ser reescritas como

v v b—1 v — TV
G = —{T“ - 26#T}: —7, (6.12)
b—1 33X —2
VT = °_-8,T, b:= . T =T" 6.1
o 2 ¥ 21 — 1 @ (6.13)

Nessa parametrizacdo, recuperamos a Relatividade Geral com b = 1.

Considerando, agora, matéria na forma do campo escalar ¥ minimamente acoplado,

dado por
T, (Y] = e(Yu¥” — 30, %) + 0, W (), (6.14)

em que € = +1, indicando a natureza habitual (+1) ou a natureza fantémica (—1) do campo
Y, com 9, = 0,1, e W (1) é o potencial. A equagdo de Klein-Gordon originada da equagdo
(6.13) ganha a forma

PPV, aw

Oy + (b—1) = —e(3 — 2b)—- (6.15)

g
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O préximo passo, é utilizar da mesma ideia que foi adotada em k-esséncia, ou seja,
assumimos que ¥ = ¥(u), como também, a mesma métrica (7.64). Portanto, as componentes

n3o nulas do tensor energia-momento modificado do campo escalar 9 da equagdo (6.12) sdo

Ti[W] = jebne 9] + (3 — 2b)W (), (6.16)

Ti] = Le(b— 2)ne 292 + (3 — 2b)W (9), (6.17)
enquanto, a equacio de Klein-Gordon ganha a seguinte forma
e % (b + Yu(0u — ba)| = —en(3 — 2b)Wy, (6.18)

em que, Wy, = dW/dy e, como anteriormente, 7 = 8ign gy,

6.1.3 Comparacao entre k-esséncia e Rastall

Para iniciar uma comparacio entre k-esséncia e a teoria de Rastall, vamos assumir
que n3o outro tipo de matéria além dos campos ¢ e 9. O objetivo agora é descobrir em
que condi¢des os termos a direita das equagdes de Einstein (6.7) e (6.25) coincidem com os
termos a direta das equacgdes de Einstein efetivas da teoria de Rastall, (6.16) e (6.17). Essa

condicdo também garante que as solucées sdo as mesmas.

O primeiro passo é identificar os potenciais:

V($) = (3 - )W (p). (6.19)

O préximo passo & relacionar as partes cinéticas de T}/ [@] e T:[zp] encontrando

2n — 1 b
= 2 — =1. 2
1 — = b)n (6.20)

Entdo, igualando as partes cinéticas em si, achamos

Y2 = ennFyg2r 2o, (6.21)

Fundamentado pelas trés condicdes, (6.19)—(6.21), as equagdes de campo das duas

teorias coincidem completamente e, portanto, o conjunto de solucdes também s3o idénticas.
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Substituindo (6.21) em (6.18), podemos facilmente verificar que sob tais condigGes as equagdes

de Klein-Gordon (6.9) e (6.18) também s3o equivalentes

Este resultado, geral, cobre muitas simetrias estaticas (esféricas, planas, cilindricas,
etc.), cosmologias homogéneas (Friedmann-Robertson-Walker, todos os tipo de Bianchi, Kantowski-
Sacks) e, até mesmo, cosmologias inomogéneas, se suas métricas possuirem a forma (7.64),

(6.6).

Daqui em diante, vamos considerar os valores genéricos dos pardmetros n e b e excluir
da consideracdo os seus valores especiais que requerem uma analise separada, como, por
exemplo, b =0, b = 3/2 e n = 1/2. Algumas observacdes sobre esses casos especiais serdo

feitas feita nas préximas secdes.

6.2 Cosmologia com matéria

Quando, além do campo escalar, a matéria esta presente, é melhor, para evitar algu-
mas dificuldades técnicas, esquivar de certos tipos de métricas. Vamos considerar métricas

cosmoldgicas de FLRW espacialmente planas
ds® = dt* — a(t)?[dz® + dy® + dz?], (6.22)

g

de modo que, em (7.64) e (6.6) temos 7 =1, e* = 1 e e° = a(t)®. A matéria serd tomada

sob a forma de um fluido perfeito, de modo que
T;[m| = diag(p, —p, —p, —p), (6.23)

em que p é a densidade e p é a pressio.
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6.2.1 Cosmologia em k-esséncia

Na métrica de FLRW (8.9) e com ¢ = ¢(t), as equacdes de campo (8.4)—(7.3) com

matéria, em que, denotando p = px, P = Px, em k-esséncia, assumem a forma

3H? = 1(2n — 1)Fod™ + V(¢) + ps, (6.24)
2H + 3H? = —1Fy¢™ + V(9) — ps, (6.25)
¢*"2[(2n — 1)¢p + 3H¢| = —nlﬂ)v@ (6.26)

em que H = a/a é o pardmetro de Hubble e Vi = dV/d¢. O tensor energia-momento da

matéria satisfaz a lei de conservagdo V, T}/ [m] =0,

P + 3H(px + pi) = 0. (6.27)

6.2.2 Cosmologia em Rastall com campo escalar e

matéria

As equagdes de Rastall tém a forma (6.12) e (6.13), em que, agora, T}, & o tensor

energia-momento total,
T, =T;[¥] +T;[m], (6.28)

com T[] dado por (6.14) e T}/[m] por (6.23). Nas equagdes (6.12), a energia-momento
modificado tensor ’f’: é, em seguida, uma soma de T’;W] dada por (6.16) e (6.17) e T:[m]

com as componentes

Tém] = £[(3 ~ 8)p +3(6 — 1)p] = 5, (6.29)
Tim) = J[(1 - b)p + (36~ 5)p] = 5 (6.30)

6.2 Cosmologia com matéria

62



Observe que, preservamos a notacdo p e p sem indices para matéria na gravidade de Rastall.

Portanto, as equacdes de Einstein para Rastall so:
1 .
3H? = 5ebzpz + (3 — 20)W + B, (6.31)
) 1 :
2H + 3H* = 5e(b —2)¢* + (3 - 20)W — P, (6.32)

ao passo que, a equacdo do campo escalar 1 depende de novas suposicdes sobre como a n3o
conservagdo do tensor energia-momento total, de acordo com (6.13), é distribuida entre o

campo ¥ e matéria. Pode-se notar que

p+D=p+p, (6.33)

p-p=p—P=—5(p—3p) (6.34)

Vamos considerar duas alternativas, dentre muitas possiveis, no acréscimo de matéria a teoria

de Rastall com campo escalar:

I: Os tensores energia-momento do campo 4 e matéria obedecem a (6.13) separadamente,

de modo que, ndo ha mistura entre as duas fontes de gravidade;

II: O tensor energia-momento da matéria se conserva, ou seja,

p+3H(p+p)=0. (6.35)

6.2.3 Modelo R1: Sem mistura entre campo escalar e
matéria
Neste caso, nds temos

v, = 2 L8, T, (6.36)

V,T[m] = b;la#T[m], (6.37)
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A primeira dessas condigBes leva a equagdo do campo escalar (6.18), que no presente caso é

dada por
by + 3Hep = —e(3 — 2b)W,, (6.38)
com (6.33), a condigdo (6.37) tem o forma
p+3H(p+p)=0. (6.39)

O conjunto completo de equagdes consiste em (6.31), (6.32), (6.38), e (6.39), com as defini-
¢Bes (6.29).

A partir de (6.33) segue que, se a matéria satisfaz a condicdo de energia nula (NEC'),
ent3o o mesmo vale para a densidade e pressdo “efetivos’, g e B, na teoria de Rastall. No
entanto, a partir de (6.29) pode-se verificar que a positividade da densidade de energia (ou

pressdo) ndo é garantida no caso k-esséncia se for imposta na teoria de Rastall, e vice-versa.
E facil ver que o lado direito das equagdes (6.31) e (6.32) coincidem com os de (6.24)

e (6.25) se, alem das relagdes (6.19)—(6.21) para variaveis escalares, identificamos

A correcdo dessa identificacdo é confirmada pela identidade das leis de conservacdo
(6.27) e (6.39). Assim, como no caso do vacuo, os pardmetros n e b sdo relacionados por
(6.20), ou seja, n(2 — b) = 1, e os campos escalares ¢ e 9 sdo relacionados pela (6.21), que

agora é dada por

¥* = enFod™™. (6.41)

ldo inglés, null energy condition
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6.2.4 Modelo R2: Conservacao tensor energia-momento

da matéria
Para este caso, temos que
V,T%[m] = 0. (6.42)
Esta condicdo é particularmente importante para a formacdo da estrutura no universo, no caso

de um fluido sem pressdo, uma vez que a matéria comum deve aglomerar-se.

Nesse caso, o tensor energia-momento do campo escalar 9, é dado por
VLI = (6~ DT + 8.Tm)), (6.43)
que leva a equacdo do campo escalar
(b + 3HY) = —e(3 — 2b)Wy o) + ;e(b —1)(p — 3p). (6.44)

O conjunto completo de equagdes consiste em (6.31), (6.32), (6.44) e (6.27), com as defini¢des
(6.29). Observe que a equagdo (6.44) combina o campo escalar e o fluido de matéria, mesmo

que o fluido seja conservado como acontece na relatividade geral.

Essa conservacdo nos faz identificar as componentes tensor energia-momento da ma-
téria nas teorias de k-esséncia e Rastall: p = pr, p = pr. Como resultado, a identificacdo
das outras partes do tensor energia-momento total é apenas parcialmente a mesma do caso

anterior.

|dentificando, como antes, os potenciais de acordo com (6.19), ou seja, V' = (3—2b)W,
e comparando as equacdes do tipo Friedmann (6.31) e (6.32) com suas contrapartes de k-

esséncia (6.24) e (6.25), obtemos, como anteriormente,
e)® = nFyd®™. (6.45)

A correcdo dessa identificacdo é verificada substituindo (6.45) na equa¢do do campo escalar

(6.44): de fato, como temos agora, devido a (6.34),

2n —1

ed? o - | = o= 1)(0-3p), (6.46)
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essa substituicdo leva precisamente a equagdo do campo escalar (6.26) da teoria de k-esséncia.

E importante que, no caso da questdo da conservacdo da matéria, uma comparacio
entre as duas teorias ndo leve a uma relagdo direta como (6.20) entre seus parametros numé-
ricos n e b. Em vez disso, temos a igualdade (6.46), da qual (6.20) é restaurada apenas no

caso especial p = 3p, ou seja, traco zero do tensor energia-momento de matéria.

6.2.5 Outras consequéncias da conservacao da matéria

A relagdo (6.46) cria uma conexdo entre o comportamento temporal do campo ¥ e o
contetido da matéria. De fato, substituindo (6.46) em (6.44) com potencial zero ou constante,

encontramos

6n

F HF =0 6.47
o , (6.47)

em que, F' = 42, Isto leva a
P = hoa /D), (6.48)

na qual ¥y € uma constante de integracdo.

A partir da equagdo (6.46), fica claro que a densidade de matéria e a pressdo também
devem evoluir como funcdes do fator escala, dada por lei de poténcia . Assim, apenas uma
equacdo de estado do tipo p = wp, com w = constante, é possivel. Neste caso,

—3(1+w)

0 = poa po = constante, (6.49)

implicando a relacdo entre w e n

1
w = .
2n —1

(6.50)

Vemos que, uma simples substituicdo de p = wp, na equacdo do campo escalar, relaciona o
fator w da equacdo de estado, com o expoente n de k-esséncia, enquanto a constante b de
Rastall permanece arbitraria. Além disso, as equa¢des (6.24) e (6.25) mostram que o campo
escalar puro ¢ de k-esséncia se comporta como um fluido perfeito com o mesmo fator da

equagdo de estado (6.50) (consulte também [3]).
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Em outras palavras, assumindo um potencial zero ou constante, V' = (3 — 2b)W, com
uma matéria conservativa na estrutura Rastall, obtemos que a dualidade k-R s6 sera possivel
se a matéria for um fluido perfeito com a equacio de estado linear, p = wp, coincidindo com

a equacdo de estado efetiva do campo escalar ¢.
Adotando p = wp a equagdo (6.46) torna-se

. b—1)(1 — 3w)
kg, k=" .
Y P bn —2n +1

(6.51)

Substituindo a expressdo anterior na equagdo tipo Friedmann (6.31), obtemos em termos de

n ouw

SHE V4P {2nb(b—1)(n—2)

2n —1 bn —2n+1

p{b(b -1 +w)(1 - 3w)

=Vl -t w) + 2w

+2(2b— 3) +2n(3 — b)} (6.52)

+3—b+3w(b— 1)}. (6.53)

O lado direito da equacdo anterior deve ser positiva. Portanto, considerando n e V/,
ou alternativamente w e V, obtemos uma restricdio em b. Por exemplo, se V. =0ew =0
(poeira, n — 00)?. temos b < 3/2 ou b > 2 (dado que p > 0). Para w = 1 (matéria
rigida, n = 1), ndo ha restricio para b e obtemos H> = V = constante > 0, portanto,
uma expansio de Sitter, a(t) o< eft. Nesse caso, a matéria rigida cancela com preciso a

contribui¢do do campo escalar 9 ou ¢.

Se introduzirmos um potencial variadvel ou uma equacdo de estado mais complexa, a
situacdo se torna muito mais envolvida. Deve-se enfatizar que a equacdo de estado p = wp,
com w = constante, cobre a maioria dos casos interessantes em cosmologia. Além disso,
esperamos que o comportamento perturbativo possa ser muito diferente nas duas teorias,

mesmo neste caso.

Surgem mais duas questdes naturais. Primeiro, obtivemos que na teoria de k-esséncia
existe simultaneamente um campo escalar e um fluido perfeito com a mesma equacio de
estadoe, portanto, a mesma evolucdo temporal de suas densidades e pressdes. Podemos
unifica-los, por exemplo, redefinindo o campo escalar? Uma resposta provavel é “ndo"”, porque
se espera que esses dois tipos de matéria se comportem de maneira bastante diferente em

nivel perturbativo.

2Essa relagdo faz sentido mesmo que a formulagdo lagrangiana fique mal definida, consulte [3].
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Outra pergunta é: como é possivel ter uma situacdo completamente definida na teoria
de k-esséncia, mas uma arbitrariedade no pardmetro b na solucdo dupla da teoria de Rastall?
Uma resposta é que essa arbitrariedade é compensada pelo comportamento ndo conservativo

correspondente do campo escalar 1.

6.3 Pertubacao e velocidade do som

Um modelo de k-esséncia com lei da poténcia e V' = 0 é equivalente na estrutura
cosmolégica, de modo que (8,¢)* > 0, a um fluido perfeito com a equagdo de estado p = wp,

em que a constante w esta relacionada ao poder n:

1
w = .
2n — 1

(6.54)

Em um fluido, perturbacdes adiabaticas se propagam como o som com velocidade c;, de tal

forma que
¢ =dp/dp = w. (6.55)

Como ja foi mostrado, as perturbacdes do campo escalar para Lagrangianas gerais da forma

F(X, ¢), a velocidade do som & dada por

2 Fx

T Pyt 2XFyx

(6.56)

Essa expressdo é valida mesmo se houver um termo potencial arbitrario V(¢). Em particular,
para a teoria (6.4), em que F(X) = FoX™ — 2V (¢), encontramos novamente

9 1

= — b7
Gy (657)

em total concordancia com (6.55). Portanto, existe uma equivaléncia completa entre um
fluido perfeito e a k-esséncia sem potencial, ndo apenas para um fundo cosmolégico, mas
também no nivel perturbativo, no que diz respeito as perturbacdes adiabaticas. Em particular,
se w < 0, que correspondente a n < 1/2, o modelo é instavel, pois implica ¢ < 0. lIsso
é verdade tanto para um fluido perfeito quanto para a k-esséncia. Além disso, embora a

presenca de um potencial altere a dindmica do campo escalar, a velocidade de propagacio de

6.3 Pertubacdo e velocidade do som

68



suas perturbagdes, coincidindo com a velocidade derivada do som [88], ainda é a mesma que

comV =0.

Na teoria de Rastall, as coisas podem ser diferentes. A velocidade do som para um

campo escalar é dada por [55, 59]
;= ——. (6.58)

No vacuo escalar e no modelo R1, em que a matéria obedece & equacdo de ndo conservacio
(6.36), temos a relagdo (6.20), ou seja, (2—b)n = 1, que torna (6.57) e (6.58) idénticos. Além
disso, os fluidos nos modelos correspondentes obedecem a diferentes equacdes de estado, veja
(6.40). No entanto, no modelo de Rastall ainda podemos caracterizar o fluido pelas densidade

e pressdo, “efetivos’, § e P, o tensor energia-momento escrito em seus termos é conservativo,

portanto, o quadrado da velocidade do som do fluido de Rastall é igual a dp/dp = dpx/dpx.

Assim, podemos concluir que os modelos pertencentes as duas teorias coincidem ndo apenas

no nivel de fundo, mas também no nivel de perturbacdes adiabaticas.

No modelo R2, em que a matéria & conservada, temos outra relacdo (6.46) entre os
pardmetros b e n, sem uma conex3o tdo simples. Como consequéncia, em principio, é possivel
que um modelo instavel em um modelo k-esséncia possa corresponder a um modelo estavel na
teoria de Rastall, ou vice-versa, pois, como mostrado acima, a equagdo (6.20) n&o se aplica,
sendo b agora essencialmente independente de n, até algumas restricdes possiveis em seu
intervalo. De fato, nesse caso, até perturbacdes n3o adiabaticas podem ser parecidas, devido

ao acoplamento entre o campo escalar e a matéria.

6.4 Alguns casos especiais

6.4.1 Caso especial I: n =1/2

Nesse caso, a equacido do campo escalar de k-esséncia assume a forma

3H = —2F, 'V, (6.59)
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Assim, se V = constante, temos H = 0, portanto a = constante e o espaco-tempo plano é
obtido. Certamente, pode-se obter H = 0 na gravidade de Rastall sob suposicdes especiais,

mas a quest3o da dualidade k-R parece sem sentido nesse caso trivial.

Se V = V(¢), o campo ¢ ndo possui uma dindmica prépria, mas a equagdo (6.59) o

expressa em termos de H, e as equagdes de Friedmann (6.24) e (6.25) s&o significativas.

A contraparte de Rastall nos casos de vacuo escalar e modelo R1 é obtida com b = 0,

V = 3W, de acordo com (6.20) e (6.19) e, portanto
2e9)? = Fog. (6.60)

No caso do modelo R2 (matéria conservada), b permanece arbitrario, mas a dualidade k-R
ainda é valida. De fato, se substituirmos (6.60) na equagdo (6.44) e usar as equagdes do tipo

Friedmann (6.31), (6.32) para calcular p — 3p, obtemos a equagdo (6.59).

A principal caracteristica nesse caso é que as solugdes ndo triviais comn = 1/2 e

dualidade k-R é alcancada apenas na presenca de um potencial variavel.

6.4.2 Caso especial Il: b =3/2

Para esse valor de b, o potencial desaparece na gravidade de Rastall, portanto, a
dualidade k-R implica V' =0, e lidamos com zero potencial. Em outros aspectos, a situagao

é descrita como no caso geral.

Uma caracteristica interessante é que, com b = 3/2 na equagio (6.29), leva a p = 37.

Portanto, nos casos de vacuo escalar e modelo R2 (matéria conservada), a contraparte de
k-esséncia desse modelo Rastall contém matéria com py = 3pg. Devido a (6.20), além disso,

n = 2, para que o campo ¢ também se comporte como radiag3o.

No modelo R2, as relagdes (6.40) e (6.20) ndo sdo mais validas e a descrigdo geral é

aplicavel.
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6.4.3 Caso especial Ill: b =2

As equacdes (6.54) e (6.58) fornecem valores em que a pressdo e a velocidade do som
de um campo escalar se anulam, na teoria de Rastall. A expressdo correspondente (6.57) na

teoria da k-esséncia leva a n — oo de acordo com a relagdo geral (6.20).

Se houver matéria conservada (modelo R2), entdo, a menos que essa matéria conser-
vada seja pura radiacdo, p = 3p, a equagdo (6.20) n3o sera mais valida, de modo que as
velocidades do som dos campos escalares sejam diferentes na duas teorias. Isso significa que

a dualidade k-R n3o existe para perturbacdes, mesmo que exista para o fundo isotrépico.

6.4.4 Caso especial IV: b=0

Nos casos de vacuo escalar e modelo R2, retornamos a descri¢do acima porn = 1/2.

Com matéria conservada (modelo R2), o campo escalar de Rastall assume a forma
. 1. .
3Hey® = —3W — E(p — 3p), (6.61)

parecendo uma equacdo de restricdo, uma vez que contém apenas a derivada de primeira
ordem. No entanto, a dualidade k-R ainda funciona, como antes: uma substitui¢do de (6.41),
o que é importante, com n # 0 arbitrarios, e p — 3p das equagdes (6.31), (6.32) em (6.61)

leva a (6.26), que & uma equagdo de segunda ordem, a menos que n = 1/2.

6.5 Exemplos

Vamos agora considerar alguns exemplos especificos da equivaléncia discutida anterior-
mente, assumindo um potencial zero ou constante e poeira como uma possivel contribuicio

da matéria.
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6.5.1 Vacuo escalar
Considere o vacuo escalar com potencial zero. As equacdes de k-esséncia s3o

2n — 1
H? = S Fogfra /0 ), (6.63)

Em termos de tempo césmico, obtemos

a = apt?BLI g5 = constante, (6.64)
$ = gyt~ 20/ 0H), (6.65)
em que ¢; &€ uma combinagdo das constantes anteriores e, escrevendo w = 1/(2n — 1),

identificando assim a k-esséncia com um fluido perfeito com a equacio de estado p = wp.

Na teoria de Rastall, a solugdo dual contém o mesmo a(t), enquanto o campo escalar

é dado por
P oc @32 = 780 o 471, (6.66)

em que agora devemos colocar w = (2 — b)/b. Notemos que, embora o comportamento de
campo escalar de k-esséncia dependa do pardmetro equacdo de estado w, o campo escalar

em Rastall é simplesmente 1 = logt + constante.

A adicdo de um potencial constante, equivalente a uma constante cosmolégica, n3o
altera as leis de evolugdo de campo escalar (6.62) e (6.66) em termos de a mas torna as

dependéncias do tempo mais complexas, ndo para serem consideradas aqui.

Na presenca da matéria, como vimos acima, a forma da dualidade k-R depende de

como a matéria se acopla ao campo escalar.
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6.5.2 Poeira e Rastall-R1

Suponha que na teoria de k-esséncia, além do campo escalar ¢, ha um fluido sem

pressdo, somente poeira, de modo que
i =0, pr = pra” 3, p1 = constante. (6.67)
entdo, na versdo R1 da teoria de Rastall, de acordo com o (6.40), temos as condi¢Bes
1 -
S| 3= 0o+ 30- 18| = 5=,
1 -
. [(b o+ (5 3b)p} —F=0, (6.68)

levando as seguintes relacBes para a densidade e pressdo

53

P~ 53— 20)
C1-b  1-b
53" 23_20)

Pk (6.69)

P (6.70)

ambos evoluindo como p o< p o a=3. Assim, na cosmologia de Rastall o fluido adquire pressao,
exceto para o valor da relatividade geral, b = 1. Os campos escalares em ambos os modelos
satisfazem as mesmas relacdes que no caso do vacuo, validos para quaisquer valores de n e b

tais que n(b—2) = 1.

Adicionar um potencial constante, V' = (3 — 2b)W, n3o altera as relagdes (6.5.2) e
(6.69) e introduz uma constante cosmolégica efetiva. Obtemos, entdo, um modelo de trés
componentes com matéria, uma constante cosmolégica e um campo escalar cujo comporta-
mento é determinado por m ou, equivalentemente, por w = 1/(2n — 1). No modelo dual de

Rastall, temos uma pressio efetiva, embora no modelo de k-esséncia p, = 0.

Se, pelo contréario, introduzimos a matéria com p = 0 na teoria de Rastall (modelo

R1), entdo, no modelo de dual de k-esséncia temos

. 1 -
pr=p= 5(3 —bp, p=D=(b-1)p, (6.71)
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e sua lei de evolugdo concordando com a equagdo (6.39) leva a
pr & pox a 8/B78) = g 304wk (6.72)

onde o pardmetro da equacdo de estado wy do fluido no modelo k-esséncia é dado por

b—1 n-1
W = _=
T30 n+1’

(6.73)

que ndo pode confundido com w = 1/(2n — 1) caracterizando o comportamento do campo ¢;
como antes, a relagdo n(2 — b) = 1 é valida. O modelo assim obtido é bem diferente daquele

com poeira introduzido na teoria da k-esséncia.

6.5.3 Poeira e Rastall-R2

Vamos novamente assumir Eq. (6.67) mas agora considere o modelo R2 da teoria de

3

Rastall, de modo que agora pox a™® e

2n —1

€1)? [b - } =(b-1pxa?’ (6.74)
Em seguida, para b # 1 encontramos de acordo com (6.45)

P a2 (6.75)

" xa? =  Poca0, (6.76)

Combinando a relagdo acima com €3? = nFy¢*" e a equacdo de campo (6.26), considerando

Vs = 0, descobrimos que essa situagcdo corresponde ao limite n — 00, que &, no entanto,

bem definida. Desta forma obtemos a o t*/® como no modelo de poeira da relatividade geral.

Para os campos escalares ele segue neste limite

¢ = constante = ¢ xt, (6.77)

P oca %o 1/t (6.78)
A condicdo para b é obtida de (6.74): escrevendo ¥ = %/t e p = po/t>, encontramos

e5(b—2) = (b— 1)po- (6.79)
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Assim, o valor de b é determinado pelas contribuicdes relativas da matéria e do campo escalar.

Além disso, a velocidade do som do campo escalar agora nio segue a relagdo adiabatica

verificada no modelo R1.

Uma constante cosmoldgica pode ser facilmente introduzida sob a forma de V' =
(3—2b)W = constante. O campo escalar novamente segue a lei (6.74), e toda a configuragao
se reduz ao modelo ACDM onde A é dado pelo potencial constante e a componente de matéria
consiste no campo escalar e matéria ordinaria. Todas as relacdes de fundo do modelo ACDM
s3o preservadas neste caso, mas a degenerescéncia entre o campo escalar e a matéria normal é
quebrada ao nivel perturbativo. Devido ao fato de o0 modelo ACDM estar sujeito a problemas
a nivel perturbativo no regime n3o linear (ver, por exemplo, [15, 37]), uma configuragdo mais
complexa nos modelos k-esséncia e Rastall pode levar a resultados interessantes, a serem

estudados no futuro.
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Estudo da Estabilidade em
espacos esfericamente

simeétricos

7.1 Estudo da Estabilidade em Teoria de

k-esséncia

O objetivo deste capitulo é estudar a estabilidade de configuracées estaticas e esféricas
simétricas encontradas no contexto da classe de teorias da k-esséncia descritas durante o
texto. O estudo da estabilidade de estruturas do tipo buraco negro com campos escalares é
um assunto polémico, com muitas questdes conceituais e técnicas, veja, por exemplo, [24—
26, 67, 80] e suas referéncias. Ao realizar a analise de estabilidade para as estruturas do tipo
buraco negro em k-esséncia encontradas na se¢do (5.1), seguimos de perto a abordagem usada
em [24].

A énfase do estudo da estabilidade sera feito nos dois casos apresentados anteriormente.
O primeiro consiste em um termo cinético puro, com n = 1/3 e V(¢) = 0, levando a
um buraco negro do tipo Schwarzschild imerso em um espaco-tempo singular, em que a
singularidade se encontra no infinito espacial. A outra solu¢do é obtida fixando n = 1/2 e
V(¢) = A = constante, levando a um espago-tempo regular ndo assintoticamente plano,
com um horizonte degenerado, uma estrutura localmente semelhante a buracos negros frios

que estdo presentes nas teorias de gravidade dos escalar-tensorial [21]
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7.1.1 Equacoes perturbadas

Variando a Lagrangiana (5.1), novamente, com respeito & métrica e ao campo escalar,

obtemos as seguintes equacdes de campo

G, = -T;[¢], (7.1)
T} [¢] = nFx¢ud” — ;5,’11*1 (7.2)
NVo(Fx¢™) — ;F¢ =0, (7.3)

em que G}, € o tensor de Einstein. Estamos adotando as notagdes Fx = OF/0X, Fy =

8F/8¢, e ¢, = B,6.

Considerando um espaco-tempo esfericamente simétrico com a métrica
ds? = et gg? — g2a(utigy? — 2Pl 402 (7.4)

na qual, dQ? = d6? + sin® @dp? & a métrica numa esfera unitaria.

Assumindo apenas pequenas perturbacdes dependentes do tempo, temos

a(u, t) = a(u) + 50‘(“’7 t)a IB(U” t) = IB(U’) + 6,3(%6, t): 7(u’ t) = 7(“’) + 67(“” t))
(7.5)

em que assumimos da, 60 e §y pequenos. A coordenada radial u é arbitraria, admitindo
qualquer reparametrizagdo u +— %(u). As componentes do tensor de Ricci diferentes de zero
podem ser escritos no formato a seguir, preservando apenas termos lineares com relacio a

derivadas de tempo.

Ri= e (6 +26) - ey +9'(y — o + 28, (7.6)
Ri=ePa— e N +28"+7%+26” - o'(v' + 26, (7.7)
Ry=R{=eP+ e e[+ 0y - o + 28], (7.8)

Ry, =2[f' + BB — ap' — BY, (7.9)

em que os sobrescritos pontos e linhas significam 8/0t e 8/du, respectivamente.
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De maneira semelhante, assumimos que

= ¢(u7 t) = ¢(u’) + 5(]5(’11,, t)

(7.10)

com 8¢ pequeno. A partir da equagdo (5.2), para campos escalares estaticos e levemente

ndo estaticos, assumindo 7 = —1 para manter X positivo, de modo que, preservando apenas

termos lineares em ¢, temos as expressdes para X e 6 X

20 412
X=ce ,

6X =2e **(¢'d¢' — ¢*6a).
As componentes n3o nulas do tensor energia-momento s3o:

T, =T, =T =-F/2, T;=-F/2+ XFyx,

U

iy
,Izt‘u. - _FX¢¢ )
em que, levando em consideracdo as perturbacdes, devemos entender

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

A seguir, consideraremos uma classe mais especifica de lagrangianas de k-esséncia: em

vez de F(X, ¢), usamos simplesmente F'(X). Em seguida, a equagdo do campo escalar e as

componentes n3o triviais das equacoes de campo podem ser escritas da seguinte maneira:

era+2ﬁ_7é§ _ <FXe—a+2ﬁ+“/¢/>l =0,
— e P4 BB +27) = (AF — XFx)e™,
o e2a72ﬂ + 2,6” + 3,6/2 o 20(’,3’ — %Fe2oc,
e2a—2ﬁ + eZa—2fy,['_3' - IBII o IBI('Y/ —a + 2131) — —%ez"‘(F - XFX),

B+ BB —af — By = ;Fxd¢),

(7.16)

(7.17)
(7.18)
(7.19)

(7.20)

7.1 Estudo da Estabilidade em Teoria de k-esséncia

78



mais explicitamente, com as perturbacdes

69" + (7 — o + 2869 +9'(67 — 8’ + 268') — eX* (& + 208) =
(1-— n)(—n)”¢’2”1{n5¢' +(1— n)¢'6a}62(1”)°‘ —2e**Ada, (7.21)
69" + 268" — Sa(y +28") — o' (69" + 26B") + 2767 + 4868 — e Vi =
(1+ n)(—n)”ez(l_")"‘gb’@"_l){négb’ +(1 - n)¢'5¢}—2620‘1\6a, (7.22)
58" + (v — ' + 2808 + B (67 — da’ +268") — X M5B + 2(68 — a)eX > P =
(1-— n)(—n)“ez(l_”)"‘gb’zn_l{n5¢’ +(1 - n)¢'5a}—2ez"‘j\5a; (7.23)

0 + (B —7)0B — floa = . (—n)"¢"" e’ 6g (7.24)

|3

e e="gp — (2n — 1)5¢"—{'y’ —(2n — 1o’ + 2,6'}545’

—{57' —(2n —1)éa’ + 25,5'}(]5’ =0. (7.25)

Agora, vamos supor que as equacdes estaticas, de fundo, so satisfeitas, mesmo depois
das perturbagdes, com todos os “deltas” iguais a zero. Como estamos trabalhando no con-
texto da relatividade geralna presenca de um campo escalar ndo candnico, as perturbacées de
tensores esfericamente simétricos ndo contém um grau dindmico independente de liberdade,
e a Gnica equagdo dindmica essencial é a do campo escalar, (7.16). Devemos manipular as
equac¢des de Einstein perturbadas, de modo que as quantidades da, 68 e §7 sejam removidas

da equacdo do campo escalar.

De acordo com que foi enunciado neste problema, assim como em muitos outros proble-
mas semelhantes [24-26, 67, 80], temos dois tipos de arbitrariedade: a escolha de coordenadas
radiais, até agora deixado arbitrario; o calibre da perturbacdo, que corresponde a fixar de um
referencial no espaco-tempo perturbado. Como em [24, 67], € muito vantajoso escolher calibre
08 = 0, que simplifica substancialmente os calculos, e, apés obter a forma final da equacio

de perturbac3o, é necessario ter certeza de que é invariante de calibre.
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Com 68 = 0, a equacdo para d¢ é dada por

_ 5G4 54" + ¢80 + 0’68 + X84 + ¢ <F"> =0, (7.26)
FX FX

em que
c=2B8+7-aq, 0o = oy —da. (7.27)

Uma vez que X = e72%¢'2, as quantidades perturbadas 6 X e 6 X’ contém combinacdes de

0¢', 6¢", dax e da’. Em particular, se assumimos
F(X) = FyoX™ — 24, n, A = constante, (7.28)
a equagdo (7.26) ganha a seguinte forma

— €715 + (2n-1)0¢" + 6¢[0" — 2(n — 1)a'] + ¢[8y' — (2n — 1)d] = 0. (7.29)

As quantidades 87, da e da’ podem ser escritas em termos de d¢ e suas derivadas,
como também, pelas quantidades de fundo, usando as equacdes de Einstein. Mais especifica-
mente, a equagdo (7.17) fornece uma expressdo para §'. A diferenca 6y — da’ é obtida a

partir de (7.19), que contém da; sendo que, esta Gltima é encontrada a partir de (7.20)

__l n—1 4/
b=~ 5 X ¢'5¢. (7.30)

Como resultado, a equacdo de campo para d¢ toma a forma

.o 2
— 215G+ (2n-1)8¢" + 64'[0" — 2(n — )] — (7 — A)e* R X 64 = 0.

IBIQ
(7.31)
Apds algumas substituicdes, encontramos
du
. e, £
U2 i
8¢ =T(z)e™",  ¥(z)= f(2)¥(2), (7.32)
_ B+ —n)y
f(z) =exp [ oy 1 , (7.33)
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obtemos uma equacdo do tipo Schroédinger para 9,
d2
(2n — 1)@ + [w? = V(2)]¥(z) = 0, (7.34)

na qual V(z) é o potencial efetivo para perturbagdes escalares.

Podemos afirmar que a soluc3o estatica de fundo é instavel em nossa aproximac3o linear
se a equacido (7.31) tiver uma solugdo que cresce com o tempo e satisfazendo certas condi¢cdes
de fronteira fisicamente relevantes. Isso acontece quando o problema correspondente de valor
de contorno para a equagdo (7.34) tem solugdes com w? < 0 ja que, neste caso, existem

solucdes fisicamente significativas para a equacdo (7.31) crescendo como e“!t.

O problema exato de valor de contorno para a equagdo (7.34) ndo pode ser representado
sem invocar solucdes de fundo especificas. No entanto, uma observacio geral pode ser feita

imediatamente.
De fato, se n < 1/2, a equagdo (7.34) pode ser reescrita da seguinte forma:

2y Q2+ W(2)
dz? 1—2n

Y(z) =0, (7.35)

em que Q2 = —w?. Esta é uma forma usual da equacdo de Schrédinger para o "nivel de energia”
Q%/(1 — 2n) com o potencial W(z) = —V/(1 — 2n). Dependendo da forma particular de
V e das condigdes de contorno, o problema correspondente de valor de contorno tem um
certo espectro de autovalores, e na maioria das situa¢des (em uma analogia com a quantica
mecanica, se —V n3o formar paredes potenciais em ambas as extremidades do intervalo de
z) ha um espectro continuo (2 > K = constante. Mesmo que haja apenas um espectro
discreto, na maioria dos casos ndo é limitado por cima. Mas tudo isso significa que w? n3o
esta limitado por baixo, portanto o sistema de fundo é catastroficamente instavel e decai,
na aproximacdo linear, infinitamente, o que significa que as perturba¢des se tornam muito

rapidamente grandes e devem ser consideradas em um modo n3o linear.

Se isso realmente acontece ou n3o, deve ser verificado para solucdes especificas e
condicdes de contorno relevantes para d¢ e 1. No entanto, podemos concluir que solu¢des

com n < 1/2 s3o genericamente instaveis.
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Em paralelo, podemos fazer uma breve analise através da velocidade do som, usado
em muitos trabalhos em k-esséncia [11, 61]. Como foi apresentado nas se¢des anteriores, a

express3o da velocidade do som para k-esséncia é dada por

F
2 X
= 7.36
¢ Fx +2XFxx ( )
ou, em nosso modelo,
1
2
2= 7.37
“ T on—1 (7.37)

Podemos ver na expressdo (7.37) que c; é imaginario para n < 1/2 e superluminal por

1/2 < n < 1, de acordo com o que foi mostrado antes.
7.1.2 Duas solucoes especiais e suas instabilidades

Solucédo especial : n =1, A=0

A primeira solugdo exata, apresentada na segdo (6.57), corresponde ao caso n = 1/3,
A = 0. E convenientemente escrita em termos da chamada coordenada quasiglobal u = z

definida pela condi¢do a(z) 4+ y(z) = 0. A métrica tem o forma

B(z) k*z 1
ds® = dt* — dr® — ——dQ?
s k’z B(z) T k™
1
B(z) = By — 5]{:23:4, (7.38)

na qual By e k sdo constantes de integracdo. O campo escalar ¢ é determinado pela relacio

d B 1
d(:f = ¢o (m‘f — 2k2>, $o = constante. (7.39)
Se By < 0, a fungdo métrica A(z) = g = —g*® < 0, e estamos lidando com um

caso especial de um modelo cosmolégico de Kantowski-Sachs. Portanto, em nosso estudo de
estabilidade, colocamos By > 0; nesse caso, a métrica é estaticaem 0 < = < x5, = (2B8,)*/k
e em £ = x é um horizonte de Killing além do qual existe uma regido cosmolégica. Em
z = 0, em que 72 = —ggy = 00 (entdo pode ser chamado de infinito espacial), existe uma

singularidade em que tanto ¢ quanto o escalar de Kretschmann R,, - R**° s&o infinitos. O
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diagrama de Carter-Penrose (fig. 5.1) para este espago-tempo parece o mesmo que para a
métrica de de Sitter, embora aqui uma regido T n&o estatica corresponda a raios 7(z) < r(z4),
como acontece com os buracos negros. Portanto, concluiu-se [23] que esta solu¢do descreve

um buraco negro em um espaco-tempo assintoticamente singular.

A equagdo de perturbagdo (7.31) paran =1/3, a+v =0e A = 0 é dada por

—3e 15§ — 6¢" + 2(36' +7')5¢ — 3];(32 e #Hiax35p =0, (7.40)

na qual, de acordo com (7.1.2) e (7.39), devemos substituir

B(z)

e =¢e %= o e?f = g (7.41)
os termos da métrica, e
1/3 0
XY 13agE (7.42)

a funcdo de k-esséncia.

Mais adiante, consideramos um modo de Fourier, 6¢ = ¥(z)e™* para obter uma
equacdo tipo Schrodinger para este modo, removendo o fator e™* antes de ¢ = —w2d¢

passando para a coordenada “tartaruga” z, de tal forma que

dz
— = =" 7.43
que resulta em
., — 2(36; +27.)¥, — 3w + F;B(z)¥ = 0, (7.44)

em que o subscrito z significa d/dz e F; > 0 é uma constante cujo valor particular & irrelevante.

Por fim, nos livramos do termo com ¥, substituindo

T(z) = e¥P727y(2), (7.45)
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e com as fungdes (7.41-7.42) obtemos a equagdo

¢zz - [3&)2 + V(Z)]’lp = 0,

582 31B, 3z
— _FB 0 - = 4
v(z) 1B+ gt T ae 16 (7.46)

Com esta equagdo tipo Schrodinger, podemos representar um problema de valor de
2

contorno em que o papel de um nivel de energia é desempenhado pela quantidade E = —3w*.

Isso significa que se o espectro de E nio for restrito por cima, entdo w? n3o esta restrito por
baixo, e o que leva a um possivel crescimento de perturbacdes com incrementos arbitrariamente

grandes.

Para descobrir se é realmente assim, vamos olhar para o comportamento do potencial

nos extremos do intervalo de z e formular as condi¢des de contorno para .

A coordenada z varia de x = 0, a singularidade, a * = z,, o horizonte, em que z é

raiz de B(z). E facil descobrir que = 0 corresponde a um z, e podemos assumir que z = 0,

e entdo
5B 1
zxz® quando z — 0, V(z)=~ 4k;4:::4 ox . (7.47)
Por outro lado, perto de £ = zy,
8B
z x —In(z, — ) — o0, V(z) — —k—zo. (7.48)

Assim, z € R,, e V(z) estd mudando suavemente de uma "parede” infinitamente alta em

z = 0 para uma constante negativa como 2 — 0.

E quanto as condicdes de contorno para ¥? Vamos exigir que d¢ nos limites ndo cresca
mais rapido do que ¢ em si, o que, de acordo com (7.39), significa que d¢ pode crescer como
272 perto de £ = 0 e deve ser finito como £ — z5,. Levando em conta as substituices (7.43)

e (7.45), concluimos que 1 é permitido crescer em ambos os limites ndo mais rapido do que

1/4

Y ~ e quando z — 00, Y~ 2z /* quando z — 0. (7.49)

Vemos que estes requisitos sio muito mais suaves do que poderiam ser impostos a uma

funcdo de onda quantica mecanica, portanto o espectro de F = —3w? n3o é manifestamente

7.1 Estudo da Estabilidade em Teoria de k-esséncia

84



restrito acima (na verdade, um espectro continuo deve comecar com —8B;/k? e estender-
se até +00). Portanto, w? pode tomar valores negativos arbitrariamente grandes em valor

absoluto, e assim nossa configuracdo estatica é catastroficamente instavel.

Special solution 1l: n = 1, A >0

Como visto na secdo (6.58), esta solugdo foi obtida considerando a condi¢do de coor-

denada harmdnica [20]
a=20+1, (7.50)
Entdo, a equagdo (7.16) leva a
!

ne2(1—n)a¢12n—1 — 0’ (751)

que, para n = 1/2, implica e* = a = constante. Em seguida, denotando A = 3/b% e

escolhendo a escala de comprimento para que a = b2, obtemos das equacdes de Einstein a

métrica
9 b2 cosh? b
ds? = ————dt® — bidu? — ot 042, (7.52)
cosh™ bu 3
VX = e?¢'| = 2 A— 2 _ e (1 + 2tanh? bu), (7.53)
F, b2 cosh? bu Fob?

a expressdo para a derivada primeira do campo escalar

4 2
¢ = iFobz <3u % tanh bu) + ¢o, (7.54)

e, por consequéncia, o campo escalar, com ¢, = constante. Em termos da coordenada
quasiglobal £ = 3btanh bu, reescrevemos a métrica
(9b? — z2)? 9b* ) 3b*

dt® —

2 _ _ _
45" = g o — o2 " op g

dQ?, (7.55)
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a partir do qual existem dois horizontes de segunda ordem (degenerados) em z = +3b. O

campo escalar ¢ em todo o intervalo de z, £ € R, é encontrado como

4 9b

T + 3b
7.56
22 e (7.56)
e é singular nos horizontes £ = £3b, enquanto X = A¢" é infinito apenas como z 400 e é

finito nos horizontes.

Considerando a estabilidade da regido estatica e aplicando as equacdes de perturbacédo
a0 Nosso caso, notamos que em (7.52) ou (7.55) temos 28+ = 21n b = constante, portanto,

28" + ' =0, e agora, a equagdo (7.31) toma a seguinte forma

5¢ = h(uw)dg, (7.57)
na qual
B(w) = — 2 (14 2tanh®bu) > 0 (7.58)
~ b*cosh?bu '

A equagdo (7.57) é resolvida explicitamente. Sua primeira integral nos da
6¢% = 6¢°h(u) + Cy(u), Ci(u) arbitrario. (7.59)

Vamos colocar Ci(u) = 0 e suponha que h(u) > 0 pelo menos em algum intervalo de w. Nés

entdo obtemos

So(t, u) = etVrWTC) o (y) arbitrario. (7.60)

Evidentemente, na solucdo com o sinal de mais, §¢ cresce com o tempo. Por outro
lado, a arbitrariedade de Cy(u) torna possivel satisfazer quaisquer condi¢des de contorno do
formato d¢ < g(u) onde g(u) é especificado em cada fronteira a partir de alguns requisitos

fisicos, como energia de perturbacdo finita, etc.

Concluimos que uma solucdo de fundo para as equacées de k-esséncia comn = 1/2 é

instavel se a fungdo h(u) for positiva em algum intervalo da coordenada u.

Isso obviamente se aplica & nossa solu¢do, uma vez que a fungdo (7.58) é positiva em

todo u, ou seja, em toda a regido estatica. Significa que nossa solucdo estatica é instavel.
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7.2 Estudo da Estabilidade na gravidade de
Rastall

7.2.1 Equacoes basicas

A equacdes basicas na gravidade de Rastall ja apresentadas e comentadas nas secées
anteriores, com diferentes parametrizacdes, dependendo de cada caso. Nesta secdo, vamos

recuperar tais equacdes para facilitar a leitura e compreens3o.

As equacdes de campo da teoria de Rastall, onde a Gnica fonte de gravidade é um

campo escalar ¢ com um potencial de auto-interagdo arbitrario V(¢), podem ser escritas na

forma
1 2—a .
R, — §9uyR = €{¢;u¢;v - 29W¢'p¢;p}+(3 - 2a)ng(¢), (7.61)
O¢ + (a — 1)% = —€(3 — 2a)V,, (7.62)

em que a é o parametro livre da teoria de Rastall, e as equacdes da relatividade geral sdo

restauradas no caso a = 1. O pardmetro de Rastall a esta relacionado ao outro pardmetro

" 3IN—2
frequentemente utilizado A por a = 1 Deve-se adotar € = +1 para um campo escalar
candnico e € = —1 para um fantasma.

As equacdes (7.61) podem ser reescritas na seguinte forma

R, = €{¢;M¢;V + 1;a9uV¢;p¢;p}_(3 —2a)9,..V(9), (7.63)

Vamos discutir a estabilidade linear das solugdes estaticas e esfericamente simétricas
da teoria sob perturbacdes esfericamente simétricas. Assim, consideramos a métrica geral

esfericamente simétrica.

ds? = e¥7dt* — e**du’® — e*PdQ?, (7.64)

em que a, B, v sdo funcdes de u e t, e dQ22 é o elemento de linha em uma esfera unitaria.

Também assumimos que ¢ = ¢(u, t).
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Supondo que nosso sistema perturbado se desvie apenas ligeiramente de uma solucdo
estatica de fundo, vamos escrever as equacdes de campo, negligenciando todos os termos n&o

lineares em relacdo as derivadas em relacdo ao tempo:

TG 4 28) " (f ol +26) - =~ (1-a)¢” - (3~ 20) €V, (7.65)

_ ez(aﬂ)d +’)’H + 2/8” . a’(’y' + 2,61) +'7/2 + 2,612 — _%(3 . a)¢/2 _ (3 _ 2a) e2aV’
(7.66)

— e MNB LB+ By — o +28) — XP) = —5(1 —a)¢? — (3 —2a)e**V, (7.67)
B+ (B 78— Ba=—-9, (7.68)

ad” +[v — ad’ +28')¢' — eX* V¢ = (3 — 2a) >V, (7.69)

nas quais () representa 8/0t e (') significa 8/0u, o subscrito ¢ significa d/d¢. Para o fundo

estatico, temos as equagdes

Y4 — o +28) = —S(1 - a)¢” — W, (7.70)

7' 428" — o' (7 +28) + 9% + 287 = —%(3 —a)¢? — e**W, (7.71)
B'+ B¢ — o +26)— &P = —%(1 —a)¢”® — W, (7.72)
ad" + [y — ad' +28'¢' = ee**Wy, (7.73)

em que W =W (¢) = (3 — 2a)V(¢). Supondo que, com algum pequeno pardmetro &,
¢(u,t) = (u) +d¢(u,t),  dp~e <1,

e, de forma semelhante para todas as outras varidveis, podemos escrever as equacdes de

perturbagdo na ordem linear O(e):

— @M(Fa 4+ 26B8) + 07" + 89 (v — o +28) + (69 — do’ + 268")
= —¢(1 —a)¢'d¢' — e®*(26aW + Wybg), (7.74)

— XG4+ 69" + 268" — 8o/ (' + 28') — o/ (67 + 208" + 26y + 4868’
= —€(3—a)¢'8¢' — e*(20aW + Wyé¢), (7.75)
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— X B+ 68" + 6B (Y — o +2B') + B(6Y — da’ +25B") — 2e** P)(5a — B)
= —¢(1l —a)¢'d¢' — e**(26aW + Wyd¢), (7.76)

68+ (B'— )08 — Boa = —_¢'54, (7.77)
— 2§+ ad¢” + [¥ — ad + 2B')0¢' + [69' — ada’ + 268']¢’

=€ 620‘(2(5an5 + W¢¢(5¢). (7.78)

Essas equagdes sdo escritas na forma mais geral e contém dois tipos de arbitrariedade: a
escolha da coordenada radial u na métrica estatica de fundo e o calibre de perturbacdo que

fixa o referencial no espaco-tempo perturbado.

7.2.2 Equacao mestre e uma discrepancia

Assim como na Relatividade Geral, este sistema possui apenas um grau de liberdade
dindmico conectado com a perturbacdo escalar d¢. Consequentemente, as equacbes de per-
turbacdo podem ser usadas para excluir as perturbacdes métricas e obter um dnica “equacdo
mestre” para d¢. Isso pode ser alcancado de forma mais conveniente usando o calibre § 8 = 0.

As equacdes de perturbacdo tornam-se
. ez(a—fy)éd 4 5’)/” 4+ 57/(27/ —a 4+ 2131) - ’)"50(’
= —¢(l —a)¢'d¢' — e**(2Wéa + Wydg), (7.79)

— MG + 59" — S/ (v +2B') — (' — 2969
= —€(3—a)¢'dp' — e**(2Wéa + Wyd¢), (7.80)

B(67 —6a') — 2e¥* Plia = —e(1 — a)¢'6¢’ — e>*(2Wda + W4d9), (7.81)
— Bléa = —¢'49, (7.82)

ad¢” + [y — acd’ +26'16¢' + [0y — add']¢’ — 2> §¢
= ee®*(2Wyba + Wysd¢). (7.83)
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A equagdo (7.82) é facilmente integrada em ¢ levando a
da = n(u)dg + &(u), (7.84)

em que £(u) é uma fungdo arbitraria correspondente a possiveis perturba¢des estaticas en-

quanto n(u) é definida como
n=ed'/(2F). (7.85)
Por outro lado, a diferenca entre o (7.79) e o (7.80) nos da
5y =ndé¢p’ —n'd¢. (7.86)

Ignorando as perturbagdes estaticas, isto é, colocando £(u) = 0, uma substituicdo de (7.84)

e (7.86) em (7.83) leva a equagdo mestre final

— 2@ M5p + ade” + [2,6’ +9 —ad +n(l - a)¢'] 5¢'

+ |: . (1 + a)nld)l o €e2a (277W¢ -+ W¢¢>:| 6¢ = O, (787)

cuja analise para solucdes particulares das equacdes de fundo deve levar a conclusdes definitivas

sobre sua estabilidade ou instabilidade.

No entanto, §' pode ser alternativamente calculada a partir de (7.81), o que da
26'67 = ead'6¢ + €% [2( e 2 _ W)ba — W¢6¢}. (7.88)
Comparando (7.86) e (7.88) e usando as equa¢des de fundo, obtemos a relagdo

(1- )68 = (1 - a)[¢" — o'¢' +9°]64. (7:89)

O célculo é mais convenientemente realizado usando a coordenada radial harménica, de
modo que a = 28 +7. E possivel ver, imediatamente, que em a = 1, ou seja, em relatividade

geral, essa equacdo passa a ser uma identidade, confirmando que o estudo de estabilidade em
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relatividade geral permanece consistente. No entanto, com a # 1, na teoria de Rastall, a

equacgdo (7.89) n3o é trivial e sua integracdo em wu resulta em

6¢ = F(t)¢'e> 2, Q)= [n(w)¢(u)du, (7.90)

onde F'(t) é uma fungdo arbitraria de tempo, que sé deve ser pequena, isto &, O(e).

Agora, podemos substituir (7.90) na equagdo mestre (7.87) e observar a separacdo

usual de varidveis: a quantidade F'/F' sera igual a uma certa combinagdo de fun¢des fazem

parte da solucio de fundo, portanto, essa combinacdo é igual a alguma constante de separacio.

Tal condicdo, em geral, ndo é satisfeita pela solucdo de fundo, o que torna todo o estudo de

estabilidade inconsistente.

Confirmaremos esta observacdo usando duas solucdes de fundo conhecidas da teoria de
Rastall como exemplos. Usando um deles, demonstraremos que recorrer a um £(u) diferente

de zero em (7.84) n&o resolve o problema de consisténcia.

7.2.3 Solucoes especiais
Casol: a=-1,V =0

Neste caso, a solucdo foi obtida usando a coordenada radial quasi-global de modo que

a = —7, e a equacido de fundo sdo
Y+ 2Y(Y + B) = —€9”, (7.91)
7'+ 26" +27'(y' + B) + 287 = —2¢¢”, (7.92)
B'+26' (v +B) — e M7 = —eg?, (7.93)

—¢"+28¢' = 0. (7.94)
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As solucdes de fundo sdo possiveis apenas para € = —1 e sio fornecidas por

ds? = A(z)dt? — j(“’:) - ,/222 df, (7.95)
A(z) = K/z — (C/V/6) 2%, (7.96)
¢ =1/3/21nz + o, (7.97)

em que ¢y, C e K sdo constantes de integracdo. Note que, estamos agora denotando as

coordenadas radiais por . A métrica tem as mesmas propriedades do caso da k-esséncia

\/EK 1/4
C

estudado em [23], com um horizonte em z :< e um infinito espacial singular

z — 00. Ao contrario de [23], no entanto, o campo escalar é aqui definido como estendendo-

se de menos infinito a mais infinito.

A equagdo mestre (7.87) agora se reduz a
—4y5 " 2 /
e Top+ 09" + 55(]5 =0. (7.98)

Duas expressdes diferentes para dvy’, obtidas conforme descrito acima, s3o

6y =+/3/28¢/, (7.99)
que resulta da equagdo (7.86), e
6y = —1/3/20¢' — /6e*%5¢, (7.100)

que tem origem da equagdo (7.88). Substituindo a solugdo de fundo, somos capazes de integrar

a altima igualdade em z, obtendo
8¢ = F(t)y(z),  9(z) = (K - (C/v6)*) /2, (7.101)

Substituindo (7.101) por (7.98) e separando as variaveis, obtemos

F’. " 2
5= 'fb + m’zb/i = constante. (7.102)

E facil verificar que a expressdo de 9(z), dada por (7.101), ndo satisfaz a Gltima equagio.
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Caso Il: a =0, V = A = constante

Estamos usando aqui a coordenada radial harménica, de modo que @ = 28 + 7. As

equacdes de fundo sio

V' = —§¢’2 — 3e*A, (7.103)

v+ 28" — o 442+ 287 = —26(}5/2 — 3e?¥A, (7.104)
B — ) = g2 —geten, (7.105)

o'¢l = 0. (7.106)

A altima equacdo implica o = constante, que pode ser redimensionada para o = 0 por uma

redefinicdo trivial da coordenada radial. A solugdo tem a forma

ob* h2b
o W g SR
cosh™® bu 3b2

4
f— b6 —— =—1, b=+A. 7.108
¢ cosh? bu ¢ ( )

A equagdo (7.83) para perturbagdes do campo escalar agora torna-se

ds dQ?, (7.107)

e 2156 — ¢'6y' = 0. (7.109)

Novamente, temos duas expressdes alternativas para §y' sdo (7.86) e (7.88). De acordo

com (7.88), apds usar a solugdo de fundo, temos

oy = §¢'5¢. (7.110)

Comparando a equagdo (7.86) e agora com (7.110), obtemos

3
né¢ — n'éep = §¢'6¢. (7.111)
Podemos integrar esta equacdo, encontrando o comportamento espacial de §¢:

S F(t)fgl e %P, F(t) = fun¢do arbitraria. (7.112)
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Substituindo-o na equagdo mestre (8.19) com ' dado por (7.110), chegamos a

2F
37~ ¢'* e™*f = constante. (7.113)

Esta altima igualdade n&o se aplica a nossa solugdo de fundo.

Podemos perguntar se podemos reparar este problema considerando a “constante de
integracdo” £(u) que aparece em (7.84). Entdo as duas expressdes anteriores para §y' tornam-

se
By = 0§ — 159~ € = §5¢ — 3P (7.114)

Essa relacdo é integrada dando

5= ne PP+ Hw),  H(w) = ff(f'—:w's)du, (7.115)

em que H(u) é na verdade uma fungdo arbitraria de u devido a arbitrariedade de . Inserindo

este d¢ na equacdo mestre, obtemos
. 3
F— §¢'2 e *[F(t) + H(u)] —68%eP¢ = 0. (7.116)

Diferenciando (7.116) em relagdo a u, obtemos uma relagdo entre fun¢des de u, que nos
possibilita calcular £(u) em termos das funcdes de fundo, como também que F' = constante.
Como era de se esperar, a suposi¢do de £(u) # 0 leva a uma perturbagdo puramente estatica
do fundo e perturbacdes dependentes do tempo acabam sendo impossiveis. Assim, recorrer a
&(u) s6 produz uma perturbagdo estatica, mas n3o resolve o problema de consisténcia para

perturbacbes dependentes do tempo.
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Classificacao de novas

solucoes dilatonicas

A teoria do de Einstein-Maxwell-dilaton tem suas origens no chamado esquema de
compactificagdo de Kaluza-Klein [74, 75]. Até entdo, os campos eletromagnéticos e gravitaci-
onais eram considerados os componentes de um campo gravitacional de cinco dimensées. A
invariancia de calibre quadridimensional surgiu como consequéncia da invaridncia da teoria de
cinco dimensdes sob transformacdes de coordenadas. A quinta dimensdo deve ser compactada
e com raio de compactificacdo muito pequeno. Quando a teoria da gravidade de cinco dimen-
sGes tem uma dimens3do espacial compactificada em um toro, a teoria resultante é a gravidade
de Einstein em quatro dimensdes acoplada a uma teoria de calibre U(1) e a um @nico campo
escalar sem massa. Em outras palavras, surge a teoria de eletromagnetismo de Maxwell na-
turalmente de uma teoria dimensional superior. O campo escalar extra é denominado dilaton

[69].

Neste capitulo, vamos apresentar uma série de possiveis solucées dilatdnicas, em uma
configuragdo estatica e esfericamente simétrica. Clement etal. [42] também encontraram um
conjunto de novas solucbes dilatdnicas de buracos negros, a diferenca aqui é que além de
buracos negros, foi possivel encontrar buracos de minhoca e, até mesmo, singularidades. A

analise feita neste capitulo € inicial, porém, bem numerosa e bastante promissora.

8.1 Relacoes basicas

Consideremos uma a¢do com um dnico campo escalar com uma interacdo do tipo

dilaton entre os campo escalar e eletromagnético:

5= 1els7r / V-gd'z [R +269%°padp — 2V(4) — S($)Fu F* |, (8.1)

em que € = 1 para um campo escalar normal com energia cinética positiva e € = —1 para
um campo fantasma; a funcdo S(¢) > 0, caracterizando a interacdo escalar-eletromagnética,

é arbitraria.
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As equacdes de campo s3o

4eVHV ¢ + NSy F,, F* = 0, (8.2)
V. (S(¢)F*) =0, (8.3)
R, - 1R= T, (8.4)

em que Sy = dS/d¢ e T}, & o tensor energia-momento:

T = T[] + T[F), (8.5)
T, (9] = e[2¢u.¢” — 6,0%¢a] + 6,V (9), (8.6)
TY[F] = S(4)| — 2FuaF"* + 36, Fop 7). (8.7)

Também usaremos a forma alternativa das equa¢des de Einstein (8.4)
v o__ v 1gv
R, =T, — 36T, (8.8)
na qual T' = T} € o trago do tensor energia-momento.
A métrica estatica e esfericamente simétrica geral pode ser escrita na forma
ds® = e¥dt? — e**du’® — % dQ?, (8.9)

em que v, a e B sdo fungbes da coordenada radial u. Resta uma liberdade de escolha da

coordenada u. Também usaremos a notagdo 7(u) = €°.

O campo eletromagnético mais geral compativel com simetria esférica, mesmo que a

métrica seja dependente do tempo, é descrito pelo quadripotencial [36]
A, =6y Ag + 83gm cosb + 8,2, (8.10)

na qual g,, é a carga magnética e ® uma fungdo arbitraria. Da equagdo (8.3) obtemos

S(¢)e* "R = g, (8.11)
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em que g. é uma carga elétrica. Portanto, temos
FoF* =2e (—g2/S* + ¢2,). (8.12)
Para o tensor energia-momento, temos
T} [¢] = ee **¢” diag(1, —1, 1, 1)+ 8.V, (8.13)

T,[F] = e *Q(¢)diag(1, 1, -1, —1). (8.14)

nas quais @ = Q(¢) = ¢Z/5(¢) + ¢,,.5(¢)-

Preservando apenas os termos lineares com respeito as derivadas temporais, podemos

escrever todos as componentes n3o zero do tensor de Ricci

Ry = e ®(a+2B) — e **[y" +7/'(+' — o + 28], (8.15)
Ri=ePa— e[ +28"+9%+28% - o' (v + 28, (8.16)
Ry=Ri=eP+e?p— e[ +B(Y o +26), (8.17)

Roy = 2[6'+ BB — af' — B, (8.18)

em que pontos e linhas denotam 8/8t e 8/8u, respectivamente.

Consideremos solucdes estaticas assumindo V(¢) = 0 e a fungdo de acoplamento

dilaténico S(¢) = €***, em que A é uma constante.

Agora, estamos habilitados a escrever as equacdes de campo

2e[¢" + ¢'(v' + 28" — )] = e Qy, (8.19)
Y'Y 28 - o) = €7Q, (8.20)

— T4 B By + 26 — o) = —e7Q, (8:21)
— @ 4 %+ 28y =e¢” — ¥Q, (8.22)

em que o subscrito ¢ denota 8/8¢, supondo que

Q=q’e 1 g2 e (8.23)
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8.2 Solucoes com campo elétrico

Vamos usar a coordenada radial harménica u [36], de modo que
a(u) = 28(u) + v(u). (8.24)

Isso simplifica substancialmente as equag¢des. Em particular, uma soma de (8.20) e (8.21) tem

a forma da equacio de Liouville 8" 4+ 4" = €?’*27, cuja integracdo da

k~lsinhku, k>0
e P =s(k,u) :={ u, k=0 (8.25)
k~lsinku, k<O.

Na relagdo acima, £ € R é uma constante de integracdo. Outra constante de integracdo é
excluida escolhendo o ponto zero de u, de forma que, sem perda de generalidade, a coordenada
u € definida em todo intervalo u > 0 para k > 0 e no intervalo 0 < u < 7/|k| para k < 0. A

métrica assume a forma geral

ds® = e 2dt? —

e [ du?

(%, u) | 52k, ) +dQ2 ], (8.26)

de modo que y(u) permanece sendo a Gnica fun¢do métrica ainda desconhecida.

A equagdo do campo escalar (8.19) e Eq.(8.20) assumem a forma

9" = ere®(—gle PP + g2, e¥?), (8.27)

7' = €(g e + g7, M), (8.28)

que podem ser reescritas como

"= g% (1+eX?) e +¢2(1 — eX?)e™, (8.29)
n' =g (1 —eX®)e® 4+ g2(1 + e)?) ™, (8.30)

em que
E:=74+2, n:i=7- Ao (8.31)
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As equag¢des (8.29) e (8.30) sdo desacopladas se houver apenas uma das duas cargas

ge € g Oou com ambas as cargas no caso em que € = 1, A2 = 1.

Vamos considerar aqui o caso ¢. = g # 0,¢,, = 0. Ent&o, as equa¢des (8.29) e (8.30)

levam a
¢" = —eAg? e, (8.32)
n" = ¢*(1+ eX?) e, (8.33)

Essas equagdes podem ser resolvidas analiticamente, em particular, a equagdo (8.33) tem a

primeira integral
n'? = *(1 4+ eX?)e* + H, H = constante. (8.34)

As solucdes resultantes sio diferentes dependendo de € e A

(A) 1+€X? > 0, assim, a equacgdo (8.33) & novamente uma equagio de Liouville tendo,

semelhante a (8.25), a solugdo

e " =1/q¢*(1 +eX?) s(h,u+ uy), (8.35)

com a mesma defini¢do de (8.25)

h~lsinh[h(u + )], h >0
s(hyu—+ur) == u+u, h=0 (8.36)
h~'sin[h(u + ui)], k<O,

em que h e u; sdo constantes de integracdo. A constante de integra¢do u; agora é
preservada porque o ponto zero de u ja foi escolhido acima. Em (8.34) devemos colocar

H = h?signh. Desde agora ¢" = —eAn” /(1 + €)?), obtemos

EAN

¢(u) = ¢o + Cu — (S YL

(8.37)
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na qual C e ¢y sdo constantes de integracdo, na qual podemos assumir ¢y = 0 sem
perda de generalidade, ja que alterar ¢, é equivalente a multiplicar ¢ por uma constante

positiva. Entdo, y(u) é dado por

Ui

(8.38)

(B) e =—1,1— X2 <0, logo, a equacdo (8.33) tem a solucdo

—— /7(12()\2 .y cosh[h(: + ul)]’ (8.39)

enquanto as expressdes (8.37) e (8.38) para ¢ e y permanecem validas. Em (8.34), agora

temos H = h?, h > 0.

(C) e = —1, A2 = 1. E um caso especial em que " = 0. Dessa forma, como antes,

excluindo a constante de integracdo sem importancia, podemos escrever
n = mu, n; — constante. (8.40)

As expressdes para ¢ e y vao depender se a constante 7; é zero ou n3o. Especificamente,

se M1 # 0, entdo

A 2
¢ = o+ Cu+ ok e,
4ny

2
¥ = Ao + (M + AC)u + 4’1772 e (8.41)
1
em que C e ¢y sdo constantes. Se 1, = 0, obtemos

¢ = ¢o + Cu + 1Ag%u%, v = Ao (8.42)

O dltimo passo para obter as solugdes é substituir os resultados anteriores na primeira
integral (8.22). Dessa forma, verificamos se as solu¢des estdo corretas e excluimos uma
constante de integra¢do extra que apareceu porque as equacdes resolvidas eram de segunda

ordem. Assim, levando em conta o resultado (8.25), podemos colocar (8.22) na forma

k*signk =2 4+ e¢? — ¢® ™. (8.43)
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Nos casos (A) e (B) descritos acima, uma substitui¢do das fungBes relevantes para (8.43)

resulta em

’signk = ——— 2 2 44
k*sign k 1+s)\2+()\ +¢)C%, (8.44)
H = h®signh para (A), H = —h*® para (B). (8.45)
No caso (C), com A = +£1, obtemos
k*signk = n? +2XCn, if ;y #0, (8.46)
k=—l|g| if ;; =0. (8.47)

Todo o conjunto de solu¢des depende de uma constante de acoplamento de “entrada”
A e cinco constantes de integracdo significativas: ¢, u1,C, k, h, onde k é expresso em termos

de outras constantes de acordo com as relagdes (8.44) ou (8.46).

8.3 Classificacao

Nesta secdo vamos apresentar uma série de possiveis solucdes dilaténicas. Toda a
analise sera feita analisando o comportamento assintético dos coeficientes métricos e e e,
este ultimo estd associado com a coordenada radial 7. Os coeficientes métricos tender a 0
infinito e finito. Quanto ao tipo de geometria, em uma configura¢do estatica e esfericamente
simétrica, podemos obter singularidades atrativas e repulsivas, buracos negros e buracos de

minhocas.

Teremos uma singularidade central atrativa quando ¢ — 0 e e/ — 0. Uma singu-
laridade central repulsiva vai ocorrer quando €’ — oo e e# — 0. Quando e tende a zero

significa que a parte angular da métrica implode na regido singular.

Para buracos negros devemos ter €7 — 0 e e tende a um valor finito. Ha também os
buracos negros frios, que s3o buracos negro que se caracterizam por terem area do horizonte
de eventos infinita e temperatura Hawking igual a zero [27, 30, 31]. Nesse caso, temos €7 — 0
e €# — o0o. Note que, no caso de buracos negros, goy = € — 0 esta relacionado com um

horizonte de eventos.
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Ja, para buracos de minhoca, €” deve ser uma funcio deve ser finita e suave em toda
extensdo do espaco-tempo, enquanto ef deve tender ao infinito somente nas extremidades
do espaco-tempo, ou seja, temos uma garganta que conecta duas regies assintoticamente

planas.

8.3.1 Solucodes para ¢ = +1

Para campos escalares comuns (¢ = +1) todas as solu¢des sdo descritas pelo caso

acima (A). Sua descrigdo analitica depende dos sinais das constantes & e h.

Para comecar, em todos os casos o intervalo da coordenada u é, sem perda de genera-
lidade, 0 < U < Upay, ONde Una, pode ser finito ou infinito, assim como em todos os casos.
O raio r(u) = e 7/s(k,u) se comporta como 1/u no pequeno u, em que este 7 pode ser

usado como a coordenada radial convencional.

Agora vamos discutir o comportamento dos coeficientes métricos quando ©% — Ugay.

14. A > 0, kK > 0, Upmax = 00. Temos neste caso s(h,u + ui) ~ e, s(k,u) ~ e,

portanto, para grandes valores de u, temos

h
7R <)\C_1+)\2)u’

B
ﬂzlnr%(—k—AC#—lJr)\z)u, (8.48)

lembrando que <y e B estdo relacionados por
e P77 = s(k,u). (8.49)

Dependendo dos valores das constantes envolvidas, tanto 8 quanto v podem tender a 400,
—o00 ou um limite finito. No entanto, precisamos ser mais cuidadosos. De fato, y pode seguir
todas essas trés variantes de comportamento, mas B n3o pode crescer infinitamente em u,
pois isso significaria que tem um minimo em algum valor de u, o que corresponderia a uma
garganta de buraco de minhoca. Mas isso é impossivel, pois o sistema atual n3o viola condicdo

de energia nula [73].
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Assim, 7 = € pode tender para zero (que significa um centro singular da configurag3o)

ou para um limite finito. Esse altimo acontece se

k=XC —h/(1+)?), (8.50)

—ku

e entdo temos e ~ e ** — 0, que pode significar um possivel horizonte de eventos de um

buracos negro, a ser considerado abaixo.

Outro caso interessante é que v — constante quando u — 00. Isso acontece se
AC = h/(1+ A?), e neste caso 7 ~ e " — 0. Assim, temos um centro com valor finito
de g4. Esse centro é regular? A resposta é ndo, pois uma das condi¢des necessarias para um
centro regular é que, em termos da métrica (8.9), e 2*r”> — 1, que & o condicdo de planura
local e significa que a raz3o entre circunferéncia e raio deve ser igual a 27 para pequenos

circulos. No nosso caso 72272 ~ e?** — oo, entdo o centro é singular.

Concluimos que as solugcdes deste caso correspondem a singularidades centrais, ex-
ceto para possiveis solu¢des de buracos negros sob a condi¢do (8.50), algo que discutiremos

adiante.

2+a. h =0, k =,/C?(1 + A?) > 0. Nesse caso os coeficientes métricos sdo dados por

.y e)\C’u 1
e’ = (utw) 7, (8.51)

D 1
& = o (ut w) T

2k
eku _ e—ku ’

(8.52)

1
em que D = [\/qz(l + )\2)} "*  Novamente u € R,. Pode-se verificar usando (8.43) que

2>\Cuu72/(1+>\2) tende a

r = eP — 0 para grandes valores da coordenada u, enquanto €7 ~ e
zero, se AC < 0, ou ao infinito, se AC > 0. Em todos os casos, estamos lidando com uma
singularidade central que pode ser repulsiva, se € tende ao infinito, ou atrativa, se €” tende

a ZE€ro.

24+b. h=C = k = 0. Nesse caso, temos

1 1
e’ = B(u + uq) 1+1A2, (8.53)
5 (u + ul)ﬁ
e =D——. (8.54)

u
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Temos novamente que u € R, e para grandes valores de u

&7 ~ (u+ ug) V) 0,

ef = e /u~u N0 0, (8.55)
ou seja, temos uma singularidade central atrativa.

34+. h < 0. Temos trés subcasos:

3+a. k>0, k* = (1+ A%) — h?/(1 + A?), entdo

ACu

& = eD {sin[A(u + uy)]} T, (8.56)
1
2kD {sin[h(u + uy)|} 1+
B _
€ = erCu eku _ g—ku ’ (857)
3+b. k=0, (1+A)C? = h?,
ACu 1
e’ = D {sin[h(u + uq)]} +2, (8.58)
D {sin[h(u + u;)]} i
= o — . (8.59)
34+c. k<0, h?=(1+ A)k*+ (1 + A?)C?, temos
e)\C’u 1
e’ = D {sin[h(u + uq)]} +2, (8.60)
of kD {sin[h(u + uy)]}+** (8.61)

~ eMou sin(ku)
Neste caso, |h| > |k].

A forma analitica das solucées dos trés subcasos acima é diferente, mas seu comportamento
qualitativo € o mesmo: o intervalo de u termina em u = Uy, igual ao menor zero da funcio

sin[|h|(u + u1)], em que

e'y ~ (umaX — u)fl/(lJr)‘z)

— 00,
ef ~ e 0. (8.62)

8.3 Classificacio 104



Assim, temos uma singularidade central repulsiva do tipo Reissner-Nordstrom[49]. Para k > 0
tal comportamento é bastante 6bvio, mas também é observado para k < 0, pois de acordo
com (8.43) |h| > |k|, e, a partir de u = 0, a fung¢do sin[|h|(u + u1)] chega mais rapido a zero

do que sin |k|u.

8.3.2 Solucodes para ¢ = —1

Para campos escalares fantasmas (¢ = —1) as solugdes sdo descritas por todas as
classes (A), (B), (C), dependendo do valor de A. Como antes, sua descrigdo analitica depende

de os sinais das constantes k e h.

A analise pode ser realizada em completa analogia com os casos 14+ a 34+. Em todos
os casos (a menos que especificado de outra forma), assumimos que u = 0 corresponde a
infinidade espacial plana. Além disso, em todos os casos em que o final do intervalo u é
determinado pelo primeiro zero de sin |k|u, de modo que Uy = 7/|k|, temos uma solugdo
de buraco de minhoca semelhante a de anti-Fisher, u = 7/|k| sendo o segundo infinito
espacial. Esses s3o os casos 1-c, 2-, 3-a, 4-c, 5-c. Em outros casos, devemos observar
o comportamento das quantidades g0 = €** e 72 = €? para tirar conclusdes sobre as

propriedades das geometrias correspondentes.

1-. A >0, A% < 1, entdo, temos

2

Existem trés casos com diferentes expressdes analiticas:

1l-a. A2 < 1,h > 0,k > 0. Neste caso, os coeficientes métricos sio dados por

1
e)\C’u eh(u+u1) + efh(u+u1) T1oa2
¢'= "% - , (8.64)
5 E gh(utui) 4+ e—h(utu1) ﬁ 2%k 86
&= erCu 2h eku _ a—ku’ ( ) 5)
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1
em que D = [\/q2()\2 — 1)} *=1 A coordenada u € R,.. De forma bastante semelhante
ao caso 1+a, temos s(h,u +ul) ~ e" e s(k,u) ~ e**, portanto, para grandes valores
de u,

h
0~ hw gy (30 5

B B
,B:Inrw(—k—)\0+1_)\2>u. (8.66)

Devido a (8.63), em k > 0 e |A| < 1,temos

5 > 1> aC (8.67)

Portanto, em (8.66) temos v — —o0 quando u© — 00. Ao contrério disso, S pode tender

a um limite finito: isso acontece se

h

k=15

—AC. (8.68)
Substituindo a expressdo anterior em (8.63), obtemos uma relagdo entre C e h:
Ah =C(1 - )?). (8.69)

O caso (8.68), corresponde a uma solugdo de buraco negro.

1-b. A2 < 1,h > 0,k = 0. Para esse caso, temos

e?Cu eh(u+u1) + efh(u+u1) 7ﬁ
e’ = 5 { o7 } , (8.70)
. 1
D eh(u+u1) 4 e—h(u+u1) 122 1
B _ il
e’ = ewu{ % " (8.71)

- h
Como no caso anterior, u € R, 7 ~ —hu para grandes valores de u e y(u) ~ —T%

ou seja, € vai a zero quando u — 0. De acordo com (8.25), e/ = e™*/u — oo para

grandes valores de u.
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l-c. 22 <1,h >0,k < 0. De (8.63), temos h < (1 — A?)|C|. Entso,

ACu

D

e’ = {cosh[h(u + ul)]}fﬁ, (8.72)
o _ kD {coshlh(u + w)|}ioe

= 8.73
erCu sin(ku) ’ (873)

Neste caso, u € (0,7/|k|), a funcdo €7 & suave e finita neste intervalo, enquanto e ~

1/sin |k|u, trata-se de uma geometria de um buraco de minhoca.

2-. h =0, A < 1. De (8.63) temos que k = —/C?(1 — X2) < 0, a situacdo é qualitativa-

mente a mesma que no caso 1-c, uma geometria de buraco de minhoca.

3-. h <0, A2 < 1. De (8.63), temos novamente k < 0, e |k| > |h| e os coeficientes métricos

sdo dados por

" = £ {sinlh(u + )]} 7, (8.74)
o _ kD {sinh(u+w)} 679

Mo sin(ku) ’

Desta vez, ambas as fun¢des s(k,u) e s(h,u + u;) sdo fungBes senos usuais, de modo
que a geometria descrita pela métrica (8.26) depende de qual dessas fungdes é a primeira a

desaparecer a medida que u cresce de u = 0 até grandes valores.

No caso em que sin[|h|(u + u;)] > 0 em todo intervalo u € (0,7/|k|), temos um
finito €” em todo intervalo e dois infinitos espaciais nas extremidades, ou seja, um buraco
de minhoca. Se os zeros das fung¢Bes seno coincidem, entdo em u = 7/|k| temos e 7y — 00
com um 7 = €P finito, ou seja, uma singularidade repulsiva. Por altimo, se Um.x < 7/|k|, a
situacdo é semelhante a do caso 3+, isto &, uma singularidade central repulsiva tipo Reissner-

Nordstrom.

4-. ¢ = —1, A> =1, n=mnu, n = constante. No caso de ; # 0, as funcdes p(u) e y(u)

sdo dadas pela equacgdo (8.41). Adotando ¢g = 0 sem perda de generalidade, temos

q2

5 eimy 8.76
4n? (8:76)

Y(u) = (m + AC)u +
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enquanto, de (8.43), temos que
k*signk = n? + 2ACny, (8.77)

para que a k possa ter qualquer sinal.

4-a. Sen; #0, k>0, temos u € R, . Além disso, se 77; > 0, entdo

(m+AC)u+ <2 e2mu
41]2

e’ =¢e I (8.78)

2
7(771+>\C)u74q? e2Mu 2k
1

5 _

(8.79)
temos que v — o0 e B — 0 quando u — 00, ou seja, temos uma singularidade central

repulsiva.

Se n; < 0, entdo (8.77) implica que 7, +2AC < 0 e, inevitavelmente, temos 7; +AC < 0.
Portanto, (8.76) leva a v — —o0 para grandes valores de u, ou seja, ggo = €7 — 0.

Para f(u) temos, para grandes valores de u

B ~ —(m + AC)u — /1% + 22Cmyu, (8.80)

em que B — oo quando C # 0 ou C = 0. Em ambos os casos temos um buraco negro

frio.
4-b. Se n; #0, k =0, ou seja, n; = —2AC, temos novamente u € R, portanto,

2
7771”+4q 5 e
e’y = e U

(8.81)

,Llu,ig u
ef — [e R ]1. (8.82)

No caso em que 7, > 0, obtemos 7 — o0 e € ~ e~7/u — 0 para grandes valores w,

temos um centro repulsivo.

No caso em que 7; < 0, para u grande, obtemos ¥ ~ —ACu, entdo a geometria depende
do sinal de AC: Se A\C > 0, temos € — 0 e e? — 00, uma singularidade central
atrativa com raio esférico 7 infinito. Se AC < 0, temos € — 0o e e’ — 0, ou seja, um

centro repulsivo.
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Se C = 0, entdo <y tende a um limite finito para grandes valores de u enquanto
e ~ 1/u — 0, & a (nica solugdo com um centro regular. Esse & um resultado muito

interessante, que necessita uma analise mais criteriosa.
4-c. Sen #0, k <0, ointervalo de u é u € (0, 7/|k|), entdo,

2
(MmAAC)ut Ly &M
47]1

e’ =c¢e (8.83)
—(mrCu-fyem]
P = N : 8.84
© ¢ 1 sin ku (8.84)
A fungdo 7y(u) é regular neste intervalo e obtemos um buraco de minhoca.
4-d. Se n; =0, portanto, n(u) = 0, entdo
1o o
¢(u) =Cu+ Jqu e Y(u) = Ap(u). (8.85)
Em termos da métrica, temos
&7 = OutyNe’ (8.86)
1 k
B _ —ACu— A2q2u2:|
e’ = |e 2 - 8.87
[ sin ku (8.:87)
A equagdo de vinculo (8.43) agora fornece k = —|g|, portanto, como no subcaso 4—c,
obtemos uma solucdo de buraco de minhoca.
5-. e = —1, A2 > 1. Assim, temos
1
e)\Cu eh(u+u1) e—h(u+u1) 321
&7 = i , (8.88)
A 2h
1
A eh(u+u1) efh(quul) 221 1
ef — i - (8.89)
e\lu 2h s(k,u)

_1
em que a fungdo s(k,u) depende da constante k e A = { g?(A% — 1)}A2_l . A equacdo de
vinculo das constantes, agora, é dada por

2

A2 -1

k*signk = — + (A -1)C?* h>0, (8.90)

(8.91)
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5-a. k>0, entdo h < |C|(A* —1), C #£0.

1
ACu h(utu1) —h(utu1)) "xz_1
67 = eA {e ;rhe } , (8.92)
A h(u+u1) —h(u+tuy) ﬁ 2
ef = ¢ re __* (8.93)

Temos u € R, e a geometria depende do valor de AC. Se AC > 0, entdo para grandes

de u obtemos

h
AC— A2—1]u

e7 ~ e[ , (8.94)

h

x5

ef ~ e l_k]u. (8.95)

Nesse caso, €7 — oo e e — 0, temos um centro repulsivo.

Se A\C < 0, entdo € — 0 para grandes valores de u, enquanto e? pode tender a zero

ou infinito, sendo que ef é finito, mesmo para grandes valores u se
Ah = —C(\* — 1), (8.96)

que resulta em uma solugdo de buraco negro (verifique!).

5-b. £ =0, portanto A = |C|(A2 — 1), C # 0. Novamente u € R, e, para u grande,

obtemos

e ~ erCIClx (8.97)

fo (8.98)

Em AC > 0 obtemos €7 — 0o e €/ ~ e 7/u — 0, ou seja, temos um centro repulsivo.

Em AC < 0 obtemos, ao contrario, € — 0 e ef ~ e~ 7/u — oo, temos um buraco

negro.
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5—c. k < 0. Nesse caso, temos

ACu

) {cosh[h(u + u1)]} **-1, (8.99)

e’ =

o kA {cosh[h(u + uy)]}

= 1
erCu sin(ku) ’ (8.100)

Como em outros casos semelhantes, é uma solucdo de buraco de minhoca assintotica-

mente planoem u =0e u = 7/k.

8.4 Possiveis solucoes de buracos negros

Como vimos, a tnica escolha dos pardmetros capazes de levar a uma solucdo de buraco

negro é dada por (8.50). Por outro lado, a relagdo (8.43) agora pode ser escrita como
R — K2 (1 + 2+ C*(1+ A% =o. (8.101)

Substituindo k de (8.50), obtemos [C(1 + A?) + Ah]? = 0, de onde

Ah
C=——_. 8.102
1+ A2 (8.102)

Inserindo isso em (8.50), obtemos h = k e, digamos, h e C sdo expressos em termos de k.
Assumindo u; # 0, a solucdo adquire uma forma mais transparente apds uma transicdo para

a nova coordenada z de acordo com

—2ku

2k
e =12
T

= P(z), (8.103)

assumindo, além disso, que a unidade de tempo é escolhida de forma que € =1 em u = 0.

Entdo nds temos

1
sinh ku; = k , sinh[k(u + u,)] = L3 +p/x’
4, @ /P(z)

g1 := gV 1+ A2 D= \/m — k. (8.104)
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Como resultado, a métrica e o campo escalar assumem a forma

2 2y 742 2y 5.9 2 p) /(X 2
ds® = e*'dt* — e “"dz —m(1+$> dQ*,
P(z)
2y __
e’ = 2/ (8.105)
(1 +p/:1:)
1 1 T

E uma solucdo de buraco negro escrita em termos da coordenada quase-global z, em que,
adotamos a transforma¢do o + 7y = 0, em termos da métrica (8.9), variando a coordenada
z de 2k até o infinito, é assintoticamente plana em  — 00 e tem um horizonte simples em

Tz = 2k.

Vamos agora considerar solugdes com u; = 0 nas mesmas condi¢des (8.102) e k = h.
E novamente conveniente transformar a solucdo em uma coordenada quase-global z, que é

alcancada se colocarmos

okw T+ k- z
= = 1
z—k—z9 -2k’ (8.107)

em que escolhemos a constante de integracdo z, ser igual a k. Entdo obtemos a métrica

2
ds®> = e?dt? — e ?dz® — (q:7) 1727 dQ?,

2 2

—= _ 1-2
e? = ¢l 21N (¢ — 2k). (8.108)

Esta solugdo tem o mesmo intervalo de z quando (8.4) e possui um horizonte simples em

= 2k, mas ndo é assintoticamente plana.

8.4 Possiveis solu¢des de buracos negros
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Desvio da luz no limite de

campo forte

A lente gravitacional e o desvio da luz sdo previsdes da teoria da relatividade. Os
primeiros estudos abordando lentes gravitacionais no regime de campo forte surgiram com
Darwin [48] no espaco-tempo de Schwarzschild. No limite do campo forte, ou seja, préximo
da esfera de fétons de buraco negro, o tratamento matematico das lentes gravitacionais é

bastante problematico. Neste limite, Bozza obteve uma expressdo analitica para o angulo

de deflexdo de luz no limite de campo forte, isto &, muito préximo a esfera de fétons [17].

Posteriormente, Tsukamoto melhorou o resultado encontrado por Bozza [104]. A deflexdo
angular da luz no regime de campo forte também fora estudados em buracos de minhoca [82,

105].

Em [17], Bozza apresentou um formalismo para obter o angulo de deflexdo a(b), forma
analitica, de um raio de luz no limite de deflex3o forte b — b., em que b & o parametro de
impacto da luz e b. é o pardmetro de impacto critico quando o raio de luz gira em torno de
uma esfera de fétons, em um espaco-tempo estatico e esfericamente simétrico genérico. O

angulo de deflexdo no limite de deflexdo forte b — b, € expresso por

a(b) = —alog (: — 1> + b+ O[(b — b.)log(b — b.)]- (9.1)

[

As funcdes @ e b na express3o acima angulo de deflexdo no limite de deflexdo forte sao
valores fundamentais que caracterizam uma esfera de fétons ou uma regido gravitacional forte

de um espaco-tempo.

9.1 Apresentacao do método

Comecamos adotando uma métrica estatica e esfericamente simétrica

ds? = —A(z)dt* + B(z)dz® + C(z)(d8? + sin® 8d¢?) (9.2)
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Para a métrica acima, a Lagrangiana para o movimento geodésico é dada por

L= gu#"8 = _{~A@) + B@)# + C@)[@ +sined]}, (9:3)

que, no plano 8 = /2, se simplifica a

L= .88 = _[-A@)F + B@)# + O()¢?] (9.4)

O sobrescrito () significa d/dA. Os momentos associados a Lagrangiana sdo dados por

oL

Pu= ggn ~ 9w (9.5)
ou ainda,
oL .
— = — _ A2t 9.6
pe= " = —A) (06)
oL )
Dz = 9% B(fE)fE (9.7)
oL .
Py 99 (z)¢ (9.8)

O Hamiltoniano esta relacionado a Lagrangiana por uma transformac3o de Legendre:
H=p2*¥ - L=L (9.9)

que é igual a Lagrangiana. Isso ocorre porque a Lagrangiana (9.4) é “puramente cinética”, ou

seja, ndo ha contribuicdo de energia potencial. Portanto, H = £ e ambos sdo constantes.

Como consequéncia da natureza estatica e esfericamente simétrica da métrica, a La-
grangiana (9.4) ndo depende de t e ¢. Portanto, as componentes t e ¢ produzem duas

quantidades conservadas F e L:

d /0L oL oL
M@J_&_O% B (9:10)
dfoLy oL, . 0L _ . (9.11)
dx\ag) ot ¢

9.1 Apresentacdo do método
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Devido ao fato de a orbita esta confinada no plano equatorial 8 = 7/2, temos

E

t= ~A()’ (9.12)
. L
¢ = C@) (9.13)

em que E é a energia da particula e L € o momento angular orbital. Devido ao fato de que a

Lagrangiana é uma constante. Entdo, da equagdo (9.4), temos
—A(z)f? + B(z)$? + C(z)$? = 26 (9.14)

em que a constante = O para é6rbitas nulas ou d = 1 érbitas tipo-tempo por uma redefinicdo
do parametro afim (ou seja, agora o pardmetro afim é tempo préprio da particula) ao longo

da geodésica.

Visto que, estamos interessados no estudos das érbitas nulas, ou seja, 6rbitas compostas

por fétons, vamos adotar § = 0. Substituindo as expressdes (9.12) e (9.13), temos

, B? r?

~ A(z)B(z) B(z)C(z)’ (9:15)

T

em que A é o parametro afim. O potencial efetivo para o movimento do féton é dado por

V(z) = m, (9.16)

em que R(z) é dado por

_ C(=)
k(z) = Alz)b?

(9.17)

e b= E/L é parametro de impacto. O movimento do féton é permitido na regido V(z) > 0.

Assume-se que ha pelo menos uma solugdo positiva de D(z) = 0, em que

_C'(z) _ Az)

P@) = 2@ ~ 4

(9.18)

em que (') denota a diferenciagdo em relagdo a coordenada radial z. Chamamos a maior

solugdo positiva de D(z) = 0 o raio da esfera de fétons z,,.

9.1 Apresentacdo do método
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Fazendo na equagdo (9.15) a substituicdo £ = g—;%, obtemos
dz\> R(z)C
de)"_ R(@)Clz) (9.19)
d¢ B(z)

Em seu movimento, um féton se aproxima de um objeto gravitacional a partir do
infinito, & espalhado a uma distancia mais préxima £ = z e retorna para infinito. No caso
de espalhamento, a condicdo zo > z,, deve ser satisfeita. Observe que £ = ¢ € a maior raiz
positiva de R(z) = 0 e que B(z) e C(z) n3o divergem para £ > zo. Assim, V(z) se anula
em £ = z5. Como £ se anula em z = z,, a partir da equacdo (9.15), obtemos

A E2 1
D= ==, (9.20)
Co L*> 2
em que, o indice “0” indica as quantidades avaliadas em = zy. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que o parametro de impacto b é positivo desde que consideremos apenas

um raio de luz.

Assim podemos reescrever a equagdo (9.20)

AC
= -1 21
O parametro de impacto é definido
. Co
bz, = 1 —, 22
(zm) = lim A (9.22)

e indica ¢y — z,, ou b — b. no limite de deflexdo forte. O angulo de deflexdo da luz é

definido por
a(zo) = I(zo) — m, (9.23)
em que a funcio I(z,) é dado por

I(zo) = 2/ _dz
z0 R(z)C(z)
B(z)

(9.24)

9.1 Apresentacdo do método
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Introduzindo a transformacdo de coordenada

Zo

=1—-— 2
z ot (9.25)
I(zo) é dado, agora, por
1
I(zo) = 2 / (2, 7o) dz, (9.26)
0
em que a fungdo f(z,zo) € definida por
22:0
flz,m0) = 0 9.27
(2, 2o) Gz, 2 (9.27)
na qual a fungdo G(z,z) € dada por
C 4
G(z,z0) = RE(l —2) (9.28)

Visto que, a expansdo de uma fungdo F(r) qualquer em poténcias de z é dada por
1
F = Fy+ Fyroz + (2}7'5'7'3 + Fér(])zz + O(2%) (9.29)
1 1 Fé?"o To

1 2
RS R (_2F0Fgro + R — Fopg)z2 +0(%),  (9.30)

dessa forma, a expansdo de R(z) em séries de poténcia é

T C” AII Al T
o) =D+ [ (E - 5E) ¢ (1 ) pfet o sy

Usando as equagdes (9.29)-(9.31), obtemos a expansdo de G(z,z,) em poténcias de z da

seguinte forma

G(z,%0) = c1(T0)z + ca(z0) 22, (9.32)
em que
CoDyz
c1 (o) = °B° ‘ (9.33)
0

9.1 Apresentacdo do método
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Coz B zo (Cy Aj
Cg(a)o): ; O{DO[<DO_B(]>$O_3] +20<C'0_140>}’ (934)
0 0 0 0

respectivamente. No limite de campos fortes, £y — z,,, de D,, = 0, obtemos

Cpnz?
ci(zm) =0 e ca(zm) 2B, Dm (9.35)
em que
CII "
D = —m _ Lm .

- (0:36)

e, portanto, obtemos
Gm(2,Tm) = C2(Tm)2* + O(2%) (9.37)

Isso mostra que a divergéncia de f(z, ;) est4 associada a um fator 27! e que a integral I(z,)

diverge logaritmicamente no limite de deflexdo forte o — z,,.

Separamos a integral I(zo) em uma parte divergente Ip(zo) e uma parte regular Ig(zo).

Definimos a parte divergente Ip(zg) como

In(zo) = /01 folz,20)dz, (9.38)

em que fp(z,xq) é definida por

2z
fo(z,20) = < (9.39)
\/cl(:zzo)z + ¢co(z0)22
Podemos integrar Ip(zg) e obter
4 co(zo) + +/c1(zo) + co(z
Ip(z0) = ——2_log erlza) + /e (zo) + eoao) (9.40)
\V c2(Zo) c1(zo)
Uma vez que as expansdes de c;(zg) e b(zo) em poténcias de o — z,, sdo dadas por
CmzmDy,

ci(zo) = T(a:o — )+ O((zo — Tp)?) (9.41)

9.1 Apresentacdo do método
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b(zo) = be(zm) + iﬁD;ﬂ(xo — )2 + O((mo — Tm)?). (9.42)

O coeficiente ¢;(zp) no limite de deflexdo forte o — ., é descrito por

2CmTm\/D! [ b 1/2
(2)" 0)

lim c¢i(zg) = lim
TO—Tm (@) b—be B,

Assim, obtemos a parte divergente Ip(b) no forte limite de deflexdo b — b., de maneira que

Tm

Ip(zo) = —:ng (: } 1) " Jeatam)

logz2 D!+ O[(b— b.)log(b — b,)]

(9.44)
Definimos a parte regular Ir(zy) como
1
In(2) = | fa(z,z0)dz (9.45)
em que fr(z,zo) é definida por
fR(z):BO) - f(Z, :BO) - fD(z):BO)) (946)

Observe que I(z¢) = Ip(zo) + Ir(zo). Expandindo Ig(zy) em poténcias de zo — T,
e concentrando no termo principal Ig(z,,), visto que estamos interessados na parte regular
Ir no limite de deflexdo forte £y — z,, ou b — b.. Deve-se integrar analiticamente ou

numericamente a parte regular

In(zo) = | a2, 2)dz + O[(@o — 212) 10g (0 — )] (9.47)

ou

In(0) = [ Fa(z,b)dz + O[(b ~ b.)og(s ~ )] (9.48)

O angulo de deflexdo no limite de campos fortes, o — ., ou b — b, & dado por

a(b) = —aln <£’ - 1) +b+ O[(b— b log(b — b.)], (9.49)

c

9.1 Apresentacdo do método
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na qual @ e b sdo dados por

_ 2B Anm
a = \/C” Am — CmA/’ (950)
e
. 1 AI/
b=aln l:z:fn <gm = A’”)] + Ig(rm) — . (9.51)

9.2 Algumas aplicacoes

Terminada a apresentacdo tedrica do método, vamos fazer a sua aplicagdo para verificar
se estamos aptos a utiliza-lo. A primeira tentativa é reproduzir os resultados da deflexdo da
luz para a solugdo de Schwarzschild obtidos Bozza [17] e Tsukamoto [104]. Isto feito, vamos
aplica-lo em outras solucdes esfericamente simétricas, incluindo um buraco de minhoca. E
importante ressaltar que o objetivo deste capitulo é calcular o desvio da luz no limite de

campo forte de forma analitica.

9.2.1 Meétrica de Schwarzschild

Para verificar o método, vamos aplica-lo na solucdo de Schwarzschild. Para tal, vamos

utilizar os coeficientes métricos para a métrica de Schwarzschild, de acordo com a notacdo
(0.2)

A(r)=1- f B(r) = (1 _ i>_ and  C(r) =1, (9.52)

adotando m = 1 para simplificar os calculos.

E importante notar que, sempre usaremos a transformagdo (9.25) e lembre-se que

teremos um regime de campos forte quando g — 7,

No caso Schwarzschild, o valor da esfera de fétons r,, € 3m e pode ser encontrado

pela equagdo (9.18).

9.2 Algumas aplicagcdes
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Agora podemos encontrar as quantidades ¢;, ¢2 € G(z, 7o) no regime de campos fortes.

Portanto, de acordo com as expressdes (9.32), (9.33) e (9.34), temos
C1 = O, C1 = 9,

G(z) = —62° + 92°. (9.53)

A partir desses resultados, temos as expressbes para fp(z,Zo) e fr(z,Zo), no regime

de campos fortes

2 —3++/-62+9
fD(Z) = — € fR(Z) = -2 (954)
z 2y/—62+9
Com os resultados acima, é possivel calcular Ig, a partir da equagio (9.26)
In=21n (12— 6+/3) (9.55)

Com todos os resultados, podemos calcular @ e b, dados pelas equacdes (9.50) e

(9.51)

a=1, b=In[216 (7—4v3)| - (9.56)

Esse resultado é mesmo encontrado em [17, 104]. N&o podemos esquecer que b,

parametro de impacto critico que, para a métrica de Schwarzschild é 3+/3.

Portanto, a expressdo para o angulo de deflexdo da luz para a métrica de Schwarzschild

é dada por

a(b) = —In (3\1’/5 - 1) +1n[216 (7 - 4v3)] — . (9.57)

O grafico do angulo de deflexdo da luz para métrica de Schwarzschild pode ser visto

na figura (9.1).
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b

Figura 9.1: Angulo de deflex3o em funcdo do parametro de impacto para métrica de Schwarzschild.

Conseguimos reproduzrir o mesmos resultados de Bozza e Tsukamoto.

9.2.2 Buraco negro dilatonico

A ideia agora, é aplicar o método em outras solucdes esfericamente simétricas. Nesta
secdo vamos aplicar em um nova solucdo de buraco negro dilaténico encontrado na secdo

(8.4). De acordo com a notagdo (9.2), temos

2

R BRI

2

C(z) = «* (1 + i) S (9.58)

emquep=/k2+¢f —k g =gV 2+ 1and P(z) =1 2%
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Nesse caso, para o calculo do angulo de deflexdo vamos adotar as constates k = 1,

g =1e X =1 Resolvendo D(z) = 0, na equagdo (9.18), podemos encontrar o valor da
esfera de fétons z,,
Tm =

+ X0 (9.59)

W
~5
3

considerando apenas solucdes positivas.

Podemos calcular o parametro impacto critico a partir da equagdo (9.22)

b = (7+V17) V3 + V17 (9.60)

44/ -1+ 41

q

As quantidades c; e c; em regime de campo forte sdo

289+ 71417

- (9.61)
2 (7+V17)

Gt =Y, &

enquato, as expressdes para fp e fg quando o — z,, sdo

(3/4+1/4v17) V2 (7+ V17)
21/289 + T14/17

fo(z) =2 (9.62)

fr(z) = — (Z:\/ézzr— :;/\1;1_7 {\/5\/3 +VITy/(~142 + 19)+/17 — 66 2 + 85

—21/289 4 71 \/ﬁ] L (9.63)

V(~142 +19) /17 — 66 2 + 85

Depois do calcula da integral (9.26), temos

. 5/17 + 19
In=— { 34+ 4/17 (7 + \/17) (4 arctanh ( L )
21/19+/17 + 85 | 19/17 + 85

+1In(17) — 2 n(68) + 2 In (~1+ Jﬁ))] (9.64)
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ou

Ir ~ 1,359819743 (9.65)

As quantidades @ e b s3o

a:\/ﬂ”\/ﬁ) (9.66)

24/17+ 717

2v/2v17 (In(2) — 1/8 In (17) — 1/4 In (9 + v/17) ) /17 + 7+/17
- 17

b=

Por fim, temos a expressido do angulo de deflexdo da luz em funcdo do pardmetro de impacto

para campos fortes

a(b) = —1,161410646 1n ( — 0,366718994. (9.68)

S —
4,199595155 >

De fato, todos os calculos sdo feitos com valores exatos. A forma decimal é para tornar os

resultados mais compactos. As expressGes originais sio muito grandes.

O grafico de a(b) esta solugdo dilatonica se encontra na figura (9.2).
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Figura 9.2: Angulo de deflexdo em fun¢do do parametro de impacto para um buraco negro dilaté-
nico.

9.2.3 Buraco de minhoca de anti-Fisher

A meétrica em questdo nesta secdo é chamada buraco de minhoca de anti-Fisher. As
solucdo de buraco de minhoca de anti-Fisher € uma soluc3o das equacées de Einstein com um

campo escalar fantasma sem massa minimamente acoplado a gravidade [14, 20, 51].

A métrica &, usando a mesma notagdo que o elemento de linha (9.2)
A(IIJ) — e72 %arccot(%), B(w) — e2 %arccot(%)
cle) = 5) (122 o

Por simplicidade vamos adotar m = k = 1. Nesse casos, temos

_2:1:—4

=== 7
k? + z? (8.70)

D(z)
e fazendo D(z) = 0 temos encontramos o valor esfera de fétons é z,, = 2.
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O valor do parametro de impacto critico é

b, = \/ge7r72 arctan(2) (971)

As expressdes para ¢; e ¢ € G no regime de campos fortes s3o dadas por

Ci = 0, Co = 4, (972)

22 —-2z+5

Glz) ==

{(z2 —2z+5) et ==(2=E) 5 (~1 4 2) (9.73)

Agora, podemos ter as expressdes fp e fg, no limite £o — z,,, como o valor de I

fo=2, (9.74)
(\/z2 —2z+ 5\/(;52 —2z+5)e* arctan(2 =557) g (—1+2)7 -2 \/gz)
V22 — 22+ 5z (\/(z2 —2z+5)e* actan(2 57) _ g (—1+ z)2>

fr=-2 (9.75)

Infelizmente, devido a complexidade da expressdo para fr ndo conseguimos fazer a
integral de forma analitica, como ocorreu em [17, 82]. Isso significa que b, neste caso, s6 pode

ser obtido numericamente.
a=1 e b=31In(2)—In(5)— 0.983455521 (9.76)

De posse dos valores de @ e b, estamos habilitados a plotar o grafico do angulo de deflex3o da

luz em funcdo do pardmetro de impacto de acordo coma figura 9.3.
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Figura 9.3: Angulo de deflexdo em fun¢do do parametro de impacto para buraco de minhoca Anti-
Fisher.

9.2.4 Um outra solucao dilatonica

Um outra tentativa de obter o dngulo de deflexdo da luz de forma analitica foi bem-
sucedida. Aplicamos 6 método em uma outra solu¢do estatica de buracos negro dilatonico.

Essa solugdo é mais conhecida e pode ser encontrada em [43, 60, 65, 66].

De acordo com a notagdo (9.2), temos

A(r) = (1 - ”), B(r) = (1 - ”)1

r T

C(r) = 12 (1 - C), (9.77)

mr

onde r. = 2m e c = Q%e?*=~. Q & a carga elétrica e @, & 0 valor assintético do campo

escalar. Por simplicidade, estamos adotando m = ¢ = 1.
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Como fizemos nas outras aplicacdes, podemos calcular o valor da esfera de fétons, a

partir da equagdo (9.18)

NN
~3
\]‘

+ Y (9.78)

Ty, =

sempre considerando apenas solucdes positivas.

Para essa solucdo temos que o valor do parametro de impacto critico é

(7+ V17) /3 + V1T

b, = . (9.79)
44/—1+ /17

As quantidades importantes a serem calculadas sdo ¢, ¢, G, fp € fr no regime de campo

forte, ou seja 7o — T

Os coeficientes ¢; e ¢y no regime de campo forte

¢, =0, (9.80)
194/17 + 85
_ 19VIT+ (9.81)

Ch = —mM8M———
T 1244417

e a fungdo G(z,zy) para campo forte é

22 (4\/ﬁz—7\/ﬁ+ 12z—17) <3+\/ﬁ+4z)

Glz) = - 24 1 8+/17

(9.82)

Para eliminar a divergéncia logaritmica no limite de campo forte 7y — 7,,, temos que

fazer

fr(z,20) = f(2,%0) — fp(2,Z0), (9.83)
na qual as funcdes f e fp sdo dadas por

(7+ VI7) V2¢/3 + V17

f= 9.84
z<\/3+\/ﬁ+4z)[\/(—4z+7)\/ﬁ—12z+17] (580
(7+V17) 3+ VIT (9.85)

fo=
21/19+4/17 + 85
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Com isso, podemos calcular a integral (9.47), obtendo

Rl Rl
" 2\/17+7\/1_7[

~31n(2) — In(17) +1n (49 — 9V/17) +

(=5 VI7+51) /7 + VIT/17 + 717

2 arccoth o (9.86)
ou
Iz = 0,3245830766 (9.87)
Por fim, os valores @ and b s3o
@ =1.161410646 e b= 1.161410646. (9.88)

Agora, estamos habilitados a fazer o grafico do angulo de deflexdo em funcdo do

parametro de impactp b, de acordo com a equagdo (9.1), é dado pela figura (9.4).

o(b)

Figura 9.4: Angulo de deflexdo em fungdo do pardmetro de impacto para outra solucio dilaténica.
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Foi possivel calcular a deflexdo da luz em todos os casos, exceto em uma integral em
um dos casos. Isso nos diz que o método é bastante confiavel. Entretanto, todas as métricas
utilizadas sdo assintoticamente planas. Até o término deste trabalho ndo conseguimos utilizar

em meétricas que ndo sdo assintoticamente planas. Sera objeto estudo futuro.
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Algoritmo de

Janis-Newman

Buracos negros sdo objetos importantes em qualquer teoria de gravitacdo, tanto na
esfera da gravitacdo classica quanto na quéntica. Por esta razdo, é um passo fundamental,
em qualquer teoria, obter todas as solu¢Bes possiveis de buracos negros. Os buracos negros
com rotacdo sdo os casos mais relevantes para a astrofisica, pois acredita -se que a maioria
dos buracos negros astrofisicos estdo girando. Estas solucdes também podem fornecer métrica

exterior para estrelas que giram.

A solugdo mais geral deste tipo na gravidade de Einstein-Maxwell com constante cos-
molégica A é a métrica Plebanski-Demianski [90, 91]: possui seis cargas: massa m, carga
NUT, carga elétrica g, carga magnética p, spin a e aceleracdo o . Um trabalho desafiador
é generalizar esta solucdo para Lagrangianas mais complexas, envolvendo campos escalares e
outros campos de calibre com intera¢des ndo-minimas, como é geralmente o caso da super-
gravidade. A medida que a complexidade das equacdes de movimento aumenta, é mais dificil
encontrar solucdes analiticas exatas. Por esse motivo, é interessante encontrar algoritmos que
gerem novas solucdes, ou seja, procedimentos que transformam uma configuracdo original

para outra configuragdo com maior complexidade [52].

Um algoritmo on-shell* n3o preserva necessariamente as equacdes de movimento, mas
s30, no entanto, muito Gteis: fornecem um ansatz motivado, e é sempre mais facil verificar se

um ansatz satisfaz as equacdes do que resolvé-las do zero.

O algoritmo Janis-Newman (JNA) é uma técnicas de gerag¢do de solugdo (off-shell), que
- em sua formulac3o original - gera métricas com rotac3o a partir de estaticas. Foi encontrado
por Janis e Newman como uma derivacdo alternativa da métrica de Kerr [84]. Logo depois ela
foi usada novamente para descobrir a métrica de Kerr-Newman [83]. Este algoritmo fornece
uma maneira de gerar métricas com simetria axial e estaciondrias a partir de métricas estaticas
e esfericamente simétricas através de uma complexificacdo particular de coordenadas de tempo

(nula) e radial, seguido por uma transformagdo de coordenadas complexas [52].

INa fisica, particularmente na teoria quantica de campos, as configuracdes de um sistema fisico que satisfacam
as equacdes classicas de movimento sdo chamadas on-shell, e aquelas que n3o sdo chamados de off-shell.
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O objetivo inicial deste estudo era poder encontrar uma solu¢do com rotacdo para
a solugdo estatica de k-esséncia [23]. Ao pesquisar na literatura, vimos que o algoritmo
de Janis-Newman era e ainda é frequentemente utilizado, por isso decidimos utiliza-lo. Ao
decorrer deste capitulo, vamos apresentar o método e aplica-lo em algumas solug¢des estaticas,
incluindo k-esséncia. Mostraremos que a aplicacdo do método de Janis-Newman conduz em

muitos casos a resultados erréneos, que n3o satisfazem as equa¢des de campo

10.1 O algoritmo de Janis-Newman

O algoritmo de Janis-Newman fornece uma maneira de derivar solu¢des rotacionais
em quatro dimensdes, aplicando transformacées complexas peculiares a uma métrica estatica.
Usando uma fungdo genérica f(r), pode-se comegar com uma métrica (estatica) inicial da

forma
ds® = —f(r)dt* + f(r) tdr® + r?dQ?, (10.1)

O algoritmo prossegue da seguinte forma:
1. Transformando para coordenadas nulas

Escolhemos a transformacdo nula
du = dt — f'dr, (10.2)
transformando a métrica para obter

ds* = — fdu® — 2dudr + r*dQ?. (10.3)

2. Introducdo de tetradas nulas do formalismo de Newman-Penrose

Introduz-se um conjunto de tetradas nulas

et = {I*, n*, mt, mt} (10.4)
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e reescrevemos a métrica inversa da seguinte forma

g* = netel (10.5)
com
0 -1 00
-1 0 00
Nu = (106)
0 0 01
0 0 10

Para a métrica (10.3) as tetradas sio dadas por

S géﬁ, mt = (3¢ + 8.15;‘>. (10.7)

* =6
V2r in6

r)

. Complexificacao

O elemento crucial do algoritmo de Janis-Newman é a complexificacdo das coordenadas

7 e U, assim temos um novo sistema de coordenadas
u=1u +1acosf, r=17 —iacosd, 6 =60, ¢ =4, (10.8)

em que @ € um parametro real arbitrario, com a restricio de que 7', u’' € R.

A fungdo f(r) deve ser substituida por uma nova fungio f(r,7) € R, tal que

f(r)y — f(r,7) = f(',8). (10.9)

Esta etapa é a mais dificil de realizar porque n3o existe uma regra a priori para escolher

qualquer complexificacdo particular e é necesséario verificar sistematicamente se as equa-

10.1 O algoritmo de Janis-Newman
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¢Bes de Einstein serdo satisfeitas. O conjunto de regras mais comumente utilizados [52]

Sa0:

1
r—>§(r+F):Rer,

1H1(1+1>_Rer
r 2\r 7  |r]2’

2 — |

Sob a transformacio 10.8, as tetradas se transformam

" e aml“ | ll/.l, " W =1
e — €, = e, = {l¥n¥ m* m"},
Oz
com
ou v ou  ou ol
oe  or 56 8¢ 1 0 z2asinf8 O
or’ or' or' ar' . :
aa;l# B 37 ﬁ ﬁ (9745 B O 1 —1Q Sln9 O
oz | s o0 oo o8 |
ou or 06 84 00 1 0
o¢'  9¢'  9¢ 04
Ou or o6 8¢ 00 0 1

e assim, temos uma novo conjunto de tetradas

R e gcs;f,

1 1 .
m* :\/5(7’ T iacost) 8 + m%‘ — 1asin 6(64 — 6¥)|.

4. Obtendo a nova métrica

(10.10)
(10.11)

(10.12)

(10.13)

(10.14)

(10.15)

Pode-se finalmente reconstruir a métrica g’* do novo conjunto de tetradas {I'*, n'*, m'*, m/*},

g’l“/ — ll,u,nlu + llun/,u - (m/y,mlu + mlumlu).

(10.16)

Inicialmente, o elemento de linha da “nova” métrica encontra-se nas coordenadas nulas. Além

de encontrar as componentes covariantes g,,, da nova métrica, devemos operar uma mudanga

de coordenada para as coordenadas de Boyer—Lindquist, para que a nova métrica tenha uma

forma similar & métrica de Kerr.

10.1 O algoritmo de Janis-Newman
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10.2 Aplicacoes

O algoritmo de Janis-Newman se mostrou pratico e eficiente para transformar métricas
estaticas e esfericamente simétricas em métricas estacionarias com simetria axial, no vacuo,
como mostrado em [84] que encontra a métrica de Kerr partindo da métrica de Schwarzschild,
e em [83] que encontra a métrica de Kerr-Newman partindo da métrica de Reissner-Nordstrom.
Todas as solucdes citadas acima sdo solucdes da equacdes de Einstein, sejam elas estaticas
ou estacionarias. Um desafio para esse método é sua aplicabilidade em outros tipos de teoria,
além das solucdes de vacuo ou da acdo de Einstein Maxwell. Aolicamos o algoritmo de Janis-

Newman, em solugdes estaticas, em 3 tipos de teorias: k-esséncia [23], dilaton [44] e solugdo

de Fisher.

10.2.1 Teoria de k-esséncia

Nosso objetivo é gerar métricas com rotacdo a partir de uma solugdo estatica encon-

trada na teoria k-esséncia. A métrica tem a seguinte forma

3

ds® = — S
s (962 — 22)

9b2 _ m2)2 9
OF Ve 9 gy

dQ?. 10.17
9 (90 — ?) (10.17)

Para esta transformagdo usaremos o algoritmo de Janis-Newman. Ele é baseado em

uma complexa transformacdo de coordenadas.

Em primeiro lugar, introduzimos as coordenadas nulas

du = dt — f(z) 'dz. (10.18)

Portanto, a métrica torna-se

ds® = — f(z)du® — 2dudz + g(z)d??, (10.19)

em que f(z) = &2 e g(z) = T

10.2 Aplicacdes
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A partir da forma contravariante da métrica, introduzimos um conjunto de tetradas

nulas
el = {l*,n*, m*, m*}, (10.20)

expressas por

I*=(0,1,0,0), nt= < ,—f(;),o,o>,

1 1 1 ]
mt = (O,O;'I;; > e mt= <O;Oa _7;) -’L >) (1021)
/29(z) sin @ 29(z) sin @
em que a métrica é escrita a partir da seguinte combinacio
gt = FnY + I"n* — (mtm” + m¥m*). (10.22)

O passo a seguir é o elemento crucial do JNA: as coordenadas u e z sdo complexizadas e um
novo parametro positivo real a, que posteriormente sera identificado com o momento angular

por massa de unidade, é introduzido:
u=u'+1acosf, z==zx —iacosh, & =06, ¢ =0, (10.23)
em a base de tetradas se transformam como vetores

oz
e = 8:; e, (10.24)

e as fun¢des se transformam da seguinte maneira

(90% — p*)? _ 3
-9 ¢ 9(z) — 9(z,z) = 02 — o2

f(z) = f(z,%) e

(10.25)

em que p* = |z]* = 2T = 2% + a® cos? 6.

10.2 Aplicacdes
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Apés a complexa transformacio temos um novo conjunto de tetradas.

=k = <1,—f(m2’$),0,0>,

1 .
mt = —— (z’a sinf, —iasiné, 1, Z) e
V20(2, %) sin 6
_ 1 . . 7
mt = <—za sin#,1asiné, 1, —,>. (10.26)
/29(% z) sin 8
Usando novamente
g'/“/ — llunlu + llun/,u o (m/,umlu T mlz/m/y), (1027)
finalmente encontramos
—f -1 0 asin®f(f — 1)
-1 0 0 asin® 6
Guw = , (10.28)
0 0 g 0
asin®6(f — 1) asin®6 0 |g+(2— f)a?sin’ 6] sin®

em coordenadas nulas, com f = f(z,Z) e g = g(z,Z)

Convertendo de coordenadas nulas para coordenadas de Boyer-Lindquist, encontramos

a forma final para a métrica com rotacio

7(%2_‘02)2 0 0 asin® 6 [(ng;pQ)ZI]

9

0 ° 0 0
_ (9b2—p2)2(3a2 cos? 9—3a2—952+p2)
Guv = 0 0 3 0
9b27p2
2
0b2 _p2
asin? g [(9)—1] 0 0 {—ﬁ—i—&f [(9b2—p2)2—%} sin? e} sin” 8

(10.29)

Além disso, podemos escrever a expressdo do campo escalar adaptada ao quadro de rotacio

diretamente da expressdo estatica

¢(r,0) = 346 [2\/:1:2 + acos?(0) — 92bln<

3b +\/:z:2 + azcos2(9)>] | (10.30)

3b —\/:1:2 + a2cos?(0)
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Testando a métrica acima, ndo fomos capazes de confirmar a solucio das equacdes de Einstein.

Porém, quando fazemos a = 0, retornamos a solucdo estatica perfeitamente.

10.2.2 Buraco negro dilatonico

Desta vez, vamos testar o algoritmo de Janis-Newman e, uma solugdo estatica de

buraco negro chamada de buraco negro dilaténico linear encontrada por Clément etal. [44].

O elemento de linha dessa solugdo é dada por

r—>
To

ds? = —

dt? + %dﬁ + rordQ2?, (10.31)

em que b = 2M e rq € uma constante.

Antes de tudo, devemos introduzir a coordenada nula

du = dt — f(r)"'dz. (10.32)

Portanto, a métrica se torna
ds® = —f(r)du® — 2dudr + g(r)dQ?, (10.33)

em que f(r) = % and g(r) = ror.

A partir da forma contravariante da métrica, introduzimos um conjunto de tetradas

nulas expressas por

2

I* =(0,1,0,0), n*= < ,—f(r),o,o>,

1 .
mt = (0, 0,1, ,’), (10.34)
/29(7-) SlIl9
em que a métrica pode ser construida a partir da equagdo (10.22)

Como ja visto, a complexificacdo das coordenadas r e u é dada por

u=1u +1iacosf, r=r"—iacosh, 6 =0, ¢ =a¢. (10.35)

10.2 Aplicacdes
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As funcdes se transformam da seguinte maneira

flr) = f(r,7) = rid ;2:2 6—br e g(r)—g(r,7) =ror. (10.36)

Ap6s a transformacdo complexa, temos um novo conjunto de tetradas

l/y,:ly’ nlu: <1’_f(gr)’0’0>’

m'* = 1a8in @, —1asinb, 1, 7’) (10.37)

1
W< sin 6

Usando novamente a expressdo (10.22), finalmente encontramos

i -1 0 asin®6(f — 1)
-1 0 0 asin’@
Gy = , (10.38)
0 0 g 0
asin®0(f —1) asin®@ 0 |g+(2— f)a’sin® 6] sin® 0

em coordenadas nulas, com f = f(r,7) e g = g(r, 7).

Convertendo de coordenadas nulas para coordenadas Boyer-Lindquist encontramos a

forma final para métrica de rotacdo

_ r>4acos’f — 2Mr B roT

gtt — ror ) gr‘r — ’)"2 _ 2M’)" + a2)

< r2+a2c0329—2Mr> 5
Jog = —ToT, Gip = |1 — asin” @,

ToT
r? +a%cos?0 — 2Mr .
Jpp = l( + o — 2> — ror] sin® 4, (10.39)
0

no entanto, a versdo com rotacdo para o buraco negro dilaténico linear ja foi encontrada por
[44] usando o modelo sigma. A solugdo encontrada por Clément etal. & ligeiramente diferente

da solug¢do encontrada usando o algoritmo de Janis-Newman.

10.2 Aplicacdes
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r’> +a%cos’ — 2Mr ToT

gt = ToT ) g”:_r2—2M7’+a2’

Joop = —ToT, Gty = 2aM sin? 0,

(4M3a?sin® 6 + 2Mr — r? — a?)sin®
72 +a?cos?f — 2Mr '

9os = ToT (10.40)

Também n3o foi possivel verificar a solugdo (10.43) como solugcdo das equagdes de Einstein.

Notamos que os componentes gi:, g, € Ggg SA0 OS MesSMos em ambas as técnicas, mas os
componentes g:4 € gs¢ sdo diferentes, o que nos faz pensar que alguns erros sdo causadosna

transfornacdo da coordenada ¢.

Também notamos, em ambas as técnicas, que a expressio do campo escalar é a

mesma

o2 _ 7% + a? cos® 0

10.41
ror (10.41)

10.2.3 Solucao de anti-Fisher

Essa solucio estatica e esfericamente simétrica foi encontrada a partir de uma acdo da

relatividade geral minimamente acoplada a um campo escalar fantasma [19].
ds®> = P"dt* — P~ "dr? — P'"r?dQ?, (10.42)

emque P=1-— 27’” e 7 € uma constante.

Aplicando as mesmas etapas do algoritmo de Janis-Newman dos exemplos anteriores

na solucdo acima, encontramos

B (1 2M7’>’7 (A —a*sin®g)t "
gi = n ) Grr = A )

2Mr\"
gos = —Z7(A — a®sin® 6)1 7, Oty = [1 — (1 — Er) ]ar,sin2 0,

(A — a?sin? §)L 7
7

9o = [EW(A —a*sin® )" + a®sin® @ ] sin? @, (10.43)

10.2 Aplicacdes
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em ¥ =7r%+a’cos’(f) e A =7 —2Mr +a®.

Mais uma vez, ndo foi possivel verificar essa transformacdo da métrica como solucio
das equacdes de Einstein. Se adotarmos 7 = 0, nos termos da suposta solucdo acima, temos

a métrica de Kerr.

10.2.4 Teoria de Brans-Dicke

Em 1982, Krori e Bhattacharjee [76] encontraram uma solu¢do com rota¢do para uma

solugdo estatica na teoria de Brans e Dicke usando técnicas do algoritmo de Janis-Newman.

2ror oror\* [ dr?
ds? — <1— 7;”) (dt — wdg)? — <1— T) p<£+d92+sin2 9d¢2>+

+2 (1 - 27;7«)0 w(dt — wdp)dd, (10.44)

em que w = asin®f, p =12 +a%cos?f, A =r>+a? —2rgr e 0 = ”*2&:—5.

Conseguimos reproduzir os resultados de Krori e Bhattacharjee mas ndo pudemos veri-
ficar esta solu¢do como uma solugdo da equagdo de Einstein. De acordo com Pirogov [89], a

solucdo citada acima é invalida.

10.2 Aplicacdes
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Conclusao ]- ]-

Este trabalho encerra um periodo de estudo que que se iniciou com o estudo de solu¢des
estaticas e esfericamente simétricas na teoria de k-esséncia. Pouco tempo depois, as mesmas
solucdes foram encontradas na teoria de Rastall. Inspirado nessa coincidéncia, foi proposto um
estudo sobre uma possivel dualidade, entre k-esséncia e Rastall. Posteriormente, um estudo

da estabilidades dessas solucdes estaticas e esfericamente simétricas.

No capitulo 3, fizemos uma breve revisdo da teoria de k-esséncia e alguns exemplos de
sua aplicacdo. Apresentamos alguns exemplos, tais como: Teoria de cordas, modelo conden-
sado fantasma e campo taquidnico. A teoria de k-esséncia é definida por uma funcdo geral

F(X,¢), em que X é o termo cinético usual de um campo escalar.

No capitulo 4, da mesma forma, apresentamos a teoria de Rastall de forma breve.
A teoria de Rastall € uma extensdo n3o conservativa da relatividade geral na qual o tensor
energia-momento da matéria tem uma divergéncia proporcional ao gradiente do escalar de
Ricci R. Nesse capitulo, apresentamos a teoria de Rastall em alguns cenérios, por exemplo,
Cosmologia em Rastall e o modelo ACMD e Estrela de néutrons. Ainda neste capitulo, trou-
xemos um tentativa de formulacdo Lagrangiana para teoria de Rastall, j4 que a auséncia de

uma formulacdo Lagrangiana é um motivo de critica para essa teoria.

No capitulo 5, apresentamos uma revisdo das solucdes estaticas e esfericamente simé-
tricas nas teorias de k-esséncia e Rastall. O estudo desse tipo de configuracdo é o cerne
desse trabalho. No caso de k-esséncia, foram encontradas duas solucbes especiais: a pri-
meira, fixando f(X) = FyX", encontramos uma solugdo para n = 1/3 n&o assintoticamente
plana, com um dnico horizonte no qual fx diverge enquanto X e f s3o finitos. A configura-
¢3o resultante pode ser caracterizada como um buraco negro com um interior semelhante a
Schwarzschild imerso em um espaco-tempo assintoticamente singular; a segunda solucio foi
obtida escolhendo n = 1/2 e introduzindo uma constante cosmolégica. Esta solugdo também
é n3o assintoticamente plana, mas agora ha dois horizontes com area infinita da superficie.
Neste caso, a fungdo f(X) é regular nos horizontes, mas o campo escalar ¢ diverge no hori-
zonte. Além dos horizontes, o espaco-tempo muda sua assinatura, porém, ainda permanecendo
Lorentziano, e a solugdo descreve um universo anisotrépico Kantowski-Sachs com singularida-

des que podem ser alcancadas por corpos de teste em tempo finito. Entre os dois horizontes

ha uma regido estatica com geometria de um buraco de minhoca. Para o caso de Rastall,
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solucdes exatas com um campo escalar sem massa foram encontradas fixando o pardmetro
livre @ (em a = 1, relatividade geral é recuperada) em alguns valores particulares. Surpre-
endentemente, algumas dessas solucées exatas sdo, do ponto de vista geométrico, idénticas
as encontradas no contexto da teoria de k-esséncia [23]. Tais solu¢des, tém caracteristicas
muito particulares, algumas delas semelhantes ao caso do buraco negro frio (por exemplo, elas
possuem uma area de horizonte infinito), mas tendo singularidades na regido assintética em
vez de espaco-tempo plano. Mostramos também que, na auséncia de um termo potencial, &
,.em principio, possivel ter buracos negros com area de horizonte finita e com campo escalar
finito e regular, ao contrario do que ocorre no caso de k-esséncia. Além desses casos com
caracteristicas semelhantes aquelas encontradas no contexto de k-esséncia, novas estruturas
foram encontradas, um pouco semelhantes a solucdo de Schwarzschild na relatividade geral,

mas sem achatamento assintético.

Devido a essa surpreendente coincidéncia entre as solucdes de teorias t3o diferentes,
k-esséncia e Rastall, seria muito interessante estudar em que condicbes essas teorias sdo
coincidentes. Isso foi feito no capitulo 6, no qual estudamos as condi¢cdes de equivaléncia entre
a teoria de k-esséncia e a gravidade de Rastall na presenca de um campo escalar, que chamamos
de dualidade k-R. Essas duas teorias realmente surgiram em contextos muito diferentes, sendo
a teoria de k-esséncia, como foi visto, é baseada em uma generalizacdo do termo cinético de
um campo escalar, enquanto a teoria de Rastall é uma teoria ndo conservativa da gravidade
que pode ser vista como uma possivel implementacdo fenomenolégica dos efeitos quanticos
nas teorias gravitacionais. Tal equivaléncia foi revelada no caso de modelos esfericamente
simétricos estaticos [22, 23], mais explicitamente abordado neste trabalho para todos os casos
em que os campos métricos e escalares dependem essencialmente de uma tnica coordenada,
e a teoria de k-esséncia é especificada por uma funcdo de lei de poténcia do termo cinético
usual, ao qual um termo potencial pode ser adicionado. Essa generalizacdo abrange diversos

modelos estaticos e cosmoldgicos, incluindo todas as cosmologias homogéneas.

Discutimos configuracdes cosmolégicas com campos escalares e matéria na forma de
um fluido perfeito, cuja evolucdo na teoria de Rastall pode seguir uma das duas leis possiveis:
um (R1) assume que n3o ha mistura entre matéria e campo escalar, cada um deles obede-
cendo separadamente ao a lei de ndo conservagdo (6.13), e a outra (R2) atribui toda a n&o

conservagdo ao campo escalar enquanto a matéria é conservativa, ou seja, V,,T:[m] = 0.

Resumamos os principais resultados obtidos neste contexto:
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1. A dualidade k — R foi estabelecida para a versio R1 da teoria de Rastall com uma
equacio de estado arbitraria da matéria. Foi descoberto que a equacdo de estado da
matéria é diferente nos modelos de k-esséncia e Rastall mutuamente dual; no entanto,
argumenta-se que as respectivas velocidades do som s3o as mesmas. Visto que as
velocidades do som que caracterizam os campos escalares, ¢ na teoria de k-esséncia e
1 na de Rastall, também coincidem, concluimos que a dualidade & — R é mantida n3o

apenas para os fundos cosmolégicos, mas também para perturbacées adiabaticas.

2. Para a versdo R2 da teoria de Rastall, descobriu-se que a dualidade k& — R existe apenas
com fluidos com equacio de estado p = wp, w = constante, que é o mesmo para os
modelos de k-esséncia e Rastall. Aléem disso, no modelo da k-esséncia, o campo escalar
obedece a mesma equacio de estado efetiva. No entanto, no nivel perturbativo, os

modelos mutuamente duais se comportam, em geral, de maneira diferente.

3. Alguns casos especiais foram discutidos, mostrando como surgem algumas restricdes aos

pardmetros livres de cada teoria.

4. Foi considerado um exemplo no qual um modelo cosmolégico completamente equivalente
ao modelo ACDM da Relatividade Geral é obtido no nivel de fundo, mas caracteristicas

diferentes devem aparecer no nivel perturbativo.

A equivaléncia entre as duas teorias discutidas aqui é um tanto surpreendente por causa
de sua origem basicamente diferente. Um aspecto curioso é que a teoria de k-esséncia tem
uma formulacdo Lagrangiana enquanto a teoria de Rastall ndo possui uma. E possivel que
a equivaléncia estudada aqui possa levar a uma formulacdo Lagrangiana restrita da teoria de
Rastall no mini-super-espaco em termos de funcdes métricas dependendo de uma Gnica variavel.
Se isso for verdade, pode sugerir como recuperar uma formulagdo Lagrangiana completa para

a teoria de Rastall em uma estrutura mais geral.

No capitulo 7, analisamos a estabilidade das configuracdes do tipo buraco negro encon-
tradas anteriormente na teoria de k-esséncia [23]. Essas solu¢Bes foram obtidas no caso em
que a fun¢do k-esséncia F(X, ¢) é uma lei de poténcia dada por F(X, ¢) = Fo X" — 2V (¢).
Os casos especiais n = 1/3, com V(¢) =0, e n = 1/2, com V(¢) = constante, admitem
solugdo analitica para uma configuragdo estatica e esfericamente simétrica. O caso n = 1/2
leva a uma solucdo consistente na presenca de uma constante cosmolégica. Ambas as solucdes

ndo sdo assintoticamente planas. Para n = 1/3, o infinito espacial é singular, enquanto a
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geometria do caso m = 1/2 é regular, com um horizonte degenerado semelhante a buracos

negros frios existentes nas teorias escalares-tensoriais [21, 27].

Perturbacdes radiais lineares foram consideradas. A analise foi realizada utilizando a
condicdo de medidor 68 = 0, em que B é o logaritmo do raio da 2-esfera’. Esta escolha é
consistente com a abordagem invariante de calibre para perturbacdes em configuracdes esta-
ticas, esféricas simétricas [24, 26, 67]. Ambas as solu¢des do tipo buraco negro encontradas
na teoria de k-esséncia descritas neste trabalho revelam-se instaveis: é possivel obter solucées
para as equacdes perturbadas que crescem sem limites com o tempo, satisfazendo ao mesmo

tempo as condi¢des de contorno exigidas.

Além disso, argumenta-se que, pelo menos genericamente, todas as configuracdes es-
taticas e esfericamente simétricas em k-esséncia com n < 1/2 devem ser instaveis: isso
acontece, de fato, porque a equacido mestre para perturbacdes perde sua natureza hiperbdlica.
Isso, entretanto, ndo é provado de uma forma geral porque é necessario levar em consideracdo

as condicBes de contorno fisicamente motivadas para cada solucdo particular.

Um ponto de interesse é que para o valor intermediario de 7, ou seja, n = 1/2 vemos
um caso raro em que a equacdo de perturbacdo pode ser diretamente integrada sem uma
decomposicdo nos modos Fourier: esta solucdo analitica mostra explicitamente a instabilidade

da solucdo estatica de fundo.

Em alguns casos, quando a velocidade do som é superluminal, isto é, 1/2 <n < 1, é
possivel n3o ter problemas com causalidade se a fase superluminal for um fendmeno transitério
[68]. No nosso caso, no entanto, parece ndo ser possivel usar esse argumento, uma vez que
nossas solugdes sdo estaticas. Quando a velocidade do som é imaginaria, n < 1/2, a situagdo

é ainda mais drastica, e as instabilidades parecem ser inevitaveis.

Esses resultados podem ser comparados, entre outros, com os relatados em [24], em
que as classes de solucdes estaticas de vacuo escalar, esfericamente simétricas conhecidas como
Fisher, o qual esta relacionado com um campo escalar comum, e anti-Fisher, relacionado com
um campo escalar fantasma, que exibem algumas caracteristicas semelhantes as estruturas
aqui estudadas, foram analisadas usando um método semelhante. Esta analise levou a uma
conclusdo sobre a instabilidade dessas solucdes de vacuo escalar. Parece dificil fazer uma

afirmac3o sobre a generalidade da questo da estabilidade dos buracos negros escalar-tensoriais,

'Em matematica, uma n-esfera (ou hiperesfera) é a generalizagdo da esfera a um espaco euclideano de
dimensio arbitraria. Em outras palavras, a n-esfera é uma hipersuperficie do espaco euclideano R™"?,
notada em geral S™. A hiperesfera no espaco euclideano de dimens3o 2, é a 2-esfera.
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mas os resultados obtidos até agora podem levar a algumas dicas sobre esta questdo. Em
particular, pelo nosso conhecimento, existem apenas dois exemplos de solucdes esfericamente
simétricas de buracos negros com campos escalares que sdo estaveis sob perturbacdes esféricas
lineares. Um exemplo é um buraco negro com um campo de escalar conformal sem massa
[13, 16], cuja estabilidade foi comprovada em [80]. O outro é uma configuragdo de “universo
negro’ com um campo escalar fantasma auto-interagindo [32, 33|, que se mostrou estavel
no caso em que o horizonte do buraco negro coincidiu com o minimo do raio esférico [26].
Ambos os exemplos sdo excepcionais, enquanto em casos genéricos as solucdes apresentam

instabilidades.

Também no capitulo 7, realizamos uma analise de estabilidade das solucdes exatas do
tipo buraco negro encontradas no contexto da teoria da gravidade de Rastall na presenca de
um campo escalar auto-interagente, que foram originalmente relatados em [22]. As métricas
correspondentes sdo as mesmas encontradas no contexto das teorias de k-esséncia [23]. Esta
coincidéncia das métricas encontradas em contextos t3o diferentes (o comportamento campos
escalares em cada teoria também é bastante diferente) foi discutida em detalhes no capitulo 6,
assim como em [35]. A analise de perturbagdo das solugdes k-esséncia foi mostrada na segdo
7.1, como também em [28], e concluiu-se que elas s3o instaveis. Assim, foi natural realizar
uma analise semelhante para as solucdes Rastall correspondentes, uma vez que a equivaléncia

com as solucdes de k-esséncia pode n3o ser preservada no nivel perturbativo.

Um resultado surpreendente é que a analise de estabilidade no caso Rastall é incon-
sistente: perturbacdes lineares dependentes do tempo esfericamente simétricas simplesmente
ndo existem. Nesse sentido, as solugdes podem ser consideradas estaveis sob tais perturbages.
A raz3o para nossa conclusdo & que na teoria de Rastall diferentes combinacdes das equacées
perturbadas levam a diferentes equacdes “mestras” para a perturbagdo do campo escalar, d¢.
Este problema n3o existe para solucdes de k-esséncia. N3o podemos atribuir esse aspecto a
uma escolha errada das coordenadas ou do calibre de perturbacdo, pois, conforme discutido,
por exemplo, em [24, 34, 67], o método de perturbagdo empregado aqui é equivalente a um

método invariante de calibre.

Muito provavelmente, as raizes da inconsisténcia detectada para solugdes do tipo bu-
raco negro de Rastall vém da auséncia de uma formulacdo Lagrangiana dessa teoria. Deve-se
observar que uma inconsisténcia semelhante foi encontrada no contexto cosmolégico, também

com um campo escalar como fonte de matéria. Mas, para as solucdes cosmoldgicas, a in-
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consisténcia foi reparada pela introducdo de matéria baridnica ordinaria. No caso estatico e

esférico simétrico estudado em [22], tal extensdo é menos dbvia.

Houve algumas tentativas de encontrar uma formulac3o Lagrangiana para a teoria de
Rastall [96, 101], mas as teorias resultantes ndo eram completamente equivalentes a de Rastall,
ou requer uma estrutura geométrica completamente nova: usando essas formulacdes, nos,
estritamente falando, nos afastamos do contexto original da teoria de Rastall. Os resultados
aqui relatados podem apontar algumas restricées inerentes a aplicabilidade da teoria de Rastall,
e, até mesmo, de qualquer teoria ndo-Lagrangiana. Esperamos estender a analise atual para

tentar responder a essa davida em nossos trabalhos futuros.

No capitulo 8, trouxemos um conjunto de solucées dilaténicas. Encontramos vérios
tipos de solucBes estaticas e esfericamente simétricas: buracos negros, buracos de minhoca e
singularidades. O passo imediato a ser dado é o estudar as propriedades dessas solugdes com
mais detalhes, como também, realizar o estudo perturbativo dessas solucées para investigar a

sua estabilidade.

No capitulo 9, apresentamos um método, desenvolvido por Bozza [17] e aprimorado
por Tsukamoto [104], que nos permite calcular, de forma analitica, o desvio da luz muito
proximo da esfera de fétons, ou seja, no limite de campo forte. Fizemos algumas aplicacées
para verificar a eficicia do método. Fomos capazes de calcular de forma analitica todos
exemplos utilizados, exceto uma integral em um dos casos, que foi feita de forma numeérica.
E importante ressaltar que todos os casos estudados sdo solucdes estaticas e esfericamente
simétricas assintoticamente planas. Um préximo passo seria adaptar esse método para ser

utilizado em métricas que ndo sdo assintoticamente planas.

No capitulo 10, apresentamos o algoritmo de Janis-Newman. O algoritmo de Janis-
Newman & um método que promete transformar métricas estaticas e esfericamente simétricas,
tais como solucdes de buracos negros, em métricas com rotacdo. O método foi desenvolvido
por Newman e Janis [85] e foi utilizado para transformar a métrica de Schwarzschild na métrica
de Kerr por meio de uma transformacdo complexa de coordenadas. O mesmo método foi
utilizado para encontrar a solucdo de Kerr-Newman a partir da solucdo de Reissner-Nordstrom.
O algoritmo de Janis-Newman tem sido bastante utilizado atualmente. De fato, seria muito
interessante e Gtil termos um método off-shell que nos fornecesse métrica com rotacdo, tipo
Kerr, a partir de solucdes estatica ja conhecidas. Nesse sentido, testamos o método utilizando
métricas estaticas com o objetivo de encontrar a sua versdo com rotagdo. Conseguimos utilizar

o método, porém notamos que ao final do processo essas novas solucdes, rotacionais, ndo se

147



verificam como solucdes das equacdes de Einstein. Ha casos na literatura em que novas
solucdes com rotacdo que se originaram de uma solugdo estatica a partir do algoritmo de
Janis-Newman e que n3o s3o solucdes das equacdes de Einstein, como a encontrada por Krori
e Bhattacharjee [76], porém que sdo aceitos como se fossem. Isso n3o significa que o algoritmo
de Janis-Newman n3o funcione, apenas ndo é um método definitivo. Contudo, a busca por
métodos que gere nos solugdes com rotacdo a partir de uma solugdo estaticas é valida. Outros
métodos possuem o mesmo tipo de proposta. O método de modelos sigma, o qual utilizamos
em alguns casos, porém, sem reultado positivo [44]. O formalismo de Quevedo que decompde
o tensor de Riemann em representagdes irredutiveis de SO(3,C) ~ SO(3,1) e entdo usa o
grupo de simetria para gerar novas solugdes [92, 93], o formalismo baseado nos potenciais de
Ernst [53, 54] e o Método de Espalhamento Inverso para o campo gravitacional de Zakharov
e Belinskii [109] sdo métodos que podem ser utilizados para gerar novas solu¢des a partir de

solucées conhecidas.
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