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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um método de elementos finitos multiescala variacional nao
linear para resolver as equacoes incompressiveis de Navier-Stokes. O método é baseado em
uma decomposicao em dois niveis do espacgo de aproximagao e o problema local é modificado
introduzindo-se uma difusao artificial que atua de forma adaptativa apenas nas escalas nao
resolvidas da discretizagao. O método desenvolvido é considerado auto-adaptativo, uma vez
que a quantidade de viscosidade submalha é automaticamente introduzida de acordo com
o residuo das escalas resolvidas a nivel do elemento. Para reduzir o custo computacional
tipico dos métodos de duas escalas, o espago da micro escala é definido através de fungoes
polinomiais que se anulam na fronteira dos elementos, conhecidas como fun¢ées bolha,
cujos graus de liberdade sao eliminados localmente em favor dos graus de liberdade que
residem nas escalas resolvidas. Comparamos a performance numérica e computacional do
método com os resultados obtidos com a formulagao streamline-upwind/Petrov-Galerkin
(SUPG) combinada com o método pressure stabilizing/ Petrov-Galerkin (PSPG) através

de um conjunto de quatro problemas bidimensionais de referéncia.

Palavras-chave: Elementos finitos, Métodos estabilizados multiescala. Equacoes de

Navier-Stokes incompressiveis.



Abstract

In this work, we present a nonlinear variational multiscale finite element method to solve
the incompressible Navier-Stokes equations. The method is based on a decomposition in
two levels of the approximation space and the local problem is modified by introducing an
artificial diffusion that acts in an adaptive way only on the unresolved discretization scales.
It can be considered a self-adaptive method, so that the amount of sub-mesh viscosity is
automatically introduced according to the residue of the scales resolved at the element
level. To reduce the computational cost typical of two-scale methods, the micro-scale
space is defined through polynomial functions that cancel each other out at the border
of the elements, known as bubble functions, whose degrees of freedom are eliminated
locally in favor of the degrees of freedom that reside on the resolved scales. We compared
the numerical and computational performance of the method with the results obtained
with the formulation streamline-upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) combined with the
method pressure stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG) through a set of four two-dimensional

reference problems.

Keywords: Finite element. Multiscale estabilized methods. Incompressible Navier-Stokes

equations.
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1 Introducao

As equagoes de Navier-Stokes sdo equagoes diferenciais parciais nao lineares que
descrevem o escoamento de fluidos na natureza, como liquido e gases, permitindo determinar
os seus campos de velocidade e pressao, sendo compostas pelas equagoes do momento
linear e da continuidade (conservacao de massa). Condigoes de contorno e inicial sao
incorporadas a essas equacoes de forma a obter um modelo matematico. Muitos fenémenos
fisicos de interesse cientifico e da engenharia sao estudados e modelados através dessas
equagoes (FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2001; BIRD; STEWART; LIGHTFOOT,
2004).

Devido a complexidade do modelo matematico envolvendo as equacoes de Navier-
Stokes, solucoes analiticas existem somente para casos simples, envolvendo hipodteses
simplificadoras sobre seu comportamento. Por outro lado, o desenvolvimento de métodos
numéricos para resolver problemas modelados por equagoes diferenciais é de grande interesse
da comunidade cientifica e em particular para as equagoes de Navier-Stokes que modelam
o escoamento de fluidos newtonianos em regime incompressivel (TEMAM, 2001), que é o
tema de estudo desse trabalho. Os procedimentos numéricos reproduzem o comportamento

do escoamento em um ambiente virtual, utilizando recursos computacionais.

Dentre as metodologias numéricas mais utilizadas para resolver as equacoes de Navier-
Stokes, destacamos os métodos de Elementos Finitos (MEF), Diferencas Finitas (MDF) e
Volumes Finitos (MVF). O MEF de Galerkin é considerado a formula¢do numérica mais
adequada para resolver problemas elipticos em dominios complexos, que aparecem por
exemplo, na mecanica dos sélidos. No contexto da mecéanica dos fluidos, o MEF de Galerkin
apresenta problemas de estabilidade na simulagao de escoamento de fluidos (GRESHO;
SANI, 2020). Um dos problemas deve-se a presenca de termos de convecgao na equagao
governante que pode gerar oscilagdes espirias nos resultados, principalmente no campo de
velocidade. Tais oscilagoes tornam-se mais expressivas em escoamentos predominantemente
advectivos. A outra fonte de instabilidades origina-se do uso de combinacoes impréprias de
fungoes de interpolagao para representar os campos de velocidade e pressao (TEZDUYAR,
1991).

Para contornar problemas de instabilidades em escoamentos predominantemente
advectivos, a partir da década de oitenta surgem os métodos de elementos finitos estabili-
zados que possuem como caracteristica a modificacao do MEF de Galerkin adicionando
estabilidade ao método, sem comprometer sua consisténcia. Utilizando elementos bili-
neares para a velocidade e constante para pressdao, Brooks e Hughes (1982) propoem

a formulacao estabilizada SUPG (streamline-upwind/Petrov-Galerkin), que consiste em
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adicionar difusao artificial somente na direcdo das linhas de corrente sem introduzir uma
excessiva dissipagao numérica. Em (HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986) é proposta
a formulacao PSPG (pressure satabilizing/Petrov-Galerkin) que permite o uso de fungoes
de interpolagdo de mesma ordem para problemas de escoamentos de Stokes, contornando a
condi¢ao de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) (BREZZI, 1974). Mais tarde Tezduyar
(1991) estende a formulagdo PSPG (HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986) juntamente
com a formulagdo SUPG (BROOKS; HUGHES, 1982) para o tratamento de escoamento
de Navier-Stokes incompressiveis no método conhecido por SUPG/PSPG.

A formulagdo SUPG combinada com a PSPG foi precursora dos métodos de estabiliza-
cao GLS (Galerkin/Least-Squares) (HUGHES; FRANCA; HULBERT, 1989), ou sua modi-
ficagao proposta em (FRANCA; FARHAT, 1995). Outra classe de métodos estabilizados,
com base na ideia de aprimorar o método de Galerkin com fungbes virtuais tipo bolha, foi
introduzida em (BREZZI et al., 1992). Todas as abordagens tentam reduzir as instabilida-
des numeéricas presentes em problemas com altos nimeros de Reynolds ou Mach, choques ou
camadas limite e fung¢oes de interpolacao de ordem igual para velocidade e pressao. Apesar
de grande parte dos métodos de elementos finitos estabilizados mencionados conduzirem
as solugoes numéricas globalmente estaveis, eles nao evitam a possibilidade de ocorrer
oscilagoes localizadas nas vizinhangas de altos gradientes. Para evitar oscilagoes espurias
em regioes de altos gradientes pode-se recorrer aos métodos de captura de descontinuidades.
Em geral, esses métodos sdo esquemas numéricos nao-lineares, mesmo que o problema
original seja linear (GALEAO; CARMO, 1988; TEZDUYAR, 2001; RISPOLI; CORSINT;
TEZDUYAR, 2007; JOHN; KNOBLOCH, 2008; ZHAO et al., 2018).

Em meados da década de 90, Hughes (1995) revisitou as origens dos esquemas de
estabilizacao a partir de um ponto de vista variacional em multiplas escalas do dominio
computacional e apresentou o método variacional multiescalas VMS ( Variational Mul-
tiScale) (HUGHES, 1995; HUGHES et al., 1998) para a equagao escalar de convecgao-
difusdo. Mais tarde estendida para as equagoes de Navier-Stokes por um conjunto de
pesquisadores (BAZILEVS et al., 2007; CODINA; BLASCO, 2001; CODINA et al., 2017;
GRAVEMEIER, 2006; MASUD; KHURRAM, 2006). A ideia principal da abordagem
multiescala é decompor as varidveis de interesse em duas partes: uma representada pela
discretizagao utilizada (macro escala - escala resolvida) e outra relacionada as escalas
menores, submalhas (micro escala - escala nao resolvida). Tal decomposigao permite dividir
a formulacao fraca do problema em dois subproblemas: um para a macro escala e outro
para a micro escala. Os efeitos nao locais da micro escala s@o incorporados na macro escala
resultando em um problema enriquecido para as escalas resolvidas, que é entao solucionado
numericamente. Neste método, as diferentes técnicas de estabilizagao se reinem como

casos especiais do conceito da modelagem das escalas submalhas.

Guermond (1999) apresenta o método multiescala SGS (Subgrid Stabilization), que
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consiste na decomposi¢ao multiescala do espaco e a introducao de uma viscosidade artificial
linear somente na micro escala. Esta viscosidade submalha linear é ajustada por um
parametro global que precisa ser escolhido de forma adequada a fim de que o método
seja preciso. Assim como os métodos estabilizados, o método SGS apresenta oscilagoes
localizadas proximas a altos gradientes, principalmente se o parametro de estabilizacao
nao for escolhido adequadamente. Para evitar essas oscilagoes indesejaveis, operadores
nao lineares submalha de captura de descontinuidades sao adicionados de forma ad hoc
a formulacao SGS em (GUERMOND, 2001) para a equagao de difusdo-adveccao e em
(GUERMOND; MARRA; QUARTAPELLE, 2006) para as equagoes de Navier-Stokes.
Seguindo a ideia proposta em (GUERMOND, 2001), Santos e Almeida (2007) apresentam o
método multiescala NSGS (Nonlinear SubGrid Stabilization) para as equagdes de transporte
nao transientes predominantemente convectivas. Esse método é inspirado nos métodos
SGS e CAU (Consistent Approrimate Upwind) (GALEAO; CARMO, 1988) e consiste em

adicionar uma difusdo artificial ndo linear e ndo parametrizada somente na micro escala.

Nesta tese estendemos o conceito do método NSGS (SANTOS; ALMEIDA, 2007)
para a resolucao das equacoes de Navier-Stokes incompressiveis, trazendo uma nova
metodologia denominada NSGS-NS. O método NSGS-NS consiste em uma decomposicao
para os campos de velocidade e pressdo em escalas macro/resolvida e micro/nao resolvida,
juntamente com a adi¢ao de um operador nao linear, baseado em residuo, a formulacao
enriquecida de Galerkin. A escala macro é modelada por func¢des lineares enquanto a escala
micro ¢ modelada por fungoes tipo bolha. Assim como em Santos e Almeida (2007) o
operador de viscosidade artificial ndo linear é adicionado apenas as escalas nao resolvidas
para estabilizar o campos de velocidade e pressao em escoamentos com alto niimero de
Reynolds. Resultados preliminares publicados em (BAPTISTA et al., 2018; BAPTISTA et
al., 2019) mostraram que o método NSGS-NS apresenta solugoes mais acuradas quando
comparado com o método SUPG/PSPG (TEZDUYAR, 1991). Em (BAPTISTA et al.,
2018) a pressdao na micro escala é determinada em fungao do residuo da equagao de
continuidade na macro escala (CODINA, 2002; FRANCA; OLIVEIRA, 2003; CALO,
2005), com base no parametro de restricao de incompressibilidade LSIC (Least Squares
Incompressibility Constraint) (BEHR; FRANCA; TEZDUYAR, 1993). Para a abordagem
apresentada em (BAPTISTA et al., 2019) foi considerado apenas a decomposi¢ao do campo
de velocidade em escalas resolvidas e nao resolvidas, como em (MASUD; KHURRAM,
2006) onde as incégnitas de pressao residem somente na escala resolvida. Essa abordagem
leva a uma formulagao numérica que satisfaz a condicao LBB, que pode ser considerada
uma extensao do elemento MINI (ARNOLD; BREZZI; FORTIN, 1984) as equagdes de

Navier-Stokes.

A formulacao estabilizada classica (ou multiescalas) de elementos finitos, quando
aplicada as equacoes de Navier-Stokes, resulta em um sistema acoplado de equagoes

nao-lineares, sendo necessario o uso de algum método de linearizagao para sua solucao,
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tais como Newton-Raphson e Picard. Em escoamento com elevado niimero de Reynolds as
nao linearidades, tanto natural do problema quanto a inserida pelo termo de viscosidade
artificial do método NSGS-NS, tornaram-se mais representativas. Neste caso, os métodos de
linearizacao nem sempre podem garantir a convergéncia desse sistema altamente nao linear
e um fator de amortecimento (relaxamento) é introduzido para manter a solugao dentro do
raio de convergéncia do método (KELLEY, 2003). O valor do fator de amortecimento tem
grande influéncia na convergéncia e eficiéncia computacional. Se o fator de amortecimento
for proximo de um, o estouro exponencial pode ocorrer facilmente (portanto, encerrando
o processo sem resultado), se for préximo de zero, o método de linearizacao tende a ser
ineficiente. Uma vez que nao é trivial definir um fator de amortecimento apropriado, se
faz necessario usar uma estratégia para uma escolha automatica e dindmica deste fator.
Em (JOHN; KNOBLOCH, 2008) é proposto um processo de amortecimento dindmico que

adotamos em nossos experimentos.

Esta tese estd organizada como segue. O Capitulo 2 apresentamos as equacoes de
Navier-Stokes que governam o escoamento de fluidos newtonianos incompressiveis e as
formulagbes de Galerkin e SUPG/PSPG. No Capitulo 3, desenvolvemos a abordagem
multiescala proposta neste trabalho. No Capitulo 4, apresentamos as estratégias para
o tratamento da nao linearidade do problema, o algoritmo do fator de amortecimento
dinamico e o algoritmo preditor-corretor utilizado na resolu¢ao dos problemas transientes.
O Capitulo 5 avalia o desempenho numérico de quatro problemas bidimensionais de

referéncia e o no Capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes e trabalhos futuros.
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2 Equacoes governantes e formulacoes nu-

meéricas classicas

Neste capitulo apresentamos as equacgoes de Navier-Stokes desenvolvidas para o
tratamento de escoamentos incompressiveis. Na sequéncia apresentamos as formulagoes
numéricas baseadas no método de elementos finitos utilizando Galerkin classico com
adicdo dos métodos estabilizados SUPG (Streamlines Upwind Petrov-Galerkin) (BROOKS;
HUGHES, 1982) e PSPG (Pressure Stabilizing/Petrov-Galerkin) (HUGHES; FRANCA,;
BALESTRA, 1986).

2.1 Equacoes de Navier-Stokes incompressiveis

Considera-se um fluido viscoso, incompressivel, ocupando o dominio Q < R? de
fronteira I" no intervalo de tempo I = (0,7]. A velocidade u e a pressao hidrostatica pgp,

sao governadas pelos balangos de quantidade de movimento e massa

p(?;+(u-V)u>+V~a = f, em Qx (0,71, (2.1)
V-u = 0, em Qx (0,71, (2.2)

onde p é a massa especifica do fluido, f ¢é o vetor forgas de corpo ou forgas externas e o é o
tensor das tensoes internas, denominado de tensor de Cauchy em homenagem a Augustin
Louis Cauchy (1789-1857). Para um fluido newtoniano a tensao é dada pela soma de um
estado de tensao puramente hidrostatico, representado pela pressao termodinamica pg;,, €

pelo tensor de tensao viscoso T da forma

onde I é o tensor identidade e T € o tensor de tensdo desviadora, ou de tensoes cisalhantes
(BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2004). George Gabriel Stokes (1819-1903) assumiu
que a tensao viscosa era funcao do tensor taxa de velocidade, dada pela parte simétrica do

gradiente da velocidade e(u) = (Vu + Vu)/2, ou seja,
T = F(e(u)). (2.4)

Se F for linear, o fluido é denominado de fluido newtoniano. Com a suposi¢ao adicional de
isotropia para fluidos newtonianos e incompressibilidade do escoamento, a conexao entre o

tensor de tensdes viscosas e o tensor taxa de velocidade, e(u), é dada por,

T = 2U€, (2.5)
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onde p é a viscosidade dindmica do fluido com dimensao de tensao multiplicada por tempo.
A forma final da relacdo entre o tensor das tensoes e o tensor taxa de velocidade é dada
por,

o = —painl + 21E. (2.6)

A combinagcao das Egs. (2.1), (2.2) e (2.6) produz o conjunto de equagoes de Navier-
Stokes incompressiveis a serem resolvidas no dominio 2 no intervalo de tempo I = (0, 7]

sujeito a

u +(u-V)u—2vV-e(u) + Vp f, em Qx (0,71, (2.7)

ot
Viu = 0, em Qx(0,7], (2.8)

onde p = pgin/p € a pressdo cinemdtica e v = pu/p é a viscosidade cinemadtica constante

com dimensao de area dividida por tempo.
Como condicao inicial, prescrevemos um campo vetorial para a velocidade ug no
tempo t = 0 em todo o dominio €2 da forma,

u(x,0) = up(x), em Q x {0}, (2.9)

que certamente precisa satisfazer a equacgado de continuidade, ou seja, V - ug = 0.

Além disso, um problema de valor inicial e de valor de contorno bem definido depende
das condicoes de contorno impostas na fronteira I' = 0€2 do dominio. Geralmente a fronteira
I' é separada em uma fronteira de Dirichlet I'y e uma fronteira de Neumann I'y, com as
condicoes I' =T'y uT', e I'y n I';, = . Uma condigao de contorno de Dirichlet na forma

de uma velocidade prescrita g é dada na forma,
u(zx,t) = g(zx,t), emI'yx (0,7), (2.10)

enquanto que uma condi¢ao de fronteira de Neumann h geralmente prescreve o componente

normal da tensao na fronteira da forma,

o-n = 2ue(u) — punl) - n =h(x,t) em 'y x (0,7). (2.11)

Se I' = I'y, ou seja, nao ha condicao de contorno de Neumann, a solugao para a
pressao é determinada a menos de uma constante. Para determinar esta constante podemos

prescrever um valor médio em todo o dominio da forma,

deQzO,
Q

ou prescrever a pressao em algum ponto do dominio.
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2.2 Formulacao de Galerkin

As formulagoes numéricas apresentadas aqui para resolver as equagoes de Navier-
Stokes incompressiveis, dadas pelas Equagoes (2.7) e (2.8), sao baseadas no método de
elementos finitos no espago e diferencas finitas no tempo. O método de elementos finitos
nao é aplicado diretamente na forma classica do problema. Para isto, uma formulacao fraca
do modelo deve ser definida. A forma fraca do modelo matematico relaxa a regularidade
requerida da solugdo. Esta é obtida multiplicando as equagoes diferenciais (2.7) e (2.8)
por fungoes testes, que se anulam nas fronteiras de Dirichlet, e na sequéncia integramos
sobre todo o dominio €2, para obter uma formulacao integral. A formulagao fraca para as
equacoes de Navier-Stokes consiste em: dados f, h e ug, encontrar u,(z,t) e S, e pe S,

para t € (0,7 tais que,

L w - (6;: + (u-V)u — f) dQ + 2v L e(w) : e(u)d

—f(V-w)de— w - hdl = 0, (2.12)
Q

Ty

J q(V-u) dQ =0, (2.13)
Q

para todo w € Sy, ¢ € S, e com condi¢do inicial u(zx,0) = ug, onde os espagos de fungoes

sao dados por,

Sy ={w;ue [H'(Q)])*,u=gem Lyl (2.14)
Sw = {w;w e [H(Q)]*,w=0em I}, (2.15)
S, = mpe (). | pan =0} (2.16)
Sy = {an;an € H'(Q)}. (2.17)

Para definir o método de elementos finitos, vamos considerar uma particao triangular

T, do dominio Q em nel elementos (ver Figura 2.1) onde,

nel

QzUQe e BN =02, com i,j=12,...,nel e i+j.
e=1

Figura 2.1 — Partigao 7;, do dominio 2 em elementos finitos Q¢ (SEDANO, 2016).
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Os espagos de dimensao infinita, Sy, Sy, S, € S, sao substituidos pelos subespagos

de dimensao finita para as fungoes de interpolacao de velocidade e pressao,

St = {up;up € [HY(Q))?, unlae € [PLQ)])?, up, = g, em Ly}, (2.18)

SZ‘, = {wp; wy € [Hl(Q)]Q,wh Qe € [Pl(Qe)]Q,wh =0em [}, (2.19)

St = {pnipn € H'(Q), prlae € P1(Qe)af pr dS2 = 0}, (2.20)
Q

Sl = {an;qn € H'(Q), qn

em que H} () é o espaco de Sobolev das funcdes quadrado integraveis com derivadas

e € P1(Q)}, (2.21)

de primeira ordem também quadrado integraveis e P*(Q°) é o espaco dos polinomios de
grau um, definidos no elemento Q2°. As condig¢des de fluxo, ou de Neumann, sao satisfeitas
naturalmente na formulagdo quando a integracao por partes é aplicada ao termo viscoso.
Os espagos de dimensdo finita (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21) sdo chamados de espagos de

elementos finitos.

A formulacao fraca discreta para as equagoes de Navier-Stokes consiste em: dados
F1, by e ug, encontrar uy(xz,t) € S e py, € S;j para t € (0,7 tais que,

f’w‘<6uh
0 ot

+ (up - V)uy, — fh) dQ + 2v L e(wy) : e(up)d

—J (V . ’U)h)ph d§) — wy, - hh dl’ = O, (222)
Q

IV

L an(V - up) dQ2 =0, (2.23)

para todo wy, € Sﬁ,, qn € S,? e com condicao inicial uy(x,0) = ug.

Uma dificuldade numérica inerente a formulacao pelo métodos dos elementos finitos do
problema de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis ¢ a satisfacao da condicao de
incompressibilidade, Eq. (2.8). Esta restrigdo ao campo de velocidades conduz normalmente
a uma formulacao mista de elementos finitos que exige um cuidado especial na escolha
dos subespacos de aproximagao da velocidade e da pressao. Alguns pares de espacgos de
elementos finitos para a velocidade e pressao podem gerar oscilagoes espiirias na solugao
caso nao satisfacam a condicdo de compatibilidade, conhecida como inf-sup ou LBB
(Ladyzhenskaya, Babuska e Brezzi) (BREZZI, 1974). Espagos com fungoes de interpolagao
de mesma ordem, como considerados neste trabalho, nao satisfazem a condicao de inf-sup.
Sucessivos esfor¢os no sentido de contornar esta restricado conduziram os avangos das
formulacoes estabilizadas do método dos elementos finitos para qualquer escolha dos
subespagos de aproximacao (HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986; TEZDUYAR, 1991;
TEZDUYAR; OSAWA, 2000).

A seguir, apresentamos o método SUPG/PSPG para as equagdes de Navier-Stokes
incompressiveis que faz uso de espagos de funcgoes de igual ordem para a velocidade e

pressao.
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2.3 Formulagao estabilizada SUPG/PSPG

O método estabilizado Streamline- Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) introduzido em
(BROOKS; HUGHES, 1982) tem como principio adicionar pertubacao na direcdo das
linhas de corrente a fim de evitar oscilagoes espurias em problemas fortemente convectivos.
Estudos sobre estabilizagoes das equagoes estacionarias de Navier-Stokes que contém o
termo SUPG sao apresentadas em (HANSBO; SZEPESSY, 1990; TOBISKA; LUBE, 1991;
FRANCA; FREY, 1992; TOBISKA; VERFURTH, 1996). Quando aplicado as equacdes
de Navier-Stokes, o método SUPG foi frequentemente considerado em conjunto com os
métodos Pressure Stabilizing/Petrov Galerkin (PSPG) e Least Squares Incompressibility
Constraint (LSIC). O método PSPG, proposto inicialmente em (HUGHES; FRANCA,;
BALESTRA, 1986) para escoamentos de Stokes e posteriormente generalizado para
escoamentos incompressiveis (TEZDUYAR, 1991), tem como finalidade estabilizar pares
de espacos de elementos finitos que violam a condi¢ao inf-sup (ou LBB). A estabilizagao
LSIC proposta em (FRANCA; HUGHES, 1988) tem como finalidade introduzir uma
penalizagao da violagao da equagao de continuidade para velocidades aproximadas pelo
método dos elementos finitos. No contexto do método, a velocidade discreta geralmente
nao atende a restricao de incompressibilidade e consequentemente a discretizacao deste

termo afeta a solucao.

A formulacao SUPG/PSPG das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis proposta
em (BEHR; FRANCA; TEZDUYAR, 1993) consiste em, dados f,, h, e ug, encontrar
up(x,t) e St ep, e SS para t € (0,T] tais que,

0
th.( Uh + (uy, - V)uh—fh)dQJrQuf e(wy) : p)dS2 — J (V-wp)pp, dQ

— wy, - hhdF-FJth uh
T, Q

+uy - Vuy, — fh> + Vph] dQ2

nel
1 ouy,
+ Z; f ) p[TSUPG/)(Uh -V)wy, + TPSPGth] : [( gy

nel

+ 2 J TrsicV - wpV - wy, dQ =0, (2.24)

para todo wy, € Sp, qj, € S, e com condigdo inicial w, (2, 0) = ug. Pelo fato de uy,(x, t) € S}

u’

o termo de segunda ordem no residuo da equagao do momentum ¢ nulo.

As cinco primeiras integrais da Eq. (2.24) correspondem aos termos da formulacao
de Galerkin, enquanto as demais sdo termos de estabilizacido introduzidos na formulacao
por somatoérios a nivel de cada elemento. O primeiro somatoério diz respeito a estabilizagao

SUPG e PSPG, enquanto que o segundo se deve a estabilizagao LSIC.

Os parametros de estabilizacdo Tsypa, Tpspa € Trsic utilizados neste trabalho foram
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obtidos seguindo a referéncia (TEZDUYAR; SATHE, 2003), tal que

<A2t>2 N (2|'Zh|>2 +9<‘;;)2]1/2 (2.25)

KA
2 )
onde o comprimento caracteristico da malha h é definido em funcao da area do elemento

TSUPG = TPSPG =

TLSIC = (2.26)

Q¢ A° como sendo o comprimento dos catetos do triangulo retangulo isésceles de mesma
area A°,

h = +/2Ae. (2.27)

Para caso estacionario temos

AN \* | ()]
TSUPG = TPSPG = [(hh ) +9(h2> ] : (2.28)

Aplicando aproximagoes de elementos finitos na Eq. (2.24) (ver Apéndice A) chegamos

a um sistema local de equacoes algébricas diferenciais,

[M ), + M5|U, + Ny (Uy) + Ns(Uy) + (K + LolUy, — [Gun + Gs| Py,
= Fu, + Fs5,  (2.29)
MU, +GLU, + N,(U,) + G,P;, = F,,

onde U}, é o vetor com valores das incégnitas nodais de uy, Uy é a derivada temporal de
U, e Py, é o vetor com valores das incégnitas nodais de pj,. As matrizes e os vetores do

sistema (2.29) sao definidos a partir das integrais:
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My, wy, - Oy, dS2,
Qe

M; TSUPGJ (wp - V)wy, - dupds,

Nhh(Uh) : wy - (’U,h : Vuh) dQ,

Qe
N;s(Uy) : 7supc f e(uh -V)wy, - (uy, - V)updS,
K QVJ e(wn): e(uy) d9,
Ly : 71510 ) V- w,V - uy, dS,
Gy, f ) PRV - wy dS),
Gs : Tsupc f e(uh -V)wy, - VprdQ, (2.30)

th . wh'fth+ ’U)h‘hhdF,
Qe re

F;s TSUPGJ (Uh : V)wh : .fth7

M, : TPSPGJ Vaqp - OyupdS,
p .

Gl f @V - uy, dS,

N¢(Uh) : TPSPG th-(uh-V)uth,
P Jae
~ Tpspa |
G, : Van - Vprd§2,
P Jqe
F, : 591 g, f.do.
P Jae

As matrizes e vetores locais definidos na Eq. (2.30) da discretizacdo via elementos finitos

triangulares da formulacdo SUPG/PSPS sao apresentados nos Apéndices (A.1) e (A.2).
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3 Métodos estabilizados multiescala

Neste capitulo apresentamos a contribuicao principal deste trabalho, a classe de
métodos denominado NSGS-NS (Nonlinear Subgrid Scale Method for Navier-Stokes Equa-

tions).

3.1 Método multiescala nao linear de estabilizacao submalha

Neste secao é apresentado o método de estabilizacdo submalha nao linear para
problemas dados pelas equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, denotado por NSGS-
NS (Nonlinear Subgrid Scale Method). Este método faz parte da familia de métodos de
elementos finitos multiescalas. Os métodos de elementos finitos multiescala consistem no
enriquecimento do espago de solugao com informacoes da fenomenologia das pequenas
escalas. Uma vez que a metodologia multiescala foi usada para construir aproximagcoes
estaveis, alguns pesquisadores (HUGHES, 1995; FRANCA; FARHAT, 1995; GUERMOND,
1999; MASUD; KHURRAM, 2006; HACHEM et al., 2010) consideraram a possibilidade
pratica de estabilizar equacoes predominantemente advectivas por meio de func¢oes bolha.

Neste trabalho, usamos fung¢oes bolha para construir o espaco de pequena escala.

Para definir os métodos de elementos finitos multiescala introduzimos os espacos de

funcoes S'P, ShB SSB e S(?B dados pelas somas direta,
hB h B chB h B chB h B hB h B
S =8, @88, Sy =8, ®S8,, S, =585 eS57 =508, (3.1)

onde os subespacos da macro escala S e S” foram definidos nas Eqs. (2.18) e (2.19),

respectivamente. Os subespacos da micro escala SZ e Sf sao definidos da forma,

S = {upe[Hy(Q)]*us
SP = {ppe Hy(Q);ps

e € [span(vp)]?,VQ° € Th}, (3.2)
Qe € Span(¢B>’ VQ© e 771}’ (33>

sendo H; () o espaco das fungdes em H'(€2) com valores nulos na fronteira de Q e ¢p é

uma funcao do tipo bolha. Para um dado elemento €2°, as fungoes bolhas satisfazem,

Yp(x) > 0,Vae QS
Yp(x) = 0,V e N (3.4)

Yp(x) = 1, no baricentro do tridngulo Q°.

Os espagos SZ e S;f representam os espagos da escala resolvida (macro escala), enquanto

She Sf representam os espagos da escala nao resolvida (micro escala) (ver Fig. 3.1).
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Figura 3.1 — Representacao da discretizagdo multiescala: escala resolvida (e) e nao-
resolvida (o).

Dados os espacos definidos na Eq. (3.1), temos que toda funcio u,p € S, wy,p €

SZB , PhB € S;}B e gnB € S(?B tem a seguinte decomposi¢ao tinica

upp(x,t) = wup(x,t) +up(x,t), onde uye S x (0,T) e up e SE x (0,Ty);
wip(x) = wy(x)+wp(x), onde wyeS! eupeS?;
pp(®) = pu(x) +pp(x), onde p,eS) eppeS,;
gp(®) = qp(x)+qp(x), onde gyeS; eqpeS,.

O método de estabilizacdo multiescala para as equagoes de Navier-Stokes consiste

em: dados f;, hy, e up, encontrar u,p € S,ZB e pnp € SI?B para t € (0, 7] tal que,

J wpp - (Oeunp + wnp - Vupg — fr) dQ + QVJ e(wyp) : €(upp)d
Q

Q
nel
—f (V . th)phB ds) + Z j Vwpg: ((SBV’U,B) dQ) = wyp - hy dF, (35)
Q e=1 ¢ 'y
J arp(V - upp) d2 =0, (3.6)
Q

para todo wyp € SZ,B, qnB € S(?B e com condigao inicial u,p(x,0) = ug. O termo de
estabilizagao adicional, dado pelo somatoério na Eq. (3.5), é introduzido apenas na escala
nao resolvida, onde dp é o parametro que controla a quantidade de viscosidade artificial e
consequentemente define o método. Em geral, como visto em (SANTOS; ALMEIDA, 2007;
SANTOS; ALMEIDA; MALTA, 2012; VALLI et al., 2018) este termo ¢é proporcional ao
residuo do problema associado a macro escala, Egs. (2.7) e (2.8), para a solugao envolvida,
a qual significa que a dissipagdo numérica é mais efetiva em regioes do dominio onde o

residuo ¢é mais expressivo.

A forma fraca das equacoes de momento é nao linear devido ao termo de convecgao.
No entanto, ¢ linear em relagao as func¢oes de ponderagao wyp e q,p. Explorando esta
linearidade, a formulagdo multiescala dada pelas Eqgs. (3.5) e (3.6) pode ser decomposta

em dois sub-problemas como segue.
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O sub-problema associado a macro escala:
J wh - Oyt + wp) + (wn +wp) - Viw, + up)) d + QVJ e(w): e(un +up) dO
Q Q

—J(ph+pB)V~wh dQ:J wy - f, dY+ | wy-hy dl, (3.7)
Q Q

'y

J qnV - uy, dQ—I—J gV - up d) = 0. (38)
Q Q

O sub-problema associado a micro escala:

L wpg - (O(up +up) + (up, +up) - V(uy, + up)) dQ + 2v L e(wp): e(uy + up) d2

nel
—f(ph+p3)va dQ-f—Z V’lUBZ ((SBV’U,B) dQZJ wB'fh dQ, (39)
Q Q

e=1v0°

J qsV - wy, dS) + f gV -up dQ = 0. (3.10)
Q Q

Integrando por partes a nivel de elemento os termos viscosos que contém velocidades
macro e micro nas Eqgs. (3.7) e (3.9), considerando que as fungoes testes sdo combinagoes
de fungoes polinomiais de grau um, uy, wy, € SZ, e que as fungoes pesos bolhas sao nulas

no bordo do elemento, wg,u € Sf , concluimos que estes sao nulos, ou seja,

QVJ e(wp): e(uy) dQ = QVJ e(wy): e(ug) dQ) =0, (3.11)
Aqui, algumas suposicoes devem ser feitas sobre a velocidade na micro escala a fim de

lidar com a dependéncia do tempo e a nao linearidade dos termos advectivos das equagoes

(3.7) e (3.9):

i) consideramos a hipdtese de quase estacionariedade da escala nao resolvida, ou seja, a
velocidade ndo varia com o tempo na micro escala, consequentemente o, up(x,t) = 0.
No entanto, veremos que a equacao na micro escala permanece quase dependente do

tempo, uma vez que é impulsionada pelo residuo da macro escala, a qual ¢ transiente.

ii) Para escoamentos turbulentos a velocidade da micro escala up nos termos advecti-
vos geram termos de estabilizagao adicionais, denominados tensores de tensoes de
Reynolds (BAZILEVS et al., 2007). Em escoamentos nao turbulentos as velocidades
convectivas dos termos nao lineares podem ser aproximadas apenas pelas velocidades

da macro escala (MASUD; KHURRAM, 2006), ou seja,

Upp - V’U,hB = (Uh + UB) . V(Uh + UB> X Up - V(Uh + UB).

Das hipéteses acima e da Eq.(3.11), as Eqgs. (3.7)-(3.9) podem ser reescritas pelos

dois sub-problemas:
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Sub-problema associado a macro escala:

f wy, - (Crup, + up, - Vuy,) dQ2 + J wy, - (uy - Vug) d2 + QI/J e(wp): e(uy) dQ
Q Q Q

fphVnuthJpBV-whdﬁszh~fth+ 'wh-hhdF, (312)
Q Q Q

Ty

J qnV - uy, dQ—l—f gV - up dS) = 0. (313)
Q Q

Sub-problema associado a micro escala:

f wg - (Crup, + up - Vuy,) d§ —|—J wg - (u, - Vupg) dQ + 2VJ e(wp): e(ug) dQ
Q Q Q

nel

—J phV - WwR ds —J BV wp dS) + 2 VwB: (5BV’U,B) dQ) = f wepg - fh dQ, (314)
Q Q Q

Qe

f gV - uy d2 + f gV -up dQ2 = 0.(3.15)
Q Q

Para derivar nossa formulagao estabilizada, primeiro encontramos uma solugao para
a pressao pp, através do sub-problema associado a micro escala dado pelas Egs. (3.14) e
(3.15). Em seguida, substituimos esta pressdao pp no problema macroscopico, dado pelas
Egs. (3.12) e (3.13), e usando uma abordagem como o complemento de Schur eliminamos
a aparéncia explicita da escala nao resolvida enquanto modelamos seus efeitos na escala

resolvida.

Reagrupando os termos das Egs. (3.14) e (3.15) e integrando por partes o termo de

pressao macroscopica na equagao do momento obtemos,

nel nel nel

Z wpg - (uh V'LLB) dQ—i—QVZf ’LUB UB dQ ZJ pBV~wB ds§2

=1 Qe
nel

+Zf Vwg: (65Vug) dQ = f wg - T, dQ,  (3.16)

nel
ZJ g5V - up dQ) = J qp re d0. (3.17)
e=1 ¢ Q

onde 7, e r. sdo os residuos do momentum e da continuidade, respectivamente dados por,

Tm = 1, — Oup, — up, - Vuy, — Vpy, (3.18)
e = -V Uy,. (319)

A ideia agora é aproximar as solucoes upg e pg em termos da malha de elementos
finitos e dos residuos (3.18) e (3.19). A partir dos trabalhos (TEZDUYAR; OSAWA,
2000; HUGHES; WELLS, 2005), sabe-se que considerar a pressdao na micro escala como

uma variavel adicional permite incluir a condi¢ao de continuidade na escala nao resolvida
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Eq. (3.17). Ela fornece estabilidade adicional especialmente em problemas com elevado
numero de Reynolds. No entanto, resolver a equagao na micro escala para a velocidade e a
pressao nao é trivial, devido ao fraco acoplamento entre as equagoes. Codina (2002) utiliza
uma abordagem baseada na analise de Fourier no problema de Oseen na micro escala, a
partir das Eqgs. (3.16) e (3.17), obtendo uma estimativa dos pardmetros de estabilizacao,
modelando assim, a a¢ao das escalas nio resolvidas dentro da escala resolvida (ver Apéndice
B para detalhes). Como resultado, a pressao na micro escala pode se representada em

funcao do residuo da equacao da continuidade de massa por,
p ~ —T.V - uy, (3.20)

onde o parametro 7. é funcao da viscosidade cinematica v, da velocidade na macro escala
uy, e do comprimento caracteristico da malha h. Neste trabalho, adotamos o parametro 7.
definido pela Eq. (2.26). Uma vez definido esse pardmetro de estabilizacdo, a Eq. (3.20)
pode ser inserida na equagao macroscopica, Eq. (3.12), carregando os efeitos da pressao
na escala nao resolvida para dentro do problema na escala resolvida. Assim, observamos

que a pressao da micro escala gera no problema macroscépico um termo idéntico ao LSIC,
dado na formulagao SUPG/PSPG, Eq. 2.24.

Definida a pressao na micro escala, Eq. (3.20), a equagdo de conservacao de massa,
Eq. (3.17), pode ser desconsiderada no calculo da velocidade na micro escala, o que equivale
anular a fungdo peso, ou seja gg = 0. Codina (2002) mostrou que a velocidade na micro
escala é derivada exclusivamente pelo residuo da equagao do momento na escala resolvida.
Dado que a pressao na micro escala é funcao do residuo da equacao da continuidade na
escala resolvida, Eq. (3.20), temos que eliminar os efeitos da pressdo pp na equagao do
momento na micro escala, para isso impomos pg = 0 na Eq. (3.16). Assim, os sub-problemas

na micro e macro escala podem ser reescritos pelo sistema,
f wy, - (Qup, + uy - Vuy) dQ + f wy, - (uy - Vupg) dS) + QVJ e(wy): e(uy) dS2
Q Q Q
+J TLS[cV"U,hV'wh dQ—J phV-wh dS) :J 'wh-fh dQ+J wh-hh dF, (321)
Q Q Q Ty
J @V - up, dQ + J @V -up dQ =0, (3.22)
Q Q

f wpg - (Cyup + uyp, - Vuy,) dS) + f wpg - (uy, - Vug) dQ + QVJ e(wpg): e(uy) d
Q Q Q
nel

+ Z J Vwg: (5BV'U,B)dQ — f ppV - wpgd) = f wpg - fth + wpg - hydl. (323)
e=1 ¢ Q Q

IV

Aplicando aproximagoes de elementos finitos nas Eqs. (3.21)-(3.23) (ver Apéndice A)
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chegamos a um sistema nao linear de equacoes diferenciais ordinarias,

Mthh-i-Nhh(Uh) + N,gUp + [Khh-i-Lg]Uh—thPh = Fh, (324)
GLU,+GsUp = 0, (3.25)
MBhUh+NBh(Uh) +KBBUB _GBhPh = FB, (326)

onde Uy, é o vetor com valores das incognitas nodais de uy, Uh ¢é a derivada temporal
de Uy, Py, é o vetor com valores das incégnitas nodais de p, e Ug é o vetor com os
valores das incognitas nodais de ug. No sistema diferencial algébrico dado pelas Egs.
(3.24)-(3.26) as matrizes e vetores de Galerkin, denotadas pelo subscrito hh e a matriz
de estabilizagdo Ly sdo as mesmas dadas na Eq. (2.30). As demais matrizes e vetores da
formulagao multiescalas sao definidos a partir das integrais:

r

NhB : wy, - (uh : V’U,B) dQ,
JQe
r

Gis : @V -up dS),
JQe
~

MBh : wp - é‘tuh dQ,
JQe
r

NBh(Uh) . | wpg - (uh : V’U,h) dQ, (327)

Qe
~

Kgp : 'wB-(uh-VuB) dQ—l—QVf e(wB):e(uB) dQ)
JQe e

+J VU)BZ (5BVUB) dQ,
GBh : f phV-wB dQ,

Fyp : | wg-f,do.
Qe

As matrizes e vetores definidos na Eq. (3.27) sdo apresentadas no Apéndice A.3.

Uma vez que a matriz Kpp é inversivel (ver Apéndice A.3) podemos aplicar o
processo de condensagao estatica. A partir da Eq. (3.26) podemos explicitar a velocidade
na micro escala U g em termos da velocidade e pressao na macro escala, Uy, e Py, da
forma,

Up = Kzu[Fp— Mp,Uy, — N, (Up) + GpiPy). (3.28)

Substituindo a Eq. (3.28) nas Eqgs. (3.24) e (3.25) obtemos o sistema de complemento de

Schur, apenas nas incégnitas nodais Uy e Py,

[Mhh + Mgn]Uh + Nhh(Uh) + N?(Uh) + [Khh + Lg]Uh — [th + G?]Ph
= Fu, + F§', (3.29)
MU, +GU,+ NJ(U,) + G P, = F,

onde,
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M? = —NppK;hMpy, M? = —GuwpKzpMopy,

N?U,) = —NupKgpNp,(Uy), NJUL) = —GupKgpNpi(Uy), (3.30)
GI' = —N,sK;5Gpn, GI' = GupKppGas,
F? = —N,z3Kz,F5, F; = ~Gwp K55 Fp.

No sistema (3.29) observamos a influéncia da velocidade na micro escala sobre a
velocidade e pressao na macro escala, através dos novos termos de estabilizacao dados
pelas matrizes com sobrescrito m. Observamos uma similaridade entre os sistemas dados
em (3.29) e (2.29), onde as matrizes e vetores M§*, Ni'(Uy), G5*, F§', M), N(U}), G/
e F adicionam estabilizacdo ao sistema (3.29) de forma semelhante que os termos SUPG
e PSPG no sistema (2.29). Quando a viscosidade artificial é nula, 6 = 0, o método
multiescala NSGS-NS se reduz a um método de Galerkin, com espacgos de elementos finitos
classicos enriquecidos com fungoes bolhas, para as equagoes de Navier-Stokes, ao qual
denominaremos de VMS-B ( Variational Multiscale Method - Bubble) (HUGHES, 1995;
CODINA, 2002; MASUD; KHURRAM, 2006; HACHEM et al., 2010).

3.2 Viscosidade artificial do método NSGS-NS

No contexto da formulacao variacional multiescala para a equagao escalar de difusao,
adveccao e reacao, a ideia de adicionar uma viscosidade nao linear somente na escala
nao resolvida foi considerada em (SANTOS; ALMEIDA, 2007; SANTOS; ALMEIDA;
MALTA, 2012) definindo o método NSGS. Alguns pesquisadores acreditam que as oscilagdes
espurias da solugdo aproximada para problemas de convecgao dominante estao associadas
as pequenas escalas, refletindo-se num actiimulo de energia cinética (GUERMOND, 1999).
A definicdo do método NSGS tem como principio introduzir um operador a formulagao
variacional composto por uma viscosidade artificial submalha minima de modo que seja

capaz de dissipar essa energia contida nas escalas nao resolvidas.

O ponto chave da concep¢ao do método NSGS para a equagao escalar de difusao,
advecgao e reagao, ¢ a decomposicao multiescala em dois niveis do campo de velocidade,
ou seja,

/6 = /Bh + /6/7
onde B, e B’ sdo os campos de velocidades associados as escalas resolvida (macro) e

submalha (micro), respectivamente.

Uma vez determinada a velocidade B, é possivel determinar a energia cinética
associada as micro escalas e a quantidade de viscosidade artificial submalha necessaria

para dissipa-la, dadas respectivamente por

1 1
E. = 5|B’|2 e 0, = §h|ﬂ’|2, (3.31)
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onde | - | denota a norma Euclidina e h é o comprimento caracteristico malha.

Para determinar B’ sdo agregadas as hipdteses de que dentre todos os possiveis
campos de velocidade submalha, B’ esté associado aquele que conduz a energia cinética
minima e que a equacao de transporte na escala resolvida seja satisfeita em cada elemento
Q°. Estas condi¢oes conduzem ao seguinte problema de otimizacao:

minimizar E, = 1|B'[2,
2 (3.32)
sujeito a — eAup + B, - Vuy, + oup = f em Qe Ty,

onde uy, e f sdo escalares, € é o coeficiente de difusdao e o o coeficiente de reacdo. A solucao
B’ de (3.32) é dada por (SANTOS, 2007),

r(up) Vup
——  se |Vuy| > 0;
B = { [Vun| [Vuy| (3.33)
0, caso contrario,

onde r(up) = f — (—€Auy, + B - Vuy + ouy) é o residuo da solucao uy, em Q°.

Substituindo (3.33) em (3.31) se obtém a viscosidade artificial submalha do método
NSGS dada por,

h
—|T(uh)|, se |Vuy| > 0;

5, =< 2 [Vuyl (3.34)
0, caso contrario.

Seguindo a estratégia desenvolvida em (SANTOS, 2007) definimos a quantidade
de viscosidade artificial 0p que define o método multiescala nao linear de estabilizacao
submalha para as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, NSGS-NS. Uma vez que as
equacgoes de Navier-Stokes sdo compostas pelas equagoes da quantidade de movimento e

da conservacao de massa, a definicdo para a viscosidade artificial ndao é tnica.

Considerando apenas o residuo da equacao da quantidade de movimento, definimos

a viscosidade artificial dg1, do método denominado NSGS1-NS, da forma,

h T, (wp,
Pl i)l oy Gy > 0
Spi(un,pn) =<4 2 [Vus (3.35)
0, caso contrario.
onde || - | é a norma Euclidiana e 7,,(up, pn) = dup + (up, - V)uy, + Vpy, — f ¢ o residuo

associado a equagao da quantidade do movimento na macro escala de 2°. Sendo L e T,
respectivamente, as escalas de comprimento e tempo associadas a macro escala, lembrando
as dimensdes da velocidade [u] = LT, do operador diferencial espacial [V] = L™, do
comprimento de malha [h] = L e do residuo da equagao da quantidade de movimento
[ (un, pn)] = LT 2, temos que a viscosidade artificial definida na Eq .(3.35) tem dimensio

de viscosidade cinemética, ou seja [dp;] = L*T .
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A difusao artificial é adicionada em func¢ao do residuo da solugdo macro r,,(wp, pr),
além disso, ela nao é constante para todos os elementos da malha e para os elementos em

que |[Vuy| = 0 temos dp; = 0 e consequentemente o método enriquecido VMS-B.

Uma outra proposta para viscosidade artificial submalha consiste em adicionar a dp;
uma parcela em funcao do residuo da equagao de conservagao de massa, r.(wp, pp) = —V-up,
apenas nos elementos onde |Vuy,| > 0. Uma vez que [r.(us, pp)] = T, precisamos inserir
um fator de ordem L? para termos consisténcia dimensional para a nova viscosidade. Assim,

definimos o parametro dpy da forma,

h |7, (wh, h?
D)L B i)l se [Vl > 0

532(’U,h,ph) = H uhH (336)
0, caso contrario,

a qual gera o método denominado NSGS2-NS. Como veremos no Capitulo 5, considerar
os efeitos viscosos provenientes da equacao de conservagao de massa na composicao
da viscosidade artificial submalha dpo, tem mostrado maior eficicia no tratamento de

escoamentos com elevado niimero de Reynolds.

O comprimento caracteristico da malha, h, é definido como em (TEZDUYAR; PARK,
1986) da forma

h:2<ils-VNa])_, (3.37)

onde s é o vetor unitario definido como,

up

o

e N, ¢é a funcao interpolagao associada com o n6 a. E importante notar que, o comprimento
caracteristico da malha A é definido automaticamente levando em consideracao as dire¢oes

da velocidade uy, e da discretizacao espacial do dominio.
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4 Técnicas computacionais

Neste capitulo apresentamos técnicas computacionais utilizadas no auxilio da solugao
das formulacoes apresentadas. Primeiro apresentamos uma estratégia de relaxacao para a
viscosidade artificial (VALLI et al., 2018). Na sequéncia apresentamos o método de Picard,
usado para tratar a nao linearidade dos problemas estacionarios (ELMAN; SILVESTER;
WATHEN, 2014), e o algoritmo adaptativo para a escolha do fator de amortecimento,
utilizado no processo iterativo nao linear (JOHN; KNOBLOCH, 2008). Por fim, apresenta-
mos o algoritmo de integragao no tempo preditor corretor utilizado para a solugao dos
problemas transientes (FRANCA; FREY, 1992).

4.1 Relaxacao da viscosidade artificial

Pelas definigbes apresentadas para as viscosidades artificiais Eqs. (3.35) ou (3.36),
estas incrementam a viscosidade natural do fluido, v, de forma adaptativa e livre de
parametros previamente definidos. Porém, estas tém uma natureza nao linear, uma vez que
dependem da solugao aproximada para a velocidade wj, e pressao py. A fim de linearizar
as viscosidades artificiais dg; e dpo, tomaremos a velocidade e pressao da iteragdo nao
linear anterior dentro de um processo iterativo de linearizagao, que sera apresentado na
Secao 4.2, do sistema de equagoes algébricos dado pela Eq. (3.29). Para acelerar, ou em
alguns casos tornar possivel, a convergéncia do processo nao linear, utilizamos a seguinte
estratégia para calcular dg no passo corrente, i + 1, (SANTOS; ALMEIDA, 2007)

St = pédt + (1 —n)dk, comne[0,1]; (4.1)
hlrm(uh, o) 2 L -
A ———— 2 k—|lr.(w), p}) |, se |Vu; | > tols;
i _ | g e kg e il se IV > tol
0, caso contrario.

Para k = 0 temos dg; e k = 1 temos dps. Neste trabalho, utilizamos n = 0,5, toly = 107°
e um numero maximo de 1000 itera¢des nao lineares, quando considerado o problema
estacionario. No entanto, para os experimentos do escoamento com alargamento de canal
e escoamento no interior de uma cavidade unitaria com elevado nimero de Reynolds,
a convergéncia do processo iterativo nao linear nao ¢é alcangada, mesmo se um ntmero
maximo maior de iteragoes for considerado. Na tentativa de contornar as dificuldades de
convergéncia Valli et al. (2018) propoe o congelamento da difusao artificial Jp em todos os
elementos da malha onde houver estagnacao do residuo na sua forma forte. Em outras
palavras, o coeficiente n na Eq. (4.1) é considerado nulo quando |r,,(u}, p},)| estéd préximo

de |7, (u}tt, pitt)|. Neste trabalho adotamos o limite de 20% para o erro relativo entre esses

residuos, ou seja, a viscosidade artificial é congelada se |r,, (ui™, pit™)|| = 0, 8] rp, (uh, pi)||.
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4.2  Processo iterativo nao linear

Nesta secao apresentamos o método de iteracoes sucessivas, ou de Picard, aplicavel
aos sistemas nao lineares Eqgs. (2.29) e (3.29) na sua forma estacionaria, ou seja, quando o
termo transiente é desconsiderado (ELMAN; SILVESTER; WATHEN, 2014). Os sistemas
algébricos resultantes das formulagoes estabilizadas classica SUPG/PSPG, e multiescalas
apresentam termos nao lineares préprios da natureza do problema e outros introduzidos pe-
las formulagoes estabilizadas. Resolver estes sistemas requer iteragoes nao lineares com um
problema linearizado sendo resolvido em cada iteracao. Assim, dado um valor inicial para
a velocidade e pressio, (u}, pl), uma sequéncia de iteracoes (u;, p;), (ui,ps), (u;,p}), ...

¢é calculada, a qual, sob certas hipoteses, converge para a solugao do sistema nao linear.

As nao linearidades dos sistemas (2.29) e (3.29) estao relacionadas com os termos
advectivos, (uy - V), onde a velocidade de advecgao é a propria incégnita. Uma forma
de linearizarmos os sistemas, consiste em considerar a velocidade de adveccao dada pela
iteracdo anterior, dentro do processo iterativo. Assim, dada a iterada (u},, p}) linearizamos
os termos de adveccdo, (u},-V) nas Equacdes (2.30) e (3.27) para obter a solugao (u}*, pit)
da seguinte forma,

N, (UDHUI wy, - (u), - V)uit d,
Qe

Ns;U,)U TSUPGJ (u} - V)wy, - (u} - V)uldQ,

N (U)U Wp’“’ Van - (ul - V)uitdo, (4.2)
Qe
Nuws(U)UF | wy - (u), - V)ug!' dQ,
Qe
NBh(U;‘JU;‘Z—H : wpg - (u}l . V)’U,;jl dQ
Qe

resultando no sistema linearizado

[Nw(U}) + Ns(U3) + Ky + Lo]U — |Gy + Gs| Py = Fry, + F, (43)
[th + Ns@(U;z)]U;JzH + G‘pP;jl = Fw
para a formulagao SUPG/PSPG e
[Nhh(U;L) + N?(U%) + Ky, + Lg]l];:rl - [th + G?]Pﬁjl = Fy, + Fzgn, (4 4)
|G}, + N2(U) U + GLP, = FT,

para a formulagao multiescala. As formulagoes (4.3) e (4.4) sdo denominadas de sistemas
de Oseen (ELMAN; SILVESTER; WATHEN, 2014). Definindo o vetor de valores nodais
da velocidade e pressao na iteragao ¢, d}"l = ( Z}L, Pﬁl), sem perda de generalidade podemos

reescrever os sistemas (4.3) e (4.4) da forma

M(d,)d," = F.
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Subtraindo M (d},)d;, de ambos os membros, definido a correcio da forma Ad), = d;'' —d;,
e fazendo r' = F — M (d},)d, o residuo da iteracdo nao linear, obtemos o método de
iteracoes sucessivas, ou método de Picard: a cada iteracao, dada uma solucao aproximada

d;,, calcula-se a correcio Ad,, satisfazendo
M(d)Ad] — 7
Atualizando a iteracdo anterior via
d;"' =d, + Adj, (4.5)

define-se a préxima iteracdo da sequéncia. O processo iterativo gera uma sequéncia
decrescente de residuos e ¢ finalizado quando este se anula, 7}, = 0, gerando a solugao
Adj, = 0 e consequentemente d;'' = dj. Os Algoritmos 1 e 2 ilustram o processo de
iteragoes sucessivas para os métodos de estabilizacio SUPG/PSPG e multiescalas VMS-B,
NSGS1-NS e NSGS2-NS.

Algoritmo 1: Iteragoes sucessivas: SUPG/PSPG

Passo 1. Inicialize i := 0, U} ¢ P},
Passo 2. Fase da correcao.
Monte as matrizes: My M9, Moy, Mo a partir das Egs. (2.30).
My, = Nhh(UZ) + N(;(U;l) + K, + Ly,
My := Gy + G5>
My, = N,(U)) + Gy,
M22 = ch
Monte os residuos R e S a partir das Egs. (2.30).
Ré:z F,+ Fs— [[Nhh(UZ) + N(s(UZ) + Ky, + LQ]UZ - [th + Ga]PZ]
S'i=F,— [[G:ffh + N, (U)|U), + G,P}
Resolva o sistema incremental:
M, M| [AUM| [R
e ar) [3e] =[S
Corrija a solugao.
Ut U 4 AU,
Pt =P, + AP}
Passo 3. Critério de parada.
Se i < imaz € [|(RTY, 8| > tol,es| (R, §%)|, entdo

1 =1+ 1 e retorne ao Passo 2,
senao PARE.

4.3 Amortecimento do processo iterativo nao linear

Para melhorar a convergéncia do método iterativo nao linear, utilizamos um processo
dindmico de fator de corregao, ou amortecimento (Damping factor) sugerido em (JOHN;

KNOBLOCH, 2008). Durante o processo iterativo nao linear, pode acontecer que alguma
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Algoritmo 2: [teragoes sucessivas: Multiescalas

Passo 1. Inicialize i := 0, U}, e P;,.
Passo 2. Fase da correcao.
Calcule a viscosidade artificial 65(U’, P}) a partir das Eqgs. (3.35) ou (3.36).
Monte as matrizes: My M9, Moy, Moy a partir das Egs. (3.30).
M, :== N (U}) + N§'(U},) + K, + Lo,
My = Gp, + GY',
My = NZL(U;L) + Gilgh
Moy = GZL
Monte os residuos R e S a partir das Egs. (3.30).
R := Fy, + F§' = [[Nw(U},) + N§'(U}) + K + Lo|Uj, — [Gun + G§'| Py ]
S =F] — [[th + NZZ(U%)] Wt GZLP;]
Resolva o sistema incremental:
e aral (37 - 5]
My My | |APH | S
Corrija a solucgao.
Uit =U; + AU,
P =P, + AP
Passo 3. Critério de parada.
Se i < imaz € [|(RTY, 8| > tol,es| (R, §%)|, entdo

1 =1+ 1 e retorne ao Passo 2,
senao PARE.

solugio dj' = (Ui, Pit') tende a gerar um residuo ri™ = (R™*!, 8") maior que o
imediatamente anterior, 7, = (R', S"), construindo assim, uma sequéncia nao decrescente.

Neste caso, um amortecimento na solucao do sistema,
(U} Py = (U}, Py) + w(AU AP, w >0,

pode evitar a construgao de uma sequéncia de residuos divergente no processo iterativo
nao linear. Assim, uma escolha apropriada do fator de amortecimento w é frequentemente
essencial para a convergéncia do processo iterativo nao linear ou para diminuir o niimero
de iteracoes necessarias. A escolha dindmica do fator de amortecimento esté ilustrada no
Algoritmo 3. Nossa abordagem contém um conjunto de parametros, cujos valores adotados
para os experimentos do Capitulo 5 sao dados nas linhas 1 e 2. Esses valores foram
escolhidos de forma que o método multiescala NSGS2-NS, aplicado ao experimento do
escoamento estaciondrio no interior de uma cavidade unitaria com Re = 20000, atingisse a
convergéncia do processo iterativo nao linear. A estratégia para a escolha dindmica do

fator de amortecimento baseia-se nos seguintes principios:

e Existe um limite inferior w,,;, para o fator de amortecimento. Esse limite é fixo
em wp,, = 0, 1. Fatores de amortecimento muito pequenos levam, em geral, a um

numero muito grande de iteragoes e, portanto, a esquemas ineficientes.
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e Existe um limite maximo w,,q, para o fator de amortecimento. Inicialmente, definimos
Wmaz = 1, OU seja, sem amortecimento da solugdo do sistema linearizado (ver as
linhas 4 a 13). O limite superior é no maximo igual a um porém, tanto o fator de
amortecimento w quanto o limite maximo w,,,; sao ajustados dinamicamente no

decorrer do processo iterativo, wpi, < W < Wpee < 1,0.

e A iteracio (U}, Pi™) é aceita se a norma do residuo do processo de linearizacao,
I(R™!, 8"t1)|, for menor que a norma do residuo da iteracio anterior, |(R’, §%)]||, ou
se w atingir o valor minimo, conforme indicado nas linhas 15 a 19. Se | (R, §"™)| <
I(R',8")| e se ndo houve rejeicio de uma iteracio (UL, Pi™) para um valor
maior de w, ou seja, first-damping=1, o fator de amortecimento maximo w;,q, sera
aumentado (veja a linha 17) e entdo o fator de amortecimento w também serd

aumentado (veja a linha 18).

e Se o valor proposto para a iteracao (UL, P nao for aceito, w serd diminuido
(veja a linha 21). Além disso, se no passo i + 1 o valor proposto para a iteragao for
rejeitada pela primeira vez, ou seja, first-damping=1, entao o amortecimento maximo
Wmae também serd diminuido (veja as linhas 22 a 25). Agora, uma nova proposta
para (U™, Pit') é computada com o novo valor do fator de amortecimento. A
aceitacao ou rejeicdo desta nova proposta é verificada da mesma maneira que para o

antigo fator de amortecimento (veja a linha 26).

As principais caracteristicas desta abordagem sao que o fator de amortecimento em geral
diminui se o residuo aumenta e que este, bem como o parametro de amortecimento maximo,
aumentam se o residuo diminuir para melhorar a eficiéncia do processo nao-linear. Assim,
um forte amortecimento, que pode ser necessario apenas no inicio do processo iterativo,
influencia levemente o fator de amortecimento no final do processo. Aplicado aos métodos
multiescalas VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS, o fator de amortecimento permite tratar

problemas com ntmeros de Reynolds elevados.

4.4 Integracao no tempo

A discretizagdo no espaco das equagoes descritas no Capitulo anterior resulta em um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias (EDO) de primeira ordem em relagao ao tempo,
sendo este procedimento conhecido como semi-discretizagao. A discretizagao das equagoes
diferenciais parciais (EDP) completa-se com a aplica¢do de um método de integragao no
tempo para as EDO’s resultantes do método dos elementos finitos (DONEA; HUERTA,
2003).

Técnicas de integracdo no tempo explicitas sao geralmente mais rapidas do que

suas contrapartes implicitas, pois nao envolvem iteragoes nao lineares, nem requerem
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Algoritmo 3: Fator de Amortecimento

1. Passo 1. Inicialize os parametros:

2. Wmin:=0,1, Wna :=1,0, W= wWnaz,

3. ¢ :=1,001, co:=1,1, c3:=0,9,

4. Passo 2. Inicialize i := 0 e a solugio (U}, P%).

5. Passo 3. Calcule (AU}™ AP;™).

6. Monte as matrizes: My M9, Mo, Moy € 0s residuos Rie S a partir das
Egs. (2.30) ou (3.30).

7.  Resolva o sistema incremental:

. M, My|[AU" [R
" | My My| AP | S

9.  first-damping := 1,

10. Passo 4. Amortecimento da solucao:

1. UMt :=U, +wAU,

12. Py i= Pl +wAP,

13.  calcule o residuo (R, 8.

14. Passo 5. Atualizacao do fator de amortecimento w.

15, Se [(R™, 8™ < [(R',S")| ou w < c1Wmin, entio

16. Se (R, 8" Y| < |(R?, 8Y)| e first-damping = 1, entdo

17. Winaz = min{l, ciWmaz},

18. w = min{Wmaz, 2w},

19. fim se

20. senao

21. w = max{Wmn,w/2},

22. Se first-damping=1, entao

23. Winaz = MAx{Wmin, C3Wmaz }»
24. first-damping := 0,

25. fim se

26. retorne ao Passo 4 para amortecer a solugao,
27.  fim se

28. Passo 6. Critério de parada.

29.  Se i < imaz e ||(R7Y, 8| > tol,.s|(R", §%)|, entdo
30. 1 =1+ 1 e retorne ao Passo 3,

31. senao PARE.

resolugao de sistemas lineares. No entanto, elas sao condicionalmente estaveis e sao

restritos por um tamanho de intervalo de tempo critico. Levando em consideracao a

natureza implicita da pressao nos escoamentos incompressiveis, um esquema de integracao

no tempo totalmente explicito nao é recomendavel pois, o intervalo de tempo critico

associado seria demasiadamente pequeno. Uma alternativa aos métodos explicitos consiste

em discretizar o tempo por diferencas finitas centradas originando no algoritmo preditor

corretor a qual é linear, implicito e de passo tnico (HUGHES; LIU; BROOKS, 1979).
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4.4.1 Algoritmo preditor corretor

Para a resolucao dos sistemas de equagoes diferenciais algébricas dadas pelas Eqs.
(2.29) e (3.29) gerados a partir das formulagoes SUPG/PSPG e multiescalas respectiva-
mente, utilizamos o algoritmo preditor corretor com base na familia dos métodos implicitos,
apresentado em (FRANCA; FREY, 1992). Seja At o passo de tempo, 7,4, 0 nimero
maximo de passos no tempo, tolienm, a tolerancia temporal, 4,4, 0 nNimero méaximo de
iteracoes de correcao, tol.,. a tolerancia da correcao e o o parametro do algoritmo de
integracao no tempo que controla a aproximacao da derivada temporal U,,. Seguindo o
procedimento descrito em (FRANCA; FREY, 1992) obtém-se os algoritmos de integragao
no tempo para a formulagdo SUPG/PSPG (ver Algoritmo 4 ) e para as formulacoes

multiescalas (ver Algoritmo 5).

Os algoritmos apresentados tem como principais caracteristicas a predicao explicita
(ver Passo 2.) e a correcao implicita, na qual resulta em um sistema linearizado pelo
método de Picard (ver Passo 3.). Através do pardmetro «, podemos selecionar a estratégia
de predicao: tomando o = 0 obtemos o método de Euler progressivo, para a = 0,5 o
método de Crank-Nicolson e, finalmente, para o = 1 teremos o método de Euler regressivo.
No presente trabalho adota-se a = 0,5, o que leva a um método de segunda ordem de
precisao, em relacao ao tamanho do passo de tempo At, denominado de regra trapezoidal
(ALTABADI; TEZDUYAR, 1995). A estabilidade dos algoritmos preditor corretor sao
incondicionalmente estavel apenas para o caso deste ser utilizado para a resolugao da
equacao de convecgao-difusao linear com coeficientes constantes. No caso das equagoes de
Navier-Stokes, a estabilidade incondicional nao é garantida (SHAKIB; HUGHES; JOHAN,
1991).

Para os critérios de parada, tanto do processo de linearizacao (ver Passo 4.) quanto
para a marcha temporal (ver Passo 5.) foi utilizada a norma Euclidiana dos vetores

analisados.
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Algoritmo 4: Preditor corretor: SUPG/PSPG

Passo 1. Inicialize: n := 0, i := 0 e a solucao (U}, P, U,")
(n é o passo de tempo e i é a iteragdo de multicorre¢ao)
Passo 2. Fase de predicao.

h T h >
Passo 3. Fase de correcgao.
Monte as matrizes: M*, G* e (G")* conforme Eq. (2.29).

M* := My, + M + oAt (Nhh(UZ“’i) + N (UTY) + Ky + Lg),
G = G, + G5,

(G")* := M, + aAt (N@(UZ+1’i) + G£h>,

Monte os residuos R e S conforme Eq. (2.29).

Pn—‘rl,i . n,0

s n+1,

RnJrl,i _ FZ;1+F§+1— [[Mhh+M5] Uh + [Nhh(UZ-l-l,i)+N6(UZ+1,i)]UZ+1,i
+[K + Le] UZ—H’Z — [th + G(;]PZ—H’Z]’
Sn+1,i _ FZ+1 o I:MSOUZ‘FL’L i [GZh + N(p(UZ-‘rl,Z‘)]UZ-‘rl,i + GLPPZ-‘FI,Z‘:I’
Resolva o sistema incremental:

M* _G* AUZ'HJ"H B Rn-i—l,i
(G")* G, B

APZH,Hl Sn+172
Corrija a solucao.

1.d+1 1.4 s n+1li+1
UL _ gt o A AT
s n+1i+1 s n+1l s n+1li+1

Li+1 L Li+1
P;LLJr i+ _ P;LLJr N + AP;LLJr i+ ’
Passo 4. Decisao da correcgao.

. FES| . ji+1
Se i < i € [AUL | > ol UL

1 =1+ 1 e retorne ao Passo 3,
senao

lmaz =1 €1:=0,

Uz+1,z = UZ+1’ZMM,

|, entao

cn+la n+1imazx
Pn ,0 PTL slmazx
h h
fim se

Passo 5. Decisao do processo temporal.
Se 1 < Nyaz © |AUFT| > toliem,y| U, entdo
n =n+ 1 e retorne ao Passo 2,
senao PARE.
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Algoritmo 5: Preditor corretor: NSGS-NS

Passo 1. Inicialize: n := 0, i := 0 ¢ a solucio (U}, P, U,")
(n é o passo de tempo e i é a iteragdo de multicorrecao)
Passo 2. Fase de predicao.

U, =0,
P;ILJrl,z = Pz,ij
Passo 3. Fase de correcao.
Calcule a viscosidade artificial (U™, Pi*") conforme Egs. (3.35) ou (3.36).
Monte as matrizes: M*, G* e (G")* conforme Eq. (3.29).

M* := My, + M} + alAt <Nhh(UZ+1’i) + NPUT) + Ky, + Le),

G* =Gy, + ng,

(G")* := M7 + oAt (Ng(U;;“’i) + G;{h),

Monte os residuos R e S conforme Eq. (3.29).

n+1,i n m m7y Ll n+1,i m n+1,i n+1,i
RV = Fit + Fp = [[My+ MU, + [N (U )+ NG (U UR

+[K + LU ™ =[G + Gy P,
s"Hi = Fr (MU, GLLUTTY + NT(UTT) + G Py,
Resolva o sistema incremental:

M* -G |auytt|  [RY
h — .
(GT)* Gm AP”.:,.M - Sn+1,z
@ h
Corrija a solucao.
1.441 1.4 . T'L+1,i
U, " =U;" + aAtAU,
- n+1i+1 - ntly c ntly
Uh - Uh + AUh B
Li+1 1, 1,
Pz-‘r atl PZ+ 5t + APZ+ ,z’
Passo 4. Decisao da correcao.
ntl n+1i+1

Se i < imaz € |AU, > t0leorr ||U,
1 =1+ 1 e retorne ao Passo 3,
Senao
lmaz :=1 € 1:= 0,
Uz-&-l,% = UZ+17ZnLaa:7

|, entao

n+1,: n+1,imax
Uh ) = Uh ] ;
Pn+1,’t L Pn+1,lmaw
h T h .
fim se

Passo 5. Decisao do processo temporal.
Se n < Mgz © |AUTT| > toliem, U, entdo
n =n+ 1 e retorne ao Passo 2,
senao PARE.
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5 Experimentos numeéricos

Este capitulo apresenta quatro experimentos numéricos para avaliar as formulagoes de
elementos finitos para as equacoes de Navier-Stokes apresentadas neste trabalho: problema
com solugao exata suave, escoamento ao redor de um cilindro circular, escoamento com
alargamento de canal e escoamento no interior de uma cavidade unitaria. Primeiramente
apresentamos os escoamentos na condicao estacionaria e na sequéncia mostramos a evolugao
no tempo do escoamento no interior de uma cavidade unitaria e o escoamento ao redor
de um cilindro circular. Os tdltimos trés exemplos sao amplamente estudados ao longo
de décadas de pesquisas na area de dindmica dos fluidos computacional, consistindo
desta forma, em excelentes testes de verificagdo. Os resultados obtidos utilizando os
métodos de estabilizagao multiescala VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS sao comparados
com as respectivas solugoes obtidas pelo método SUPG/PSPG e/ou solugoes de referéncia

apresentadas na literatura.

Nestes exemplos, os métodos foram submetidos a diferentes condigoes definidas

através do nimero de Reynolds do escoamento, calculado a partir da seguinte expressao:

_ forgas inerciais  puo Lo

Re =

(5.1)

forgas viscosas 1
onde uy e Ly sao a velocidade e comprimento caracteristicos de cada problema.

As formulagoes numéricas variacionais apresentadas nos capitulos anteriores resultam
em um sistema algébrico de equagoes diferenciais ordindrias nao lineares. As matrizes globais
provenientes dessas formulacoes tém uma enorme esparsidade e seus coeficientes nao nulos
nao sao dispostos uniformemente. Assim, sao utilizadas estratégias de armazenamentos
para reduzir o consumo desnecessario de memoria e o nimero de operacoes de ponto
flutuante. Para o método de elementos finitos, destacam-se o armazenamento elemento por
elemento (EBE)(HUGHES, 1987), aresta por aresta (EDE)(CATABRIGA, 2000; ELIAS,
2003) e linhas esparsas comprimidas (CSR)(SAAD, 2003). Dentre as vérias estratégias
de armazenamento, utilizaremos a estrutura CSR. Nos experimentos que apresentam
dificuldades no processo de convergéncia dos sistemas resultantes, ou seja, quando o
ntmero de iteragoes lineares extrapolam o valor méaximo pré definido, precondicionamos
o sistema com o precondicionador ILUP, onde o nivel de preenchimento P ¢ definido de

acordo com a necessidade de cada problema.

O codigo proposto para as equagoes de Navier-Stokes foi implementado em lingua-
gem C no contexto da biblioteca de elementos finitos em constante desenvolvimento no

Laboratério de Otimizagio e Modelagem Computacional (UFES)!, denominada FEMcodes.

! https://github.com/mod-comp-ufes/FEM_ CODES
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Os testes foram realizados em uma plataforma computacional com sistema operacional
GNU Linux Ubuntu, processador Intel(R) Xeon(R) Silver 4114 CPU @ 2.20GHz 10 nicleos
(20 threads) com memoéria RAM de 160Gb. O dominio computacional é discretizado
considerando a malha gerada pelo software Gmsh?, a visualizacdo dos resultados pelo

software Paraview® e os graficos com os perfis e residuos sao plotados no Gnuplot®*.

5.1 Escoamentos em regime estacionario

Nesta secao apresentamos os quatro experimentos no estado estacionario. Para que
todos os experimentos sejam analisados sobre a mesma perspectiva, os pardmetros dos
processos de linearizacao e de resolugao dos sistemas lineares sao definidos de acordo com
o experimento do escoamento estacionario na cavidade unitaria com ntimero de Reynolds
elevado, Re = 20000. Para o processo nao linear adotamos uma tolerancia relativa nas
iteracoes de Picard igual a tol,; = 5 x 107% e um nimero méaximo de iteracoes igual a
itmax, = 1000. A principio todos os experimentos serao considerados com o fator de
amortecimento no processo de linearizagdo. Os sistemas lineares resultantes sao resolvidos
pelo método GMRES com 45 vetores para o reiniciamento, um nimero méaximo de ciclos

igual a itmaz; = 1000 e uma tolerancia igual a tol; = 107,

5.1.1 Problema com solucao exata suave

Para o primeiro experimento numérico, utilizamos um exemplo com solugao analitica
conhecida. O experimento foi introduzido em (JOHNSON; PITKARANTA, 1982) para o
escoamento de Stokes e também estudado em (CAREY; KRISHNAN, 1982; VALLI, 2001).
O principal interesse deste experimento é examinar as taxas de convergéncia, nas normas
dos espacos L*(Q2) e H'(R), dos métodos SUPG /PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS
comparando-os com as estimativas obtidas em (HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986;
MASUD; KHURRAM, 2006; PETERSON; LINDSAY; KONG, 2018).

A solugao analitica para o problema é dada por

ug(z,y) = ar?(l—x)*(2y — 6> + 49%), (5.2)
u,(v,y) = ay*(1 —y)*(—2x + 627 — 42%), (5.3)
plry) = 2* =y, (54)

definida no quadrado unitério Q = (0,1) x (0,1) com viscosidade cinemética v = 0,01. A
velocidade maxima é U, = 1,2 x a x 1072, a qual corresponde a um escoamento com

Re = 1,2 x a. Abordamos os escoamentos com Re = 12 e Re = 120, correspondentes a

http://www.gmsh.info
https://www.paraview.org
http://www.gnuplot.info

3
4
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(a) Estruturada & esquerda (b) Estruturada a direita

(¢) Estruturada alternada (d) Nao estruturada

Figura 5.1 — Tipos de malhas de elementos finitos utilizadas no experimento com solugao
exata suave.

a =10 e a = 100. O campo de velocidade possui divergéncia nula e satisfaz a condicao
de nao deslizamento, u = 0, na fronteira do dominio d€2. O campo de pressao é prescrito
apenas no ponto inferior esquerdo do dominio. A forga de corpo f é construida considerando

a solugao exata aplicada na Eq. (2.7) para o caso estacionério.

As solugdes aproximadas sao calculadas para uma sequéncia de doze malhas estrutu-
radas e quatro nao estruturadas. As malhas estruturadas contém 8 x 8,16 x 16,32 x 32 e
64 x 64 células com dois elementos triangulares lineares em cada célula, ou seja, malhas com
128,512, 2048 e 8192 elementos, respectivamente. As malhas estruturadas sao divididas em
trés conjuntos segundo a orientacdo da diagonal das células que compdem os triangulos,
com orientagoes para a esquerda, direita e alternada (ver Figs. 5.1a - 5.1c). As malhas nao
estruturadas sdo construidas com 8 x 8,16 x 16,32 x 32 e 64 x 64 subdivisdes no contorno,

gerando malhas com 228, 782, 2830 e 11098 elementos, respectivamente (ver Figura 5.1d).

A Fig. 5.2 apresenta os perfis da velocidade na direcao vertical, u,, sobre o eixo
horizontal y = 0,5 e valores da pressao sobre a reta y = 1 — x, com Re = 120, obtidos
pelo método NSGS2-NS utilizando 4 malhas estruturadas alternadas com refinamentos

diferentes. Observamos que a medida que as malhas vao sendo refinadas as solugoes
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aproximadas obtidas se aproximam da solucao exata. Ressaltamos que os comportamentos
das aproximagoes para os métodos SUPG/PSPG, VMS-B e NSGS1-NS sao similares a
aproximagao do NSGS2-NS apresentados na Fig. 5.2.

‘ Exata Exéta
Malha 8x8 Malha 8x8 y
1  Malha 16x16 /—\ Malha 16x16 ’
Malha 32x32 —— / 05 Malha 32x32 ———
Malha 64x64 ——— : Malha 64x64 ——— 7

%

v
v

. / 0
-0.5 /
NS “r S

-1.5 -1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0

a

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

(a) Velocidade vertical sobre a reta horizontal y = 0,5 (b) Pressdo sobre aretay =1 —x

Figura 5.2 — Problema com solugao exata suave, Re = 120 e malha estruturada alternada.
Método NSGS2-NS.

O estudo das taxas de convergéncia esta dividido em dois conjuntos de testes. O
primeiro conjunto compara as solugoes obtidas pelos métodos SUPG/PSPG, VMS-B,
NSGS1-NS e NSGS2-NS para os escoamentos com Re = 12 e Re = 120 sobre as malhas
com orientacao alternada. O segundo conjunto compara as solu¢oes obtidas pelos métodos
SUPG/PSPG e NSGS2-NS para o escoamento com Re = 12 sobre as malhas com orientagao

a esquerda, a direita e nao estruturada.

Os erros da velocidade na normas L? e H' e da pressdo nas normas L? e seminorma
de H' associados aos métodos SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS na malha
estruturada alternada sao dados nas Tabs. 5.1-5.8, para Re = 12 e Re = 120. Podemos
observar que os erros obtidos possuem a mesma ordem de grandeza, no mesmo nivel de

refinamento para todos os métodos estudados considerando o mesmo ntimero de Reynolds.

Tabela 5.1 — Solugdo exata suave com Re=12. Erro da velocidade na norma L.

[w— w2 | SUPG/PSPG | VMSB NSGSI-NS | NSGS2.NS
Sx8 | 1,251460E-02 | 1,331667E-02 | 1,331667E-02 | 1,331667E-02
16 x 16 | 3,124635E-03 | 3,336461E-03 | 3,336461E-03 | 3,336461E-03
32 x 32 | 7,887612E-04 | 8,166103E-04 | 8,166103E-04 | 8,166103E-04
64 x 64 | 2,186306E-04 | 2,170170E-04 | 2,170170E-04 | 2,170170E-04

Os graficos dos erros associados aos métodos SUPG/PSPG e NSGS2-NS sdo plotados

em relacao ao tamanho do pardmetro de malha h em uma escala log-log, (ver Figs. 5.3a-
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Tabela 5.2 — Solucao exata suave com Re=12

. Erro da velocidade na norma H'.

lw — [ | SUPG/PSPG VMS NSGSI-NS | NSGS2NS
Sx8 | 2,043626E-01 | 2,036071E-01 | 2,036071E-01 | 2,036071E-01
16 x 16 | 9,681367E-02 | 9,097376E-02 | 9,9973765-02 | 9,997376E-02
32 x 32| 4,777061E-02 | 4,875378E-02 | 4,875378E-02 | 4,875378E-02
64 x 64 | 2,380770E-02 | 2,406984E-02 | 2,406984E-02 | 2,406984E-02

Tabela 5.3 — Solucdo exata suave com Re=12. Erro da pressdo na norma L>.

Ip — prlz2 | SUPG/PSPG VMS NSGSI-NS | NSGS2NS
Sx8 | 1,AGI037E-02 | 2,593866E-03 | 2,593866E-03 | 2,5038665-03
16 x 16 | 4,209397E-03 | 1,026655E-03 | 1,0266555-03 | 1,026655E-03
32 x 32 | 1,125135E-03 | 4,076831E-04 | 4,076831E-04 | 4,076831E-04
64 x 64 | 2,832198E-04 | 1,546165E-04 | 1,546165E-04 | 1,546165E-04

Tabela 5.4 — Solucdo exata suave com Re=12. Erro da pressdao na seminorma de H'.

[» — pulm | SUPG/PSPG VMS NSGSI-NS | NSGS2NS
8x8 | 1,084610E-01 | 1,153794E-01 | 1,153794E-01 | 1,153794E-01
16 x 16 | 5,241237E-02 | 7,535605E-02 | 7,535605E-02 | 7,535605E-02
32 x 32| 2,599995E-02 | 5,3842155-02 | 5,384215E-02 | 5,3842155-02
64 x 64 | 1,311851E-02 | 3,814288E-02 | 3,814288E-02 | 3,814288E-02

Tabela 5.5 — Solucao exata suave com Re=120. Erro da velocidade na norma L?.

[w—wunl.2 | SUPG/PSPG | VMSB NSGSI-NS | NSGS2.NS
Sx8 | 7,302732E-02 | 1,571745E-01 | 1,532116E-01 | 1,533182E-01
16 x 16 | 2,164013E-02 | 3,503098E-02 | 3,593272E-02 | 3,505485E-02
32 x 32 | 6,508573E-03 | 8,435215E5-03 | 8,422680E-03 | 8,423542E-03
64 x 64 | 1,841602E-03 | 2,169498E-03 | 2,143612E-03 | 2,143617E-03

Tabela 5.6 — Solucao exata suave com Re=120. Erro da velocidade na norma H'.

[u— wn[m | SUPG/PSPG VMS NSGSI-NS | NSGS2-NS
Sx8 | 1O0DAIIE+00 | 2,082651E+00 | 2,099403E+00 | 2,102507E+00
16 x 16 9,603184E-01 | 1,011415E+00 | 1,017021E400 | 1,017358E+00
32 x 32 | 4,786414E-01 | 4,006536E-01 | 4,020262E-01 | 4,020460E-01
64 x 64 2,382174E-01 | 2,411229E-01 2,413534E-01 | 2,413541E-01

Tabela 5.7 — Solucao exata suave com Re=120. Erro da pressao na norma L.

[p— pulz | SUPG/PSPG VMS NSGSI-NS | NSGS2.NS
Sx8 | 5086780E-02 | 1,680263E-01 | 1,644667E-01 | 1,645091E-01
16 x 16 | 1,863283E-02 | 4,099906E-02 | 4,201394E-02 | 4,206326E-02
32 x 32 | 5,048865E-03 | 1,054669E-02 | 1,075334E-02 | 1,075581E-02
64 x 64 | 1,648179E-03 | 3,253932E-03 | 3,253558E-03 | 3,253700E-03

5.4b), onde as taxas de convergéncia sao apresentadas na legenda dos graficos. Estudo

de convergéncia de métodos estabilizados do tipo Petrov-Galerkin para o problema de
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Tabela 5.8 — Solucdo exata suave com Re=120. Erro da pressdao na seminorma de H'.

I — pula | SUPG/PSPG VMS NSGSI'NS | NSGS2-NS
8x8 | 3,543222E-01 | 1,047016E+00 | 1,056180E+00 | 1,066789E+00
16 x 16 | 1,371065E-01 | 5,879440E-01 | 6,356594E-01 | 6,385778E-01
32 x 32 | 6,473700E-02 | 4,753284E-01 | 5,147286E-01 | 5,153058E-01
64 x 64 | 3,694885E-02 | 3,595041E-01 | 3,804546E-01 | 3,805261E-01

Stokes é apresentado em (HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986). Utilizando pares de
espagos de fungoes Q1/Q1 para a velocidade e pressdao, Hughes, Franca e Balestra (1986)
mostraram que o erro da velocidade converge com taxa O(h2) na norma L% e que o erro
da pressio converge com taxas O(h*?) na norma L? e O(h'/?) na semi norma de H'. Para
as equacoes de Navier-Stokes e espacos de fungoes lineares por parte no espago e tempo
para a velocidade e pressdo, Hansbo e Szepessy (1990) mostram taxas O(h*?) para o
erro da velocidade na norma L? e O(h?) para o erro da pressido na seminorma de H'.
Experimentos numéricos para as equagoes de Navier-Stokes apresentados em (MASUD;
KHURRAM, 2006) para uma formulac¢ao variacional multiescalas e em (PETERSON;
LINDSAY; KONG, 2018) para a formulacio SUPG/PSPG, obtém taxas O(h?) e O(h')
para o erro da velocidade nas normas L? e H' e taxas O(h') e O(hY/?) para o erro da
pressdo na norma L? e seminorma de H'. Observamos que as taxas obtidas pelos métodos
NSGS2-NS e SUPG/PSPG estao em concordancia (ou superiores) com as referéncias para

os dois casos apresentados, Re = 12 e Re = 120.

" SUPG/PSPG: [lu-uy[ 2-20 «x " SUPG/PSPG: [p-py[2- 1.9
NSGS2-NS: |ju-u|[;2-2,0 = NSGS2-NS: |p-py[j 2= 1.4 =
—05 SUPG/PSPG: [ju-uy[g' = 1,0 o -0.5 SUPG/PSPG: ||p—py|lg' = 1.0 o
NSGS2-NS: [lu-uyly' = 1,0 & e NSGS2-NS: [[p- pylly' - 0,5 4
) 1 ]
L /
/ _'__,‘—/—'
— /
-15 -1.5
_ |_— _ _—
= = . —
5 o / 53 o
= =
2 2
25 -25 o ——
- / -3 /
-35 -35 /
4 N

-1.8 -1.6 -1.4 =12 -1 -0.8 -1.8 -1.6 -14 =12 -1 -0.8

logh log h

(a) Erro da velocidade nas normas L? e H' (b) Erro da pressio na norma L? e seminorma de H'

Figura 5.3 — Problema com solucao exata, Re = 12 e malha estruturada alternada.

As Tabs. 5.9 e 5.10 apresentam os desempenhos computacionais para os quatro
métodos sobre a malha alternada para Re = 12 e Re = 120, respectivamente, onde
(#INL) é o nimero de iteragdes nao lineares e (#I1L) é nimero de iteragoes lineares do
método GMRES. Para o escoamento com Re = 12 observamos que os métodos multiescalas

demandam mais iteracoes lineares, para atingirem a convergéncia do sistema linear, que o
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1
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Figura 5.4 — Problema com solucao exata, Re = 120 e malha estruturada alternada.

método SUPG/PSPG. Por outro lado, para Re = 120 os métodos multiescalas apresentam
um desempenho computacional levemente melhor que o SUPG/PSPG, principalmente
para a malha mais refinada. Para estes experimentos utilizamos o precondicionador ILUO.
Sem a utilizagdo do precondicionador, os quatro métodos atingiram o niimero maximo de
iteragoes lineares na resolugao do sistema linear, para a malha mais refinada. Em todos os
experimentos nao houve amortecimento na solucao durante o processo de linearizacao, ou
seja, o fator de amortecimento w, dentro do processo de linearizacao, permaneceu em seu

valor maximo, wy,q.: = 1.0.

Tabela 5.9 — Solugao exata suave com Re = 12 e malhas alternadas. Desempenho compu-

tacional.
Pe — 19 SUPG/PSPG VMS NSGS1-NS NSGS2-NS
H#INL | #IL | #INL | #IL | #INL | #IL | #INL | #IL
8 x & 5 65 3 53 3 53 3 53
16 x 16 2 45 3 82 3 82 3 82
32 x 32 2 86 2 109 2 109 2 109
64 x 64 2 353 2 499 2 499 2 499

Tabela 5.10 — Solugao exata suave com Re =

120 e malhas alternadas. Desempenho

computacional.
Pe — 120 SUPG/PSPG VMS NSGS1-NS NSGS2-NS
H#INL | #IL | #INL | #IL | #INL | #IL | #INL | #IL
8 x 8 20 298 11 187 10 184 10 186
16 x 16 9 223 8 227 7 204 7 204
32 x 32 7 335 6 483 6 482 6 482
64 x 64 6 3545 6 3428 6 3379 6 3229

A fim de comparar o desempenho dos métodos SUPG/PSPG e o método multiescala

NSGS2-NS sobre malhas com orientagoes diferentes, estruturada orientada a esquerda, a
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direita e nao estruturada, vamos considerar o escoamento com Re = 12. As Tabs. 5.11-5.16
apresentam os erros da velocidade e pressao sobre as malhas orientada a esquerda, a direita
e nao estruturada. Comparando os valores dos erros, tanto para a velocidade quanto para a
pressao sobre as diversas malhas observamos que estes mantém a mesma ordem de grandeza
quando comparados entre si. Uma vez que as malhas nao estruturadas apresentam uma
quantidade de elementos maior que as respectivas malhas estruturadas, estas apresentam
valores menores para os erros obtidos pelos métodos, SUPG/PSPG e NSGS2-NS, sendo
que os erros relativos a uma mesma malha, possuem a mesma ordem de grandeza nos dois
métodos. As Figs. 5.5-5.7 apresentam esses erros na escala log-log. Podemos observar que
as taxas de convergéncia, para as diversas malhas, mantém a concordancia com as taxas
obtidas para os experimentos na malha alternada e com as apresentadas nas referéncias.
Desta forma, podemos concluir que os métodos multiescalas nao apresentam influéncia

quanto a orientacao da malha para este experimento.

Tabela 5.11 — Solugao exata suave com Re = 12 e malhas orientadas a esquerda. Erro da
velocidade nas normas L* e H'.

Malha a ||u — uhHL2 ||u — uhHH1
esquerda | SUPG/PSPG | NSGS2-NS | SUPG/PSPG | NSGS2-NS
8§ x 8 1,359863E-02 | 1,420790E-02 | 2,105889E-01 | 2,035685E-01
16 x 16 | 3,778936E-03 | 3,773066E-03 | 1,012804E-01 | 1,007505E-01
32 x 32 | 9,850794E-04 | 9,771555E-04 | 5,008284E-02 | 5,010873E-02
64 x 64 | 2,673497E-04 | 2,619479E-04 | 2,498984E-02 | 2,501608E-02

Tabela 5.12 — Solugao exata suave com Re = 12 e malhas orientadas a direita. Erro da

velocidade nas normas L? e H'.

Malha a |w — wp 12 | — wp| g

direita | SUPG/PSPG | NSGS2-NS | SUPG/PSPG | NSGS2-NS
8 x 8 1,322431E-02 | 1,420728E-02 | 2,085482E-01 | 2,035639E-01
16 x 16 | 3,546416E-03 | 3,771578E-03 | 1,009637E-01 | 1,007463E-01

32 x 32 | 9,266553E-04 | 9,581817E-04 | 5,002431E-02 | 5,008490E-02

64 x 64 | 2,532957TE-04 | 2,557145E-04 | 2,498226E-02 | 2,501224E-02

Tabela 5.13 — Solugao exata suave com Re = 12 e malhas nado estruturadas. Erro da

velocidade nas normas L? ¢ H'.

Malha nao |w — wp 12 | — wp| g
estruturada | SUPG/PSPG | NSGS2-NS | SUPG/PSPG | NSGS2-NS
8 x 8 6,441040E-03 | 5,923834E-03 | 1,493733E-01 | 1,290260E-01
16 x 16 2,452231E-03 | 1,921595E-03 | 8,632226E-02 | 7,363277E-02
32 x 32 9,792629E-04 | 5,370679E-04 | 4,054047E-02 | 3,798235E-02
64 x 64 1,709771E-04 | 1,615095E-04 | 1,949553E-02 | 1,922847E-02
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Tabela 5.14 — Solucao exata suave com Re = 12 e malhas orientada a esquerda. Erro da
pressao nas normas L? e seminorma de H'.

Malha a lp — pnl 2 lp — pn|m

esquerda | SUPG/PSPG | NSGS2-NS | SUPG/PSPG | NSGS2-NS
8§ x 8 1,350787E-02 | 2,821489E-03 | 1,079944E-01 | 1,099659E-01

16 x 16 | 4,044254E-03 | 8,845189E-04 | 5,207198E-02 | 5,939070E-02

32 x 32 | 1,068637E-03 | 2,730125E-04 | 2,566080E-02 | 3,345417E-02

64 x 64 | 2,700845E-04 | 8,693456E-05 | 1,277861E-02 | 1,996469E-02

Tabela 5.15 — Solugao exata suave com Re = 12 e malhas orientada a direita. Erro da
pressao nas normas L? e seminorma de H'.

Malha a lp — pn 2 P — pn|m

direita | SUPG/PSPG | NSGS2-NS | SUPG/PSPG | NSGS2-NS
8 x 8 1,561078E-02 | 2,454868E-03 | 1,083367E-01 | 1,099673E-01
16 x 16 | 4,413488E-03 | 7,899793E-04 | 5,214992E-02 | 5,939034E-02

32 x 32 | 1,145517E-03 | 2,520917E-04 | 2,567094E-02 | 3,345306E-02

64 x 64 | 2,860463E-04 | 8,483037E-05 | 1,277993E-02 | 1,996486E-02

Tabela 5.16 — Solugao exata suave com Re = 12 e malhas ndo estruturadas. Erro da
pressdo nas normas L? e seminorma de H'.

Malha nao Ip — pulL2 Ip — pullm
estruturada | SUPG/PSPG | NSGS2-NS | SUPG/PSPG | NSGS2-NS
8 x 8 8,912326E-03 | 1,361288E-03 | 8,928206E-02 | 9,234441E-02
16 x 16 3,063875E-03 | 5,363361E-04 | 4,930130E-02 | 5,638121E-02
32 x 32 8,609827E-04 | 2,238183E-04 | 2,571417E-02 | 3,883727E-02
64 x 64 2,242943E-04 | 1,050013E-04 | 1,360058E-02 | 3,098259E-02
0 T y 0 T y T
R e e
~05 SU?’%?IESPS: Uﬂq ;l - l:(g) ° -0.5 SU%’%?SSP(?: }l;gl]‘ ‘II_;J - 1:0 o
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-1 -1 ,/
» / s /% /
g . [ _—o / ? S /A/ /
B / H 25 //
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3. 3 _—
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4 T
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(a) Erro da velocidade nas normas L? e H* (b) Erro da pressio na norma L? e seminorma de H'

Figura 5.5 — Problema com solucao exata suave, Re = 12 e malha estruturada a esquerda.
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Figura 5.6 — Problema com solucao exata suave, Re = 12 e malha estruturada a direita.
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Figura 5.7 — Problema com solucao exata suave, Re = 12 e malha nao estruturada.
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5.1.2 Escoamento em torno de um cilindro circular

Neste experimento consideramos o escoamento em um canal bidimensional no dominio
Q= [0;2,2]%[0;0,41] com um cilindro circular de raio 0, 05 centrado em (0, 2; 0, 2), também
estudado por (SCHAFER et al., 1996; JOHN, 2016). A Fig. 5.8a apresenta detalhes do
dominio computacional e a descricdo do problema. Os experimentos foram conduzidos
em uma malha conforme a Fig. 5.8b contendo 35656 nés e 70400 elementos sendo mais

refinada préxima ao cilindro.

0,15

Iy ‘ 01 Ts

0,15

(b)

Figura 5.8 — Escoamento em torno do cilindro: (a) descrigdo do problema e (b) malha de
elementos finitos.

Na parede superior e inferior do dominio, assim como na fronteira do cilindro 'y,
é prescrita a condicdo de nao deslizamento, u = 0. As condi¢ées de contorno para
a velocidade na entrada, 'y, do dominio é especificada como um fluxo paralelo com
componente horizontal parabdlico dado por

1
u(0;y) = m(lﬂy(oﬂﬂ -¥);0), 0<y<0,4L

Na saida do dominio, I'g, ndo prescrevemos condi¢ao de contorno, deixando o fluxo livre.

A velocidade média na entrada do dominio é dada por

1 Y L29(0,41—y)dy 0,413 0.9
0,412 o dy ©5(0,413) T

Us

Lembrando que o niimero de Reynolds global é representado por (5.1), a viscosidade
dindmica do fluido = 1073, a massa especifica p = 1,0 e o comprimento caracteristico
sendo o diametro do cilindro Ly, = d = 0,1, o nimero de Reynolds do escoamento ¢é

Re = 20. As forcas de corpo sao nulas, ou seja, f = 0.
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As Figs. 5.9a-5.9d mostram as linhas de corrente para as velocidades obtidos pelos
métodos SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS, respectivamente. Os quatro
métodos apresentam valores para o campo de velocidade entre 0 e 0,41, concordando com
os valores obtidos em (JOHN; MATTHIES, 2001; JOHN, 2016) que utiliza elementos
finitos com fungdes isoparamétricas de alta ordem satisfazendo a condigao de estabilidade

inf-sup.

Velocidade

(a) SUPG/PSPG

Velocidade

(b) VMS-B

Velocidade

(c) NSGS1-NS

Velocidade

(d) NSGS2-NS

Figura 5.9 — Escoamento em torno do cilindro: linhas de corrente para a velocidade u.

As Figs. 5.10a-5.10d apresentam as isolinhas de pressao obtidas pelos quatro métodos
em estudo. Observamos que existe similaridade entre as solugoes obtidas, com valores entre
—1,4x107% e 1,3 x 107" e apresentam boa concordancia com as solucdes apresentadas
em (JOHN; MATTHIES, 2001; JOHN, 2016).
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(a) SUPG/PSPG (b) VMS-B

(c) NSGS1-NS (d) NSGS2-NS

Figura 5.10 — Escoamento em torno do cilindro: isolinhas de pressao.

Trés medidas de interesse neste experimento para validagao da acuidade das apro-
ximagoes obtidas sdo a diferenca das pressoes entre os pontos da frente e de tras do
cilindro,

Ap = p(0,15;0,2) — p(0,25;0,2)

e os coeficientes de arrasto cgrqy € de elevagio ¢ definidos em (JOHN, 2016). Para o
escoamento de um fluido incompressivel em torno de um cilindro no regime estacionario,

sem termo de fonte e com Re = 20 estes coeficientes sao dados por
Cdrag = —500<J vVu: Vwgq, dQ +J (u- V)u - Werqg d2 — f PV - Wyraq dQ),
Q Q Q

Clift = —500<f vVu: V'wlift dQ + f (u . V)'u, “Wyift dQ) — f pV - Wi ft dQ),
Q Q

Q

onde a velocidade u e a pressao p sao dadas pela aproximacoes obtidas. As funcgoes
Wrag, Wiipe € H'(Q) sdo definidas da forma wgrey = (1;0)" e wype = (0;1)7 na fronteira
do cilindro I'cyy € Wyrag = wiise = 0 nas demais fronteiras I'\I'cy;. De maneira andloga ao
que foi feito em (JOHN; MATTHIES, 2001) definimos wgqy = (1; 0)" e wyip = (0; nt
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para os nés que estao sobre a fronteira do cilindro e wg,qy = wyifr = 0 para os demais nds
da malha. Na Tab. 5.17 apresentamos os valores de referéncia e os obtidos pelos métodos
SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS. Observamos que os métodos multiescalas
e o método SUPG/PSPG produzem valores préximos daqueles obtidos pela referéncia
(JOHN, 2016). Analogo ao experimento anterior, podemos concluir que as viscosidades
artificiais introduzidas pelos dois métodos NSGS-NS nao afetam a acuréacia das solucoes

para o escoamento em torno do cilindro com ntimero de Reynolds Re = 20.

A Tab. 5.17 também mostra o desempenho computacional de todos os métodos
considerados. Observamos que o método SUPG/PSPG apresenta um desempenho com-
putacional ligeiramente melhor que os métodos multiescala e que os métodos NSGS-NS
apresentam um custo computacional um pouco menor que o demandado pelo método
VMS-B. Para todos os métodos foi utilizado o precondicionador ILU5 e nao houve amorte-
cimento no processo iterativo nao linear, ou seja, o coeficiente de amortecimento w manteve

seu valor maximo wy,.,; = 1,0 durante todo o processo.

Tabela 5.17 — Escoamento em torno de um cilindro circular - Acuracia e desempenho
computacional.

Método Chrag Ciise AP [ #IL | #INL | CPU(s)
(JOHN, 2016) | 5,579535 | 0,010618 | 0,117520 | -

SUPG/PSPG | 5,589478 | 0,010586 | 0,117457 | 362 7 14,41
VMS-B 5,586922 | 0,010742 | 0,119387 | 472 6 17,39
NSGS1-NS | 5,586826 | 0,010897 | 0,119390 | 460 6 16,53
NSGS2-NS | 5,586836 | 0,010895 | 0,119391 | 461 6 16,61

5.1.3 Escoamento com alargamento de canal

O escoamento de um fluido em um canal reto que se abre abruptamente de um
lado, conforme ilustrado na Fig. 5.11a, tem sido amplamente estudado no contexto de
escoamentos regidos pelas equagoes de Navier-Stokes (ARMALY et al., 1983; GARTLING,
1990; GRIEBEL; DORNSEIFER; NEUNHOEFFER, 1998; ERTURK, 2008). O fluido
entra no dominio com velocidade horizontal e seu comportamento é alterado devido ao

alargamento do canal.

Na entrada do dominio é imposta a condi¢ao de contorno do tipo de Dirichlet para o

campo de velocidade dado por
32,
u(0;y) = (— gy + 24y — 12;0), 0,75 <y<1,5,

que produz uma velocidade méaxima de entrada de ., = 1,5 e uma velocidade média de
entrada de u,,.q = 1,0. Na saida do canal é considerada a condi¢ao de fluxo livre. Como
estamos interessados no comportamento do escoamento proximo ao degrau, para evitar

possiveis efeitos do fluxo livre no final do canal, é considerado um dominio de comprimento
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muito maior do que a largura. A Fig. 5.11b mostra a malha triangular usada em todos
os experimentos, com 43286 nos, 83122 elementos e com um refinamento mais acentuado

antes de x = 90.

u=v=0 /

15
=
0.75

0.0

Figura 5.11 — Descrigdo do escoamento com alargamento de canal: (a) descri¢gao do pro-
blema e (b) detalhes da malha de elementos finitos com 43286 nés e 83122
elementos.

Os contornos das linhas de corrente para a velocidade nas Figs. 5.12-5.14 ilustram as
principais caracteristicas do escoamento para Re = 500,800 e 1200 obtidas pelos métodos
SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS. As figuras mostram apenas a parte do
dominio computacional 15 < x < 40, pois neste trecho é possivel observar as principais
caracteristicas do escoamento. Para Re = 500 e 800 nao conseguimos notar diferenca
entre as solugoes obtidas pelos quatro métodos em estudo. Porém para o escoamento com
Re = 1200 (ver Fig. 5.14) podemos observar diferencas nas regioes de recirculagao das
solugoes obtidas pelos métodos SUPG/PSPG e VMS-B quando comparadas com as linhas
de corrente resultantes dos métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS.
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(d) NSGS2-NS
Figura 5.12 — Escoamento com alargamento de canal. Linhas de corrente para a velocidade
u com Re = 500.

(d) NSGS2-NS
Figura 5.13 — Escoamento com alargamento de canal. Linhas de corrente para a velocidade
u com Re = 800.
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Figura 5.14 — Escoamento com alargamento de canal. Linhas de corrente para a velocidade
u com Re = 1200.

A Tab. 5.18 apresenta os comprimentos caracteristicos adimensionais z1,xs € x3
(ver Fig. 5.15) frequentemente usados para caracterizar os resultados da simulac¢ao desse
problema. Esses comprimentos sao normalizados pela altura do degrau do canal, h. Os
valores obtidos pelos métodos SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS sdao com-
parados com os resultados apresentados em (ERTURK, 2008). Erturk (2008) resolve as
equagoes de Navier-Stokes incompressiveis estacionarias usando diferencas finitas de quarta
ordem sobre uma malha refinada com 403750 nés. Como podemos ver, nossos resultados
estao em excelente concordancia com os valores da referéncia. Além disso, os métodos
multiescalas, em particular o método NSGS2-NS, apresentam uma melhor acuracia para

os comprimentos caracteristicos.

X2 ‘ X3
W A
h | —»
' H
Y
h
v < = ,
X

Figura 5.15 — Escoamento com alargamento de canal. Definigdo dos comprimentos carac-
teristicos.
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Tabela 5.18 — Escoamento com alargamento de canal: Comprimentos caracteristicos.

Re = 500 Re = 800 Re = 1200
x1/h | xo/h | x3/h | x1/h | xo/h | x3/h | x1/h | x3/h | x3/h
(ERTURK, 2008) | 9,42 | 8,01 | 13,17 | 11,83 | 9,48 | 20,55 | 14,30 | 11,45 | 28,95
SUPG/PSGP | 9,21 | 8,27 | 12,93 | 11,47 | 9,07 | 10.87 | 13,53 | 11,07 | 27,73

VMS-B 9.28 | 8,20 | 13,01 | 11,63 | 9,28 | 20,33 | 13,80 | 11,33 | 29,05

NSGS1-NS 9,31 | 8,17 | 13,07 | 11,69 | 9,36 | 20,39 | 14,13 | 11,75 | 28,53

NSGS2-NS 9,36 | 8,13 | 13,12 | 11,73 | 9,41 | 20,47 | 14,28 | 11,60 | 28,57

As Figs. 5.16-5.18 apresentam as isolinhas de pressao para os quatro métodos
em estudo. Observamos que os campos de pressao obtidos pelos métodos multiescalas
apresentam pequenas oscilagoes proximo ao degrau e se tornam mais expressivos a medida

que o numero de Reynolds cresce.

(a) SUPG/PSPG

26 : 28 29
T

(d) NSGS2-NS
Figura 5.16 — Escoamento com alargamento de canal. Isolinhas de Pressao com Re = 500
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A Tab. 5.19 apresenta o desempenho computacional dos quatro métodos em estudo,
com amortecimento no processo iterativo nao linear e com precondicionador ILU6. A fig.
5.19 apresenta o decaimento do residuo e o comportamento no fator de amortecimento no
processo de linearizacao para os quatro métodos. Observe que para Re = 1200 o método
VMS-B nao convergiu, atingindo o nimero maximo de itera¢oes nao lineares (ver Fig.
5.19¢). Para os demais casos o nimero de iteragdes nao lineares demandado por cada
método multiescala é maior do que o nimero de iteragoes necessaria para a convergéncia
do método SUPG/PSPG. No entanto, cada iteragao nao-linear dos métodos multiescalas,
em particular os métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS, consomem menos iteragoes lineares e
tempo de CPU.

Tabela 5.19 — Escoamento com alargamento de canal - Desempenho computacional com o
uso do fator de amortecimento.

Método Re = 500 Re = 800 Re = 1200
#IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s)

SUPG/PSPG | 21338 | 84 851,79 | 35762 | 115 | 140781 | 55323 | 196 | 232118
VMS-B 8270 | 129 | 394,97 | 32890 | 384 | 151545 | 125317 | 1000 | 5632,78
NSGSI-NS | 5906 | 111 | 302,23 | 17698 | 214 | 887,44 | 39221 | 429 | 1933,69
NSGS2-NS | 5924 | 111 | 299,94 | 17960 | 217 | 893,07 | 44806 | 490 | 2204,36

Tabela 5.20 — Escoamento com alargamento de canal - Desempenho computacional sem o
uso do fator de amortecimento.

Método Re = 500 Re = 800 Re = 1200

FIL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s)

SUPG/PSPG | 12170 | 62 531,21 | 25549 | 92 | 1088,04 | 30834 | 113 | 1217,90
VMS-B 5103 | 83 263,13 | 12978 | 151 | 627,39 T i T

NSGSI-NS | 4235 74 226,51 | 9631 | 117 | 467,21 | 14414 | 159 | 696,07

NSGS2-.NS | 4243 74 223,60 | 9624 | 117 | 468,79 | 14551 | 159 | 703,39

Com o objetivo de estudar a eficacia do fator de amortecimento do processo iterativo
nao linear, repetimos o experimento desconsiderando o seu uso. A Tab. 5.20 apresenta o
desempenho computacional dos quatro métodos em estudo, sem o fator de amortecimento.
De modo geral, observamos que o fator de amortecimento prejudica a convergéncia do
processo iterativo nao linear para os quatro métodos, como pode ser observado comparando
os dados das Tabs. 5.19 e 5.20. A Fig. 5.20 mostra o decaimento do residuo do processo
1200

o método VMS-B gera uma sequéncia de residuos divergente durante o processo de

iterativo nao linear sem o uso do fator de amortecimento. No caso em que Re =

linearizacao (ver Fig. 5.20c). Durante o processo, sem o uso do fator de amortecimento,
é gerada uma sequéncia decrescente, porém nao monoétona principalmente nas primeiras
iteragoes (ver Fig. 5.20). Quando utilizamos o fator de amortecimento no processo iterativo
nao linear (ver Fig. 5.19), as solugoes que geram residuos maiores que as imediatamente

anterior sdo amortecidas. Em alguns casos ¢ exigido que o fator de amortecimento atinja o
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Figura 5.19 — Escoamento com alargamento de canal. Processo nédo linear com fator de amorte-
cimento. Esquerda: decaimento do residuo, Direita: fator de amortecimento do
processo nao linear.
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seu valor minimo, w = 0,1 e permaneca neste valor por muitas iteracoes dificultando a

convergéncia do processo.

Portanto, para o escoamento no interior de um canal com alargamento, os métodos
multiescalas NSGS1-NS e NSGS2-NS apresentam solugoes mais acuradas e sdo computaci-
onalmente mais eficientes que os métodos SUPG/PSPG e VMS-B considerando ou nao o

fator de amortecimento no processo nao linear.
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Figura 5.20 — Escoamento com alargamento de canal. Decaimento do residuo do processo nao
linear sem fator de amortecimento.

5.1.4 Escoamento no interior de uma cavidade quadrada

O problema de fluxo na cavidade 2D acionado por uma tampa tem sido amplamente
utilizado como referéncia para métodos numéricos e foi analisado por varios autores, dentre
eles destacamos os trabalhos de (ERTURK; CORKE; GOKCOL, 2005; HACHEM et al.,
2010). O caso padrao descreve um fluido contido em um dominio quadrado com condigoes
de contorno de Dirichlet para a velocidade em todos os lados, com trés lados estacionarios

e um lado mével na parte superior (ver Fig. 5.21a). Nao hé forgas de corpo e a pressao
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é prescrita nula no canto esquerdo inferior da cavidade. O dominio fisico é o quadrado
Q2 =[0;1] x [0;1] e como considerado em (FRUTOS; JOHN; NOVO, 2016), para evitar a
irregularidade da solugao nos cantos superiores a velocidade horizontal da tampa ¢é dada
por
1 2
1— 2 (1 — cos ((O, 1— 1x)107r)) para z € [0;0,1],
u(z) =<% 1 para x € (0,1;0,9),
1 2
1-— 2 (1 — cos ((z — 0, 9)107?)) para x € [0,9; 1].

0,1) u:ul,v:0

u=v=0
u=v=0

(0,0) u=v=0 (1,0)
(a) Descri¢ao do Problema. (b) Malha com 14641 nds e 28800 elementos.

Figura 5.21 — Escoamento no interior da cavidade quadrada, descricao e malha.

Como resultado da tampa movel da cavidade, é desenvolvida uma regiao de recir-
culacao que possui um vortice primario no meio da cavidade e vértices secundarios nos
cantos da cavidade. Nas Figs. 5.22-5.24 mostramos as linhas de corrente para a velocidade
para Re = 5000, 10000 e 20000 obtidas pelos métodos SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS
e NSGS2-NS. Observamos que os trés métodos multiescala concordam entre si e que estes
geraram linhas de corrente caracteristicas de um escoamento menos viscoso que as linhas
geradas pelo método SUPG/PSPG, concordando com os resultados apresentados em (ER-
TURK; CORKE; GOKCOL, 2005). Os autores em (ERTURK; CORKE; GOKCOL, 2005)
resolvem as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis estacionarias usando diferengas
finitas de quarta ordem sobre uma malha refinada com 361201 nés, enquanto que em
nossos experimentos usamos uma malha de elementos finitos triangular linear mais grossa
com 14641 nés e 28800 elementos, (ver Fig. 5.21b).

As Figs. 5.25-5.27 apresentam as isolinhas de pressao para Re = 5000, 10000 e 20000
obtidas pelos quatro métodos em estudo. Observamos que os trés métodos multiescala

concordam entre si, apresentando valores parecidos para as pressoes maximas e minimas
(ver Tab. 5.21). Para Re = 10000 as solugoes obtidas pelos métodos NSGS1-NS e NSGS2-
NS estao de acordo com as solugoes encontradas em (GRAVEMEIER; WALL; RAMM,
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Figura 5.22 — Escoamento no interior de uma cavidade. Linhas de corrente para a veloci-

dade u com Re = 5000.
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Figura 5.23 — Escoamento no interior de uma cavidade. Linhas de corrente para a veloci-

dade u com Re = 10000.
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Figura 5.24 — Escoamento no interior de uma cavidade. Linhas de corrente para a veloci-
dade u com Re = 20000.
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Tabela 5.21 — Escoamento no interior de uma cavidade - Valores da pressao maxima e

minima.
Métodos Re = 5000 Re = 10000 Re = 20000
Pmin Pmaz Pmin Pmax Pmin Pmaz
SUPG/PSPG | -0,037881 | 0,304227 | -0,024615 | 0,253475 | -0,016066 | 0,211667
VMS-B -0,112475 | 0,358885 | -0,101486 | 0,313623 | -0,075631 | 0,276552
NSGS1-NS -0,113647 | 0,374445 | -0,108319 | 0,320024 | -0,093172 | 0,278725
NSGS2-NS -0,113662 | 0,375036 | -0,108377 | 0,320628 | -0,102196 | 0,280186

2004), onde é usado um método de elementos finitos multiescala de trés niveis para as

equacoes de Navier-Stokes incompressiveis.

A Fig. 5.28 mostra a componente horizontal da velocidade ao longo da reta vertical
r = 0,5 e a componente vertical da velocidade ao longo da reta horizontal y = 0,5,
para Re = 5000, 10000 e 20000, obtidos pelos métodos VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS.
Podemos observar que para Re = 5000 as trés solucoes coincidem e que para Re = 10000 os
métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS apresentam solugdes mais acuradas que as obtidas pelo
VMS-B. Para Re = 20000 observamos que apenas a solu¢ao obtida pelo método NSGS2-NS
coincide com os valores de referéncia fornecidos em (ERTURK; CORKE; GOKCOL, 2005).

A Tab. 5.22 presenta o desempenho computacional dos trés métodos multiescalas,
utilizando o fator de amortecimento no processo iterativo nao linear e precondicionador
ILU10. Observamos que para Re = 5000 e 10000 os métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS
apresentam um custo computacional menor que o VMS-B. Para Re = 20000 os métodos
VMS-B e NSGS1-NS néo atingem a tolerdncia requerida, 5 x 10™*, atingindo o nimero
maximo de itera¢oes nao lineares, itmax,; = 1000, ou seja, a viscosidade artificial advinda
do residuo da equacao da conservacao de massa foi crucial para a convergéncia do método
NSGS2-NS.

Tabela 5.22 — Escoamento no interior de uma cavidade - Desempenho computacional.

Métodos Re = 5000 Re = 10000 Re = 20000
multiescalas | #I1L | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s)
VMSB | 3214 | 86 98,51 | 7101 | 201 2115 i i T

NSGSI-NS | 2661 | 69 8498 | 5856 | 151 | 184,63 | T i T
NSGS2-NS | 2661 | 69 76,95 | 5857 | 151 | 167,06 | 9453 | 244 | 271,52

Na Fig. 5.29, apresentamos os perfis de velocidade obtidos pelos métodos NSGS2-NS e
SUPG/PSPG. Comparando as solu¢oes NSGS2-NS com as solugoes de referéncia fornecidas
em (ERTURK; CORKE; GOKCOL, 2005), pode-se ver claramente um acordo perfeito
entre as solugbes. Também podemos observar na Fig. 5.29 que as solugbes SUPG/PSPG
apresentam um escoamento menos desenvolvido, comportamento caracteristico de um

fluido mais viscoso.

A seguir destacamos a importancia do uso do fator de amortecimento na convergéncia

do processo nao linear a medida que o niimero de Reynolds cresce. A Tab. 5.23 mostra
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a) SUPG/PSPG ) VMS-B
) NSGS1-NS ) NSGS2-NS

Figura 5.25 — Escoamento no interior de uma cavidade. Isolinhas de pressao com Re =
5000.
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a) SUPG/PSPG ) VMS-B
) NSGS1-NS ) NSGS2-NS

Figura 5.26 — Escoamento no interior de uma cavidade. Isolinhas de pressao com Re =
10000.
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a) SUPG/PSPG ) VMS-B
) NSGS1-NS ) NSGS2-NS

Figura 5.27 — Escoamento no interior de uma cavidade. Isolinhas de pressao com Re =
20000.
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Figura 5.28 — Escoamento no interior de uma cavidade. Esquerda: velocidade horizontal sobre a

reta vertical x = 0,5, direita: velocidade vertical sobre a reta horizontal y = 0, 5.
Valores de referéncia fornecidos em (ERTURK; CORKE; GOKCOL, 2005).
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Figura 5.29 — Escoamento no interior de uma cavidade. Esquerda: velocidade horizontal sobre a

reta vertical x = 0,5, direita: velocidade vertical sobre a reta horizontal y = 0, 5.
Solugdes de referéncia fornecidas em (ERTURK; CORKE; GOKCOL, 2005)
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o desempenho computacional dos métodos NSGS2-NS e SUPG/PSPG com e sem o uso
do fator de amortecimento no processo iterativo nao linear. Observamos que o método
NSGS2-NS apresenta um custo computacional maior do que o método SUPG/PSPG para
atingir a convergéncia. Para Re = 10000 e 20000 sem o uso do fator de amortecimento
no processo iterativo nao linear, o método NSGS2-NS nao atinge a tolerancia requerida,
5 x 107*, atingindo o niimero maximo de iteracdes nio lineares, itmax,; = 1000. O uso do
fator de amortecimento foi crucial para a convergéncia do processo iterativo nao linear
para o método NSGS2-NS assim como melhorou o desempenho do método SUPG/PSPG.

Tabela 5.23 — Escoamento no interior de uma cavidade - Desempenho computacional

M¢étodo Re = 5000 Re = 10000 Re = 20000
Com Amortecimento | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s)
SUPG/PSPG 596 21 20,61 721 24 24,32 857 28 28,05
NSGS2-NS 2661 69 76,95 5857 151 167,96 | 9453 244 271,52
Sem Amortecimento | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s) | #IL | #INL | CPU(s)
SUPG/PSPG 722 25 24,24 1047 35 34,06 1460 47 46,15
NSGS2-NS 2076 | 52 59.65 | T 7 T T T T

A Fig. 5.30 mostra o decaimento do residuo e os valores do fator de amortecimento
necessarios em cada iteragdo nao linear para ambos os métodos SUPG/PSPG e NSGS2-NS,
para Re = 5000, 10000 e 20000. Como podemos ver a partir da vigésima iteragdo o método
NSGS2-NS tem a taxa de decaimento reduzida, exigindo uma demanda maior de iteragoes
nao lineares. No método SUPG/PSPG, o fator de amortecimento aumenta no decorrer do
processo iterativo com apenas uma rejeicao na primeira iteracdo. No método NSGS2-N§S,
existem algumas rejei¢oes, mas o processo dindmico nao reduz o fator de amortecimento
ao limite inferior, wy,;, = 0, 1. Observe também que o forte amortecimento necessario no
inicio do processo iterativo influencia levemente o amortecimento no final, exceto para o

caso onde Re = 20000 a qual uma corregao é necessaria proximo ao final do processo.
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Figura 5.30 — Cavidade unitaria. Esquerda: decaimento do residuo, direita: fator de amorteci-
mento em cada iteragdo nao linear.
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5.2 Escoamentos em regime transiente

Nesta secao apresentamos os escoamentos transiente em torno de um cilindro circular
e no interior de uma cavidade unitaria. Para a integracao temporal foi aplicado o método
preditor corretor, Alg. 4 e 5 com o passo de tempo de acordo com cada problema e niimero
maximo de correcoes de ime, = 7, com tolerdncia no passo de correcao de toluy, = 107°.
Os sistemas lineares resultantes sao resolvidos pelo método GMRES com 45 vetores para
o restart, um nimero maximo de ciclos igual a itmax; = 1000 e uma tolerancia igual a
tOll = 1076.

5.2.1 Escoamento transiente em torno de um cilindro circular

Apresentamos nesta secao o escoamento transiente em torno de um cilindro circular
com nimero de Reynolds varidvel, 0 < Re < 100, como estudado em (JOHN; RANG, 2010;
JOHN, 2016). A descrigao do problema e a malha de elementos finitos sdo as mesmas para
o caso estacionario. A condi¢do de contorno para a velocidade na entrada do dominio, ['g,

¢é dada por

7t 1
t:0;y) =sin [ — )| ——=(6y(0,41 —y); 0), 0<t<1l, 0<y<0,41.
u(? 7y) Sln<8)0’412< y(? y)? )7 y

Na saida do dominio, I'g, ndo prescrevemos condi¢ao de contorno, deixando o fluxo livre e

a condigdo inicial é considerada como nula, u(0;x;y) = 0.

A velocidade média na entrada do dominio é dada por

0,41

[t 1 T oy(0,41 —y) dy (mﬁ)

Uy(t) = sin | — 0 = sin )
OO( ) ( )O, 412 S8,41 dy

8

Lembrando que o nimero de Reynolds global é representado por (5.1), a viscosidade
dindmica do fluido ;1 = 1073, a massa especifica p = 1,0 e o comprimento caracteristico
sendo o diametro do cilindro L, = d = 0,1, temos que 0 < Re < 100. Desta forma,
no inicio do processo temos um escoamento nulo, ou seja Re = 0. Para ¢ € (0;4) temos
escoamento com numero de Reynolds crescente 0 < Re < 100, em t = 4 ocorre o fluxo
maximo com Re = 100 e para t € (4;8) a velocidade decai da unidade para zero, de forma

que ao final do processo temos Re = 0.

Para a integracdo temporal utilizamos o passo de tempo fixo At = 5 x 1072 e para
os sistemas lineares resultantes utilizamos o precondicionador ILU5. As Figs. 5.31a-5.31h
mostram as linhas de corrente para a velocidade obtidas pelos métodos SUPG/PSPG
e NSGS2-NS nos tempos t = 2,4,6 e 8. Os trés métodos multiescalas apresentaram
resultados idénticos por isso vamos mostrar somente os resultados obtidos pelo método
NSGS2-NS. Os valores para o campo de velocidade estao entre 0 e 2,1, concordando
com os valores obtidos em (JOHN; RANG, 2010; JOHN, 2016). Observamos que até o
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tempo t = 4 os perfis de velocidades apresentados estdo em concordancia. Para t > 4,
quando o campo de velocidade comeca a diminuir, as linhas de corrente geradas pelo
método SUPG/PSPG tem comportamento diferente das obtida pelo método NSGS2-NS.
Este comportamento de nao unicidade nos perfis das linhas de corrente para a velocidade
também foi observado por John e Rang (2010) para aproximagoes obtidas por esquemas de
diferencas finitas ponderadas denominados Weighted essentially non-oscillatory-WENO)

aplicados as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis.
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Figura 5.31 — Escoamento transiente em torno do cilindro circular: linhas de corrente para
a velocidade w.
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Velocidade

Velocidade

(h) ¢ = 8, NSGS2-NS

Figura 5.31 — (Continuagao).

As Figs. 5.32a-5.32d apresentam as isolinhas de pressao obtidas pelos métodos
SUPG/PSPG e NSGS2-NS nos tempos t = 2,4,6 e 8. Embora somente os resultados do
método multiescala NSGS2-NS estao sendo mostrados, os demais métodos multiescala
apresentam resultados idénticos. Observamos que os métodos apresentam convergéncia

para a pressao isentas de oscilagoes proximas ao cilindro.
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Figura 5.32 — Escoamento transiente em torno do cilindro circular - isolinhas de pressao.
Esquerda: SUPG/PSPG, direita: NSGS2-NS.
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Analogo ao caso estaciondrio trés medidas de interesse neste experimento para
validagao da acuidade das aproximagoes obtidas sao a diferenca das pressoes entre os

pontos da frente e de tras do cilindro,
Ap = p(t;0,15;0,2) — p(t;0,25; 0, 2)

e os coeficientes de arrasto cgq € de elevagdo ¢ definidos em (JOHN, 2016). Para
escoamento de um fluido incompressivel em torno de um cilindro no regime transiente e

sem termo de fonte com 0 < Re < 100 estes sao dado por

0
Cdrag = —20 ( L 6—1: - VWgreg dQ2 + L vVu: Vwgray dQ + L(u -V)u - wpqy dS2 —
f pV . 'wdmg dQ) s (55)
Q

0
Clift = —20 f Tu . leift dQQ +f vVu: Vfwlift dQ) + f (U . V)’U, C Wyt d€) —
o Ot Q Q

f pV CWyift dQ) ,(56)
Q

onde as fungoes Warqg € Wyip: Sa0 as mesmas utilizadas no caso estaciondrio. Assim como
definido em (JOHN, 2016), utilizaremos a diferenga atrasada para a derivada temporal
dos coeficientes (5.5) e (5.6)

ou 1

i m(unﬂ — Uy).

Os coeficientes de arrasto e de elevagdo sdo avaliados nos valores maximos para
t € (0,8) e a diferenca de pressao é avaliada em ¢ = 8. A Tab. 5.24 apresenta os valores de
referéncia e os obtidos pelos métodos SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS.
Os métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS geraram resultados idénticos. Observamos que os
métodos multiescalas produzem valores proximos daqueles obtidos pela referéncia (JOHN;
RANG, 2010; JOHN, 2016) a qual utilizam o par de espacos de elementos finitos Qy/ P,
satisfazendo a condicao de estabilidade inf-sup, gerando um sistema com 2347776 graus de
liberdade, enquanto que em nossos experimentos utilizamos os espagos P;/P; gerando um
sistema com 105318 graus de liberdade. A Fig. 5.33 mostra os graficos dos coeficientes de
arrasto, de elevagao e a diferenga de pressao para t € [0; 8]. Observamos um comportamento
similar entre os quatro métodos para os coeficientes de arrasto e diferenca de pressao.
Para o coeficiente de elevagao, observamos um comportamento similar até ¢ = 4 e um
descolamento dos resultados obtidos pelo método SUPG/PSPG para ¢t > 4. Quando
comparado com os resultados apresentados em (JOHN; RANG, 2010; JOHN, 2016) os

métodos multiescalas apresentam melhor acuracia para as trés medidas de interesse.
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Tabela 5.24 — Escoamento transiente em torno de um cilindro circular - Acurécia

(JOHN, 2016) SUPG/PSPG VMS-B NSGS-NS (1 e 2)
Valor Tempo Valor Tempo Valor Tempo Valor Tempo
Cirag,maz 2,950918 3,93 2.98096 3,9 2.95048 3,9 2.95061 3,9
Clift,max 0,477875 5,69 0.19604 5,65 0.32896 6.0 0.33432 5.95
Ap(8) -0,111615 -0.118992 -0.112263 -0.112631
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Figura 5.33 — Escoamento transiente em torno do cilindro. Quantidades de interesse.

Na Tab. 5.25 sao mostrados o nimero de iteracoes lineares e o tempo de processamento
para os quatro métodos em estudo. Observamos que os métodos NSGS-NS apresentam
um desempenho computacional melhor que os métodos VMS-B e SUPG/PSPG e que o
método NSGS1-NS teve um desempenho sutilmente melhor que o método NSGS2-NS.

Tabela 5.25 — Escoamento transiente em torno de um cilindro circular - Desempenho
computacional.

Método #IL | CPU(s)
SUPG/PSPG | 32119 | 1268,26
VMS-B 32556 | 1345,85
NSGSI-NS | 31603 | 1117,56
NSGS2-NS | 31613 | 1118,99
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5.2.2 Escoamento transiente no interior de uma cavidade quadrada

Apresentamos nesta secao as aproximacoes do escoamento transiente no interior de
uma cavidade quadrada obtidas pelos quatro métodos em estudo com Reynolds 2500, 5000
e 7500. As condigoes de contorno sao as mesmas dadas para o problema estacionario (ver
Fig.5.34a), onde a velocidade da tampa, y = 1,0 é dada pela equacao 5.1.4. Consideramos
uma malha de elementos triangulares composta de 3721 noés e 7200 elementos conforme a
Fig. 5.34b. Para a integracdo temporal definimos o passo de tempo At = 1072 e para os
sistemas lineares resultantes utilizamos o precondicionador ILU10. Consideramos que o
estado estacionario é atingido quando os desvios de velocidade normalizados em uma etapa
sdo inferiores a tolerAncia tolsen,, = 107°, U — UR|/|UT|| < toliemp, ou quando um

niumero méaximo de iteragoes temporal n é alcancado (ver Passo 5 do Alg. 4).

0.1) u=u,;,v=0 =aes
)
. 7 ¢ N
|>| ﬁ AN 7%:&,;*;%
I M i Ko
= = 3 ‘:@f N AT
p=0 -
(0,0) u=v=0 (1.0) —
(a) Descri¢do do Problema. (b) Malha com 3721 néds e 7200 elementos.

Figura 5.34 — Escoamento transiente no interior da cavidade quadrada.

As Figs. 5.35-5.37 apresentam as linhas de corrente para a velocidade no estado
estacionario para os escoamentos com Re = 2500,5000 e 7500 obtidas pelos métodos
SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e NSGS2-NS. Para Re = 2500 os trés métodos multi-
escalas convergiram no tempo fisico final ¢ty = 63 enquanto que o método SUPG/PSPG
atingiu a tolerancia temporal tol;e,,, em um tempo fisico final menor, ¢y = 44, 81. Para
Re = 5000 o método SUPG/PSPG nao atingiu a tolerancia temporal requerida tol;e,,
o desvio de velocidade normalizado ficou oscilando em torno de 1072. Uma vez que o
método VMS-B atingiu o estado estacionario em ¢y = 137,29 e os métodos NSGS1-NS
e NSGS2-NS convergiram no tempo ¢ty = 126,85 e ty = 126, 88 respectivamente (ver
Fig. 5.36) consideramos t; = 140 como tempo final para o método SUPG/PSPG. Para
Re = 7500 apenas os métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS atingiram a tolerancia temporal
requerida tolyen,, em ty = 174,03 e t; = 179, 51, respectivamente(ver Fig. 5.37). O método
SUPG/PSPG teve comportamento andlogo ao escoamento com Re = 5000 e o método

VMS-B atingiu o tempo ¢t = 300 sem que o desvio de velocidade normalizado atingisse a
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HT
li

i

(c) NSGS1-NS - t; = 63,07 (d) NSGS2-NS - t; = 63,03

Figura 5.35 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade. Linhas de corrente para
a velocidade uw com Re = 2500.

tolerancia temporal requerida tolie,,. Neste caso, para ambos os métodos SUPG/PSPG e
VMS-B adotamos ¢y = 190.

As Figs. 5.38-5.40 apresentam as isolinhas de pressao no estado estacionario para
Re = 2500, 5000 e 7500 obtidas pelos quatro métodos em estudo. Observamos que para
Re = 5000 e 7500 o método SUPG/PSPG apresenta oscilagoes no canto superior direito
onde o campo de pressao tem maior valor. Por outro lado, os trés métodos multiescala
apresentam comportamentos similares nos trés escoamentos considerados, com valores

parecidos para as pressoes maximas e minimas (ver Tab. 5.26).
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(c) NSGSI-NS - t; = 126,85 (d) NSGS2-NS - ¢ = 126,88

Figura 5.36 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade. Linhas de corrente para
a velocidade uw com Re = 5000.
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(c) NSGSI-NS - t; = 174,03 (d) NSGS2-NS - t; = 179,51

Figura 5.37 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade. Linhas de corrente para
a velocidade uw com Re = 7500.



Capitulo 5. FEzperimentos numéricos 89

(a) SUPG/PSPG (b) VMS-B

(c) NSGS1-NS (d) NSGS2-NS

Figura 5.38 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade. Isolinhas de pressao
com Re = 2500.

Tabela 5.26 — Escoamento no interior de uma cavidade - Valores da pressao maxima e

minima.
Métodos Re = 2500 Re = 5000 Re = 7500
Pmin Pmaz Pmin Pmax Pmin Pmaz
SUPG/PSPG -0,000546 | 0,449865 | -0,022890 | 0,472260 | -0,095920 | 0,454900
VMS-B -0,000888 | 0,527882 | -0,000419 | 0,470124 | -0,000249 | 0,438133
NSGS1-NS -0,000907 | 0,550058 | -0,000418 | 0,483136 | -0,000237 | 0,442786
NSGS2-NS -0,000883 | 0,549411 | -0,000416 | 0,483452 | -0,000240 | 0,444020

A Fig. 5.41 mostra a componente horizontal da velocidade ao longo da reta vertical
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(a) SUPG/PSPG (b) VMS-B

(c) NSGS1-NS (d) NSGS2-NS

Figura 5.39 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade. Isolinhas de pressao
com Re = 5000.
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(a) SUPG/PSPG (b) VMS-B

(c) NSGS1-NS (d) NSGS2-NS

Figura 5.40 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade. Isolinhas de pressao
com Re = 7500.
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r = 0,5 e a componente vertical da velocidade ao longo da reta horizontal y = 0,5,
para Re = 2500, 5000 e 7500, obtidas pelos métodos SUPG/PSPG, VMS-B, NSGS1-NS e
NSGS2-NS no estado estaciondrio. Podemos observar que os trés métodos multiescalas
estao em concordancia com os valores de referéncia fornecidos em (ERTURK; CORKE;
GOKCOL, 2005) e que o método SUPG/PSPG apresenta um perfil de velocidade menos

desenvolvido, caracteristico de escoamento mais viscoso.

A Tab. 5.27 apresenta o desempenho computacional dos quatro métodos em estudo
onde #MC' é amédia de corregoes em cada passo de tempo. Observamos que o a quantidade
média de correcoes é consideravelmente inferior ao niimero maximo adotado #,,,, = 7.
Para Re = 2500 o método SUPG/PSPG apresenta um custo computacional menor que
os métodos multiescalas porém, como vimos na Fig. 5.41a estes possuem uma acuracia
melhor. Para escoamentos com valores de Reynolds mais elevados, Re = 5000 e 7500,
os métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS apresentam um desempenho computacional melhor
quando comparados com os métodos VMS-B e SUPG/PSPG.

Tabela 5.27 — Escoamento transiente no interior de uma cavidade - Desempenho computa-
cional.

Re = 2500 Re = 5000 Re = 7500

M&todos  THTE [ 480 [ CPUG) | #IL | #3C | CPU(s) | #IL | #MC [ CPU()

SUPG/PSPG | 174274 3,0 2803,79 | 515012 5,2 8464,24 | 751156 5,6 12635,31

VMS-B 252816 3,1 4210,73 | 582634 3,3 9192,51 | 979812 4,0 16551,13

NSGS1-NS 255375 3,1 4161,30 | 502652 3,0 8190,56 | 722863 3,2 12063,16

NSGS2-NS 255079 3,1 4132,22 | 502001 3,0 7945,44 | 730329 3,1 12147,75
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Figura 5.41 — Escoamento no interior de uma cavidade. Esquerda: velocidade horizontal sobre a
reta vertical x = 0,5, direita: velocidade vertical sobre a reta horizontal y = 0, 5.
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6 Conclusao

Neste trabalho apresentamos dois métodos nao lineares submalha para problemas
regidos pelas equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, denominados métodos NSGS1-NS
e NSGS2-NS. Os métodos sao baseados em uma decomposicao em duas escalas dos espacos
de aproximacao dos campos de velocidades e pressdo. Uma difusao artificial nao linear
agindo somente na micro escala é adicionada. A quantidade de viscosidade submalha é
automaticamente introduzida de acordo com o residuo da equacado associada a escala
resolvida, a nivel de elemento, produzindo um método consistente e auto adaptativo. O
método NSGS1-NS considera apenas o residuo da equagao da quantidade de movimento na
definicao da viscosidade artificial. No método NSGS2-NS sao incluidos os efeitos viscosos
provenientes do residuo da equacgao de conservagao de massa na composi¢cao da viscosidade

artificial.

O espago da escala submalha ¢é definido usando fungoes bolha para reduzir o custo
computacional dos métodos tipicos de duas escalas. Ao realizar a condensacao estatica,
a incognita velocidade na micro escala é condensada nos graus de liberdade da escala
resolvida. A metodologia leva a um esquema néao linear apenas na macro escala, o qual foi
resolvido pelo método de Picard. Na abordagem de problemas com elevados nimero de

Reynolds foi necessario o uso da técnica de amortecimento da solucao durante o processo
de linearizagdo, dada em (JOHN; KNOBLOCH, 2008).

Solugoes obtidas com os métodos multiescalas NSGS1-NS e NSGS2-NS sdao compara-
das com as obtidas pelo método estabilizado SUPG/PSPG apresentado em (TEZDUYAR,
2001). Aa taxas de convergéncia, para a velocidade e pressdo, nas normas L2 e H1 obtidas
para os nossos métodos sao semelhantes aquelas obtidas com a técnica de estabilizacao
SUPG/PSPG. Com 4 problemas bidimensionais de referéncia ilustramos a robustez dos
métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS, mostrando seu comportamento usando elementos trian-
gulares lineares por partes enriquecidos por fungoes tipo bolha com malhas estruturadas
e nao estruturadas. As experiéncias numéricas demonstraram que as solugoes obtidas
com nossos métodos variacionais multiescala nao lineares sao comparaveis aquelas obtidas
com o método SUPG/PSPG nos problemas apresentados: escoamento em torno de um
cilindro circular, escoamento com alargamento de canal e escoamento no interior de uma
cavidade quadrada. Destacamos que, para o problema da cavidade unitaria, o método
NSGS2-NS produz solu¢oes mais acuradas enquanto que para o problema do canal com
degrau os métodos NSGS1-NS e NSGS2-NS sao mais eficientes e apresentaram solugoes

mais acuradas que as produzidas pelos métodos SUPG/PSPG.

Destacamos que os métodos multiescalas NSGS1-NS e NSGS2-NS apresentados
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neste trabalho se mostraram robustos e eficientes na simulacao de escoamentos em regime
estacionario com altos nimeros de Reynolds, por exemplo o escoamento no interior da
cavidade unitaria com Re = 20000. No entanto, nossos experimentos em regime transiente
ficaram limitados a escoamentos com Reynolds menores, por exemplo escoamento no
interior da cavidade unitaria com Re = 7500. Uma proposta de trabalho futuro, consiste
em explorar a robustez dos métodos NSGS-NS em problemas transientes com elevados
numeros de Reynolds. Para isto, pretendemos aplicar o método de miultiplos passos
conhecido por Backward Differentiation Formulas(BDF) como apresentado em (HAY et
al., 2015). Quando aplicado a métodos variacionais multiescalas para as equagoes de Euler
compressiveis (BENTO, 2018), o método preditor corretor baseado em BDF apresentou
melhor acuracia e desempenho computacional quando comparado com método preditor

corretor classico.
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APENDICE A — Matrizes e vetores

elementares

Neste Apéndice sdo apresentadas as matrizes dos elementos associadas aos sistemas

resultante das formulagoes descritas nos Aapitulos (2) e (3).

As aproximagoes de elementos finitos para as variaveis Uy, P, e Up, sdo dadas a

nivel de elemento triangular linear da seguinte forma:

3
U, = Y N, U (A1)
j=1
3
P, =) NP, (A.2)
j=1
Up = NpUy (A.3)

onde N, = NI, é¢ uma matriz diagonal de N;, que ¢ a funcao de interpolacao local do

método de Galerkin associado ao ponto nodal 7, com ¢ = 1,2, 3, do elemento €2, assim
N=| ML ML NI | (A4)
¢é a matriz de interpolacao das func¢oes de Galerkin e
Np = [NplLa],,, (A.5)
é a matriz de interpolacao da fungao bolha.

Buscando simplificar as func¢oes de interpolacao, realiza-se uma transformacao de
variaveis globais (z,y) para varidveis locais (£, 7), conforme representada na Figura A.1.

Apés esta transformagao, as fungoes de interpolagao IN; podem ser definidas como

Ny = 1 (A.6)
Ny = 1=¢§—n
e a funcao bolha Np definida da forma

Np = 27N, NN, (A.7)

A matriz Jacobiana que define a transformacao das coordenadas globais para as

coordenadas locais é dada por

or Ox

(975 on 2x2
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Y Ui
Y2 2 12
(0,1)
—
e

U1 1
Y| 3 N 3 ol .

T3 T2 1 X (0,0) (1,0) &

Figura A.1 — Transformagcao de varidveis globais (z,y) para varidveis locais (£, 7).

onde x;; = x; —x; € Yi; = Y — Y5, com z; e y; as coordenadas dos pontos nodais do
elemento 2, 7,7 = 1,2,3. A inversa da matriz Jacobiana é dada por
1

I —
2A¢

Y31 T13

Y23 T32 ] (A.9)
2x2

onde A° é a area do elemento ¢ definida como

e Ty ;3513?/12. (A.10)

O operador gradiente discreto das funcoes de interpolacao do método de elementos finitos

de Galerkin é definido por

N
ox
1 1 I I
UN — - — Ya3la  Y31lo  Y12lo ’ (A.ll)
ON 2A T3oly xi3ly xo1ls 4x6
dy

para utilizagoes futuras, difinimos

O operador gradiente discreto associado as fung¢oes bolhas do método de Galerkin é

dado por
0Np
VN, — ox _ 27 (Y23 Na N3 + 431 N1 N3 + y12N1 N )1 : (A.12)
aNB 2Ae ($32N2N3 + $13N1N3 + $21N1N2)I2 Ax9
0y

As integrais presentes nas formulagoes podem ser resolvidas facilmente de forma

analitica, usando a férmula de integragao sobre elementos triangulares lineares

NeNENE dr — 20 o4 (A.13)
e 2P S (atbtc+ )T '
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onde A° é a area do elemento Q° calculado como na Eq. (A.10) e N;, i = 1,2, 3, as fungoes
de interpolagdo do método de Galerkin definida na Eq. (A.7).

Nas proximas segoes sao apresentadas as matrizes elementares a partir da formulacao
de Galerkin, do método SUPG e do método multiescala.

A.1 Matrizes e vetores locais da formulagao de Galerkin

As matrizes locais da formula¢ao de Galerkin, dadas pelas expressoes (2.30), sdo
apresentadas pelas matrizes de massa My, conveccao Ny, viscosa Ky, pressao Gy, e

pressdo transposta G, e pelo vetor forca F.

Veremos a seguir cada uma dessas estruturas.

A.1.1 Matriz de massa de Galerkin My,

A matriz de massa local M, proveniente do método de Galerkin é associada ao

termo,

0
L dQ
e DB gt

= f Nae; - Ul Nye;dQ2

= J 8;;NuNodQ Ui |

onde d;; ¢ o delta de Kronecker, 1 <i,7 <2el<a,b<3.

Uma vez que
A° A°
N2dQ=" e N Ny, d2 = —
Qe 6 Qe 12

e sendo I a matriz identidade de ordem dois, segue que M, é dada por,

M, = J 81 Nu NydS)

I e
12 2 <442 1)
| L, I, 2L
(20101 0]
020101
A 102010
120010201
101020
01010 2
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A.1.2 Matriz de conveccao de Galerkin Ny,

A matriz de conveccao local Ny, proveniente do método de Galerkin é associada ao

termo,

wyp - (uh : V)uth
Qe
No decorrer deste texto, trataremos a nao linearidade do termo de convecgao, aproxi-

mando a velocidade convectiva u - Vuy, calculado a partir da iteragdo nao linear anterior,

a_[“x]_llulﬂﬁ%l. (A1)

Uy 3| uf + uf +uf
Assim,

wy - (uh . V)U,th
Qc

= | Nuei- (@ V)U]Nye,;dQ
Qe

:f 5, N (@ - VN,)AQ Uj.

Uma vez que
e

N, do =
e 3

segue que NNy, ¢ dada por,

e

N — J 55 Na(@ - VN, )
Q

e u- VNI, u-VNIy w-VNsl
= ? ’ITLVNl]:Q ’ITLVNQIQ ’ITLVNg]:Q
| @-VNL @ -VNL @ VN

P [ Cil, CoI, Gl

= ? ClIQ CQIQ 0312

01:[2 0212 0312

c; 0 Cy 0 C3 O
0 Ci 0 Cy 0 Cs

A ¢ 0 Cy 0 C5 O
3 0 ¢y 0 Cy 0 Cs

ci 0 Cy 0 C3 O
0 Ci 0 Cy 0 G

onde
01:'1_1,'VN1, ng’l_l,'VN2603=’l_l,'VN3.
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A.1.3 Matriz viscosa de Galerkin Ky,

A matriz viscosa local Ky, proveniente do método de Galerkin é associada ao termo,
f V), : 2pe(uy )2
_ J pNVwy, [V, + (Vay)"]d9
- J u[Vwy : Vg, + Vay, = (V)" ]dQ

= J M[th : V’U/h + th : V’U,h]dQ

Uma vez que os produtos tensoriais tem a forma,

owh oul
th : V’U,h = n L s
0%y, OTym
Nopyh Ao b
ow, ou
th Vuh = n m
0%y Oy,

e cada func¢ao é dada por,

b= (Ngei)n = No; - €n = 6in Ny,
u = (Nyej)n = Nyej - €n = 0;n Ny,
ul, = (Noej)m = No€j - €m = 6mNo,

segue que,

V'wh . V’U,h

Vwy, - -Vuy,

logo,

0
@(61‘ Na)
0

67,715 'niNai
J 0%

0%

0 0

5.

ij A

Na

0

7(5inNa)

0Ty,

0

5in5jm7Na

0Ty,
9N

0xy  OXp,

VN, - VN,

0

E (5jan)

8Nb

Ny

0

oxy,

(0jmNb)
0

—N,
oxy, b

0 0

f Vwy, : 2pe(uy)dQ = f u(éijVNa VN, + —Na—Nb> dQ Uj.

Desta forma, segue que Ky é dada por,

K = f (05 NG - VN, +

ou seja,

0
7Na7
8xj a[lﬂ'l

835]- al’l

‘ Nb>dQ



109

APENDICE A. Matrizes e vetores elementares

[ 1exteag 4 eTis
CIfi1ey gty 4 SUiefig
12xsiyyg 4 SHiTEf 12 1ef; ETxelag + EATEA
CIfieTy eIxEly + CIffTEAg TEfET
1exexy + Clisefi 1288 E1xeery + TEAELh
CIfee 12geey 4 SUiEEfig 18f08
exp Txp lrp lxp
%ﬁm +m “Ne % Txo © I I
) o twp | lsg lzg
ez NM% ’ mzm,w Lo e mz%% m,% we wp Twp  lwp lap
wewp' TNeWe | Wwewe . Wewpl WewWe
_re “re e fte | fe te . _re “re
- Nm%m NP 5 1w NQ NP : @% N e NM%@ N otz
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A.1.4 Matriz de pressao de Galerkin Gy,

A matriz de pressao local Gy, proveniente do método de Galerkin é associada ao

termo,

J e(v - wp,)ppdf2

~
= (V . Naei)PbNbdQ

JQe

_ (e a N,e:)P,N,dS
= Joe kamk ati )L biVh

[ 0

= Oki = Ny Py NpdS2

Qe @J}k

~

= aNa]\fblePb

Joe Ox;

[

Desta forma, segue que Gy, é dada por,

0N,
Gn, = NydS2
Qe 5!1%
v VN, YN
= 3 VNl VNQ VNg

3
VN, VN, VNj

Y23 Y23 Y23
T32 T32 T32
1 Y31 Ys1 Ys1
6 T3 T13 T13
Y12 Y12 Y12

T21 21 T21

A.1.5 Matriz de pressdo transposta de Galerkin G7,

A matriz de pressdo transposta local G}, proveniente do método de Galerkin é

associada ao termo,

J qh(V : 'u,h)dQ
= | NV -UlNpej)dQ
Qe
0 .
= Je NaekE : Nberng

0 .
— | Nuopj— N, U dO
Je akg al'k bUb

= NaiNbdQ Uj

Qe aZE]
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Desta forma, segue que G1, é dada por,

0
GL = N Naa?ijdQ
| (VNDT (VN (VNg)T
= 3 (VN)T (VNy)T (VN3)®
(VN (VNg)T (VN3)T
1 Y23 T32 Y31 L1z Y12 T21
= 6 Yoz T32 Y31 Tiz Y12 T21

Y23 T32 Y31 T13 Y12 T2

A.1.6 Vetor fonte de Galerkin Fy,

Desconsiderando a condi¢ao de contorno de Neumann e as contribui¢oes de valores

prescritos, o vetor fonte de Galerkin local é dado por

Fn, = wy, - F,dQ = | Nue; - f] Nye;dQ

Qe Qe

= J 0 NaNodS) f]

Andlogo a matriz de massa obtemos o vetor fonte de Galerkin,

2f7 + f3 + f3
21 + f5 + f§
Al T +2fy + f3
120 fV+2f) + f3
Ji+ 3 +2f3
L+ f+2f

onde f; é o valor da componente f* calculada no né j.

A.2  Matrizes locais da formulagao SUPG/PSPG

As matrizes locais da formulagao streamline-upwind/Petrov-Galerkin-(SUPG) e
pressure-stabilizing/ Petrov-Galerkin-(PSPG) s@o as matrizes e vetores de subindices § e
¢ respectivamente, dadas em (2.30), além das matrizes e vetores de Galerkin. Estas sao
apresentadas pelas matrizes de massa M e M, convecgao N5 e N, pressao G5 e G,

e pelos vetores de forgas Fis e F'.

Veremos a seguir cada uma dessas estruturas.
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A.2.1 Matriz de massa SUPG Mj

A matriz de massa local M s proveniente do método de SUPG/PSPG é associada ao

termo,

ot
= TSUPGJ (u- V)Nye; - U,beej dQ2

0
TSUPGJ (up - Vwy, - —uyp, dQ

= Tsupa f (@ - V)N,0;; Ny, dQU}

= TSUPGJ u - VNaNbéij dQUg

Desta forma, temos que M s é dada por

M5 = TSUP(;J 'l_l,‘VNaNb(;ij dS)

VN NI, @ - VNNl
= 7_SUPGJ u - VNQNlIQ u - VNQNQIQ
-VN3N1I, u- VN3Nl

0112 0112 ClIQ

i
S

. VN1N3IQ
VN, N3, | dQ
- VN3 NI,

Il

i
I

Ae

= TSUPGS Coly Coly Ol
0312 0312 0312
= 7supc(Nun)"

A.2.2 Matriz de conveccao SUPG N

A matriz de convecgao local N5 proveniente do método de SUPG/PSPG é associada

ao termo,

TSUPGJ (up - V)wy, - (uy, - V)uy, dQ

[ ,
=Tsupc | (@ V)Nye; - (@-V)Ui Nye; dQ
JQe

i .
=Tsupc | - VN, ;a- VN, dQU]
JQe

[ .
=Tsupc | - VN,a-VNyo;; dQU]
Joe




APENDICE A. Matrizes e vetores elementares 113

Desta forma, temos que N é dada por

N§ = TSUPGJ ’ITL‘VNG’EL‘VN{,(;U d§2

[ 4 VN4 VN, I @ -VNa- VNI @-VN@- VN3I
= TsupcA @ -V Nyt - VNoI - VNyi - VN3I
| Symmetric u - VNsu - VN3l
(CV)* T CCyl CLCsl
= TsupgA° (Co)*T  CyCsI
| Symmetric (C3)?T
[ (C))? 0 CiC, 0 CCy 0]
(Ch)? 0 CiC, 0 CCs
e (C2)? 0 05 0
e (G 0 GG
Symmetric (C3)* 0
i (Cs)* |

A.2.3 Matriz de pressao SUPG Gj

A matriz de pressao local G5 proveniente do método de SUPG/PSPG é associada

ao termo,

TSUPGJ (up - V)wy, - Vpy, d9
= TSUPGJ (@ - V)Nye; - VPN, dQ

0
= TSUPGJ u - VNQ%NI) dQPb

Desta forma, temos que G é dada por

G5 = TSUPGJ ’lTL'VNaiNb ds?
e (3(131
01VN1 C’1VN2 ClvNB
= AeTSUpG CQVNl CQVNQ CQVNg

C3VN; O3V Ny C5VNg

Cryas Cryzi Cryia
Cirzs Ciriz Ciag
Tsupa | Coyas Coysi Cayre

2 Cozzy Coryz Chwy
Csyas Csyz1 Csyia
Csxzy C3riz Cswy
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A.2.4 Vetor fonte SUPG Fj

O vetor fonte local F5 proveniente do método de SUPG/PSPG é dado por,

r

F; = TSUPGJ (up - V)wy, - f, dQ

= TSUng (@ - V)N,0;; Ny dQUf]

JQe

= Tsupc | (@-V)Nge; - ngbej dQ)
J

Tsupe | @ VNyN,Oi; dLf]

Anélogo aos calculos da matriz de massa SUPG, temos que o vetor F's é dado por,

Cifo
Cif,
Cofs
Cof,
Cs fe
Csf,

e
Fs; = 7sypcA

onde f; é a componente i do termo de fonte calculada no baricentro do tridngulo, ou seja,

fi= (1 + fa+ 13)/3.

A.2.5 Matriz de massa PSPG M,

A matriz de massa local M, proveniente do método de SUPG/PSPG ¢ associada

ao termo,

p ot

TPSPG

— PC L VUN, - Ul Nye; dS)

P Qe
TPSPG

= == J VN, - Nye; dQU}

P
_ TPSPG ON,

p Qe a$]

rSPG f Van - Ly dO

NydQU.
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Desta forma, temos que a matriz M, ¢é dada por,
ON,
M, - Ipsee J Ny
p Qe al‘]
[ 6N1 6]\71 6N1 6N1 ﬁNl (?Nl
N ——N, ——Ny, —Ny ——N; ——N.
6m1 ! 8372 ! 6m1 2 6:702 2 é’xl ? 8m2 3
TPSPG 5N2 §N2 8N2 6N2 &NQ 5N2
= — —N, ——N; ——Ny ——N; —=N. N. ds
1% Je 51:1 ! 8x2 ! 8x1 2 51‘2 2 &xl 3 8x2 3
ON3 ON3 ON3 ON3 ON3 ON3
—N, —N;, —N, —Ny, —N; —=N.
| (9131 ! 8x2 ! (%1 2 6x2 2 (91’1 ; (3x2 3
e (VN)T (VN)T (VN
-
= % (VNo)T (VN,)T (V)T
(VN3)T (VN3)T (VNs)T
Y23 T32 Y23 T32 Y23 T32
TPSPG
= 6p Y31 T13 Y31 T13 Y31 T13

Y12 T21 Y12 To1 Y12 21

A.2.6 Matriz de convecgao PSPG N,

A matriz de conveccao local N, proveniente do método de SUPG/PSPG é associada

ao termo,
Ae
TPSpPG4L- Van - (wy - Vuy, dS
P Qe
AE r .
_ IPSPGE | YN, - (@ - V)UJ Nye; dO
P Qe
e .
:TPSPGAJ VN, - (@ - VN)e; dQ U}
P Qe
Ae r .
- TPS];GJ (VN, - ¢e;)(@ - VN,) dQ Uj.
Qe

Desta forma, temos que IN, é dada por,

N, = T’”SI;GAJ (VN, - €;)(@- VN,) dO

CLVND)T Co(VN)T C5(VN,)T

Ae
_ TPSI;GAe CL(VN)T  Co(VNy)T Cy(VNy)T
C1(VN3)T  Cy(VNs)T C5(VN3)T
_ TPSPG GT
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A.2.7 Matriz de pressao PSPG G,

A matriz de pressao local G, proveniente do método de SUPG/PSPG ¢ associada

ao termo,

TP“;PG f Van - Vp, dQ2

_ IPSPG | yN, . VPN, dS)
P Qe

_ IPSPG | N, . VN, dQ B,
P Qe

Assim, temos que G, é dada por,

G, = PC | YN, VN, d
P Qe

4o [ VN VND UNUN, YNV

_

= % VN, VN, VN,-VN, VN,-VN,
VN;- VN, VN;-VN, VN;-VN;

Y23Y23 + T32T32  Y23Y31 + T32X13  Yo3Y12 + T32T21
TPSPG

- 4Aep Y31Y31 T T13T13  Y31Y12 + T13%21

Symmetric Y12Y12 + T21%21

A.2.8 Vetor fonte PSPG F,
O vetor fonte local F, proveniente do método de SUPG/PSPG ¢é dado por,

TPSPG

F, = 59| gg, . f, d0
P Qe
- TPSPGJ VN, - fiNye; d)
p .
_ TPSPGJ VN, - Nye; dQ f
p .
0N, ,
_ TPSPG Ny fi.
1% Qe 6x]—

Analogo aos célculos da matriz de massa SUPG, temos que o vetor F', ¢ dado por,

- 3/23fx + 91332fy

PSPG = =
F, = 9 ysifz +213fy |

p - ,

Yiafz + T fy

onde f; é a componente i do termo de fonte calculada no baricentro do tridngulo, ou seja,

fi= 1+ fi+ 13)/3.
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A.3  Matrizes e vetores locais da formulacao multiescala

As matrizes locais da formulagdo NSGS-NS sao as matrizes e vetores de subindices o
e ¢ com sobrescritos m dadas em (3.30) além das matrizes e vetores de Galerkin. Estas
sao apresentadas pelas matrizes de massa M e M}, conveccao IN¢' e N7, pressao

5 e G, e pelos vetores de forgas F§' e F'J' as quais sao compostas pelas matrizes

Mpg,, N, Npn, Kgp,GrLg, G, ¢ Fp apresentadas na sequéncia.

A.4 Matriz de massa Mpy,

A matriz de massa local M g;, proveniente do método de multiescala é associada ao

termo,

wg - guth

ae ot
= | Npei-UIN,e;dQ
Qe

= f 8;;NpN,dQ U,

onde d;; ¢ o delta de Kronecker, 1 <i,7<2el<a,b<3.

Uma vez que
3
NN, dQ) = —A°
Qe 20
segue que a matriz de massa M g; é dada por,

My, = J 8. N5 N,dQ

3A°

- 20[12 I 12]

3A€[101010]

200010101

A.5 Matriz de conveccao Nyp

A matriz de convecgao local N, proveniente do método multiescala é associada ao

termo,

wy - (uh : V)’U,BdQ

Qe

De maneira andloga ao termo convectivo de Galerkin, trataremos a nao linearidade

aproximando a velocidade convectiva @ - Vuy, calculado a partir da iteracao anterior dada
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pela expressao (A.14), assim
wy - (uh : V)UBdQ
Qe
= | Nuei-(@-V)ULNpe;dS
QE
_ f 5, Na(@ - VNB)dQ Ul
Desta forma, segue que N5 é dada por,
NhB = J (SijNa<'l_l, : VNB>dQ
Qe
i _ 0N _ ONp
= 0;i N, | Uy—— — 1dQ2
JQE J (u 81’1 +uy (9132)
" _ 0ONpg _ ONp
= .—— N, —N, | I,d2
‘JQG (U (9131 * Uy &x2 ) 2
N N
= [(ux d PN, dQ + a, Ny “N, dQ) 12]
variando 1 < a < 3 segue que
[ ([ oNg [ ONg |
. Ny dQ) Ny dQ |1
 ON ON,
Nyp = i, | 9BN2dQ+ﬂyJ TBNQdQ I
Qe 01 Qe 02
 ON ON,
i | ENg dy+a, | =2 N; dQ |1,
Qe 01 Qe 81'2
Uma vez que,
ON 27
J aajBNl Q) = mf (y23N2N3 + y31N1N3 + ylgNlNQ)Nl d§)
e 1 e
9 9
= E(yzzz + 2ys31 + 2y12) = ~ 109
ON 27
J axBN2 dQ) = 9 Ae J (y23N2N3 + y31N1N3 + ’ylgNlNQ)NQ ds? (A15)
e 1 Qe
9 9
= E(2y23 + Y31 + 2y12) = ~I0¥s
ON 27
J;ze &xlBNg Q) = 9 A¢ fﬂe(yggNgNg + y31N1N3 + ylgNlNQ)Ng d§)
= g(2 + 2y31 + Y12) = 2
=0 Y23 Ys1 T Yi2) = 4O?J12
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e que,
ON 27
JQ ﬁfol dQ) = ﬁ o (x32N2N3+LU13N1N3 —|—g;21N1N2)N1 dQ
9 9
= E(ZBQ + 2713 + 21’21) = —4—037327
ON 27
JQ 8335 Ny dQ) = 5 A JQ (39 NoN3 + 213N1 N3 + 291 N1 Ny) Ny dQ2 (A.16)
9 9
oN 27
J (7963 N, it = 24¢ (232N2N3 + 13N1 N3 + 221 N1 N2 ) N3 d2
Qe 2 Oe
9

Concluimos que,

9 (Ugyyas + Uywse)Io
Nyp = 10 (Ugpyz1 + uyr13)Ly | - (A.17)
(gl + Uyxor)Is

A.6  Matriz de conveccao Npy,

A matriz de convecgao local N g, proveniente do método multiescala é associada ao
termo,
wpg - (Uh : V)Uth
Qe
Como vem sendo tratado, a nao linearidade da velocidade convectiva sera calculada
a partir da iteragao anterior, dada pela expressao (A.14), assim
wpg - ('ITL : V)uth
Qe

= | Nge; (@-V)UIN,e;dQ
Qe

:J 5, N5 (@ - VN,)dQ U7,

Desta forma, segue que IN g, é dada por,
Non — J 5 Nu(@-VN,) dQ = 6, | Ny dO (@- VN,).
e Qe

Uma vez que,

_ CONi _ONI\ [ 0Ny _ No\ [_ Ny _ 0Ny
VN, — b bt Z2 2 8 2
(@ V)N [(“ dmy aa:Q) (“ dry ax2> (“x oz, 6:)02)]

1

= ﬁ[(ﬂxyzzs + UyTs2) (Ugyst + UyT1s) (Uglro + Uyor)]
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9A°
Np d2 =27 | NyNyN3 d) = —, (A.18)
Qe Qe 20
Concluimos que,
9 _ _ _ _ _ _
Np, = E[(nyz?) + Uyr32)la (Uzyst + Uyx13)ly (Ualio + Uyxor)L2].  (A.19)
De (A.19) e (A.17) observamos que
Npp=—(Npp)".
A7 Matriz de rigidez Kgp
A matriz K gp proveniente da micro escala é associada aos termos,
f wp - (u-Vug) dQ + QZ/J e(wg): e(ug) dS2 +J Vwg: (65Vug) dQ  (A.20)
Q

e e

Denotamos por K gp; a matriz associada a primeira integral acima,

wpg - (’l_l, : V)’U,BdQ =
Qc

NBei . ('l_l, . V)UBJ‘NBGE]‘dQ =
Qe

f 5UNB(’ITL . VNB)dQ UB,j-

Desta forma, segue que K gp; é dada por

K — J 555 N1 - VN ) dQ

0N ON
Lembrando que VNg = [ =—2, =2 ) ¢ @ = (@, u,) temos
(3561 (?LUQ
N ON
K 551 :J No (.58 + 4,52 ) dOL,.
e 8$1 &$2

Das expressoes em (A.7) e (A.12) temos

277

Kgp = <2Ae

) J iy N1 No N3 (y23N2 N3 + y31 N1N3 + y12N1 N3) +
0

Q_LleNQNQ, (fl]ggNgNg + ZE13N1N3 + ZL‘QlNlNQ) dQIQ

Usando a integragao dada por (A.13) temos

e

ﬁyf N1N2 N3 (y23N2N3 + Y31 N1 N3 + y12N1N2) d§l = ﬂy@(
Q

Yo3 + Y31 + y12) = 0
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e
e

_ A
UIJ N1N2N3 ($32N2N3 + $13N1N3 + $21N1N2) dQ = ux@(l’gz + 13 + ]721) = 0.
Q

Portanto,
Kpgp = 0l,. (A.21)

Denotamos por K gps a matriz associada as duas ultimas integrais da expressao
A.20,

f e(wpg) : 2ve(upg)dS) +J Vwg : §5Vupd) =

e

v | Vwsg:[Vug+ (Vup)'1dQ+ 04 | Vws: VugdQ =

Qe Qe
(v+6%) | Vwp:VugdQ+v | Vwy,: (Vu,)'dQ =
Qe Qe
(v +9%) Vwg : Vug dQ+v | Vwg- - -Vugd.
Qe Qe

Analogamente a obtencao da matriz viscosa de Galerkin Ky, obtemos,

. ONp 0Np
[(V+5B>Je5ZJVNB VNB dQ—FVJ\Q a$] axl dQ] UB,j~
Desta forma, segue que K gpo é dada por,
c 0N ONpg
Kpps = [(u +69) J 35VNg VNp a4y | ZETE dQ]
| @u+dp)A+(v+0R)B vC (A.22)
vC (2v +0%)B + (v + 0%)A '
sendo
8NB 8NB aNB aJVB

ONp ONp f f
A= ), B = ds? C= ds.
JQE (?ill'l 61’1 7 Qe 81’2 (91'2 » € Qe 8:131 8332

Pela definigao das derivadas da fungao bolha dada em (A.12) segue que,

2
4 = 0ONp dNp dQ_f (8NB> 0
Qe (31’1

Qe é’xl 61‘1

27 \?
- <2Ae> J (ygzaNQQN?? + Y NEN3 + i, NENG + 200351 N1 No Ny +

2y23y12N1N22N3 + 2y31y12N12N2N3) dQ

27 \? 4 2
= ( ) 2A° l(ygg + 5 + y%)ﬁo + 2= (Y23ys1 + Yo3yi2 + y31y12)]

2A¢ 720
— i 2 2 2
= 10Ac | Ve + Y31 + Y12 + Yosys1 + YasYie + Ysivaz |-
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De maneira analoga obtemos,
2
B — J 0ONp dNp dQ:J ONpg 40
Qe (9372 (7372 e (3132
= £x2+x2+x2+xx + X30091 + T13T
40Ae 32 13 21 32413 32421 13421 |-
Por outro lado,
ONpg ON
C = J 5NE 40
Qe (35(71 (35(72
27
= 2Ae Y23 (%32]\] N + Q?lgNlNQN + .’fCQlNlN Ng)
Y31 (x32N1N2N + .I‘13N N + ZEQlN N2N3)
y12($32N1N N3 + ZE13N N2N3 + l’glN Ng):| ds?
= . - Y3 (230 + T13 + 1) + Y31 (232 + 2013 + 221) +
2A 720
Y12 ($32 + T13 + 2$21)]-
Observando que x;, + Tk = &; — Tk + T, — T; = ¥; — T; = X;j; = —xj concluimos
81
C = R0A4° Y23%32 + Y31T13 + Y1221 |-
Das matrizes K g1 e K ppy dadas por (A.21) e (A.22), concluimos que
Kpp = Kppi + Kpp:
| v+dp)A+ (v +0p)B vC
vC (2v +95)B + (v + 05)A
Consequentemente, sua matriz inversa é dada por
1 2 05)B 0%5)A —vC
Ky =~ | BV HoBB T W 0h) Y : (A.23)
D —vC (2v 4+ 05)A + (v + 0%)B

onde D é o determinante da matriz K gp dado por

D =[(2v +6%)° + (v + 6%)*]AB + (2v + 0%) (v + 65)[A*B?] — v*C?.
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A.8 Matriz de pressao G,

A matriz de pressao local G 5 proveniente do método multiescala é associada ao

termo,

fe an(V - up)ds2

r .
= N, (V - UjNpe;)dQ
Jae
[ N, d - N ds)
= Joe a(ek ax B€]> UB
i 0
= Nolpj=— P NB dQUB
JQe
(‘
[ N BdQ U
JQe 83:]
Desta forma, segue que G,p é dada por,
N
G — | N
Qe ) (3.’]3] .
N, ZNB N, %NB
x x
= J N, éNg N, 8N?3 dsd.
e ox ox
ONp . ONg
| 5 (}.CCl 3 51‘2

Dos resultados obtidos em (A.16) e (A.17) concluimos que

Y23 T32

9
Gy = _ZO Y31 T13
Y12 T21

A.9 Matriz de pressao Gy,

(A.24)

A matriz de pressao local Gy, proveniente do método multiescala é associada ao

termo,

| wama

= | (V- Nge;)P,N,dS2
Qe

J e - Niges) PN dS)
Q

e 6l’k

J 5;% NBP N,d)

:J aNBN dQP,
Qe (3:1:1
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Desta forma, segue que Gp;, é dada por,

Gon = | N
Qe 6@
J N, (;NB NQE/;NB NgaaNB
_ %y T X dQ
Qe Nl a]\]13 Nga B NgaNlB
Hi) To 61’2

Dos resultados obtidos em (A.16) e (A.17) concluimos que

Gp, = 9 [y23 Y1 Y12 ] (A.25)

A0 | @3 713 o
De (A.24) e (A.25) observamos que

GBh = (GhB)T-

A.10 Vetor fonte Flg

Desconsiderando a condi¢ao de contorno de Neumann e as contribui¢oes de valores

prescritos, o vetor fonte F'p é dado por

~
JQe

P .

= NBez' . ngaede
JQe

r‘

= | 6yNpN.AQ f!
JQe

Analogo ao calculo da matriz de massa M g; concluimos que

94 | f
-l

onde f; é calculada no baricentro do elemento.
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APENDICE B — Comportamento dos
parametros de estabilizacao sob uma analise

de Fourier

Neste apéndice sao apresentados os parametros de estabilizacao obtidos pelo método
multiescala apresentado em (CODINA, 2002) para a equagao do transporte e equagao de

Ossen nos casos estacionarios.

Primeiramente vamos considerar a equacao de convecgao-difusao-reacao linear estaci-
onario,

—eAu+pB-Vut+ou=f em €, (B.1)

onde u e f sao escalares, B ¢ a velocidade convectiva, € é o coeficiente de difusao e o = 0

é o coeficiente de reacao.

Analogamente a abordagem do Capitulo 3, decompomos a solu¢do u na forma
u = up + ug, onde u, ¢ a componente macro, e ug ¢ a componente micro. Levando
u = up + up na Eq. (B.1), explorando a linearidade da equagao e reagrupando os termos

obtemos

—eAug + B-Vug +oug =r em Q°e Ty, (B.2)
ri=f—(—eAu, + B - Vu, + ouy), (B.3)

a qual deve ser resolvida aproximadamente para a solug¢ao na micro escala upg, sendo wuy,
a aproximacgao por elementos finitos de u. Por simplificacao, adotamos a velocidade (8
constante sobre cada elemento )¢, consequentemente a solu¢do na micro escala pode ser
aproximada por

ug(x) ~ 7 r(x), (B.4)

onde 7 é o parametro a ser determinado.

Para isto, vamos considerar a seguinte transformada de Fourier de uma funcao

genérica g definida em €,
(k) = f e () d, (B.5)

onde i = 4/—1, h é o comprimento caracteristico da malha e k = (ki, k2) é o nimero de
onda adimensional. Se n; é a j—ésima componente da normal exterior ao elemento )¢,

entao

_ ik i, B.
k)= [ me gl ar + i) (B.6)
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Em nossa abordagem as fungoes g definidas em Q¢ sdo fung¢oes do tipo bolha, ou seja, sao
nulas no bordo do elemento. Assim, o primeiro termo do lado direito da Eq. (B.6) é nulo e

consequentemente temos

a9 . k.
S ) = i52a(0) (B.7)

Tomando a transformada de Fourrier na Eq. (B.2) e reagrupando os termos temos

-1
__ k|? -k
up(k) =T(k)(k), T(k):= <€|h|2 + Z'Bh + a) . (B.8)
Aplicando a férmula de Plancherel obtemos,
1 1
2 —~ 12 2150 1) [2
|uslge = WHUBHLQ(RQ) = W JRQ T (k)|7|7 (k)| dk. (B.9)

Desde que ambos |7 (k)[? e |#(k)|* sdo ndo negativos, pelo teorema do valor médio existe

um namero de onda kg tal que

1 2| 2 _ 1 2 e 2
e | [TEIFF R = o TR | [k (B.10)
De (B.9) e (B.10) temos que
2 I~ 1 2 o 2
HuB Qe — (271_)2“7“LB||L2(]R2) = (27‘(’)2‘T<k0)‘ JRZ ’T(k)‘ dk. (Bll)

Aplicando novamente a formula de Plancherel em (B.11) concluimos que

luslac = [T (ko)l[7[qe- (B.12)

Comparando 7 na Eq. (B.5) com |T (ko)| na Eq. (B.12), podemos afirmar que se

, 1712
T = [(01; +U> + (62@) ] , (B.13)

entao existem valores de ¢; e ¢y independentes de h para os quais a Eq. (B.5) é vilida, no

tomarmos

sentido de que tanto up quanto 7r tém a mesma norma L? sobre o elemento Q°. Além
disso, ¢; independe dos coeficientes €, 3 e o, enquanto ¢, depende somente da direcao de
’2

B, mas nao de sua magnitude. A constante ¢; pode ser identificada com |kg|” e ca com

|ko|| cos af, sendo v 0 dngulo entre B e ky.

Vamos considerara agora a aplicacao destes conceitos no problema de Oseen estacio-
nario. Tomando a velocidade de adveccao constante e desconsiderando o termo adicional
na micro escala na Eq. (3.16), o sub-problema associado a micro escala pode ser escrito da

forma,

—I/A’U,B + ,6 : VUB + va = Tm, (B14)
V-oug=r, (B.15)
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onde 7, e r. sdo os residuos do momentum e da continuidade, respectivamente, dados por,

T = f, — B Vup — Vpy, (B.16)
re = —V - uy. (B.17)
Sem perda de generalidade, podemos supor que 7, tem divergente nulo (JOHN, 2016)

e que sua componente potencial esta incluida na subescala de pressao pg. Aplicando a

transformada de Fourier nas Eqs. (B.14) e (B.15) temos

(th +i— )'u,B(k:) + ZEpB(k) =rn(k), (B.18)
,k —~ )
iy up(k) = r.(k). (B.19)

Multiplicando a Eq. (B.18) por ik/h, a qual equivale a extrair o divergente de da Eq.
(B.14), substituindo wp dada na Eq. (B.19) e da hipétese que 7, tem divergente nulo,

obtemos a transformada de Fourier da equagao de Poisson da pressao

k>  B-k)\. k| __
<Vh2 + ZT rc(k) - ?pB(k) = Oa ) (BQO)

a partir da qual podemos aproximar a pressao usando o mesmo raciocinio utilizado para a

equacao de convecgao-difusao-reacao, ou seja, por

211/2
pB x Tcrca 7—0 = []/2 + (ZLZ‘) ] 5 (B21>

onde as constantes ¢; e ¢ tém as mesmas interpretagoes dada em (B.13).

Em nosso trabalho a velocidade na micro escala é obtida via condensacao estatica
dentro da macro escala. Em (CODINA, 2002) o autor obtém uma expressao analitica para

a velocidade a partir da pressao na micro escala, dada na sequéncia.

Usando os valores de pp(k) obtidos da Eq. (B.20) em (B.18) temos que os coeficientes

de Fourier da velocidade sao

—1
2 .
ap(k) = (J"’m +zﬂhk> (k) —z'|£|2kfc(k). (B.22)

Observe que o segundo termo afeta a componente de wp (k) somente na diregao de k. Desta
forma, podemos negligenciar a contribuicao de r. em wg. Além do fato de permitir formular
um método mais simples, esta aproximacao assume implicitamente que as subescalas sao
impulsionadas pelo residuo das equacoes de momento 7,,, ao invés do erro em satisfazer a
restricao de incompressibilidade pela solucao de elemento finito. Portanto, a aproximacao

para up é dada por

2 8] 219 -1/2
v
UB X TmTm, Tm = [<01h2> + <02h> ] ) (B.23)
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