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Science is much more than a body of knowledge. It is a way of thinking.

(SAGAN, 1989)



RESUMO

Este trabalho busca resolver as equagdes de Einstein para a métrica de Kantowski-Sachs em
um meio contendo fluido barotrépico acoplado a um campo escalar e usando uma relagdo entre
os fatores de escala dessa métrica. Para alcancar esse objetivo foi necessario estudar e abordar
a métrica de Robertson-Walker, a acdo de Einstein-Hilbert, as equagdes de Einstein, os diver-
sos tensores momento-energia e as equacdes de Friedmann. Também estudamos os seguintes
fluidos: poeira, matéria rigida, radiacdo, cordas cosmicas e vacuo, e suas respectivas equacoes
de estado. E por fim, analisamos os cdlculos do artigo de Kantowski-Sachs para poeira e o
artigo de Adhav que resolve as equacdes de Einstein para a matéria rigida com a métrica de
Kantowski-Sachs possuindo uma relagcdo entre os fatores de escala.

Palavras-chave: Kantowski-Sachs. Equacdes de Einstein. Fluido barotrépico. Friedmann.
Campo escalar.



ABSTRACT

This work seeks to solve Einstein’s equations for the Kantowski-Sachs metric in a environment
containing barotropic fluid coupled to a scalar field and using a relationship between the scale
factors of that metric. To achieve this goal, it was necessary to study and address the Robertson-
Walker metric, the Einstein-Hilbert action, the Einstein equations, the various moment-energy
tensors and the Friedmann equations. We also studied the following fluids: dust, stiff matter,
radiation, cosmic strings and vacuum, and their respective equations of state. And finally, we
analyze the calculations of the Kantowski-Sachs article for dust and the Adhav article that sol-
ves Einstein’s equations for stiff matter with the Kantowski-Sachs metric having a relationship
between the scale factors.

Keywords: Kantowski-Sachs. Einstein’s equations. Barotropic fluid. Friedmann. Scalar fi-
eld.
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1 INTRODUCAO

E provédvel que a maioria da populacio saiba ou j4 ouviu falar de Albert Einstein. Sua teoria
revoluciondria modificou a nossa compreensao de mundo e também da teoria gravitacional. O
termo relativo adentrou no vocabuldrio geral buscando uma relagdo com a teoria da relatividade.
Porém, poucos sabem do que se trata aquilo que foi descoberto por este alemado no inicio do
século XX. Sua contribuicao € tamanha que até hoje sdo estudadas consequéncias de sua teoria.
Um exemplo disso sdo as ondas gravitacionais que foram detectadas em setembro de 2015 e

que foram preditas por Einstein em 1916 (ABBOTT et al., 2016).

Por outro lado ndo € de agora o interesse humano pelo desconhecido. Com o passar da historia
humana o céu tem sido alvo de estudos, primeiramente com a astrologia e a astronomia cami-
nhando juntas (PICAZZIO et al., 2011). Posteriormente, os egipcios separaram estes € usaram
a astronomia para definir os calenddrios, as estacdes e as épocas das colheitas, desenvolvendo
cada vez mais as observagdes celestes. Grandes nomes construiram a teoria da gravitacdo: Co-
pérnico, propds a centralidade do Sol. Galileu, observou as caracteristicas planetarias de tal
modo que foi homenageado com os satélites galileanos de Jupiter. Tycho Brahe armazenou da-
dos durante toda a vida. Dados esses que usados por Kepler expandiram a teoria gravitacional
para ndo mais circulos ao redor do Sol, mas agora elipses. E por fim, Newton, que reunindo o
que foi estudado anteriormente, prop0s uma teoria abrangente para todo o Universo que funci-
onava bem para quase tudo, com uma pequena excecao era o periélio de Mercurio. A teoria da
gravitacdo universal de Newton diz que existe uma forca de atragcdo entre duas massas quais-
quer. Entretanto, Einstein mudou o entendimento disso quando propds que as massas deformam

0 espago-tempo ocasionando entdo um desvio.

Uma consequéncia do que foi evidenciado por Einstein, na teoria da relatividade restrita, € a
velocidade da luz, que possui um valor constante. Essa revolu¢do do pensamento teve con-
sequéncias diretas na astronomia, pois ao observar o céu os astrdnomos estariam olhando para
o passado. Viajando a luz a uma velocidade constante de um local muitissimo distante teriamos
um tempo de deslocamento proporcional ao percurso. Um exemplo desse efeito é que a luz

vinda do Sol demora oito minutos para chegar a Terra. Outro exemplo € que podemos estar
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observando estrelas que ndo mais existem, entretanto os fétons emitidos por elas ainda estdo

fazendo o percurso até onde estamos.

Pois bem, ao conseguir observar o passado, 0 nosso questionamento vai para 0s momentos
primordiais do Universo, sua estrutura, as caracteristicas de tempos longinquos e como isso
influencia os dias atuais como também o nosso futuro. A cosmologia busca estudar o compor-
tamento do Universo com o passar do tempo, a composicao desde o comego até hoje e também
como explicar as mudancas que ocorreram em toda sua histéria buscando assim determinar as
leis que regem o Universo. Para construir um modelo cosmoldgico sao necessarios trés ingredi-
entes fundamentais, provenientes da teoria da relatividade geral de Einstein, segundo (BERTONE;
HOOPER; SILK, 2005): as equagdes de Einstein relacionando a geometria do Universo com sua
matéria e energia; a métrica descrevendo a simetria do problema; e a equagio de estado especi-

ficando as propriedades fisicas da matéria e energia que compdem o Universo.

Para iniciar a constru¢do de um modelo cosmoldgico iremos primeiro abordar um caso sim-
ples, mas que € assumido atualmente como o mais representativo do Universo atual. O modelo
de Friedmann, devido a suas equacdes, ou modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) que busca, a partir da métrica dos dltimos dois citados, solucionar as equagdes de
Einstein para um fluido perfeito. O primeiro passo €, partindo da métrica do espago-tempo es-
fericamente simétrico, obter a métrica de Robertson-Walker evidenciando suas caracteristicas
homogéneas e isotropicas que permeiam o modelo FLRW. Para tanto usamos os componentes
do tensor de Einstein, sejam eles o simbolo de Christoffel, adquirido apés manipulacdes mate-
maticas da métrica inicial, o tensor de Riemann e sua derivagao, o tensor de Ricci. O segundo
passo foi trabalhar a equacdo de Einstein, na forma tensorial, a partir da acdo de Einstein-
Hilbert, onde foi visto que ela € a unido do tensor de Einstein, parte geométrica, com o tensor
momento-energia. Por isso, estudaremos as vdrias facetas do tensor momento-energia, desde o
fluido perfeito, passando pela viscosidade, campo escalar, fluido nulo, fluxo de calor até chegar
no campo eletromagnético. Todo esse escopo € usado afim de resolver os elementos da equagao
de Einstein, ou as equacdes de Einstein, para o caso de Friedmann com o objetivo de encontrar

as equagodes de Friedmann.

No segundo momento nosso objetivo serd de introduzir o modelo de Kantowski-Sachs, este
que € homogéneo e anisotropico. Iniciamos descrevendo algumas propriedades fisicas para a
poeira, radiacdo, matéria rigida, cordas césmicas e o vacuo, todas elas relacionadas a equagao
de estado. Continuamos abordando um caso simples da métrica, onde resolveremos os elemen-
tos da equacdo de Einstein para o fluido perfeito, mais precisamente a poeira, observando as
caracteristicas do modelo. Apds essa etapa, introduziremos uma relacdo entre os dois fatores

de escala da métrica de Kantowski-Sachs e resolveremos as equagdes de Einstein com essa
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alteracdo, mas dessa vez acoplando o fluido perfeito com o campo escalar.

Por fim, iremos propor solu¢des novas, de nossa autoria, onde a partir da relagdo dos fatores de
escala, estudaremos o caso do fluido barotrépico que generaliza o estudo para qualquer proprie-
dade fisica definindo o parametro da equacao de estado como uma constante, mas deixando em
aberto para futuras substitui¢des. Adicionando esse novo elemento, resolveremos as equagoes

de Einstein mais uma vez com o fluido perfeito acoplado com o campo escalar.
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2 O MODELO DE FRIEDMANN

2.1 A METRICA DO ESPACO-TEMPO

O modelo de Friedmann nos serve de exemplo para outros casos mais complexos. Por isso,
ele vem em primeiro lugar. Dessa forma, faz-se necessdrio um estudo mais elementar, logo,
iremos fazer um passo-a-passo da resolucdo das equacdes de Einstein para esse caso adicio-
nando elementos relevantes para situagdes futuras. O nome completo do modelo é Friedmann-
Lemaftre-Robertson-Walker (FLRW), a caracteristica principal € a definicdo do universo como
isotrépico e homogéneo. Ser isotropico indica que ndo hé dire¢do privilegiada para observagao.
E ser homogéneo indica que as caracteristicas espaciais nao se alteram dependendo da posi¢ao

observada do Universo, essa propriedade € descrita pela métrica.

A partir desses dois pontos, isotropia e homogeneidade, temos que o espago € simétrico, po-

dendo ter a métrica,
ds* = di* — a*(t)hjdx'dx) | (2.1)

onde ds € a distancia infinitesimal, # o tempo cOsmico, h;; a métrica espacial e a(t) o fator de
escala que descreve a evolugao do universo estudado (SCHUTZ, 2009), ou seja, relaciona o tempo
com o espaco de maneira que se houver uma expansdo ela ocorra de maneira proporcional.
Aqui podemos definir que a assinatura que iremos utilizar neste trabalho sera (+,-,-,-). O nosso

proximo passo € separar a parte espacial da métrica onde teremos,

dI* = a*(t)h;dx'dx’ (2.2)

Calculando a métrica de Robertson-Walker, que € o pilar da equacdo de Friedmann, vamos
utilizar como ponto de partida a métrica do espaco-tempo esfericamente simétrica e estatica,

ds? = 0 di? — A gr? — 240 — P sin®0do> (2.3)

onde ds € a distancia infinitesimal, # 0 tempo cdsmico, r a coordenada radial, 0 e ¢ as coordena-

das angulares e ®(r) e A(r) funcdes radiais. Repare que ela é estética pois ndo hd dependéncia
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temporal em ®(r) e A(r). A causa de usarmos essa métrica é o fato dela ser isotrépica em seu
centro. Agora descreveremos 0 passo a passo que iremos seguir: a métrica gera os simbolos
de Christoffel, estes geram o tensor de Riemann, esses o tensor de Ricci, que gera o escalar de
Ricci e, por fim, com a junc¢do dos tltimos dois termos e a métrica teremos o tensor de Einstein
de onde € calculado o trago do tensor de Einstein que, neste caso, € constante para que a mé-
trica seja também homogénea (SCHUTZ, 2009). Apds todas essas transformagdes matemaéticas

devemos por fim obter o nosso objetivo.

2.1.1 Tensor de Einstein

Simbolo de Christoffel

Seja o simbolo de Christoffel,
1
Ty = 587 (0ugvp +vgpu—dpg) 24

o a L . . L L. . 2 \ .,
onde d,, = 57 € a derivada parcial e g,y € a métrica proveniente de ds” = g,ydx"dx", como jd
dito, usaremos a métrica do espago-tempo esfericamente simétrico, equacao (2.3), que na forma

matricial fica como

2?0 0 0
0 —e* 0 0
Tl 0 2 o ’ 22
0 0 0 —rZsin’0

lembrando que ao multiplicar g,y pelo seu contravariante temos a matriz identidade, podemos

obter gV como sendo

e 2® 0
0 —e 0 0
g = _2 ) (2.6)
0 0 —r 0
0 —r2sin"20

Existem 64 simbolos de Christoffel possiveis para a métrica apresentada acima. Porém, muitos

sao nulos, por exemplo:

1
F;t = Egtp (atgtp + atgpt — apgn) ) 2.7)
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se p # 1, g'P serd nulo pois a métrica é uma matriz diagonal. Logo,

1
r‘;t = Egtt(atgtt‘i‘atgtt_atgn) ) (2.8)
o= )P 1a ) 3] 29)
r, =0, (2.10)

pois 0,P(r) = 0.
Aqui uma constatacao, o simbolo de Christoffel é simétrico, ou seja,
ng = F\‘,’y , 2.11)

e os simbolos com indices diferentes sdo nulos, pois os elementos da métrica que atendem a
estes estdo fora da diagonal. Ao saber dessas disposi¢des conclui-se que € necessario calcular
28 simbolos, sem contar o exemplo acima, equacdo (2.7). Facamos um outro exemplo, agora

com resultado nao nulo, para clarificar como sao calculados os simbolos de Christoffel:

1
b = Egrr(aegeﬂraegre—argee) , (2.12)
1
e = 5(—(“) [06(0) +96(0) —0,(—1%)] (2.13)
bo = —re . (2.14)

Pois bem, apods calcular todos os outros 26 simbolos, foram encontrados mais 8 simbolos dife-

rentes de zero. Os simbolos ndo nulos sdo:

= I =A IV, =@ 2PN
Ihe = —re A $¢ = —re *Asin0 F?e =1 (2.15)
ng):—sinecose Fi)q):r’l ng):cote

onde @ = %L e A/ =9,
or or

Tensor de Riemann e de Ricci

Nossa intencao € encontrar o tragco do tensor de Einstein. Nao iremos encontrar todos os termos
do tensor de Riemann, mas s6 aqueles que serdo usados para encontrar a diagonal do tensor de

Ricci. Essa diagonal nos dard o que almejamos alcangar.

Seja o tensor de Riemann,

RPouy = 9,96 — 0T + rzxrﬁc ~Ih Tk, (2.16)
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e o tensor de Ricci,
Ry = R(x,uow ) 2.17)

logo, os elementos do tensor de Riemann que s3o necessario para a composi¢do do tensor de

Ricci tem a seguinte forma,

Rov = R%0y = 9T % — 0TS+ T4 Th —TETA (2.18)

O primeiro elemento do tensor de Ricci que iremos calcular € o temporal,

R = Razoct ’ (2.19)
Ry = R +errt+Rezet+R¢t¢t ) (2.20)

para conseguir R;; temos que encontrar os devidos elementos do tensor de Riemann, logo,

Rtm = atrgz_atrfz‘f‘rixrg;_rixrz; )
R’m = 0 , (2.21)

Ry = oI}, =0T, +T,I—ThI)
thrt — ar(q)/€2(q)—/\)> +A/¢/62((b—/\) o @/eZ(QD—A)q)/ 7
R = SOV 3% - NP| | (2.22)

Retez = aer?z - alrgt + ngr?t - F??»Fél ’
Retet — r—1¢/62(q>—/\) , (2_23)

Ry = r i@/ ®A (2.24)

agora, basta somar e temos,

20
R, =@M @ 1@ N + | . (2.25)
r

Dessa mesma maneira podemos encontrar os outros termos do tensor de Ricci. Abaixo seguem
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os outros elementos da diagonal:

" 2 ! 4/ 2N
R, = —®"—d +AND+— | (2.26)
r
Rg = e M[r(N-@)—1]+1 (2.27)
Roy = sin’ORgy . (2.28)

Escalar de Ricci

Na procura pelo tensor de Einstein, ja conseguimos o tensor de Ricci, e agora, precisamos obter

o escalar de Ricci. Que é definida como o operacdo entre a métrica contravariante e o tensor de

Ricci,
= ¢"Ry (2.29)
= g”Rtt + grrRrr + geeRee + g¢¢R¢¢
2 1
R = 270"+ @7 N + S(@N)+ 5 (1-e*)| . (2.30)
r r

Tensor de Einstein e seu traco

A partir daqui iremos trabalhar apenas com a parte espacial do tensor de Ricci gerado a partir
da métrica do espago-tempo esfericamente simétrica e estatica, equagdo (2.3), e definiremos a
funcido relacionada a parte temporal da métrica como nula, ou seja, @ = 0. Apos determinar
as mudancas necessdrias, teremos os elementos espaciais do tensor de Ricci e também o seu

escalar como sendo:

2N
Ry = — (2.31)
r
Reg = e MeN -1 +1 (2.32)
Ry = sin®0[eMoA' = 1)+1] (2.33)
2A" 1
R = 2¢72A [——+—2(1—e2A)] . (2.34)
r r
Seja o tensor de Einstein,
1
e 0 seu trago,
G=g" W (2.36)

temos que encontrar 0os componentes que serao multiplicadas pela métrica contravariante. Co-
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mecando por G, temos que

1
Gy = Ry— ERgrr ) (2.37)
2N 1 2N 1
G, = =4~ {2e2A [——+—2(1 —eZA)] }eZA , (2.38)
r 2 r r
1
G = —(1-&") . (2.39)

.
Efetuando o mesmo processo para os outros termos vamos encontrar
Geg = —re 2N, (2.40)

Gop = —rsinBe 2N | (2.41)

Logo o trago, equacgio (2.36), serad

G = £"Gr+8%Goo+5"Goo (2.42)
1 1 1
e VNS Y R YN W A ) VA U 20 —2A A
= e (1=e) = (—re ) —rzstG( rsin?@e M), (243)
G L9 (e~ 1)] (2.44)
= —5=|r(e " — . .
r2 or

2.1.2 A métrica de Robertson-Walker

Por se tratar de uma métrica homogénea temos que definir o traco do tensor de Einstein como
um valor constante. Em outras palavras, exigir homogeneidade significa definir G igual a al-

guma constante o (SCHUTZ, 2009). Assim,

14 —2A
- -2 —1} 2.4
“ r2 or [r(e )| (2.45)
integrando em r temos,
1
§ocr3+A = rer=1) (2.46)

onde A € uma constante. Entretanto, ao fazer r = 0 encontramos que o valor de A € nulo. Dessa

forma, o préximo passo € evidenciar o exponencial,

1
N = — (2.47)
1 —|— §0Lr2
Repare que g, = —e** e sabendo que a constante de curvatura é igual a
(04
k=—— (2.48)

3
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podemos reescrever a métrica, equagdo (2.3), que agora torna-se a métrica de Robertson-Walker

com o fator de escala:

2
2_ 32 2 2 102
ds“=dt“—a (Z) [1_—kr2+r dQ:| (249)
onde a constante de curvatura € igual a k = —1 para um espaco hiperbdlico, k = 0 para um

espaco plano e k = 1 para um espago esférico.

2.2 EQUACOES DE EINSTEIN

A equagdo desenvolvida pelo fisico alemdo Albert Einstein uniu dois elementos que até entdo
ndo existiam na gravidade. De um lado temos a métrica e termos derivados dela, que definem
a geometria do universo. Do outro lado da equagdo, literalmente, temos a representacdo da
composi¢do do universo estudado feita por meio do tensor momento-energia. Unindo lados
tao distintos, a geometria do espago-tempo e sua composicao, podemos observar que o espago-
tempo sofre a influéncia da energia, seja ela na forma que tiver. Exemplos de formas de energia,
que serdo detalhadas mais a frente, sdo o fluxo de calor, o campo eletromagnético e a radiagdo.
Porém, o contrdrio também ocorre, ou seja, a geometria também pode influenciar em como a

energia atua no universo.

Ao observar a equacgao tensorial de Einstein,

1
Rﬂ\’ - ERg’u\/ — KT,UV ; (2.50)
temos que o proximo passo é compreender sua construgdo e o que levou para que os elementos

da equacgdo fossem organizados desta maneira.

2.2.1 Acao de Einstein-Hilbert

O calculo variacional serd o caminho que usaremos para construir as equacdes de Einstein. O
principio de Hamilton diz que um sistema evolui de uma condic¢@o inicial para outra com uma
minima acdo (NETO, 2004). A ac¢do € definida por uma integral que possui como elemento

principal uma fung¢ao escalar lagrangiana,
S= /L v/ —gd"x. (2.51)

A lagrangiana € definida pela posi¢do e a velocidade na mecanica cldssica. Como ela é uma
fungdo escalar os termos que a compdem devem ser escalares ou gerar termos escalares, por

exemplo tensores contraidos. Para o caso aqui desenvolvido, dos elementos até entdo estudados
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o tensor métrico € o termo mais recorrente e também compde a lagrangiana, mas é representada
pelo seu escalar. A justificativa para adicionarmos a métrica € que nela se encontram o tempo
e 0 espaco, o que faz dela uma varidvel dindmica (CARROLL, 2004). Contudo, o escalar da

métrica ndo € o Unico termo que compde a funcio lagrangiana.

Como demonstrado anteriormente, a partir da métrica tem-se o simbolo de Christofell, que é
fundamental para obter o tensor de Riemann, que por sua vez gera o tensor de Ricci e, por fim, o
escalar de Ricci. Usaremos o escalar do termo que contém todos os outros termos gerados pela
métrica e o unico escalar obtido com o auxilio da métrica e que nao é maior que sua segunda
derivada, nds ja conhecemos, é o Escalar de Ricci (CARROLL, 2004). Por isso, a acdo ganha a

seguinte forma,

S = / J=gR d"x. (2.52)

Em busca de alcancar nosso objetivo, vamos expandir a equacdo acima e trabalhar em sua

variagao,
s = / V=8¢ Ry d'x, (2.53)
o5 = / [8v/ 88" Ruv ++/~88¢" Ruy + /88" SRy | d"x (2.54)

Do primeiro termo da integral, equacdo (2.54), temos a variacdo do determinante da métrica,

como termo principal a ser estudado, logo,

1 -5
8\/—g = 5\/—_%, (255)
- % —gs—g. (2.56)
g

Para ajudar na simplificacio iremos usar uma propriedade matematica (NETO, 2010),

detA =exp(TrinA), (2.57)

onde A é uma matriz, aplicando a variancia,

ddetA = dlexp(TrinA)], (2.58)
= O(TrinA)exp(TrinA), (2.59)
= Tr(A"'8A)derA, (2.60)

fazendo A — g,v € A~ — g" ¢ utilizando a propriedade ciclica do trago, teremos,

g = g (¢"dguw) - 2.61)
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O segundo termo da integral, equacdo (2.54), tem a variagcdo aplicada no tensor métrico con-
travariante. O nosso objetivo aqui € deixar este como estd. Por isso, a partir de uma rdpida
manipulacdo matematica, iremos fazer da variagdo do primeiro termo, equacgdo (2.56), uma
também variacdo do tensor métrico contravariante para que possamos colocar em evidéncia.

Seja,
gvcgpc =& ) (2.62)

aplica-se a variacdo nos dois lados da equacdo e

3Py = OgvogP® +8vede™’ (2.63)

0 = gup0eveg®’ +gupgvade™ (2.64)
—8%08ve = 8upgvode™® (2.65)
—dgv = 8up&vade®® (2.66)

o proximo passo € tomar a equacgdo (2.66) e colocar na equagao (2.61),

8¢ = —g(8"8upgvade™®), (2.67)
= —8(8"8vs08"), (2.68)
= —2(8ps%"), (2.69)

Assim, a variacdo da raiz do determinante da métrica, equacao (2.56), apos o trabalho matema-

tico, fica como
1

5/—g= —5\/—_ggyv5g“v , (2.70)
ao colocar a atencdo mais uma vez na variagdo da agdo, equacgdo (2.54), apds analisarmos o
primeiro e segundo elemento, iremos observar que agora apenas falta a variacdo do tensor de
Ricci.
O terceiro termo da integral da variagdo da acdo a ser analisado, equacao (2.54), € a variagdao do
tensor de Ricci, iremos abordar o tensor a partir de sua definicdo. Ou seja, o tensor de Ricci a
partir do tensor de Riemann e indo mais a fundo, a partir dos simbolos de Christoffel. Por isso,

seja a variagdo do tensor de Ricci,
SR/JV - SR(XHO(,V 5 (271)
— 8 (0aT%, — 0, + TG IS, ~THIh,) (2.72)
= 8(0al%,) —8(0TG,) + 8%, I, + 1% 8%, — L% Th, —T%8y, . (2.73)
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Lembrando da derivada covariante para vetores covariantes, contravariantes e tensores, temos
os fundamentos necessarios para fazer a derivada do simbolo de Christoffel (SCHUTZ, 2009).

Vamos fazer a derivada covariante para dois simbolos de Christoffel,

VO‘FSL# = a‘xr\?ﬂ + F%al“z,”y B I—%WF%;J - Fﬁyrgx ) (2.74)
Vg, = Oy, + T35, —Thls, — I3, T8 (2.75)

para continuar a construcao da equagdes de Einstein, iremos aplicar a variagdo em cada simbolo

de Christoffel, aplicar a derivada covariante e fazer a diferenga entre elas. Logo, teremos,

Vadly, — VTG, = 8(al ) + TSy, — oy S5, — T5, 80 — 8(yT,) +
—I5 O, + ThodIR, + T80, (2.76)

simplificando,

VodIe, — Vy8Iy, = 8(3ol%,) — 8(OvIY,) + T, 0%, + % 8%, — 5, 8% —T581%, (2.77)

[0

Ao comparar a variacdo do tensor de Ricci, equagado (2.73), com a expressao que encontramos
ha pouco, equagio (2.77), € observado que trata-se da mesma equagdo. O que nos permite

afirmar que
R = VQSFS‘# — VVSFg# . (2.78)

Feito os trés passos no estudo da integral, equacdo (2.54), vamos retornar a ela com as novas

expressoes que foram encontradas, logo,
3S = / [—%\/—_ggyvﬁg"’vg“va + \/—_gSg“VRyV} d"x+
+ / [V=2¢" (VolIy, — VydIg, )] d"x,  (2.79)
88 = / V=2 {R,N - % gﬂvR] SgVd"x + / Nara A [gﬂvarﬁv _ gﬂxsrgy] d'x.  (2.80)
Da equagdo acima, no termo mais a direita, temos uma integral que quando aplicado o teorema

de Stokes no limite do infinito, entdo, tendera a zero (CARROLL, 2004). Dessa maneira, a

variacdo do tensor de Ricci ndo é considerada na integral,

dS = /\/—g [R,N - %g,,vR} d3g"Vd"x. (2.81)

Ao excluir tal termo e ao aplicar o principio de minima a¢do, o que leva a variagdo da acao total
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a zero, observa-se uma nova relacdo para o caso das equagdes de Einstein no vacuo,

1 OSy 1
\/——_g@ = RIJV — Eg#VR = 0, (282)
onde Sy € a acdo de Einstein-Hilbert, que foi o objeto de estudo nesta se¢do. Por fim, as

equagdes de Einstein no vicuo descritas no formalismo tensorial é definida como sendo:

1
R,UV - EgluvR — O (2.83)

2.2.2 Equacoes de Einstein

Porém, o Universo ndo é feito apenas de vazios. Para adicionar matéria, a partir do cdlculo
variacional, é necessdrio adicionar outro termo da acdo que comporte a matéria e aplicar a

variagdo, por isso temos,
S=kSyg+ Sy (2.84)

onde k é uma constante. Ao aplicar a relagdo da variacdo, observada na equacao (2.82), na acdo

total, vamos ter,

1 8S 1 8y 1 8y
Vossen T gee t e (289
1 1 8y
= k [RHV - Eg‘uvR:| + —,—_g Sg,UV . (286)

A variagdo da acdo total € nula, como j4 foi dito, pelo principio de minima acdo. J4 a variagao

da a¢do da matéria tem uma relacdo com o tensor momento-energia (CARROLL, 2004),

1 dSy
voltando a equacdo (2.86) com os novos elementos,
1 1
0 == k |:R,UV - EgluvR:| - ET’LN 5 (2.88)

temos enfim as equagdes de Einstein no formalismo tensorial como sendo:

1
R’uv - Eg:uVR — KT,UV . (2.89)
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2.3 TENSOR MOMENTO-ENERGIA

Nesta secao iremos abordar alguns dos varios tensores momento-energia que se complementam
dependendo das condi¢des do universo. Eles sdo essenciais para a solucdo das equacdes de
Einstein em um universo com contetido material. Nosso objetivo € observar suas particularida-

des e possiveis aplicagdes.

2.3.1 Fluido perfeito

O tensor momento-energia de um fluido perfeito tem como componentes a 4-velocidade ()
do fluido, pressdo (p), densidade (p) e a métrica (g,v). Todos esses termos sdo organizados da
seguinte maneira:

Ty = (P + p)ugity — pguv (2.90)

Um fluido perfeito na mecanica classica € aquele que ignora a viscosidade (NUSSENZVEIG,
2002). Seu conceito € de um elemento ideal com viscosidade e fluxo de calor despreziveis
(ELLIS, 2009). No caso da relatividade geral no fluido perfeito estdo ausentes a tensdo de cisa-

lhamento, pressdo anisotropica e a viscosidade (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973).

A importancia de tal fluido se d4 na sua simplicidade. E usada no modelo de Friedmann, teoria
cosmoldgica que, acredita-se, retrata bem o universo presente. Existe ainda um caso especifico
também muito usado. Quando o meio € feito por poeira (p = 0) temos a configuragdo do tensor

momento-energia para o fluido perfeito, simplificado, na seguinte forma:

Ty\) — pl/lluuv (2.91)

2.3.2 Fluxo de calor

Ao ter no universo movimento do fluido devido a troca de calor o tensor momento-energia para o
fluido perfeito ndo se aplica. Entdo, faz-se necessdrio uma complementacio que € representada
como sendo:

T = quity + gy, (2.92)

onde g, € o vetor que representa o fluxo de calor, ja u, € a mesma 4-velocidade da secdo 2.3.1.
Os dois s@o ortogonais entre si, ou seja, g,u” = 0. A 4-velocidade tem contribui¢do temporal e

o vetor do fluxo de calor possui contribui¢do espacial.

Sua importancia se dd em modelos cosmoldgicos ndo-homogéneos porque variagdes de tempe-

ratura sao esperados (KRASINSKI, 2006). Pois, com a variacao da densidade e pressdo € possivel
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a colisdo das particulas do fluido. E entdo natural supor que a transferéncia de calor entre par-
ticulas do fluido ocorra. Essa € a principal motivagdo para considerar solucdes cosmoldgicas

com fluxo de calor (KRASINSKI, 2006).

2.3.3 Viscosidade

Na se¢do 2.3.1 definimos o fluido perfeito como sem viscosidade. Porém, existem casos onde o
universo pode ser descrito com um grau de viscosidade e para estes o tensor momento-energia

¢ descrito como (LIGHTMAN et al., 1975),

Iy = (p +p— Ce)u#uv - (P - Ce)gyv - ZHG,M (2.93)

aqui, além dos termos ja conhecidos, temos também o termo de viscosidade ({0) onde { é um
coeficiente de viscosidade multiplicado pela expansdo escalar (6). Observe que o termo de
viscosidade sempre acompanha a pressao, os dois estdo atrelados. Os outros termos sdo, o fator
de cisalhamento da viscosidade (1) multiplicado pelo tensor de cisalhamento (G,y) que formam

o tensor de viscosidade.

Outro ponto a ser notado € que ao cancelarmos os fatores de cisalhamento e viscosidade, retor-

naremos ao fluido perfeito. Como deve ser.

2.3.4 Fluido nulo

Existe ainda o caso em que a energia € transportada em uma mesma dire¢ao na velocidade da
luz, nesse caso, o tensor momento-energia é conhecido como fluido nulo ou de radiacdo pura
(STEPHANI et al., 2009). Sendo,

T = TK, Ky, (2.94)

onde T € um coeficiente e o vetor K, indica a dire¢do do fluido nulo. Caso ele seja paralelo ao

fluido perfeito temos que K u" = 1.

Tomemos como exemplo o caso em que o campo eletromagnético seja nulo. Temos as seguintes

relagdes,

Fyy F*V = 0, (2.95)
FupFs = 0, (2.96)
Fv = Moyky —0yK,); (2.97)
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0 tensor momento-energia eletromagnético é

1

1
TOLB = e (F&IF“B—F ZgocBFyVFW) , (2.98)

1
= M@uk — 0k M@, — 0K, (2.99)

Devido as condi¢des do problema temos as relagdes (KRASINSKI, 2006):

KK = K,0" =0, (2.100)
00" = —1, (2.101)
assim teremos,
22
Tog = EKQKB, (2.102)
Top = TKoKg- (2.103)

2.3.5 Campo escalar

Em tempos primordiais do universo campos quanticos eram fundamentais e seus efeitos eram
representados por campos escalares (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012). Os campos esca-

lares também contribuem com o tensor momento-energia. A partir de sua acdo com:

S= /d"x\/—_gL, (2.104)
e
L=~ L0,00v08" - V(0). 2.105)
obtemos
55 = [ | VR 52,0908¢") 32~ 39,0008 -V @)] . (2106
Para simplificar nés iremos usar uma propriedade da variagao (CARROLL, 2004),
d/—g = —2—\/1__gSg, (2.107)
- fﬁ 200" (2.108)

1
= —Ex/—gguvﬁg’” : (2.109)
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assim temos que a variagdo da agao é,

1

35 = [ dney/=gdg" [(—% 0040) + (52 (5502002 —v<¢>>] @l

Utilizando da equagdo (2.87) temos o tensor momento-energia para o campo escalar:

-2 1 1 1 1
Iv = —’—_gﬁng —gdg" [(—anq)avd)) + (_ng)(_iapq)apq)_v(q)))] ; (2.111)
1
T = 0uby— & (50p0° +V(9)) (2.112)

2.3.6 Campo eletromagnético

A astronomia tem relacdo direta com a luz. Por meio de ondas eletromagnéticas que sdo emi-
tidas e propagam-se a partir de estrelas, e que sdo refletidas por planetas e por outros astros,
n6s podemos fazer observagdes astrondmicas. O campo eletromagnético € um dos contetdos

materiais do universo, e por isso, também contribui com um tensor momento-energia.

Seja a forga de Lorentz descrita da forma quadridimensional,

duw’  q
— =ZF 2.113
UL ( )
e a densidade de corrente,
I=pup (2.114)

podemos fazer as seguintes adequacoes, a partir da equacao (2.113), para que a for¢a de Lorentz

seja convertida em densidade da forca de Lorentz,

m% - %F%x , (2.115)
p‘;—”: = %pF")‘uk , (2.116)
y% = %FV’“JX , (2.117)

f= %FV’“Jx - (2.118)

Vamos agora introduzir uma outra forma da densidade de corrente, onde os campos eletro-
magnéticos vindos de um fonte externa satisfazem as equagdes de Maxwell ndo-homogéneas

(JACKSON, 1999),

C
J,, = —d°F, 2.119
A 4TC oA ) ( )
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que deve ser substituida na equacgado (2.118), ficando como

1
o= Hpvkacpck _ (2.120)

Sabendo da relacdo entre a densidade da forca de Lorentz e o tensor momento-energia (JACK-
SON, 1999),

B= 9,7 | (2.121)

a equacdo (2.120) ganha um novo sentido,

1
o= EFVkaGFGk , (2.122)
1 1
= EaG(FVXFGx)—E 9. 0°FY (2.123)
1 11
- EaG(FVxFGk)—E 5(FME)“FV*+1%<9”FW‘) , (2.124)

observando a natureza antissimétrica do campo eletromagnético,

Fy=—Fy , (2.125)
temos,
1 1
o= EaG(FVKch)_ﬁ o (0°FYA + M FY), (2.126)
1 6/ v L ok
= Ea (F ch)—ﬁa (For "), (2.127)
1 c VA 1 oV s
= - (FF™) = g™ (™), (2.128)
1 G AV 1cv A
= —ds E(F v —{—Zg FpF*) 1. (2.129)

Logo, o tensor momento-energia para o campo eletromagnético é:

1 1
TV = (FY3 ™ + 2 g Fp ™), (2.130)
ou ainda,
1 1
Top = 3 (Fol'Fup + 7 8opFuv F™). (2.131)

2.4 AS EQUACOES DE FRIEDMANN

Ap6s estudar como € formado o tensor de Einstein, equacdo (2.35), a métrica, isotropica e ho-

mogénea, de Robertson-Walker, equacdo (2.49), e como esses elementos se relacionam com o
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tensor momento-energia por meio das equacdes de Einstein, equacao (2.89), temos as ferramen-

tas necessdrias para aplicar tais termos em busca das equacdes de Friedmann.

O primeiro passo € encontrar o tensor de Einstein para a métrica de Robertson-Walker. Ao fazer
todas as relagdes desde a métrica até o escalar de Ricci, passando pelo simbolo de Christofell,

tensor de Riemann e o de Ricci, temos as seguintes expressoes:

3(o+d?

Goo = #, (2.132)
a

o+ d? + 2ad
G = ————— 2.133
11 1—061”2 ; ( )
Gy = —r*(o+a*+2adi), (2.134)
Gz = —r’sin?0(o+a® +2ad), (2.135)

onde o € a constante de curvatura proveniente da métrica de Robertson-Walker e a € o fator de

escala.

As equacdes de Einstein sdo compostas pelo tensor de Einstein do lado esquerdo e o tensor
momento-energia do lado direito, aqui usaremos o tensor momento-energia para o caso do fluido

perfeito, equacao (2.90). Ao relacionar tais tensores temos
Gw=xIw (2.136)

expandindo o lado direito observamos as quadri-velocidades, aonde o produto desses dois veto-
res € nulo quando os indices sdo diferentes de zero, uiuj =0, e igual a um quando do contrério,
uouo =1,

Gy = X[(p+ p)uutty — pguv)- (2.137)

Ao expandir também o lado esquerdo da equacdo (2.137), adicionando as equagdes (2.132),
(2.133), (2.134), (2.135), ap6s uma rapida simplificacdo, iremos encontrar quatro equagdes,
mas as ultimas trés equacdes sao iguais, 0 que nos permite remover duas, fazendo com que por

fim encontrassemos:

3(a+d?)
= = (2.138)
.2 2ad

°°+_“a2+ wa_ e (2.139)

A equacdo, (2.138), € uma das equacdes de Friedmann que ao ser comparada com a teoria

de Newton € reconhecida como uma integral de movimento (SCHUTZ, 2009), que é melhor
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representada quando reescrita como
a\* kp «
(—) = — —. (2.140)

Ja a segunda equacdo se revela quando substituimos um termo da equacao (2.139) pela primeira

equacdo de Friedmann,

Kp o o _d

—Kp = - — 2% 2.141
kP 3 az+a2+ a’ ( )
a 1 Kp
.~ 2l ) (2:142)
a K
Z = = 3 2.143
p c(P+3p) (2.143)

também podendo ser chamada de equagdo de movimento (SCHUTZ, 2009).

Mas qual a importancia do modelo FLRW? Ao observar o Universo, duas caracteristicas surgem
para grandes distancias, maiores que 10 Mpc (SCHUTZ, 2009), conhecidas como larga-escala.
A primeira é que o Universo € uniforme, e dessa forma as equacdes de Einstein sdo apenas
uma escolha de coordenadas (LIMA, 1982). Isso acontece pois o Universo € como uma estrutura
que ndo tem uma parte desigual, possuindo uma mesma densidade média (SCHUTZ, 2009). Em
acordo com tal caracteristica, um observador descreverd a mesma estrutura que outro observa-
dor ndo importando seu referencial ao longo do tempo (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012).

Ou seja, o Universo também € isotropico.
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3 O MODELO KANTOWSKI - SACHS

Neste capitulo iremos abordar a métrica de Kantowski - Sachs (K-S) com o objetivo de resolver
a equacao de Einstein para o tensor momento-energia com valores equivalentes a poeira. Em um
segundo momento procuraremos, a partir de uma relacio entre os fatores de escala, encontrar
a solucdo para matéria rigida e por fim, problematizar em busca de novas solucdes. Esses dois
assuntos sdo reprodugdes dos artigos de (KANTOWSKI; SACHS, 1966) e de (ADHAV et al., 2008).
Aqui nés buscamos explicitar o que eles fizeram para ter uma compreensao melhor do modelo

€ assim conseguir propor uma nova alternativa no préximo capitulo.

O espaco-tempo de Kantowski-Sachs € um modelo anisotropico e homogéneo e tem sua impor-
tancia em estudos sobre energia escura (ADHAV et al., 2011), sobre gravitagdo quantica em loop
(MODESTO, 2006) e o Big Bang (WEBER, 1985) sendo considerado menos complexo que outros
modelos anisotrépicos possui solugdes cldssicas e quanticas reconhecidas (ALVARENGA et al.,
2018). Tal modelo foi publicado pela primeira vez em 1966 por Robert Kantowski e seu ori-
entador Rainer Sachs, sendo eles da Universidade do Texas. O proposito deles era propor uma
nova métrica para a equacdo de Einstein com o tensor momento-energia para o fluido perfeito,
em um caso particular onde p = 0, ou seja, poeira. Neste artigo compara-se o0 novo modelo
gerado com o modelo de Friedmann e constata-se que em alguns casos existe uma correspon-

déncia entre os modelos (KANTOWSKI; SACHS, 1966).

Aqui cabe um esclarecimento, quando falamos sobre poeira, ou matéria rigida, ou ainda, gés de
foton e radiag@o, nés estamos referindo-nos a relagdo gerada entre a pressdo e a densidade de

energia descrita pela equacdo de estado,
P =P, (3.1)

aonde p é a pressao, ® ¢ uma constante e p € a densidade. Onde, a poeira tem p = 0, gés de

fotons p = %p, matéria rigida p = p e o vdcuo p = —p (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012).
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3.1 CARACTERISTICAS DOS MEIOS MATERIAIS

3.1.1 Poeira (0 =0)

Quando o pardmetro ® € nulo temos um meio com contetido material livre de pressdo, ou seja,
p=0, (3.2)

e também temos um meio nao-relativistico. Pressao nula significa que o gds e as particulas que
o compdem nao estdo sofrendo com uma forca externa. Caso o contrdrio, teriamos um aumento

da agitacdo interna do gas e de sua velocidade.

O tensor momento-energia representa a composi¢ao do Universo. Devemos imaginar um espago
gigantesco, onde as particulas que compde sdo as galdxias. Mas tudo isso é enxergado como um
fluido que tem em sua composi¢io pontos massivos, galdxias, sem estrutura interna (MONERAT

etal., 2020), assim elas ndo colidem e nio pressionam umas as outras.

Essa ideia de falta de estrutura interna é facil compreender. Galédxias sdo aglomerados de es-
trelas orbitando, muito provavelmente, um buraco negro super massivo em seu centro. As
distancias entre as estrelas sdo gigantescas em comparacao com seus diametros. Dai, em um
choque entre galdxias compreende-se que € dificilimo o encontro entre suas estruturas internas,

ou seja, de suas estrelas.

Além disso, em modelos livre de pressdo é possivel o calculo analitico do desvio para o ver-
melho (COLES; LUCCHIN, 2003). Tal desvio é importantissimo, a frequéncia da luz € alterada
dependendo se o objeto vem na dire¢ao do observado, desvio para o azul, ou se afasta, desvio
para o vermelho. Um exemplo da utilidade desse efeito na astrofisica é que exoplanetas sdao
encontrados ao observar esse efeito em estrelas, pois ao observar uma estrela que contenha exo-
planetas nota-se que ela desenvolve uma 6rbita ao redor do centro de massa desse sistema e para
um observador a estrela se afasta e se aproxima gerando um efeito de desvio para o azul e para
o vermelho. Essa alteracdo na frequéncia da luz observada € conhecida como efeito Doppler da
luz. Ap6s calcular a diferenca do comprimento de onda ocasionada pelo efeito Doppler tem-se a
velocidade radial da estrela que € consequéncia direta da presenca de um exoplaneta. O método
de deteccdo de exoplanetas a partir da velocidade radial € o principal método, responsavel por
quase a totalidade de exoplanetas encontrados até hoje (MARTIOLI, 2006). Além disso, o efeito
Doppler foi importante na constatacao de que o Universo estd em expansio, onde que o desvio
para o vermelho foi observado no distanciamento das galdxias, neste caso temos o efeito Dop-
pler gravitacional. Por fim, em ondas sonoras também € notado o efeito Doppler. Um exemplo

simples € o som de uma ambulincia com a sirene ligada, o som é mais agudo quando ela vem
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se aproximando e mais grave quando vai se afastando.

3.1.2 Radiacio (0 = 1)

Se por um lado a poeira representa um Universo de baixas velocidades, no caso de um mo-
delo de gés de fotons, ou radioativo, temos o oposto, um fluido ndo-degenerado com particulas
relativisticas em equilibrio térmico (COLES; LUCCHIN, 2003). O Universo tinha essa caracteris-
tica principalmente em seu inicio até o momento em que as densidades da matéria e da luz se
igualaram (PEACOCK, 1998). Nesse ambiente de altas energias podemos constatar que terd altas
velocidades ao observar uma relagdo que surgird a partir da equacgdo de estado, mas para isso €

necessdrio destacar a velocidade da luz, logo temos a equacao de estado sendo:

1
p= gpcz, (3.3)

onde podemos usar uma equacdo da termodinadmica que relaciona pressao, densidade e veloci-

dade,
_ (o) ?
Vg = (g)s , (3.4

com vg sendo a velocidade do som, temos a relagdo abaixo indicando o ambiente de altissimas

velocidades que representa o ambiente do gds de fétons:

v = % (3.5)

Um ponto que mostra a expansao do Universo nesse meio € a relacdo da densidade com o fator
de escala onde p o< a—* (MONERAT et al., 2020). Pois fim, a equagio de estado que representa a
radiac¢do, retornando ¢ = 1, é:

p==p. (3.6)

3.1.3 Matéria rigida (0w =1)

Antes da era radioativa tivemos uma época onde p = p, conhecida como a era da matéria rigida,
ou que pode ser chamada como era do campo escalar ndo massivo. Porém, qual o motivo de
acreditarmos que a matéria rigida vem antes do gés de fétons? A radiagdo tinha sua densidade
de energia inversamente proporcional a quarta poténcia do fator de escala (p o< %), j4 a matéria
rigida tem essa propor¢do a sexta poténcia (p o< a~®) (NEVES et al.,, 2011). Isso indica que na
era da matéria rigida a temperatura no Universo era maior devido a compressdo, indicando um

tempo anterior a era da radiagdo.



3.1 CARACTERISTICAS DOS MEIOS MATERIAIS 32

Este modelo, onde ® = 1, é o limite permitido, ou seja, o pardmetro "®" ndo pode ser maior
que um, pois se assim o for a velocidade do som, nesse era de grandes densidades e pressoes,
seria maior que a velocidade da luz (ZEL'DOVICH, 1962). Vejamos o limite algebricamente, a

partir da equacgdo (3.4) e da equagdo de estado com a velocidade da luz descrita para um melhor

entendimento,
_ 2
p = pc, 3.7
(),
Vs = N~ 5
p /g
v = c. (3.8)

A importancia do estudo da matéria rigida se d4 na compreensao da expansao e do resfriamento
do Universo logo apds o "Big Bang". Tal como a assimetria baridonica e as pertuba¢des na den-
sidade de altas amplitudes, como também, das ondas gravitacionais geradas durante a inflacdo
do Universo (OLIVEIRA-NETO etal., 2011). A relagdo entre pressdo e densidade, representada na

equagdo de estado, com ¢ = 1, fica sendo:

p=p. (3.9)

3.14 Cordas césmicas (0 = —%)

ApOs a era da matéria rigida, ® = 1, a era radioativa, ® = % o limite seria a era material, ® = 0,
conforme o intervalo de Zel’dovich, onde o pardmetro (®) varia de 0 < ® < 1 (COLES; LUCCHIN,
2003). Porém, com a expansdo acelerada do Universo o limite teve de ser alterado. Onde
0 > —%, trata de uma expansao uniforme do Universo, respeitando o modelo de Friedmann,
homogéneo e isotrdpico. E o < —% de uma expansao acelerada do Universo. Repare que temos
um ponto de transi¢do, esse local foi dado as cordas césmicas. A equagdo de estado simples

que rege esse fluido € (MONERAT et al., 2020):

p=—=p. (3.10)

Porém o que s@o cordas cosmicas e qual a importancia fisica do seu estudo? Cordas cosmicas
sdo defeitos topoldgicos, que podem estar relacionados a um formato conico do espaco-tempo
(GARFINKLE, 1985), e que também podem gerar lentes gravitacionais (SOUSA; LIMA, 2018),

este ultimo um efeito da curvatura do espago-tempo caracteristico da relatividade geral.
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3.1.5 Vacuo (w=-1)

Para falar dessa composi¢dao do universo temos que demonstrar, primeiramente, sua relacao
direta com a constante cosmoldgica (A). Ao adicionarmos esta na equacdo de Friedmann,

equagdo (2.143), onde a constante "k"¢ igual a 8nG, temos

i

3;=A—4nG(p+3p). (3.11)

Podemos unir a pressdo (p) e a densidade (p) com a constante cosmoldgica de modo que te-
nhamos versdes efetivas e assim retornarmos a equag¢do inicial, equacgdo (2.143), da seguinte

maneira (MONERAT et al., 2020),

Pef = P—%, (3.12)
Pef = PHo o (3.13)
ao introduzir na equagdo (3.11),
3g = A—4nG<Pef—%+3pef+3&>, (3.14)
= A—47tG(pef+3Pef+%), (3.15)
= —47G (pef +3pef), (3.16)

temos o nosso objetivo alcangado.

Agora ao adicionar a pressao efetiva, equacdo (3.12), e a densidade efetiva, equacdo (3.13), na

equagao de estado, equacdo (3.1),

0 = 2 (3.17)
Pef
_ A
- 2oEme (3.18)
P 8rG

pois bem, levando a pressao e a densidade proximos de zero, por se tratar do vicuo essa apro-

ximagcao € facil de realizar, temos que o parametro efetivo é

e = —1. (3.19)

Apo6s essa demonstracdo podemos observar que a constante cosmoldgica e a energia do vicuo

sdo praticamente sindnimos (ALVARENGA; LEMOS, 1998) e a equacdo de estado que representa
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esse €:

p=—p. (3.20)

Porém, existe um problema em aberto que pode vir a separar a energia do vicuo e a constante
cosmoldgica. Quando um experimento foi feito para estudar o efeito Casimir foi encontrado um
valor da energia do vacuo com uma diferenca de 120 ordens de magnitude em comparacdo ao
valor tedrico. Caso a gravitagdo quantica indique que a energia do vicuo nao tem relagdo com
a gravidade, pode ser que a constante cosmoldgica seja puramente uma constante gravitacional

sem relacdo com a energia do vacuo (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012).

O viacuo ndo € mais o vazio, a auséncia, mas um local de onde eclodem varias particulas, pois
o processo de decaimento gerado no vacuo é responsdvel por toda a radiagdo da matéria no

universo atual (LIMA; TRODDEN, 1996).

3.2 O DESENVOLVIMENTO DA METRICA DE KANTOWSKI-
SACHS

A métrica de Kantowski-Sachs em si, consiste em dois fatores de escala em func¢do do tempo.
Tais elemento formam uma métrica homogénea, porém, anisotrépica. Nosso objetivo neste
momento € a partir da métrica, alcangar o tensor de Einstein uma tinica vez para que possamos
resolver suas equagdes de campo posteriormente com novas possibilidades. Logo, seja a métrica
igual a:

ds* = dr* —a(t)*dr* — b(1)* (d6* +sin? 0 d¢?), (3.21)

a partir da definicao do simbolo de Christoffel, equacao (2.4), temos que os simbolos nao nulos

sdo: .
: b
IY) = ad, I =I5 = b
Y, =bb, I'Z, = —sinOcoso,
22 33 (3.22)
'Y = bbsin®0, TI3;=coth,
F(1)1 - gv

o proximo passo € calcular os elementos do tensor de Riemann, tal como foi definido na equagao

(2.16), fundamentais para se obter o tensor de Ricci conforme sua defini¢do na equacdo (2.17),
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logo,

R33

Roo

Ri1

R%00 4 R 010+ R%020 + R 030
i b b

R 101 +R 11 + R? 121 +R3 13
,.+O+adb n aaS
ad —_— 4 —,
b S

,,+2ab
ala —_—
b )

R%00 4+ RY10 +R?200 + R930
. bab .
b+ 22 L0+ 1457,
a

... bab
bb+b2+%+l,

R%303+R'313 +R%303 + R¥333

. .. bab
(bb+b2+%+1>sin29

Rzz Sil’l2 0.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

) bab .
bbsin® 6+ sin®0 -+ (1+5?) sin0+0,

(3.26)

(3.27)

Em nossa intrépida busca pelo tensor de Einstein, equacao (2.35), o tltimo termo necessario €

o traco do tensor de Riccl, equacdo (2.29), que € dado por

R

g% Roo+g""Ri1 + 82Rn + g Ry,

a(a+%> b+ b? 4 bib 4 | (bi&+bz+%+1)smze

b2

2 [b(bi+2ba) +a(2bb+b* +1)]

Y

Y

b2sin%0

(3.28)
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logo, as componentes do tensor de Einstein sdo:

1
Goo = Roo— zRgoo

2
o d 2b'+12[b(ba+2ba)+a(2bb+152+1)}
o _(1_ b 2 bza ’
. . 2
ba (b 1
= 2=+ ) t3 3.29
ab+(b) +[92 (3.29)
1
G = R11—§R811 ;
2ab\ 1 2[b(bi+2ba)+a(2bb+b* +1
 afas 200 L[ _2bba+2bd) o 1) )
b 2 b%a
a*(2bb+b*+1
- - b2 ) (3.30)
1
Gyn = R22—§R822 :
L ib 1 [ 2[b(bi+ 2ba 2bb+b*+1
_ pppipy bab L[ 2[b(bii+2ba) +a(2bb+ b+ 1)] 1)
a 2 b2a
__ b(ab+bi+ab) 531

a

Lembrando da relag@o entre os dois dltimos elementos do tensor de Ricci, equagdo (3.27), e
que também existe essa mesma relacao entre os dois dltimos termos do tensor métrico, ou seja,
833 =82 $in0, o quarto elemento do tensor de Einstein € facilmente calculado como sendo,
1
Gz = R3z— ER833 ;
. 1 .
= R» sin?0 — ERgzz sin® 0,
= G22 Sin2 9,
b(ab+béi+ab)] .

= — [ ( ) sin’ 6.

a

(3.32)

3.3 A EXPANSAO DO MODELO KANTOWSKI-SACHS

Agora que possuimos o tensor de Einstein a partir da métrica de Kantowski-Sachs, devemos
buscar as solucdes da equagdo de Einstein, equacao (2.89), onde também pode ser representada

como sendo,
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O nosso objetivo € aplicd-lo primeiramente em um modelo que contém a poeira, equacdo (3.2),
da maneira cléssica para que fique clara as caracteristicas principais do modelo de Kantowski-
Sachs. Apds, a partir de uma relacio entre os fatores de escala, iremos generalizar tal modelo,
porém usaremos como meio material a matéria rigida, equacdo (3.9). Aqui ndo serd feito algo
novo. NOs abriremos as contas feitas em (KANTOWSKI; SACHS, 1966) e (ADHAV et al., 2008),
respectivamente, buscando analisar o que foi trabalhado pelos autores procurando elementos

que nos auxiliardo mais a frente.

3.3.1 Poeira e o modelo Kantowski-Sachs

O modelo de Kantowski-Sachs ¢ um modelo homogéneo e anisotrépico, que foi definido bus-
cando abranger caracteristicas que o modelo de Friedmann limita, tratando-se de fluido perfeito,
tais como o cisalhamento, a anisotropia e a rotacdo (KANTOWSKI; SACHS, 1966). As equagdes
a seguir mostra o que foi feito por (KANTOWSKI; SACHS, 1966) em seu modelo. O nosso o ob-
jetivo € analisar a maneira como foi encontrada sua solugdo, o que serd passo fundamental nos

préoximos desenvolvimentos.

Vamos usar o tensor momento-energia de um fluido perfeito, equacgado (2.90), mas com pressao
nula, equacdo (2.91). Os tensores ndo estardo na forma covariante € nem contravariante, mas

sim, na forma mista. Assim sendo a equagdo de Einstein ganha o seguinte formato,

Transformando as componentes do tensor de Einstein, equagdes (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32),

0

para a forma mista e substituindo na equacao (3.34), com u"ug = 1, teremos essas trés equagoes,

pois 0 que seria a quarta equagdo € igual a terceira:

ab  1+b%
22—+ —— = 3.35
2bb+b*+1
=0 (3.36)
abtbatav (3.37)
ab

Observando as trés equagdes acima, nos parece certo trabalhar primeiramente com a equagao

(3.36). Usando o método de substitui¢ao temos,

b = v, (3.38)
(3.39)
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introduzindo em (3.36) podemos diminuir a ordem de nossa equagao,

dv
26 (v— |+ 14+ = 4
b(vdb)+ 2=, (3.40)
2v 1
=—— 41
adv=—3db, (3.41)
In|1+v?| = —In|b| +In]k], (3.42)
db k
L _JE 3.43
dt b ( )

Aqui se faz necessdrio outra substitui¢do que foi proposta por (KANTOWSKI; SACHS, 1966),

b= kcos’ . (3.44)

Repare que um parametro 1 foi adicionado, este possui relacdo com o tempo ¢ e é denominado
como parametro temporal. Possui grande importancia, pois busca auxiliar nas solucdes do
modelo. Devido a complexidade do modelo de Kantowski-Sachs € necessario usar parametros
temporais, como no caso da solucdo da equacdo de Einstein de um fluido perfeito, onde a
caracteristica da fonte é o gas de fétons, equacgdo (3.6), por exemplo, que usa dois pardmetros
temporais em seus resultados (KANTOWSKI, 1998). Pois bem, prosseguindo com a substitui¢do

proposta, a equagao (3.43) transforma-se em

—2k i
dr = wcﬁ], (3.45)
kcos?n
—2k i
dr = Mdn’ (3.46)
si zn
cosZm
dt = —2kcos’ndn, (3.47)
1
dt = —2kz(1+cos2n)dn, (3.48)

integrando encontramos a relagao do tempo cosmoldgico,

t—1, :k(TH—%sinZn)‘ (3.49)

Por fim, j4 haviamos determinado o primeiro fator de escala, equacdo (3.44). E o segundo fator
de escala é dado por (KANTOWSKI; SACHS, 1966) em fun¢do dos pardmetros temporais 1 € €.

Logo os dois fatores sdo,

b = kcoszn,
a = €+ (en+I/)tann, (3.50)
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Figura 1 — Gréfico dos fatores de escala b e a em funcdo do pardmetro temporal 7.

onde, / € uma constante e o parametro € pode ser igual a 0 ou 1. Na figura 1 temos um grafico
que mostra como os fatores de escala se comportam, os valores usados foram k =15,e=1¢
[=0.

3.3.2 Matéria rigida em um modelo Kantowski-Sachs modificado

O caso que iremos estudar busca iniciar uma relacdo entre os fatores de escala do modelo
de Kantowski-Sachs (ADHAV et al., 2008). Para solucionar a equagao de Einstein usaremos o
campo escalar ndo massivo acoplado com o fluido perfeito, para o caso da matéria rigida, onde
a equacdo de estado € representada na equagdo (3.9). Nosso objetivo aqui € refazer as contas
feitas em (ADHAV et al., 2008) para que possamos, apds isso, desenvolver uma nova relacio a
partir do que foi visto. Assim sendo, seja o tensor momento-energia a soma da contribui¢ao do

fluido perfeito e do campo escalar,

Tw=Th+To | (3.51)
onde,
Th = (p+p)uyity — pgy - (3.52)
1

T = 0udy — 38m0.x0™ . (3.53)

nas seguintes condi¢des,
ugu’ = 1, (3.54)
g%P0.4p =0, (3.55)

d— 0(1). (3.56)
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Ap6s definir as condi¢des o proximo passo € encontrar os elementos da equagdo de Einstein e

suas solugdes. Logo:

1
RyV—EngV:Tyfv—i—Ty?, , (3.57)
parau=0ev =0,
ba (b\ 1 1
—_ p— _ = _'2
o (5 4 e b 53
parau=1lev=1,
oy o
a”(2bb+b"+1) ) 1 55
- b2 = a p_'_ia (I)a
2bb+ b +1 1.,
— = P50 (3.59)
parau=2ev=2,
b(ab + bi + ab 1,,
_b(a d+ab) — P+ b2,
a 2
ab + béi + ab 1.
— = —p— (3.60)
ab 2

no caso de u =3 e v =3 é ficil ver que terd o mesmo resultado que a equacdo (3.60).

Por se tratar de matéria rigida a pressdo € igual a densidade, p = p. Ao observar as equacdes
(3.58) e (3.59) como um sistema, (3.58) e (3.60) como um outro sistema, e entdo unir seus

pares, encontraremos duas equacdes, respectivamente,

. .2
g-l-%-i-(ll—j) -I—l% = 0, (3.61)
g+§+3%+<%) +% = 0, (3.62)
e por fim, ao subtrair a equagdo (3.61) da equacao (3.62) temos uma tnica relagao resultando,
sendo ela, _
a + 2@ =0. (3.63)
a ab

Para modificar o modelo K-S, foi proposto uma relagdo entre os fatores de escala com o objetivo
de diminuir o ndmero de varidveis desconhecidas e facilitar os cdlculos, devendo assim expandir

as areas que a métrica pode ser utilizada. Logo, temos a seguinte relacao proposta:

a=hb", (3.64)
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que apos ser feita sua derivada € encontradas mais duas relagdes,
b
a = na-—, 3.65
p (3.65)
) .
b b
i = nn—1)a (l—)) +na5. (3.66)

Introduzindo as relagdes na equagdo (3.63), encontraremos uma equacgao diferencial que solu-

cionada nos dara os fatores de escala,

.2 . )
b b b
nin—1)a (E) —|—n5+2n (E) = 0,
. )
ng—I—n(n-l-l)(ll—Z) = 0,
bb+(n+1)b* = 0,

usando o método de substituicao,

em (3.68) teremos,

dv
— W =
b<vdb>+(n+ v 0,

dv db

v - (n+1) b7

Infv| = —(n+1)In|b| +In|k;|,
ki

Rk

reavendo a substituicdo, b = v, vamos ter

kidt = b gp,
p(n+2)

n—+2

kit+ky =

Y

logo o fator de escala b(t) sera:

1

b(t) = (n+2)m2 (kyt + ko) 72

aplicando a relacdo (3.64) encontraremos o outro fator de escala

a(t) = h(n+2)72 (ki1 + ko) 752

(3.67)

(3.68)

(3.69)
(3.70)

(3.71)

(3.72)
(3.73)
(3.74)
(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
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por fim, a métrica K-S transforma-se em:

2 2

ds? = di® — B2 (n+2) 7 (kyt + ko) 72 dr® — (n+2) 72 (Kt + k) 752 (d6? +sin® 0 do?) . (3.80)

Campo escalar

Agora que nosso modelo estd pronto podemos usa-lo para encontrar o campo escalar. Para tanto

necessitaremos da equacao (3.55), logo,

g'uvq);yv = g'uvvvv,uq) )

= &V, (3.81)
= g“v((b,w - qu),p) ) (3.82)
= 8%0,00— 0.0(8%Tg+&"' 0, +¢T% +7°TY;) (3.83)
= 0—(0— %ad— %bb— mbbsinze) , (3.84)
= 0+6 EHS] , (3.85)
assim, .
O+ [g}zg} =0. (3.86)

Para resolver essa equacdo vamos usar, primeiro, a equacao (3.65), que relaciona ¢ com b, dessa

forma,

. b

0+0(n+2), =0, (3.87)
sabendo que a derivada temporal de b é

(n+2)72 (kyt + ky) 757

b=k 3.88
: n+2 ’ (3.88)
logo,
. ki .
=0 3.89
b+ =0 (3.89)
resolvendo essa equagao diferencial encontraremos em seu caminho,
kit+kry.. .
1k 26+ = 0, (3.90)
1
d | kit+kp
— =0 391
: k
b=—2> (3.92)
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apds esse processo temos que o campo escalar € igual a:
O(t) = kaln (ki1 + kp) + ks, (3.93)

onde k4 = %

Densidade e pressao

O passo seguinte € ir em busca da densidade e da pressdo, para tanto usaremos a equacao (3.59).

Ja possuimos todas as varidveis necessarias com excecdo da segunda derivada de b. Logo,

ki (n+2) 77 (kyt + ko) 77

h =
n+2 ’
; ki2(—n—1)(n+2)72 (kyt + ko) 757
(n+2)?

ao introduzir na equagao temos,
.. )
b b 1 1,
= = —2— —_— —_— —_——_—— —

2(n+1)k;? ki

Y

1

(3.94)

(3.95)

1/ Kk \?
Zkll‘—{—kz,

(2n41)k;? 1

(n+2)2(kyt + kp)? - ((n+ 2)#2 ot +k2)ﬁ>

logo a pressdo e a densidade serdo:

(ks
2 2\ Kkit+k

1

1 2n+Dk?  k?
P=P= it | n+22 2 T

} R <(n-|—2)n+2

1 \2°
(k1t+k2)m>

2
(n+2)2(k1t+k2)2_((fl—l—Z)(klf—l-kz)) a ((n+2)nl2(k1t—|—k2)njrz>2

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)
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4 MODELO KANTOWSKI-SACHS MODIFICADO

4.1 O FLUIDO BAROTROPICO ACOPLADO A UM CAMPO ES-
CALAR

A partir de daqui n6s iremos introduzir uma componente nova. Os modelos estudados até agora
sempre abordam um fluido especifico, ou seja, abordam apenas a poeira ou apenas a matéria
rigida. A nossa proposta € generalizar com o intuito de ndo apenas ter uma relacio para a
matéria rigida, por exemplo, mas para qualquer fluido barotrépico. A equagdo de estado de um
fluido barotrépico é

p=ap, 4.1

onde o pode ser uma constante ou ainda variar com o tempo, dependendo da situacdo. A
generalizacdo se encontra em O pois caso ela tenha valor igual a 1/3 estaremos abordando a
radiacdo, porém se for nula estaremos tratando da poeira e assim sucessivamente. Sua equagao
de estado tem dependéncia apenas de uma varidvel, p = p(p), impondo uma entropia constante
(COLLINS; WAINWRIGHT, 1983). Nossa andlise também conta com a contribui¢do do campo
escalar no tensor momento-energia, pois geralmente campos escalares ndo se comportam como
fluidos barotrépicos (ELLIS, 2009). Dessa forma podemos expandir nossa drea de cobertura indo
além do tensor momento-energia para o fluido perfeito mas abrangendo também o do campo
escalar. Pois bem, o ponto de partida sdo as equacdes (3.58), (3.59) e (3.60), componentes da

equagdo de Einstein. Porém, elas serdo transformadas com a nossa condi¢do, equacao (4.1) em,

respectivamente,
ab  (b\® 1 1
—_ J— JR— — J— i 2
2ab + <b) + 2 p+ 795 “4.2)
.. .2
b b 1 1.
2— - — = —ap——-0° 4.
i b ab 1.,
44+ = = —op—-— 4.4
a + b ab op 2¢ “4H
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Se fizermos a diferencga entre as equagdes (4.4) e (4.3), teremos,

.. . )
i b ab b 1
———+——|=] —==0 4.5
a b+ab (b) b? ’ *+3)

e ao introduzir as relacdes (3.65) e (3.66) obtemos a equacado acima apenas com o fator de escala

b(t):
oo () - Een(Q) () - o

. .2
b b 1

Para resolver esta equagdo diferencial iremos propor uma substituicdo para facilitar o nosso

percurso, assim temos que:

b = v, 4.7)
p o dv_dvdb
dr  dbdt’
dv
— 2 4.8
Vb 4.8)

Logo, a equacdo de segunda ordem (4.6), agora € de primeira ordem,

(n—l)bv%—k(nz—l)vz—l = 0,
Uma rédpida troca de varidveis é necessdria,
w = 1—(m—1)? (4.10)
dw = —=2(n*—1)vdv. 4.11)
Dessa maneira,
% _ (n; 1) Z(I;divl), 4.12)
% _ 2(n_—4i1)d7w 4.13)
2<n1+1)1nw = —Inb+InP, (4.14)

2(n+1)
w o= (%) (4.15)
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b(n)
161
141

1.2+

Figura 2 — Gréfico do fator de escala b para alguns valores de n.

Retornando ao fator de escala temos, ainda, a derivada temporal:

. (n2_ 1)v2 _ (%)2(%1)7

-0

(4.16)

(4.17)

Repare que na equacdo (4.17), n deve ser diferente de —1, o que faria que os fatores de escala

fossem inversamente proporcionas, € +1 que faria os fatores de escala serem iguais a ndo ser

por uma constante, como pode ser observado na equagao (3.64).

Prosseguindo, para facilitar iremos incluir um parametro temporal A(z),

b = Blsech(n)]" |

db 1
e n—l—il sinA [sec | ]
assim, a equagdo (4.17)
db  sin}
dt (nz _ 1)% ’

e a fungdo A(¢) fica,

n—1

d) n1\? [cosA]mTT!
dt B ’

1
~1]z
t—ty = B[Z+i} /[sec?&]"ilHdk.

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Podemos observar na figura 2 como o fator de escala b(A) se comporta com valores diferentes



4.1 O FLUIDO BAROTROPICO ACOPLADO A UM CAMPO ESCALAR 47

5L
i — n=2
4+
sl
[ — n=10
oL

6

Figura 3 — Gréfico do fator de escala a para alguns valores de n.

para n. Da mesma forma que temos o fator de escala b(A), também possuimos o fator de escala

a(\) usando a relagdo definida na equacéo (3.64) temos

a = hP[sech(r)]"+1 (4.23)

e na figura 3 podemos observar como se comporta o fator de escala a. Nos dois gréficos as

constantes eram iguais a um.

Pois bem, o préximo passo € usar a relacdo (3.65) na equagao (4.2),

.2 .2
b b | A (98
Zn(z) +<5) +ﬁ—p+§¢,
i\ 2
b 1 1.
(2n+1) (E) +ﬁ=p+§¢2, (4.24)

Usando as equacoes (4.20) e (4.18),

2
6(22(1:1;—11) [cosA] T sin2 A+ % = p+ %d)z, (4.25)

[cos?»]% ) 2 1.,
B2 1) [(2n+1)(1—cos*A) + (n*—1)] = p+507, (4.26)

[cos A 1 2 2 1o

Caso tomemos ¢ = 0 temos a densidade igual a:
— [COSX]ﬁ 2 2 A 4.28

P= i [n*+2n— (2n+1)cos* 2] (4.28)

Por outro lado, caso a derivada temporal do campo escalar ndo seja nulo, entdo iremos unir as

equagdes (4.2) e (4.3), mas a equagao (4.2) ja estd na forma de A, como mostra a equagao (4.27).
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Por isso, vamos trabalhar a equacdo (4.3), para tanto temos que encontrar a segunda derivada

temporal do fator de escala b,

d(b)  d(b)dh

ho= S2=C0 (4.29)
po— _cosh (n+l 2 cos ]! (4.30)
a (nz—l)% n—1 B 7 '
T2
b = [CEZE) : (4.31)
adicionando na equagao,
2 2 2
[cosk]erz [cosA]m+T sin?\ [cosA|m+T 1.,
pe-ny T pw-ny e %@ G
2
[cos AT 2 . 2 2 _ 1.5
B0 1) [2(n+1)cos*A+sin* A+ (n° —1)] = —ap_2¢ - (4.33)

Somando as equacdes (4.27) e (4.33),

2

é%?;—f]_n [2(n+ 1) cos® ht-sin? At (n* — 1) +n° + 20— (2n+ 1) cos’A] = (1 - a)p,
simplificando,
el )+ (1)) = (1-ap,
%[zn(wl)} = (1-a)p (4.34)

Por fim, encontramos a densidade p como sendo:

2
p — 132(]_%)3(”_]) [COS?\/] n+1 (435)

Ao olhar a equacdo acima temos que ¢ deve ser diferente de 1. Em termos préticos isso indica
que o estudo tem como exce¢do a matéria rigida, equagdo (3.9). Entretanto, o artigo de (ADHAV
etal., 2008) tem como fluido a matéria rigida. Assim, o nosso estudo expande e complementa o

que foi apresentado anteriormente por (ADHAV et al., 2008).



4.1 O FLUIDO BAROTROPICO ACOPLADO A UM CAMPO ESCALAR 49

4.1.1 Campo escalar

Na busca do campo escalar iremos usar a equagao (3.55) que inevitavelmente chegard nas equa-

coes (3.86) e (3.87). Replicando a dltima citada, teremos:
. b

para facilitar nossas contas usaremos a fun¢do A(¢) no campo escalar e no fator de escala.

Primeiro o fator de escala, ao relacionar as equacdes (4.18) e (4.20), vamos encontrar a seguinte

expressdo:

b in 1
> = — , (4.36)

(n2—1)2 Blsec ]+t

1

b _ 1 1 sinA [cos A|m+T @437)
b (n2-1)z p
Para o campo escalar vamos analisar, primeiramente, a primeira derivada do campo escalar, seja
. dodh
Sk ek 4.38
adicionando a equacdo (4.21),
1 1
. n+1\2 [cos A7 do
= —. 4.39
¢ <n . > B d (4.39)

Agora devemos fixar nossa aten¢ao na derivada segunda do campo escalar, assim:

. dodh

o = andr’
_dh|(n+1 %[cosk]ﬁHdz(b nr1\2 (nt2 sin?»[cos?»]#dq)
T odr (n—l) B d7»2_(n—1) (n+l) B dn |’
 (n+1 [cosk]%ﬂdztb n+1)\ (n+2 sin?»[cos?»]"%lﬂdq)
B (n—l) p? d?uz_(n—l) <n+l) B2 d\’

n+1 [Cosx]n%ﬁfzdz(l)_ n+2 sink[cosk]ﬁzlﬂﬂ (4.40)
n1 B2 a2 \n-1 B dr’ '
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Fazendo as substitui¢des na equacdo (3.87), encontraremos:

(n—i—l) [cos?»]%+2 d*¢ (n+2> sin?»[cos?»]”%1+1 do

n—1 B2 a2 \n-—1 p2 d
(n+ 1)é [cos?»]ﬁJrl @(IH—Z) 1 1 sink[cosk]ﬁ o,
n—1 p d (n2—1)2 B

simplificando,

n—1 n—1

n+1 [cosk]%+2 ) B n+2 sin?»[cosk]%+1 ﬂ
B2 da? p2 dA

N n+2 sink[cos?»]"%ﬁ] dg

B2 dn

0. 4.41)
n—1

Ao observar a equagdo acima ¢ facil notar que teremos apenas a segunda derivada,

n+1 [cos?»]%Jr2 d*o
n—1 B2 az:

0 (4.42)

O resultado ndo trivial é a derivada primeira igual uma constante, assim,

ddo
anar (443
do

Concluindo, teremos:

O(A) =kiA+ko (4.45)
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5 DISCUSSOES DOS RESULTADOS

A construcdo do nosso estudo parte ja na introducdo com um contexto histérico. Kepler, Gali-
leu e Newton foram elementos fundamentais na compreensao de como a gravitacdo funciona.
Entretanto, Einstein tem uma contribui¢do que muda a maneira como enxergamos a gravidade.
Por isso, os nosso trabalho se inicia abordando os elementos das equacdes de Einstein. Desde a
métrica, passando pelos simbolos de Christoffel, até os tensores de Riemann e Ricci. Todo esse
escopo € fundamental para a compreensao de como solucionar as equacdes de Einstein. Porém
para entendé-las, também € necessdrio observar as propriedades dos tensores momento-energia,

os diversos que foram apresentados como o do fluido perfeito e o do campo escalar.

Na resolugdo das equacdes de Einstein tivemos que também estudar as caracteristicas dos meios
materiais. Por isso, apresentamos as propriedades da poeira, radiacdo, matéria rigida, cordas
cOsmicas e o vicuo. Bem como também suas respectivas equagdes de estado. Esses meios
sdo fundamentais no tensor momento-energia dando as caracteristicas na hora da resolucao
das equagdes. ApOs reconhecer todas as ferramentas necessdrias para adentrar o modelo de
Kantowski-Sachs o préoximo passo foi apresentar dois artigos e suas contas, o primeiro foi o
de (KANTOWSKI; SACHS, 1966) que tem como meio material a poeira e mostra a métrica que
recebeu os seus nomes. Aqui cabe um adendo, a métrica de Kantowski-Sachs é homogénea e
anisotrdpica, se diferencia da métrica de Friedmann por poder comportar elementos, como o
cisalhamento, em um fluido perfeito, assim consegue abranger mais caracteristicas presentes no
Universo. O segundo artigo foi o de (ADHAV et al., 2008) que possui como meio a matéria rigida
e também utiliza a métrica de Kantowski-Sachs. Porém adiciona uma relacio entre os fatores

de escala.

Os fatores de escala sdo fundamentais, eles relacionam o tempo com a geometria estudada.
Buscar relacionar estes elementos no modelo de Kantowski-Sachs visa simplificar a teoria de
maneira que possa ser mais utilizada. A anisotropia do modelo abre espaco para estudos que in-
cluem a rotacdo do universo, o cisalhamento e a viscosidade, tais elementos ndo sdo encontrados

em teorias isotropicas.

O que fizemos de novo nesse estudo foi a partir da métrica de Kantowski-Sachs e da relacdo
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dos fatores de escala proposta por (ADHAV et al., 2008) solucionar as equacdes de Einstein para
o fluido barotrépico. Em outras palavras, ao invés de escolher um determinado elemento, seja
ele, poeira, radiacdo ou matéria rigida, buscamos deixar como fluido barotrépico. Dessa forma
a teoria ndo € apenas para um caso particular. Repare na equagdo (4.35) que o parametro o
ndo pode ser igual a um, isso exclui o caso da matéria rigida, onde a = 1, fazendo com que
o trabalho de (ADHAV et al., 2008) seja complementar a este € ndo um ponto divergente. Com
objetivo de abranger uma maior drea adicionamos o campo escalar acoplado no fluido perfeito.
Dessa forma o nosso modelo ganha caracteristicas abrangentes que devem ser objetos de estudo

futuramente, pois encontramos na equagao (4.45) uma equagdo para o campo.

O parametro A, equagdo (4.18), € um termo que varia no tempo. Ele é amplamente usado na
solucdo proposta por (KANTOWSKI, 1998), como fica evidenciado na equagdo (3.44). Ele serve

para facilitar o entendimento do que foi feito, sua estrutura matematica.

O nosso objetivo era entender como um modelo cosmoldgico é construido, a partir da equagdo
de Einstein, métrica e a equagao de estado. Todos esses pontos foram colocados aqui. Os pré-
ximos passos devem ser observar como o novo modelo se comporta, buscar padrdes similares
ao que foi desenvolvido e aplicar com os dados provenientes da natureza. Para além, o mo-
delo deve ser aplicado em estudos futuros sobre perturbacdes da matéria. Como também sobre

energia escura e buracos negros.
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