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RESUMO

Neste trabalho é analisada a influéncia da integragdo numérica na precisao do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) quando este é aplicado a problemas de campo bidimensio-
nais, utilizando elementos isoparamétricos lineares, quadraticos e ciibicos. Para elementos
de alta ordem, ao contrario dos elementos constantes e lineares, o modus operandi das
transformacoes de coordenadas, os procedimentos de integracdo numérica e o tratamento
de integrais singulares nao sao simples, uma vez que o Jacobiano da transformacgao nao é
mais constante em todo o elemento e precisam ser tratados numericamente. Nesse sentido,
a avaliagao do impacto do esquema de integracao auto-adaptativo na solugao de integrais
do MEC tem um destaque especial neste trabalho. Exemplos de problemas de campo
escalar, associados as equacoes de Laplace e Advecgao-Difusao, e problemas de Autovalor,
associados a equacao de Helmholtz, sdao resolvidos utilizando a Quadratura Gaussiana
(Gauss-Legendre) classica e o esquema de integragao autoadaptativo proposto por (TEL-
LES, 1987). Em seguida, seus resultados sdo comparados com as solugoes analiticas, ou

numéricas ja validadas, para avaliacao da eficiéncia numérica.

Palavras-chave: Equacao de Laplace; Equacao de Convecgao-Adveccao; Equacgao de
Helmholtz; Método dos Elementos de Contorno; Integracao Numérica; Integracao Gaussi-

ana.



ABSTRACT

his work analyzes the influence of numerical integration on the accuracy of the Boundary
Element Method (BEM) when applied to two-dimensional field problems, using linear,
quadratic and cubic isoparametric elements. For high-order elements, unlike constant and
linear elements, the modus operandi of coordinate transformations, numerical integration
procedures and the treatment of singular integrals are not simple, since the Jacobian The
transformation is no longer constant throughout the element and need to be handled
numerically. In this sense, the evaluation of the impact of the self-adaptive integration
scheme in the solution of integrals in the BEM has a special emphasis in this work. Examples
of scalar field problems, associated with Laplace and Advection-Diffusion equations, and
Eigenvalue problems, associated with Helmholtz equation, are solved using the classical
Gaussian Quadrature (Gauss-Legendre) and the self-adaptive integration scheme proposed
by (TELLES, 1987). Then, their results are compared with validated analytical or numerical

solutions to assess numerical efficiency.

Keywords: Laplace equation; Convection-Advection Equation; Helmholtz equation; Bound-

ary Elements Method; Numerical Integration; Gaussian integration.
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1. INTRODUCAO

A grande dificuldade existente na obtencao de solugoes analiticas que atendam
modelagens de problemas de alta complexidade fisica, englobando por exemplo: regime
transiente, numerosos graus de liberdade, dominios com alta complexidade geométrica e
heterogeneidades, gera oportunidades para a aplicacao de solu¢des numéricas, capazes de
simular os problemas propostos. A aplicagdo adequada dos métodos numéricos, obedecendo
as devidas condicoes essenciais e naturais, possibilita a obtencao rapida de resultados que
atuam como respaldo no aceite/aprovacgao de determinado projeto de engenharia, seja
na fabricacdo, operagdo ou manutencao. Neste contexto, a rapidez e robustez do método
numérico sao fatores de extrema importancia na garantia da confiabilidade dos resultados
obtidos.

A robustez do Método dos Elementos de Contorno (MEC) é fortemente dependente
do calculo correto das integrais de contorno que surgem com a aplicacao do método a um
determinado problema. E possivel fazer o cdlculo analitico destas integrais em certos casos
particulares. Entretanto, torna-se inviavel realiza-lo para elementos de ordem superior, isto
é, onde a variagao da variavel basica ao longo do elemento nao é considerada constante.
Um agravante surge no caso de elementos com geometria nao retilinea, como no caso
de elementos isoparamétricos quadraticos ou superiores em que a funcao que realiza
a transformacgao das coordenadas globais num sistema estratégico local, o Jacobiano,

nao ¢ mais um valor constante e sim uma funcao da forma geométrica do elemento

(DOMINGUEZ, 1993).

Tais dificuldades foram motivagao para diversos trabalhos de pesquisa que propoem
abordagens alternativas para o calculo das integrais do MEC. Em geral, utiliza-se de
técnicas ja consagradas de integracdo numeérica, como a integracao Gaussiana, acopladas
a esquemas que propoem aumentar a precisao destas ou viabiliza-las, de algum modo.
Esquemas usuais sdo: A partigdo de dominio (BREBBIA; WALKER, 1980); o esquema de
integracao de autoadaptativo (TELLES, 1987) ou a adogdo da coordenada do ponto fonte
fora do elemento de contorno (BREBBIA; WALKER, 1980).

O presente trabalho visa apresentar o esquema autoadaptativo proposto por Telles
(1987) e avaliar seu impacto na precisao do MEC se comparado a formulagoes que
utilizam a integracao Gaussiana padrao (Gauss-Legendre). As aplicagoes sdo problemas
bidimensionais homogéneos e isotropicos relacionados as Equagoes de Laplace, Advecgao-

Difusdo e Helmholtz. Aos problemas de Laplace sera aplicada a formulagao classica do MEC
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que utiliza solucdo fundamental, tal formulacao é exposta em Brebbia, Telles e Wrobel
(1984). Ja aos problemas de Advecgao-Difusao e Helmholtz sera aplicada a formulagao do
MEC com Integracao Direta (MECID), proposto em Loeffler (2015).

Destaca-se que aqui nao serao levados em conta os efeitos transientes, pois o foco
¢ apresentar as respostas estacionarias relativas ao potencial analisado, seja o valor da
variavel basica ponto a ponto ou a obtencao de Autovalores para problemas de vibragao.
Vale ressaltar que existem outros métodos numéricos que podem ser utilizados para resolver
problemas de potencial, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) (HUGHES, 1987),
o Método das Diferengas Finitas (MDF) (STRICKWERDA, 1989), o Método dos Volumes
Finitos (MVF) (EYMARD; GALLOU&ET; HERBIN, 2000), o Método dos Elementos
Espectrais (DOYLE, 1997), entre outros.

1.1 Histérico do Método de Elementos de Contorno

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é geralmente associado a formulagoes
diretas nas quais o problema desconhecido sao as varidveis fisicas. Por exemplo, potenciais
ou fluxos, o que é mais atraente que as formulagoes indiretas, que envolvem conceitos
como fontes ou dipolos. A formulacao direta adotada neste capitulo é mais geral e simples

de se aplicar em codigos computacionais.

A formulacao da equagao integral de contorno de problemas potenciais pode ser
atribuida a Jaswon (1963) e Symm (1963), que ji em 1963 apresentaram um método
numérico para resolver equagodes integrais do tipo de Fredholm. Eles discretizaram o
contorno dos problemas em varios segmentos, ou elementos, e assumiram uma densidade
de fonte constante em cada um deles. A técnica de colocacao foi empregada para gerar
uma série de equagdes integrais, e os coeficientes de influéncia foram computados usando
a formula de Simpson, com excecao dos coeficientes singulares que foram computados
analiticamente ou pela soma dos termos fora da diagonal. No trabalho pioneiro deles, até
propuseram uma formulagao mais geral usando potenciais e derivadas como desconhecidos
e os resultados foram relatados para algumas aplicagoes (JASWON;, 1963; SYMM, 1963;
JASWON; PONTER, 1963). Todas as bases para essa formulacao vieram, provavelmente,

devido ao surgimento do Método dos Elementos Finitos naquela época.

Desde 1978, a popularidade do Método dos Elementos de Contorno tem aumentado.
A interpretacao do método, em termos de declaragoes de tipo residual variacional ou
ponderada, ajudou a esclarecer sua relacao com outras técnicas numéricas, como Método
das Diferencas Finitas e Método dos Elementos Finitos. Ao mesmo tempo, elementos de
ordem superior comegaram a ser desenvolvidos seguindo o trabalho de transformagoes

do tipo jacobiano, usadas primeiramente em elementos finitos. A conscientizagdo da
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importancia de técnicas precisas de integracao numérica levou a investigagao e consequente

desenvolvimento de abordagens adequadas para integrandos singulares e quase singulares.

Uma das grandes vantagens do MEC frente aos métodos de dominio é a reducao
da dimensao do problema, um problema bidimensional, por exemplo, requer uma malha
com elementos meramente unidimensionais. Tal fato, torna o MEC bastante adequado
a solucdo numérica de problemas fisicos modelados por equacgoes diferenciais parciais
em que seus operadores sao auto-adjuntos (BREBBIA; WALKER, 1980). Entretanto,a
complexidade de se obter determinadas solu¢oes fundamentais para operadores diferenciais
mais robustos em conjunto com a presenca de matrizes complexas, foram alguns dos fatores

que motivaram o proposicao de novas abordagens para o MEC.

Neste contexto, surgem abordagens que se utilizam uma soluc¢ao fundamental
mais simples, normalmente de Poisson/Laplace, e aproximam integrais remanescentes
de dominio via fungoes de bases radiais, como técnica Dupla Reciprocidade (MECDR)
(PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1991).

Loeffler (2015), também propoe uma nova formulacao baseada em aproximagoes por
bases radiais, denominada Interpolagao Direta (MECID), que mostra-se capaz de prover
bons niveis gerais de precisao numa ampla gama de problemas de campo escalar (SANTOS;
NETTO, 2018) (NETO; LARA; BARCELOS, 2015), (NETO; MANSUR; BARCELOS, ),
(BARCELOS; LOEFFLER; BARBOSA, 2018).

1.2 Objetivo do Trabalho

Em um método numérico como o MEC, a precisao numérica é sempre um alvo de
investigagoes mais aprofundadas que se concentram em entender as limitagoes do método
e propor novas abordagens quem possam torna-lo ainda mais robusto e preciso. Nessa
conjuntura, o foco principal deste trabalho é determinar o comportamento da formulagoes
de elementos de contorno quando acoplados a um esquema autoadaptativo que propoe
aumentar a qualidade dos resultados no calculo das integrais quase singulares e singulares
que aparecem nas matrizes do método quando este é utilizado para resolver problemas de

campo escalar bidimensionais utilizando a formulacao classica e a formulagao MECID.

Sao dois os contextos onde as integragoes quase singulares e singulares aparecem
nas formulagoes aqui estudadas: Nas integrais de contorno classicas do MEC, quando o
ponto campo se aproxima do ponto fonte e nas integrais advindas da interpolacao proposta
pela MECID, quando os pdélos internos estao muito préximos ao contorno. Assim, o
objetivo geral desta dissertagao é avaliar o impacto da utilizacao de um esquema integracgao

autoadaptativo frente a integracao Gaussiana nestes dois contextos.
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1.3 Organizacao dos Capitulos

No capitulo 2 alguns conceitos importantes para o entendimento do MEC serao
apresentados, para facilitar o entendimento de terminologias e aplicagoes feitas nos capitulos

posteriores.

No capitulo 3, a formulagao basica do MEC para resolver a equagao de Laplace é
apresentada. Inicialmente concentra-se no desenvolvimento das técnicas integrais basicas
para resolver a equacao de Laplace. A equacao integral geral é deduzida da equagao
diferencial parcial governante e das condi¢des de contorno, entao, uma equacao integral
de contorno é obtida usando a solugao fundamental (3.1) e o teorema de Green. As
propriedades das solugoes fundamentais sao demonstradas. O problema é entdao expresso
na forma matricial. O procedimento descrito neste capitulo é encontrado nas obras Brebbia
e Walker (1980) e Partridge, Brebbia e Wrobel (1991).

No capitulo 4, expoe-se a aplicagdo do MEC na solucao do problema de advectivo-
difusivo. Apresenta-se a principio a equacgao de Adveccao-Difusdo e algumas de suas
aplicacoes, posteriormente é apresentada a formulagao integral forte do problema e a
relacdo entre o termo difusivo e equacao de Laplace. O procedimento de regularizagao e
tratamento do termo advectivo é entao apresentado e por fim a forma final matricial do

problema ¢é esbocada.

No capitulo 5, a formulacao forte do problema de Helmholtz é apresentada junta-
mente com os procedimentos aplicados para sua solucao via MEC e sua forma matricial
é exposta ao final. Na secdo 5.6, o problema de autovalor e autovetor para sistemas nao
amortecidos, com vibragao livre é apresentado juntamente com sua aplicacao na equacao
de Helmholtz.

O capitulo 6 aborda a integracdo numérica, expoe-se o procedimento classico com

integragdo Gaussiana e também o esquema autoadaptativo proposto por (TELLES, 1987).

No capitulo 7, apresenta-se as simulagoes numéricas realizadas com o objetivo de
avaliar o impacto numérico . Dois problemas de campo escalar sao resolvidos nas secoes
7.2 e 7.3 referentes a problemas de Laplace e de Adveccao-Difusao respectivamente. Outros
dois problemas de determinacao de autovalor advindos da equagao de Helmholtz sao

resolvidos na se¢ao 7.4.

Por fim, no capitulo 8, as conclusoes colocadas e as sugestoes para trabalhos futuros

sao expostas.
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2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1 Matriz Jacobiana e Jacobiano de uma Transformacao

No calculo vetorial, a matriz Jacobiana de uma fun¢ao de miltiplas variaveis é
a matriz de todas as suas derivadas parciais de primeira ordem. Quando esta matriz é
quadrada, isto é, quando a fun¢ao toma o mesmo nimero de variaveis como entrada que
o numero de componentes do vetor de sua saida, seu determinante é conhecido como o

determinante Jacobiano ou simplesmente Jacobiano.

Suponha que f = f(x) : R” — R™ seja uma fungao tal que cada uma de suas

derivadas parciais de primeira ordem existam em R". Entdo a matriz Jacobiana, [J], de f
é definida (SIMON; BLUME, 1994):

of ok
0xy ox,,
of of ) )
1 S TRV
81’1 8xn

Quando m = n , a matriz Jacobiana é quadrada, entao seu Jacobiano é uma
funcao bem definida de x. Ele carrega informacoes importantes sobre o comportamento
local de f. Por exemplo, a funcao f tem localmente na vizinhanga de um ponto p uma
funcao inversa que é diferencidvel se, e somente se, o Jacobiano for diferente de zero em
p. O determinante Jacobiano também aparece ao se fazer uma mudanca de variaveis ao
avaliar uma integral multipla de uma funcao sobre uma regiao dentro de seu dominio.
Para acomodar a mudanca de coordenadas, a magnitude do determinante Jacobiano surge
como um fator multiplicativo dentro da integral (APOSTOL, 1967).

Quando m =1 , isto é, quando f : R” — R é uma funcao de valor escalar, a matriz
Jacobiana se reduz a um vetor linha. Este vetor linha de todas as derivadas parciais de

primeira ordem de f é o gradiente de f, ou seja, Jg = VT.

Para o caso unidimensional m = n = 1, isto é, quando f : R — R é uma funcao
de valor escalar de uma tnica variavel, a matriz Jacobiana tem uma tnica entrada. Esta

entrada ¢é a derivada da fungao f e também o Jacobiano da transformacao.

Ou seja, o Jacobiano de uma funcgao vetorial multivariavel generaliza o conceito
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de gradiente de uma funcao escalar multivaridvel, que por sua vez generaliza a derivada
de uma funcao escalar de uma unica variavel. Em outras palavras, a matriz Jacobiana de
uma funcgao escalar em varias variaveis é a transposta do seu gradiente e o gradiente de

uma funcao escalar de uma tnica variavel é sua derivada.

Em cada ponto onde uma funcao é diferenciavel, sua matriz Jacobiana também
pode ser entendida como o ente que armazena as informagoes de dilatagao, contragao e/ou

rotacao que a funcao impoe localmente nas proximidades deste ponto.

Por exemplo, se (X,¥) = f(x,y) é usado para transformar suavemente uma imagem,
vide figura (1), a matriz Jacobiana [J¢], descreve como a imagem na vizinhanca de (X,y)

é transformada.

Figura 1 — Representagao grafica da deformacao gerada por f

Se f é diferenciavel em um ponto p em R"™, entao seu diferencial é representado
pela matriz jacobiana [J¢]P. Nesse caso, a transformacao linear apresentada na equagao

(2.2) é a melhor aproximagao linear de f na vizinhanca do ponto p.
f(x) —£(p) = [Jel°(x — p) + o(llx — pl|) (2.2)

onde o termo o(||x — p||) representa a estimativa de erro da aproximagcao e tende a zero

mais rapidamente que a norma ||x — pl|, ou seja:

lim M =0 (2.3)

P [lx —p|

Assim, para pontos nas vizinhancas de p:
f(x) —£(p) ~ [Jf]"(x — p) (2.4)

Para o caso unidimensional, esta aproximagao se reduz ao polinomio de Taylor de

grau um:

fl@) = fp) = f'(p)(x—p) (2.5)
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Essa aproximagao é de grande importancia no calculo numérico, sendo utilizada
para resolver sistemas nao-lineares pelo método de Newton (ou método do Gradiente

[terativo).

Para demostrar a aplicacao do conceito de Jacobiano na transformacao de coorde-

nadas, propoem-se a resolucao da integral I, abaixo:

I, = /(x2 + y?)dA, S:a® 4+ < R? (2.6)
S

No plano cartesiano, a regiao S representa um circulo de raio R centrado na origem,
vide figura (2).

Ay

(R,0) L

(07 _R)

Figura 2 — Regiao S

A proposta inicial é resolver a integral utilizando o sistema cartesiano padrao xy.
Escreve-se entao:
R \/RP—y?
I, = / / 2% + y*dady (2.7)
—RJ—+/R2—42

E possivel calcular tal integral; entretanto, serdo necessarias diversas operagoes e
manipulagdes matematicas devido aos limites de integragao apresentarem fungoes compos-

tas.

Dado que a regiao S é circular, uma estratégia alternativa é utilizar-se de co-
ordenadas polares para simplificar o processo de integracao. Toma-se entdo a seguinte

transformacao de coordenadas:

T = rcost
0<r<R, 0<0<2m (2.8)

y = rsenf
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Neste ponto surge o Jacobiano. Ele é o responsavel por relacionar os diferenciais

do sistema cartesiano, (dzx,dy), com os diferenciais polares, (dr,df), através da seguinte

expressao:
Az, y) _ dady
J| = = 2.9
171 d(r,0)  drdd (29)
O Jacobiano é o determinante da matriz Jacobiana, assim:
9z Oz 0 — 0
|J| = gr 01 = cos PN cos?0 +rsen’d =r (2.10)
2 5 senl  rcost
A integral pode entao ser reescrita nas coordenadas polares:
2r rR
I, = / / r*rdrdf (2.11)
o Jo
Integrando em r:
2r ]
.= ~ R (2.12)
o 4
Integrando em 6
1
I, = §7TR4 (2.13)

2.2 Elementos de Contorno

Seja a curva plana indicada na figura (3), de dominio €2 e contorno S qualquer.
Deseja-se calcular o perimetro dessa curva. Em diversos problemas, a integral ao longo do
contorno S pode ser bastante dificil, ou mesmo impossivel, de se calcular analiticamente;
uma estratégia para o calculo do perimetro é a divisao do contorno S em uma soma de
pequenos pedacos si, S, ..., Sp, OU Seja:

n

S=>s (2.14)

i=1
onde n é o numero de fragmentos em que o contorno foi dividido. Uma vez que estes
pedacos podem ter uma forma qualquer, cada pedaco podera ser aproximado por uma

forma conhecida. Por simplicidade, esta forma é quase sempre dada por um polinémio

(linha reta, pardbola, etc).
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Figura 3 — Dominio €2 de Contorno S

Figura 4 — Contorno Aproximado

Dessa maneira, cada segmento s, g, ..., S, € aproximado por formas conhecidas
I',Ty,...,T',, chamados Elementos de Contorno (figura 4). Assim, o contorno I" apro-
ximado é:

I = ZF (2.15)

Tomando o limite para infinitos elementos:

S =lim » I} (2.16)
=1

n—o0 4

Onde I' é o contorno aproximado.

Ha diversos tipos de elementos de contorno, aplicados aos mais diversos problemas.
Nas subsecgoes subsequentes serao discutidos os elementos utilizados no presente trabalho.
E preciso salientar que todos os elementos aqui utilizados tem formulacéo isoparamétrica, ;
ou seja, as mesmas fungoes de forma usadas para interpolar a geometria sao também usadas

para interpolar as variaveis fisicas (potencial escalar e derivada do potencial escalar).

2.2.1 Elementos de Contorno Lineares Continuos

Na discretizagao por elementos lineares isoparamétricos, a geometria e as variaveis
fisicas sdo aproximadas por um mesmo polindémio de 1° grau, necessitando de dois nos,

um em cada extremidade do elemento.

As variaveis u ou ¢ podem ser escritas em termos de fungoes de interpolacao que

dependem da coordenada local adimensional 7, ou seja:
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u(n) = pruy + paus = [¢1 9252] [W] (2.17)

Uz

q(n) = dr1q1 + P2q2 = [cbl ¢2}

ql} (2.18)

q2

onde as fungoes de interpolagao sao (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984):

1
b= 5(1-1)
1 (2.19)
AY _.» variagao de u ou ¢
£
X—»
(1) (2)
§=-1 €=+1
< l >
x
> Sistema de referéncia

Figura 5 — Elemento Linear
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

Essas fungoes sao lineares em 7. As expressoes (2.17) e (2.18) fornecem os valores nodais

das varidveis u ou g quando aplicadas aos nds, ou seja, para a figura (5):

N6 | n 01 | P2
1 -1 1 0
2 +110 1

Tabela 1 — Valores nodais de ¢; para o elemento linear
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

A avaliagao das integrais expostas nos capitulos posteriores requerem o uso de um Jacobiano
que relacione a varidvel local 7 com o contorno I'. Para uma curva como a dada na figura
(6), a transformacao é simples (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984):

dz\’ dy 2
dl’ = — —= | dn=1J|d 2.2
(dn> +<dn> n = [J|dn (2.20)

onde |J| é o Jacobiano.
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=L

X

Figura 6 — Contorno curvo
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

Observe que, para calcular os valores do Jacobiano na equagao (2.20), é necessario
conhecer a variagao das coordenadas x e y em termos de 7. Isto pode ser feito definindo a
forma geométrica do elemento da mesma maneira que as variaveis u e ¢ sdo definidas, isto

é, usando interpolacao linear:

T =011 + O
D171 + PaTo (2'2”
Y =01y1 + P21

onde o subscrito indica o nimero do nd. Este é um conceito semelhante ao dos elementos

isoparamétricos comumente usados na analise de elementos finitos (BATHE, 1996).

Aplicando as definigbes de ¢; e ¢ da equacao (2.19), pode-se escrever:

1y —xl
2

dx d Tl
b e S
dn dn[Z(

1
n)w1 + 5(1 + )2

(2.22)

dy d [1 1 Yo —yl
—~=—|=(1- —(1 =
an S0t 51 =

O Jacobiano no caso dos elementos lineares pode ser entao calculado:

= () (552 - 22

Onde [ é o comprimento do elemento.

2.2.2 Elementos de Contorno Quadraticos Continuos

Quando se propoem discretizar o contorno por elementos quadraticos, a geometria
e as variaveis fisicas sao aproximadas por um polinémio do 2° grau, necessitando de trés

nos, um em cada extremidade do elemento e um né central.
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As variaveis u ou ¢ podem ser escritas em termos de fungoes de interpolacao

quadraticas que dependem da coordenada adimensional local 7:

U

3
u(n) = Z Pit; = [Cbl o ¢3} (0 (2.24)
=1 s
3 q1
q(n) =D digi = {le P2 ¢3} % (2.25)
i=1
43

onde as fungoes de interpolagdo sdo (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984):

o1 = g(n —1)
¢2=(1—n)(1+n) (2.26)
¢3 = g(n+ 1)

AY PR

variacao de u ou ¢

12 12

:L.;

Sistema de referéncia

Figura 7 — Elemento Quadratico
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

Essas fungoes sao quadraticas em 7. As expressoes (2.24) e (2.25) fornecem os valores

nodais das varidveis u ou ¢ quando aplicadas aos nés, ou seja, para a figura (7):

N6 | n 01| Q2 | P3
1 -1 /1 (0 |0
2 0 0O |1 10
3 +1]0 |0 |1

Tabela 2 — Valores nodais de ¢; para o elemento quadratico
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

Para elementos quadréticos o Jacobiano, |J|, ¢ dado (DOMINGUEZ, 1993):

_dr | [&de 1 [&des ]
1= = [ ] + [5G 22)

i=1 i=1
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onde o subscrito ¢ indica o niimero do no; e:

oo\ 1 (dda 0 (dds) 1
<dn>_n_2’ (dn>— o <dn>_n+2 229

As Equagoes (2.27) e (2.28) evidenciam que o Jacobiano nao é mais constante; este

agora ¢ fungao da forma do elemento.

2.2.3 Elementos de Contorno Cibicos Continuos
A discretizacao via elementos ctibicos aproxima a geometria e as variaveis fisicas
por um polinémio de 3° grau, necessitando de quatro nés em cada elemento.

As variaveis u ou ¢ podem entao ser escritas em termos de func¢oes de interpolagao

cubicas que dependem da coordenada 7:

U1
4 Un
u(n) =) diu; = [¢1 b2 93 @J y (2.29)
i=1 3
Uy
q1
. q2
q(n) = Z¢i%’ = {le G2 @3 ¢4} q (2.30)
i=1 3
q4
onde as fungoes de interpolagao sao (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984):
61 = (1 =)o ~ 1)
1= 76 I
9
P2 = Tﬁ(l —3n)(1 — 772)
9 (2.31)
¢ = 16 (1+3n)(1=n’)

1
G4 = 173(1 +1)(99° — 1)
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AY
,- - * variacao de u ou ¢

£
X—>»

9o o o

n @ 3 @

/3 1/3 /3
1“

Sistema de referéncia

Figura 8 — Elemento Ctbico
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

Essas fungoes sao cibicas em 7. As expressoes (2.29) e (2.30) fornecem os valores nodais

das varidveis u ou g quando aplicadas aos nds, ou seja, para a figura (8):

N6 | n 1| Q2| P3| P4
1 -1 1 0 |0 |0
2 -1/3 |0 1 0 |0
3 +1/310 |0 1 0
4 +1 010 |0 1

Tabela 3 — Valores nodais de ¢; para o elemento ctubico
Adaptado de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991)

Para elementos cubicos o Jacobiano, |J|, é dado:

Cdr | [&de 1T [&der 1
JdnJlZ dnyi] +[Z dﬁxi]

=1 i=1

onde o subscrito ¢ indica o nimero do no; e:

dn 16 ’ dn

(d@) 2T +18n 41 <d¢2> 81 —18n—27
a B 16 ’

dps\  —8ln* —18n+27  [dor\  27n* +18n—1
dn | 16 ’ dn | 16

2.3 Funcoes de Base Radial

(2.32)

(2.33)

Segundo Fasshauer (2007), uma funcdo ® : R — R ¢ dita radial desde que exista

uma func¢ao, de um tnico argumento, 1) : Rt — R | tal que:

O(x) =¢(r),  r=|[x]

(2.34)
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A norma usualmente utilizada é a distancia euclidiana, embora outras func¢oes

de distancia também sejam possiveis. Por exemplo, a métrica de Lukaszyk-Karmowski

(LUKASZYK, 2004).

Somas de fungoes de base radial sdao tipicamente usadas para aproximar funcoes.
Este processo de aproximacao também pode ser interpretado como um caso simples de

rede neural.

Tipos de fungoes de base radial usados comumente incluem:

o Multi-quadratica:
P(r) =1+ (er)?
e Splines poli-harmonicas:
P(r)=7r% k=135 ...
o Thin plate spline:
(r) =r?In(r)

No presente trabalho, funcoes de base radial do tipo "Thin plate spline” sdo
utilizadas para realizar aproximacoes; visando, possibilitar a transformacao de integrais
de dominio em integrais de contorno. O procedimento generalizado para tal aplicagao é

ilustrado a seguir.

Considere uma aproximacao h(X) de uma funcao f(X), tal que:

FX) = (X)) =3 o (X = X;) (2.35)

j=1

onde (X — X;) é uma funcao de base radial e a; sao coeficientes desconhecidos, que

podem ser determinados impondo-se:

X)) =f(X), i=1,23,...,N (2.36)

A combinagao das equagoes 2.35 e 2.36 resulta em um sistema de equagoes lineares:

P(X - X1) Y(X—-Xy) - (X —Xn) | [ f(Xy)
V(X .— X1) (X ‘— X5) - P(Xy — Xn) Of2 _ f(‘?(z) (2.37)
V( Xy —X1) v(Xy—Xs) - (Xn—Xn)| (an f(Xn)

Ou, em forma compacta:

[wl{a} = {f} (2.38)
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onde [¥] é a matriz simétrica chamada matriz de interpolagao, {a} e {f} sdo matrizes
colunas. O problema sera bem posto, isto é, a solucao existira e serd tnica, se e somente
se a matriz for nao-singular. No entanto, para que a matriz de interpolacdo tenha esta
caracteristica, a funcao devera ser definida como positiva; entretanto, ndo é objetivo deste
trabalho se aprofundar no tema, maiores detalhes sobre funcoes radiais e suas aplicagoes

podem ser encontradas em Fasshauer (2007) ou Buhmann (2003).
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3. O PROBLEMA DE LAPLACE

A Equacao de Laplace é uma equagao diferencial parcial eliptica de alta relevancia,
uma vez que possibilita modelar o comportamentos do potencial em varios campos da
ciéncia, como, por exemplo, a astronomia, termofisica, a mecanica dos fluidos, entre outras
aplicagoes. Com efeito, a teoria geral de solucoes para a equagao de Laplace é conhecida
como teoria do potencial. Em duas dimensdes, i.e. no espaco euclidiano R?, a equacio de

Laplace toma a forma, em coordenadas cartesianas, da equacao (3.1):

V2u(a:, y)=uy; =0 (3.1)

Considere que busca-se a solug¢ao da equacao de Laplace em um dominio bidimen-

sional, figura (9).

I n

U N

Figura 9 — Defini¢bes geométricas do problema
Adaptado de Partridge, Brebbia ¢ Wrobel (1991)

No contorno sao aplicadas condigoes: essenciais, u = u, em I'y e naturais, ¢ = g—z =q,
em I'5. Onde n é o vetor normal externo ao contorno, I' = I'y + I'y e as barras indicam
valores conhecidos. Condigoes de contorno mais complexas, tais como combinacoes das

anteriores, isto é:

au+ Bq =7 (3.2)

onde a, ( e 7 sdo parametros conhecidos, podem ser facilmente incluidos (BREBBIA;
TELLES; WROBEL, 1984), mas eles nao serao considerados aqui por uma questao de

simplicidade.
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3.1 Solucao Fundamental

A solucao fundamental para o problema de Laplace, u*, representa o campo gerado
por uma fonte unitaria concentrada atuando em um ponto £, denominado ponto fonte.
O efeito dessa fonte é propagado de £ para o infinito, sem qualquer consideragao das

condigoes de contorno. Por isso, u* satisfaz a seguinte equacao de Poisson:

EV2u* +0(X —€) =0 (3.3)

onde §(X — &) representa uma fungio de delta de Dirac que vai ao infinito no ponto £ e é
igual a zero nos demais pontos. A integral de (X — &) sobre o dominio é igual a unidade.
O uso da func¢ao delta de Dirac é uma maneira de representar fontes concentradas e forcas

unitarias ao lidar com equagoes diferenciais.

Para um meio bidimensional homogéneo e isotrépico, a solugao fundamental da equacao
(3.3) ¢ (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984):

1 1
(X, €)= —1In—- 4
w(X,€) = 5l (3.4)
com derivada normal:
1 10r
(X, €)= ——— 3.5
X =5 (35)

onde r é a distancia euclidiana do ponto i de aplicacao da fonte concentrada a qualquer

outro ponto X em consideragao.

3.2 Equacao Integral de Contorno

A equacao integral de contorno inicial requerida pelo MEC pode ser deduzida
de maneira simples com base em consideracoes do Método de Residuos Ponderados, o
Teorema de Gauss- Green e Propriedades do calculo integral e diferencial. A vantagem de
usar uma técnica de Residuos Ponderados ¢ sua generalidade, ela permite a extensao do
método para a solucao de equagoes diferenciais parciais mais complexas e também pode

ser usada para relacionar elementos de contorno com outras técnicas numeéricas.

O passo inicial desta dedugao consiste em multiplicando a equacao 3.1 por uma

fungdo peso w e integrar sobre o dominio §2; assume-se entao que o resultado da integral é
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nulo, gerando entao a seguinte sentenca do Método de Residuos Ponderados:

/Q V2u(X)wd = 0 (3.6)

Com o objetivo de obter uma equagcao integral que nao possua integrais de dominio,
a funcao a ser utilizada como peso de ponderacao na sentenga de Residuos Ponderados deve
ser escolhida cuidadosamente. Qualquer func¢ao harmonica, ou seja, funcao cujo laplaciano
é nulo, satisfaz esta exigéncia; contudo, por razoes numéricas, a escolha mais adequada é
a func¢ao cujo laplaciano é o delta de Dirac. Faz-se entao uso da solu¢ao fundamental u*

explicitada na equacgao 3.4.

/Q V2u(X ) (X, €)dQ = 0 (3.7)

A aplicacao do Teorema de Green, da regra da derivada do produto e propriedades
das integrais possibilitam o desenvolvimento matematico de forma que obtém-se a expressao

a seguir:

ou(X)
on

wF (X, €)dT — / u(x) 2258

r on

dr + /Q W(XOVRAX, AL =0  (3.8)

A Presenga de uma integral de dominio impossibilita a aplicacao imediata do MEC,

deve-se primeiramente resolver esta integral. O procedimento de resolugao é descrito a

seguir:
I= /Q w(X)V2u* (X, £)d9 (3.9)
Pela equagao (3.4):
[= /Qu(X) [_5()2_5)] ds) (3.10)
Fazendo uso da propriedade do delta de Dirac na integracgao:
I= —“f) (3.11)

A Equacao (3.8) pode entao ser reescrita:

/F [—ka%(fq uF (X, €)dT + /F u(X) lkau’g,g)] dU +u(€)=0  (3.12)

Ou ainda:

u(€) = [ u(X)q (X.Odr — [ g(X)u (X, §)dr (313)
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A Equagao (3.13) é a equagao integral de contorno quando o ponto fonte encontra-se
no interior do dominio. A fim de considerar o ponto £ no contorno, é necessario a inclusao

de um coeficiente ¢(§) conforme segue:
c(©u(©) = [ u(X)q" (X, dr — [ q(X)u*(X,&)dr (3.14)

O coeficiente ¢(§) considera as possibilidades de posicionamento do ponto fonte em

relagdo ao dominio §2 e ao contorno I'.

1, ¢€er
co§)=9%,  ¢eT (3.15)
0, ¢¢QuUl

O procedimento detalhado de defini¢ao de ¢(§) pode ser encontrado em Brebbia,
Telles e Wrobel (1984). A variavel 6; ¢ o angulo interno do contorno como demostrado na

figura (10) abaixo.

I’

Figura 10 — Angulo interno do contorno

Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto é, ndo é um

canto, tem-se:

(§)=5-=5-= ! (3.16)

Esta ¢ a equacgao integral de contorno geralmente usada como ponto de partida para a

formulagao do Método dos Elemento de Contorno.

3.3 Discretizacao via MEC

A Equacao (3.14) pode ser entdo discretizada, gerando o sistema de equagoes a
partir do qual os valores das incognitas no contorno podem ser encontrados. Elementos
lineares serao considerados nesta secao por simplicidade; entretanto, os resultados aqui

obtidos podem ser generalizados para elementos superiores.
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O contorno considerado ¢ dividido em N elementos e a equacao (3.14) pode ser

reescrita, na forma discretizada:

Qe = 32| [ atxirx.ar| -3 |

j=1 J 7j=1

/ g(X)u*(X, {)dF] (3.17)

J

Utilizando os conceitos expostos na secgao (2.2.1) e omitindo propositalmente os

argumentos para facilitar a compreensao, pode-se escrever:

N

c(§u(§) = % {/F [cbl M [Zj q*dF} -y {/F [¢1 qbg} [gj u*dF} (3.18)

Jj=1 J=1

Uma escrita alternativa é a presentada a seguir:

c<§>u<f)=§:{[h1 ol H}—i{[gl 9] H} (3.19)

(3.20)

Neste ponto é necessario se fazer algumas consideragoes sobre estes coeficientes,
dado que, a integracao numérica enquanto ferramenta de calculo das integrais que os

definem ¢ o escopo principal deste trabalho.

Ressalta-se que o célculo destes coeficientes é de grande importancia dentro do
método, uma vez que a precisao do MEC esta fortemente relacionada a obtencao correta
de tais coeficientes (BREBBIA; WALKER, 1980). Um capitulo posterior serd voltado
exclusivamente para discorrer a respeito das técnicas de integracao utilizadas neste trabalho

para computar estes coeficientes.

Dando sequéncia ao desenvolvimento do processo de aplicacdo do MEC sobre a
equacao de Laplace, observe que esta se assumindo que a solucao fundamental é aplicada
em um determinado né ¢, embora isso nao esteja explicitamente indicado na notacao de

u* e ¢*. Assim, para um determinado ponto ¢, pode-se escrever:

N N
Cu; + Z ujHij = Z QjGij (321)
7=1

J=1

Fazendo

J J J
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onde § é o delta de Kronecker, de tal maneira que o valor de ¢(¢) é somado a H quando

i = j, entao a equacao (3.21) pode agora ser escrita como:

N N
i=1 j=1

Assume-se que a solu¢do fundamental é aplicada em cada nd sucessivamente; assim,
um sistema de equagoes é obtido, resultante da aplicagao da equagao (3.23) ao longo do
contorno discretizado. Este conjunto de equagoes pode ser expresso em forma matricial

CcOomao:

[H{u} = [G{a} (3.24)

onde H e G sao duas matrizes N x N e u e q sao vetores de tamanho N.

Note que N; valores de u e N, valores de ¢ sdo conhecidos em I'; e I's, respectiva-
mente (N7 + Ny = N); portanto, existem apenas N varidveis desconhecidas no sistema de
equagoes (3.24). Para introduzir essas condi¢oes de contorno na equagao (3.24) é necessério
reorganizar o sistema movendo as colunas de [H] e [G]. Uma vez que todas as incognitas

sao passadas para o lado esquerdo, pode-se escrever:

[Al{x} = {y} (3.25)

onde {x} é um vetor de valores do contorno desconhecidos de u e ¢, e {y} é encontrado
multiplicando as colunas correspondentes de [H] ou [G] pelos valores conhecidos de u ou q.
E interessante ressaltar que os valores desconhecidos sio agora um conjunto de valores do
potencial e sua derivada normal, em vez do potencial apenas, como em elementos finitos.
Isto ¢ uma consequéncia do método do elemento de contorno ser uma formulacao hibrida

e constitui uma vantagem importante sobre os elementos finitos.

A equagdo (3.25) pode ser resolvida e todos os valores do contorno séo entao
conhecidos. Feito isso, é possivel calcular valores internos de u ou suas derivadas. Os

valores de u sao calculados em qualquer ponto interno ¢ usando a equagao a seguir:

U; :/qu*dF—/uq*dF (3.26)
r r

Observe que agora a solucao fundamental é considerada atuando em um ponto
interno 7 e que todos os valores de u e ¢ ja sdo conhecidos. O processo é entao de integracao

direta. A mesma discretizacao é usada para as integrais de contorno, isto é:

N N
j=1 j=1
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Os coeficientes H;; e G;; devem ser novamente calculados para cada ponto interno.

Os valores dos fluxos internos nas duas diregoes cartesianas sao calculados pela

realizacao de derivadas, nas respectivas diregoes, na equagao (3.26), ou seja:

() g 0
(42)i = <8x>i_/rq(9x dt /1“u(9xdF
_ (Ou) ou* oq*
(qy)i = (&y)z _/any dr /Fuay dr

Note que as derivadas sao realizadas apenas nas solugoes fundamentais u* e ¢*, ja que

(3.28)

estao sendo computadas as variacoes de potencial ao redor do ponto 1.
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4. O PROBLEMA ADVECTIVO DIFUSIVO

A equacao de convecgao-difusao é uma equacao parabdlica em derivadas parciais, a
qual é largamente utilizada para modelar e descrever fendomenos fisicos onde ha o transporte
de determinada grandeza fisica, como massa ou energia, em dado sistema devido a processos
de difusdo e convecgao (também denominada advecgao), dai o nomenclatura usual da

equagao.

Para o caso mais simples, isto é, quando o coeficiente de difusao e a velocidade
de conveccao sao constantes unitarios e nao ha fontes ou sorvedouros, a equacao toma a
forma, em notacao indicial:

)

O termo no lado esquerdo representa o processo de difusdo enquanto o termo no lado

direito modela a advecc¢ao (ou convecgao).

De forma andloga ao procedimento aplicado no capitulo anterior para resolver a
equagao de Laplace, ao multiplicar-se ambos os lados da equagao (4.1) por uma varia-
vel auxiliar, denominada solucao fundamental, obtém-se a formulagao integral forte do

problema.
[ (X (6 X)a0uX) = [ w(X)ua(X)u (€, X)) (4.2)

A partir deste ponto, a formulacao classica do MEC, que baseia-se no uso da solugao
fundamental correlata ao problema de advecgao-difusao pode ser aplicada; entretanto,

ha limitagoes para esta formulagao, especialmente para campos de velocidade variaveis

(RAMACHANDRAN, 1994).

No presente estudo optou-se por se trabalhar com cada termo separadamente com
formulagoes distintas. O lado esquerdo (difusivo), se visto isoladamente, corresponde a
equagao diferencial de Laplace, e sera tratado matematicamente como foi exposto no

capitulo anterior.

Uma vez que o lado difusivo foi solucionado, os esforcos sao agora para tratamento
do lado advectivo da equacgao de governo, que para ser escrito em termos de integrais de
contorno precisa ser tratado através de técnicas matematicas adequadas. A expressao a

seguir apresenta a equacao integral no dominio da adveccao em separado:

Iy = [ wi(X)ua(X)u (€, X)dQ(X) (4.3)
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Fazendo uso da diferenciacao por partes, pode-se escrever:

(viuu®) s = (viu) ju™ + viuw; (4.4)

(viuu™) ;s = [vgiu + viuglu® + viuu (4.5)

Considerando o fluido incompressivel:

Vi =0 (4.6)
Logo:
viugut = (viuu®) ; — viuu (4.7)
Ou ainda,
Iy = / (vuu™) ;d§) — / vyuw’dSQ (4.8)
Q Q ’

A Equacao (4.8) apresenta a forma integral fraca do termo advectivo. Aplicando
sobre esta forma integral o Teorema da Divergéncia, é possivel levar a primeira integral

para o contorno.
Lo = [ w(0m(Xu(X)u (& X)dr = [ 0:(X)u(X)u(& X)de (4.9)

Dado que a aplicagdo do MEC nao admite integrais sobre o dominio, volta-se entao, a
partir de agora, o foco para o tratamento da segunda integral que ainda é correlata ao

dominio.

4.1 Regularizacao do Termo de Dominio

Tratar o termo de dominio consiste em utilizar técnicas matematicas para o manipu-
lar e por fim transformar a integral de dominio em uma integral de contorno, possibilitando
assim a aplicagdo do MEC. H& diversas formas de se alcancar tal resultado, gerando diversas
formulagoes diferentes do MEC como a Dupla Reciprocidade (PARTRIDGE; BREBBIA;
WROBEL, 1991) e o Método de Integragao Radial (GAO, 2002). Neste trabalho optou-se
por utilizar o método apresentado por Loeffler (2015) que ja foi testado e apresenta bons
resultados no tratamento de diversos problemas da engenharia (SANTOS; NETTO, 2018)
(NETO; LARA; BARCELOS, 2015), (NETO; MANSUR; BARCELOS, ), (BARCELOS;
LOEFFLER; BARBOSA, 2018).

A formulac¢do com integracao direta (MECID) propoe aproximar todo o nicleo
da integral de dominio utilizando fungoes de base radial. Entretanto um procedimento

anterior a aproximagao ¢ realizado visando regularizar a singularidade existente quando o



Capitulo 4. O PROBLEMA ADVECTIVO DIFUSIVO 39

ponto fonte £ coincide com o ponto interpolante X. Tal procedimento consiste em somar e

subtrair na equacao integral um termo apropriado
Iy = [ 0(On(Xu(X)u' (€, X)T = [ oi(X)u(X)u}(E X)d2

(4.10)
+ / v (X (€ (€, X )dQ — /Q 0 (X )u(€)er' (€, X)dQ2

Observe que a escolha do termo a ser adicionado e subtraido é tal que propicia

Iy = /F v (X ) (X )u(X)u* (€, X)dl — /Q 0 (X) [u(X) = u(€)]ury (€, X)dQ

_/ (e 0 (4.11)

A presenga do termo [u(X) — u(§)] no nicleo da segunda integral garante a
regularizacao da singularidade existente quando a solugao fundamental é avaliada para

pontos interpolantes que se aproximam do ponto fonte.

Ao observar a equagdo (4.11) nota-se que hé agora 2 integrais no dominio. O
segundo termo, chamado regularizado serd tratado com a formulacdo MECID e o termo
gerado pela regularizacao, nomeado termo excedente. As secgdes subsequentes expoe o

tratamento de cada um destes dois termos.

4.2 Tratamento do Termo Regularizado

O termo regularizado, Tg, é exposto abaixo.
Te = [ wOM(X) = ul©)lus (€, X)d0 (4.12)

O MECID preconiza que o todo o niicleo da integral sera aproximado por funcoes
de base radial. Em outras palavras, o integrando sera aproximado interpolando as fungoes

de base radial, que serdo ponderadas por coeficientes por hora indeterminados.

5 (0)[u(X) = u(©)]u’(E, X) ~ oSy (X, X) (4.13)

O uso do conceito de primitivas e do Teorema da Divergéncia em conjunto com

propriedades do calculo integral, possibilita o desenvolvimento a seguir.

TRN/aFXXdQ—af/WdQ:a/ JdQ_af/ il (4.14)

Neste ponto ¢é interessante definir uma nova variavel que acople o produto entre o

cosseno diretor e o gradiente da primitiva como segue.

= (Pini)’ (4.15)
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A Equacao (4.14) pode entao ser reescrita.
Tr ~ af / ;D (4.16)
r

A integral presente na equagao (4.16) pode ser condensada na seguinte notagao
mais simples:
N; = / n;dl (4.17)
r

Desta forma o termo regularizado pode escrito em func¢ao dos coeficientes a deter-

minar oé e das quantidades N;, resultando em:

Tp ~ a5N; (4.18)

4.3 Tratamento do Termo Excedente

Uma vez tratado o termo regularizado, o ultimo termo que demanda tratamento

algébrico é o termo de dominio inserido na formulagao devido ao artificio da regularizacao.

Ty = [ ei(X)pu(€)us (€, X)d2 (4.19)

Como o termo de potencial u(§) é independente das coordenadas espaciais, pode deixar a

integral, restando agora apenas os dois outros termos.
Ty = u(€) / va(X )t (€, X)dD (4.20)
Q b
Fazendo uso da diferenciacdo por partes, podemos escrever:

(viu®) i = viu” + viu (4.21)

Pela hipotese de fluido incompressivel:

Ou seja,
(vu*) ; = viu’ (4.23)

32

Com o auxilio do Teorema da Divergéncia e da equagao (4.23) o termo excedente

pode ser escrito, ja no contorno:

T = u(€) [ vi(X)mi(X)u" (¢, X)dT (4.24)
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4.4 Discretizacao via MEC

Uma vez que todos os termos de dominio foram tratados é possivel escrever a

equacao integral de contorno para o lado advectivo, Iy4.

I, = / vinuwdl — aﬁNj — u/ vinuw*dl’ (4.25)
r r

A partir deste ponto, o MEC é aplicado, o problema é discretizado e o sistema de
equagoes relacionando os valores conhecidos e as incognitas no contorno pode ser montado.
Uma vez executado com sucesso o procedimento de discretizacao da equacao integral de
governo ¢ possivel gerar um sistema linear responsavel por calcular as incdgnitas em cada
elemento do contorno. Uma visao geral de uma linha do sistema matricial é apresentada a

seguir:
c(E)u(€) + {ujHe} — {q;Ge;} = {vfnju;Ge;} + {og; Nj — u(@){(vini);Ge; b (4.26)

Expandindo para todos os nés do problema, temos a forma matricial a seguir:

[H]{u} - [G{q} = [G'{u} — [a{N} — [D]{u} (4.27)

Ou ainda:
(H] - [G]+ [D]){u} = [G{a} — [o]{N} (4.28)

As matrizes [H] e [G] classicas da formulagao tradicional do MEC, foram abordadas
no capitulo anterior. A matriz [G’] é resultado da discretizacdo da primeira integral da
equagao (4.25), enquanto [a]{ N} representa o termo aproximado pelas fung¢oes de base
radial; e, a matriz [D] advém do termo excedente tratado na subsecao 4.3. Maiores detalhes

sobre cada uma desta matrizes podem ser encontrados em Pinheiro (2018).
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5. O PROBLEMA DE HELMHOLTZ

Por definigdo, som é uma pequena perturbacao (P, p) dos campos de pressao e
densidade de um estado constante (Fp, pp) em um fluido ideal e compressivel. Em certo
ponto z, as fungoes P(z,t) e p(z,t) representam vibragdes com uma pequena amplitude.

A relacao entre velocidade de propagacdo de uma onda, densidade e pressao é dada por:

P=¢cp (5.1)

onde c é a velocidade do som no meio. Utilizando conceitos da equagdao da continuidade e

da equacao de Euler, obtém-se:

o*p 20%p 2 2
gz = C g = ¢V (V) =V (VP) (52)
Que conduz a equagao da onda:
1
2

Assumindo que a equacao (5.2) tenha solugoes do tipo harménicas temporais:
P(z,t) = u(X)e ™! (5.4)

onde u(x) representa a parcela espacial, enquanto e ™ reproduz o comportamento tempo-
ral; com w > 0 sendo a frequéncia angular. Desse modo, substituindo a solugdo na forma
de harmonicos temporais (5.4) na equagao (5.3), obtém-se:

1 0 [u(X)e~ ™1

VQ(U(X)B_Wt) 2 o7

=0 (5.5)

Observa-se que o primeiro termo, com o operador Laplaciano V2, é essencialmente
de derivadas espaciais, assim e~ é tomada como constante, para cada instante t. J4 no
segundo termo, com derivadas parciais temporais, a funcao u(X) é, desta vez, tomada
como constante, para cada posicao x. Assim, é possivel escrever:

w2

e IV (u(X)) + Su(X)e ™ =0 (5.6)

—u
2
Entao, a equagao (5.6) pode ser simplificada para:
2

W
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chamada Equacao de Helmholtz.

A equacao de Helmholtz, que representa uma forma independente do tempo da
equagao de onda, surge em varios dominios da ciéncia quando se busca modelar fenémenos
que envolvem harmonicos temporais de fendmenos de propagacao e dispersao. Aplicagoes
classicas da equacao de Helmholtz englobam: o estudo da radiacao eletromagnética,
sismologia e actstica (BALACHANDRAN; MAGRAB, 2008).

5.1 Formulacao Integral Forte do Problema

Integrando a equacao (5.7) sobre o dominio fisico 2(X'), usando uma fungéo auxiliar,
solugao fundamental de um problema correlato, u*(&; X), resulta:
2
[ V() (& X)do = - (“) [ (& x)a0 (5.8)
Q c/) Ja
Aplicando a integragao por partes e o Teorema da Divergéncia na equagao (5.8),
resulta na seguinte expressao:
(©u(©) + [u(X)q (& X)dr = [ ()& X)dr =~ (£ [ a(xX)u (& X)d2 (5.9

Na equacao (5.9), u(X) é o potencial escalar e ¢(X) é sua derivada normal; u*(¢, X)

é a solucao fundamental para a Equagao de Laplace e ¢*(£, X) é sua derivada normal.

5.2 Regularizacao do Termo de Dominio

Note que existe uma integral de dominio na equagao (5.9). Essa integral de dominio
devera ser transformada em integral de contorno. De forma andloga ao que foi exposto
no capitulo 4 a formulacado MECID pode ser utilizada para trata-la. Entretanto, um
procedimento anterior & aproximacao é realizado visando regularizar a singularidade
existente quando o ponto fonte ¢ coincide com o ponto interpolante X. Tal procedimento
consiste em somar e subtrair na equagao integral um termo apropriado, para problema de
Helmholtz o procedimento é (LOEFFLER; MANSUR, 2017):

W\ 2
Ip=-— () /Qu(X)u*(ﬁ;X)dQ (5.10)

C

Entao:

(5.11)
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Rearranjando os termos:

]b:—(wY{LMQﬁ—M@W%&XMQ+AU@MW@XMQ} (5.12)

C

Ao observar a equacao (5.12) nota-se que ha agora duas integrais no dominio. O
primeiro termo, chamado regularizado serd tratado com a formulagao MECID e o termo
gerado pela regularizacao, nomeado termo excedente é tratado via Tensor de Galerkin. As

secgoes subsequentes expoe o tratamento de cada um destes dois termos.

5.3 Tratamento do Termo Regularizado

O termo regularizado, Tg, é exposto abaixo.

T~ (£) [ 06) — (@)l X)d0 (5.13)

C

Como ja exposto, a formulagao MECID propoe aproximar todo o ntcleo da inte-
gral de dominio utilizando func¢des de base radial ponderadas por coeficientes por hora

indeterminados.

() 1) — (@l (€ %) = S (X) (5.14)

C

Se é possivel encontrar fungoes primitivas v; das fun¢oes radiais utilizadas, pode-se

escrever:

[ a0 = [ af(wiydn = [ o(wnydr (5.15)

Considerando que:

= (Yin:)’ (5.16)

onde n;(X) sdo os cossenos diretores definidos pela conformagao geométrica do corpo. A

Equagao (5.13) pode entdo ser reescrita.
mz@/%ﬂ (5.17)
r

A integral presente na equacao (5.17) pode ser condensada em uma notagao mais

simples.

M:Amﬂ (5.18)

Desta forma o termo regularizado pode escrito em funcao dos coeficientes a deter-

minar oz§ e das quantidades V;, resultando em:

Tr ~ a5 N, (5.19)
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5.4 Tratamento do Termo Excedente

Uma vez tratado o termo regularizado, o ultimo termo que demanda tratamento

algébrico é o termo de dominio inserido na formulagao devido ao artificio da regularizacao.

w

15 =—(2) [ wley (& x)a0 (5.20)

C

Este ultimo termo que pode ser tratado matematicamente via Tensor de Galerkin

(KYTHE, 1995) e assim ser transformado numa integral de contorno; toma-se inicialmente:

Gi(€, X) = u' (€, X) (5.21)
Pode-se escrever entéo:
Ty = — (“;’f [ ()G, x)a0 (5.22)
Ou ainda:
Ty = —u(€) (‘;}f /Q G4(€, X)dQ (5.23)

Aplicando o Teorema da Divergéncia, o termo excedente pode ser reescrito:
w2
Te = —u() (%) [ 616 X)m(x)dr (5.24)
c r
A derivada direcional de G*(§, X) ¢é

GE Xpmi(X) = {05 — Infr(€, X)]}rin (5.25)

5.5 Discretizacao via MEC

Uma vez que todos os termos de dominio foram tratados é possivel escrever a

equacao integral de contorno.
+/ ¢*(&; X)dl — / g(X)u (£; X)dT =

(5.26)
ZaﬁNJ—U(i) (£) [ eue xomxar -

Apds a aplicagao em todos os nés do contorno usando a técnica de colocagao, a
equagao (5.26) pode ser expressa na forma matricial que correlaciona os valores nodais

prescritos com os valores incognitos.

H){u) ~ Gl{a) = (%) )Ny + (2) (5.27)
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As matrizes [H| e [G] sao classicas da formulagao tradicional do MEC, foram
abordadas nos capitulos anteriores. O termo [a]{ N} representa o termo aproximado pelas
fungoes de base radial; e, o vetor [Z] advém do termo excedente tratado na subsecao
5.4. Maiores detalhes sobre o processo de aplicacao do MEC, discretizagao e construcao
das matrizes finais via MECID no problema de Helmholtz podem ser encontrados nas

referéncias (LOEFFLER; MANSUR, 2017) e (CAMPOS et al., 2020).

5.6 Aplicacao da Equacao de Helmholtz ao Problema de Autovalor

O movimento de um sistema de um grau de liberdade (GDL), ndo amortecido,
quando retirado do repouso por uma excitagao pontual e deixado para vibrar livremente,
pode ser descrito pela frequéncia de vibracao deste, denominada frequéncia natural.
Entretanto, para descrever o movimento de sistemas mais complexos, com n graus de
liberdade, é preciso nao apenas explicitar a frequéncia natural como também a configuracao
de deslocamento natural, o chamado modo de vibragao. Além disso, existem tantas

) 7

frequéncias e modos naturais de vibragdo quanto o nimero de GDL do sistema.

A equagao de movimento para um sistema nao amortecido com n GLD pode ser
escrita como (BALACHANDRAN; MAGRAB, 2008):

[MI{i(t)} + [K[{z(t)} =0
{2(0)} = {zo} (5.28)
{£(0)} = {0}

onde z(t) é o vetor de deslocamento, [M] é a matriz de inércia e [K] é a matriz de rigidez.

Para um sistema fisico, [M] e [K] sdo matrizes positivas definas simétricas.

Para achar a resposta da vibragao livre, assume-se a resposta harmonica complexa

analoga ao caso de um GDL, isto é

{z(t)} = {ue™'} (5.29)

onde u e w sdo, respectivamente, vetor e constante a serem determinadas. Substituindo a

soluc@o assumida (5.29) na equagao (5.28):

(—w?*[M] + [K]){ue™'} =0 (5.30)

Como €™ # 0, chega-se em um problema algébrico de autovalor e autovetor:

(K] — w*M]){u} =0 (5.31)
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com valores de u e w desconhecidos. Onde w, o autovalor, é a frequéncia natural do sistema,
u, o autovetor, ¢ modo de forma do sistema. w reapresenta a frequéncia de oscilagao
enquanto u esta associado a configuracao de deslocamentos. Isto é, o sistema pode vibrar
em sincronia com a frequéncia e a vibracao forma um certo padrao de deslocamento,
cuja forma ndo muda ao longo do movimento; apenas a amplitude da configuracao muda.
Pode-se observar que existem tantos valores de w quanto de u, equivalentes ao niimero de
GDL do sistema.

A andlise do problema de autovalor, fundamenta-se na obtencdo numérica dos
valores w, que atendam a equagao (5.31). Onde os valores da matriz [K] referem-se ao
termo difusivo, enquanto os valores da matriz [M] representam o termo reativo da equacao
de Helmholtz, tais matrizes sao obtidas através dos métodos numéricos onde a matriz de

inércia é explicitada.

Além de seu apelo pratico, o problema de autovalor pode ser utilizado como uma
poderosa ferramenta de avaliagdo, uma vez que os valores das frequéncias calculadas
estao diretamente relacionados a qualidade e robustez do modelo numérico. No MEC, a
consisténcia da matriz de inércia, que é aproximada usando func¢oes de base radial, é o

ponto focal desta anélise.

Autovalores negativos e complexos podem surgir relacionados a frequéncias mais

altas, indicando a perda de precisao do modelo numérico.

5.6.1 Construcdo da Matriz de Inércia

O sistema descrito pela equacao 5.27 precisa ser adequadamente operacionalizado,
uma vez que envolve simultaneamente tanto valores do potencial quanto de sua derivada

normal. Para tanto, é necessario usar novas submatrizes nas quais se destacam os valores
nodais de u e g prescritos:

Huﬂ Huq U q_ :(w)2 Muﬂ Muq U (532)
Hqﬂ qu u q ¢ Mqﬂ qu u

Considerando que, para este tipo de problema, os valores prescritos de u e ¢ sao

Guﬁ Guc}
Gqﬁ th?

nulos:

w 2
7, (5.33)
w

Hoqu — Ggaq = <c> Mgu

Dessas duas tultimas equagoes, eliminando-se a derivada do potencial ¢ encontra-se:

Hu — <t>2]\;_/u:0 (5.34)
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Onde:

H=Hy, — GuG, Hy, (5.35)

M = My, — GGt M,, (5.36)
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6. INTEGRACAO NUMERICA

A integracdo numérica é um dos pontos altamente relevantes no contexto do
Método dos Elementos de Contorno, sendo tema de diversos trabalhos nas tltimas décadas
(TANAKA; SLADEK, 1994). A importancia desse topico é percebida a partir das equagoes
3.24, 4.28, 5.27 (repetida em sua forma geral a seguir), onde os coeficientes das matrizes [H]
e [G] ali representadas podem ser chamados de coeficientes de influéncia, como apresentado

no capitulo 3.

[Hl{u} - [Gl{q} = {b} (6.1)

Para elementos mais simples como o constante ou o linear, o calculo analitico das

integrais envolvidas na determinacao destes coeficientes é relativamente descomplicado.

Portanto, apesar da possibilidade de se utilizar métodos de integracao analitica ou
semi-analitica para o calculo das matrizes MEC, esta pratica geralmente limita o tipo de
elemento que pode ser usado para discretizar o contorno, obrigando o uso de elementos
constates, que precisam de uma discretizagao com maior nimero de elementos para obter
uma representagao das variaveis fisicas do problema com a mesma qualidade dos elementos
quadraticos ou de maior ordem. Um maior niimero de elementos implica em matrizes
maiores, juntamente com o fato de as matrizes do método serem cheias e nao simétricas,
eleva o custo computacional do MEC devido ao grande nimero de operagoes necessarias

ao se montar e resolver o sistema linear associado.

A integracao numérica, em sua forma mais avancada, possibilita o uso de elementos
quadraticos ou de maior ordem, o que, em primeira instancia, reduz a ordem das matrizes.
Porém, os métodos conhecidos, em geral, necessitam de uma quantidade elevada de pontos
de integracao para obter uma boa precisao no calculo das matrizes. Assim, técnicas que
propoem aumentar a precisao das técnicas numéricas, como o esquema autoadaptativo

proposto por Telles (1987), sdo deveras relevantes.

Ao longo dos anos, diversas outros trabalhos foram desenvolvidas no intuito de se
calcular de forma mais precisa possivel estes coeficientes (HAYAMI; BREBBIA, 1987),
(KIM-CHUAN; MUKHERJEE, 1994), (ZHU; SHAH; DATTA, 1996), (JOHNSTON, 1999),
(GAO, 2010).

Boa parcela das técnicas que foram apresentadas utilizam-se de quadraturas. As
Quadraturas numéricas sao técnicas que propoem obter o valor da integral almejada

através de uma interpolagao linear de valores da funcao a ser integrada, utilizando-se de
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pontos de integracao especificos, (;, ponderados por determinados coeficientes, os pesos w;

, assim:

I = /abf(x)d:c ~w f(G) Fwaf(C) + -+ wnf(G) (6.2)

A escolha dos pontos de integracao (; e dos pesos w; é de suma importancia para
uma boa representagao do integrando no intervalo desejado; e pode ser feita de acordo

com diversos procedimentos, que, de forma, geral podem ser agrupados em duas categorias
(CLAUDIO D.M. MARIN, 1994):

o Quadraturas Fixas: A escolha dos parametros (; e w; nao depende do comportamento
da funcao, trata-se apenas de uma escolha do tipo de esquema de integracao a ser

utilizado; e,

« Quadraturas Adaptativas: neste caso a definicdo dos pontos de integragao (; é feita
de acordo com o comportamento da fungao f(x), de tal forma a obter-se uma maior
concentragao dos pontos (; na regiao onde a funcao apresente uma variagao mais

acentuada.

No ambiente do MEC, a Quadratura Gaussiana ¢ amplamente utilizada para o
calculo numérico de integrais, devido a sua simplicidade e rapidez. O processo de integragao
via Quadratura Gaussiana pode ser ilustrado de acordo com a expressao que se segue
(ABRAMOWITZ M. STEGUN, 1970).

NPG

1= [ fwdr =Y w,f() (63

p=1
onde NPG ¢ o nimero de pontos de integragao, w; sao os pesos de Gauss e ¢, os pontos

de Gauss.

Tal esquema de integracao possui a vantagem de calcular de forma precisa as
integrais de fungdes polinomiais de graus p = 2NPG - 1 (FRANCO, 2006).

Os pontos de integracao, ¢, sao valores discretos distribuidos ao longo do intervalo
real [-1; 1] que é parametrizado por uma variavel natural. A distribui¢ao de tais pontos é
simétrica em relagdo a origem, mas estes nao se encontram igualmente espacados ao longo
do intervalo de integracao. Pode-se adotar um nimero qualquer de pontos de integracao,
sendo que para integrandos nao expressos por fungdes polinomiais a escolha de um maior
niumero de pontos de integragao proporcionara uma melhor avaliacao da integral (FRANCO,
2006).

Mesmo quando existe singularidade na funcao a ser integrada, a quadratura de
Gauss ainda pode ser utilizada, pois como ocorre na formulacao direta de Elementos
de Contorno, aqui adotada para a equacao de Laplace, o valor Principal de Cauchy das

integrais resultantes e o valor obtido via quadratura de Gauss sao coincidentes quando
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estas sdo calculadas no sentido usual de integragao (BREBBIA; TELLES; WROBEL,
1984).

6.1 Classificacao das Integrais

De acordo com a func¢ao a ser integrada e o intervalo de integracao, as integrais
podem ser classificadas como sendo (BEER, 2015):

 Integrais Nao Singulares (Regulares): Quando o integrando, ao longo de todo o
intervalo de integracao, nao apresenta nenhuma singularidade. Isto ¢, ao longo do
intervalo de integragdo a funcgio a ser integrada nao cresce ou decresce infinitamente

em nenhum ponto;

o Integrais Singulares: Quando o integrando apresenta ao menos uma singularidade ao

longo do intervalo de integracao; e,

o Integrais Quase Singulares: Quando o ponto onde o integrando apresenta uma
singularidade nao pertence ao intervalo de integracao, mas encontra-se proximo a
ele. Neste caso, apesar de nao se atingir a singularidade no intervalo de integracao o
integrando apresenta uma elevada taxa de crescimento, isto é, um comportamento

assintotico.

No caso especifico dos problemas de campo escalar aqui tratados, as solugoes
fundamentais envolvem funcdes que se tornam singulares conforme se reduz a distancia do
chamado ponto fonte em relagao ao elemento de contorno ao qual se efetua a integracao.
Logo, o uso de esquemas de integracao autoadaptativos é recomendado, pois conforme
o caso, pode-se obter os trés tipos de integracoes: Singulares, Quase Singulares e Nao
Singulares, tornando assim a obtencao dos valores numéricos mais precisa. A vantagem
dos esquemas de integragao autoadaptativos é que, com apenas um tnico procedimento de

integracao, consegue-se englobar todos os tipos possiveis de integrais a serem avaliadas.

6.2 A Transformada de Telles

Telles (1987) apresentou um método eficiente para calcular integrais Singulares
ou Quase singulares que pode ser aplicado no cédlculo das integrais do MEC. Trata-se
de uma transformacao polinomial de terceiro grau que visa melhorar a aproximacao da
Quadratura Gaussiana nas proximidades da singularidade. Este procedimento pode ser
facilmente implementado no MEC e pode ser implementado de forma autoadaptavel, isto é,

o método todo produz uma variavel que depende da distancia do ponto fonte £ ao elemento.
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A autoadaptacao do método também o torna inativo quando nao for 1til, ou seja, para
grandes distancias entre o ponto fonte e o elemento a ser integrado. Tal fato garante maior
confiabilidade e seguranca na aplicacao. A seguir apresenta-se o procedimento de integragao
utilizando a Transformada 3 ordem proposta por (TELLES, 1987), que posteriormente

serd inserido em um esquema de integracao autoadaptativo.

Tendo-se, inicialmente, a integral apresentada a seguir, onde a funcao a ser integrada

f(n) é singular no ponto 7.
1
I= /_lf(n)dn (6.4)
sendo 7 a coordenada natural da integral.

Adota-se entao, uma transformacao de coordenadas de terceira ordem, dada de

acordo com a seguinte relacao:
n(y) =ay* +by* +cy+d (6.5)

onde:

- v é a coordenada fornecida pelos pontos de integracao da Quadratura Gaussiana e,
apos a transformacao, a coordenada 7 estara associada ao peso da Quadratura Gaussiana

correspondente a ponto de integracao original v; e,
- a, b, ¢, d sao parametros dependentes da posicao do ponto de singularidade 7.

Tal transformacao de coordenadas permanece valida para qualquer posicao do
ponto de singularidade e produz automaticamente uma maior concentracao dos pontos de

integragao préximos ao ponto de singularidade (TELLES, 1987).
Os parametros a, b, ¢, e d sao definidos pela aplicacao das seguintes condic¢oes:

d2n

dn
-1 0 d772

n(1) =1, n(-1)=—-1; il

=0 (6.6)

n

As duas primeiras condigoes de contorno expostas na equagao (6.6) impoem que o
intervalo da funcao transformada permanece [—1, 1], o que coincide com uso de elementos
isoparamétricos em coordenadas generalizadas no MEC. A terceira condicdo, implica que
o Jacobiano dessa transformagdo deve preferivelmente reduzir a ordem da singularidade
no ponto 7 e, a quarta condi¢do ¢ introduzida para produzir um ponto de minimo no
Jacobiano para o ponto 7 (um ponto de méaximo no Jacobiano pode também ser obtido).
Vale ressaltar que a derivada segunda apresentada na quarta condi¢ao corresponde a
derivada primeira do jacobiano, que se comporta como a melhor aproximacao linear da
transformagao, vide equagao (2.2). Este é o principal fundamento da Transformada de
Telles.
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A aplicagao das condigoes dadas na equagao (6.6) a equagao (6.5), fornece a solugao
em termos dos pardmetros a, b, ¢, d (TELLES, 1987):

1 —-37 3y
a=— b=—— ¢c=— d=-b 6.7
e "" 0 T 67
sendo:

Q=1+37 (6.8)
onde % € o valor da coordenada 7 correspondente ao ponto de singularidade 7 , isto é:

n() =1 (6.9)

O pardametro 7 pode ser obtido pela resolugdo da seguinte equagao:

5 = Vi + ||+ — bl +7 =T -1 (6.10)

A Equagao (6.4), pode ser entao reescrita da seguinte forma:

1
I= /_1f(n(7))J(7)dv (6.11)
J(7) é o Jacobiano da Transformagao dado por:
d
J(y) = dz =3ay* +2by +c (6.12)

Entretanto, estes valores de coeficientes expressos na equagao (6.7), restringem-se,
no contexto de elementos de contorno, para casos onde o ponto fonte é colocado no intervalo

do elemento, ou seja, a singularidade existente ocorre no elemento de contorno.

Para agrupar no mesmo esquema o calculo das integrais Nao Singulares e Quase
Singulares torna-se necessario algumas modificagoes, visando obter-se um esquema de
integracao autoadaptativo, onde os coeficientes da transformada sdo determinados de
acordo com a distancia do ponto fonte ao o elemento de contorno ao longo do qual é feita
a integracao. Isto é conseguido pela adicao de certos parametros nas expressoes acima

apresentadas, conforme serd exposto posteriormente na secgao 6.4.

6.3 Aplicacées da Transformada de Telles

A seguir sao apresentados e resolvidos alguns exemplos de integrais envolvendo
fungoes singulares. Apresentam-se os valores das integrais utilizando-se da Transformada
de 3* ordem e do procedimento tradicional da quadratura de Gauss, ambos aplicados
adotando-se diferentes niimeros de pontos de integracao (NPG). Tais resultados sao, entao,

comparados com solugdes de referéncia apresentadas em Telles (1987). Os exemplos foram
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resolvidos com 4, 8, 10 ,12 16 e 20 pontos de integracao. O erro percentual, e, foi calculado

segundo a expressao convencional:

]n - ]a
e = 100% 7 (6.13)
onde, I, ¢ o valor numérico e I, o valor analitico da integral.
6.3.1 Exemplo |
1
1’::j/ In(1 — n)dy = —0.613705639 (6.14)
-1

A fungao logaritmo neperiano é indefinida para o ponto = 1, visto que o argumento
desta fun¢do torna-se nulo para este valor. Sendo assim, a integral a ser avaliada torna-se

singular neste ponto.

Aplicando n = 1 na equacao (6.10), tem-se:
v=1 (6.15)

Da equacao (6.8), obtém-se:
Q=4 (6.16)

Logo os coeficientes da transformada, vide (6.5), sdo:

a=0.25 b=—-0.75 c=0.75 d=0.75 (6.17)

Para melhor ilustrar o procedimento de transposi¢ao dos pontos de integracao para
as proximidades do ponto de singularidade = 1, apresenta-se a tabela (4) contendo as
coordenadas originais dos pontos de integracao (Pontos de Gauss), e dos pontos apés a

aplicacao da transformada (Pontos Transformados), para NPG = 10.

i Pontos de Gauss Pontos Transformados
1 -0.97390652 -0.92273641
2 -0.86506337 -0.62188772
3 -0.67940956 -0.18415860
4 -0.43339539 0.26372846
5 -0.14887434 0.62089667
6 0.14887434 0.84585798
7 0.43339539 0.95452420
8 0.67940956 0.99176257
9 0.86506337 0.99938577
10 0.97390652 0.99999556

Tabela 4 — Coordenadas dos Pontos de Integracao do Exemplo I
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Nota-se, que apds a aplicagao da transformada, os pontos de integracao nao mais
apresentam simetria em relagao a origem do sistema de coordenadas naturais, isto se
deve ao deslocamento dos pontos na direcao da coordenada n = 1, isto é, o ponto de

singularidade.

A Figura (11) apresenta o grafico contendo o valor numérico da integral, obtido
através do procedimento tradicional da Quadratura de Gauss e da Transformada de 3¢
ordem, em comparagao com o valor analitico I,. J& a figura (12) exibe o erro percentual

de ambas formulagoes em relacao a solucao de referéncia, em funcao do nimero de pontos

de integracao.

e —e— Gauss Padrao 10! ; —eo— Gauss Padrao
—m— Telles(1987) | = Telles(1987) ||
=056\ 100 R D
- \ — B B
‘5‘0 \\\ g 1071 ; ;
2 g
S 058 o=l i
L \ £ 107 ]
§ \\ e _3l ]
< 1 5 1077 ¢ =
=~ 06| \ i ]
.- 107 E
o 4 S B
]a B g L] = L 10—5 ; ;
~0.62 | ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ o

5 10 15 20 10 15 20

NPG NPG

Figura 11 — Exemplo I: Integral Figura 12 — Exemplo I: Erro

Constata-se uma reducao do erro com a utilizagdo da Transformada para todos os
valores de NPG. Destaca-se que, se utilizando de apenas 4 (quatro) pontos de integracao,
os resultados da Transformada sdo superiores aos resultados da integracao classica de
Gauss com até 20 (vinte) pontos. Tal resultado indica a eficicia da Transformada em

aumentar a precisao da integragao, fato corroborado pela figura (11).

6.3.2 Exemplo Il
1
1:/’mmmn:—zo (6.18)
—1
Esta integral torna-se singular para o ponto 7 =0
Nestes caso tem-se:
7 =0.0 (6.19)
Entao:
Q=10 (6.20)
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Logo os coeficientes da transformada, 6.5, sao:

a=10 b=00 ¢=00 d=00 (6.21)

De forma andloga ao Exemplo I, a tabela (5) compila a posi¢do dos Pontos de

Gauss e dos Pontos Transformados para este exemplo.

Pontos de Gauss Pontos Transformados

i
1 -0.97390652 -0.92374443
2 -0.86506337 -0.64735687
3 -0.67940956 -0.31361366
4 -0.43339539 -0.08140534
5 -0.14887434 -0.00329959
6 0.14887434 0.00329958
7 0.43339539 0.08140534
8 0.67940956 0.31361366
9 0.86506337 0.64735687
10 0.97390652 0.92374443

Tabela 5 — Coordenadas dos Pontos de Integracao do Exemplo II

As figuras (13) e (14) apresentam os resultados numéricos da integragao e o grafico
contendo o erro percentual do procedimento tradicional da Quadratura de Gauss e da
Transformada de 3* ordem, ambos em relacdo a solucao de referéncia, para diferentes

nimeros de pontos de integracao.

r T
—e— Gauss Padrao e —e— Gauss Padrao |]
16l —u— Telles(1987) || ~e_ —m— Telles(1987)
: 10t |- T———— E
— . TTe—— B
S —18| T~ 1 8
< T /5]
< e . A 100 F E
= o .
2 = r
S ol - i
//EH-. 107 .
—22 ‘ ‘ ‘ — L | | | |
5 10 15 20 5 10 15 20
NPG NPG
Figura 13 — Exemplo II: Integral Figura 14 — Exemplo II: Erro

Nota-se novamente uma performance superior da Transformada frente a integracao
Gaussiana padrao, tal fato se deve ao fato de a Transformada cobrir a regao de integracao
de maneira a alocar um maior niimero de pontos na regiao de maior gradiente da funcao

(singularidade). A figura (15) possibilita um maior entendimento de tal procedimento.
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Figura 15 — Interpretagao grafica das integrais (NPG = 8)

O valor de uma integral definida pode ser interpretado geometricamente como uma
area sob uma dada curva (APOSTOL, 1967). Para o exemplo em anédlise, a integral pode
ser entendida como o valor negativo da area entre a curva e o eixo definido pela ordenada
vertical f(n) = 0. Aplicando a idéia de quadratura, nota-se que a regiao hachurada
na figura (15) ndo é contabilizada na integragdo Gaussiana padrao; entretanto, com a
aplicagao da Transformada de Telles, o deslocamento dos pontos garante que esta regiao

seja computada.

6.3.3 Exemplo Il

[= / C g 59380952 (6.22)
S Ja(ll=n)?2 7 '

Esta integral torna-se singular para o ponto 7 = 1.1. Observe que a singularidade
nao pertence ao intervalo de integracao mas se encontra nas proximidades deste, carac-
terizando uma integral Quase Singular. Ao apresentar este exemplo propoe-se analisar o
comportamento da Transformada padrao apresentada e em resolver integrais Quase Singu-
lares. Na seccao posterior, apds se apresentar o esquema autoadaptativo, este exemplo sera
novamente resolvido com o auxilio deste e entao sera possivel avaliar a as particularidades

do esquema autoadaptativo frente a Transformada padrao.

Aplicando os conceitos ja discutidos, tem-se:

v = 2.13706 (6.23)

Entao:

@ = 14.70106 (6.24)
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Logo os coeficientes da transformada, sao:

a = 0.06802 b= —0.43610 c=0.93198 d = 0.43610 (6.25)

De forma andloga aos exemplos anteriores, a tabela (6) compila a posi¢ao dos

Pontos de Gauss e dos Pontos Transformados para este exemplo.

Pontos de Gauss Pontos Transformados

i
1 -0.97390652 -0.94803241
2 -0.86506337 -0.74050246
3 -0.67940956 -0.41972829
4 -0.43339539 -0.05526314
5 -0.14887434 0.28746536
6 0.14887434 0.56540939
7 0.43339539 0.76364128
8 0.67940956 0.88932628
9 0.86506337 0.96000649
10 0.97390652 0.99295634

Tabela 6 — Coordenadas dos Pontos de Integracao do Exemplo II

As figuras (16) e (17) apresentam os graficos contendo o valor numérico e o erro

percentual para diferentes niimeros de pontos de integracao.

= T I I
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Figura 16 — Exemplo III: Integral Figura 17 — Exemplo III: Erro

Nota-se que, mesmo se tratando de uma integral Quase Singular, a Transformada
padrao, isto é, ainda sem propriedade autoadaptativa, se mostra capaz de apresentar

resultados superiores a integracao Gaussiana.
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6.4 Esquema de Integracao Autoadaptativo

No contexto do MEC, um esquema de integracao autoadaptativo é pensado para
resolver integrais singulares (quando o ponto fonte esté sobre o elemento), integrais quase-
singulares (quando o ponto fonte encontra-se préximo ao elemento de integragio) e integrais

nao singulares (quando o ponto fonte encontra-se distante do elemento de integragao).

Telles (1987) preconiza inicialmente a definicdo de uma uma varidvel D, que atua

como um controle do tipo de integracao a ser resolvida:

(6.26)

Onde : R,,;; ¢ a menor distancia entre o ponto fonte e o elemento de integracao; e,

L é definido como sendo a distancia entre os pontos extremos do elemento de contorno.

Outras medidas podem ser utilizadas para a definicdo de L. Por exemplo, uma
alternativa plausivel é a ado¢ao do comprimento do elemento de contorno, embora esta
nova definicao somente ira diferenciar-se da distancia entre os pontos extremos do elemento
de contorno para elementos possuindo uma geometria curva (elementos quadréaticos), mas
tendo a desvantagem de ser uma medida computacionalmente mais onerosa (BULCAO,
1999).

H& diversas formas de calcular o parametro R,,;,; no presente trabalho ele ¢é
calculado determinando a menor distdncia entre o ponto fonte £ e o ponto sobre a curva
que define o elemento de integracao, restrito ao intervalo onde o elemento é definido, figura
(18.a).

Figura 18 — Procedimentos para definicao de R,

Em ambiente computacional, o valor de R,,;, pode ser encontrado com auxilio
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de um algoritmo de minimizagao que converge para a menor distancia entre o elemento
de integracao e o ponto fonte. Neste trbalho, o algoritmo de minimizacao utilizado é o
Golden Section Search, exposto com detalhes em Press W.H. Teukolsky, Vetterling e
B.P (2007), devido a sua simplicidade e ficil implementac¢ao computacional, embora tal

algoritmo apresente uma convergéncia linear.

De posse de D é possivel determinar o parametro de adaptacgao 7, através deste,
¢é definido o tipo de integracao a ser efetuada: singular, quase singular ou nao singular.
E justamente a introducdo do pardmetro 7 que faz com que o esquema de integracio
utilizando a transformada de 3* ordem torne-se autoadaptativo. Defini-se 7 de acordo com

os intervalos:

F=0 0.00 < D < 0.05

7 =0.85+0.241n (D) 0.05 < D < 1.30

7 = 0.893 + 0.08321n (D) 1.30 < D < 3.618
F=1 D > 3.618 (6.27)

Observe que quando 7 = 1, os pontos de integragao obtidos através da transformacao
de coordenadas degeneram-se novamente nos pontos de Gauss e Jacobiano da transformagao
tornando-se unitario. A medida que o valor de 7 tende para zero, o efeito da transformacao

de coordenadas torna-se cada vez mais acentuado.

Encontra-se entao o valor de 7:

e \?’/{_qﬂ/m} +\3/{_q_m} Tiror (6:28)

3

Onde: ]
=3 o [ (-7 +3(1-7)] (6.29)
q:2(11—{—27")[<77(3_2r)_12—:]2r> 1+12r_77] (6.30)

A transformacao de coordenadas de 3% ordem pode entao ser iniciada através dos
calculos dos parametros a, b, ¢, d, dados agora de acordo com as seguintes expressoes:
3Fy(1—-7 T+ 3%°
b:—M C:w d—= —b (6.31)
Q Q Q

6.4.1 Exemplo Il (Via Esquema Adaptativo)

Na subseccao 6.3.3, a integral abaixo (equagao 6.32) foi resolvida utilizando a

formulagdo padrao da Transformada de Telles. Observou-se que, embora esta seja uma
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integral Quase Singular, a Transformada se mostra eficaz em aumentar a precisao da
integracao. Na presente subseccao, uma vez que o o esquema autoadaptativo foi apresentado,
propoem-se resolver novamente esta integral, utilizando agora a formulacao autoadaptativa

e comparar os resultados com os apresentados anteriormente.

[= / C g 59380952 (6.32)
S Ja(11-n)? 7 '

Esta integral torna-se singular para o ponto n = 1.1 que se encontra nas proximi-

dades do integrando. A figura (19) apresenta estes dados juntamente com os parametros

geométricos R, € L.

- pla——»'
® | ® *—> 1)
-1 0 +1 +1.1

Figura 19 — Parametros L e R,

Tem-se entao:
L=2 ¢ R,,=01 (6.33)

D=-"=01 (6.34)

O parametro 7 pode ser entao determinado:

7= 0.893 + 0.08321n (0.1) = 0.20737958 (6.35)
Das equagoes (6.29) e (6.30) :
p = 0.07022228 e ¢ = —0.15289209 (6.36)

Assim, via equagao (6.28):

7 = 0.67453554 (6.37)

Logo, os coeficientes da transformada, sao:
a = 0.29709 b= —0.60119 c=0.70291 d=0.60119 (6.38)
A Figura (20) apresenta graficamente a distribui¢do dos pontos de integragao da

Transformada padrao e do esquema autoadaptativo em comparativo com a distribuicao

Gaussiana padrao.
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Esquema Autoadaptativo
Telles Padrao (7 = 1)

Gauss Padrao

Figura 20 — Posicionamento os pontos de integragdo em cada formulagao

Nota-se que, para a Transformada Padrao, o deslocamento dos pontos de integragao
em direcao a singularidade é tao severo que os 4 pontos mais proximos a extremidade
17 = +1 se confundem em uma tnica entidade. Ja no esquema Autoadaptativo o movimento
destes é menor; tal fato expoe a capacidade do esquema em se adaptar, otimizando assim
a distribuicao de pontos no intervalo de integracao, possibilitando entdo uma melhor

representacao da fungdo; e consequentemente, maior precisao do método.

As Figuras (21) e (22) apresentam os graficos contendo o valor numérico e o erro

percentual para diferentes nimeros de pontos de integracao.

— T T T T
e Gauss Padrao —o— Gauss Padrao

o 1
—a— Telles Padréo (7 = 1) 10 —a— Telles Padrao (7 = 1)
Esq. Autoadaptativo [ Esq. Autoadaptativo

—_
o
T

1071 [

:"\c
I

Valor da Integral
©
I
|

Erro Percentual

——— A 14—

1073 1

1075

| | | | 1077 | : ‘ ‘ L]
5 10 15 20 5 10 15 20
NPG NPG

Figura 21 — Exemplo III(v.2): Integral Figura 22 — Exemplo II(v.2): Erro

Em concordéancia como o que foi discutido anteriormente, observa-se que o esquema

autoadaptativo apresenta a maior precisao em resolver a integral proposta.
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7. SIMULACOES NUMERICAS

7.1 Metodologia

As simulagoes foram feitas com o auxilio de um computador Dell OptiPlex 7040
com processador Intel(R) Core i5 - 6500 (3.20GHz). Os c6digos foram escritos na linguagem
FORTRANT7 e compilados via Microsoft Developer Studio.

Foram resolvidos 7 exemplos numéricos (3 relacionados & equacao de Laplace,
2 concernentes a equacao de Advecc¢ao-Difusdo e um exemplo final relativo a obtencao
das frequéncias naturais correlacionadas a equagdo de Helmholtz). Os exemplos tem
geometria com comprimento significativo unitario e serao abordados com maiores detalhes

posteriormente. As propriedades mecanicas também foram tomadas como unitarias.

Como ja especificado, foram utilizados elementos isoparamétricos continuos lineares,

quadraticos e cubicos.

A avaliagao da eficiéncia numérica foi feita através de dois pardmetros. Um para-

metro nodal F

’l/:l/ Jpp— u .
o (7.1)
(@) maa
para cada ponto; e, um pardmetro amostral (E,,)
1 LB F7
- Z o’ (7.2)

que consiste na média dos valores nodais.

Onde 4; é o valor da solugao analitica no j-ésimo ponto, (;)ms, 0 maior valor
analitico em termos absolutos relacionado, e u; o valor da solucao numérica no j-ésimo

ponto e n o nimero de pontos internos da malha.
Visando evitar dubiedade nas interpretacao das siglas, vale ressaltar novamente:
o NEC: Numero de Elementos de Contorno
o NPG: Namero de Pontos de Gauss (Integracao)

« NPI: Nimero de Pontos Internos (Utilizados na Interpolacao - MECID)
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7.2 Laplace

Nesta seccao sao apresentadas os casos regidos pela equagao de Laplace resolvidos
neste trabalho. O principal objetivo dos experimentos desta seccao é averiguar o impacto
do esquema proposto por Telles (1987) nas integrais de contorno classicas do MEC que

definem as matrizes [H| e [G] do problema de Laplace.

7.2.1 Caso Laplace |

O primeiro exemplo consiste na solucdao de um problema com potencial escalar
prescrito na aresta lateral esquerda e derivada do potencial prescrito nas demais arestas,

conforme apresentado na figura (23) abaixo.

by
|
—_

Figura 23 — Esquema Representativo do Caso Difusivo I

A solugao analitica para este exemplo é unidimensional, e é apresentada a seguir.

Esta expressao é utilizada como referencia na determinagao do erro numérico cometido
pelas formulagoes de elementos de contorno.

-1, =0
uxr)=x e q(x)= 7.3

(@) (@) {+1, ol (7.3

Sao apresentados na figura (24) os resultados de erro médio (vide equagdo 7.2) no

calculo da derivada do potencial escalar na aresta esquerda, x = 0, em fun¢do do niimero

de pontos de integracao utilizados para se calcular as integrais do MEC. As malhas sao
estabelecidas com NEC = 20 e NPI = 0. NPG assume valores 04, 08, 16, 32 e 64.
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- R 1 LGauss

1072 - o= LTelles
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Figura 24 — Erro Médio: Exemplo Laplace I (NPG)

Tendo em vista o escopo deste trabalho, o primeiro dado a ser ressaltado é a
performance da Integracao Autoadaptativa frente a Integracao Gaussiana classica. Nota-se
que a formulacao acoplada ao esquema autoadaptativo apresenta valores de erro inferiores
a formulacao classica para todos os pontos, independente do tipo de elemento em anélise.
Ha de se destacar também a perda de precisao para valores altos de NPG; a razao para
tal ndo pode ser identificada com precisao. Entre as diversas razoes, destaca-se aqui duas:
Pode ser devido a limitagdo do compilador em executar as operagoes de ponto flutuante
ou pode resultar de erros de redundancia, produzidos pelo uso de funcoes de alta ordem

para resolver um campo muito simples, de comportamento linear.

em conjunto com pequenas oscilagoes presentes. Este fato ressalta a importancia
do esquema de autoadaptativo; dado que este possibilita elevar a precisao na obtencao dos

resultados sem necessidade de se elevar o niimero de pontos de integracao.

A razao nao pode ser identificada com precisao. Pode ser dada pela limitacdo do
compilador etc... Porém, pode resultar de erros de redundéancia, produzidos pelo uso de

funcoes de alta ordem para resolver um campo muito simples, de comportamento linear

7.2.2 Caso Laplace Il

O segundo caso resolvido consiste na solu¢ao de um problema com derivada do
potencial prescrita nas arestas laterais e potencial escalar prescrito nas arestas inferior e

superior, conforme apresentado na figura (25) a seguir.
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Figura 25 — Esquema Representativo do Caso Difusivo 11
A solucao analitica para este exemplo, referencia na determinacao do erro numérico
cometido, tem forma harmonica e é apresentada a seguir.

u(z,y) = cosh(x)sen(y) (7.4)

q(z,y) = senh(z)sen(y)n, + cosh(z)cos(y)n, (7.5)

A Figura (26) exibe os resultados de erro médio no calculo do potencial escalar ao
longo da aresta esquerda, x = 0, em funcao do niimero de elementos de contorno utilizados.
As malhas sao estabelecidas com NPG = 08, NPI = 0 e NEC = 20, 40, 80, 160, 320.

: : +LGauss
1072 | E
E E -0 - LTelles
1074 F E +QGauss
g - i
& i i
| ‘ |- QTelles
].0_5 = \\-‘ < _ =
- \\."—“-~_“ 11+ Ccauss
B --m
10_6; ‘ﬁ ;‘77‘7“777‘777‘7777‘7‘ E 7"CTelles
0 50 100 150 200 250 300 350

NEC
Figura 26 — Erro Médio: Exemplo Laplace 1T (NEC)

Especialmente neste exemplo de maior complexidade, observa-se que acoplar o

esquema de Telles a integragdo Gaussiana classica é eficiente em reduzir os valores do erro
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médio nos testes executados. A grande influéncia dos elementos se deve ao fato de estes
serem utilizados para representar o contorno do problema, onde se definem os dados de
entrada: potencial e/ou derivada do potencial e também as restrigoes. Mesmo as malhas de
contorno mais esparsas sao capazes de gerar uma boa representacao do problema obtendo
bons resultados; e, para as malhas mais densas o valor do erro tende a se estabilizar. Ainda
assim, o refino do contorno gera uma reducgao expressiva do erro. Em razao da maior
complexidade deste exemplo com relagdo ao anterior, nao foi observado aumento de erros

com o aumento da quantidade de pontos de Gauss para elementos de alta ordem.

7.2.3 Caso Laplace Il

O terceiro caso puramente difusivo submetido a teste consiste em um dominio
semicircular submetido a um campo descontinuo de potencial no contorno reto e derivada

do potencial nula em seu contorno curvo, conforme apresentado na figura (27).

AY

B rato =1
q=0
Qs ¢“'“,"- "..""\
l" ~,
;< N,
2 '\
i 0 A
: ( B i T
| |
u=1 U =

Figura 27 — Esquema Representativo do Caso Difusivo III

Além da singularidade, a condicao de isolamento no limite circular impoe um que
a derivada do potencial seja independente do angulo #, com magnitude inversamente
proporcional ao raio. Sua solugéao é, portanto, uma funcao hiperbodlica. Para propriedades

fisicas unitarias:

w(f) = i (7.6)
q(z) = —;x em y=0 (7.7)

Expde-se na figura (28) os resultados de erro no célculo da derivada do potencial
escalar ao longo da base do semicirculo y = 0 para NEC = 20, NPI = 0 e NPG = 08.
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Figura 28 — Erro Médio: Exemplo Laplace 111

A presenca da descontinuidade fisica no ponto x = 0 acarreta em um modelo
matematico tal que a solucao do fluxo na base do semicirculo apresenta uma singularidade
neste ponto, além de um severo gradiente em sua vizinhanca; tais fatos transformam o
tratamento numérico deste problema em um desafio. Esta dificuldade é traduzida nos
resultados, onde pode-se notar que nas vizinhancas da singularidade os valores sao os mai-
ores observados; entretanto, destaca-se também a capacidade do esquema autoadaptativo
em reduzir significativamente os valores de erro conforme a distancia da singularidade
aumenta quando se utiliza elementos quadraticos ou ciibicos. A dificuldade de se tratar
este problema com elementos lineares é esperada devido a complexidade geométrica e

fisica aliada ao relativamente baixo ntmero de elementos de contorno utilizados.

7.3 Adveccao-Difusao

Nesta seccao sao apresentadas os casos regidos pela equacao de Adveccao-Difusao
resolvidos neste trabalho. Para estes problemas entra em cena o niimero de pontos internos
(pblos), que sao utilizados para aproximar a integral de dominio apresentada na seccao 4.2.
O objetivo central dos testes conduzidos nesta secgao ¢é estudar o comportamento do MEC,
correlacionando o comportamento das formulagoes em fung¢ao dos pontos ao nimero de

pontos interpolantes utilizados para representar o dominio interior.

No caso de formulagoes interpolantes como a MECID, comumente exige-se um
afastamento minimo entre o contorno e as fileiras de polos internos uma vez que a
presenca de polos nas proximidades do contorno acarreta em integragoes quase singulares.
Entretanto, tal afastamento gera uma faixa marginal no dominio interno com auséncia de

polos; prejudicando assim, a correta representacao deste via interpolacao. A utilizacao do
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esquema autoadaptativo pode ser uma solugao para tal situacao uma vez que possibilita
obter alta precisao na integrais quase singulares. No segundo caso difusivo-advectivo

(subseccao 7.3.2) sera feito um estudo comparativos destas diferentes abordagens.

7.3.1 Caso Adveccao-Difusao |

O primeiro caso de advecgao-difusao consiste em submeter o sistema do primeiro caso
resolvido referente a equacao de Laplace (difusdao) a uma corrente convectiva unidimensional,

conforme apresentado na figura (29) abaixo.

q=70

I~
Il
(e}
Q)
I
—_

- qg=0

Figura 29 — Esquema Representativo do Caso Difusivo Advectivo I

Este caso é considerado simples, pois ha escoamento em apenas uma dire¢ao e fluxos

nulos em arestas opostas, e tem solugao analitica unidimensional tal como apresentada a

seguir.
e —1
u(z) = o (7.8)
e’UIl'
q(z) = ol (7.9)

Para este exemplo propoe-se avaliar inicialmente o impacto da inclusao do esquema
autoadaptativo na integracao numérica conforme se varia o niimero de pontos interpolantes.
Fixou-se NEC = 20 e NPG = 08. NPI assume valores 16, 64, 144, 400 e 625.
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Figura 30 — Erro Médio: Exemplo Difusao-Advecgao I (NPI)

Os resultados apresentados exibem a ja observada superioridade do esquema
autoadaptativo. Um dado interessante é que para a formulagdo com integragdo Gaussiana
padrao, quando se utiliza elementos quadraticos ou cubicos o aumento de NPI resulta
inicialmente numa melhora discreta que da lugar a uma leva amplificacdo nos erros; ja a
formulacao Autoadaptativa, entrega valores de erro monotonicamente decrescentes com a
incrementagao de mais polos de interpolacao. Uma possivel explicacao para tal fato é que,
para os elementos quadraticos e ctibicos, os erros e oscila¢oes, ja observadas em trabalhos
anteriores (BARBOSA; LOEFFLER; BULCAO, 2017), na determinacio dos resultados da
parcela difusiva (independente dos polos) sao tais que ofuscam a melhora na precisao da
parcela advectiva (dependente dos pélos); e, o acoplamento do esquema autoadaptativo
¢é capaz de mitigar tais oscilagoes e permitir que o precisao geral do método seja maior.
Outra possivel explicacao para tal evento é que a nuvem de pontos internos é grande o
suficiente para que um grande nimero do pélos se agrupe nas proximidades do contorno
aumentando os erros de integracao; o fato de de forma mais acentuada formulagoes com
elementos quadraticos e ciibicos se explica pelo fato de estes disporem de mais pontos

nodais para o mesmo numero de elementos.

Ainda neste exemplo, dedica-se espaco para uma analise da influencia do esquema
autoadaptativo em fungao do Peclet (Pe), que é o agrupamento fisico adimensional que
governa o balancgo de efeitos advectivos e condutivos. Formalmente a definicdo de Pe é

dada (BEJAN, 1993):

Vi

Pe = (7.10)

a
onde V' ¢é o modulo da velocidade, L o comprimento caracteristico do sistema e « o coefici-

ente de difusao. Como nos exemplos estudados as propriedades fisicas sdo consideradas
unitarias:

Pe = |V| (7.11)
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Sao apresentados na figura (31) os resultados do erro médio no calculo da derivada
do potencial escalar na aresta esquerda, x = 0, conforme se aumenta o valor de Pe, isto
é, os efeitos advectivos para os valores: NEC = 80, NPI = 144 e NPG = 08. Pe asume
valores 1, 2, 3, 4 e 5.

T T T T T
10—1 L - —— LGauss
E E e LTelles
1072 F E
F E +QGauss
g N ]
& | i
10_3 | | - .- QTelles
B i CGauss
—4 | |
10 B | | | | | g CYTelles
1 2 3 4 5
Pe

Figura 31 — Erro Médio: Exemplo Difusdo-Advecgao I (Pe)

E importante aqui salientar que a determinacio das grandezas de derivada &,
geralmente, mais desafiadora que a determinacao do potencial escalar. Tal fato, explica a
escolha de uma malha mais rica no contorno em conjunto com uma nuvem de pontos internos
mais densa. No que tange a precisao, observa-se um aumento do erro com o aumento do Pe
em todas as curvas como ja observado em outros trabalhos (PINHEIRO, 2018). Persiste a
performance inferior dos elementos quadraticos e ctibicos quando utilizada a integracao
Gaussiana classica, fato explicado no exemplo anterior. O esquema autoadaptativo mostra-
se capaz de aumentar a precisao; em particular nos resultados dos elementos de ordem

superior.

7.3.2 Caso Adveccao-Difusao Il

O segundo exemplo advectivo-difusivo consiste na solu¢gao de um problema com
derivada do potencial prescrita nas arestas laterais, potencial escalar prescrito nas arestas

inferior e superior e convecgao bidimensional, conforme apresentado na figura (32) abaixo.
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Figura 32 — Esquema Representativo do Caso Difusivo Advectivo 11

A velocidade @ do escoamento ¢ dada:
T=7+7 (7.12)

Este caso é consideravelmente mais complexo que o anterior, pois hé escoamento

em ambas as dire¢oes do plano cartesiano. A solucao analitica é apresentada a seguir.

u(x) =e" +é¥ (7.13)

q(x) = (e"ng + e’ny) (7.14)

Pra este exemplo propde-se uma analise mais detalhada. Inicialmente, fixa-se NEC
e NPG e observa-se a influencia do niimero de pontos internos. Espera-se que o impacto

seja relevante, uma vez que estes sao utilizados nas interpolagoes que aproximam a integral
de dominio via MECID.

A Figura (34) exibe os resultados de erro médio no célculo do potencial escalar na
aresta inferior, y = 0, em fun¢do do ntimero de pontos internos. Os valores NEC = 80 e
NPG = 08 sao fixos, enquanto NPI assume os valores 64, 144, 400 e 625.
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Figura 33 — Erro Médio: Exemplo Difusao-Advecgao I (NPI)

Para efeitos comparativos, a figura (34) exibe os resultados de erro médio no calculo

do potencial escalar com os mesmos parametros, utilizando o estratagema do afastamento.
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Figura 34 — Erro Médio: Exemplo Difusao-Adveccao I (NPI - Afast)

Comparando os graficos com e sem afastamento, nota-se que de forma geral, ha
uma uma reducao do erro quando o afastamento nao é utilizado, ratificando que a unifor-
mizacao na distribuicdo dos polos no interior do dominio é importante na representagao
da propriedade advectiva. O afastamento dos pontos internos do contorno, feita com o
propoésito de evitar problemas de integragao quase singular, produz uma irregularidade
constitutiva que mitiga o efeito positivo da insercao destes. Porém, nos resultados dos
elementos quadraticos e cuibicos sem o esquema adaptativo, os resultados praticamente
nao se alteraram com ou sem afastamento. Tal comportamento se deva ao fato de que os

pontos nodais no contorno também sao pontos interpolantes; assim, a maior quantidade de



Capitulo 7. SIMULACOES NUMERICAS 74

nés nos elementos de ordem superior implica numa maior densidade de polos no contorno,
reduzindo o efeito da ma aproximacgao do campo advectivo no intervalo entre o contorno e
a nuvem de polos. Porém, com a maior proximidade dos polos relativamente ao contorno,
os erros de integracao crescem e anulam o ganho com a melhor aproximacao do campo
advectivo. Esta explicacao é ratificada quando se utiliza o esquema adaptativo com afasta-
mento: os valores do erro se reduzem drasticamente para os elementos de ordem superior.
Certamente, boa parte do erro se reduziu pela melhor integracao no contorno; contudo, o
leve — mas constante - ganho de precisao dos elementos de ordem superior com a inserc¢ao
da maior quantidade de polos contrasta claramente com o comportamento estavel da curva
de erro sem o esquema de integracao. Este contraste se deve ao fato de que o aumento no
numero de pontos interpolantes no interior nao esta introduzindo erros de integracao, que
ocorrem quando os pontos fonte internos estao proximos aos elementos de contorno. Com
a distribuicao uniforme dos pontos e, consequentemente, sem os problemas causados pelo
afastamento, os efeitos positivos do uso do esquema adaptativo ficam bem visiveis, para
todos os elementos. O ganho de precisao ¢ significativo nos elementos de ordem superior,
ao ponto de demandarem poucos polos para uma boa precisao. Entretanto, ressalta-se que
este problema consiste de um caso onde o fenomeno advectivo ndo é preponderante; casos
nos quais as velocidades sejam bem maiores, ndo se pode prescindir da inser¢cao de um

niimero maior de polos e do refino da malha.

7.4 Helmholtz

Nesta seccao sao apresentados os problemas de determinacao das frequéncias

naturais (autovalores) de sistemas regidos pela equa¢ao de Helmholtz.

7.4.1 Caso Helmholtz |

Neste primeiro exemplo, as frequéncias naturais de uma membrana quadrada com
tamanho unitario sdo calculadas. A membrana é fixada em todas as suas bordas, como

mostrado na figura (35).
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u=0

Figura 35 — Esquema Representativo do Caso de Autovalor I

Para este exemplo onde as propriedades mecanicas e a aresta sdo unitarias, os
valores analiticos das frequéncias naturais sao dados pela seguinte equacao (MEIROVITCH,
1967):

W = TVM2+n?2 m,n=1,23.. (7.15)

Ressalta-se que, como o modelo é bidimensional, os valores das frequéncias naturais

relacionadas aos modos de vibragao transversais também sao calculados.

Sao apresentados na figura (36) os resultados de erro médio na determinagao
numeérica dos 20 primeiras frequéncias em func¢ao do ntimero de pontos de integracao
utilizados para se calcular as integrais do MEC. Estes resultados foram obtidos com NEC

= 160, NPI = 144 e NPG = 08.
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Figura 36 — Erro Médio: Exemplo Helmholtz I (NPI)
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De forma similar aos problemas Advectivos-Difusivos os problemas de Helmholtz
apresentam integrais a serem resolvidas numericamente tanto na parcela difusiva (matriz
[H]) quanto na parcela reativa (matriz [M]) e a escolha do método autoadaptativo
proposto por Telles (1987), para se calcular essa integrais se mostra uma estratégia eficaz
em aumentar a precisao das frequéncias obtidas. A performance inferior dos elementos de
maior ordem quando utilizada a integracao Gaussiana convencional pode ser explicada,
assim como nos problemas difusivos-advectivos pela presenca das integrais quase singulares

nas proximidades do contorno.
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8. CONCLUSOES

O Método dos Elementos de Contorno é um método discreto robusto, capaz de
produzir niveis de precisdo muito superiores a outros métodos numéricos em muitas
aplicacoes. No entanto, requer um cuidado especial ao lidar numericamente com suas
integrais de contorno, uma vez que elas possuem fungoes singulares em seu ntcleo, que

sao integrais convergentes improprias.

Assim, a integracdo numérica é de um dos aspectos mais relevantes do Método
dos Elementos de Contorno e o adequado tratamento das integrais singulares ou quase
singulares é fundamental para o seu bom desempenho. Neste trabalho, diversas comparagoes
foram feitas demonstrando que o alcance do esquema autoadaptativo se estende além do
usualmente apresentado na literatura. Visando uma melhor avaliacao de sua potencialidade,
elementos de ordem superior foram incluidos na andlise, bem como foram simulados

problemas com diversas quantidades de pontos de Gauss.

Quando elementos de ordem superior sao usados, o tratamento especial das integrais
singulares e do Jacobiano envolvido na transformacao das coordenadas é imperativo, pois
permite o cdlculo numérico das integrais fracamente singulares associadas a solugao
fundamental que, embora sejam fracamente singulares, resultam em um grande erro

numérico, caso nao sejam devidamente tratadas.

A ideia do esquema autoadaptativo € interessante. Produz automaticamente uma
maior concentracao dos pontos de integracao proximos ao ponto de singularidade. Esta
concentragao é feita a partir da adocao de uma nova funcao para distribuicdo dos pontos
de Gauss. Nesse sentido, aplica-se uma transformacao de coordenadas de terceira ordem,
que se comporta como um Jacobiano. Impdem-se condigoes na fungao representativa do
posicionamento destes novos pontos e em suas derivadas. Uma vez que a derivada segunda
desta funcao corresponde a derivada primeira do Jacobiano, que é uma aproximagcao linear
de uma transformacao, a imposi¢do deste valor nulo significa a imposicao de um ponto de

maximo ou minimo.

Nos casos estacionarios, governados pela Equacao de Laplace, pode-se afirmar que
os resultados superiores do esquema autoadaptativo obtidos nas simulagoes apresentadas
apenas ratificaram o que é de dominio dos especialistas no trato com o Método dos
Elementos de Contorno: é possivel reduzir significativamente os niveis de erro cometidos

na integragao numérica, comparativamente ao esquema classico que usa a Quadratura
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Gaussiana.

Nestes casos, pode-se ressaltar que em problemas de menor complexidade como os
que possuem contornos retilineos, o uso de elementos lineares foi perfeitamente satisfatorio;
porém, em casos nos quais o contorno nao ¢é curvilineo, o uso de elementos de ordem
superior se faz necessaria para uma melhor representacao da configuragdo geométrica e o
esquema adaptativo é a melhor forma de se realizar a integracao de elementos curvos com

singularidade, pois a expressao analitica é muito complexa e extensa.

Observou-se que, dependendo da simplicidade do problema, elementos de ordem
muito elevada podem, em circunstancias especificas, apresentar erros maiores do que
elementos de mais baixa ordem, certamente pela complexidade das funcoes interpolantes
utilizadas. A luz do Método dos Residuos Ponderados constata-se que os casos em que
o comportamento da resposta de um dado problema é linear nao precisariam ser aproxi-
mados por fungoes de segunda ordem ou superior; assim, residuos numéricos, de pequena
magnitude, podem ser obtidos. As experiéncias numéricas aqui apresentadas mostraram
também que em certas simula¢des com elementos ciibicos percebeu-se certa perda de
precisao, quando se aumentou por demais o nimero de pontos de Gauss. Contudo, as

razoes agora devem estar associadas a capacidade da aritmética computacional utilizada.

Nos casos difusivo-advectivos e nos problemas governados pela Equagao de Helmholtz,
a importancia do esquema autoadaptativo ganhou nova dimensao, embora ainda relacio-

nada a integracao numérica.

Tais problemas se caracterizam por gerar integrais de dominio que nao sao transfor-
madas naturalmente em integrais de contorno, a menos que se usem solugoes fundamentais
correlatas, ou seja, que sejam estritamente correlacionadas ao problema abordado. Tais
solucoes fundamentais ou fungoes de Green, embora muito precisas, normalmente estabe-
lecem restricoes relacionadas a sua complexidade ou a variacao das grandezas envolvidas,

como as velocidades ou as propriedades fisicas do meio, que precisam ser uniformes.

A alternativa mais viavel e bastante comum para superar tais problemas é realizar
a aproximacgao do nicleo destas integrais de dominio através de fungoes de base radial
e ao mesmo tempo usando uma solugao fundamental mais simples. Contudo, as técni-
cas fundamentadas no uso de fung¢oes de base radial requerem a introducao de pontos
interpolantes no interior, que também sao pontos fonte e realizam integragao nos pontos
campo situados nos elementos de contorno. Caso se adense a malha de pontos internos
interpolantes, problemas de integracao podem aparecer, devido a proximidade entre os

pontos campo e fonte.

As simulagoes aqui apresentadas mostraram que o esquema autoadaptativo me-
lhorou bastante a qualidade dos resultados numéricos. Mostraram também que o ganho

de precisao no uso de elementos de ordem superior, mesmo nos problemas de ondas
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estacionarias, nao foi tdo grande nos problemas com geometria retangular; entretanto,
a vantagem dos elementos de alta ordem é evidenciada nos problemas com contornos

curvilineos.

Para trabalhos futuros, sugere-se verificar a eficacia da metodologia aqui apresentada
na resolucao de problemas de maior complexidade, tanto em termos da conformacao
geométrica quanto na prescricao de condicoes de contorno mais elaboradas, em que os
elementos de mais alta ordem possam ser melhor aproveitados. Sugere-se, também, a

expansao desta analise para problemas tridimensionais.
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