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Resumo

O proposito deste trabalho é classificar as algebras antiassociativas puras, ou seja,
que ndo satisfazem a identidade xyz=0, de dimensdes 4 e 5 sobre C.

Palavras-chave: Algebras antiassociativas, classificacdo algébrica, extensGes centrais.



Abstract

The purpose of this work is to classify pure antiassociative algebras, that is, that do
not satisfy the identity xyz=0, of dimensions 4 and 5 over C.

Key-Words: Antiassociative algebras, algebraic classification, central extensions.
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Introducao

A classificagao algébrica, a menos de isomorfismos, de algebras definidas por identi-
dades polinomiais € um problema classico na teoria de algebras n3o-associativas. Exis-
tem muitos resultados para a classificagdo algébrica de variedades de algebras em di-
mensado baixa, dentre elas, algebras de Jordan, de Novikov, de Lie, de Malcev, de Leibnz,
de Tortkara, bicomutativas e associativas (veja, por exemplo, as referéncias [7],[8],[14],
[16],[18],[20],[21],[22],[23] e [26]).

Muitos desses resultados baseiam-se na classificacdo de algebras por extensdes cen-
trais. Estas, por sua vez, desempenham um papel importante tanto em matematica como
também em fisica, em areas como mecanica quantica e teoria quantica de campos. Sua im-
portancia ocorre do fato de que o grupo de simetria de um sistema quantizado geralmente
€ uma extensio de um grupo de simetria classico e do mesmo modo a
correspondente algebra de Lie simétrica de um sistema quantico & geralmente, uma
extensdo central de uma algebra simétrica classica.

Em 1978, Skjelbred e Sund (referéncia [26]) desenvolveram um método por extensdes
centrais para a classificacdo de algebras de Lie nilpotentes. Este método consiste no
calculo de extensGes centrais de algebras de dimensdes menores, visto que toda algebra
nilpotente é extensao central de alguma algebra de dimensdo menor. Para tanto, ele
relaciona o6rbitas, sob a acdo do grupo de automorfismos de algebras (conhecidas) em sub-
conjuntos do conjunto das grassmanianas s-dimensionais dos seus grupos de cohomologia,
com extensdes centrais s-dimensionais dessas algebras.

O presente trabalho se concentrara na classificagdo algébrica de algebras antiassoci-
ativas, i.e., algebras definidas pela identidade

x(yz) + (xy)z = 0.

Introduzidas em [27], tais algebras vem adquirindo visibilidade em varios trabalhos ci-
entificos, devido a sua ligacdao com problemas fisicos e a sua relagdo com outras algebras.
Por exemplo, se A é uma algebra anticomutativa (isto &, satisfaz a identidade xy = —yx),
entdo A é antiassociativa se, e somente se, A é uma CB—algebra, i.e. para quaisquer
X,y €EAsexy =0, entdo (xz)y = 0Vz€E€ A (ver [24]). Em particular, uma algebra an-
ticomutativa que satisfaz a identidade x(xy) = 0 estd contida na variedade das algebras
antiassociativas (ver [13]). Uma algebra de mock-Lie dual (ver [5]) & uma algebra anti-
comutativa e antiassociativa (que, por sua vez, é uma algebra de Tortkara). As algebras
antiassociativas também estao relacionadas com algebras anticomutativas g-alternativas
(ver [6]). Outro fato interessante &€ que ao considerarmos apenas a parte imaginaria dos
octonios, tal estrutura satisfaz a antiassociatividade. Além disso, as algebras antiassoci-
ativas desempenham um importante papel em Teoria de Calibre (veja [2]).

Note que, como estamos interessados na classificacdo de algebras antiassociativas
sobre C e essas algebras sdo nilpotentes ( ver [25]), podemos utilizar um método analogo ao
método descrito por Skjelbred e Sund. Mais geralmente, toda algebra antiassociativa sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica distinta de 2 tem indice de nilpoténcia
no maximo 4, ou seja, ela satisfaz a identidade xyzw = 0 (veja [25, Lema 1.1]). Dessa



forma, podemos descrevé-las em dois conjuntos distintos: as algebras que satisfazem a
identidade xyz = 0, denominadas algebras n3ao-puras, e as algebras que n3o satisfazem a
identidade xyz = 0, denominadas algebras puras.

As algebras que satisfazem a identidade xyz = 0 estdo contidas na intersecao de
variedades de algebras definidas por familias de identidades polinomiais de grau 3, como
por exemplo, algebras de Leibniz, Zinbiel, associativas, Novikov, dentre outras. Com
isso, a classificagdo das algebras antiassociativas ndao puras de dimensdo até 5 pode ser
extraida da classificacdo dessas algebras: ver [3] para dimensdo 3, [22] para dimensdo 4
e em [10] para dimensdao 5. Na literatura, ainda ndo temos a classificagdao das algebras
antiassociativas de dimensdo 4 e 5 sobre C. Assim, o presente trabalho se concentrara na
classificacdo desses casos.

A dissertacdo esta estruturada em quatro capitulos. No primeiro capitulo, apresenta-
remos os pré-requisitos para a classificagdao das algebras desejadas, dentre eles, definiremos
e apresentaremos propriedades dos tipos de algebras presentes e daremos uma breve in-
troducao as ferramentas basicas para o desenvolvimento do trabalho nessa teoria, como
homologia, a¢Bes de grupo e a sequéncia caracteristicas de dimensdes de radicais. No se-
gundo capitulo, apresentaremos o método que utilizaremos em nossa classificagdo (analogo
ao método Skejelbred-sund em [26]).

No capitulo 3, apresentaremos os resultados obtidos na classificagao das algebras
antiassociativas puras de dimens3o 4 e de dimensao 5. A lista completa dessas algebras
pode ser encontrada nas Tabelas 3.3 e 3.13, respectivamente. Por fim, no quarto cap’itulo,
apresentaremos a classificacdo das algebras antiassociativas de dimensao 3 e as extensoes
centrais 2—dimensionais das algebras de dimensdo 2. Esses resultados ja foram obtidos
em [3]. Aqui faremos todos os calculos nesses casos, usando o método apresentado neste
trabalho.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Algebras: propriedades e exemplos

Iniciaremos esta secdo definindo a estrutura mais basica e essencial em nossos estudos:
uma algebra.

Definig¢do 1.1.1. Seja F um corpo. Um conjunto A é denominado uma dlgebra sobre F
se satisfaz os seguintes itens:

1. (A, +,+) € um anel.

2. (A, +) é um F—mddulo, com 1-x=xVx € A e 1€ F aidentidade em F, ou seja,

a(Ab + uc) = Aab + uac e (Ab+uc)a=Aba+uca, vV A, u€eF V a,b,c€A.
3.a(a-b)=(aa)-b=a-(ab), Va,b€E A, VaceF.

Assim, a grosso modo, uma algebra é um espago vetorial sobre um corpo munido
de uma multiplicagdo. Para um estudo mais abrangente e detalhado dessa estrutura

algébrica, as referéncias [19], [27] sdo 6timas escolhas.
De posse dessa definicdo, temos varios exemplos, até entdo ja conhecidos, dessa es-
trutura algébrica, dentre eles:

e O conjunto das matrizes n x n sobre um corpo F, M, ,(F), com a multiplicacdo
usual de matrizes é uma F-algebra associativa, ou seja,

a(bc) = (ab)c V a, b, c € M,xn(F).

e Dizemos que uma algebra A é uma dlgebra de Leibniz d direita se seu produto
satisfaz a seguinte identidade
(ab)c = a(bc) + (ac)b Va, b, c € A.

E dizemos que A é uma dlgebra de Leibniz d esquerda se satisfaz a seguinte

identidade
a(bc) = b(ac) + (ab)c Va, b, c € A.

Além disso, se A também satisfaz a = 0, Va € A, entdo A serd chamada de
dlgebra de Lie. E com isso, a identidade de Leibniz serad equivalente a

a(bc) + b(ca) + c(ab) =0, Va,b,c € A. (identidade de Jacobi)

Resumindo, algebras de Leibniz podem ser vistas como uma generalizagdo ndo an-
ticomutativa das algebras de Lie.

11



e Por fim, dizemos que (A, :), munida de um produto ., é antiassociativa se seu
produto é antiassociativo, i.e.,

x(yz) = =(xy)z, Vx,y,z € A.

Como estamos interessados em algebras antiassociativas o seguinte resultado sera (til
(veja [25, Lema 1.1]):

Lema 1.1.2. Toda dlgebra antiassociativa € nilpotente, com indice de nilpoténcia no
mdximo 4.
Por fim, considere também o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.3. Definindo o seguinte produto no conjunto das matrizes n x n sobre F

[, -] : Man(F) X Man(F) - Man(F)
[A, B] = AB — BA,
verificamos que (M,xn(F), [, *]1) € uma dlgebra de Lie.

Mais geralmente, dada uma dlgebra associativa (A, ), se definimos o produto [x, y] :=
X+y—Yy-x sobre o espago A teremos que (A, [+, ]) € uma dlgebra de Lie.

Quando o corpo F considerado ja estd subentendido chamaremos uma F-algebra A
simplesmente por uma algebra A. Além disso, denotaremos o produto a. b, quando nado
houver ambiguidade de notagdes, por ab para cada a,b € A, como feito ja na Definicao
1.1.1.

Definicdo 1.1.4. Sejam A e B duas F-dlgebras. Uma aplicagdo linear ¢ : A —> B €
denominada um morfismo de F-dlgebras se satisfaz a sequinte igualdade

@(ab) = @(a)e(b) a, b € A.

Quando ¢ for uma bijegdo, denominaremos este por isomorfismo e se, além disso, temos
A = B, entdo o isomorfismo serd chamado de automorfismo de A.

Em geral, vamos nos referir a isomorfismos e automorfismos de algebras simplesmente
como isomorfismos e automorfismos.

Exemplo 1.1.5. Seja V um espago vetorial sobre um corpo F, o conjunto de todos as
transformagoes lineares de V em V (que por sua vez sGo morfismos em V), End(V),
com a operagdo de composicdo de fungcdes é uma dlgebra associativa. Em particular, o
conjunto de todos os automorfismos de uma dada dlgebra A serd também uma dlgebra.

Seja (A, ©) uma algebra. Definimos Al .= A A% := A-A, e, indutivamente,

n ,_ Z i n_i
A" = A -A"-', paracada n€N.
i=1

Com isso, a cadeia de subconjuntos , Al 2A%...2A"... , € uma cadeia de ideais
da algebra A, chamada de série central descendente de A.

Uma algebra A & dita nilpotente se existe n € N tal que A” = 0. Ademais,
chamamos de nil-indice de A o menor n que satisfaz tal propriedade.

Exemplo 1.1.6. O conjunto das matrizes k < k sobre F ndo € nilpotente, no entanto o
subconjunto das matrizes estritamente triangulares superiores serd uma dlgebra nilpotente
com nil-"indice k.

12



Para a classificacdo de algebras também precisamos do seguinte objeto:

Definicdao 1.1.7. Seja A uma dlgebra, definimos o anulador de A por

Ann(A) = {x € A; Ax +xA = 0}.

Assim sendo, de posse de tais defini¢gdes, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.8. Seja ¢ : (Ay, ) — (A,, °) um isomorfismo de dlgebras. Entdo para
cada n € N temos que
@(Ann(A1)) = Ann(A3).

(m,pnstra do. ,;.‘)om efeito, dado n € N qualquer, para cada x € A; vale que ¢(x) °
= o0 -

@A Logo

x € Ann(A") &= @(x) € Ann(A"), n € N.
1 2
E, portanto, o resultado segue. ]

Desse modo, a dimens3o de Ann(A"), para cada n € N & um invariante no conjunto
das classes de algebras isomorfas.

1.2 Cohomologia

Nesta se¢do, apresentaremos alguns conceitos de cohomologia necessarios para o método
que usaremos na classificacdo das algebras antiassociativas. Assim, o nosso proximo passo
€ entender melhor sobre o segundo grupo de cohomologia de uma algebra antiassociativa,
visto que o segundo grupo de cohomologia, H*(A, V), esté relacionado com as extensdes
centrais (A @ V) da algebra A pelo F-espago verorial V.

Seja (A, ©) uma algebra antiassociativa e V um espaco vetorial.

Definigcdo 1.2.1. O conjunto Z*(A, V) é definido como o conjunto das aplicacées biline-
ares & : AxA -— V, que satisfazem a seguinte igualdade

Hxy, z) + 9(x,yz) =0, V x, ¥,z € A. (1.1)

Os elementos de Z*(A, V) serdo chamados de cociclos.

Adiante, se ¢ € uma aplicagdo bilinear, considere Ay = A @ V e defina o seguinte
produto -3 em Ay

(x+xX) o (y+y)=xy+0(xy), V (x+x),(y+y) € Ay
Com essa definigdo, temos o seguinte resultado:

Lema 1.2.2. A, é uma dlgebra antiassociativa se, e somente se, 8 € Z*(A, V).

Demonstracdo. Com efeito, dados quaisquer x,y,z € A e X, yJ, z) € V temos que:

(X + ) o (y+y)) o (z+2)+(x+X) o ([y+y)o(z+2)=0
== (xy)z + F(xy, z) + x(yz) + O(x, yz) =0
== U(xy, z) + O(x, yz) =

13



Com isso, O € ZX(A, V).

Reciprocamente, por definicao de Ay, temos a seguinte igualdade ((x+x)-9

(y+y)-o (2+2)+(x+X)-5 ((y+y))-o (2+2)) = (xy)z+x(yz)+T(xy, 2)+0(x, yz).
Assim, usando que A & uma algebra antiassociativa e que ¢ € Z*(A, V), concluiremos que

Ay &€ uma algebra antiassociativa. 1

Neste caso, se ¢ € ZZ(A, V) e dimV = n, entdo dizemos que Ay é uma extensao
central n-dimensional de A por V. Mais geralmente, temos:

Definigdo 1.2.3. Uma dlgebra A’ é uma extensdo central de outra dlgebra A por V se
existe uma sequéncia exata curta

05V 3 3a¥ A0

e, além disso, temos também que (V) € Ann(A).

Defini¢do 1.2.4. Seja A uma dlgebra antiassociativa e seja & € Z*(A, V). Definimos o
anulador de & por

UL ={x€A;Tx A)+ (A x) =0}.

A primeira consequéncia dessa definicdo que veremos é que a extensdo Ay possui
anulador ndo trivial, como segue no seguinte lema

Lema 1.2.5. Se & € Z*(A, V) entdo Ann(As) = (9+ N Ann(A)) ® V.

Demonstragdo. De fato, dado X = x + X € Ann(A;), para quaisquer ¥ =y +y,Z =
z+ 27 € A, temos a seguinte igualdade

0=X-oY +Z:9X = (x+X)5 (y+y) +Hz+2)-5 (x+X) = (xy +2x) +(T(x, y) + (2, x)).

Assim, x € Ann(A)NJ-+ e pela arbitrariedade de Y e Z tomados, segue que X € (Ann(A)N
9L) @ V. Agora, se X = x+x € (Ann(A) N {+) @V, entdo

X9V +Z-9X = (x+X)-5(y+y)+(z+2) 9 (x+X) = (xy +2x) +(I(x, y) + (2, x)) =0,
para Y=y +y,7Z =z +2 € Ay quaisquer. Logo, X € Ann(As). 0

Nosso proximo passo é mostrar que toda algebra antiassociativa é extensao central de
uma algebra antiassociativa de dimensdo menor e isso nos permitird classificar as algebras
antiassociativas a partir do estudo de suas extensdes centrais.

Proposicao 1.2.6. Seja A uma dlgebra antiassociativa, entdo existe, a menos de iso-
morfismos, uma Unica Glgebra antiassociativa A e um elemento 8 € Z*(A), Ann(A)), com
9+ N Ann(A)) =0, tal que

A= A; e A/Ann(A) = A,
Demonstracdo. Seja (A, -) uma algebra antiassociativa. De acordo com o Lema 1.1.2,

Ann(A) = 0 e, com isso, tome A o complemento linear de Ann(A) em A, i.e.,, A =

AIDANnn(A). Note que podemos garantir a existéncia de AJ, pois Ann(A) é um subespaco
de A.

14



Considere a projegao linear
P:A-— A
x+y €A @ Ann(A)»— x.
Defina o produto em Al por x° y = P(xy) e observe que
P(xy) = P((x = P(x) + P(x))(y — P(y) + P(y))) = P(P(x)P(y)) = P(x) > P(y).
Portanto, P € um homomorfismo. Assim, P(A) = Al & uma algebra antiassociativa e
A/Ann(A) = Al. Definindo ¢ : Al x Al — Ann(A) por 8(x, y) = xy — x° y, obtemos que
(x+Vv)o(y+u)=x°c y+0(x,y)=xc y+x:-y—xc y=xy=(x+v)(y+u),
Vx y€A,VYv,u€Ann(A). Desse modo, A'ge A s3o a mesma, a menos de isomorfismos,
algebra antiassociativa e, consequentemente, Ann(A,) = Ann(A). Dai, pelo Lema 1.2.2,

vemos que 0 € Z*(A), Ann(A)) e também, pelo Lema 1.2.5, temos 3N Ann(A') = 0.
Portanto, A é extensao central de A/, ou seja, o resultado segue. [

Sejam A uma algebra antiassociativa e V um espago vetorial. Dada f € Hom(A, V), o
conjunto dos homomorfismos de A em V, definimos &f : A A-¥—por 5f(x, y) = f(xy).
Entao segue que

6f(xy, z) + 6f (x, yz) = f((xy)z) + f(x(yz)) = f((xy)z + x(yz)) = f(0) =0 Vx,y,z € A.
Com isso, 6f € Z%(A, V) e, consequentemente, temos a seguinte aplicacao
& : Hom(A, V) —— Z*(A, V)
f-—9of.

Desse modo, definimos BZ(A, V') como sendo a imagem da aplicagdo 6, e chamaremos
os elementos deste conjunto de cobordos. Note ainda que B*(A, V& Z*(A, V), como
um subespaco, pois 4 é linear.

Lema 1.2.7. Sejam {ej, ey, -+ ,es} uma base de V e 0 € ZZ(A, V). Entdo, U pode ser
escrito unicamente da forma

9x, y) = 9i(x, y)e; onde, O; € ZX(A, F).

i=1

Demonstragdo. Basta definir, para cada 7 € {1,2,---, s}, a aplicacdo bilinear
9 :AxA-—>F

S

dada por Jix, y) = a;, onde, para cada x, y € A, temos 3x, y) = -1

a;e;.
. . 2. . 2.
Para provar a unicidade, considere 9(x,y) = "1 8(x, y)e, com isso, 1(F —

|

Bt e o vy EXNO =L 2; . &5 SEOplipeaRNSYe=ipderepdeqtss,. segue que (9 —

Observe que, pelo Lema 1.2.7, temos 3+ = 8 N ¥ N---NJ;. De fato, dado x € A,
como {ey, -+, es} é linearmente independente, temos

=
XE UL &= l9()(1 y) + ﬂ(zl X) = (ai(xl y) + 0/(21 X))ef = 0/ v Y,z EA

i=1

= Oi(x,y)+0i(z,x)=0, Vy,z€EA eVi=1--,s < x€e€d Nd Nn---nb;.
Além disso, temos
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Proposig3o 1.2.8. $ € B*(A, V) < & € B*(A,F), Vi€ {1,2,--,s}.

Demonstragdo. Com efeito, se ¢ € BZXA, V'), entdo existe f € Hom(A, V) tal que ¢ = 6f
e definimos fi(x) = a;, onde f(x) = ° aje. Assim, vemos que U; = 8f;, para cada i €
{1,2,---,s}. Por outro lado, se §, = &f, definimos

| foy =" 0
A. Assim, 8 = 6f e o resultado segue. ]
i=1 X f(x)e, paracadax €
Adiante, com o intuito de encontrar uma base para Z°(A, F), considere {ey ey -, ey}

base da algebra A, entdo denotaremos por Aj; a forma bilinear dada por
Nj:AxA-——F
Ai(e, e) =1 e Ayle, ex) =0 se (I, k) /= (i, ))
Entao, o conjunto {Aj; : 1 < i, j Zs n} forma uma base para o esgaco das aplicagdes
bilineares em A. Assim, cada O € Z°(A, F) pode ser escrito por ¢ = 1<ij<n CiDj onde
0s c;j’s satisfazem a equagdo (1.1) que caracteriza os elementos de ZX(A, F).

O proximo resultado nos diz que a dimensdo do conjunto B*(A, F)é igual a dimensao
de A’, mais precisamente, ele nos apresenta um modo para obter uma base de B*(A, F).

Lema 1.2.9. Seja A uma dlgebra antiassociativa n-dimensional e seja {eq,--- , en} uma
base de A%. Entdo o conjunto { 6ej,; -+ , bel} , onde ej(e;) = é;(delta de Kronecker), é
uma base para B*(A, F).

~ .. 2
Demonstragdo. Iniciaremos estendendo a base de A® para uma base {e1, ***€m, €m+1,*** , €n}

de A. Com isso, {e}, -+, ex} forma uma baseZenHom(A, F), pois dado ¢ € iolgn(A, F) se-
gue que se ¢(e) = a;, podemos escrever ¢ = _, a;ef. Ademais, considere =, a;ef = 0,
desse modo,

0= aieilej)=a;, = a; =0, Vj=12,--,n.
i=1

>
Assim, seja 6f € BZ(A, F), onde f = " aje*, entdo temos
i=1 i

> > > > >
6f(ej, ex) =  aseilejex) =  ajef( Bie;)) =  aei(ejex) =  aibej(e), ex).
=1 =1 i=1 =1 =1

=
Sof = a;be;.
i=1
Desse mosto, e}, - - -, 6ej, 8eram o conjunto B*(A, F). Adiante, sejam ai, o, -+, om € F
taisque ~ -, a;6e; = 0. Entdo

m m
= > ,
i=1 a;0ef(A, A) = -, a;ef(A%) =0.
Como e3, -+, e}, sao linearmente independentes, segue que a; = --+ = o, = 0. Portanto
{6e%, - -+, 6e},} € um conjunto linearmente independente e, assim, uma base para BZ(A, F).
]
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Definimos o segundo grupo de cohomologia de A sobre V por

> Z’A V)
H (A, V) = m

Além disso, definiremos uma notacdo matricial que serd muito utilizada na classi-
ficacdo.

>
Defini¢do 1.2.10. Dado [8] = ,_; ;. ci[Dy] € H?(A, V), entdo a matriz que repre-

senta [0] € dada por (cj;).

Vejamos todas essas definigdes em um exemplo.

Exemplo 1.2.11. Seja A,, a dlgebra antiassociativa 2-dimensional dada por e;e; =
e, e1e, = ereq = e,e, = 0. Para simplificar, omitiremos o produto quando estes forem
nulos, ou seja, A, : e;e; = e,.
Note que Z*(A2, F) © ( A1y, D1y, Doy, Ay,) . Assim, seja
U = 011011 + 012017 + 021071 + 0220, € Zz(Az,z, F).

Observe que
a; = 0(ele1, eZ) + 0(81, 61e2) =0= dz = 0/

021 + a2 = 9eiey, €1) + ey, e1e1) =0 = a1 = —an.

Portanto ZZ(AZIZ, F) = ( A1, A12—-Dy1) . Adiante, pelo Lema 1.2.9, temos que BZ(AZIZ, F)
=( A11) . Com isso, obtemos que

H*(Az F) = ( [B12] - [An]) .

Desse modo, dado [§] = A([A12] — [Ar1]) € HZ(AZIZ, F), entdo a matriz que representa [9]
€ dada por —(3\ /(\)

Apresentaremos agora um resultado interessante que relaciona classes de cohomologia
iguais com respectivas algebras isomorfas, mais precisamente, veremos que a classe
das algebras isomorfas a Ay é caracterizada unicamente por [#] € H°(A, V).

Lema 1.2.12. Sejam 9,0 € ZZ(A, V) tais que [3] = [6]. Entdo &+ N Ann(A) = 6+ N
Ann(A), ou seja, Ann(As) = Ann(Ag). Além disso, As; = Ag.

Demonstragdo. Observe que [#] = [6] implica que 8 = §+6f, para algum f € Hom(A, V).
Logo, B(x, y) = 9(x, y) + f(x - y). Assim,

Hx,y)=0ex-y=0 €= O(x,y)=0ex-y=0, x,y €EA.

Portanto, 9+ N Ann(A) = 6+ N Ann(A) e, pelo Lema 1.2.5, Ann(Ap) = Ann(Ay).

Por fim, definimos a aplicagdo linear o : Ay — Ay dada por
X+vrox+f(x)+v, xEA VEW

Dai, uma verificacdo direta mostra que o & um isomorfismo e o resultado segue. ]
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A proxima definigao nos diz como obter uma consideravel parte da classificagao de
tais algebras de uma dada dimens3ao, estendendo algebras de dimensao menor trivialmente.

Definicdo 1.2.13. Seja A uma dlgebra antiassociativa e I um subespago ndo nulo de
Ann(A). Se A = Ao @ [/, para alguma subdlgebra A, de A, entdo I é chamada de
componente anuladora de A.

Desse modo, dizemos que uma dlgebra A € split se esta contém componente anuladora
ndo trivial, caso contrdario, dizemos que tal dlgebra é ndo-split.

Considere ¢ : (Ay, *)—(A,, °) um isomorfismo de algebras antiassociativas e tome
XE A1 ey EA, tais que @(x) =y. Assim, vemos que

Afirmacdo 1.2.14. Fx é uma componente anuladora se, e somente se, Fy também o é.

Justificativa. De fato, se Ay = I, @ Fx, entdo A, = I, + Fy onde I, = ¢(/1). Logo,
dados a=@(a1) €1, e by € Fy,b € F, segue que

a- by = @(ai1) ° @(bx) = @(a; - bx) =

e portanto A, = I, @ Fy e com isso Fy é componente anuladora de A,. A volta da
afirmacdo segue analogamente, observando que ¢~ : A,—A; é também um isomorfismo.

Finalizaremos essa se¢do com uma proposmao que caracteriza a existéncia de uma
componente anuladora em Ag em fungio de ¢ € Z*(A, V).

>
Proposicao 1.2.15. Seja d(x,y) = S,-=1 Ui(x, y)e; € ZX(A, V) e suponha que 9+ N
Ann(A) = 0. Entdo, As tem uma componente anuladora ndo trivial se, e somente se,
[%4]), [§2), - -+, [0s] sdo linearmente dependentes em HZ(A, F).

Demonstragéo. Seja a = {ey, -+, es} uma base fixada de V. Suponhamos inicialmente
gue Ags tem uma componente anuladora. Como 9 Ann(A) = 0, pelo Lema 1.2.5 temos

Ann(Ay) = V e, com isso, existe vi € V tal que Ay = Ae® Fvi, com Aq subalgebra de
As e Fv; componente anuladora de Ag.

Assim, completamos o conjunto {vi} de forma que 8 = {VL Vo o vn, Vs) seja uma
base de V e consideremos A = (aj;) a matriz de mudanga de base de 8 para a, ou seja,

>

S

e = iy Qi Desse modo, podemos escrever s
Olx,y) = Uilx yle = - !
S S le
= > a;;9i(x, y)v;
i=1 =1

Como As-As C Ag e, consequentgmente AsAs C Ag Fvy, se@e que *iandix y) =

Ollpgrant%jgs % Y, E AO LORSs terlarﬂ’ég det(g) L gcaq'?J%oSerla ur‘ﬁ'é[@c]nt_raglg%aspoﬁg
A é matriz de mudanga de base. Dai, concluimos que [$4], [¢,], , [9s] sdo linearmente
dependentes em H*(A, F).

Reciprocamente, suponha que [&4], (5], -+, [0s] sdo linearmente dependentes em
H (A B). Sem perda de generalidade, assuma que [J] = ai[9], onde a; € F, e
considere

i=1

> s
B(x,y)= O6Bix, y)e, dadaporB;=9,sei=1,2,---,s—1, e, = a9,

i=1 i=1
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Assim, 6 € Z*(A, F) e [9] = [6]. Logo As = Ag. Observe também que
Sil 2—1 i_l fl
B(x, y) = 0Bilx, ylei+ ai¥ix yles= Uilx, y)e +aes) = Uix y)w,
=1 =1 =1 =1
onde w; = (e+ajes), para cada i =1, 2;°, s— 1. Assim, Ay As< AD(wy, wy **, w1y .

Portanto, Ag tem uma componente anuladora § consequentemente, pelo isomorfismo Ay =
Apg, segue que Ay também terd componente anuladora. O]

1.3 Acoes de grupo

Nesta secao introduziremos o conceito de acdo de grupos, uma ferramenta algébrica muito
atil ao distinguir duas algebras obtidas pelo método que utilizaremos. Para mais detalhes
sobre essa ferramenta, as referéncias [11] e [12] sdo 6timas opgOes.

Definicao 1.3.1. Uma agcdo de um grupo G em um conjunto A é uma aplicagdo de
GxA para A, denotada por g-a, ¥ a € A e Vg € G, que satisfaz as sequintes propriedades:

i)g1-(92-0)=(9192)-a, Va EAeVgy,g, €EG;
ii)14-a=a, Ya € A.

Nesse caso, dizemos que G age em A.

Definicdao 1.3.2. Dado x € A, a G- orbita de x com relagdo d agdo do grupo G é definida
pelo conjunto

Orb(x) :={g - x, g € G}.

Escrevemos, as vezes, apenas orbita de x, quando o grupo considerado ja esta suben-
tendido. A partir dessa definicdo temos o resultado a seguir (descrito em [11, Proposicdo
2, cap. 4]).

Proposicao 1.3.3. Duas drbitas distintas sdo disjuntas, ou seja, se Orb(x) NOrb(y) # @,
entdo Orb(x) = Orb(y).

Seja Aut(A) o grupo dos automorfismos de uma algebra antiassociativa (A, ). Com
isso, dados ¢ € Aut(A) e O € ZX(A, V) definimos od(x, y) = Hel(x), @(y)). Assim, observe
que @O € ZX(A, V). Com efeito, dados x, y, z € A quaisquer, temos que

@UO(xy, z) + UO(x, yz) =

Heo(xy), @(2)) + Fe(x), @(yz)) = FHe(x)e(y), @(2)) + Fe(x), @(y)e(z)) = 0.

Consequentemente, Aut(A) age em ZX(A, V), visto gue

(@1 ° @2)0(x, y) = Hpi(@a(x)), @1(@2(y))) = (@19)(@2(x), @2(y)) = (@102)F(x, y),

ou seja, (p1° 92)0 = @1(@20) e 1ad(x, y) = F(/a(x), 1a(y)) = F(x, y), onde /4 € Aut(A) é
a identidade em A. Mais geralmente, vemos que

Lema 1.3.4. Aut(A) age em H*(A, V).

Demonstragéo. Considere ¢ € Aut(A) e 8 € Z*(A, V). Observe, primeiramente, que

pO € B*(A, V) &= O € BXA, V).
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Com efeito, se ¢ = §f para algum f € Hom(A, V), entdo od(x, y) = He(x), o(y)) =

flex)e(y)).
@O =6(f° @) == @9 € BYA, V).

Por outro lado, se ¢ = 6f para algum f € Hom(A, V), entdo 9(x, y) = oo~ (x), o= (y)) =
flo'xe=(y) = 6(f = @)

S 9=6(fc oY) == 0 € BYA, V).

Assim sendo, dado [9] = 9 + B%(A, V) €H*(A, V) segue que @[] = [@V] € HXA, V) e,
pela afirmagdo acima, se [J] # [0] entdo ¢[8] = [0]. A partir dai, as propriedades i e ii da
definicdo de agdo de grupo podem ser vistas facilmente, donde conclui-se que Aut(A) age
em H*(A, V). ]

A observacdo a seguir mostra como podemos visualizar matricialmente a a¢ao de
Aut(A) em ZX(A, V).

Observagao 1.3.5. Considere {ey, -+, e,} uma base de A e seja ¢ € Aut(A), represen-
tado matricialmente por (aj). Escreva C = (cj) e C = (c,Jj) as matrizes representando

g, @0 € ZZ(A, V), respectivamente. Vemos que
CJij = (pl?(e,', ej)
= 9(p(e;), ole;)
> >

= '3( 0si€s, arj er)

= &

Osi arjﬁ(es, er)

r=1

Portanto C = cpTC<p.

Sejam V um F-espago vetorial, GL(V) o conjunto de todas as aplicacGes lineares
bijetivas em V e Y€ GL(V ). Assim, para cada O € Z*(A, V') defina ¢9(x, y) = Y(3(x, y)).
Pela linearidade de ¢, segue que Y€ Z*(A, V) e, consequentemente, teremos que GL(V )
age em Z%*(A, V). Dessa forma, temos também o seguinte resultado

Lema 1.3.6. GL(V) age em H*(A, V).

Demonstracéo. Observe que 3 € B*(A, V) < 8 € B*(A, V). Com efeito, se & =
Of ;f € Hom(A, V), entdo

Yi(x, y) = P(S(x, y)) = P(f (x) - £ (V) = Y(f (X)) - P(F(Y)) = 6( > f)x ye,

portanto, Y9 = 8(¢ ° f) € BX(A, V). Desse modo, GL(V) age em H*(A, V). ]
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O proximo resultado nos mostra como ac¢des de grupos sdo Gteis para detectar quando
duas extensdes sao isomorfas.

Proposicao 1.3.7. Sejam 9,0 € Z%(A, V) tais que Ann(As) = Ann(Ag) = V. Entdo,
As = Ag =3 p € Aut(A) eI Y € GL(V), tais que [p¥] = [06].

Em particular, se 8 = 6 e supondo que 3+ N Ann(A) = 0, entdo podemos descrever
@ € Aut(As) por

®= ‘é’)o Ll? . 0o € Aut(A), W € GL(V) e ¢ € Hom(A, V)

tal que 9(o(x), @oly)) = dlxy) + @(B(x, y)), Vx, y € A.

Demonstragdo. Com efeito, suponha que (Ay, *s) = (Ag, g), entdo existe um isomorfismo
@ : Ay — Ag. De acordo com a Afirmacgao 1.1.8, ¢(V) = @(Ann(As)) = Ann(Ag) = V.
Considere ¢ :=¢@ |y € GL(V).

Seja {ey, '+, en} base de A e escreva ¢(e;) = e'_+ v;, onde e'. EAcev; €EV. Entdo,
1 1

@ induz um isomorfismo @, : A — A dado por @q(e;) = e',- e uma aplicagao linear
¢ :A-- V dada por ¢(e) =v;, paracadai=1,2,---,n.

Portanto, podemos descrever ¢ como uma matriz da forma
o= ‘20 ¢? . 0o € Aut(A), & € GL(V) e ¢ € Hom(A, V).
Considere x, y € A, entdo

(x5 y) = @xy + 0(x, ¥)) = @olxy) + p(xy) + Y(I(x, y))

e também ¢(x) -6 ¢(y) = (@o(x) + d(x)) *6 (9o(y) + &(y)) = @o(x)9o(y) + B(@o(x), @o(y)).

Como ¢o é um isomorfismo, segue que

B(@o(x), @oly)) = d(xy) + Y(9(x, ¥)) YV x, y € A.

Ou seja, @0 = 6¢p + Y¥ e, consequentemente, [poB] = [YF], como quer’lamos. O

Para finalizar esta segao descreveremos o grupo de cohomologia e o grupo dos auto-
morfismos da algebra antiassociativa 3-dimensional A;,. Esses resultados que serdo Uteis
nos calculos de extensdes de As,, posteriormente no Capitulo 3.

Exemplo 1.3.8. Considere a dlgebra antiassociativa 3-dimensional, com base {e, e,, es},
As, ef = e, (aqui e em todos casos que descreveremos uma dlgebra pelos produtos dos
elementos de uma base, omitiremos os produtos nulos).

Analogamente ao que foi feito no Exemplo 1.2.11, obtemos que
ZX(As, F) = ( D1y, D1z — Doy, Dz, Dz, Dss) .

De acordo com o Lema 1.2.9, temos B*(As,, F) = ( A1) . Com
isso,

HZ(A3,2, F) = ( [A12] = [A21], [A13], [As1], [Ass]) .
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Logo, dado [8] = ai1([A1] — [Axn]) + ax[A13] + az[Asq] + as[Aszs], este serd representado

0 a, O
matricialmente por C= —a1 0 0
a3 0 (0 7}

Além disso, podemos escrever Az, = A,,®V, com V = Fe;. Pelo Lema 1.3.7, segue
que
o= % 3 . 9o € Aut(Az2), W € GL(V) e ¢ € Hom(Azs V).

Dessa forma, considerando ¢ € Aut(A,,), se p(e1) = aii1e;1 + aze,, entdo temos ¢(e;) =
plee,) = ailez. Adiante, dado ¢ € Hom(A,,, V) qualquer, se ¢(e1) = Aes, entdo
d(er) = pleier) = plel)p(eq) = A’ese; = 0. Portanto, obtemos que

1
( a1 0O O0° )
Aut(As,)= A= apn aél O3 ; a33011 /=0, a; €
031 033

Por fim, sequndo a observagdo 1.3.5, a matriz que representa [pd] serd dada por

a* a3, Onlas + 0s3(0110; + 03,0)
.
AT CA = -a3, 0 0
2
a11(—a23 + a3a33) + 031033004 O 03304

Na matriz acima, ndo descrevemos o valor de a* explicitamente, pois este pode ser
tomado igual a zero, visto que A;; € B(As3,, F) e estamos considerando a agdo de ¢ em

[8] € H*(As,, F).
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Capitulo 2

Descricao do método usado na
classificacao

Neste capitulo descreveremos o método que usaremos na classificagao das algebras anti-
associativas.

Tal método foi descrito inicialmente em 1978 por Skjelbred-Sund em [26] com o
intuito de classificar algebras de Lie nilpotentes. Posteriormente, métodos analogos a este
tém sido utilizados na classificagao de diversos tipos de algebras nilpotentes como, por
exemplo, algebras de Malcev em [18], algebras de Jordan em [15], algebras associativas
em [8] e algebras de Novikov em [20].

Desta forma, o método que utilizaremos (analogo ao método desenvolvido por Skjel-
bred e Sund) relaciona 6rbitas, sob a acdo do grupo de automorfismos de algebras antias-
sociativas (conhecidas de dimensdao n — s) em subconjuntos do conjunto das grassmanianas
s-dimensionais dos seus grupos de homologia, com extensdes centrais s-dimensionais des-
sas algebras. Portanto, de acordo com a Proposicdo 1.2.6, ao aplicar tal método estaremos
classificando todas as algebras antiassociativas de uma dada dimens3ao n desejada.

2.1 O “pano de fundo” do método

Sejam A uma algebra antiassociativa e V um espacgo vetorial de dimensao finita. Inicial-
mente, note que o Lema 1.3.7 pode ser refraseado da seguinte forma:

Lema 2.1.1. Sejam 9(x,y) = °_ LOilx ye e Blxy) = Sl_z L 6ilx, y)e: elementos de

1
n N

2 rg & . 1 — 1 — ~
ig (é’Xe)'se,sg Fs)g%,e%t%us‘?e,Aé’xigté’ %O(':'s %};th? tal q'ﬁg ro'(é\o)njun t% {[(pé\,-ﬂr}(é )1, . -O,' singgr%
0 mesmo subespago em H*(A, V) que o conjunto {[V;]; i=1,---,s}.

Demonstragé@o. Se As = Ag, pelgrlema 1.3.7 existem ¢ € Aut(A) e ¢ € GL(V) tais que
[@VU] = [B]. Considere Y(e;) = 7:1 aje;. Logo,

(8 -YO)xy)= 2 @8- 2 I (x ye.
= 77 = !
Cl,:,'l?i
j=1 s =1
Assim, como [@0] = [¢/6], segue que @8~ a;0; € B*(A,F), Vj=1---,s. Dai,

=

temos [@8 ] = " a”[9] e, portanto, o resultado segue.
i=
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Por outro lado, se {[¢6;], i = 1,-++,s} gera o mesmo subespago em H(A, V) que

o conjunto {[@d], i = 1255} entdo existe matriz invertivel (a;;) tal que, para cada
j=1-,s, temos [p6;] = ;_; ay[0].

Sde >
Dessa BBrmasdefina licacda. linear ¢ : V —> V por ¢(e;) = 71 aje;, entdo
4}0()(/ y? = ‘,?r:l j=1 0119168)’39/; %S (’U P ,’b( ’) y*=J

sim,
= =
(@6 —¢d)(x, y) = (06 —  ay0i)(x y)e;.
j=1 i=1
Logo, [¢¥] = [¢6] e, pelo Lema 1.3.7, temos que Ay = Ag. O]

Considere agora a seguinte definicdo:

Definigdo 2.1.2. Seja V um F-espago vetorial de dimensdo finita, a grassmanniana s-
dimensional de V, Gs(V), € definida pelo conjunto de todos os subespagos de V de di-
menséo s.

Assim, vemos que existe uma ac¢ao natural de Aut(A) em GS(HZ(A, F)), dada por
G (KA, F) * G (H(A, F))

s s

W= ([t [0a] -+, [8]) >= oW = ([ot] [od], - -+, [@dL]) .

- ——-—

Observe que W, assim definida, pertence a Gs(H2(A, F)), visto que ¢ é um auto-
morfismo. Logo, denotaremos a érbita de W sobre a agdo de Aut(A) por Orb(W). Assim,
temos:

Lema 2.1.3. Sejam Wy = ( [04], [85], - -+, [8s]), W, = ([641], [62), - - , [65]) € G(H*(A, F)).
Se W, = W,, entdo N}=10+ N Ann(A) = N3=160+ N Ann(A).

Emonstrugdo. Sejam W; = W,, logo existe uma matriz invertivel (a;;) tal que [J;] =
® . 0;16;], para cada i = 1,2,--+,s. Com isso, existe f; € Hom(A, F) tal que & =

b . .
;1 a;i6; + 6f;, paracadai=1,2,---,s. Assim,

=
Uix, y) = a;6i(x, y) + filxy).

j=1

Consequentemente, obtemos que Hh(x, y) = Gix,y) = -+ = G(x,y) = xy = 0 se, e
somente se, B1(x, ¥) = B2(x, ¥) = -+ = B4(x, y) = xy =0, ou seja, N°_, 9" N Ann(A) =
NiZ16+ N Ann(A). O

O lema acima garante que o seguinte conjunto estd bem definido:
To(A) = {W = ([01], [8:), - - -, [9]) € Go(H*(A, F)); Q58" N Ann(A) =0}
Afirmacao 2.1.4. Aut(A) age em Ts(A).

Demonstragdo. Dados ¢ € Aut(A) e W = ([01], [}) -+, [0]) € GS(HZ(A, F)), basta
observar que, paracadai=1,2,---,s5,

X € (@%)+ NAnn(A) == @(x) € 9 N Ann(A).

Como ¢ & um automorfismo, W € T,(A) < W € T,(A). (]
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2.2 O método

A fim de construir todas as algebras n-dimensionais com centro s-dimensional, considere
A uma Aalgebra antiassociativa de dimensdo n — s, V um espaco vetorial gerado por
ey, e, -+ ,es e denote por E(A, V) o conjunto de todas as algebras antiassociativas de
dimensdo n sem componente anuladora que sdo extensdes centrais de A por V e tem
anulador s-dimensional.

Com isso, de acordo com o Lema 1.2.5, tais algebras serdao da forma Ay para algum

3 € Z*(A, V), com Ann(As) = V e 9N Ann(A) = 0. Além disso, pelo Lema 1.2.15,
podemos escrever

=
E(A V) ={As :0xy) = Uilx, y)er e ([0 [92) -+, [0:]) € Ti(A)}

i=1
Denote por [Ay] a classe das algebras isomorfas a Ay € E(A, V).

O resultado a segzuir nos garante que a classe de algebras isomorfas, [As], depende
unicamente do ¢ € H(A, V) considerado. Assim, podemos construir todas as algebras
antiassociativas de dimensao n e com centro s-dimensional, a partir de algebras antiasso-
ciativas de dimensdao n — s.

Teorema 2.2.1. Existe uma correspondéncia 1 —1 entre o conjunto de Aut(A)-érbitas em
%(A) e o conjunto das classes de isomorfismos de E(A, V). Além disso, dado ¥(x, y) =

° . Ui(x, y)ej, esta correspondéncia € descrita por

=1
{Orb(W) : W € T4(A)} & {[Ag] : As EE(A, V)}

Orb( [91], - -+, [Fs]) »= [Asl.

Este teorema, por sua vez, é consequéncia do seguinte lemay
Lema 2.2.2. Sejam Ay, Ag € E(A, V) e suponha que O(x,y) = ° Oilx, y)ej e B(x, y) =

=1 0'(x, y)e'. Entdo [A"] = [A°] se, e somente se,
i=1

Orb ( [04], [92), -+, [Os]) = Orb([64] [62), -+, [6s]) -

Demonstragdo. Pelo Lema 2.1.1, Ay = Ap se, e somente se, existe ¢ € Aut(M) tal que

([0 [O2) - -+, [8) = ([061] [@B2], - - -, [0B4])

Assim, teremos que [As] = [Ag] se, e somente se,

Orb ([0, [02), -+, [9s]) = Orb([64] [62) -+, [64]) -
[

Desse modo, cada 6rbita de Aut(A) em T4(A) corresponde unicamente a uma classe
de isomorfismo de E(A, V) e vice-versa, com isso garantimos a veracidade do teorema.

Assim, prosseguiremos em nossa classificacdo com os seguintes passos:

1. Para uma dada algebra antiassociativa A de dimensao n — s, determine HZ(A, V),
Ann(A), e Aut(A).

2. Determine o conjunto das Aut(A)—orbitas em T (A).

3. Para cada 6rbita, construa a algebra antiassociativa correspondente, de acordo com
o Teorema 2.2.1.
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2.3 A sequéncia caracteristica de dimensodes de radi-
cais

Nesta secao descreveremos a sequéncia caracteristica de dimensdes de radicais que sera
usada no estudo das orbitas de T5(A) fixas pela acdo de Aut(A).

Assim, com tal objetivo em mente, considere A uma algebra antiassociativa e V um
espaco vetorial.

Lema 2.3.1. Dados ¢ € Aut(A) e & € Z*(A, V), entdo dim 9+ = dim (p9)-.
Demonstragdo. Com efeito, temos que
@(x) € 9+ &= F(e(x), A) + (A, @(x)) =0

<= @p(T(x, A)) + p(FA,x)) =0 &= x € ().

Portanto, temos uma aplicagdo bijetiva o : pd+—— {4 dada por x = @(x). Assim, se
€1, "', es }& uma base para @U+, entdo {¢(e1), -, @(es)} forma uma base para 9! e,
com isso, o resultado segue. O

Agora, considere a seguinte definigao:
Definigdo 2.3.2. Sejam 0y, -+, 0 € ZZ(A, V). Defina W(&y, - ,80) = (my -+, ms), a
sequéncia ordenada decrescente de dim?Y;, -+, dim 9.

Dessa forma, decorre imediatamente do Lema 2.3.1 que

Corolario 2.3.3. Dados ¢ € Aut(A) e Uy, , 0 € ZZ(A, V), entdo
WGy -+, 0) = W(ply -+, @)
Adiante, apresentaremos mais uma definigao que sera importante para a construgao
da nossa funcgdo W.

Definigcdo 2.3.4. Dados dois conjuntos parcialmente ordenados A e B, definimos a ordem
lexicogrdfica no produto cartesiano A x B por

(a,b)<(d,b)sea<d oua=adeb<sb.

Além disso, de forma andloga, podemos generalizar essa defini¢do para o produto A; %
- x A, onde A;, i =1,---,n sdo conjuntos parcialmente ordenados.

Agora, dado W € Gs(H?(A, F)), estamos aptos a definir a sequéncia caracteristica
de dimensdes de radicais (veja referéncia [15, Definicdo 4.1]).

Definicao 2.3.5. A sequéncia caracteristica de dimensdes de radicais, denotada por
W(W), € definida pelo menor limite superior para a ordem lexicogrdfica do conjunto

Wy, -+, 0); O+, 0 €ZAF) e W={([0]-,[5%])}

Proposic3o 2.3.6. Sejam ¢ € Aut(A) e W € Gs(H*(A, F)). Entdo, W(W) = W(pW).
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Demonstracdo. Considere W(W) = W(9, 0y, -+, 0), com Gy, -+ ,0 € ZZ(A, F), pelo
Corolario 2.3.3, temos W(¥y, -+ ¥s) = W(pdy, - -+, @¥s). Portanto, W(W) < W(pW).

Por outro lado, se W(pW) = W(pBy, 06, -, ©Bs), para By, -+, O ZZ(A, F), entao,
novamente pelo Corolario 2.3.3,temos W(0y,---, Bs) = W(pBy, ---, ©Hs). Logo, V(W ) <
W(W) e, assim, temos a igualdade desejada. 1

Com isso, dados Wy, W, € GS(HZ(A, F)), se W(W,) W(W,), entdo Orb(W;) N
Orb(W;) = @. Ou seja, a sequéncia caracteristica de dimensdes de radicais € um invariante
para Orb(W).

No exemplo a seguir, usaremos a sequéncia caracteristica de dimensGes de radicais
para o estudo de Aut(As,)-orbitas disjuntas em T>(As>).

Exemplo 2.3.7. Novamente, consideramos a dlgebra As, descrita no Exemplo 1.3.8.
Temos T,(As,) = {W = (0, %) € Gy(H*(As, F)) : 0 N0 N Ann(Asy) = 0} e
tome W, U € T,(As) dados por

W = ([A12] = [D21], [A31]) e U = ( [A12] = [D21] + [A13], [A13] — [Az1]) .

Observe que ([A12] — [A1])L = f{e3) e ([As1])r = &,. Desse forma, obtemos que
W(W) = (1,1). De maneira totalmente andloga temos que W(U) = (1,0). Com isso,
as Aut(As,)—0rbitas geradas por W e U serdo disjuntas.

Dessa forma, a sequéncia caracteristica de dimensdes de radicais sera um modo eficaz
na hora de distinguir duas algebras, uma vez que 6rbitas distintas em T5(A) correspondem
a extensdes centrais s—dimensionais de A nao isomorfas.
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Capitulo 3

Classificacao algébrica de algebras
antiassociativas de dimensao <5

Neste capitulo, classificaremos, a menos de isomorfismo, as algebras antiassociativas puras
de dimensdo até 5 sobre o corpo dos nimeros complexos C. Mais precisamente, apresen-
taremos os resultados ja conhecidos para essas dimensdes e faremos a classificacao
das algebras antiassociativas puras de dimensdes 4 e 5.

3.1 Dimensao 1l

Seja A uma algebra antiassociativa de dimensdo 1, ou seja, A = ( e;) . Logo, eie; = Ae;
para algum A € C e, assim, (e1e1)e; + e1(e1e1) =0 == 2%, =0==>A=0.

Desse modo, toda algebra antiassociativa de dimensdao 1 é trivial, ou seja, xy =
0, V x, y€ A. Portanto, a menos de isomorfismo, existe apenas uma algebra antiassocia-
tiva de dimensdo 1, a qual chamaremos de Aj ;.

3.2 Dimensao 2

Para extensodes centrais com componente anuladora, temos apenas a extensao central de
dimensdo 1 de A1/1: A2,1 = A]_'l @ C€2.

Agora, no caso de extensdes centrais de A; 1 sem componente anuladora, observe que
H*(A11, C) = ( [Aw1]) e Aut(Ai1) = {Ald; A € C\ {0}}, onde /d & a identidade em
Aj1. Além disso, dado [J] = [AA11] € Hz(Al,l, C), segue da definigdo que se A 0, entdo

L = {0}. Desse modo, T1(A11) = G1(H* (A1, C)) = {{ A[A11]) ; A /= O}.

Logo, considere W = {(A[A11]) Ti(A11) qualquer. Ent3o, tomando ¢ = A—l/zld,
obtemos W = ([A11] . Péfa arbitrariedade de W, segue que existe apenas uma oOrbita
invariante pela agdo de Aut(A;1) em T1(A11).

Com isso, pelo Teorema 2.2.1, a algebra correspondente a esta 6rbita é descrita por

Az,z . 6161 = és.
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3.3 Dimensao 3

As algebras antiassociativas de dimens3do 3 sobre C ja foram classificadas (veja [3]) e
estdo listadas na tabela abaixo. Na secdo 4.1 (do Apéndice), faremos explicitamente essa
classificagdo usando as técnicas contidas nesse trabalho.

Tabela 3.1: Algebras antiassociativas de dimensao 3

Az T | Trivial

A3,2 : e1eq1 =6y

A3zt | eier =e3, ee1=-e;

Ass | eey=es,  ee;=e3

Als:| erer=aes, eei1=es; ee;=es;aE€ C
36+ | €161 = €y, e.e; = €3, eye; = —e3

3.4 Dimensao 4

Nesta segdo, classificaremos as algebras antiassociativas puras de dimensao 4.

Observe que, segundo o Lema 1.1.2, as algebras antiassociativas satisfazem a igual-
dade xyzw = 0. Desse modo, podemos descrever tais algebras em duas classes disjuntas:
as algebras antiassociativas que satisfazem a igualdade xyz = 0 e, portanto, satisfazem
xyzw = 0, e as algebras que n3do satisfazem a igualdade xyz = 0. Assim, temos:

Definicao 3.4.1. Dizemos que uma dlgebra A é pura se ela ndo satisfaz a igualdade
xyz = 0. Caso contrdrio, dizemos que A é uma dlgebra néGo-pura.

Note que toda algebra ndo-pura satisfaz trivialmente a identidade de Leibniz e, neste
caso, tal classificagdo foi apresentada em [22, Tabela 1]. Essas, por sua vez, juntamente
com as algebras antiassociativas com componente anuladora, estdo descritas na seguinte
tabela:

Tabela 3.2: Algebras antiassociativas de dimensdo 4 que satisfazem xyz =0

A4,1 TriViaI

A4'2 €161 = €

Ass | ere1 =€, esez3=ey

Ays | €182 = €3 €61 =—e3

Als | erer =es eje; =es ee; =Aes, A€EC

Ase | €161 = €3, e1e; =€e3 ee; =e3

Ay; | €182 = ey €e3e; =ey

Agg | €182 = €3, €,61 =€y, €8, = —€3

Ai’g e1e1 = €3 €163 =€, €61 =-Ae3 ee; =-e4, AEC
Aﬂ,lo eie1 = €4, €163 =Aey, €1 = —Aes, ere; =€y, esez=es, AEC
Asi11 | €162 = €4, €163 = €4, €261 = —€4, €267 = €4, €361 = €4
A4,12 €161 = €4, €167 = €4, €261 = —€4, €363 =€y

As13 | €183 = €3, ee1 =€y

Al)l(14 €161 = €4, €16 = €3, €81 = —€3, €26, =2e3+ ey
As1s | €182 = €4, €81 =Aes, ee; =3, AEC

Asie | e1er = es, ere1=—€y €383=64

Na tabela acima, temos o isomorfismo A* = Az%o, para todo A € C.
4,10 g
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3.4.1 ExtensoOes centrais puras

Nos concentraremos agora na classificacdao das algebras antiassociativas puras. Ob-
serve que Az g &€ uma algebra pura de dimensdo 3, logo sua extensdo central 1- dimensional
com componente anuladora A, 7, descrita na tabela 3.3, sera uma algebra antiassociativa
de dimensdo 4. Adiante, a contra-positiva da afirmacdo 3.4.2, a seguir, nos oferece uma
direcdo para esse estudo.

Afirmacao 3.4.2. Toda dlgebra ndo pura é extensdo central de uma dlgebra com produto
nulo. Reciprocamente, toda extensGo central de uma dlgebra com produto nulo serd uma
dlgebra ndo pura.

Justificativa. Note que, pela Proposicdo 1.2.6, existe uma Unica dlgebra A tal que A =
A, com A/Ann(A) = A, § € Z*(A), Ann(A)) e 3+ nAnn(A)) = 0. Resta verificar que A’
é uma dlgebra com produto nulo. Mas, isso é uma consequéncia da hipdtese de que A é
ndo pura (e, portanto, A*> € Ann(A)) e do isomorfismo A/Ann(A) = Al.

Por fim, dada uma extensdo central A de uma dlgebra com produto nulo, teremos que

A’ c Ann(A) e, consequentemente, xyz =0, v X, y, ze A, ou seja, A é uma dlgebra néo
pura.

Considere também a seguinte observacdo:

Observacao 3.4.3. Ndo existem extensdes centrais nGo-split de dlgebras antiassociativas
puras.

Justificativa. Seja A uma dlgebra antiassociativa pura. Sejam (xy)z /= 0 e considere

{ey, -++,en} uma base de A tal que e; = (xy)z. Note gge para qualquer § € H 1A, C)
temos que e, € 3+. Com efeito, se e, & 9+, entdo & =  ;;c;[A;], onde ou c1 /=0 a
C1i 0. Dessa forma, temos que ((xy)z)e; /=0 ou ei((xy)z) /=0 em Ay, 0 que contradiz
o lema 1.1.2. Por outro lado, e; € Ann(A), pois caso contrdrio teriamos novamente uma
contradigdo com o lema 1.1.2. Assim, Ts(A) = 0 e, portanto, o resultado segue.

Desse modo, as extensdes centrais das algebras A,; e A;; (com produto nulo) ja
estdo listadas na Tabela 3.2.

Extensdes centrais de A,, sem componente anuladora

Nesse caso, como GZ(HZ(Az,z, F)) = @, entdo n3o existem extensdes centrais 2-
dimensionais de A, .

Extensdes Centrais de A;,

Relembre que Az : ei =e,. No Exemplo 1.3.8 obtemos que

H*(As2, C) = ( [A12] = [A21), [A13], [Bs1], [Ass]),

Ann(As>) = ( ey e3) e que

( dqq 0] O! )

AUt(A3,2) = 021 él 023 ; Q33011 /= o, aij € (

Agora considere W = ( [0]) € Ti(A32) = {[0] € Gi(H*(A3,, C)); 8+ N( ey e3) = B},
ou seja, ¥ = ay(A1x — Nrq) + a3 + 0331 + azAzs.

30



Observacao 3.4.4. Ndo podemos ter & com a, = a3 = ay = 0, pois nesse caso teriamos
es € 0L N Ann(As;) e, assim, W & Ti1(As2). Analogamente, ndo podemos ter a; = 0.
Desse modo, sem perda de generalidade consideramos a1 = 1.

Com isso, para ¢ € Aut(As>), [¢0] sera representado matricialmente (veja o Exemplo
1.3.8) por

o C’i1 01103 + 033(a1105 + a3104)
_0311 0 0
2
a11(—a23 + a3303) + 3103304 O 03304

Desse modo, devemos analisar os seguintes casos:

1. a, =0 '
1 0 0°
Neste caso, tomando @ = 0 1 a3 , obtemos que W = ( ([A12] - [A21]) +
00 1

a[Ag3]), com a = a, + az. Note que, pela observagdo 3.4.4, temos a /= 0. Assim,
considere ¢ € Aut(As;) dado por a;; =0, =1eas; = a-! e teremos

YleW) = ( [A12] - [D21] + [A13]) = W

2. Oy /= 0
10 _192
Neste caso, considerando * 0 1 au /0!3' , obtemos que
-1/2
00 "

oW = (([A12] - [A21]) + a[A13] + [Asz]), com a = (a; + as)oi 2.

Com isso, se & = 0, temos W = ( ([A12] - [A21]) + [As3]) := Ws. Se, porém, a O,
considere ¢ € Aut(As,) dado por a11 = 033 = 1, 023 = a3; = =5 e teremos

PleW) = ( [A12] - [D21] + [A33]) = W,

Note que, para qualquer ¢ € Zz(Ag,z, C), se @O =1a'(A12 -Ny) + aZ'A13 + a'3A31 +
a;A33, entdo vemos que a; = 0 < a;‘ = 0, para qualquer que seja ¢ € Aut(As;).
Desse modo, ndo pode existir ¢ € Aut(As,) tal que W; = W,. Assim, as oOrbitas
Orb(W;), i = 1,2, em T1(As;) sdo disjuntas.

Com isso, obtemos as algebras antiassociativas puras A4 15 € As 19, descritas na Tabela
3.3.

Tabela 3.3: Algebras antiassociativas puras de dimensao 4

As17 | ere1 = e, eie; =e; ee; = —es.
Asi1g | €161 = €y, €163 = €4, €61 = —€y, €163 = €.
As1o | €181 =€, e18; = e, e,e1 = —e,, e3e3 = e,
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Extensdes centrais de A3, de A3, e de A‘gs

Relembre que
A3/3 1 e167 = e3, e,eq = —es.
A3,4 . €161 = €3 = €e76).
a — — —
AJ. 1eje; =aes ee; =e3=ee, a€C.

Temos que Ann(As3) = Ann(As.) = Ann(A"sfl5) = ( e3) . Além disso, note que
Z*(As3, C) = Z*(A34, C) = Z2(A &) = ([B11], [B12]), [A21], [A2:]) , para todo a € C.

A fim de calcular seus respectivos grupos de cohomologia, de acordo com o Lema
1.2.9, temos

BZ(A3,3, C)=(6e3) =(An-0n) e 32(A3,4, C) =( 55’;) =(Apn+
Ay,) . Portanto, H(Ass, C) = ( [Aaa], [B12], [B25]) € H*(Asa, C) = ( [A1a], [A12],
[A2]) .

Para o caso de A‘;"s temos que se a = 0, entdo BZ(A‘;S, C) = ( Ay + Ayy) e, conse-
guentemente, Hz(Ag’S, C) = ( [A11], [A12), [A21]), com [Aj,] = —[Az]. Caso a0, entdo
Bz(Ag’S, C) = (alAll + A21 + AZZ) e

1
H*(A%, C) = LA LA 1), com [Ay]=- gA ul-1a 1.

< [A 11 12 21 21

Vamos mostrar que T1(As3) = T1(A34) = Tl(A“3)5= @. Para isso, consideramos As 3
(e os outros casos serdo analogos). Seja [0] = a1[A11] + ax[A1,] + as[Ay,] € HZ(A3,3, C)

qualquer. Note que, ao calcular 9+, obtemos que &g O Ann(As3), logo [3] / T1(Asz3),
ou seja,

Ti(As3, C) = {W=([9]) € Gi(H*(A33 C)) : O+ N Ann(As3) = 0} = .

Desse modo, pelo Teorema 2.2.1, teremos que os conjuntos das classes de isomorfismos
de E(As3, C), E(As4, C) e E(A% 5 C) sdo vazios e portanto ndo teremos extensdes centrais
1-dimensional de As 3, de A3 4 e de A“3,§em componente anuladora.

3.5 Dimensao 5.

As algebras antiassociativas de dimensdo 5 com componente anuladora serdo todas as
extensGes centrais com componente anuladora das algebras de dimensdo 4, descritas na
Se¢do 3.4. Como estamos apenas interessados nas algebras antiassociativas puras, teremos
apenas as extensdes de Aj 17, As 15 € As 19, que serdo, respectivamente:

A5,1 P €161 =€y, €16 =€y, €261=-64
Asy @ eje; =€ €e18;=6€s4 €61=-€), €e1e3=ey
As3z . ee1 =€) €16 =€, €61=-6; €3e3=¢€y

Assim, nas proximas subsec¢des descreveremos as algebras de dimensdo 5 sem com-
ponente anuladora.
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Observacao 3.5.1. Como G4(H2(A1,1, Q) = 0 ndo temos extensdes centrais de di-
menséo 4 de Ay ;.
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ExtensOes centrais das algebras de dimensao 2.

Esta classificacdo ja foi feita em [3, Tabela 4] e sdo descritas abaixo. Note que todas
essas algebras sdo ndo puras.

Tabela 3.5: Extensdes centrais 3-dimensionais das algebras de dimensdo 2

A, | e162 = €3, €61 = €4, €6, = €5

Ay | e1e1 = €5, €18 = €3, €381 = €4, €€ = €5

A?\ €161 = €3, €16 = €4, €261 = €4, €267 = €5

A4 eer=e3+Aes, e1e; =e3 €81 =€, €e,=65, AE C

3.5.1 ExtensoOes centrais das algebras de dimensao 3.

Nesta secdo descreveremos as algebras antiassociativas de dimensdo 5 que sdo extensdes
centrais das algebras antiassociativas de dimensdo 3, descritas na se¢do 3.3. Como clas-
sificaremos apenas as algebras puras, ndo olharemos para as extensdes centrais de As;,
essas, por sua vez, podem ser encontradas em [10].

Observacgado 3.5.2. A fim de simplificar notagdo, omitiremos as entradas nulas dos au-
tomorfismos descritos no cdlculo das érbitas.

Extensdes centrais de A;,.

Primeiramente, relembre dos resultados ja descritos sobre As;,; no Exemplo 1.3.8, que sdo:
H*(A32, C) = ( [A12] - [A21], [Ax3], [As1], [As3]) , Ann(As,) = ( ey e3) e

1
( dqq 0 0 - )
AUt(A312) = ar Ggl O3 ; Q33011 /= 0, aijj € (
031 033
Com isso, seja W = ([*1], [&)]) € T2(As2), onde =

o1(D1=Dy1) oAz +asAzi+tasdss e B, = B1(A1; - Dy1) + 8,413 + 8303, + 6,A33. Por
definicdo, W € T,(As3,) <9 N N{eye3) =0.

Por fim, temos que [¢,] & representado matricialmente por

3 1
gl* 01161 01103681 + a33(a116; + 03164)
011(—023681 + 03363) + 03103364 0 05364

Além disso, pelos resultados obtidos na se¢do 3.4.1, podemos considerar
U1 € {[B12] = [D21], [D12] = [A21] + [A13], [D12] - [A21] + [As3]}.
Portanto, temos os seguintes casos para analisar:

1. 91 = [A12] - [Az1]. Note que podemos supor 8; = 0. Assim, teremos o seguintes
casos para considerar:

(a) 64 =0.
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i. Se 8, =0, entdo temos o representante ( [A;] - [Az1], [Az1]) = Wh.
ii. Se B, 0, entdo temos a familia de representantes { [A12] - [Az1], [A13] +

AlAs1]) = W
(b) Se 84 0, entdo suponha 8, = 1.
i. Se 8, /= B3, entdo considere a;; = ! ,033=1easz = -% & obtemos
62—63 82—83
o representante ( [A15] — [Az1], [Az] + [As3]) =
Ws.
ii. Se 8, = B3, entdo considere a11 = 033 = 1 e a3; = -6, e obtemos o

representante ( [A1p] — [A1], [As3]) = W,

2. & = [A2] - [Az1] + [A13]. Note que podemos tomar 8; = 0. Assim, teremos o
seguintes casos para considerar:
(a) 84 =0.

i. Se B, = 0e B3 # 0, considerando a;; = a33 = —ay3 =1, obtemos o
representante W;i.

ii. Se B8, = —B3, temos o representante ( [A12] = [A21] +[A13], [A13] —[A31]) :=
Ws.

iii. Se 8, /= —B3, considerando a;; = a33 = 1 e a3 = 3—6333, obtemos o
representante V\{’l
(b) Se 84 /=0, entao podemos supor 84 =1.

i. Se B3 = B,, entdo considerando a11 = 1, a3 = 1 e a3; = -6,, obtemos o
representante ( [A12] = [Az1] + [Ag3], [As3]) = We.

ii. Se 63 62, considerando ai = 63 - 62, ds3 = (63 - 62)2 e asz; = —62(63 -
B,), obtemos o representante ( [A12] — [Ax1] + [A13], [Az1] + [As3]) = W5

3. Oy = [A12] - [Ay1] +[As3]. Note que podemos supor 84 = 0. Assim, temos dois casos
para considerar.

(a) 8, =0.

i. Se 8, = 0, entdo temos o representante ( [A1;]-[Az]+[As3], [As1]) = Ws.

ii. Se 8, # 0, entdo temos a familia de representantes { [A1,] - [Ax] +
[Az3], [A13] +A[Az1]) := W’;-

(b) Se 8; /=0, podemos supor 6; = 1.

. 1 1 .
i. Se B, = B3, considerando ay; =1, g33 = & 023 = 7, recairemos no caso

2(b)ii.
ii. 62 /= 63.
A. Se 6, + 83 £ 0, considerando a;; = 1, a33 = 513 e ays = 62?63,

recairemos, novamente, no caso 2(b)ii.

B. Se 83 = -8, /=0, considerando a;; = -1, a3 = —2622 asz = 265 e
a3; = B,, obtemos o representante Ws.

O proximo passo é verificar que todas as Orbitas sdo disjuntas.

Justificativa. Note que, pela observagdo 3.4.4, para provar que Orb(Wy), Orb(WzA) e
Orb(Ws) sdo disjunta das demais, resta verificar que estas Orbitas sdo duas a duas dis-
juntas. Observe também que W(Wq) = (1, 1), lJJ(W’;) =(1,1) e W(Ws) = (1, 0), ou seja,
Orb(Ws) € disjunta das demais.

Adiante, note que W(Ws) = (1,1), W(Wa) = (2, 1), W(W") = (1,0), W(We) = (2,0),
W(W;) =(1,0), W(Ws) =(1,0) e lJJ(WQ") = (1, 0). Assim, pela Proposigdo 2.3.6, restard
verificar os seguintes casos:
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e Orb(W;) e Orb(W,?) sdo disjuntas.
Seja ¢ € Aut(As,) e suponha que eW; = W"z. Assim, temos que existem x,y € F
tais que [A13] + A[Az1] =
x(q3 ([B12] = [A21]) + a11023([B13] = [Ba1])) + ya11033[B3].

Com isso, temos xalz1= 0 = x = 0 e, consequentemente, obtemos 0 = xa,1033 +
Xa110,3 = 1, uma contradi¢cdo. Portanto tais érbitas sdo disjuntas.

A1 Az
e Orb(W, ) e Orb(W, ) sdo disjuntas, para Ay, A, distintos.
Suponha que exista @ € Aut(As) tal que (,0\/\2/"1 = W’;Z. Logo, existem x,y € C tais

que [A13] + Ax[Az] =

x(a3; ([A12] —[821]) + 011023([A13] —[A31]) + @11033[A13]) + Y(@11033([A13 + A1[As])).

Dessa forma, note que devemos ter x =0 e a11a33y = 1, com isso, A, = ya11033A1 =
A1 Portanto, o resultado segue.

A1 A2
e Orb(W, ) e Orb(W, ) sdo disjuntas, para Ay, A, distintos.
Suponha que ch!{"1 = ;‘2, para algum ¢ € Aut(As,). Logo, existem x,y € C tais
que [Asz] + Az[D31] = x@(([A12] — [A21]) + [As3]) + yo([A13] + A[As1]) =
XQT (([A12] = [A21]) + xa11023([A13] — [As1]) + X0233[A33]+
Xa31033([A13] + [As1]) + ya11033[A13] + yA1011033[A34].

Assim, xaf1 =0 = x=0 e yai1as3 = 1. Portanto, A, = yai1a33A; = A1, contradi-
zendo nossa hipdtese.

e Orb(W-) € disjunta de Orb(Ws) e de Orb(Wg).
Observe que [Az] £@W; para qualque;r que seja @ ¢ Aut(As).

dq1 0 0

. 2 .
De fato, considere @ = ax1 a3, 03 € Aut(As;), assim temos que
a3z 0 a3

oW; = (193 ([A12] = [A21]) + 011023([A13] — [A31]) + 011033[A13],
033(011[A31] + a31([D13] + [A31]) + a33[As33])) .
Com isso, suponha que existam x,y € C, tais que

x@(([A12] - [A21]) + [Ass]) + yo([Asi] + [Asz]) = [Aszi], entdo
teremos o seguinte sistema de equagdbes

3
xai; =0

ya =0

xa11(az3 + asz) + y(as1a033) =0

_ ' ~Xdi11073 + _C’lé%(an +031)=1 . ) )
Relembre que, como ¢ é um automorfismo, a1, 033 0. Assim, da primeira e da

quarta equagdo resulta que x = y = 0, uma contradigdo! Portanto, Orb(W5) e
Orb(Ws) sdo disjuntas. O caso em que Orb(W5) N Orb(WQ) = 0 segue andlogo.
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e Orb(Wg) € disjunta de Orb(W;\).

Por fim, suponha que exista @ € Aut(As,) tal que Ws = Wg. Dessa forma, temos
[A13] + A[A31] € @Ws, ou seja, existem x,y € C tais que

[A13] + A[A31] = x@(([A12] = [D21]) + [A33]) + yo([Az1]).
1
dii1 0 0 )
Considerando @ = a,, a2, U2 teremos o seguinte sistema de equagdes:
a3 0 a3

xa3, =0

xa =0

x(a11023 + 031033) = 1
2
x(—a11023 + a3g@33) + yazsai = A

CORRA Ao e LR 18 o0 B R o IR FE 1% S Bits '8 R ¥

Com isso, a tabela a seguir apresenta todas as o6rbitas encontradas.

Tabela 3.6: Representantes das 6rbitas em T,(Aj; ;) fixas pela agdo de Aut(As;,)

Portanto as Wi | ( [A12] - [A2],

A3, serao: [Ba1])( ([A12] = [B21)), [B13] + A[Ds1])
W3 | ( ([A12] = [A21]), [A13] + [As3])
Wiy | ( ([DA12] = [A2]),
Ws | (N{AY,] - [A21]) + [A13], [A3] = [Az1])
We | ( ([A12] = [A21]) + [A13], [As3])
W7 | (([A12] = [B21]) + [A13], [A31] + [Asz3])
Wﬁ ( ([A12] = [Az1]) + [Asz], [Asi])
W | (([A12] = [8r1]) + [As3], [Asz] + A[A34])

algebras antiassociativas de dimensdo 5 que sdo extensdes centrais de

A5,4 . e1e1 =6 e16p =6e4 e3e1=-—6ey €361 = €5

Aé,5 . 6161 =6 €165 =€4 €61 =-—64 €163 = €5 es3e; = Ae_r,

Asg . ee1=e; €e1e;=€e; €e1=-€; €e1€3=E¢€s €3e3 = €5

Asz . €181 =6 €16 =€e4 €61 =-64 €363 =65

A5,8 . e1e1 =6y €165 =€4 €61 =-—64 €163 = €4 +€5 €361 =-—6€5

A5,9 . e1e1 =6 e16p =€4 e3e1=-—6ey €163 = ey €33 = €5

Asio0 : €e1e1=€; €163 =€s €61=-€; €13 =€y €361 = €5 €363 = €5
A%n €181 =€ €16 =€4 €361 =—€4 €3e3=6€y €3é; = €5

A5,12 . 6161 =6 e16p =€4 ee1=-—6ey €163 = €5 e3eq = /\E5 €363 = €4

Extensodes centrais de A;;, de Az, de Ag o

Analogamente a dimensao 4, podemos verificar que
T2(As3) = Ta(Asa) = TL(A%S) = 0,

ou seja, também n3do teremos extensdes centrais 2-dimensionais de A3, Az, e A"gs
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3.5.2 ExtensOes centrais das algebras de dimensao 4.

Nesta secdo, descreveremos as algebras antiassociativas que sdo extensdes centrais 1-
dimensionais das algebras antiassociativas de dimensdo 4. Novamente, como estamos
apenas interessados nas algebras puras, nao estudaremos as extensdes de Ay ;.

Extensdes centrais 1 dimensionais de A, ;.

Relembre que A, : e1e; = e,.

Assim, seguindo os passos do método, devemos inicialmente determinar os seguintes
conjuntos Ann(Ay>), HZ(A4,2, C) e Aut(A,,). Desse modo, por simples verificagdo, obte-
mos que Ann(As,) = (e, €3, €e3) e o Lema 1.2.9 garante que BZ(A4,2, C)=(An).
Além disso, ZX(As2 C) = (D11, (D1z — Dy1), Das, Das, Dsy, Dss, Dsg, Dg1, Das, Dag) .
Portanto,

H*(As2, C) = { ([A12] - [A21]), [B13], [B1a), [B31], [Bsz), [Aza), [Baal, [Bas), [Asal)

Por fim, escrevendo A, = A1 @V, com V = Ce, @ Ce; @ Cey, 0 Lema 1.3.7 nos

diz um caminho para determinar Aut(As;), este é ¢ = (‘;0 3’ D o € Aut(A11), Y €

GL(V) e ¢ € Hom(A,, V). Logo, segue que

. d1n 9 0 0
. a air O3 Qdype= . _
Aut(As?) =4 gi 0 03 a3 ’ 011(033044 — 034043) 0, a;€ C.
as1 0 ag3 au

Para os proximos passos do método, seja W = ( [3]) € T1(A4>) tal que
U = ai(D12 — Do1) + 0213 + a3Dig + Aal31 + AsDaz + Aelsg + 07041 + 0343 + doDggy.

Com isso, para cada ¢ € Aut(A,>), temos que @8 = o (A1x — D) + a3013 + ajDyy +
azA31 =+ a§A33 =+ aéA34 =+ a§A41 —+ a§A43 =+ a;A44, onde

¥ _ 3
% ap =a o
= [op¥¥o1 Q3304 403 03305 0330406 0210307 % Aa1d Q4104300
@, = a,/65%8%% o, 8faf4 o ududs b udads tdadeds t3adals 694y
o *g! = 01102400 + 01103400 + Q3302403 + 031034005 + 03102406 + 03404108 + 01104409
Q4 _-a +@p = 03303405 + C’33‘744016 + 03404303 + 04304409
O F-00,0 2+ *110 4_"'0@73 3 aas 04101%"‘ 11044007 + (3104408 + 04104409
g = 30346215 34@33&8 %033 o q‘zaagamag
oty = 03405 + 034044 (06 + Ofg) + Qa40tg

Observacgao 3.5.3. Seja W = ([ﬂ]) T1(A,>) onde ¢ = al(Alz A21)+(a2A13+513A14-h

031 + asQ33 + Aglzg + 07041 + 0tglas + Aglgs. Como Ann(Ag) = ey, e3, e e U+
Ann(A,>) =0, devemos ter a; = 0. Assim, podemos considerar a; = 1. Analogamente,
ndo devemos ter a; = a, = as = ag = og = 0 e, também, oz = ag = a7 = ag = 0g = 0.

Observagao 3.5.4. Podemos considerar a4 = a; = 0, pois caso contrdrio aplicamos
@ € Aut(As,) dado por a;i =1,i = 1,3,4, a3 = 04 € Gz4 = 7. Assim, U = Ay, -
Dyq + (0o + ag)Dg3 + (a3 + a7)DA1a + AsD33 + Ael3a + Aglasz + 0oNga.

Observagdo 3.5.5. Se as = ag = ag = a9 = 0, entdo ai = af = a = a5 = 0.
Além disso, considerando ¢ € Aut(A.,) dado por a;1 = a3 = a3 = 1, vemos que @9
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érd permutar os coeficientes a, e az, as e ag e também ag com ag, em outras palavras,
eremos

* * * * X *y
(a3, a3, as, g, a5, ag) = (a3, Ay, s, A5, A6, As).
Assim sendo, como estamos analisando as 6rbitas em T1(A,,) fixas pela agdo de A,
esta observagio reduzird os casos a serem considerados no estudo de tais orbitas.

Desse modo, feitas tais observa¢des, devemos considerar os seguintes casos:

1. 0 = [A12] — [D21] + ap[A13] + a3[Ara)].

Note que ara3 0. Considerando a11= 02 = Gas = 1, G35 = =2 e qu3 = =2

a2 B EY
obtemos ([A12]- [A1]+[A14] , que ndo iremos considerar pois a algebra obtida teria
anulador de dimensdo 2, ou seja, seria isomorfa a uma extensao central 2-dimensional
das algebras de dimensao 3 estudadas na secdo 3.5.1.

2. 0= [A12]—[A21]+a2[A13]+a3 [A14]+a5 [A33], com ds 0. Note que a3 /= 0. Entao,
considerando a1 = 1, a33 = a5—1/2 , Qa3 = —aza—ga—sl/z € Oy = a—la, obtemos o
representante W = ( [A1p] - [B21] + [D1a] + [A33]) = W

3. U = [A12] = [A21] + a2[A13] + a3[A1a] + as[Asa] + ag[Ass], onde (ag, as) /= (0, 0)

(@) Se ag + ag /= 0. Note que podemos supor ag /= 0. Assim, escolhendo ay; =
10,3 = a31 = —az(ae + as)_l, 024 = —006(ae + 018)_1, a1 = —a(ae + 018)_1,
Oz =leas = agl, obtemos a familia de representantes W = ( [A1p]-[Ax]+
[Bs4] +A[Dgz]) = WS,
(b) Se g + ag =0¢e ag O, temos trés casos.
i. Sea, 0, entao, escolhendo a1 =1, 033 = @, ', 034 = ~0305 ' € Qs = %2,
obtemos o representante W = ( [A12]-[Az1]+[A13]+[Az4]-[Ag3]) = Ws.
ii. Finalmente, se a; = a3 = 0, entdo, consideramos a1 = das = leazzs = 016_1

e teremos que W = w,— 1.
4. O = [A1p] - [DAx] + ax[A43] + ag[Az4], com ag 0. Considerando a1; = as3 = 1,
03 = -Qy, a1 = -0 " € a4q = a5 *, obtemos que W = W°.,
5. 0 = [A1] - [An] + a2[Ar3] + az[Aia] + as[Asz] + ag[Asa] + ag[Asz] com as = O e
(as, ag) (0, 0).

(@) Seag=0eas O,considerando ai11 =a44 =1, 033 = —g, Q43 = A5, reca’iIMos
novamente no caso 4.

(b) Se ag = 0 e ag # O, consideremos 011 = Qa3 = 1, 034 = —0ge€aa =05 €
reca’imos novamente no caso 4.
(c) Se ag + ag # 0, considerando a11 = Qa3 = 0as = 1 e 035 = - (a6 + ag)agl,

obtemos novamente o caso 3a. s Ve 1
(d) Se as + ag = 0. Tomando a1 =1, as3 = a 7%, aas = """, a31 =
5 5 6

-012(2015)_1 €033 = —Uyp = -012(2011/2}_1' obtemos que W = ( [A1p] - [Ax] +
A[A14] + [As3] + [A34] = [A43]) . Note que se A = 0, temos que
Wy = ( [A12] = [D21] + [As3] + [Aza] - [Ass]) .
Se A =1, temos o representante
Ws := ( [A12] = [A21] + [A14] + [Aza] + [Azs] - [As3]) .

Caso contrario, consideramos ¢ € Aut(A,,) dado por a11 = 033 = a4 = A’e
teremos Y(eW) = Ws.
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6. U = [Ap]-[Ax]+ar[Ass]+as[Ara]+as[Ass]+as[Ass]+as[Assz]+as[Aas] com ag /= O.

: 2
erando. a1 = 2o, 033 = O34 = ]2, as = —(1+qs+ag —(%1/2'" zasasf'

Por, fim, consj 3 Q
g O~ Aasao) ) (2a0) 77 € aas = ~(as + ag — (@7 + 20605 + Q7 — dasas) 1) (2a0) 7,

recairemos em algum dos casos anteriores.

Nosso proximo passo é verificar que todas as 6rbitas encontradas sao disjuntas.

Justificativa. Verificaremos inicialmente que Orb(W,) € uma O6rbita disjunta das de-
mais. Seja ¢ € Aut(Aa;,) arbitrdrio, logo @([A12]- [Ax] + [A1a] + [As3]) € representado
matricialmente por

0 ail 031033 + 011(023 + As3)  G31034 + A11(024 + As4)
3
-011 O 0 0
—011023 + 031033 O a%s 033534
-0 11024 + 03103 O 033034 O34

Com isso, analisando apenas os coeficientes as, as, ag, a9 de @O, verificamos que a orbita
gerada por W, € disjunta das demais érbitas.

Analisaremos que Orb(WZA) € disjunta das demais. Para tanto, consideremos ¢ €
Aut(Ag>) e temos que @([A12] - [A21] + [Azq] +A[A43]) € representado matricialmente por
0 ail 011073 + AQ33041 + 031043 011024 + A034041 + 031044
3

ag; 0 0 0
_—Gubp ¥ G Mgy 8 ol kit M99, AQy@apyt Gapdas

Como ai = ai = 0, temos que Orb(W)Z\) € disjunta de Orb(W,) e de Orb(Ws).
Agora suponha que temos <pvyA = Wj; para algum ¢ € Aut(A,,). Observe que, como
oz§ = aé = 0, temos que ou a3z = dss = 0 ou a34 = ass = 0 e, em ambos os casos,
teremos A = —1. Assim, se A = - 1, entdo ao supormos a; = o = 0, teremos também
a; = a3 = 0. Portanto, Orb(W’Z‘) € disjunta de Orb(W3). Por contas andlogas, Orb(W,)
e Orb(Ws) sdo disjuntas.

Suponha agora que exista ¢ € Aut(A,,) tal que ch’ll = Wz"z. Como a¥ =a§ =0,
devemos ter ou asz3 = as =0 ou ass =as3 =0. Sem perda de generalidade, suponha que
034 = a3 = 0, logo, teremos as3a44 = 1 e A, = Aasza44 = A;. Com isso, Orb(Ml) e
Orb(W?z) sdo disjuntas, vemos que para Ay e A, distintos.

Por fim, para verificar que Orb(W3) € disjunta de Orb(W,) e de Orb(Ws), note que
para qualquer ¢ € Aut(A,;), temos que ai = 0 em @([A12]-[Dg1]+ [A1s]+ [Aza] +A[Ass3)).

Resumindo, teremos as seguintes 6rbitas:

W}‘ i ([A12] = [A21] + [A1a] + [Asz3])

W, o ([A1] = [D21] + [DBaa] + A[Ass])

Wi ([A12] = [Ax1] + [A13] + [Asa] — [Aas])

Wa i ([A12] = [A21] + [As3] + [Aza] — [Aas])

Ws:  ([D12] = [D2a] + [D1a] + [Ass] + [Azs] — [As3]) .

Assim, segundo o Teorema 2.2.1, obtemos as seguintes extensdes centrais de A ;:

Aallg . e1e1 =6 €16, = €5 €261 = —6€5 €164 = €5 €363 = €5
A5114 P e1e1 =6 €16, = €5 €61 = —6€5 €364 = €5 E4€3 = /\85
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A5,15 P 6181 = €6 €16 =65 €61 = —€65 €163 = €5 €364 = €5 €463 = —€5

As1e © €1e1=€; €16, =65 €61= —€5 €e363=E5 €363=E5 €463= —€5
As 17 1 €181 =€ €18, = €5 €381 = —€s5 €164 = €5 €363 = €5 €364 = €5
€463 = —€5

Extensdes centrais 1 dimensionais de A, ;.

Relembre que A,3 : eie; = e, eses = e;. Com isso, obtemos que Ann(As3) = ( ey, es)
e que, de acordo com o Lema 1.2.9, BZ(A4,3, C) = ( A1y, Asz3) . Além disso, ZZ(A4,3, C) =
< A11, AN A21, A13, A31, A33, A34 - A43> , consegquentemente,

H*(As3, C) = ( [A12] - [A21], [A1s], [Bs1], [Bsa] - [Ass]) .

Por fim, teremos que o grupo Aut(A,3) consiste de matrizes invert’iveis das formas

ai 0 0 0 0 0 di3 0
2 2
_. G au a3 0, _ . 021 0 a3 a3 .
Y11= 0 0 o033 9 eP2= 4 31 9 0 0
a0 a3 a3 Gq1 03 ag3 O

w

Considere agora W =([J) € Ti(As3) talque 0= a1 V1 + a,V, + az3Vs + a,Vy,,
ondeV 1 =Apn- Ay, Vo =013 Vi =A31 e Vi = Az4 — Ag3. Com isso, temos que
P18 =iV + a3V, +aiVs+ a,V,, onde

3
. , al = a0
a; = 0110301 + 0118330 -~ 0330410
1] * _ -
O3 = 011023001 + 013033003 + (330410
33
3
a,=a oy

Analogamente, temos que @, = a;V, + g§V23+ a3Vs + a,V,, onde
. 01 = 03104

0‘2*= —013021001 + 01303103 + A310430
O3 = 01307:01 + 01303:0 ~ G3104304

o = alsoy

Note que, como Ann(As3) = ( ey es), nao podemos ter a; = 0, pois neste caso ¢+ N
Ann(A,3) = ( e;), assim consideraremos a; = 1. Analogamente, ndo devemos ter a, = 0.

Agora, considere @ € Aut(A43) dado por a;; = afm, ar3 = agoqla;l/g e as; =
ozzl/3. Entdo, obtemos ( V1 + AV, +V,), onde A = (a, + a3)pz—1/3a—1/3.

Assim, se A = 0, temos o representante ( V,; + V,) . Por outro lado, se A /= Q
entdo tome a;; = a33 = A e obtemos o representante ( V; + V, + V,;). Note que
as Orbitas encontradas sdo disjuntas, pois se existir ¢ € Aut(A43) tal que (V1+V,) =
V.+V,+V,, entdo, como o} = -aj, teriamos que 1 = 0.

Portanto temos as seguintes extensdes centrais correspondentes

As1g ! €161 =€) €363=€4, €162 =65 €61 =—€5, €364=E5 €463 =- €5
As19 : e1€1=€) €363=€4 €1€;=€s5, €81 =—€5, €384=E5 €463 =-¢6;s
€183 = €5
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Extensdes centrais 1 dimensionais de A, ,.

Relembre que A4 4: e1e; = e3, e,e; =-e3.
Desse modo, Ann(As4) = ¢és3, es) e, segundo o Lema 1.2.9, BZ(A4,4, C) = (A, -0n
Obtemos também que Z?(As4, O) = (D11, D1y, Dy, Doy, Dy, Dog, Dgy, Dy, Dyy . Com
isso,

H*(A44, C) = ( [B11], [B12), [B1a), [D22), [B24), [Da1), [As2], [Aaal)

No entanto, considerando W = ( [J]) € Gl(HZ(A4,4, C)), vemos que G+ NAnn(Ay4)
( €3 =
) = 0. Com isso, T1(A44) = 0 e portanto, pelo Teorema 2.2.1, ndo teremos extensdes
centrais 1-dimensionais de A,4 sem componente anuladora.

Extensdes centrais 1 dimensionais de Aﬁ o

Relembre que A;s: eje; = e; eiex; = e3 ee; = Aes, A € C. Assim, temos que
Ann(Ass) = ( es, es) . Pelo Lema 1.2.9, BZ(A4,5, C) = (A + A + AAy) . Além disso,
obtemos que Zz(ﬁé , C) = < All; A12, A14, A21, Azz, A24, A41, A42, A44) . Com iSSO, temos

HZ(A2,5, C) = ([D12], [B1a), [D21), [A22], [D24], [Dsa], [Ds2), [Daal) .

Analogamente ao caso de A, 4, teremos que
9L N Ann(Aks) = 0==TiA" ) =0, ([ € , C)).
(es3) = 4,5G1(H (A 4,5

Portanto, ndo teremos extensdes centrais 1-dimensionais sem componente anuladora de
Al

Extensdes centrais 1 dimensionais de A,g.

Relembre que A, : e1e1 = €3, e1e; = e3, e;e1 = e;. Dessa forma, Ann(Ase) = ( €3, e4)
e,pelo Lema 1.2.9, BZ(A4,6, C)=( A +A+A) . Além disso, obtemos que ZZ(A4,6,
C) =

( D11, D1y, Das, Doy, Dy, Dos, Daa, Day, Das) . Assim, segue que

HZ(A4,6; C) = ([A11], [A12]), [D14], [A22], [D24], [Da1], [Dsz], [Daal) .

Assim, 91NAnn(Ae) = e * O, para cada W = ([9) Gi(H*(Ass, C)). Por
consequéncia, témos T1(Ass) = 0@ e portanto ndo ha extensdes centrais 1-dimensionais
sem componente anuladora de Agg.

Extensdes centrais 1-dimensionais de A, ;.

Relembre que A,7 : eie; = es, eze; = es. Assim, Ann(As7) = ( es) e, de acordo com
olLema 1.2.9, segue que BZ(A4,7, C) = ( Ay + Az1) . Obtemos também que ZZ(A4,7, C)

( All/ A]_z, A13, Az]_, Azz, A23, A31, A32, A33> . Consequentemente, temos

H*(As7, C) = ( [A11], [D12], [B13], [Ba1), [B22), [A23], [Asz], [Bas]) .
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Neste caso, O+ N Ann(As7) = (es) /= 0, para cada W = ([J]) € Gl(HZ(A4,7, Q)).
Assim, analogamente aos casos A4,4,A‘Z,5, Ay, segue que T1(Ay7) = 0 e portanto ndo ha
extensdes centrais 1-dimensionais sem componente anuladora de A, .
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Extensdes centrais 1 dimensionais de A,.

Relembre que Asg : e1e; = e3, e,e1 = €5, €;e; = —e3. Com isso, Ann(Ass) = ( €3, e5) e
Z*(Ass C) = ( Diy D1y, Dia—Das—Dsy, Doy, Dyp) . Pelo Lema 1.2.9, temos B*(Asg C) =
( A1z - Dy, A7) . Portanto,

H*(Ass C) = ( [A11], [A12], [B1a] = [B2a] - [A31]) .

Além disso, temos

a 0 '
! él aiq 8 8 !
Aut(A )= . . ;a 0, a; €C
48 . a0 ah Q 1 ’ '

g an 0 oy

Dessa forma, considere W = ( [J]) € Ti(Ass), onde [J] = a;[A11]+a[Ar]+as([Ar4] -
[Az4] - [Asz1]). Observe que, como Ann(Ass) = (es e4), entdo as £ 0 e, logo,
podemos considerar a3 = 1. Feitas tais consideragdes, aplicando ¢ € Aut(A4s), obtemos

@[8] = a;[An] + o5 [Ar;] + a5 ([Ara] - [D24] - [Az1]),

% __ ¥ _ o2 ¥ _ A3
onde oy = 011(01101 - 031+ 0s1), @y =a" o e a3 =a

Note que, como Ann(Asg) = (es, es , ndo podemos ter a3 = 0. Logo, suponha
a3 = 1. Assim, temos dois casos para considerar:

1. Se a; =0.
Considerando a;; = 1 e a3; = a;, obtemos o representante ( [A14] — [A24] — [A31]) .
2.S5e a, /= 0.
Considerando a1 = a; e 031 = A1 5, temos o representante ( [A12] + [A14] — [A24] -
[Az4]) .

Uma vez que a3 = 0 < a, = 0, concluimos que as orbitas encontradas sdo
disjuntas. Portanto, pelo Teorema 2.2.1, temos as seguintes extensdes centrais de Ay g:

Aso : ey =e€3 €61 = €4 €263 =—€3 €164=€65 €364=—€65 €36 = —€s.
A5,21 . e16; =e3+es ereq=6e4 ere,=-e3 €164 = €5 €764 = —6€5 €361 = —€s.

Extensées centrais 1 dimensionais de Aﬁ g

Relembre que 439 1e1e1 = €3, e16; =€, e,e;=-Aes, e,e; =-e, AE C. Dessa forma,
Ann(Afw) = (e, €e4) € ZZ(,@Q ,C) = (A1, Ary, Dy, Ay,) . Além disso, segundo o Lema
1.2.9, Bz(Awa) = ( A1p —ADyy, Agp — Ayy) . Logo temos que

HZ(A:;\,g/ C) = (D21, A1) .

Agora, seja [0] = ai[Ar1] + az[Aqn] € Gl(HZ(AA ,4&z)). Observe que e;, e, € U4, ou
seja, 9L N Ann(A%) /= 0. Com isso, T.(A*4) = @ e portanto, de acordo com o Teorema
2.2.1, ndo teremos extensdes centrais 1-dimensionais sem componente anuladora de A’14,9
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Extensdes centrais 1 dimensionais de A} ..

Relembre que A‘IO : elel = e, €16y = Ae,, ezel = —Aey, €26; = €4, €363 = €4, A E
F. Desse mOdO /4””(/4!t 10) ( 84) e Z (ﬁO’ C) = ( A]_l, A12, A13, AZl; Azz, A23, A31,
Az, As3) . Pelo Lema 1.2.9, segue que B (A4 100 C) = (A1x + A(A12 = Dy1) + Dyy + Aszsz) .
Portanto, temos

Hz(Az,lo, C) = ( [A11]), [A12]), [A13], [A21], [A22], [Ds3], [As1], [As2]) .

Agora, observe que U+ N Ann(As10) = (es) =0 para W = ([J]) € Gl(HZ(A4,10, Q)).
Com isso, T1(As,10) = @ e, de acordo com o Teorema 2.2.1, ndo existem extensGes centrais
1-dimensionais de A 10 sem componente anuladora.

Extensdes centrais 1 dimensionais de A, ;.

Relembre que As11 : €1€; = e, ele_o, = @4, €361 =—€4, €267 = €4, €361 = €4 Assim,
Ann(As,11) = (es) e, pelo Lema 1.2.9, B (A4 11, C) = (A +Ay3 - A21+A22+A31 Além
dISSO temos também que Z (A4 11, C) = <A11, Alz, A13, A21, Azz, Azg, A31, Agz, A33 .
Com isso, segue que

HZ(A4,11, C) = ([An1], [A12]), [A13), [A21], [A22], [A23], [Asz], [Ass]) .

Contudo, considerando & € Gl(HZ(A4,11, C)), observe que 9+NAnn(Az11) = (es) =0,
ou seja, T1(A411) = 0 e portanto, pelo Teorema 2.2.1, ndo teremos extensdes centrais 1-
dimensionais de A;1; sem componente anuladora.

Extensdes centrais 1 dimensionais de A, ;.

Relembre que Aj1; : e1e1 = €4, €162 = €4, €261 = €4, €363 = e4. Dessa forma,
Ann(As 1) = (es) e pelo Lema 1.2.9, B (A4 12, C) = (D11 + Ap— Dy + Az . Além
dISSO obtemos tainbém que Z (A4 12, C) = (Allz AlZ; A13, A21, Azz, A23, A31, Agz, A33 .
Portanto, temos

H*(A412, C) = ( [D11], [A12], [B13], [B21), [D23), [A23], [A31], [Bs])

Agora, note que, analogamente ao caso de Az 13, obtemos T1(A;12) = @ e portanto
nao teremos extensdes centrais 1-dimensionais de A4 1, sem componente anuladora.

Extensdes centrais 1 dimensionais de A; 13 .

Relembre que Ay 13 : eie; = e3, e;e1 = e4. Da’l, segue que Ann(Asi3) = (es es) e
ZZ(A4,13, C) = < A11, A12, A14 —Agl, Az]_, Azz, A23 —A42> . Adiante, pelo Lema 129, temos
B*(As13, C) = ( A1z, Az1) . Desse modo, obtemos

HZ(A4,13/ C) = ( [All]l [A14] - [A31]/ [AZZ]/ [A23] - [A42]) .

Por fim, teremos que o grupo Aut(A413) consiste de matrizes invert’iveis das formas

' aiq 0 8 8 ' ' 0 ain 8 8
©, = 0 az; a2 0
1 = ' e = '
Q31 d3; 0110 0 P2 as1 03 0 01,07,
Qa1 Qg 0 01107 Qa1 Qg 012071
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Desse modo, consideramos agora W £ [0] Ti(Asi13), com [9] = ai[A11] +
o([A1a] —{Az])+as[D22]+aa([A23]  [As2]). Assir, como Ann(As13) = ef e, , devemos

ISz ou aa # 0. Assim 1[8] = & PA1]+ a5 ([A1a] - [Ba1]) + a5 [Ag] + ([A23] - [As)),

Oly{ = g1u1(an a1 + (-az1 + as1)ay)
a; = ahiapa,
o = ax(a20;3 + (03, - ds2)as)
aj = a110%2ay.
E, analogamente, @;[0] = o [A11] + a5 ([A1a] — [Az1]) + o3 [Ag] + o ([A23] - [As]),

onde

a; = ax1(anas + (031 - 041))

% 21
o, = d; (07)
a§ = 012(0122011 +1= 037 + ag)ay)

[
o, = 01,0210,
Dessa forma, devemos considerar os seguintes casos:

1. Se [9] = ay[A11] + ax([A1a] —[Az1]) + a3[D22] + aa([A23] - [As2]) com a; = 0. Nesse
caso, podemos supor a, = 1.

(a) Se as =0, temos os casos:
i. Se a3 =0, considerando a1, =a»>1 =1 e a3, = a1, temos o representante
( [A23] - [As2]) = W
1/4

ii. Seas 0, tome @ € Aut(As13) dado por a1 = a;/“, an = ot e

a2, =37, logo
eW = ( [A1a] = [Az1] + [A2]) = Wo.

1/3
(b) Se au 0, entdo consideramos ¢ € Aut(A,i3) dado por a3 = a, , apn =
2/3 1/3 1 2/3 5/3
a3 a3 =l e as = —aza a7 = —aza— % e teremos

W = ( [D14] — [Az1] + [Az3] — [As2]) = Wi

2. Se [U] = ai[A11] + az[Ar] + as([A3] - [As2]), logo, as 0. Nesse caso, podemos
supor a4 = 1.

(a) Se a; = 0, considere @ € Aut(As13) dado por a11 = a2, =1 e as; = - as.
Assim, temos W = W,.
(b) Por fim, se a; /= 0, entdo tome ¢; € Aut(A,13) dado por a1; = oefl/z, Q) =
1/- 1/4

o Y 03 = —asza 1 e teremos @1 W = ( [A11] +[Ay3] — [As2]) . Considere agora
2 € Aut(A413) dado por ai; = az; =1 e obtemos que @a(p1 W) = Ws.

Nosso proximo passo é verificar que tais orbitas encontradas, W;, i = 1, 2, 3, sdo todas
disjuntas entre si, como segue na justificativa a seguir

Justificativa. Com efeito, note que se a, 0, entdo, ao considerar ¢; € Aut(Asi3),
para i =1, 2, obtemos que

@i([A14] - [As1] + [D2]) = aj[As1] + a5 ([Asa] - [A31]) + a3 [D0] + a3 ([A23] - [As]),

onde (aj, a3) = 0 e (a3, a;) 0. Assim, as érbitas geradas por W, e por Ws seréo
disjuntas.

Para finalizar,observe que W(W;) = (1) e W(W,) = (0),i = 2, 3, assim, pela Pro-
posicdo 2.3.6, Wy e W,;, para i = 2,3, possuem érbitas disjuntas.

Dai, pelo Teorema 2.2.1, obtemos as seguintes extensdes centrais de Ag 13
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Asyy @ ey =€3 €61 =64 €63=6€s5, €46, =—€5
Asy3 : €18, =€3 €81=€; €164=6s5, €381 =-65 €€ =€;5
Asps @ €18 =€3 €61 =64 €164=€5, €361 =—65, €63 =Es5, €4 =65

Extensdes centrais 1 dimensionais de A; 14

Relembre que Aj14 : €161 = €4, €16, = €3, e;e1 = —e3, e,e; = 2e; + e, Consequente-
mente, temos Ann(As14) = ( €3, €4) € ZZ(A4,14, C) = ( A1y, A1y, Dy, Ay3) . Segundo o lema
129, obtemos também que BZ(A4'14, C) = < A12 - Azj_ + 2A22, All =+ Azz) .

Desse modo, segue que H2(A4,14, C) = ([A1u), [A12]) .
Agora, considere [9] = a;[A11]+a3[A15] EGl(HZ(A4,14, C)). Observe que es, e; € 94,

ou seja, 91N Ann(As14) =/ 0. Logo, Ti(As14) = @ portanto, de acordo com o Teorema
2.2.1, ndo teremos extensdes centrais 1-dimensionais sem componente anuladora de A4 14.

Extensdes centrais 1 dimensionais de A} ...

Relembre que 4315 1 e85 = e, ey, = Aes, e.e5; = e3, A € C. Desta forma, temos
A Y .
Ann(A4115) = ( e3,e4) e, também

, d11 a1 0

0
A . ax 0 0o .
Aut(Ag1s) = Qa1 as) 0 ; 11,0 /=0; a; €C .

2
az
041 Qa2 (L+A)a1202 01102

Adiante, de acordo com o lema 1.2.9, Bz(Ails, C) = ( Az, A1x +ANS,) .

Além disso, z (A2,15, C) = ( A1, D1y, Dy, Dy, Az +ANy, '/\ZAal =Dy, D3 - Asz))
e, consequentemente, temos

HZ(AilS, C) = ( [D11), [A2], [A13] - AZ[A31] + AlA24] - [As2], [A23] - [A32]) .

SejaW =([9]) € Tl(A;S\), com [8] = a1V, + o,V + a3V + a4V, onde

Vi =1[08u), Vi =[0x] Vi =[A13] - A {A31] + A[Dz4] - [As2] € V4 = [Ar3] - [Dsa].

Observe que, como Ann(Azfls) = ( e; ey), devemos ter 0. Assim, podemos
as
considerar az = 1. Dessa forma, dado qualquer ¢ € Aut(AilS), obtemos que

e = ajVi+a}V, +ajVs+a,V,,

onde ' Oli = a11(a01 + a3 (1 ‘Az))

022031004 + 20220414 + G120314  — g1103,A(1 +A)
P 2
ok oy = 0310
05 = 011020 + 012037 3 08570, N a11012(-1 + A)a+
22

A a; = 052(022014 +~C712(1 +A "‘Az))
Observe que, como Ann(A415) = ( e3, e4) , ndo podemos ter as = 0, logo podemos supor

a3 = 1. Assim, teremos o0s seguintes casos
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1. A=0.

(a) Suponha @ = a, - ;a4 /= 0. Entdo, escolhendo a;; = a2 ay =a, ap =
—040 € Q31 = —alorz, obtemos que W =(V,+V3).

(b) Suponha o = a;, - a1as = 0. Entdo, considerando a11 = ax, = 1, a31 =
1 - a3, obtemos o representante oW = ( V, +V3) . Observe que, considerando

@ E Aut(AflS) dado por a;1 = a5, =1, az; = -1 e a;p = 1, obtemos que
Pe((V1+V3))=(V3+Vy).
2. A=1.
(@) a1 = 0. Considerando a11 = 1, a2 = 1, a12 = =%, a3, = o € aa1 = 22,
obtemos o representante ’ ’
( Vs) -1/2 1/4 1/4

. . o Cop
(b) a, 0. Considerando a1 = a; , a2 = a; e as; = 5 —, obtemos o
representante ( V, +V3) .

3. A=-1.

(@) a1 = 0. Considerando a11 = ax» =1, a1p = —04, A3 = A € A4y = ﬁ,zobtemos
o representante ( V3) .

. 1/2 /4
(b) a1 # 0. Considerando a;; = a—/, 0y = a* e an = %, obtemos o
1 1 2
representante( V, + V3) .
4. A € {0, +1}.
2 . _ _ _ _ay — 1+
(@) Se 1+ A+ A" £ 0, considerando a1; = 0y, =1, a5 = , 031 = —— =L e
a2(A3—1)+as(a1—A) 1+A+A2 A2—-1
a = , obtemos o representante ( V +V ).
32 A2(A3—1) 1 3
(b) Suponha 1+A+A%=0.
i. Se az = 0, considerando G117 = a2 =1, a31 = 7%, a3, = 2 eaqy =
w A2—1 A2—A
Iy obtemos o representante ( V; +
) Vs) . _ R
i. Sea /=0,considerandog =a°y=a ,a = awd?, 0 _ asa2—1)+raad)
4 0(2(01 — caa— oA Ol]}\l 4 4 22 A2—-1 32 AZ(A2—1)
eqg =-2 0T RTUN obtemos o representante (V +V ).
41 222(—1) 3 4

Nosso proximo passo é verificar que as 6rbitas encontradas sdo todas disjuntas entre si.

Justificativa. Verificaremos primeiro para A = 0, onde temos as érbitas Orb({ V,+V3) )
e Orb({ V1 +V3) ). Com efeito, suponha que exista ¢ € Aut(égs) tal que @({ V,+V3) ) =
(V1+V3). Assim, temos que

2 2
Vi1 +V3=011031V1 + (011022 + 012031)V2 + 01105,V 2 + 05,01,V 4.

Dessa forma, temos qzz ay; =0, o que implica que a1, = 0 e, com isso, (a1102; +012031) =
0, consequentemente, temos a;1a,; = 0. Uma contradig¢do, pois ¢ é um automorfismo.

Suponha agora A = 1 e observe que al* =0 em V3 para qualquer @ € Aut(A=").
4,15
Com isso, concluimos que {( V1 + V3) e ( V3) possuem Odrbitas

disjuntas.

Por fim, considere A € {0, £1}. Suponha, por contradigdo, que exista ¢ € Aut(A"4115)
tal que ({ V1 +V3) )=(V3+V,). Com isso, temos V3 +V, =
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(ail +011031(1-A%))V 1+(012031-011012(~1+A)+2022041A+0 120314 >~ 011032 (1+4) )V o+
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0110222 Vi + 0222 aa(l+ A+ A%V,

Note que, se (1 + A + A%) = 0, entdo jd temos uma contradi¢éo, pois o seria 0. Ana-

logamente, ndo podemos ter (1 -A%) = 0. Por outro lado, se (1 +/\1+A2)(1 - A%) /=0,
considerando a11 =0 =1, ax = 031 =__ edqs= , teremos que
1+A+A2 A2

-1 (1—A2)(1+A+A2)
P((V1+V3))=Vs+
V4.

Portanto, teremos os seguintes representantes

(V2+V3) 0, (V3),(Vi+V3) poxrand (Vs +

V4) A=w,w? ,onde w & a raiz clbica da unidade.

Esses representantes correspondem as seguinte algebras:

Extensdes centrais 1 dimensionais de A, 6.

Relembre que Aj 16 : €162 = €4, €61 =-€4, €363 = €4.

Observe que Ann(As16) X ep e, pelo Lema 1.2.9, temos BZ(A4,16, C| = A&p Axi+Ass .
Além diSSO, obtemos que ZZ(A\4,16, C) = <A11, AlZ; Alg, A21, Azz, A23, Agl, A32, A33 . Por-
tanto, segue que

H*(A416) = { [A11), [A12), [A13), [A21], [A22], [A23], [A31][A3,])

No entanto, considerando ¢ € Gl(HZ(A4,16, C)), observe que 9+ NANN(As16) = €4 =
0. Com isso, T1(A416) = @ e portanto, pelo Teorema 2.2.1, ndo teremos extensdes centrais
1-dimensionais de A4 16 Sem componente anuladora.

A Tabela 3.13, a seguir, reGine todas as algebras antiassociativas de dimensdo 5 puras
encontradas.

Tabela 3.13: Lista de algebras antiassociativas puras de

dimensao 5.
As; @ ele; =6, €18, = €4,  €61=-6€4
Asp, 1 eie1 =6 €162 = €4 €61 =-€4, €1€3=6€4
Asz : eie1 =6 €162 = €4, €61 =-€4, €363=6€4
Asa T e1e1=6y e16; = ey €,61=—€4 €36, = €5
A/S\,S . €181 =€) €16, = €4 €61 = —€4 €163 = €5 ese; =Aes
A5,6 . e1e1 =6er €16; = €y €761 = —€4 €163 = €5 €363 = €5
As7 : eer=e> e16; = ey e,e, = —ey eses; = es
A5,8 . €181 = 6é> €16 = €y e,61 = —éy €163 = €4+ €65 €361 = —€5
A5,9 . €181 = 6é> €16 = €y e,61 = —éy €163 = €4 €363 = €5
Asio : €1 =63 €167 = €4 €21 = —€y4 €163 = ey e3e; = es
€383 = €5
A5,11 . e1e1 =6er €16; = €y €761 = —€4 €363 = €q €361 = €5
A —
A5’12 6181 = €e2 €16 = €4 €61 = —€4 €163 = €5 €361 =/\e5
€363 = €4
A5,13 . e =6 e16; = €s ér61 = —€5 €164 = €5 €363 = €5
P!
A5,14 e =en €16, = €5 €261 = —€5 €364 = €5 ese3 = Aes
A5,15 ;. 6181 =€ €167 = €5 €761 = —€s €163 = €5 €364 = €5
€463 = —€5
5,16 eié; = e €16, = €5 €,61 = —6€g €164 = €5 €363 = €5
€384 = €5 €463 = —€5
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A5,17 e.61 = 6> €16, = €5 €,61 = —6€g €363 = €5 €364 = €5
A ee; — €y = = =- =
5,18 1€1 €363 = €y, €16 = €s, €61 = —€s, €384 = €,
€e,e3 = —€s
5,19 €11 = €y, €363 = €y, e,6; = €s, €)1 = —€s, €364 = €5,
€463 = —€s, €13 = €5
5,20 €1e; = €3 €61 =€y ee; = —es3 €4 = €s €264 = —€5
€361 = —€s
5,21 €16, =€3+€s5 ee; =6y e,e, = —e3 €164 = es €764 = —€5
€361 = —€s
5,22 €16; = €3, €261 = €y, €164 = €5, €361 = —€s, €262 = €5
As 23 eie; = €3, €,e1 = €., eies = es, ese; = —es, e.es = es,
€46; = —€5
5,24 e16; = €3, €261 = €y, €263 = €5, €467 = —€5
A5,25 €16) = €y €,61 = €5 e,6, = €3 €.63 = €5 €467 = —€5
A — — — — —
A5,26 e.e; = 642 €761 = /\84 €76, = €3 €161 = €5 €163 = €5
ese; = —A‘es e,y =Aes  eze, = —es
As,27 €18, = €4 €61 = €4 e,e; = e3 ee3 = es ese, = —es
€764 = €5 €416y = —€5
5,28 €18 = €4 €61 = —€4 e,e, = es €163 = €5 €361 = —€5
€764 = —€s5 €46; = —€5
As 79 e1e; = €4 €61 =Wey €e; = €3 eie;3 = es €361 = —Ww €s
é76,4 = Wes €46y = —6€5 €763 = €5 €36 = —€5
p4
As,30 ee; = ey ee1 = w'e; ee; =e3 eie3 = es ese1 = —wes
€764 = W €5 €467 = —€5 €763 = €5 €36 = —€5

Na tabela acima, w & a raiz clbica da unidade.
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Capitulo 4

Apéndice

Nas proximas duas secOes faremos a classificacdo de algebras antiassociativas de dimensdo
3 e a classificagdo das extensOes centrais 2-dimensionais das algebras de dimensdo 2, ja
conhecidas, deixando aqui explicitamente todos os calculos. Note que usaremos a mesma
técnica usada no Capitulo 3.

4.1 Algebras antiassociativas de dimensao 3.

Como mencionado na se¢ao 3.3, a classificacdo das algebras antiassociativas de dimensao
3 ja foi feita em [3]. Nessa sec¢do, aplicaremos o método visto no Capitulo 2 para obtengao
de tais algebras.

Extensdes centrais com componente anuladora.

Temos as seguintes algebras:
As; =A,1 @ Fes (Trivial).

A3'2 = A2,2 @ F83 . e161 = em.

Extensdes centrais de A;; sem componente anuladora.

Observe que HZ(A1,1, F) = ([Au]), logo GZ(HZ(AM, F)) = ¢ e portanto ndo existem
extensdes centrais 2-dimensionais de Ay ;.

Extensdes centrais de A,; sem componente anuladora.

Sabemos que Zz(Az,l, F) © (A1, Ao, DAy, Ay, . Ademais, note que a equagdo (1.1) é
trivialmente satisfeita para cada A;; presente neste conjunto, da’i

Z%(Az1, F) = ( D1y, Dig, Doy, Do) .
Como o produto em A, & trivial, Bz(Az,l) = 0 e, consequentemente,

H*(Az1, F) = ( [B11], [A12), [A21], [A2:]) .
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Outra consequéncia imediata do produto em A, 1, é que Ann(A,1) = Ay1.
Além disso, como o produto em A, ; é trivial, a condicao
p(xy) = p(x)ply) Vxy € Az
é satisfeita para qualquer bijecdo de A, 1 em A, ;, logo Aut(A, 1) = GL,(F).

Relembre que T1(Az1) = {W = ( [J]) € HZ(Azll, F); 9+ N Ann(A, 1) = 0}. Desse
modo, se ¢ = a1A\11 + a;\1; + a30\,1 + a4y, com a; € F, i € {1, 2,3, 4}, entao

U+ N Ann(Ay1) = (a1811 + 02015 + a3y + a455)+ N Ay, = 0.

Pretendemos calcular todas as 6rbitas em T3(A, 1) invariantes pela acdo de Aut(A,1),
para tanto, tome W =( [J]) € T1(A,1) onde

[0] = a1[A11] + az[A12] + a3[Az1] + as[Azs].

a a _ Xy
as gy Tome(p—zwe

Aut(A, 1), de acordo com a observagdo 1.3.5, a matriz C que representa @9 é dada por

Desse modo, a matriz que representa ¢ é C =

J T ax’ + (a; + a3)xz + e aixy, + WX 0dsy, +&ﬁz¥/
aixy + a,yz + aswx + azzw  ay” + (ap + ?a)vi/ + ajw

A fim de facilitar o estudo de tais 6rbitas, dividiremos nossa busca nos seguintes casos:

1.0, /=0ea,=0a3=0

(a) Suponha primeiramente que a, /= 0.
Com essas hipoteses, observe que a representacdao matricial de ¢ é dada por

) ax’ + a2’ axy + grzly
a1Xy + QZW  41Y° + AW

n_Jl/Z = V2
a2 a—11/z € Aut(A,1) e ob-

4 4

Logo, consideramos o automorfismo ¢ =
temos que W = ( [A11] +[A2]) :=
Wi.

(b) Por outro lado, se temos a5 = 0, entdo W = ( a1[A11]) e Af; N Ann(Ay1)
(e) NA,; =(e;) =0. Com isso, W ndo pode pertencer a T1(A,1).

2.00#0ea;,=0a3=0

(a) Se a; 0, entdo a matriz que representa ¢ é dada por

c z(ax + azz)  w(ax + asz)
z(azy + aaw) w(ayy + asw)

-1 0 0
a 0 J
Assim, tomamos ¢ = 2 o 1

1 . Com isso, C
-a, -a,
( [D21] + [A22]) =W
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(b) Se as =0, suponha primeiramente que a; =0.

Note que, podemos representar & matricialmente por OO gz . Tomamos ¢ =
0 02_1/2 _ o 0
a, V2 qg,” 12 € Aut(A ,1) e obtemos que W = ([4 | +[D82]) =W,

Agora supondo a; 0, obtemos que @@ serad representado matricialmente por

C11X2 + dxzZXx  aixy + dxw
aixy +ayz a,y +a;wy

01_1/2

Assim, tomamos ¢ = 02_1211/2 0 € Aut(A,1) e obteremos, nova-

mente, que W= W),
3.a3 /=0ea,=0
(a) Se a; 0, entdo a matriz que representa ¢, neste caso, é dada por

2
asXzZ + auz asyz + aa,zw
aswX + dazw  aswy + asw
a?a;t 0
Portanto, tomamos ¢ = 4 73 Ly © obteremos que W = ( a[A11]
0 a,

[An] + [A]) = V‘éa, onde a = 0105204-
(b) Sea; =0

. - a3XZ asyz
Temos que @3 sera representado matricialmente por 3 3

a3Xw a4 yw

. Tomando

as ads

—_ /0
_a, as2-a € Aut(A, 1) obteremos que W = W,.

4.a0,a0, [=0ea3=0
Neste caso, a matriz que representa ¢ é dada por

2 2
aiX + ayxXZ + aygz aixy + d,wx + aszw
aixy + a,yz + a,zw 4,y + awy + asw

0 -1/2

Desse modo, tomamos @ = | 15 e obtemos que W =
a, a, 0 { AT TN+

[A2]) = W%, onde a = a105%as.
5.a0,a03 0ea; =0
(a) Se a; 0, entdo a matriz que representa @ é dada por

2
(a2 + a3)xz + asz a,wx + asyz + dazW
aoyz + aswx + azzw  (a; + az)wy + asw

1/2 —
a;’a;’ . .
Desse modo, se tomarmos ¢, = ~i» 12 , entdo teremos que a matriz
Uy 4

que representa & = @0 é dada por

-a;'az 0
a5t -1 1
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Observe que, se aza, '-1 /= 0, entdo & possui a mesma configuragdo do caso 3a,
logo existe @ € Aut(A,1) tal que @W = WS, com a = -a, ‘as(asa, * - 1)~2.
Se porém a_:,az_1 -1 =0, entdo @& possui a mesma configura¢do que o caso la
e portanto existe @' € Aut(A,1) tal que W = W;.

(b) Se a; = 0, entao a matriz que representa @ é

(a2 + a3)xz  a,wx + aszy
ayzy +asxw (a, + as)wy

Assim, considere os seguintes casos
i a, = - a3
A matriz que representa @9 agora é dada por

0 ax(wx - zy)
asx(zy — xw) 0
0 —1/2
Tomamos@ =, 7 € Aut(A,1) e obteremos W = ( [A1] -
a, 0
[A21]) :=
Ws. - )
ii. a, /= -a3 a;Hay + a3)Y?  (ay + a3) "2

Neste caso, tomamos P11 = )_1/2 e entao a
3

-(a,+a"?a3' (@, +a
matriz que representa ¢, sera dada por

o -(a; + a3)%a; a3’ 0O a 0
- 0305 - 0,073 1 - a; O~

Como a; # 0 recaimos no caso 1a ou no caso 3a.
6. a1=a,=a3=0
Nesse caso, temos W = ( a4[A,]) . No entanto, observe que A3, N Ann(A,1) =
(e1) NA,; =(e;) =0. Com isso, W n3o pode pertencer a T;(A,1).
7. a,a0,,a3 O

Neste caso, a matriz que representa @U é dada pela equacdo 4.1. Tomando ¢ =

as al_l/z

p € Aut(A,1), a matriz que representa @i serad
—ul

a1(a104 — a,03) 0
1/2
01/ (03 - aZ) 1

Assim, se a; = a1(a104 — a,03) e a; = al/f(ag - a,), temos 3 casos:

(a) Se a, 0, entdo @ possui a mesma configuragdo que o caso 3a.
(b) Se a; =0e a; /=0, entdo obtemos a mesma configuragdo que o caso 1la.

(c) Por fim, se ambos a; e a, = 0, entdo @9 terd a mesma configuragdo que o caso
6.

Para finalizar devemos mostrar que tais 6rbitas encontradas sdo disjuntas e, com isso,
estaremos aptos para aplicar o teorema 2.2.1.

Afirmacao 4.1.1. As érbitas Wy, Wg‘ e Wis, descritas na tabela 4.1, sdo duas a duas
disjuntas.
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Justificativa. Com efeito, considere ¢ = )z( 31’/ € Aut(A, 1) um automorfismo genérico
em A2,1.

Assim, se @ Wy = W, ou seja, @([A11] +[D2,]) = A(a[A11] + [A21] + [A2,]), A € F,
ter'iamos

(¢ + 2)[A11] +(xy + zw)[D12] +(xy + zw)[A] +(y? + WP)[A2] = alAi1] +[A1] +[As2].

Porém isso ndo ocorre, pois os coeficientes de [A1,] e [Ay1] deveriam ser iguais também
no lado direito da igualdade e ndo o sdo. Logo W, e W, sdo disjuntas.

Adiante, se W, = W5 com @([A11] + [A5,]) = [A1] - [Az], entdo, pelo mesmo
argumento, teriamos uma contradigdo na seguinte igualdade

(O + 2°)[A1a] + (xy + zw)[A1] + (xy + zw)[Bx] + (v + W)[DB22] = [A12] - [Baal.

Logo W; e W3 sdo érbitas disjuntas em T1(Ay1).

Por fim, se pW3 = W;" com @([A12] - [Al1]) = a[An]+ [Ay] + [Ay], entdo teriamos
uma contradigdo na seguinte igualdade

(wx = yz)[DA15] = (wx = yz)[Ar1] = a[D1a] + [D] + [Ax].

Desse modo, Wf‘ e W3 sdo érbitas disjuntas.

Assim, as orbitas em T;(A,1) invariantes pela acdo de Aut(A, ;) sdo descritas pela
Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Orbitas em T1(A,1) invariantes pela acdo de Aut(As,)

Wy | ( [Ana] +
W3 | (rafDq] + [An1] +[A22]), a €
Ws | E[A1] - [Ax])

L Portanto as extensdes centrais 1-dimensionais de A, correspondentes sdo As3, Az,
e A" descritas na tabela 3.1.
3,5

Extensdes centrais de A,, sem componente anuladora

Temos que Ann(A,;) = ( e;) e podemos verificar também que

AUt(Azlz) = x 0

y X x/=0e x,y€eEF .
Adiante, segundo o Exemplo 1.2.11, temos ZZ(AZIZ, F) © (A Arp, Dy1) .

Agora considere [§] = a1 [A12] + 02[Az1] + a3[Ar] € H*(A,,, F), por definigio, temos
que
U(e1 - ey e1) + V(e e1-e1) =0 == a;, = -0

I?(el * e, 82) + 19(81, e 82) =0==a3=0.

Com isso,
H* (A2 F) = ( [A12] - [Az]) .
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—-1/3
Assim sendo, dado [9] = ¢([A12]-[A21 ]) € T1(A,2), comc € F, tome ¢ = ¢ ~2/p 2

e obtemos que @¥ = A;;, — A,;. Pela arbitrariedade de ¢ segue que existe apenas uma
Aut(A,,)-brbita em T;(A,,) e esta é representada por W = ( [A1,] - [Ax]) .

Desse modo, obtemos a seguinte extensdo central correspondente:

A3,6 €161 = €6y, e1ey = €3, €661 = —€s.

4.2 Algebras antiassociativas de dimensao 4

Nesta secdo, descrevemos detalhadamente as extensdes centrais 2 - dimensionais das algebras
antiassociativas de dimensdo 2. Como ja foi citado, tais algebras ja foram classificadas
em [22].

Note que, como G;(A,,, F) = 0, entdo ndo existem extensdes centrais 2-dimensionais
de A, ,. Portanto resta analisarmos as extensdes centrais da algebra A, ;.

Extensdes centrais de A,; sem componente anuladora

Relembre que Aut(A,1) = GL,(F), Ann(A, 1) = A, 1 e também

H*(Az1, F) = ( [B11), [DB12], +[821], [A2,]) .

Assim sendo, considere W = {%4], [(,]) T2(A,1), onde 81 = 01011 +a2A1; +a3Q;q +
asly; e Uy = b1A11 + byA1; + b3l6; + baly;.

Observe que dado qualquer [J] € HZ(Az,l, F), o subespago W =([0) Ti(A,,) ira
pertencer a exatamente uma Orbita &0 conjuntos das érbitas em T;(A,;) invariantes pela
acdo de Aut(A,1). Assim sendo, usando os resultados descritos na tabela 4.1, podemos

considerar
U1 € {A11 + Dy, alig + Dy + Dyy, Agp — Doq).

Relembre também que, dado ¢ = )z( 31// € Aut(A, 1) a matriz que representa ¢,

(para @%, descreveremos abaixo) é dada por

bix* + (by + b3)xz + [ Wa bixy + bowx + b3yz + bazw
bixy + byyz + bswx + bgzw b1y2 +(by + b3)wy + b4w2

Assim sendo, a fim de facilitar o estudo de tais orbitas dividiremos nossa busca nos
seguintes casos:

1. 191 = All + Azz

x> +2z xy+zw

Neste caso, a matriz representada por ¢, é dada por Y+

Além disso, sem perda de generalidade, fazendo operagdes em ¢; e #,, podemos con-
siderar ¥, = b1A1; +byAq, +b3l,4, ou seja, tomar by = 0. Desse modo, analisaremos
0s seguintes casos:
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(a) b1=0eb2=b3=0

Neste caso, como estamos trabalhando com elementos da base, podemos tomar
multiplos escalares destes e teremos que

W = ( [D11] + [D22], [D11]) = ( [Du1], [B22]) = Wi
(b) b2/=0eb3=0
0 -1
_1p € Aut(A,1) e teremos que

2
eW = ( [A11] + [D22], [An1] + A[A2]) = WAZ, com A = blbzfl.

Neste caso, tome ¢ =

(C) b3 /=0 Ebz =0
. b2 0 _
Considere ¢ = 30 ~12  EAut(Az1) e obtemos que W =
3
( [Bul+ [Dz) [Bu] + by 'bs[Ba]) = ( [Au] + [A2), [Ba] - bibs ' [Az]) = WY,
com A = -bib3 .

d) b = b, =0
(d) §é%32 +%3e= b, ent3o relembramos que F é algebricamente fechado, logo existe

i € F tal que i* = -1, e tomamos ¢ = e Aut(A,1). Da’iI teremos que

1-1
eW = ( [B12] + [B21], [B12] - [B21]) = ([D12], [B21]) = Wa.
Por outro lado, se b, +bs 0, entdo by;' + b3' /= 0. Da’i considere ¢ =

1/2 -1/2

_b—1/2 b?’—l/Z € Aut(A,1) e obtemos que W =
3 2

( [D1a] + [Dg2), =[A11] + B[Ax] + [Ay5]), onde 8 = -b77?b3? + b5 b7 Y2

Desse modo, se 8 = 0, entdo oW = W,. Caso contrario, oW = W’; com

A=26-"
(e) by, by, b3 =0
Nesse caso, relembre que o corpo F é algebricamente fechado e considere ¢ =
1 Y
-y 4
i. Se det(¢p) /=0, ou seja,y’ +1 /=0
Desse modo, teremos W = ( [A11] + [Ay],

(b1 = (by + b3)yo)[A11] + (b3 — byy g+ bayo)[Ba1] + (b1y” ¢ (by + bs)yo)[Ar])
= ( [D1a] + [D22], (b1 = 2(b2 + b3)yo - blyzg[An] + (b3 — by’ f‘)" biyo)[Dz1]) .

Eé:)ortanto reca’imos %o cago 1c ou ao caso la.
Vo = 1, entao by +Db, +b3 =0

€ Aut(A,1), onde y, é solugdo da equagao ~bsy? + by + b, = 0.

1 1

Primeiramente aplicamos ¢ = Z;i i € Aut(A,1), onde i € F; é tal que P+

1=0, e obtemos que
oW =([a 1+[8 1220a 1+(1- B2)a 1+1a ).
b b
Assim, se 1- ’bz = szentﬁo é)]W e ( [Klz] + [A21],1[A21fl- [Azz])zze tomando

12
®1= 5 ] EAut(A) teremos que @1(eW) = ( [Axn] + [Bg], [A1a] -

3[A,1]) . Logo reca’imos ao caso 2f resolvido adiante.
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iii. Se Yo = 'i, entao 'b1i+ b2 =+ b3 =0
Neste caso, aplicando ¢ = —j } € Aut(A,1) obtemos que
W = ( [A12] + [D21], ba[D11] + (=b1 — 2iby)[A2]) .

Assim se y = (—by — 2ib,) = 0, teremos que W = W

Caso contrario, aplicamos ¢, = 2b Zb'i € Aut(Azll) e obtemos (W) =

( [A12]), [A21] + [A2,]) . Assim, reca’imos o caso 2b.
2. 91 = DAy1 + Dy, (x=0)

2
. . Xz + 2 z +zw L
A matriz que representa @@ é dada por X -+ y . Além disso, nessas

condigoes, podemos tomar &, = by Ay + b, A1, + b3y, e, assim, devemos considerar
os seguintes casos

(@) b/=0eb =b =0
Podemos considerar b, = 1 e tomar ¢ = 01_11 € Aut(A,1). Assim, W =
( [B11] + [D12] + [A22], [B21]) = W,
) b/=0eb =b =0
Tome (pq= g _11 € Aut(A,,1) e teremos que W = W, !
(c) bf=0eb =b =
Considere Q= 2

g € Aut(A,,) e teremos que W = W3
(d)bl,b2/=0eb3 0

Se by = b,, entdo tome ¢ = i _11 € Aut(A,1) e obtemos que

eW = ( [D11], [DB21]) = We.
Por outro lado, se b1 p,, considere A = (by — by)~'b, e tome

= ! Aut(A
Cp - A_Zl O E Ut( 2,1)'

Desse modo, teremos que W = WY, onde y = A~ i
2
(e) b],bg /_O e bz =

Novamenje, relembre que o corpo F é algebricamente fechado, logo existe i € F
talque i +1=0.

i 0
Assim sendo, considere ¢ = =1

€ Aut(A e obtemos que W =
0 b2b3 (Az1) que @

11 1 -1 -1 A 1 -1

W[An] +ib2b3[Ay1]), ib2b3 [Ay1] + bib3® [A]) = 2, com A =-ib*bh 3.
(f) b/,b =Geb =0

Se b, + b3 = 0, temos &, = b, (A1, - A,1) e entdo considerando ¢ = 11

1 0°€
Aut(A, 1), teremos que W = W,.
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-(by + b3)¥?b, " (by + b3) V2
0 (b, +ba)
e obtemos que @W = ( [Ax], [A12] - [A2]) .

Adiante, tome ¢, = 1 il' € Aut(A,1) ,onde i € F; i“+1=0, e teremos

Caso contrario, considere ¢ = € Aut(Ay1)

Pr{QW) = W;.

(8) by bybs O
p-t (ba+b3)?
b

31 0 € AUt(Azll) e

i. Se b, + bs = by, entdo tome ¢ = _ :

reca’imos ao caso 2b.
ii. Se by + b3 /= b,

Considere ¢ = —11b thab , € Aut(A,1) e teremos que
eW = ( [A12] + (b1 = by)[D22], [A11] + (b3 = by)[A12] — babs[A2;])

= ( [D11] + (b1by - bzz = b3b1)[D2), [A12] + (b1 = b2)[Az])
Aplicando ¢, = 01 10 € Aut(A,1) obtemos que

P1(eW) = ( (b1b2 _pz = b3b1)[A11] + [A22], (b1 — by)[A11] + [D21])

= ( ((b1b2 —2‘72 = b3b1) + by — by)[A11] + [D21] + [Az], (b1 = bo)[A11] + [A1]) .
Assim, reca’imos ao caso 3e (que veremos a seguir) e ao caso 2e, onde
a = ((b1b - b” 5~ bsbs) + by - by).
3. i =alj; + Ay + Ay, coma O
Neste caso, a matriz que representa ¢; é dada por

ax’ +xz+272°  oaxy+yz+zw
2
axy + wx+zw ay  +wy+w

Mais uma vez, fazendo operagdes em &, e ¥, podemos considerar &, = b1 A +
boA1, + bsf,q, ou seja, tomar by = 0. Consequentemente, devemos analisar os
seguintes casos:

(a) b/=0eb =b =0

Neste caso, tome ¢ = 01 _11 € Aut(A, 1) e teremos que W = Ws.

(b) b2/=08b1=b3=0

: 0 a¥? 0
Considere ¢ = € Aut(A ) e obtemos que W = W".
1 0 2,1 2
(C) b3 /=O€b1=b2=0
: a2 0
Neste caso, considere ¢ = 0 1 € Aut(A,,) e obtemos que W =

( [A1a] + a—?[A] + [D23], [821]) = [A11] + [Dy], [B21]) = W°.
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(d)b;bz#Oeb3=O

~ 0 a2
Seb =b, entdo tome ¢ = € Aut(A ) e obtemos que W =
1 2 1 _afl/z 2,1

wO.

2

f P : 0 1
Caso contrario, sejai € F; com i“+1 = 0 e considere ¢ = b Y2012 —1 €
2

Aut(A,1). Assim, obtemos que
OW = | = h-la[Ay]+b-2aV i Byl +alBgl, § 2 = @By il Bosl+h(B])
(0 2 2
com h =(b,-by) 0. Opere &, - b;'9 , e teremos
oW = ( [A11] + [A22], [D21] + h[A2;])
(e) by, b3 /=0e b, =0

i. Suponha primeiro que b; — bsa /= 0 e considere ¢ = (} /(\) € Aut(Az1),

com A = (b3 (bsa - by))¥?. Dai, obtemos que
OW( 9, = alByy] + AlDar] + A*[Ds], 8, = ba[An] + b3A[Ba1]) .

Operamos 8; = 8, - 30 ;= (b - bsa)([A11] + [Ay]) e também 8, =

9 —by(by = bsa)~81 = bsA[Aay] + ~ bi[Ay)]
Desse modo,

OW = ( By, 8,) = ([An] +[A2], [A] + —blsb_lA_l[Azz] = vgv,

com y = -b;b3 A",
ii. Agora suponhamos que b; — bsa = 0, assim teremos

U1 = a[Aq1] + [D21] + [Ax2] e 0, = a[Aq1] + [Ax].

Com isso, operamos 81 =9, — ba%; = —bs[A,s].

Logo W = ( a[A11] + [A2], [Az2]) . Por fim, considere ¢ _i -a €

Aut(A,1) e obtemos
W = Ws.

(f) bz,b3/=0eb1=0

1 1
i. Considere b, bsetomando@ = gps—by) 0 € Aut(A,1), obtemos que
b2

eW = ( A1[D11] + [D22], A2[A11] + A3[A1] + [D21])

onde /11 =-1+ a—(bszgs)z’ A ) = b%zbz E/lg = %
—1/2
Se A; 0, entdo tome @, = 0 Al € Aut(A,1) e recairemos ao caso

1 0
1. Mas caso A;=0, entdo consideremos os dois casos abaixo:

e Se A, = 0,1Iogo b, +b3 = 0 e também A3+ 1 = 0. Neste caso, tomamos
1= 1 9 € Aut(A,1) e obtemos que @ (W) = W3"3.

Se A - _ .
€ , /=0, entdo tome ¢ — /l;ll A0 A ¢ Aut(A 21) € reca’imos

a0 caso 2a. 62



ii. Por fim, suponha que b, = bs. Desse modo, note que podemos tomar
b, = 1. Relembre que o corpo é algebricamente fechado e considere i €

F tal que i*+1 =0, assim, tomamos ¢ = i € Aut(A,1) e obtemos

i
eW = ( [D11] + [D2], (o + 2)[A11] - ia[A1o] +i(a = 2)[A21] — als]) .
Com isso, recairemos ao caso 1.
(g) bl/ bZl b3 # 0

1 —i
i. Seb =b considere o= 1 — EAut(A )eobtemosque
-
2 3 szl 15-5)21 21

i
eW = ( [A11] + [D22], A1[A11] + A5[A12] + (A, + b—)[A21]> ,
2

1+b4—2bib2+4ab
onde A; = = leziizﬁ

reca’imos ao caso 1.
ii. Se b, /= bs
A. Considere primeiramente b, b—zb_%
v =((-1+a)b® + bi(b; - b3) - Jabobs +ab’) | O.
0 1
Com isso, tomando ¢ = € Aut(A )obtemos que

y? —b; 2,1
J (ba—b3)  ba—by

\/
bs v b, v b(by + bs)

W =( [A11]+[A22],H[Alz]*‘mmzlh(br b, - b, )[B22]) .

Assim, novamente reca’imos no caso 1.

_ i (—1+b%42by—2b1bo+4ab?)

2
a3 2 Desse modo,

e/\2=

-a(b -b ), loge

B. Considere agora b, =—bb_§— -albsb)

=23 comisso 8 = (a(b, b )’ +
(b2—b3)?

e Suponhamos inicialr;ente a
b,b3) /= 0. Logo tomamos >
!
1 by
®= alb2=b3 = bz+ot!)13b2_b3) € AUt(AZ,l);
b3 b3

(observe que det ¢ = 8 /= 0) e obtemos que W = Ws.

e Caso contrario, se a = —bab , entdo by = baba*b3) ~ p5i considera-
1 1 (b2—b3)? (b2—b3)
mos ¢ = = € Aut(Ay1)e obtemos que oW = W2, com
_ b, b2—b3
= 2.

4. 191 = A12 - A21
Por fim, fazendo operagbes em ; e #,, podemos considerar , = b1 A1 + b3y +
bsA,,, ou seja, tomar b, =0.
A matriz que representa @9 é dada por

0 WX - yz

0O 1
YyZ — wx ’

= (wx-yz) 2,

Assim sendo, devemos analisar os seguintes casos:
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(a) b1/=0eb3=b4=0

Neste caso, considere ¢ = bl_l/z bP/Z € Aut(A,1) e teremos que W =
( [A11], [A2] - [621]) = 1
w;
b) b3/=06b1=b4=0
O bfl/Z
Adiante, tome =, 30 € Aut(A,1) e teremos que

3
oW = ( [A12] - [A21], [A12]) = ( [A12], [DB21]) = Wi

C) b4/=0eb1=b3=0

1/2
Neste caso, considere ¢ = _1p € Aut(A,1) e obtemos que W =
W, O
(d) b1,b3/J=O€b4=0
1
Considere ¢ = b -1 bol € Aut(A,,) & mais uma vez, teremos W =
~0103 3 ’

W,.
(E) b1,b4 /_O e b3 =

Relembre que estamos trabalhando sgbrg um corp
e assim existem yp e z,, tais que e by’ =

b—l/z
% bX({/Z € Aut(A,1) e teremos @W = ( [A1] — [Az1]), [A12] + [Ax])
4
( [D12], [D21]) = W,
(f)b3, b4/=08b1=0

obh a_gebrlcgmeng?ngecc?ado

b3® -bs

Adiante tome ¢ = Db
3

€ Aut(A , ) e, novamente, teremos que

W = W,.

(8) by b3 by /=0
Por fim, tome ¢ € Aut(A,1), descrito por x = -y = b=/ e considere z, w tais
que b4z +b3b—1/zz +1=0¢e b4w - bz b_1/2W+ 1= O ou seja,

1/2

V vV
—b; by + b7t - 4b, . bh"?bs+ b7 - 4bs

2b, 2b,

Com isso, oW = W,.

Portanto teremos as seguintes Aut(A,)-orbitas em T,(A;1):
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Tabela 4.2: Orbitas em T2(A,,1) invariantes pela agdo de Aut(A, 1)

W/:\l ( [All]/

w‘)%“ M [A11] + [A2], [A2] +

W | ATe) [A12] +A[D21]), A E
W, | E[A12],

W N [A11] + [A12] + [D22],

We- 1% [A14],

AL TN

Agora devemos provar que tais 6rbitas sdo duas a duas distintas.

e W, & disjuntade W;; i=2,3,475,6.

Com efeito, suponha que exista ¢ =zx % € Aut(A,,) tal que W, =

( X [D11] + xy([A12] + [D21]) + V2 [D22], Z [D11] + zw([A12] + [A21]) + W2 [An]) = Wi

Neste caso, repare que para qualquer base de @W os coeficientes de [A1;] e [Ay]
devem ser i§uais em ambos de seus elementos. Com isso, a igualdade acima é falsa
para Wo, W5(A = 1), Wa, Ws, We.

e . X
Agora, basta verificarmos o que ocorre em W31. Considere ¢ = 5 &/, tal que

ch31 = W,. Logo existem a4, by, a,, b, € F tais que
a1001 + b1, = A1 e axpUy + b, = Ay,

e assim, igualando os coeficientes de cada lado, temos o seguinte sistema de equagdes

ax* +2byxz = 1 (4.2a)
awxy + bi(wx+yz) =0 (4.2b)
aly2 +2bywy =0 (4.2c)
ax* +2b,xz =0 (4.2d)
axy + bo(wx +yz) =0 (4.2e)
ay’ +2b,wy =1 (4.2f)

Considerando que ¢@ & um automorfismo, as igualdades (4.2b) e (4.2c) garantem
gue aiy + 2biw = 0. Substituindo esse resultado na igualdade (4.2b) do sistema,
obtemos que by(yzwx) = 0 b= 0. Logo a; = x = 1 e y = 0. No entanto, esse
resultado contradiz com a veracidade da igualdade (4.2f) do sistema (4.2).

o W} & disjunta de W;; i=3,4,5,6.

Suponha que existe @ = zx V)‘/, € Aut(A,1) tal que <,0W£l =W,

C Considere W; € {WY, W}, entdo existem a, b € F tais que apd; + bpd, = A,
logo temos o seguinte sistema de equacdes

alx* +22) + b(xz + AZ%) = 1 (4.3a)
a(xy +zw) + b(yz + Azw) =0 (4.3b)
a(xy + zw) + b(wx + Azw) = 0 (4.3¢)
a(y” + w?) + b(yw + Aw?) = 0 (4.3d)
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Subtraindo a igualdade (4.3b) da igualdade (4.3c), obtemos que b(wx- yz) =
0 & = 0. Sem perda de generalidade, suponha x = 0. Assim, da igualdade

(4.3b), vemos que xy + zw =0 =y = — zwx—". Substituindo esse resultado
na igualdade (4.3d), temos que

YV +w =0= (Z2x+1)W =02 2x+1=0= 72" = -x°.

No entanto, com isso, a igualdade (4.3a) torna-se falsa.

C Considere agora W, i = 4,5. Observe que [A:] € W, logo existem a,b € F
tais que apy + bpl, = A,,. Assim teremos o seguinte sistema de equacoes

alx* +z2%) + b(xz +AZ°) =0 (4.4a)
a(xy +zw) + b(yz+Azw) =0 (4.4b)
a(xy +zw) + b(wx + Azw) = 1 (4.4¢)
a(y? + w?) + b(yw + Aw?) =0 (4.4d)

Suponhamos inicialmente que A /= 0. Assim, res olvendo o sistema (4.4),

1
obtemos que ou (a,b) = (A% A) e Q= x 0
11
(a,b) =(0,1) e ¢, = 10 _Al € Aut(A,1). No entanto, vemos que

€ Aut(A,1) ou entdo

co;it + do; ¥, & {12, D11 + D1 + Nyy}, para quaisquer c,dEFe i=1,2

Suponhamos agora que A = 0. Neste caso, resolvendo o sistema (4.4) obtemos

(a,b) =(0,1) e ¢ = % g) € Aut(A,1) e novamente teremos que

coith + do; %, & {A1y, D11 + Agp + Nyy}, para quaisquer ¢, d € F.

Assim sendo, o resultado segue.
. W: & disjunta de W;; i =4,5,6.

Seja ¢ = XV e Aut(A, ;) tal que ch’1 = W, Observe que [A;1] € W, para
zZ w 3
i=4,5,6, logo existem g, b € F tais que

apt + b, = M.

Com isso, teremos o seguinte sistema de equagdes

ax’> +b(1+A)xz =0 (4.5a)
axy + b(wx+Ayz) =0 (4.5b)
axy + b(yz +Awx) =1 (4.5¢)
ay’ +b(L+A)wy =0 (4.5d)

As igualdades (4.5a) e (4.5d) garantem que ou x = 0 ou y = 0. Note que ndo
podemos ter b = 0, pois isso tornaria a igualdade (4.5c) falsa. Assim, se y = 0, pela
igualdade (4.5b), temos bwx = 0, entdo wx = 0, contradizendo o fato de ¢ ser um
automorfismo.

Por outro lado, se x = 0, entdo, da igualdade (4.5b), temos bAzy = 0. Desse modo,
seA 0, entdozy =0, contradizendo o fato de ¢ ser um automorfismo. Caso A = 0,

y

7 w »com isso

relembre que x =0, ou seja, @ =
cply + dopl, & {11, D12, D1 + Aqp + Ay} para quaisquer ¢, d € F.

Portanto ch’; /= W, para qualquer que seja ¢ € Aut(Az1).
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e W, é disjunta de W;; i =5, 6.
Suponha que exista ¢ = ZX Wy € Aut(A,1) tal que W, = ( xz[A11] + wx[A1,] +
yZ[Dn] + yw[Dy], xz[A11] + zy[A1p] + wx[Ax] + wy[Ax]) = Wi Assim, como
[A,1] € Wi, segue que este deve ser combinagdo linear de ¢ e ¢, ou seja, existem
a, b € F tais que
a@pdy + b, = [Az].

Com isso, verificando o coeficiente de [A41], temos axz + bxz = G&= b =a.
Analisando o coeficiente de [A1;], vemos que awx— ayz = 0 = wx- yz =
0, substituindo os resultados obtidos no coeficiente de [A,;] obtemos a seguinte
contradicdo 1 = a(yz - wx) = a -0 = 0. Portanto, o resultado segue.

e W; & disjunta de We.

Considere ¢ = ZX )Jv € Aut(A,1) tal que We =

( R [D11] +xy[D12] + xy[Do1] + Y2 [D22], x2[D11] +zy[D12] + wx[Do1] + wy[Dy,]) = W.

Logo existem a, b € F; apY; + be®, = [A11] + [A1L] + [Az].

Verificando o coeficiente de [A1:1], conclu’imos que x = 0, desse modo, aplicando tal
fato ao coeficiente de [A,1] segue que ay + bw = 0. Por fim, analisamos o coeficiente
de [A;;] e obtemos a seguinte contradigdo 1 = y(ay + bw) = y. 0 = 0. Portanto, o
resultado segue.

Desse modo, as correspondentes algebras a tais 6rbitas podem ser descritas conforme a
tabela 4.3.

Tabela 4.3: Extensdes centrais de A, ; de dimensdo 4 sem componente anuladora

A4,7 €1°€61=€3 €7 -6, =¢@6,

Alg|eirer=es ere1=e, e-e;=es+les, AEF
Aﬁ\,9 e1-e1=e;3 e -e;=e, e-eg1=Aes, AEF
Agio | e1-€;=€3 ey e =ey

A4,11 €1°€1 =63 €1°€r=€3 er°€r,=€3 €r°€e1 =€,
A4,12 €1°€1 =63 €€ =6,
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