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Resumo

Esta dissertacao visa conceituar funcao de forma ampla, explorando melhor as
funcoes injetoras, sobrejetoras, compostas e inversas. Em seguida, aborda-se o conceito
de vetor geométrico e sua transicao para forma algébrica, com enfoque para vetores no
plano cartesiano, realizando operacgoes com vetores no plano e a validade de suas proprie-
dades. Destaca-se também matrizes, validando suas operagoes com algumas propriedades,
e assim direciona-se para compreensao dos espacos vetoriais com suas operacoes. Por fim,
conceitua-se transformacoes lineares e apresenta-se algumas transformagoes do plano, li-
neares ou nao, como a rotagao, a reflexao, o alongamento, o cisalhamento e a translacao,
todas com uma linguagem simples e acessivel, repleto de exemplos ilustrados que eviden-
ciam como se da cada uma dessas transformacoes.

Palavras-chave: Vetor. Espaco vetorial. Transformacao linear no plano.



Abstract

This dissertation aims to conceptualize mathematical functions in detail, exploring
the injector, subjective, composite and inverse functions. Then, it approaches the concept
of geometric vector and its transition to algebraic form, with focus on vectors on the
Cartesian plane, performing operations with vectors on the plane and the validity for
their properties. Matrices also were highlighted, validating their operations with some
properties, and thus forward to the understanding of vector spaces with their operations.
Finally, define linear transformations and some plane transformations are presented, linear
or not, such as rotation, reflection, elongation, shear and translation, all with a simple
and accessible language, full of illustrated examples that show how to determine each one
of these transformations.

Keywords: Vector. Vector Space. Linear transformation in the plane.
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Introducao

O objetivo central deste trabalho de dissertacao é abordar algumas transformacoes
no plano, especialmente algumas transformacoes lineares especiais, utilizando uma lin-
guagem bastante elementar, ilustrando com exemplos simples, de forma que seja acessivel
a um aluno do ensino médio, com algum conhecimento de fungoes e matrizes.

Para isto, sentimos a necessidade de usar a linguagem de vetores no plano, assunto
este, normalmente ausente no ensino bésico (ensinos fundamental II e médio) na drea da
Matematica, aparecendo apenas no ensino da Fisica que trata de vetores, sob o ponto de
vista geométrico, de forma bem superficial.

O tratamento algébrico e formal do conceito de vetores (e mais geralmente de
espagos vetoriais) é tradicionalmente feito numa disciplina introdutéria de Algebra Linear
para aqueles cursos de nivel superior que utilizam esta linguagem em outras disciplinas de
Matematica. Em geral, o estudante sente grande dificuldade para absorver a linguagem.
Uma das razoes dessa dificuldade é o grau de abstracao do conceito algébrico de vetor.
A rigor, um vetor no plano ou no espaco é uma classe de equivaléncia determinada por
uma relagao de equivaléncia definida num conjunto de segmentos orientados. De fato, nas
aplicagoes fisicas no ensino médio, nao se usa representantes para os vetores geométricos.
Aparentemente nao ha uma “forma candnica” de se representar um vetor. No entanto
ha. Uma vez que se encontra uma forma canonica de se escolher um representante para
a classe de equivaléncia as dificuldades abstratas desaparecem. Veja que este contexto de
vetores é completamente andlogo ao estudo de fracées no ensino fundamental. A rigor,
uma fracao é uma classe de equivaléncia determinada por uma relacao de equivaléncia
definida num conjunto de pares de nimeros inteiros. Colocado dessa forma, o estudo de
fracoes é extremamente abstrato. No entanto, ha uma forma canodnica de se representar
uma fracao. Isto torna o entendimento de fracoes possivel para o estudante do ensino
fundamental.

Assim como é feito no estudo de fragoes no ensino fundamental, onde o conceito ori-
ginal é logo simplificado, acreditamos que no estudo de vetores possamos fazer o mesmo.
Uma vez entendida a definicao via classe de equivaléncia, podemos trabalhar com re-

presentantes e tornar o entendimento de vetores bem acessivel. Isto vai permitir, por



exemplo, o estudo de transformacoes no plano, que é nosso objetivo central aqui. O ca-
minho pode se tornar natural e a compreensao da geometria dos movimentos pode se
tornar motivante, tanto do ponto vista geométrico quanto algébrico, em processos 1teis e
aplicaveis.

Organizamos o nosso trabalho em quatro capitulos que tratam, de forma elementar
funcoes, vetores no plano, matrizes e espacos vetoriais, respectivamente, além de um
apéndice, que tem leitura complementar e opcional, contendo algumas demonstracoes,
omitidas no texto. A intencao de se colocar algumas demonstracoes num apéndice foi
tornar o texto leve e de leitura agradavel. Esta organizacao foi pensada e inspirada no
texto base “Vetores, Geometria Analitica e Algebra Linear”de Joao Bosco Pitombeira
de Carvalho [3], que trata de transformagcoes lineares, numa tentativa de fornecer uma
linguagem simples e acessivel a um aluno do Ensino Médio.

No primeiro capitulo, tratamos de fungoes de uma forma geral, isto é, nao apenas
as funcoes reais, como se estuda no ensino basico, mas a construcao de relagoes entre con-
juntos quaisquer. Motivamos e introduzimos entao os conceitos de imagem inversa de um
subconjunto por uma funcao, imagem direta de um subconjunto por uma funcao, funcao
injetora, funcao sobrejetora, funcao inversivel e composicao de fungoes. Esta conceituacao
se torna interessante, pois amplia a visao de fungao para situagoes bem mais gerais, além
do conjunto dos niimeros reais.

No segundo capitulo, apresentamos tépicos sobre vetores no plano. Conceito,
operacoes, propriedades e dependéncia linear. Aqui ha uma diferenciacao do que é apre-
sentado no estudo de Fisica no Ensino Médio, tanto do ponto de vista geométrico quanto
algébrico. Como ja mencionamos acima, o estudo de vetores é ausente no ensino de Ma-
tematica do Ensino Médio, mesmo 14 sendo estudados matrizes e geometria analitica.
Portanto, este capitulo é fundamental para o nosso trabalho.

No terceiro capitulo, apresentamos as matrizes. De um ponto de vista pratico,
matrizes podem ser utilizadas para organizar informacoes. Por exemplo, apresentamos
aqui também uma possibilidade de se representar pontos ou colecoes de pontos do plano
cartesiano, utilizando matrizes. Como podemos operar com matrizes, isto nos permite
uma manipulacao algébrica dessas informacoes. Do ponto de vista tedrico, matrizes sao
essenciais no estudo de transformacoes lineares.

Apresentamos no quarto capitulo a nocao de espacos vetoriais, partindo de exem-
plos que discutimos previamente. Esperamos com isto que, mesmo com a linguagem
abstrata utilizada na definicao de um espaco vetorial, o conceito possa ser de facil com-
preensao. E necessario perceber a importancia da teoria dos espagos vetoriais, pois per-
mite uma unificacao de linguagem das operacoes com os elementos de diversos conjuntos

tais como, o conjunto dos nimeros reais, das fungoes reais, das matrizes, dos vetores no



plano ou em dimensoes superiores. Apresentamos entao algumas transformacoes lineares

especiais no plano, a saber, rotacoes, reflexoes, alongamentos e cisalhamentos.



1 Funcoes

O objetivo deste capitulo é explanar, de maneira sucinta, relagoes entre conjuntos,
definidas como fungdes, de um ponto de vista mais abrangente de acordo com [3]. Para

um maior aprofundamento podemos utilizar a referéncia [4].

1.1 Definicao

Dados A e B conjuntos quaisquer nao-vazios, uma funcao de A em B , que deno-
tamos por f : A — B, é uma correspondéncia que a cada elemento x € A associa um
unico elemento y € B. O elemento y ¢é o resultado da aplicacao de f em x, denominado
imagem de x, que representamos por f(x). Dizemos que A é o conjunto dominio da

funcao e B é o contradominio da funcao f. Vejamos as situacoes a seguir:

Exemplo 1.1.1. Os numeros naturais impares podem ser obtidos a partir de uma fungao,

fN—>Nondex— 2 -z+1.

De maneira informal podemos compreender fun¢ao, como uma méaquina que utiliza
todos os elementos do dominio e realiza suas transformacoes, gerando suas imagens, veja

a ilustracao na figura (1.1

" Maquina: 2'U+1f1
! m O dobro do nimero natural oo ; 2'1"'1:3
:2 adicionado de uma unidade 2'2:"‘1'5
N 2-n+1

Figura 1.1: Maquina de niimeros impares

Observe a tabela abaixo onde se lista os elementos do dominio e suas imagens, pela

funcao dada.



Numeros naturais (Dominio) | Ntimeros naturais impares (Imagem)
0 2:-0+1=1
1 2-1+1=3
2 2:-2+1=5
3 2:3+1=7
n 2-n+1

Em qualquer momento podemos nos deparar com relagoes entre grandezas diretamente
proporcionais ou inversamente proporcionais. Esta é uma situacao na qual precisamos da

nocao de funcao.

Exemplo 1.1.2. Considere o conjunto A = {0,1,4,9,25}, onde definimos a relagdo g de
tal forma que cada elemento x € A se relaciona com o elemento y € R, colocando x o

quadrado de y.

Note que (—1)? = 1 = (+1)?, logo g(1) = 1 o que nao caracteriza uma funcao,

pois existem elementos do dominio que relacionam com dois elementos.

Exemplo 1.1.3. Em determinado posto de combustivel de uma cidade A o preco da
gasolina ¢ R$ 4,10. Podemos perceber que a relagio entre a quantidade de gasolina
abastecida por determinado cliente esta diretamente relacionada com o valor pago, que
depende da lei V(z) = 4,10z, onde = € a quantidade de litros de combustivel abastecido
pelo cliente e V(x) € o valor pago em reais por este cliente. Assim, para uma quantia de
100 reais, a quantidade de litros de combustivel que o cliente pode abastecer é dado por
V(x) = 100.

1000

4,10z = 100, ou seja 41x = 1000, o que nos fornece x = T

Fazendo a aprorimacao do resultado temos que o cliente pode ser abastecido com 24, 39 litros.
Este exemplo, nos leva a definicao de imagem inversa, vejamos a seguir.

Definicao 1.1.1. Dada uma funcio f : A — B e um elemento y € B, a tmagem
inversa de y pela funcdo f, é o subconjunto de A constituido pelos elementos x tais que

f(x) =y e a denotamos por f~(y).

De uma forma geral, a partir de um subconjunto M de B, a imagem inversa de M
pela funcao f, f~1(M), é o subconjunto de A que contém os elementos x tais que f(x) é

elemento de M.

Definicao 1.1.2. Considerando um conjunto A qualquer e uma I4 : A — A definida por

I4(x) = x, para qualquer elemento x de A, € dita funcgdo identidade.



Exemplo 1.1.4. Considere a fungio real f : R — R, onde f(x) = x, é denominada

funcao identidade dos reais.

Exemplo 1.1.5. Dado o conjunto H de toda humanidade, podemos definir a funcdo

M : H — H que relaciona a cada ser humano a sua mae.

Note que no exemplo anterior nem todo o contradominio H foi utilizado, pois
existem mulheres que nao sao maes, assim como os homens, obviamente, também nao
podem ser. Podemos perceber que para algumas fungoes todo o contradominio é utilizado

e para outras nao, isso nos motiva a definir certo tipo de funcoes.

Definigao 1.1.3. Considere f : A — B. Dizemos que [ € sobrejetora se, dado qualquer
y € B, existe x € A tal que f(x) =y.

Assim, convém distinguir em uma funcao os elementos do contradominio que sao

relacionados com o dominio.

Exemplo 1.1.6. Considere a funcao real f, definida por y = ax+0b, coma € R* eb € R.
Qualquer que seja y do contradominio existe um x tal que x = yT_b Portanto a funcao f

¢ dita sobrejetora.

Definicao 1.1.4. Dados f : A — B e um subconjunto N de A, o conjunto imagem de
N pela func¢ao f é o subconjunto f(N) de B formado pelas imagens de elementos N.
Quando N = A, dizemos que f(N) = f(A) C B € imagem de f.

Exemplo 1.1.7. Considere a funcio f : R — R, dada por f(x) = x* — 2, para todo

numero x € R.

Note que esta funcao nao é sobrejetora, pois existem valores y do contradominio

que nao sao imagens de nenhum elemento do dominio, veja:

y=2>-2 & y+2=2cr=\/y+2our=—/y+2

Assim para que x exista é necessario que y + 2 > 0, isto é, y > —2. Podemos dizer que
o conjunto imagem da fungdo f é Im; = [—2,00[. Assim podemos definimos uma nova
funcao g : R — [—2, 00, dada por g(z) = 2? — 2 que é uma fungao sobrejetor.

Observe também que neste exemplo, para alguns y da imagem, a funcao possui dois
elementos do dominio que se relacionam com y. Por exemplo, para ;1 = —1 e 2 = 1,
flz1) = f(—=1) = =1 e f(xe) = f(1) = —1, assim f(x1) = f(x2). O exemplo acima

motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.1.5. Uma funcao f : A — B ¢ injetora se, para todos x1,xs € A distintos
(x1 # x2), entdo suas imagens também sao distintas, isto €, f(x1) # f(x2). Ou seja, para
que f seja injetora € necessdrio que sempre que T1,xo € A, com f(x1) = f(x2), entdo

Tr1 = T9.



Exemplo 1.1.8. A fungdo real definida no conjunto dos nimeros reais, f(r) = 2%, nao
¢ injetora nem sobrejetora, pois f(—1) = f(1). Portanto ela nao € injetora. Além disso

f(z) >0, para todo x real, o que mostra, que ela ndo € sobrejetora.

A segunda formulagao da definicao de funcao injetora é conveniente, pois lida com
igualdades, no entanto para entendimento preciso de funcao injetora a primeira formulagao
é conveniente.

Nem todas as fungoes sao injetoras e/ou sobrejetoras. A partir dessas observagoes, che-

gamos ao conceito de fungao bijetora.
Definicao 1.1.6. Uma funcao f: A — B € bijetora se ela € injetora e sobrejetora.

Exemplo 1.1.9. Dada a fungao real g, com g(x) = x3. Note que ela € injetora, pois se
g(z) = g(y), isto € 2 = y3, entio x = y. Ela também € sobrejetora, pois qualquer y real

¢ raiz cubica de algum x, a saber x = ¥/y. Por tanto g € bijetora.

1.1.1 Funcao composta

Definigao 1.1.7. Sejam f: A— B eg: B — C funcoes. A funcao composta de f com

g, que representamos por go f, € a funcao de dominio A e contradominio C, tal que para

todo x € A, (go f)(z) = g(f(z)).

A representacao gréafica abaixo, nos ajuda a compreender melhor esta definicao.

/,L/»B\Q)C

gef
Figura 1.2: Funcao composta

Observe que o exemplo abaixo mostra que em geral (f o g)(z) # (go f)(x).

Exemplo 1.1.10. Sejam as fungoes reais definidas por f(x) = 2> —1 e g(x) = 2 — x.

Podemos compor f com g e verificar a diferenca da composicio g com f.



Veja que (fog)(z) = flg(z) = 2—2)?—1=4—4dr+2?>—1=2>—4z + 3.
Por outro lado (g o f)(x) = g(f(z)) = 2 — (2 — 1) = —2? + 3. Assim verificamos que
fog#golf.

1.1.2 Funcao inversivel

Definigao 1.1.8. Uma funcao f : A — B € inversivel se existe g : B — A tal que
gof=14efog=1Ipg ondely e lp sao funcoes identidades de A e B, respectivamente.
Neste contexto dizemos que, g € uma inversa para f e, reciprocamente a f € uma inversa
para g.

E possivel mostrar que se f é inversivel, existe uma tnica funcao g que satisfaz a

definigao acima, portanto a fungao inversa é tinica [4].

Exemplo 1.1.11. Considere as funcgoes reais f : R — R, definida por f(x) = 2* — 1
e a funcio g : R — R dada por g(x) = /x +1. Observe que para todo v € R temos
flg(x )) f(Wrz+1)=(Vr+13-1=x+1—1=ux, além de verificar que g(f(z)) =
g(z® —1) = /(a3 — 1) + 1 = Vx® = x. Portanto, para todos os v € R, f(g(x)) = = e

g(f(z )) =z, 0 que caracteriza, pela discussao acima que, f e g sao fungoes inversas uma

da outra.

Teorema 1.1.1. Uma funcao f de A em B € injetora se, e somente se, existe uma fungao

g de B em A, tal que go f = I4, isto €, ela admite inversa a esquerda.

DEMONSTRACAO
Suponha que f : A — B seja uma fungao injetora. Portanto cada y € f(A) determina
um tnico valor z € A, tal que y = f(x).

Defina g : B — A, como:
z,sey = f(z)
9(y) =
qualquer elemento de B,se y & f(A)

Note que (go f)(z) = g(f(x)) = g(y) = x, para todo x € A, portanto go f = I4.
Reciprocamente, suponha que exista g : B — A, tal que go f = [ 4.
Sejam x1,x9 € A, com f(x1) = f(xg). Como g é uma fungao de B em A e f(xy), f(xq) €
B, concluimos que

9(F(21)) = g(F(22)) se, e somente se,

go f(z1) =go f(z2), 0 que equivale

La(z1) = Ia(2), ou seja
1 = T2

Portanto, f : A — B é uma funcao injetora.



Teorema 1.1.2. Uma funcao f de A em B € sobrejetora se, e somente se existe uma

funcdo g de B em A, tal que f o g = Ig, isto €, ela admite inversa a direita.

DEMONSTRACAO
Suponha que f : A — B seja uma fungao sobrejetora.
Assim para todo y € B é possivel escolher pelo menos um z € A, tal que y = f(z).
Para cada y € B, escolha um = € A, tal que f(z) =y, com g(y) = x. Definimos entao
uma funcao g : B — A, tal que

f(x) =y, logo f(g(y)) =y, segue que (fog)(y) =y

Portanto fog=Ip
Agora, considere g : B — A, tal que fog = Ig. Logo, para todo y € B, temos um
r=g(y) € A, entao f(x) = f(g(y)) =y, isto é, f é sobrejetora.

Corolario 1.1.1. Uma func¢ao f : A — B ¢ bijetora, se somente se, f € inversivel.

DEMONSTRACAO
Segue dos Teoremas e|l.1.2] que uma funcao f possui inversa se, e somente se, f é

injetora e sobrejetora, isto é, f é uma funcao bijetora.

Exemplo 1.1.12. Determine o niumero de diagonais de um poligono convexo a partir da

constru¢ao de uma fungao.

Note que a partir de cada vértice de um poligono de n > 3 lados, A;As...A,,, tem-
se n — 3 diagonais, visto que uma diagonal é um segmento de reta, ligando vértices nao
adjacentes. Ao contabilizarmos as diagonais de cada um dos vértices, teremos duplicidade,
visto que, por exemplo as diagonais A; A3 e A3A; sao as mesmas. Desta forma chegamos
a relagao D(n) = @

Observe que o conceito de funcao esta presente em diversas areas, por exemplo algebra,

geometria, andlise, probabilidade, etc.



2 Vetores

O objetivo deste capitulo é fazer uma introducao ao estudo de vetores, para tra-
balhar no plano. Conforme [3] os vetores sao um instrumento 1til no estudo das trans-

formagoes lineares planas. Para um maior conhecimento podemos consultar [2], [7] e

[9].

2.1 Vetores no plano

Dentre as grandezas que podemos mensurar, existem aquelas que sao perfeitamente
determinadas a partir apenas de um valor numérico e sua unidade de medida, como por
exemplo, distancia, temperatura, volume, area, densidade, massa, comprimento. Logo,
quando dizemos que o volume de uma caixa d’dgua é 20 dm?, que a idade de seu filho é 4
anos e 6 meses ou que a temperatura do ambiente é 38C', essas grandezas ficam comple-
tamente determinadas. Essas sao denominadas grandezas escalares.

Porém, existem outras grandezas que nao ficam determinadas se dissermos apenas um
valor numérico e uma unidade de medida. Imagine um automovel que se desloca por uma
certa rodovia, a uma velocidade de 80km/h. Perceba que apenas o valor numérico e sua
unidade nao sao suficientes, para se obter todas as informagoes do conceito de velocidade.
Pois precisamos saber a direcao e sentido da mesma.

Quando tratamos de grandezas tais como deslocamento, velocidade, aceleracao, forga,
peso e outras, precisamos de mais informacoes para estarem bem definidas. Essas in-
formacoes estao relacionadas com direcdo, sentido e intensidade, das quais falaremos

mais adiante.

2.2 Reta orientada e segmento orientado

Numa reta r podemos fixar um sentido positivo (+), representando por uma seta,
0 que caracteriza uma reta orientada. O sentido oposto é negativo (—) (veja na figura

abaixo).
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Figura 2.1: Reta orientada

Dada uma reta r, considere um par de pontos pertencentes a ela, A e B. O
segmento orientado que tem como origem o ponto A e como extremidade o ponto B,
serd representado por AB e é o conjunto de pontos de r entre A e B, incluindo A e B.

Geometricamente indicamos a extremidade por uma seta.

o

Figura 2.2: Segmento orientado

Dado um segmento orientado AB, o segmento BA é dito oposto ao segmento
AB. Quando o inicio e a extremidade de um segmento coincidem, dizemos que ele é um

segmento nulo.

2.3 Caracteristicas de um segmento orientado

2.3.1 Medida

Fixe uma unidade de medida. A cada segmento podemos associar um unico nimero
real, nao negativo, que é a sua medida (em relagdo a unidade de medida fixada). Esta
medida é chamada intensidade. Note que para o nimero real zero esse segmento orientado

seria um ponto e o denominamos segmento nulo.

2.3.2 Direcgao e sentido

Dados dois segmentos orientados, nao nulos, AB e CD dizemos que eles tém a

mesma diregao se as retas suportes desses segmentos sao paralelas (figura .1) ou coin-
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cidentes (figura [2.3/2).

v\-‘...\-.v\-‘. B

\ "B

s [Paralelas] S [coincidentes]
Figura 2.3: Conjunto de figuras

Caso os dois segmentos orientados, nao nulos, AB e C'D tenham a mesma diregao, pode-
mos comparar seus sentidos. Se eles estao sobre uma mesma reta, fixe um sentido para
a reta e diga que eles tém o mesmo sentido se ambos tém o sentido da reta ou eles tém
sentido oposto ao da reta orientada. Caso contrario, os segmentos tém sentidos opostos.
Se as retas suportes sao paralelas, eles tém o mesmo sentido se o quadrilatero ACDB,

nesta ordem , for convexo.

2.4 Segmentos equipolentes

Definicao 2.4.1. Dois segmentos orientados AB e CD sao ditos segmento equipolentes

quando tém a mesma direcao, sentido e intensidade.

Observe que dois segmentos nulos sao sempre equipolentes e a equipoléncia dos

segmentos AB e C'D é representada por AB ~ CD.

2.4.1 Propriedades da equipoléncia
i. AB ~ AB, propriedade reflexiva.
ii. Se AB~ CD e CD ~ AB, propriedade simétrica.
iii. Se AB~CD e (CD ~ EF, entao AB ~ EF, propriedade transitiva.

iv. Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um tnico D tal que AB ~

CD, propriedade da unicidade.

2.5 Vetores no plano

Dado um plano, temos uma infinidade de segmentos orientados. Seja AB um

segmento orientado fixo, com A diferente de B e considere o conjunto Sap de todos os
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segmentos orientados deste plano, com mesma direcao, sentido e intensidade do segmento
orientado AB. No caso em que A é igual a B, Syg é um conjunto de pontos, a saber o

préprio plano. Cada um desses pontos, visto como segmento tem intensidade nula (figura
2.4]). Seja AB um segmento orientado fixo.

Sap = {Az‘Bz‘; A, B; ~ AB}

Definimos o vetor zﬁ com msendo qualquer elemento desse conjunto.

Figura 2.4: Segmentos A;B; que tem as mesmas caracteristicas do AB

Vamos denotar este vetor por ﬁ A medida ou médulo desse vetor, que é a
intensidade do segmento orientado AB, serd denotada por ]E[

Observe que:
i) Dois vetores 1@ e @ sao iguais se, AB, CD € Syp.
ii) Todo vetor é dito unitario se, seu médulo é 1, isto é, ]E] =1

iii) Vetores sdo colineares se possuirem a mesma direcao.
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2.6 Vetores no plano e sistema de coordenadas

Dado um segmento orientado AB, onde A = (x4,ya) e B = (vp,yp), usando a
regra do paralelogramo podemos obter um tnico vetor U = ﬁ’, que parte da origem do
sistema de coordenadas, O = (0,0) e tem extremidade em P = (z,,¥,), tal que OP estd

em S 435, isto é, U = xﬁ como na figura .
Veja que:

Tp, =TB—TA€Y,=YB— Ya, entao

fﬁ:(ﬁ:<x3_xA;yB_yA):@_m

P(If’a 'U.l’)

XB

Figura 2.5: Vetor 1@ transferido para origem do plano cartesiano

Desta forma, fixando um sistema de coordenadas cartesianas xOy, com A =
(xa,ya) € B = (xp,yp) o vetor A§ deste plano, tem seu representante canénico U =
O[g, que tem a origem do vetor como a origem do sistema cartesiano e extremidade do

vetor como sendo o ponto P = (zp — T4,y — ya)-
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Note também que ao tratarmos do par ordenado (a,b), teremos uma visao além do ponto

localizado no plano cartesiano ortogonal xOy, bem como na figura 2.6, um vetor como na

figura 2.7

Figura 2.6: Ponto (a,b)

Figura 2.7: Vetor (a,b)

2.6.1 Adicgao de vetores

Dados quaisquer dois vetores do plano U e 7, nao paralelos, podemos escolher
segmentos orientados como sendo seus representantes, 1@ e B? , respectivamente. E a

adigao de U com 7, escrito como § = U + 7, pode ser vista na figura abaixo.

Figura 2.8: Soma de vetores



16

Um representante do vetor soma E 1@ = zﬁ + B? .
No caso em que U e U sdo paralelos, seus representantes podem ser escolhidos sobre uma

mesma reta, como é exposto na figura abaixo.

v
u

Figura 2.9: Soma de vetores paralelos

Novamente 1@ é o resultado da adicao U+,

Figura 2.10: Regra do paralelogramo

E preciso verificar que a adicao independe da escolha de seus representantes. Isto pode
ser feito usando a representacao tinica dos vetores na origem, como segue.
=T
Dados W = 1@ e U = @, se A'B" e C'D’ sdo outros representantes para @ e o,
; ? S : ? .
respectivamente. Como AB e A’ B’ sao equipolentes ao mesmo segmento O P, com origem
—

na origem no sistema de coordenadas e de maneira analoga @ e C'D’ sao equipolentes

7% ? ? 17 1y
a um segmento OR, logo AB+CD = A'B"+ C'D’.

No caso dos vetores serem paralelos, nao ha a necessidade de usar a regra do
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paralelogramo, porém, é necessario usar os seus representantes com origem na origem do
sistema de coordenadas.

Podemos definir a operacao de subtragao a partir da operacao anterior, como a adi¢ao
do oposto, isto é 7 =U -V =1+ (—7), logo podemos visualizar graficamente esta

operacao nas figuras abaixo.

I
l d=u—v 1

Figura 2.11: Subtracao de vetores

Propriedades da adicao

Para quaisquer vetores 7,7 e E?, temos:

i. Associativa: (W + 7))+ 0 =0 + (U + ).
ii. Comutativa: @ + ¢ = 7 + .
iii. Representado por 6> é o vetor nulo, para todo 7, se tem:ﬁ> + U =7 + ﬁ = .

iv. Qualquer que seja o vetor 7, existe um s6 vetor ﬁ, chamado de vetor oposto, tal
_>
que: U +W=1u+7V = 0. Denotamos este vetor & por —.

DEMONSTRACOES

Dados os vetores @ = (a1,by), U = (ag,bs) e W = (as, bs), com entradas reais. Veja que:

1. Associativa

(T + )+ = ((ar,b1) + (az, b)) + (a3, bs)
(0 + )+ & = (ay + ag, by + by) + (as, bs)
(W + )+ W = (

(7 + 7))+ 0 = (ay,b1) + (ag + as, by + bs)

a1+a2+a3,bl+b2—|—bg)
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(W + V) + W = (ar,b1) + ((az, by) + (a3, bs))
(+ )+ =7+ (V+7W)

ii. Comutativa

7+7 = al,bl) + (CLQ,bQ

( )
7+7:(a1+a2,b1—|—bg)
U+ U = (as+ay,by+by)
U+ U = (az,bs) + (a1, by)

U+ ="+

iii. Demonstrado forma mais ampla na proposicao 4.1.1

iv. Demonstrado de forma mais ampla na proposicao 4.1.2
Sendo esse vetor tnico podemos denotar, W = —¢'. Assim, — ¢ é o tnico vetor tal
que T + (=7) = f
Além disso, o oposto de o, asaber — 1/, é obtido multiplicando o escalar (—1) por
T,opois T+ (—1)-T=1-T+(-1)- T =0+ (-1)]-T=0-7 = 0, ento
(-1)- 7 =-7

2.6.2 Produto de um vetor por escalar

Considerando um numero real k£ e um vetor 7, podemos definir a operacao multi-

. ~ . — —

plicacdo por escalar k- W da seguinte forma. Se k =0 ou @ = 0, colocamos k-7 = 0 .
Caso contrario, k- 0 é paralelo a U e terd o mesmo sentido de W se k > 0, sentido oposto
se k < 0 e terd modulo |k - | = |k| - ||
Propriedades do produto de um vetor por um escalar

Se W e U sdo vetores quaisquer e a e b nimeros reais, temos:
ia-(b-W)=(a-b)- W
ii. (a+b)-U=a-W+b-
iii. o - (W +7)=a- U +a- 7
iv.1- U =1

DEMONSTRACOES
Sejam a,b € R e os vetores U = (x1,y1) e v = (z2,Y2), do plano zOy.
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ia-(b-U)=(a-b)-U
a(b) = a(b(z1, y1))
a(b@) = a(bxy, byy)
a(bW) = (abxy, aby;)
a(bW) = (ab)(z1, 1)
a(bd) = (ab)

ii. (a+b)- T =a-W+b-0
(a—i—b)ﬁz (a+b)(x1,y1)

(a+b)W = ((a+b)xy, (a+b)y)
(a+b)W = (axy + by, ay; + by
(a+b)U = (azy, ayy) + (bxy, byy)
(a4 D)W = a(xy, y1) + b1, p1)
(a+0)W =ad + bW

jiii. o (W+7)=a- U +a -0
a(U + ) = a((z1,31) + (22,72))

a(T + ) = alwy + 22,41 + y2)
a(T + ) = a(wy + x2, 41 + y2)
(U + ) = (alwy + x2), a(ys + )
a(T + V) = (az) + awy, ayy + ays)
a(T + ) = (az1, ayr) + (az2, ays)
a(T + ) = alzr,y) + alza, yo)
o +7)=atd +a?

iv.1- 7 =71
1- 0 =1-(x1,)
1- 7 =(1-21,1-1)
1. = (21, 41)
1- 7 =1
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2.7 Vetores paralelos

Definicao 2.7.1. Dois vetores tém a mesma direcdo, se os segmentos orientados que
os representam, tem a mesma dire¢cao. Dois vetores sao paralelos se possuem a mesma

direcao.

Proposicao 2.7.1. Dois vetores U e 7, nao nulos, sao paralelos se, e somente se, existe

um numero real k, tal que U=k 0.

DEMONSTRACAO
Considere os vetores do plano, 1@ e @, paralelos. Entao podemos encontrar seus re-
presentantes canonicos, e 7, respectivos, isto é, vetores que partem da origem e estao,
sobre a mesma reta suporte, como vimos na figura ?7.
Portanto existe um k£ € R, tal que u=k .
E facil verificar a reciproca, de forma andaloga.
Partindo desse resultado, note que tomando @ = (ay,b1) e v = (ag,by), com as suas

componentes diferentes de zero, segue que:

(al,bl) =k- (a27b2)
(a1751) = (k “ag, k- 52)
alzk-ageblzk-bg

ap b1

ke 2=

a9 ¢ bg
ay by
L=l
a9 bz

Assim os vetores 7 (S 7 com componentes diferentes de zero , sao paralelos se, € somente
se, al'bgzbl'ag, entéoal-bg—bl-agzo.
Dessa forma, mesmo que essas componentes nao sejam nulas, podemos caracterizar o fato

de dois vetores serem paralelos, a saber se a; - by = by - as.

Proposicao 2.7.2. Sejam os vetores U e U ndo paralelos (nao nulos). Todo wvetor
do plano pode ser escrito de uma unica maneira como combinacao linear de U e .

Isto €, dado um vetor W, eristem «, 5 € R, determinados de forma unica, tais que

W =au+87.
DEMONSTRACAO

Tome U = (a1,by) e U = (as, by). A partir de um vetor @ = (m,n), determinaremos
o, BER, taisque W =ad + 8.

Entao utilizando suas coordenadas, temos:

(m,n) = alar, b)) + Blag, by)
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(m,n) = (aa; + Bay, aby + (by)

Com isso, o par (a,) é solugao do sistema linear, abaixo:

m = aay + Bas (2.1)
n = ab; + by .

mba—nas  nai;—mby
a1ba—azb1’ a1ba—azb;

asby # 0, 0 que é garantido uma vez que os vetores U e U nao sao paralelos.

Resolvendo o sistema, obtemos a tnica solugao (o, 5) = (

), com ayby —

Definicao 2.7.2. Dizemos que U é gerado por Ty e 72, se existem «, 8 € R, tais que
U =at+ 672 Neste caso dizemos também que U € uma combinacao linear de Ui e

Uo. Os valores a e B sao chamados de coeficientes da combinagao linear.

Exemplo 2.7.1. Verifique que qualquer vetor do plano pode ser escrito como uma com-
binacio linear dos vetores U = (—=2,1) e ¥ = (3,—2). Em seguida escreva o vetor

W = (3,3) como wma combinagio linear de U e U

A 2 an ) 1
SOLUCAQO: Observe que os vetores U e ¥ nao sao paralelos, pois == # .
Assim, qualquer vetor do plano pode ser escrito de forma tnica como uma combinac¢ao

linear de @ e 0. Agora, vamos determinar «, 5 € R, de forma que:

W =ad + 7

(3,3) = a(—2,1) + (3, —2)
(3,3) = (=2 + 358, a—25)

(
3=—2a+3p3
3=a—-20

a=—15
B=-9
2.8 Dependéncia linear no plano

Definicao 2.8.1. Dois vetores, nao nulos, U e U sio Linearmente Dependente
(abreviadamente LD) se eles sao paralelos. Caso contrdrio, sio Linearmente Inde-
pendentes (abreviadamente LI). Se um dos vetores for o vetor nulo, eles sao linearmente

dependentes.
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Em outras palavras, dados W e U vetores nio nulos, dizemos que o par ordenado
{7, 7} 6 LD, se existir um k € R, tal que @ = k-, caso contrario dizemos que {7, 7}

é—

6L
(W, ) LI

(7, ) LD
= (—3, 8) ¢ linearmente

Exemplo 2.8.1. Verifique se o par de vetores U = (%, -3) e o

mdependentes ou linearmente dependentes.
Para isso temos que verificar se U eV sdio paralelos.

1
2
_ = — = <‘;> — —
-2 872 ' 4
Portanto U ¢ paralelo a o, logo sao classificados como Linearmente Dependentes.

Exemplo 2.8.2. Encontre os numeros reais a e b tais que a - v +b-vs =, sendo

T =(2,10), v = (5,3) e v = (2, —-1).

Perceba que v; e vy nao sao paralelos, visto que g + _%, assim {vy, v} é LI,
formando uma base do plano. Podemos entao obter qualquer vetor do plano a partir
deles, note que substituindo os vetores na igualdade dada, temos

a-(5,3)+b-(2,—1) = (2,10)
(5a, 3a) + (2b, —b) = (2,10)
5a+2b=2e 3a—b=10

Neste sistema de equagoes obtemos a solucao a = 2 e b = —4. Portanto 207 —Avg =



3 Matrizes

Neste capitulo iremos fazer uma introducao ao estudo de matrizes, a saber, de-
finigoes, tipos, operacoes, relagoes entre vetores e matrizes, de acordo com as construcoes
feitas por [5], [6] e [7].

3.1 Matrizes

Dados m e n € N*, a matriz é uma tabela com nimeros quaisquer, organizados

em m linhas e n colunas, da forma.

@13 Q12 Az -+ Qin

Q21 Q22 A23 -+  Q2p

A= 31 Gz2 A3z - A3p
B Am1 Am2 Qm3 Amn ]

Os elementos a;; sao chamados entradas da matriz, onde 1 <i<mel<j<ne
indicam a i-ésima linha e a j-ésima coluna que a entrada estd localizada na matriz.
A matriz pode ser denotada por A = A« = [@ij]mxn, para todos i € {1,2,3,--- ,m} e
j€{1,2,3,--- ,n}, logo “mxn” é chamado de dimensao da matriz, ndo podendo realizar

este produto. Por exemplo, o elemento agzs estd na 3¢ linha e 2% coluna.

3.2 Nomenclatura de Matrizes

1. Uma Matriz retangular ¢ caracterizada por possuir o nimero de linhas diferente
do nimero de colunas (m # n) .
0 12 -3

-1 2 6

Exemplo: A matriz M = [
3

] ¢ uma matriz retangular de dimensao

2 %X 3.
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2. Uma Matriz linha tem dimensao 1 X n, isto é, possui apenas uma linha.

Exemplo: A matriz M = [ 2 0 2 —4 | éuma matriz linha de dimensao 1 x 4.

3. Uma Matriz coluna tem dimensao m x 1 isto é, possui apenas uma coluna.

0
6
Exemplo: A matriz M = | —1 | é uma matriz coluna de dimensao 5 x 1.
10

—11 |

4. Uma Matriz quadrada possui o nimero de linhas igual ao nimero de colunas,

n = m, desta forma sua dimensao n x n, pode ser dita apenas ordem n.

0 12 -3
Exemplo: A matriz M3 = | —1 % 6 ¢ uma matriz quadrada de ordem 3.
1 2 3

Observagao:

a) Numa matriz quadrada A = [a;j],, de ordem n, os elementos a;;, formam a dia-

gonal principal. Assim a diagonal principal é (a1, ass, ass, -+, an)-

b) Numa matriz quadrada A = [a;j],, de ordem n, os elementos a;;, onde i +
j = n + 1, formam a diagonal secundaria. Assim a diagonal secundaria é
<a1n7 a2 n—1,a3 n—2," " ;anl)-

Exemplo: Dada a matriz abaixo

' =y 3 .
—1~6 6~ 6
M = S

Vemos que na matriz M quadrada de dimensao 4 x 4, sua diagonal principal é
(2,6,1,10) e sua diagonal secundaria é (—3,6,3,0).

5. Uma Matriz nula m x n, tem todas as entradas nulas.

000 0
De forma geral podemos representar uma matriz nula por 0.

_ 0 00 00 _ .
Exemplo: As matrizes M = e N = 0 sao matrizes nulas.

6. Dada a matriz A, m x n, a Matriz oposta m x n de A, tem mesma ordem de A, é

denotada por —A e tem todas as entradas, iguais aos elementos opostos da matriz

A.
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2 =3 0
-1 4 10

-2 3 0
1 -4 =10

Exemplo: As matrizes A = e —A= ] sao matri-

zes opostas.

7. Uma Matriz identidade de ordem n, cujas entradas sao:

1 ,sei=3
Aij = .
0 ,sei#]

_ o O

10
0 1
A matriz identidade é representada por I, = | 0 0 ou simplesmente

I, quando a dimensao estd no contexto.

1

10
Exemplo: As matrizes I, = [ ] elz3=10
0

00
0 1 1 0 | sao chamadas matrizes
01

identidades.

3.3 Operacoes com matrizes

3.3.1 Adicao ou soma de matrizes

Dadas duas matrizes de mesma dimensao, A = [ai;lmxn € B = [bijlmxn, & soma
delas é uma terceira matriz C' = [¢;;]mxn, de mesma dimensao, tal que ¢;; = a;; + b;;. Em

outras palavras a matriz soma € a matriz obtida somando as respectivas entradas de cada

uma delas.
11 a2 bi1 b2
Exemplo 3.3.1. Considere as matrizes A = | as; a9 e B=1 by by |, entao
a31 a3z b3i b3z

ayp + b ap + b2
A+ B = ayn +by ag+ by

asy + b3 ase + b3y
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Exemplo 3.3.2. Dadas as matrizes A = e B= , entao
1 —10 ™ 0

10 3
A+ B= 2
1+7 —10

Observagao: A diferenca das duas matrizes A e B serd, A— B = A+ (—B).

Propriedades da soma

Dadas as matrizes A, B e C, temos:
i. A+ (B+C)=(A+ B)+ C (associativa)
ii. A+ B = B+ A (comutativa)
iii. A+0=0+ A= A (elemento neutro da adigao)
iv. A+ (—A) = —-A+ A =0 (elemento simétrico)

DEMONSTRACOES
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Dadas as matrizes de mesma ordem, A, B e C, com entradas reais, isto ¢ A = [a;,],

B = [b; ;] e C =[c; ], com a;; e b;; reais, para todo i € {1,2,...,m} e je {1,2,..
i. A+ (B+C) = (A+ B)+ C (associativa)
A+ (B+C) = [aig] + ([bis] + [cis])
A+ (B+C) = [aiy] + [bij + cij]
A+ (B+C) =la;; + b + ¢l
A+ (B+C)=(a;; +b;j)+ cijl
A+ (B+C) =laij+bij]+ el
A+ (B+C) = ([aig] + [bis]) + [ci]
A+ (B+C)=(A+B)+C
ii. A+ B = B+ A (comutativa)
A+ B = [a;;] + [bi]
A+ B =a;; + b; ]
A+ B = [b;; + a;;]
A+ B = [bi] + [ai]
A+B=B+ A

., n}.
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iii. A+0=0+ A = A (elemento neutro da adigao)

Demonstrado de forma mais ampla na proposicao [4.1.1}

iv. A-A=—-A+ A =0 (elemento simétrico)

Demonstrado de forma mais ampla na proposigao 4.1.2}

3.3.2 Multiplicagcao de uma matriz por escalar

Considere um ntmero k, o produto da matriz A = [a;;]mxn pPOr esta constante é
a matriz B = [bjj|mxn, tal que b;; = k- a;; , em outras palavras, a matriz B ¢é obtida

multiplicando todas as entradas da matriz A, pelo nimero k.

0 1

Exemplo 3.3.3. Dada a matriz A = . ) 71T
)

] e k= —2, temos:
B 0 —2 -2«
2 4 41

Propriedades da multiplicagcao de matriz por um escalar

—2.0 2.1 -2.
kA=

Sejam A e B matrizes de mesma dimensao, e p,q € R, temos:
L (pg)A = p(qA);
ii. (p+q)A=pA+qA,;
ili. p(A+ B) = pA + pB;
iv. 1-A=A.
DEMONSTRACOES

Dados k,w € R e as matrizes A,,x, = [a;j] € Bnxn = [bij] de entradas reais,para todos

i€{l,2,-,m}eje{l,2- n}, temos
i. (kw)A =k(wA)

(Fw)A = (kw)]a;]
(Fw) A = [(kw)as]
(Fw)A = [k(waz)]
(Fw)A = k(lwaj;])
(Fw)A = k(wlai;])



28
. (k+w)A = kA +wA
(k+w)A = (k+w)lay]
(k+w)A = [(k + w)a]
(k +w)A = [ka;j; + wa;;]
(k + w)A = [kaj;] + [wag]
(k+w)A = kla;] + wlai;]
(k+w)A=kA+wA
iii. K(A+ B) = kA+ kB
k(A + B) = k(lay] + [bi])
k(A+ B) = k[(a;; + bi;)]
k(A+ B) = [k(a;; + b;j)]
k(A + B) = [ka;j + kb
k(A + B) = [ka;;] + [kbj;]
k(A + B) = kla;;] + k[bs]

k(A+ B) = kA + kB

iv.1-A=A
1-A=1"a]
1-A=11"al
1- A= lay]
1-A=A

3.3.3 Multiplicacao de matrizes

A multiplicacao de matrizes retangulares s6 é definida em casos especificos de suas
dimensoes: o numero de colunas da primeira matriz, deve ser igual ao ntimero de linhas
da segunda matriz.

Dadas as matrizes A = [Gij]mxn € B = [bjk)nxp, a multiplicagdo A por Bé C = A-B =
[Cik]mxp, com os elementos ¢;; definidos por:

n

Cik = Qi1 - b + @ig - bog + @iz - g + -+ + Qip - bpg = g aijbik,
i=1

ondei € {1,2,...,m}eke{l,2,...,p}.
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Exemplo 3.3.4. A tabela abaixo mostra a quantidade de café Conilon e Ardbica produzi-

das em milhoes de sacas, na safra 18/19, pelas regides agricolas 1 e 2 do Espirito Santo.

Conilon | Ardbica
Regiao 1 8 1
Regiao 2 2 3

Seque também a tabela que mostra os pre¢os em reais por saca (reais).

preco por saca (R$)
Conilon 340
Ardbica 440

Determine os valores x ey, que sao respectivamente, os valores arrecadados com a venda

x
do café produzido pelas Regioes 1 e 2, de acordo com a matriz [ ]
)

Solucao: A partir da matrizes A =
440

multiplicacdo A - B facilmente, posicionando-as da seguinte forma:

340
440

8 1 | 8x340 i+ 1 x440

____________________________________ Jessssssssnasasnssnnsasnss

8 1 340 .
5 3 e B = , podemos realizar a

2 3 |axg0 i+ 3x440

Assim A- B =

x| [3160

Y 2000
Portanto o valor arrecadado com a producao de café na regiao 1 do Espirito Santo é de

] , que esta em milhoes de reais.

3,16 milhoes de reais e na Regiao 2 do Espirito Santo é de 2 milhdes de reais.

1 2

2 1 2
Exemplo 3.3.5. Sejam as matrizes A = ( - ) e B = ( L 3 3 ) Realize as

operacoes B-A e A- B, se possivel.

B-A

SOLUCAO: B- A

Esta operacao nao é possivel ser realizada, uma vez que a primeira matriz B tem ordem
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2 x 3 e a segunda matriz A tem ordem 2 x 2, logo o niimero de colunas da primeira matriz

¢ diferente do nimero de linhas da segunda matriz.

A-B

Aqui podemos realizar a operacao, logo temos:
4. B— 2-1+1-1 2-241-(=3) 2-2+1-3 (317
3-1+2-1 3-24+2-(=3) 3-2+2-3 5 0 12

Propriedades da multiplicagcao de matrizes

Considere as matrizes A, B e C', quando for possivel realizar as multiplicagoes, temos que:
i. A-(B-C)=(A-B)-C
ii. A-(B+C)=A-B+A-C
iii. (B+C)-A=B-A+C-A
iv. Apxn In = Amxn © I - Apsen = Apmxn.-

DEMONSTRACAO

i. A-(B-C)=(A-B)-C

Sejam Ay, xp, Bpxq € Cyxn, matrizes com entradas reais.

Z ax(BO)y, Z ik Z brici;)

k=1 =1
P
[A(BC)]i; = Zzaik<bklcl] ZZ (aikbii)ci;
k=1 I=1 k=1 I=1
q
ZZ (airbri)cry = Z Zalkbkl cij
I=1 k=1 =1 k=1
q
[A(BCO)];; = Z(AB)ilclj

=1

[A(BC)];; = [(AB)C;
Portanto A(BC) = (AB)C
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ii. A-(B+C)=A-B+A-C Sejam A,,,, Bpxn € Cpxpn, matrizes com entradas reais.

p p
[A-(B+O));; = Zaik(B + O = ) aw(byj + cxj)
k=1 k=1
p
[A-(B+C));; = Z(aikbkj + QikCry)
k=1
p p
[A-(B+O)iy =D anbi; + Y aucr
k=1 k=1

[A-(B+C)]y=[A-B+A-Cl;
Portanto, A- (B+C)=A-B+A-C.
iii. (B+C)-A=B-A+C-A

Sejam A, xpn, Bpxp € Crxp, matrizes com entradas reais.

p p
(B+C)- Al = Z(B + C)irar; = Z(bz’k + i) a;
=1 =
p
(B+C)- Al = Z(bikakj + Cikay;)
=1

p p
[(B + C’) . A]Z.j = Z bikakj + Zcikakj
k=1 k=1
(B+C)-Aly=[B-A+C- Al

Portanto, (B+C)-A=B-A+C - A.

iv. Sejam I,, e I, as matrizes identidades de ordem m e n respectivamente e A uma
matriz m x n. Entao A-I,, =Ael,,- A=A
Dada a Matiz A, com entradas a;;j, nimeros reais e a matriz identidade /,,, onde
1 ,se1=7 o . .
cada elemento ¢;; = 7 ,com 1 <17,5 <n. Assim, ao multiplicar a
0 ,sei#j

linha ¢ da matriz A com a colina j da matriz I,,, obtemos um z;;, veja:

Tij = i1 - 015 + Qig - 095 + -+ Qg - Ojj + -+ + Qi * O
xl]:a110+a120+'+a/131+'+a/1n0
Lij = Aij

Portanto o resultado do produto A - I,,, sera a propria matriz A.

De forma andloga, pomos demonstra que [, - A = A.
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Note que a multiplicacao matricial, nem sempre é comutativa, mesmo que, em ambos os

lados seja possivel realizar a operagao.

1 2 0 1
Exemplo 3.3.6. Dadas as matrizes quadradas A = ( - > e B = ( - ), realize

as multiplicacoes:

a) A-B
b) B-A

SOLUGAO:
1 2 0 1 1-04+2-(—-1) 1-142-2 -2 5
3 4 -1 2 3.04+4-(—1) 3-14+4-2 —4 11
0 1 1 2 0-1+1-3 0-24+1-4 3 4
-1 2 3 4 —1-1+2-3 —-1-2+2-4 5 6

Observe que A - B # B - A, como haviamos comentado, a multiplicagao de matrizes

nao é comutativo.



4 Espacos Vetoriais e Transformacoes

Lineares no Plano

Neste capitulo iremos aplicar nossos conhecimentos adquiridos nos capitulos ante-
riores para tratarmos de transformagoes lineares no plano, para isso podemos nos apro-

fundar mais nas referéncias [1], [3] e [§].

4.1 Espacos vetoriais

Podemos pensar nos espagos vetoriais como uma unifica¢ao de linguagem (fungoes,
polinémios, matrizes, vetores, ...). Isto nos motiva a fazer a definigdo seguinte.
Considere um conjunto V', nao-vazio, no qual estao definidas duas operacgoes ¢ e ® , ou

seja:
i. para todos u,v € V, a soma u @ v estd definida em V.
ii. para todos a € R,u € V, o produto a ® u estd definido em V.

Este conjunto V', munido dessas operacoes, é chamado de espago vetorial real, se as pro-

priedades a seguir sao validas.

A) A operacao & satisfizer:
[A1] (udv) Bw=u& (vdw), para todos u,v,w € V
[As] u @ v = v & u,tal que para todos u,v € V
[A3] existe um elemento 0 € V, para todou € V,u®0=u

[A4] para todou €V, existeve Viudv=0

M) A operagao © satisfizer:
[Mi] («®B)Ou=a® (BOu), para todos a,  EReu eV
[Ms] (a®f)Ou=a®u® O u, para todos o, E Reu eV
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M) a® (u®v) =a®@u® B O, para todos a« € Reu,v eV
[M4] 1 ®u = u, para todo u € V

Destacamos que cada espaco vetorial tem suas operagoes definidas de alguma maneira.
As operacoes e @ de de um espaco vetorial podem ser bem diferentes do habitual, isto
é, para um mesmo conjunto podem existir operagoes distintas que o tornam um espaco
vetorial. Outra observacao interessante sobre o conceito de espagos vetoriais é que nao
necessariamente precisamos usar o conjunto dos nimeros reais como escalares. Para cada
espaco, devemos conhecer seus elementos e suas operacgoes, que devem satisfazer as oito

propriedades acima, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1.1. Tomando o conjunto de todas as matrizes que possuem m linhas e n
colunas, denotado aqui por M (m,n), como vimos anteriormente, considere as operag¢oes
de adi¢do e multiplicagdo por escalar da sequinte forma: Dados A = |[aijlmxn, B =

[bijlmxn € M(m,n) e a € R, definimos:
[ ] A + B = C = [Cij]mxn; 07’Ld€ Cij = aij + bZ]
o o A= D =[dijlmxn onde d;; = a - a;;.

Perceba que C' e D também sao matrizes com m linhas e n colunas, portanto
C,D € M(m,n) e verificamos facilmente que ambas as operagdes satisfazem as quatro
propriedades de adicao e as quatro propriedades de multiplicacao por escalar. Por tanto,

M (m,n) como as duas operagoes definidas acima é um espago vetorial.

Exemplo 4.1.2. Outro exemplo de espago vetorial é o conjunto F de todas as funcoes
reais, ou seja, as fungoes que tém como dominio e contradominio o conjunto dos numeros
reais. Tomando f,g € F e a € R, definimos as operacoes de adicao e multiplica¢do por

escalar da maneira sequinte.

o Adicao: [+ g também € um funcao real de varidvel real, definida por (f + g)(z) =
f(x) + g(z), para qualquer x € R.

o Multiplicagao por escalar: o - f também € uma funcgao real de varidvel real, definida por

(- f)(x) =a- f(x), para qualquer x € R.

Veja que para quaisquer f,g € Fea € R, tem-se f+g € Fea-f € F. Para
verificar as propriedades, temos:
Propriedades [A:],[As],[M1],[Ms],[Ms],[M,]: A validade de cada uma dessas propri-
edades, decorrem das propriedades do conjunto dos ntimeros reais. Veja por exemplo
a propriedade [A;]. Dadas as fungoes reais f,g,h € F, com qualquer x € R, temos
(f(z) + g(x)) + h(z) = f(z) + (g9(x) + h(x)), pois f(x), g(z) e h(z) sdo nimeros reais,
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que satisfazem a associatividade da adicao, em R.

Propriedade [A3]: Essa propriedade exige que exista uma fungao 0 € F, onde a sua
soma, com qualquer outra funcao f € F, resulta na propria f. Essa funcao 0 pode ser a
funcao constante, igual a zero.

Propriedade [A4]: Essa propriedade exige que para qualquer fungao f € F, exista uma
funcao g € F, tal que f4+g=0. Para isso, basta tomar a funcao g=-f.

Portanto o conjunto JF, com suas operacoes definidas acima, é um espaco vetorial.

Exemplo 4.1.3. Podemos citar o conjunto V', de todas as listas de n numeros reais,

isto é, V' é conjunto de elementos da forma (x1,22,--- ,x,), com todos os x; € R, com
ie{1,2,--,n}.
Assim, dados u = (a1, as, -+ ,a,) e v = (by, by, -+ ,b,), do conjunto V', onde todos os a;

e b; sao numeros reais, podemos definir as operagoes abaixo:

L U+U:(a17a27"' aan)+(b17b2a"' 7bn) = (a1+b17a2+b27"' 7an+bn) €V7 note que

todos 0s a; + b; sao niumeros reais;

o k-u=(a,as, - ,a,) = (k-ay,k-as,--- ,k-a,) €V, veja que todos k- a; sao nimeros

reqais.

E facil verificar que essas operacoes satisfazem as propriedades apresentadas na
definicao. Por isso, V' é um espaco vetorial, que é denotado por R™. Os elementos de um
espago vetorial serdo denominados vetores, independente de sua natureza (polinémios,
matrizes, nimeros, fungoes, etc.), entretanto em nosso texto daremos um enfoque para os
vetores do plano cartesiano 2Oy, o R?. E também quando apresentamos os par ordenado

P = (a,b), deve ser visto com o vetor O? no sistema zOy.

Proposigao 4.1.1. O elemento neutro e =0, do espaco vetorial V' € unico.

DEMONSTRACAO
Suponha que existam dois elementos neutros no espaco vetorial V', e e es.
Se e é neutro, entao e; + e5 = eo; por outro lado, es também é neutro, logo e; +e; = e;.

Portanto e; = eg, isto é, o elemento neutro é nico, o denotamos por e = 0.

Proposicao 4.1.2. Para cada u, existe um unico elemento simétrico (—u) no espago

vetorial V.

DEMONSTRACAO
Dado u € V, suponha que existam u; e uq, elementos no espago vetorial V', tais que sejam

elementos simétricos de u, isto é, u +u; =0 e u+ uy = 0. Logo
up=u1 +0=u; + (u+uy) = (ug +u) +ug =04 uy = uy

Portanto o simétrico de u é unico e o denotamos por (—u).
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Proposicao 4.1.3. Sejam u, v e w vetores de um espago vetorial V. Se u +v = u + w

entdo v = w. Assim, vale a regra do cancelamento para a adi¢do.

DEMONSTRACAO
Veja que

v=0+v=(—u+u)+v=—-u+(ut+v)=—-u+(ut+w)=(—utu)+w=0+w=w
Proposicao 4.1.4. 0-u = 0 para todo v € F.

DEMONSTRACAO
Percebaque u+0-u=1-u+0-u=(1+0)-u=1-u=u=u+0. Logo u+0-u = u+0.

Pela proposicao anterior, 0 - u = 0.
Proposigao 4.1.5. Seja o um numero real qualquer e 0 € V', entdo a- 0 = 0.

DEMONSTRACAO
Note que -0+ a-0=a-(04+0)=a-0=a-0+0. Portanto, & -0+ -0 = - 0+ 0.
pela Proposigao [4.1.3] temos a - 0 = 0.

Proposigao 4.1.6. Sejama € R eue V. Sea-u=0 entio o« =0 ouu = 0.

DEMONSTRACAO
Suponha por contradicao que o # 0 e u # 0. Como « # 0, entao « - é = 1, decorrendo

que: oz-u:O(:)é-oz-u:é-O@l-u:()(:)u:O, contradicao.
Proposicao 4.1.7. Seja u um vetor do espago vetorial V', entdo temos que (—1)-u = —u

DEMONSTRACAO
Basta notar que u+(—1)-u=1-u+(=1)-u= (1+(=1))-u=0-u =0 = u+(—u). Desta
forma v+ (—1) - u = u+ (—u), portanto pela Proposicao [4.1.3 temos que (—1) - u = —u.

4.2 Subespacos vetoriais

Seja EF um espaco vetorial. Um subconjunto, nao vazio S de E é um subespaco

vetorial de E, se ele ¢ um espaco vetorial com as operagoes originadas de F.

Teorema 4.2.1. Um subconjunto S, nao-vazio, de um espaco vetorial & € um subespaco

vetorial de E se estiverem satisfeitas as condigoes:
i. Para quaisquer u,v € S, temos que u+v € S;

ii. Para quaisquer « € R e u € S, temos que a-u € S.
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DEMONSTRACAO

Se S é um subespaco de E, obviamente estao satisfeitas os itens ¢ e i, pois as duas
operacoes definidas em F, também sao definidas em S, com todas as oito propriedades.
Reciprocamente, suponha que os itens ¢ e iz valham, entao S é fechado em relagao a adigao
e em relacao a multiplicacao por escalar, assim S herda todas as propriedade de E, com
excecao possivelmente, da existéncia do nulo e do oposto.

No entanto, note que o item ¢. acima garante que para qualquer elemento u € S e
qualquer k real, em especial 0-u = 0 e (—1) - u = —u estdo em S, portanto ele é um

subespaco vetorial de FE.

Exemplo 4.2.1. Seja E = R?, o plano cartesiano que contém todos os vetores do plano,
em especial qualquer que seja P = (a,b) € E deve ser visto com sendo ﬁ, e considere S =
{(z,y); y = —x}, € um subconjunto de vetores do plano que tem a sequnda componente
igual ao oposto da primeira, podemos escrever também S = {(x,—z); = € R}, isto €
vetores cuja direcdo é a mesma da bissetriz do 2° e 42 quadrantes do plano. Evidente que
S # @, pois (0,0) € S, assim podemos tomar u,v € S e qualquer o € R, tais que u + v
e au terdo a mesma direcdo da bissetriz do 29 e 4° quadrantes do plano, ou seja S € um

subespaco de E.

Exemplo 4.2.2. Agora, o subconjunto S = {(z,y); vy = x + 1} do plano R?, nao é um

subespaco do plano.
i. Dados u= (a,a+1), v=(b,b+1) €S, temos queu+v = (a+ba+b+2)&S.

ii. Dadou=(a,a+1) €S ea R, temos que au = (aa,aa+ ) € S, sé se a« = 1, mas
essa propriedade deveria ser vdlida para qualquer nimero real a. Portanto S ndo €

um subespaco do plano.

Observe que bastaria mostrar que uma das propriedades nao é satisfeita.

4.3 Transformacoes lineares

Neste momento falaremos de um tipo de aplicacao ou funcao, onde o dominio e o
contradominio sao espacos vetoriais. Assim, tanto a variavel independente como a varidavel
dependente sao vetores. Estamos particularmente focados nas funcoes lineares, que serao

definidas abaixo, como transformacoes lineares.

Definicao 4.3.1. Uma transformacao linear T do espacgo vetorial V no espaco vetorial
W, € uma fungcao T : V — W, ou seja, uma funcao que associa a cada vetor v € V. um

unico vetor w =T(v) € W, tal que:
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i. T(u+wv)=T(u)+T(v), para todos u,v € V
ii. T(au) = aT(u), para todos u € V e o € R

De modo particular, podemos tomar V = W = R?, onde as transformacoes lineares

passam a ser realizadas no plano cartesiano. Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 4.3.1. Considere a aplicagio T : R? — R?, de modo que T(z,y) = (3z,z — y)

¢ uma transformacao linear.
De fato:

i. Sejam u = (z1,y1) e v = (T, ys2) vetores quaisquer do R?.

Entao:

)
T(u+v)=(3(xy + x2), (r1 + x2) — (y1 +v2))
T(u+v) = (31 + 39, 21 + T2 — Y1 — Y2)
T(u+v) = (3v1 + 32, 71 — Y1 + T2 — ¥2)
T(u+v) = (3x; + 322, (x1 — y1) + (2 — ¥2))
T(u+v) = (321,21 — Y1) + (322, 72 — ¥2)
T(u+wv)="T(u)+T(v)

ii. Para todo o € R e qualquer v = (x1,7;) € R?, tem-se:
T(au) =T (a(z1,11)) = T'(ax1, ayr) = (Bawy, axy — ayy)
T(au) = a3z, 1 —y1) = aT'(z1,y1) = oT'(u)

Podemos escrever esta transformacao linear, no formato matricial
130 T
1 -1 Y

Exemplo 4.3.2. Considere a aplicagio T : R* — R3, de modo que T'(z,y) = (x+y,z,y).

T

Y

T

T ¢ uma transformacao linear.
De fato:

i. Sejam u = (z1,v1) e v = (T2, y2) vetores quaisquer do R2.
Entao:
T(u+v)=T(x1 + 22,91 + Y2)
T(u+v) = (z1+ T2+ y1 + Y2, T1 + T2, Y1 + Y2)
= (

T(u+wv) = (21 4+ Y1+ 22+ Yo, 1 + T2, Y1 + Y2)
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T(u + U) - (5171 + Y1, T, yl) + (xQ + Y2, Ta, 92)
T(u+v)=T(xr1,y1) + T(x2,y2)
T(u+v)=T(u)+T(v)

ii. Para todo a € R e qualquer u = (x,y) € R?, tem-se:
T(au) = T(a(z,y)) = T(az, ay) = (ax + ay, ax, ay)
T(au) = a(z +y,z,y) = oT'(z,y) = oT(u)

Podemos escrever esta transformacao linear, no formato matricial

Exemplo 4.3.3. Seja a aplicagao T : R? — R? definida por T'(x,y) = (x + 1,y +2), que

nao € linear. Veja que T'(x,y) = (x,y)+(1,2), e escrevendo na forma matricial, temos:

10 x 1
— : +
[ 01 [ Y ] [ 2 ]
10 3 1 4
Assim aplicando o vetor @ = (3,1), temos T = : + - ;
01 1 2 3

graficamente vemos a operacao adi¢cao de vetores relacionada diretamente com a opera¢ao

adi¢do de matrizes (figura .

X

Y

T

3

Figura 4.1: Adigao de vetores
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4.4 Transformacoes lineares e matrizes

Teorema 4.4.1. Uma transformacao T : R? — R? € linear se, e somente se, pode ser

x a c x
escrita na forma T = . )
y b d y
DEMONSTRACOES
Dado v = v € R?, entao aplicaremos v na transformacao linear 7. Escreva
Y
x 1 0
v = =z +vy . Segue que:
[ y ] 0 1 ]
x [0 | 0
T =T |z +vy =aT +yT
Y 1 0 1
) ) [ 1 | a 0 [ c
Como, existem a, b, c e d € R, tais que T’ = el = , temos
0 b 1 d
Tm . a +y ¢l _ ar + cy _|ec¢ .-x
Y b d br + dy b d Ly

Reciprocamente, se u = (x1,%1) e v = (Z2,¥2), vetores do R?, e k uma constante real,

x a ¢ x
aplicaremos (u+v) e (k-u) em T = : :
Yy b d Yy
(1) T(u—i—’u) T 1+ To _ a ¢ ' T+ o _ G(Il +ZE2) +c(y1 +y2)
v+ Y2 b d Y1+ c(z1 + x2) + d(y1 + y2)
(azy + cy1) + (azxg + cys) ary + cyr azy + cys
T(u+v) = =
(cxy + dyy) + (cxo + dys) cxy + dy; cxo + dys
a c x a c x
T(u+v) = . L . 2= T(u)+T(v)
b d Y1 b d Y2

i) Tk =1 | Ko | = [ @ e || R ] | ek ek
Ky b d | ki ckxy + dky;

Thowy =k | Y e | k1)
cxy + dy _b d Y1

Portanto, toda aplicacao T' : R? — R2?, escrita na forma T

Y
linear.
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4.5 Transformacoes especiais do plano

Existem algumas transformacoes lineares (e nao lineares) do plano muito tteis.
Descreveremos aqui as transformacgoes lineares seguintes: rotacoes, reflexoes alongamen-
tos e cisalhamentos. Falaremos, com alguns detalhes, sobre elas. Uma transformagao
essencial, que nao ¢é linear, é a translacao. Falaremos também sobre ela pela sua im-

portancia e simplicidade.

4.5.1 Rotagoes

Seja # um numero real qualquer. Uma rotagao do plano de um angulo # em torno

da origem no sentido anti-horario é dada pela transformacao linear Ry definida da forma

x| | cosf —sinb x| | x-cosf—y-sind
Y sinf  cosf Y x-sinf +y-cosf

Veja que, pelo teorema [4.4.1] Ry é uma transformacao linear. A expressao acima estd na

seguinte.

Ry

forma matricial. Escrita na forma vetorial temos:
Ry(z,y) = (v -cos —y-sinf,x-sinf + y - cos0)

Além disso, observe que Ry ¢é inversivel e sua inversa é a transformagao linear dada pela

rotacao do angulo —f em torno da origem, uma vez que

RQOR_Q = R_QORQ = Id.
Assim, a inversa da rotagao Ry é outra rotacao R_g, a saber R;l = R_y.

Exemplo 4.5.1. Dado o retangulo abaixo, com vértices A, B,C e D, vamos realizar uma
rotacao de 120°, no sentido anti-hordrio, em torno da origem. Na pratica, basta aplicar
a rotagao no conjunto de vértices do retangulo para obter o conjunto de vértices da sua

magem.
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Figura 4.2: Retangulo ABCD

Escrevendo na forma matricial as coordenadas dos vértices A = (0;0), B = (3;0), C =
0330

. Agora, aplicando a transformacao,
00 2 2

(3;2) e D = (0;2), obtemos M = [

obtemos:

R1200 [M] —

[ cos120° —sin 1200 0330
sin 120° cos 1209 00 2 2

[ —@][0330]
s 1 0022

o s s s
0 33 2-3V3 1

Assim temos A" = (0;0), B’ = (—2,3¢3), " = (—%, —#) e D' = (—/3;—-1), com
ilustragao na figura
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B'=(-15,26) 3

C'=(-3.23,1.6)

0 = 120°

D! = (-1.73/-1)

Figura 4.3: Retangulo ABCD girado 120°

4.5.2 Reflexoes

As reflexoes que vamos descrever sao em torno dos eixos coordenados Ox e Oy. A

reflexao em torno do eixo Oz, que chamaremos de S,, é definida por

R HEE M

Por outro lado, a reflexao em torno do eixo Oy ¢é a transformacao S, do plano definida

sl L] s [0

Novamente, veja que, pelo teorema4.4.1} tanto S, quanto S, sao transformacoes lineares.

por

Além disso, observe que S, e S, sao inversiveis e cada uma delas ¢ sua prépria inversa,

uma vez que

Sgo0Sy=1d e S,0S,=1d

Assim, S;' = S, e St =8,

Uma transformacao que possui a propriedade de ser inversivel e ela ser a sua prépria
inversa é chamada de involugao. Assim, as reflexdes sao involugoes. Uma observacao
importante é que é possivel mostrar que toda reflexao do plano em torno de uma reta
pode ser vista como uma reflexao em torno de um dos eixos coordenados, depois de uma

eventual mudanca de coordenadas.
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Exemplo 4.5.2. Considere o poligono P cujos vértices sio os pontos A = (4;4), B =
(5;2), C'=(43), D= (21), E= (1;2), F = (3;4) e G = (25).

Vamos aplicar a reflexao em relacao ao eixo Ox neste poligono. Novamente, podemos

escrever as coordenadas dos vértices em forma de uma matriz e aplicar a reflexao simul-

taneamente em todos eles, como segue,

SalP]

(1 0 45 4213 2
0 —1 4231245

[ 4 5 4 2 1 3 2
| 4 -2 -3 -1 -2 —4 -5

Note que todos os pontos do novo poligono mantém suas abscissas, entretanto as ordena-

das se tornam opostas em relagao ao poligono P. Perceba isto na figura [4.4]

Figura 4.4: Reflexao em torno do eixo Ox

4.5.3 Alongamento paralelo ao eixo Oy

Seja k um nuimero real positivo. O alongamento paralelo ao eixo das ordenadas é a

transformacao A do plano definida por
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Ay

Lot -]

Perceba que se 0 < k£ < 1, temos uma compressao ao longo do eixo Oy. Se k > 1, temos
um alongamento propriamente dito, ao longo do eixo Oy. Denominamos k de constante
de alongamento. Note que, caso seja definido para k < 0, temos além da compressao
(para —1 < k < 0) e o alongamento (para k < —1) teremos também a reflexdo em relagao
ao eixo Ox. Temos que Ay, para algum k£ > 0, é uma transformacao linear. Isto segue do

teorema [L.4.11

De novo, observe que o alongamento A; é inversivel, com inversa dada também por uma

transformacao linear do tipo alongamento, a saber, A%. Veja:

X X X i i

(A1 0 Ay) — AL | Ay — A, - - ,

. Ly k Ly ] “lkw] |ikul Ly

e - - — [R— - - - — -
i i X X X

_y y__ k'y_ L 'k'y_ _y_

Assim, Ay o A% = A% o A, = Id e, portanto, a aplicacao inversa do alongamento Ay é a

aplicacao A%, isto é, A,;l = A%.

Exemplo 4.5.3. Dados os vértices de um triangulo, A = (1;1), B = (5;1) e C = (3;5),
podemos aplicar a transformacao de alongamento ao longo do eizo Oy, usando a constante

de alongamento igual a 2 unidades.

Entao temos,

aaapce | L O] [ ][ s
? 0 2 115 2 2 10

Obtemos o triangulo AA'B'C’, com A" = (1;2), B’ = (5;2) e C' = (3;10). Veja a figura
4.0l
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Figura 4.5: Alongamento de 2 unidade em relagao ao eixo Oy

4.5.4 Cisalhamento paralelo ao eixo Ox

Seja k > 0 um numero real positivo. O cisalhamento paralelo ao eixo Ox é a trans-

formacao linear plana definida por

z| |1k |
y 0 1 Y

De modo anéalogo, podemos definir o cisalhamento paralelo ao eixo Oy:

AREHE

Desta forma, do teorema [4.4.1] segue que os cisalhamentos paralelos aos eixos Ox e Oy
sao transformagoes lineares, veja as figuras [4.6] e [4.7]

x + ky
)

Ch

X

C
‘ y+kx
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(xy)
(x+ky, y)

Y

X X+Ky

Figura 4.6: Cisalhamento paralelo ao eixo Ox

y+kx

(x,y+kx)

xY)

Y

Figura 4.7: Cisalhamento paralelo ao eixo Oy

Também aqui, observe que os cisalhamentos sao aplicagoes lineares inversiveis, com inversa
dada também por uma transformacao linear do tipo cisalhamento. Por exemplo, no caso

de cisalhamentos ao longo do eixo Oy, temos:



48

X X X
(C_k 9} Ck) ] = C_k Ck = C_k
Y Y y+ kx
B X . T
(y + kz) — kx Y
e
T X X
(Ck o) C_k) ] = Ck C_k = Ck ]
y y y—kx

N [(y—kaz)+km N [y]

Assim, C o C_, = C_ o C, = Id e, portanto, a aplicagao inversa do cisalhamento C}, é

a aplicagio C_y, isto é, C; ' = C_y.

Exemplo 4.5.4. Considere o poligono ABCDEFGHIJ, formado pelos pontos da figura
[4.8, que representa o desenho da letra F. Por meio da transformagao cisalhamento ao
longo do eizo Ox, com constante de cisalhamento k = 5 vamos encontrar as coordenadas

do novo poligono formado.

Aplicamos a transformagao no conjunto de vértices (dispostos em forma matricial):

¢\ 1F] 1! 0022112211

1 = .

2 01 0443322110
o241 323353
(0443322110

Assim, obtemos os pontos do novo poligono que representa o estilo italico da letra F, em
caixa alta, com A’ = (0;0), B' = (2;4), C' = (4;4), D' = (1;3), F' = (3;3), F' = (2;2),

G'=(3;2), H = (2;1),I' = (3;1) e J' = (1;0), como podemos ver na figura .
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B G
“—0
E D

Figura 4.8: Poligono da Letra F

Figura 4.9: Poligono da Letra F italica

4.6 'Translacoes

Uma Translagao é uma transformacao do plano da forma:

MM

onde m,n € e sao denominados parametros da translacao T'. A translacao nao é uma

T

Y

T

transformacgao linear, para m e n nao nulos, no entanto é muito utilizada. Veja: Dados

u = (a;b) e v = (c;d) vetores no plano e a €, temos,
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| 0_ -a | 1 0 c m
T(u)+T(v) = + - +
_0 1_ _b n | 01 d n
_1 0_ _a+c_ _m
- : +2
_0 1_ _b+d_ _n]
_1 0_ _a+c_ m
# | " =T,
I | _b+d_ n
0
sempreque[m]#[ ]
n 0
Além disso,
T(au) = N
_0 1_ I -b_ L
_1 0_ _owa- —owm
: + =a-T(u).
7 _0 1_ _a-b_ _a-n] ()

No entanto, a translacao ¢ um movimento rigido, 1til para deslocar figuras no plano.

Exemplo 4.6.1. Considere o poligono com vértices A(0;0), B(0;4), C(2;4), D(2;3),
E(1;3), F(1;2), G(2;2), H(2;1), I(1;1) e J(1;0). Veja a figura [§.10. Utilizando a

transformacao do plano, por translacao e com parametros 2 e 4, temos:

T+ 2
y+4

X

Y

T

Considere entao a matriz Msy 19, de forma que cada coluna seja a abscissa e a ordenada,

respectivamente de cada vértice do poligono. Vamos aplicar a translacao dada.

2222 2222 22

(002211 2 2 1]
T(M) = +
04 43 1 44 4 4 4 44 44 4

W

Desta forma, obtemos os pontos A’(2;4), B'(2;8), C'(4;8), D'(4;7), E'(3;7), F'(3;6),
G'(4;6), H'(4;5), I'(3;5) e J'(3;4), que podem ser vistos na figura [4.10, Observe que
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com o parametro 2 a figura representada pela letra “F”, sofreu uma translacao de 2
unidades para a direita e o com o parametro 4, a figura sofreu uma translacao de 4
unidade para cima, permanecendo com suas dimensoes e estruturas inalteradas, podendo
assim ser confirmado que o novo objeto encontrado é congruente ao original. Assim, toda
transformacao do plano por translacao, proporciona apenas um deslocamento do objeto

original.

B' o]

8 @ { J
E D'

7 { ] { J
= &

6 { ] { J
' o

5 @ { J

Figura 4.10: Translagao de vetores

Exemplo 4.6.2. Toca do Coelho: FEste exemplo consiste em um jogo, que tem como
objetivo deslocar um coelho de sua toca, no ponto A(0,0) até a comida no ponto D(16,24),
passando por B(10,0) e C(16,6), sendo este coelho representado inicialmente pelos vértices
do triangulo AMN P, com M(2,0) a cabega do coelho, N(—1,2) e P(—1,—2) os pés. Para
realizar tal feito, devemos fazer algumas transformacoes, de acordo com o trajeto a ser
tomado, veja a figura abaizo [4.11.
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26

COMIDA

24 @l

22

20

20

Figura 4.11: Mapa do jogo toca do coelho

Observe que o trajeto de AB estd estreito, exigindo que o coelho contraia pela
metade na direcio do eizo Oy, ao chegar no ponto B o coelho poderd voltar ao seu
tamanho original e assim tendo que fazer uma rotacdo para pegar o caminho em direcdo
ao ponto C. Ao chegar no ponto C' o coelho deverd fazer outra rotacao para assim atingir

a saida, em direcao a comida no ponto D.
As coordenadas dos vértices do triangulo que representa o coelho em sua toca serao

, 2 -1 -1
pontos em uma matriz Ty = .
0o 2 =2
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Para sair de sua toca, com o objetivo de chegar no ponto B, ele deve contrair seu
tamanho pela metade em direcao ao eixo vertical, entao devemos aplicar a transformacao

em cada um dos vértices, como podemos ver na figura |4.12]

z | 1 0 R
— NE
Y] 03] LV,
1o] [2 -1 1] [2 -1 -1
Desta forma obtemos 17 = . =
03] [0 2 =2 0 1 -1

\—

\
ot

L

Figura 4.12: Contracao vertical

Agora, o coelho conseguird passar pelo trajeto até o ponto B, para isso é ne-
cessario que cada vértice do triangulo seja adicionado o vetor 1@ = (10,0), por meio de
10 10 10

0

uma translacao. Portanto basta somar a matriz T} a matriz [ ] , acompanhe

na figura 4.13

2—1—1+10101O
0 1 -1 0 0 O
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Figura 4.13: coelho no ponto B

O coelho estando no ponto B, poderd voltar ao seu tamanho original, logo ele
deverd dilatar sua largura, em torno do ponto B(10,0). Aplicando a transformagcao abaixo

em cada um de seus vértices, conforme a figura
x 10 x — 10 10
— . —+
Y 0 2 Y 0
10 2 -1 —1 n 10 10 10
0 2 0O 1 -1 0 0 O

2—1—1+10101O
0 2 =2 0 0 0

Com isso, obtemos

15 =

T3:

Figura 4.14: Coelho em tamanho normal no ponto B



95

Neste momento, para acessar o caminho em direcao ao ponto C, cada um de seus
vértices deverd passar pela transformacao abaixo, chamada de rotacao de 45 no sentido

anti-hordrio em torno do ponto B(10,0), veja figura e acompanhe os calculos.

T cos4b —sin4b z — 10 10
— . +
Y sin45  cos4b Y 0

V22 9 -1 —1] 10 10 10
Ti= 22 22 ’ T
2 2 0 2 -2 | 0 0 0
T V2 -2 2 +'10 10 10]
VR R

Figura 4.15: Rotagao

Para realizar o trajeto do ponto B em direcao ao ponto C, realizaremos a soma

de cada um de seus vértices ao vetor B(% = (6,6), por meio de uma transformagao de

6 6 6
translacao, obtendo a matriz T5 = Ty + 6 6 ] , representada na figura [4.16
10 + /2 20=3v2 204v2 6 6 6
5= sio_as | T
V2 vz _3y2 6 6 6

32—3v2 32 2

6+\/§ 124;\/5 12—23\/5
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Figura 4.16: coelho no ponto C

Para entrar no tinel que da acesso ao ponto D, o coelho deve rotacionar mais 45
no sentido anti-horério em torno do ponto C(16,6). Assim, aplicaremos a transformagao

abaixo em cada um de seus vértices, obtendo a matriz Ts, como na figura [4.17]

T cos4b —sin4b r — 16 16
— . —+
Y sin4b  cos4b y—=6 6

V22 V22
(3 g [ )]
22 V2o o B 6 6 6
0 -2 2 16 16 16 16 14 18
Ts = + =
2 -1 —1 6 6 6 18 5 5

20

Figura 4.17: coelho no ponto C, rotacionado 45°
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Agora, para deslocar o coelho até a comida no ponto D(16,24), iremos somar cada

vértice do triangulo ao vetor @ = (0, 18) obtendo os pontos representados na matriz 7%,

usando a transformagao por transla¢ao, como vemos na figura [4.18]

0 0 0
T; =T +
18 18 18
16 14 18 0 0 0
T; = +
8 5 18 18 18

16 14 18
T, =
26 23 23

27

26

25

24

23

22

Figura 4.18: coelho no ponto D, onde esta a comida



Consideracoes Finais

Esta dissertacao foi idealizada com a intencao de apresentar aos professores, alunos
e aos que vierem a ler este trabalho uma maneira de abordar as transformagoes geométricas
no plano no Ensino Médio, a partir dos assuntos de fungoes, vetores e matrizes.
Aproveitamos esta oportunidade para abordar sobre espacos vetoriais, visto que com esta
teoria podemos unificar todos os possiveis espacos, vetores, matrizes, polinomios, fungoes,
com uma linguagem tnica, diminuindo a distancia entre a Algebra Linear e o aluno do
ensino médio.
Dessa maneira acreditamos que esta proposta possa verdadeiramente contribuir, como
uma boa alternativa, para relacionar os conteiidos matematicos, de forma inovadora e que
os assuntos abordados possam ser vistos de forma indissociavel.
Acreditamos que o trabalho desenvolvido nesta dissertacao, possibilite novas pesquisas,
sobre o assunto abordado, colaborando com a melhora do ensino de matematica nas es-
colas brasileiras.
Sem duvida, este trabalho nao tem a intencao de esgotar as possibilidades, e nem mostrar
uma maneira Unica do ensino de transformagoes no plano para o ensino médio, mas sim
contribuir para novas possibilidades oportunizando adaptacoes a cada uma realidade de
acordo com as intensoes dos leitores/professores.
E fato que, esta proposta é uma possibilidade para o ensino de transformagoes no plano, re-
alizando interacoes entre os contetidos, e apds sua aplicacao em um teste, pode-se analisar

os resultados para trabalhos futuros e adaptagoes e melhoramentos que forem pensados.
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