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Resumo

Neste trabalho sao apresentados alguns resultados importantes nas dreas de probabilidade
e estatistica robusta. Estudaremos funcionais estatisticos (derivadas de funcionais e sua perfor-
mance) e processos estocdsticos subgaussianos, além de uma aplica¢do em problemas de classi-
ficacao, objeto da teoria de aprendizagem estatistica. Os teoremas principais sao um teorema
central do limite para um estimador robusto da funcao de covariancia e a Desigualdade de Dudley
(Integral de entropia de Dudley).

Palavras-chave: funcao de covariancia; estimador robusto; fungao de influéncia; Delta
método funcional; probabilidade em alta dimensao; varidveis aleatorias sub-gaussianas; encade-
amento; dimensao VC; teoria de aprendizagem estatistica; minimizagao do risco empirico.



Abstract

This dissertation presents important results on probability and on robust statistics. Statistics
functionals and its perfomances and derivatives, as well as subgaussian stochastics process are
some of the topics. Besides that, we present an application in classification problems, a subject
in statistical learning theory. The main results are a central limit theorem of a robust estimator
of the covariance function and Dudley’s Inequality (Dudley’s entropy integral).

Key-Words: covariance function; robust estimator; influence function; functional Delta
method; high dimensional probability; sub-gaussian random variables, chaining, VC dimension;
statistical learning theory empirical risk minimization.
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Introducao

Este trabalho é fruto de um estudo introdutério de dois tépicos em que a estatistica e ma-
temadtica se encontram: performance de estimadores e probabilidade (concentracao de medida).
Forneceremos as principais ideias que perpassam esses dois pontos de vista a fim de constituir
uma caixa de ferramentas para a investigacao de problemas em estatistica matematica.

O maquindrio fornecido pela teoria de probabilidade estabelece duas diferentes abordagens
para os problemas da area: uma abordagem assintética, em que o objetivo é basicamente provar
teoremas centrais do limite para alguns estimadores, e uma abordagem nao assintdtica, na qual
se busca estimativas explicitas para uma quantidade fixa de variaveis.

Com a finalidade de dar uma visao geral das ideias a serem desenvolvidas, vamos descrever
informalmente os principios béasicos do texto, dividido em duas grandes partes.

A parte I tem dois eixos principais: uma discussao preliminar sobre funcionais estatisticos e
a andlise de um estimador robusto para a fungao de covariénciaﬂ

Um modo classicamente estatistico de interpretar um fenomeno é desenvolver um modelo pa-
ramétrico e a partir dele extrair informagoes usando estimadores. Em muitos casos, os modelos
propostos assumem condigoes que nem sempre correspondem com a realidade ou os estimado-
res nao apresentam boas performances. Para driblar esses contratempos, surgiu a Estatistica
Robusta. As pesquisas nesta drea desenvolveram métodos que estudam, por exemplo, o com-
portamento assintético dos estimadores e sua sensibilidade a certas contaminacoes da amostra.
As Secoes 1 e 2 do Capitulo 1 tratardo de conceitos que abrangem estas propriedades. Podemos
citar a funcdo de influéncia de um funcional T numa distribuicao acumulada F' no ponto x

IF(2, T, F) = lim L= OF +10,) = T(F)

t—0 t ’

que estuda o comportamento local dos estimadores perante a pertubagoes infinitesimais. Além
disso, a ideia de consisténcia abordara a convergéncia dos estimadores.

A Estatistica Robusta, cuja primeira abordagem tedrica foi langada por Huber [8] em 1964,
tem fundamental importancia na resolugdo de problemas atuais. Dado que estimadores tao
simplérios como a média sao suscetiveis a valores extremos, é ficil se convencer da necessidade
de métodos robustos. Pesquisas recentes se concentram, por exemplo, na busca de estimadores de
coeficientes de regressao, estimadores de parametros de escala e de localizagao com performances
cada vez mais robustas.

A Segéo 1.2, baseada em Lévy-Leduc et al. [I1]], se propoe a estudar um estimador robusto
4o para a fungdo de covariancia obtido em funcgao de outro estimador, também robusto, Q;,. Boa
resisténcia a presenca de outliers é uma das propriedades de @,,, como foi analisado por meio de
sua fungao de influéncia e de seu breakdown point em Rousseeuw [13].

Ambos os estimadores quando aplicados em processos gaussianos estaciondrios sao assintoti-
camente normais, e portanto consistentes, com uma taxa de convergéncia /n. Por esses motivos,

1 Ao longo do texto, usaremos as expressdes fungdo de covaridncia e de autocovaridncia como sindnimos.



Yo e @Qn sao, respectivamente, 6timas alternativas aos estimadores clédssicos para fungao de co-
variancia e aos de escala.

A parte II estd baseada em duas ideias principais: concentracio e supremo. O fenémeno de
concentracao estd bem ilustrado pela Lei dos Grandes Numeros: dadas X1,..., X,,... varidveis
aleatorias i.i.dEl com média u, sabemos que

I 00
f§ X, —p2=250.
n

=1

Esse comportamento nao estd restrito a funcoes lineares de varidveis aleatérias (podemos con-
siderar uma fungao Lipschitz qualquer, por exemplo). Além disso, pode-se questionar o quao
préximo da média (ou de outros valores), estd a soma, considerando uma quantidade fixa n. Qual
o decaimento da probabilidade da cauda de uma varidvel X? Serd que o comportamento destas
variaveis pode ser descrito em comparagao com outra varidvel, por exemplo a gaussiana? Estas
e outras perguntas serao respondidas, e as defini¢oes formalizadas, ao estudarmos as wvaridveis
aleatorias subgaussianas na Secao 2.1.

Perceba que o principio da concentracao estd preocupado com desvios de uma funcao aleatéria
f(Xy,...,X,) de sua média E f(Xy,...,X,), mas ndo diz nada a respeito da média em si.
Alguns problemas em aplicagoes estao relacionados com a magnitude de f(Xy,...,X,), como
por exemplo, quando a fun¢do f é um supremo, isto é, f(Xi,...,X,) = sup;<;<, Xi- Mais
geralmente, queremos tratar de um processo estocastico (X;);er e buscar entender

sup X;.
teT

A norma de matrizes ou de vetores aleatdrios pode ser expressa como o supremo de um processo
estocdstico. O problema de minimizagdo do risco empirico, tipico em aprendizagem estatistica,
também pode ser analisado a partir do supremo de um processo.

Veremos que estimar a magnitude de sup,c X; estd relacionado tanto a propriedades do
processo em si quanto a propriedades do conjunto de fndices T'. Grosso modo, quando (X¢)er
¢ “minimamente bem comportado”, é possivel obter uma cota superior para o sup,cr X; usando
a “complexidade”do conjunto T'. Daremos significados precisos as expressoes em aspas quando
abordarmos os processos subgaussianos e niumero de cobertura.

O método conhecido como encadeamento fard a conexao entre conceitos probabilisticos e
outras nogoes deterministicas, como a entropia. Por meio do encadeamento obteremos a desi-
gualdade de Dudley e conseguiremos uma cota superior para o valor esperado do supremo de um
processo estocéstico. Esses tépicos serao cobertos pela Secao 2.2.

Para as aplicagoes estatisticas, em especial o problema de minimizar o risco empirico, preci-
saremos falar do processo empirico (X¢)se.#, definido como

n

> (f(X:) —E £(X))

i=1

1
Xpi=—
=5
e introduzir outras definicoes mais especificas acerca do conjunto 7', como a dimensao de Vap-
nik—Chervonenkis (VC). O método de simetrizagdo permite conectar a cota fornecida pela In-
tegral de Dudley com o supremo de um processo empirico. Esses topicos serao encontrados na

Secao 2.3. Por fim, a Secao 2.4. dd uma aplicagdo dos resultados até entao obtidos para estudar
em detalhes o problema de minimizar o risco empirico no contexto de problemas de classifica¢do.

2Varidveis aleatérias i.i.d. sdo varidveis independentes e identicamente distribuidas.
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O apéndice contém algumas defini¢Ges e resultados preliminares de variaveis aleatérias e al-
guns fatos sobre a distribui¢ao normal multivariada que sao usados ao longo do texto, além de
uma secao sobre derivadas de funcionais. Um curso béasico de graduagao em teoria de probabili-
dade e o Capitulo 3 em van der Vaart [I4] cobre esses pré-requisitos.

A autora ressalta que a maior parte do contetido deste trabalho foi baseada em Vershyin [16]
e em Lévy-Leduc et al. [T1].
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Capitulo 1

Estimador Robusto

O estudo de diversas areas do conhecimento estd baseado na coleta e tratamento de da-
dos, o que usualmente gera grande volume de informagdo. A pesquisa estatistica almeja extrair
conclusoes relevantes destas pesquisas empiricas, desenvolvendo métodos que sejam computa-
cionalmente eficientes e matematicamente consistentes. Os modelos estocasticos paramétricos,
conhecidos como abordagem cléssica da estatistica, cumprem, em muitos casos, com esse obje-
tivo.

Ao longo dos anos, os pesquisadores perceberam que tais modelos tinham como pressuposto
algumas condicoes que a realidade nem sempre satisfazia por completo, e nesse ponto nasce
a estatistica ndo paramétrica. A Estatistica Robusta, no entanto, se coloca no ponto de en-
contro das duas abordagens: usa modelos estocésticos para recolher informagoes e implementa
procedimentos que nao dependem inerentemente do modelo.

Desta secao em diante, as letras gregas ® e ¢ denotarao, respectivamente, a distribuicao e a
densidade da gaussiana padrao .4°(0,1) e @, ,(-) = ®(—*) denota a distribui¢do da gaussiana

A (1,0?). A notagio para a distribuigao empirica 7 F,(r) = L 3" 1y, <,y serd F,.

1.1 Funcionais estatisticos

Considere uma amostra aleatdria, isto é, uma cole¢ao de n observagoes Xi., = (X1,...,X,)
em que as coordenadas de Xi., sao varidveis aleatérias independentes com distribuicao Fp,
sendo {Fy | € ©} um modelo paramétrico. O estudo de inferéncia estatistica se concentra em
encontrar ou estimar algumas caracteristicas da populagao modelada por Fy a partir da amostra
aleatéria. Por exemplo, pode ser de interesse o maior ou menor valor daquela amostra, sua
média aritmética, a varidncia e etc. Estas fungoes sao conhecidas como estimadores. Nesta se¢ao
discutiremos algumas propriedades dos estimadores.

Definicao 1.1.1. Identificamos a amostra X1., com a distribuicao empirica F,,. Chamamos de
estimadoﬂ T, qualquer funcao real da amostra. A notagdo serd T,, = T,,(X1,...,Xn) = Tn(EF,).

Consideraremos estimadores que sao funcionais, isto é, que assintoticamente podem ser subs-
tituidos por funcionais. Isto significa que existe um funcional T definido no conjunto de todas as
distribuigoes para as quais T estd definida tal que T, (X7, .. ., X,,) converge em probabilidade para
T(G), considerando X, ..., X, independentes e identicamente distribuidas com distribuicao G.

INote que um estimador é, na verdade, uma sequéncia de funcées T}, da amostra X7i.,.

12



Denotaremos a convergéncia em probabilidade por — p:

Tn(Xh .- aXn) —P T(G)

1.1.1 Performance dos Estimadores

Algumas perguntas naturais logo surgem ao definir um estimador: como avaliar a performance
de um estimador? Como definir precisamente qual estimador se aproxima mais da realidade que
outro? Como os estimadores se comportam quando os dados possuem ruidos ou quando a amostra,
tem tamanho muito grande? Esta segdo, que estd baseada em Casella [3], traz defini¢bes que se
propdem a responder estas perguntas.

Note que nao basta calcular somente o seu erro direto, ou seja, ndo basta que T'(X) = 6 pois
pode ser que isto nunca aconteca. De fato, considere X ~ FEl e F é distribuicao absolutamente
continua. Nesse caso, podemos obterﬂ um funcional T' tal que P(T(X) = 0) = 0. Podemos
calcular o valor esperado do erro:

Defini¢ao 1.1.2 (Bias). O bias, ou viés, € definido por:
br(F) =Ep[T(X) - 0],

sendo F a distribuicdo de X, o valor esperado calculado com respeito a F' e o valor estimado por
T € 0. Diz-se que T é ndo enviesado se bp(F) = 0.

Podemos medir o quanto os valores de T estao concentrados em torno de 6:
Definicao 1.1.3 (Mean Squared Error - MSE). mser(F) = Er[T(X)—0]?> = br(F)?+ Var T(X)

Outras maneiras de avaliar um estimador levam em conta seu comportamento assintético, o
que tem suas vantagens: quando n — oo, os calculos se tornam mais faceis inclusive computaci-
onalmente. Entretanto, nao é possivel determinar um n exato que seja suficiente para aplicar os
resultados assintéticos.

Os conceitos de convergéncia, como a convergéncia em quase todo ponto, convergéncia em
probabilidade, convergéncia em LP e convergéncia em distribuicao, nos auxiliam a investigar as
distribuigoes de T),(X) para n grande. Por isso, os trabalhos na drea sempre sao acompanhados
de resultados empiricos e numéricos que confirmam as propriedades assintoticas. Uma maneira,
de estudar um estimador do ponto de vista assintético é avaliar sua consisténcia.

Defini¢ao 1.1.4. Um estimador T,, de um pardmetro 6 de uma amostra X = (X1,...,X,) €
consistente se T,,(X) —p 6.

Note que a definicao se refere a uma sequéncia de estimadores, entao o que se avalia é
a consisténcia de uma sequéncia (7,),. A consisténcia indica que com probabilidade alta, o
estimador estd arbitrariamente préximo de #. Em outras palavras, quanto maior o tamanho de
sua amostra, mais proximo estd do parametro estimado. Esta propriedade pode ser obtida a
partir de outra, a normalidade assintdtica.

Definicao 1.1.5. Diz-se que o estimador T, € assintoticamente normal quando /n(T,(X) —0)
converge em distribuigio para A (0,0%). A convergéncia em distribuicdo, também chamada de
convergéncia fraca ou convergéncia em lei, serd denotada por —p: /n(T,(X)—0) —p A (0,03).

2Quando a varidvel X tem distribuicdo F', denotamos por X ~ F.
3Considere T(z) = .

13



Se T;, é assintoticamente normal, entdo pelo Teorema

T,(X) -0
NG

Portanto, T,,(X) — 0 —p 0, isto é, T), é consistenteﬂ

1
T.(X)—0=+n —p lim —.4(0,0%) = 0.

NG

1.1.2 Estimadores Robustos

A estatistica robusta, como ja mencionado na introdugao, concentra-se no fato de que a maio-
ria dos procedimentos estatisticos é construida a partir de meras aproximacoes da realidade. Um
dos problemas cléssicos é o problema dos outliers: como lidar com a presenca de um dado muito
distante do conjunto analisado? Queremos construir ferramentas que nao ignorem o aspecto real
do problema nem tampouco forneca informacoes contaminadas por erros.

Usando uma analogia de fungoes analiticas encontrada na introducao do livro Hampel et al.
[7], podemos resumir a ideia bésica da estatistica robusta: enquanto o cdlculo se utiliza das
derivadas para estudar o comportamento local de uma fungao apds uma pertubagao infinitesimal
num ponto, a estatistica robusta usa a funcao de influéncia para estudar a influéncia sofrida
por um estimador apds uma pequena contaminacao de uma observacao. Quando hd uma singu-
laridade préxima a este ponto, a abordagem da derivada cai por terra. A funcao de influéncia
corresponde & primeira derivada de um estimador ou de um teste, enquanto o breakdown point,
outro conceito da area, mede a distancia da singularidade mais proxima. Esta secao esta baseada
em Hampel et al. [7].

Definicao 1.1.6. A funcdo de influéncia de um funcional T numa distribuicio F' no ponto x é

o limite T((1 - t)F +15,) — T(F)

IF(z,T,F) = }gl% ; , (1.1)
onde 6, € a distribuicao de Dirac no ponto x.
Perceba que o limite acima pode ser calculado diretamente por
IF(x,T, F) d T((1—t)F + ;) (1.2)
:I/' = — - x ). .
B dt lt=0

Em outras palavras, a fungao de influéncia IF(z, T, F') é a derivada direcional de T numa dis-
tribuicao F' na direcao d,. Isto significa que quando 7' é apropriadamente diferencidvel num
ponto F', podemos usar sua expansao de Taylor e substituir 7', numa vizinhanca de F', por uma
aproximagcao linear.

H4 alguns valores dados pela fungao de influéncia que nos permitem concluir sobre a robustez
de um estimador T'. O mais importante deles é o gross error sensitivity de T em uma distribui¢ao
F:

YT, F) =~ =sup |IF(z; T, F')].
x

O valor v* da a cota superior do comportamento assintdtico causado por uma contaminacao nos
dados, isto é, v* é a pior influéncia que um estimador pode sofrer. Obviamente, uma propriedade
desejavel é que v* seja finito, isto é, que IF seja uma funcao limitada.

4A convergéncia em probabilidade para uma constante é equivalente a convergéncia em distribuicio para esta
constante. Para mais detalhes, consulte teorema 2.7 em van der Vaart [14].
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Exemplo 1.1.1. Seja T,, = = > X; a média aritmética cujo funcional correspondente é a média

T(G) = [udG(u). Usando :

d d

IF(a,T.F) = | (D= OF +18,) = 2| </ ud[(1 - t)F + t5$](u)>

_ % . <(1—t)/udF(u)+t/ud6x(u))
_ % ~ ( / wdF(u) — t / wdF (u) —l—tx)
=x— /udF(u).

Note que obtemos uma func¢do claramente ilimitada independente da distribuicdo avaliada, im-
plicando v* = co. Isto significa que mesmo um unico outlier pode levar o estimador T a valores
muito altos (ou muito baizos). A média, portanto, é mais suscetivel a desvios e dai sua baiza
robustez.

O breakdown point, denotado por €*, mede a que distancia o modelo estd da realidade, dando
uma visao qualitativa e global de robustez. Formalmente, o £* de uma sequéncia de estimadores
(Th)n>1 em F é

£* := sup{e < 1 | existe um compacto K. C ©;7(F,G) <e¢ = G({T, € K.}) = 1},
sendo © C R o espago de pardmetros e 7 a distancia de Prokhorov, definida por
m(F,G) = inf { e; F(A) < G(A%) + ¢ para todos os eventos A },

e A® é o conjunto dos pontos que estdo a uma distancia menor que € de A.
O exemplo abaixo, fornecido sem prova, foi retirado de Hampel [6].

Exemplo 1.1.2. A mediana possui breakdown point %, enquanto a média a-truncadaﬂ definida

como f;ia F=(t)dt/(1 — 2a) com 0 < a < & tem breakdown point c.

Grosso modo, o breakdown point fornece a menor fracao de erros que o estimador pode ter.
Intuitivamente isto significa que o valor de €* é o quanto dos seus dados podem ser mudados
arbitrariamente antes que o estimador se torne inutil.

O estudo de estimadores busca altos valores de breakdown point e baixos valores de gross
error sensibility. Uma maneira de avaliar um modelo quanto a sensibilidade a outliers é usar os
estimadores cldssicos em paralelo com estimadores robustos. Se ambos apresentarem resultados
préximos, os efeitos sdo despreziveis. Por outro lado, se apresentarem valores distintos, os outliers
devem ser levados em conta.

O artigo de Rousseeuw [I3] mostra que o estimador @, apresentado nas se¢oes seguintes,
possui breakdown point de 50%, o melhor a ser obtido sob certas condigoes e IF suave e altamente
eficientd’| na distribuicdo gaussiana. Além disso, 9o, que também sera apresentado nas secoes
seguintes, tem breakdown point de 25% como prova Ma [12].

5Do inglés a-trimmed mean.
6Consulte Rousseeuw [[3] para maiores detalhes.

15



1.2 Estimador robusto para funcao de covariancia

Nesta sec@o apresentaremos dois estimadores @), e J¢ e discutiremos suas propriedades as-
sintéticas, assim como sua robustez. Denote por D[0, 0] o espago das fungoes f: [0,00] — R
que sao continuas a direita e que possuem os limites & esquerda em todo ponto, conhecidas como
fungdes cadlag. O conjunto .#([—oo,o0]) é o conjunto das fungoes de distribuicdo acumulada
definidas em [—o00, o0] equipado com a topologia da convergéncia uniforme. Os resultados desta
secao foram retirados do artigo de Lévy-Leduc et al. [I1].

1.2.1 Estimador equivariante para fungao de covariancia
Seguindo as linhas de Huber [9], vamos obter um estimador equivarianteﬂ para a covariancia.
Se X e Y sao variaveis aleatérias com o quadrado integravel, é facil ver que
cov(X,Y) = ﬁ[Var(aX +bY) — Var(aX — bY)]
pois
Var(aX £bY) = @*EX?+2abEXY + VP EY? - ?*(EX)? F22bEXEY — 0*(EY)?
logo
Var(aX + bY) — Var(aX — bY') = 4abeov(X,Y).
Quando substituirmos Var(-) por S?(-), sendo S um funcional de escala robusto tal que
S(aX +b) = |a|S(X),
isto é, S é equivariante, obtemos um estimador para a covariancia de X e Y:
L
4ab

Podemos normalizar S para que S(X) = 1 quando X ~ .47(0,1). No caso em que (X,Y) tem

distribui¢do normal bivariada, sabemos que aX + bY ~ A (us,02) com ps = aux + buy

e 0% = a’0% £ 2abcov(X,Y) + b?0%. Entdo a varidvel M’% tem distribuigao normal
i

Cs(X,Y) = —[S?*(aX +bY) — S%(aX — bY)]. (1.3)

padré Portanto, S(M) = 1. Pela propriedade de equivariancia, vale

Vol

X +bY —
1=5(% Py

1
ok /0%l
S(aX +0Y) =4/0% e S(aX —bY) =/0o2.

Substituindo nas equagoes acima

S(aX +bY),

portanto,

Cs(X,Y) = ﬁ[s?(ax L BY) — S2(aX — bY)] = ﬁ[\/é —Jet 1
= ﬁ[ai — %] = cov(X,Y). (1.5)

"Diz-se que S é equivariante quando S(aX + b) = |a|S(X).
8Para maiores detalhes, consulte a segio sobre a distribuicio normal multivariada no Apéndice.

16



Agora estamos aptos a definir Q) como foi feito por Lévy-Leduc et al. [TT]. Dadas duas cdpias
independentes X e Y com distribuicao F', a probabilidade de a distancia entre X e Y ser menor
do que ou igual a r é medida pela integral de correlagao de Grassberger-Procaccia:

r—U(rF)= ‘/R‘/R:ﬂ-{lm_y‘sr}dF(x)dF(y)'

Usando esta integral podemos definir um funcional de uma distribuigcao F' que é proporcional ao
primeiro quartil de r — U(r, F):

Q(Fx) = c(Fx)int{r > 0 | U(r, F) > -}. (1.6)

N

Defina as seguintes aplicagoes:
Ty: M ([—o0 oo])—>D0 o]
Fs Ty (F r > / / Loy dF (2)dF (y )}
Ty: D[0,o0] — R

1
_17
U UTN(3)

To=T50T;: ./%([—O0,00]) —R
1
F “(=).
— U ( 4)
Denote por U ! a inversa generalizada de U, a saber, U~*(x) = inf{r > 0 | U(r, F) > x}. Vamos
definir o que é um processo gaussiano e aplicar nele o funcional Q.

Definicao 1.2.1. Um processo estocdstico é uma cole¢io de varidveis aleatdrias (Xi)ier defi-
nidas num mesmo espaco de probabilidade e indexzadas por algum conjunto T. (Xi)ier € dito
gaussiano quando, para qualquer subconjunto finito Ty C T, o vetor aleatdrio (Xi)ieT, tem dis-
tribuicdo normal. Equivalentemente, (Xi)ier € gaussiano quando qualquer combinacao linear
finita ZteTo a; Xy tem distribuicao normal univariada.

Dado um processo gaussiano (X;);>1 e sua distribui¢do empirica F,,, podemos expressar

Q(Fn) = Qn(Xlrnv (I)) por
Qn (X1, @) = (@) T (Fr), (1.7)

sendo Xi., = (X1,...,X,) as n primeiras observagoes.
Substituindo S por @ (mostraremos mais adiante a equivariancia de @), temos a seguinte

relacao obtida de e (1.5):
cov(X,Y) = %‘b[qﬁax +bY) — Q*(aX — bY)).
Em particular, fazendo X =Y ea=b=1:
Var X = cov(X, X) = i[QQ(QX) —-Q*(X -X)] = 3Q2(2X) = Q*(X),

pois Q2(2X) = (2Q(X))* = 4Q%(X). Resta uma definicdo necessaria para enunciarmos o teo-
rema principal da secao.
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Definigao 1.2.2. Um processo estocdstico (X¢)ier € dito estaciondrio quando cumpre
i) E|X;|? < oo para todo t € T;
it) EX; =m para todo t € T;
iit) cov(Xy, Xs) = cov(Xpyk, Xs1k) para todos s, t,k € T.

A nocao de processo estaciondrio possui dois sentidos: um estrito, também conhecido como
forte, e outro fraco. Trataremos aqui dos processos estacionarios no sentido fraco, que é a
Defini¢ao [[.2.2] Para maiores detalhes, consulte o Capitulo 1 de Brockwell [2].

O teorema principal, enunciado na Subsecao 1.2.3, mostra que para um processo gaussiano
estaciondrio com funcao de covaridncia absolutamente somével, o estimador 4¢ a ser definido ¢é
assintoticamente normal, e portanto consistente como ja discutimos na se¢ao anterior.

1.2.2 Lemas técnicos

Esta subsecao concentra-se em demonstrar lemas necessarios a prova do teorema principal. O
préximo lema usa a definicao do estimador () para conseguir uma propriedade de equivariancia
para a funcao de influéncia aplicada num processo gaussiano.

Lema 1.2.1. Considere (X;);>1 um processo gaussiano de média p e varidncia 02 > 0. Entdo,
para todo x € R,

IF(z,Q,®u.0) —UIF( ,Q D). (1.8)

Demonstracdo. Pela definicao de fungao de inﬂuéncia, temos:

IF(z,Q,®,.,) = %(Q((l—tﬂ) o () + 05 (u )!t 0

:%(Q((l—t)q)( . )+t51 u( ;M)))‘tzo
d

- %(O‘Q((l - t)q)(u) +t61;7“(u>) ‘t:O - UIF( 7Q (I))

onde no dltimo passo usamos a seguinte propriedade do estimador Q:

QF(—L)) = 0Q(F ().

g

Provar esta propriedade é simples, supondo a existéncia e a Riemann-integrabilidade da funcao
I

TP = U P = [ [ e yendr S Ear 2

1 ye—p 1, y—p
://1{|x—y|gr|}*F'( > )= F'( ——)dwdy

g

//1{|m+u @o+w)|<rl} F( )= F( Jodzody

/ / 1{.5 i< AF@)AF () = U, F()

=T\(F
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Perceba que as substituigoes & = *=£ e § = L=£ foram usadas no segundo passo. Como o > 0 e
usando k = Z, temos:

QUF(=E)) = e(F)int{r > 0| U F(—H)) >

. Y=c(F)inf{r > 0| U(

E() =

-

1
4

B~ =
Q=

=c(F)inf{ck >0|U

—~

k,E() =

N RN
—— —

= o(F)oint{k > 0| Uk, F(-)) >
= 0Q(F()).
O

Note que esse lema demonstra exatamente a propriedade de equivariancia do estimador Q.
De fato, Q(F(=)) = cQ(F(-)) ¢é equivalente, supondo que X tem distribuicdo acumulada F, a

Q(oX +p) = oQ(X).

O resultado acima serd usado para obter uma expressao explicita da fungao de influéncia,
0 que permitird conhecer a expansao assintética de @Q,,. Antes disso, esclareceremos mais uma,
notagao: dada uma sequéncia de varidveis aleatérias (X, )en convergindo em probabilidade para
zero, usaremos o simbolo “pequeno oh”estocastico:

X,, = op(1) significa X,, —p 0.

Lema 1.2.2. Seja (X;);>1 um processo gaussiano estaciondrio de média pu e varidancia o > 0.
Assuma que existe uma sequéncia nio-decrescente (ay,) tal que an(F,—®, ) converge fracamente

em (D]0,00], ||.lle0). Entao, Qn(Xi.n, ®) definido acima tem a sequinte expansao assintdtica:
a n
an(Qn(Xlzny (I)) - U) = ;" Z IF(XZa Qv q)u,a) + OP(l)v (19)
i=1

onde, para todo x € R,

IF(z,Q,®,0) = o IF(——L Q. 0), e (1.10)

g

)i — Pz + zgy) + (2 — )
JeeWely+ gy)dy

IF(X,Q, @) = c(®

(1.11)

Demonstragdo. Denote por F' a distribui¢go cumulativa ®, , de X;. A convergéncia fraca de
an(F,—F) em (D[0, 0], ||.]|c0) é suficiente para aplicarmos o Delta Método Funcionaﬂe obtermos
a expansao assintotica . Para tanto, provaremos que a aplicagao composta Ty = T o T3 €
Hadamard diferenciavel e a Hadamard-diferencial correspondente esta definida e é continua em
todo o espaco das fungoes cadlag. Mostraremos apenas a diferenciabilidade do funcional T7, ja
que a diferenciabilidade de T3 segue do Lema 21.3 em van der Vaart [I4]. Temos:

. 9(&p)
(&)

sendo F'(§,) = p. Considere g uma fungéo cadlag e (g:): uma sequéncia de fungdes cadlag de
variacao limitada tal que ||g: — g||coc — 0 quando ¢ — 0. Para qualquer r > 0, temos:

DT3(F).g =

9Discutiremos o Delta Método Funcional no Apéndice.
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T(F+tgt) //ﬂ{u yl<rydF ()dF (y //Mw yl<rydF (z)dtgy(y)

//Mz yi<r(ydtge(z)dF (y //]l{lr yl<rydtge(z)dtge (y)
—//1{\zfy|§r|}dF z)dF(y))
RJR

:2//]].{|m,y|§r‘}dF(£L‘>dgt(y)+t//j]-{\zfy|§r|}dgt(x)dgt(y)'
RJR R JR
Como

I//Il{u yl<r|ydF (z)dg:(y //]l{u _y|<rydF (x)dg(y)]

.y / gi( + 1) — gulz — r)dF(z) - / g(z + 1) — gz — r)dF(2)

R
<1 [ aas ) = gla+ndF @) +] [ oo =) = o~ r)dF(a)
R R
< 2lgt — glls =0,
quando t — 0, a Hadamard-diferencial de T3 em ¢ é dada por:
(DT\(F _2//1{,95 ey dF(2)dg(y) = / gz + 1) — glo — r)dF ().

Entao, pela regra da cadeia, Teorema[B.3] obtemos a Hadamard diferenciabilidade de Ty com
a seguinte diferencial:

—(DT1(F).g)(To(F)) _ =2 Jg9(x + To(F)) — g(z — To(F))dF (x)
(T (F)'[To(F))) (T (F)'[To(F)])

Vamos calcular o denominador desta derivada. A expressio de Ty (F)[r] pode ser escrita como

/R (F(z+7) — Fz —1)dF(z) = /R (F(z+7) — F(z — 1) F'(z)da.

DTo(F).g =

(1.12)

Disto
T (F)[r] = % (/ [F(x+7r)—F(z —r)]F'(x)dx) = /}R%([F(:ﬁ—i—r) — F(x —r)]F’(x))dw
/[ ( x—r))F’(x)+(F(x+r)—F(:r—r))%}dm
: , _ e () o)
/{ (x+7r)+ F(x ))F(m)}dm—A( 5 + . ) . dx.

Com a substituicao y = *=£ temos ody = dx, donde vem

/( x+r odrop) (£=r= u)>@(maﬂ)dx_/R<<p(y+;)Jr(P(y_;))SD(y)Udy

a g (2 g

[/Rso dy+/R<p(y—£)s0(y)dy}

1

ag

2

=— [ oy <P
g Jr
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O dltimo passo decorre da substituicdo y =z + Z:

[ oto=Drewy = [ pla)ote+ D (113)

Finalmente, a equagéo (1.12) fica:

—2 [z 9(z + To(F)) — g(x — Ty(F))dF (x)
2 Jeolv+ 2 ) e(w)dy
_ =0 ) 9(x + To(F)) — g(w — To(F))dF (x)
Jo oty + BL)o(y) dy '
Substituindo ¢ = Q(F') = ¢(®)To(F), temos:

—ong(x—i—ﬁ)—g(x (@ ))dF( x)
Jeely + @y)ey)dy '

DTo(F).g

DTy(F).g =

(1.14)

Agora podemos calcular a fun¢ao de influéncia do funcional @) em F no ponto z usando a
Hadamard-diferenciabilidade de @:

IF(X;, Q,F) = DQr(dx, — F),
isto é, vamos calcular
IF(X;, Q,®) = DQa(dx, — ) = Dc(@)To(P)(0x, — P) = c(®)DIo(®)(dx, — P).
Usando as expressoes anteriores, DTy (®)(dx, — ®) é dado por

-1 1 1
o i o e )~ OB et (9

Calcularemos a integral explicitamente:

1 1
/R (6, = D)+ 7)) — x, = D) = 257))d0(a)

- / Sx.(a+ ﬁ)) b (- ﬁ))d@(x)
1 1

1 1 1
:‘I)(Xi+@) - O(X; - E) mE
onde no 1ltimo passo usamos
[ 9= ) =0+ e = [ [ 1aycnwnd@@ad) = T@@E) = 1.

pois To(F) = U~1(3) logo Th(F)[To(F)] = U(To(F),F) = U(UY(3), F) = 4. Tudo isto resulta

em

T O(X+ (<1>))+‘I)(Xi - c({b))

DTo(®)(0x Jo (o + ) ple)ds

— Q) =

(1.16)

i
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Portanto,

1 Xi—p 1 Xi—p 1
X, - P-e(Xst 4 )+ o(¥st - )
2.Q.2)=0c(@)” ©) ©)

IF(X;,Q,®,,,) =ocIF(

implicando

I N~ (X - ooty et )
; §IF(X7,7Q7¢H,U) = Zi:l UC(‘P) fR ¢(y)¢(y+rfp))dy

1_@(M+%)+@(M_%)
_ 1 n 1 o c(®) o c(®)
= anoc(®): >0, T 0y + =2y )dy

=¢(P)a ok Py P ) (B — )
" Je 8o+ 5y dy ’

(1.17)

Agora, vamos aplicar o Delta Método para funcionais, Teorema do Apéndice, da onde
vem

rn(@(T) — ¢(0)) = Do(0)(ry (T — 0)) + op(1).
Colocando a, = ry,¢ =Ty, T, = F,,0 = F ficamos:
an(To(Fp) — To(F)) = DTo(F)(an(F, — F)) + op(1).
Sabemos que Q(F,) = Qn(X1.n, ®) = ¢(P)To(Fp) e 0 = Q(F) = ¢(®)To(F), logo
Qn(Xltnv (I)) g

an( o(®) B c(q))) = DTy(F)(an(F, — F)) + op(1).

= a4 (Qn(X1:n, ®) — 0) = ¢«(®)DTo(F)(an(F, — F)) + op(1).
Substituindo g = a,(F,,—F) em (|1.14]), encontramos uma expressao para DTy (F).a,(F,—F) :

—oan, o

Jo e+ sy e(y)dy [/RF"(x - @) ~ale (@)

_ /Rp(x ) Pl @)dF(x)}.

DTy(F).an(F, — F) = )dF (x)

A 1ultima integral é facilmente calculada:

[ P+ TP) = Pla = T(E)F@) = [ [ 10myienmndF @)dF ) = Ta(F)To(F)] =
R RJR

)

==

pelo mesmo raciocinio ji anteriormente citado. Para calcular a primeira, note que F,(x +

TO(F)) - Fn(x - TO(F)) = %Z?:l ﬂ{wao(F)SXiS$+T0(F)} = %Z?:l ]]‘{Xi*To(F)SISXmLTO(F)}’
donde segue

1 n
/ Fo(x 4+ To(F)) — Fu(e — To(F))dF(z) = / - > Lix, Ty (F) << x4 To()) AF ()
R R™i=1

g

1 « o
ZE;F(XH-T@))—F()Q—@)

= i;@(&a_u + c(ib)) - q’(Xia_u - c(;))'
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Concluimos que DTy (F).an(F,, — F) é dado por
oan 1 1. Xi—p 1 Xi—p 1
I e L Lt
Jee+ sy e(y)dy {4 n ; o c(®) o c(®) ]

Pela equagao (|1.17), finalizamos a demonstracao:

%" iIF(Xia Q,P,.0) = c(®)DT(F).an(F,, — F).
i=1

Antes de chegar no resultado principal, nos falta provar alguns lemas técnicos.

Lema 1.2.3. Seja X wma varidvel aleatoria gaussiana padrdo. A funcao de influéncia definida
em (L.11)) tem as sequintes propriedades:

E[IF (X, Q, ®)] =0, (1.18)
EXIF(X,Q,®)] =0, (1.19)
E[X?IF(X,Q,®)] = 5 =5 exp(g3) # 0. (1.20)

sendo ® a distribuicdo cumulativa da gaussiana padrdo, ¢ = ¢(®) como definido em (1.7)) e
8= [ey)ely+ )dy.

Demonstragao. Perceba que IF(X,Q,®) é uma funcao da varidvel X, portanto calcular sua
esperanca é calcular a integral abaixo:

B [ 1P+ i)+ et
E[IF(X, Q, ®)] _/IF(X,Q,q))d@(x)_/c IROEER T 4o (x)
- %E - /<I>(m + %) — Bz — %)d@(m)}
Logo, basta mostrar que [®(z + 1) — ®(z — 1)d®(z) = 1:
1 1 1 1

Analogamente, vé-se que
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Portanto, basta ver que [z®(z + 1) — 2®(z — 1)d®(z) = 0:

/x@(:r + %)d@(w) = /xIE”(X <z+ 1)d<I>(:r) = [2P(-X <z + %)d@(m)

C

= /xIP’(X > —x— 1)d<1>(3c) = /x(l -PX < —z— %))d@(w)

c

“+oo “+o0
= 7/7 x®(—x — %)d@(x) = [ —z®P(—x — %)cp(:c)dz =
— 00 +oo
— [ - Den-dy= [ yaty - ey
+o0 -0
=E[Xd(X — 1)]

c

usando a simetria da varidvel X.
Finalmente, usaremos integragio por partes para calcular (|1.20):

E[X?IF(X,Q,@)] = ;[E(fz) - [@ 1) - 2 - 1)av)|
_ %E - /x2(<1>(x + %) o 1)><p<x)dx}
-5l- = ; ooyt~ | m o(t)dt)p(2)da]
ol [ + o (1)dt)p()da]
- BE - / ( / + () ply)dy |

e substituindo u = x e zp(z) = dv, temos:

y+1
/ 22 p(z)dr = ww
v=3

mas




Finalmente, a integral — [, {fyyjf $2S0(gc)d:c] o(y)dy fica

pois

/R [(y + %)w(y o)== D)ely - %)} e(y)dy
= / {— (y — %)w(y - %)} e(y)dy + /R {(y + =)oy + %)} e(y)dy
= [[- = etw=D]ewar+ [ [~ = Dot Dot
= —Q/R [(y - %)s@(y - %)]@(y)dy
1 -1
= m exp(@)
sendo o penultimo passo dado pela substituicao y = —x :
L+ et D]etwn = [ [mu+ etmv+ Doy

O célculo da ultima integral se resume em duas outras integrais:

—Q/R [(y - %)cp(y - %)}P(y)dy = 2/R Es@(y - %)]sﬁ(y)dy - 2/]R [W(y - é)}w(y)dy-
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Segue o cédlculo da primeira:

1 1 11 —(y—-12 1 —y?
2 [f —f] dz?/f ex ¢ exp(——)d
/Rcso(y C)sﬁ(y)y T p( 5 )m p(2)y
2L [ o -2+ y2)d
= — X
oV 2m V21 Jr P 2 4
2 1 —2(y% — L + 5
= xR et Em
eV2m /21 Jr 2
2 1 =2y — £)% + £
_ o (¥ — 52) 4C2}dy
V27 V21 Jr 2
= eXp(;l) 2L exp( m\El i)]Qdy
4¢?’ evom V21 Jr 2
. (—1) 2 1 . —u? du
P var v 5P T2 e
exp(—2)—
< L
P 4c2’ e/
Para calcular a segunda integral,
1 1 —(y—3)? 1 —y
-2 [ —f] d:—2/ ex € exp(——)d
/]R yo(y C) o(y)dy v p( 5 )\/ﬂ p( 5 )dy
-2 1 —(y—21)? —y?
= ——— ex = ex _— d
m@/Ry p( 5 ) exp( 5 )dy
(y—5)? + 2=

=2 1 =2
*EE/RZJGXP(

- enl) [ 5~ 2 e~y )y
ey [ e o

-2 1 —-1.1 1
+ = enl(ig); [y Des(—— 5y

Note que escrevemos y = % — %(l —2y) e chegamos numa soma de integrais. A segunda integral

(&
é nula, fato que pode ser observado de duas maneiras: a substituicdo u = (y — %)2 implica

du = dy(2y — %) e torna os limites de integracao iguais; o integrando é uma translagao horizontal
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para direita de 5. da fungao fmpar f(z) = 2z exp(—2?). Para calcular o que resta,

2 o)y [en Ty

- V21 /2T 4c? 7 2c
2 (=) vz 1.,

= d
NG 402 20\/27r/e p(5 y 20)] )y
-2 (—1 1 / >du

= ———ex ex
Vo 462 Cc+\/2 p \/?

et P 1

~ Um P,

= ()

T ocy/m P

Por fim,
1 1 1 -1

o [ - et Yetar = -1

/}R (y = 2)ely = 2)|ey)dy N exp(;5)
como queriamos demonstrar. O

Lema 1.2.4. Seja (X,Y) um vetor gaussiano padrao tal que cov(X,Y) =0 e sejam &4 e O_,
respectivamente, a distribuicao acumulada de X +Y e X =Y. A funcao de influéncia v, definida
para todo x ey em R por

Y(r.y) = 5[Q(B) TP +5,Q,81) ~ QB ) IF(x —y,Q. 2]

satisfaz as sequintes propriedades:

E[p(X,Y) = o, (1.21)
EX¢(X,Y)]=EYy(X,Y)] = 0, (1.22)
EXYy(X,Y)] # O. (1.23)

Demonstragdo. Sabemos que cov(X,Y) = 0 é suficiente para que X e Y sejam independentes.
E,se XeVY séo independentes com X ~ N(pp,02) e Y ~ N(uz,03), entao c; X + oY ~

N(cipr+epa, clal +0202) Portanto, VX (i;iy) tem distribuicao normal padrao. Esta variavel
ar
serd denotada por U. Usando Q(®+) = /Var(X £Y) e a equagao (1.10]), temos:

X+Y -0

1Q.8) = Q(8.) IF(U,Q, D). (1.24)
Portanto,
E[W(X,Y)] = E [J[Q(®.) IF(X +Y,Q.,) ~ Q@) IF(X ~¥,Q.@_)
= LR, EIF(U,Q.2,) — 5Q(® P EIF(U,Q.&.)
= J1Q(®,) Q@ VIEIF(1,Q.@) =0

Perceba que 1[Q(®4)?—Q(®_)?] = 2cov(X,Y) = 0. Além disso, EIF(U, Q, ®) = 0 pela equagao
[19).
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Para a segunda propriedade, note primeiramente que

E[XY(X,Y)] = 3 [EI(X + V)9(X, V)] + E[(X ~ V)9(X, V)]

SeU = g(};f) eV = %, entdo novamente pela equagao (|1.10):

X+Y -0

IF(X +Y.0,0.) = Q) P 0 50.0.8) = Q@) FE.Q.8), (129
¢ (X ~Y.Q.0.) = Q) (T2 —=.0.8) = Q) F(V.Q.8).  (1.26)

donde segue

E[(X +Y)0(X, V)] = L E[(X +V)[Q(@. )’ IF(U,Q. @) - Q@ ) TF(V,Q, ®)]
= LE[UQ@, )P IFW,Q. @) - UQ(®,)Q(® TRV, Q,®)
- Q(q;”g E [UIF(U, 0, @)} - %W E [UIF(V, 0, @)}
Q2)Q(® )

2
= S~ EUEIF(V.Q.®) = 0.

No dltimo passo usamos a equagdo (1.19) e a independéncia entre U e V. Analogamente,
prova-se que E[(X — Y)y(X,Y)] = 0, o que conclui a demonstragdo da segunda propriedade.
Para a ultima, considere a seguinte relacao:

4XY = (X +Y)? = (X —Y)?,

a qual implica

Exyu(x,y) =8 [ XE 06 rw,g.0.) - g R0 )
1

= <E U2Q(e ) TF(U, Q, 04| + éE V2Q@ ) IF(V,Q @ )]

- LE[07Q(@,)2Q@ ) TR(V,Q,0 )] - LE[V2Q@ Qe P TF(W,Q,®,)]

- 0 [rrrw.q.e,] + LSk [rrrg.e )

_Q(24)*Q(P-)? EU2E [IF(V,Q,QJ_)} 7 Q(‘I>—)28Q(‘I’+)2

8 EV2E [IF(U,Q,‘I)+)]
Q(‘I;—)4 E {V2 IF(V, Q, <I>_)} #0,

- Q(q;+)4 E [U2 1F(U,Q,<I>+)} +

onde usamos as equagoes (|1.20)) e (1.18) a independéncia de U e V. O

Perceba que o fato fundamental ao longo da demonstracao desse lema foi a independéncia en-
tre as varidveis X +Y e X —Y. Por esse motivo, podemos substituir a hipétese de cov(X,Y) =0
pela estacionaridade do processo gaussiano e ainda sera possivel provar as mesmas trés proprie-
dades da fungao .
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Lema 1.2.5. Sejam (X;);>1 um processo gaussiano estaciondrio de média zero com fungdo
de covariancia y(h) = E(X1Xp41) e P4 e O, respectivamente, a distribuicio acumulada de
Xi+ Xigyn e Xs — Xiqn. A funcdo de influéncia v, definida para todo z ey em R por

[Q@)IF(z+y,Q,04) — QD) IF(z —y,Q, )]

Y(x,y) = %

satisfaz as sequintes propriedades:

EW(Xs, Xiyn)] = O, (1.27)
E[X:( X5, Xiyn)] = E[Xipn0(Xs, Xiyn)] = 0, (1.28)
E[X; Xoynp(Xi, Xign)] # 0. (1.29)

Demonstra¢ao. Comecaremos a prova mostrando que X; + X;yp e X; — X;4p sdo varidveis
aleatérias independentes. Sabemos que as coordenadas de um vetor gaussiano multivariado sao
independentes se, e somente se, sao nao-correlacionadas. Temos:

cov(Xi 4+ Xitn, Xi — Xiyn) = E[(Xs + Xopn)(Xs — Xogn)] = E(Xs + Xin) E(X; — Xiqp)
=E[X? - X2,] = Var X; — Var X; ;5
= cov(Xi, X;) — cov(Xiyn, Xiyn) = 7(0) —7(0) =0,

onde no tltimo passo usamos a estacionaridade do processo. Resta provar que X = (X; +
Xitn, X; — Xiapn) é normal bivariadﬂ Para isto, considere um vetor real a qualquer:

a’X = a1 (X; + Xign) + a2 (Xi — Xitn)
= (a1 + a2)X; + (a1 — a2) Xiyn = (a1 + a2, a1 — az)T (X3, Xitn)-

O vetor (X;, X;41) é normal bivariado ja que o processo é gaussiano. Logo, qualquer combinagao
linear de suas coordenadas tem distribui¢ao normal. Concluimos que X; + X, e X; — Xiyn sao
independentes. Além disso, para concluir que X; + X, e X; — X; 1, ambas tem distribuigao
normal, basta tomar a; = 1 e a2 = 0 no primeiro caso e a; = 0 e az = 1 no segundo caso.
XidXin tem distribuigdo normal padrdo. Esta varidvel serd denotada por

Note que —(———=—£—
\/Var(Xij:Xi+h)
U. Usando Q(®4) = /Var(X £Y) e a equagao (|1.10)), vale:

%7@@) = Q@) IF(U,Q,®).  (1.30)

IF(X; + Xion, Q, B4) = Q() IF(
Logo, temos:

E[(Xi, Xitn)] = E %[Q(‘IM) IF(X; + Xign, Q,@4) — Q(P) IF(X; — Xiyp,Q, )]

DN = DN =

Q@) EIF(U,Q,®,) ~ Q@ PETF(U,Q,®.)
[Q(®1)? — Q(®_)YEIF(U,Q,d) = 0.

Perceba que 1[Q(®4)? — Q(®_)?] = 2cov(X;, Xits) = v(h). Quando as varidveis sao indepen-

dentes, esse termo é automaticamente nulo. Caso contririo, recorremos & equagcao (|1.18)).

10Veja no Apéndice maiores detalhes sobre esta definicéo.

29



Para a segunda propriedade, note primeiramente que

E[Xi(Xi, Xivn)] = % E[(X; + Xipn)V(Xi, Xign)] + E[(Xi — Xipn) (X, Xign)] |- (1.31)

Se U = X&'C;(Sh eV = Xé_(gjh, entao pela equagao (|1.10):

IF(X, + X1.Q.04) = Q04 (= th=0.0.8) = Q(0.) IF(1.Q.9)

Xi — Xivn —

e IF(X, = X Q. 8-) = Q) IF(Z5th—2. 0. 9) = Q@) IF(V. Q. ),

Portanto,

BI(Xi+ X0 (X, V)] = 5B [(X+ Xi)Q(@4)* IF(U, Q) — (X, + Xin)Q(B-)* IP(V, Q, )]

= JE[UQ@, P IFW,Q.9) - UQ@,)Q(@ TRV, Q,®)
_ Q(‘I;+)3 . [UIF(U7Q7‘I>)] B ME [UIF(V,Q7<I))}
_ Q@)@ (v Q. 9) = 0.

2

No iltimo passo usamos a equagdo (|1.19) e a independéncia entre U e V. Analogamente,
prova-se que E[(X; — X, 1) (X;, X;4r)] = 0, concluindo a demonstracao da segunda propriedade.
Para a 1ltima, considere a seguinte relagao:

AX; Xipn = (Xi + Xin)® — (Xi — Xiyn)?,

donde vem

) ) 2 _ Y. 2
BIX X oopt (X, X)) = B [ KXo X 60 2160, g.0) - Qa2 1R(v. Q. 9))
1

= SE [UQQ(cm)‘* IF(U, Q, @)} + é E [1/262(<I>—)‘L IF(V,Q, <I>)}
- éIE [UzQ(@+)2Q(¢_)2 IF(V,Q, <I>)] - %IE [‘/262(<I>—)2C2(<?[>+)2 IF(U,Q, <I>)]

_ Q@) 2P, Q,9)] + Q(%V E[VIF(V,Q,0)]

8
2 2 2 2
SO g g, g 0) - AL gy g, g 0)
P 4 d_ 4
= W e ww, g o) + Lk [V w0 #0
onde usamos as equagoes (|1.20)) e (1.18) e a independéncia entre U e V. O

1.2.3 Prova do teorema principal

Lembre-se que, no caso de um processo gaussiano, vale
1
v(h) = cov(X;, Xiqn) = Z[Var(Xi + Xiyn) — Var(X; + X;40)]

= E[Q%Xi + Xin) — Q*(Xi + Xiqn))- (1.32)
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E quando aplicamos o funcional @ na distribui¢ao empirica, obtemos um estimador robusto para
a funcao de covariancia e podemos finalmente definir Yq:

1

’?Q(thlzna (I)) = Z{ ifh(Xlznfh + X1+h:n7 (I)) - Q?th(Xlznfh - X1+h:n7 (I))},

cuja distribuicao assintética é dada pelo préximo teorema.

Teorema 1.2.1. Seja (X;)i>1 um processo gaussiano estaciondrio de média zero com fungdo de
covariancia y(h) = E(X1Xp41) satisfazendo:

> (k)] < oo (A1)

h>1

Seja h um inteiro nao-negativo. Entdo, o estimador de autocovaridncia Yo (h, X1.n, ®) satisfaz o
sequinte teorema central do limite:

\/ﬁ(’?Q(hﬂXlﬂn (I)) - V(h)) —d /V(()?é-i)a
onde

o2 = E[*(X1, X14n)] + 2 ZEW(XL Xapn)V(Xit1, Xer14n)], (1.33)
E>1

e a fungao ¢ € definida por

(s T4y B B T —y
(VRN 7y)H{(7(0)+v(h))IF< 2(7(0”7@)),@,‘1’) (7(0) v(h))IF< 2(7(0”7(@),@,@) }(J-34)

e a fungdo IF definida em (L.11)).

Demonstragdo. Sejam ®, 1 @, _ a distribuicao de (X; + Xitn)i>1 ¢ (X; — Xiyn)i>1 respectiva-
mente. Denote por Fy ,,_ e F_ ,_, a distribuicao empirica de (X; + X;41)i>1 € (Xi — Xign)i>1
respectivamente. Como (X;);>1 satisfaz , o mesmo ocorre para (X; + X;1p)i>1 € (X; —
Xitn)i>1. Usando o teorema de Csorgd [5], obtemos a convergéncia fraca de v'n — h(Fy ,—p, —
®, 1) para um processo gaussiano no espaco das fungdes cadlag com a topologia da convergéncia
uniforme. O mesmo ocorre para vn — h(F4 ,_p — . +). Consequentemente, temos a expansao
assintética para Qn_n(Xt1m—n+Xitnm, @) e Qn_n(X1n—n — Xi4hm, ®) com a,, = v/n — h:

Ji=h

n

n—h
Z IF(Xl + Xi+ha Q7 q)a,:l:) + OP(]')'

i=1

vn — h(anh(Xlznfh + X1+h:n7 CD) - Q((I)cr,:l:)) =

\/Z—h — 1

quando n — 0o, reescrevemos as equacoes acima:
n—h ’

Como

n—h

1
D IF(X + Xign, Q, 0o 1) + 0p(1).
v —h =

Agora, vamos aplicar o delta método, Teorema para a fun¢io ¢(z) = 22,0 = Q(Py,1) €
T, = Qi_h(Xltn,h + X1+4hm, P), donde vem:

V1 — h(anh(Xlznfh + X1+h:n7 (I)) - Q((bmi)) =
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nh

20(®0.t) ZIF (X £ Xin, Q, ®oi) + 0p(1).

V= hQ}_,(Xtn—h £ X, @) — Q*(Po,2)) = noh

Subtraindo as duas equacoes, resultamos em:
V1 — h(Qi h(Xl'n h+ Xl-i-h'na (I)) - Q2((I)U +)) —Vvn-— h(Qi_h(Xln h — Xl-i—h:n) (b) + Q2(¢U,—)) =

ZQ( cr+

n—h
ok ZIFX + Xitn, @, @o,+) +op(1) — 237% ZIFX Xith: @, 5 —) —op(1)

vVn—h {Qi—h(Xl:n—h + Xl—‘rh:na (I)) - QZ—h(Xl:n—h - Xl—‘rh:na (I)) + Qz(q)o,—) - Qz(q)a,-&-)} =

2
n—~h

n—h n—h

(Q(@04) D2 TP (X + Xi Qu Pot) = Qo) 3o IF(X: = Xin, Q, @o-)| +0p(1).
i=1 i=1

Substituindo a expressao de 4g, obtemos:

n—h

Vi T[4 Xrns ) = (Q*(Ba) — Q@0 )| = == [Q@r) S IF(X + Xigs Qi)
1=1
n—h
Q05 ) > TF(X; = Xitn, Q, 05| +0p(1).

1=1

Pondo i

v(ay) = 3{ Q@) IF(@+9,Q, 204) — Q@0 ) IF(w — 4, Q. B5,))
fica:
n—h
Vn — hl|4 (h7X;n,<I>)—} Q* (P, ) — Q*(P,)) | = ! V(X;, Xitn) +op(1).(1.35)
[ @\ A1 4( * )} Vn—nh ; TR

Agora falta chegar na expressao (1.34). Usando (|1.10)):
r =+
IF (2 £, Q, Pox) = v/27(0) £ 29(h) IF(—=—t,Q, ®)

27(0) £ 2v(h)
pois
Var(X; £ Xipp) = E(X? £ 2X;Xin + X20,) = 2E X2 £ 2E X; Xi4p = 27(0) £ 27(h).

Como Q(®, 1) = /Var(X; £ X;1p), temos:
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_ Tty _
SOETEOR (b)

VR =B VE0) - (s 0.0}

T —y
(m,@,@) ~ (4(0) — A(h)) TF (M,m),

v(e) = 5 { VAT B IVEO T 30

Tty

() = (1(0) + () TP ( s

como queriamos.
J4 sabemos que i(QQ(tI’g,JF) - QQ(QU,_)) =E(X1X1.4) = v(h) pela equacao (1.32)), logo a
equagao (|1.35) fica:

n—h
V=g (h Xun, @) = (h)] = W%h > ¥(Xi, Xign) + 0p(1).
i=1

Agora, resta mostrar um teorema central do limite para nl_ - E?;lh (X;, X;1n). Antes disso,

precisamos da definicao de posto Hermitiano de uma fungao mensuravel f. Para mais detalhes,
consultar Arcones [I].

Definicao 1.2.3. Seja f: R — R funcio mensurdvel e X um vetor gaussiano. Entdo se f
possui seqgundo momento finito, o posto Hermitiano de f com respeito a X €

rank(f) = inf{7 | 3 polinémio P de grau 7 com E[(f(X) —E f(X))P(X)] # 0]}.
Pelo Lema [1.2.5] usando 1 = f, temos:
E[(f(X,Y) —Ef(X,Y))P(X,Y)] = E[(X,Y)XY] # 0.

Tomando X =Y, vemos que 7 = 2. Agora, note que (Al]) implica limj,_, |y(R)| = 0 ou seja,
existe ho tal que |y(h)| < 1 para h > hg. Portanto, para & > 0 arbitrério,

ho
D hWPF=3"hmP+ > WP

h>1 h>1 h>ho+1
ho
< WP+ DD ) <e
h>1 h>ho+1

Ademais, a estacionaridade da sequéncia (X;); torna a fungao de covaridncia uma fungao par:
V(=h) = E(X: Xy p) = E(Xe Xipn) = 7(h).

Portanto, temos a convergéncia de Y, -, |y(h)|? também para os indices negativos. Concluimos
finalmente que B

+oo
> )P < o

h=—o00

33



Esta é exatamente a condi¢do necessdria para obter o resultado do teorema 4 em Arcones [I:

(f(X;) —Ef(X;)) =p N(0,0%), (1.36)

1 n
Vi =

onde
o = E[(f(X2) ~ ES(X0)P] +2 3 E[(F(X0) ~ B f(X0))(/(Xare) — B f(Xr4))].
k=1

Substituindo f por ¢ e usando o fato de E¢(X,Y) = 0, a expressao acima fica:

0 =B’ (X1, X14n) +2 ) _E {w(XhX1+h)w(X1+k7X1+k+h)}' (1.37)
E>1

Acabamos de mostrar que

1
n—nh

n—h
Z (X, Xitn) =p A (0,07) (1.38)
i=1

sendo o2 dado em ([1.37)). Isto implica

vV —h(3g(h, X1, ®) — y(h)) =p A (0,0%), (1.39)
finalizando a demonstracao do Teorema [1.2.1 O

1.3 Conclusao

O estimador @, aqui apresentado (proposto por Rousseeuw [I3]) possui boa resisténcia a
presenca de outliers, como foi analisado por meio de sua fun¢ao de influéncia e o breakdown point.
Devido a estas boas propriedades, o estimador 4¢ para fungao de covariancia, foi construido a
partir de @,. O Lema mostrou a expansao assintética de @, que é usada para provar um
teorema central do limite para esse estimador, consulte Teorema 1 em Lévy-Leduc et al. [II]. O
Teoremalizfl ¢é um teorema central do limite para 4g. Ambos os estimadores quando aplicados
em processos Gaussianos estaciondrios sao assintoticamente normais, e portanto consistentes,
com uma taxa de convergéncia \/n. Por esses motivos, Yo e @, sdo, respectivamente, boas
alternativas aos estimadores classico para fungao de covariancia e aos de escala.
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Capitulo 2

Processos subgaussianos e
Aprendizagem estatistica

Neste capitulo estudaremos uma classe especial de processos estocdsticos e falaremos um
pouco sobre como esses podem ser usados em diversas aplicagoes no mundo cientifico.

2.1 Variaveis Aleatérias Subgaussianas e a Integral de Du-
dley

O estudo das chamadas desigualdades de concentragdo busca compreender o quao préximas,
ou o quao distantes, as varidveis aleatérias estao de certos valores. Podemos nos perguntar,
por exemplo, se uma varidvel aleatéria X estd concentrada em torno de sua média p. Um
resultado cldssico nesse sentido é a Lei dos Grandes Numeros: sob determinadas hipoteses, a
média aritmética de varidaveis aleatorias independentes se concentra em torno do valor esperado.

Esse é um comportamento do tipo assintético: sabemos que para uma quantidade suficien-
temente grande, a soma de varidveis aleatdrias apresenta uma certa caracteristica. Um ques-
tionamento razoavel, portanto, é pensar acerca de um numero fixo de varidveis. Em algumas
aplicagoes que daremos adiante, esse nimero é na verdade o tamanho de uma amostra. Nesse
contexto, queremos encontrar cotas superiores ou inferiores para a probabilidade da cauda:

P(|X — p| > t) < alguma coisa pequena.

Sobre esse comportamento, conseguimos subdividir as variaveis aleatérias em duas grandes
classes: subgaussianas e subexponenciais. Em cada uma delas, estamos comparando o decaimento
da varidvel com o decaimento gaussiano e o decaimento exponencial, respectivamente. Tratare-
mos aqui somente das subgaussianas. Os resultados, exemplos e definicbes em sua maioria foram
retirados do livro Vershyin [16].

2.1.1 Variaveis Aleatérias Subgaussianas

E bem sabido a importancia da distribuicao normal nos estudos de estatistica e probabilidade,
portanto, nada mais natural que estudar o comportamento da cauda gaussiana. Apds alguns
célculos usando a densidade e a simetria desta varidvel, vemos que se X ~ .4(0, 1), entdo

2
P(|X|>1t) < 2exp(—5) para todo ¢ > 0.
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A variavel subgaussiana é aquela que tem a probabilidade da cauda com decaimento super-
exponencial semelhante ao gaussiano, motivando a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1. Uma varidvel aleatoria X € subgaussiana se satisfaz a sequinte desigualdade
de concentracao para alguma constante C > 0:

P(|X| > t) < 2exp(—Ct?) para todo t > 0.

Como veremos mais adiante, esta ampla classe de varidveis é digna de especial atengao, ja
que ela contém, por exemplo, as gaussianas, Bernoulli e todas as distribuicoes limitadas. Em
diversas aplicagoes, inclusive nas que serao estudadas neste texto, podemos usar as desigualdades
de concentragao subgaussiana para obter importantes resultados.

Outra maneira de estudar o decaimento da cauda de uma variavel aleatéria X é por meio de
sua norma subgaussiana, denotada por || X||,, e definida como:

X2
X1 = inf { Be(7) <2 | (21)

Antes de mostrar como a norma subgaussiana se relaciona com a Defini¢ao [2.1.1] vamos ver
que ([2.1) é de fato uma norma no espaco Ly, = Ly, (€2, 3, P) que consiste das varidveis aleatdrias
definidas no espago de probabilidade (€2, 3, P) cuja norma subgaussiana é finita, isto é,

Ly, = {X é varidvel aleatéria ; || X ||, < 00}
Proposicao 2.1.1. | - ||y, € uma norma no espaco Ly,.

Demonstra¢do. Primeiro, vejamos que ([2.1)) estd bem definido. Tome X € Ly, e A > 0 tal que
Eexp(f—;) < 0. Como a fungio vo(z) = exp(z?) — 1 é crescente, a sequéncia (12(-))nen
decrescente. A consequéncia disto é a integrabilidade de wg(%) para todo n > 1, pois

X

¢2()\~n

)< (X,

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada,

) = Elim gy~

X
E o An

A.n ):07

pois 9 é continua em zero e 12(0) = 0. Portanto, existe ng € N tal que para todo n > ng vale

X

EQPQ()\-n

)< 1.

Para que || - ||y, seja norma, deve cumprir as seguintes propriedades para X e Y em Ly,:
(N1) | X|lp, = 0 e || X |y, = 0 se, e somente se X = 0;
(N2) [|aX ||y, = ||| X ||y, para todo a € R;
(N3) [|X + Yy, < [ XMIg, + 1Y ][

A norma || - ||, é um nimero nao-negativo direto pela definigdo. Se considerarmos X = 0, entao
2(X) = 0 e portanto E1(X) = 0, resultando em | X||y, = 0. Se por outro lado, || X|y, =0
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entdo P(]X| > ) = 0 para todo ¢ > 0 implicando X = 0 em quase todo ponto. De fato, a
desigualdade de Markov fornece para todo € > 0:

1]
P(|X|>¢) =P (f' > i) =P <¢2(|)§\|) > w(i)) < EZZ(B ).
A

Fazendo A — || X||4,, obtemos
1

ba (=)

finalizando a demonstragao do item (N1). O préximo item é facilmente obtido pelas propriedades
de infimo:

P(|X|>e) <

2X2
JaX]ly, = inf { Eexp(2a-) < 2}

r>0 T

X2
%I;E{Eexp( )_2}

72
2 )2
iI;fO{EeXP(g) §2}7 (U:@)

2
= inf { ]Eexp(XT) <2 }

lal-u>0
. X2
= |a|11LI;f0 { Eexp(?) <2 } = |of[| X[ y-

Resta a desigualdade triangular. Sejam Ax, Ay > 0 tais que Ewg(%) <le Eng(%) < 1.
Temos:

E¢2(J\))§+Y|><E¢ <|X+|Y|> M( Mo XL, Ay |Y|)

+ Ay Ax + Ay Ax+Ay Ax  Ax+ Ay Ax
<E <)\X>\+)\Y ¢2(|X|) )\XA%)\Y o (B;l)) ,  pela convexidade de 15
Ax X Ay Y]
< —F E
T Ax + Ay ¢()\ )+)\ + Ay ¢<)\Y)
Ax Ay

+ =
T Ax + Ay Ax + Ay

Isto mostra que | X + Y| € Ly, e que || X + Y[y, < Ax + Ay. Tomando o infimo em Ax e Ay,
obtemos a subaditividade da norma || - ||, finalizando a proposicao. O

Podemos obter algumas cotas para os momentos e para a funcdo geradora de momentos ao
examinar o comportamento da cauda, resultando na seguinte proposicao:

Proposigao 2.1.2. Seja X wvaridvel aleatoria. Ezxistem constantes absolutaﬂ e positivas C1,Cy
e Cs tais que as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) [ Xy, < Ch.
b) A cauda de X satisfaz

P(|X| > t) < 2exp(—Cyt?) para todo t > 0. (S1)

1Constantes absolutas sdo constantes numéricas independentes das hipSteses em questio.
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¢) Os momentos de X satisfazem
IX[|» = (E|X[P)? < C34/p para todo p > 1. (S2)

Demonstragdo. a) = b) Seja t > 0 fixo. Considerando o item a) e a Desigualdade de Markov,

temos:
X |? ¢2 ¢2 | X|?
P{|X| >t} = P{exp < e > exp o] } <exp e Eexp e

t2
S 26Xp (02> .
1

b) = ¢) Considerando a desigualdad (B)! < (B)% e a definicdo da funcdo gama, I'(z) =
Jo© t" "t exp(—t)dt temos:

oo

X1, =EIXP = [ BXP 2 de= [ PIX| 2 uhper (6 =
0 0
< / 2exp (—CQU2) puP~tdu
0
= Zp/ exp (—Cgu2) uP~Ldu.
0
Nesse ponto usaremos a substituigao u = t%CQ:
o 1 111
=2p exp (—t) (t2Co)? it 2 Codt
0
1 oo
= 2p020§’*15/ exp (—t) (¢2)P~ 1t 2 dt
0

=508 [ exp ()5t = pCyr(3)
0

= 20551 (5) )

20%(

[N RS

P
2

<205(5)% < 203pt.

Tirando a raiz p-ésima, obtemos:
1
1X]12r < 25 Cap.
¢) = a) Para que || X|||4, < 0o, basta mostrar a existéncia de algum X > 0 que torne Eexp ))f—;) <

2. Considerando a expansao em série de Taylor da fungdo exponencial e o Teorema da Con-
vergéncia Monotona, temos:

X2
Eexp <>\2> =K

2Consulte a Proposicio no Apéndice.

> X2 1] i]E[X%] 1
p=0

= A2p pl Az pl’
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Por hipétese, E[X?P] < C’gp(Qp)%p = C37(2p)P, resultando em:

X2
E exp ()\2)

C3P(2p)P 1
A2P ﬁ

E%g

iS]
I
<

IN

> (%5
()
S (5

( (f)) 1
0 A 1— (Cs(;\/%))g.
1

2
Usamos que -y < e na ultima igualdade estamos considerando | (M) | < 1. Basta

Méﬁ HM8 “M8 HM8

p

pP Py
tomar A > 0 que torna a série obtida acima menor do que ou igual a 2. O

Quando a varidvel X estd centrada, isto é, quando E X = 0, ha outra equivaléncia adicional
para a subgaussianidade, resultando em nova proposi¢ao:

Proposicao 2.1.3. Se EX = 0, entao o item segquinte é equivalente aos itens da Proposi¢do

Z12

d) Eziste constante positiva Cy tal que a func¢ao geradora de momentos de X satisfaz

Eexp(AX) < exp(C4\?) para todo \ € R. (S3)

Demonstragao. d) = b) Pela desigualdade de Markov, segue
P{X >t} = P{exp (AX) > exp (At)} <exp (—At) E (exp (A X))
<exp (—At) exp(CaA?)
=exp (—/\t + C4/\2) .

Otimizando em X e portanto escolhendo A = obtemos

2C’

t2 ¢ t2
P{X >t} <exp <_204 + C’422042) = exp (—404) .
Com raciocinio andlogo obtemos a mesma cota para P{—X > t}, resultando em
42
P{|X| >t} <2exp <—404> .

¢) = d) Célculos similares aos feitos na implica¢do ¢) = a) da proposicao anterior e a desigual-
dadeﬂ & < exp(2z), vélida para = € [0, 1] demonstram que o item c) também resulta em:

3Consulte a Proposicio no Apéndice.

4Consulte a Proposicio [D.2] no Apéndice.
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Eexp(A2X?) < exp(A?), se |A\| < 1. Para maiores detalhes, consulte a pigina 26 em Vershyin
[16]. Além disso, considere a desigualdadeﬂ vélida para todo 2 € R: expx < x + exp 2. Como
EX =0, vale

Eexp(AX) < EAX + exp(A\2X?) = Eexp(A\2X?) <exp(\?), se |\ < 1.

Para outros valores de A, considere nova desigualdadeﬂ numérica 2 z < A2 + x2, que é vélida
para todo x e para todo A. Segue:

A2 X2 A2 1 o
Eexp(AX) < exp(7) Eexp(—-) S exp(5r) -exp 5 < exp(A7),  jd que [A] > 1.

O

Podemos enunciar as duas tltimas proposi¢oes em termos da norma subgaussiana, uma vez
que, a menos de fatores constantes, o nimero || X||y, é o infimo de todas as constantes positivas
que torna cada uma das desigualdades validas. Resumimos esse fato no seguinte corolario.

Corolario 2.1.1. Toda varidvel aleatoria X subgaussiana satisfaz as sequintes desigualdades com
constantes absolutas C,c > 0:

a) Eexp(X?/[|X|[7,) < 2;

b) P(|X| > t) < 2exp(—ct?/|| X||y,) para todo t > 0;

¢) I Xlr < Cl Xy, /P para todo p > 1;

d) Se EX =0, entdo Eexp(AX) < exp(CN?(|X||7,) para todo \ € R.
Estamos aptos a entender alguns exemplos.

Exemplo 2.1.1. (Gaussiana) Considere a varidvel aleatdria com distribui¢do gaussiana padrdo
X ~ A4(0,0%). Entdio
[ Xy, <C 0.

De fato, considere um nimero real t > 0:

X? e a2 1 a2
E — = = | == exp(—s)d
(@) = [ o0 (5) Gromt
11

1 Hoo 9
= 7o L g =
1 Feo x2
= P - d
o /_Oo exp(—5 5 )dw

22

I
o [m exp(— 5 )dz

)

Qg Qg QA

— L Para que % < 2, basta tomar
AT

22
V3

onde usamos a substituicdo u =

o <t.

5Consulte a Proposicio no Apéndice.
D5

6Consulte a Proposicdo [D.5|no Apéndice.
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Exemplo 2.1.2. (Bernoulli simétrica) Seja X a varidvel aleatdria com distribui¢do de Bernoulli
simétrica, ou distribui¢io de Rademacher, isto é, P{X =1} = P{X = —1} = 1. Entdo

1

X = .
H ||¢2 \/@

De fato, considere um nimero real t > 0:

X2 > X2k ‘X|2k > 1k 1
Eexp <t2> = ]EZ 2k L EZ 2k gl EZ TSN (t2> :

k=0 ’ k=0

Para que exp (%) < 2, basta tomar
1

Vl1og2

Exemplo 2.1.3. (Limitada) Qualquer varidvel aleatéria X limitada é subgaussiana com

1
[ X, < \/@HXHw

Podemos usar o mesmo raciocinio do exemplo anterior, considerando um nimero real t > 0 e
M > 0 tal que | X| < M em quase todo ponto:

X2 e X2k > ‘X|2k e M2k M2
Fexp <t2> =E) 2k k! =E) T E> 2k g P <t2> '
k=0 k=0 k=0

Para que exp ( ) < 2, basta tomar
M
log2 —

:

Dada uma sequéncia de varidveis subgaussianas nao necessariamente independentes, é possivel
cotar o valor esperado do maximo dessas variaveis em termos da norma subgaussiana.

Lema 2.1.1. (Valor esperado do mdzimo de varidveis subgaussianas)
Seja (X;)ien sequéncia de varidveis subgaussianas nao necessariamente independentes. Entdo
existe constante K > 0 tal que:

Emax | X;| < K max || X;][y,/10og N.
i<N i€N
Demonstra¢ao. Da Desigualdade de Jensen, temos para t > 0e N > 2 fixo:
expt Emax|X;| < ]Eexptmax | X |
i<N i

—Emaxexpt|X | <EZeXpt|X|
i=1

Para cada ¢ € N a subgaussianidade das varidveis garante a existéncia de constante C; > 0 tal
que Eexpt|X;| < 2expC; 't2||Xi||12p2, resultando em

tE X,|<N-.2 C - t? X;112.).
exp grgﬁl i < exp( grggll ill,)
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Aplicando log em ambos os lados da desigualdade, obtemos:

| < el . 2
tEmax | X[ <log2N + C'- 7 (max | Xily,)

E isto implica

log 2N
t

log 2N
. ) 2 . ) 2
+ O tmax || Xilly,)” < —— + O t{max | Xifly,)

Emax|X;| <

i<N
Para t > 0, a funcao t — % + Bt sendo A, B > 0 atinge seu minimo em ¢ = ,/%. Portanto,
escolhendo t = NGl Viog 2/

———Y2k=s_ ficamos com:
C-max;en || Xillys

VO - maxen | Xi |y, . v1og 2N
Viog2N VC - maxen || Xl y,

= VIog2N - VC - max||Xi|, + VC - max | Xily, - log 2N

= Kmax [ X;]|y, VIog N
S

| < . . ) 2
E max | X;| < log 2V + 0 (max || Xy, )

2.2 Supremo de Processos subgaussianos

Um processo estocdstico (X¢)ier é uma colegdo de varidveis aleatérias definidas no mesmo
espago de probabilidade e indexadas por t € T, sendo T um conjunto arbitrario. Cada processo
pode ser associado a um espago pseudométrico a partir de seus incrementos X;— X, com s,t € T.
Podemos definir, por exemplo, quando X; e X, sao quadrado integraveis,

d(t,s) = || Xs — X¢|lz2 = (B(Xs — X,)?)2, s,teT.

Como a distancia entre dois elementos s,t € T distintos pode ser nula, a definicao acima
torna (T, d) um espago pseudométrico.

Muitos problemas em diversas areas do conhecimento sao estudados a partir de varidveis
aleatorias indexadas num conjunto arbitrario 7. Em alguns casos é possivel inferir algumas
propriedades do processo a partir das propriedades de T', e vice-versa. Uma pergunta bastante
razoavel nesse contexto é como mensurar

Esup X;.
teT

Definigao 2.2.1. Dado um espaco métrico (T,d) e um subconjunto K C T, uwma e—rede de
K é um conjunto {x1,...,x,} = N C K tal que para cada y € K, existe x; € N tal que
d(z;,y) < e. Em outras palavras, N é e—rede de K quando K C U;ieNE(xi,s). O nidmero de
cobertura N(K,d,e) € a menor cardinalidade de uma e—rede de K, isto é,

N(K,d,e) =inf { #S5 | S C K ée-rede de K }.

Quando nao é possivel definir uma e— rede em T, considere N(T,d,e) = co. Estamos inte-
ressados nos espacos métricos em que N(T,d,e) < oo para todo € > 0, os espagos totalmente
limitados. Note que o numero de cobertura é nao-crescente com relacao ao raio. Portanto,
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g1 < &y implica N(T,d,e5) < N(T,d,e1). Tipicamente, o nimero de cobertura diverge quando
e — 0. O ntimero log N(T',d, ¢) é conhecido como entropia métrica do conjunto T' com respeito
a d.

Como ressaltou Wainwright [I7], apesar de entropia métrica ser um conceito deterministico
puramente relacionado ao conjunto T, a partir dele podemos obter propriedades importantes de
um processo estocastico indexado em T'. A integral de Dudley é uma ilustracao classica de como
a estrutura de T influencia o comportamento de um processo. Com ela obteremos uma cota
superior do supremo de (X;)¢er-

2.2.1 Processos subgaussianos

Almejando investigar o comportamento de processos estocasticos, definiremos agora um pro-
cesso subgaussiano.

Definicao 2.2.2. Um processo estocdstico (Xi)ier serd chamado de subgaussiano com respeito
a uma pseudométrica d em T quando existir constante K > 0 tal que

| Xs — Xl < Kd(t,s) para todost,s € T.

Por exemplo, se (X;):er é um processo gaussiano de média zero, entao (X¢)rer possui incre-
mentos subgaussianos. De fato, quando E X; = 0, vale:

X2 = (B[Xe?)? = (EXP)? = (E(X; — EX)?)? = VVar X.

Além disso, sabemos que se X; ~ N(0,07) entdo existe constante C; > 0 tal que || X||y, < Cioy.
Por fim, se colocarmos em T' a pseudométrica d(t, s) = || Xs — X;|| 12, teremos

HXS - Xt”wQ S Cs—tas—t = Cs—tHXs - AX’t”L2 = Cs—td(ta 5)

2.2.2 Encadeamento e a Integral de Dudley

Voltemos ao problema do supremo de (X;):er. Quando T tem cardinalidade finita, uma cota
da uniéﬂ é o suficiente. Por outro lado, se T' nao é finito, é preciso um método mais refinado,
que é a conhecida técnica do encadeamento. A ideia é basicamente discretizar o conjunto 7T a
partir de um ponto inicial, vamos tomar uma cadeia de e—redes cada vez mais refinadas e reduzir
o problema de calcular o supremo a calcular 0 maximo num conjunto finito.

Seja t € T. Considere T, uma e-rede de T. Entdo existe 7 (t) € T, tal que d(t,7(t)) < e.
Podemos escrever:

Xi =Xy — Xpiy + Xnry = sup Xy <sup (Xy — Xop)) +sup Xy
teT teT teT

—> Esup X; < Esup (Xt — X,r(t)) + Esup Xy ().
teT teT teT

Para limitar a segunda parcela, basta usar uma cota da uniao sobre todos os elementos da rede.
O problema se instala ao tentarmos cotar a primeira, e a solucao dada pelo encadeamento é
decompor o supremo numa soma finita de maximos sobre conjuntos sucessivamente refinados.
Com esta técnica, obteremos a Integral de entropia de Dudley. Daqui em diante, considere T
um espago pseudométrico dotado da métrica d que torna o processo em questao subgaussiano.
Considere diam T = sup,, , 1 d(z,y).

"Desigualdade de Boole.
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Teorema 2.2.1. (Integral de Dudley discreta) Sejam T um conjunto enumerdvel e (Xi)ier
processo subgaussiano de média zero. Entao existe constante C > 0 tal que

>, diam T diam T
E?EIT)thc*KZ; > \/logN(T,d,Qi), (2.2)

sendo K a constante da Definigio [2.2.9

~ . N . i T
Demonstragao. Para cada j € N, considere uma cadeia de €;-redes pondo ¢; = dla%j() e denote

por |T| = N(T,d,e;). Dado um ponto ¢t € T, defina 7;(t) € T; tal que d(t,m;(t)) = d(t,T}).
Chame to == mo(t) e To = {to } com ¢y = diam(T). Note que |7};| é ndo-decrescente em j, pois
uma ¢;—rede com raio menor contém mais elementos. Portanto, |T;_1| < |T;| para todo j € N.
O refinamento dessa cadeia de redes tem como consequéncia fundamental a seguinte con-
vergéncia: X (1) — Xt quase certamente. O primeiro passo para demonstrar esta convergéncia
é notar que
Xy~ Xl < Kd(t,m, (1) < 6 0T =,
Além disso, sabemos que para todo p > 1 vale || X||z» < C\/p[|X||y, pelo item ¢) do Coroldrio
Portanto, a desigualdade acima implica X, ;) — X; em L?, o que por sua vez im-
plica Xﬂj(t) — X; em probabilidade. A convergéncia em probabilidade implica a convergéncia
Xﬂjk(t) — X, quase certamente para alguma subsequéncia j; < jo < ... < jg < .... Usando a

0.

soma telescopica Zf’;l Xty = Xmyit) = Xﬁjk ) — Xno(t) = Xﬂjk(t) — Xi,, podemos escrever
X: = li;nXﬂjk ) T Xtg — Xpg = Xy + h]gﬂ Xﬂjk ) — Xro(t)

Jk

= Xto + h]?lZXﬂ-l(t) - Xﬂ'z‘—l(t)

i=1
Jk
< Xy + lilznzg | Xrot) = Xro )]
1=
S Xt() +Z|X7T1(t) _Xﬂ'i_l(t)|
i=1
— [ Xri) = Xm0
< X : : d(m;(t), mi_1(1)). 2.3
= to +; d(ﬂ-i(t)aﬂ-i—l(t)) (7T ( ) ™ 1( )) ( )
Pela desigualdade triangular,
di T di T di T
(i), 71 () < d(m(),8) + d(t, mey (1)) < Sem(T)  diam(T) 3 diam(T)

21 2i—1 21
Como T é enumeravel, podemos passar a desigualdade (2.3) ao supremo sobre os possiveis
elementos t; € T; e t;—1 € T;_1:

° X — X,
Xy < X+, sup Md(m(t),m—l(ﬂ)

= tel d(ti ti—1)
T ti1€Ti

o0 .
| Xi, — Xt,_, | 3diam(T)
< X . i i : )
=t ; et d(titi1) 2
Tt €Ty
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% O Lema [2.1.1| fornece

E max |S;| <C max [1S; |4y, v/ 1og N.

1<i<

Defina a variavel S; =

| X X, 4| i
Note que [|Silly, = | e g5 lvs < ‘e y < K e como |Ti1| < [T, temos |Ti| - |T)] <

|T;|? e ficamos com:

E max |Si| < CKA+/log|T;|? = CK+/2log N(T\,d,¢;).
€15

ti1€T; 1

Dessa forma, o resultado é a seguinte desigualdade valida em quase todo o ponto:

3d T
sup X; < Xy, +Z sup  S; 71&“:1( )
teT i=1 tze%l 2

ti—1€Ti—

Passando ao valor esperado e usando a hipétese de média zero, obtemos

3d
Esup X; <EX,, + ZE sup S; 3 diam(T)
teT €Ty 2!
=1 ti— 16T1

>, 3diam(T
<> %CK\/QlogN(T, d, ;).
i=1

Obtemos entao a desigualdade de Dudley discreta:

diam(T)

IEsupXt<CKZdlam()\/logN(T,d, o) (2.4)

teT i—1

O

Provada a versao discreta da desigualdade de Dudley, resta um passo para obter o resultado
original como veremos no préximo teorema.

Teorema 2.2.2. (Integral de Dudley) Sob as mesmas hipdteses do Teorema existe uma
constante C' > 0 tal que

teT

Esup X; < C’/ V1og N(T,d,e)de. (2.5)
0

Demonstrag¢do. Basta escrever a série em (2.2) como uma integral. Veja primeiramente que

diam T diam T
faml — 2 [y.24e de e entdo
ot b

dlamT

Zidlar;m \/ log N(T,d, =’ dlam Z /d - ds\/ log N (T, d, dlam(T))

i=1
dlamT
diam(T")
zz / oz, B

45



Para ¢ € [damT dismT) vale N(T,d, dl%m) < N(T,d,e) e portanto, log N(T,d, dl%m) <

log N(T,d, ). Por fim, temos:

dan dan
dlam
22[1 \/logN dg < 2Z/d V1og N(T,d, ¢)de.

an

Podemos usar Teorema da Convergéncia Mondtona para mostrar que

00 diam T dism T
%
2 E V0og N(T,d,e)de =2 V01og N(T,d, e)de.
diam T 0

i=1" 5it1

A integral acima ¢é limitada por:

7‘“&;‘7‘ diam T
§2/ V0eg N(T,d,e)de + 2 V01og N(T,d,e)de
0

diam T
2

diam T’

=2 V0ieg N(T,d,e)de

0

:2/ Vieg N(T, d, e)de.
0

O

Observagao 2.2.1. Embora a integral de Dudley seja formalmente sobre [0, 40|, ela coincide
com a mesma integral sobre [0,diam(T)]. De fato, se e > diam(T'), qualquer {x} € T € e—rede.
Nesse caso, teriamos N(T,d,e) = 1 implicando log N(T,d,e) = 0.

Observagao 2.2.2. O cdlculo feito em (2.3) mostra que na verdade provamosﬂ:

Esup | X; — X¢, | < C’/ Vieg N(T,d,e)de. (2.6)
0

teT

Aplicando a desigualdade triangular obtemos uma cota para o supremo dos incrementos:

E sup |X; — X,| < C’/ V0og N(T, d, €)de. (2.7)
0

t,se€T

Usando a definicao de processos separdveis, poderiamos dar um enunciado ainda mais geral
para o Teorema [2.2] considerando um conjunto 7' nao necessariamente enumeravel.

Definic¢ao 2.2.3. Um processo estocdstico (X;)ier € separdvel se existir um conjunto enumerdvel
Ty C T tal que
X, = ll_)rr% Xs  para todot € Tq.t.p,
seTy

isto é, existe uma sequéncia (Sp)n C Ty $p — t tal que X5, — X;.

Sn

Note que esta definicao é de certa forma intrinseca ao encadeamento, ja que a ideia principal
¢ a convergéncia Xy = limy X, ;) para todo t € T. O caso em que T ¢é nao-enumerdvel e o
processo nao ¢ separavel nao sera tratado, uma vez que o supremo sup,cp X; de uma familia

8Basta ver que | X; — X, | < Z;’il ‘ij-(t) - ijv,l(t)| e repetir toda a demonstragao do teorema.
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nao-enumeravel de fungoes nao necessariamente é mensuravel. Sob a condigao de separabilidade,
temos

sup X; = sup X; q.t.p

teT teT,
e o problema da mensurabilidade nao existe, j4 que supremo de uma familia enumeravel de
fungoes mensuraveis é mensuravel num espago de probabilidade completo.

Portanto, a prova do Teorema usando a separabilidade ficaria: Seja T’ C T enumerdvel

tal que sup;e Xy = sup;er, X em quase todo ponto. Denote por T} os primeiros k elementos
de T’ em uma ordem arbitrdria. Entao, pelo Teorema da Convergéncia Mondétona,

Esup X; = E sup X; = supE sup X;.
teT teT’ E>1  teTy

Aplicando o resultado ja provado em cada méximo finito, basta usar que N(Ty,d,e) < N(T,d,¢)
e teremos o resultado geral. A referéncia para a definigdo de processos separdveis e a generalizagao
da Integral de Dudley para esses casos é van Handel [15].

Exemplo 2.2.1. Vamos ver um caso em que Esup,cr Xy < 400 mas a integral de Dudley
diverge. Considere T = N e X; ~ N(0,a?) independentes com a; — 0. Jd sabemos que para
distribuicoes gaussianas, existe constante C' > 0 tal que

1Xi = Xjlly, < Cy/ai +a3 = C|X; — Xj| 1,

FEscolhendo a pseudo-métrica d(t, s) = || Xt — X1, seque que o processo (X;)ien € subgaussiano.
Afirmacao 1. SeT' C N ée—rede de T, entdo todo i € N com a; > € estd em T'. De fato,

d(i,7) = |1Xi = Xz, = Jad +a3 > e + a2 > .

Isto implica que o indice i estd e—distante de todo indice j € N. Como T' é e—rede de T, a
inica maneira de cobrir 1 é té-lo como um centro das bolas que cobrem T. Portanto, i € T'. A
convergéncia a; — 0 faz com que ezista somente um nidmero finito de a; com a; > € para todo €.
Desta maneira, obtemos uma cota inferior para o numero de cobertura:

#{ieNja; >e} <N(N,de).
Afirmagao 2. Dadoe > 0, sejaio € N o indice tal que a;, < 5. O congunto { i € Nja; > 5 }U

a;, } € uma e-rede de T. De fato, para y € d duas possibilidades: a,, > £, o que for¢a y ser
o) € de de T. De fat N hd d bilidad y > 5
um dos centros das bolas que cobrem T ou a, < §, donde teremos:

g2 g2 €
. _ 2 _
d(y,io) = \/a2 +af < \/—22 +55 = 7 <e.

Esta afirmacdo implica

N(N,d,e) <#{ieNja;>e}+1<o0. (i)
Tome a; = ,/logiﬁ. Temos
A2 A2 A2
P(|X;] > A) < 2exp <2(logi + 10)) = 2exp <2 logi + 5)\2)) =7 exp(5)\?). (2.8)
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Se A > 2, entdo podemos usar a cota da unido para obter:

1

= exp(5A\?) < oo. (2.9)

P(sup | X;| > ) <>

i
Como Esup, X; = fooo P(sup, X; > A)d)\, seque que esta integral e, portanto, Esup, X; sdo

. , . . 1 o ~
finitos. Vamos agora mostrar que o niumero de entropia diverge. Se \/ Togitio = @i > €, entao

1 1
2 . .
—_ > < 1 <=-10&1< — —10].
logi + 10 c 8S 2 PSP (eQ >

Logo, por , temos:

—

1 1
N(N,d,e) < exp (62 —10) = log N(N,d,e) < E—z—mg =

Combinando estas informacdes na integral de Dudley discreta, obtemos:

o0

> diam T diamT diamT 1 > diamT 2¢
Pt \/Og Td =) <) 5 ; 2 diamT

i=1 i=1

2.2.3 Lei dos Grandes Numeros Uniforme

Uma importante aplicagao da desigualdade de Dudley provada na secao anterior estd no
estudo dos chamados processos empiricos. Como definiremos adiante, os processos empiricos
s80 processos estocasticos indexados por uma certa familia de fungoes. Neste ponto, é possivel
entender o objetivo desta teoria: passar de resultados que lidam com uma sequéncia fixa de
variaveis aleatdrias para obter um comportamento comum em toda uma colegao de variaveis.

Definigao 2.2.4. (Processo Empz’riaﬂ) Seja F uma classe de fungoes f: Q — R, e (Q,2,n)
espago de probabilidade. Considere X um ponto aleatorio em € cuja distribuicao € p e X1, ..., X,
cdpias independentes de X. O processo (X5) ez dado por

n

Xp= S (F X~ EfX)

i=1
€ chamado processo empirico indexado por .

Observagao 2.2.3. Alguns livros, por exemplo van der Vaart [T])], chamam de processo empirico
0 Processo

1 n
Xj = 7 ;(in —EfX).

O conceito central da Lei dos Grandes Numeros Uniforme enunciada abaixo é obter um
resultado de convergénciﬂ para toda uma colecao de varidveis aleatérias, enquanto a Lei dos
Grandes Numeros cldssica garante a convergéncia somente para uma funcao fixa.

9Por vezes, aboliremos os parénteses e usaremos a notagao f(Xs) =X,
10Use esse resultado unido a desigualdade de Markov para obter a convergéncia em probabilidade.
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Teorema 2.2.3. Sejam X, X1, ..., X, varidveis aleatdrias i.i.d tomando valores em [0, 1]. Entdo

1 & C
E;gglﬁgﬂ&) ~Ef(X)| < 7

sendo F ={f:[0,1] =R || flleip <1} e - |lzip a norma Lipschitzllzl

Demonstra¢ao. Vamos usar a integral de Dudley. O primeiro passo é checar se os incrementos
do processo (Zy)jez, com Zy == 23" | f(X;) — E f(X), sdo subgaussianos. Temos:

20 = 2l = 1= 3 F0X0) ~ ES(X) = 37 h(X) ~ EA(X)]

= 12 3 A0 = b — (B £(X) — EACO)

IN

%Z |f(X;) — h(X;) — (E f(X) —Eh(X))]
=1

IN

1 n
=Y IF(X0) = AX)| + | E £(X) — ER(X)|
i=1
1 n
< =320 ~ oo = 20 ~ Al
i=1
Como vimos no Exemplo segue:
1Zf = Znlly. < C1llZf — Zhlloo < Colf = Ao

O préximo passo é aplicar a integral de Dudley, lembrando que diam (%) < 2:

1 r?
E sup | Xf| =Esup [ Xy — Xo| < C- —/ V10g N(Z, || - lloo, €)de. (2.10)
feF feF v Jo

Aqui estamos considerando que a fungdo f = 0 pertence a classe .%. E possivel mostrar que
(para mais detalhes consulte o exercicio 8.2.6 em Vershyin [16])

C
C =
NED e = (€)'

C
1 [? C\ < 1
E sup | X §C-—/ lo () de < Cy - —.
sep k=g ), e G
O

H1Dados (A,da) e (B,dp) espagos métricos e uma fungdo f: A — B, definimos || - |[Liyp =
infrer {dp(f(u), f(v)) < Lda(u,v); para todos u,v € A}.

implicando em
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2.3 Processo empirico via Dimensao VC

A Lei dos Grandes Numeros Uniforme garantiu uma cota para controlar os processos empiricos
sobre uma classe de fungoes Lipschitz. O que almejamos nesta secao é encontrar um resultado
similar para uma familia arbitrdria de fungoes Booleanas, o Teorema [2:3.3] Para isto, introduzi-
remos um conceito fundamental em aprendizagem estatistica, a dimensao VC, que foi criado por
V. Vapnik e A. Chervonenkis na década de 1970. Posteriormente, falaremos sobre a simetrizacao,
uma técnica recorrente no estudo de processos empiricos.

2.3.1 Dimensao VC

Uma funcdo f é dita Booleana quando assume valores bindrios, isto é, quando seu con-
tradominio é um conjunto com dois elementos, usualmente {0,1}. A dimensdao VC - Vapnik-
Chervonenkis dimension - é uma maneira de medir a complexidade de classes de fungoes Boolea-
nas. Além disso, ela se relaciona com o nimero de cobertura do conjunto e por meio da Integral
de Dudley, fornece informagoes sobre processos empiricos.

Defini¢ao 2.3.1. (Dimensao VC) Considere F uma classe de fungoes Booleanas definidas em
Q. Um subconjunto A C Q ¢ estilhagcado por F se qualquer fungio g: A — {0,1} puder ser
obtida pondo g = f|A para alguma f € F. A dimensao VC da classe . € definida como o
nidmero ve(F) = max{ #A | A CQ € estilhacado }.

Exemplo 2.3.1. (Intervalos) Seja F = {1j,y | a,b € R,a < b. } Afirmamos que ve(F) = 2.
Seja A ={3,5}. A cada subconjuntos de A podemos associar uma lista de 0's e 1's:
) <= 00 <= g1
{3} =10 <= ¢>
{5} <= 01 < g3
{3,5} <= 11 <= g4.
Isto significa que toda fungao g : A — {0,1} pode ser vista como uma dupla de 0 e 1. Com isto
em mente, € fdcil construir fungoes f € F tais que g; = f|A, De fato, tomando f1 = 14,
Jo=1e), f3 =116, € fa =157, temos:

91 = fal 92 = f1| 93 = fal, € 94 = f3],

Agora, veremos que nenhum conjunto { x1,za, 3 } € estilhacado por F, o que implica ve(F) =
2. Sem perda de generalidade, podemos assumir 1 < xo < x3. Os subconjuntos de { x1,xo,23 }
sao { 0,{z1},{z2}, {3}, {x1, 22}, {71, 23}, {w2, 23}, { 71,72, 23 } }, gerando as fungies
) < 000 <= ¢1
{z1} < 100 <= ¢o
{z2} <= 010 <> g3
{z3} <= 001 <> g4.
{z1,22} <= 110 <> g5.
{r1,23} <= 101 <= gs.
{3,23} < 011 <= g5.
{z1, 29,23 } < 111 <> gs.

Efcicil ver que ndo existe f € .F tal que gg = f|A, pois todo intervalo que contém x1 e x3 deve
conter xo, jd que r1 < Ty < 3.
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Podemos dar uma defini¢ao equivalente de conjunto estilhagado por uma familia de conjuntos
e definir a dimensao VC de classes de conjuntos:

Definigao 2.3.2. (Conjunto Estilhacado) Considere B uma classe de conjuntos. Diz-se que um
conjunto A ={x1,...,m, } € estilhacado por B se para toda n-upla b = (by,...,b,) € {0,1}",
existir C € A tal que

(L{zecys- s Lanecy) = b

ou, equivalentemente, se

{ Wzrecys - Lanecy) | C e B} ={0,1}"

A dimensdo VC de B, denotada por vc(B), é a maior cardinalidade de um conjunto esti-
lhagado por esta familia, isto é, ve(B) = max{ #A | A € estilhacado }.

Dada a natural correspondéncia entre fungoes Booleanas e listas de 0’s e 1’s, isto é, entre
conjuntos e fungoes indicadoras de conjuntos, vemos que a dimensdao VC de uma classe de con-
juntos é a dimensao VC da classe de fungoes indicadoras desses conjuntos. Uma fungao Booleana
f:Q —{0,1} determina o subconjunto Qp = {2 € Q| f(z) =1} e o subconjunto gera a fungéo
Booleana f = 1g,.

Em outras palavras, dizemos que A = {x1,...,z, } C Q é estilhacado pela familia de
funcées Booleanas .# se é estilhagado pela familia de conjuntos { Cy | f € F }, sendo Cf =

{zeQff(z)=1}.

Exemplo 2.3.2. (Circunferéncias em R?) Seja F = { 1c | C € uma circunferéncia em R? }
Afirmamos que ve(F) = 3. O conjunto A = {(1,0),(—=1,0),(0,1) } € estilhacado por F. De
fato, sejam C’l = B(( ,0),1), Cy = B(( ,0),1), C3 = B((0,2),1), Cy = B((1,1),1), Cs =
B(( ) ) Ce = )7\/5)7 B(( ) )’1) e Cs = B((O O) )’ entao {(170)} =
CrnA{(-1,0)) = A{(0.1)} = 03 A, 0)7( D} = G A,{(1,0), (-1,0)} = G5
A, {(1,0),(-1,0)} = A, {(1,0),(-1,0),(0,1) 7OA el =CsNA,. Veja a figura[2.1}

o O

Figura 2.1: As circunferéncias em verde contém os subconjuntos unitédrios, as vermelhas contém
os subconjuntos com dois pontos e a circunferéncia azul contém os trés pontos.
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Qualquer conjunto {x1,x2,73,714} C R? ndo pode ser estilhacado por F. Para provar isto,
vamos analisar dois casos. Considere primeiramente que {x1,x2, T3} sao colineares. Neste caso,
o conjunto nao pode ser estilhacado pelo mesmo raciocinio do Exemplo . Quando {x1,x2, 3}
nao estdo arranjados de forma colinear, sabemos por argumento geométricod °| que existe uma,
e somente uma, circunferéncia C1 que contém esses trés pontos. A {x4} resta duas situagies
possiveis: pertencer ou ndo a Ci. Se x4 € C1, entdo ndo existe circunferéncia que contenha
{x1,29,23} € ndo contenha {x4}. Se x4 & C1, ndo existe outra circunferéncia que contenha
{x1,22,23,24}. Portanto, o conjunto nao pode ser estilhagado.

'
X:’/ Xz M
X, L L] 4
o’ i =
b . Xn XZ
o’ o
o X, X
e’ o' o’ X,
.
X
PY 4

Figura 2.2: Da esquerda para direita: trés pontos colineares; trés pontos nao-colineares em
que um deles ficaria exterior a circunferéncia; trés pontos nao-colineares de tal forma que nao ha
circunferéncia contendo somente trés; trés pontos nao-colineares em que um deles ficaria interior
a circunferéncia.

Exemplo 2.3.3. (Semi-espagos em R™) Seja F a classe de todos os semi-espagos em R™. Entdo
ve(F) =n+ 1. Consulte o exemplo 4.21 do livro Wainwright [17].

Usando a dimensao VC de uma classe de fungoes Booleanas, podemos encontrar uma cota
para o niimero de cobertura N(.%, L?(u),¢), sendo u medida de probabilidade em © e a norma
L?(u) definida abaixo:

d(f,g9) = IIf —gllezw = (/Q |f —ggdu) i . fgeZ.

Teorema 2.3.1. (Numero de cobertura via dimensao VC) Seja F uma classe de fun¢des Boo-
leanas num espago de probabilidade (2, %, 1v). Entdo, para todo € € (0,1), temos

N(Z, L3 (), ) < (Q)Cvc(g)

g

Demonstragdo. Ver Teorema 8.3.18 em Vershyin [106]. O

2.3.2 Simetrizagao de processos empiricos

Os processos empiricos e 0s processos gaussianos estao intimamente relacionados pelo Teorema
Central do Limite.

12Basta tracar o tnico tridngulo que passa pelos trés pontos fixados e o encontro de suas mediatrizes é o
circuncentro. Como ele é equidistante de {z1,z2,z3}, estd garantida a existéncia e unicidade da circunferéncia
em questao.
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Teorema 2.3.2. Para f1,..., fr € .F, temos

\/E(Xfl""’ka) —=p (Z(f1);--- Z(fx)),
quando n — oo sendo ((Z(f)) res processo gaussiano com cov[Z(f), Z(g)] = covy, ulf, g].

Por causa desse resultado, espera-se que para n suficientemente grande, o processo empirico
tenha um comportamento do tipo gaussiano. Porém, para n fixo, isto ndo é verdade. Apesar
disso, conseguimos mostrar que com a métrica d(f,g) = ||f — g|loc, 0 processo (Xy)sez é
subgaussiano.

Em alguns casos, esta métrica pode ser muito maior que a métrica L?(u) definida anterior-
mente, o que resultada na perda de eficiéncia em controlar o processo empirico comparado ao
gaussiano. O exemplo seguinte, retirado de van Handel [I5], ilustra esse fato.

Exemplo 2.3.4. Sejam X1,...,X,,... varidveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas com distribuicao . Para todo x € R, € consequéncia direta da Lei dos Grandes Numeros
que a funcao de distribuicao empirica F,(x) = %ZZ;I Iix,<2] = F(z) = p(—o0, 2] em quase
todo ponto. E possivel mostrar que a convergéncia € na verdade, uniforme:

n—oo

[Fn = Flloo —— 0 q.t.p.
Para entender o fenémeno, vamos estudar o supremo desse processo

sup Xy
fez

sobre a classe F = {1(_ooa) | © € R}. Quando vy < 12, entdo

Hﬂ(—oowﬂ - ]l(—oo,ccz]”oo =1L

Entao toda funcdo em F estd a uma distancia 1 de outra func¢do na classe, fazendo com que
N(Z, | |loos €) = 00 para qualquer 0 < e < 1.

O exemplo anterior mostra como o argumento de encadeamento poderd falhar usando a
métrica || - [|. Por outro lado, alguns célculos mostram que a métrica ||f — g|[z2(,) torna o
niimero de cobertura N(Z, || - ||z2(.),€) pequeno nesta classe.

Toda esta analise preliminar foi para motivar os mecanismos que usaremos para controlar o
supremo de processos empiricos. Precisamos de nova ferramenta que capture seu comportamento
gaussiano e o método de simetrizacdo cumpre esse papel. Antes de defini-lo, vamos dar uma
justificativa informal sobre seu funcionamento. Se quisermos entender por que a simetrizagao
nos ajuda nesse problema, precisamos antes entender o funcionamento do Teorema Central do
Limite. A discussao seguinte foi traduzida do inicio do capitulo 7 em van Handel [I5].

Fixe f uma fungdo limitada e considere a soma Y . (fX; — E fX). J& que cada parcela
tem ordem 1, a soma pode se tornar tao grande quanto n no pior caso. Porém, o Teorema
Central do Limite mostra que a soma é somente de ordem /n em probabilidade! A razao é a
seguinte: para que a soma tenha ordem n, a maioria das parcelas deve ter o mesmo sinal para
que suas contribui¢oes sejam somadas. Acontece que os termos sao independentes e centrados,
e dificilmente terao o mesmo sinal. Tipicamente, hd véarios termos de sinais opostos que se
cancelam. Daf a reducao de O(n) para O(y/n).

O cancelamento dos sinais é o mecanismo chave para o TCIE é o efeito agregado dos sinais
aleatdrios que leva ao comportamento gaussiano. As outras caracteristicas da distribuigdo pu

13Teorema Central do Limite.
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afetam o limite somente para determinar sua variancia. Isso sugere que para obter o comporta-
mento gaussiano dos processos empiricos, devemos de alguma forma isolar os sinais de maneira a
capturar somente a “parte gaussiana”dos processos empiricos. A simetrizagao torna isto possivel,
e por conseguinte, estaremos aptos a aplicar as ferramentas ja desenvolvidas. Antes de obter o
resultado de simetrizacao, precisaremos de dois lemas que relacionam funcées convexas e supremo
de processos usando a Desigualdade de Jensen.

Lema 2.3.1. Seja # uma familia arbitrdria de fungées. A fungio X w F(X) = supsep [fX]
€ convezxa, para X uma varidvel aleatoria.

Demonstragdo. De fato, considerando ¢ € (0,1) e duas varidveis aleatérias X # Y, a convexidade
segue da desigualdade triangular e das propriedades do supremo:

F(X +(1=0Y) = sup [tfX + (1= Of Y] < sup el X| + (1= 0|7
EF

< ;ugt|fX|+ bup(l—t)\fY| —tbup |fX] —&—(l—t);up Y]
€
=tF(X)+ (1 —-t)F().
O

Lema 2.3.2. Seja % wuma classe de fungoes f: Q — R, sendo (Q,3,u) espago de probabi-
lidade. Considere Xy, ...,X,, varidveis aleatorias independentes em €1 e €1,...,€, varidveis
aleatorias independentes com distribuicao de Bernoulli simétrica que também sao independentes
de Xq,...,X,. Se EfX; =0 para todo i =1,...,n e para toda funcao f € F, entdo

Esup | ) fXi|<2Esup|) efXil
fez ; fez ;

Demonstragdo. Sejam X7, ..., X cépias independentes de X7, ..., X,,. Entdo X;—X7,..., X,,—
X/, sao independentes, simétricas e tem a mesma distribuigécrlzl deel(X1—X7),...,en(Xn—X)).
Note que

n n
sup |Zle| = sup |Zle -EfX]|,
fe7 o feF o
e para cada wy € € fixo, vale

sup |Zf ~ESX]| = sup |E (Z f(Xi(wo)) — fX£> - (2.11)

feF 34

Pela Desigualdade de Jensen aplicada a (2.11]),

suPIZf fX|<E<]§up|Zf fX|>

14Para demonstrar esse fato, basta olhar para a funco caracteristicas destas varidveis.
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Como isto é valido para wy € (2 arbitrario, obtemos
n n
Esup | Y fXi|=Esup|) fX;-EfX]|
fez 4 feF 4

n
<E(Esup|> fX; - fX/|
( fesF Z

=1

_E Xi— fX!
Sggll;(f IX0)|

=Esup | Y &(fX;—fX]|=Esup |y afXi— > efX]]
feF ; fez ; ;

< E sup € fX;| +E sup &f X!
o 3+ B 3 ar

< 2FE sup | € f X

O

Estamos prontos para entender a simetrizagao e finalmente aplicd-la no estudo de valor es-
perado do supremo de um processo empirico.

Proposicao 2.3.1. Seja & uma classe de fungéoes f: Q — R, sendo (Q,3, u) espago de pro-
babilidade. Considere X um ponto aleatdrio em Q cuja distribuicio é p e Xy,..., X, cdpias
independentes de X. Entao

n n

1 1
Esup [~ Y (fX; ~EfX)| <2Esup |~ > e fXil,
fez i fez Mo
onde €1,...,€, sa0 varidveis aleatorias independentes com distribuicao de Bernoulli simétrica
que também sao independentes de X1, ..., X,.

Demonstracdo. Aplicando o Lemam para + Yo (fX; —E fX) obtemos o que querfamos:

n

n n

1 1
Esup |— fX; —EfX) <2Esup |— € X!
supl D )< 2B s 3 arXi

Por fim, enunciaremos o resultado principal desta secéo.

Teorema 2.3.3. Seja F uma classe de fungoes Booleanas num espago de probabilidade (2,3, p)
com 1 < ve(F) < oo tal que a fungio fo = 0 pertenca a F. Considere X, X1,..., X, pontos
aleatdrios e independentes em 2 cuja distribuicdo € p. Entao

n

Esup |~ 3 (/X; ~EfX)| < C
f

n
ceF i—1

vc(ﬁ).
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Demonstragao. Pelo Lema [2.3.1}

E;g;v;(fx E fX)| <TEsup|qufX\

A ideia desta demonstragao é condicionar nas varidveis Xi., = (X1,...,X,), deixando toda a
aleatoriedade em ¢; e posteriormente, usar a Integral de Dudley para cotar o processo de média
zero (Zy) ez, sendo Zy = ﬁ S af X

Para tanto, precisamos checar a subgaussianidade dos incrementos de Z;. Vamos usar dois
fatos: ||€;|ly, = \/@, do Exemplo e a Proposigdo 2.6.1 em Vershyin [I6] que fornece

(DY Xi||i2 <1y, ||Xi||w2. Temos:

T o Lo 3
1Zs = Zglly, = 7;1” Zﬁi(in — 9X)lyy € ——= - <n Z(in _gXi)2> .
i=1

log 2 P

Uma maneira de ler a Ultima expressao é ver que podemos definir uma medida p,,, que é
uniforme em { Xi,..., X, } C Q. Como esta medida é suportada em { X1,..., X, }, a integral
é na verdade uma soma finita:

(f(x) — g(a) dun<;z ) |

=1

d(f.9) = If — gllzegun = /

{X1,..,Xn }

Agora usamos a Integral de Dudley na forma (2.6) condicionalmente em Xj.,:

diam (%)
E < C’g/ Viog N(F, L2(pun), €)de.
0

sup |Zf - Zfo ‘ Xl:n‘
fez

Perceba que Esupsc s |Zf — Zy, | Xion = ;| = Esupsegy |ﬁ Yo € f(ag)]. Além disso,
E[(supe s |25 — Zo|) | X1:n = ai] = E[(supje s \% St eif(ai)])]. Portanto,

E | sup |Zf - Zfo | X11n|] =E l(sup |Zf - Zfo|) | Xim
fez fez

Substituindo na Integral de Dudley, ficamos com:

diam (%)
| (sup |2 — 2| X1 | < Cs / Vg N(Z, L2(n) )de.
S 0

Note que esta desigualdade estd comparando varidveis aleatérias ambas dependentes de X;, e
portanto tomamos o valor esperado dos dois lados para obter:

diam(.F)
<E C’g/ \/logN(ﬁ,LQ(,un),s)dsl
0

e pelas propriedades de esperanca condicional o lado esquerdo fica:

E l]E(sup \Zf = Zgo1) | X1m
feF

E <E

diam (%)
sup |2; — 2| s / JIog N(Z, L2(un), s)ds] .
feF 0
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Agora vamos nos concentrar em cotar o lado direito da desigualdade. E fcil ver que
diam(.#) < 2 pois diam(F) = sup; ez |f — gllz2(u,) < 2 pois f e g sdo fungoes Boolea-
nas, e portanto cotadas por 1. O Teorema [2:3.1] fornece uma cota uniforme para esta varidvel,
ja que podemos cotar o integrando por

log N(.Z, L*(uy),€) < Cs - ve(.F) log;

Reunindo os calculos na integral, temos a integral de 4 /log %, que é cotada por uma constante
absoluta D. Isto da

2
E sup |Zy — Zg,| < CQE/ V1og N(Z, L2(pun), €)de
fez 0

2
SCQE/ \/Cg-vc(ﬁ)loggde
0

2

< ng/Cg-vc(ﬁ)E/ \/loggda
0
S 02 -/ Cg\/VC(gZ) . D

Note que |Zy — Zy,| = | Zy| pois
Zy= Y ahXi= =3 a0=0
=— EJori = —= €& U=V,
o \/ﬁi:1 \/ﬁi:1

e isto implica Esupsc & |Zf — Zf,| = Esupc o |Zy| Por fim, temos:

n

1 2
E sup |— fXi—EfX)| < —=Esup |Z;
s 13 I < JHEsm |7
2
Si'CQ 03 VC(?)'D
n
_ ve(F)
=C e

O

Observacao 2.3.1. Adicionar a funcao fo =0 a familia F ndo causa aumento significativo em
ve(F). De fato, suponha que ve(.F) = k. Usando a analogia entre fun¢des Booleanas e listas de
0’s e 1’s, isto significa que qualquer k-upla de 0’s e 1’s pode ser realizada por uma fun¢do em F e
que eziste alguma (k+ 1)-upla que nao pode ser realizada. Caso esta (k+ 1)-upla contenha 1 em
alguma posi¢ao, adicionar fo =0 a famdia F ndo influencia em ve(.F), pois fo = 0 sd realiza
as listas nulas. Portanto, para que fo contribua no aumento de ve(.F), uma (k + 1)-upla que
contenha somente zeros ndao pode ser estilhagada por .F. Do contrdrio, teriamos ve(.F) = k+ 1.

Entao suponha que fo contribua no aumento de ve(F). Afirmamos que qualquer (k+ 2)-upla
ndo pode ser realizada por F U {fo}. Se supusermos por contradi¢io que qualquer (k + 2)-upla
é realizada por F U{fo}, a lista com 0 até a posicio k+1 e 1 na posi¢ao k+2 é, em particular,
realizada por F U{fo}. Estd ai a contradi¢do, pois isto significa que F estilhaga a (k + 1)-upla
formada somente por 0. Concluimos que ve(F U {fo}) < ve(F) + 1.
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Uma pergunta razodvel que pode surgir durante a prova desse teorema é por que condicionar
a X1.,7 Deixar a aleatoriedade nas varidveis € é uma vantagem pois além destas varidveis serem
simétricas, o cdlculo da norma 15 é muito mais simples. Além disso, ao explorar o lema de
simetrizagao, o problema de cotar o supremo de um processo empirico qualquer foi reduzido a
controlar o valor esperado Esup ;¢ & |Z|.

Um caso particular do Teorema é o Teorema de Glivenko-Cantelli, que fala sobre a
convergéncia uniforme da distribuigao empirica para a distribuigao cumulativa.

Teorema 2.3.4. (Glivenko-Cantelli) Sejam X1, ..., X, varidveis aleatdrias independentes com
a mesma distribuicao cumulativa F. Entdo

C
E|F, — F|loo =Esup |F,,(z) — F(z)] < —
IFa = Flle = Esup|Fa(r) = F(@)] €

Demonstragdo. Considere .7 = {I(_ 4 | * € R} e p a distribuicdo de Xj, isto é, u(A)
P{X € A} para cada boreliano A C R. Pelo Exemplo [2.3.1] ve(F) < 2.

o

2.4 Teoria de Aprendizagem Estatistica

A teoria de aprendizagem estatistica almeja fornecer predigoes baseadas em dados. Em
forte contraste com a estatistica classica, quando em geral os esforcos estao concentrados em
estimadores, grande parte dos problemas em aprendizagem estatistica estd focada em predicao.
H& uma diferenca sutil em cada uma das abordagens: enquanto os estimadores usam dados para
estimar um certo parametro, por exemplo a média, os preditore sao fungoes que usam os dados
para “adivinhar”um valor aleatério que nao faz parte da sua amostra a priori.

Um problema tipico de predi¢ao pode ser formulado da seguinte maneira: sejam X e Y
variaveis aleatérias com distribuigao conjunta P. Somente X é conhecida, e o objetivo é predizer
o valor de Y com base na observagdo X. A premissa importante aqui é que os detalhes sobre a
distribuicao P ou sao vagos ou sao inexistentes, restando apenas de informacao uma sequéncia de
n observagoes independentes (X1,Y7),...(X,,Y,) geradas por P. Algumas perguntas razodveis
logo surgem: qual o tamanho minimo da amostra para que se tenha uma boa predigao? Como
medir a acuracia desta predigao?

Podemos citar algumas aplicagoes de aprendizagem estatistica em outras dreas do conheci-
mento: predizer o valor de uma agao em seis meses, predizer se um paciente que estd doente
ou nao, estimar a quantidade de glicose no sangue de uma pessoa, identificar o risco de certas
doengas como o cancer e etc.

Os resultados, exemplos e defini¢des foram retirados do livro Vershyin [16].

2.4.1 Problemas de Classificacao

Os problemas que nos concentraremos aqui sao os chamados problemas de classificacao
bindria. A formulacdo matemédtica é simples: considere uma funcdo Booleana T: Q2 — R e
suponha que T seja desconhecida. Queremos usar uma amostra finita Xq,..., X, € Q gerada de
forma independente a partir de uma distribuicdo P em 2, para encontrar uma boa predicao de
T(X), sendo X € Q um ponto aleatério. Chamamos de func¢do alvo a fungao T e de dados de
treinamentd™] a amostra

(X“T(X,))7 1= 1,,7’2,

15Do inglés, predictors.
16Do inglés, training data.
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Quando T é uma funcao Booleana, o conjunto 2 fica dividido em duas classes. Usando
ferramentas como a dimensao VC e a integral de entropia de Dudley, é possivel dar uma cota
superior ao valor esperado do risco empirico e fornecer o tamanho necessario de uma amostra
para que esse valor esperado tenha risco excessivo cotado por € arbitrario.

Exemplo 2.4.1. Considere um estudo de satude em uma amostra de n pacientes. Os parametros
a serem coletados, por exemplo, pressao sanguinea, peso corporal, doencgas cardiacas e etc, for-
mam um vetor X; € R Suponha que sabemos quando esses pacientes possuem diabetes, in-
formagao que € traduzida pondo T(X;) € {0,1} (1=diabético, O0=ndo diabético). O objetivo €é
usar os dados de treinamento para obter uma funcdo alvo T: R? — {0,1} que forneca o di-
agnostico de diabetes para qualquer pessoa.

2.4.2 Risco e complexidade

Uma solucao para o problema de aprendizagem pode ser expressa como uma fungao f: 2 — R.
O objetivo, é claro, é que f seja o mais préxima da funcao alvo T possivel, o que é atingido
minimizando o risco

R(f) =E(f(X) - T(X))".

Nesta definicao, X é uma variavel aleatéria com a mesma distribuicao P da amostra Xq,..., X, €
Q. Como T e f sdo Booleanas, a expressao acima é, na verdade, a probabilidade de uma classi-
ficacdo errada:

R(f) =E(f(X) = T(X))* = 0-P{(f(X) - T(X))* = 0} + 1-P{(f(X) - T(X))* = 1}
=P{f(X) #T(X)}.

A quantidade de dados necessaria dependerd da complexidade do problema. Pode ser que a
func¢ao T seja muito dependente X, ou ndo. Além disso, uma boa escolha de .%, a qual chamamos
espaco de hipdteses, é determinante para encontrar a solucao. Nossa intuicao nos leva a pensar
que quanto maior o espago de hipdteses, mais chances de encontrar uma solugao 6tima. Ou, no
extremo oposto, escolher % mais restrito demandard uma amostra de tamanho menor.

Ocorre que o cenario ideal é um equilibrio das duas situagdes: néo podemos tomar % tao
pequena para nao correr o risco de subestimar a complexidade do caso, tampouco queremos .#
muito ampla a ponto de a solugao ser afetada por ruidos. A figura abaixo, retirada do livro
Vershyin [16], ilustra esse paradigma.

1 1
i o 1 . 1 0 0 0 1 0 0 5 1
1 i & ! 1 11 1 i
o : 1 4 1] i 1 0 i 1 g
0 1 b At 0 1
0 1 0 0 1
0 g 1 o 1
1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1
1] 0 0 ; 1]
0 %9 o ] 0 0o o ] 0o 949 o 0

Figura 2.3: Subajuste, sobreajuste e ajuste correto, respectivamente.
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2.4.3 Risco Empirico via Dimensao VC

Idealmente, queremos achar uma fungdo f* no espago de hipétese .# que minimiza o risco
2
R(f) = E(f(X) — T(X))*:
f* =argmin R(f).
feF
Pode ser que a funcdo T pertenga a %, e nesse caso, o risco é zero. Ocorre que nao é possivel
calcular o risco e portanto, f* somente a partir dos dados de treinamento. O que esses dados
fornecem é uma estimativa dos valores de R(f) e de f*.

Definigao 2.4.1. O risco empirico para uma fung¢do f: Q — R é definido como

Ro(f) ==Y (f(X:) = T(X))*.

i=1

S|

Denotamos por [} a fung¢ao no espago de hipdteses F que minimiza o risco empirico:

f; = argmin Rn(f)'
fez

Verifica-se que podemos produzir um excesso de risco quando estamos usando uma amostra
finita de tamanho n. Quao grande pode ser a diferenca

R (fr) — B(f7)?

O préximo teorema se debruga sobre essa questdo. Antes disso, provaremos um lema necessario
para sua demonstracao.

Lema 2.4.1. (Ezcesso de risco via desvios uniformes) A sequinte desigualdade € vdlida pontu-
almente:

R(fy) — R(f") < 2sup [Rn(f) — R(f)].
fez

Demonstragdo. Seja € = sup e g |Rn(f) — R(f)|- Como f € F, temos R(f) — Rn(f;) <€, 0
que implica

O

Teorema 2.4.1. (Ezcesso de risco via dimensao VC) Assuma que a fungao alvo T é uma fungao
Booleana e o espago de hipdteses F é uma classe de fungdes Booleanas com dimensdo VC finita
e ve(F) > 1. Entao existe constante C > 0 tal que

vc(ﬁ).

ER(f) < R(F) +C oy 5

(2.12)
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Demonstracdo. E suficiente mostrar que

E sup |[Ru(f) - R(f)| < C -1 YT,
fes n

De fato, pelo Lema [2.4.1] vale

ER(f;) SER(f*) +2E sup [Ra(f) — R(f)]
fez

= R(f*) +2E sup |R,(f) — R(f)],
fezF

donde seguird a desigualdade (2.12). Para chegar a desigualdade acima, lembre-se que R(f}) é
uma funcao das varidveis aleatérias X;, enquanto R(f*) é um valor deterministico. Portanto,

basta tomar o valor esperado na desigualdade dada pelo lema anterior. Usando as defini¢oes de
risco empirico e o verdadeiro risco, temos:

E sup |R.(f) — R(f)| = E sup I% Z (f(X:) = T(X:)* —E(f(X) - T(X))?|

—Esup |23 [(f - DX E[(f - )X

fez N4

— Esup | S (f — T (X,) — E(f — T)*(X)|

fez Mo

1 n
=Esup|— I(X;) —El(X)],
omp 1 3 106) — B

sendo . = { (f-T)?|feZF } Para nao cair numa cota que depende da dimensdao VC da
classe .Z, nao vamos aplicar diretamente o Teorema No entanto, podemos repetir o roteiro
de sua demonstragao (simetrizacao e integral de Dudley) e chegar em

13 1 diam(.Z)
E sup |- I(X;)-El(X g—E/ log N(Z, L?(uy,), €)de.
le§|n;( ) (X)] N V/log N( (1n)€)

O Lema[2:4.2] mostrard que os nimeros de cobertura de .Z e .& estao relacionados:
N(Z, L (), €) < N(F, L2 (), ).

Apébs uma mudanga de variaveis, chegamos em

n

1 4 2
Esup |— I(X;)—-EI(X S—E/ log N(%, L%(uy,),€)de.
sl 3106 ~BI00| < o Vs N L))

Novamente usamos o Teorema [2.3.1] e 0 mesmo raciocinio do final da demonstracao do Teorema
provando a existéncia de uma constante absoluta C' tal que

vc(ﬁ).

Esup |- S UX) ~BIX)| < 0y ™

n
ey N

(2.13)
O
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Lema 2.4.2. (Numero de cobertura de .7 e de £)
Seja T fung¢do Booleana e . uma classe de fungdes Booleanas. Seja £ a familia induzida
por F, L ={(f-T)?*|feZ}. Entio

N(Z,L(1a).€) < N(ZF L (1), ).
Demonstragdo. Seja { f; };Vzl uma §—cobertura de .. Vamos mostrar que { (f; —T)* };Vzl é

uma e—cobertura de £. J4 sabemos que d(f,g) = [|f — gllz2(u,) = (2 i (f X, — gXi)Q)%,
logo tomando g € .Z, com g = (h —T)? e g € .F, considere f; € .Z tal que d(f;,h) < £- Vamos
calcular d(g, (f; — T)?) :

2

S|

©
I
—

dlg, (i~ T)%) = (
g
g
g

1 n 2
( > (WX~ f2X; — 20X, TX; + 2fiXiTXi)2>
n

i=1

1h? = f7 = 2hT = 2£iT) || £2(p,0)

(9Xi — (fi — T)2X1)2>

2

3=

N
Il
—

(h=T)*X; — (fi — T)2X¢)2>

2

S|

«
Il
-

(hX; —TX;)* = (fiXi — TXi)2)2>

1
2

S|

1

©
I

(R*X; — 2hX,TX; +T%X;) — (f2X; — 2 XiTX; + T2X1-))2>

1

< B = fllr2qun + 2hT = fiT||p2(,,) (desigualdade triangular)
< b= fillL2un) + 2110 = fill L2 () (2.14)
= 3d(fi,h) < %, (por hipétese) (2.15)

implicando d(g, (f; — T)?) < 3¢ < . Note que na desigualdade (2.14) usamos o fato de h e f;
serem Booleanas, implicando h* = h e f? = f; e também ||hT — fiT|[ 124,y < b — fill L2(u)
(basta analisar os casos em que T =0e T = 1).

Observagao 2.4.1. Podemos provar na verdade um fato muito melhor que o anterior:
N(X,L2(un),€) - N(ﬂv Lz(:un)vs)'

De fato, note que se f é Booleana, entio f = |f| = f?. Disto,

d((h=T)*(fi =T1)*) = [(h=T)*—(fi = T)*llr2(un) = Ilh = T| = [ fi = T|l| £2(n, {2-16)
< h =T = fi + Tl 22(u)
= |k = fill L2 (un)

= b= fillL2(un) = d(h, fi)-

Perceba que em ([2.16]) usamos |a| —|b| < |a—b|. Como a norma L*(u,) é dada por uma integral,
isto implica a desigualdade.
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O que provamos com isto é que uma e—cobertura { f; }jvzl de F gera a e—cobertura de L,

N . o
a saber, { (f; —T)* }jzl. Portanto, os nimeros de cobertura coincidem.

O Teorema [2:4.] fornece justamente a quantidade que querfamos: o tamanho da amostra
necesséario para que tenhamos o excesso de risco controlado. E suficiente tomar uma amostra de
tamanho proporcional a dimensao VC da classe de hipdtese. De fato, dado € > 0,

c ve(F)

<ee= e 2ve(F)<n-C.

Neste ponto, fica explicita a importancia da familia .%: se quisermos que o algoritmo de apren-
dizagem funcione minimamente bem, precisamos escolher o espaco de hipéteses com dimensao
VC finita.

Uma vez encontrada a solucao f,; de um certo problema de classificagao, o Teorema
torna possivel mensurar o quao confidvel é a predi¢ao dada por f,r. Nestes casos, o risco é dado
pela probabilidade de a solucao classificar erroneamente.

Exemplo 2.4.2. Considere o seguinte problema de classificacdo: estamos tentando obter a
fungdo T: R? — {0,1} com os dados de treinamento X1,...,X, € Q, gerados de forma in-
dependente a partir de uma distribuicdo P em R%. Antes de escolher .7, pense que ndo podemos
tomar uma classe tio grande (para evitar o sobreajuste) e nem tdo pequena (para evitar o su-
bajuste). Em outras palavras, estamos buscando uma classe de curvas nao tao complicadas e
nem tdao triviais quanto uma reta. Escolher F = { 1c | C € uma circunferéncia em R? } parece
razodvel, portanto. Jd sabemos do Exemplo que ve(F) = 3.
Apesar de ser possivel calcular o risco empirico

(f(X:) — T(Xy))?
1

Rn(f) =

S|

n
=
para qualquer funcdo f definida no plano, estamos interessados no seu minimo sobre % . Con-
sidere que a solucao desse problema de aprendizagem é
fr =argmin R, (f).
fez
Calculando f:(x) para algum ponto x € R?, saberemos a classificacdo de qualquer x que ndo esteja
no conjunto dos pontos de treinamento. Para avaliar nossa predicdo, basta aplicar o Teorema

271 e teremos

Bag) < R+ 0D o2

Concluimos que, em média, a solugcdo encontrada f) dd a classificacdo correta dentro de um erro
1 . . % . ~ .
de ordem T Ou seja, a probabilidade de f dar a classificaco correta é quase a mesma da

melhor fungdo f* (o melhor circulo) no espago de hipdtese.
2.5 Conclusao

Usando algumas técnicas de concentragao de medida relacionadas na Subsecao 2.1.1, vimos
que a classe de processos subgaussianos é ampla e rica em propriedades. Por meio de dois concei-

tos deterministicos, o nimero de cobertura e a dimensao VC de um conjunto, foi possivel analisar
propriedades de um processo estocastico. Com o primeiro obtivemos uma cota superior para o
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supremo de um processo subgaussiano (X;);er explicita na Integral de Dudley, Teorema [2.2.2
Podemos destacar o encadeamento como a ideia fundamental para a obtengao desse resultado.
O segundo conceito, juntamente com a técnica de simetrizagao e a propria Integral de Dudley,
foram os ingredientes principais para chegar ao Teorema[2.3.3] uma cota superior para o supremo
de um processo empirico. Esse, por sua vez, foi o objeto matemético que permitiu investigar
alguns problemas reais, como o exemplo dado em problemas de classificagao na Subsecao 2.4.1.
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Apeéendice

A Preliminares em Variaveis Aleatdrias

Esta secao contém os principais resultados e definicoes de um curso de probabilidade intro-
dutério. Para maiores detalhes e demonstragoes, consulte Chung [4] e James [10].

A.1 Definicoes basicas

Fixado um espago de probabilidade (2, #,P), uma varidvel aleatéria X é uma fun¢do men-
surdavel definida num conjunto arbitrario 2, X:  — R. Vamos listar algumas quantidades e
funcoes associadas a varidavel X :

Definicao A.1. (Funcdo de distribuicao ou distribuicio acumulada) A funcdo de distribuicao
da varidvel aleatoria X, representada por Fx, € definida por

Fx(z)=P(X <z),z€R. (17)

Definicao A.2. (Média, esperanca ou valor esperado) Seja X uma varidvel aleatdria e F sua

funcao de distribuicdo. A espemngﬂ de X ¢ deﬁm’dﬂ por

+oo
E(X) = / 2dF(z). (18)

— 00

Definicao A.3. (Variincia) Seja X uma varidvel aleatdria e F sua fungao de distribuicdo. A
variancia de X € definida por

E(X -EX)? = /+Oo(x ~EX)%dF(x), (19)

— o0
quando a integral existir.

Definicao A.4. (Covariincia) Dadas duas varidveis aleatdrias X e Y, a covaridncia € definida
por
cov(X,)Y)=E[(X -EX)Y —-EY)],

quando o lado direito desta igualdade existir.

7Em alguns momentos, abolimos o uso de parénteses para nio carregar a notacio e simplesmente escrevemos
EX.

18Para que o valor esperado esteja bem definido, é necessirio que o lado direito da equacdo convirja absoluta-
mente. Um exemplo cldssico em que isto nao ocorre é a distribuigao de Cauchy.
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Definicao A.5. (Fungao Caracteristica) A fungdo caracteristica de uma varidvel X com distri-
buicao F € definida por

+o00o
px(t) = /_ exp(izt)dF (z) = Eexp(itX),t € R.

Definicao A.6. (Func¢ao Geradora de Momentos) A fun¢ao geradora de momentos de uma
varidvel X € definida por
Mx(t) =Eexp(tX), teR,

quando o lado direito desta igualdade existir.

Definicao A.7. (p-ésimo momento) Para p > 0, definimos, quando existirem as integrais, o
p-ésimo momento por E XP e o p-ésimo momento absoluto por E|X|P. Tomando a raiz p-ésima,
obtemos a norma LP: )

[ X]|zr = (E]1X|7)>.

Quando p = oo temos o supremo essencial de X :

| X|lee =inf{aeR||X|<a gqtp}

A.2 Desigualdades e teoremas classicos

Teorema A.1. (Desigualdade de Jensen) Seja X wvaridvel aleatéria tal que E|X|,E|p(X)| < o0
e p: R —= R funcio convexd™| Entdo

P(EX) <Ep(X).
Teorema A.2. (Desigualdade de Minkowski) Para p € [1,00] e varidveis aleatérias X,Y € LP,
X + Yz <[ X[lze + Y] e
Teorema A.3. (Desigualdade de Holder) Para p,q € [1,00] com % +% =leXelPeY €Ll
[EXY| < [|XI|zr [[Y]| o

Teorema A.4. Para toda varidvel aleatoria X, vale

0 0
EX = [ P{X>thdt— / P{X < t}dt.

0 —o0

Teorema A.5. Seja X varidvel aleatdria e p € (0,00). Entdo
o0
E|X]P= / ptPIP{X > t}dt,
0

sempre que o lado direito da igualdade for finito.
Teorema A.6. (Desigualdade de Markov) Seja X varidvel aleatdria ndo-negativa et > 0. Entao

EX
P{X >t} < =~

9Uma fungdo ¢ é convexa quando p(Az + (1 — N)y) < Ap(z) + (1 — A)¢(y) para todo X € [0, 1] e para todos =
e y no dominio de ¢.
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Teorema A.7. (Desigualdade de Chebyshev) Sejam ¢ wma fungdo crescente e estritamente
positiva em (0,00) com @(u) = o(—u) e X wvaridvel aleatdria tal que Ep(X) < co. Entdo para
todo u > 0, wvale:

Ep(X)

P(|X| > u) < o)

Teorema A.8. (Teorema de Slutsky) Sejam X,,X e Y wvaridveis ou vetores aleatérios. Se
X, —»p X eY, —p c sendo c uma constante, entao

a) X, +Y, ->p X +¢;

b) Yn X, —p cX;

c) % —p X, quando ¢ # 0.

A.3 Teoremas Limite

Os préoximos teoremas sao resultados classicos em Probabilidade. Aqui estdo enunciados em
suas versoes mais bésicas, para hip6teses mais gerais consulte James [I0] e Chung [4].

Teorema A.9. (Lei fraca dos grandes nimeros) Sejam X1, Xa, ... varidveis aleatdrias indepen-
dentes, identicamente distribuidas e integrdveis com média p. Entdao

X1+ Xo+...+ X,
n

—p K.
Teorema A.10. (Lei forte dos grandes nimeros) Sejam X, Xo, ... varidveis aleatdrias inde-

pendentes, identicamente distribuidas e integrdveis com média . Entdao

Xi+Xo+...+ X,
n

— 1L quase certamente.

Teorema A.11. (Teorema Central do Limite) Sejam X1, Xs, ... varidveis aleatdrias indepen-
dentes, identicamente distribuidas com média 1 e varidncia 02 < 0o. Se S, = X1 +Xo+. ..+ X,,,
entao

Sn —np
——— —p A(0,1).
O'\/H D ( ) )
Teorema A.12. (Teorema Central do Limite - caso multivariado) Sejam X1, Xs, ... vetores

aleatorios em RF independentes, identicamente distribuidas com vetor de média p e matriz de
covariancia . Entao,

% > (Xi = p) =p Ni(0,%).

B Derivadas de funcionais

Esta secao contém definicoes e resultados necessérios para estudar o comportamento local
de estimadores perante a pertubagoes infinitesimais. Para tanto, definiremos a seguir diferentes
conceitos de diferenciabilidade. O capitulo 20 em van der Vaart [14] contém todos detalhes aqui
omitidos.
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Definicao B.1. Uma aplicacdo T: D — E entre espagos normados € dita Gateauz diferencidvel
em F € D se para todo h fixo existir um elemento Tj(h) € E tal que

T(F +th) —T(F)=tTr(h)+o(t), tl]O0,

ou, equivalentemente,

T4 (1) = Jim T(F + tht) - T(F)
m

A diferenciabilidade de Gateaux é conhecida como derivada direcional e sua defini¢ao também
inclui a linearidade e continuidade da aplicacdo Tj: D — E.

Observagao B.1. Decorre diretamente da definicdo que a funcao de influéncia de um funcional
T aplicado numa distribuicdo F no ponto x € a derivada de Gateaux de T em F na dire¢do 6, —F :

IF(2,T,F) = Tp(6, — F).

Um conceito mais forte de diferenciabilidade, necessario para aplicar o Delta Método Funci-
onal, é a derivada de Hadamard.

Definigao B.2. Uma aplicagio T: Dp C D — E tal que F € Dy € dita Hadamard diferencidvel
em F se existir uma aplicagao linear e continua, Ty: D — E tal que

T(F +thy) —T(F) =tTp(h) 4+ o(t), t}0, para toda sequéncia (h:); tal que hy — h, (20)
ou, equivalentemente,

T () — tim T )~ T(E)

lim . ,  para toda sequéncia (hy); tal que hy — h.
e

Mais precisamente, para toda hy — h tal que F'+th pertence ao dominio de T parat > 0 pequeno.

A diferenciabilidade de Hadamard é conhecida como diferenciabilidade compacta, ja que sua
definicao é equivalente ao limite com h em subconjuntos compactos de D.

Note que o valor de ambas as derivadas é o mesmo, os conceitos diferem apenas no detalhe
de que a Hadamard diferenciabilidade permite variar as diregoes h; com ¢ enquanto a derivada
de Gateaux mantém a direcao fixa.

A defini¢do de Hadamard diferenciabilidade requer que ¢ : D — E exista em todo o conjunto
D. Quando esse ndo é o caso e ¢ existe somente em Dy C D, com as sequéncias hy — h
convergindo para limites h € Dy, entao ¢ é dita Hadamard diferencidvel tangencialmente a esse
conjunto.

B.1 Delta Método

Considere T;,, um estimador do parametro 6 e ¢ uma fungao dada. Se estivermos interessados
em ¢(0), é razodvel usarmos ¢(T;,) como estimativa para ¢(6). O Delta Método é uma técnica
simples que almeja usar as propriedades assintéticas de T,, para obter as de ¢(T,), e com isso
estudar a distribuigdo limite de \/n(T,, — #). Em resumo, usaremos a expansao de Taylor para
aproximar um vetor aleatério da forma ¢(7},) por um polinémio. A versdo para funcionais desta
ferramenta, o Delta Método Funcional, é ingrediente imprescindivel para a prova do teorema
principal do Capitulo 1.
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Teorema B.1 (Delta Método). Sejam ¢: Dy C R¥ s R™ diferencidvel em 0 e Ty, : Q, + Dy
aplicagoes tomando valores no dominio de ¢ e tais que rn(T,, — 0) = p T para alguma sequéncia
de numeros r, — 00. Entdo

rn(@(Tn) — ¢(0)) —p &4(T)
e, além disso, também vale
Tn(¢(Tn) — ¢(0)) — ¢y(rn(Tn — 0)) = op(1).
Demonstragdo. Consulte Teorema 3.1 em van der Vaart [14]. O

Teorema B.2 (Delta Método Funcional). Sejam D e E espagos normados e ¢: Dy C D — E
Hadamard diferencidvel em 0 tangencialmente a Dy. Sejam T,,: Q, — Dy aplicacoes tais que
ro(T, — 0) —p T para alguma sequéncia de nidmeros r, — 0o e um elemento aleatério T que
toma valores em Dgy. Entdo

a(@(Th) — 8(0)) —p (1)
e, se ¢y estd definida e é continua em todo o espago D, também vale
n(6(Tn) — ¢(0)) = ¢y (rn(Tn — 0)) + op(1).
Dy é o subconjunto de D onde ¢}, existe.

Demonstragao. Consulte Teorema 20.8 em van der Vaart [14]. O

Teorema B.3 (Regra da cadeia). Sejam D, E e F espacos normados e Dy C D e E; C E.
Defina ¢: Dy — Ey, etp: Ey — F. Seja ¢ Hadamard diferencidvel em 0 tangencialmente a Dy e
¥ Hadamard diferencidvel em ¢(0) tangencialmente a ¢(Dy). Entdo o¢: Dy — F é Hadamard
diferencidvel em 0 tangencialmente a Dy com derivada

Vo) © Vo-

Demonstragdo. Consulte Teorema 20.9 em van der Vaart [14]. O

C Distribuicao normal Multivariada

Os resultados, defini¢oes e exemplos desta secao foram baseados no livro James [10].

C.1 Definigoes equivalentes

Um vetor aleatério n-dimensional X = (X7,..., X,,)T é um vetor coluna de varidveis aleatérias.
Quando estas sao integraveis, definimos o vetor das médias

px =EX =(EX,,...,EX,)T.
Denote por XT o transposto do vetor X. Do mesmo modo, podemos definir o vetor linha das
médias de um vetor aleatorio.

Dados X e Y dois vetores aleatérios com E X? < 0o, i € [n]g_vle EY? < 0, i € [m], definimos
a matriz de covariancia de X e Y:

Sxy = cov(X,Y) = E(X — ux)(Y = py)" = E(X — pux) (Y = p3) =
=EXY" - uxY" — Xpy + pxpy]
= ]E[XYT — pxpy].

20Denotamos por [n] = {1,...,n}.
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Segue direto desta definicao que a matriz de covariancia é simétricalﬂ Quando X =Y, temos
outra propriedade dada pelo teorema abaixo.

Teorema C.1. A matriz de covariincia Xx = cov(X, X) = E XX" —E X(E X)T ¢ ndo-negativa
definida.

Demonstracdo. Seja v um vetor n-dimensional arbitrario. Pelas propriedadesF_?l do produto in-
terno, temos:

vizxv =T (EXXT ~EX(EX)") v =E (vV'XX"v) - v EX(EX)"v
—E(v'X)" = (v'EX)” = VarvX > 0.
O
Uma das ferramentas mais importantes e tteis relacionadas a uma variavel aleatoria é sua

fungao caracteristica, definida em [A5] Também podemos defini-la para um vetor aleatério X e
um vetor t arbitrario, ambos de mesma dimensao:

ox(t) = Eexpit’X.

Assim como no caso unidimensional, a funcao caracteristica de um vetor determina univo-
camente sua distribui¢do. Usando esse fato, obtemos o seguinte teorema que relaciona a fungao
caracteristica de um vetor com as fungoes caracteristicas de suas coordenadas.

Teorema C.2. Dado um vetor aleatdrio X = (X1,...,X,), entdo as coordenadas X; sdo inde-
pendentes se, e somente se,

px(t) = H ox, (ti).

Demonstracdo. Suponha que as coordenadas X; sejam independentes. Pela defini¢ao,
n

ox(t) = Eexp(it”"X) = Eexp(i Y _ X;t;) = E ] [ exp(iXit;)
i=1 =1

= HEeXp(iXiti) = HWXf, (t:).
i=1 i=1

Por outro lado, suponha ¢x (t) =[]\~ ¢x, (t;). Sabemos pelo Teorema da Unicidade em James
[10], p. 239, que a funcao caracteristica de um vetor é unica. Se as coordenadas de X nao fossem
independentes, entao a funcao caracteristica do vetor X seria diferente do produto, o que é um
absurdo por hipétese. Logo, sao independentes. O

O que daremos a seguir é a extensao vetorial da definigdo de uma varidvel aleatéria normal. J&
sabemos que em Probabilidade e Estatistica esta distribui¢ao é das mais importantes, e por isso,
nada mais natural que entender como se dé a distribuigao gaussiana em mais de uma dimensao.

Definicao C.1. Um vetor aleatdorio X tem distribuicdo normal multivariada ndo-degenerada se
possui densidade conjunta:

_ 1 o @)V (@—p)
Ix(@) = (2m)"| det V| p{ 2 } 1)

para algum vetor p e alguma matriz V' positiva-definida.

21Basta notar que suas entradas sdo dadas por (Exv):j = cov(X;,Y;) = cov(Y;, X;) = (Sxv)ji-

22Dados dois vetores u e v, {(u,v) = uTv = vTu, logo (u,v)? = uTvvTu.
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O teorema seguinte mostra como esta definicdo pode ser substituida por outras equivalentes.
Teorema C.3. Sdo equivalentes:
a) X tem distribui¢do normal multivariada nao-degenerada.

b) Ezistem matriz D e um vetor w tais que
X=DW+p, (22)
sendo W um vetor com coordenadas independentes normais padrao.

¢) Seja X vetor aleatdrio de média p e matriz de covariancia . A varidvel aleatdria unidimen-
sional a¥ X tem distribuicdo normal, isto é,

a’ X ~ N (a"pn,a*Sa), para todo vetor a. (23)

d) A funcao caracteristica de X € dada por:

1
ox(t) = exp <itTu - 2tTZt> ) (24)

sendo p o vetor média de X e X sua matriz de covariancia.

Um fato interessante (ou inusitado) é que de acordo com a Definigao o vetor X identi-
camente nulo tem distribuicao normal multivariada, bastando pegar a matriz D com todas as
entradas iguais a zero. O caso unidimensional, isto é, a varidvel aleatéria X = 0, serd portanto,
considerada uma normal degenerada.

Demonstragao. b) < ¢) Seja X vetor aleatério satisfazendo . Para qualquer vetor a,
a’X =a”(DW + p) = aT (DW) + a’' = (DTa)TW + a” pu.

Concluimos que a”’X é uma combinacio linear de normais independen‘ces‘?l7 logo uma variavel
aleatéria normal pelo Teorema

Agora suponha que o vetor X cumpra . Vamos mostrar que X = DW + p para alguma
matriz D e algum vetor real p, sendo W = (W1, Wy, ..., W,) e W; ~ A4(0,1) independentes.
Seja Yx a matriz de covaridncia de X, p = EX e D? = Yx = V. Supondo a existéncia de
V=1 tome o vetor W = D71(X — p). A existéncia de V1 garante a existéncia de D~!. Para
qualquer vetor s, sT W é uma combinacdo linear de X somada a uma constante, portanto normal
por hipétese. De fato,

sTW=s"D"'X-s"D = (D_ITS)TX - (D_lTs)Tu.

Além disso, EW = D~1(EX — p) = 0 implicando
cov(W, W) =EWWT —EWEW)L = EWW’
=E(D (X — @) (DN (X - )" =EDT (X — p)(X — )" DV
=D VEX - p)(X—p)”
2 —1
=D VYy=D% D?>=1,.

23Somar uma constante a uma variavel aleatéria apenas multiplica sua distribui¢io por uma constante (pense
na fungéo caracteristica).
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O fato de EW = 0 também implica Es”W = 0 para todo vetor s pela linearidade do valor
esperado, resultando em

Vars’W = E(sTW)? — (Es”W)? = EsTWW7's =sTsEWW” = sTs,
Portanto, a funcdo caracteristica da varidvel s” W é dada por:

t2sTs
2

psrw (t) = exp(— ) (25)
Mas ¢srw (1) = pw(s), donde concluimos que W é um vetor normal multivariado com média
zero, matriz de covariancia I,, identidade e de coordenadas independentes. Para verificar a
independéncia das coordenadas, use o Teorema

Agora, vejamos o caso em que nao existe V1, isto é, V é singular. Assuma que g = 0.
Como V age em espagos de mesma dimensao (R™), a ndo existéncia da inversa de V implica a
nao injetividade (e nao sobrejetividade) de V. Logo, existe algum a # 0 tal que Va = 0, o que
resulta em a’Va = 0. Note que

aTVa=alYxa=al’ EXXTa=Ea’XX"a=Ea’Xa’X = E(a’X)?, (26)

o que significa que a”’X = 0 com probabilidade ]@ Consequentemente, alguma componente do
vetor X é uma combinacao deterministica linear das componentes restantes. Podemos assumir
que X,, é combinagcao linear de (X1,...,X,_1), a menos de possivel rearranjo das componentes
de X. Se a matriz de covariancia de (Xi,...,X,,—1) também nédo é invertivel, repetimos o
argumento até que eventualmente uma matriz nao-degenerada seja obtida. Neste ponto, o vetor
X é tal que X = (Y, Z) sendo Yy nao-negativa definida e Z = AY para alguma matriz A com
probabilidade 1. O vetor Y satisfaz a pelo que j& foi provado acima e também a definigao
pois escolhendo o vetor a = (1,0), temos por hipétese que al’X = Y tem distribuigdo
normal, logo qualquer transformacao linear de Y também tera distribuigao normal. Se Y é um
vetor de dimensdo k, considere D a matriz k x k tal que Y = DW ¢ W um vetor de n — k
normais padrao independentes. Por fim, podemos escrever:

SHEFRIL!

demonstrando que X satisfaz a definigao . Caso uma matriz nao singular nunca seja obtida
nesse processo, teremos X = 0 o que também satisfaz a definigdo com D = 0. Esse é o caso
de vetor normal multivariado mais degenerado possivel.

b) < a) Seja X vetor aleatério satisfazendo . Sabemos que a independéncia das varidveis
implica que sua densidade conjunta é dada pelo produto das densidades marginais:

fw(xy,...,zn) = };[1 J%exp(—%) = \/(1T)nexp(—; ;x?)
= ;ex flex
= T p(—5%x %)

Supondo a existéncia de D~} podemos usar o método jacobiand™| para obter a densidade de

24Use a propriedade da integral de Lebesgue.
25Lembre-se que DT =pT "¢ (DDT)~t = D" p-1.
26Consulte James [I0] para maiores detalhes.
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X:

fx(x) = faw (DM x = p)) | det D7 = ————— (— <x—u>TD-1TD-1<x—u>)

J@nrdet D] Y
B S, (_
v (2m)™| det V|

No tltimo passo usamos V = DD, o que implica

V[det V] = /| det DDT| = /| det D det DT| = \/[det D2 = |det D|.

Caso nao exista a inversa da matriz D, nao existe densidade conjunta.

Vamos mostrar a outra diregdo a) = b). Como V é positiva definida, existeFZl matriz D
também simétrica positiva tal que D? = V. A matriz D é, portanto, invertivel. De fato, que
detV = det D? = (det D)?> > 0. Entao tome o vetor W = D~}(X — p). J4 mostramos que
EW = 0 e cov(W, W) = I,. Note que cada coordenada W; do vetor W é uma combinacao
linear das varidveis normais X;:

N = o=

(= W (DDT) - ) )

Wi=elW=e/D'X-—p)=e/D'X —el'pn= (DilTei)TX —elp, (28)

sendo e; o vetor canonico correspondente. Para aplicar o Teorema [C.0| e concluir que W; tem
distribuicao normal, falta ver que X; sao normais unidimensionais. Para tanto, segue o cédlculo
da densidade marginal, onde usamos o fato de a matriz V ser diagonal e denotamos por \; seus
autovalores. Note que podemos transformar a integral multipla em R®™! em n — 1 integrais
iteradas pois o integrando é C*° (todas as derivadas parciais existem e sdao continuas, logo
podemos integrar em qualquer ordem). A densidade resultante é de uma varidvel normal:

1 (x—w)'Vi(x—p)

in(xi):/Rnl\/WeXp{_ Lk 5 K

_ 1 Zk,j ij(xk *Hk)(xj *Hj)

o My o 2 }

:me}(p{_vmi;m)} (2;)|A1|/R“p{_w}d“”

1 Von (20 — 1,,)?
(%)M/Rexp{ﬂ}d%
- (zi)A.eXp{_W}'

?

}dxl---di:i---dxn

day -+ dag - - - day,

Resta mostrar a independéncia das coordenadas do vetor W. Vamos calcular a densidade
conjunta de W usando o método jacobiano, donde segue que fx(x) = fw (D~} (x—p))| det D71
e portanto,

1

fo(x) = fw (Dil(x — ).

Denotando y = D~ (x — ),

fw(y) = |det D|fx (Dy + p),

27Consulte o Teorema 13.8 do livro Algebra Linear de Elon Lages Lima.
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logo

fw(y) = IdetD|WeXp{ _ (Dy+p- M)T2_1(Dy - u)}
= | det D (%)n'l(d o7 p{ - (D-Y)TD;I(Dy)}
= (;T)n exp { - (yTDTD212(Dy)}
B (;T)n exp{ - yT7y}

2
B <12w> oo {5} <127r> w{ -}

que é o produto de densidades de varidveis normais padrao. Portanto, as coordenas de W sao
independentes.

b) < d) Seja X vetor aleatério satisfazendo . Vamos calcular sua funcgao caracteristica
usando o Teorema

¢x(t) = Eexp (it (DW + p)) = exp(it” p) Eexp(it’ DW)

— expit” w)pw(DT0) = expit” ) [ ex (5 (07007

= exp(it” p) exp (—; Z(DTt)i)2>

. 1
= exp(it” ) exp (—Q(DTt)T(DTt))

1
= exp (itT/,L — 2tTDDTt) .

Resta mostrar que EX = p e ¥ = DD7T. O primeiro segue direto da linearidade da esperanca
e de EW = 0. Para o cédlculo da matriz de covariancia, lembre-se que ja calculamos EWWT =
Id:
cov(X,X) = E[(DW + u)(DW + p)T — pp®)
=EDWW'DT + DWuT + uW'DT + pu® — ppT)
=DEWW DT + DEWuT + uEWTDT = DEWW?' DT = DDT.
Por outro lado, considere X um vetor aleatério satisfazendo . Considere a diagonalizacao da

matriz ¥ ¥ = UDU ! sendo U matriz ortogonal e D a matriz diagonal com os autovalores de X.
Defina o vetor W = A~1(X — ) com A = Uv/DU . Note que A?> = (Uv/DU ') (UVDU') =
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UDU~! = %. Isto implica, usando algumas propriedades de matrizes, F_gl 0 que segue abaixo:
EW=EA (X -p)]=A"(EX~-p)=0
coV(W, W) = E A~ (X — p)[ A~ (X — )]
SEAMX —p) (X —p)TA Y =A A s =414 'y
—ATATIS = A2 S =14

Para ver que W é um vetor de coordenadas independentes normais padrao, usaremos o
Teorema [C.2le AT = A. Temos:

pw(t) = Eexp(it’ A~ (X — p))
= exp(—itTA ) Eexp(i(A~" £)TX)
= exp(—itT A7 p) Eexp(i(A~1t)TX)
= exp(—it" A7 p)px (A7)

= exp(—itT A7 ) exp (i(A_lt)Tu - ;(A_lt)TZA_lt>

1
= exp (—i(A‘lt)Tu +i(A7 )y — 2tTA_1At)
e Lire) — o L itQ ﬁe ( t?)
= eX —_— — ex —_— " = X —_—
" 2 Y 2 =1 ' =1 b 2

¢) & d) Seja X um vetor aleatério satisfazendo . Calculando a funcao caracteristica da
varigvel aZX no ponto t = 1:

warx (1) = Eexp(ial X).

2

Sabendo que a”’ X é normal, a equacdo acima é igual a exp (iu — %02)7 sendo 1 e 0° respectiva-

mente a média e a variancia de a’ X. Denote por ux o vetor EX = (ux,, ..., x, ), 07 = Var X;
e Y¥x a matriz de covaridncia de X. Pelos mesmos calculos do Teorema [C.6] temos = a”pux e
0% = a”Yxa. Portanto,

1
px(a) = Eexp(ia’ X) = parx(1) = exp (iu - 202>
=exp | ia ux — ia Yxal,
como queriamos demonstrar. Para provar a outra diregao, considere um vetor real a:

varx (t) = Eexp(ita’ X) = Eexp(i(ta) X) = px(ta).

Supondo que X tenha a fungéo caracteristica px(a) = exp (iaT m— %aTZa) sendo u o vetor da
média de X e X sua matriz de covariancia, segue:

1 1
parx (t) = px(ta) = exp <itaT,u - 2taTEta> = exp (itaTu - 2t2aTEa) ,

a funcdo caracteristica de uma varidvel normal com média a’ i e variancia a” Ya.

84— yyDU = AT =u-1" VD 'UT =U/DU! = A.
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a) < d) Esta equivaléncia é demonstrada mais facilmente usando a Defini¢ao isto é, fazendo
a) = b) seguido de b) = d) e posteriormente, (4) = b) e b) = a). Lidar com a expressao da
densidade torna as contas intragaveis.

¢) & a) Seja X vetor aleatdrio satisfazendo a Definigao Vamos calcular a densidade
marginal da varidvel X; para obter a distribuicdo de a’X. Note que o fato da matriz V ser
positiva definida implica |det V| = [T\, A;, sendo \; os autovalores de V. Como j4 calculamos
as marginas na prova da implicagdo b) < a), segue

1

Agora, basta usar o Teorema para concluirmos que a? X tem distribuicio normal.
Para a outra direcdo, faca ¢) = b) e depois b) = a). O
C.2 Teoremas uteis

Teorema C.4. Sejam X = (X1,...,X,,) um vetor normal multivariado. Entdo as coordenadas
de X sao independentes se, e somente se, a matriz de covaridncia de X € diagonal, isto €, se
cov(X;, X;) = 0 para todos os indices i, j.

Demonstragdo. Se as coordenadas sao independentes, entao é direto que cov(X;, X;) = 0 para
todos os indices i, j. Suponha entao que a matriz de covariancia de X é diagonal. Pela defini¢ao

(24),
ox(t) =exp | itTp — 1tTEt = exp iZtlul — 1215202
2 1M 2 7Y
1
= Hexp <iti,ui - 275?0?) = px, (t;).

Pelo Teorema [C.2} as coordenadas de X sdo independentes. O

Teorema C.5. Sejam X; ~ A (ui,02) n varidveis aleatdrias independentes e t € R™. Entdo

Z?:1 6 X ~ JV(Z?:1 Lifts, Z;L=1 t?“z‘z)'
Demonstrag¢ao. Vamos calcular a funcdo caracteristica da varidvel > ¢;X;:

Oy 1.x,(2) = Eexp (zz ZtiXi) =E ﬁ exp(izt; X;) = ﬁ E exp(izt; X;)
i=1 i=1

n n ) 1
= 1:[ ox,(zt;) = Hexp <mizti — 2(zti)20i2>

i=1
n 1 n
= exp (izZuiti — 52'2 thc?) .
i=1 i=1

‘ x sis .z L1 n o ca . n 2 2
Esta é a fungao caracteristica de uma variavel normal com média ) ", ;j; e variancia ) ., tio;,

como queriamos demonstrar. O

Um resultado parecido e igualmente 1til é quando as coordenadas X; formam um vetor normal
multivariado.
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Teorema C.6. Seja X = (X, .. .,Xn) um vetor normal multivariado com X; ~ N (ui,02).
Entdo S0 t:.X; ~ N(O 1 tips, 7).

Demonstra¢do. Usando a defini¢do (23]) de vetor normal multivariado, o resultado é direto pois
> t:X; = tTX. Resta calcular a medla obtida facilmente:

Et"X =t"EX =)ty
A variancia pode ser calculada diretamentd®}
Vart™X = E(t7X)? — (EtTX)?
=EtTXXTt) - tTEX)?? =tTEXX"t —tTEX(EX)Tt
— 7 (EXXT _ ]EXEXT) t = tToxt,

ou podemos usar a fungdo caracteristica:

1
Oyt x, ( zuZt i Xi) = px(ut) = exp ( (ut)” p — 2(ut)T§3ut)
1
= exp (iutTu - 2u2tTEt>

que é a funcio caracterfstica de uma varidvel normal com média t¥p = S tipi e variancia
t7xt.
Quando n = 2, temos:

tTYxt = Z t;cov(X;, X;)t; = Ztl cov(Xi1, X;)t; + tacov(Xo, X;)t;
4,g=1
= 1 COV(Xl, Xl)tl + to COV(XQ, Xl)tl +t1 COV(Xl, Xg)tg + to COV(AXQ7 Xg)tg
= 3 Var X, + 2t1ty cov(X1, Xo) + 3 Var X. (29)
O

Observagao C.1. O Teorema[C-4 poderia ter sido obtido do Teorema[C.6, jd que um vetor de
varidveis normais independentes possui densidade conjunta, a saber, o produto das densidades
marginais.

D Desigualdades

Aqui daremos a prova das desigualdades usadas ao longo do texto.

Proposicao D.1. Para todo x € R, vale

exp(z) < = + exp(z?).

29Novamente usamos a simetria do produto interno u”v = 3" | u;v; = 30 viu; = viu
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Demonstragdo. Usaremos as derivadas da funcio f(x) = x + exp(2?) — exp(x). Como f'(r) =
1+ 2z - exp(z?) — exp(x),

f(x) = 042 - exp(z?) + 22 - 2z exp(2?) — exp(z) = (4% + 2) exp(x?) — exp(z).
Note que = = 0 é um ponto critico:
f(0) =1+2-0exp(0%) — exp(0) = 0,

e que
f(0) = (4-0% 4 2) exp(0?) — exp(0) = 1 > 0,

o que torna z = 0 um ponto de minimo local. Resta ver que lim,_, o f(x) = lim,_,_ f(x) = 400
e podemos concluir que x = 0 um ponto de minimo global. Portanto, para todo = € R, segue:

0= f(0) < f(z) = = + exp(z?) — exp(z) = exp(z) < z + exp(x?).

Proposigao D.2. Para todo z € [0, 3] vale

1
— < 2z).
17z_exp( x)

Demonstragao. Considere a fungio h(z) = exp(2z) —z-exp(2x)—1. Bastar mostrar que h(z) > 0
para z € [0, 1], pois

exp(2z)—z-exp(2x)—1 = h(z) > 0 = 1 < exp(2z)—x-exp(2z) = (1—x) exp(2z) = ﬁ < exp(2x).

Temos:
h(0) =exp(2-0) —0-exp(2-0)—1=0

1 1 1 1 1
“)Y=exp(2-2) — = -exp(2-=)—1=-e—1>0.
h(z) =exp(2-5) — 5 exp(2- 5) 56— 1>0
Além disso, a derivada de h é positiva no intervalo em questao
h'(z) = 2exp(2x) — (1 - exp(2z) + 22 exp(2z)) = (1 + 2z) exp(2z) > 0.

Portanto, i é fungao crescente e obtemos o resultado:

1
0 = h(0) < h(z) para z € [0, 5]
Proposicao D.3. Para todo n € N, vale
n! <n".
Demonstra¢ao. Provaremos por indugao em n. Para n = 1, é direto:

1=1<1'=1.
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Suponha que para n = k > 1 seja verdade

k! < kR
Entao,
k4+D=((k+1) k< (k+1)-k*
<(k+1)-(k+1)*
< (k+1)- (k+ 1)
como queriamos demonstrar. O

Proposicao D.4. Para todo p € N, vale
D
— < exp(p).

Demonstragdo. A aproximacao de Stirling p! ~ /2mp(£)P fornece

V2mpP s exp(—p) < p! < epP T exp(—p),
0 que implica

vV 27rp%1,3 < exp(p),

e como %T < \/27rp%1;, segue o resultado. Outra maneira simples de provar a desigualdade é

usar a expansao em série da fungao exponencial. Basta ignorar todos os termos da série exceto
0 p-ésimo:

© . n
exp(p)znz_:li!:i)—l-lj—i—...—kg—&—...
7
finalizando o resultado. O
Proposicao D.5. Para todos x, \ € R wvale
2 < A2 + 22
Demonstragdo. Basta notar que f(z) = A2 + 22 — 2\z = (A — z)? > 0 para todo x € R. O
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