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Resumo
Mostramos como aplicar sistematicamente o método simplético de Faddeev-Jackiw para
Relatividade Geral (RG), extensões de RG e gravitação em tétrades acoplada a férmions.
Nós também desenvolvemos uma análise completamente simplética para o cômputo de
simetrias de calibre e aplicamos os resultados para RG. Isso fornece um novo e coerente
esquema para análises Hamiltonianas de teorias de gravitação. A ênfase está sobre a
dinâmica clássica, na descoberta dos vínculos, das transformações de calibre, tanto na
superfície de vínculos quanto além dela, e do número de graus de liberdade; mas os
resultados do método também são relevantes para abordagens de quantização canônica.
Nós esclarecemos sutilezas acerca da abordagem simplética e tecemos comentários sobre
análises Hamiltonianas de teorias de gravitação estendida baseadas no método simplético,
apontando que a abordagem presente é sistemática, completa e robusta.

Palavras-chave: Relatividade Geral, gravidade modificada, ação de Holst-Dirac, variáveis
de Ashtekar, simetrias de calibre, formulação Hamiltoniana, formalismo simplético.





Abstract
We show how to systematically apply the Faddeev-Jackiw symplectic method to General
Relativity (GR), GR extensions and tetrad gravity coupled to fermions. We also develop a
completely symplectic analysis for the computing of gauge symmetries and apply the results
for GR. This provides a new coherent frame for Hamiltonian analyses of gravitational
theories. The emphasis is on the classical dynamics, uncovering the constraints, the gauge
transformations, in and off-shell, and the number of degrees of freedom; but the method
results are also relevant for canonical quantization approaches. We clarify subtleties of the
symplectic approach and comment on previous symplectic-based Hamiltonian analyses
of extended theories of gravity, pointing out that the present approach is systematic,
complete and robust.

Keywords: General Relativity, modified gravity, Holst-Dirac action, Ashtekar’s variables,
gauge symmetry, Hamiltonian formulation, Symplectic formalism.
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1 Introdução

A “irracional eficácia da matemática nas ciências naturais”[1] tem fascinado e
guiado os físicos por séculos, acabando por tornar o desenvolvimento de descrições formais
não apenas desejável do ponto de vista da elegância e beleza intrínsecas, mas também
necessário para a evolução do conhecimento científico. Tomemos o exemplo das coordenadas
generalizadas na descrição Lagrangiana que podem ser convenientemente selecionadas para
explorar as simetrias de um sistema e a geometria de seus vínculos[2]. Ou o formalismo da
mecânica quântica que através de espaços de Hilbert levou, por exemplo, ao enunciado do
importante axioma onde se diz que valores físicos observáveis como energia e momento
não podem ser considerados funções no espaço de fase, mas autovalores associados a uma
função de estado[3]. Enfim, é impossível exagerar a importância da perspectiva certa na
física. Neste trabalho motivações semelhantes nos levaram a investigar que informações
diferentes o formalismo simplético pode fornecer sobre teorias de gravitação canônicas
baseadas em Relatividade Geral (RG).

RG é atualmente a teoria padrão na descrição de fenômenos gravitacionais. A
compatibilidade entre dados observacionais e a teoria da relatividade geral tem sido
mostrada ao longo dos anos desde sua publicação[4] e ainda hoje novos testes são realizados
comprovando o sucesso da teoria[5–8]. Apesar disso, questões abertas e anomalias motivam
a investigações de descrições que vão além de RG, além dos fenômenos concernentes à
gravitação quântica[9–12]. Hoje em dia, aspectos sutis de RG, especialmente acerca de
suas simetrias de calibre, são muito melhor compreendidos do que eram no momento que
a teoria foi proposta. Portanto, eventualmente pode ser útil o uso de RG como exemplo
para análise de outras propostas em métodos matemáticos da física. Formalismos gerais
que lidam com a estrutura dinâmica de teorias físicas podem desvendar propriedades úteis
e fidedignas da natureza.

Um dos desenvolvimentos teóricos fundamentais de RG foi sua formulação Hamil-
toniana. O trabalho pioneiro de Arnowiit, Deser e Misner (veja [13,14] para revisões), o
formalismo ADM, foi importante em vários progressos de RG, desde gravitação quântica
até métodos numéricos de RG. É a formulação canônica mais utilizada de RG e é baseada
em variáveis com significado dinâmico claramente estabelecido. É surpreendente que, apesar
de décadas de existência, alguns de seus aspectos fundamentais acerca de simetrias de
calibre e outras sutilezas foram discutidos e elucidados há apenas poucos anos atrás[15–19].
Essas questões foram discutidas dentro do formalismo padrão para sistemas vinculados, o
formalismo de Dirac-Bergmann (para revisões, veja [20–22]).

Aqui consideramos outro formalismo para sistemas vinculados, o formalismo sim-



16 Capítulo 1. Introdução

plético, mais especificamente o formalismo de Faddeev-Jackiw (FJ)[23,24] na formulação
estendida de de Barcelo Neto-Wotzasek[25,26]. FJ, por sua vez, desenvolveram um mé-
todo para lidar diretamente com a Lagrangiana de uma teoria obtendo as equações de
movimento mesmo para o caso de teorias com Lagrangiana singular, para isso utilizam o
teorema de Darboux de modo a transformar o conjunto de variáveis de um problema em
um conjunto de variáveis canônicas independentes, à parte duma transformação de calibre.
A extensão de BW inclui um procedimento iterativo para lidar sistematicamente com os
vínculos.

O método FJ com algoritmo BW foi utilizado na obtenção de resultados para
uma ampla gama de problemas teóricos[25–33]. Serviu também de base para extensões de
outros métodos ou como princípio para gerar extensões de modelos conhecidos[29,34–38].
A aplicação do método num contexto de gravitação é recente[39,40] e ainda incompleta.
Buscamos neste trabalho justamente desenvolver esta aplicação. Nesta tese aplicamos o
método simplético na teoria da relatividade geral e na teoria de gravitação de Brans-Dicke,
estudando suas consequências. Nosso objetivo com esse trabalho é investigar como o
formalismo deve ser propriamente aplicado em teorias de gravitação tipo RG. No processo
esclarecemos algumas questões gerais acerca do formalismo simplético e que dizem respeito
não somente a teorias de gravidade. Além da aplicação a RG na sua descrição ADM padrão,
também consideramos, como ilustração do método para extensões de RG, duas teorias de
Brans-Dicke e a teoria ADM no formalismo de tétrades, mais especificamente, a teoria de
Holst-Dirac, que é basicamente a descrição de Palatini nas variáveis de Ashtekar-Barbero
acoplada à Lagrangiana de Dirac para bi-spinores. Além disso, apresentamos um método
puramente simplético para a obtenção de transformações de calibre.

A tese foi estruturada em cinco capítulos. No Capítulo 2 é apresentado o formalismo
simplético e sua descrição geométrica de sistemas físicos. O capítulo 3 apresenta um
método simplético para o cálculo das expressões para transformação de calibre. O Capítulo
4 desenvolve o formalismo de foliações para geometria Riemanniana e as quantidades
geométricas pertinentes são deduzidas em detalhes. No Capítulo 5 são resolvidos os
problemas de encontrar os vínculos e as simetrias de calibre das teorias de Relatividade
Geral e Brans-Dicke, além da contagem dos graus de liberdade. O Capítulo 6 trás a análise
simplética da teoria de Holst-Dirac, ou a gravitação no formalismo de tétrades acoplada a
férmions de Dirac. Por fim, o último capítulo traz um resumo do que foi obtido juntamente
com perspectivas adicionais decorrentes do trabalho realizado. Na seção de Apêndices o
primeiro é especial e traz uma revisão do formalismo de Dirac para sistemas vinculados,
os principais conceitos e métodos são apresentados e discutidos. Os apêndices seguintes
tratam de detalhes matemáticos e esclarecimentos pertinentes.
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2 Geometria de Sistemas Hamiltonianos Vin-
culadas

2.1 Introdução

Um sistema mecânico é descrito completamente através da análise de sua Hamilto-
niana. Explorando as características gerais de um sistema mecânico podemos descrevê-lo
formalmente utilizando geometria simplética. Descrições geométricas do espaço de fase
são úteis, dentre outras coisas[41], para generalizar o conceito de superfícies de vínculos e
sistematizar as relações existentes entre as quantidades duma dada teoria.

A geometria de Poisson aparece naturalmente na descrição de sistemas físicos. A
evolução de observáveis são descritos em termos de álgebras de Lie e estas, por sua vez,
são completamente definidas em função de estruturas simpléticas dadas naturalmente pela
dinâmica das variáveis do espaço de fase de um sistema clássico.

Neste capítulo fazemos uma revisão do formalismo simplético para sistemas vin-
culados de Faddeev-Jackiw[23,24], uma alternativa ao formalismo de Dirac que trata os
espaço de fase a partir de uma perspectiva essencialmente geométrica, generalizando a
construção canônica para construções equivalentes por transformações de Darboux. Nos
restringimos a enunciar o formalismo matemático estritamente necessário à formulação de
FJ, para um tratamento extensivo e rigoroso do tema ver Refs. [42,43].

2.2 Estruturas Simpléticas em uma Variedade

Iniciamos a seção fornecendo as definições e teoremas utilizados na descrição do
método simplético. A principal referência na escrita do capítulo foi [44], os outros textos
que também foram utilizados são [45], [46] e [47].

2.2.1 Variedade Diferenciável

Definição 1. Seja M um conjunto e U um subconjunto aberto de M . Uma variedade
diferenciável Ck, com k ≥ 1, de dimensão n é um conjunto M munido de um conjunto de
homeomorfismos ϕi : Ui → Vi, onde Vi é algum subconjunto aberto de Rn, tal que

∪iUi = M

Ui ∩ Uj ̸= ∅, então ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj)
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O par (Ui, ϕi) é chamado de carta e a coleção de todas as cartas, denotada por
(U, ϕ), é chamada de atlas. Escrevemos ϕ(x) = {xµ}, µ = 1, . . . , n, para denotar que o
atlas mapeia um ponto x ∈ M em um conjunto de coordenadas em cada ponto.

Grosso modo, uma variedade é um conjunto de pontos que podem ser marcados
com coordenadas, mais um conjunto de regras que dizem como esses pontos se relacionam
com seus vizinhos. Numa variedade diferenciável Ck essas regras são funções que contêm
derivadas parciais contínuas até a k-ésima ordem.

No que segue assumimos que todos os objetos são de classe C∞.

2.2.2 Espaço Tangente, Diferencial e Espaço Cotangente

Definição 2. Seja x ∈ M . Um vetor tangente a M em x é um mapa, ξx de C∞ em R tal
que

ξx[af + bg] = aξx[f ] + bξx[g],

ξx[fg] = f(x)ξx[g] + g(x)ξx[f ],

para f, g ∈ C∞, a, b ∈ R.

Mais precisamente, f : M → M com representação coordenada ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 :
Rn → Rn, com f : x 7→ f(x). Uma curva aberta em M é um mapa c : (a, b) → M onde
(a, b) é um intervalo aberto tal que a < 0 < b. Uma curva integral x(t) de ξ é uma curva
em M cujo vetor tangente à x(t) é ξx, i.e. dado um atlas (U, ϕ),

dxµ

dt
= ξµ(x(t)) , (2.1)

onde xµ(t) é a µ-ésima componente de ϕ(x(t)).

O espaço tangente a M em x, denotado por TxM , é o conjunto de todos os
vetores tangentes a M em x. Chamamos {eµ} = {∂/∂xµ} de a base coordenada de
TxM . Um vetor ξx ∈ TxM é escrito como ξx = ξµeµ e os números ξµ são chamados de
componentes de ξx com respeito a eµ. A ação de um vetor ξx em f é ξx[f ] = ξµ ∂f

∂xµ ∈ R.

Sejam M e N duas variedades diferenciáveis e seja ψ : M → N um mapa dife-
renciável. O mapa ψ induz uma transformação linear entre os espaços tangentes TxM e
Tψ(x)M , chamado de diferencial de ψ em x e denotado por dψx. Se ξx ∈ TxM , dψx(ξx) é
definido como o vetor tangente a N em ψ(x) tal que para f ∈ C∞(N)

dψx(ξx)[f ] ≡ ξx[ψ∗f ] .

Seja f ∈ C∞(M); o elemento diferencial de f no ponto x (x ∈ M), dfx, é definido
por

dfx(ξx) ≡ ξx[f ], ∀ξx ∈ TxM .
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O mapa dfx é uma transformação linear de TxM à R.

dfx pertence ao espaço dual de TxM , denotado por T ∗xM . Por definição, os elementos
de T ∗xM são transformações lineares de TxM em R e são chamados de vetores covariantes,
enquanto T ∗xM é chamado de espaço cotangente de M em x. Na base coordenada
escrevemos dfx = (∂f/∂xµ)dxµ. Naturalmente, {dxµ} forma uma base de T ∗xM .

Seja da = aµdx
µ ∈ T ∗xM e ξ = ξµeµ ∈ TxM . O produto interno ⟨ , ⟩ :

T ∗xM × TxM → R é definido por

⟨a, ξ⟩ = aµξ
ν

〈
dxµ,

∂

∂xν

〉
= aµξ

νδµν = aµξ
µ . (2.2)

Em nosso trabalho a(ξ) = ⟨a, ξ⟩.

2.2.3 Formas Diferenciais

Definição 3. Uma forma exterior de grau 1, ou 1-forma, é uma função linear ω :
TxM → R, i.e.,

ω(λ1ξ1 + λ2ξ2) = λ1ω(ξ1) + λ2ω(ξ2) , λ1, λ2 ∈ R e ξ1, ξ2 ∈ TxM .

Definição 4. Uma forma exterior de grau 2, ou 2-forma, é uma função bilinear ω2 :
M ×M → R e antissimétrica:

ω2(λ1ξ1 + λ2ξ2, ξ3) = λ1ω
2(ξ1, ξ3) + λ2ω

2(ξ2, ξ3) ,

ω2(ξ1, ξ2) = −ω2(ξ2, ξ1) , ∀λ1, λ2 ∈ R e ξ1, ξ2, ξ3 ∈ M .

Definição 5. O produto exterior entre duas 1-formas, denotado por ω1 ∧ ω2, em um
par de vetores ξ1, ξ2 ∈ TxM , é a área orientada da imagem do paralelogramo de lados
ω(ξ1) e ω(ξ2) no plano formado por ω1, ω2:

(ω(ξ1) ∧ ω(ξ2))(ξ1, ξ2) =
∣∣∣∣ ω1(ξ1) ω2(ξ1)
ω1(ξ2) ω2(ξ2)

∣∣∣∣ = ω1(ξ1)ω2(ξ2) − ω1(ξ2)ω2(ξ1) .

Definição 6. Seja xi = (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas local e ω1 uma 1-forma,
escrita localmente como ω1 = aidx

i — onde os diferenciais dx1, . . . , dxn formam uma
base para o espaço de 1-formas em xi —, ambos os objetos em M . A derivada exterior
de ω, denotada por dω, é definida por

dω1 = dai ∧ dxi .

Analogamente, definimos a derivada exterior da 2-forma ω2 ≡ 1
2aijdx

i ∧ dxj por

dω2 ≡ 1
2daij ∧ dxi ∧ dxj . (2.3)
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Por fim, uma r-forma ω = 1
r!ωµ1...µrdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr é dita fechada se dω = 0.

Daqui em diante o conjunto das funções C∞ em M será denotado por F(M), o
conjunto das r-formas diferenciais em M por Ωr(M) e o conjunto de vetores em M de
X(M).

Definição 7. Seja ω ∈ Ωr(M) e X ∈ X(M). A operação ιX : Ωr(M) → Ωr−1(M), definida
por

ιXω(X1, . . . , Xr−1) ≡ ω(X,X1, . . . , Xr−1) , (2.4)

é chamada de produto interior.

Para uma p-forma ω1 e uma q-forma ω2, temos

ιx(ω1 ∧ ω2) = (ιXω1) ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ (ιXω2) , (2.5)

especificamente, para uma 1-forma α,

ιXα = α(X) = ⟨α,X⟩ . (2.6)

2.2.4 Variedades Simpléticas e Teorema de Darboux

Definição 8. Seja M2n uma variedade diferenciável de dimensão par. Uma 2-forma
diferencial ω2 em M2n é dita não-degenerada se para todo ξ ̸= 0 existir um ζ tal que
ω2(ξ, ζ) ̸= 0, com ξ, ζ ∈ TxM .

Definição 9. Seja ω2 uma 2-forma fechada e não-degenerada. O par (M2n, ω2) é chamado
de variedade simplética.

O exemplo mais simples de variedade simplética é o espaço euclidiano R2 com a
forma simplética

ω = dx ∧ dy .

Um sistema de coordenadas simplético em M2n é um sistema de coordenadas
locais (q1, . . . , q

n, p1, . . . , pn) tal que nesse sistema a forma ω é escrita como

ω = dqi ∧ dpi, i = 1, . . . , n ,

chamada de 2-forma simplética. Introduzindo a 1-forma

θ = pidq
i , (2.7)

temos que a 2-forma simplética pode ser expressa como

ω = dθ . (2.8)
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Considere a transformação linear de um espaço simplético, S : M2n → M2n. Seja
pi : (p1, . . . , pn), qi : (q1, . . . , qn) um sistema de coordenadas simplético. Nesse sistema
de coordenadas podemos representar a transformação S por uma matriz n× n.

Teorema 1. Uma transformação é simplética – chamada simplectomorfismo, ou trans-
formação canônica – se, e somente se, sua matriz S nas coordenadas simpléticas (qi, pi)
satisfaze a relação

S−1f̄S = f̄ ,

onde

f̄ =
 0 −δij
δji 0

 .

A matriz f̄ é chamada de matriz simplética canônica. E por fim apresentamos
sem demonstração o teorema de Darboux.

Teorema 2. (Teorema de Darboux). Seja (M2n, ω2) uma variedade simplética e x ∈ M2n

um ponto. Então, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais ζ = (qi, pi), com
i = 1, . . . , n, centrado em x tal que a forma ω2 é escrita como

ω2 = dqi ∧ dpi .

Esse teorema nos permite estender para qualquer variedade simplética os resultados
de caráter local invariantes por uma transformação canônica obtidos para um espaço de
fase padrão.

2.2.5 Função Hamiltoniana

Considere a variedade simplética (M,ω) com forma simplética

ω = dqi ∧ dpi , (2.9)

a 2-forma diferencial ω ∈ Ω2(M) é dita não-degenerada se, e somente se, para qualquer
função f(q, p) ∈ F(M) existe um único campo vetorial Xf ∈ X(M), tal que ιXf

= −df .
Definimos como campo vetorial Hamiltoniano

Xf = ∂f

∂pi

∂

∂qi
− ∂f

∂qi
∂

∂pi
, (2.10)

de modo que

ιXf
= − ∂f

∂pi
dpi − ∂f

∂qi
dqi = −df . (2.11)

Definição 10. Definimos como parênteses de Poisson, denotado por {·, ·} em (M,ω),
a operação bilinear em F(M) dada por

{f, g} = ω(Xf , Xg) , (2.12)

com f, g ∈ F(M).
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Os parênteses de Poisson são antissimétricos, pois ω é antissimétrica. E além disso

{f, g} = ω(Xf , Xg)

= (iXf
)(Xg) = df(Xg)

= Xgf = LXgf , (2.13)

onde LXgf denota a derivada de Lie e a última igualdade está demonstrada no Apêndice
B.

Seja σ(t, x0) uma curva integral de um campo vetorial X = Xµ(∂/∂xµ) ∈ X(M)
que passa pelo ponto x0 em t = 0, com coordenadas σµ(t, x0), a Eq. (2.1) pode ser escrita
como

d

dt
σµ = Xµ(σ(t, x0)) , (2.14)

com condições iniciais

σµ(0, x0) = xµ0 . (2.15)

Chamamos o mapa σ : R ×M → M de o fluxo gerado por X ∈ X(M).

O fluxo σ(t) é um simplectomorfismo se, e somente se, LXµω = 0, caso em que Xµ

é chamado de campo vetorial simplético. Da identidade de Cartan, LX = d(ιXω) + ιXdω, e
de dω = 0, temos que LXµω = d(ιXµω) = −d2f . Logo, todo campo vetorial Hamiltoniano
Xf é um campo vetorial simplético e o fluxo Hamiltoniano consiste das transformações
canônicas. Portanto, da Eq. (2.13), temos que, sob o fluxo Hamiltoniano XH ,

d

dt
f(σ(t)) = XHf = {f,H} . (2.16)

Ou seja, a evolução temporal de uma função qualquer do espaço de fase simplético é gerada
pela função Hamiltoniana.

2.2.6 1-forma Lagrangiana

Definição 11. Seja f : M → N um mapa suave e seja dimM ≤ dimN .

• O mapa f é chamado de uma imersão de M em N se f∗ : TxM → Tf(x)N é uma
injeção (mapa do tipo um pra um). Naturalmente, a ordem de f∗ = dimM .

• O mapa f é chamado de um mergulho se f é uma injeção e uma imersão.

A imagem f(M) é chamada de uma subvariedade de N.

Na prática f(M) é difeomórfica a M , ou f(M) ∼= M .
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Tomemos agora o parâmetro da Eq. (2.14) para construir a variedade M2n+1 como o
espaço de fase estendido com coordenadas (q1, . . . , qn; p1, . . . , pn; t), de modo que (M2n

t , ω2)
seja uma subvariedade simplética de M2n+1 para cada t ∈ R. Dessa forma temos, por
construção, que funções das variáveis do espaço de fase f(q, p) ∈ M2n evoluem segundo o
fluxo Hamiltoniano dado pela Eq. (2.16), como difeomorfismos na variedade (M2n+1, ω2n+1)
de modo que, usando a Eq. (2.11), podemos escrever a 1-forma notável da Eq. (2.7) como

L = pidq
i −H(q, p)dt , (2.17)

chamada de 1-forma Lagrangiana, ou simplesmente, Lagrangiana.

Tomando a derivada externa de (2.17) temos

dL = dpi ∧ dqi − ∂H

∂qi
dqi ∧ dt− ∂H

∂pi
dpi ∧ dt . (2.18)

Desta feita, podemos identificar a matriz simplética canônica do Teorema 1 com a matriz
degenerada, chamada matrix pré-simplética,

f̄L =


0 −δji − ∂H

∂qj

δij 0 − ∂H
∂pj

∂H
∂qi

∂H
∂pi

0

 , (2.19)

cujo autovetor não nulo que leva ao autovalor nulo, também chamado de modo-zero,
dado por

να =
(
∂H
∂pi

−∂H
∂qi 1

)
, (2.20)

perpendicular à subvariedade simplética M2n
t para todo t ∈ R, com equações de movimento

de f(q, p) dadas pela Eq. (2.16), em particular

q̇i = ∂H

∂pi
, (2.21)

ṗi = −∂H

∂qi
. (2.22)

2.3 Formalismo Simplético
Apresentamos nesta seção o método simplético de Faddeev-Jackiw para formulação

Hamiltoniana de sistemas vinculados[23,24]. A formulação alternativa ao método de Dirac
dispensa a categorização dos vínculos (primeira e segunda classes, primários, secundários,
etc), bem como a construção de estruturas algébricas especiais (parênteses de Dirac),
favorecendo uma abordagem Lagrangiana. Logo em seguida apresentamos o algoritmo
proposto por Barcelos-Neto e Wotzasek[25, 33] como uma sistematização do método
simplético.
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2.3.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Considere a 1-forma Lagrangiana, escrita em coordenadas generalizadas do espaço
de fase, ξα,

L = aαdξ
α − V (ξ)dt, α = 1, . . . , N . (2.23)

A 1-forma Lagrangiana pode ser escrita como

L = 1
2ξ

αfαβdξ
β − V (ξ)dt, (2.24)

onde (fαβ) = f̄ é a matriz simplética, a 1-forma simplética a é

a ≡ 1
2ξ

αfαβdξ
β (2.25)

e a 2-forma simplética ω2 é

ω2 = da = 1
2fαβdξ

α ∧ dξβ. (2.26)

De forma geral ω2 não é constante.

Nesse ponto, de modo a tratar de grandezas definidas em toda a variedade, é útil
introduzir a seguinte definição.

Definição 12. Um fibrado tangente TM sobre uma variedade M é uma coleção de
todos os espaços tangentes de M :

TM ≡
⋃
x∈M

TxM . (2.27)

Antes de seguir adiante introduzimos propriamente o conceito de movimento numa
variedade.

Definição 13. Seja M uma variedade diferencial, TM seu fibrado tangente e L : TM → R
uma função diferenciável. A curva integral γ : M → R é chamada de um movimento no
sistema Lagrangiano com variedade de configuração M e função Lagrangiana L se γ é um
extremo do funcional

S[γ] =
∫ t1

t0
L(γ̇)dt , (2.28)

onde γ̇ é o vetor velocidade γ̇(t) ∈ Tγ(t)M .

Teorema 3. A evolução das coordenadas locais ξα = (ξ1, . . . , ξN) de um ponto γ(t)
sob movimento em um sistema Lagrangiano na variedade M satisfaz as equações de
Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂ξ̇α
= ∂L

∂ξα
, (2.29)

onde L(ξ, ξ̇) é a expressão da função L : TM → R nas coordenadas ξ e ξ̇ em TM .
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As equações de movimento para a Lagrangiana (2.23), segundo o Teorema acima,
são dadas pelas equações

∂aβ
∂ξα

ξ̇β − ∂V

∂ξα
= ∂aα
∂ξβ

ξ̇β , (2.30)

ou
ξ̇βfαβ = ∂V

∂ξα
, (2.31)

com
fαβ = ∂aβ

∂ξα
− ∂aα
∂ξβ

. (2.32)

Quando a 2-forma f é não-singular (não degenerada), podemos inverter a matriz
simplética e obtemos as equações de movimento

ξ̇α = fαβ
∂V

∂ξβ
, (2.33)

onde fαβ ≡ (fαβ)−1.

Caso a 2-forma simplética f seja singular (degenerada), não é possível invertê-la e
encontrar as equações de movimento, nesse caso usamos a denominação de matriz pré-
simplética para nos referirmos a fαβ. Entretanto, Faddeev e Jackiv argumentam[23] que,
pelo teorema de Darboux, tem-se que, para qualquer 1-forma a = aαdξ

α, α = 1, . . . , N ,
cuja matriz pré-simplética é degenerada de grau 2n, sempre é possível realizar uma mudança
de variáveis

ξα → (pj, qk, zl), j, k = 1, . . . , n, l = 1, . . . , N − 2n , (2.34)

de modo que a toma a forma padrão a = pidq
i, fora termos de derivada total. Com a

adição de “termos potenciais” na Lagrangiana que assume o formato

Ldt = pαdq
α − Φ(p, q, z)dt . (2.35)

Resolvendo as equações
∂Φ
∂zl

≡ 0 , (2.36)

escrevemos alguns dos z’s como funções das variáveis padrão e terminamos, em geral,
com expressões lineares nas variáveis tipo z. Reescrevendo a Lagrangiana substituindo as
variáveis tipo z por multiplicadores de Lagrange λ, temos então

L = pαq̇
α −H(p, q) − λlϕ

l(p, q) . (2.37)

Restando um conjunto de funções que chamamos de vínculos do formalismo simplético da
teoria,

ϕl = 0 . (2.38)
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Resolvendo as equações (2.38) seria possível reduzir a Lagrangiana ao seu formato original

Ldt = bα(η)dηα −W (η)dt , (2.39)

mas com um número reduzido de variáveis. Se a nova matriz pré-simplética for inver-
tível, obtemos as equações de movimento através de (2.33), caso contrário repetimos o
procedimento um número finito de vezes até encontrarmos uma matriz simplética regular.

O método original de FJ propõe que se revolvam os vínculos e se use uma transfor-
mação de Darboux intuída do contexto com o propósito de se encontrar a matriz simplética.
Como indicado por Jackiw, “Of course there may be the technical obstacles to carrying
out the above steps: solving the constraints may prove too difficult, constructing the
Darboux transformation to canonical coordinates may not be possible”[24]. Uma forma de
se superar esse tipo de questão numa dada teoria é abandonar a abordagem e se voltar
para o método de Dirac. Outra forma é continuar com a abordagem e usar o algoritmo de
BW, brevemente apresentado na próxima subseção.

2.3.2 O algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek (BW) como extensão do
método de FJ

O algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani consiste em encontrar, a partir
de uma Lagrangiana dita de ordem zero L(0), após n interações, uma Lagrangiana dita de
ordem n, L(n), a partir da qual é possível derivar a matriz simplética que governa a dinâmica
do sistema. A partir de L(0), dada implicitamente pela ação da teoria, identificamos as
coordenadas que compõem do vetor simplético de ordem zero ξ(0)α, as componentes da
1-forma a(0)

α e a matriz pré-simplética f (0)
αβ . Após n iterações do algoritmo obtemos a matriz

f
(n)
αβ , sem a necessidade de se eliminar vínculos ou encontrar transformações de Darboux

apropriadas, como acontece com o método de FJ original.

No algoritmo BW, evitamos lidar com as complicações associadas à linearização da
Lagrangiana e partimos de uma ação desde o início escrita linearmente nas velocidades,
como a eq. (2.23), e a denominamos L(0), ou Lagrangiana de ordem zero1. Assim, temos

L(0) = a(0)
α ξ̇(0)α − V (0) . (2.40)

Da Lagrangiana lemos diretamente os componentes do vetor simplético e da 1-forma
simplética de ordem zero,

ξ(0)α =
(
ξ1 . . . ξM

)
,

a
(0)
β =

(
a1 . . . aM

)
.

(2.41)

1 Veremos no Capítulo 3 que é importante considerar o método de linearização, mas em geral quaisquer
variáveis auxiliares usadas na linearização devem funcionar no uso do algoritmo.
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Então substituímos essas quantidades na equações (2.32) e encontramos a matriz pré-
simplética de ordem zero (f (0)

αβ ).

Agora, seja P < N o posto de uma matriz pré-simplética (f (0)
αβ ), temos que existem

N−P vetores não-nulos e linearmente independentes chamados modos-zero que satisfazem

ναmfαβ = 0 , (2.42)

onde m = 1, . . . , N − P . De acordo com (2.31), temos

ναm∂αV = 0. (2.43)

Caso (2.43) não seja identicamente satisfeita, a relação deve ser imposta. As
expressões

ωm ≡ ναm∂αV (2.44)

que não sejam identicamente nulas expressam vínculos que fixam relações entre as variáveis
da teoria. O caso em que a relação (2.43) é identicamente nula leva a uma transformação
de calibre e será tratado na seção 2.3.4.

Como f (0)
αβ tem modos-zero que levam a vínculos ω(0)

m , o algoritmo de BW propõe
que esses vínculos sejam adicionado ao setor cinético de L(0), fornecendo a Lagrangiana
simplética de ordem 1[25,26],

L(1)(ξ(0), λ(0)m) ≡ L(0)(ξ(0)) + λ̇(0)mω(0)
m (ξ(0)) . (2.45)

Na equação acima L(1) é dinamicamente equivalente à L(0) mais as condições de
consistência (2.43). Também, L(1) já é linear nas velocidades, logo podemos aplicar os
passos do método de FJ à Lagrangiana L(1). Para esse propósito, identificamos o vetor
simplético de ordem 1 como

(
ξ(1)β

)
=
(
ξ(0)α, λ(0)m

)
. Se o índice α associado à iteração

de ordem zero corre de 1 até N , e o m da mesma iteração corre de 1 até M , então o β
da primeira iteração corre de 1 até N +M . Esse procedimento possibilita a obtenção da
matriz pré-simplética de ordem 1, f (1)

αβ . Se a matriz encontrada ainda contiver modos-zero
que levam a novos vínculos ω(1)

m , o processo é novamente repetido, exigindo-se que ω̇(1)
m = 0,

que por sua vez leva à Lagrangiana de ordem 2, L(2), definida analogamente à L(1) na
eq. (2.45). O procedimento encerra quando nenhum vínculo adicional for encontrado.

No algoritmo de BW, toda a informação sobre os vínculos é inserida no setor
cinético da Lagrangiana, de modo que não há a necessidade de se manter os vínculos
no setor potencial após a implementação via multiplicadores de Lagrange derivados no
tempo [25]. De fato, os vínculos descobertos podem ser iterativamente eliminados do
potencial (e.g., V (1) ≡ V (0)|

ω
(0)
m =0). O único propósito desse procedimento é a facilitação

dos cálculos, sem prejuízo de informações sobre a dinâmica na superfície de vínculos. É
um procedimento comum e conveniente, mas não é obrigatório.
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Assim, a menos de termos de derivada total, temos

L(1) = L(0) − λ̇(0)mΦ(0)
m = (aα)(1)(ξα)(1) − V (1) . (2.46)

Com isso repetimos o procedimento apresentado onde, agora,

ξ(1)α =
(
ξ(0)α λm

)
,

a
(1)
β =

(
a

(0)
β Φm

)
,

V (1) = V (0)(ξ(0)) |Φm=0 .

(2.47)

E substituindo as variáveis nas equações (2.32) obtemos a matriz pré-simplética da
primeira iteração

f
(1)
αβ =

 (f (0)
αβ ) ∂αΦ(0)

m

−∂αΦ(0)
m 0

 . (2.48)

Devemos repetir o algoritmo, realizando um número finito de iterações até se obter
a matriz simplética e, por conseguinte, os parênteses generalizados entre as coordenadas
do espaço de fase definidos por

{A,B}∗ ≡ ∂A

∂ξα
fαβ

∂B

∂ξβ
. (2.49)

Para quaisquer funções A(ξ) e B(ξ) definidas no espaço de simplético.

2.3.3 Caso Contínuo

Revisamos nessa seção o método simplético de FJ na extensão de BW no seu caso
contínuo.

Seja L = L(ϕa, ∂µϕa, ∂µ∂νϕa, . . . ) uma densidade Lagrangiana de uma dada teoria
que depende dos campos ϕa (com a = 1, 2, ..., A) e de um número arbitrário de suas
derivadas, onde as letras do meio do alfabeto grego µ e ν denotam índices do espaço-tempo.
Por questões de clareza e simplicidade, consideramos espaços-tempo quadridimensionais
com assinatura da métrica

(
−1 1 1 1

)
. O primeiro passo do método de FJ é escrever a

densidade Lagrangiana L como uma função de certos campos ξα, denominados de campos
simpléticos, com α = 1, 2, ..., N (índices simpléticos são denotados pelas letras gregas
iniciais), tal que L depende no máximo linearmente da primeira derivada temporal ξα,
ξ̇α. Por exemplo, para teorias quadráticas nas velocidades ϕ̇a, uma maneira comum de
linearizar a Lagrangiana é lançar mão dos campos dos momentos canonicamente conjugados
aos campos originais,

πa ≡ ∂L
∂ϕ̇a

, (2.50)

assim,
ξα =

(
ϕa πa

)
. (2.51)
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Chamamos atenção de que o índice a acima pode ser compreendido como uma
indexação apenas dos campos ou dos campos e suas componentes. De agora em diante
usaremos a apenas como índices de campos. Assim, ϕ1 e ϕ2 se referem respectivamente
a um tensor de ordem p e um tensor de ordem q, cujas componentes seriam indexadas
pelos índices internos de ϕ1 e ϕ2. Índices simpléticos não possuem uma relação direta com
índices do espaço-tempo.

Independentemente da Lagrangiana original e da técnica utilizada para a line-
arização, para se iniciar o método de FJ devemos escrever a ação na seguinte forma,

S[ξ] =
∫

[aα(ξ)ξ̇α − V(ξ)]d4x , (2.52)

onde aα e V são chamados respectivamente de componentes da 1-forma canônica (a =
aαdξ

α) e de potencial. De agora pra frente a dependência em derivadas espaciais não será
mais especificada explicitamente, assim aα(ξ) em geral não pode depender de ξ̇α, mas
pode depender de ∂iξα (com i = 1, 2, 3) e de derivadas espaciais de maior ordem.

Fora termos de superfície, que não serão considerados aqui, as equações de campo
são encontradas a partir da variação da ação,

δS[ξ] =
∫

[δaαξ̇α + aαδξ̇
α − δV ]d4x . (2.53)

Para uma função f = f(ξ), podemos escrever as seguintes relações úteis,

δf(x) =
∫ δf(x)
δξα(x′)δξ

α(x′) d3x′ , (2.54)

ḟ(x) =
∫ δf(x)
δξα(x′) ξ̇

α(x′) d3x′ , (2.55)

d

dt
δf = δ

d

dt
f = δḟ , (2.56)

onde as derivadas funcionais satisfazem
δξα(x)
δξβ(x′) = δαβ δ

(3)(x− x′), (2.57)

δ∂iξ
α(x)

δξβ(x′) = δαβ∂
x
i δ

(3)(x, x′) = −δαβ∂x
′

i δ
(3)(x− x′). (2.58)

Acima, x e x′ se referem a diferentes pontos do espaço-tempo, mas com o mesmo valor
para a coordenada t (i.e., as derivadas são tomadas à tempos iguais, x′0 = x0 = t).

Logo, ignorando termos de superfície, a eq. (2.53) se torna

δS =
∫ [

δaα(x)
δξβ(x′) ξ̇

α(x)δξβ(x′) − δaα(x)
δξβ(x′) ξ̇

β(x′)δξα(x) − δV(x)
δξβ(x′)δξ

β(x′)
]
d3x d3x′ dt

=
∫ [

fαβ(x, x′)ξ̇β(x′) − δV(x′)
δξα(x)

]
δξα(x) d3x d3x′ dt , (2.59)
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onde a matriz pré-simplética é definida como

fαβ(x, x′) ≡ δaβ(x′)
δξα(x) − δaα(x)

δξβ(x′) . (2.60)

Ao exigir que δS = 0 para uma variação arbitrária δξα, as equações de campo
podem ser escritas como ∫

fαβ(x, x′)ξ̇β(x′)d3x′ = δV

δξα(x) , (2.61)

com V ≡
∫

V(x′)d3x′. O procedimento acima deve ser implementado independentemente da
existência de vínculos (sejam vínculos já conhecidos, a serem implementados via multipli-
cadores de Lagrange, ou ainda por serem descobertos). Se existem vínculos desconhecidos,
estes devem ser encontrados a partir das equações de campo e posteriormente reinseridos
na ação com a técnica dos multiplicadores de Lagrange, veja Sec. 2.3.2 para mais detalhes.
Semelhantemente ao formalismo de Dirac, assumimos que a ação contém todas as informa-
ções físicas relevantes e, mesmo se os vínculos não aparecem explicitamente na ação, estes
podem ser derivados dela.

Se fαβ tem uma inversa, então a matriz é chamada de matriz simplética e todas
as velocidades ξ̇α podem ser derivadas das equações de campo (2.61). Sistemas com essa
propriedade são chamados de não-singulares ou regulares. Nesse caso a evolução dinâmica
de todos os campos é unicamente determinada, não existem simetrias de calibre ou vínculos
a serem encontrados.

Se fαβ é singular, então a matriz pré-simplética tem modos-zero (i.e., autovetores
cujos autovalores são nulos). Suponha que existam M modos-zero independentes, ναm(x),
então, ∫

ναm(x)fαβ(x, x′)d3x = 0 , (2.62)

onde m = 1, 2, ...,M . Portanto, da eq. (2.61), encontramos M relações nulas dadas por

0 =
∫
ναm(x) δV

δξα(x)d
3x. (2.63)

O caso seguinte pode ser comumente encontrado em muitos exemplos de teorias físicas,

ναm(x)fαβ(x, x′) = 0 . (2.64)

Se esse caso particular é verdadeiro, então a eq. (2.63) fica

0 = ναm(x) δV

δξα(x) . (2.65)

As eqs. (2.63, 2.65) podem ser ou triviais, se elas simplesmente levam a uma relação
conhecida (i.e., 0 = 0), ou podem levar a novas relações entre os campos simpléticos. O
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último caso implica na existência de vínculos que, por simplicidade, assumimos serem
mutuamente independentes. Se existem M relações não triviais, o sistema é dito ter M
vínculos, que são dados por

Ωm[ξ] ≡
∫
ωm(ξ(x)) d3x ≡

∫
ναm(x) δV [ξ]

δξα(x) d
3x = 0 , (2.66)

com m = 1, 2, ...,M . Se ωm = 0, para todo m, essas equações determinam uma superfície
no espaço simplético, a superfície de vínculos (veja também Ref. [48] para mais detalhes
sobre a interpretação geométrica).

2.3.4 Simetrias de calibre na superfície de vínculos

Considere a variação infinitesimal de coordenadas

ξ′α = ξα + δεξ
α . (2.67)

A variação infinitesimal da ação S é

S[ξ′] − S[ξ] =
∫ t2

t1

[
∂L
∂ξα

(ξ, ξ̇)δεξα + ∂L
∂ξ̇α

(ξ, ξ̇)δεξ̇α
]
dt . (2.68)

Fixando a condição de contorno δε(t1) = δε(t2) = 0, temos

δεS ≡
∫ t2

t1

[
∂L
∂ξα

(ξ, ξ̇) − d

dt

∂L
∂ξ̇α

(ξ, ξ̇)
]
δεξ

αdt . (2.69)

Tome agora a lagrangiana L definida por (2.35), aqui também consideramos que
a matriz Hessiana associada a L é singular. Se impusermos δεξ = 0, o que simplesmente
significa que (2.67) define uma transformação de calibre, obtemos que

0 =
(
∂aβ
∂ξα

ξ̇β − ∂V

∂ξα
− daα

dt

)
δεξ

α = (fαβ ξ̇β − ∂αV )δεξα . (2.70)

Relação que é satisfeita caso os dois termos entre parênteses sejam iguais ou se

δεξ
α ∂V

∂ξα
= 0 (2.71)

e
δεξ

αfαβ ξ̇β = 0 , (2.72)

simultaneamente. O primeiro caso leva às equações de Euler-Lagrange, aqui descartado
por considerarmos fαβ singular. Comparando (2.71) e (2.72) com (2.42) e (2.43), temos
que

δεξ
α = ναε, (2.73)



32 Capítulo 2. Geometria de Sistemas Hamiltonianos Vinculadas

em que ε = ε(t), fornece as transformações de coordenadas que deixam a ação invariante.
Por essa razão dizemos que os modos-zero são os geradores de simetrias de calibre do
método simplético.

No caso contínuo ε(t) → ε(x, t) e

δεξ
α(x) =

∫
d3y ε(y)να(y)δ3(x− y) . (2.74)

As relações para transformações de calibre encontradas nessa subseção descrevem
completamente esse tipo de transformação na superfície de vínculos, porém falham ao
descrever as simetrias de calibre em todo o espaço de fase. As relações de calibre fora das
equações de movimento no formalismo simplético são objetos de estudo no Capítulo 3.

2.3.5 Método Simplético com Variáveis de Grassmann

De modo a aplicar o método simplético a teorias de campo dotadas de variáveis
fermiônicas é preciso enunciar o algoritmo em termos das variáveis de Grassmann. No
Capítulo 6 essa variação do método será útil na análise simplética de uma teoria de
gravitação acoplada à ação de Dirac com bi-espinores.

Primeiro algumas considerações sobre variáveis de Grassmann.

Definição 14. Uma álgebra de Grassmann com n geradores Gn é definida como:

• (i) Gn é um espaço vetorial sobre os complexos;

• (ii) um produto é definido sobre Gn munido das propriedades de associatividade e
bilinearidade com respeito a soma e a multiplicação por escalares;

• (iii) Gn contém o elemento unitário no produto;

• (iv) Gn é gerado por n elementos ξA, A = 1, . . . , n, satisfazendo

ξAξB + ξBξA = 0 . (2.75)

Distinguimos os elementos de uma álgebra de Grassmann entre variáveis dinâmicas
pares e variáveis dinâmicas ímpares da seguinte maneira:

θαθβ + θβθα = 0, para θα, θβ ímpares, (2.76)

θαqi + qiθα = 0, para θα ímpar, qi par, (2.77)

qiqj + qjqi = 0, para qi, qj pares. (2.78)

Agora, seguindo a exposição de Govarts[49], considere um sistema dado por

S[ξα] =
∫ tf

ti
dtL(ξa, ξ̇a) , (2.79)
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onde os ξα representam os graus de liberdade do sistema. Com Lagrangiana igual a2

L(ξa, ξ̇a) =
∫

Σt

d3x L(ξα(x, t), ξ̇α(x, t)) . (2.80)

A paridade de Grassmann das coordenadas ξα assumem os valores εα = 0 para uma
variável de Grassmann par e εα = 1 para uma variável ímpar.

De modo a aplicar a análise simplética do sistema supomos ter sido a Lagrangiana
linearizada nas velocidades, podendo ser escrita como

L(ξa, ξ̇a) = ξ̇αaα − V (ξα) . (2.81)

Donde obtemos a matriz pré-simplética

fαβ = δaβ
δξα

− (−1)εαεβ δaα
δξα

. (2.82)

Por definição, a paridade de Grassmann de fαβ é igual a (εα + εβ) e, por simetria,

fβα = −(−1)εαεβfαβ . (2.83)

Caso fαβ seja regular, as equações de Euler-Lagrange fornecem equações de movimento

ξ̇βfβα = − δV

δξα
, (2.84)

ou

(−1)εβfαβ ξ̇β = δV

δξα
. (2.85)

Invertendo-se fαβ, tem-se

ξ̇α = − δV

δξβ

(
f−1

)βα
= (−1)εα

(
f−1

)αβ δV
δξβ

. (2.86)

Notando-se que (
f−1

)βα
= (−1)εα+εβ+εαεβ

(
f−1

)αβ
. (2.87)

Caso fαβ seja singular, existem N modos-zero (à esquerda) να[A], com A = 1, . . . , N ,
satisfazendo ∫

d3x′ να[A](x′)fαβ(x, x′) = 0 . (2.88)

Para modos-zero à direita, ν̃α[A], temos

fαβ ν̃
α
[A] = 0 , (2.89)

ν̃α[A] = −(−1)εα

να[A] . (2.90)
2 E, para um espaço de fase finito, ξα(x, t) =: xα(t) ≡ ξα.
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Pelas equações de Euler-Lagrange temos que os modos-zero devem satisfazer as
equações de vínculo dadas por

ω[A]β(x) = να[A](x) δV
δξα

= 0 (2.91)

que devem ser resolvidas ou impostas à Lagrangiana de modo a obter uma nova Lagrangiana
restrita a dada superfície de vínculos

L′ = L

∣∣∣∣
ω=0

= ξ̇αaα + λ̇α[A]ω[A]α − V
∣∣∣∣
ω=0

. (2.92)

Caso M vínculos forem geradores de transformações de calibre, devem ser adicionadas
condições de calibre

C[B]α(ξα) = 0 , (2.93)

com B = 1, . . . ,M , através de

L′′ = ξ̇αaα + λ̇α[A]ω[A]α + u̇α[B]C[B]α − V

∣∣∣∣
ω=0

. (2.94)

Possibilitando, assim, escrever a inversa da nova 2-forma simplética f ′′αβ e as equações de
movimento através da estrutura simplética dada por

{ξα, ξβ}∗ = (−1)εα
(
f−1

)αβ
. (2.95)

Ademais, o conjunto dos M modos-zero geram transformações de calibre on-shell
continuam sendo dadas por

δηξ
α = ναη . (2.96)

Tomemos o exemplo da redução simplética para a teoria de Dirac de campos de
spin-1/2[50] para ilustrar a teoria exposta nessa seção. Considere a densidade Lagrangiana

L = − i

2 ψ̄
←
̸∂ψ + i

2 ψ̄
→
̸∂ψ −mψ̄ψ . (2.97)

Separando a Lagrangiana entre termos cinéticos e dinâmicos, temos

L = i

2γ
0ψ ˙̄ψ + i

2γ
0ψ̄ψ̇ −

[
i

2∂iψ̄γ
iψ − i

2 ψ̄γ
iψ +mψ̄ψ

]
, (2.98)

com matriz simplética não singular igual a

fαβ =
 0 iγ0

iγ0 0

 , (2.99)

de inversa igual a

(f−1)αβ =
 0 −iγ0

−iγ0 0

 . (2.100)

E, usando a eq. (2.95), e considerando que ψ e ψ̄ têm paridade ímpar, temos os parênteses
generalizados para a teoria de Dirac,

{ψ, ψ̄}∗ = iγ0 . (2.101)

A teoria tomada como exemplo não possui simetrias de calibre.
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2.4 Contagem dos graus de liberdade
Nessa seção apresentamos o procedimento geral para a realização da contagem do

número de graus de liberdade (NGL) duma teoria a partir da abordagem simplética[28,51].
Chamamos atenção para o fato de que atualmente teorias de gravitação com NGL não
triviais estão sendo consideradas. Dentre os casos bem conhecidos temos a gravitação
massiva e a bigravidade[52]. O esperado NGL para uma partícula massiva de spin-2 em
um espaço-tempo quadrimensional é igual a cinco, porém esse número pode chegar a seis,
um deles sendo um fantasma, caso o termo de massa não tenha um formato específico (e.g.,
[53–55]). Também lembramos que o NGL para teorias não-massivas de spin-2 e spin-0 são,
respectivamente, dois e um, entretanto uma teoria com esses dois tipos de campo não
possui, necessariamente, três graus de liberdade. De fato, a teoria de Brans-Dicke com
ω = −3/2 tem uma simetria adicional, uma invariância conforme, que a coloca como uma
teoria de dois graus de liberdade. Esses resultados serão verificados no Capítulo 4 dentro
do formalismo aqui exposto.

Para começar, tome uma Lagrangiana L(0) de uma teoria com N (0) componentes
de campos independentes. Assumindo que não existam vínculos ou simetrias de calibre,
a iteração zero do algoritmo de BW já é a última iteração e o NGL nesse caso deve ser
NGL = N (0)/2. Considere agora o caso em que L(0) descreve uma teoria tal que na k-ésima
iteração um total de M vínculos independentes sejam encontrados e que a matriz f (k) seja
não-degenerada (i.e., M é o número total de vínculos, além de não haverem simetrias de
calibre). Como cada vínculo independente por, em princípio, ser resolvido para se remover
um componente de campo, essa teoria tem NGL = (N (0) −M)/2.

No exemplo anterior, caso f (k) tenha G modos-zero independentes que não levam
a novos vínculos, então NGL = (N (0) − M − G)/2. De fato, podemos sempre fixar o
calibre e cada modo-zero independente deve impor uma condição independente nas N (0)

componentes de campo.

Na literatura simplética que usa o algoritmo de BW é comum encontrar caso em que
nalguma iteração de ordem k algumas das componentes de campos sejam eliminadas. De
fato, devido ao processo de eliminar vínculos do potencial (veja a Sec. 2.3.2), eventualmente
uma componente de campo que estava presente na (k−1)-ésima iteração pode não estar mais
presente na Lagrangiana L(k). Se isso ocorre para E componentes, então E componentes
de campo independentes serão eliminadas ao longo do algoritmo, assim

NGL = 1
2(N (0) −M −G− E) . (2.102)

Para um sistema de partículas, o NGL será sempre um número inteiro satisfazendo
a eq. (2.102). Considere primeiro que G = E = 0. De fato, a matriz pré-simplética
somente tem inversa na k-ésima iteração se N (k) é par, uma vez que uma matriz quadrada
antissimétrica de dimensão finita só possui inversa se sua dimensão for par. Para cada
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vínculo independente precisamos inserir um novo multiplicador de Lagrange, logo, para
M vínculos (sem a eliminação simplética de campos), teremos um vetor simplético com
N (0) + M componentes. Assumindo que não existam simetrias de calibre, teremos que
N (0) +M é necessariamente par. Consequentemente, N (0) +M−2M = N (0) −M também é
par e NGL é inteiro. Esse argumento pode ser trivialmente estendido ao caso com simetrias
de calibre e campos eliminados, concluindo-se que o NGL calculado a partir da eq. (2.102)
será sempre inteiro para sistemas de partículas.

Para concluir, como todas as iteração devem gerar Lagrangiana dinamicamente
equivalentes entre si, deve ser possível escrever a eq. (2.102) como uma função de N (k),
sendo k a iteração em que nenhum vínculo adicional é encontrado. Se na k-ésima iteração
M vínculos foram encontrados, então em L(k) deve aparecer M componentes de campo
que aparecem somente uma vez em L(k) e com uma derivada temporal. Estes são os
multiplicadores de Lagrange do formalismo simplético. Como N (k) inclui também o número
de multiplicadores de Lagrange, que é sempre exatamente igual a M , escrevemos

NGL = 1
2(N (k) − 2M −G) . (2.103)

Alternativamente, eq. (2.103) pode ser encontrada a partir da eq. (2.102) usando N (k) =
N (0) − E +M .

2.5 Exemplos
Nessa seção apresentamos duas aplicações a fim de explorar o método simplético

de BW na prática. O primeiro exemplo diz respeito a uma partícula vinculada à superfície
de uma esfera N -dimensional. No segundo exemplo mostramos a aplicação do método
na teoria eletromagnética no vácuo descrita no formato tensorial. Nesses dois exemplos
podemos observar como surgem os vínculos da teoria através do estudo da estrutura
simplética, a maneira como as transformações de calibre surgem e podem ser fixadas para
a obtenção dos parênteses generalizados dados pela matriz simplética, bem como podemos
contar o número de graus de liberdade em teorias de partículas e em teorias de campo.

2.5.1 Exemplo 1: Partícula se Movendo em uma Esfera (N − 1)-dimensional

Considere a Lagrangiana duma partícula movendo-se na superfície de uma esfera
(N − 1)-dimensional,

L(0) =
N∑
i=1

[
m

2 (q̇i)2 + λ((qi)2 − 1)
]
, (2.104)

onde qi = {q1, . . . , qN} é a coordenada da partícula. Fazendo

pi ≡ ∂L(0)

∂q̇i
= mq̇i , (2.105)
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temos que
L(0) = piq̇

i − V (0) , (2.106)

com V (0) = ∑ p2
i

2m − λ((qi)2 − 1). Das definições (2.41), o vetor simplético e a 1-forma
simplética são, respectivamente,

ξ(0)α = (qi, pi, λ) , (2.107)

a
(0)
β = (pj, 0j, 0) , (2.108)

enquanto a matriz pré-simplética é

f
(0)
ij =


0ij −δji 0i
δij 0ij 0i

0j 0j 0

 . (2.109)

A matriz tem 1 modo-zero, a saber

ν =
(
0i 0i 1

)
, (2.110)

com 0i = {0, . . . , 0}, o zero aparecendo N vezes. Utilizando a condição de consistência
(2.43) obtemos o vínculo

ν
∂V (0)

∂ξi
= ∂V (0)

∂λ
= q2 − 1 ≈ 0 , (2.111)

onde omitimos o símbolo de somatória para simplificação. Esse é o vínculo que indica que
o movimento da partícula está restrito à superfície da (N − 1)-esfera de raio 1. Seguindo o
método, realizamos a primeira iteração, o que consiste em fazer

V (1) = V (0)|q2−1=0 = p2

m
(2.112)

e recolocar os multiplicadores de Lagrange derivados no tempo. Assim a Lagrangiana de
ordem um fica

L(1) = pq̇ + 1
2
(
q2 − 1

)
η̇ − V (1) , (2.113)

onde a soma entre as coordenadas está subentendida.

Agora q é incluída no conjunto de variáveis canônicas e nos livramos de λ por ela
não mais aparecer na Lagrangiana. Assim, temos

ξ(1)α =
(
qi pi η

)
, (2.114)

a
(1)
β =

(
pj 0 1

2(q2 − 1)
)
. (2.115)

Assim, a matriz pré-simplética de ordem 1 é

f
(1)
ij =


0ij −δji −qi
δij 0ij 0i

qj 0j 0

 , (2.116)
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contudo, a existência do modo-zero ν(1) = (0,−qi, 1) gera mais um vínculo,

−qi∂V
(1)

∂pi
+ ∂V (1)

∂η
= −qipi ≈ 0 . (2.117)

Seguindo para segunda interação, temos

L(2)pq̇ + 1
2
(
q2 − 1

)
q̇ + pqρ̇− V (2) , (2.118)

onde V (2) = V (1)|Ω = V (1). E

ξ(2)α =
(
qi pi η ρ

)
(2.119)

a
(2)
β =

(
pj 0j 1

2 (q2 − 1) 0 qjpj

)
(2.120)

e

f
(2)
ij =


0ij −δji −qi −pi
δij 0ij 0i −qi

qj 0j 0 0
pj qj 0 0

 . (2.121)

A matriz f (2)
ij é regular e, portanto, possui inversa.

O número de graus de liberdade desse sistema é, então, igual a (2N variáveis iniciais
- 2 modos-zero )/2 = N − 1 graus de liberdade. Um caso particular descrito por esse
problema é o de uma partícula “livre” de massa m se movendo na superfície bidimensional
de uma esfera tridimensional.

2.5.2 Exemplo: Teoria Eletromagnética

Agora vamos explorar um exemplo onde aplicamos o algoritmo BW no espaço
contínuo, trabalhando com um espaço de fase composto de campos e seus momentos
conjugados.

Dada densidade de lagrangiana da teoria eletromagnética no vácuo

L = −1
4FµνF

µν , (2.122)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, aplicamos o algorítimo BW para obter a dinâmica da teoria.

Primeiro obtemos as variáveis duais no espaço de fase. Os momentos conjugados
são

Πµ = ∂L
∂Ȧµ

= −1
2Fγν

∂F γν

∂Ȧµ

= −1
2Fγν

(
δγ0δ

ν
µ − δγµδ

ν
0

)
= Fµ0 = ∂µA0 − Ȧµ . (2.123)
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Logo, a Lagrangiana de ordem zero é

L(0) = ȦiΠi − Πi

(
∂iA0 − Πi

)
− 1

2F
i0Fi0 − 1

4F
ijFij

= ȦiΠi − Πi∂
iA0 + ΠiΠi − 1

4F
ijFij , (2.124)

onde identificamos o potencial simplético de ordem zero, o vetor simplético de ordem zero
e a um forma simplética de ordem zero como sendo, respectivamente,

V(0) = Πi∂
iA0 − 1

2ΠiΠi + 1
4F

ijFij , (2.125)

ξ(0)α =
(
A0 Ai Πi

)
, (2.126)

a
(0)
β = (0 Πj 0) . (2.127)

E pudemos eliminar Π0 do vetor simplético impunemente, já que ele não aparece na
lagrangiana.

A matriz pré-simplética de ordem zero é, portanto,

f
(0)
αβ =


0 0 0
0 0 −δij
0 δij 0

 δ(3)(x− y) . (2.128)

Com modo zero
ν[0] = (1 0 0) . (2.129)

Utilizando a condição de consistência (2.63) obtemos o vínculo∫ δV(0)(y)
δA0(x) d

3y = −∂iΠi = Φ(0) . (2.130)

Ora, (2.130) é simplesmente a lei de Gauss no vácuo.

Ao invés de adicionarmos um multiplicador de Lagrange ao vínculo Φ(0), podemos
notar que o termo −∂iΠi já aparece na parte potencial de L(0), bastando somente uma
redefinição de variáveis para incluir (2.130) na próxima iteração. Definindo A0 = −η̇,
temos que

V (1) = −1
2

∫ (
ΠiΠi − 1

2F
ijFij

)
d3x (2.131)

e
L(1) = ΠiȦi + η̇∂iΠi − V (1) . (2.132)

Temos de L(1)

ξ(1)α =
(
Ai Πi η

)
, (2.133)

a
(1)
β =

(
Πi 0 ∂iΠi

)
, (2.134)

f
(1)
αβ =


0 −δj 0
δji 0 ∂yi

0 −∂xj 0

 δ(3) (x− y) , (2.135)
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onde ∂xj ≡ ∂
∂xj e ∂yi ≡ ∂

∂xi . Temos que o modo zero de
(
h

(1)
αβ

)
é3

ν[1] = (−∂i 0 1) . (2.136)

Da condição de consistência (2.63),

∫ (
−∂xi

δV(1) (y)
δAi (x) + δV(1) (y)

δηi (x)

)
d3y = −

∫ ∂

∂xi

[1
2Fkl (y)

(
∂

∂yk
δliδ

(3) (x− y) (2.137)

− ∂

∂yl
δki δ

(3) (x− y)
)]
d3y = −

∫ ∂

∂xi
Fik (y) ∂

∂yk
δ(3) (x− y) d3y = 0 ,

isto é, identicamente nulo, desse resultado concluímos existir as seguintes transformações
de calibre

δEA
i = ∂iE , (2.138)

δEη = E . (2.139)

mas (2.139) é de fato
δE

∫
A0dt = E . (2.140)

Portanto, (2.139) pode ser escrita como

δEA0 = ∂E
∂t

(2.141)

e as duas transformações de calibre ficam

δEA
i = −∂iE , (2.142)

δEA0 = ∂E
∂t

, (2.143)

ou, substituindo E ≡ −Λ,

A⃗ → A⃗+ ∇Λ , (2.144)

Φ → Φ − ∂Λ
∂t

. (2.145)

De acordo como indicado em [56] (cap. 3, Equações 6.12 e 6.13). Temos, então, o potencial
de ordem dois

V(2) = V(1)|Ω = −1
2ΠiΠi + 1

4F
ijFij (2.146)

e a lagrangiana de ordem dois é

L(2) = ΠiȦ
i + η̇∂iΠi + γ̇∂iA

i − V (2) . (2.147)
3 Alternativamente, como ficará claro no Capítulo 4, podemos reescrever o modo-zero como ν[1] =(

−
∫

d3z∂iδ(x − z) 0 1
)
, evitando o formato operacional da eq. (2.136).
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Onde escolhemos ∂iAi = 0, que é o calibre de Coulomb. Desta, obtemos

ξ(2)α =
(
Ai Πi η γ

)
, (2.148)

a(2)
α =

(
Πi 0 ∂iΠi ∂iA

i
)
, (2.149)

fαβ =


0 −δij 0 ∂yi

δji 0 ∂yi 0
0 −∂xj 0 0

−∂xj 0 0 0

 δ
(3) (x− y) . (2.150)

Com (fαβ) é regular, possui inversa, e é igual a

fαβ =



0 δij − ∂j∂i
∂k∂k

0 δij − ∂i

∂k∂k

−δij + ∂j∂i
∂k∂k

0 − ∂i

∂k∂k
0

0 ∂j

∂k∂k
0 1

∂k∂k
∂j

∂k∂k
0 − 1

∂k∂k
0


δ(3) (x− y) . (2.151)

Com todas as derivadas atuando em x⃗. Os parênteses generalizados (2.95) entre Ai e Πj

são, portanto,

{Ai(x, t),Πj(y, t)}∗ =
(
δij − ∂j∂i

∂k∂k

)
δ3 (x⃗− y⃗) . (2.152)

Procedendo à contagem dos graus de liberdade. Temos ( 8 campos iniciais (Aµ, Πµ)
- 2 modos zero (ν[0], ν[1]) - 1 variável eliminada (A0) - 1 vínculo ( Eq. (2.137)) ) /2 = 2
graus de liberdade.

Por fim lembramos que resultados do tipo (2.151) e (2.152) não fazem parte do
escopo dessa dissertação, aqui nos interessa principalmente encontrar as transformações
de calibre de uma teoria mais a contagem de seus graus de liberdade. O resultado acima
aparece como ilustração do método conforme originalmente elaborado por Barcelos-Neto e
Wotzasek.
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3 Transformações de calibre no formalismo
simplético

3.1 Introdução

No contexto de sistemas de partículas, os principais resultados no tema de geradores
de simetrias de calibre podem ser enunciados da seguinte forma[27,57,58]: para alguma
iteração do algoritmo BW, seja uma estrutura pré-simplética degenerada na superfície de
vínculos com Z modos-zero independentes que não geram novos vínculos. Então, todos
os Z modos-zero são associados a transformações de calibre independentes na superfície
de vínculos. A relação entre os modos-zero associados a calibres e transformações das
coordenadas simpléticas é dada por δGξ

α = ναk ε
k, onde δG representa transformações de

calibre infinitesimais, o índice k é usado para indicar os modos-zero e {εk} é um conjunto
de parâmetros infinitesimais arbitrários, um para cada modo-zero.

Vários exemplos particulares de como são obtidas simetrias de calibre no formalismo
simplético para teorias de campo podem ser encontrados na literatura, e.g., em Refs.
[33, 34, 57, 59], mas, até onde sabemos, uma apresentação geral e sistemática sobre o
assunto, cobrindo temas como transformações de calibre dos multiplicadores de Lagrange,
solução das equações de calibre e obtenção do conjunto completo dos parâmetros de calibre,
ainda não foram abordados.

Em especial, carece na literatura simplética considerações sobre a solução off-shell
das equações de calibre para coordenadas que aparecem na teoria como multiplicadores
de Lagrange. O termo off-shell, usado para designar relações válidas no domínio da ação,
mas não necessariamente no domínio das equações de movimento, surge no contexto de
discussões sobre teoria de campos ao se considerar grupos de equações que não satisfazem
pµpµ = m2, designadas como off the mass shell, ou fora da casca massiva[60]. Nesse trabalho
o termo assume o sentido mais amplo de designar todo o espaço de fase, inclusive a região on-
shell, pertencente ao domínio das soluções físicas. Mais especificamente, equações off-shell
são relações que, de forma geral, não satisfazem as equações de movimento. Classicamente
essas relações são consideradas não-físicas, mas em mecânica quântica estados off-shell
contribuem através dos cálculos de integrais de trajetória com estados on-shell[61–63].
Estados não físicos desse tipo podem incluir situações em que certas grandezas, tais como
energia e momento, não se conservam. Partículas virtuais/intermediárias e fantasmas
são descritas por estados off-shell e possivelmente apresentam invariâncias de calibre
fora da superfície de vínculos[64, 65]. O estudo geométrico-simplético das invariâncias de
calibre off-shell representam, portanto, uma contribuição para o estudo de métodos de
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quantização.

Nesse capítulo discutimos a conexão entre simetrias de calibre e modos-zero, como
discutido, em particular, em Refs. [27, 57, 58]. Também lidamos com questões relacionadas
a transformações de calibre em teorias de campo, por exemplo, no relevante caso em
que a ordem da matriz pré-simplética é menor na superfície de vínculos. O problema da
obtenção das transformações de calibre duma dada teoria dentro do contexto do formalismo
simplético é considerado. Começamos com uma revisão da abordagem simplética para
a obtenção de simetrias de calibre[33,57] e apresentamos uma interpretação geométrica.
Nesse trabalho mostramos que o método de FJ não concorda necessariamente com o
método de Dirac sobre as expressões de invariância de calibre fora da superfície de
vínculos, embora sempre concorde ao avaliar as invariâncias na superfície de vínculos, como
indicado em Ref. [57]. Apresentamos a dedução da expressão geral para transformações
de calibre de todas as coordenadas do espaço de configuração e algumas sutilezas acerca
do formalismo simplética são explicadas. Em seguida introduzimos um método para se
calcular o conjunto completo de parâmetros de calibre inteiramente dentro do contexto
do formalismo simplético e mostramos que os resultados são equivalentes ao encontrado
via formalismo de Dirac. Nosso método joga luz acerca de questão de se considerar
explicitamente os vínculos primários no formalismo simplético, pelo menos quando se trata
da obtenção das equações de invariância, e mostramos que o formalismo simplético deve
necessariamente incorporar uma prescrição de linearização de Lagrangianas. Finalmente,
alguns exemplos ilustrando o método introduzido são apresentados, tanto para casos de
sistemas de partículas apresentando invariâncias, quanto para teorias de campo de calibre.

3.2 Simpletrias de calibre no algoritmo BW

3.2.1 Transformações de calibre on-shell

Abaixo consideramos o problema de encontrar as transformações de calibre de uma
teoria de acordo com a abordagem simplética tal como apresentado por Montani[57]. O
objetivo é encontrar a fórmula geral para as transformações das coordenadas do sistema,
bem com dos multiplicadores de Lagrange, segundo um parâmetro arbitrário.

Seja uma Lagrangiana geral L(q, q̇) dependente de coordenadas generalizadas q, não
necessariamente lineares nas velocidades. O procedimento simplético requer que escolhamos
variáveis auxiliares tais que a Lagrangiana seja escrita de forma linear nas velocidades, ou
seja, como

L = aαξ̇
α − V (ξ) , (3.1)

com vínculos implicitamente contidos na função Lagrangiana. Através da variação da ação
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∫
Ldt chegamos até as equações de Euler-Lagrange [24]

fαβ ξ̇
α − ∂V

∂ξα
= 0 , (3.2)

onde a 2-forma simplética (ou matriz simplética) fαβ é definida por

fαβ = ∂aβ
∂ξα

− ∂aα
∂ξβ

, (3.3)

e f pode ou não ser singular. Se a matriz simplética é regular, então somos capazes de
introduzir os parênteses generalizados, por sua vez dados por

{F,G}∗ = ∂F

∂ξα
fαβ

∂G

∂ξβ
. (3.4)

Note que, se f está na forma canônica, os parênteses generalizados coincidem com os
parênteses de Poisson.

Entretanto, se f é singular de ordem R < N , existirão N−R modos-zero, denotados
por ναa , tais que

ναa fαβ = 0 . (3.5)

Contraindo as equações de Euler-Lagrange (3.2) com os modos-zero obtemos

ναa

(
fαβ ξ̇

β − ∂V

∂ξα

)
= 0 , (3.6)

que leva a escrevermos as condições de consistência na forma

ναa
∂V

∂ξα
= 0 , (3.7)

que, em geral, não são válidas em todo o espaço de fase (ou espaço simplético), mas são
forçadas a satisfazerem através das condições de consistência. Terminamos, portanto, com
as seguintes equações subsidiárias,

ωa ≡ ναa
∂V

∂ξα
= 0 a = 1, · · · ,M , (3.8)

para os M = N −R vínculos.

Essas relações devem ser introduzidas na Lagrangiana através da técnica dos
multiplicadores de Lagrange aplicados ao setor cinético, η̇aωa, de modo a restringir a
função Lagrangiana para dentro dos contornos dados pelas relações (3.8).

Para os casos em que as condições de consistência (3.7) sejam identicamente
satisfeitas, os modos-zero são ortogonais ao gradiente do potencial e geram uma variedade
imersa com dimensão igual ao número de vínculos de primeira classe, estes autovetores
nulos da matriz simplética, quando contraídos com vetores tangentes à superfície potencial,
deixam o sistema invariante. A superfície formada por esses modos-zero são chamadas de
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“superfícies nulas”, ou superfícies de vínculos. Estas direções de invariância são equivalentes
à transformações preservadoras da dinâmica, pois resultam em vetores nulos quando
contraídos com a 2-forma simplética. Logo, as simetrias de calibre relacionadas às órbitas
de calibre podem ser entendidas como invariâncias por reparametrizações das superfícies
nulas (Teorema 2.2 em [48]).

Vamos assumir que o procedimento simplético foi realizado tantas vezes quanto
necessário até encontrar todos os vínculos. Consideraremos ainda que todos os modos-zero
remanescentes são ortogonais ao gradiente do potencial. Qualquer modo-zero que não
satisfaça isso leva a um vínculo, o qual assumimos aqui que foi eliminado (reduzindo a
dimensão do espaço das variáveis simpléticas), restando somente a existência de vínculos
associados à simetrias de calibre, i.e., geradores de calibre ωa, com a = 1, . . . ,M , então
podemos escrever a Lagrangiana como

L = aαξ̇
α + ωaη̇

a − V (ξ) ≡ a′α′ ξ̇′α
′ − V (ξ) , (3.9)

dentro do esquema simplético, ou

L̂ = aαξ̇
α − ωaλ

a − V (ξ) , (3.10)

usando o procedimento de Dirac a fim a estabelecer mais adiante a correspondência entre os
multiplicadores de Lagrange nos dois formalismos. No presente esquema {ξ̂α′} ≡ (ξβ, λa),
{ξα′} ≡ (ξβ, ηa), α′ = 1, . . . , N + M , de modo que o “chapéu” nas variáveis simpléticas
denotam simplesmente a correspondência

−λa → η̇a . (3.11)

A nova matriz simplética se torna, então,

f =
 f̄

(
∂ω
∂ξ

)
−
(
∂ω
∂ξ

)T
0

 , (3.12)

onde

(
∂ω

∂ξ

)
aα

=


∂1ω1 · · · ∂1ωM

... . . . · · ·
∂Nω1 · · · ∂NωM

 , with ∂αωa ≡ ∂ωa
∂ξα

(3.13)

e f̄αβ é o bloco regular de fα′β′ , definido com a eq. (3.3) restringida ao conjunto ξ e a,
com α, β = 1, . . . , N .

Os modos-zero de (3.12) terão o formato[49]

να
′

a =
(
−f̄αβ ∂ωa

∂ξα 1a

)
(3.14)
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com
1a ≡

(
0 · · · 1 · · · 0

)
, (3.15)

com o 1 ocupando a a-ésima posição.

Contraindo (3.14) e (3.12) e usando f̄αβ = −f̄βα, temos

να
′

a fα′β′ =
(
να

′
a fα′β να

′
a fα′b

)
=

(
−f̄αβ f̄αγ∂γωa + δba∂βωb f̄αγ∂γωa∂αωb

)
=

(
−δγβ∂γωa + δba∂βωb f̄αγ∂γωa∂αωb

)
=

(
0

(
f̄αγ∂γωa∂αω

)
b

)
, (3.16)

onde o índice b no termo não nulo denota M entradas com b = 1, . . . ,M . Tendo essa
notação em mente, podemos escrever a eq. (3.16) simplesmente como

να
′

a fα′β′ =
(
0 {ωa, ωb}f̄

)
, (3.17)

onde

{F,G}f̄ = ∂F

∂ξα
f̄αβ

∂G

∂ξβ
. (3.18)

Dado que f̄ é não degenerada, usando o teorema de Darboux, podemos sempre localmente
escrever {F,G} como parênteses de Poisson. Entretanto, a eq. acima é válida de forma
mais ampla, não necessitando ser parênteses de Poisson. Note que a primeira parte de
(3.17) é automaticamente zero, mas a segunda parte se anula na superfície de vínculos
somente se ωa define uma álgebra sob f̄ , i.e., se

{ωa, ωb}f̄ = Cc
abωc . (3.19)

O conjunto de autovetores nulos associados com as simetrias de calibre (infinitesi-
mais) são os geradores de transformações de calibre. Geometricamente as transformações
de calibre são apenas as componentes dos parâmetros de calibre infinitesimais εa projetadas
nas superfícies de vínculos, i.e.,

δεξ
α = ναa ε

a = −f̄αβ∂βωaεa , (3.20)

δεηa = εa ⇒ δελa = ε̇a . (3.21)

3.2.2 Transformações de calibre off-shell

As equações (3.20) e (3.21) fornecem as transformação de calibre corretas na
superfície de vínculos, mas não fora dela. Para encontrarmos as relações de calibre no nível
da ação é necessário voltar atrás nas transformações realizadas, de modo que a recuperar
a informação contida na ação antes da redução simplética[27, 57]. Esse procedimento é
apresentado nesta seção.
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Usando o modo-zero (3.14), a eq. (3.7) se torna

να
′

a

∂V

∂ξα′ = νβa
∂V

∂ξβ

= ∂ωa

∂ξα
f̄αβ

∂V

∂ξβ
= {ωa, V }f̄ . (3.22)

Como, por construção, nenhum vínculo novo emerge da Lagrangiana dada, encontramos
que

{ωa, V }f̄ = να
′

a

∂V

∂ξα′ = −V b
a ωb , (3.23)

onde V ab é uma matriz constante.

A ação deve ser invariante sob a transformação gerada pelos modos-zero. Assim,
temos que δεS =

∫
δεL = 0, ou

δεS =
∫
dt
(
∂L

∂ξα′ − d

dt

∂L

∂ξ̇α′

)
δεξ

α′ ≡
∫
dt
(
fα′β′ ξ̇β

′ − ∂V

∂ξα′

)
δεξ

α′ = 0 . (3.24)

Então temos que
δεξ

α′ = να
′

a ε
a . (3.25)

Para compararmos as transformações de calibre dos multiplicadores de Lagrange
do simplético com o método de Dirac temos de voltar às respectivas Lagrangianas, a saber

L → L̂ , (3.26)

tal como está definida em (3.11) e (3.10). As variáveis originais e modificadas são escritas
como

ξ̂α
′ = (ξα, λa) , (3.27)

ξα
′ = (ξα, ηa) . (3.28)

Contraindo as equações de movimento com να
′

a e usando as eqs. (3.17) e (3.27),
temos

να
′

a

δL

δξα′ = να
′

a fα′β′ ξ̇β
′ − να

′

a

∂V

∂ξα′

= {ωa, ωb}f̄ η̇b + V b
a ωb

= Cc
abωcη̇

b + V b
a ωb , (3.29)

onde (3.17) e (3.23) foram usadas na segunda linha. Usando (3.14), o lado esquerdo da eq.
(3.29) fica igual a

νβa
δL

δξβ
− δL

δηa
. (3.30)
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Retornando às variáveis originais,

ηa → −λa , (3.31a)
δL

δηa
→ − δL̂

δλa
d

dt
, (3.31b)

δL

δξα
→ δL̂

δξα
(3.31c)

e notando, da eq. (3.10), que δL̂
δλa = −ωa, obtemos

ναa
δL

δξα
− δL

δλb

(
δba
d

dt
− Cb

acλ
c − V b

a

)
= 0 . (3.32)

Os dois termos representam contrações com elementos diferentes do modo-zero e, portanto,
devem se anular independentemente. Segue que(

δba
d

dt
− Cb

acλ
a − V b

a

)
δL

δλb
= δεL = 0 , (3.33)

que implica que a transformação de calibre para o multiplicador de Lagrange é

δελ
a = ε̇a − Ca

bcλ
bεc − V a

b ε
b , (3.34)

resultado que coincide com de análises à la Dirac[17,66,67].

3.3 Resolvendo as equações de calibre
As expressões para transformações de calibre não são suficientes, é preciso en-

contrar um conjunto de parâmetros de calibre independentes. Nessa seção discutiremos
as particularidades da abordagem simplética e como podemos expressar as simetrias de
calibre nesse formalismo. Os resultados a seguir e todas as discussões que os acompanham
fazem parte de um trabalho ainda em desenvolvimento.

A ação (3.24), da qual baseamos nossa análise, é construída sobre a Lagrangiana
linearizada denotada por L(0) no algoritmo BW, mas até agora, pelo que sabemos, nada de
específico foi dito sobre como se obter essa expressão. Seguindo de perto a Ref. [68], temos
de uma Lagrangiana com matriz Hessiana ∂2L

∂q̇m∂q̇n , de ordem N0 < N(m,n = 1, . . . , N), que
as quantidades pn = ∂L

∂q̇n não podem ser todas invertidas e somente N0 velocidades podem
ser resolvidas como funções de qn, q̇n1 , pn0 , com n0 = 1, . . . , N0 e n1 = N0 + 1, . . . , N . Da
não invertibilidade dos momentos conjugados surgem N1 = N − N0 vínculos primários
ωn1(qn, pn) = 0. Esses vínculos, considerando que sejam todos independentes entre si,
podem ser escritos como[69]

ωn1(qn, pn) = pn1 − φn1(qn, pn0) = 0 . (3.35)
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A transformação de Legendre da Lagrangiana para a função Hamiltoniana é definida
como L − pnq̇

n = V , mas no esquema do formalismo simplético começamos com uma
Lagrangiana que, de maneira geral, não contém os vínculos primários da teoria. Isto é,
os vínculos primários são comumente eliminados no formalismo simplético antes de se
escrever a Lagrangiana na forma linear nas velocidades. Uma maneira de linearizar a teoria
é adicionar os vínculos primários dentro do setor potencial da Lagrangiana simplética,
fazendo

L(0)(qn, pn, q̇n1) = pnq̇
n − λn1ωn1 − V (qn, pn0)

= pn0 q̇
n0 + pn1 q̇

n1 − λn1ωn1 − V (qn, pn0)

= pn0 q̇
n0 + pn1 q̇

n1 − λn1(pn1 − φn1(qn, pn0)) − V (qn, pn0)

= pn0 q̇
n0 + q̇n1φn1(qn, pn0) − V (qn, pn0) (3.36)

onde usamos

q̇n1 − λn1 = 0 (3.37)

como um vínculo encontrado a partir da variação da ação com respeito a pn1 .

Seguindo o algoritmo BW, temos

ξ(0)α =
(
qn0 pn0 qn1

)
e a(0)β =

(
pm0 0 φm1

)
, (3.38)

levando à matriz pré-simplética da iteração zero,

f
(0)
αβ =


0 −δn0

m0

∂φm1
∂qn0

δm0
n0 0 ∂φm1

∂pn0

− ∂φn1
∂qm0 − ∂φn1

∂pm0
0

 , (3.39)

com modos-zero dados por

ν(0)α
m1 =

(
−∂φm1

∂pn0

∂φm1
∂qn0 1

)
. (3.40)

Os modos-zero impõem, via condições de consistência, que

−∂φm1

∂pn0

∂V

∂qn0
+ ∂φm1

∂qn0

∂V

∂pn0

+ ∂V

∂qm1
= 0 , (3.41)

de onde surgem os vínculos ωn2 = 0, com n2 = N1 + 1, . . . , N2. Em geral, os parênteses de
Poisson são necessariamente proporcionais aos vínculos, portanto podemos escrever a eq.
(3.41) como

{ωn1 , V }f̄ = V m1
n1 ωm1 + V n2

n1 ωn2 . (3.42)

Aqui é possível imaginar que a restrição do espaço de fase para excluir uma das coordenadas
originais, i.e. pn1 , poderia levar à limitações nos cálculos de transformações de calibre
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no espaço de fase completo. Entretanto esse não é o caso por duas razões: primeiro,
apesar da redução do espaço de fase com a retirada das coordenadas pn1 , nosso esquema
de linearização induz os corretos parênteses de Poisson (generalizados), implicando no
resultado completo esperado ao se aplicar a condição de consistência nos vínculos primários,
de modo que não há prejuízo para a obtenção do conjunto completo das constantes de
estrutura; em segundo lugar, é requerido, como veremos mais adiante, que se realize um
retorno à Lagrangiana original, a partir da qual será interpretado o papel desempenhado
pelas constantes de estrutura na obtenção das equações finais para as invariâncias de
calibre off-shell.

O próximo passo no algoritmo BW é inserir a relações encontradas na iteração
zero entrem na Lagrangiana da próxima iteração como vínculos simpléticos, nesse caso a
Lagrangiana da iteração um é

L(1) = pn0 q̇
n0 + q̇n1φn1 + η̇n2ωn2 − V , (3.43)

O vetor simplético é

ξ(1)α =
(
qn0 pn0 qn1 ηn2

)
(3.44)

e a um-forma da iteração um é

a
(1)
β =

(
pm0 0 φm1 ωm2

)
. (3.45)

A partir dos quais computamos a matriz pré-simplética da iteração um como

f
(1)
αβ =


0 −δn0

m0

∂φm1
∂qn0

∂ωm2
∂qn0

δm0
n0 0 ∂φm1

∂pn0
∂ωm2
∂pn0

− ∂φn1
∂qm0 − ∂φn1

∂pm0
0 0

− ∂ωn2
∂qm0 − ∂ωn2

∂pm0
0 0

 . (3.46)

De acordo com a eq. (3.14), a matriz f (1) deve conter os seguintes autovetores1,

ν(1)α
m1 =

(
−∂φm1

∂pn0

∂φm1
∂qn0 1 0

)
, (3.47)

ν(1)α
m2 =

(
−∂ωm2

∂pn0

∂ωm2
∂qn0 0 1

)
. (3.48)

Mas para que sejam modos-zero, os vetores acima devem satisfazer a relação ναfαβ = 0 na
superfície dada por ωn1 = 0, ou, da eq. (3.17),

{ωn1 , ωn2}f̄ = Cm1
n1n2ωm1 + Cm2

n1n2ωm2 . (3.49)

Dos modos-zero (3.48) seguem-se os vínculos

−∂ωm2

∂pn0

∂V

∂qn0
+ ∂ωm2

∂qn0

∂V

∂pn0

= 0 , (3.50)
1 Na verdade, não é necessário que sejam autovetores no sentido restrito, é bastante que sejam “autovetores

fracos”, ou seja, autovetores na superfície de vínculos. Note que esse fato não altera a eq. (3.49).
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ou ainda, analogamente a (3.41),

{ωn2 , V }f̄ = {V m1
n1 ωm1 + V n2

n1 ωn2 , V }f̄ = V n1
n2 ωn1 + V m2

n2 ωm2 + V n3
n2 ωn3 . (3.51)

O algoritmo então continua por I iterações, até que não haja mais vínculos para
serem encontrados, fornecendo uma corrente de vínculos com

{ωn1 , ωns}f̄ =
∑
i≤s

Cni
m1ms

ωni
,

{ωns , V }f̄ =
∑
i≤s+1

V ni
ms
ωni

, (3.52)

{ωnI
, V }f̄ =

∑
i≤I

V ni
mI
ωni

.

Agora considere a ação inicial S(0) dada pela eq. (3.36)

S(0) =
∫

(pnq̇n + ωn1 η̇
n1 − V ) dt (3.53)

que pode ser obtida pela ação modificada pela Lagrangiana na última iteração S(I), ou

S(I) =
∫

(pnq̇n + ωni
η̇ni − V ) dt , (3.54)

juntamente com as condições

η̇ni = 0, i ≥ 2 , (3.55)

nos multiplicadores de Lagrange derivados no tempo {η̇n1}. Essas condições efetivamente
cumprem o papel de um pullback — i.e., retorno de uma superfície deformada por um
conjunto de operações, nesse caso a restrição do espaço de fase pela imposição dos vínculos,
de volta para a superfície original — para a estrutura pré-simplética de L(0), onde podemos
computar com sucesso as transformações de calibre dos multiplicadores de Lagrange λn1 .

Reescrevendo a eq.(3.34) levando em consideração a classificação dos vínculos entre
primários e secundários, temos

−δη̇ni = dεni

dt
−

∑
j≥i−1

εnjV ni
nj

+ η̇n1
∑
j≥i

εnjCni
n1nj

, (3.56)

As simetrias de calibre dos multiplicadores de Lagrange são dados pela eq. (3.56)
com a condição de que εk preserve as condições de calibre dadas pela eq. (3.55). Logo,
usando a eq. (3.52), temos que

0 = dεni

dt
−

∑
j≥i−1

εnjV ni
nj

+ η̇n1
∑
j≥i

εnjCni
n1nj

, (3.57)

para i ≥ 2. Enquanto, dada a eq. (3.37), a transformação de calibre de λn1 é

δελ
n1 = dεn1

dt
−
∑
j

εnjV n1
nj

− λm1
∑
j

εnjCn1
m1nj

, (3.58)
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como mostrado na Ref. [48]. A solução geral do sistema é dada por um processo iterativo,
onde começamos da última iteração com i = I e decrementamos até i = 1. No fim teremos
tantos parâmetros arbitrários quanto existirem vínculos arbitrários de primeira classe[70].
Além disso, note que, de acordo com nosso esquema de linearização, λn1 = q̇n1 (eq. (3.37)),
adicionalmente, as constantes de estrutura da eq. (3.58) são obtidas usando-se os vínculos
primários, isso significa que para se obter o conjunto completo das transformações de
calibre e encontrar o conjunto reduzido e independente de parâmetros de calibre temos que,
de forma explícita, estabelecer uma distinção entre os vínculos primários e secundários.
Nota-se que essa distinção é comumente atribuída como sendo irrelevante no método
simplético, mas considerando os resultados acima, vemos que em alguns casos se faz
necessária a distinção.

3.4 Exemplos
A fim de ilustrar o modo simplético de se obter as expressões para as transformações

de calibre duma teoria, consideramos alguns exemplos de sistemas de partículas, bem
como de duas importantes teorias de campo. No primeiro caso mostramos como o método
simplético puro falha em obter o conjunto das transformações de calibre sobre o espaço
simplético como um todo e como o esquema proposto deve ser aplicado para encontrar
o resultado fora da superfície de vínculos. No último exemplo mostramos a aplicação do
método na teoria de Yang-Mills, que no contexto desta tese é útil por conta de semelhanças
em relação à descrição de Holst da teoria da relatividade geral.

3.4.1 Sistema de partículas A

Nesse exemplo as transformações de calibre on-shell diferem substancialmente das
transformações encontradas . Além disso, o parâmetros de calibre em si dependem das
coordenadas generalizadas, tornando-o particularmente interessante.

Considere a ação[48]

S =
∫ 1

2
[
(q̇2 − eq1)2 + (q̇3 − q2)2

]
dt . (3.59)

A Hamiltoniana canônica é

HC = eq1p2 + q2p3 + 1
2p

2
2 + 1

2p
2
3 . (3.60)

Para escrevermos a Lagrangiana original escolheremos V (0) ≡ Hc, de modo que a Lagran-
giana da iteração zero seja

L(0) = q̇2p2 + q̇3p3 −
(
p2

2
2 + p2

3
2 + eq1p2 + q2p3

)
. (3.61)
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Donde temos o vetor simplético e a 1-forma simplética de ordem zero,

ξ(0)α =
(
q1 q2 p2 q3 p3

)
, (3.62)

a
(0)
β =

(
0 p2 0 p3 0

)
, (3.63)

dos quais obtemos a matriz pré-simplética de ordem zero

f
(0)
αβ =



0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0


, (3.64)

com somente um modo-zero, a saber,

να1 =
(
1 0 0 0 0

)
, (3.65)

então, da condição de consistência, encontramos o vínculo2

ω1 = eq1p2 . (3.66)

Agora incluímos o vínculo na Lagrangiana multiplicado por um multiplicador de
Lagrange derivado no tempo. Assim, a Lagrangiana da primeira iteração é

ξ(1)α = q̇2p2 + q̇3p3 + η̇1ω1 −
(
p2

3
2 + q2p3

)
, (3.67)

com V (1) = V (0)|ω. O vetor simplético da primeira iteração e a 1-forma da primeira iteração
são, respectivamente,

ξ(1)α =
(
q1 q2 p2 q3 p3 η1

)
, (3.68)

a
(1)
β =

(
0 p2 0 p3 0 ω1

)
, (3.69)

levando à matriz pré-simplética de ordem um

f
(1)
αβ =



0 0 0 0 0 eq1p2

0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 eq1

0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0

−eq1p2 0 −eq1 0 0 0


. (3.70)

2 Como eq1 nunca é nulo, é possível redefinir o vínculo ω1 como ω′
1 = p2. As consequências dessa

redefinição nos cálculos para a transformação de calibre do sistema são discutidas no Apêndice C.
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A matriz (3.70) não possui modos-zero estritamente falando, mas podemos considerar a
existências de autovetores não nulos com autovalores nulos na superfície de vínculos, são
eles

να2 =
(
1 0 0 0 0 0

)
, (3.71)

να3 =
(
0 −eq1 0 0 0 1

)
. (3.72)

Aplicando a condição de consistência sobre os dois modos-zero fracos obtemos um vínculo
adicional mais uma identidade nula,

ω2 = να2
∂V (1)

∂(ξ(1))α = −eq1
∂V (1)

∂q2
+ ∂V (1)

∂η1
= −eq1p3 = 0 , (3.73)

να3
∂V (1)

∂(ξ(1))α = ∂V (1)

∂q1
= 0 . (3.74)

Forçando o vínculo (3.73) na próxima iteração, somos levados à Lagrangiana
simplética de ordem dois,

L(2) = q̇2p2 + q̇3p3 + η̇1ω1 + η̇2ω2 , (3.75)

com V (2) = V (1)|ω. O vetor simplético de ordem um e a 1-forma simplética de ordem um
são, respectivamente,

ξ(2)α =
(
q1 q2 p2 q3 p3 η1 η2

)
, (3.76)

a
(2)
β =

(
0 p2 0 p3 0 ω1 ω2

)
, (3.77)

com a matriz pré-simplética de segunda ordem escrita como

f
(2)
αβ =



0 0 0 0 0 eq1p2 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 eq1 0
0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0 0 −eq1

−eq1p2 0 −eq1 0 0 0 0
0 0 0 0 eq1 0 0


. (3.78)

Os modos-zero da matriz pré-simplética de ordem dois encontrados são

να4 =
(
1 0 0 0 0 0 0

)
, (3.79)

να5 =
(
0 eq1 0 0 0 −1 0

)
, (3.80)

να6 =
(
0 0 0 eq1 0 0 1

)
. (3.81)

Com V (0) = 0. Todos os modos-zero levam a simetrias de calibre, uma vez que o potencial
de ordem dois é nulo. Em todo caso

δε1q1 = ε1 , (3.82)

δε2q2 = eq1ε2 , (3.83)

δε3q3 = eq1ε3 . (3.84)
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Adicionalmente às simetrias de calibre do espaço de fase canônico, os modos-zero indicam
as seguintes transformações de calibre para as variáveis auxiliares,

δε2η1 = ε2 , (3.85)

δε3η2 = ε3 . (3.86)

Diferentemente das eqs. (3.82-3.84), as eqs. (3.85) e (3.86) não fornecem informações
essenciais em relação ao sistema descrito pela ação (3.59), uma vez que os multiplicadores
de Lagrange λ1(= −η̇1) and λ2(= −η̇2) são quantidades arbitrárias. Além disso, as eqs.
(3.82-3.84) contém parâmetros dependentes entre si, já que a quantidade de parâmetros
independentes de uma teoria é igual ao número de vínculos primários de primeira classe.
Para encontrarmos as expressões definitivas devemos resolver os sistema (3.57-3.58) para
nosso caso.

Primeiramente precisamos computar as constantes de estrutura V b
a , Cc

ab dadas
pelas eqs. (3.23) e (??). Reescrevendo o conjunto de vínculos a fim de incluir vínculos
primários, temos ω̃1 = p1 como o único vínculo primário e ω̃2 = eq1p2 e ω̃3 = −eq1p3 como
vínculos secundários, de modo que as constantes de estrutura não nulas são V 2

1 = V 3
2 = 1,

C3
12 = C3

13 = −1. Como os vínculos secundários surgem dos vínculos primários, haverá
somente um parâmetros de calibre independente. Para encontrar as relações entre os
parâmetros de calibre começamos usando a eq. (3.57). Assim, para ε = ε3(t), temos

0 = dε

dt
− ε2V 3

2 − λ1εC3
13

= ε̇− ε2 + λ1ε , (3.87)

então ε2 = ε̇+ λ1ε. Repetindo o passo acima para ε3 temos

0 = ε̇2 − ε1V 2
1 − λ1ε2C2

12

= ε̈+ λ̇1ε+ λ1ε̇− ε1 + λ1ε̇+ (λ1)2ε , (3.88)

então ε1 = ε̈+ 2λ1ε̇+ (λ1)2ε+ λ̇1ε. A partir da eq. (3.37), identificamos a relação λ1 = q̇1

e encontramos

δεq1 = ε̈+ 2ε̇q̇1 + εq̈1 + εq̇2
1 , (3.89)

δεq2 = (ε̇+ εq̇1)eq1 , (3.90)

δεq3 = εeq1 . (3.91)

Conforme expresso em ref. [48], as transformações de calibre envolvem termos que dependem
da velocidade q̇1, quantidade indeterminada em termos de p e q apenas, e da aceleração q̈1,
que não pode ser determinada pelas equações de movimento. Em todo caso, o formalismo
consegue lidar naturalmente com tais casos.
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3.4.2 Sistema de partículas B

Agora lidamos com um sistema simples que ilustra como funciona nosso esquema de
linearização da Lagrangiana e como as transformações de calibre podem surgir naturalmente
do algoritmo BW, tal como no caso anterior.

Considere a ação

S =
∫ (

q̇1(q1 + q2) + q̇2
2
2 + q2q3

)
dt . (3.92)

Os momentos canônicos são dados por

pn = ∂L

∂q̇n
(3.93)

e são

p1 = q1 + q2 , (3.94)

p2 = q̇2 , (3.95)

p3 = 0 . (3.96)

Logo, a função Hamiltoniana, que escolhemos como potencial simplético, fica

V (0) = p2
2

2 − q2q3 , (3.97)

assim, da eq. (3.36), escrevemos a Lagrangiana linearizada como

L = p2q̇2 + q̇1φ− p2
2

2 + q2q3 , (3.98)

onde φ = q1 +q2. A partir da Lagrangiana lemos o vetor simplético e a um-forma simplética
de ordem zero como

ξ(0)α =
(
q1 q2 p2 q3

)
, (3.99)

a(0)β =
(
φ p2 0 0

)
, (3.100)

pelos quais calculamos a matriz pré-simplética de ordem zero,

f
(0)
αβ =


0 −1 0 0
1 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , (3.101)

com dois modos-zero,

να1 =
(
1 0 1 0

)
, (3.102)

να2 =
(
0 0 0 1

)
. (3.103)
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Usando a equação para a condição de consistência (3.7) encontramos dois vínculos,

ω1 = ∂V

∂q1
+ ∂V

∂p2
= p2 , (3.104)

ω2 = ∂V

∂q3
= −q2 . (3.105)

Impondo esses vínculos na Lagrangiana de ordem zero, obtermos a Lagrangiana de ordem
um,

L(1) = p2q̇2 + q̇1φ+ η̇1ω1 + η̇2ω2 , (3.106)

com

ξ(0)α =
(
q1 q2 p2 η1 η2

)
, (3.107)

a
(0)
β =

(
φ p2 0 ω1 ω2

)
, (3.108)

donde encontramos a matriz pré-simplética de ordem um

f
(1)
αβ =



0 −1 0 0 0
1 0 −1 0 −1
0 1 0 1 0
0 0 −1 0 0
0 −1 0 0 0


, (3.109)

com modo-zero,

να3 =
(
1 0 0 0 1

)
. (3.110)

Usando a condição de consistência (3.7) verificamos a inexistência de novos vínculos, uma
vez que o potencial simplético de ordem um é igual a zero. Portanto, existem transformações
de calibre nesse modelo. As transformações na superfície de vínculos, dadas por (3.20) e
(3.21) são

δεq1 = ε , (3.111)

δεq3 = −ε̇ . (3.112)

Ocorre que essas transformações também são válidas fora da superfície de vínculos.

Podemos verificar que as relações de calibre encontradas de fato deixam a ação
invariante, assim

δεS =
∫

(δεq̇1(q1 + q2) + q̇1δεq1 + q2δεq3) dt (3.113)

=
∫

(ε̇(q1 + q2) + q̇1ε+ q2ε̇) dt (3.114)

=
∫ d

dt
(εq1)dt = 0 , (3.115)

como esperado.
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3.4.3 Sistema de partículas C

Nesse exemplo analisaremos um sistema cuja aplicação do método simplético fornece
as transformações de calibre corretamente, desde que se preste atenção corretamente
na maneira como são definidos os multiplicadores de Lagrange. Nesse caso particular
as transformações na superfície de vínculos também são válidas no espaço simplético
completo.

Considere a Lagrangiana de ordem zero[68]

L(0) = ẋpx + żpz − pzpx − yz , (3.116)

com potencial simplético igual a

V = pzpx + yz . (3.117)

Identificamos o vetor simplético de ordem zero e a 1-forma simplética de ordem zero,
respectivamente, como

ξ(0)α =
(
x px z pz y

)
, (3.118)

a
(0)
β =

(
px 0 pz 0 0

)
. (3.119)

É possível calcular o primeiro modo-zero como sendo

να1 =
(
0 0 0 0 1

)
, (3.120)

de modo que, usando a condição de consistência (3.7), temos o vínculos

ω1 = να1
∂

(0)
V

∂ξα
= ∂

(0)
V

∂y
= z ⇒

(1)
V =

(0)
V |ω1

= pzpx

e, de acordo com a eq. (3.37), temos a correspondência

η̇0 ≡ −y . (3.121)

A próxima iteração se inicia com a Lagrangiana de ordem um,

L(1) = ẋpx + żpz + η̇0z − pxpz (3.122)

e matriz pré-simplética de ordem um,

f
(1)
αβ =



0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0


, (3.123)
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com modo-zero dado por

να2 =
(
0 0 0 −1 1

)
. (3.124)

Esse modo-zero gera o vínculo

ω2 = −∂
(1)
V

∂pz
+ ∂

(1)
V

∂λ0
= px , (3.125)

que implica em escrever o potencial simplético de ordem dois como

V (2) = V (1) |ωi
= 0 . (3.126)

Finalmente, a matriz pré-simplética de ordem dois é

f
(2)
αβ =



0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
0 0 0 −1 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 −1 0 0 0 0


, (3.127)

com um vetor simplético de ordem dois associado,

ξ(2)α =
(
x px z pz η0 η1

)
, (3.128)

onde

η̇1 ≡ −pz . (3.129)

A matriz pré-simplética f (2) é singular com dois modos-zero,

να3 =
(
1 0 0 0 0 −1

)
, (3.130)

να4 =
(
0 0 0 1 −1 0

)
. (3.131)

Agora, de acordo com (3.20) e (3.21), temos as seguintes transformações de calibre

δεx = ε , (3.132)

δεη1 = −ε , (3.133)

δε2pz = −ε2 , (3.134)

δε2η0 = −ε2 , (3.135)

ou, rearranjando usando as relações (3.121) e (3.129), temos

δεx = ε , (3.136)

δεpz = ε̇ , (3.137)

δεy = ε̈ . (3.138)
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Essas relações são válidas tanto on-shell quannto , como podemos conferir em seguida
utilizando-se o método descrito nesse capítulo.

Primeiro reescrevemos os vínculos considerando a existência de vínculos primários,
assim escrevemos ω̃1 = py como o único vínculo primário e ω̃2 = z e ω̃3 = px como os
dois vínculos secundários. Tomando o potencial (3.117), as únicas constantes de estrutura
diferentes de zero são V 2

1 = V 3
2 = 1. Porque os vínculos são funções de primeira classe,

o gerador de calibre tem a forma G = ε1ω1 + ε2ω2 + ε3ω3, mas somente um dos três
parâmetros de calibre é independente. A relação entre os terceiro e segundo parâmetros é
dada pela eq. (3.57). Assim, fazendo ε3 ≡ ε, temos

0 = ε̇− ε2V 3
2 (3.139)

⇒ ε2 = ε̇ , (3.140)

0 = ε̇2 − ε1V 2
1 (3.141)

⇒ ε1 = ε̈ . (3.142)

Das eqs. (3.57) e (3.58), temos que o conjunto das transformações de calibre do sistema
em consideração é

δεx = ε , (3.143)

δεpz = ε̇ , (3.144)

δεy = ε̈ . (3.145)

3.4.4 Teoria de Yang-Mills

Consideramos agora a Lagrangiana de Yang-Mills. Como nesta tese estamos mais
interessados na descrição de teorias de gravitação sob a descrição simplética, usamos essa
teoria por conta da relevância do ponto de vista da teoria de Relatividade Geral. O interesse
vem do fato de que qualquer solução das equações de Einstein podem ser associadas a uma
solução anti-auto-dual de uma teoria Yang-Mills SO(3)[71], proposição que fica evidente na
descrição com variáveis de Ashtekar-Barbero. Mais detalhes são apresentados no Capítulo
6. Nessa seção apresentamos os resultados contidos em Ref. [29], com algumas alterações
indicadas no texto.

Inicialmente consideremos a Lagrangiana da teoria,

L = −1
4G

aµνGa
µν , (3.146)

onde

Ga
µν = F a

µν + F̃ a
µν , (3.147)

onde g é um parâmetro e F̃ a
µν = F̃ a

µν(Aaα) é um tensor anti-simétrico arbitrário. Supomos
que os campos Aaµ satisfazem a álgebra não-Abeliana

{Aaµ, Abν}f̄ = gΣab
µν∆(x, y) , (3.148)
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onde Σab
µν = Σab

µν(Aaα) também é um tensor anti-simétrico arbitrário e ∆(x, y) ≡ δ(4)(x− y).

Usando os momentos canônicos

πb0 = 0 , (3.149)

πbj = ∂0A
0
j + δjA

b
0 + gF̃ b

0j . (3.150)

Nesse caso, usando os momentos canônicos como variáveis auxiliares para a lineari-
zação da teoria, temos a Lagrangiana de grau zero

L(0) = πai Ȧ
a
i − 1

2π
aiπai − ∂iπ

aiAa0 + gF̃ a
0iπ

ai − 1
4
(
F a
ijF

aij + 2gF aijF̃ a
ij + g2F̃ a

ijF̃
aij
)
,

(3.151)

o tensor simplético de grau zero

ξ(0)α(x) =
(
Aai (x) πai (x) Aa0(x)

)
, (3.152)

e a 1-forma de grau zero

a
(0)
β (x′) =

(
πbj(x′) 0 0

)
. (3.153)

Note a ausência da coordenada πb0 — que é efetivamente o vínculo primário ωb1 = πb0 — no
vetor simplético de ordem zero. Como demonstrado na seção anterior essa ausência não
representa um obstáculo para a obtenção das transformações de calibre da teoria, sejam
on-shell ou off-shell.

A matriz pré-simplética de ordem zero é

f
(0)
αβ =


0 −δijδabδ(3)(x− x′) 0

δjiδ
baδ(3)(x− x) 0 0

0 0 0

 , (3.154)

como modo-zero

να1 (x) =
(
0 0 1

)
. (3.155)

O modo-zero da primeira iteração leva ao descobrimento do vínculo

ωa = Dabiπbi , (3.156)

onde o operador Dabi é dado por

Dabi ≡ δab∂i + δF̃ b0i

δAa0
. (3.157)

Restringindo o espaço simplético à região delimitada pelo novo vínculos, temos que
a densidade Lagrangiana simplética de grau 1 é

L(1) = πai Ȧ
a
i + ωaβ̇a −

[1
2π

aiπai + 1
4
(
F a
ijF

aij + 2gF aijF̃ a
ij + g2F̃ a

ijF̃
aij
)]

, (3.158)
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com β̇a ≡ Aa0. O vetor simplético correspondente é

(ξ(1)α(x)) =
(
Aai (x) πai (x) βa(x)

)
(3.159)

e a 1-forma associada é igual a

a
(1)
β (x′) =

(
πbj(x′) 0 ωb(x′)

)
. (3.160)

Dadas as informações acima, encontramos a matriz pré-simplética de ordem um,

(f (1)
αβ ) =


0 −δijδabδ(3)(x− x′) δΩb

2
δAa

i

δjiδ
baδ(3)(x− x) 0

(
δab∂yi − gfabcA

c
j

)
δ(3)(x− x′)

− δΩa
2

δAb
i

−
(
δba∂xj − gfbacA

c
j

)
δ(3)(x− x′) 0

 .

(3.161)
O modo-zero associado à matriz f (1) é

να(x) =
(∫
d3yδab∂iδ

(3)(x− y) − gfabcAci(x) −
∫
d3y δΩ

a(x)
δAb

i (y) δab
)

(3.162)

Aplicando esse modo-zero à eq. (3.20) e (3.21) encontramos

δεA
a
i = (δab∂i − gfabcAci)εb , (3.163)

δεβ
a = εa , (3.164)

ou

δεA
a
i = (Diε)a , (3.165)

δεA
a
0 = (∂0ε)a , (3.166)

onde a derivada covariante D é definida implicitamente por Diε
a = (δab∂i − gfabcAci)εb.

O resultado encontrado no algortimo BW para a transformação de calibre de Aa0,
(3.166), ao contrário do afirmado na Ref. [29], difere do resultado obtido pelo método de
Dirac. Ocorre que o resultado obtido pelo algoritmo BW é válido somente na superfície
de vínculos, enquanto no método de Dirac obtemos o resultado em todo espaço de fase.
Abaixo obtemos o resultado no espaço simplético completo.

Do cálculo dos momentos a partir da Lagrangiana (3.146), temos que existe apenas
um vínculo primário de primeira classe,

ωa1 = πa0(x) , (3.167)

além de um vínculo secundário de primeira classe,

ωa2 ≡ [Diπi]a = ∂iπ
a
i (x) + fabcA

b
i(x)πci (x) ≈ 0 . (3.168)

A Hamiltoniana canônica é

H =
∫
d3x

[1
2π

a
i π

ia + 1
4F

aijF a
ij + Aa0(Diπi)a

]
. (3.169)
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De modo que as constantes de estrutura não nulas são

V 2
1 (x, y)ab = δ(x− y)δab , (3.170)

V 2
2 (x, y)ab = gfabcA

0cδ(3)(x− y) , (3.171)

C2
22(x, y, z)abc = gfabcA

0cδ(3)(x− y)δ(3)(y − z) . (3.172)

Assim, das eqs. (3.57), temos

∂0ε
0
2(x) = εa1(x) + gfabcA

0b(x)εc2(x) . (3.173)

Tomando εa2(x) ≡ εa(x) como os parâmetros de calibre independentes e resolvendo a
equação acima para εa1 temos

δAaµ(x) =
∫
d3y{Aaµ(x), G(y)} = (D0α)a − (Diα)a = (Dµα)a , (3.174)

ou, separadamente para Aai e Aa0,

δεA
a
i = (Diε)a (3.175)

δεA
a
0 = (D0ε)a , (3.176)

como esperado[72].

Na superfície de vínculos, os resultados dos métodos BW e de Dirac concordam
(veja também [29]). Contudo, fora dessa superfície em geral as respostas são diferentes. A
concordância entre os métodos simplético e de Dirac pode ser obtida usando o formalismo
aqui introduzido.

3.5 Conclusões
Conforme discutido na introdução deste capítulo, transformações de calibre off-shell

não teriam, a princípio, qualquer contribuição em teorias clássicas. Entretanto, vale a pena
comentar que o formalismo de quantização geométrico de Becchi-Rouet-Stora-Tyutin leva
a simetrias BRST onde fantasmas aparecem misturados com outros campos da teoria[73],
indicando que em estudos sobre invariância de calibre todos os campos, incluindo os
virtuais, devem ser tratados como um único objeto geométrico[74]. Como a simetria BRST
pode ser descrita em um contexto estritamente clássico, contanto que sejam incluídas
variáveis de Grassmann na análise do espaço de fase[75–77], fica claro que simetrias de
calibre off-shell também podem ser discutidas do ponto de vista da física clássica, a
depender do contexto matemático da discussão[78]. Podemos afirmar que o formalismo
desenvolvido neste capítulo é de interesse geral, isto é, no contexto quântico mas também
em mecânica clássica.

Quanto a potenciais vantagens do método em questão em relação ao método padrão,
não há qualquer diferença entre encontrar as expressões para transformações de calibre no
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formalismo simplético e encontrá-las no formalismo de Dirac. O desenvolvimento segue
essencialmente a mesma linha e os resultados coincidem. Entretanto a dedução formal
em termos de geometria simplética oferece uma maior área de interseção com outros
métodos matemáticos topológicos, como a quantização BRST-BV (Ver Ref. [79], cap. 4) e
o formalismo BFV[80], dada a ênfase na redução simplética.

Na seção 3.3 vemos a importância de se considerar a existência dos vínculos
primários para a obtenção do conjunto das transformações de calibre. Essa característica
é digna de nota porque, como o algoritmo BW está definido a partir da Lagrangiana
linearizada, em geral ocorre de os vínculos primários não aparecerem explicitamente no
formalismo. Todavia é importante dizer que a classificação dos vínculos entre primários
e secundários não é arbitrária e a ordem com que ocorrem na teoria é crucial para a
solução correta das eqs. (3.57) e (3.58). Tomemos por ilustração dessa afirmação o exemplo
apresentado na seção 3.4.1. Façamos uma inversão entre o vínculo primário e o vínculo
terciário, nesse caso ω1 ≡ −eq1p3, ω2 = eq1p2 e ω3 = p1, levando às constantes de estrutura
não nulas V 2

3 = V 1
2 = 1 e C1

32 = C1
31 = −1. Assim, fazendo ε = ε3, obtemos

ε̇ = 0 , (3.177)

ε̇2 = ε , (3.178)

δλ1 = ε̇1 −
∫
εdt− λ1ε . (3.179)

Resultado que fornece equações completamente diversas das obtidas seguindo-se a classifi-
cação dos vínculos. Errando inclusive o número de parâmetros independentes de calibre.

Em resumo, o método aqui desenvolvido para a obtenção das transformações de
calibre em todo o espaço de fase se mostra completamente coerente com o método segundo
o formalismo de Dirac. O caráter explicitamente geométrico do formalismo empresta algum
interesse na investigação de aspectos formais das simetrias de calibre. A classificação dos
vínculos entre primários e secundários se mostrou essencial na descrição simplética das
simetrias de calibre.
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4 Formalismo ADM da Gravitação

4.1 Introdução

A formulação da teoria de gravitação de Einstein em linguagem canônica é interes-
sante sob diversos aspectos, tal formulação é atingida com o formalismo Arnowitt-Deser-
Misner. O formalismo ADM, desenvolvido na década de 60[13, 81–93], é perfeitamente
equivalente à RG geométrica, porém reescrita na linguagem de teorias de calibre. A formu-
lação consiste em “quebrar” a covariância explícita das equações de Einstein, separando
direções espaciais das temporais e assim fornecendo uma noção de tempo e evolução
temporal em teorias de gravitação. Assim como ocorre em espaços-tempo com a métrica de
Minkowski, em geral1 também podemos adotar uma superfície “espacial” tridimensional e
escolher uma quarta coordenada perpendicular ao plano considerado e adotá-lo como o
eixo do “tempo”, onde deve ser arbitrado qual das duas direções possíveis é o futuro.

Seguindo o raciocínio em Ref. [14], nessa formulação a função Hamiltoniana é
descrita como uma combinação de vínculos, H = Nω0 +Naωa, o que implica em dizer que
a Hamiltoniana é igual a zero no domínio das equações de movimento, ou H ≈ 0. Esse fato é
fundamental no entendimento de como a geometria se transforma em mecânica[14,96] e do
que significa se ter uma teoria invariante por transformações de coordenadas. Em todo caso,
é possível mostrar que qualquer teoria de partículas pode ser parametrizada, simplesmente
elevando em um o número de graus de liberdade, anulando a função Hamiltoniana2 e,
assim, criando efetivamente uma ação geralmente covariante. O que a formulação ADM
explicita é que RG é uma teoria parametrizada a priori. Nesse caso os parâmetros são
quatro: as coordenadas do espaço-tempo {xµ}.

Por se tratar de uma teoria de calibre, são as grandezas globais aquelas que
retêm significado físico. Um exemplo importante de variável global é a energia E do
campo gravitacional. A partir do formalismo ADM, E é definida a partir do vínculo
Hamiltoniano ω0, tomado como conjugado do tempo assintótico – no infinito espacial
–, como E =

∫
Σt→∞ ∇2gT =

∫
Σt→∞ −ω0. Sendo que uma definição análoga é feita para

extensões covariantes arbitrárias de RG[97, 98]. Esse exemplo é uma amostra do horizonte
teórico que o formalismo ADM inaugura no estudo de teorias de gravitação.

Outros importantes problemas investigados a partir do formalismo ADM estão os
das ondas gravitacionais[88,99–102], a auto-energia de partículas massivas e carregadas e
interações pós-Newtonianas partícula-partícula[103,104], além de uma ampla literatura
1 Na verdade nem sempre é possível fazer uma foliação do espaço-tempo, para que essa foliação possa

ser feita globalmente a variedade precisa ser globalmente hiperbólica. Mais detalhes em [94] e [95].
2 Ver Sec. (A.6.4).
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cobrindo problemas de cosmologia – energia escura, matéria escura –, astrofísica –, constru-
ção de modelos teóricos – extensões de RG, SUGRA –, radiação gravitacional –, integração
numérica, quantização etc. Podemos dizer que o formalismo ADM foi uma das principais
contribuições à física gravitacional, com um imenso legado ainda em expansão.

Nesse capítulo abordamos como é feita a foliação do espaço-tempo partindo da
teoria geométrica Riemanniana de Relatividade Geral até chegar nas equações para a
variedade imersa 3 + 1. As principais referências utilizadas nesse capítulo são [105] e [106],
onde esse último, conforme apontado pelo autor, é basicamente uma revisão de [94] com
os cálculos expandidos. Como importante literatura do ponto de vista do detalhamento
dos cálculos e discussões teóricas apontamos a Ref. [107], onde são tratados os tópicos do
formalismo ADM da gravitação e sua quantização canônica.

4.2 Geometria Riemanniana

4.2.1 Variedades Riemannianas

Comecemos por definir o cenário matemático utilizado para expressar os fenômenos
gravitacionais na teoria da relatividade geral.

Definição 15. Seja M uma variedade diferenciável, seja também U, V ∈ TpM . Uma
métrica Riemanniana g em M é um mapa TpM ⊗ TpM → R que satisfaz os seguintes
axiomas em cada ponto p em M :

• gp(U, V ) = gp(V, U),

• gp(U,U) ≥ 0, onde gp(U,U) = 0 se, e somente se, U = 0.

Com gp = g |p.

Uma variedade Riemanniana é uma variedade dotada de uma métrica Rieman-
niana.

Seja (U, ϕ) uma carta em M e {xµ} as coordenadas. Podemos escrever

gp = gµν(p)dxµ ⊗ dxν . (4.1)

De modo que

gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gνµ(p) (p ∈ M) . (4.2)

Chamamos comumente de métrica a quantidade

ds2 = g

(
dxµ

∂

∂xµ
, dxν

∂

∂xν

)
= dxµdxνg

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gµνdx

µdxν . (4.3)
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Stricto sensu, o tensor métrico é g = gµνdx
µ ⊗ dxν .

Seja M uma subvariedade (definição 11) m-dimensional de uma variedade Rie-
manniana N com métrica gN . Se f : M → N é um mergulho que induz a estrutura
de subvariedade em M , o pullback f ∗ induz a métrica natural gM = f ∗gN em M . Os
componentes de gM são

gMµν(x) = gNαβ(f(x))∂f
α

∂xµ
∂fβ

∂xν
, (4.4)

onde os fα denotam as coordenadas de f(x). A métrica induzida é definida por

gµνdx
µ ⊗ dxν = δαβ

∂fα

∂xµ
∂fβ

∂xν
dxµ ⊗ dxν . (4.5)

4.2.2 Transporte paralelo e derivada covariante

Para comparar dois vetores em pontos diferentes de uma variedade devemos,
em analogia com o caso Euclidiano, encontrar uma definição adequada de transporte
paralelo, isto é, para o procedimento de reter toda a informação contida em um vetor
num dado ponto e descrevê-la equivalentemente em outro ponto da mesma variedade.
Heuristicamente podemos entender o problema da seguinte forma. Seja Ṽ |x+∆x o vetor
V |x paralelamente transportado para x+ ∆x, exigimos que

Ṽ µ(x+ ∆x) − V µ(x) ∝ ∆x , (4.6)

( ˜V µ +W µ)(x+ ∆x) = Ṽ µ(x+ ∆x) + W̃ µ(x+ ∆x) . (4.7)

A derivada covariante de V com respeito a xµ pode ser, então, definida por

lim
∆xν→0

= V µ(x+ ∆x) − Ṽ µ(x+ ∆x)
∆xν

∂

∂xµ
=
(
∂V µ

∂xν
+ V λΓµνλ

)
∂

∂xµ
(4.8)

e indica um vetor em x+ ∆x resultante da diferença entre os vetores V |x+∆x e Ṽ |x+∆x

definidas no mesmo ponto x+ ∆x. Para uma variedade Riemanniana existe uma escolha
preferencial para Γ, chamada de conexão de Levi-Civita.

Uma definição de Γ que satisfaça a simetria Γλµν = Γλνµ e forneça um vetor transpor-
tado paralelamente de modo a preservar sua norma nos leva a definição formal de conexão
afim.

Definição 16. Uma conexão afim ∇ é um mapa ∇ : X(M) × X(M) → X(M), ou
(X, Y ) 7→ ∇XY , que satisfaz as seguintes condições

∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ , (4.9a)

∇(X+Y )Z = ∇XZ + ∇YZ , (4.9b)

∇fXY = f∇XY , (4.9c)

∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY , (4.9d)

onde f ∈ F(M) e X, Y, Z ∈ X(M).
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Tome uma carta (U, ϕ) com coordenadas x = ϕ(p) em M , definimos os coeficientes
de conexão Γλνµ como

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓλνµ , (4.10)

onde eµ = {∂/∂xµ} na base coordenada em TpM . Como consequência temos que a derivada
covariante de um vetor W em relação a um campo vetorial V é dada por

∇VW = V µ∇eµ(W νeν) = V µ(eµ[W µ]eν +W ν∇eµeν)

= V µ

(
∂W λ

∂xµ
+W νΓλµν

)
eλ ≡ V µ(∇µW

ν)eν , (4.11)

ou

∇µW
ν ≡ ∂W λ

∂xµ
+W νΓλµν . (4.12)

A derivada covariante de um campo escalar f ∈ F(M) é definida como a derivada
direcional ordinária

∇Xf = f [X] . (4.13)

Exigindo que a derivada covariante obedeça a regra de Leibniz para quaisquer produtos
tensoriais, como ⟨ω, Y ⟩ ∈ F(M) para ω ∈ Ω1(M) e Y ∈ X(M), temos

X[⟨ω, Y ⟩] = ∇X [⟨ω, Y ⟩] = ⟨∇Xω, Y ⟩ + ⟨ω,∇XY ⟩ . (4.14)

Escrevendo ambos os lados em termos de suas componentes, temos

(∇Xω)ν = Xµ∂µων −XµΓλµνωλ . (4.15)

Generalizando para um tensor tλ1...λp
µ1...µq

, temos

∇νt
λ1...λp
µ1...µq

= δµt
λ1...λp
µ1...µq

+ Γλ1
νκt

κλ2...λp
µ1...µq

+ . . .+ Γλp
νκt

λ1...κ
µ1...µq

−Γκνµ1t
λ1...λp
κµ2...µq

− . . .− Γκνµq
tλ1...λp
µµ2...κ . (4.16)

Em particular, para a métrica gµν ,

∇νgλµ = ∂νgλµ − Γκνλgκµ − Γκνµgλκ . (4.17)

Agora colocamos a exigência de que a derivada covariante da métrica seja nula, em
outras palavras exigimos que a derivada covariante seja compatível com a métrica gµν da
variedade Riemanniana, isto é equivalente a demandar que o produto interno entre dois
vetores transportados paralelamente por uma curva se mantenha constante, ou

∇κgµν = 0 . (4.18)



4.2. Geometria Riemanniana 71

Da Eq. (4.17), temos

∂νgλµ − Γκνλgκµ − Γκνµgλκ = 0 . (4.19)

Combinando permutações cíclicas de (λ, µ, ν) definimos o tensor torção

T κλµ ≡ 2Γκ[λµ] = Γκλµ − Γκµλ . (4.20)

Notavelmente, simetrizando a conexão, temos

Γκµν = Γκ(µν) + Γκ[µν]

=

 κ

µν

+Kκ
µν . (4.21)

Chamamos o primeiro termo de coeficientes de Christoffel e é dado por κ

µν

 = 1
2g

κλ (∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) , (4.22)

enquanto o segundo é chamado de contorsão e é dado por

Kκ
µν ≡ 1

2(T κν µ + T κµ ν − T κµν) . (4.23)

Se o tensor de torção se anula numa variedade M , a conexão métrica é chamada
de conexão de Levi-Civita.

4.2.3 Curvatura

Definição 17. Definimos o tensor torção T : X(M) ⊗ X(M) → X(M) e o tensor de
Riemann Rie : X(M) ⊗ X(M) ⊗ X(M) → X(M) por

T (X, Y ) ≡ ∇XY − ∇YX − [X, Y ] , (4.24)

Rie(X, Y, Z) ≡ ∇X∇YZ − ∇Y ∇XZ − ∇[X,Y ]Z . (4.25)

T é um tensor multilinear de tipo (1, 2) e de forma T (X, Y ) = XµY νT (eµ, eν). Com
respeito à base coordenada {eµ} e à base dual {dxµ}, suas componentes são

T λµν = ⟨dxλ, T (eν , eµ)⟩ = ⟨dxλ,∇µeν − ∇νeµ⟩

= ⟨dxλ,Γηµνeη − Γηνµeη⟩ = Γλµν − Γλνµ . (4.26)

E os componentes de Rie, denotados por Rκ
λµν , são

Rκ
λµν = ⟨dxκ, Rie(eµ, eν)eλ⟩ = ⟨dxκ, Rie(eµ, eν)eλ⟩

= ⟨dxκ,∇µ(Γηνλeη) − ∇ν(Γηµλeη)⟩

= ⟨dxκ, (∂µΓηνλ)eη + ΓηνλΓξµηeξ − (∂νΓηµλ)eη − ΓηµλΓξνηeξ⟩

= ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ + ΓηνλΓκµη − ΓηµλΓκνη . (4.27)
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Tem-se imediatamente

T λµν = −T λνµ , Rκ
λµν = −Rκ

λνµ . (4.28)

A partir do tensor de Riemann construímos o tensor de Ricci Ric como

Ric(X, Y ) ≡ ⟨dxµ, Rie(eµ, Y )X⟩ , (4.29)

cujos componentes, denotados por Rµν , são

Rµν = Ric(eµ, eν) = Rλ
µλν . (4.30)

Contraindo os índices do tensor de Ricci obtemos o escalar de curvatura

R ≡ gµνRic(eµ, eν) = gµνRµν . (4.31)

4.2.4 Equação de Einstein

O tensor de Riemann satisfaz as seguintes simetrias

Rκλµν = −Rκλνµ (4.32)

Rκλµν = −Rλκµν (4.33)

Rκλµν = Rµνκλ , (4.34)

com Rκλµν = gκζR
ζ
λµν . Munidos dessas relações podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4 (Identidades de Bianchi). Seja Rie o tensor de Riemann definido com
respeito à conexão de Levi-Civita. Então Rie satisfaz as seguintes identidades,

Rie(X, Y )Z +Rie(Z,X)Y +Rie(Y, Z)X = 0 (4.35)

primeira identidade de Bianchi
(∇XRie)(Y, Z)V + (∇ZRie)(X, Y )V + (∇YRie)(Z,X)V = 0 (4.36)

segunda identidade de Bianchi

Em termos de suas componentes, as identidades de Bianchi são

Rκ
λµν +Rκ

µνλ +Rκ
νλµ = 0 (4.37)

primeira identidade de Bianchi

(∇κR)ξλµν + (∇µR)ξλνκ + (∇νR)ξλκµ = 0 (4.38)

segunda identidade de Bianchi

Contraindo os índices ξ e µ da segunda identidade de Bianchi, obtemos a importante
relação

(∇κR)λν + (∇µR)µλνκ + (∇νR) λκ = 0 . (4.39)
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Contraindo os índices λ e ν, obtemos ∇µ(Rδµν + 2Rµ
κ) = 0, ou

∇µG
µν = 0 . (4.40)

Onde Gµν é o tensor de Einstein, definido por

Gµν = Rµν − 1
2g

µνR . (4.41)

4.2.5 Ação de Einstein-Hilbert

De acordo com a teoria da Relatividade Geral de Einstein, a atração gravitacional
entre dois objetos é efeito da curvatura do espaço-tempo. A matéria determina a confi-
guração geométrica do espaço-tempo, ao mesmo tempo que o espaço-tempo determina o
movimento da matéria. A descrição precisa da dinâmica dum sistema gravitacional clássico
é obtida através da solução da Equação de Einstein,

Gµν = κTµν , (4.42)

onde κ é uma constante introduzida para reproduzir o limite Newtoniano e Tµν é o tensor
de densidade de momento-energia.

A ação que leva à equação de Einstein é conhecida como ação de Einstein-Hilbert
e é definida por

SE−H = 1
2κ

∫
R

√
−gd4x . (4.43)

As equações de Einstein são obtidas através da extremização da ação de Einstein-Hilbert,
ou seja, fazendo-se δSE−H = 0. Realizando esse procedimento, temos

δR
√

−g = δ(gµνRµν

√
−g)

= δgµνRµν

√
−g + gµνδR

√
−g +Rδ(

√
−g)

= −gκµgλνδgκλRµν

+gµν
(
∇κδΓκνµ − ∇νδΓκκµ

)√
−g + 1

2R
√

−ggµνδgµν . (4.44)

Onde usamos

δg = ggµνδgµν , (4.45)

δgµν = −gµκgνλδgκλ , (4.46)

δRµν = ∇κδΓκνµ − ∇νΓκκµ . (4.47)

O segundo termo é uma derivada total

∇κ

(
gµνδΓκνµ

√
−g
)

− ∇ν

(
gµνδΓκκµ

√
−g
)

(4.48)
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e portanto seus termos se anulam na borda. Dos termos restantes obtemos

δSE−H = 1
2κ

∫ (
−Rµν + 1

2g
µνR

)
δgµν

√
−gd4x = 0 . (4.49)

Ou equivalentemente,

Gµν = Rµν − 1
2gµνR = 0 . (4.50)

Agora consideremos ação de Einstein-Hilbert mais uma contribuição de matéria
qualquer como

SM ≡
∫

L(ϕ)
√

−gd4x , (4.51)

onde L(ϕ) é a densidade Lagrangiana da teoria considerada. Fazendo a extremização
da ação de matéria com respeito à métrica, obtemos o tensor momento-energia Tµν

definido por

δSM = 1
2

∫
T µνδgµν

√
−gd4x . (4.52)

Assim,

Tµν = 2√
−g

δSM
δgµν

. (4.53)

Pelo o princípio da mínima ação , δ(SE−H +SM ) = 0, donde obtemos finalmente a equação
de Einstein

Gµν = κTµν . (4.54)

4.3 Geometria de Hiperssuperfícies

4.3.1 Foliação do Espaço-Tempo

A formulação adequada de uma teoria canônica para a gravitação requer uma
separação do espaço e do tempo. No contexto de relatividade especial, existe uma escolha
natural para a coordenada temporal, além disso a métrica é invariante pelas transformações
de especial interesse, as transformações de Lorentz. Já para o caso geral não existem
simetrias de fundo ou observadores inerciais prediletos, tornando a noção de tempo muito
mais generalizada. Nesse caso podemos simplesmente considerar superfícies “espaciais”,
digamos Σ, parametrizadas para alguma função t ∈ R constante, assim M = Σ × R.

Em geometria Riemmaniana, dada a função t, sempre existe um vetor normal a Σ
dado por ∇µt. Para todo campo vetorial sµ ∈ TΣ a t constante, temos que gµνsµ∇νt =
sµ∇µt = 0.
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Agora falta apenas definir um vetor que aponte na direção da passagem do “tempo”.
Da não degenerescência da métrica definimos o vetor normalizado

nµ ≡ ∇µt√
−gαβ∇αt∇βt

, (4.55)

tal que gαβnαnβ = −1. Exigimos que esse vetor não mude de sentido (o qual denominamos
futuro), assim nµ∇µt > 0.

Esta divisão do espaço-tempo fornece à subvariedade Σ uma estrutura riemanniana
própria. Temos, então, a métrica induzida definida por

hµν ≡ gµν + nµnν , (4.56)

que é única por conta de sua propriedade de operador projetor, a saber, verifica-se
imediatamente que

hσµh
µ
ν = hσν , (4.57)

hµνn
ν = 0 (4.58)

e
hµνs

ν = gµνs
ν , ∀ sν ∈ TΣ . (4.59)

Podemos considerar hµν como sendo a parte espacial de gµν , definindo uma métrica positivo
definida em Σ, daí simplesmente escrevemos hab. Assim hab equivale à inversa de hab quando
aplicada a vetores tangentes a Σ.

Nas seções abaixo até a seção (4.4) usaremos a notação com índices a, b, c etc,
significando que, dado um vetor sa ∈ TM , a = 0, 1, 2, 3.

4.3.2 Derivadas Temporais

Segundo a interpretação da métrica induzida hab como sendo a métrica espacial,
faz sentido definirmos uma derivada temporal da métrica induzida. Introduzimos o campo
vetorial evolução temporal ta para definir a direção da derivada temporal, que é dado por

ta∇at = 1 . (4.60)

Esta condição, junto com uma a condição ta∇as
b = 0, com sa ∈ TΣ, garante que (4.60)

possa ser interpretada como uma componente temporal. Podemos simplesmente decompor
ta em

ta = naN +Na , (4.61)

onde utilizamos a definição a seguir.
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Definição 18. Definimos função lapso e vetor deslocamento, respectivamente, por

N ≡ −nata e Na ≡ habtb . (4.62)

Com isso é possível escrever a seguinte proposição [105]:

Proposição 1. Seja T um tensor arbitrário definido em M , sua derivada temporal é dada
por

Ṫ a1,...,an

b1,...,bm
≡ ha1

c1 . . . h
an
cn
hd1
b1 . . . h

dm
bm

LtT
c1,...,cn

d1,...,dm
, (4.63)

onde Lt é a derivada de Lie ao longo do vetor evolução temporal ta.

4.3.3 Curvatura Intrínseca

Da equação (4.55), em geral temos que

nan
a =

 −1, se Σ é tipo-espaço,
1, se Σ é tipo-tempo .

(4.64)

Para o caso em que o produto interno é nulo, é possível construir uma conexão de
Levi-Civita única D, sem torção e com métrica compatível com Σ [94]. A própria métrica
espacial é uma quantidade intrínseca, e como ela é de fato uma métrica em Σ é possível
definir o operador Da, tal que Dahbc = 0 :

Definição 19.
DcT

a1,...,an

b1,...,bm
≡ ha1

d1 . . . h
ak
dk
he1
b1 . . . h

el
bl
hfc∇fT

d1,...,dk
e1,...,el

. (4.65)

A derivada covariante Da imediatamente satisfaz a condição de linearidade, a regra
de Leibniz e preserva a métrica espacial. De fato,

hdah
e
bh

f
c∇fhde = hdah

e
bh

f
c∇(gde + ndne) = 0 , (4.66)

onde usamos que gde é covariante a ∇f , além da relação (4.58). Com uma derivada
covariante definida é possível definir outras quantidades geométricas da foliação.

Definição 20. O tensor curvatura intrínseca é definido como o tensor de Riemann
tridimensional

(3)Rd
abcωd = DaDbωc −DbDaωc , (4.67)

para todo ωc ∈ T ∗Σ.

Como usamos somente a derivada espacial Da, aplicada a formas espaciais ωc ,
(3)Rd

abc é definido intrinsecamente. Do tensor de Riemann intrínseco obtemos o 3-tensor de
Ricci e o 3-escalar de Ricci usando as contrações usuais.



4.3. Geometria de Hiperssuperfícies 77

4.3.4 Curvatura Extrínseca

Acabamos de identificar que a curvatura intrínseca é uma quantidade completamente
definida na seção espacial do espaço-tempo, logo falta a informação associada à derivação
na direção temporal. O resultado é derivação da componente geométrica extrínseca.

Ao contrário da geometria intrínseca, que se aplica somente à variedade (Σ, hab),
não importando como ela está imersa na variedade do espaço-tempo, a geometria extrínseca
de Σ em Σ × R se refere ao modo como a variedade imersa Σ “se dobra” em torno de sua
vizinhança. Isso significa que, em geral, na é variável ao longo de Σ.

Definição 21. O tensor de curvatura extrínseca é definido por

Kab ≡ Danb = hcah
d
b∇cnd . (4.68)

O tensor Kab possui as seguintes propriedades úteis para nossa exposição:

1. Kab = hca∇cnb = ∇anb + nan
c∇cnb. Ou seja, pode-se dispensar um projetor da

definição de Da. Prova:

Kab = hdbh
c
a∇cnd = (δdb + nbn

d)hca∇cnd (4.69)

= hca∇cnb + nbn
dhca . (4.70)

Notando que nd∇cnd = 1
2(nd∇cnd + nd∇cn

d) = 1
2∇c(ndnd) = 0, temos o resultado.

2. É simétrico, Kab = Kba.

3. A curvatura extrínseca é dada pela metade da derivada de Lie da métrica induzida
ao longo do vetor normal

Kab = 1
2Lnhab. (4.71)

A demonstração é imediata:

Lnhab = nc∇chab + hcb∇an
c + hac∇bn

c (4.72)

= nc∇c(nanb) + ∇anb + ∇bna

= (δca + nan
c)∇cnb + (δcb + nbn

c)∇cna

= hca∇cnb + hcb∇cna = Kab +Kba = 2Kab .

4.
Kab = 1

2N (ḣab −DaNb −DbNa) , (4.73)

onde ḣab = hcah
d
bLthcd. Esse resultado segue de

Kab = 1
2Lnhab (4.74)

= 1
2N (Nnc∇chab + hcb∇a(Nnc) + hac∇b(Nnc))

= 1
2N hcah

d
bLt−Nhcd = 1

2N hcah
d
b(Lthcd − LNhcd) ,
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onde fizemos a substituição Nna = ta −Na.

4.3.5 Decomposição da Métrica

Definição 22. Sejam (ya) as coordenadas induzidas da superfície Σt, chamamos de
coordenadas adaptadas à foliação as coordenadas

xα = xα(ya) . (4.75)

O operador projeção pode, então, ser escrito como

eαa = ∂xα

∂ya
. (4.76)

E o elemento de linha de Σt é

ds2
Σt

= gαβdx
αdxβ = gαβ

(
∂xα

∂ya
dya

)(
∂xβ

∂yb
dyb

)
= habdy

adyb , (4.77)

de modo que a métrica induzida é dada por

hab = gαβe
α
ae

β
b . (4.78)

Expandindo a 3-métrica induzida h relativa às coordenadas (xi) ∈ Σt, temos a
métrica

h = hijdx
idxj . (4.79)

Como o vetor deslocamento é tangente à superfície Σt, a métrica induzida pode ser
usada para abaixar e levantar índices desse vetor,

Ni = hijN
j . (4.80)

A expansão da métrica do espaço-tempo g nas coordenadas correspondentes é a
métrica

g = gαβdx
αdxβ . (4.81)

Como g é um morfismo que leva dois vetores em um número real, podemos ver seus
componentes como a função

gαβ = g(∂⃗t, ∂⃗N) . (4.82)

Portanto, utilizando (4.61), temos

g00 = g(∂⃗t, ∂⃗t) = tata (4.83)

= (naN +Na)(naN +Na)

= −N2 +NaNa ,
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onde utilizamos nana = −1, da eq. (4.55), e nahab = 0, da eq. (4.58). Também

g0i = g(∂⃗t, ∂⃗i) = t⃗ · ∂⃗i
= (n⃗N + N⃗) · ∂⃗i = N⃗ · ∂⃗i
= Na(∂a∂i) = Naδ

a
i (4.84)

= Ni

e
gij = g(∂⃗i, ∂⃗j) = ∂⃗i · ∂⃗j = hij . (4.85)

Portanto, a matriz que representa a métrica do espaço tempo em uma foliação 3 + 1
é

gαβ =
 g00 g0j

gi0 gij

 =
 −N2 +N iNi N j

N i hij

 . (4.86)

Podemos então avaliar explicitamente a métrica do espaço tempo:

gµνdx
µdxν = (−N2 +NiN

i)dtdt (4.87)

+Njdtdx
j +Nidtdx

i (4.88)

+hijdxidxj (4.89)

= (−N2 +NiN
i)dtdt (4.90)

+hijN idtdxj + hijN
idtdxj (4.91)

+hijdxidxj , (4.92)

e obtemos a 2-forma métrica do formalismo ADM.

gµνdx
µdxν = −N2dtdt+ hij(dxi +N idt)(dxj +N jdt) . (4.93)

Esse resultado chave é o verdadeiro início do formalismo ADM, a partir daqui
podem ser derivadas as equações de Hamilton para a Relatividade Geral e outras teorias
de gravitação. Agora passemos a procurar a 2-forma dual da métrica. Suponha que a
métrica dual tenha a forma

gαµ =
 g00 g0j

gi0 gij

 =
 a vk

vj bjk

 . (4.94)

Por definição, o produto interno das duas matrizes tem que ser a matriz identidade,
ou  −N2 +N iNi N j

N i hij

 ·

 a vk

vj bjk

 =
 1 0

0 δik

 . (4.95)

Da multiplicação da primeira linha de gαµ com a primeira coluna de gαµ, temos

(−N2 +NjN
j)a+Njvj = 1 . (4.96)
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Da multiplicação da segunda linha de gαµ com a primeira coluna de gαµ, temos

aNi + hijv
j = 0 ⇒ aNi = vi . (4.97)

Assim, temos
(−N2 +NjN

j)a− aNjN
j = 1 . (4.98)

Das equações (4.97) e (4.98), temos que a = − 1
N2 e vj = Nj

N2 . Da multiplicação da
segunda linha de gαµ com a segunda coluna de gαµ temos que

Niv
k + hijb

jk = δik ⇒ δik − NiN
k

N2 , (4.99)

ou
bij = hij − N iN j

N2 . (4.100)

Logo, a matriz métrica dual de gαµ é

gαµ =
 g00 g0j

gi0 gij

 =
 − 1

N2
Nj

N2

N i

N2 hij − N iNj

N2 .

 (4.101)

Utilizando a regra de Cramer[108] é possível estabelecer o determinante da métrica
ADM do espaço-tempo. Primeiro, denotemos g = det(gαβ) e h = det(hij). Observe que g e
h são independentes das coordenadas.

Da regra de Cramer
g00 = C00

g
= h

g
. (4.102)

Assim, temos que
h

g
= − 1

N2 . (4.103)

Portanto, a relação entre o determinante da métrica do espaço tempo no formalismo usual
e o determinante da métrica induzida é

√
−g = N

√
h . (4.104)

4.4 Relações de Curvatura
A curvatura do espaço-tempo é completamente descrita pelas curvaturas intrínseca

(4.68) e extrínseca (4.67) de Σ, da mesma forma que a métrica induzida hαβ e o vetor
normal nµ descrevem a métrica gµν . Somente as quantidades de 3-curvatura por si só
não descrevem toda a informação sobre a curvatura da variedade foliada, como é possível
mostrar através da contagem de componentes independentes: O tensor de Riemann de n
dimensões tem n2(n2 −1)/12 componentes independentes, o que resulta em 20 componentes
independentes para n = 4 e 6 para n = 3, tomando o tensor de curvatura extrínseca que
fornece mais 6 componentes, temos um total de 12 componentes de 3-curvatura contra 20
de 4-curvatura. Essa aparente contradição é resolvida ao encontrar qual a correspondência
entre o tensor de Riemann e os tensores de curvatura intrínseca e extrínseca.
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4.4.1 Relações de Gauss

A primeira relação que temos é a equação de Gauss

h η
α h

ϕ
β h

γ
κ h

δ
σ R

σ
ηϕγ =(3)Rδ

αβκ +KακK
δ
β −KβκK

δ
α , (4.105)

que segue de

DαDβωκ = Dα(h δ
β h

η
κ ∇δωη) = h ϕ

α h
γ
β h

σ
κ ∇ϕ(h δ

γ h
η
σ ∇δωη) (4.106)

= h ϕ
α h

δ
β h

η
κ ∇ϕ∇δωη + h η

κ (h ϕ
α h

γ
β ∇ϕh

δ
γ )∇δωη + h δ

β (h ϕ
α h

σ
κ ∇ϕh

η
σ )∇δωη ,

mas
h ϕ
α h

γ
β ∇ϕh

δ
γ = h ϕ

α h
γ
β ∇ϕ(g γ

β + nγn
δ) = nδh γ

β ∇αnγ = Kαβn
δ , (4.107)

também

h δ
β (hϕαh σ

κ ∇ϕh
η
σ )∇δωη = h δ

β Kακn
η∇δωη = −Kακh

δ
β ωη∇δn

η = −KακK
η
β ωη . (4.108)

Portanto,

(3)Rη
αβκωη = DαDβωκ −DβDαωκ (4.109)

= h ϕ
α h

δ
β h

η
κ (∇ϕ∇δωη − ∇δ∇ϕωη) −KακK

η
β ωη +KβκK

η
α ωη .

O que prova a identidade.

4.4.2 Relações de Codazzi

A equação de Codazzi

hαηh
β
ϕh

κ
γRαβκδn

δ = DηKϕγ −DϕKηγ (4.110)

segue diretamente fazendo

hαηh
β
ϕh

κ
γRαβκδn

δ = hαηh
β
ϕh

κ
γ(∇α∇β − ∇β∇α)nκ

= hαηh
β
ϕh

κ
γ(∇α(g δ

β ∇δnκ) − ∇β(g δ
α ∇δnκ))

= DηKϕγ − hαηh
β
ϕh

κ
γ∇α(nβnδ∇δnκ) −DϕKηγ + hαηh

β
ϕh

κ
γ∇β(nαnδ∇δnκ)

= DηKϕγ −DϕKηγ − hαηh
β
ϕh

κ
γ(nδ∇δnκ)(∇αnβ − ∇βnα) , (4.111)

considerando que o último termo é nulo por conta da simetria da projeção espacial de
∇αnβ, temos demonstrado a relação.

4.4.3 A Relação de Ricci

A equação de Ricci é

Rακβδn
κnδ = −LnKαβ +KακK

κ
β +D(αaβ) + aαaβ , (4.112)
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onde definimos a aceleração normal como aα ≡ nκ∇κnα, com aαn
α = 0. Esta equação será

deduzida por partes. Primeiro, temos

LnKαβ = nκ∇κKαβ +Kακ∇βn
κ +Kβκ∇αn

κ . (4.113)

Usando Kαβ = h κ
α ∇κnβ = ∇αnβ + nαn

κ∇κnβ, o primeiro termo fica

nκ∇κKαβ = nκ∇κ∇αnβ + (nκ∇κnα)(nδ∇δnβ) + nαn
κ∇κ(nδ∇δnβ)

= nκ∇κ∇αnβ + aαaβ − (∇αn
δ)(∇δnβ) − nδ∇α∇δnβ + h κ

α ∇κ(nδ∇δnβ) .

No último termo, onde foi utilizada a relação nαnκ = −g κ
α + h κ

α , podemos escrever

h κ
α (h η

β − nβn
η)∇κaη = Dαaβ − h κ

α nβn
η∇κaη

= Dαaβ + nβaη∇αn
η + nαn

κnβaη∇κn
η .

Logo,

nκ∇κKαβ = nκ(∇κ∇α − ∇α∇κ)nβ + aαaβ +Dαaβ − (∇αn
δ)(∇δnβ)

+nβ∇αn
η(nκ∇κnη) + nαnβ(nκ∇κn

η)(nδ∇δnη) .

Os dois últimos termos de LnKαβ podem ser escritos como

Kακ∇βn
κ +Kβκ∇αn

κ = (∇αnκ)(∇βn
κ) + nβn

κ(∇κn
δ)(∇αnδ) +Kακ(K κ

β − nβn
δ∇δn

κ)

= (∇αnκ)(∇βn
κ) +KακK

κ
β − nαn

δ(∇δnκ)nβnη∇ηn
κ .

Notando que

(∇αnκ)(∇βn
κ) − (∇αn

δ)(∇δnβ) + nβ∇αn
η(nκ∇κnη)

= (∇αn
κ)(∇βnκ − ∇κnβ + nβn

δ∇δnκ)

= (∇αn
κ)(h δ

β (∇δnκ − ∇κnδ) + nβn
δ∇δnκ) = 0 ,

onde utilizamos na primeira linha o fato de na ser normalizado para sumir com o último
termo, e

h δ
β (∇δnκ − ∇κnδ) = h δ

β h
η
κ (∇δnη − ∇ηnδ) − h δ

β nκn
η(∇δnη − ∇ηnδ)

= −nκnη∇ηnβ ,

para zerar o resto.

Reagrupando os termos obtemos a equação de Ricci.



4.4. Relações de Curvatura 83

4.4.4 Escalar de Curvatura no Formalismo ADM

Primeiro chamamos atenção para a importante relação

Rαβn
αnβ = (K α

α )2 −K β
α K

α
β + ∇αv

α . (4.114)

A relação (4.114) segue diretamente de

Rαβn
αnβ = R κ

ακβ nαnβ = −nα(∇α∇κ − ∇κ∇α)nκ

= (∇αn
α)(∇κn

κ) − (∇κn
α)(∇αn

κ) − ∇α(nα∇κn
κ) + ∇κ(nα∇αn

κ) ,

usando

(∇κn
α)(∇αn

κ) = g δ
α g

κ
η (∇κn

α)(∇δn
κ)

= (h κ
η ∇κn

α)(h δ
α ∇δn

η) − h δ
α n

σnσ(∇κn
α)(∇δn

κ)

+h κ
η nαn

δ(∇κn
α)(∇δn

κ) + nαn
δnκnη(∇κn

α)(∇δn
κ)

= K α
η K

η
α .

Analogamente, (∇αn
α)(∇κn

κ) = (K α
η )(K η

α ) = (K α
α )2 e o resultado segue, notando

que vα = −nα∇κn
κ + nκ∇κn

α.

Agora, passando para o cálculo do escalar de curvatura, temos

R = gαβgκδRακβδ = (hαβ − nαnβ)(hκδ − nκnδ)Rακβδ

= hαβhκδRακβδ − 2Rαβn
αnβ

= hηφhγσh α
η h

β
φ h

κ
γ h

δ
σ Rακβδ − 2Rαβn

αnβ

= hηφ[(3)R γ
ηγφ +KηφK

γ
γ −KγφK

γ
η ] − 2[(K α

α )2 −K α
β K

β
α + ∇αv

α] ,

onde utilizamos a equações (4.105) e (4.114). Portanto, o escalar de Ricci no formalismo
ADM é

R =(3)R − (K α
α )2 +KαβK

αβ − 2∇αv
α (4.115)

e, finalmente, escrevemos todas as quantidades geométricas que definem RG covariante na
formulação 3 + 1.
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5 Gravitações canônicas no formalismo sim-
plético

5.1 Introdução

A relatividade geral é a teoria que descreve a dinâmica do espaço-tempo. Por
ser uma teoria essencialmente geométrica, suas equações descrevem um comportamento
fundamentalmente diferente do de outras teorias de calibre. Quando se trata da formulação
canônica, as teorias de gravitação modernas apresentam uma série de sutilezas alheias às
demais teorias de campo, a começar pela necessidade da quebra da covariância explícita
apresentada na foliação ADM e a subsequente construção de Dirac para a quantização
canônica.

O formalismo simplético segundo FJ foi aplicado à RG, sem a utilização do algoritmo
simplético em Refs. [109,110], com o propósito de se encontrar os parênteses generalizados
(de Dirac). Em geral, para encontrar a matriz simplética (e, portanto, os parênteses
generalizados) usando esse método, é necessário fazer uma fixação do calibre. Entretanto,
esse trabalho visa a obtenção dos geradores de calibre e dos vínculos duma dada teoria
gravitacional, não havendo necessidade de fixar o calibre. De modo que visamos interromper
o procedimento iterativo de BW num certo passo r′ ≤ r em que nenhuma fixação de
calibre é feita e todos os vínculos são encontrados. Esse procedimento também é suficiente
para se realizar a contagem dos graus de liberdade.

Nesse capítulo, baseado no trabalho em Ref. [51], apresentamos como a teoria da
relatividade geral e a extensão de Brans-Dicke são escritas segundo a expressão geométrica
da mecânica de Hamilton, isto é, segundo a geometria simplética. Conforme explicado,
aplicamos o algoritmo de BW para o formalismo simplético de Faddeev-Jackiw para
encontrar os vínculos da teoria e a matriz pré-simplética de última ordem, apontar as
transformações de calibre on-shell e off-shell1 dos principais campos das teorias e proceder
a contagem de graus de liberdade.

5.2 Teoria da Relatividade Geral na forma canônica

5.2.1 Obtenção da Lagrangiana de ordem zero

Até a obtenção do potencial simplético os principais resultados abaixo podem ser
encontrados em [95,105].
1 Trabalho atualmente em desenvolvimento.
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Utilizamos a equação (4.115) para escrever a ação de Einstein-Hilbert, a menos de
um termo de superfície, como

L[hij, N, N i] = 1
2κ

∫
d3xN

√
h
[

(3)R +KabKab − (Ka
a)

2
]
. (5.1)

Os campos da teoria são N , Na e hab. A Lagrangiana não é linear nas velocidades. Por
conveniência, pela maior proximidade explícita com o formalismo de Dirac, escolhemos
usar os momentos para linearizar a Lagrangiana.

Os momentos conjugados aos campos que compõem a teoria são2

ΠN = ∂L
∂Ṅ

= 0 , (5.2)

Πa = ∂L
∂Ṅ

a

= 0 , (5.3)

Πab = ∂L
∂ḣab

= 1
2N

∂L
∂Kab

=
√
h

2κ (Kab −Kc
c hab) , (5.4)

de modo que, temos usado Kab = 1
N

(
ḣabD(aNb)

)
. Levando em conta

Πa
a =

√
h

2κ (Ka
a − 3Kc

c) =
√
h

2κ (−2Ka
a) , (5.5)

resultando

Ka
a = − 2κ√

h

Πc
c

2 , (5.6)

e, notando que

Kab = 2κ√
h

Πab +Kc
c h

ab = 2κ√
h

(
Πab − Πc

c

2 hab
)
, (5.7)

vemos que

ḣab = 2N
(

2κ√
h

)(
Πab − Πc

c

2 hab

)
+ 2D(aNb) . (5.8)

Considerando a Hamiltoniana como o potencial de ordem zero, isto é, V (0) ≡ H,
temos que

V (0) =
(

2κ√
h

)
N
(
2Πab − Πc

c h
ab
)

Πab − 2D(aNb)Πab −

−N
(√

h

2κ

) [
(3)R +Kab

ab (Kc
c)2
]
. (5.9)

2 Usando a definição Π̃ij ≡ ∂L/∂ḣij , os momentos irão diferir da eq. (5.4) por um sinal global, i.e.
Π̃ij = −Πij . Nós usamos Πij uma vez que essa é a convenção comumente adotada (e.g., [95, 105, 111]).
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Mas

ΠabΠab =
(√

h

2κ

)2 (
Kab −Kc

c h
ab
)

(Kab −Kc
c hab)

=
(√

h

2κ

)2 (
KabK

ab −Kc
c K

abhab −Kc
c Kabh

ab + 3 (Kc
c)2
)

=
(√

h

2κ

)2 (
KabK

ab − 2 (Kc
c)2 + 3 (Kc

c)2
)

=
(√

h

2κ

)2 (
KabK

ab + (Kc
c)2
)
. (5.10)

Então

2κ√
h

(
2ΠabΠab − (Πc

c)2
)

=
(√

h

2κ

)(
2KabK

ab + 2 (Ka
a)2 − 4 (Ka

a)2
)
, (5.11)

ou seja,

1
2

(
2κ√
h

)(
2ΠabΠab − (Πc

c)2
)

=
(√

h

2κ

)(
KabK

ab − (Ka
a)2
)
. (5.12)

Assim, reescrevendo o potencial utilizando somente as variáveis do espaço de fase,

V (0) =
(

2κ√
h

)
N
[
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
]

+ 2D(aNb)Πab −N

(√
h

κ

)
(3)R . (5.13)

E a densidade de Lagrangiana da iteração zero é então

L(0) = ḣabΠab −
(

2κ√
h

)
N
[
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
]

+ 2D(aNb)Πab −N

√
h

2κ
(3)R . (5.14)

5.2.2 Notação

Para aplicações do método simplético de BW em teorias do tipo tensoriais é fácil se
perder entre todos os índices da teoria, pois além dos índices que denotam os componentes
de cada campo, outros são adicionados para denotar o espaço simplético, ou seja, cada
campo em si. A notação proposta indica como tensores são contraídos mediante produtos
internos no espaço simplético.

Tensores no espaço tangente a Σt são escritos em negrito, representando o conjunto
de seus componentes que, por sua vez, são denotados por letras do alfabeto romano, i, j, k
e assim por diante, por exemplo N = (N i),h = (hij). A dependência nas coordenadas
espaciais são expressas nos tensores correspondentes pelo uso ou não de “linhas”, e.g.
Π′i = Πi(x′), para campos que dependam tanto de x quanto de x′ nenhuma linha é
usada. Tensores no espaço simplético são denotados por uma “barra” e em negrito,
enquanto seus componentes são escritos com letras do alfabeto grego α, β, γ, por exemplo
ξ̄ = (ξα), f̄ = (fαβ). Cada elemento de uma coordenada simplética está associado a um
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campo, e não a uma componente de um campo, portanto, por exemplo, ξ2 = N , ou ξ2i = N i.
A contração de índices simpléticos implica na contração dos índices correspondentes no
espaço tangente, por exemplo

(ν̄ · f̄)βkl
= ναfαβkl

=
∑
α,i,j

ναijfαijβkl
. (5.15)

A matriz identidade 3 × 3 é denotada por 1. Também (1)ij = δij e (1)j = 1j = (δi)j ,
i.e., 1j é a j-ésima linha da matriz identidade, em particular 11 = (1 0 0). Para denotar
uma quantidade que aparece frequentemente em nossas contas, introduzimos a simbologia
I como

δhij
δh′kl

= δk(iδ
l
j)δ

(3)(x− x′) ≡ Iklij , (5.16)

onde os parênteses em i e j indicam simetrização.

Produtos internos entre dois campos no espaço simplético indicam que o número
máximo de índices sendo contraídos no espaço interno (i.e. em Σt), assim temos que o
produto interno entre um tensor de ordem 2 e um tensor de ordem quatro implica na
contração de dois índices. A contração dos índices sempre ocorre entre campos de mesma
coordenada espacial. Seja A = (Ai),B = (Bi) e C = (Ci), então

A · δC
′

δB
= Ai

δC ′

δBi
=
(
Ai
δC ′j
δBi

)
,

A · δC
δB′

= Ai
δCi
δB′

=
(
Ai

δCi
δB′j

)
. (5.17)

O índice que indica a iteração (i) no algoritmo de BW aparece somente quando
necessário, geralmente no início de cada iteração onde são declaradas as variáveis significa-
tivas.

5.2.3 Iteração de ordem zero: obtenção dos vínculos

A partir da Lagrangiana de ordem zero podemos identifica o vetor simplético de
ordem zero como

ξ̄
(0) =

(
N N h Π

)
=
(
N N i hij Πij

)
, (5.18)

ā(0) =
(
0 0 Π 0

)
=
(
0 0k Πkl 0kl

)
. (5.19)

A partir das quantidade acima declaradas obtemos

δa′β
δξα

= δ4
αδ

3
β

δΠ′

δΠ
= δ4

αδ
3
β I . (5.20)

Portanto, a estrutura pré-simplética é

fαβ = δ4
αδ

3
β I − δ4

βδ
3
α I . (5.21)
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A matriz associada à estrutura simplética acima é claramente degenerada, uma vez
que as primeiras duas colunas/linhas são nulas. Como seus modos-zero devem satisfazer

0 = (ν̄ · f̄)β = δ3
β ν4 · I − δ4

β ν3 · I =
(
δ3
β ν4 − δ4

β ν3
)
δ(3)(x− x′) , (5.22)

temos que ν3ij e ν4ij devem ser nulos. Portanto, os modos-zero da primeira iteração são

ν̄
(0)
0 =

(
1 0 0 0

)
, (5.23)

ν̄(0)p =
(
0 1p 0 0

)
. (5.24)

Da condição de consistência (2.65), para o modo-zero ν̄
(0)
0 , temos que

δV ′(0)

δN
=

∫ {( 2κ√
h

) [
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
]

(5.25)

−
(√

h

2κ

)
3R
}
δ3(x− x′)d3x′ = 0 .

Assim, definimos o vínculo Hamiltoniano como

ω0 ≡ 2κ√
h

[
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
]

−
(√

h

2κ

)
(3)R . (5.26)

Aplicando a condição de consistência para o modo-zero ν(0)p, temos que∫ δ

δNa(x)
(
2D(cN

b)Πc
b

)
(x′)d3x′ =

∫
2 δ

δNa

(
DbN

cΠb
c

)
d3x′

= −
∫

2 δ

δNa

(
N cDbΠb

c

)
d3x′

= −2
∫
δca(x− x′)DbΠb

c (y)d3x′

= −2DbΠb
a(x) = 0 . (5.27)

É oportuno comentar que a integração por partes na penúltima linha só é possível pois
Πb

a é um tensor densidade em Σ , — o termo
√
h está incorporado nele — enquanto Na é

vetor um em Σ.

Do cálculo acima definimos o vínculo de difeomorfismo

ωa ≡ −2DbΠb
a . (5.28)

Os nomes desses vínculos não são adequados ao formalismo simplético, uma vez
que apontam para simetrias de calibres geradas por um tipo especial de vínculos segundo
a conjectura de Dirac, enquanto que no método empregado aqui as transformações de
calibre são geradas por um tipo especial de modo-zero. Na próxima iteração nos ocupamos
dessa questão.
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5.2.4 Iteração de ordem um: descobrindo as simetrias de calibre

Com a iteração zero completa podemos proceder para a próxima iteração. Elimi-
nando os vínculos do potencial e adicionando-os ao setor cinético, escrevemos a Lagrangiana
da iteração um como

L(1) = ḣijΠij + λ̇0ω0 + λ̇iωi . (5.29)

Onde o potencial de ordem um é
V(1) = 0 . (5.30)

Como o potencial é nulo, podemos garantir que não há novos vínculos a serem encontrado.
As transformações de calibre infinitesimais para a métrica induzida são encontradas na
próxima subseção.3

O vetor simplético e a um-forma simplética da primeira iteração são identificados
como

ξ̄
(1) =

(
h Π λ0 λ

)
=
(
hij Πij λ0 λi

)
,

ā(1) =
(
Π 0 ω0 ω

)
=
(
Πkl 0kl ω0 ωk

)
. (5.31)

Todos os campos que não aparecem em L(1) foram omitidos de ξ̄
(1). Com os dados acima,

temos
δa′β
δξα

= δ1
αδ

3
β

δω′0
δh

+ δ1
αδ

4
β

δω′

δh
+ δ2

αδ
1
β I + δ2

αδ
3
β

δω′0
δΠ

+ δ2
αδ

4
β

δω′

δΠ
. (5.32)

Acima estamos usando a notação de (5.17), em particular δω′0/δh = δω0(x′)/δhij(x).
A estrutura pré-simplética pode ser encontrada pela anti-simetrização da eq. (5.32).
Representando matricialmente, temos

f̄ =



0 −I
δω′0
δh

δω′

δh

I 0 δω′0
δΠ

δω′

δΠ
−δω0

δh′
− δω0

δΠ′
0 0

− δω

δh′
− δω

δΠ′
0 0


. (5.33)

Podemos calcular explicitamente o determinante da matriz acima e mostrar que ela não é
degenerada no espaço simplético em geral, exceto na superfície de vínculos, como mostrado
3 Do ponto de vista do formalismo de Dirac, se a Hamiltoniana pode ser escrita como uma combinação

linear dos vínculos conhecidos, nenhum vínculo novo será encontrado. Nesse caso ω̇m ≈ {ωm, H} ≈∑
m′ λm′{ωm, ωm′}, portanto ou todos os vínculos são de primeira classe, e logo todos os multiplicadores

de Lagrange ficarão indeterminados, ou alguns dos vínculos serão de segunda classe, levando à
determinação de alguns dos multiplicadores de Lagrange[48]. Em ambos os casos não surgem vínculos
novos.
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no Apêndice D. Portanto, precisamos encontrar modos-zero tais que
∫

ν̄ · f̄ d3x ≈ 0.
Primeiro consideramos os seguintes dois componentes,

0 ≈
∫

(ν̄ · f̄)3d
3x =

∫ (
ν1 · δω

′
0

δh
+ ν2 · δω

′
0

δΠ

)
d3x , (5.34)

0 ≈
∫

(ν̄ · f̄)4d
3x =

∫ (
ν1 · δω

′

δh
+ ν2 · δω

′

δΠ

)
d3x . (5.35)

Para escolhas particulares de ν1 e ν2, a estrutura acima pode ser expressa como parênteses
de Poisson entre um campo qualquer e os vínculos Hamiltoniano e de difeomorfismos
espaciais. Como os modos-zero podem depender somente das coordenadas espaciais x, não
há como escrevê-los em função de uma dependência de derivadas funcionais4 de ω0 ou
ωi, embora possa depender de derivadas do funcional Ωµ =

∫
ωµd

3x (com µ = 0, 1, 2, 3).
Então, usando a conhecida álgebra de Dirac (veja e.g., [17,68,112]) para os vínculos de
RG,

{ω0, ω
′
0} = (ωi + ω′i)∂iδ(3)(x− x′),

{ωi, ω′0} = ω0∂iδ
(3)(x− x′), (5.36)

{ωi, ω′j} = ω′i∂jδ
(3)(x− x′) + ωj∂iδ

(3)(x− x′) ,

podemos obter as quatro soluções das eqs. (5.34, 5.35):

ν1
µ = δΩµ

δΠ
, ν2

µ = −δΩµ

δh
. (5.37)

A partir do conhecimento das componentes 1 e 2, podemos inferir imediatamente o restante
das componentes. Os quatro modos-zero são

ν̄0 =
(
δΩ0
δΠ − δΩ0

δh
−1 0

)
, (5.38)

ν̄p =
(
δΩp

δΠ − δΩp

δh
0 −1p

)
. (5.39)

Podemos verificar que os ν̄µ são de fato modos-zero na superfície de vínculos, de
agora em diante denominados “modos-zero fracos”,∫

(ν̄µ · f̄)β d3x = δ3
β{ω′0,Ωµ} + δ4

β{ω′,Ωµ} ≈ 0 . (5.40)

De modo a descobrir as simetrias de calibre, os modos-zero fracos devem ser genera-
lizados introduzindo-se um campo infinitesimal arbitrário. Da álgebra (5.36), encontramos,
para qualquer εν ,∫

{ωµ, ε′νω′ν}d3x′ =
∫

(ε′ν{ωµ, ω′ν} + {ωµ, ε′ν}ω′ν) d3x′ ≈ 0. (5.41)

Isso implica que os modos-zero (5.38, 5.39) podem ser generalizados para depender
de um campo vetorial infinitesimal arbitrário εµ, o que é obtido ao substituir Ωµ por
4 Uma vez que δω0(x)/δωi(x′) depende tanto de x quanto de x′.
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Ωε ≡
∫
εµ(x)ωµ(x)d3x. De fato, podemos escrever o seguinte modo-zero fraco generalizado,

ν̄ε =
(
δΩε

δΠ − δΩε

δh
−ε0 ε

)
. (5.42)

Cada um dos quatro modos-zero (5.38, 5.39) são encontrados a partir de ν̄ε por uma
escolha particular de εµ.

As trasnformações infinitesimais de hij na superfície de vínculos são encontradas
a partir da primeira componente de ν̄ε. De maneira que os candidatos (5.38) e (5.38)
funcionam como uma espécie de “modos-zero” na superfície de vínculos. Isso sugere a
existência transformações de calibre válidas somente na superfície de vínculos. Assumindo
que de fato isto ocorra, temos, de (2.74),

δεhij(x) = −
∫
d3z

δω0(z)
δΠij(x)ε(z)

= −
∫
d3z

2κ√
h

(
Πij(z) − 1

2hij(z)Πa
a(z)

)
=

∫
d3z(−2Kij(z))ε δ3(z − x)

δεhij(x) = −2εKij(x) (5.43)

e

δεb
hij(x) =

∫
d3z

δωb(z)
δΠij(x)ε(z) =

∫
d3z

δ

δΠij(x)(Πab(z)Daεb)

= 2
∫
d3zDa(hbcεc)(z)δabij (z, x)

= 2
∫
d3zhbc(∂aεc +Gc

adε
d)(z)δabij (z, x) = 2

∫
d3z(hbc∂aεc + (hbc

1
2
[
hcfad

(∂ahdf + ∂dhaf − ∂fhad] εd)(z))δabij (z, x)

= 2
∫
d3z

[
hbc∂aε

c + 1
2(∂ahbd + ∂dhab − ∂bhad)

]
(z) δabij (z, x)

= 2
∫
d3z

(1
2(hbc∂aεc + hac∂dε

c) + 1
2

[1
2(∂ahbd + ∂bhad)

+∂dhab − 1
2(∂bhad + ∂ahbd)

]
εd
)

(z)δabij (z, x)

=
∫
d3z(hbc∂aεc + hac∂bε

c + εd∂dhab)(z)δabij (z, x)

δεb
hij(x) = εd∂dhij + hjc∂iε

c + hic∂jε
c. (5.44)

Portanto, a transformação do campo hij que apresenta invariância de calibre
fornecida pelo formalismo simplético é

δεµhij(x) = −2εKij(x) + εd(x)∂dhij(x) + hjc(x)∂iεc(x) + hic(x)∂jεc(x) , (5.45)

que representa exatamente a invariância por difeomorfismo em relatividade geral no
formalismo ADM [17], em concordância com o obtido no formalismo à la Dirac [66], [67].
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O resultado acima, deduzido a partir do formalismo simplético, pode ser encontrado
em 5 Ref. [17], mais precisamente, na eq. (44). O termo 2D(iεj) na equação acima é uma
derivada de Lie, logo é imediato interpretá-la como uma transformação de coordenadas na
subvariedade Σt apenas. A expressão acima está correta. Resultados equivalentes podem ser
obtidos para a variável Πij do espaço de fase, embora os deslocamentos de calibre normais
à Σt são muito mais complicadas nesse caso. Para mais detalhes acerca da interpretação
das transformações de calibre em RG escrita em variáveis ADM, veja Refs. [15–18,68,113].

Na seção (5.2.6) usaremos a teoria desenvolvida no capítulo 3 para encontrar o
conjunto completo das transformações de calibre para os campos que formam a Lagrangiana
de RG no formalismo ADM.

5.2.5 Contagem dos graus de liberdade

Agora analisamos o número de campos independentes em Relatividade Geral
segundo o esquema simplético. Temos que o número de graus de liberdade da teoria é
igual a: ( número de campos iniciais - o número de modos-zero - o número de vínculos)/2,
nesse caso temos ( 20 (campos iniciais) − 12 (modos-zero) − 4 (1 vínculo hamiltoniano
mais 3 vínculos de difeomorfismo ) )/2 = 2 graus de liberdade.

5.2.6 Conjunto completo das transformações de calibre de RG

A partir da teoria desenvolvida no capítulo (3) iremos agora deduzir o conjunto
completo das transformações de calibre da teoria da Relatividade Geral no formalismo
ADM.

Logo acima foi possível obter a expressão correta para a transformação de calibre
da métrica induzida, porém essa relação não é suficiente para recuperar a invariância
por difeomorfismos em toda a variedade M , uma vez que a métrica do espaço-tempo
gαβ depende tanto da métrica induzida na subvariedade Σt, hij, quanto da função lapso
temporal N e do vetor deslocamento espacial N i. Esses dois últimos campos aparecem na
teoria como multiplicadores de Lagrange, mais precisamente, comparando as eqs (5.17)
e (5.29), N = −λ̇0 e N i = −λ̇i. Se tomarmos o modo-zero (5.42) como referência para a
obtenção das transformações de calibre para os multiplicadores de Lagrange obtemos as
seguintes transformações on-shell,

δN = ε̇0 , (5.46)

δN i = ε̇i . (5.47)

Como veremos, as expressões on-shell obtidas acima para a invariância de calibre
da função lapso e do vetor deslocamento não concordam com as expressões off-shell.
5 Há uma diferença de sinal no termo proporcional à ε0 que é atribuído à definição de curvatura extrínseca,

que difere da nossa por um sinal global.
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Como uma teoria “já parametrizada” poderíamos esperar que a evolução temporal dessas
grandezas concordasse com a invariância de calibre na superfície de vínculos. Esse fato,
que parece estranho a primeira vista, na verdade é uma consequência da aplicação do
formalismo ADM e já havia sido estabelecido em outros trabalhos como em Refs. [96, 114]
e principalmente em Ref. [115]. Ocorre que a necessária fixação arbitrária de superfícies
“espaciais” e vetores “temporais”, bem como a fixação de um sistema de coordenadas
arbitrário, são condições fortes e impõem alguma limitação. Um difeomorfismo aplicado
a função lapso, por exemplo, em geral torce a hipersuperfície espacial e altera a direção
do vetor normal, o que faz com que a teoria da RG canônica apresente uma estrutura de
vínculos que não fornece um grupo verdadeiro [115].

Para encontrarmos as relações de transformação off-shell precisamos usar as eqs.
(3.57) e (3.58),

0 = dεni

dt
−

∑
j≥i−1

εnjV ni
nj

+ η̇n1
∑
j≥i

εnjCni
n1nj

,

δελ
n1 = dεn1

dt
−
∑
j

εnjV n1
nj

− λm1
∑
j

εnjCn1
m1nj

,

desenvolvidas anteriormente. No que segue usaremos a notação da Ref. [17] para denotar
os parâmetros de calibre de modo a tornar a análise mais transparente, diferenciando clara-
mente entre parâmetros de calibre dependentes e independentes. Para tanto renomearemos
os vínculos Hamiltoniano e de difeomorfismos espaciais como

ω0 → ϕ4 , ωi → ϕ4+i . (5.48)

Para resolver as equações (3.57) e (3.58) precisamos encontrar as “constantes”6

de estrutura resolvendo as eqs. 3.23 e ??. Além dos vínculos encontrados no formalismo
simplético, devemos considerar também a existência dos vínculos primários derivados das
eqs. (5.2) e (5.3),

ϕ0 := ΠN , ϕi := Πi . (5.49)

Note, porém, que todas as constantes de estrutura Cc
a1b são nulas7 As constantes de

6 Em RG os vínculos não formam uma álgebra entre si, mas um algebróide[116]. Esse fato decorre
justamente de o parêntese de Poisson entre os vínculos Hamiltonianos ser proporcional à métrica
induzida.

7 Se trata das constantes que acompanham o parênteses de Poisson entre ϕ0, ϕi, ϕ4 e ϕ4+i, enquanto a
derivada funcional de todos esses vínculos em relação aos campos N e Nk é igual a zero.
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estrutura não nulas são[115]

V 4+s
4 (x, x′) = N(x′)hrs(x′)∂′rδ(x− x′) − ∂rNh

rsδ(x− x′) ,

V 4
4 (x, x′) = N i(x′)∂′iδ(x− x′)

V 4
4+s(x, x′) = −∂sN(x)δ(x− x′) (5.50)

V 4+i
4+s (x, x′) = −δsN iδ(x− x′) +N l(x′)δ′lδ(x− x′)δis ,

V 4
µ (x, x′) = δ0

µδ(x− x′) ,

V 4+i
µ = δiµδ(x− x′) .

A equação básica que relaciona os parâmetros de calibre da teoria é, então,

0 = dϵρi(x)
dt

−
∑
j≥i−1

∫
d3x′ϵρj (x′)V ρi

ρj
(x, x′) , (5.51)

com j ≥ 2. Resolvendo essa equação obtemos

0 = ϵ̇4 − ϵ+ ϵ4+s∂sN −N i∂iϵ
4 , (5.52)

0 = ϵ̇4+i − ϵi + ϵ4+s∂sN
i −N l∂lϵ

4+i −Nhri∂rϵ
4 + ϵ4hri∂rN . (5.53)

Logo, das eqs. (5.46), (5.47), (5.52) e (5.53), temos que as transformações de calibre para
os campos lapso temporal e deslocamento espacial são

δϵαN = ϵ̇4 + ϵ4+s∂sN −N i∂iϵ
4 , (5.54)

δϵαN
i = ϵ̇4+i + ϵ4+s∂sN

i −N l∂lϵ
4+i −Nhri∂rϵ

4 + ϵ4hri∂rN (5.55)

que juntamente com para a transformação de calibre da métrica induzida,

δϵαhij(x) = −2ϵ4Kij(x) + ϵ4+d(x)∂dhij(x) + hjc(x)∂iϵ4+c(x) + hic(x)∂jϵ4+c(x) , (5.45’)

compõem o conjunto completo das transformações de calibre da métrica em termos das
variáveis ADM.

5.3 Teoria Canônica da Gravitação de Brans-Dicke
Através da teoria da relatividade geral de Einstein obtemos uma representação

elegante e concisa da gravitação. O espaço e o tempo perdem seus status de entidades
absolutas e se tornam quantidades dinâmicas que fluem e têm comportamento afetado
pela distribuição de matéria na região.

A teoria de Einstein prova seu sucesso por medidas que não podiam ser obtidas
pela gravitação newtoniana [95]. Mas, além disso, a relatividade geral abriu caminho para
se estudar o universo como um sistema dinâmico, acabando por criar uma ciência crucial
no esquema fundamental da descrição física da natureza.
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Ironicamente, ou talvez como era de se esperar, a própria cosmologia passou a
sugerir que a relatividade geral poderia não ser a descrição definitiva do espaço-tempo.
Problemas como a singularidade do Big-Bang e o problema do horizonte e da planura
trouxeram a atenção para teorias alternativas da gravitação. Dentre as alternativas surgidas
estão as teorias escalares-tensoriais que estendem a teoria de Einstein ao introduzir campos
adicionais e/ou dependências de tensores métricos de ordem maior que o escalar de Ricci.

Trataremos aqui a teoria de Brans-Dicke, protótipo das teorias escalares-tensoriais [9],
que admite mais soluções que RG e é tendencialmente equivalente à primeira para campos
fracos[117, 118]. Partimos da Lagrangiana da Brans-Dicke, fazemos a foliação 3 + 1 da
teoria, aplicamos o algoritmo BW e finalizamos apresentando as transformações de calibre
da teoria e fazendo a contagem dos graus de liberdade.

A foliação da teoria de Brans-Dicke que se segue foi obtida em Refs. [119–121] e
agora é apresentada em seus detalhes. A análise simplética foi considerada primeiramente
em nosso trabalho.

5.3.1 Forma simplética

Da a ação de Brans-Dicke [9, 122,123]

S [gµν , ϕ] =
∫

Σ
d4x

√
−g

[
1

2κ

(
ϕ (4)R − ω

ϕ
∂αϕ∂

αϕ

)
− P (ϕ)

]
, (5.56)

com ω sendo uma constante e P (ϕ) o campo escalar potencial. Essa ação não corresponde à
teoria gravitacional escalar-tensorial mais geral, mas é suficientemente simples e interessante.
Ela inclui a proposta original de Brans-Dicke (P (ϕ) = 0) [122], é dual à gravitação f(R), se
ω = 0 e é dual à gravitação de Palatini f(R), se ω = −3/2 [9, 124]. Essa ação é conhecida
por ter três graus de liberdade, se ω ̸= −3/2, e dois graus de liberdade, se ω = −3/2 [125].
No vácuo a teoria com ω = −3/2 tem simetria conforme e é possível mapear suas soluções
nas soluções de RG[126]. A ação correspondente é uma reformulação de RG no vácuo e
é um bom exemplo de como aplicar o formalismo, pois algumas sutilezas relevantes são
desenvolvidas com mais detalhes no final dessa seção e no Apêndice E.

Por foliação 3 + 1, o escalar de Ricci (4)R é dado por

(4)R = KabK
ab −K2 + (3)R − 2∇c (nc∇an

a − na∇an
c) , (5.57)

sendo Kab = ha
c hb

a ∇cnd, K = Kabh
ab e (3)R o escalar de curvatura tridimensional,

conforme definido no capítulo 4.

E podemos reescrever a ação de Brans-Dicke na forma foliada 3 + 1 como

L =
∫
d4x N

√
h
{ 1

2κϕ
[

(3)R +KabK
ab −K2 − 2 (nc∇cn

a − na∇an
c) ∇c

]
−

−ω(ϕ)√
ϕ

[
N2 habDaϕDbϕ−

(
ϕ̇−NaDaϕ

)2
]

− P (ϕ)
}
, (5.58)
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onde

gαβ∂αϕ∂βϕ = g00ϕ̇2 − 2g0aϕ̇∂aϕ+ gab∂aϕ∂bϕ

= − 1
N2 ϕ̇

2 + 2N
a

N2 ϕ̇∂aϕ+
(
hab − NaN b

N2

)
∂aϕ∂bϕ

= 1
N2

[
N2habDaϕDbϕ−

(
ϕ̇2 − 2Naϕ̇Daϕ+NaN bDaϕDbϕ

)]
= 1

N2

[
N2habDaϕDbϕ−

(
ϕ̇−NaDaϕ

)2
]
, (5.59)

e usando

N (nc∇an
a − na∇an

c) ∇cϕ = N∇a

(
nbg

ab
)(tc −N c

N

)
∂cϕ−Nna∇cϕ∇an

c

= gab∇anb (tc −N c) ∂cϕ−N na∇aϕ∇a

(
nbg

bc
)

=
(
hab − nanb

)
∇anb (tcϕ−N cDcϕ) −N

(
hbc − nbnc

)
na∇anb∇cϕ

= hab∇anb
(
ϕ̇−NaDaϕ

)
− nanb∇anb N nc∇cϕ

−Nnahbc∇anb∇cϕ+Nnanbnc∇anb∇cϕ

= ha c h
bc ∇anb

(
ϕ̇−Na∇aϕ

)
−N hbcna ∇anb∇cϕ

= hbcKbc

(
ϕ̇−NaDaϕ

)
−Nhbcna∇anb∇cϕ

= K
(
ϕ̇−NaDaϕ

)
− hadhc d∇cϕh

b
a∇bN

= −hadDaNDdϕ+K
(
ϕ̇−NaDaϕ

)
, (5.60)

onde usamos as relações Kab = ha
c ∇cnb, ϕ̇ = ta∂aϕ e habnb = 0. Portanto, a densidade

de Lagrangiana é

L =
√
h

2κ

{
Nϕ

(
R +KabK

ab −K2
)

+ 2habDaNDbϕ−

− ω

Nϕ

[
N2habDaϕDbϕ−

(
ϕ̇−NaDaϕ

)2
]

−

−2K
(
ϕ̇−NaDaϕ

)
−NP (ϕ)

}
. (5.61)

Os campos originais da teoria são
(
gab, ϕ

)
≡
(
N,Na, hab, ϕ

)
. Os momentos canôni-

cos conjugados à função lapso temporal e ao vetor deslocamento espacial são, respectiva-
mente,

ΠN = ∂L
∂Ṅ

= 0 , (5.62)

Πa = ∂L
∂Ṅa

= 0. (5.63)

O momento canonicamente conjugado à métrica induzida é

Πab = ∂L
∂ḣab

=
√
h

2

[
ϕ (Kab −Khab) − hab

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]
, (5.64)
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onde utilizamos

∂

∂ḣab
Kab = ∂

∂ḣab

[ 1
2N

(
ḣab − 2D(aN b)

)]
= 1

2N (5.65)

e

∂

∂ḣab
K = ∂

∂ḣab
habK

ab = hab
∂Kab

∂ḣab
= hab

2N . (5.66)

Finalmente, o momento conjugado ao campo ϕ é dado por

Πϕ = ∂L
∂ϕ̇

=
√
h

2κ

[
−2K + 2ω

Nϕ

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]
. (5.67)

Tal como em relatividade geral, o momento conjugado para N e Na são equações de vínculos
triviais, ou seja, Π ≈ Πa ≈ 0. Por outro lado, a partir da combinação de Πh ≡ habΠab e
Πϕ, encontramos que

Πh − ϕΠϕ =
√
h

2κ

[
ϕ (K − 3K) − 3

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]
−

−
[
−2Kϕ+ 2ω

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]

= −
(3 + 2ω

N

) √
h

2κ
(
ϕ̇−N cDcϕ

)
, (5.68)

também desaparece quando ω = −3
2 , que é o caso associado à f(R) Palatini [120]. Para

ω ̸= −3
2 obtemos o caso geral. Na exposição que se segue trataremos do caso geral.

Tomando

ΠabΠab =
√
h

2κ

[
ϕ
(
Kab −Khab

)
− hab

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]
×

×
√
h

2κ

[
ϕ (Kab −Khab) − hab

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]

= h

4κ2

{
ϕ2
(
Kab −Khab

)
(Kab −Khab) −

−
[
ϕ
(
Kab −Khab

) hab
N

+ ϕ (Kab −Khab)
hab

N

] (
ϕ̇−N cDcϕ

)
+

+h
abhab
N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
}

= h

4κ2

[
ϕ2
(
KabKab − 2K2 + 3K2

)
−

−2ϕ
(
Kab −Khab

) hab
N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
+

+ 3
N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
]

(5.69)
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e

Π2 = habΠab hcdΠcd =

= h

4κ2

[
ϕ (K − 3K) − 3

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)] [
ϕ (K − 3K) + 3

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]
= h

4κ2

[
ϕ2(4K2) + 12Kϕ

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
+ 9
N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
]
. (5.70)

Temos

ΠabΠab − Π2

2 = h

4κ2

{
ϕ2
(
KabKab +K2

)
− 2ϕ
N

(K − 3K)
(
ϕ̇−N cDcϕ

)
+

+ 3
N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
−
[
ϕ2(2K2) + 6Kϕ

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
+

+ 9
2N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
]}

= h

4κ2

{
ϕ2
(
KabKab +K2 + 4ϕK

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

))
+ 6

2N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
−

−
[
ϕ2(2K2) + 6Kϕ

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
+ 9

2N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
] }

= h

4κ2

[
ϕ2
(
KabKab −K2

)
− 2ϕK

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
− 3

2N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
]

=
√
hϕ

2κ

[√
hϕ

2κ
(
KabKab −K2

)
+

√
hK

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
−

−3
√
h

2N2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
]
, (5.71)

então
2Nκ√
hϕ

(
ΠabΠab − Π2

2

)
+ 3

2N

√
h

2κ
(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
=

√
h

2κ

[
Nϕ

(
KabKab −K2

)
−

−2K
(
ϕ̇−N cDcϕ

) ]
. (5.72)

De modo que a Lagrangiana pode ser reescrita da seguinte forma

L =
√
h

2κ

{
N

[
ϕR + 4κ2

hϕ

(
ΠabΠab − Π2

2

)]
+ (3 + 2ω)

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2

2Nϕ −

−Nω

ϕ
DaϕDaϕD

bϕDbN −NV (ϕ)
}

+DcϕDcN . (5.73)

Mas, notemos que
(
ϕ̇−N cDcϕ

)2
=
[
− 2κ√

h

(
N

3 + 2ω

)
(Πh − ϕΠϕ)

]2

. (5.74)

Logo
√
h

2κ (3 + 2ω)

(
ϕ̇−N cDcϕ

)2

2Nϕ =
√
h

2κ
(3 + 2ω)

2Nϕ
4κ2

h

(
N

3 + 2ω

)2
(Πh − ϕΠϕ)2

=
√
h

2κ
1

(3 + 2ω)
4κ2

h

N

2ϕ (Πh − ϕΠϕ)2 (5.75)
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E a Lagrangiana pode finalmente ser escrita como

L =
√
h

2κ

{
N

[
ϕR + 4κ2

hϕ

(
ΠabΠab − Π2

h

2

)]
−

−Nω

ϕ
DcϕD

cϕ−NP (ϕ) +

+2N
hϕ

1
(3 + 2ω) (Πh − ϕΠϕ)2

}
+

+2
√
h

2 DcϕD
cN . (5.76)

Agora vamos encontrar a Hamiltoniana da teoria

H =
∫

(pq̇(q, p) − L) d3x . (5.77)

Primeiro, calculamos ḣab. Tomando o traço de seu momento conjugado

Πa
a = h

2κ

[
2ϕ(K − 3K) − 3

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]

=
√
h

2κ

[ 3
N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)]
, (5.78)

resultando

−K = Πa
a

ϕ
√
h

+ 3
2

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
Nϕ

, (5.79)

também
2Πab

√
h

= ϕ
(
Kab −Khab

)
− hab

N

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
, (5.80)

obtendo
2Πab

ϕ
√
h

+ hab

ϕN

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
= Kab −Khab . (5.81)

Usando (5.79), temos

Kab = 2Πab

ϕ
√
h

+ hab

ϕN

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
− Πc

c h
ab

ϕ
√
h

− 3hab
2Nϕ

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
= 2

ϕ
√
h

(
Πab − 1

2Πc
c h

ab
)

− hab

2ϕN
(
ϕ̇−N cDcϕ

)
. (5.82)

Da relação ḣab = 2NKab + 2D(aNb),

ḣab = 2N
ϕ

2√
h

(
Πab − 1

2Πc
c hab

)
− hab

ϕ

(
ϕ̇−N cDcϕ

)
+ 2D(aNb) , (5.83)

e usando ϕ̇−N cDcϕ = −
(

N

3 + 2ω

) 2√
h

(
habΠab − ϕΠϕ

)
, temos

ḣab = 2N
ϕ

2√
h

(
Πab − 1

2Πc
c hab

)
+ 2√

h

(
N

3 + 2ω

)
hab
ϕ

(
hcdΠcd − ϕΠϕ2D(aNb)

)
(5.84)
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e

ḣabΠab = 2N
ϕ

2√
h

(
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
)

−

− 2√
h

(
N

3 + 2ω

) (
hcdΠcd − ϕΠϕ

) Πh

ϕ
+ 2ΠabD(aNb) . (5.85)

Também

ϕ̇ = − 2√
h

(
N

3 + 2ω

) (
habΠab − ϕΠϕ

)
+NaDaϕ (5.86)

e

ϕ̇Πϕ = 2√
h

(
N

3 + 2ω

) (
habΠab − ϕΠϕ

)
Πϕ + ΠϕN

aDaϕ , (5.87)

obtemos

ḣabΠab + ϕ̇Πϕ = 2N
ϕ

2√
h

(
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
)

+ 2D(aNb)Πab +

+NaDaϕΠϕ − 2√
h

(
N

3 + 2ω

) (
hcdΠcd − ϕΠϕ

)(Πh

ϕ
− Πϕ

)

= 2√
h

2N
ϕ

(
ΠabΠab − 1

2 (Πc
c)2
)

+ 2D(aNb)Πab +

+N cDcϕΠϕ + 2
ϕ

√
h

(
N

3 + 2ω

) (
hcdΠcd − ϕΠϕ

)2
. (5.88)

Logo, a densidade Hamiltoniana é

H = ḣabΠab + ϕ̇Πϕ − L

=
(√

h

2κ

)
N
[

− ϕR + 4κ2

hϕ

(
ΠabΠab − Π2

h

2

)
+ ω

ϕ
DcϕD

cϕ+

+P (ϕ) + 2
hϕ(3 + 2ω) (Πh − ϕΠϕ)2

]
−

√
h

2 × 2DcϕD
cN +

+N cΠϕDcϕ+ 2D(aNb)Πab . (5.89)

5.3.2 Brans-Dicke com ω ̸= −3/2

A densidade Lagrangiana linearizada nas velocidades é[127],

L(0) = ḣijΠij + ϕ̇Πϕ +
√
h

2κ N
(
ϕ (3)R − 2κ2

hϕ

(
2ΠijΠij − Π2

)
− ω

ϕ
DiϕD

iϕ− (5.90)

−2DiD
iϕ− 2κ2

hϕ(3 + 2ω) (Π − ϕΠϕ)2 − 2P (ϕ)
)

+N j
(
2DiΠij − ΠϕDjϕ

)
.

Para o vetor simplético escolhemos a seguinte forma em que campos que não
aparecem no setor cinético são ignorados,

ξ̄
(0) =

(
N N i hij Πij ϕ Πϕ

)
, (5.91)

ā(0) =
(
0 0k Πkl 0kl Πϕ 0

)
. (5.92)



102 Capítulo 5. Gravitações canônicas no formalismo simplético

Para esses vetores calculamos

fαβ = δ4
αδ

3
β I

kl
ij + δ6

αδ
5
β δ

(3)(x− x′) − δ3
αδ

4
β I

ij
kl − δ5

αδ
6
β δ

(3)(x− x′) . (5.93)

Os modos-zero de f̄ são vetores ν̄ tais que todos seus componentes são nulos,
exceto por ν̄1 e ν̄2, que assumem valores arbitrários. Encontramos quatro modos-zero
independentes que levam aos seguintes vínculos,

ω0 =
√
h

2κ

(
−ϕ (3)R + 2κ2

hϕ

(
2ΠijΠij − Π2

)
+ ω

ϕ
DiϕD

iϕ+ 2DiD
iϕ+

+ 2κ2

hϕ(3 + 2ω) (Π − ϕΠϕ)2 + 2P (ϕ)
)
, (5.94)

ωj = −2DiΠij + ΠϕDjϕ . (5.95)

A Lagrangiana da primeira iteração, tendo removido os vínculos do potencial
simplético, fica

L(1) = ḣijΠij + ϕ̇Πϕ + λ̇0ω0 + λ̇iωi . (5.96)

O potencial da primeira iteração é zero, portanto ω0 e ωi são todos os vínculos da teoria.

O vetor simplético e a 1-forma simplética da primeira iteração são tomadas como
sendo

ξ̄
(1) =

(
hij Πij ϕ Πϕ λ0 λi

)
ā(1) =

(
Πkl 0kl Πϕ 0 ω0 ωk

)
. (5.97)

A estrutura pré-simplética é, então,

f̄ =



0 −I 0 0 δω′0
δh

δω′

δh

I 0 0 0 δω′0
δΠ

δω′

δΠ
0 0 0 −δ(3) δω′0

δϕ

δω′

δϕ

0 0 δ(3) 0 δω′0
δΠϕ

δω′

δΠϕ

−δω0

δh′
− δω0

δΠ′
−δω0

δϕ′
− δω0

δΠ′ϕ
0 0

− δω

δh′
− δω

δΠ′
−δω

δϕ′
− δω

δΠ′ϕ
0 0



, (5.98)

com δ(3) ≡ δ(3)(x− x′). A matriz acima f̄ pode ser prontamente ista como uma extensão
da eq. (5.33), contendo apenas modos-zero na superfície de vínculos. Seguindo os passos
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analogamente, os modos-zero fracos devem ser dados por

ν̄0 =
(
δΩ0

δΠ
−δΩ0

δh

δΩ0

δΠϕ

−δΩ0

δϕ
−1 0

)
, (5.99)

ν̄p =
(
δΩp

δΠ
−δΩp

δh

δΩp

δΠϕ

−δΩp

δϕ
0 −1p

)
. (5.100)

De modo a verificar que os vetores acima satisfazem
∫

ν̄ · f̄ d3x ≈ 0, precisamos
usar a álgebra de vínculos de Brans-Dicke. É suficiente dizer que a matriz de Dirac para
Brans-Dicke, tal como em RG, é {Ωµ, ων} ≈ 0 (ver, por exemplo, Ref. [127]). Por outro
lado, mesmo sem conhecer a álgebra de Brans-Dicke, mas sabendo que sua ação é um
escalar, a última condição teria que ser verdadeira, caso contrário não existiria simetria de
calibre na superfície de vínculos e, portanto, não haveria invariância por difeomorfismos.

A teoria de Brans-Dicke com ω ̸= −3/2 tem três graus de liberdade. De fato, da
eq. (2.103): (18 - 2 × 4 - 4)/2 = 3 graus de liberdade.

As transformações de calibre são encontradas a partir do do modo-zero generalizado,
nada mais que uma extensão da eq. (5.42), sendo

ν̄ε =
(
δΩε

δΠ
−δΩε

δh

δΩε

δΠϕ

−δΩε

δϕ
−ε0 −ε

)
. (5.101)

A transformação de calibre para os campos h e ϕ são encontradas, respectivamente,
a partir da primeira e da terceira componentes de ν̄ε, a saber,

δGhij = δΩε

δΠij

= 2κε0Kij + 2κϵ0
√
hϕ(3 + 2ω)

(Π − ϕΠϕ)hij + 2D(iεj)

= 2κε0Kij + ε0

ϕN
(N lDlϕ− ϕ̇)hij + 2D(iεj) , (5.102)

δGϕ = δΩε

δΠϕ

= ε0

ϕN
(N lDlϕ− ϕ̇)ϕ+ εiDiϕ . (5.103)

As transformações de calibre para Πij e Πϕ podem ser obtidas da mesma maneira.
Expressões para a transformação de calibre na teoria de Brans-Dicke com um conjunto
diferente de variáveis, apresentando uma simetria tipo SU(2), são encontradas em Ref. [127].
Similarmente ao caso de RG, a invariância por difeomorfismos na superfície Σt pode ser
imediatamente verificada pelos últimos termos das eqs. (5.102, 5.103), ambas derivadas de
Lie.
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Procedendo a contagem dos campos independentes da teoria temos (22 (campos iniciais)−
8 (ν1, ν2p, ν3, ν4p) − 4 (ν5, ν6p) − 4 ( 1 vínculo hamiltoniano mais 3 vínculos de difeo-
morfismo) )/2 = 3 graus de liberdade.

5.3.3 Brans-Dicke com ω = −3/2

O caso com w = −3/2 deve ter um grau de liberdade a menos que o caso anterior
com w ̸= 3/2, veja Refs. [9, 126]). De fato, da eq. (5.90) podemos verificar a presença de
um novo vínculo,

η1 ≡ Π − Πϕϕ = 0. (5.104)

Na linguagem de Dirac esse é um vínculo primário, pois vem diretamente da definição dos
momentos, assim, ou resolvemos o vínculos e eliminamos um dos campos, ou o vínculo
deve ser inserido na Lagrangiana. Para adicionarmos à Lagrangiana, precisamos seguir as
mesmas regras que vimos usando no formalismo até agora, isto é, precisamos adicionar o
vínculos proporcionalmente a um multiplicado de Lagrange derivado no tempo. Chamamos
a atenção para o fato de que usar um multiplicador de Lagrange sem a derivada temporal
é incompatível com o formalismo simplético da forma como o estamos adotando, como
indicamos nas conclusões e demonstramos no Apêndice E.

A Lagrangiana linearizada nas velocidades é[125,127]),

L(0) = ḣijΠij + ϕ̇Πϕ + ζ̇1η1 +N j
(
2DiΠij − ΠϕDjϕ

)
(5.105)

+N
√
h

2κ

(
ϕ (3)R − 2κ2

hϕ

(
2ΠijΠij − Π2

)
+ 3

2ϕDiϕD
iϕ− 2DiD

iϕ− 2P (ϕ)
)
.

O vetor simplético e a 1-forma canônica são escritos como

ξ̄
(0) =

(
N N i hij Πij ϕ Πϕ ζ1

)
, (5.106)

ā(0) =
(
0 0k Πkl 0kl Πϕ 0 η1

)
. (5.107)

Donde obtemos
δa′β
δξα

= δ4
αδ

3
β I + δ6

αδ
5
βδ

(3)(x− x′) +
(
δ3
αΠ + δ4

αh − δ5
αΠϕ − δ6

αϕ
)
δ7
βδ

(3)(x− x′) . (5.108)

Assim, para satisfazer a relação (ν̄ · f̄)β = 0, encontramos as seguintes equações (uma
para cada valor diferente de β),

0 = ν4 − ν7 Π , (5.109)

0 = ν3 + ν7 h , (5.110)

0 = ν6 + ν7 Πϕ, (5.111)

0 = −ν5 + ν7 ϕ , (5.112)

0 = ν3 · Π + ν4 · h − ν5 Πϕ − ν6 ϕ . (5.113)
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As quatro primeiras equações fixam quatro componentes de ν̄ como funções de ν7. A quinta
equação não é independente e pode ser encontrada a partir das quatro equações anteriores.
Assim, existem quatro modos-zero linearmente independentes para serem encontrados,
denotados por νασ , com σ = 1, 2, 3, a lista completa é

ν̄1 =
(
1 0 0 0 0 0 0

)
, (5.114)

ν̄2p =
(
0 1p 0 0 0 0 0

)
, (5.115)

ν̄3 =
(
0 0 −h Π ϕ −Πϕ 1

)
. (5.116)

Os modos-zero ν̄1 e ν̄2, da equação de consistência, fornecem respectivamente os
seguintes vínculos,

ω0 =
√
h

2κ

(
ϕ (3)R − 2κ2

hϕ

(
2ΠijΠij − Π2

)
+ 3

2ϕDiϕD
iϕ− 2DiD

iϕ− 2P (ϕ)
)
,

(5.117)

ωi = −2DkΠki + ΠϕDiϕ . (5.118)

O modo-zero ν3 fornece o vínculo

0 =
∫ (

−hij
δ

δhij
+ Πij δ

δΠij
+ ϕ

δ

δϕ
− Πϕ

δ

δΠϕ

)
V d3x

≈
∫
N

√
h(−2P + ϕ∂ϕP )d3x . (5.119)

Mais detalhes das contas acima podem ser encontrados no Apêndice F. Da equação acima,
identificamos um novo vínculo8

η2 = −2P + ϕ∂ϕP . (5.120)

Cuja solução é simplesmente
P = λϕ2, (5.121)

onde λ é uma constante adimensional. Note que λ não é um escalar de massa. De fato,
fazendo a redefinição ϕ = φ2 de modo a colocar o termo cinético do campo escalar
no formato canônico na Lagrangiana (5.56), obtemos o conhecido potencial invariante
por transformações conformes λφ4, sendo o único com uma constante de acoplamento
adimensional. Nenhum outro campo escalar potencial pode ser feito compatível com
invariância conforme, uma vez que isso introduziria uma constante dimensional levando a
existência de uma escala fundamental na teoria. Essa é uma importante observação para
um resultado encontrado mais abaixo.

Não há porquê manter o vínculo η2 em sua forma explícita, uma vez que não há o
que se encontrar além da solução acima. Logo, simplismente eliminaremos o vínculo. O
potencial escalar P é, de agora em diante, dado pela eq. (5.121).
8 Esse vínculos pode ser encontrado diretamente pela variação da ação (e.g., [9]).
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A Lagrangiana da primeira iteração, com os vínculos removidos do potencial
simplético, é

L(1) = ḣijΠij + ϕ̇Πϕ + λ̇0ω0 + λ̇iωi + ζ̇1η1 . (5.122)

Como o potencial desapareceu nessa iteração, nenhum vínculo novo pode ser encontrado.
O vetor simplético e a 1-forma simplética são escritos como

ξ̄
(1) =

(
hij Πij ϕ Πϕ ζ1 λ0 λi

)
, (5.123)

ā(1) =
(
Πkl 0kl Πϕ 0 η1 ω0 ωk

)
. (5.124)

A estrutura simplética é

f̄ =



0 −I 0 0 Π
δω′0
δh

δω′

δh

I 0 0 0 h
δω′0
δΠ

δω′

δΠ
0 0 0 −δ(3) −Πϕ

δω′0
δϕ

δω′

δϕ

0 0 δ(3) 0 −ϕ δω′0
δΠϕ

δω′

δΠϕ

−Π′ −h′ Π′ϕ ϕ′ 0 0 0

−δω0

δh′
− δω0

δΠ′
−δω0

δϕ′
− δω0

δΠ′ϕ
0 0 0

− δω

δh′
− δω

δΠ′
−δω

δϕ′
− δω

δΠ′ϕ
0 0 0



.

Como esse modelo vem de uma ação invariante sob transformações de coordenadas,
já é sabido que deve existir um modo-zero, parametrizado por εµ, que estende a eq. (5.42)
(ver também a eq. (5.101)). De fato, usando que {Ωµ, ω

′
ν} ≈ 0, é imediato verificar que o

seguinte vetor é um modo-zero na superfície de vínculos,

ν̄\ε =
(
δΩε

δΠ − δΩε

δh
δΩε

δΠϕ
− δΩε

δϕ
0 −ε0 −ε

)
. (5.125)

Uma vez que a superfície de vínculos é formada por cinco vínculos independentes,
podem existir até cinco modos-zero linearmente independentes. Considerando as primeiras
cinco colunas de f̄ , podemos encontrar um candidato a modo-zero adicional [ver também
a eq. (5.116)],

ν̄η = η
(
−h Π ϕ −Πϕ 1 0 0

)
, (5.126)

onde η é um campo infinitesimal arbitrário. Para verificar que ν̄η é de fato um modo-zero
fraco de f̄ , usamos as mesmas contas derivadas no Apêndice F.

Contando o número de graus de liberdade para a teoria de Brans-Dicke com
ω = −3/2, usamos a eq. (2.103): (19 - 2 × 5 - 5)/2 = 2 graus de liberdade.
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As transformações de calibre para h e ϕ agora dependem de cinco parâmetros
(εµ and η) e são respectivamente encontradas pelas primeira e terceira componentes do
modo-zero generalizado, ν̄ε + ν̄η, portanto,

δGhij = δΩε

δΠij
− ηhij

= 2kε0Kij + 2D(iεj) − ηhij . (5.127)

δGϕ = δΩε

δΠϕ

+ ηϕ

= εiDiϕ+ ηϕ . (5.128)

Mostrando que no presente caso particular de Brans-Dicke, além da simetria de calibre
relacionada à transformações de coordenadas, parametrizadas por εµ, também aparece
uma transformação de calibre conforme parametrizada por η.
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6 Ação de Holst-Dirac

6.1 Introdução

A introdução do formalismo de tétrades utilizando-se variáveis de Ashtekar tem
sido fundamental na pesquisa de teorias de gravitação quântica nos últimos anos. Essa
abordagem reescreve o espaço de fase em termos duma teoria de calibre SU(2) tipo Yang-
Mills, útil no desenvolvimento de uma formulação independente de fundo, através da
introdução de conexões de Ashtekar.

Um dos méritos em relação à formulação de Ashtekar é a obtenção de uma
equação simples para o vínculo Hamiltoniano, em contraste com a complicada equação
de Wheeler-Dewit na formulação ADM tradicional, entretanto complicadas “condições
de realidade"devem ser resolvidas para obter uma teoria real em termos das variáveis de
Ashtekar com espaços-tempo de assinaturas Lorentzianas [128,129]. Essas questões foram
tratadas por Barbero através da introdução de conexões SU(2), eliminando equações de
condição de realidade, embora para isso seja necessária uma escolha apropriada do vínculo
Hamiltoniano resultando numa expressão mais complicada. Ambas abordagens foram
generalizados e unificados pelo tratamento dado por Immirzi pela introdução do parâmetro
β através da transformação canônica (P a

i , K
i
a) → (P a

i , A
i
a −: Γia + βKi

a) [130,131]. Em sua
formulação β imaginário equivale à formulação de Ashtekar, enquanto β = ±1 equivale à
formulação de Barbero.

Holst generaliza os resultados anteriores ao introduzir sua formulação Lagrangiana
da teoria Ashtekar-Barbeo-Immirzi, realizada a partir da generalização da ação de Hilbert-
Palatini, conhecida como ação de Holst [132]. A modificação de Holst é “topológica” no
vácuo, mas não na presença de acoplamento mínimo a campos fermiônicos. Nesse caso
ocorre o surgimento de termos de torção na II Equação de Estrutura de Cartan, com a
equação de Bianchi assumindo a forma geral Ra

b ∧ eb = dT a + ωab ∧ T b, o que implica no
aparecimento de termos proporcionais ao parâmetro de Immirzi nas equações de campo
de Einstein, de modo que não mais teríamos Relatividade Geral como descrição clássica.

De fato espera-se que seja possível encontrar uma ação do tipo Holst-Dirac que
leve à uma teoria efetiva compatível com a ação de Einstein-Cartan quando acoplada
com férmions. Motivado por esse problema, Mercuri propôs uma ação de Holst não
minimamente acoplada a campos fermiônicos em que os termos adicionais em relação
à ação de Einstei-Cartan resultam em um divergência total, equivalente ao invariante
topológico de Nieh-Yan. A análise canônica da ação proposta é realizada em [105,133,134].

A análise simplética nos termos de Faddeev-Jackiw foi realizada para teorias de
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gravitação com parâmetros de Immirzi como foco na obtenção dos parênteses generalizados
[135, 136], com análises simplética e à la Dirac sempre coincidentes, além de análises
canônicas pelo método de Dirac [137], embora possam aparecer diferenças quanto ao
conjunto de vínculos da teoria [136]. Também existem análises simpléticas de teorias com
campos de spin semi-inteiro não acopladas à gravidade [50]. Entretanto, a nosso entender,
não existem análises canônicas sistematizadas de teorias de gravitação acopladas à férmions
utilizando-se métodos simpléticos. A princípio não está claro se o formalismo simplético
não apresenta particularidades em relação ao de Dirac para o problema em questão. A
teoria de Holst-Dirac é marcada pela presença de termos de torção, o que levanta a
questão de como torções no espaço-tempo invariante por difeomorfismos podem afetar a
geometria do espaço simplético descrito a partir da estrutura simplética no algoritmo BW.
Outra questão de possível divergência entre diferentes análises canônicas dessa teoria é
acerca do cálculo das simetrias de calibre geradas pelo vínculo Hamiltoniano, que no caso
da análise de Dirac é resolvido somente a partir da Teoria Quântica de Lacetes. Nossa
proposta é apresentar um tratamento simplético, a saber o formalismo de Faddeev-Jackiw
no algoritmo Barcelos Neto-Wotzasek, de maneira sistemática da teoria gravitacional de
Holst-Dirac e estabelecer o procedimento correto para o conjunto de teorias tecnicamente
próximas a esta.

Nesse capítulo introduzimos o formalismo de tétrades usado na descrição de teorias
de gravitação e conduzimos a análise simplética da ação de Holst-Dirac. O formalismo é
apresentado de forma geral junto com seus principais resultados geométricos. Demonstramos
como o formalismo de tétrades é usado em Relatividade Geral comum e na descrição de
Palatini, nesse contexto conhecida como ação de Holst. Em seguida esse formalismo é
estendido para o caso em que temos acoplamento mínimo de férmions na ação de Holst. É
apresentado o desenvolvimento do formato canônico, isto é, com foliação tipo ADM, da
ação de Holst-Dirac aplicando-se o formalismo simplético, onde tratamos os vínculos da
teoria, encontramos a estrutura pré-simplética, obtemos a expressão de transformação de
calibre para os principais campos da teoria e fazemos a contagem de graus de liberdade.

6.2 Gravitação com Tétrades

6.2.1 Tétrades e Conexões

Tétrades. Em uma base coordenada, TpM é formada por {eµ} = {∂/∂xµ} e
T ∗pM por {dxµ}. Se a variedade M é dotada de uma métrica, podemos escolher
uma base alternativa. Considere a combinação linear

êI = eαI
∂

∂xα
, (6.1)
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onde det eµI > 0. Definimos os campos tétrades eαI de modo que êI seja ortonormal
com respeito à g,

g(êI , êJ) = gαβe
α
I e

β
J = ηIJ , (6.2)

onde eα0 é um vetor tipo-tempo e eαi são vetores tipo-espaço, com i = 1, . . . , 3.
Podemos interpretar as tétrades como campos vetoriais duplos, ou melhor, um
campo vetorial no fibrado tangente do espaço-tempo assumindo valores em um
espaço Minkowskiano interno.

Como corolário de (6.2) temos também

ηIJeαI eβJ = δαβ (6.3)

com eβJ = gβγe
γ
J . Chamamos de co-tétrade o campo eIα dado por

eIα = ηIJeβJgαβ. (6.4)

Formalmente, seja Vp o espaço tangente Vp = TpM em cada ponto e seja Mp o
espaço de Minkowski interno em cada ponto p. A tétrade é uma isometria

eαI (p) : Mp −→ Vp

vI 7→ eαI (p)vI
, (6.5)

com mapa inverso

eIα(p) : Vp → Mp . (6.6)

Para cada campo tensorial Tα1...αn
β1...βm

T I1...In
J1...Jm

= eI1
α1 . . . e

In
αn
eβ1
J1 . . . e

βm

Jm
. (6.7)

Conexões Para um campo vetorial vI no espaço interno definimos a derivada
covariante

Dα = ∇αv
I + ωIαJv

J , (6.8)

onde a 1-forma de conexão-spin ωIαJ é análoga a Γγαβ. Dada uma transformação de
Lorentz geral ΛI

J , a derivada covariante D deve satisfazer

D′αv′I
′ = ΛI′

J Dαv
I , (6.9)

se v′I′ = ΛI′
J v

J e D′αv′I
′ = ∇αv

′I′ + ω′α
I′

J ′vJ
′ . Logo,

D′α(ΛI′

J v
J) = ΛI′

J ∇αv
J + (ω′α

I′

J ′ΛJ ′

K + ∇αΛj′

K)vK

= ΛI′

J

{
∇αv

I
J +

[
(Λ−1)JL′ω′α

L′

M ′ΛM ′

K + (Λ−1)IL′∇αΛM ′

K

] }
= ΛI′

J Dαv
J , (6.10)
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desde que a 1-forma de conexão-spin transforma como

ωJKα = (Λ−1)JL′ω′α
L′

M ′ΛM ′

K + (Λ−1)IL′∇αΛM ′

K . (6.11)

Logo, 1-forma de conexão-spin não é um tensor, assim com os coeficientes de
Christoffel não são tensores.

Exemplo (Métrica de Minkowski) Exigimos que

0 = DαηIJ = ∇αηIJ − ωKα IηKJ − ωKα JηIK = −ωαJI − ωαIJ . (6.12)

1-forma de conexões que deixam a métrica de Minkowski invariante devem ser
anti-simétricas em seus índices internos. Portanto, transporte paralelo ao longo de uma
curva é uma transformação de Lorentz: vαωIαJ ∈ SO(3, 1).

A co-tétrade também deve ser covariantemente constante. O que ocorre se

ωIαJ ≡ eβI∇αeβJ (6.13)

e, portanto, temos uma definição da 1-forma de conexão-spin.

Tomando a derivada covariante da tétrade

Dαe
I
β = ∇αe

I
β + ωIαJe

J
β = ∇αe

I
β + eγI∇α(eγJ)eJβ

= ∇αe
I
β − eγIeγJ∇αe

J
β

= ∇αe
I
β − ∇αe

I
β = 0 . (6.14)

Logo, Dαe
I
β = 0 e a derivada covariante com respeito à tétrade também é derivada

covariante com respeito à co-tétrade, assim como também o é com respeito à métrica de
Minkowski ηIJ e à sua inversa ηIJ .

Obtemos o tensor de Riemann interno fazendo

RIJKL = Rαβγσe
α
I e

β
Je

γ
Ke

σ
L = eαI e

β
Je

ν
K(∇α∇β − ∇β∇α)eνL . (6.15)

Podemos escrever o tensor de Riemann como

RIJKL = eαI e
β
J(eγK∇α∇βeγL − α ↔ β)

= eαI e
β
J [∇α(eγK∇βeγL − ∇αe

γ
K∇βeγL)]

= eαI e
β
J(∇αωβKL − ηMNeγMe

ν
N∇αeνK − ∇αe

γ
K∇βeγL − α ↔ β)

= eαI e
β
J(∇αωβKL − ηMNωαNKωβML − α ↔ β)

= eαI ∇αω + JKL− eαI ωβKL∇αe
β
J − ηMNωINKωJML − α ↔ β , (6.16)

mas

eαI ωβKL∇αe
β
J = eαI ωβKLg

γβ∇αeγJ = eαI ωβKLη
MNeγMe

β
N∇αeγJ

= ηMNeβNωβKLe
α
I ωαMJ = ηMNωNKLωIMJ , (6.17)
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então,

RIJKL = eαI ∇αωJKL − eαI ∇αωIKL − ηMN(ωINKωJML − ωJNKωIML + ωNKLωIMJ − ωMKLωINJ) ,

(6.18)

onde usamos os coeficientes e rotação de Ricci

ωIJK = eαI ωαJK = eαI e
β
J∇αeβK . (6.19)

E podemos, então, escrever o tensor de Ricci interno como

RIJ = ηKLRIKLJ . (6.20)

Em termos de notação diferencial algumas equações surgem de forma recorrente
no contexto de gravitação. Primeiro escrevamos

ηIJeI[αωβ]KJ = ∇[αeβ]K = (deK)αβ (6.21)

then we have the so called Primeira Equação de Estrutura

deI = eJ ∧ ωJI . (6.22)

Introduzindo RαβIJ podemos enxergar a 2-forma

RJ
I = dωJI + ωKI ∧ ωJK , (6.23)

conhecida como a Segunda Equação de Estrutura, como equação de curvatura focada no
espaço interno. Definimos a 2-forma de curvatura da 1-forma de conexão-spin ω J

αI como

F J
αβI = 2∂[αω

J
β]I + 2ω K

[α|Iω
J
β]K . (6.24)

6.2.2 Relatividade Geral no formalismo de tétrades

A ação de Relatividade Geral no formalismo das tétrades é

S[e, ω] = 1
2κ

∫
M
dx4 |e|eµI eνJF IJ

µν (ω) , (6.25)

sendo e = det(hab), κ = 1/8πG e

F IJ
µν (ω) = 2∂[µω

IJ
ν] + 2ω IK

[µ ω LJ
ν] ηKL (6.26)

é a 1-forma de curvatura da conexão-so(1, 3), ω I
µ J

. Os campos independentes são eµI e
ω I
a J .
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6.2.3 Equações de Einstein na formulação de tétradas

Primeiramente, usemos da útil relação

2ee[µ
I e

ν]
J = εµνσρϵIJKLe

K
σ e

L
ρ , (6.27)

sendo que εµνσρ e ϵIJKL são os símbolos de Levi-Civita em quatro dimensões definidos por

εµνσρ =


+1 se (µ, ν, σ, ρ) é uma permutação par de (0,1,2,3) ,

−1 se (µ, ν, σ, ρ) é uma permutação ímpar de (0,1,2,3) ,

0 caso contrário .

(6.28)

Para encontrar a Equação (6.27) fazemos

εµνσρϵIJKLe
I
µe
J
ν e

K
σ e

L
ρ = e

⇒ ϵIJKL(eIµe
µ
M)(eJν eνN)eKσ eLρ = eeµMe

ν
Nεµνσρ

ϵMNKLe
K
σ e

L
ρ = eeµMe

ν
N = eeµMe

ν
Nεµνσρ

⇒ εµνϵMNKLe
K
ν e

L
ν = 2ee[µ

Me
ν]
Nεσρ

⇒ εµνσρϵMNKL = 2ee[µ
Me

ν]
N

εµνσρϵIJKL = 2ee[µ
I e

ν]
J (6.29)

Assim, a ação pode ser escrita como

S[e, ω] = 1
4κ

∫
M
ϵIJKLe

I ∧ eJ ∧ FKL(ω) . (6.30)

A variação da curvatura é

δF IJ
ab = 2∇[aδω

IJ
b] , or δF IJ = DδωIJ . (6.31)

Onde usamos

F IJ
µν (ω) = 2∂[µω

IJ
ν] + 2ωIK[µ ω

LJ
ν] ηKL (6.32)

⇒ δF IJ
µν (ω) = 2∂[µδω

IJ
ν] + 2δωIK[µ ω

LJ
ν] ηKL + 2δωIK[µ δω

LJ
ν] ηKL

= 2
(
∇[µδω

IJ
ν] + δωIK[µ ω

LJ
ν] ηKL + δωIK[µ δω

LJ
ν] ηKL

)
= 2D[µδω

IJ
b] (6.33)

Variando a ação em termos de ω µ
a ν e integrando por parte, temos

εµνσρϵIJKLDa(eIσeLρ ) = 0 , (6.34)

que é equivalente à condição de compatibilidade

D[µe
I
ν] = ∂[µe

I
ν] + ω I

[µ|J |e
J
ν] = 0 . (6.35)
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Variando a equação anterior com respeito a eIµ, temos

εµνσρϵIJKLe
I
µF

JK
νσ = 0 . (6.36)

Fazendo uso da condição de compatibilidade (6.35), isto é, sabendo que nesse caso a
derivada covariante D é compatível com a tétrade, temos que F IJ

µν = RIJ
µν – veremos adiante

que certos termos de matérias podem quebrar a condição de compatibilidade ao surgirem
termos de torção. Nesse caso a Eq. (6.36) fica

RI
µ − 1

2Re
K
µ = 0 . (6.37)

Onde fizemos

εµνσρϵIJKLe
I
µR

JK
νσ = 6e (eνJeσKe

ρ
L + eνLe

σ
Je

ρ
K + eνKe

σ
Le

ρ
J − eνJe

σ
Le

ρ
K − eνLe

σ
Ke

ρ
J + eνKe

σ
Je

ρ
L)RJK

νσ = 0

ReρL + (−Rρ
L) + (−Rρ

L) −Rρ
L −Rρ

L − (−ReρL) = 0

2ReρL − 4Rρ
L = 0

(6.38)

Usando ϵIJKLFKL
µν ao invés de somente F IJ

µν na ação obtemos, no lugar da Eq. (6.34),
a equação

ϵµνσρDµ(eIσeJρ ) = 0 , (6.39)

que também é compatível com a condição de compatibilidade. Prosseguindo da forma
anterior, a Eq. (6.36) fornece

0 = εIµνσϵIJKLϵ
JK

MNR
MN
µν = −2εIµνσRµνIL (6.40)

que é identicamente satisfeita por conta das propriedade de simetria do tensor de Riemann.
Ora

εIµνσRµνIL = −εIµνσRLµνI

= − (RLµνI +RLνIµ +RLIµν) = 0 , (6.41)

pois (6.41) se trata da identidade de Bianchi. O espaço das soluções é dramaticamente
aumentado e contém todas as combinações possíveis de tétrades e conexões compatíveis
entre si (compatíveis no sentido que se satisfaça a Eq. (6.13)). Esse fato motiva a formulação
da ação generalizada de Palatini, chamada de ação de Holst, dada por

S[e, ω] = 1
2κ

∫
M
d4x |e|eµI eνJP IJ

KLF
KL
µν (ω) (6.42)

com

P IJ
KL = δ

[I
Kδ

J ]
L − 1

2γ ϵ
IJ

KL . (6.43)
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Variando a ação com respeito à conexão temos

εµνσρϵIJKLP
IJ
MNDµ(eMσ eNρ ) = 0 , (6.44)

ainda resultando na condição de compatibilidade, ou seja, a derivada covariante da teoria é
compatível com a tétrade. O símbolo P IJ

KL pode ser interpretado como uma aplicação de
um produto tensorial de dois espaços de Minkowski neles mesmos. P IJ

KL possui inversa
dada por

(P−1) KL
IJ = γ2

γ2 + 1

(
δ

[K
I δ

L]
J − 1

2γ ϵ
KL

IJ

)
. (6.45)

Variando a ação com respeito à tétrade, temos

Rσ
L − 1

2Re
σ
L = −ϵIµνσRµνIL = 0 . (6.46)

6.3 Ação de Holst
Agora nos ocuparemos de escrever a ação de Holst em variáveis 3+1. Analogamente

à métrica espacial canônica, consideramos o campo tensorial espaço-temporal

EµI = eµI + nµnI , (6.47)

com nI = eµInµ, satisfazendo EµI nµ = EµI nI = 0.

Outra condição é necessária para separar as direções internas do espaço de Min-
kowski, alcançamos esse objetivo usando uma fixação de calibre parcial, fixando as trans-
formações so(3, 1) internas. Escolhendo um vetor interno tipo-tempo

nI = δI0 (6.48)

fixamos o “boost” interno impondo que

eµ0 = nIeµI = nµ (6.49)

seja a unidade normal da foliação. Em termos dos componentes da unidade normal,

nµ = 1
N

(tµ −Nµ) , (6.50)

decompomos a ação de Holst como

S[e, ω] = 1
2κ

∫
M
d4x

√
hP IJ

KLF
KL
µν (NEµI − 2nItµ + 2NµnI) EνJ , (6.51)

onde N
√
h = |e|.
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Para chegar até a ação foliada de Holst fizemos

eµI e
ν
J = (EµI − nµnI)(EνJ − nνnJ)

= EµI EνJ − EµI nνnJ − EνJnµnI + nµnνnInJ

= EµI EνJ − EµI nνnJ − EνI nµnJ + EνI nµnJ − EνJnµnI + nµnνnInJ

= EµI EνJ − 2E (µ
I n

ν)nJ − 2Eν[JnµnI] + n(µnν)n(InJ) . (6.52)

Usando a anti-simetria de FKL
µν nos índices KL e µν, temos que

FKL
µν e

µ
I e
ν
J = EµI EνJ − 2EνJnµnI (6.53)

ou

FKL
µν e

µ
I e
ν
J =

(
EµI − 2n

µ

N
nIt

µ + 2N
µ

N
nI

)
EνJ (6.54)

Continuando com a foliação da ação de Holst, a partir de agora vamos usar as
variáveis ADM em coordenadas adaptadas, ou seja, µ → a, além disso, analisaremos termo
a termo da ação (6.51), a começar pelo termo multiplicado por ta, também chamado de
termo simplético. Isto é, seja

S[e, ω] = Ssymp + Sdiff + Sham , (6.55)

onde

Ssymp = 1
2κ

∫
M
d4x

√
hP IJ

KLF
KL
µν (−2nItµ) EνJ (6.56)

é chamado de termo simplético,

Sdiff
1

2κ

∫
M
d4x

√
hP IJ

KLF
KL
µν (2NµnI) EνJ (6.57)

é chamado de termo de difeomorfismos espaciais e

Sham = 1
2κ

∫
M
d4x

√
hP IJ

KLF
KL
µν (NEµI ) EνJ (6.58)

é chamado de termo Hamiltoniano, faremos a foliação de cada um em separado.

6.3.1 Termo Simplético

A começar pelo termo simplético, primeiro introduzimos o termo puramente espacial

P a
i ≡

√
h

κγ
Eai , (6.59)
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convenientemente escolhido como momento associado à conexão de Ashtekar Aia. Usando
(6.48), temos que

Ssymp = −γ
∫
M
d4xnIt

aP b
JP

IJ
KLF

KL
ab =

= γ
∫
M
d4xta

(
F 0j
ab − 1

2γ ϵ
0j

KLF
KL
ab

)

= γ
∫
M
d4taP b

j

[
∂aω

0j
b − ∂bω

0j
a + 2ω0k

[a ω
j
b] + 1

γ
ϵjkl
(
∂[aω

kl
b] + ωkK[a ω

l
b]K

)]

= γ
∫
M
d4taP b

j

[
∂aω

0j
b − ∂bω

0j
a + 2ω0k

a ω
j
b − 2ω0k

b ω
j
a

+1
γ
ϵjkl
(
∂aω

kl
b − ∂bω

kl
a + ωk0

a ω
l
b0 − ωk0

b ω
l
a0 + ωkma ωlbm − ωkmb ωlam

)]
.(6.60)

Note que, desconsiderando a contribuição de termos de superfície,

0 = −
∫
d4x∂b(taω0j

a P
b
j ) = −

∫
d4x(taP b

j ∂bω
0j
a + ω0j

a ∂b(taP b
j )) (6.61)

logo,

−
∫
d4xtaP b

j ∂bω
0j
a =

∫
d4x

(
P b
j ω

0j
a ∂bt

a + taω0j
a ∂bP

b
j

)
, (6.62)

analogamente,

−
∫
d4xtaP b

j

1
2γ ϵ

j
kl∂bω

kl
a =

∫
d4x

1
2γ ϵ

j
kl

(
P b
j ω

kl
a ∂bt

a + taωkla ∂bP
b
j

)
, (6.63)

Portanto,

−γ
∫
M d4xnIt

aP b
JP

IJ
KLF

KL
ab = γ

∫
d4x

(
P b
j t
a∂aω

0j
b + P b

j ω
0j
a ∂bt

a + ω0j
t ∂bP

b
j + P b

j ω
0k
t ω

j
bk

−P b
j ω

0k
b ω

j
tk + P b

j
1

2γ ϵ
j
klt

a∂aω
kl
b + P b

j
1

2γ ϵ
j
klω

kl
a ∂bt

a + 1
2γ ϵ

j
klω

kl
t ∂bP

b
j + P b

j
1

2γ ϵ
j
klω

k0
t ω

l
b0

+P b
j

1
2γ ϵ

j
klω

km
t ωlbm − P b

j
1

2γ ϵ
j
klω

k0
b ω

l
t0 − P b

j
1

2γ ϵ
j
klω

km
b ωltm

)
=
∫
d4x

[
P b
j Lt

(
γω0j

b + 1
2ϵ
j
klω

kl
b

)
+ γω0j

t ∂bP
b
j + γP b

j ω
0k
t ω

j
bk − γP b

j ω
0k
b ω

j
tk

+1
2ϵ
j
klω

kl
t ∂bP

b
j + 1

2P
b
j ϵ
j
klω

k0
t ω

l
b0 + 1

2P
b
j ϵ
j
klω

km
t ωlbm − 1

2P
b
j ϵ
j
klω

k0
b ω

l
t0 −1

2P
b
j ϵ
j
klω

km
b ωltm

]
.

(6.64)

Nos concentrando nos termos de (6.64) que não envolvem a derivada temporal, temos∫
d4x

[
γω0j

t ∂bP
b
j + γP b

j ω
0k
t ω

j
bk + 1

2P
b
j ϵ
j
kl

(
ωk0
t ω

l
b0 − ωk0

b ω
l
t0

)
+1

2ϵ
j
klω

kl
t ∂bP

b
j + 1

2P
b
j ϵ
j
kl

(
ωkmt ωlbm − ωkmb ωltm

)
− γP b

j ϵ
j
klω

kl
b ω

l
t0

]
(6.65)

=
∫
d4x

[
γω0j

t

(
∂bP

b
j + ω + bjkP b

k − 1
γ
ϵkjlω

l
b0P

b
k

)
1
2ϵ

j
klω

kl
a

(
∂bP

b
j − 1

2ϵ
mn
j ϵnqpω

qp
b P

b
m + γϵmnjω

0n
b P

b
m

)]
. (6.66)
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Para se chegar da Eq. (6.65) até a Eq. (6.66) usamos

1
2P

b
j ϵ
j
kl(ωk0

t ω
l
b0 − ωk0

b ω
l
t0) = −ϵkjlω

0j
t ω

l
b0P

b
k (6.67)

e
1
2P

b
j ϵ
j
kl

(
ωkmt ωlbm − ωkmb ωltm

)
= 1

2ϵ
j
klω

kl
t (−1

2ϵ
mn
j ϵnqpω

qp
b P

b
m) . (6.68)

Para chegar na Eq. (6.67) note que

ωj0t ω
l
b0 − ωj0b ω

l
t0 = (eaj∇te

0
a)ωlb0 − (eaj∇be

0
a)ωlt0

= ∇t(e0
ae
aj)ωlb0 − ω0j

t ω
l
b0 − ∇b(e0

ae
aj)ωlt0 + ω0j

b ω
l
t0 , (6.69)

mas

ϵkjl∇t(e0
ae
aj)ωl0b − ϵkjl∇b(e0

ae
aj)ωl0t = ϵkjl∇t(e0

ae
aj)ωl0b + ϵkjl∇b(e0

ae
al)ωj0t

= ϵkjl(ω
0j
t + ωj0t )ωl0b + ϵkjl(ω0l

b + ωl0b )ωj0t
= ϵkjl(2ω

j
t0ω

(l0)
b + 2ω0j

t ω
l
b0)

= 4ϵkjlω
(j
t0ω

l)0
b = 0 . (6.70)

Então

ϵkjl(−ω
0j
t ω

l
b0 + ω0j

b ω
l
t0) = −ϵkjlω

0j
t ω

l
b0 − ϵkjlω

0j
t ω

l
b0

= −2ϵkjlω
0j
t ω

l
b0 (6.71)

Já para se encontrar (6.68) fazemos

1
2P

b
j ϵ
j
kl

(
ωkmt ωlbm − ωkmb ωltm

)
= 1

2P
b
j

1
4
(
4ϵjklωkmt ωlbm − 4ϵjklωkmb ωltm

)
. (6.72)

Todavia note que

ϵjklω
km
t ωlbm = −ϵlkjωmtkωlbm (6.73)

e

ϵjklω
km
b ωltm = −ϵlkjωbkmωltm . (6.74)

Usando as Eqs. (G.21) e G.23), ϵnjl ϵlkmϵnqpωakmω
qp
b P

b
j = 3!ϵnjl δl[nδkq δmp]ωakmω

qp
b P

b
j = 4ϵkjl ωmakωlbmP b

j ,
temos que (6.73) é igual a

−1
4ϵ

nj
l ϵ

lkmϵnqpωtkmω
qp
b . (6.75)

E 4 vezes (6.74) pode ser escrito como

−ϵnjl ϵlkmϵnqpωbkmω
qp
t = −ϵnjl ϵlqpϵkmn ωtkmω

qp
b

= ϵnjl ϵ
lkmϵnqpωtkmω

qp
b , (6.76)
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de modo que a Eq. (6.72) pode ser escrita como

1
2ϵ

j
klω

kl
t

(
−1

2ϵ
nm
j ϵnqpω

qp
b

)
(6.77)

Em seguida escrevemos a Eq. (6.66) como
∫
d4x

[
γω0j

t

(
∂bP

b
j + ωkbjP

b
k − 1

γ
ϵkjlω

l
b0P

b
k

)

+1
2ϵ

j
klω

kl
a

(
∂bP

b
j − 1

2ϵ
mn
j ϵnqpω

qp
b P

b
m + γϵmnjω

0n
b P

b
m

)]
=

∫
d4x

(
γω0j

t ∂bP
b
j + γω0j

t ω
k
bjP

b
k − 1

γ
γϵkjlω

0j
t ω

l
b0P

b
k

+ 1
2ϵ

j
klω

kl
t ∂bP

b
j − 1

4ϵ
j
klω

kl
t ϵ

mn
j ϵnqpω

qp
b P

b
m + γ

1
2ϵ

j
klω

kl
t ϵ

m
njω

0n
b P

b
m

)
=

∫
d4x

(
γω0j

t ∂bP
b
j + γω0j

t ω
k
bjP

b
k − ϵkjlω

0j
t ω

l
b0P

b
k

+1
2ϵ

j
klω

kl
t ∂bP

b
j − 1

4ϵ
j
klω

kl
t ϵ

mn
j ϵnqpω

qp
b P

b
m − γωjtnω

0n
b P

b
j

)
=

∫
d4x

(
γω 0j

t ∂bP
b
j + 1

2γδ
[j
mδ

k]
n ω

0
t jω

mn
b P b

k − ϵkjlω
0j
t ω l

b0 P
b
k

+1
2ϵ

j
klω

kl
t ∂bP

b
j − 1

4ϵ
j
klω

kl
t ϵ

mn
j ϵnqpω

qp
b P

b
m − 1

2γδ
[j
mδ

k]
n ω

mn
t ω 0

b jP
b
k

)
=

∫
d4x

[(1
2ϵ

j
klω

kl
t + γω 0j

t

)(
∂bP

b
j + 1

2ϵ
k

ij ϵ
i
mnω

mn
b P b

k + γϵ k
ij ω

0i
b P b

k

)
− (1 + γ2)ϵ n

jm ω 0m
t Km

b P
b
n

]
, (6.78)

ou simplesmente ∫
d4x

[
ΛjD(A)

b P b
j − ω0i

t (1 + γ2)ϵ n
im Km

b P
b
n

]
, (6.79)

onde fica definida a conexão de Ashtekar-Barbero como

Aia ≡ 1
2ϵ

i
klω

kl
a + γω0i

a , (6.80)

e D(A)
b é definida como a derivada covariante em relação à conexão de Ashtekar-Barbero,

ou seja,

D(A)
a vi = ∇avi + ϵ k

ij Γjavk + γϵ k
ij K

j
avk . (6.81)

Em contraste com a derivada covariante espacial

Dav
i = ∇av

i + hbaω
i
b jv

i = ∇av
i − ϵi jkΓjavk . (6.82)

Adicionalmente introduzimos as quantidades

Λi ≡ 1
2ϵ

j
klω

kl
t + γω0j

t . (6.83)
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Também é útil definir a conexão espinorial como

Γia ≡ 1
2ϵ

i
klω

kl
a . (6.84)

E, notando que

Kac = hbah
d
c∇bnd = −hbaEciedi∇be

0
d = −Eciωi0a , (6.85)

definimos

Ki
a ≡ ω0i

a , (6.86)

note a ordem dos índices internos da 1-forma de conexão-spin. De maneira que a conexão
de Ashtekar-Barbero (6.80) pode ser escrita também como

Aia = Γia + γKi
a . (6.87)

Agora vamos expandir os outros dois termos da ação de Holst (6.51), a começar
pelo termo que fornece o vínculo de difeomorfismos espaciais.

6.3.2 Termo de difeomorfismos espaciais

Primeiramente definimos, a partir da Eq. (6.26),

F l
ab ≡ 1

2ϵ
l
ijF

ij
ab = 2∂[aΓlb] + ϵl ijϵ

i
kmϵ

kj
nΓm[aΓnb]

= 2∂[aΓlb] − ϵl jkΓjaΓkb , (6.88)

usando a conexão espinorial. Uma vez que a conexão canônica é a conexão de Ashtekar-
Barbero, e não a conexão espinorial, é útil reescrever a curvatura usando Aia, assim

F l
ab = 2∂[a

(
Γlb] + γK l

b]

)
− ϵl jk

(
Γj[a + γKj

[a

) (
Γkb] + γKk

b]

)
= 2∂[aΓlb] − ϵl jkΓ

j
[aΓ

k
b] + Γkb] + 2γ∂[aK

l
b] − γϵl jkΓ

j
[aK

k
b] − γϵl jkK

j
[aΓ

k
b] − γ2ϵl jkK

j
[aK

k
b]

= F l
ab + 2γD[aK

l
b] − γ2ϵl jkK

j
[aK

k
b] (6.89)

A contribuição na ação de Holst do termo multiplicado pelo vetor deslocamento
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Nµ é, então,

Sdiff = γnIN
aP b

j P
IJ
KLF

KL
ab

= γnIN
aP b

j

(
δ

[I
Kδ

J ]
L − 1

2γ ϵ
IJ
KL

)
FKL
ab

= γNaP b
j

(
δ

[I
Kδ

J ]
L − 1

2γ ϵ
IJ
KL

)
FKL
ab

= γNaP b
j

(
nMηM [Kδ

J
L] − nM

2γ ηMIϵ
IJ
KL

)
FKL
ab

= γNaP b
j

(
η0[kδ

j
l] − 1

2γ η0iϵ
ij
kl

)
F kl
ab

= −γNaP b
j

(
F 0j
ab − 1

2γ ϵ
0j
klF

kl
ab

)

= −2γNaP b
j

[
∂[aω

0j
b] + ω 0k

[a ω j
b]k + 1

2γ
(
2∂[aΓjb] + ϵjklω

kL
[a ω l

b]L

)]

= −2γNaP b
j

[
∂[aK

j
b] +Kk

[aω
j

b]k + 1
2γ

(
2∂[aΓjb] + ϵjklω

k0
[a ω l

b]0 + ϵjklω
kl

[a ω
l

b]l

)]

= −2NaP b
j

[
∂[a
(
Γjb] + γKj

b]

)
+ γKk

[aω
j

b]k + 1
2ϵ

j
klK

k
[aK

l
b] + 1

2ϵ
j
klω

kl
[a ω

l
b]l

]
= −NaP b

j

[
2∂[a

(
Γjb] + γKj

b]

)
− ϵjklΓk[aΓlb] + ϵjklK

k
[aK

l
b] − 2γϵjmkΓm[aKk

b]

]
= −NaP b

j

[
F j
ab + (1 + γ2)ϵjklKk

[aK
l
b]

]
. (6.90)

Sendo que para chegar da sexta para a oitava utilizamos

Kk
[aω

j
b]k = −ω kj

[a Kb]k = 1
2
(
ω jk

[a − ω kj
[a

)
Kb]k

= 1
2
(
δjpδ

k
q − δkpδ

j
q

)
ω pq

[a Kb]k = δ[j
p δ

k]
q ω

pq
[a Kb]k

= 1
2ϵ

ljkϵlpqω
pq

[a Kb]k = 1
2ϵ

j
l kϵ

l
pqω

pq
[a Kb]k

= −ϵjlkΓlaKk
b (6.91)

e também

ω km
[a ω l

b]m = 1
4(ω km

[a − ω mk
[a )(ω nl

b] − ω ln
b] )δmn

= 1
4δ

[k
p δ

m]
q ω

pq
[a δ

[n
s δ

l]
rω

rs
b] δmn

= −1
4ϵ

ikmϵipqϵ
jmlϵjrsω

pq
[a ω

rs
b] δmn

= 1
4ϵ

ikmϵipqϵ
jnlϵjrsω

pq
[a ω

rs
b] δmn

= −1
4ϵ

ikmϵ jlm ϵipqϵjrsω
pq

[a ω
rs
b]

= −1
4(δijδkl − δkj δ

i
l)ϵipqϵjrsω

pq
[a ω

rs
b]

= 1
2ϵ

l
pqω

pq
[a

1
2ϵ

k
rsω

rs
b]

= −Γk[aΓlb] , (6.92)
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onde usamos δkl ϵ
j
kl = 0 da antepenúltima para a penúltima linha.

Por último, escrevemos o termo Hamiltoniano.

6.3.3 Termo Hamiltoniano

A contribuição para o termo multiplicado pela função lapso N é

Sham = Nκ

2 γ2P
a
i P

b
j√
h

(
δ

[i
Kδ

j]
LF

KL
ab − 1

2γ ϵ
ij
KLF

KL
ab

)
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2 γ2P
a
i P

b
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2∂[aω

ij
b] + 2ω iK

[a ω Lj
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γ
ϵij k

(
∂[aω
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[a ω
0

b]l
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= Nκ

2 γ2P
a
i P

b
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h

[
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[a ω
j
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j
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γ
ϵij k
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0

b]l
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2 γ2P
a
i P

b
j√
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[
F ij
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[a ω
j
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γ
ϵij k

(
∂[aω
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0
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a
i P

b
j√
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[
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γ
ϵij kD[aK

k
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a
i√
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1
2ϵ

i n
j ϵ

j
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b
nϵ
i n
j ϵjqpK

q
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p
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γ
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j ϵ
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a
i P

b
j√
h
ϵij k

[
F k
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(
2γD[aK

k
b] − γ2ϵk qpK

q
aK

p
b

−2γD[aK
k
b] + γ2ϵk qpK

q
aK

p
b

)
+ ϵjqpK

q
[aK

p
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γ
D[aK

k
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]
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2 γ2P
a
i P

b
j√
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Fk
ab + (1 + γ2)ϵjqpKq

aK
p
b − 2

(
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γ

)
D[aK

k
b]

]
, (6.93)

onde da primeira para a segunda linha usamos

− 1
2γ ϵ

ij
KLF

KL
ab = − 2

2γ ϵ
ij
k0

(
∂[aω

k0
b] + ω kl

[a ω
0

b]l

)
− 2
γ
ϵij 0l

(
∂[aω

0l
b] + ω 0m

[a ω l
b]m

)
= −1

γ
ϵij k0

(
∂[aω

k0
b] + ω kl

[a ω
0

b]l

)
+ 2
γ
ϵij l0

(
∂[aω

0l
b] − ω 0m

[b ω l
a]m

)
= −1

γ
ϵij k0

(
∂[aω

k0
b] + ω kl

[a ω
0

b]l

)
− 2
γ
ϵij l0

(
∂[aω

l0
b] + ω ml

[a ω 0
b]m

)
= 2

γ
ϵij k

(
∂[aω

k0
b] + ω kl

[a ω
0

b]l

)
(6.94)

e da quinta para a sexta linha usamos

P b
kF

[ik]
ab = P b

kδ
[i
q δ

k]
p F

qp
ab = 1

2P
b
kϵ
jikϵjpqF

qp
ab = P b

kϵ
ik
j F j

ab = P b
j ϵ
ij
kF

k
ab . (6.95)

Note ainda que

DaK
k
b = D(A)

a Kk
b + γϵ k

pq K
p
aK

q
b = D(A)

a Kk
b − γϵkpqK

p
aK

q
b , (6.96)
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logo

ϵij k

(
ϵjqpK

q
aK

p
b − 2

(
1 + γ2

γ

)
D[aK

k
b]

)
= ϵij k

(
−ϵjqpKq

aK
p
b − 2

(
1 + γ2

γ

)
D(A)

[a Kk
b]

)
.

(6.97)

Finalmente, coletando os termos (6.79), (6.90) e (6.93), temos a ação de Holst no
formalismo ADM,

SHolst =
∫
dt d3x

{
ȦiaP

a
i + ΛjD(A)

b P b
j + ω0i

t (1 + γ2)ϵ n
jm Km

b P
b
n

+N κ

2γ
2P

a
i P

b
j√
h
ϵij k

[
Fk
ab + (1 + γ2)ϵjqpKq

aK
p
b − 2

(
1 + γ2

γ

)
D[aK

k
b]

]
−NaP b

j

[
F j
ab + (1 + γ2)ϵjklKk

[aK
l
b]

]}
. (6.98)

Ou, levando a Eq. (6.97) em consideração,

SHolst =
∫
dt d3x

{
ȦiaP

a
i + ΛjD(A)

b P b
j + ω0i

t (1 + γ2)ϵ n
jm Km

b P
b
n

+N κ

2γ
2P

a
i P

b
j√
h
ϵij k

[
Fk
ab − (1 + γ2)ϵjqpKq

aK
p
b − 2

(
1 + γ2

γ

)
D(A)

[a Kk
b]

]
−NaP b

j

[
F j
ab + (1 + γ2)ϵjklKk

[aK
l
b]

]}
, (6.99)

com uma diferença de sinal no termo N κ
2γ

2 P
a
i P

b
j√
h
ϵij k(1 + γ2)ϵjqpKq

aK
p
b em relação à Ref.

[105].

6.3.4 Ação de Dirac

Fermions de Dirac são representados por bi-espinores Ψ = (ψ, η)T , onde ψ e η
são 2-espinores, isto é, se transformam segundo a representação fundamental da álgebra
sl(2,C), a complexificação da álgebra su(2). Usamos matrizes γ definidas pela propriedade
de satisfação da álgebra de Clifford

γIγJ + γJγI = 2ηIJ1 , (6.100)

sendo ηIJ a métrica de Minkowski. Segundo a métrica utilizada nesse trabalho, isso implica
em

γ2
0 = −1 , (6.101)

γ2
j = 1 , (6.102)

γIγJ = −γJγI para I ̸= J . (6.103)

Explicitamente, podemos representá-las por

γ0 =
0 i

i 0

 , (6.104)

γj =
 0 −iσj

iσj 0

 , (6.105)



6.3. Ação de Holst 125

com σj igual as matrizes de Pauli.

Transformações de Lorentz infinitesimais λKI , atuando em vetores no espaço interno
vK , satisfazem as relações

λKI ηKJ + ηILλ
L
J = 0 , (6.106)

tal que λIJ é anti-simétrico. Usando as matrizes gama, encontramos as seguintes combina-
ções anti-simétricas

σIJ = 1
4[γI , γJ ] (6.107)

e a identidade de Jacobi, mais as relações de anti-comutação para matrizes gama, temos

[γI , λIKσJK ] = λKI γk . (6.108)

Portanto, as matrizes de pauli fornecem uma representação matricial para transformações
de Lorentz infinitesimais. Além do mais,

σ†ij = −σij e σ†0j = σ0j . (6.109)

Sob um espinor Ψ podemos definir a ação do grupo de Lorentz por

Ψ′(x) = S(Λ)Ψ(Λ−1x) , (6.110)

onde S(Λ) = exp(λIJσIJ) para ΛJ
I = exp(λ)JI . As matrizes S(Λ) satisfazem as seguintes

relações úteis

−γ0S†γ0 = S−1 , (6.111)

S−1γIS = ΛI
Jγ

J . (6.112)

Outra relação útil é

Ψ = iΨ†γ0 = i(Ψ∗)Tγ0 (6.113)

para espinores e

A = −γ0A†γ0 (6.114)

para matrizes. Isso garante que ĀB = BA e que AΨ = ΨA. Para as matrizes encontradas
até o momento γI = −γI e σIJ = σIJ .

Note que a densidade de corrente iΨγIΨ se transforma como um vetor de Lorentz,
enquanto iΨΨ como um escalar,

iΨ′γIΨ′ = −Ψ†S†γ0γISΨ

= −Ψ†γ0S−1γISΨ

= iΛI
JΨγIΨ . (6.115)
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Outra construção útil é

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 . (6.116)

Nessa representação, temos

γ5 =
−1 0

0 1

 . (6.117)

Essa matriz é Hermitiana, satisfaz γ5 = −γ5 e anticomuta com todas as matrizes gama
iniciais.

Também temos o pseudo-escalar

Ψγ5Ψ (6.118)

e o pseudo-vetor

iΨγ5γIΨ , (6.119)

chamado de densidade de corrente axial.

Em um espaço-tempo curvo obtemos campos tensoriais a partir de espinores usando
a tétrade eµI para mapear internamente quantidade do espaço de Minkowski para objetos
no espaço tangente. A corrente vetorial fermiônica, por exemplo, é

eµIΨγIΨ . (6.120)

A definição para uma derivada covariante SO(3, 1) em um campo espinorial é dada
por

∇µΨ = ∂µΨ + 1
2ω

IJ
µ σIJΨ (6.121)

= ∂µΨ + 1
4ω

IJ
µ γ[IγJ ]Ψ . (6.122)

O que nos permite definir uma ação fermiônica genericamente covariante, cujo termo
cinético é

SDirac = 1
2

∫
M
d4x |e|

(
ΨγIeµI∇Ψ − ∇µΨγIeµI∇µΨ

)
. (6.123)

Entretanto essa ação acoplada à ação de Einstein-Cartan fornece a II equação de estrutura
de Cartan com termo de torção diferente diferente de zero, resultando em contribuições do
parâmetro β nas equações de campo clássicas. De modo a cancelar esse efeito Mercuri[133]
introduz a ação de Holst-Dirac, onde a contribuição fermiônica aparece como um termo
topológico de Nieh-Yan, deixando as equações clássicas inalteradas. O termo proposto é

SαDirac = 1
2

∫
M
d4x |e|

[
ΨγIeµI

(
1 − i

α
γ5
)

∇µΨ − ∇µΨ
(

1 − i

α
γ5
)
γIeµIΨ

]
(6.124)
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e considera um acoplamento não mínimo para campo de férmions. Nossa intenção é
desenvolver a Lagrangiana generalizada considerando um valor α constante arbitrário, mas
concluiremos nossa análise fazendo α = γ, ou seja, igual ao parâmetro de Immirzi. Agora,
tomando a equação com acoplamento não mínimo mais os termos de gravitação temos

S[e, ω,Ψ] = SG[e, ω] + SαDirac[e, ω,Ψ]

= 1
2κ

∫
M
d4x |e|eµI eνJP IJ

KLF
KL
µν (ω)

+1
2

∫
M
d4x |e|

[
ΨγIeµI

(
1 − i

α
γ5
)

∇µΨ − ∇µΨ
(

1 − i

α
γ5
)
γIeµIΨ

]
= 1

2κ

∫
M
d4x |e|eµI eνJP IJ

KL

(
2∂µ]ω

KL
ν] + 2ω IK

[µ ω LJ
ν] ηKL

)
+1

2

∫
M
d4x |e|

[
ΨγIeµI

(
1 − i

α
γ5
)
∂µΨ − ∂µΨ

(
1 − i

α
γ5
)
γIeµIΨ

]
+1

8

∫
M
d4x |e|eµIω JK

µ

[
ΨγI

(
1 − i

α
γ5
)
γ[JγK]Ψ − γ[JγK]Ψ

(
1 − i

α
γ5
)
γIΨ

]
.

(6.125)

Usando σIJ = −σIJ ,

γIσJK + σJKγ
I = γIγJγK = iϵIJKLγ

5γL (6.126)

e

−iγIγ5σJK − iσJKγ
5γI = iγ5(γIσJK − σJKγ

I) = 2iγ5γLδ
I
[Jδ

L
K] , (6.127)

temos

1
8

[
ΨγI

(
1 − i

α
γ5
)
γ[JγK]Ψ − γ[JγK]Ψ

(
1 − i

α
γ5
)
γIΨ

]
= 1

8

[
2ΨγIσJK

(
1 − i

α
γ5
)

Ψ − 2ΨσJK
(

1 − i

α
γ5
)
γIΨ

]
= 1

4

[
ΨγIσJKΨ + ΨσJKγIΨ − i

α

(
ΨγIσJKγ5Ψ + ΨσJKγ5γIΨ

)]
= 1

4

(
iϵIJKLΨγ5γLΨ + 2i

α
δI[Jδ

L
K]Ψγ5γLΨ

)
= 1

4

(
iϵIJKLJ

L + 2i
α
δI[Jδ

L
K]JL

)
. (6.128)

De modo que

SαDirac = i

4

∫
M
d4x |e|eµIω JK

µ

(
ϵIJKLJ

L + 2
α
δI[Jδ

L
K]JL

)
+ S2 , (6.129)

onde S2 representa os termos da segunda integral na última igualdade da eq. (6.125).
Tomemos agora a variação da ação em relação à 1-forma de conexão-spin, temos

δSG
δω IJ

µ

= ϵµνσλϵIJKLP
KL
MNDν(eMσ eNλ ) |e|

κ
. (6.130)
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Então, δS
δω IJ

µ
= 0, implica em

ϵµνσλϵIJKL
κ

PKL
MNDν(eMσ eNλ ) − eµM

4

(
iϵIJKLJ

L + 2i
α
δI[Jδ

L
K]JL

)
= 0 . (6.131)

Logo,
ϵµνσλϵIJKL

κ
PKL

MNDν(eMσ eNλ ) = eµM
4

(
iϵIJKLJ

L + 2i
α
δI[Jδ

L
K]JL

)
, (6.132)

assim
4
κ
Dν(eMσ eNλ ) = eµM(P−1) KL

IJ

(
iϵIJKLJ

L + 2i
α
δI[Jδ

L
K]JL

)
= eµM

γ2

γ2 + 1

(
δ

[K
I δ

L]
J + 1

2γ ϵ
KL

IJ

)(
iϵIJKLJ

L + 2i
α
δI[Jδ

L
K]JL

)

= eµM
γ2

γ2 + 1

(
ϵMIJNJ

N + 2
α
δM[I δ

N
J ]JN + 1

2γ 4δM[I δNL]JN + 1
αγ

ϵ MN
IJ JN

)

= eµM
γ

γ2 + 1

(
γϵMIJNJ

N + 1
α
ϵ MN
IJ JN + 2δM[I δNL]JN + 2γ

α
δM[I δ

N
J ]JN

)
,

(6.133)

onde usamos ϵ KL
IJ ϵM N

KL = −ϵIJKLϵKLMN = −2!(4 − 2)!δM[I δNJ ] = 4δM[I δNJ ], logo

Dν(e[ν
I e

µ]
J ) = κ

4 e
µ
M

γ

γ2 + 1

[(
γ + 1

α

)
ϵMIJNJ

N − 2
(

1 − γ

α

)
δM[I δ

N
J ]JN

]
. (6.134)

Multiplicando por eµL, temos

Dν(e[ν
I e

µ]
J )eµL = ηJ [LDν(eνI]) = ηJ [L∇ν(eνI]) − ηJ [Lω

K
ν Ie

ν
K]

:= ηJ [L∇̃ν(eνI]) − ηJ [Lω
K
ν Ie

ν
K] + CνJLe

ν
I . (6.135)

Então

eνICνJL = κγ

4
1

(γ2 + 1)

[(
γ + 1

α

)
ϵLIJNJ

N − 2
(

1 − γ

α
ηI[JJL]

)]
, (6.136)

Podemos então escrever a Lagrangiana de Holst como
|e|
2κe

µ
I e
ν
JP

IJ
KLF

KL
µν = |e|

2κe
µ
I e
ν
J

(
δ

[I
Kδ

J ]
L − 1

2γ ϵ
IJ
KL

)(
2∇[µω

IJ
ν] + [ωµ, ων ]IJ

)
. (6.137)

6.3.5 Variação da ação com respeito a conexão

Para α = γ obtemos

Da(ee[a
I e

b]
J ) = κ

4 |e|ebKϵK L
IJ JL . (6.138)

Da Eq. (6.135), temos que a conexão não é compatível com a tétrade, porém há
uma contribuição de termo de torção à conexão de Lorentz que pode ser escrita como

ω IJ
a = ω̃[e]IJa + C IJ

a . (6.139)

De modo que a Eq. (6.138) pode ser resolvida fornecendo

CaJK = κ

4 e
I
aϵIJKLJ

L . (6.140)
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6.3.6 Decomposição canônica da ação de Holst com fermions

Utilizando as Eqs. (6.48), (6.49) e (6.50), podemos reescrever a ação de Holst-Dirac
como

1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
h
[
EµI − 1

N
(tµ −Nµ)nI

]
×
[
ΨγIeµI

(
1 − i

α
γ5
)

∇µΨ − ∇µΨ
(

1 − i

α
γ5
)
γIeµIΨ

]
= 1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
h
[
Eµi
(

Ψγi∇µΨ − Ψγi i
α
γ5∇µΨ − ∇µΨγiΨ − ∇µΨ i

α
γ5γiΨ

)
+ 1
N

(tµ −Nµ)
(

Ψγ0∇µΨ − Ψγ0 i

α
γ5∇µΨ − ∇µΨγ0Ψ − ∇µΨ i

α
γ5γ0Ψ

)]
= 1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
h
[
Eµi
(

Ψγi
(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
− i

α
Ψγiγ5

(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
−
(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
γiΨ − i

α

(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
γ5γiΨ

)
+ 1
N

(tµ −Nµ)
(

Ψγ0
(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
− Ψγ0 i

α
γ5
(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
−
(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
γ0Ψ −

(
∂µΨ + 1

8ω
IJ
µ [γI , γJ ]Ψ

)
i

α
γ5γ0Ψ

)]
. (6.141)

Como na Seção (6.3), iremos tratar separadamente o termos simplético, de difeo-
morfismos espaciais e Hamiltoniano, a começar pelo termo simplético.

6.3.7 Termo simplético

Assumindo que estamos lidando com o problema em coordenadas adaptadas,
podemos substituir o índice µ do espaço tangente pelo índice a, indicando que tais vetores
se encontram completamente na variedade imersa Σt. Nesse caso o termo simplético pode
ser escrito como

Ssymp = 1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3xN

√
h
ta

N

[
Ψγ0

(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
− i

α
Ψγ0γ5

(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
−
(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
γ0Ψ + i

α

(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
γ5γ0Ψ

]
= 1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h ta

[
Ψγ0∂aΨ + 1

8ω
IJ
a Ψγ0[γI , γJ ]Ψ − i

α
Ψγ0γ5∂aΨ − i

α

1
8ω

IJ
a Ψγ0γ5[γI , γJ ]Ψ

−∂aΨγ0Ψ − 1
8ω

IJ
a Ψ [γI , γJ ]γ0Ψ + i

α
∂aΨγ5γ0Ψ + i

α

1
8ω

IJ
a Ψ [γI , γJ ]γ5γ0Ψ

]
= 1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h ta

[
Ψγ0∂aΨ + 1

8ω
ij
a Ψγ0[γi, γj]Ψ + 2

8ω
0k
a Ψγ0[γ0, γk]Ψ

− i

α
Ψγ0γ5∂aΨ − i

α

1
8ω

ij
a Ψγ0γ5[γi, γj]Ψ − i

α

2
8ω

0k
a Ψγ0γ5[γ0, γk]Ψ

−∂aΨγ0Ψ + 1
8ω

ij
a Ψ [γi, γj]γ0Ψ − 2

8ω
0k
a Ψ [γ0, γk]γ0Ψ

+ i

α
∂aΨγ5γ0Ψ − i

α

1
8ω

ij
a Ψ [γi, γj]γ5γ0Ψ + i

α

2
8ω

0k
a Ψ [γ0, γk]γ5γ0Ψ

]
, (6.142)
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onde usamos [γi, γj] = −[γi, γj] e [γ0, γk] = [γ0, γk], além de

ω0k
a [γ0, γk] + ωk0

a [γk, γ0] = ω0k
a [γ0, γk] + (−ω0k

a )(−[γ0, γk])

= 2ω0k
a [γ0, γk] . (6.143)

De modo que a Eq. (6.142) pode ser escrita como

1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h ta

[
Ψγ0∂aΨ − i

α
Ψγ0γ5∂aΨ − ∂aΨγ0Ψ + i

α
∂aΨγ5γ0Ψ

+1
8ω

ij
a Ψ

(
γ0[γi, γj] − i

α
γ0γ5[γi, γj] + [γi, γj]γ0 − i

α
[γi, γj]γ5γ0

)
Ψ

+2
8ω

0k
a Ψ

(
γ0[γ0, γk] − i

α
γ0γ5[γ0, γk] − [γ0, γk]γ0 + i

α
[γ0, γk]γ5γ0

)
Ψ
]

(6.144)

Agora, usando os resultados do Apêndice (H), podemos escrever

Ssymp = 1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h ta

(
(iψ†∂aψ + iη†∂aη) − i

α
(−iψ†∂aψ + iη†∂aη) − (iψ†∂aψ + iη†∂aη)

+ i

α
(iψ†∂aψ − iη†∂aη)

+1
8ω

ij
a (2iϵ k

ij )
[
(iψ†σkψ + iη†σkη) − i

α
(−iψ†σkψ + iη†σkη) + (iψ†σkψ + iη†σkη)

− i

α
(iψ†σkψ − iη†σkη)

]
+1

4ω
0k
a (2)

[
−(−iψ†σkψ + iη†σkη) − i

α
(iψ†σkψ + iη†σkη) − (−1)(−iψ†σkψ + iη†σkη)

− i

α
(iψ†σkψ + iη†σkη)

] )
= 1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h
(

1 + i

α

)
(iψ†ψ̇ − iη†η̇) −

(
1 − i

α

)
(iψ̇†ψ − iη̇†η)

+i
2

4 ω
ij
t ϵ

k
ij

[
2(ψ†σkψ + η†σkη)

]
+ 1

2ω
0k
t

[
−2i2
α

(ψ†σkψ + η†σkη)
]

= 1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h
(

1 + i

α

)
(iψ†ψ̇ − iη†η̇) −

(
1 − i

α

)
(iψ̇†ψ − iη̇†η) − 1

2ω
ij
t ϵ

k
ij Jk

+ 1
α
ω0k
t Jk + (1 − 1)γω0k

t Jk

=
∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h i

[
θL(ψ†ψ̇ − η†η̇) − θR(ψ̇†ψ − η̇†η)

]
− 1

2ΛiJi + β

2ω
0k
t Jk , (6.145)

onde θL/R = 1
2

(
1 ± i

α

)
, Λi = 1

2ω
ij
t ϵ

k
ij + γω0k

t , tal como definido na Eq. (6.83), e β = γ + 1
α

.

Em seguida prosseguimos para o cálculo do termo de difeomorfismos espaciais.

6.3.8 Termo de difeomorfismos

O termo seguinte da Eq. (6.141) a ser analisado é a parte proporcional ao vetor
deslocamento Nµ. Novamente, utilizando coordenadas adaptadas, temos que esse termo é



6.3. Ação de Holst 131

igual a

Sdiff = −1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3xN

√
h
Na

N

[
Ψγ0

(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
− i

α
Ψγ0γ5

(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
−
(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
γ0Ψ + i

α

(
∂aΨ + 1

8ω
IJ
a [γI , γJ ]Ψ

)
γ5γ0Ψ

]
= −1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h Na

[ (
1 + i

α

)
(iψ†Daψ − iDaηη) −

(
1 − i

α

)
(iDaψψ − iη†Daη) + 1

α
Kk
aJk

]
,

(6.146)

onde usamos o resultado essencialmente idêntico ao da Eq. (6.145), exceto pela substituição
ta → −Na, notando, particularmente, que taω0k

a → −Naω0k
a = −NaKk

a . Além disso, como
na última linha estamos lidando com derivadas covariantes espaciais, definimos a expressão
para derivadas covariantes de espinores, dada pela Eq. (6.121), como

DaΨ = ∂aΨ + 1
4ω

ij
a [γi, γj]Ψ (6.147)

no caso espacial. De modo que podemos definir a derivada covariante em relação à conexão
de Ashtekar-Barbero, assim como seu complexo conjugado, respectivamente, como

D(A)
a Ψ = DaΨ + i

1
4γK

i
a[γ0, γi]Ψ , (6.148)

D(A)
a Ψ = DaΨ − i

1
4γK

i
a[γ0, γi]Ψ

= DaΨ − i
1
4γK

i
aΨ[γ0, γi] , (6.149)

de modo que

ΨD(A)
a Ψ = ΨDaΨ + i

1
4γK

i
aΨ[γ0, γi]Ψ = ΨDaΨ + i2γ

2 Ki
a(ψ†σiψ − η†σiη)

= iψ†Daψ + i2γ

2 Ki
aψ
†σiψ + iη†Daη − i2γ

2 Ki
aη
†σiη , (6.150)

D(A)
a ΨΨ = DaΨΨ + i

1
4γK

i
aΨ[γ0, γi]Ψ = ΨDaΨ − iγ

2 K
i
a(ψ†σiψ + η†σiη)

= iDaψψ − i2γ

2 Ki
aψ
†σiψ + Daηη + i2γ

2 Ki
aη
†σiη , (6.151)

Utilizando as definições acima podemos reescrever a expressão (6.146) como

−1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h Na

[
i
(

1 + i

α

)(
ψ†Daψ + iγ

2 K
k
aψ
†σkψ − Daηη + iγ

2 K
k
aη
†σkη

)
−i
(

1 − i

α

)(
Daψψ − iγ

2 K
k
aψ
†σkψ − η†Daη − iγ

2 K
k
aη
†σkη

)
−i2

2

(
1 + i

α

)
γKk

a (ψ†σkψ + η†η) − i2

2

(
1 − i

α

)
γKk

a (ψ†σkψ + η†η) + 1
α
Kk
aJk

]
= −1

2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h Na

[
2θL(iψ†D(A)

a ψ − iD(A)
a ηη) − 2θR(iD(A)

a ψψ − iη†D(A)
a η)

+
(
γ + 1

α

)
Kk
aJk

]
= −

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

√
h Na

[
θL(iψ†D(A)

a ψ − iD(A)
a ηη) − θR(iD(A)

a ψψ − iη†D(A)
a η) + β

2K
k
aJk

]
.

(6.152)
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E por último temos a tarefa de explicitar o termo Hamiltoniano escrito nas variáveis
de Ashtekar.

6.3.9 Termo Hamiltoniano

Já o termo Hamiltoniano em (6.141) pode ser escrito como

= 1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
hEai

{
i
(

1 + i

α

)
(ψ†σiDaψ + Daησ

iη) − i
(

1 − i

α

)
(η†σiDaη + Daψσ

iψ)

+ i

2ω
0k
a

[
ψ†(σiσk − σkσ

i)ψ + η†(σiσk − σkσ
i)η + i

α

(
ψ†(σiσk + σkσ

i)ψ − η†(σiσk + σkσ
i)η
)]}

= 1
2

∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
hEai

{
i
(

1 + i

α

)
(ψ†σiDaψ + Daησ

iη) − i
(

1 − i

α

)
(η†σiDaη + Daψσ

iψ)

+ i

2ω
0k
a

(
ψ†[σi, σk]ψ + η†[σi, σk]η

)}
=

∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
hEai

[
iθL(ψ†σiDaψ + Daησ

iη) − iθR(η†σiDaη + Daψσ
iψ) − 1

2ϵ
i
jkK

j
aJ

k
]

=
∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
hEai

[
iθL(ψ†σiDaψ − iγ

2 K
k
aψ
†σiσkψ + Daησ

iη + iγ

2 K
k
aη
†σkσ

iη)

−iθR(η†σiDaη − iγ

2 K
k
aη
†σkσ

iη + Daψσ
iψ + iγ

2 K
k
aψ
†σiσkψ) + i2γ

4 Kk
a

(
ψ†σiσkψ + ψ†σkσ

iψ

+ i

α
(ψ†σiσkψ − ψ†σkσ

iψ) − η†σiσkη − η†σkσ
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α
(η†σiσkη − η†σkσ

iη)
)

− 1
2ϵ

i
jkK

j
aJ

k
]

=
∫
R
dt
∫

Σ
d3x N

√
hEai

[
iθL(ψ†σiD(A)

a ψ + D(A)
a ησiη) − iθR(η†σiD(A)

a η + D(A)
a ψσiψ)

−iγ

4 (2iϵi jk)Kj
aJ

k − 1
2ϵ

i
jkK

j
aJ

k
]

=
∫
R
dt
∫

Σ
d3x NγκP a

i

[
iθL(ψ†σiD(A)

a ψ + D(A)
a ησiη) − iθR(η†σiD(A)

a η + D(A)
a ψσiψ)

]
−γκ

2 θϵi jkP
a
i K

j
aJ

k , (6.153)

onde utilizamos θ = 1 − γ
α

e a definição de P a
i dada pela Eq. (6.59).

6.3.10 Contribuição Fermiônica

Coletando os termos (6.145), (6.152) e (6.153), temos a contribuição fermiônica da
ação de Holst com férmions nas variáveis de Ashtekar

SγDirac =
∫
R dt

∫
Σ d

3x
{[(

i
√
hθLψ

†
)
ψ̇ −

(
i
√
hθLη

†
)
η̇ − ψ̇†

(
i
√
hθRψ

)
+ η̇†

(
i
√
hθRη

)]
− 1

2ΛiJi

−β
2ω

0k
t Jk +NγκP a

i

[
iθL(ψ†σiD(A)

a ψ + D(A)
a ησiη) − iθR(η†σiD(A)

a η + D(A)
a ψσiψ) − 1

2θϵ
i
jkK

j
aJ

k

]
−

√
h Na

[
θL(iψ†D(A)

a ψ − iD(A)
a ηη) − θR(iD(A)

a ψψ − iη†D(A)
a η) + β

2K
k
aJk

]}
. (6.154)

6.3.11 Ação Canônica de Holst-Dirac

Somando os resultados para a ação canônica de Holst, Eq. (6.99), e para a ação
canônica de Dirac minimamente acoplada, Eq. (6.154), temos a ação canônica de Holst-
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Dirac dada por

SH-D =
∫
dt d3x

[(i√hθLψ†) ψ̇ −
(
i
√
hθLη

†
)
η̇ − ψ̇†

(
i
√
hθRψ

)
+ η̇†

(
i
√
hθRη

)]
+ P a

i Lt

(
+Aia

)

+Λj
(

D(A)
b P b

j − 1
2Ji

)
+ ω0i

t

(
(1 + γ2)ϵ n

jm Km
b P

b
n − β

2Jk
)

+N
{
κ

2γ
2P

a
i P

b
j√
h
ϵij k

[
Fk
ab − (1 + γ2)ϵjqpKq

aK
p
b − 2

(
1 + γ2

γ

)
D(A)

[a Kk
b]

]

+γκP a
i

[
iθL(ψ†σiD(A)

a ψ + D(A)
a ησiη) − iθR(η†σiD(A)

a η + D(A)
a ψσiψ) − 1

2θϵ
i
jkK

j
aJ

k
]}

−Na
{
P b
j

[
F j
ab + (1 + γ2)ϵjklKk

[aK
l
b]

]
+
[
θL(iψ†D(A)

a ψ − iD(A)
a ηη) − θR(iD(A)

a ψψ − iη†D(A)
a η) +β2K

k
aJk

]} (6.155)

Agora, note que

P a
j√
h
DaS

j = ϵj nm
P a
j P

b
n√
h

(1 + γ2)DaKb − β

2
√
h
P a
j Da(

√
hJ j) + (1 + γ2)ϵj nmKm

b

P a
j√
h
DaP

b
m .

(6.156)

Donde o uso de Si é motivado pelo surgimento do vínculo de segunda classe Si = 0,
encontrado logo abaixo (eq. (6.196)), associado ao multiplicador de Lagrange ω 0j

t , cujo
valor pode ser encontrado como uma função das demais variáveis da teoria, como ficará
explícito mais adiante.

Porém, partindo do fato que a derivada covariante de uma co-tetrada é igual a
zero, ou seja, Dae

i
b = 0, temos que

Da
P b
i√
h

= 1
γκ
DaEai = 1

γκ
Da(eai + nani) = 1

γκ
Dae

a
i = 0 . (6.157)

Assim, de

Da

(
P a
j P

b
n√
h

)
= P b

nDa

(
P a
j√
h

)
+
P a
j√
h
DaP

b
n =

P a
j√
h
DaP

b
n (6.158)

e

Da

(
P a
j P

b
n√
h

)
= P b

n√
h
DaP

a
j + P a

j Da

(
P b
n√
h

)
= P b

n√
h
DaP

a
j , (6.159)

temos

P a
j√
h
DaP

b
n = P b

n√
h
DaP

a
j , (6.160)
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de modo que podemos escrever a Eq. (6.156) como
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DaS

j = ϵj nm
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j P
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√
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√
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√
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√
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= ϵj nm
Pa

j P
b
n√
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√
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√
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a
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m . (6.161)

onde, a partir de agora, usamos α = γ por uma questão de simplicidade. Usando Pa
j√
h
DaS

j =

Da

(
Pa

j S
j

√
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)
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(
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e ϵj nm

Pa
j P

b
n√
h
DaKb = ϵj nm

Pa
j P

b
n√
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a
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Portanto, a ação de Holst-Dirac pode ser finalmente escrita como

SH-D =
∫
dt d3x

ȦiaP a
i + ψ̇πψ + η̇πη + ψ̇†πψ + η̇†πη + Λj

(
D(A)
b P b
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+ω0i
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j√
h
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√
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2
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√
hJ j) + γκ

1 + γ2
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a
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[
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a η + D(A)
a ψσiψ) − 1

2θϵ
i
jkK

j
aJ

k
]}

−Na

{
P b
j F j

ab +
[
θL(iψ†D(A)

a ψ − iD(A)
a ηη) − θR(iD(A)

a ψψ − iη†D(A)
a η)

]
− γ2 + 1

γ
Kj
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(6.163)

6.4 Análise Simplética da Ação de Holst-Dirac
Nessa seção fazemos a análise canônica da ação de Holst-Dirac no formalismo

simplético utilizando o algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek. Na análise a seguir obtemos
os vínculos da teoria, eliminamos graus de liberdade espúrios através da resolução de
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alguns dos vínculos e explicitamos os vínculos restantes como geradores de transformações
de calibre, fazemos também a contagem de graus de liberdade do sistema e, finalmente,
obtemos as transformações de calibre associadas aos campos que descrevem completamente
a teoria.

Primeiro definimos a Lagrangiana de ordem zero por

SH-D =
∫
dt d3x

(0)
L (6.164)

ou

(0)
L = ȦiaP

a
i + ψ̇(i

√
hθLψ

†) + ψ̇†(−i
√
hθRψ) + η̇(−i

√
hθLη

†) + η̇†(i
√
hθRη) −

(0)
V ,

(6.165)

com

(0)
V ≡ ΛiGi + ω 0i

t Si +NC +NaCa . (6.166)

Seguindo a análise simplética a partir de (6.164), temos

(
(0)
ξ α) = (Aia P a

i ψ ψ† η η† Λi Ki
a ω 0i

t N Na)
((0)
a β) = (P b

j 0 i
√
hθLψ

† −i
√
hθRψ −i

√
hθLη

† i
√
hθRη 0 0 0 0 0 )

(6.167)

Para escrever o vetor simplético escolhemos os campos ψ, ψ†, η e η† como variáveis
da teoria, assim como as expressões indicadas como 1-forma simpléticas correspondentes.
Tal escolha não é livre de problemas, discutiremos o caso mais adiante.

Donde obtemos a 2-forma simplética através de
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)
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√
hθLψ

)
+δ6

αδ
5
β

δ

δη†
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√
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)
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√
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resultando na estrutura pré-simplética dada por
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cuja matriz pré-simplética associada possui 5 modos-zero triviais no espaço simplético, a
saber,

(ν1)i =
(
04 1i 0 0 0 0

)
, (6.170)

(ν2)ia =
(
04 0 1ia 0 0 0

)
, (6.171)

(ν3)i =
(
04 0 0 1i 0 0

)
, (6.172)

(ν4) =
(
04 1 0 0 1 0

)
, (6.173)

(ν5)a =
(
04 0 0 0 0 1a

)
. (6.174)

Através da condição de consistência aplicadas em cada um dos modos-zero obtemos
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os seguinte vínculos triviais,

Gi = D(A)
b P b
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im Km
b P

b
n + β

2Ji = 0 , (6.177)

C = κ

2γ
2P

a
i P

b
j√
h
ϵij k

[
Fk
ab − (1 + γ2)ϵjqpKq

aK
p
b

]
+ (1 + γ2)κD̃a

(
P a
j G

j

√
h

)

+κ(1 + γ2)
P a
j

2
√
h
D(A)
a (

√
hJ j) + γκ

1 + γ2

2 ϵ lk mK
k
aP

a
l J

m (6.178)

+γκP a
i

[
iθL(ψ†σiD(A)

a ψ + D(A)
a ησiη) − iθR(η†σiD(A)

a η + D(A)
a ψσiψ)

]
,

Ca = P b
j F j

ab +
[
θL(iψ†D(A)

a ψ − iD(A)
a ηη) − θR(iD(A)

a ψψ − iη†D(A)
a η)

]
− γ2 + 1

γ
Kj
aGj .

(6.179)

Calculamos o resultado da Equação (6.176) por partes, primeiro temos

δ(NaCa)
δΓlc

= δ

δΓlc

[
−(γ2 + 1)(Aia − Γia)

γ

(
ϵ m
ik

(Aia − Γia)
γ

P b
m −

√
h

2 Ji

)
Na

]

= −2(γ2 + 1)
γ2 ϵ m

lk P b
mN

c(Aia − Γia) − (γ2 + 1)
2γ

√
hJlN

c . (6.180)

Também temos
δ(ω 0i

t Si)
δΓlc

= (1 + γ2)ω 0i
t

δ

δΓlc

[
ϵ m
ik

1
γ

(
Akb − Γkb

)
P b
m

]
= −(1 + γ2)

γ
ω 0i
t ϵ m

il P c
m .

(6.181)

Da parte relativa ao termo Hamiltoniano primeiro reescrevamos a Eq. (6.178) como

γ2κN
2
√
h
P a
i P

b
j

[
ϵij k

(
2∂[αA

k
b] + ϵkqpA

q
aA

p
b

)
− 2(γ2 + 1)Ki

[aK
j
b] − 2 (1+γ2)

γ
ϵjkm

(
∂[αK

m
b] + ϵmqpK

q
aK

p
b

)]
+iγκNP a

i

[
θL
(
ψ†σi∂aψ + ∂aη

†σiη
)

− θR
(
η†σi∂aη + ∂aψ

†σiψ
)]

+γκP a
i
N
2 Γka

[
ψ† (σiσk + σkσ

i)ψ − η† (σiσk + σkσ
i) η + i

γ

(
ψ† (σiσk − σkσ

i)ψ + η† (σiσk − σkσ
i) η

)]
+γκP a

i
iN
2 K

k
a

[
ψ† (σiσk + σkσ

i)ψ + η† (σiσk + σkσ
i) η + i

γ

(
ψ† (σiσk − σkσ

i)ψ − η† (σiσk − σkσ
i) η

)]
(6.182)

Antes de prosseguirmos vamos estabelecer duas relações úteis. Usando P aiΓkaσ(aσb) =
P a(iΓk)

a σ(aσb), temos

δ

δΓlc

(
P aiΓkaσ(aσb)

)
= P aiδkaσ(aσb) = 1

2
(
P c
l σ

kσk + P ckσ(lσk)
)

= 1
2P

c
l σ

kσk = 1
2P

c
l 1 ,

(6.183)
δ

δΓlc

(
P aiΓkaσ[aσb]

)
= P a[iδk]

a σ[aσb] = 1
2
(
P ckσ[lσk] + P c

l σ[kσk]
)

= 1
2P

c
kσ

[lσk] . (6.184)
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Tomando a variação do termo Hamiltoniano considerando somente a parte de matéria,
temos

δ (NC)Ψ
δΓlc

= γκ
N

2

[
2 δ

δΓlc

(
P aiΓka(ψ†σ(iσk)ψ − η†σ(iσk)η)

)
+2i
γ

δ

δΓlc

(
P aiΓka(ψ†σ[iσk]ψ − η†σ[iσk]η)

)]

+iγκN2

2 δ
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P ai

(
Aka − Γka

)
γ

(ψ†σ[iσk]ψ − η†σ[iσk]η)


+2i
γ

δ
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P ai

(
Aka − Γka

)
γ

(ψ†σ(iσk)ψ − η†σ(iσk)η)


= γκN

[
P c
l

2 (ψ†ψ − η†η) + i

2γP
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]

−iγκN
[
P c
l

2γ (ψ†σ[lσk]ψ + η†σ[lσk]η) + i

2γ2P
c
l (ψ†ψ − η†η)

]

= γκNP c
l

(
1 + 1

γ2

)
(ψ†ψ − η†η) = κN

(
1 + γ2

γ

)
P c
l J0 . (6.185)

Enquanto a variação da parte gravitacional do termo Hamiltoniano é dada por
δ(NC)grav

δΓl
c

= −γ2κN
2
√
h

(γ2 + 1)P a
i P

b
j

δ
δΓl

c

[
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∂[aK

k
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b
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]
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√
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b
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c−Γk

c )
γ2

]
+ϵij k δ
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(
∂[a(Akb] − Γkb])

)
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Pa
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[iP
c
l] + ϵij kγκ
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2 ∂[a

(
NPa

i P
c]
j√

h

)
. (6.186)

Da Eq. (6.27) obtemos a relação

eiaε
abcϵijk = 2

√
heb[je

c
k] , (6.187)

ao fazer uso dessa relação temos

(γ2 + 1)γκ
2 ϵij k∂[a

NP a
i P

c]
j√

h

 = (γ2 + 1)γκ
2γ2κ2 ϵij k∂[a

(
Neai e

c]
j

√
h
)

= (γ2 + 1)
4γκ εacd∂a

(
Nedl

)
(6.188)

e
κN√
h

(γ2 + 1)ΓiaP a
[iP

c
l] = κN√

h

(γ2 + 1)
γ2κ2

√
hΓiaea[iecl] = Nsgn det(eia)

(γ2 + 1)
κγ

√
hΓiaea[iecl]

(6.189)
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De modo que reescrevemos a Eq. (6.186) como

δ(NC)grav
δΓlc

= Nsgn det(eia)
(γ2 + 1)
κγ

√
hΓiaea[iecl] + (γ2 + 1)

4γκ εacd∂a
(
Nedl

)
.

(6.190)

Finalmente, coletando os termos (6.180), (6.181), (6.185) e (6.190), temos o vínculo

Ci
a = δ

(0)
V

∂Γlc
= −(1 + γ2)

γ
ω 0i
t ϵ m

il P c
m − 2(γ2 + 1)

γ2 ϵ m
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P c
l J0 +Nsgn det(eia)
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√
hΓiaea[iecl] + (γ2 + 1)

4γκ εacd∂a
(
Nedl

)
(6.191)

Em seguida vamos resolver a equação anterior de modo a obter uma expressão para
ω 0i
t e, com isso, eliminar essa variável do espaço de fase da teria. Contraindo a Equação

(6.191) com emc , obtemos

0 = −
√
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c
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√
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m
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√
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√
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c
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O que implica em

ω 0i
t ϵ m

il − 2γϵ j
lk e

b
je
m
c N

cKk
b + 2γϵ j

lk e
c
je
m
c N

bKk
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cemc + κδml J
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4
√
h
εacdemc ∂a(Nedl)

+sgn det(eia)Nγea[jδcl]Γja = 0 .

(6.193)

Usando a identidade ϵijkϵijk = 6, podemos escrever o resultado acima como

6ω 0i
t − 2γϵil mϵ

j
lk e

b
je
m
c N

cKk
b + 2γϵil mϵ m

lk N bKk
b − κγ

2 ϵil mJlN
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4
√
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εacdϵil me

m
c ∂a(Nedl)

+sgn det(eia)Nγϵil mea[jδcl]Γja = 0 .

(6.194)
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Usando agora ϵil mϵ
j

lm = −ϵli mϵ
j

lk = −2δ[i
k δ

j]
m, temos finalmente a expressão do multiplica-

dor de Lagrange ω i0
t em função das tríades.

ω 0i
t = 2

3γδ
[i
k δ

j]
me

b
je
m
c N

cKk
b + 2

3γN
bKi

b + κγ

12 ϵ
il
mJlN

cemc + γ

12e
d[ieal]∂a(Nedl)

+Nγsgn det(eia)ϵil meal Γma . (6.195)

Em relação ao vínculo (6.177), temos, da Eq. (6.175), que ele pode ser simplesmente
escrito como

Si = (1 + γ2)ϵ n
im Km

b P
b
n − β

2Ji = 0 (6.196)

e incorporado nas equações dos demais vínculos.

Agora passemos a examinar os problemas relativos à escolha das variáveis fermiô-
nicas na composição do espaço de fase. Podemos encontrar os parênteses de Poisson das
variáveis originais da teoria fazendo uso do bloco inversível da matriz dada por (6.169),
sendo[58]

{E(
(0)
ξ ), G(

(0)
ξ )} = ∂E

∂
(0)
ξα

 (0)
f−1

αβ
inv

∂G

∂
(0)
ξβ

. (6.197)

Explicitamente, o setor invertível da matriz simplética é

(
(0)
f αβ

)
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† δ
√
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√
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√
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√
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√
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0 0 0
√
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0 −iθRη δ
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j

0 0
√
h 0


.(6.198)

Invertendo a matriz acima, temos

 (0)
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αβ
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0 δijδ
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h
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√
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. (6.199)

Esse resultado é problemático do ponto de vista da mecânica quântica, pois os campos que
formam o espaço de fase devem ser promovidos a operadores em um espaço de Hilbert, no
entanto os parênteses de Poisson entre os campos fermiônicos e a conexão de Ashtekar-
Barbero são todos não nulos, e.g. {ψ,Aai } = − iθR√

h
δ
√
h

δPa
i

. Logo, tal escolha de variáveis não é
adequada.
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Alternativamente, a fim a linearizar a teoria, podemos tomar os campos ψ e η como
variáveis independentes e usar os momentos canônicos, assim

πψ = δL
δψ̇

= i
√
hθLψ

† , (6.200)

πη = δL
δη̇

= −i
√
hθLη

† . (6.201)

Note que πψ = πψ e πη = πη. Entretanto essas variáveis canônicas também não podem
ser promovidas a operadores num espaço de Hilbert por conta da presenta de

√
h [138].

Outro problema com essa escolha é a mudança que ela induz no termo de conexão de
Ashtekar-Barbero. Note que o setor cinético da ação (6.163) fica escrito como

Θ = i
∫

Σt

d3x
√
h
(
θLψ

†ψ̇ − θRψ̇
†ψ − θLη

†η̇ + θRη̇
†η
)

=
∫

Σt

d3x
√
h
[
πψψ̇ + πηη̇ − i

2γκθRe
i
cJ

0Ṗ c
i

]
, (6.202)

descartando termos de derivada total. Ocorre que do segundo termo da integral fornece ao
termo de conexão Aia uma correção imaginária igual a i

2γκθRe
i
cJ

0, deixando a teoria com
uma conexão complexa, o que gera mais uma série de complicações.

A solução para o problema de encontrar uma conexão de Ashtekar-Barbero real
numa ação com contribuições fermiônicas foi redefinir os campos dos férmions em variáveis
de Grassmann de densidade igual a 1/2. Então temos que

ξ := 4
√
hψ e (6.203)

χ := 4
√
hη (6.204)

são as novas variáveis canônicas e

πξ = −iξ† e (6.205)

πχ = −iχ† (6.206)

são seus momentos canônicos conjugados. Dessa forma o termo simplético da ação 6.163,
pode ser escrito como

ΘDirac = − i

2

∫
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√
h

[(
1 + i

γ

)(
ψ†ψ̇ − η̇†η

)
−
(
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=
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)
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4P
a
i Lt(eiaJ0)

]
ΘDirac =
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[
πξ ξ̇ + πχχ̇+ κ

4P
a
i Lt(eiaJ0)

]
. (6.207)
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Para chegar até o último resultados seguimos os passos seguintes. Temos

√
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ψ 4

√
h

4
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√
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)
∂th+ ξ†ξ̇ , (6.208)

mas ∂th = hhab∂thab = heia∂te
a
i , então

− 1
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√
h
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4
√
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i ) , (6.209)

logo ∫
d3x

√
hψ†ψ̇ =

∫
d3x

[
ξ†ξ̇ + γκ

4 P a
i Lt

(
ψ†ψeia

)]
. (6.210)

Analogamente,

−
∫
d3x

√
hψ̇†ψ =

∫
d3x

[
−ξ̇†ξ − γκ

4 P a
i Lt

(
ψ†ψeia

)]
=
∫
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[
ξ†ξ̇ − γκ

4 P a
i Lt

(
ψ†ψeia

)]
,

(6.211)

de modo que ∫
d3x

√
h
(
ψ†ψ̇ − ψ̇†ψ

)
=
∫
d3x 2ξ†ξ̇ (6.212)

e ∫
d3x

√
h
(
ψ†ψ̇ + ψ̇†ψ

)
=
∫
d3x

γκ

2 P a
i Lt

(
ψ†ψeia

)
, (6.213)

Da mesma maneira, temos∫
d3x

√
h
(
ψ†ψ̇ − ψ̇†ψ + η†η̇ − η̇†η

)
=
∫
d3x 2

(
ξ†ξ̇ + χ†χ̇

)
(6.214)

e ∫
d3x

√
h
(
ψ†ψ̇ + ψ̇†ψ − η†η̇ − η̇†η

)
=
∫
d3x

γκ

2 P a
i Lt

(
eiaJ

0
)
. (6.215)

Substituindo os resultados das equações (6.214) e (6.215)) na equação (6.207) obtemos o
resultado encontrado acima.

Então que podemos reescrever o setor cinético da Ação de Holst-Dirac como

Skin
H-D =

∫
R
dt
∫

Σ
d3x

{
πξ ξ̇ + πχχ̇+ P a

i Lt

(
κ

4 e
i
aJ

0 + Aia

)}
. (6.216)
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Portanto, dadas as transformações do campos fermiônicos em meia-densidades, a conexão
de Ashtekar-Barbero corrigida pode ser escrita como

Ai
a := Aia + κ

4 e
i
aJ

0 . (6.217)

Tomando o vínculo Gaussiano (6.175) mais o vínculo (6.196), temos

D(A)
a P a

i −
√
h

2 Ji = DaP
a
i + γϵ k

ij K
j
aP

a
k −

√
h

2 Ji = DaP
a
i = 0 . (6.218)

Mesmo na presença de férmions, de modo que

ϵij kΓkbP b
j = ϵij kΓ̃kbP b

j , (6.219)

o que implica em dizer que

ϵij kC
k
b P

b
j = 0 (6.220)

na superfície de vínculo circunscrita por Si = 0. O que está de acordo com a descrição
da teoria dotada de uma conexão de Lorentz mais um termo de conexão. Projetando
espacialmente a contribuição espaço-temporal da torção CIJ

µ dada pela Eq. (6.140), temos
a contribuição em termos das tríadas como

Cj
a = 1

2h
b
aϵ
IJ
KLnIC

KL
b = −κ

4 e
j
aJ

0 . (6.221)

Donde obtemos, analogamente a Eq. (6.139), que

Γkb = Γ̃kb − κ

4 e
k
bJ

0 . (6.222)

Podemos, então, escrever a conexão de Ashtekar-Barbero como

Aia = Γ̃ia + γKi
a − κ

4 e
i
aJ

0 e (6.223)

D(A)
a P a

i = D(A)
a P a

i := DP a
i + ϵ k

ij Aj
aP

a
k . (6.224)

A partir desse resultado definimos a conexão corrigida de Ashtekar-Barbero como

Ai
a = Γ̃ia + γKi

a . (6.225)

Abaixo vamos reescrever os vínculos de primeira classe usando as variáveis fermi-
ônicas de meia densidade e a conexão corrigida de Ashtekar-Barbero. Começando pelo
vínculo Gaussiano, temos
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i + (πξτiξ + χτiχ) , (6.226)
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com τi := σ
2i .

Agora vamos reescrever o vínculo Hamiltoniano (6.178), a começar do primeiro
termo, temos∫
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(6.227)

Usando o resultado (6.220) e a relação∫
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temos∫
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O segundo termo da Eq. (6.178) permanece inalterado, analisemos então o terceiro
temo,
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onde usamos o resultado (6.220). Daqui em diante usaremos esse resultado para justi-
ficar operações do tipo P a

i D(A)
a = P a

i D(A)
a . Seguindo para o quarto termo do vínculo
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Hamiltoniano temos
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onde usamos o resultado (6.218). Para o quinto termo de (6.178) temos
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onde usamos (6.220) entre a primeira e a segunda linhas.

O último termo de (6.178), usando Si = 0, pode ser reescrito como
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(6.233)

Coletando os resultados (6.229), (6.230), (6.231) e (6.232), reescrevemos o vínculo
Hamiltoniano com conexão de Ashtekar-Barbero corrigida e meia-densidades fermiônicas
como
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Finalmente reescrevemos o vínculo de difeomorfismos espaciais com as novas
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variáveis. Primeiro notemos que∫
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Já com o segundo termo, temos
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Combinando as expressões (6.235) e (6.236) temos que a expressão para o vínculo
de difeomorfismos espaciais nas novas coordenadas é
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Tendo fatorado os vínculos e reescrito as variáveis segundo novas referências
podemos escrever a Lagrangiana de ordem um como
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com vetor simplético de ordem um e 1-forma simplética de ordem um dados, respectiva-
mente, por
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Donde obtemos a estrutura pré-simplética de ordem um
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(6.241)

Os modos-zero da estrutura de nível um devem ser
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Após a obtenção dos modos-zero na superfície de vínculo podemos fazer o cálculo
para as expressões de transformação de calibre, desse modo teremos para um parâmetro
infinitesimal ρi, as transformações de calibre da conexão de Ashtekar-Barbero corrigida e
para o seu momento conjugado são, respectivamente,
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∫
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A eq. (6.247) tem o efeito de rotações locais[131].

Dado outro parâmetro infinitesimal distinto, εa, temos que a transformação de
calibre por difeomorfismos espaciais da conexão de Ashtekar-Barbero corrigida e para o
seu momento conjugado são, respectivamente,
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e
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2ξ∂aε
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conforme encontrado em Ref. [139].

As transformações de calibre geradas pelo vínculo Hamiltoniano são bem mais
complexas do ponto de vista técnico, além disso, sua forma depende de outro conjunto de
transformações de modo a tratar o problema no contexto da teoria de Gravitação Quântica
de Lacetes. Tal desenvolvimento está além do escopo do nosso trabalho e seu resultado
está descrito no trabalho em que nos baseamos[134].

Para contarmos o número de graus de liberdade seguimos a eq. (2.103). Na última
iteração temos 33 componentes de campo (eq. 6.239), considerando que ψ e η são bi-
espinores, então ξ, χ e seus momentos contabilizam dois componentes cada; das eqs. (6.226),
(6.234) e (6.237) temos 7 vínculos não eliminados; e, na última iteração, 7 modos-zero
geradores de calibre foram encontrados (eqs. (6.242), (6.243), (6.244)), então o número de
graus de liberdade da teoria é

NGL = 1
2(N (1) − 2M −G) = 1

2(33 − 2 × 7 − 7) = 6 . (6.251)

Essencialmente dois graus de liberdade relativos à teoria gravitacional equivalente à
Relatividade Geral[51] no nível das equações de campo e mais quatro graus de liberdade
relativos ao termo de matéria fermiônica de massa nula[140].
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7 Considerações Finais

Nessa tese apresentamos uma revisão do formalismo Hamiltoniano para sistemas
vinculados, incluindo teorias de calibre. As funções básicas do formalismo foram funda-
mentadas e inseridas, foi mostrado como as quantidades definidas se relacionam entre si na
obtenção da análise canônica de Dirac para uma teoria, ou seja, a obtenção das equações
de vínculos, o tratamento desses vínculos, a derivação das equações de transformação de
calibre, contagem de graus de liberdade e dedução das equações de movimento, tanto
em teorias de partículas como em teorias de campo. Tal tratamento possibilitou que
introduzíssemos de maneira clara a descrição geométrica do formalismo Hamiltoniano no
que conhecemos como formalismo simplético.

Aqui deduzimos minuciosamente a descrição geométrica da teoria mecânica canô-
nica. Expusemos todos os pressupostos matemáticos básicos para o formalismo simplético
que essencialmente generaliza o formalismo para formas canônicas equivalentes por uma
transformação de Darboux. Após construirmos os principais resultados da teoria simplé-
tica apresentamos o método de Faddeev-Jackiw no tratamento de sistemas de calibre,
alcançando a representação equivalente àquela de Dirac, com a vantagem da generalização
do espaço de fase que o acompanha. Apresentamos ainda de forma completa o algoritmo
de Barcelos Neto-Wotzasek para o método de FJ que sistematiza sua aplicação, com
resultados comparáveis e equivalentes ao do algoritmo de Dirac-Bergmann. O algoritmo
de BW foi apresentado tanto para variáveis bosônicas quanto fermiônicas.

Mostramos no capítulo 3 como a teoria da relatividade geral e, por conseguinte,
demais teorias baseadas no comportamento dinâmico da métrica do espaço-tempo, pode
ser matematicamente transformada em uma teoria Hamiltoniana com evolução dada por
um tipo especial de espaço de fase construído a partir de métodos de foliação de variedades
Riemannianas. Fizemos uma descrição detalhada do formalismo de Arnowitt-Deser-Misner
onde são deduzidas todas as quantidades fundamentais do espaço-tempo foliado.

Abaixo listamos separadamente as conclusões de cada um dos trabalhos originais
desenvolvidos e expostos nessa tese.

Em Ref. [51], mostramos como aplicar o formalismo simplético iterativo[23,25–27]
para teorias de gravitação no formato tensorial, à saber, relatividade geral e dois casos da
teoria de Brans-Dicke. No processo esclarecemos questões do formalismo geral e abrimos o
caminho para aplicações de outras formulações de gravidade estendida. Abaixo frisamos e
comentamos alguns dos resultados desse trabalho:

(1) Contagem de graus de liberdade. Como consequência da pesquisa do método simplé-
tico em teorias de gravitação, introduzimos um método completamente circunscrito ao
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formalismo simplético para a contagem dos graus de liberdade, aqui exposto na Seção 2.4.

(2) Modo-zero generalizado e transformações de calibre. Introduzimos o modo-zero mais
geral possível parametrizado por um campo arbitrário. Para sistemas de partículas a
simples multiplicação do modo-zero por um parâmetro de calibre ε(t) é suficiente para
se obter a expressão para sua transformação, entretanto mostramos que esse processo
depende, em geral, de integrações dos parâmetros arbitrários (5.42), o que leva à introdução
da função especial Ωε.

(3) Modos-zero fracos e invariância pro difeomorfismos. No formalismo simplético, au-
tovetores e autovalores escritos como uma combinação linear dos vínculos precisam ser
considerados como modos-zero da matriz simplética[33]. Esses modos-zero foram nome-
ados de modos-zero fracos, em referência à igualdade fraca introduzida por Dirac. Pelo
que sabemos, nosso trabalho foi o primeiro a apontar sua relação com a invariância por
difeomorfismos e derivar explicitamente os modos-zero que geram as simetrias de calibre
de RG, por sua vez parametrizadas por εµ [see eq. (5.42)].

(4) Da abordagem de Escalante e colaboradores. Nas Refs. [39, 141,142] outra abordagem
do algoritmo iterativo simplético pode ser encontrada. Nesta, algumas colunas da matriz
pré-simplética foram ignoradas no processo de se encontrar modos-zero. A razão pela qual
é difícil encontrar modos-zero da matriz completa (5.33) foi esclarecida em nosso trabalho
e explicado logo acima: a matriz não possui modos-zero, apenas modos-zero fracos. Em
alguns casos, esta abordagem pode levar a resultados corretos, mas não existe prova de
que podemos simplesmente ignorar algumas colunas e sempre encontrar respostas corretas.
Do ponto de vista do algoritmo de Dirac-Bergmann, isso seria análogo a dizer que alguns
vínculos são de primeira classe sem verificar os parênteses de Poisson entre eles. Pode até
funcionar, mas para cada sistema considerado deve haver uma oa explicação do porquê
não ser necessário verificar os parênteses de Poisson. De qualquer forma, aqui fornecemos
prova detalhada de que o formalismo simplético pode ser aplicado para RG e teorias de
gravitação estendida, sem que seja necessário negligenciar partes da matriz pré-simplética.
Também, como demonstrado na Sec. 5.2.4, as últimas colunas da matriz pré-simplética são
úteis na obtenção dos modos-zero (fracos). Assim, mesmo nos casos em que seja possível
ignorar as últimas colunas, esse procedimento não implica necessariamente num caminho
mais rápido.

(5) Da importância da ordem em que se adicionam os vínculos e dos multiplicadores de
Lagrange derivados no tempo. Em Ref. [143], quando comentando sobre o formalismo
simplético, afirma que derivadas temporais nos multiplicadores de Lagrange podem ser
usadas, mas não inócuas, uma vez que multiplicadores de Lagrange são sempre arbitrários.
Grosso modo a observação é verdadeira, mas frisamos que dentro do formalismo simplético
(e provavelmente qualquer formalismo Hamiltoniano), essa afirmação deve ser entendida
com bastante cuidado. Como mostrado explicitamente no Apêndice E, mudar um multi-
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plicador de Lagrange para sua versão derivada no tempo de fato altera a física deduzida
do formalismo simplético: pode causar mudanças no número de vínculos encontrados,
levando a resultados fisicamente não equivalentes. Essa questão aparece, em particular, na
aplicação apresentada na Sec. 5.3.3.

(6) Notação e tensores de ordem arbitrária. A notação introduzida em nosso trabalho, que
associa cada índice simplético a um campo, e não a componentes de um campo, pode ser
imediatamente empregada em teorias com tensores de ordem arbitrárias.

(7) Vínculos primários em cálculos de transformação de calibre. Nosso trabalho mostrou a
importância de se considerar explicitamente o método de linearização da Lagrangiana para
a obtenção das expressões de transformação de calibre. Da linearização obtemos os vínculos
primários, cujas variáveis são instrumentais no cálculo dos parênteses generalizados de
Poisson e, por sua vez, nas constantes de estrutura da teoria, indispensáveis na obtenção
das expressões de calibre.

(8) Solução das equações de calibre no espaço simplético fora da superfície de vínculos.
Derivamos inteiramente dentro do formalismo simplético as expressões iterativas para a
solução das equações de calibre no espaço simplético completo. Nosso resultado generaliza
e confirma as expressões do formalismo de Dirac, devido ao caráter geral da 1-forma
simplética inerente à formulação geométrica.

O trabalho sobre a ação de Holst-Dirac traz uma revisão da formulação canônica
da gravitação utilizada em uma teoria de gravitação quântica não perturbativas quando
acoplada à matéria fermiônica. Após obtermos a forma Lagrangiana linearizada, encontra-
mos os vínculos da teoria e a estrutura pré-simplética. Nesse processo elucidamos como
campos de spin semi-inteiros são incorporados na análise através de técnicas que lidam com
variáveis de Grassmann, em especial investigamos a transformação canônica que altera a
representação dos campos fermiônicos em variáveis de Grassmann com meia densidades,
desenvolvida por Thiemann[138,144]. É demonstrado mais um ponto de vista do problema
de representação dos campos fermiônicos com destaque à solução de Thiemann. Resolvemos
os vínculos de segunda classe reduzindo o espaço de fase da teoria, chegando à Lagrangiana
pré-simplética formada unicamente por vínculos geradores de transformações de calibre.
Obtemos então as expressões para as transformações de calibre para os principais campos
da teoria e fazemos a contagem de graus de liberdade. Nessa abordagem a obtenção dos
vínculos e a redução do espaço de fase é realizada de maneira sistemática pelo uso do
algoritmo BW do método Faddeev-Jackiw.

Finalmente, esperamos que esse método, e as extensões baseadas nele, se mostre
frutífero na análise de sistemas específicos nos contextos de RG e teorias de gravitação
estendidas. O formalismo aqui apresentado também fornece um esquema que pode ser
usado como prova para resultados derivados utilizando-se outras abordagens.
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APÊNDICE A – Sistemas Hamiltonianos
Vinculados

A.1 Introdução

Um sistema físico é idealmente descrito completamente a partir de sua ação, um
funcional das coordenadas do sistema que, quando extremizado, fornece relações de dois
tipos diferentes: cinemáticas e dinâmicas. Relações de tipo dinâmica são chamadas de
equações de movimento e dizem respeito a ações e reações no interior do sistema,
isto é, a interações entre seus elementos constitutivos. Relações cinéticas, por outro lado,
dizem respeito à maneira como coordenadas de um sistema podem ser expressas por uma
combinação de outras coordenadas, demonstrando uma situação de dependência entre as
variáveis escolhidas na formulação teórica do problema, nesse caso essas expressões são
chamadas de equações de vínculos.

Podemos brevemente definir uma teoria de calibre como aquela em que as
variáveis dinâmicas possuem uma arbitrariedade contínua no espaço-tempo. As variáveis
fisicamente relevantes são independentes da escolha de um referencial local, desse modo, as
grandezas físicas são as invariante de calibre. Isto é, são grandezas que têm uma realidade
independente da escolha do calibre.

O método comumente usado para o tratamento de teorias de calibre recorre à
formulação Hamiltoniana. Partindo do formalismo Lagrangriano, vamos exibir a construção
do formalismo Hamiltoniano e em seguida mostraremos como são tratados os sistemas que
exibem características de invariância sob determinados aspectos.

Uma propriedade das teorias de calibre é que soluções gerais das equações de
movimento contêm funções arbitrárias. A presença de grandezas arbitrárias, como será
apresentado, leva a relações de dependência entre as grandezas que descrevem a teoria, se
tratando, portanto, de equações de vínculos. Uma teoria de calibre é sempre um sistema
hamiltoniano vinculado. Entretanto o contrário é falso1.

A seguir apresentaremos uma revisão de sistemas Hamiltonianos de calibre baseada
especialmente nas Refs. [145] e [48].

1 É possível se considerar qualquer conjunto de vínculos como surgidos de condições de calibre fixadas,
porém tal descrição não é unívoca. A diferença entre equações de vínculos simples e de calibre é
perfeitamente expressa no formalismo Hamiltoniano.
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A.2 Formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano

A.2.1 Lagrangiana de um sistema

Assumimos logo de início que um sistema físico é completamente descrito por sua
função Lagrangiana definida abaixo. Considere um sistema com n graus de liberdade — as
coordenadas generalizadas qi — com um parâmetro t fornecendo a evolução da trajetória
no espaço de configuração. As equações que descrevem a evolução dinâmica desse sistema
são aquelas que fazem o funcional

S[q(t)] =
∫ t2

t1
L(q, q̇, t)dt , (A.1)

chamado ação, estacionário sob variações δqi(t) das coordenadas generalizadas qi(i =
1, . . . , N), tomadas a zero no contorno t1, t2. A função L(q, q̇, t) é a Lagrangiana do
sistema.

A ação é estacionária se satisfaz as equações de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , N. (A.2)

As equações (A.2) podem ser escritas como

q̈j
∂2L

∂q̇j∂q̇i
= ∂L

∂qi
− q̇j

∂2L

∂qj∂q̇i
. (A.3)

Imediatamente vemos de (A.3) que as acelerações q̈i são determinadas unicamente
em função das velocidades e posições em um dado tempo se, e somente se, a matriz
∂2L/∂q̇j∂q̇i pode ser invertida, ou seja, se o determinante

det
(

∂2L

∂q̇j∂q̇i

)
:= |Wij| (A.4)

é não nulo. A matriz Wij é chamada de matriz Hessiana. Se o determinante da matriz
Hessiana é zero, ela é dita singular, caso contrário a matriz Hessiana é dita não singular.

A.3 Vínculos Primários
Para tratar o problema sob o formalismo Hamiltoniano primeiro definimos o

momento canônico pi(qj, q̇k) por
pi = ∂L

∂q̇i
. (A.5)

Utilizando essa relação na equação (A.4) temos Wij = ∂pi/∂q̇
j. Consequentemente, se a

matriz Hessiana for singular, as equações das velocidades não podem ser resolvidas em
termos das coordenadas e dos momentos canônicos porque não constituem um conjunto
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de equações independentes. Por exemplo, se tivermos uma Lagrangiana L = L[q, q̇] tal
que p = f(q), temos que W = 0 e não existe q̇(p).

Em geral temos relações entre as coordenadas e os momentos do tipo

ϕm(q, p) = 0, m = 1, . . . , M. (A.6)

Supondo que as M relações acima sejam independentes entre si, temos que N − M é
o posto da matriz Hessiana de ordem N . As relações (A.6) são chamados de vínculos
primários.

Considere a Hamiltoniana canônica, definida a partir da transformação de Legendre,

H = pi(q, q̇)q̇i − L(q, q̇). (A.7)

Quando existem vínculos primários se faz necessário incorporá-los à ação de modo
a descrever o sistema vinculado, o que é obtido através da inserção dos vínculos por meio
da técnica dos multiplicadores de Lagrange, de modo que o formalismo deve permanecer
inalterado pela substituição H → H + λmϕm, ou ainda

S →
∫ t2

t1
(piq̇i(q, p) −H(q, p) − λmϕm)dt . (A.8)

Utilizando o princípio variacional, para uma variação infinitesimal arbitrária da
ação S temos

δ
∫ t2

t1
(piq̇i −H − λmϕm)dt = 0 , (A.9)

dado que a variação da ação nos pontos de contorno seja igual a zero, isto é, δq(t1) =
δq(t2) = 0 e δp(t1) = δp(t2) = 0, obtemos as equações de Hamilton

q̇i = ∂H

∂pi
+ λm

∂ϕm
∂pi

, (A.10a)

ṗi = −∂H

δqi
− λm

∂ϕm
∂qi

, (A.10b)

com as condições (A.6).

A.3.1 Equações Fortes e Fracas

Os vínculos (A.6) determinam uma superfície de dimensão 2N −M no espaço de
fase (de dimensão 2N), esta é a superfície de vínculos primários (Γ).

É útil e comum introduzir o símbolo de igualdade fraca “≈” para designar quanti-
dades que se anulam em Γ. Em particular, todos os vínculos primários se anulam em Γ.
Logo, podemos reescrever (A.6) como

ϕm ≈ 0 (A.11)
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para enfatizar que a quantidade ϕm é numericamente restrita a valer zero, mas não
identicamente nula em todo o espaço de fase.

De modo geral, duas funções F e G coincidentes na subvariedade definida pelos
vínculos ϕm ≈ 0 são ditas fracamente iguais. Por outro lado, se a igualdade existe em todo
o espaço de fase, dizemos que as duas funções são fortemente iguais e utilizamos o símbolo
de igualdade usual. Logo

F ≈ G ⇔ F −G = λm(q, p)ϕm. (A.12)

A.3.2 Parênteses de Poisson

Os parênteses de Poisson têm um papel importante no formalismo Hamiltoniano,
por exemplo, são utilizados nas equações de movimento de Hamilton e na classificação dos
vínculos, como veremos adiante.

Definição 23. Seja um espaço de fase definido pelos eixos coordenados (qi, pi), dadas
duas funções f(q, p) e g(q, p), o Parêntese de Poisson entre f e g é definido por

{f, g} ≡
n∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
(A.13)

para um sistema com um número finito de graus de liberdade.

Os parênteses de Poisson têm as seguintes propriedades:

1. Antissimetria: {f, g} = −{g, f}.

2. Linearidade: {f + g, h} = {f, h} + {g, h}.

3. Regra de Leibniz: {fg, h} = f{g, h} + {f, h}g.

4. Identidade de Jacobi: {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0.

Para uma função arbitrária das variáveis canônicas F (q, p), as equações de movi-
mento são dadas por

Ḟ = {F,H} + λm{F, ϕm} . (A.14)

A.3.3 Restrição aos multiplicadores de Lagrange

Dos vínculos primários se requer que sejam preservados com a passagem do tempo.
Assim, temos que

{ϕm, H} + λm
′{ϕm, ϕm′} ≈ 0 . (A.15)
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Da eq. (A.15) podemos encontrar equações independentes de λ’s, mas também podemos
encontrar equações que efetivamente resolvem multiplicadores de Lagrange, de modo que
podemos escrevê-los em termos das variáveis canônicas. No primeiro caso essas equações
são chamadas de vínculos secundários. Desses vínculos também é requerido que sejam
preservados no tempo, o que por sua vez pode levar à obtenção de novos vínculos secundários
em um processo iterativo. Após realizar esse procedimento um número finito de vezes,
teremos obtido J vínculos ϕj ≈ 0, j = 1, · · · , (M + K = J), em um sistema com K

vínculos secundários.

Com um conjunto completo de vínculos podemos escrever a eq. (A.15) como

{ϕj, H} + λm{ϕj, ϕm} ≈ 0 . (A.16)

A solução geral da eq. (A.16) tem a forma

λm = Λm + Lm , (A.17)

onde Λm é uma solução particular da equação não-homogênea (A.16) e Lm é a solução
mais geral possível de

Lm{ϕj, ϕm} ≈ 0 . (A.18)

O Lm mais geral é uma combinação linear de soluções linearmente independentes Lma1 ,
para a1 = 1, . . . , A′, do sistema (A.18). Logo, a solução mais geral possível de (A.17) pode
ser escrita como

λm ≈ Λm + la1Lma1 , (A.19)

mas os la1 são funções completamente arbitrárias. Tendo separado λm em uma parte
fixa dada completamente pelas condições de consistência e noutra parte essencialmente
arbitrária, podemos escrever a função

H ′ = H + Λmϕm , (A.20)

livre de quaisquer ambiguidades.

Antes de continuar, em relação aos vínculos da teoria é útil fazer a seguinte definição.

Definição 24. Uma função F (ξ) das variáveis canônicas é dita ser de primeira classe se

{F, ϕj} ≈ 0, j = 1, · · · , J . (A.21)

Ou equivalentemente,
{F, ϕj} = d j′

j ϕj′ , (A.22)

denotando uma combinação linear de vínculos.
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Da definição trazida na eq. (A.20), temos que H ′ é uma função de primeira classe,
deste modo a chamaremos de Hamiltonina de primeira classe. Esse fato pode ser visto
pela eq. (A.16) com

{ϕj, H ′} = {ϕj, H} + Λm{ϕj, ϕm} ≈ 0 . (A.23)

Agora recuperamos a expressão (A.19) para escrever as equações de movimento
com a forma alternativa

Ḟ ≈ {F,H ′ + la1ϕa1} , (A.24)

com ϕa1 ≡ Lma1ϕm, onde usamos

{F,Λmϕm} = Λm{F, ϕm} + {F,Λm}ωm ≈ Λm{F, ϕm} (A.25)

e similarmente para {F,Lma ϕm}.

Vínculos de primeira classe são preservados sob operações de parênteses de Poisson.
Particularmente, note que os vínculos primários ωa1 são de primeira classe por construção,

{ϕa1 , ϕj} = Lma1{ϕm, ϕj} + ϕm{Lma1 , ϕj} ≈ 0 . (A.26)

Adicionalmente, definimos como a Hamiltoninana total a função

HT = H ′ + la1ϕa1 (A.27)

e podemos escrever as equações de movimento simplesmente como

Ḟ ≈ {F,HT} . (A.28)

A.4 Condições de Consistência e Algoritmo de Dirac-Bergman
Podemos condensar os resultados obtidos nas seções anteriores no chamado algo-

ritmo de Dirac-Bergman[20]. Esse método consiste em, dada uma Hamiltoniana, obter todos
os vínculos da teoria, caracterizá-los completamente e construir equações de movimento
através da obtenção de parênteses generalizados.

Os vínculos primários ϕm devem ser preservados com a passagem do tempo, isto é,
é necesário exigir que ϕ̇m ≈ 0 por questão de consistência. Utilizando a equação (A.28)
podemos expressar essa exigência por

{ϕm, H} + λm
′{ϕm, ϕm′} ≈ 0, (A.29)

chamada de condição de consistência. Devemos resolver a equação (A.29) e obter um
conjunto correto de equações de movimento para qualquer sistema vinculado. Vamos agora
apresentar o algoritmo.

Na solução das equações de condição de consistência podem ocorrer três casos
distintos:
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Caso (i). As condições de consistência são identicamente satisfeitas. Nesse caso os ϕm são
os únicos vínculos da teoria e os multiplicadores são arbitrários, ou seja, as equações
de movimento têm funções arbitrárias dependentes do tempo. Esses vínculos geram
transformações de calibre.

Caso (ii). As condições de consistência determinam univocamente os multiplicadores de
Lagrange. Nesse caso os vínculos podem todos ser escritos como uma combinação
linear um dos outros. Isso ocorre se os parênteses de Poisson entre os vínculos são
todos fracamente diferentes de zero, ou ainda, se

det ||{ϕm, ϕm′}|| ̸≈ 0. (A.30)

Seja ||Cmm′ || a inversa de ||{ϕm, ϕm′}||, nesse caso

Cmm′′{ϕm′′ , ϕm′} = δmm′ . (A.31)

Então, das condições de consistência (A.29), temos

λm ≈ Cmm′{ϕm′ , H}, (A.32)

portanto, para uma função qualquer F (q, p),

Ḟ ≈ {F,H} − {F, ϕm}Cmm′{ϕm′ , H}. (A.33)

Oportunamente, definimos os parênteses de Dirac.

Definição 25. Seja um espaço de fase definido pelos eixos coordenados (qi, pi), dadas
duas funções F (q, p) e G(q, p), o Parêntese de Dirac entre F e G é definido por

{F,G}∗ ≡ {F,G} − {F, ϕm}Cmm′{ϕm′ , G}. (A.34)

Os parênteses de Dirac tem as mesmas propriedades dos parênteses de Poisson.

A equação de movimento para uma função F qualquer pode ser escrita como

Ḟ = {F,H}∗. (A.35)

Com o sinal de igualdade forte, já que os parênteses de Dirac entre os vínculos e uma
função qualquer são nulos,

{F, ϕm}∗ = {F, ϕm} − {F, ϕm′}Cm′m′′{ϕm′′ , ϕm} = {F, ϕm} − {F, ϕm′}δm′

m = 0. (A.36)

E por último temos o
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Caso (iii). As condições de consistência geram novos vínculos

χs(q, p) = 0, s = 1, . . . , S. (A.37)

Os vínculos gerados dessa maneira são chamados de vínculos secundários. Nesse
caso, a partir de então, os vínculos secundários devem ser tratados da mesma forma como
foi feito com os vínculos primários, podendo recair nos casos (i), (ii), ou (iii), sendo que,
caso ocorra o terceiro caso, o procedimento deve ser repetido, de forma que após um
número finito de iterações ficamos com o conjunto de todos os vínculos secundários

ϕk(q, p) ≈ 0, k = M + 1, . . . , M +K, (A.38)

onde K é o número total de vínculos secundários. A distinção entre vínculos primários
e secundários é meramente formal, sem qualquer implicação física, portanto podemos
simplesmente escrever

ϕj(q, p) ≈ 0, j = 1, . . . , M +K = J. (A.39)

Finalmente, temos que as condições de consistência finais são

{ϕj, H} + λm{ϕj, ϕm} ≈ 0 . (A.40)

A solução geral do sistema de J equações para as M ≤ J incógnitas λm é da forma

λm = Um + vaV m
(a), (A.41)

onde os coeficientes va são inteiramente arbitrários, Um é uma solução particular das
equações não-homogêneas (A.40)

{ϕj, ϕm}Um ≈ −{ϕj, H} (A.42)

e V m
(a), com a = 1, . . . , A, são as soluções das equações homogêneas

{ϕj, ϕm}V m
(a) ≈ 0. (A.43)

A Hamiltoniana total deve ser escrita com todos os vínculos, ou seja,

HT = H + Umϕm + vaV m
(a)ϕm (A.44)

e as equações de movimento podem ser escritas como

Ḟ ≈ {F,HT}. (A.45)

Essas funções contêm A funções arbitrárias va e são equivalentes as equações de movimento
de Euler-Lagrange (A.2).
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A.4.1 Exemplos

Agora vamos ilustrar os resultados acima através de dois exemplos.

Exemplo 1. Dada a Lagrangiana abaixo, encontrar os vínculos e classificá-los, encontrar
as equações de movimento e mostrar que são idênticas às obtidas pelas equações de Euler-
Lagrange.

L = 1
2[ṙ2 + r2(θ̇ − ξ)2] − V (r) (A.46)

Solução.

Os momentos conjugados às coordenadas são

pr = ∂L

∂ṙ
= ṙ ; pθ = ∂L

∂θ̇
= r2(θ̇ − ξ) ; pξ = ∂L

∂ξ̇
= 0. (A.47)

De onde lemos o vínculo primário

ϕ1 ≡ pξ ≈ 0. (A.48)

Da equação (A.7) temos que a Hamiltoniana é

H = p2
r

2 + p2
θ

2r2 + pθξ + V (r). (A.49)

Da condição de consistência (A.29) temos

ϕ̇1 = {ϕ,H} + λ1{ϕ1, ϕ1} = −∂ϕ1

∂pξ

∂H

∂ξ
= −pθ ≈ 0. (A.50)

E obtemos então o vínculo secundário

ϕ2 ≡ −pθ ≈ 0. (A.51)

Novos vínculos não mais podem ser gerados, já que ϕ̇2 = {ϕ2, H} +λ2{ϕ1, ϕ2} = 0 ,
identicamente.

A partir daí, utilizando (A.45) obtemos as equações de movimento

ṗr ≈ {pr, HT} ≈ {pr, H + λ1pξ − λ2pθ}, (A.52)

⇒ ṗr = −∂V

∂r
; (A.53)
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Procedendo do mesmo modo obtemos

ṙ = pr; ṗθ = 0; θ̇ = ξ − λ2; ṗξ = 0; ξ̇ = λ1. (A.54)

Através das equações de Euler-Lagrange (A.2) obtemos as equações de movimento
sem recorrer à Hamiltoniana

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= 0, (A.55)

E também obtemos
⇒ r̈ − r(θ − ξ)2 + ∂V

∂r
= 0; (A.56)

ṙ(θ̇ − ξ) = 0; 2ṙ(θ̇ − ξ) + 2r(θ̈ − ξ̇) = 0 . (A.57)

Resolvendo as equações diferenciais obtemos que as equações de movimento dos
dois diferentes métodos fornecem resultados idênticos.

Exemplo 2. Dada a Lagrangiana abaixo, encontrar os vínculos e classificá-los, encontrar
as equações de movimento e resolvê-las.

L = 1
2 q̇

2
1 + q2q̇1 + q1q̇2 + 1

2(q1 − q2)2 (A.58)

Solução.

Os momentos conjugados às coordenadas são

p1 = q̇1 + q2, p2 = q1, (A.59)

donde obtemos os vínculo primário

ϕ1 ≡ p2 − q1 ≈ 0. (A.60)

O hamiltoniano do sistema é
1
2(p1 − q2)2 − 1

2(q1 − q2)2. (A.61)

Da condição de consistência (A.29) temos o vínculo secundário

{ϕ1, H} = q1 − q2 ≈ 0 (A.62)

Utilizando a condição de consistência no último vínculo, temos que

ϕ̇2 = {ϕ2, H} + λ{ϕ2, ϕ1} = p1 − q2 − λ ≈ 0. (A.63)

Segue que a Hamiltoniana total é

HT = H + λϕ2 = 1
2(p1 − q2)2 − 1

2(q1 − q2)2 + (p1 − q2)(q1 − q2). (A.64)



A.5. Formalismo de Hamilton para teorias de campo clássicas 177

Com o emprego dos parênteses de Dirac os vínculos podem ser postos iguais a zero,
assim

HT = 1
2(p1 − q2)2. (A.65)

Podemos, então, obter as equações de movimento através de (A.45)

q̇1 ≈ {q1, HT} ≈ p1 − q2 (A.66)

e
ṗ2 ≈ {p2, HT} ≈ p1 − q2 (A.67)

ou, utilizando as equações fracas (A.59) e (A.62), temos as equações de movimento

q̇1 = p1 − q1, ṗ2 = p1 − q1, (A.68)

cujas soluções são

q1(t) = q2(t) = p2(t) = at+ b− a, p1(t) = at+ b, (A.69)

onde a e b são constantes arbitrárias. Como os vínculos são de segunda classe, não
existem funções arbitrárias do tempo e conseguimos encontrar diretamente as equações de
movimento do sistema.

A.5 Formalismo de Hamilton para teorias de campo clássicas

A.5.1 Espaços de dimensão infinita

Nos referimos como espaço de Hilbert o espaço de funções, com dimensão infinita,
no corpo dos reais ou complexos. As definições a seguir são úteis ao nos ocuparmos com
a análise de teorias de campos, mas principalmente ao se tratar de campos definidos
no espaço complexo, como é o caso da teoria desenvolvida no capítulo 6, de gravitação
acoplada a bi-spinores de Dirac.

Definição 26. Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial com produto interno que
também é um espaço de Banach (espaço métrico completo, ou seja, se toda sequência de
Cauchy em E é convergente em E.) com a norma canônica definida pelo produto interno:
|x| =

√
⟨x, x⟩.

O espaço de Hilbert é uma generalização do espaço Euclidiano de modo a possuir
a estrutura de um produto interno que permite o cálculo de distâncias e ângulos. Além
do mais, espaços de Hilbert são completos, em outras palavras, as ferramentas do cálculo
diferencial e integral são aplicáveis em espaços de Hilbert.

Em análise funcional, cada operador linear em um espaço de Hilbert complexo tem
um operador Hermitiano adjunto associado. Operadores adjuntos generalizam o conceito
de transposto conjugado de matrizes quadradas para (possivelmente) dimensões infinitas.
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Os operadores lineares contínuos A : H1 → H2 de um espaço de Hilbert H1 para
um segundo espaço de Hilbert H2 são limitados no sentido de que eles mapeiam conjuntos
fechados em conjuntos fechados. Por outro lado, se um operador é limitado, então ele é
contínuo. O espaço de tais operadores lineares limitados são dotados de uma norma, cujo
operador norma é dado por

||A|| = sup{||Ax|| : ||x|| ≤ 1} . (A.70)

Para um y em H2, o mapa que envia x ∈ H1 para ⟨Ax, y⟩ é linear e contínuo e, de acordo
com o teorema da represetação de Riesz, pode ser representado na forma

⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩ (A.71)

para qualquer vetor A∗y ∈ H1.

Em álgebra linear, uma matriz quadrada U é dita unitária se sua matriz transposta
conjugada U∗ também é sua inversa, i.e., se

U∗U = UU∗ = I , (A.72)

onde I é matriz identidade. Um operador no espaço de Hilbert, U , é dito unitário, ou se
seu operador adjunto, U †, satisfizer

U †U = UU † = I . (A.73)

Matrizes unitárias preservam norma e, portanto, amplitudes de probabilidade.

A.5.2 Teorias com variáveis contínuas

Nessa seção, baseada em Ref. [146], consideraremos teorias cujas coordenadas ϕ(x, t)
são variáveis que assumem valores para cada ponto x no espaço ao invés de um conjunto
discreto de variáveis qk(t). Nesse caso a coordenada espacial funciona como um índice
contínuo, dado que x ∈ R3, um espaço topológico cuja topologia tem uma base enumerável.

Em teorias de campo dizemos que a Lagrangiana é um funcional de um campo
se ela mapeia um espaço de Hilbert aos números reais (ou complexos). Denotamos a
dependência funcional como

L(t) =
∫ t2

t1
d3x L[ϕ(x, t), ϕ̇(x, t)] , (A.74)

onde L é chamada de densidade Lagrangiana. Definimos a variação funcional de
um funcional F [ϕ(x)] como

δF [ϕ(x)] = F [ϕ+ δϕ] − F [ϕ]

:=
∫
d3x

δF [ϕ]
δϕ(x)δϕ(x) . (A.75)
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Tomando a variação da ação S =
∫
dtL, temos

δS[ϕ, ϕ̇] =
∫ t2

t1
dtd3x

(
∂L

∂ϕ(x, t)δϕ(x, t) + ∂L
∂(∂iϕ(x, t))δ(∂iϕ(x, t)) + ∂L

∂ϕ̇(x, t)
δ(ϕ̇(x, t))

)

=
∫ t2

t1
dtd3x

(
δL

δϕ(x, t) − ∂i
∂L

∂(∂iϕ(x, t)) − ∂

∂t

δL
δϕ̇(x, t)

)
δϕ(x, t) , (A.76)

com δϕ(x, t1) = δϕ(x, t2) = 0 e δϕ̇ = ∂/∂tδϕ. Usando o princípio de Hamilton, δS = 0,
obtemos as equações de Euler-Lagrange para campos

∂L
∂ϕ(x) − ∂

∂xµ
δL

∂(∂µϕ(x)) = 0 , (A.77)

que é a generalização da Eq. (A.2). Aqui usamos ∂ϕ/∂xµ ≡ ∂µϕ = (∂t, ∂i)ϕ, onde xµ =
(xi, t).

Para uma dada função f = f(ϕ) no espaço de funções, temos

δf(x) =
∫ δf(x)
δϕ(x′)δϕ(x′)d3x′ , (A.78)

ḟ(x) =
∫ δf(x)
δϕ(x′) ϕ̇(x′)d3x′ , (A.79)

onde as variações funcionais satisfazem

δϕ(x)
δϕ(x′) = δ3(x, x′) , (A.80)

δ∂iϕ(x)
δϕ(x′) = ∂xi δ

3(x, x′) = −∂x′

i δ
3(x, x′) . (A.81)

A.5.3 Formalismo de Hamilton

Definimos o momento canonicamente conjugado a ϕ(x) como

π(x, t) = δL

δϕ̇(x, t)
= ∂L
∂ϕ̇(x, t)

. (A.82)

A função Hamiltoniana, definida através de uma transformação de Legendre, é
dada por

H =
∫
d3x H =

∫
d3x

(
π(x, t)ϕ̇(x, t) − L .

)
(A.83)

Os parênteses de Poisson entre dois funcionais F [ϕ, π] e G[ϕ, π] são definidos como

{F,G} =
∫
d3x

(
δF

δϕ(x)
δG

δπ(x) − δF

δπ(x)
δG

δϕ(x)

)
. (A.84)
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Os parênteses de Poisson entre os campos que formam o espaço de fase são

{ϕ(x, t), π(x′, t)} =
∫
d3x′′

δϕ(x, t)
δϕ(x′′, t)

δπ(x′, t)
δπ(x′′, t)

=
∫
d3x′′ δ3(x, x′′)δ3(x′, x′′)

= δ3(x, x′) (A.85)

e

{ϕ(x, t), ϕ(x′, t)} = {π(x, t), π(x′, t)} = 0 . (A.86)

A.5.4 Exemplo - Campo de Schrödinger

Considere a densidade Lagrangiana que descreve o campo de Schrödinger livre

L = iℏψ∗ψ̇ − ℏ2

2m∇ψ · ∇ψ∗ . (A.87)

Tomando ψ e ψ∗ como campos independentes, temos que seus campos conjugados são,
respectivamente,

π(x) = ∂L
∂ψ̇(x)

= iℏψ∗(x) , (A.88)

π∗(x) = ∂L
∂ψ̇∗(x)

= 0 . (A.89)

De modo que a Hamiltoniana é igual a

H = πψ̇ + π∗ψ̇
∗ − L = ℏ2

2m∇ψ · ∇ψ∗ . (A.90)

Como as velocidades não aparecem nas Eqs. (A.88) e (A.89), temos que se tratam
de equações do tipo (A.6), ou seja, se tratam de um vínculos primários,

ϕ1(x) ≡ π(x) − iℏψ∗(x) ≈ 0 , (A.91)

ϕ2(x) ≡ π∗(x) ≈ 0 . (A.92)

A Hamiltoniana total é

HT = H +
∫
d3x [λ1(x)ϕ1(x) + λ2(x)ϕ2(x)]

=
∫
d3x

[
ℏ2

2m∇ψ · ∇ψ∗ + λ1(x) (π(x) − iℏψ∗(x)) + λ2(x)π∗(x)
]
. (A.93)

O parênteses de Poisson entre os vínculos (A.91) e (A.92) é

{ϕ1(x, t), ϕ2(x′, t)} = −iℏ{ψ∗(x, t), π∗(x′, t)} = −iℏδ3(x, x′) , (A.94)
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o que implica que os vínculos são de segunda classe. Dessa forma podemos calcular os
parênteses generalizados entre dois campos F,G das variáveis do espaço de fase como

{F,G}∗ = {F,G} − 1
iℏ

∫
d3x [{F, ϕ1}{ϕ2, G} − {F, ϕ2}{ϕ1, G}] (A.95)

e os parênteses generalizados entre as variáveis do espaço de fase são

{ψ(x, t), ψ(x′, t)}∗ = {ψ∗(x, t), ψ∗(x′, t)}∗ = 0 , (A.96)

{ψ(x, t), ψ∗(x′, t)}∗ = 1
iℏ
δ3(x, x′) . (A.97)

A.6 Transformações de calibre no formalismo Hamiltoniano

A.6.1 Transformações de calibre

A presença de funções arbitrárias na Hamiltoniana total (eq. (A.44)) indicam
ambiguidades nas equações de movimento, em outras palavras, existe mais de um conjunto
de variáveis canônicas representando o mesmo estado físico, de modo que nem todas
essas variáveis são observáveis propriamente ditos. Podemos afirmar que quantidades que
dependam de tais funções arbitrárias não têm significado físico e, portanto, são irrelevantes.

Vamos investigar qual efeito de escolhas arbitrárias dos coeficientes va feitas em
dois instantes diferentes têm nas equações de movimento. Suponhamos alguma função va(t)
num instante t1 e calculemos o valor de um observável físico F num instante t2 = t1 + δt,
então escolhamos alguma outra função ṽa num instante t1 e calculemos o mesmo observável
F em t2, a diferença entre os dois valores é

δεF = {F, (va − ṽa)δt ϕa}

= δva{F, ϕa} , (A.98)

com ε := δva = (va − ṽa)δt. Vemos que a diferença do observável entre os dois instantes
é proporcional a uma função arbitrária, ou seja, sem significado físico. Portanto, temos
que a transformação (A.98) não altera o estado físico no instante t2. Dizemos, então,
que vínculos de primeira classe geram transformações de calibre. Adicionalmente, foi
conjecturado por Dirac que cada um dos vínculos de primeira classe geram transformações
de calibre. Conjectura que tem se demonstrado adequada para a maioria dos casos físicos
de interesse2.

A.6.2 Simetrias de calibre

Como vimos, simetrias de calibre estão associadas a vínculos de primeira classe,
porém não precisamos até agora se a classificação entre vínculos primários e secundários
2 Por outro lado, ver Ref. [147]
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desempenha algum papel na obtenção de tais simetrias. De modo a considerar a função
Hamiltoniana mais geral possível, onde todas as transformações de calibre estejam presen-
tes, fazemos uma extensão das Hamiltonianas definidas até então. Como a Hamiltoniana
total contém somente vínculos de primeira classe primários, também precisamos adicio-
nar vínculos secundários, que aparecem multiplicados por multiplicadores de Lagrange
arbitrários adicionais, definindo, assim, a Hamiltoniana estendida,

HE = H ′ + λaγa , (A.99)

onde os γa, a = 1, . . . , A, são todos os vínculos de primeira classe, primários e secundários.

As equações de movimento para o formalismo estendido podem ser obtidas pela
ação estendida,

SE[qi, pi, ua(t)] =
∫

(piq̇i −H ′ − λjϕj)dt , (A.100)

onde os ϕ’s são todos os vínculos do sistema, primários e secundários, de primeira e
segunda classes. As equações de movimento encontradas a partir da ação estendida (A.100)
implicam em λj = λaAja, tal que os vínculos de primeira classe sejam dados por γa = Ajaϕj

e os λa sejam arbitrários (para verificar essa afirmação, basta refazer os passos da eq.
(A.16) até a Eq. (A.24) e suas conclusões), então

Ḟ ≈ {F,HE} , (A.101)

ϕj ≈ 0 . (A.102)

Agora considere um sistema contendo somente vínculos de primeira classe

SE[qi, pi, λa(t)] =
∫

(piq̇i −H − λaγa)dt . (A.103)

Queremos encontrar o conjuntos de simetrias de calibre da ação estendida simplificada SE.

Porquê os γa são de primeira classe, temos

{γa, γb} = Cc
abγc , (A.104)

{H, γa} = V b
a γb . (A.105)

Tomando a transformação de calibre da ação, termo a termo, temos

δε(q̇npn) = dM

dt
+ ε̇aγa , com M = εa

(
∂γa
∂pn

pn − γa

)
, (A.106)

δεH = εa{H, γa} = εaV b
a γb , (A.107)

δεγa = εb{γa, γb} = εbCc
abγc . (A.108)

Logo, a ação como um todo se transforma sob um parâmetro de calibre arbitrário como

δεSE =
∫
dt

(
dM

dt
+ ε̇aγa − εaV b

a γb − λaεbCc
abγc − δελ

aγa

)
. (A.109)
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O termo dM
dt

é um termos de contorno e nulo por integração se εa(t1) = εa(t2) = 0.
Extremizando a ação podemos inferir como os multiplicadores de Lagrange se transformam
sob transformações de calibre. Temos que

ε̇aγa − εaV b
a γb − λaεbCc

abγc − δελ
aγa = 0 , (A.110)

ou
δελ

a = ε̇a − εbV a
b + λcεbCa

bc . (A.111)

Note que as eqs. (A.110) e (A.111) são transformações de calibre off-shell, uma vez
que a transformação (A.109) não é uma minimização da ação, mas somente uma variação
com respeito a um parâmetro de calibre infinitesimal.

A.6.3 Transformações de calibre triviais

Agora introduzimos o conceito de transformações de calibre triviais, pois são úteis
na análise de teorias de calibre covariantes, como é o caso da teoria da relatividade geral e
extensões.

Uma transformação de calibre trivial é definida como

δµy
i = µij

δS

δyi
, (A.112)

onde µij é arbitrário e antissimétrico, µij = −µji, e pode, inclusive, depender de outros
campos. Uma transformação de calibre trivial deixa a ação S invariante, não importando
o formato que µij assuma,

δµS = δS

δyj
δS

∂yi
µij = 0 . (A.113)

A.6.4 Sistemas parametrizados

Um sistema é descrito de maneira geral por evoluções de acordo com um parâmetro
tomado como sendo o tempo, mas existem casos onde precisamos lidar com o tempo como
uma coordenada dinâmica em si mesma. Nesses casos podemos definir um parâmetro
arbitrário de cujo valor outras variáveis dependem, mas que em si mesmo não tenha
significado físico, que é o mesmo que escrever o sistema duma forma que seja invariante
sobre reparametrizações, ou, em outras palavras, que seja invariante por trasnformações de
Lorentz. No caso de teorias de campo não apenas no tempo, mas também nos parâmetros
de espaço da teoria, de modo que o sistema seja invariante sob certas transformações no
espaço-tempo.

Podemos sempre tomar um sistema dependente do tempo físico e parametrizá-lo
para incluir o tempo como uma variável canônica e definir uma outra variável extra,
vinculada de tal forma para que possa servir como um parâmetro para a evolução das
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equações de movimento. Tais sistemas podem ser usados para se obter algum discernimento
sobre teorias “naturalmente” geralmente invariantes, como em RG. Abaixo ilustramos tal
procedimento.

Considere um sistema sem vínculos e ação

S[qn(t), pn(t)] =
∫ t2

t1

(
pn
dqn

dt
−H0

)
dt . (A.114)

Promovemos o parâmetro tempo à condição de variável canônica, t = q0 e tomamos seu
momento conjugado p0. Com essas alterações a ação acima fica

S[q0(τ), qi(τ), p0(τ), pi(τ), λ0(τ)] =
∫ τ2

τ1

[
p0q̇

0 + pnq̇
n − λ0(p0 +H0)

]
dτ , (A.115)

onde q̇ = dq
dτ

. É imediato verificar que ambas ações fornecem as mesmas equações de
movimento. Extremizando com respeito λ0 e p0, temos

γ0 ≡ p0 +H0 = 0 e (A.116)

q̇0 − λ0 = 0 , (A.117)

onde γ0 é um vínculo de primeira classe e λ0 é um multiplicador de Lagrange. Substituindo
(A.117) de volta na ação modificada, temos∫ τ2

τ1
(pnq̇n −H0q̇

0)dτ =
∫ t2

t1

(
pn
dqn

dt
−H0

)
dt . (A.118)

O vínculo γ0 ≈ 0 é o único existente e, portanto, é de primeira classe. Note ainda que não
existe uma Hamiltoniana de primera classe H ′ (H = H ′), logo, a Hamiltoniana estendida
é somente

HE = −λ0γ0 , (A.119)

e as equações de movimento são nada mais que o desenrolar de uma transformação de
calibre.

Se a teoria orignial tem outros geradores de calibre, digamos, A vínculos γa, podemos
escrever a ação como

S =
∫ τ2

τ1
(pµq̇µ −HE)dτ , (A.120)

onde a Hamiltonana estendida é agora

HE = λaγa , a = 0, · · · , A . (A.121)

A ação (A.120) é invariante sob a transformação

δq = q̇ε ,

δp = ṗε , (A.122)

δλa = (λaε)· ,
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com ε(τ1) = ε(τ2) = 0, como podemos ver ao realizar a variação

δεS =
∫

(δpµq̇µ + pµδq̇
µ − δλaγa − λaδγa)dτ

=
∫

[εṗµq̇µ + pµδq̇
µ − (λaε)·γa − λaδγa] dτ

=
∫ [

ṗµδq
µ + pµδq̇

µ − (λaε)·γa − λa
(
∂γa
∂q

δq + ∂γa
∂p

δp

)]
dτ

=
∫ [

(pµδqµ)· − (λaε)·γa − λa
(
∂γa
∂q

dq

dτ
ε+ ∂γa

∂p

dp

dτ
ε

)]
dτ

=
∫

[(pµδqµ)· − (λaε)·γa − (λaε)γ̇a] dτ

= [(pµδqµ)· − (λaεγa)·] dτ = [(pµδqµ) − (λaγa)ε]τ2
τ1

= [pµq̇µ − λaγa]τ2
τ1

(ε(τ2) − ε(τ1)) = 0 . (A.123)

Agora note que, usando (A.113), a transformação (A.122) pode ser reescrita como

δqµ = q̇µε = q̇µε− λa
∂γa
∂pµ

ε+ λa
∂γa
∂pµ

ε

= δSE
δpµ

ε+ ελa{qµ, γa} , (A.124)

δpµ = ṗµε = ∂

∂qµ
[(pµqµ)· − ṗµq

µ] ε+ λa
∂γa
∂qµ

ε− λa
∂γa
∂qµ

ε

= −δSE
δqµ

ε+ ελa{pµ, γa} , (A.125)

δλa = (ελa)· . (A.126)

Fazendo a identificação ϵa ≡ ελa as transformações de calibre são, então,

δqµ = δSE
δpµ

ε+ ϵa{qµ, γa} , (A.127a)

δpµ = −δSE
δqµ

ε+ ϵa{pµ, γa} , (A.127b)

δλa = ϵ̇a . (A.127c)

Logo, as transformações (A.127) são iguais às simetrias geradas pelos gerado-
res de calibre mais uma simetria de calibre trivial e uma “simetria de equação de
movimento”(δλa = ε̇a). Portanto, vemos imediatamente que a eq. (A.127) é igual à
eq. (A.110) e (A.111) on-shell. Donde consideramos a transformação acima como on-shell
porque os parênteses (A.104) e (A.105) são nulos na superfície de vínculos.
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A.7 Resolvendo as transformações de calibre: a equação mestre
para simetrias de calibre no formalismo Lagrangiano
Conhecer as relações dadas pelas eqs. (A.110) e (A.111) não é suficiente para

escrever as transformações de calibre da teoria, porque nem todos os parâmetros de calibre
são independentes uns dos outros. Devemos encontrar uma maneira de resolver essas
equações de modo a encontrar um conjunto {εa} de parâmetros independentes e poder
expressar o gerador de calibre G como G = εaγa. Nessa seção faremos uma revisão de um
procedimento[17] para essa tarefa, uma abordagem à la Dirac para se obter transformações
de calibre das variáveis canônicas de uma dada teoria.

Considere um sistema sem vínculos de segunda classe descrito pela Hamiltoniana
total (A.27)

HT = H ′ + la1ϕa1 ,

onde H ′ = H é a Hamiltoniana canônica de primeira classe, {ϕa1 ≈ 0} são os vínculos
primários de primeira classe e la1 os multiplicadores de Lagrange a eles associados cujos
valores são completamente arbitrários. O conjunto completo de vínculos é denotado por
{γa} = {ϕa1 , ϕa2}, com a = 1, . . . , A1, A1+1, . . . , A1+A2. A álgebra de Poisson dos vínculos
com a Hamiltoniana canônica e eles mesmos é dada pelas eqs. (A.104), respectivamente e
(A.105),

{H, γa} = V b
a γb ,

{γa, γb} = Cc
abγc ,

onde V b
a e Cc

ab podem inclusive ser funções do espaço de fase.

Considere agora uma transformação infinitesimal das coordenadas do tipo da eq.
(A.98) gerada por G,

δGξ
α = {ξα, G} , (A.128)

com
G = εaγa , (A.129)

onde a conjectura de Dirac foi usada e todos os vínculos de primeira classe estão incluídos
na transformação dada. Aos parâmetros de calibre é permitido depender em geral do
tempo e das variáveis do espaço de fase.

Temos, da eq. (A.28), que

dqi

dt
≈ {qi, HT} . (A.130)

Donde obtemos
d

dt
δqi ≈ {{qi, G}, HT} + {qi, ∂

∂t
G} (A.131)
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e
δ
dqi

dt
≈ {{qi, HT}, G} . (A.132)

Agora chamamos atenção para o fato de que o principio da ação requer que
um variação geral δ comute com derivadas temporais, daí introduzimos o “requisito de
comutatividade”[67]

d

dt
δqi = δ

dqi

dt
. (A.133)

Substituindo para os resultados acima e usando a identidade de Jacob, segue que

{qi, ∂G
∂t

+ {G,HT}} ≈ 0 (A.134)

ou
{qi, dG

dt
} ≈ 0 . (A.135)

De (A.129), (A.104) e (A.105), podemos escrever a derivada temporal do gerador de calibre
em termo dos vínculos como

dG

dt
≈ {G,H} + la1{G, ϕa1} + ∂G

∂t
= εbV a

b γa + la1εbCa
ba1γa + ε̇aγa , (A.136)

assim a derivada temporal do gerador de calibre G pode ser escrita como uma combinação
linear dos vínculos de primeira classe,

dG

dt
= ∂G

∂t
+ {G,HT} = gaγa . (A.137)

Substituindo (A.137) na eq. (A.135), temos que ga ∂γa

∂pi
≈ 0, ou simplesmente

ga
∂γa
∂ξα

≈ 0 . (A.138)

Para vínculos irredutíveis de primeira classe, ∂γa

∂ξα pode ser construído, via transfor-
mações canônicas, de modo a se tornar um momento conjugado a alguma outra coordenada
canônica num novo conjunto de variáveis canônicas equivalentes às coordenadas origi-
nais[21]. Como a eq. (A.138) é satisfeita para todo α, ga ≈ 0, ou similarmente ga = gabγb,
o que implica em dizer que o lado direito da eq. (A.137) é proporcional ao quadrado dos
vínculos, o que nos permite, dentro do formalismo Hamiltoniano, reescrever a eq. (A.137)
como

∂G

∂t
+ {G,HT} = 0 . (A.139)

Essa é a chamada “equação mestre” e gera as relações de invariância off-shell da
ação[66].

Das relações (A.104) e (A.105) podemos reescrever a equação mestre (A.139) como

∂G

∂t
+ {G,VT} =

(
dεb

dt
− εa

[
V b
a + la1Cb

a1a

])
γb − δla1γa1 = 0 . (A.140)
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Separando os índices b entre os vínculos primários e secundários temos

δlb1 = dεb1

dt
− εa

(
V b1
a + la1Cb1

a1a

)
, (A.141)

0 = dεb2

dt
− εa

(
V b2
a + la1Cb2

a1a

)
. (A.142)

onde a derivada temporal é definida por

dεa

dt
= Dεa

Dt
+ {εa,V} + la1{εa, γa1} (A.143)

com
D

Dt
= ∂

∂t
+ l̇a1

∂

∂la1
+ l̈a1

∂

∂l̇a1
+ · · · (A.144)

para multiplicadores de calibre arbitrários dependentes, possivelmente, das variáveis
canônicas. É necessário resolver as eqs. (A.142) para se obter o conjunto εa1 de parâmetros
invariantes a partir do conjunto εa. As condições (A.141) não são independentes, uma vez
que podem ser derivadas diretamente das eqs. (A.142)[66,67]. Na seção 2.2 derivamos as
equações para a solução das equações de calibre a partir do formalismo simplético.

A.8 Contagem dos Graus de Liberdade
Em uma teoria que os vínculos são apenas equações que relacionam as variáveis

canônicas originais não há a presença de funções arbitrárias. Após a fixação de calibre,
mesmo os vínculos que geram transformações de calibre são reduzidos a relações numéricas
entre as variáveis canônicas originais. Dessa forma chegamos à seguinte fórmula para a
contagem de graus de liberdade:

2 ×

Número de graus
de liberdade

 =
 Número de variáveis

canônicas independentes

 (A.145)

=
 Número total de

variáveis canônicas

−

Número de equações
de vínculos


−

 Número de vínculos
que geram transf. de calibre

−

Número de variáveis
de calibre fixadas
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APÊNDICE B – Derivada de Lie

Um vetor é a derivada direcional de uma função no espaço tangente a um ponto.
Sempre é possível calcular a projeção de um vetor num ponto sobre outro vetor definido
nesse mesmo ponto. Dado um campo vetorial X definido em uma variedade M , podemos
calcular derivadas de funções em M ao longo da direção do campo vetorial. A derivada de
Lie para um escalar realiza, por definição, a operação descrita: LXf = X[f ] = Xµ∂µf . A
generalização dessa mesma operação de projeção de campos tensoriais definidos em M em
campos vetoriais é a derivada de Lie para tensores. Abaixo desenvolveremos o conceito
de derivada de Lie de campos vetoriais e apresentaremos a generalização para vetores
evocando a propriedade de linearidade. A explicação abaixo foi extraída de [47].

Sejam σ(s, x) e τ(t, x) dois fluxos gerados por vetores X e Y (ver Seção 2.2.5),

dσµ(s, x)
ds

= Xµ(σ(s, x)) , (B.1)

dτµ(t, x)
dt

= Xµ(τ(t, x)) . (B.2)

Queremos calcular a mudança do campo vetorial Y ao longo do fluxo σ(s, x), isto
é, comparar Y |x com Y |σε(x), onde ε denota um deslocamento infinitesimal ao longo de
σ. Primeiro mapeamos Y |σε(x) a partir de Tσε(x)M de volta em TxM , ou seja, fazemos
(σ−ε)∗ : Tσε(x)M → TxM , em seguida tomamos a diferença entre os vetores (σ−ε)∗Y |σε(x)

e Y |x, ambos vetores pertencentes a TxM . A derivada de Lie de um campo vetorial Y
ao longo de um fluxo σ de X é definida por

LXY = lim
ε→0

1
ε

[
(σ−ε)∗Y |σε(x) −Y |x

]
. (B.3)

Seja (U, ψ) uma carta com coordenadas x e sejam X = Xµ∂/∂xµ e Y = Y µ∂/∂xµ

campos vetoriais definidos em U . Então σε(x) tem coordenadas xµ + εXµ(x) e

Y |σε(x) = Y µ(xν + εXν(x))eµ |x+εX

≃
[
Y µ(x) + εXλ(x)∂λY µ(x)

]
eµ |x+∆x , (B.4)

onde {eµ} = {∂/∂xµ}. Mapeando o vetor (B.4) definido em σε(x) em x através do pullback
(σ−ε)∗, temos

[
Y µ(x) + εXλ(x)∂λY µ(x)

]
∂µ [xν − εXν(x)] eν |x

=
[
Y µ(x) + εXλ(x)∂λY µ(x)

] [
δνµ − ε∂µX

ν(x)
]
eν |x

= Y µ(x)eµ |x +ε [Xµ(x)∂)µY ν(x) − Y µ(x)∂µXν(x)] eν |x +O(ε2) (B.5)
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Figura 1 – Após sofrer uma variação ao se deslocar ao longo de σ, transportamos Y
paralelamente de volta à coordenada x, onde podemos, enfim, compará-lo ao
valor original.

Combinando as Eqs. (B.3) e (B.5), encontramos

LXY = (Xµ∂µY
ν − Y µ∂µX

ν) eν . (B.6)

Também é possível definir a derivada de Lie para uma 1-forma ω ∈ Ω1(M) ao longo
de X ∈ X(M) por

LXω ≡ lim
ε→0

1
ε

[
(σε)∗ω |σε(x) −ω |x

]
, (B.7)

onde ω |x∈ T ∗xM é ω em x. Fazendo ω = ωµdxµ e repetindo a análise anterior, temos

(σε)∗ω |σε(x)= ωµ(x)dxµ + ε [Xν(x)∂νωµ(x) + ∂µX
ν(x)ων(x)] dxµ , (B.8)

o que implica em

LXω = (Xν∂νωµ + ∂µX
νων) dxµ . (B.9)

Propomos sem apresentar provas que a derivada de Lie satisfaz

LX(t1 + t2) = LX(t1) + LX(t2) (B.10)

para t1 e t2 dois tensores do mesmo tipo. E

LX(t1 ⊗ t2) = (LXt1) ⊗ t2 + t1 ⊗ (LXt2) . (B.11)
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De forma geral, a derivada de Lie de um tensor T de tipo (p, q) é, em coordenadas,

(LXT )a1...ap

b1...bq
= Xc(∂cT a1...ap

b1...bq
)

−(∂cXa1)T ca2...ap

b1...bq
− . . .− (∂cXap)T a1...ap−1c

b1...bq

+(∂b1X
c)T a1...ap

cb2...bq
+ . . .+ (∂bqX

c)T a1...ap

b1...bq−1c . (B.12)
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APÊNDICE C – Redefinição da expressão do
vínculo eq1p2 e seus efeitos no cálculo das

invariâncias de calibre

Para o sistema dado pela ação

S =
∫ 1

2
[
(q̇2 − eq1)2 + (q̇3 − q2)2

]
dt (C.1)

é possível, alternativamente, redefinir o vínculo (3.66), ω = eq1p2, como

ω′1 = p2 (C.2)

e fazer η̇1 = −eq1 . Com essa modificação temos que a Lagrangiana de primeira ordem fica

L(0) = q̇2p2 + q̇3p3 + η̇1ω
′
1 −

(
p2

3
2 + q2p3

)
, (C.3)

a partir da qual temos

ξ(0)α =
(
q2 p2 q3 p3 η1

)
, (C.4)

a
(0)
β =

(
p2 0 p3 0 ω′1

)
, (C.5)

levando à matriz pré-simplética

f
(1)
αβ =



0 0 0 0 0 p2

0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0

−p2 0 −1 0 0 0


. (C.6)

com modo-zero

να =
(
−1 0 0 0 1

)
(C.7)

levando ao vínculo

ω′2 = −p3 . (C.8)

Em seguida temos, para η̇2 = q2,

L(1) = q̇2p2 + q̇3p3 + η̇1ω
′
1 + η̇2ω

′
2 , (C.9)

ξ(1)α =
(
q2 p2 q3 p3 η1 η2

)
, (C.10)

a
(1)
β =

(
p2 0 p3 0 ω′1 ω2

)
(C.11)



194
APÊNDICE C. Redefinição da expressão do vínculo eq1p2 e seus efeitos no cálculo das invariâncias de

calibre

com uma matriz pré-simplética

f
(2)
αβ =



0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 −1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0


. (C.12)

com dois modos-zero,

να =
(
−1 0 0 0 1 0

)
, (C.13)

να =
(
0 0 1 0 0 1

)
, (C.14)

os quais não geram novos vínculos, mas são eles mesmos geradores de transformações de
calibre dadas pelas equações

δµq2 = −µ , (C.15)

δµη1 = µ , (C.16)

δεq3 = ε , (C.17)

δεη2 = ε . (C.18)

Porém η̇2 = q2 e η̇1 = −eq1 , de modo o conjunto completo de transformações de calibre fica

δεq1 = e−q1 ε̈ , (C.19)

δεq2 = ε̇ , (C.20)

δεq3 = ε . (C.21)

Que são nada mais que o conjunto (3.89) com a redefinição ε → εeq1 . Mais explicitamente,

δq1 → e−q1 ¨εeq1 = e−q1
d

dt

(
d

dt
(εeq1)

)

= e−q1
d

dt
(ε̇eq1 + εq̇1e

q1)

= e−q1
(
ε̈eq1 + ε̇q̇1e

q1 + ε̇q̇1e
q1 + εq̈1e

q1 + εq̇2
1e
q1
)

= ε̈+ 2ε̇q̇1 + εq̈1e
q1 + εq̇2

1e
q1 , (C.22)

δq2 → d

dt
(εeq1) = eq1 (ε̇+ εq̇1) , (C.23)

δq3 → εeq1 , (C.24)

como esperado.
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APÊNDICE D – O determinante da estrutura
pré-simplética de RG

Para calcular o determinante de (5.33), usamos a mesma técnica de [143, 148].
Partimos de que, dada uma matriz quadrada M possivelmente dividida em blocos, podemos
escrever

detM = det
A B

C D

 = det(D − CA−1B) detA . (D.1)

Na equação acima assumimos que A e D são matrizes quadradas e que detA ̸= 0. As
matrizes B e C não precisam ser matrizes quadradas.

Primeiro fazemos

A =
0 −I

I 0

 , B =


δω′0
δh

δω′

δh
δω′0
δΠ

δω′

δΠ

 ,

C =


−δω0

δh′
− δω0

δΠ′

− δω

δh′
− δω

δΠ′

 , D =
0 0

0 0

 , (D.2)

ou seja, a matriz M é a matriz pré-simplética f̄ da eq. (5.33). Usando as definições acima
para os blocos A,B,C,D e a ágelbra (5.36), encontramos,

(CA−1B)ab(x, x′′′) =
∫
Cac(x, x′)(A−1)cd(x′, x′′)Bdb(x′′, x′′′) d3x′d3x′′

=
∫ 


δω0

δΠ′′
− δω0

δh′′

δω

δΠ′′
− δω

δh′′



δω′′′0
δh′′

δω′′′

δh′′

δω′′′0
δΠ′′

δω′′′

δΠ′′



ab

d3x′′

=
{ω′′′0 , ω0} {ω′′′, ω0}

{ω′′′0 ,ω} {ω′′′,ω}


ab

(D.3)

≈ 0 .

No espaço simplético inteiro det f̄ ̸= 0, enquanto que na superfície de vínculos, det f̄ = 0.
Isso implica que f̄ não tem modos-zero no espaço simplético inteiro, mas os tem pelo
menos na superfície de vínculos.
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APÊNDICE E – Do uso correto da derivada
temporal dos vínculos

Na Lagrangiana da eq. (5.105) o vínculo η1 aparece no termo η1ζ̇1, onde ζ1 é o
multiplicador de Lagrange. O vínculo η1 foi encontrado diretamente da definição dos
momentos, quer dizer, na nomenclatura de Dirac é um vínculo primário. Contrário a outros
vínculos primários que aparecem no capítulo (4), esse é o único que não implica numa
eliminação óbvia de campos do algoritmo simplético. Por exemplo, o vínculo primário
ΠN = 0 encontrado na Sec. 5.2.1 simplesmente leva à eliminação de ΠN . Poderíamos
inclusive resolver η1, digamos eliminado Πϕ em favor de outras variáveis, mas nesse caso
existe mais de uma maneira que essa eliminação pode ser feita, no entanto quebrar essa
simetria levanta outras questões, tanto técnicas quanto teóricas, além de ser inconveniente
no tipo de análise sendo feita. Assim, esse é um vínculo primário cuja permanência no
algoritmo acaba sendo útil. Os princípios simpléticos nos dizem que vínculos, uma vez
encontrados, devem ser adicionado à Lagrangiana com multiplicadores de calibre derivados
no tempo. Esse é o procedimento seguido na Sec. 5.3.3. Por outro lado, é possível conjecturar
que não faria mal algum inseri-lo na Lagrangiana com um multiplicador de Lagrange não
derivado no tempo, como por exemplo sugerido num comentário na Ref. [143]. Exploramos
essa possibilidade aqui.

Usando η1ζ1 na Lagrangiana (5.105), ξ̄ e ā se tornam

ξ̄
(0) =

(
N N i hij Πij ϕ Πϕ ζ1

)
, (E.1)

ā(0) =
(
0 0k Πkl 0kl Πϕ 0 0

)
, (E.2)

ou seja, η1 não aparece em ā. Consequentemente,

δa′β
δξα

= δ4
αδ

3
β I + δ6

αδ
5
βδ

(3)(x, x′) . (E.3)

A matriz pré-simplética tem agora os seguintes modos-zero,

ν̄1 =
(
1 0 0 0 0 0 0

)
, (E.4)

ν̄2p =
(
0 1p 0 0 0 0 0

)
, (E.5)

ν̄3 =
(
0 0 0 0 0 0 1

)
. (E.6)

Os dois primeiros modos-zero levam ao mesmo vínculo (5.117, 5.118), enquanto η1 é
encontrado como um vínculo a partir do último modo-zero. Isso parece indicar a equi-
valência entre as duas abordagens, uma vez que mesmo colocando η1 na parte potencial
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inicialmente, no final acaba aparecendo como um vínculo da mesma maneira. Entretanto,
no procedimento de inseri-lo acompanhado de um multiplicador de Lagrange derivado no
tempo desde o início, um novo vínculo, η2, surge da iteração zero. O principal problema é
que agora η2 não é nem encontrado na iteração zero, nem em iteração alguma: na primeira
iteração o setor potencial se torna nulo (é nada mais que uma combinação linear dos
vínculos) e, portanto, se torna impossível a obtenção de novos vínculos.

Em conclusão, se η1ζ1 é inserido ao invés de η1ζ̇1, não se pode dizer que o formalismo
simplético está sendo seguido (uma vez que todos os vínculos devem ser inseridos na
Lagrangiana derivados no tempo) e esses procedimentos diferentes não são fisicamente
equivalentes. Nesse caso, o vínculo η2 não é obtido e uma informação fundamental do ponto
de vista físico acaba se perdendo, pois desse vínculo encontramos que o único potencial
não trivial compatível com a invariância conforme é do tipo λφ4.

Similarmente ao caso anterior, como N e N i podem ser prontamente vistos como
multiplicadores de Lagrange nas teorias da RG e de Brans-Dicke, podemos considerar
substituir N e N i por λ̇0 e λ̇i antes da iteração inicial. Esse procedimento pode funcionar
em alguns casos, levando a resultados corretos mais rapidamente, mas não necessariamente.
De fato, para o caso de Brans-Dicke com ω = −3/2 esse procedimento falha em se obter
η2, que é um vínculo fundamental para a auto-consistência da teoria.
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APÊNDICE F – Determinação do vínculo η2
para Brans-Dicke com ω = −3/2

O vínculo η2 é derivado da seguinte relação [veja eq. (5.119)],∫ (
−hij

δ

δhij
+ Πij δ

δΠij
+ ϕ

δ

δϕ
− Πϕ

δ

δΠϕ

)
V d3x = 0 . (F.1)

O potencial V vem da Lagrangiana(5.105) e lê-se

V = −
∫ {

N

√
h

2κ

[
ϕ (3)R − 2κ2

hϕ

(
2ΠijΠij − Π2

)
+ 3

2ϕDiϕD
iϕ+ 2DiD

iϕ− 2P (ϕ)
]

+

+N j
(
2DiΠij − ΠϕDjϕ

)}
d3x =

∫
(−Nω0 +N iωi)d3x . (F.2)

Os vínculos ω0 e ωi são definidos nas eqs. (5.117, 5.118).

De modo a facilitar os cálculos da eq. (F.1), subdividimos V em sete termos
(V = ∑7

i=1 Vi). Esses termos são explicitamente indicados abaixo,

V1 = −
∫ √

h

2κ Nϕ
(3)Rd3x , V2 = κ

∫ N√
hϕ

(
2ΠijΠij − Π2

)
d3x

V3 = − 1
2κ

∫ 3N
√
h

2ϕ DiϕDiϕ d
3x , V4 = −1

κ

∫ √
hDiND

iϕ d3x ,

V5 =
∫ N

√
h

κ
P (ϕ) d3x , V6 =

∫
N iΠϕDiϕd

3x , (F.3)

V7 = 2
∫

ΠkmDkN
lhlm d

3x .

Calculando primeiro a variação de cada um dos termos com resultado não nulo,
começando pela variação em hij, temos

δV1

δhij
= −N

√
h

2κ ϕ
(
Rij − hij

2 R

)
−

√
h

2κ ϕ
(
hijDkD

kN −DiDjN
)

= −N
√
h

2κ ϕ
(
Rij − hij

2 R

)
+

√
h

2κ Nϕ
(
hijDkD

kϕ−DiDjϕ
)

(F.4)

δV2

δhij
= κ

δ

δhij

[
2N√
hϕ

(
ΠklΠmnh

kmhlm − 1
2ΠklΠmnh

klhmn
)]

= κ

[
2N√
hϕ

(2)
(

ΠikΠjlh
kl − 1

2ΠijΠ
)

− 2N√
hϕ

hij
2

(
ΠklΠkl − 1

2Π2
)]

, (F.5)
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δV3

δhij
= − 1

2κ

√
h

2 hij
3

2ϕNDkϕD
kϕ+

√
h

2κ
3N
2ϕ

δ

δhij

(
hklDkϕDlϕ

)
=

√
h

2κ N
3

2ϕ

(
−1

2hijDkϕD
kϕ+DiϕDiϕ

)
, (F.6)

δV4

δhij
= −1

2

√
h

2 Nhij
(
−2DkD

kϕ
)

+
√
h

2 (−2N)
[
− (DkDiϕ) δklij − (Dkϕ)Dlδ

kl
ij+

(Dkϕ)Dk δ

δhij
(ln

√
h)
]

=
√
h

2

{
−1

2Nh
ij
(
−2DkD

kϕ
)

−
[
−2NDiDjϕ+ 2D(i

(
NDj)ϕ

)
− 2hijDk (NDkϕ)

]}
,

(F.7)

δV5

δhij
= −

√
h

2κ N
hij
2 (−2P ) , (F.8)

δV7

δhij
= 2 δ

δh

[
Πklhlm (∂kNm +Gm

kmN
n)
]

= 2ΠklδijlmDkN
m + 2Πklhlm

δGm
kn

δhij
Nn , (F.9)

Usando

δGm
kn = 1

2h
md (Dkδhdn +Dnδhkd −Ddδhkn) , (F.10)

δV7

δhij
= 2Πk(iDkN

j) + 2ΠkdNn
(
Dkδ

ij
dn +Dnδ

ij
kd −Ddδ

ij
kn

)
= 2Πk(iDkN

j) −
√
h

[
δijdnDk

(
ΠkdNn

√
h

)
+ δijkdDn

(
ΠkdNn

√
h

)

−δijknDd

(
ΠkdNn

√
h

)]

2Πk(iDkN
j) −

√
h

[
Dk

(
Πk(iN j)

√
h

)
+Dn

(
ΠijNn)

√
h

)
−Dd

(
Πd(iN j)

√
h

)]
= 2Πk(iDkN

j) −
√
hDk

(
ΠijNk

√
h
)
. (F.11)

Para os termos com variação em Πij, temos

δV2

δΠij

= κ
δ

δΠij

[
N√
hϕ

(
2ΠklΠkl − Πklh

klΠmnh
mn
)]

= κ
2N√
hϕ

(
2Πij − hijΠ

)
, (F.12)
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δV7

δΠij

= 2D(iN j) . (F.13)

Para os termos com variação em ϕ, temos

δV1

δϕ
=

√
h

2κ NR , (F.14)

δV3

δϕ
=

√
h

2κ

[
− 3N

2ϕ2DiϕD
iϕ+ 3N

2ϕ
δ

δϕ

(
DiϕD

iϕ
)]

=
√
h

2κ

{
− 3N

2ϕ2DiϕD
iϕ− 3

2

[
2Di

(
N

ϕ
Diϕ

)]}
, (F.15)

δV4

δϕ
=

√
h

2κ
δ

δϕ

(
2ϕDiD

iN
)

=
√
h

2κ DiD
iN , (F.16)

δV5

δϕ
=

√
h

2κ 2∂ϕP (ϕ) , (F.17)

δV6

δϕ
= ΠϕN

iDiϕ , (F.18)

δV2

δϕ
= − 2Nκ√

hϕ2

(
ΠklΠkl − 1

2Π2
)
. (F.19)

E para o único termo cuja variação em Πϕ é diferente de zero, temos

δV6

δΠϕ

= N iDiϕ . (F.20)

Agora, multiplicando os resultados pelos coeficientes que aparecem na eq. F.2,
temos

−hij δV1

δhij
= −

√
h

2κ N
(
ϕR − 3

2ϕR
)

+
√
h

2κ N
(
(3)2DkD

k − 2DkD
kϕ
)

= 1
2κ

√
h

2 N
[
ϕR − (2)(−2DkD

kϕ)
]

= −V1

2 − V4 , (F.21)
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−hij δV2

δhij
= 2Nκ√

hϕ
(2)

(
ΠklΠkl − 1

2Π2
)

− 2Nκ√
hϕ

(3
2

)(
ΠklΠkl − 1

2Π2
)

= −
√
h

2 Nκ
2
hϕ

(
−1

2

) (
2ΠklΠkl − Π2

)
= −1

2

√
h

2 Nκ

(
− 2
hϕ

)(
2ΠklΠkl − Π2

)
= −V2

2 , (F.22)

ϕ
δV1

δϕ
=

√
h

2κ NϕR

= V1 , (F.23)

ϕ
δV2

δϕ
= −2Nκ√

h

1
ϕ2ϕ

(
ΠklΠkl − 1

2Π2
)

= −
√
hNκ

2

(
2
hϕ

)(
2ΠklΠkl − Π2

)
= −V2 , (F.24)

ϕ
δV3

δϕ
= −

√
hN

2κ

(
3

2ϕDkϕD
kϕ

)
= V3 , (F.25)

Πij
δV2

δΠij

= (2)
√
hNκ

2

(
− 2
hϕ

)(
2ΠklΠkl − Π2

)
= 2V2 , (F.26)

−hij δV3

δhij
= −

√
h

2κ N
3hij
2ϕ

(
−1

2hijDkϕD
kϕ+DiϕDjϕ

)

= 1
2

√
h

2κ N
3

2ϕDkϕD
kϕ

= −V3

2 , (F.27)
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−hij δV4

δhij
=

√
h

2κ

[1
2N(3)

(
−2DkD

kϕ
)

+
(
−2NDkD

kϕ
)]

=
(5

2

) √
h

2κ N
(
−2DkD

kϕ
)

= 5V4

2 , (F.28)

ϕ
δV4

δϕ
= −

√
h

2κ N
(
−2DkD

kϕ
)

= −V4 , (F.29)

−hij δV5

δhij
=

(3
2

) √
h

2κ N (−2P (ϕ)) , (F.30)

ϕ
δV5

δϕ
=

√
h

2κ N (−2ϕ∂ϕP (ϕ)) , (F.31)

ϕ
δV6

δϕ
= NkΠϕDkϕ

= V6 , (F.32)

−Πϕ
δV6

δΠϕ

= −NkΠϕDkϕ

= −V6 , (F.33)

−hij δV7

δhij
= −2ΠklD

kN

= −V7 (F.34)

e

Πij δV7

δhij
= 2ΠklD

kN l

= V7 . (F.35)
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A aplicação de cada variação que aparece em eq. (F.1) para cada um dos termos
de V é mostrada na Tabela 1. Colocando os resultados individuais juntos, obtemos,

0 = 1
2

5∑
i=1

Vi − 2V5 +
∫ N

√
h

κ
ϕ∂ϕP (ϕ)d3x

≈
∫ N

√
h

κ
[−2P (ϕ) + ϕ∂ϕP (ϕ)]d3x , (F.36)

onde foi usado que ∑5
i=1 Vi ∝ ω0. Assim, encontramos o vínculos η2, como dado pela

eq. (5.120).

Tabela 1 – Resultados da aplicação dos operadores na eq. (F.1) para os sete termos de V .

−
∫
hij

δ

δhij

∫
Πij δ

δΠij

∫
ϕ
δ

δϕ
−
∫

Πϕ
δ

δΠϕ

V1 −V1/2 − V4 0 V1 0
V2 −V2/2 2V2 −V2 0
V3 −V3/2 0 V3 0
V4 5V4/2 0 −V4 0
V5 −3V5/2 0

∫
N

√
hϕ∂ϕP (ϕ)d3x/κ 0

V6 0 0 V6 −V6
V7 −V7 V7 0 0
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APÊNDICE G – Símbolo de Levi-Civita

O símbolo de Levi-Civita é um pseudo-tensor completamente anti-simétrico que
expressa o sinal de uma permutação entre números naturais 1, 2, . . . , n, para algum inteiro
n. Denotamos o símbolo de Levi-Civita por

ϵi1i2...in , (G.1)

onde cada índice ij assume valores 1, 2, . . . , n. A propriedade fundamental do símbolo é a
anti-simetria completa, ou seja, a troca entre de posição entre dois índices quaisquer leva
à troca de sinal do símbolo, isto é

ϵ...ip...iq ... = −ϵ...iq ...ip... , (G.2)

além disso, se quaisquer dois índices forem iguais, símbolo assume o valor zero.

O símbolo de Levi-Civita em n dimensões é definido por

ϵa1a2...an =


+1 se (a1, a2 . . . , an) é uma permutação par de (1, 2, . . . , n)
−1 se (a1, a2 . . . , an) é uma permutação ímpar de (1, 2, . . . , n)

0 caso contrário
(G.3)

Em particular, em três dimensões, temos

ϵijk =


+1 se (i, j, k) é (1, 2, 3), (2, 3, 1), ou (3, 1, 2)
−1 se (i, j, k) é (3, 2, 1), (1, 3, 2), ou (2, 1, 3)

0 se i = j, ou j = k, ou k = i

(G.4)

E em quatro dimensões

ϵIJKL =


+1 se (I, J,K, L) é uma permutação par de (0, 1, 2, 3)
−1 se (I, J,K, L) é uma permutação ímpar de (0, 1, 2, 3)

0 caso contrário
(G.5)

Propriedades

Em duas dimensões,

ϵABϵ
CD = δCAδ

D
B − δDA δ

C
B , (G.6)

ϵABϵ
AC = δCB , (G.7)

ϵABϵ
AB = 2 . (G.8)

Em três dimensões,

ϵijkϵ
imn = δmj δ

n
k − δnj δ

m
k , (G.9)

ϵjmnϵ
imn = 2δij , (G.10)

ϵijkϵ
ijk = 6 . (G.11)
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Em n dimensões,

ϵi1...inϵ
j1...jn = n!δj1[i1 . . . δ

jn
in] = δi1...inj1...jn , (G.12)

ϵi1...ikik+1...inϵ
i1...ikjk+1...jn = k! (n− k)!δjk+1

[ik+1
. . . δjnin] = k!δik+1...in

jk+1...jn
, (G.13)

ϵi1...inϵ
i1...in = n! . (G.14)

Aplicações e Exemplos

Seja E uma matriz quadrada de ordem n composta pelos elementos e1,1, . . . , en,n.
O símbolo de Levi-Civita pode ser usado para expressar determinantes com

det(E) = ϵi1...ine1,i1 . . . en,in , (G.15)

ou equivalentemente,

det(E) =: e = 1
n!ϵ

i1...inϵj1...jnei1,j1 . . . ein,jn . (G.16)

Em particular, para n = 3,

det(eia)ϵabc = ϵijke
i
ae
j
be
k
c (G.17)

Outras relações úteis são

eIaε
abcdϵIJKL = 3!eeb[JecKedL] , (G.18)

Prova

eIaε
abcdϵIJKL = εIbcdϵIJKL , (G.19)

mas

e = 1
3!ε

bcdϵJKLe
J
b e

K
c e

L
d

⇒ 3!eeb[JecKedL] = εbcdϵJKL , (G.20)

inserindo a Eq. (G.20) em (G.19), temos a Eq. (G.18).

Para um tensor ω qp
a antissimétrico em q e p,

1
2ϵ

n
kj ϵ

j
qpω

qp
a P b

n = −ω j
ak P

b
j . (G.21)

Prova

−1
2ϵ

n
jk ϵ

j
qpω

qp
a P b

n = −1
2(δqkδpn − δqnδ

p
k)ωaqpP bn

= −1
2(ωaknP bn − ωankP

bn)

= −ω j
ak P

b
j . (G.22)

E, finalmente,

ϵ njl ϵlkmϵnqpωakmω
qp
b P b

j = 3!ϵ njl δl[nδ
k
q δ

m
p]ωakmω

qp
b P b

j = 4ϵ kjl ω m
ak ω l

bmP
b
j . (G.23)
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APÊNDICE H – Álgebra de Spinores

Fermions de Dirac são construções covariantes em que objetos Ψ =
ψ
η

 se

transformam segundo a representação do grupo SL(2,C), correspondente ao grupo de
Lorentz – analogamente como SU(2) corresponde ao grupo das rotações O(3). As variáveis
ψ e η são cada um spinores de 2 componentes e Ψ é um spinor de 4 componentes.

Nesse trabalho usamos as matrizes gama de Dirac γI que satisfazem a álgebra de
Clifford

γIγJ + γJγI = 2ηIJ1 . (H.1)

De acordo com a assinatura utilizada aqui, temos

γ2
0 = −1 e γ2

j = 1 . (H.2)

Com

γ0 =
0 i

i 0

 (H.3)

e

γj =
 0 −iσj

iσj 0

 , (H.4)

onde os σj são as matrizes de Pauli.

Definindo σIJ = 1
4 [γI , γJ ], temos

σ†ij = −σij , (H.5)

σ†0j = σ0j . (H.6)

Sejam

Ψ =
ψ
η

 , (H.7)

Ψ = i (Ψ)T γ0 =
(
η† ψ†

)
(H.8)

para spinores e A = −γ0A†γ0 para matrizes. Daí temos AB = BA e AΨ = ΨA. E

γI = −γI , (H.9)

σIJ = −σIJ . (H.10)
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Outra matriz útil construída a partir das γI é a matriz Hermitiana

γ5 =: iγ0γ1γ2γ3 , (H.11)

que satisfaz γ5 = −γ5 e comuta com as demais matrizes gama. Aqui γ5 é dada por

γ5 =
−1 0

0 1

 . (H.12)

As seguintes relações são úteis para os cálculos desenvolvidos nesse trabalho.

Ψγiγ5Ψ =
(
η† ψ†

) 0 −iσi

iσi 0

−1 0
0 1

ψ
η

 = −iψ†σiψ − iη†σiη , (H.13)

Ψγ0γ5Ψ =
(
η† ψ†

)0 i

i 0

−1 0
0 1

ψ
η

 = −iψ†σiψ + iη†σiη , (H.14)

ΨγiΨ =
(
η† ψ†

) 0 −iσi

iσi 0

ψ
η

 = iψ†σiψ − iη†σiη (H.15)

e

Ψγ0Ψ =
(
η† ψ†

)0 i

i 0

ψ
η

 = iψ†ψ + iη†η , (H.16)

Outras relações importantes são

γ0γi =
0 −i
i 0

 0 −iσi

iσi 0

 = −

−σi 0
0 σi

 , (H.17)

assim, temos

[γ0, γi] = −2σiγ5 . (H.18)

Similarmente,

[γi, γj] = 2iϵ k
ij σk1 . (H.19)

Dos resultados acima podemos listar os seguintes resultados úteis:

Ψγ0γ5[γ0, γk]Ψ = −2(iψ†ψ + iη†η) , (H.20)

Ψγ0γ5[γj, γk]Ψ = 2iϵ l
jk (−iψ†σlψ + iη†σlη) , (H.21)

Ψγ0[γ0, γk]Ψ = −2(−iψ†σkψ + iη†σkη) , (H.22)

Ψγ0[γj, γk]Ψ = 2iϵ l
jk (iψ†σlψ + iη†σlη) , (H.23)

Ψγiγ5[γ0, γk]Ψ = −2(iψ†σiσkψ − iη†σiσkη) , (H.24)

Ψγiγ5[γj, γk]Ψ = 2iϵ l
jk (−iψ†σiσlψ − iη†σiσlη) , (H.25)

Ψγi[γ0, γk]Ψ = −2(−iψ†σiσkψ + iη†σiσkη) , (H.26)

Ψγi[γj, γk]Ψ = 2iϵ l
jk (iψ†σiσlψ − iη†σiσlη) . (H.27)
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