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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de atratores globais para sistemas dinamicos
impulsivos. Introduzimos inicialmente a teoria basica de semigrupos, que sao processos
de evolucao continuos, e suas propriedades buscando condigoes para garantir a existéncia
de atrator global. Apresentamos os sistemas dinamicos impulsivos que estudam o com-
portamento de processos de evolucao que sofrem variagoes de estado de curta duracao,
que podem ser consideradas instantaneas. Exibimos a definicao de atrator global pré-
compacto para sistemas dinamicos impulsivos e apresentamos resultados que garantem
a semicontinuidade superior e inferior de atratores globais para uma familia de sistemas
dinamicos impulsivos.

Palavras-chave: semigrupos, sistemas dinamicos impulsivos, atratores globais, semi-

continuidade superior, semicontinuidade inferior.



Abstract

The present research studies the existence of global attractors for impulsive dynami-
cal systems. It introduces initially the basic theory of semigroups, which are continuous
evolutionary processes, and their properties searching for conditions to ensure the global
attractor existence. It presents the impulsive dynamical systems that studies the beha-
vior of the evolution process that undergo state variations of short duration, which can
be considered instantaneous. It exhibits the definition of precompact global attractor
for impulsive dynamical systems and presents results that ensure the upper and lower
semicontinuity of global attractors for a family of impulsive dynamical systems.

Key-words: semigroups, impulsive dynamical systems, global attractors, upper se-

micontinuity, lower semicontinuity.
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Introducao

Na modelagem matematica a teoria de sistemas dinamicos é uma ferramenta que
compreende a evolucao de um fenomeno com o passar do tempo e suas propriedades locais
e globais. Mais especificamente, os sistemas dinamicos sao constituidos de um conjunto
de varidveis que representa quantidades fisicas (como a posi¢ao de um objeto no espago,
temperatura, velocidade, etc), e um conjunto de regras que calculam a evolucao das
variaveis ao longo do tempo. Neste trabalho estaremos interessados em estudar os sistemas
dinamicos cujas regras de evolucao nao dependem explicitamente dos instantes inicial e
final, mas sim do tempo decorrido, tais sistemas sao chamados de sistemas dinamicos
autonomos ou semigrupos.

Entretanto, existem problemas do mundo real onde a evolugao continua pode sofrer
variagoes, isto é, uma forca externa (impulsos) que altera seu comportamento. Neste
cenario, sistemas dinamicos impulsivos descrevem processos de evolugao que sofrem va-
riacoes de estado. Essas perturbagoes geralmente ocorrem em um intervalo muito curto,
por isso é natural considerarmos que sao mudancas instantaneas. Um exemplo desse tipo
de problema, apresentado em [§], é a inje¢ao de insulina que muda o estado de nivel de
glicose nos pacientes, e que através do estudo da dinamica de concentracao de glicose no
sangue é possivel identificar a melhor estratégia de injecao de insulina para o tratamento
do paciente.

Dentre os sistemas dinamicos continuos, assim como no caso descontinuo, aparecem
aqueles cujos modelos sao descritos por solugoes de equacoes diferenciais, detalhes sobre a
teoria de equagoes diferenciais impulsivas podem ser encontrados em [7]. Neste trabalho
trataremos de impulsos que ocorrem devido a condigoes no espaco de fase e nao no tempo,
ou seja, considerando que exista um conjunto, chamado impulsivo, no espacgo de fase e
uma fun¢ao que sao responsaveis pelas descontinuidades.

Uma das principais ferramentas para entender melhor o comportamento de um sis-



tema, e portanto o fenomeno fisico modelado, é o que chamamos de atrator que sao
conjuntos, satisfazendo algumas propriedades, para onde as trajetorias se aproximam ao
longo do tempo. Como nem sempre é possivel conhecer a lei que descreve os fenémenos,
analisar se as trajetérias tendem para um certo conjunto (existéncia de atratores) e co-
nhecer as propriedades desse conjunto sao boas maneiras de se compreender seu compor-
tamento assintético. Apresentaremos a existéncia de atrator global pré-compacto para
sistemas dinamicos impulsivos, uma vez que é uma abordagem mais eficaz na andlise do
comportamento assintético préximo ao conjunto impulsivo.

Ao modelarmos um problema real é natural realizarmos aproximagoes, dai surgem
algumas questoes: Nossos modelos ainda se aproximam da realidade? Podemos garantir
que as propriedades obtidas para o modelo matematico se aplicam ao problema real?
Os atratores globais estao préoximos do atrator global do sistema inicial? As respostas
para tais questoes nao sao triviais e em geral estao divididas na literatura sob quatro
aspectos: semicontinuidade superior, semicontinuidade inferior, estabilidade topoldgica
e estabilidade geométrica. Estudaremos apenas a semicontinuidade superior e inferior
dos atratores apresentada em [3]. Veremos que a semicontinuidade superior é obtida com
hipdteses simples e a semicontinuidade inferior ja nao é tao simples, apesar de ter definicao
muito semelhante a superior.

Nosso objetivo neste trabalho é estabelecer condig¢oes para garantir a existéncia de um
atrator global pré-compacto para um sistema dinamico impulsivo e desenvolver a teoria
de semicontinuidade superior e inferior de uma familia de atratores globais associados a
sistemas dinamicos impulsivos. Nossas principais referéncias foram [I] e [3]. Para isso, no
Capitulo 1 apresentamos algumas notagoes e resultados preliminares.

O Capitulo 2 é dedicado a teoria elementar de semigrupos e atratores globais. Nele
apresentamos conceito basicos, como conjunto limite e suas propriedades e apresentamos
condicoes que garantem a existéncia de atrator global para o caso continuo.

No Capitulo 3, introduzimos o conceito de sistemas dinamicos impulsivos, definimos
a funcao ¢ que determina o menor tempo positivo para o qual a trajetoria impulsiva
encontra o conjunto impulsivo e, por fim, um estudo sobre os conjuntos limite impulsivos.

No Capitulo 4 apresentamos condicoes de existéncia de atratores globais para sistemas
dinamicos impulsivos. E no capitulo 5 analisamos a semicontinuidadede superior e inferior

de uma familia de atratores globais para sistemas dinamicos impulsivos.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos béasicos necessarios no decorrer do
trabalho. Na Secao estabelecemos as notacoes utilizadas ao longo do texto e na Segao

recordamos alguns resultados que serao 1teis posteriormente.

1.1 Notacao

Representamos por R o conjunto dos ntimeros reais e R, o conjunto dos nimeros
reais nao negativos. Também consideramos N = {1,2,3,...} o conjunto dos nimeros
naturais, Z o conjunto dos nimeros inteiros e Z, os inteiros nao negativos. O espaco
euclidiano n-dimensional ¢ denotado por R"™.

Indicaremos por X = (X, d) um espago métrico X com métrica d : X x X — [0, +00)
para todo o texto, a menos que dito o contrario. Dados € > 0, x € X e A subconjunto

nao vazio de X, denotamos

e inf A representa o infimo do conjunto A que é a maior das cotas inferiores de A.

Isto equivale as seguintes condigoes:

— inf A < x para todo = € A,

— Se c € X é tal que ¢ < x para todo = € A entao ¢ < inf A.

e sup A representa o supremo do conjunto A que é a menor das cotas superiores de

A. Entao cumpre as condigoes:

— sup A > x para todo z € A,
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— Se c € X é tal que ¢ > x para todo z € X entao ¢ > sup A.
e d(z,A) =inf{d(z,a):a € A};

e B(x;e) ={y e X :dy,z) < e};

B(Aje) ={y € X :d(y, A) <e};
e A representa o fecho do conjunto A.

Um subconjunto K de um espaco métrico X chama-se pré-compacto ou relativamente
compacto, quando seu fecho K é compacto. Isto significa que toda sequéncia de ponto
em K possui uma subsequéncia convergente em X.

Vamos representar uma sequéncia em X por {x, },en € o limite de uma sequéncia por

n—-+00

lim z,=2zo0uz, —
n—4o00

1.2 Resultados Auxiliares

Apresentamos nessa se¢ao algumas definigoes e resultados necessarios para o desen-

volvimento deste trabalho. Mais detalhes sdo encontrados nas referéncias [9] e [10].
Proposicao 1.1. Para todo v € X e A C X ndo vazio, tem-se d(x, A) = d(z, A).

Demonstra¢io. Sabendo que A C A, temos d(z, A) < d(x, A). Agora, suponha que
d(x, A) < d(x, A). Seja m > 0 tal que d(z,A) < m < d(z,A). Uma vez que d(v, A) =
inf d(,a), entdo existe T € A tal que d(x,T) < m. Como T € A, segue que d(T, A) =

acA
0 <m —d(x,7). Dal, existe y € A tal que d(y,Z) < m — d(x,T). Assim,

d(z, A) < d(z,y) <d(z,7) +d(Z,y) < d(z,T) + m — d(z,T) = m,

o que é uma contradicdo. Portanto, d(x, A) = d(x, A). ]

Em certos contextos é conveniente introduzir conceitos que nos permitem analisar o
comportamento assintético de certos objetos a partir de uma perspectiva mais ampla,
como é o caso de sequéncias de nuimeros reais. Para tanto, introduzimos o conceito da
reta estendida que ¢ a reta real usual R acrescida dos objetos 400 e —o0o que denotamos
por

R = {—00} URU {+c0}.
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A relacio de ordem em R é dada pela ordem usual em R e —0co < 2 < 400 para todo

z € R. Dada {z,},en uma sequéncia em R, tomamos o conjunto

= k L
E={zeR:z, "5z para alguma subsequéncia {z,, }ren},

isto é, F' é o conjunto de todos os valores de aderéncia da sequéncia {x, }nen. Definimos
liminfz, =inf £ e limsupz, =supF.
n—r+00 n—-+o0o

Desse modo, uma sequéncia {z,},en é convergente se, e somente se, liminfz, =

n—-+00
limsupx, = lim z,. Observe que se quisermos negar que liminf x,, = x, por exemplo,
n—+00 n—+00 n——+00
digamos que liminf x,, < z, como liminfx, é o inf E' deve existir y € E tal que y < .
n——+00 n—-+00

- : A k
Entao significa que existe subsequéncia {z,, }ren de modo que z,,, 2o y < .
Ao longo deste trabalho iremos considerar a reta estendida mas, para simplificar,

escrevemos apenas R.

Definicao 1.2. Dizemos que uma fungao f : X — R é semicontinua superiormente
em um ponto a € X quando, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se x € X ed(x,a) <6
entio f(x) < f(a) +e. E dizemos que f é semicontinua superiormente em X se
o for para ponto a € X. Analogamente, dizemos que f : X — R € semicontinua
inferiormente em um ponto a € X quando, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se

r € X ed(z,a) <6 entio f(x) > f(a) —e.

Em termos de sequéncias, f é semicontinua superiormente em a € X se, para toda
~ . n—-+00 . . ’
sequéncia {x, }ney C X com 2, — a tivermos limsup f(x,) < f(a). De forma andloga,

n—-+o0o
f é uma fungao semicontinua inferiormente em a € X se, para toda sequéncia {z, }neny C

X com z,, "5 g tivermos liminf f(z,,) > f(a). Dizemos que f : X — R ¢ continua em
n——+o0o

a € X se, e somente se, ela for semicontinua inferiormente e superiormente no ponto a.

Lema 1.3. Sejam K um subconjunto ndo vazio e compacto de X e {x,}nen uma sequéncia
. n—-+0o ~ . N .
em X tais que d(x,,, K) — 0. Entao {x, }nen possui uma subsequéncia convergente em

K.

Demonstrag¢ao. Consideremos uma subsequéncia {x,, }men da sequéncia {x, },en satisfa-
zendo x,, € B(K; %), para cada m € N. Como K é compacto, existe y,, € K de modo
que d(zy,,,Ym) = d(z,,,, K) < L. Dessa forma, obtemos uma sequéncia {yp, }men C K

. ~ . . m—r+00
e podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessario, que y,, —> %o, para
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algum y, € K. Com isso,

m——+00
0.

1
d(xnma y[)) < d(mnm,ym) + d(yma yO) < E + d(yma yU) —

~ m——+o00 . . N . ..
Entao Ty, — Yo, Ou seja, {xn}neN possul uma Subsequenma convergente com hmlte

em K. O



Capitulo

2

Semigrupos

2.1 Definicao de Semigrupo

Neste capitulo apresentamos conceitos basicos da teoria de semigrupo buscando carac-
terizar semigrupos que tém atrator global. Destacamos algumas defini¢oes e resultados
que serao importantes para estudar atratores globais para sistemas dinamicos com impul-
sos. As referéncias utilizadas para este capitulo foram [5] e [11].

Seja X = (X, d) um espago métrico com métrica d : X x X — R.

Definicao 2.1. Um semigrupo em X ¢é uma familia {m (t) : t > 0} de aplicagoes

continuas w (t) : X — X que satisfaz as sequintes propriedades:

i) 7(0)z = x para todo x € X, isto é, w(0) € a Aplicagao Identidade do espago X ;
ii) m(t+s) =n(t) om(s) para todo t,s > 0; (propriedade de semigrupo)

iii) A aplicagdo [0,+00) x X > (t,x) — 7 (t)x € X € uma aplicag¢io continua.

Os semigrupos sao também chamados de sistemas dindmicos auténomos. Para
simplificar a notagdo, denotaremos a composigao 7(t) o 7(s) apenas por m(t)w(s). Se
{m(t) : t > 0} é um semigrupo em que para cada t > 0 a aplicagao 7 (t) : X — X é um
homeomorfismo, entdo definimos, para cada t < 0, 7 (t) == 7 (—t)"" : X — X. Assim
obtemos uma nova familia de aplicagoes continuas {x (¢) : t € R} chamada de grupo em
X.

Vejamos alguns exemplos a seguir.
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Exemplo 2.2. Seja X = R"” com a métrica euclidiana e considere a aplicacao

7:[0,400) xR* — R"

(t,z) — (t+x, .., t+x,),

onde z = (x1,29,...,2,) € R". Vemos facilmente que a aplicacdo 7 é continua e que

7(0)x = (0+xq,...,0+ x,) = . Além disso, para todo t,s > 0 e x € R" temos

m(t+s)x = ((t+s)+x1,..., ([t +5)+x,)
= (t+(s+x1),..yt+(s+x,))
= 7w(t)(s+x1,...., s+ xp)

= w(t)7m(s)x.

Entao, a aplicacao 7 define um semigrupo em R”. Note que se considerarmos R ao invés

de R, teremos um grupo em R".

Exemplo 2.3. Considere o problema de valor inicial (PVI) oriundo da equacao diferencial

autonoma J
T
a @ (2.1)
z(0) =z,

onde z € R", t € Ry e f: R® — R" é uma funcao de classe C*. Consideremos que
para cada = € R" a Equacao (2.1]) possui uma unica soluc¢ao ¢ (¢, ) em R, satisfazendo
¢ (0,2) = x. Definindo 7 (¢) : R" — R" por 7 (t)x = ¢ (t,x), podemos afirmar que
{m(t) : t > 0} é um semigrupo em R™. Com efeito, 7(0)x = ¢(0,z) = = para todo z € R"

e dados t,s € R, temos

m(t)m(s)z = (t,m(s)x) = p(t,o(s,x)) e w(t+s)x = p(t+s,z).

Note que p1(t) = ¢(t, (s, x)) e p2(t) = ©(t + s, x) sdo solugdes do PVI

dx
ar f (@)
z(0) = ¢(s, ).

Logo, pela unicidade de solugoes,

(p(t,g@(s,:p)) :(,D(t—f—S,ZE).
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Isso mostra que 7(t)m(s)x = w(t + s)z para todo t,s € R,. Além disso, a aplicagao

[0,00) x X 3 (t,x) — 7 (t)z € X é continua.
Se considerarmos uma equacao diferencial nao-autonoma e o PVI

dx
% - f(I,t)

l’(to) = Xy,

(2.2)

onde ¢(t,0,z0) é a unica solu¢ao do PVI (22.2)) satisfazendo ¢(0,0,z) = xp, de modo

analogo ao exemplo anterior, obtemos um semigrupo em R".

Para cada x € X a aplica¢do continua [0,00) X X > (t,z) — 7 (t)z € X induz uma
aplicagao continua 7, : Ry — X definida por 7, (t) = 7 (¢) z. Também, para cada t € R,

temos uma aplica¢ao continua m; : X — X dada por m (z) = 7 () .

Definicao 2.4. Seja {n(t) : t > 0} um semigrupo em X. Para cada x € X, dizemos que

a aplicagao continua

. Ry — X
t — 7w(t)z,
¢ a trajetoria de m através de x.

Dados z € X, B um subconjunto de X e 7 > 0, definimos os conjuntos
vt (z) ={n (t)x :t > 0} a semi-Grbita positiva de x,
YH(B)={r(t)x:t >0 e x € B} a semi-6rbita positiva de B,
vH(B)={rm(t)x:x € B e t > 7} a semi-6rbita positiva a direita de 7.

A nogao de orbita é um ingrediente necessario para definir o conjunto w-limite e
demonstrar suas propriedades, como veremos na proxima secao.

Adiante denotaremos o semigrupo {7 (¢) : t > 0} simplesmente por = (). Exibiremos
algumas notacgoes e defini¢coes necessarios para definir o atrator global de um semigrupo.

Dadost >0, AC X e J C R,, denotamos

r(A={x(t)z:x € A} e w())A=|Jr(t)A.

teJ
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Defini¢ao 2.5. Considere 7 (-) um semigrupo em X e seja A C X um subconjunto nao

vazio. Dizemos que A é

i) positivamente mw-invariante, se w(t)A C A para todo t > 0;
ii) megativamente mw-invariante, se w(t)A D A para todo t > 0;
iii) m-invariante, quando w(t) A = A para todo t > 0.

Eventualmente substituimos a expressao w-invariante por invariante nas defini¢oes

acima, apenas quando nao houver confusao.

Observacao 2.6. Seja {Aj}aer uma familia de subconjuntos invariantes de X pelo se-

migrupo 7 (+), entdo A = U Ay € invariante. De fato, para todot > 0 e A € L temos
AEL

7 (t) Ay = Ay, logo
A= A=A =4

AeL AL
Definicao 2.7. Dizemos que uma aplicagao & : R — X € uma solugao global para o

semigrupo m (), quando para todot >0 e T € R,

m(t)E(T) =& (t+7).

Se £ : R — X é uma solucao global a sua imagem, denotada por v (&) = {£ (1) : 7 €
R}, é dita 6rbita global de £ ou a drbita de €. Quando & (0) =z € X, dizemos que & é
uma solucao global que passa pelo ponto z ou, simplesmente, solugao global por

x.
Proposicao 2.8. Toda solucao global é uma aplicagcao continua.

Demonstracao. Dados tg € R e § > 0 arbitrarios, fixemos 7 € R tal que 7 < tg — §. Para

qualquer t € (tg — d,ty + ) podemos escrever

d(E(t),&(to)) =d(m(t —=7)E(7), 7 (lo = 7)E(T)).

A continuidade do semigrupo 7 (-) descrita no item iii) da Defini¢ao [2.1f implica na con-
tinuidade de &. O

Proposicao 2.9. Toda orbita global de um semigrupo é um conjunto invariante.
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Demonstrag¢ao. Sejam £ : R — X uma solucao global e v (£) a sua 6rbita. Dado x € v (),
entdo r = £ (1) para algum 7 € R. Parat > 0, segue que 7 (t) x =7 () (1) =& (t+7) €

)
v (&), dai w(t) v (&) C v (§). Por outro lado, x = &(7) = E(t+ (1 —t)) =7 (t) (1 — 1)
de modo que v (§) C 7 (t) v (£), concluindo a invariancia. O

Definicao 2.10. Dizemos que uma solucao global & é uma solugao periddica quando
existe T > 0 tal que (T +T) = £ (1) para todo T € R. Neste caso v () é dita orbita

periodica.

Definicao 2.11. Se uma solugao global & é constante igual a vy € X, dizemos que xqy é

um ponto de equilibrio, ou solucao estaciondria, ou solugcao de equilibrio.

O seguinte resultado relaciona os conceitos de solugao global e conjunto invariante e

sua demonstracao utiliza-se de uma construcao que vamos recorrer eventualmente.

Teorema 2.12. Um subconjunto A C X € invariante se, e somente se, A € reunido de

orbitas globais de 7 ().

Demonstracao. Suponhamos que A seja um conjunto invariante e tomemos zy € A ar-
bitrario, logo 7 (t) xg € A sempre que t > 0. Pela defini¢ao de invariancia, existe x_; € A
de modo que 7(1)x_; = zp. Novamente pela invaridncia, existe z_o € A tal que
m(1)x_o = z_;. Continuando recursivamente obtemos uma sequéncia {x_,},en C A
de forma que

7()x_, =x_,41, paratodon € N,

Note que 7(2)x_s = 7(1)7(l)x_s = 7(1)z_1 = xp, do mesmo modo 7 (2)x_3 =
7(1)m(1)z_3 =7 (1)x_9 = x_1, prosseguindo analogamente obtemos 7 (n) T _,, = Ty_m,

para todo n,m € N com n < m. Definimos £ : R — X por

f(7_>:{7T(7'):co, se 7>0

T(T+n)r_,, se T€[-n,1-—n].

Dessa forma, ¢ estd bem definida em R e £ (1) € A para todo 7 € R, pois A é invariante.
Além disso, £ satisfaz a definicao de solucao global. De fato, sejam t > 0 e 7 € R. Temos
alguns casos a considerar: Se 7 > 0, entdo 7w ()& (1) = 7 (t) 7 (1) 2o = Tt +7T) 70 =
& (t+ 1) pois t+7 > 0. Por outro lado, se 7 < 0 entdo existe n € N tal que 7 € [—n, 1 — n]
e temos dois casos a considerar:

Caso 1: t+ 7 > 0.

Neste caso,
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T () =at)r(r+n)z_,=7(t+7)+n)z_, =
T(t+7)m(n)x_y.

Pela construcao da sequéncia {x_,},en, temos 7 (n)x_, = zo para todo n € N. Com
isso,

m(t)E(r) =7 (t+7) w0 =7(t-)6(0) =& (t+ 7).

Caso 2: t+7 < 0.

Tomemos m € N tal que t + 7 € [-m, 1 — m/, entdo m < n e dai
Tt){(r)=n(t)n(t+n)e_,=n7({t+7+n)z_,

=n(t+7+ml+n—m)ae_,=mt+7+m)m(n—m)x_,.

Como w(n —m)x_, = x_,, segue que
Tt é(r)=m(t+7+m)a_, =E(+7).

Concluimos que por todo ponto de A passa uma Orbita global inteiramente contida em
A, portanto, A é a reuniao dessas orbitas. Reciprocamente, suponhamos que A seja a
reuniao de érbitas globais. Pela Proposicao [2.9|as 6rbitas sao conjuntos invariantes entao,

pela Observagao A também é invariante. O

Dados A e B subconjuntos nao vazios de X, definimos a Semidistancia de Haus-

dorff de A até B, indicada por dgy, por
dy (A, B) = supinf d(a,b) = supd (a, B).
acAbEB a€A

Observacgao 2.13. A C B se, e somente se, dy (A, B) = 0. De fato, seja x € A C B,
entdo 0 = d(x, A) > d(z,B). Logo, d(z,B) = 0 para todo x € A, isto é, dy(A, B) =
supd(z, B) = 0. Reciprocamente, tomemos x € A. Se dy(A,B) = supd(a,B) = 0,
€A acA

entio d(x,B) = 0. Como d(z,B) = gngd(x,b) = 0, para cada n € N existe um ponto
=

a, € B tal que d(z,a,) < %, logo ay, "Z5° . Portanto, x € B.

Recordemos que dado € > 0 e A subconjunto de X, a bola de centro A e raio e,

indicada por B (A;€), é o conjunto definido por

B(A;e)= | JB(aje) ={z € X :d(x,A) <¢}.

acA
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Definicao 2.14. Dados A, B C X. Dizemos que A w-atrat B, ou que B ¢ atraido por
A por meio do semigrupo m(-) quando

lim dgy (7 (t) B, A) = 0.

t—+00

Ou equivalentemente, se para todo € > 0 eziste T = 7 (€, B) > 0 tal que 7 (t) B C B (A;¢€)

para todo t > T.

Definicao 2.15. Dados B e D subconjuntos de X. Dizemos que D absorve B pela
acdo do semigrupo w (), ou que D w-absorve B, se existe T = 7(B) > 0 tal que

7 (t) B C D para todot > 7.

Note que se D m-absorve um subconjunto B de X, entao em particular D m-atrai B.

Mas a reciproca nao ¢é verdadeira como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.16. Considere X = R e o semigrupo 7 () em R dado por 7(t)x = xe™" para
todot > 0exz € R. Sejam A= {0} e B=[—1,1]. Temos que 7(t)B = [—e~*, e '] para
cada t > 0. Assim,

dp(r(t)B, A) = e~ 255 0.

Porém, para qualquer ¢t > 0 7(¢)B nao esta contido em A. Portanto, A m-atrai B, mas A

nao m-absorve B.

2.2 Conjuntos Limites

Apresentamos nessa secao o conceito de conjunto limite que é de grande relevancia no
estudo do comportamento assintotico de um semigrupo. Em sintese, o conjunto w-limite

de um subconjunto B é onde a semi-Orbita positiva de B se acumula.

Definicao 2.17. Dado um subconjunto B de X, seu conjunto w-limite ¢ o conjunto

o) (Ur 1) - N7 B

>0 \s>t t>0

De imediato temos que w (B) é um conjunto fechado, pois é uma intersegao de fe-
chados. Veremos a seguir a caracterizacao por sequéncias do conjunto w-limite que sera

frequentemente usada na demonstragao dos préximos resultados.
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Lema 2.18. Sejam 7 () um semigrupo e B C X,

w(B) = {ye X : existem sequéncias {t, }nen em Ry com t, "= 400

e {Tn}neny em B tais que lir+n 7 (tn) T = y}.
n—-+oo

Demonstracio. Seja W = {y € X : existem sequéncias {t, hneny em R com £, "=5° +00

e {x,nen em B tais que nl_i)rfooﬂ (tn)xn =y }.

Vamos mostrar inicialmente que w(B) C W. Dado = € w(B), por definigdo para
cada n € N temos que = € W Logo, para cada n € N existe y, € v, (B) tal que
d(z,y,) < % Agora, como y,, € 7, (B) decorre que existem ¢, > n e x, € B tais que

1

Yn = T (ln) 2n. Entdo, d(z,y,) = d(x,7(t,) zn) < . Logo, lim 7 (t,)z, = x com

n——+oo
t, "2 1o e {Zp}neny em B isto é, z € W.

Reciprocamente, seja x € W. Entao existem sequéncias {¢, },eny em Ry com ¢, s
+00 e {Z, }nen em B de modo que nEIEooﬂ- (t,) z, = x. Como t, mare +o00, dado t > 0
arbitrario, podemos escolher n, € N de tal forma que ¢, > t sempre que n > n;. Sendo
assim, 7 (t,) ©, C 7; (B) quando n > n,. Daf, z € v, (B). Assim, pela arbitrariedade de

t > 0 decorre que z € ﬂ v (B) = w (B), concluindo a demonstracao do lema. ]
>0

Corolario 2.19. Sejam 7 (-) um semigrupo e x € X,

w(xz) = {ye X :existe uma sequéncia {t, },en C R, tal que
th "5 foo e lim 7 (t,)z = y).
n—+o00

Usando o lema anterior, apresentamos a seguir algumas propriedades do conjunto

w-limite.

Proposigao 2.20. Sejam B e C' subconjuntos de X, entao
a) w(BNC) Cw(B)Nw(C);

b) w(BUC) Cw(B)Uw(C);

c) Se BC C, entio w(B) Cw(C);

d) Seé:R — X € uma solugao global de 7 (-), entdo w (€ (t)) = w (£ (s)) quaisquer que

sejam t, s € R.
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Demonstracao. Seja x € w(BNC). Pelo Lema existem sequéncias {t, }neny em Ry

com t, "= 400 e {Zn}nen em B N C tais que hIE 7 (tn) xp = x. Como {z,}neny C B
n—-—+0oo

entdo r € w(B) e, da mesma forma, 2 € w (C'). Entao x € w(B) Nw (C), o que prova o

item a). De modo andlogo provamos os itens b) e ¢).

Para demonstrar o item d), suponha ¢ > s. Entao existe r € R, de modo que t = s+7.

Dado z € w (€ (t)), existe uma sequéncia {t, bnen em Ry com £, "==5° 400 tal que

r= lim 7(t,) &)= lim 7w (t,)E(s+r)= lim 7 (t,) 7 (r)&(s)

n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

= lim 7 (t, +7)&(s).

n——+00

Logo, = € w(£(s)) e, portanto, w (£ (t)) C w (£ (s)). Reciprocamente, seja x € w (£ (s)).

Entéo existe {t, fneny C Ry, tn "—5° 400, tal que z = lirf 7 (tn) € (8). Assim,
n—-+0o0

r= lim 7(t,—r+r)&(s)= lim 7w (t, —7r)m(r)&(s)

n—-4o0o n—-4o0o

= lim 7 (ty—r)&(r+s)= lim 7(t,—7)€(t).

Entao, x € w (£ (t)), como queriamos demonstrar.

Exemplo 2.21. Considere o sistema em coordenadas polares em R?

r=r(l-r),
0 =1.

(2.3)

O retrato de fase do sistema consiste de uma trajetéria fechada v que coincide com o

circulo unitario r = 1, do ponto r = 0 e de trajetorias espirais que se aproximam da curva

7, quando t— + oo, veja a Figura 2.1 Note que, exceto pelo ponto r = 0, o conjunto

limite de todas as trajetdrias para o Sistema ([2.3) é a curva . O conjunto limite do ponto

r =0 é o préprio ponto r = 0.

ry

Figura 2.1: Trajetérias do Sistema ([2.3]).
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Definig¢ao 2.22. Dizemos que um semigrupo m (-) € assintoticamente compacto quando
para toda sequéncia limitada {x, }nen de pontos de X e toda sequéncia {t, }nen de nimeros
n——+00

reais nao negativos com t, — 400, a sequéncia {m (t,) T, nen admite uma sub-

sequéncia convergente.

Apresentamos agora as principais propriedades dos conjuntos w-limites para semigru-

pos assintoticamente compactos.

Lema 2.23. Seja m(-) um semigrupo assintoticamente compacto em um espago métrico
X. Para todo subconjunto limitado nao vazio B C X, seu conjunto w-limite satisfaz as

sequintes propriedades:

a) w(B) € nao vazio, compacto, invariante e w-atrai B pela a¢do de 7 (-);
b) w(B) € o menor conjunto fechado de X que m-atrai B;

c) Se B € um conjunto conexo ou, mais geralmente, se existe um conexo C que contém

B e que € m-atraido por w (B), entao w (B) € conexo.

Demonstragao. a) Para verificar que w (B) é nao vazio, escolhemos uma sequéncia ar-
bitraria de numeros reais nao negativos {t,},en, com t, A 400, e uma sequéncia
{&p }nen de pontos de B. Pela compacidade assintética sabemos que a sequéncia {m(t,, )z, }nen
possui uma subsequéncia que converge para um ponto z € X. Usando o Lema temos
que = € w (B). Portanto w(B) é nao vazio.

Agora, vamos provar a compacidade de w(B). Tomemos {2, }n,eny uma sequéncia de
pontos em w (B). O Lema nos garante que para cada n € N existem sequéncias
{t?}jen C Ry com t7 T loe {a7}jen C B tais que lim m (¢}) 2% = x,,. Assim, para

J—>+oo J
cada n € N existe um natural j,, de modo que th >mne

n n l
d (acn,ﬂ (tjn) a:jn) < -

(2.4)

n——+00 . / . .
Como t;ln — +00 e o semigrupo € assintoticamente compacto, obtemos uma sub-

N n n nk Tk 1
sequéncia de {7 (t} )x7 }nen, que denotaremos por {m <tjnk> i }ren, que converge diga-

mos para x € X. Pelo Lema x € w(B) e, por (2.4)), obtemos

1
ng N .
d (:Bn’“’ " <tjn/c> xjnk) = ng
k—4o00

Com isso, apds tomar o limite para k— + oo, resulta que z,,, — x, o que nos permite

concluir que w (B) é compacto.
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Para provar que w (B) ¢é invariante, tomemos z € w (B). Entdo existem sequéncias
{tn}nen em R, com t, " Lo e {Zp}neny em B tais que REIEOOW (tn) z, = x. Dado
t > 0, pela continuidade da aplicagao 7 (¢) : X — X e pela propriedade de semigrupo,
segue que

7tz =7 (t) ( lim W(tn)xn) = lim 7 (t+t) 2

n—-+o0o n—-+00

n—-+o00 , N . . . . .
Como t +t, — —00 e {Tp}neny é uma sequéncia contida em B, isso implica que

7 (t)x € w(B), isto é, 7 (t)w (B) C w(B). Por outro lado, sejam = € w (B), {t,}nen em

R,, com t, ey +00, e {Zp }neny em B, de modo que lirf 7 (tp) x, = x. Fixando t > 0
n—-+0oo

podemos assumir que t,, > t para n suficientemente grande, com isso

r= lim 7(t,)x, = lim w(t+ (t, —1t)x, = lm 7 ()7 (t, — 1) zp. (2.5)

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Mas, pela compacidade assintética, a sequéncia {m(t,, —t)x, fnen possui uma subsequéncia
{7(tn;, — t)Tn, }jen que converge para um ponto z € X. Pelo Lema temos que
z € w(B). Agora, pela continuidade de 7 (t) : X — X em (2.5) e pelo fato de que
toda subsequéncia de uma sequéncia convergente ¢ também convergente e converge para
o mesmo limite, obtemos

= lim 7(t)7 (tn, —t) 2n, = 7 (1) ( lim 7 (¢, —t) xnj) =7 (t)z € n(t)w(B).

j—+oo Jj—+oo
Entao z € 7 (t) w (B), ou seja, w (B) C 7 (t)w (B), concluindo a invariancia de w (B) .
Provemos agora que w (B) m-atrai B, isto é, que tli+m dy (7 (t) B,w (B)) = 0. De fato,
—+o00
suponha, por contradi¢ao, que exista €5 > 0 e uma sequéncia de ntimeros reais positivos

{tn}nen com t, "2 4o tais que
dy (7 (t,) B,w (B)) > €, para todo n € N.

Segue da definicao da Semidistancia de Hausdorff que para cada n € N podemos encontrar

um ponto z, € B satisfazendo
d(m (tn) xp,w (B)) > €. (2.6)

Pela compacidade assintdtica, obtemos uma subsequéncia de {7 (t,)x, tnen que converge
para um ponto z € X, que consequentemente pertence a w(B). Portanto, conside-

rando a continuidade da funcdo distancia de um ponto a um conjunto e (2.6)), resulta que
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d(z,w(B)) > €, contradizendo = € w (B). Logo w (B) m-atrai B, concluindo a prova do
item a).

Provemos o item b). Sabemos que w (B) é fechado e, pelo item anterior, m-atrai
B. Vamos provar que w (B) é o menor fechado com essas propriedades. Seja F' C X
um conjunto fechado que m-atrai B. Mostraremos que w (B) C F. Suponhamos, por
contradigao, que exista x € w(B) tal que ¢ F. Como F' é fechado, d(z,F) = § > 0.
Além disso, v = tEElOOﬂ' (tn) zpn, onde {t,},en é uma sequéncia de pontos em R, , com
£, " Lo e {Z,}nen é uma sequéncia de pontos em B. Também, como F m-atrai B,
existe to > 0 tal que dy (7 (t) B, F') < $ sempre que ¢ > t,. Logo, d (7 (t) z, F) < £ para
todo z € B e todo t > ty. No entanto, escolhendo ny, € N de modo que t,, > ¢, sempre

que n > ny,, resulta que para todo n > ny, vale

d (7 (ty) zn, F) <

| S

Dai, pela continuidade da fungao distancia de um ponto a um conjunto, apds passar o
limite em 7, concluimos que d (z, F') < g, o que é uma contradi¢do. Portanto, w (B) C F,
como queriamos mostrar.

Finalmente, para provar c), suponha que exista um conjunto conexo C' O B que é
atraido por w(B) e que w(B) nao seja conexo. Logo, podemos escrever w (B) como
reuniao de dois conjuntos Fy e Fy ndo vazios, disjuntos e fechados em w (B). Pelo item

a), os conjuntos Iy e Iy sdo compactos, logo d (Fy, Fy) =6 > 0, onde
d(Fl, FQ) = 1nf{d (a,b) ra € Fl,b € FQ}
Como w (B) w-atrai C, existe to > 0 tal que 7 (£)C C B (w(B);3) para todo t > t,.

%E(C)CB(w(B);g) ZB(F“@UB(FQ;g)‘

Porém ~;" (C) é a imagem do conjunto conexo [ty, 00) x C' pela aplicacao continua [to, 00) x

Desse modo,

C 3 (t,z) — 7 (t)z € X, diante disso 7,5 (C') é um conjunto conexo. Visto que B (F}; %)
eBB (Fg; %) sao abertos e disjuntos, fy;g (C) deve estar inteiramente contido em exatamente

um dos dois conjuntos. Suponha que v, C B (Fl; g) Entao,

FQCw(B)Cﬁ(B)C%*O(C)cB(Fl;g).
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Isto é, d(Fy, Fy) < 2, contradizendo a defini¢io de §. Portanto, w(B) é um conjunto
conexo que m-atrai um conexo C' contendo B.
O caso em que B é conexo, segue do que acabamos de provar colocando C = B e

usando o item a), concluindo a demonstrac¢ao do lema. ]

Proposicao 2.24. Sejam 7 (+) semigrupo em um espa¢o métrico X e A C X um conjunto

invariante e fechado. Entao w(A) = A.

Demonstracdo. Primeiramente tomemos x € A. A invariancia de A nos garante que para
cadan € N existe um ponto z,, € A tal que x = 7 (n) x,,, naturalmente nl_i}IilOOW (n) x, = x.
Logo = € w(A), mostrando a inclusdo A C w (A).

Em contrapartida, sejam z € w(A), {t,}ney em R, com ¢, "2 1o, e {Zn}nen
uma sequéncia em A tais que ngrfooﬂ (t,) z, = x. Pela invariancia de A, sabemos que

7 (tn) T, € A para todo n € N, consequentemente » € A = A, pois A é fechado. Com isso

w (A) C A, concluindo a prova. O

Note que se retirarmos a hipétese de que A é fechado, temos somente a inclusao

A cCw(A).

2.3 Atrator Global

Nesta secao definimos Atrator Global para um semigrupo e apresentamos alguns re-

sultados de existéncia e caracterizagao deste conjunto, quando ele existir.

Definicao 2.25. Dizemos que um conjunto nao vazio A C X € um atrator global para
o semigrupo 7 (+) quando € compacto, m-invariante e T-atrai todo subconjunto limitado

de X pela agao de 7 (-).

Este ¢ um objeto dinamico que além de compacto ¢ para onde todos os pontos evoluem,
pela agao do semigrupo, e de onde nao saem (que se referem a atragao e invariancia pela
agao de m(+)). Apenas por essa definigdo a principio nao fica claro se é permitido um
semigrupo 7 (-) possuir mais do que um atrator global, que de fato nao ocorre como

Veremos a seguir.
Proposicgao 2.26. Se existe um atrator global para um semigrupo 7 (-), entdo ele € tinico.

Demonstragao. Sejam A; e A, atratores globais para m(-). Visto que A; é invariante,

isto é, 7 (t) A; = A; e limitado, e como Ay é atrator global, entao m-atrai A;. Logo,
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0= lim dH (71’ (t) Al,AQ) = tEeroo dH (./41,/12) = dH (A1,./42> .

t——4o00

Entao dy (A;, As) = 0. Agora, pela Observagao [2.13) e por A, ser fechado, decorre que
A, C Ay = A,. Invertendo A; e Aj; obtemos, de forma andloga, que A, C A;, portanto
./41 = ./42. D

Exemplo 2.27. Seja 7 () o semigrupo sobre R? dado por

m(t) : R*? — R? (2.7)

(r,y) = (e'z,e7y),
onde t € Ry. Entdao A = {(0,0)} é atrator global para o semigrupo. Com efeito, é
facil ver que A é nao vazio, compacto e invariante, logo basta mostrar que A m-atrai
todo subconjunto limitado de R?. Seja B C R? limitado, entdo existe M > 0 tal que

|(z,y)|| < M para todo (z,y) € B, onde || - || é a norma euclidiana em R?. Dado ¢ > 0,

tome 7 > 0 tal que e™" < 47, logo para todo t > T,
7 (@, vl = [z, e "yl < e[z, y)]| < eT™M <e.

Portanto, 7(t)B C B(A,¢€) para todo t > 7, isto é, A m-atrai B.

Figura 2.2: Trajetérias do Semigrupo 1)

Teorema 2.28. Se um semigrupo 7 (-) em um espago métrico X possui atrator global A,

entao A se exprime como a reunido de todos os subconjuntos invariantes limitados de X .

Demonstragao. Seja {Ay}rea a familia de todos os subconjuntos invariantes limitados de

X. Como A é limitado e invariante, entao A C U A,. Por outro lado, pela invariancia de

AEA
Ay, para todo A € A, temos que 7 () Ay = A, para todo t > 0. Além disso, cada Ay é um

subconjunto limitado de X, logo A m-atrai cada A,, isto é, 0 = tliin dy (7 (t) Ay, A) =
—+0c0
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dp(Ay, A). Isto implica que Ay C A = A para todo A € A, completando a demonstragao

do teorema. n

O proximo resultado mostra que as solucoes globais podem ser usadas para caracterizar

um atrator.

Corolario 2.29. Se um semigrupo = (-) possui atrator global A, entao A é a uniao de

todas as drbitas globais limitadas de 7 (+).

Demonstracao. Sendo A invariante entao, pelo Teorema A é uma reuniao de orbitas
globais que sao limitadas pois A o é. Por outro lado, se £ : R — X é uma solugao global
limitada, também vimos na Proposi¢ao que sua Orbita 7 (§) é um conjunto limitado e

invariante. Logo, pelo teorema anterior, v () C A, como querfamos mostrar. O
Definigao 2.30. Dizemos que um semigrupo m(-) €

i) limitado, quando dado qualquer subconjunto limitado B de X a sua semi-drbita po-

sitiva vt (B) € um subconjunto limitado de X ;

ii) eventualmente limitado, quando para todo subconjunto limitado B de X existe

T =171(B) >0 de modo que v} (B) € um subconjunto limitado de X ;

iii) ponto dissipativo, quando existe um subconjunto limitado D de X que m-absorve
cada um dos pontos de X, isto €, para todo ponto x € X existe T =1 (x,D) > 0 tal

que w (t)x C D para todo t > T;

iv) limitado dissipativo, ou simplesmente dissipativo, se existe um subconjunto li-

mitado D de X que m-absorve todos os subconjuntos limitados de X.

Proposicao 2.31. Um semigrupo « (-) € limitado dissipativo se, e somente se, existe um

conjunto limitado A C X que m-atrai cada um dos subconjuntos limitados de X .

Demonstragao. Se m(-) é limitado dissipativo, entao existe um subconjunto limitado A
de X que m-absorve todos os subconjuntos limitados de X. Logo, A m-atrai cada um dos
subconjuntos limitados de X. Reciprocamente, seja B um subconjunto limitado de X e
suponhamos que A m-atrai todo subconjunto limitado de X. Entao, por definicao, fixado
e > 0 existe 7 > 0 tal que 7 (t) B C B(A;€) para todo t > 7. Portanto, D = B (A;e)

m-absorve B, concluindo que 7 (+) é limitado dissipativo. O

Em particular, a Proposicao nos diz que se um semigrupo 7 (-) possui atrator

global A, entao o semigrupo é limitado dissipativo.
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Defini¢ao 2.32. Dizemos que um semigrupo m(-) em X é eventualmente compacto,
se existe tg > 0 tal que m(ty) : X — X € uma aplicagio compacta, isto é, quando para

cada subconjunto limitado B de X, m(to)B € um subconjunto relativamente compacto de

X.

Seja 7 () um semigrupo eventualmente compacto e seja to > 0 tal que 7(to) : X — X
¢ uma aplicacdo compacta. Afirmamos que para todo t > ty, a aplicagao m(t) : X — X
é compacta. Com efeito, pela propriedade de semigrupo, para t > t, temos que m(t) =

7(t — to)m(tp). Dado B um subconjunto limitado de X, temos

7(H)B = [r(t — to)m(to)]B C w(t — to) (ﬁ(to)B> .

Usando o fato de que 7(t — ty) é continua e que 7(ty)B é um conjunto compacto em X,

concluimos que 7(t — to) (W(tO)B> ¢ um compacto em X. Portanto, 7(t)B é compacto.

A seguir apresentaremos uma relagao entre os semigrupos eventualmente compactos,

eventualmente limitados e assintoticamente compactos.

Proposicao 2.33. Se um semigrupo 7 (-) é eventualmente compacto e eventualmente

limitado, entdo 7 (-) é assintoticamente compacto.

D ~ S . A~ . d , . ~ . n——+o00
emonstmgao. €jaln {tn}nEN ulna sequerncla de nurmeros reails nao negatlvos, COIN tn —

+00, € {Ty }ney uma sequéncia limitada de pontos em X. Considere By = {z, : n € N}.
Como 7 () é eventualmente limitado, existe 7 > 0 de modo que v (Bj) é um con-
junto limitado. Visto que 7 () é também eventualmente compacto, existe ¢, > 0 tal
que a aplicagdo 7 (tp) : X — X é compacta. Seja ng € N tal que t, > to + 7 para
todo n > ng. Assim, t, —tg > 7 para todo n > ngy e definimos o conjunto limitado

B ={m(tn, —to) xn :n >no} C 7 (By). Segue que

m(to) B = {rm(to)x:z € B}
= {m(to)m(tn —to)xn :n >ng}

= {7 (tp) Tn:n > ng}. (2.8)

Usando ([2.8)) e o fato de que m(to) B é relativamente compacto, concluimos que {7 (%, ), tnen
possui uma subsequéncia convergente. Portanto, o semigrupo é assintoticamente com-

pacto. O
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Proposicao 2.34. Se um semigrupo m (-) possui atrator global A, entdo 7 (-) é eventual-

mente limitado.

Demonstracao. Seja B um subconjunto limitado de X. Sabemos que A m-atrai B, entao

lim dy (7 (t) B, A) =0,

t——+o00

isto é, dado € > 0 existe 7 = 7 (¢, B) > 0 tal que 7 (t) B C B (A;¢) para todo t > 7. Isso
implica que ;" (B) C B (A;e€), logo v (B) é limitado. Sendo assim, 7 (-) é eventualmente

limitado. O

O teorema a seguir garante a existéncia de atrator global para semigrupos assintoti-
camente compactos e limitados dissipativos. Além disso, caracteriza o atrator global em

termos de conjuntos w-limites.

Teorema 2.35. Um semigrupo 7 (-) em um espa¢o métrico X possui atrator global A
se, e somente se, € assintoticamente compacto e limitado dissipativo. Além disso, em
caso afirmativo, se B denota a cole¢ao de todos os subconjuntos limitados de X, entdo o

atrator A € dado por

A=Jw(B). (2.9)

BeB
Demonstragao. Inicialmente, suponhamos que o semigrupo = (-) possua atrator .A. Entao,
pela Proposicao (+) é limitado dissipativo. Para verificar que o semigrupo é também
assintoticamente compacto, tomemos uma sequéncia limitada {z,},en contida em X e
{tn}nen uma sequéncia de nimeros reais nao negativos com t, "2 Lo, Considere o
conjunto limitado B = {x,, : n € N}. Como A é atrator global, entao m-atrai B, isto é,

lim dgy (7 (t) B, A) =0.

t—+00

Em particular,

lim supd (7 (t,)b,A) = lim dy (7 (t,) B, A) =0. (2.10)

n—-+o0o beB n—-+o0o

Aplicando a definigao de limite de sequéncias em (2.10)), para cada j € N encontramos

um ponto z; € A satisfazendo

4 (7 (tn,) Ty 25) < % (2.11)



2.3 Atrator Global 31

Pela compacidade de A, a sequéncia {z;} ey possui uma subsequéncia, que manteremos

a mesma notacao para simplificar, convergente. Seja x € A seu limite, entao por (2.11))

j—+o0

d (7 (tn;) Tny,2) < d (7 (tny) Tnyo 25) + d(25,2) < %%— d(zj,z) " — 0,

donde lim = (tnj) T,; = x, provando que 7 (-) é assintoticamente compacto.
J—+0o0

Reciprocamente, suponhamos que A seja assintoticamente compacto e limitado dis-

sipativo. Seja B a colecao de todos os subconjuntos limitados de X e definimos A =

U w (B). Provaremos que A é o atrator global de 7 (). Sabemos, pelo Lema [2.23 que

BeB
w (B) é compacto, invariante e m-atrai B pela acao de 7 (). Dessa forma, A é invariante

pois ¢é reuniao de subconjuntos invariantes, além disso m-atrai cada um dos limitados de
X. Nos resta entao provar que A é compacto. Como 7 (-) é limitado dissipativo, existe
um subconjunto limitado D C X que m-absorve todos os subconjuntos limitados de X.
Tomando o fecho de D se necessario, podemos assumir que D é fechado. Temos que D
m-atrai cada B € B e pelo item b) do Lema w(B) C D para todo B € B. Logo
A C D e, consequentemente, w (A) C w (D). Além disso, como A é invariante A C w (A).
Contudo, obtemos

ACw(A) Cw (D) C A,

pois D € B. Portanto, w (D) = A, concluindo a compacidade de A e a demonstragao do

teorema. 0

Corolario 2.36. Se um semigrupo 7 (-) é eventualmente compacto, eventualmente limi-

tado e ponto dissipativo, entao possui atrator global.

Demonstracao. Como o semigrupo é eventualmente compacto e eventualmente limitado,
pela Proposicao m, 7 () é assintoticamente compacto. Nos resta mostrar que o semi-
grupo é também limitado dissipativo. Uma vez que 7 (-) é ponto dissipativo, existe um
conjunto limitado Dy C X que m-absorve cada ponto de x € X. Definimos o conjunto
D, = B(Dy;1). Como 7 (+) é eventualmente limitado, existe 7. > 0 de modo que o con-
junto D =~ (Dy) é limitado. Vamos provar que D m-absorve todo subconjunto limitado
de X. Com efeito, primeiramente seja K um subconjunto compacto de X arbitrario.

Sabemos que para cada x € K existe um nimero real 7, > 0 tal que

7 (t)x € Dy C Dy, para todo t > 7,. (2.12)
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Como D; é um subconjunto aberto de X e 7 (7,) : X — X é continua, existe d, > 0 tal
que

7 (12) B (x;0,) C Ds.

Agora, pela defini¢ao de D,
7 (t) B (x;0,) C D, para todo t > 7, + 7. (2.13)

Por outro lado, {B (x;0,)}sex ¢ uma cobertura aberta para o subconjunto K. Como K

é compacto, existem 1, T, ..., T,, um numero finito de pontos de K, tais que

j=1

Tomemos 7x = max 7,.. Entao, por (2.13)), temos que
1<j<n

7 (t) K C D, paratodo t > 7, + 7x. (2.14)

Isto é, D m-absorve subconjuntos compactos de X. Por fim, como 7 () é eventualmente
compacto existe tg > 0 tal que 7 (¢y) : X — X é uma aplicacdo compacta. Dado um

subconjunto limitado B de X, temos que K = W é compacto. Logo, por ,
7 () (t) B C 7w (t) 7 (to) B = (t) K C D, para todo t > 7, + 7.
Pondo 7 =ty + 7, + Tk, entao para todo t > 7 temos t — ty > 7, + T, donde
7 (t —to) w (tg) B C D, para todo t — tg > T, + k.

Isto é,

7 (t) B C D, para todo t > 7.

Logo, o conjunto D m-absorve todo subconjunto limitado B de X, mostrando que 7 () é
limitado dissipativo. Portanto, pelo Teorema resulta que o semigrupo 7 (+) possui

um atrator global. O]



Capitulo

3

Sistema Dinamico Impulsivo

Neste capitulo apresentamos a teoria de sistemas dinamicos impulsivos. Na primeira
secao definimos o que é um sistema dinamico com impulso, na segunda se¢ao mostramos
que, sobre certas condigoes, a funcao tempo de impacto ¢ é continua, e por fim na terceira
secao apresentamos o conjunto limite impulsivo de um sistema dinamico e discutimos sua

invariancia. As principais referéncias para este capitulo sao [I], [4], [6] e [7].

3.1 Definicao de Sistema Dinadmico Impulsivo

Nesta se¢ao vamos definir um sistema dinamico com impulso em um espago métrico
X.

Sejam 7 () um semigrupo em X, x € X e t > 0. Definimos o seguinte conjunto
Fx,t)={ye X :m(t)y ==z}

epara D C X e J C R, definimos

FD,7)=J (UF(m,t)).

zeD \teJ

Um ponto z € X é dito ponto inicial se F' (z,t) = () para todo ¢t > 0.

O préximo exemplo ilustra as definicoes acima.

Exemplo 3.1. Seja 7 (-) um semigrupo em R?, onde 7(t)(z,y) = (x + t,y) para todo
(r,y) € R® et € Ry. Considere a = (1,1) e t = 1, entao F(a,t) = {(0,1)}, pois (0,1)
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¢ o tnico ponto que quando aplicamos 7(1) é igual a a = (1,1). Tomando J = [0,1] e
a = (1,1) temos F(a,J) = [0,1] x {1}. Agora, considerando D = [0, 1] x {1}, obtemos
F(D,J)=10,1] x [0,1].

) Y )

F((1,1),1) F((1,1),]0,1]) F({1} x [0,1],[0,1])

—
—

T T

1 1 1

Figura 3.1: Conjuntos F(a,t), F(a,J) e F(D,J).

Defini¢ao 3.2. Um Sistema Dindmico Impulsivo, denotado por (X,m; M, I), con-
siste de um semigrupo m(-) em um espago métrico (X,d), um subconjunto fechado ndo
vazio M C X e uma aplicacdao continua I : M—X satisfazendo as sequintes propriedades:

para cada x € M, existe €, > 0 tal que

Fa,0.e)nM=0e | |J n)z|nM=0. -
t€(0,€z)
M
F(z,(0,¢,)) 7((0, &)

i

Figura 3.2: Trajetéria de 7 através de x.

Dizemos que M é o conjunto impulsivo e [ ¢ a aplicagao de impulso.
As condigoes de (3.1)) significam que as trajetérias do semigrupo sao, em certo sentido,
transversais a M em qualquer ponto de M, isto é, se x € M existe um intervalo (0, €,)

em que podemos retroceder ou evoluir o sistema que nao encontraremos o conjunto M.

Dado z € X, denotamos

M* (z) = (Umm) N M.

t>0
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O lema a seguir apresenta condigoes para obtermos a existéncia do menor tempo

estritamente positivo para o qual a trajetéria do semigrupo encontra o conjunto impulsivo

M.

Lema 3.3. Seja (X, m; M, I) um sistema dindamico impulsivo. Dado xz € X, se M+ (x) #
0, entao existe s > 0 tal que 7 (t)x ¢ M para todo 0 <t < s emw(s)z € M.

Demonstragao. Tomemos z € X. Suponhamos que M™ (z) # 0, entdo existe ¢t; > 0
tal que 7 (t;)xz € M. Sabemos que 7, : Ry — X é continua e M é fechado, com isso
7~ (M)N[0, ;] é compacto. Portanto 7! (M)N[0, ¢;] possui um menor elemento, digamos

s > 0, que satisfaz a propriedade desejada. O

Tendo em vista o lema acima podemos definimos uma funcao ¢ : X — (0, 4o0] da

seguinte maneira:

b(2) = s, sem(s)reMen(t)r ¢ M para0 <t <s,
| 400, se Mt (x) =10,

onde s é o nimero real positivo determinado pelo Lema[3.3l Se M*(z) # 0, o valor ¢(z)
representa o menor tempo positivo em que a trajetoria de x encontra M. Neste caso,
dizemos que 7 (¢ (z)) x é o ponto impulsivo de z e a func¢ao ¢ é dita fungao tempo
de impacto.

Sejam (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo e x € X. A trajetéria impulsiva
de x é uma aplicagao 7 () « definida em um intervalo J, C R, tomando valores em X,
dada indutivamente como veremos a seguir.

Se M* (z) = (), entdo ¢ (x) = +o0 e 7 (t)x = 7 (t)x para todo ¢ > 0. Porém, se

M (z) # 0, entdo denotamos z = z§ ¢ definimos 7 (-) z em [0, ¢ (z)] por

o rmag, 0<t <o (a]),
”“”‘{xf, L= 6 (a).

onde i = I(z;) com 21 = m(sp)z{ e so = ¢ (x ), note que neste caso o sistema tem um
salto. Como aﬁ(mf{ ) < 400, 0 processo continua mas, agora, iniciando em 7.

Se M*(zf) = 0, entdo 7(t)x = 7(t — so)r] para sp < t < 400 e ¢(z]) = +o0.
Caso M*(z]) # 0, novamente pelo Lema , existe um menor tempo s; € R, tal que
m(s1)xf € M e w(t — so)xf ¢ M para sg < t < sy + s1. Assim, definimos 7(-)z sobre

[s0, S0 + $1] por
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_ {W(t—so)xf, so <t < sg+ s1,
T(t)x =
Ty, t = 5o+ s1,

onde x5 = I(z3), com x5 = 7(s1)x] e s1 = ¢(z]).

Suponha que 7(-)x esteja deﬁnida no intervalo [t,_1(x),t,(x)] e que 7(t,(x))x = x,
onde to(z) = 0 e t,( ZSZ Z(b(xj) para n € N. Se M*(x}) = (), entao

=0

7(t)x = n(t — t,(z))x} para t ( ) <t < +4ooe ¢(r)) = +o0. Agora, se MT(x}) # 0,

entao

$:+1, = tn+1($)7

N T (t—ty(x))z)t, to(z) <t <tpii(x),

T(t)r =
onde s, = ¢(z))), Tpp1 = 7(sp)x)t e xbf,y = I(xp41). Assim, 7(-)x estd definida no
intervalo [t,,(z), t,+1(2)] e, com isso, no intervalo [0, t,,41(x)]. Esse processo é interrompido
para um numero finito de passos se M (z;) = () para algum n € Z,, ou pode prosseguir

indefinidamente se M*(z}) # () para todo n € Zy e, nesse caso, 7(-)z esta definida no

intervalo [0, T(z)), onde T'(x Zsz = Z o(x)).
1=0

A Figura representa a traJetorla impulsiva de um ponto x € X em um sistema

dinamico impulsivo.

M
/ r = 7(p(v))z
4 wy = (P )]
I(M) w3 = m(p(xy))ws
v = 1(zy) Tny1 = T(P(x)) 7y

Figura 3.3: Trajetéria impulsiva através de x.

Observagao 3.4. Observe que se I(M)N M = (), entao nenhum ponto de M estd em

uma trajetoria impulsiva, exceto se a trajetoria comegar em x € M.
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Dado x € X, uma das trés condicoes é satisfeita:
(1) M*(x) =0;
(2) para algum n € N, z; estd definido para k € {0,1,2,...,n} e MT(z,}) = 0;
(3) M*(x}) # 0 para todo n € Z,.

Na primeira condigao acima, 7(-)z é continua, na segunda 7(-)z possui um nimero

finito de descontinuidades e na terceira condigao 7(-)z possui infinitas descontinuidades.
Observacao 3.5. Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo.

i) Note que, sex € M entao 7(t)x = 7(t)x para todo 0 <t < ¢(x), isto é, nao hd impulso

no instante t = 0;
ii) Sejam x € X et > 0. Observe que existe k € Z tal que t = ti(x) +t' com to(x) =0,

k-1
tp(x) = Z d(zf) e 0 <t < @(zf). Assim, podemos escrever 7(t)x = w(t')z; .
=0

Definicao 3.6. Dados A C X e B C Ry. Definimos

#t)A=J 7tz e #(B)A= | J{#(t)x:t e B}.

z€EA €A

Na sequencia apresentamos dois exemplos de sistema dinamico impulsivo.

Exemplo 3.7. Seja 7 () o semigrupo em R dado por
n(t)x=t+xz, x€ReteR;.

Sejam M = {1} e I : M — R dada por I(1) = 0. Assim, (R,7; M,I) é um sistema
dinamico impulsivo. A Figura [5.I] mostra a trajetéria de x = 0.

Figura 3.4: Trajetéria impulsiva de z = 0.
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Exemplo 3.8. Seja 7 (-) o semigrupo em R? dado no Exemplo e considere o sistema
dinamico impulsivo (R?,7; M, I), onde M = {(x,y) € R* : z = 2} e a aplicagao de
impulso I : M — R? é dada por I(z,y) = (0,4%), para todo (z,y) € M. Sep € {(z,y) €
R? : x > 2}, entao a trajetéria impulsiva de p é igual a trajetéria continua  (+) p, pois
M*(p) = +oo. Porém, se ¢ € {(z,y) € R* : & < 2} entdo M (q) # () para cada
n=0,1,2,..., e a trajetéria de ¢ sofre infinitos impulsos, veja Figura [3.5] Note que para
todo ¢ € I(M), temos ¢(q) = 2.

M
q @1
—_—
p
q 02
a0 a3
_l’_
q 44
qi’ $ An+1
0 2

Figura 3.5: Trajetérias impulsivas de p e de gq.

Ja que estamos interessados no comportamento assintotico de sistemas dinamicos im-
pulsivos, vamos assumir que todas as trajetorias estao definidas para todo ¢t > 0, isto é,

assumiremos que

T(x) = 400 para todo x € X.

A seguinte proposicao estabelece uma condicao que garante esta propriedade.

Proposicao 3.9. Seja (X, m; M, 1) um sistema dinamico impulsivo. Se eziste & > 0 tal

que ¢(z) > & para todo z € I(M), entao T(x) = 400 para cada v € X.
Demonstracao. Seja x € X, temos alguns casos a considerar:
e Se M*(x) =0, entdo ¢(x) = +oo e T(x) = +o0;

e Se para algum n € N, z; estd definido para k € {0,1,2,...,n} e M (z;}) = 0, entao

+oo
sp =+ eT(z) = Zsi = +00;
=0
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e Suponha que M*(z}) # () para todo n € Z,. Como cada z;7 € I(M) temos que

—+00 400 “+00
sp = ¢(z}) > & para todo n € N, entdo T(x) = Zsi = 59 —i—Zsi > 30+Z§ =
i=0 i=1 i=1
+o0.

Como queriamos mostrar. O

A condicao de que existe um tempo minimo £ para o qual as trajetérias partindo de
pontos de I(M) encontram novamente o conjunto impulsivo M pode ser garantida, como

VEeremos a seguir.

Proposicao 3.10. Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo. Se I(M) é compacto

e I((M)N M =10, entio existe & > 0 tal que ¢(z) > & para todo z € I(M).

Demonstragao. Seja e > 0 tal que B(I(M);e)NM = (). Dado z € I(M), temos dois casos

a considerar:

e 7(s)z € B(I(M);e) para todo s > 0. Neste caso a trajetéria de z ndo encontra o

conjunto impulsivo M e consideramos s, = +00;

e Existe um tempo finito s, > 0 tal que n(s,)z € B(I(M);e) \ B(I(M);€) e m(t)z €
B(I(M);e€) para todo 0 <t < s,.

Assim, definimos uma aplicagao f : I(M) — R, por

+oo, m(s)z € B(I(M);e) para todo s > 0,

f(z)=1% s., w(s,)z€ BI(M);e)\ B(I(M);e) e m(t)z € B(I(M);e¢) para todo
0<t<s,.

Afirmamos que f é semicontinua interiormente. De fato, sejam a € I(M) arbitrério e
uma sequéncia {z, }nen C I(M) tal que z, "—5° a. Considere primeiramente que f(a) =
+00. Neste caso, suponha que exista uma subsequéncia {z,, }ren tais que {f(zn,)}ren

convirja para algum A > 0. Pela continuidade do semigrupo temos
k—+4o00
T(f(@n))an, =5 T(Aa.

Como 7(f(xn,))n, € B(I(M);e)\B(I(M);e€), que é fechado, entao w(A)a € B(I(M);e)\

B(I(M);e€), o que é uma contradi¢ao pois 7(s)a € B(I(M);e€) para todo s > 0. Portanto,

liminf f(z,) = +00 = f(a). Agora, suponha que f(a) =c € Ry. Sejal = limJirnff(xn),
n—-+o0

n—-+00
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se | < 400 entdo existe uma subsequéncia {z,, }ren tal que {f(z,,)}ren convirja para [.
Assim,

T(f(20,)) T, —5° 7 (1)a.

Como 7(f(zn,))Tn, € B(I(M);€e)\ B(I(M);e€) para todo k € N e M ¢é fechado, segue que

w(l)a € B(I(M);e)\ B(I(M);e). Entao f(a) <, ou seja, liminff(xn) > f(a). Portanto,
n——+0o0

f ¢é semicontinua inferiormente e como I(M) é compacto, entao existe um infimo £ > 0

tal que ¢(z) > f(z) > £ para todo z € I(M). O

Estabelecida a hipétese T'(z) = +oo para todo x € X, vamos verificar que {7 (t) : t >

0} satisfaz as propriedades de semigrupo, veja a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.11. Sejam (X, 7; M, I) um sistema dinamico impulsivo e x € X, entdo:
a) 7(0)x = z;

b) 7(t+ s)z = 7(t)7(s)x parat,s € Ry.

Demonstracao. Se 7 é continua nao ha o que provar, pois nao hé impulso. Caso contrario,

temos:
a) Dado z € X, temos que 7(t)r = w(t)z para todo 0 < t < ¢(x), logo 7(0)x =
7(0)z = .
b) Sejam ¢, s € Ry ey = 7(t)z. Pela Observacio[3.5 podemos escrever () = m(t')z;
para algum k € Zy, onde t = tg(z) + ¢ com to(x) = 0, ty(x) = kzigb(:v:“) e
i=0

0 <t < ¢(x)). Da mesma forma, podemos escrever 7(s)y = 7(s')y;" para algum

-1
l€Z,,com0<¢ < ¢(yz+), s=1ty)+ 9, toly) =0e t)(y) = Zgb(yj) Como
§=0
y =7(t)xr = n(t')z}, entdo
6(0) = 0(o) 1 ey =i,

para j € Z,. Assim,

s = t(y)+s
= Sd) + o) + .+ Oy, + 5

= ¢(5U;r) —t'+ ¢(33;+1) +o+ ¢($Lz_1) + 5,

onde yg = y. Somando t e s temos
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t+s = tp(z)+t' + ¢($JD — '+ ¢($Z+1) +.t Qb(xljﬂfl) + s’
1

k— k+1-1
— (qu(g:j) +t’> +< Z ¢(xj)+s’—t’>
it -
= D o)+
=0
= tpu(z) + 5,

com 0 < &' < ¢(x;,,). Logo,

(t+ )z,

I
=N

#()7(1)e = 7(s)y = 7(s )y = (s )rfy; = F(tula) + )

finalizando a prova da proposicao. n

3.2 Continuidade da Funcao ¢

Na secao anterior definimos a funcao tempo de impacto ¢ que representa o menor
tempo positivo para o qual a trajetoria de um ponto x € X encontra o conjunto M.
Nesta secao nos dedicamos a estudar a continuidade de tal funcao. Para isso os pontos de
M devem satisfazer certas condigoes, que chamaremos de condigoes de tubo, que garantem

um bom comportamento do semigrupo 7 (-) préximo ao conjunto impulsivo M.

Definigao 3.12. Sejam 7 (-) um semigrupo em X e x € X. Um conjunto fechado S C X
contendo x € dito seg¢@o (\-secao) se existem X\ > 0 e um subconjunto fechado L de X

tais que:

i) F(L,A\)=S5;

ii) F(L,[0,2)\]) contém uma vizinhanca de x;
iii) F(L,v)NF(L,u) =0, para 0 <v < p < 2.

Dizemos que o conjunto F(L,[0,2\]) é um A-tudo (ou tubo) e o conjunto L é uma barra

(ou \-barra).
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2)
Figura 3.6: A-tubo F'(L,[0,2\]).

Eventualmente denotaremos por Ly o conjunto fechado L de um A-tubo F(L, [0, 2)]),

conforme a Definicao |3.12

Lema 3.13. Sejam m (-) um semigrupo e x € X. Se S é uma A-se¢do através de x, A > 0,

e < pu <A entao S também é uma p-segao através de x.

Demonstragao. Se = X nao hé o que provar. Sejam 0 < p < Ae L, = F(Ly,\ — p).
Como (A — ) é continua e Ly é fechado, entao L, é fechado. Vamos provar que S é uma

p-secao através de x. A condigao i) verifica-se por
y € F(Ly,p) e n(py€LyenA—pr(p)y € Ly Ny € Ly ye s

Vamos mostrar que ii) é valido. Como S é uma A-se¢ao através de z, existe um aberto
Uy contendo z tal que Uy C F(Ly,[0,2)]). Seja T = F(Ly,[0,A — u] U A+ u,2)]),
mostraremos que 7' é fechado. Tomemos {z,},eny uma sequéncia contida em 7' com
2z "0 2. Entdo para cadan € N, existe ¢, € [0, A\— ] U[A+ 11, 2] tal que 7(t,)z, € Ly.
Assim, obtemos {¢, }nen C [0, A — ] U A+ p, 2] que é um conjunto compacto. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que t,, "—5° 7 € [0, A\—pu]U[A+p, 2A]. Pela continuidade
de 7, temos

n—-+00

m(tn)zn — 7w(t)z € Ly.

Logo, z € T e com isso T' é fechado. Agora, note que S C T° = X \T e T° é aberto, entao
existe um aberto Uy C T° contendo x. Assim, x € U; N U; que é um conjunto aberto.
Provemos que Uy NUy C F(L,, [0,2u]). Dado w € Uy N Uy, temos que w € F(Ly, [0,2A])
e w € T¢ Isso implica que 7(t)w € Ly para algum A\ — pu < t < A+ p. Considere
s=t+pu—A Seguede \—pu<t<A+pques=t+pu—A>0e0<t+pu—A<2u
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Sabendo que
TA—p)r(t+p— Nw=7n(t)w € Ly,

entao

T(t+p—Nw e L,

Portanto w € F(L,,[0,2u]). Por fim, mostraremos que iii) também ¢é vélida. Suponha
por absurdo que existam 0 < o < < 2pu tais que F(L,,a) N F(L,,B) # 0. Seja
ye F(L,,a)NF(L,,B). Entao n(a)y € L, e 7(f)y € L,. Com isso,

ma+A—py =1\ —pr(a)y € Ly e 7(B+X—p)y=nA—pn(B)y € L.

Entao,

y € F(Ly,a+A—p)NF(Ly,f+ A= p),

com 0 < a+A—pu<pf+A—pu<2\ oqueé um absurdo. Portanto, vale o item iii),

completando a demonstracao do lema. O
Definigao 3.14. Seja (X, 7; M, 1) um sistema dinamico impulsivo.

i) Um A-tubo F(L,[0,2)\]) dado por uma segdo S através de x € X tal que S C M N
F(Ly,[0,2)]) € chamado um TC-tubo através de x. Dizemos que um ponto

x € M satisfaz a Condi¢do de Tubo (TC) se existir um TC-tubo através de x;

i) Um A-tubo F(L,[0,2)\]) dado por uma se¢ao S através de x € X tal que S = M N
F(L,[0,2)]) € chamado um STC-tubo através de x. Dizemos que um ponto
r € M satisfaz a Condigdo Forte de Tubo (STC), se existir um STC-tubo

através de x.

O préximo lema mostra que dado um TC-tubo (STC-tubo) através de =, F'(L, [0,2A]),

com A-se¢ao S, podemos “diminuir’o tubo F(L, [0,2)]) preservando a secao.

Lema 3.15. Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo. Suponha que exista um
ponto x € X que satisfaca a condi¢io (TC) ((STC)) com uma A-se¢iao S através de

x. Para qualquer 0 < n < X\ o conjunto S também ¢é uma n-se¢cao com um TC-tubo

(STC-tubo).

Demonstracao. Seja 0 < n < A. Pelo Lema |3.13, .S é uma n-secao através de x com o
tubo F(L,,[0,2n]). Logo, por defini¢ao, F'(L,,n) = S. Como S C M N F(Ly,[0,2X]),
entdo S C M. Portanto, S C M N F(L,,[0,2n]). O
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O proéximo exemplo ilustra a diferenga entre as condigoes (TC) e (STC) e mostra que

a funcao ¢ nem sempre é continua em X.

Exemplo 3.16. Considere o semigrupo em R?

m(t)(x,y) = (& +1,y) (3:2)

e o conjunto M = {(z,y) € R* : z = 0} N {(x,y) € R? : x = y,x > 0}. Note que o
ponto (0,0) satisfaz a condigdo (TC) mas nao satisfaz a condigdo (STC), veja a Figura
. Além disso, para cada ponto (0,y) € R?, com y > 0, temos que ¢(0,y) = y e
$(0,0) = +00. Seja {2y }nen C R? dada por z, = (0, +) com limOo z, = (0,0). Temos

n—+

. o] < . e
liminf ¢(z,) = liminf — = 0 < +o0. Portanto, ¢ ndo é semicontinua inferiormente no
n—-4oo n—+oo N

ponto (0, 0).

M i

em)
~—

Figura 3.7: Trajetérias do Sistema 1}

A seguir apresentamos alguns resultados sobre a semicontinuidade da funcao ¢ em X.

Teorema 3.17. Seja (X, m; M, I) um sistema dindmico impulsivo. Entdo, a fungio ¢ é

semicontinua inferiormente em X \ M.

Demonstragdo. Sejam a € X \ M e {z,},en C X uma sequéncia arbitrdria tais que
z, "2 a. Suponha inicialmente que ¢(a) = +o00. Caso exista uma subsequéncia
{2y, }ren tal que a sequéncia {¢(x,, ) }ren convirja para algum nimero real s > 0, entao
T(d(Tn, )T, gmaryy 7(s)a. Como 7(¢(zy,))Ts, € M para todo k € N e M ¢é fechado,
segue que 7(s)a € M. Logo, ¢(a) < s, o que é uma contradi¢cao. Por consequéncia,

liminf o(z,) = +o00 = ¢(a). Agora, vamos supor que ¢(a) = ¢ com ¢ € (0,+00). Seja
n—-+0o0

[ = liminf ¢(x,,). Se l < 400, entdo existe uma subsequéncia {x,, }ren tal que a sequéncia
n—+00

{é(xn, ) }ren converge para l. Assim, w(¢(zn,))Tn, gmare m(D)a. Como 7(¢(y,))Tn, € M
para todo k € N e M é fechado, segue que w(l)a € M e, portanto, ¢(a) < [, ou seja,

liminf ¢(z,,) > ¢(a), como querfamos mostrar. O
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Teorema 3.18. Seja (X, 7; M, 1) um sistema dinamico impulsivo e suponha que v € M

nao seja ponto inicial. Entao a funcdo ¢ ndao é semicontinua inferiormente em x.

Demonstracao. Seja x € M um ponto nao inicial, entao existem € > 0 e y € X tais que
m(e)y = x. Note que podemos escolher y ¢ M. Sem perda de generalidade podemos
supor que 7([0,€))y N M = 0. Seja {€,}nen C Ry uma sequéncia crescente tal que €, > 0
para todo n € N e ¢, "=25° €. Provemos que ¢(m(e,)y) = € — ¢, para cada n € N. De fato,
inicialmente observamos que m(e — €,)7(e,)y = w(e)y € M. Suponhamos, por absurdo,

que exista ng € N tal que ¢(7(€,,)y) = tn, < € — €. Assim,
T(€ng + tng )y = T(tng )T (€ny)y € M,

com 0 < €, < €ny + tn, < €, contradizendo o fato de que 7([0,€))y N M = (). Entao
definimos ¢(w(€,)y) = € — €,, n € N. Desse modo, tomando y,, = 7(e,)y, n € N, temos
n—+00
quey, — ze
Oyn) = o(m(en)y) = € — & "0 < o(a).

Portanto, ¢ nao é semicontinua inferiormente em z € X. O

O resultado a seguir apresenta condigoes suficientes para a semicontinuidade superior

da funcao ¢ em X.

Teorema 3.19. Se (X, m; M, I) € um sistema dinamico impulsivo tal que todo x € M

satisfaz a condi¢ao (TC), entdo ¢ é semicontinua superiormente em X.

Demonstracao. Dado x € X, mostremos que ¢ é semicontinua superiormente em x. Se
~ ~ . n——+00
¢(z) = +o0, entao para toda sequéncia {x, tneny C X com x, — x, ocorre que

lim sup ¢(x,,) < 400 = ¢(z),

n—-+0o00

isso implica que ¢ é semicontinua superiormente em x. Agora, suponha que ¢(z) = u €
(0,400), entao 7(u)x =y € M e w((0,u))z N M = (. Como todo ponto em M satisfaz
a condigao (TC), pelo Lema , existem 0 < € < u e um conjunto fechado L tais que
F(L,[0,2¢]) ¢ um TC-tubo através de y € M com uma e-segdo S = F(L,¢). Como
F(L,0,2¢]) é uma vizinhanca de y e m(u) é continua, existe uma vizinhanga V' de z tal
que w(u)V C F(L,0,2¢€]), isto é, m(u)z € F(L,[0,2¢]) para qualquer z € V. Além disso,

para qualquer z € V| existe ¢, € [0, 2¢] tal que
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m(t)m(u)z =7n(t, +u)z € L,

com u+t, —e>0. Entdo w(e)m(u+t, —e)z =7m(u+t,)z € L. Logo
m(u+t, —€)z € F(Le)=S C M.

Dai, ¢(z) <u+t, —e <u+e= ¢(x)+ e Portanto, ¢ é semicontinua superiormente em

X. ]
O teorema abaixo nos diz quando a fun¢ao ¢ é continua em X.

Teorema 3.20. Seja (X, 7; M, I) um sistema dindmico impulsivo. Se todo ponto em M

nao € ponto inicial e satisfaz a condigao (TC), entao ¢ € continua em x € X se, e somente

se, v € X\ M.

Demonstracdo. Suponha que ¢ seja continua em x € X. Se x € M entao, pela Teorema
¢ nao ¢é semicontinua inferiormente em x, o que contradiz o fato de ¢ ser continua
em X. Logo, z € X \ M. Reciprocamente, seja z € X \ M. Pelo Teorema [3.17 ¢ ¢
semicontinua inferiormente em x e, pelo Teorema ¢ € semicontinua superiormente

em x. Portanto, ¢ é continua em x. O

Como estamos interessados na continuidade da fungao ¢ em X \ M, vamos assumir

ao longo deste trabalho que

‘Néo existem pontos iniciais em M. ‘

Definicao 3.21. Dizemos que um ponto v € M satisfaz a Condi¢ao Forte de Tubo
Especial (SSTC) se satisfaz a condi¢io (STC) com um A-tubo F(L,[0,2M]) e F'(L, [0, A])N
I(M)=0.

Finalizamos esta secao com a seguinte proposicao que ira nos auxiliar no estudo da
invariancia negativa dos conjuntos w-limites nos dando melhor compreensao sobre o com-

portamento das trajetérias impulsivas perto do conjunto impulsivo M.

Proposicao 3.22. Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo tal que I(M) N
M = 0. Sejay € M satisfazendo (SSTC) com um A-tubo F(L,[0,2X]), entdo 7(t)X N
F(L,[0,]) = 0 para todo t > A.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradigao, que existam ¢t > Ae z = 7(t)z € F(L, [0, \]),

para algum x € X. Seja p € [0, A] tal que 7(u)z € L. Se p = A entao z € S C M. Como
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I(M)N M = (), pela Observagao , nenhum ponto de M pode estar em uma trajetoria
impulsiva, e como z € M e estd na 7-trajetéria de x temos uma contradicao. Entao,
p e [0, N).

Se t < ¢(z) entdo z = 7(t)r = w(t)x. Tomando w = w(t — (A — u))z, temos

T(Nw =7\t — (AN —p))ex=7n(t+ p)z =rn(p)r(t)r = w(n)z € L.

Logo w € S C M, o que é uma contradi¢ao pois t — (A — u) < ¢(z). Portanto, ¢(z) > t.
Considere agora o caso z = 7(t)x = w(t')xt, onde zt € I(M) e t' € [0,¢(x)). Se

t' > X — u, entdo tome w = 7(t' — (A — p))zT. Assim,
TMNw =7MN7(t' — (X = p))zt =a(p)rt )zt = m(p)z € L.

Consequentemente w € S C M, pois F(L,\) = S. Dessa forma, chegamos mais uma
vez em uma contradigdo pois t' — (A — p) < t' < ¢(zT). Por fim, se ¢ € [0,\ — p)
entdo 7(t' + p)zt = w(w)r(t)at = w(u)z € Le 0 < t'+pu < A\ Dai, 27 € I(M) e
xt € F(L,[0, ), contradizendo a condi¢ao (SSTC), isso demonstra a proposicao. O

3.3 Conjunto Limite Impulsivo

Nesta secao apresentamos a definicao de conjunto limite impulsivo e algumas de suas
principais propriedades, que serao fundamentais no estudo de um atrator global para um
sistema dinamico impulsivo (X, 7; M, ). Primeiramente exibimos algumas definigoes e

um lema auxiliar.

Defini¢ao 3.23. Considere (X, m; M, I) um sistema dindmico impulsivo e A um subcon-

gunto nao vazio de X. Dizemos que A é

i) positivamente w-invariante, se w(t)A C A para todo t > 0;
ii) megativamente w-invariante, se 7(t)A D A para todo t > 0;
iii) w-invariante, quando 7 (t) A = A para todo t > 0.

Observacgao 3.24. Os conceitos de invariancia em Semigrupos continuos e nao continuos
(sistemas dinamicos impulsivos) nao sao equivalentes, como mostra o Exemplo . Com
efeito, o conjunto A =1[0,2) x R ¢é positivamente T-invariante, mas ndao € positivamente

m-invariante, pois dadost =2 e (1,0) € A, temos w(2)(1,0) = (3,0) ¢ A.
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Definicao 3.25. Dados A, B C X. Dizemos que A w-atrai B, ou que B ¢ atraido por
A por meio da trajetoria impulsiva 7 () quando

lim dy (7 (t) B, A) = 0.

t—+00

Ou equivalentemente, se dado € > 0 existe T =7 (€, B) > 0 tal que 7 (t) B C B (A;¢€) para
todot > 7.

Lema 3.26. Sejam A C X e K um subconjunto nao vazio e compacto de X tais que K 7-
atrai A. Entao para quaisquer sequéncias {xn }nen C A e {t, }neny C Ry comt, " 4o,

a sequéncia {7 (t,)x, tnen € relativamente compacta.

~ . A . n—-+00o
Demonstragao. Sejam {x, },en uma sequéncia em A e {t, } ey em Ry com t,, — +o00.

Como K 7-atrai A e d(7(t,)zn, K) < dgy(7(t,)A, K) temos

lim d(7(t,)z,, K)=0.

n——+oo

Logo, pelo Lema [1.3] a sequéncia {7 (t,)2, }nen admite uma subsequéncia convergente,

como queriamos mostrar. L]

Nos representamos a orbita positiva impulsiva de x € X a direita de s > 0 pelo

conjunto
Vo (x) = {7(t)z : t > s},

e definimos 7 (z) = 37 (z).

Dado um conjunto B C X denotamos 7, (B) = U ().

reB
Para x € X e B C X, definimos o conjunto w-limite impulsivo de = e B, respecti-

vamente, por
O(x) =7 (x) e @(B) =7 (B).
>0 >0
Semelhante ao caso de semigrupo, apresentamos a caracterizagao por sequéncias dos

conjuntos w-limites impulsivos.

Lema 3.27. Sejam m (-) um sistema dinamico impulsivo e B C X, entdao &(B) € fechado
e
W(B) ={z € X : existem sequéncias {Z, }nen C B e {t;}nen C R4

: - +
com t, "2 400 tais que T (ty)xz, "= x}.
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Demonstracao. A demonstracao é andloga a do Lema [2.18] O

Definicao 3.28. Dizemos que um conjunto K C X ¢é um pré-atrator se K ¢é pré-
compacto, KN M = () e T-atrai todo subconjunto limitado de X. Se um sistema dindmico
impulsivo (X, m; M, I) tem um pré-atrator, entdo dizemos que o sistema dinamico impul-

siwo € limitado dissipativo.

Proposicao 3.29. Se (X, m; M, 1) é um sistema dindmico limitado dissipativo com um
pré-atrator K, entdo para qualquer subconjunto limitado ndo vazio B de X o conjunto

@(B) € ndo vazio, compacto, 0(B) C K e &(B) 7-atrai B.

~ . ~ . T n——+00
Demonstracao. Seja {t,}neny uma sequéncia arbitraria em R, tal que t,, —> +400. Uma
vez que B é ndo vazio, tomemos {z, } ,en uma sequéncia de pontos em B. Como K 7-atrai

subconjuntos limitados de X, temos
d(7(tn)2n, K) = d@ (tn) 2, K) < dp(7(tn) B, K) "=5° 0.

Como K é compacto, pelo Lema, , a sequéncia {7(t,)z, then admite uma subsequéncia
convergente com limite em @(B). Isso mostra que w(B) é nao vazio. Agora, dado z €
@(B), entdo 7(t,)z, "—5° x para alguma sequéncia {2, bneny C B e {tp}nen C Ry com

t, "Z5° 4 00. Sabendo que K m-atrai B, temos

d(7(tn) 0, K) < dg(7(t,) B, K) "=5° 0.

Consequentemente, € K e, portanto, ©(B) C K. Além disso, como @(B) é fechado e
esté contido no compacto K, concluimos que @(B) é compacto.
Agora, vamos mostrar que @(B) -atrai B. Suponhamos, por contradigao, que existam

n—-+00

sequéncias {x, }neny C B, {tntneny C Ry, &, —> 400, € g > 0 tais que
dy (7 (ty)x,,w(B)) > ¢ para todo n € N.

Mas d(7(t,)xn, K) "=25° 0, entao alguma subsequéncia de {7 (f, )2, }nen converge para
um ponto ¥ € K. Consequentemente x € ©(B) e, pela continuidade da fun¢ao distancia,

0 =d(z,0(B)) > €, 0 que é uma contradigao. Logo, w(B) 7-atrai B. O
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3.3.1 Invariancia do Conjunto w-limite

Ja que estamos em busca de um atrator para sistemas dinamicos impulsivos os con-
juntos w-limites sao bons candidatos. Por isso, nesta subsecao estudamos a invariancia
dos conjuntos w-limites impulsivos.

O préximo lema diz que a fungao 7 se comporta como uma fungao continua em X \ M,
sob uma pequena correcao no tempo. E um resultado auxiliar importante que sera usado

para demonstrar a invariancia positiva e negativa do conjunto @(B) \ M.

Lema 3.30. Seja (X, 7; M, I) um sistema dindmico impulsivo tal que I(M)NM = e
cada ponto de M satisfaz a condi¢ao (STC). Sejam x € X \ M e {z, }nen uma sequéncia
de pontos em X tais que z, " Entao, dado t > 0 existe uma sequéncia {n, }nen em

R tal que n, "= 0 € Tt + 1)z —s 7 (t)z.

n—-+00

Demonstragdo. Sejam t > 0, z € X \ M e {z,}nen C X tal que 2, — 2. Vamos
separar em quatro casos distintos.

Caso 1 ¢(z) = +oc.

Como ¢ ¢ continua em X \ M, entdo ¢(z,) "~ ¢(z). Assim, existe ng € N tal que
¢(z,) > t para todo n > ng. Com isso, para n > ng vale 7(t)z, = 7(t)z,. Escolhendo

N, = 0 para todo n € N, pela continuidade de 7, obtemos

F(t+ 1) 20 = T(H)zn = T(t) 20 "—5° w(t)x = 7).
Para os proximos casos, vamos assumir que ¢(z) < 4+o00. Como ¢(z,) "==5° ¢(x), pode-
mos supor que ¢(z,) < 0o para todo n € N.

Caso 2: 0 <t < ¢(x).

Seja € > 0 tal que 0 < € < ¢(z) — t, isto é, t < ¢(x) — €. Pela continuidade de ¢ em
x existe ng € N tal que ¢(z) — € < ¢(z,) para todo n > ng. Entdo t < ¢(z,) e por isso

7(t)z, = 7(t)z, para todo n > ng. Tomando 7, = 0 para todo n € N, segue que

Tt 4 0n)zn = T(E)zn = 7(t) 20 "—5° w(t)x = 7(t)a.
Case 3: t = ¢(x).
Sejam z; = 7(t)x e 7(t)x = 7(d(x))x = I(x1) = z{ ¢ M, pois I(M) N M = (). Note
que7

(za)1 = 7(D(20)) 20 "=5° w(p(2))x = 21 € M.
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Como I é continua, temos
(za){ = I((2n)1) "= I(21) = 7.

Defina 1, = ¢(2,) — ¢(z) = ¢(2,) —t, n € N. Como ¢(z,) "=5° ¢(x) obtemos uma

sequéncia {n, }neny em R satisfazendo 7, fmarey) Logo,

Caso 4: t > ¢(z).

Neste caso, existe m € N tal que t = t,,(x) + ¢ com 0 < t' < ¢(x}) e ty(r) =

m—1
Z é(x}). Defina {(2,);}ien indutivamente por
i=0

(Zn>1 = W(Cb(zn))zn S (Zn>z‘+1 = 7(¢((zn)j))(zn)j> i €N.

Como B(z,) "=5° ¢(x), temos

Pela continuidade de I,
()] = 1((za)1) "= (1) = 27
Agora, como z} ¢ M entdo ¢((z,)7) "=° ¢(z7). Dali,

(zn)e = T(((za) 1)) (za)] "= w(d(a]))2f = 2.

Prosseguindo com esse processo, obtemos (z,); gmare x; para todo ¢ € N. Também, pela
continuidade de I, (z,); marey x4 € N. Assim,
m—1 m—1
tm(zn) = O((2n);) e o) = tm(z) =t =t
=0 =0

Defina a sequéncia {7, tnen por 1, = tn(z,) +t —t. Note que n, "0 et + N =
tm(2n) + 1 >0 . Como ¢((z,)+) "=5° ¢(x) > ', m € N, entdo para n suficientemente

grande podemos assumir que ¢((z,),.) > t’. Portanto,

F(t+ 1)z = 7() (z0)E "5 w1 ()2t = 7w,
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finalizando a demonstracao do lema. O

No Exemplo [3.8] temos que @((z,y)) = [0,2] x {0} para todo (z,y) € {(z,y) €
R? : # < 2}. Mas, a trajetéria impulsiva do ponto (2,0) nao estd contida em @((2,0)).
Portanto, nem sempre o conjunto w-limite impulsivo é positivamente 7-invariante, como
no caso sem impulso. No entanto, o conjunto @((2,0))\ M no Exemploé positivamente

m-invariante. Veremos a seguir que este fendmeno pode ser garantido.

Proposicao 3.31 (Invariancia Positiva). Seja (X, 7; M, I) um sistema dinamico impul-
sivo tal que I(M)N M = 0 e cada ponto de M satisfaz a condigao (STC). Entdo para

qualquer conjunto nao vazio B C X, o conjunto @(B) \ M € positivamente T-invariante.

Demonstragao. Sejam © € ©(B) \ M e t > 0. Entao existem sequéncias {z,}neny C B
e {tn}neny C Ry, t, "2 4o, tais que 7(tn)zy "2E° 4. Pelo Lema existe uma

sequéncia {n, }nen C R tal que 7, "0 e

Tty + t 4 1) a0 = Tt 4 0) 7 (tn) 2y "—5° 7 (t)a.
Como t, + t + 1, "5 400 entdo 7(t)z € @(B). Além disso, a hipétese I(M) N M = )
implica que 7(t)x ¢ M. Portanto 7(t)x € @(B) \ M, e isso prova a invariancia positiva

de @(B) \ M. O

Para a m-invariancia negativa dos conjuntos w-limites impulsivos é necessario estudar
o comportamento das trajetérias impulsivas proximo ao conjunto impulsivo M. A seguir
apresentamos uma sequéncia de resultados que serao necessarios para obter o resultado

desejado.

Lema 3.32. Sejam (X, m; M, I) um sistema dindmico impulsivo tal que cada ponto em

M satisfaca a condigcdo (STC), z € X \ M e {zp}nen uma sequéncia em X \ M tal que

Ay Entao, se {an}nen C Ry € tal que ay, fmary 0, temos T(ay,)z, jmary

n—-400

Demonstra¢ao. Como z € X \ M, pela continuidade ¢ em X \ M, temos que ¢(z,) —>

3¢(2)

$(2). Logo, podemos assumir que @ < ¢(zn) < 75= paratodon € N. Como o, "2EC,

também podemos considerar que 0 < a,, < ¢(z,) para todo n € N. Consequentemente,
n—+00

pela continuidade do semigrupo 7 (-), concluimos que 7(ay,)z, = 7(a,)z, — w(0)z =

z. O

Corolario 3.33. Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo tal que I(M)NM = ()

e cada ponto de M satisfaz a condigao (STC). Sejam z € X \ M e {2, }nen uma sequéncia
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em X tal que 2z, "255° 2. Entdo, dado ¢ > 0 existe uma sequéncia {€n}nen C [0, +00) tal
que €, 250 e 7Tt + )z "= 7 (t).

Demonstragao. Sob essas hipGteses, pelo Lema [3.30] sabemos que existe uma sequéncia
{7 nen C R tal que 7, "=5° 0 e 7(t+10) 20 —5° 7(t)z ¢ M. Escolhendo e, = 1, +|1.],
n € N, temos €, > 0 com ¢, "2 0. Pelo Lema , T(t+e€)zn =Tt + np + |Mnl)zn =
A7t +m) 20 "= 7 (1)2. O

No proximo lema veremos que dado um ponto em M e uma sequéncia de pontos
na “parte esquerda”’do tubo, isto é, em F(L, (A, 2)\]), existe uma subsequéncia de tal
modo que é possivel encontrar uma sequéncia de tempos positivos que “empurram”a

subsequéncia para o conjunto M, veja na Figura 3.8

M

Tk

Figura 3.8: Conjunto F'(L,[0,2)]) do Lema m

Lema 3.34. Sejam (X, m; M, I) um sistema dindamico impulsivo e x € M satisfazendo a
condi¢io (STC) com A-tubo F(L,[0,2)\]). Suponha que exista uma sequéncia {z,}nen tal
que zp € F(L, (X, 2X]) € 2, "=5° x. Entao existem uma subsequéncia {zn, }ren de {zn bnen
e uma sequéncia {€g ren tais que € > 0, € g 0, o, = m(€g)2n, € M, ¢(2n,) = € €

k—+o00
T —> X

Demonstracgao. Seja x € M satisfazendo a condi¢ao (STC) com A-tubo F(L,[0,2)]) e
suponha que exista uma sequéncia {z, }nen C F(L, (A, 2)]) tal que 2, "—5° z. Como
zn € F(L, (X, 2)\]), existe A, € (A, 2] tal que m(\,)z, € L para todo n € N. Podemos
escolher uma subsequéncia {\,, }ren de {\, }rnen convergente tal que A, "2 N e (A, 27].
Pela continuidade de 7 e usando o fato de que L ¢é fechado, temos que m(\,, )2n, sy

m(A)z € L. Assim, x € F(L,\)NF(L, ), o que implica que A = \. Sejam ¢; = An—A >0

e vy = m(€)2n,. Temos

TN = 7(AN)7(er)zn, = 7(An, )20, € L.
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Logo zy, € F(L,\) =S C M. Note que ¢ gar o e, pela continuidade de T,

N

Tp = m(er)zm, 5 7(0)2 = 2.
Nos resta mostrar que ¢(z,,) = €. Suponha que exista t, € (0,¢;) tal que w,, =

7(to)zn, € M. Assim,
T(An, — to)Wn, = T(An, — t0)7(t0)2n, = T(An,)2n, € L.

Como 0 < A, —to < 2\ —ty < 2, entao w,, € F(L,[0,2\]) N M = S. Com isso, w,, €
F(L,\)NF(L, A\, —to), 0 que implica A = \,,, —to. Consequentemente, ty = \,, —\ = €,

o que é uma contradicdo. Portanto, ¢(z,, ) = €. ]

O lema a seguir nos garante que o conjunto w-limite impulsivo possui pontos nao

pertencentes ao conjunto M.

Lema 3.35. Seja (X, m; M, I) um sistema dindmico impulsivo com I(M)NM = (). Supo-
nha que cada ponto de M satisfa¢a a condi¢ao (SSTC) e seja B C X. Sey € @(B)N M,
entdo I(y) € w(B)\ M.

Demonstracao. Sejam B C X e y € @w(B) N M. Entao existem sequéncias {z, }nen C B
e {tn}neny C Ry, com ¢, e +00, tais que y, = 7(t,)x, mare y. Podemos assumir que
yn € F(L,]0,2)]) e t, > A para algum A-tubo F(L, [0, 2)]) através de y e n suficientemente
grande. Conforme a Proposicao sabemos que 7(t)X N F(L,[0,\]) = 0 para t > A,
entdao y, € F(L, (X, 2)]). Pelo Lema [3.34] existem uma subsequéncia {y,, }ren € uma
sequéncia {eg ey com € > 0 e € F2E0 ) tais que 7(€g)Yn, € M e m(eg)Yn, e y. Pela

continuidade de I, obtemos

T (tny + €x)n, = T(ex)T(tny )Tny, = T(€x)Yny = I(7(€x)Yny) Kt I(y).

Desse modo, I(y) € @(B) e, como I(M)N M =, concluimos que I(y) € &(B)\ M. O

Com os resultados obtidos anteriormente podemos provar a 7-invariancia negativa

para o conjunto w-limite impulsivo.

Proposicao 3.36 (Invariancia Negativa). Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impul-
sivo tal que I(M)NM =0 e cada ponto de M satisfaz a condi¢io (SSTC), e seja B C X.

Se W(B) € compacto e T-atrai B, entao w(B)\ M € negativamente T-invariante.
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Demonstra¢ao. Sejam x € O(B)\M et > 0. Entao existem sequéncias {z,}neny C B e

n—-+00 n—-+0o n—-+00

{tn}nen C Ry, t, —> 400, tais que 7(t, )z, — . Note quet, —t — +o00. Como

@w(B) é compacto e 7-atrai B, pelo Lema a sequéncia {7 (t, — )T, }nen possui uma

N . ~ ~ n——+o00
subsequéncia convergente, que manteremos a mesma notagao, e w(t, — t)r, — y €
w(B).

Caso 1: y € M.

Pela Proposicao podemos assumir que os pontos y, = 7(t, — t)x, estdo em
F(L, (X, 2)]) para todo n € N, onde F(L, [0,2)]) é um A-tubo através de y. O Lema[3.34]

N . N . n—4o00
nos garante a existéncia de uma sequéncia €, — 0, ¢, > 0, tal que z, = m(€,)y, € M e

n——+00 N . ;. . .
z, — 4y, renomeando a sequéncia se necessario. Usando a continuidade de I obtemos

que 27 = T(en)yn = I(2n) "= I(y) = 2, ¢ z € @(B) \ M, pelo Lema [3.35] Agora, pelo

s . . ~ . ~ . —+ ~ —+
Corolario existe uma sequéncia ndo negativa a, —= 0 tal que 7(t + ay,)z "

7(t)z. Por outro lado,
Tt + an)zt = Tt + an)T(€n)yn = Tt + an + €,)T(ty — )n = T + €,)7(tn) T

e, pelo Lema , F(an + €))7 (tn)n "—5° 2 € @(B) \ M. Isso implica que (¢t +
o)zt "5 2. Logo, © = 7(t)z € #(t)(@(B) \ M).

Case 2: y ¢ M.

Denote y,, = 7(t, — t)x, para todo n € N. Pelo Corolario , existe uma sequéncia

n—-+400

{€n}tnen, €n >0, €, — 0, de modo que

n—-+o0o

Tt +en)yn — 7(t)y.

Mas,
7~T(t + en)yn = 77'(75 + Gn)ﬁ(tn - t)xn = ﬁ(en)ﬁ(tn)xn nj)oo z)
conforme o Lema [3.32] Portanto, x = 7(t)y € (t)(@(B) \ M). O

3.3.2 Atracao do Conjunto w-limite

Sabemos que se um sistema dinamico impulsivo ¢é limitado dissipativo e B é um sub-
conjunto nao vazio de X, entao w(B) 7-atrai B (Proposicao[3.29). Mas @(B) pode possuir
pontos de M e, como veremos adiante, buscando uma representacao do atrator global para
sistemas com impulsos por conjuntos limites nao queremos pontos de M no atrator global.

Por isso, nosso objetivo é mostrar que w(B) \ M também 7-atrai B.
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Lema 3.37. Seja (X, 7; M, 1) um sistema dinamico impulsivo com as sequintes proprie-

dades:

H1 - O sistema dinamico impulsivo € limitado dissipativo com um pré-atrator K ;
H2 - I(M)NM =0 e cada ponto de M satisfaz a condi¢ao (SSTC);

H3 - Existe £ > 0 tal que ¢(z) > & para todo z € 1(M).

Se B ¢é um subconjunto limitado ndo vazio de X, entio &(B)NM C &(B)\ M.

Demonstragao. Seja x € O(B) N M, entao existem sequéncias {z, }nen C B e {tn}neny C
Ry, com t, "=55° +oo, tais que z, = 7(tn)Tn —° . Seja F(L,[0,2\]) um A-tudo
através de . Como F(L,[0,2)]) contém uma vizinhanga de z entdo contém uma in-
finidade de pontos z, = 7(t,)x,. Assim, podemos assumir, pela Proposigao [3.22] que
2y = T(tn)r, € F(L,(A\2X]). Sejam {€,}nen como no Lema e {Mlnen C Ry
tais que €, = A\, — A > 0, isto é, A\, "ZEC N e A, > A para todo n € N. Passando
a uma subsequéncia de {\,},en, se necessario, vamos assumir que {A,}nen C (A, 2]
el <e =N — AL g para todo n € N. Como = € M, existe ¢, > 0 tal que
F(z,(0,e;)) " M = (). Seja my € N tal que mio < min{q,%}. Para cada m > my
considere a sequéncia

1
wf’j:fr(tn——>:cn,n€N.
m

Pela Proposigao m, @(B) é compacto e 7-atrai B. Entao, pelo Lema m, podemos
assumir que a sequéncia {w!"}, ey possui uma subsequéncia convergente, que denotamos
da mesma maneira, com w™ "==5° y,. € @(B) para cada m > my.

Afirmamos que ¢(w)') > = para todo n € N e m > my. Com efeito, suponhamos
que ¢p(w") < L para algum n € N e m > mg. Note que m(¢(w))w? € M e considere

ot = 7(Pp(w))wir € I(M). Temos que

(et o - ot ) ot = w7 = o0l ) o

Como + — p(w) < = < &, entao
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Assim, 7 (en + % — ¢(w7T)) v = m(€n)zn € M, 0 que é uma contradi¢ao pois 0 < €, +

L _puwm™) <e + 2+ < %—{—g =¢ e € I(M). Isso mostra que para todo n € N e

m n m

(Do (LY up o ()4 (L) st

Dai, a continuidade de 7 resulta que (%) Ym = x € M. Porém % < €, isto é, y,, €

mzm()?

F(z,(0,¢,)) o que implica que y,, € @(B) \ M.
Agora, suponhamos que {y,, }men possua uma subsequéncia {y.,, }ien que converge
i—+00

para um ponto xg # x. Mas, z =7 (mi) Ym, — m(0)xg = o, esta contradi¢ao prova

i

que ym =57 . Portanto, z € @(B) \ M. O

Proposicao 3.38. Seja (X, m; M, I) um sistema dinamico impulsivo com as sequintes

propriedades:

H1 - O sistema dinamico impulsivo € limitado dissipativo com um pré-atrator K ;
H2 - I(M)NM =0 e cada ponto de M satisfaz a condigao (SSTC);

H3 - FEziste £ > 0 tal que ¢(z) > £ para todo z € 1(M).

Se B € um subconjunto limitado ndo vazio de X, entdo &(B)\ M 7-atrai B.

Demonstrac¢ao. Primeiramente vamos mostrar que @(B) = W Com efeito, como
w(B)\ M C @(B) segue que w(B) \ M C @(B) = &(B). Por outro lado, dado = € &(B).
Se x € @w(B) N M entdo, pelo Lemaw x € W(B)\ M. Agora, se x € &(B) \ M entao
S m, verificando a igualdade desejada.

Agora, a Proposicao nos garante que w(B) 7-atrai B. Dai,

0= lim dy(7(t)B,0(B)) = lim dg(7(t)B,0(B)\ M) = lim sup d(z,o(B)\ M).

t—s+o0 t—+00 t=+0 pek(t)B
Mas, d(z,0(B)\ M) = d(z,&(B) \ M). Logo,

lim sup d(z,0(B)\M)= lim sup d(z,o(B)\M)= lim dy(7(t)B,o(B)\M) =0.

t=+00 yex(t)B t=+00 yex(t)B t—+oo

Entao, @(B) \ M 7-atrai B, como querfamos provar. ]



Capitulo

4

Atratores (Globais para Sistemas

Dinamicos Impulsivos

Nosso objetivo neste capitulo é desenvolver uma teoria andloga ao Capitulo 2 para
sistemas dinamicos impulsivos, isto é, buscamos uma nocao 1til de atrator global para
sistema dinamico com impulso de forma que este objeto descreva o comportamento do
sistema ao longo do tempo. Para isso, é necessario encontrar uma definicao adequada de
atrator global. Utilizamos principalmente as referéncias [I] e [3] para este capitulo.

No caso continuo (sem impulso), o atrator global é um conjunto compacto. Em [2] os
autores mantém essa propriedade propondo a seguinte definicao de atrator global impul-
sivo.

Definig¢ao [7, Defini¢ao 3.3]. Um subconjunto nao vazio A de X é um atrator global

para um sistema semidinamico impulsivo (X, m; M, I) se satisfaz as sequintes condigoes:
i) A é compacto e ANM = {);

ii) A € T-invariante;

iii) A 7-atrai todo subconjunto limitado de X.

Esta definicao é consistente com a nogao de atrator global para semigrupos, isto é,
quando M = () as definicoes coincidem e, de fato, essa nocao de atrator global é til para
descrever a dinamica assintética de 7 em muitos casos. No entanto, como A4 é um conjunto
compacto, M é um conjunto fechado e AN M = () existe uma distancia positiva entre
esses conjuntos, isto é, existe € > 0 tal que B(A;e) N M = (). Sendo assim, dado = € X,

como A 7-atrai {z}, existe t, > 0 tal que 7(t)x C B(A;¢) para todo t > t,. Portanto,
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7(t)x ¢ M para todo t > t,, ou seja, a partir de um certo tempo a trajetéria impulsiva de
x nunca atinge o conjunto impulsivo M tornando-se uma trajetéria continua. Com isso,
essa definicao exclui uma classe importante de sistemas dinamicos impulsivos, uma vez
que o comportamento assintético de 7 nao é qualitativamente diferente do comportamento
assintotico de 7.

Para ilustrar, apresentamos um exemplo, retirado de [I], onde o comportamento as-

sintético de 7 e 7 sao diferentes.

Exemplo 4.1. Considere a seguinte equacao diferencial continua

1, x <0,
T = (4.1)
1—2, x>0,

com a condigao inicial z(0) = zp € R. As solugoes de (4.1]) sdo dadas por

t‘f‘l‘(}, $0<Oet€[07_$0)7
m(t)zo = { 1 — et zg < 0ete[—xg,+00),

(ro—1)e7 "+ 1, zg>0ete0,+00).

Note que neste caso existe apenas um conjunto limitado invariante, a saber, o conjunto

{1}, que chamamos de solucao de equilibrio e que é o atrator global para o Sistema (4.1).

7(t)xg

Figura 4.1: Trajetérias 7(t)zg e 7(t)xo.

Agora, consideramos o conjunto impulsivo M = {0} e a agao impulsiva [ : M — R

dada por I(0) = —1. As solugdes do Sistema (4.1)) com a agao de I sdo dadas por
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t + xo, o< 0etel0,—x),
T(t)ro = St + x9 — n, rg<0et€[—zg+n—1,—x0+n),neN,

(g —De"+1, x9>0ete]0,+00).

Neste caso, a dinamica é bastante diferente, ja que apareceu a orbita periddica impulsiva
[—1,0), veja Figura [4.1]

Observe que, neste exemplo, nao existe um subconjunto de R que satisfaga a definicao

apresentada em [2]. Mas destacamos alguns conjuntos interessantes:

e O conjunto A; = [—1,0)U{1} é T-invariante, T-atrai conjuntos limitados e A;NM =

(), mas A; nao é compacto.

e O conjunto Ay = [—1,0] U {1} 7-atrai conjuntos limitados, é compacto, mas A; N

M # () e nao é T-invariante.

e O conjunto A3 = [—1,1] 7-atrai conjuntos limitados, é compacto, é positivamente

7-invariante, mas nao é negativamente 7-invariante e Az N M = ().

Vimos na teoria de semigrupos continuos que o atrator global é caracterizado como a
reuniao de todas as solugoes globais limitadas de  (+) (Coroldrio 2.29)), e esta propriedade
estd intimamente relacionada com a invariancia do atrator global. Com isso, dado que
os conjuntos A e A3z nao cumprem tal propriedade, conjecturamos que o conjunto A;
¢ um candidato natural ao atrator global do sistema impulsivo uma vez que é o Unico
m-invariante.

Além disso, recordando a definicao de trajetorias impulsivas vemos que nao existem
pontos de M nas trajetérias impulsivas. Sendo assim, se estamos buscando a propriedade
de 7-invariancia para o atrator global impulsivo, entao é razoavel supor que nenhum ponto
de M deve estar nele. Com isso, a condicao AN M = () precisa ser mantida e isso implica
que a hipétese de compacidade precisa ser enfraquecida. Podemos ver que o conjunto A;
acima ndo é compacto, mas é pré-compacto e, além disso, A, = A; \ M.

Por estes argumentos tirados do exemplo, buscando alcangar uma classe maior de sis-
temas dinamicos impulsivos, em [I] os autores apresentam a seguinte defini¢ao de atrator

global que iremos considerar neste trabalho.

Definigao 4.2. Dizemos que um conjunto nao vazio A C X € um atrator global para

o sistema dindamico impulsivo (X, m; M, I) se
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i) A ¢ pré-compacto e A=A\ M;
ii) A ¢ m-invariante;
iii) A 7-atrai todo subconjunto limitado de X .

Observagao 4.3. Note que um atrator A para um sistema dindmico impulsivo cumpre a
definicdo de pré-atrator, isto é, é pré-compacto, ANM = () e w-atrai todos os subconjuntos
limitados de X. Portanto, se (X,m; M,I) possui um atrator global A, entdo o sistema

dinamico tmpulsivo € limitado dissipativo com pré-atrator A.

De posse da Definicao no Exemplo o conjunto A; é um atrator global para o

sistema dinamico impulsivo.

4.1 Propriedades do Atrator Global Impulsivo

A seguir, apresentamos algumas propriedades do atrator global impulsivo que sao

analogas as propriedades que vimos para o caso sem impulso.

Proposicao 4.4. Se um sistema dinamico impulsivo (X, m; M, I) possui um atrator global

A, entao ele é unico.

Demonstracao. Suponhamos que A; e Ay sejam subconjuntos de X satisfazendo a De-
finicao de atrator global. Entao, como ambos atraem subconjuntos limitados de X e

sao T-invariantes, temos
dH(.Al, ./42) = tLiinoo dH(ﬁ'(t)Al, AQ) =0= tLiiIloo dH('ﬁ'(t)AQ, .Al) = dH(.A27 ./41)

Logo, Ay C Ay = A, C Ay e Ay, C Ay = A, C Ay, o que implica que A; = A,. E,
consequentemente, A; = A; \ M = Ay, \ M = A,. O

Definicao 4.5. Dizemos que uma fungao ¢ : R — X € uma solugao global de 7 se
7(t)(s) =Y(t+s), para todot >0 e s eR.

Se (0) =z € X, dizemos que ¥ € uma solucao global de 7 através de x.

Observagao 4.6. O conjunto Y(R) = {¢(s) : s € R} € T-invariante. De fato, sejam
t > 0 arbitrdario e ¥(s) € P(R). Temos, 7(t)P(s) = Y(t + s) € Y(R). Por outro lado,
P(s) = w(t)(s —t) € T(t)Y(R). Entdo, Pp(R) = 7(t)(R) para todo t > 0, provando a

w-invariancia de P(R).
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Proposicao 4.7. Se o sistema dindmico impulsivo (X, m; M, I) possui atrator global A e

I(M)NM =0, entdo
A= {z € X : existe uma solugao global limitada de & através de x}.

Demonstragao. Seja 1 uma solucao global limitada de 7. Suponha que ¢ (t) € M para
algum ¢ € R. Entao, 7(s)Y(t — s) = (t) € M para todo s > 0, mas isso nado pode
ocorrer, j& que I(M) N M = (). Logo, concluimos que ¥)(R) N M = (). Agora, como 1(R)
é limitado e 7m-invariante, temos

0= lim dy(7FO)BR), A) = lim dy(¥(R), A) = dg(¥(R), A).

t——+oo t——4o00

Dai, ¥(R) C A e, consequentemente, ¢)(R) C A\ M = A.

Por outro lado, tomemos x € A. Como A é 7-invariante, entdao x € 7(1).A. Desse
modo, existe x_; € A tal que 7(1)z_; = z. Da mesma forma, existe z_, € A tal
que 7(1)x_g = z_;. Indutivamente, construimos uma sequéncia {z_,},en C A tal que
7(1)x_, = x_,41 para todo n € N, onde xg = . Definimos uma aplicacao ¥(t) : R — X
por

7(t+n)x_p, setel|-n,—n+1],neN,
(t)zo, set > 0.

P(t) =

=R

Como vimos na demonstracao do Teorema [2.12 por meio dessa construcao, 1 é uma
solucao global de 7 através de z, e é limitada pois ¥(R) C A, o que finaliza a prova da

proposicao. O

A seguir vemos uma caracterizacao de atrator global para sistemas dinamicos impul-

sivos por meio dos conjuntos w-limites impulsivos.

Proposicao 4.8. Se um sistema dinamico (X,m; M,I) possui um atrator global A e
I(M)NM =0, entao
A= {J @®B)\ M),

BeB(X)

onde B(X) denota a cole¢ao de todos os subconjuntos limitados de X .

Demonstragao. Seja B € B(X), como A é também um pré-atrator para o sistema, pela
Proposicio [3.29) @(B) € A. Assim, @(B) \ M C A\ M = A.
Para mostrar a inclusdo inversa, seja z € A. Entdao x ¢ M e, pela Proposigao ,

existe uma solugao global limitada 1) de 7 através de . Seja {t, }nen C Ry uma sequéncia
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arbitraria tal que ¢, "—=° +o00. Como 7 (t,)¢(—t,) = & para todo n € N, temos que

z € @(1(R)). Logo, x € &(¢(R)) \ M. Visto que 9(R) é um subconjunto limitado de X,

concluimos que z € U (w(B)\ M). O
BeB(X)

A préxima proposicao mostra que o atrator global A de um sistema dinamico impulsivo

é o menor subconjunto de X satisfazendo A = A\ M e 7-atraindo subconjuntos limitados

de X.

Proposigao 4.9. Se um sistema dinamico impulsivo (X, 7; M, I) possui atrator global A,
entio A é o menor subconjunto entre todos os subconjuntos K de X tal que K = K \ M

e que T-atrai todo subconjunto limitado de X .

Demonstragio. Seja K C X tal que K = K \ M e K #-atrai todo subconjunto limitado

de X. Como A é m-invariante e K 7-atrai A, temos
dy(A, K) = dy(7(t)A, K) =52 0.

Consequentemente, A C K, o que implica que A C K e A= A\M Cc K\ M = K.
Portanto, A C K. ]

Definigao 4.10. Dizemos que um sistema dinamico impulsivo (X, m; M, I) € fortemente
limitado dissipativo, se existe um conjunto nao vazio pré-compacto K em X tal que
KNM =0 em-absorve todo subconjunto limitado de X, isto €, para qualquer subconjunto
limitado B C X existe tg > 0 tal que 7(t)B C K para todo t > tg. O conjunto K €

chamado w-absorvente.

Observe que se (X, m; M, I) é fortemente limitado dissipativo, entao é limitado dissi-
pativo. A seguir, apresentamos um resultado que garante a existéncia de atrator global

para um sistema dinamico impulsivo.

Teorema 4.11. Seja (X, m; M, I) um sistema fortemente limitado dissipativo tal que cada
ponto de M satisfaz a condigao (SSTC), I(M)N M = e existe & > 0 tal que ¢(z) > &
para todo z € I(M). Entao, (X, m; M, I) possui um atrator global A. Além disso, se K é

seu conjunto T-absorvente, entdo A € dado por A= & (K)\ M.

Demonstracao. Pela Proposicao m, W(K) é nao vazio, compacto e m-atrai K. Usando
isso e as Proposigoes e|3.36} temos que w(K)\ M é T-invariante. Agora, se 0(K)NM =
0, entdo w(K)\ M é ndo vazio. Mas, se @(K)N M # () entdo, pelo Lema [3.35] &(K)\ M
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¢ nao vazio. Além disso, temos O(K)\ M C &(K) = @(K). Logo, @(K)\ M é um
subconjunto pré-compacto de X. Agora, dado = € @(K), se x € ©(K) \ M, entao
z € O(K)\ M. Mas, se z € &(K) N M entao, pelo Lema [3.37, = € @(K) \ M. Portanto,
O(K) =&(K)\ M, o que implica que

G(K)\ M = &(K) \ M\ M.

Nos resta mostrar que w(K) \ M 7-atrai todo subconjunto limitado de X. Tomemos
arbitrariamente B C X limitado. Afirmamos que @(B) C @(K). De fato, seja = € &(B),

entao existem sequéncias {z,}neny C B e {t,}nen C Ry, com t, mare +00, tais que

7(tn)xy "ZE2° 2. Como o sistema é fortemente limitado dissipativo, existe tg > 0 tal que

7(t)z, € K para todo n € N et > tg. Logo, #(t, — t5)7(ts)t, "—5° . Isso mostra
que x € W(K), demostrando a afirmagao. Agora, como w(K)\ M contém @(B) \ M para
cada B C X limitado e, pela Proposi¢ao [3.38, w(B) \ M 7-atrai B, entao dado € > existe
7 > 0 tal que para todo t > 7 vale 7(t)B C B(w(B) \ M;¢e) C B(w(K) \ M;e). Portanto

W(K)\ M 7-atrai B e concluimos que w(K) \ M é atrator global do sistema dinamico

impulsivo. O
A seguir apresentamos dois exemplos para ilustrar a teoria desenvolvida.

Exemplo 4.12. Considere o sistema dinamico impulsivo em X = R? dado por

T =—z,

y=-y,

(2(0),5(0)) = (0, %0),
[T M = I(M),

onde M = {(z,y) e R* : 2> + y?> =1}, I[M) = {(z,y) E R? : 2 + y* = 9} e a fungao I é
dada da seguinte forma: para (x,y) € M considere o segmento de reta I'(, ;) que conecta
os pontos (z,y) e (3,y). O ponto I(z,y) é o ponto da intersecao I'¢, ) N I(M).

Seja {m(t) : t > 0} o semigrupo em R? gerado pelo Sistema sem impulso, isto &,
7(t)(z0, o) = (zoe ™, yoe ). Note que 7(¢)(z,y) =5 (0,0) e o conjunto {(0,0)} é o atra-
tor global deste semigrupo. Agora, considere o sistema dinamico impulsivo (X, 7; M, I).

E claro que I(M) N M = . Vejamos que cada ponto em M satisfaz a condicao (SSTC)
e que existe £ > tal que ¢(z,y) > £ para todo (x,y) € [(M).

Todo ponto de (z,y) € M satisfaz a condigao (SSTC). De fato, fixemos (x,y) € M.
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Figura 4.2: Trajetéria impulsiva de (xg, o) € R2.
Observe que, para cada t > 0, 7(t) é bijetiva. Agora, defina

arctan(y/x), sex # 0,
=412 sex=0ey >0,

o sex=0ey<O.

Sejam 0 < e < Zeg:[0—¢€0+e — R? dada por g(t) = (cost,sint). Tomemos X = 3,
S = Im(g) (a imagem de g) e L = w(A)S. Note que S e L sdo conjuntos fechados e
F(L,\) =S. Além disso, S = F(L,[0,2\]) N M e F(L,[0,\]) N I(M) = 0.

Seja (z,y) € I(M) qualquer, isto é, x > 0 e 22 +y*> = 9, e seja t = ¢(x,y). Entao

7(t)(z,y) € M. Logo, (ze ") + (ye™)? = 1. Assim,
e’ + ) =% M =1lee =32 ) =In3"?) < -2t =-2n3.

Portanto, t = In3 e todos os pontos (z,y) € I(M) atingem M pela primeira vez no
instante ¢ = In3. Entao, basta tomar £ = In3 > 0 e, assim, obtemos ¢(x,y) > £ para
todo (z,y) € I(M).

Agora, seja K = {(x,y) € R? : 22 + y*> < 9} \ M. Vemos que K ¢ um subconjunto
pré-compacto de R?, K N M = () e K -absorve todos os subconjuntos limitados de
R2. Consequentemente, o sistema dinamico impulsivo (X, m; M, I) é fortemente limitado
dissipativo e, pelo Teorema [4.11] possui atrator global dado por A = &(K) \ M.

Podemos ver que w(K) = {(0,0)}U{(x,0) : x € [1,3]}. Assim, A = {(0,0)} U{(z,0) :
z € (1,3]}, veja a Figura [4.2]
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O préximo exemplo mostra um sistema dindmico impulsivo que tem atrator global.

Exemplo 4.13. Considere o sistema dinamico impulsivo

&= f(),
x(0) = xo, (4.3)
I:M =R,

onde f : R" — R" é uma funcao de classe C!, xy € R", M C R" é o conjunto impulsivo
el : M — R"é a aplicacao impulsiva. Suponhamos que todas as solucoes do Sistema
(4.3) sem impulso estejam definidas em R e dao origem a um semigrupo = (-) em R™
Consideremos que I(M) N M = (), todo ponto em M satisfaz a condi¢ao (SSTC), e
que existe £ > 0 tal que ¢(x) > £ para todo z € I(M). Além disso, suponhamos que
T(x) = 400 para todo € R" e que a condigao seja valida, isto é, para todo x € M
existe €, > 0 tal que F (z,(0,e,)) N M =0 e w(t)x ¢ M para todo t € (0,¢,).

Agora, seja V € C'(R",R) uma funcao que satisfaz as seguintes propriedades:
i) VV(z)- f(z) < ay —aV(x), para todo x € R";
it) V(I(x)) < u, para todo x € M;
it1) V7 ((—o0, pu + o1]) ¢é limitado,
onde ay, a0 > 0 e > 0.

Lema 4.14. Se z € I(M) entao V(7(t)z) < p+ 5L para todo t > 0, onde 7(-)zo € a
solugao de (|4.5).

Demonstragao. Sejam z € [(M) e 0 <t < ¢(z) (Se ¢(z) = 400 tomamos 0 < t < ¢(2)).

Por i) temos

%V(ﬂ'(t)Z) =VV(r(t)z) - 7(t)z =VV(rm(t)z) - f(7(t)z) < a1 —axV(mw(t)2).

Colocando y(t) = V(m(t)z), temos y(t) = LV (x(t)z), logo

g0+ asy(t) < ar <= e (t) + azy(t)] < are

— %(eo‘zty(t)) < et

t
> e™y(t) —y(0) < 041/ e***ds
0
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= ely(t) = y(0) < e — 1)
(&%)
= Yl <2 e (y(O) - al) < S y(0).
(6) [6%) (6%)

Portanto, por i)

V(r(t)z) < ek +e 'V (2) < M +V(z)<p+ el para todo 0 <t < ¢(z).
(%) (%) %)

Com isso, decorre que V(7 (t)z) < p+ &L para todo 0 <t < ¢(2). Se ¢(z) = +o0 a
demonstracio acabou. Caso contrério, como z{ = 7(¢(2))z € I(M) podemos repetir o

processo feito acima partindo de z; e indutivamente obtemos o resultado desejado. [
Teorema 4.15. O sistema dinamico impulsivo (4.5) € fortemente limitado dissipativo.

Demonstracgao. Seja K =V ~((—oo, pu+ L))\ M. Por iii) sabemos que K ¢ limitado em
R™, logo é pré-compacto, e K N M = (). Resta provar que K 7-absorve todo subconjunto
limitado de R™, para isso é suficiente mostrar que para cada r € R" existem §, > 0 e
t, > 0 tais que

7(t)y € K, para todo y € B(x;0,) e t > t,.

Para isso temos alguns casos a considerar.

Caso 1: x ¢ M e ¢(z) = +o0.

Seja B uma bola centrada em z. Como B é compacto e V é continua entdo existe
B =max, 5 V(y). Dado k > max{0, —ay! ln(w'%)}, pela continuidade de ¢ em x existe
d = 0(z, k) > 0 tal que ¢(y) > k paratodoy € B(x;0) C B. Considere B(z,d) = B;U By,
onde By = {y € B(x;0) : ¢(y) = 400} e Bo ={y € B(x;9) : k < ¢(y) < +o0}.
Seja y € By arbitrério, usando os mesmos argumentos da prova do Lema [£.14] temos

V(r(ty) < 24 eV (y) < 2L 4 e,
(6%) (6D)

Agora, seja T = max{0, —a; ' ln(w%)} Se T'= 0, entao

ot (MY <oem (L )s0e F s1eu>18+1>8]
) = A1) 20 ezt enz =

Logo,

[0 (03 [0 (6%
Vir(t)y) < = +e < Lype g =2 4|8 < =< +p
o) Qg Qg 2%

paratodot >T ey € B;. Se T = —ay* ln(w'%), entao
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Qi —aiat a1 —aT aq /’L|ﬁ| a1
Vir)y) < —+e < —+e B < —+ < —+
() < - 18l < o B+l m TH

para todo t > T e y € B;. Portanto,

V(z(t)y) < oy upara todoy € Byet > T,
Q2

pois ¢(y) = +oo e w(t)y = 7(t)y para todo ¢t > 0.

Em B,, vemos que
V(r(t)y) < > + i para todo y € By e k < t < ¢(y),
Qg

eo Lema mostra que V(7 (t)y) < 52 + p para todo t > ¢(y) e y € B(z;9).

Caso 2: © ¢ M e ¢p(x) < +00.

Como ¢ é continua em z, existe 6 > 0 tal que |p(y) — ¢(z)| < 1 se y € B(x;6). Dali,
o(y) < p(x) + 1,y € B(x;9). Seja T = sup{op(y) : y € B(y; )}, entdo para todo t > T e
y € B(z;0) existem z € I(M) e s > 0 tais que 7(t)y = 7(s)z. Logo, pelo Lema [1.14]

V(r(t)y) < p+ Sl para todo t > T.
0%)

Caso 3: . € M e ¢(x) = +o0.
O ponto x € M satisfaz (SSTC) com um A-tubo F(L, [0,2)\]) e segdo S através de .
Entao existe € > 0 tal que B(z;¢) C F(L,[0,2)]). Considere os conjuntos

H, = F(L,(\,2\]) N B(z;¢) e Hy = F(L,[0,\]) N B(z;e€).

Afirmamos que ¢(y) < A para todo y € H;. De fato, tomemos y € H; arbitrario,
entdo existe p € (A, 2\ tal que m(p)y € L. Assim, m(u — N)y € F(L,\) =S C M.
Consequentemente, como p < 2\, temos ¢(y) < p— A < A. Deste modo, se y € Hy e
t > Xexistem s > 0 e z € I(M) tais que 7(t)y = 7(s)z e, pelo Lema {4.14] temos

V(r(t)y) < p+ a paratodoy € Hy et > A\
Qg

Por outro lado, como ¢(z) = +oo afirmamos que para qualquer k& > 0 existe 0 <
d = d(x,€e,k) < € tal que ¢(y) > k para todo y € B(z;9) N Hy. De fato, suponhamos,
—+00

o~ . N . . n
por contradigdo, que existam kg > 0 e uma sequéncia {x, },en C Hs tais que z, — =

e ¢(xn) < ko. Como z, € H, existe A, € [0,)] tal que 7(\,)z, € L. Escolhendo
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uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que \, —5° A e () "Z2EC .
Com efeito, tomando uma subsequéncia se necessario, temos A, mareyNc [0,\]. Pela
continuidade de 7 e como a sequéncia {7(A\,)Z, }nen estd contida no conjunto fechado L,
temos m(A,)zn "= w(v)z € L. Logo x € F(L,v) e como z € S = F(L,\) implica
que v = A. Analogamente, como {¢(z,)}nen C (0, ko] existe uma subsequéncia, que
manteremos a notagao, tal que ¢(x,,) marepe 0, ko]. Suponhamos que a # 0, isto é, que
a > 0. Como {m((2,))Zn tneny C M que é fechado, temos 7((2y))xn "—5° w(a)z € M.
n—+o0

Logo ¢(x) < a, o que é uma contradigao pois ¢(x) = +00. Logo ¢(x,) — 0. Portanto,

para n suficientemente grande,
O(xn) < Aem(d(zn))r, € F(L,[0,2\) N M =S = F(L,\).

Como m(p(xy))x, € F(L,\) temos que m(A)7(op(zy))x, = m(Pp(x,) + Nz, € L, isto
é, r, € F(L,A+ ¢(z,)). Além disso, x, € F(L,\,), entdo A, = ¢(z,) + A que é uma
contradigao pois A, € [0,A]. Esta contradicao mostra que para qualquer k£ > 0 existe
d > 0 tal que ¢(y) > k para todo y € B(z;d) N Hy. Agora, como no Caso 1, podemos

escolher 6 > 0 e T > 0 tais que

para todo y € B(x;6) e t > max{\, T}.

Caso 4: x € M e ¢(z) < +o0.

Neste caso a prova segue a mesma ideia da prova do Caso 3, a unica diferenca é que
usamos a semicontinuidade superior de ¢ em x € M e a prova do Caso 2 para mostrar

que

para todo y € B(x;0)NHy et >T. E para y € Hy a prova é andloga ao que foi apresen-
tado para o Caso 3.
Com isso concluimos para todos os possiveis casos que o Sistema (4.3)) é fortemente limi-

tado dissipativo. O
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Em virtude do Teorema obtemos a seguinte consequéncia direta.

Corolario 4.16. O Sistema (4.3) possui atrator global.



Capitulo

5

Semicontinuidade de Atratores

Agora que estamos familiarizados com a teoria de sistemas dinamicos impulsivos e seu
atrator global podemos apresentar um estudo sobre a continuidade sob perturbacoes de
sistemas com impulsos, bem como seus atratores globais.

Ao modelarmos matematicamente um problema real obtemos uma aproximagcao (ou
perturbagao) do problema original. Por isso, para nosso caso especifico, precisamos garan-
tir que ao perturbar um sistema dinamico impulsivo, o atrator global encontrado esteja
“perto”do atrator global para o sistema original. Sendo assim, considerando uma familia
de sistemas dinamicos impulsivos {X, m,; My, I, },cj0,1], apresentamos neste capitulo re-
sultados que estabelecem condigoes para garantir a semicontinuidade superior de uma
familia {A,},cj0,1) de atratores globais e a semicontinuidade inferior para o caso em que
temos um ndmero finito de elementos criticos dos semigrupos continuos. Utilizamos [3]
como a principal referéncia.

Comecamos com a definicao destes conceitos.

Definigao 5.1. Dizemos que uma familia {Ay,}neio1) de subconjuntos nao vazios em um

espaco métrico X é:

i) semicontinua superiormente em 1 =0, se limdy(A4,, Ag) =0;
n—0

ii) semicontinua inferiormente em n =0, se hH(l) du (Ao, A,) = 0;
n—

iii) continua em n = 0, se € semicontinua superiormente e inferiormente em n = 0,
n—0

isto €, se dy(A,, Ao) + du(Ap, A,;) — 0.

Antes de estudarmos a semicontinuidade de uma familia de atratores, apresentamos
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dois resultados, que serao utilizados adiante, e que caracterizam a semicontinuidade su-

perior e inferior de uma familia de subconjuntos de X.

Lema 5.2. Seja {A,}yc,1 wma familia de subconjuntos nao vazios e compactos de X.
A familia {Ay}peo,1) € semicontinua superiormente em n = 0 se, e somente se, dadas
sequéncias {n}ren C [0,1], com ny i 0, e {zx}ren C X, com x, € A,, para todo

k €N, a sequéncia {xy}ren possui uma subsequéncia convergente com limite em Ag.

Demonstragdo. Suponhamos que {A,},c0,1) seja semicontinua superiormente em 7 = 0
. N k— N
e consideremos uma sequéncia {n;}ren C [0, 1] tal que n 25° 0 e uma sequencia

{zr}ken C X com zy, € A,, para todo k € N. Assim,
d(zr, Ag) < d(A,,, Ag) *=55°0.

Logo, d(z, Ao) "2%9° 0. Como Ap é compacto, pelo Lema {2k }ren possui uma sub-
sequéncia convergente com limite em Ag. Reciprocamente, suponhamos por contradi¢ao
que {An}ne[o,l} nao seja semicontinua superiormente em 17 = 0. Entao, existem ¢y > 0
e uma sequéncia {ngren C [0, 1] com ng P20 tais que dg(Ay,, Ao) > € para todo
k € N. Logo, para cada k € N, existe z; € A,, de modo que d(zy, Ag) > €. Mas, por
hipétese, {k }ren possui uma subsequéncia que converge para um ponto de Ay, o que é

uma contradi¢ao e conclui a demonstracao do lema. O]

Lema 5.3. Seja {Ay}ncp,1 wma familia de subconjuntos ndao vazios e fechados de X.
Entao {A,}nep) € semicontinua inferiormente em n = 0 se, e somente se, para cada

A k . A
r € Ay e cada sequéncia {n}ren C [0,1], com ny e 0, existem uma subsequéncia

A . . Jj——+oo
{m; }jen e uma sequéncia {x;}jen C X, com x; € Ankj, tais que ;" — x.

Demonstragdao. Consideremos inicialmente que {4, },ec(0,1) seja semicontinua inferiormente

em 7 = 0. Dados x € Ay e uma sequéncia {n }reny C [0, 1] com 7y 2000, temos

di (Ao, Ayy) = su}l) d(y, Ay,) gmas o}
YyEAo

Entao, d(y, A,,) pmar o) para todo y € Ag. Logo, para cada j € N existe n, tal que

d(z, Ankj) < %, pois 2 € Ag. Como cada Ay, ¢é fechado, existe x; € Ay, tal que

1
d(z,z;) = d(z, Ay, ) < i
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Portanto, x; At ey Reciprocamente, suponhamos por absurdo que {A,},c[0,1) ndo seja
semicontinua inferiormente em 7 = 0. Entao existem ¢y > 0 e uma sequéncia {ny }ren C
[0, 1] com 7 F2E0 ) tais que d (Ao, Ay, ) > 2€ para todo k£ € N. Isso significa que para
cada k € N existe z, € Ay tal que d(zy, Ay, ) > 2€9. Como Ay é fechado podemos assumir,

N , - k——+o00 .
tomando uma subsequéncia se necessario, que z, — z € Agy. Assim,

2¢0 < d(z, Ay,) < d(zg,7), para todo z € A,,,

< d(zg,2) +d(z,2) < €+ d(z,x),

para k suficientemente grande e z € A,,. O que implica que d(z,x) > ¢ para todo

r € A,,. Desse modo, d(z,4,,) > €. Além disso, por hipétese existem subsequéncia

{0k, }jen de {m}ren e sequéncia {z;};eny C X, com z; € Ap,, para cada j € N, tais

que ; 724 . Entdo € < d(z, A, ) < d(z,z;), o que é um absurdo, completando a
J

demonstracao do lema. O

5.1 Condicao de Tubo Coletiva

Como vimos anteriormente, a condicao de tubo é um conceito importante para o
desenvolvimento da teoria de sistemas dinamicos impulsivos. Por isso, nesta secao apre-
sentamos condicoes coletivas de tubo para uma familia de sistemas dinamicos impulsivos
{X, s My, In}nejo,)-

Para darmos inicio a esse estudo precisamos garantir que as trajetorias continuas, bem
como as trajetorias impulsivas, tenham um comportamento continuo sob perturbagoes.
Sendo assim, a partir de agora, vamos assumir como hipdtese que em geral valem as se-

guintes condigoes:

C1 - A familia de semigrupos m, é continua em n = 0.

Isto é, m,(t)x L 7o(t)x uniformemente para (¢,x) em subconjuntos compactos de
R, x X.

Consequentemente, dadas sequéncias {xy }ren C X e {tx}reny C Ry tais que xy, Fotee
e ty Fotee e, também, {n;}ren C [0,1] tal que n F24%° ). Tomando os conjuntos
K ={zy: ke N}U{z} e J={tx : k € N}U{t}, temos que J x K é um subconjunto
compacto de R, x X e, por C1, obtemos:

k—+o0
T, (tk) Tk Earey N2
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C2 - Continuidade dos conjuntos impulsivos M,,.

n—0

dH(Mna Mo) + dH<M07 Mn) — 0.

n—0

Note que isso implica que dy (M, M) 80 e dy (Mo, M,) — 0.

C3 - Continuidade coletiva das funcoes impulsivas I,,.
Dados € > 0 e wy € My, existe 6 > 0 tal que se n € [0,6), w € M, e d(w,wy) <,
entao d(I,(w), In(wy)) < e.

Ca- I,(M,)NM,=0.
Mais especificamente, existe 77 € (0, 1] tal que I,,(M,) N M, = 0 para todo n € [0,7).

Observacao 5.4. Se M, é compacto entao podemos substituir a Condicao C4 pela se-
guinte condi¢ao:
C4’ - Io(My) N My = 0.
Afirmamos que C4’ implica C4. De fato, suponhamos, por contradicao, que existam
k— o0

uma sequeéncia {n}ren C [0,1], nx "— 0, e wy € I, (M,,) N M,, para todo k € N.

Entao, wy = I, (2) para algum z;, € M,,. Pela Condicao C2, temos

d(wy, My) < dg (M, , My) =52 0.

Nk

Logo, d(wy, My) "24° 0. Como My é compacto, pelo Lema , {wg }ren possui uma
subsequéncia convergente com limite wg € My. Com argumento analogo, asseguramos
que {zx}ren possui uma subsequéncia com limite zg € My. Consequentemente, pela con-
tinuidade coletiva das funcoes impulsivas I,, estabelecida na Condigao C3 temos que

Iy(z0) = wo € Io(My) N My, contradizendo C4’. Concluimos que C4’ implica C4.

A Condi¢ao C2 nos fornece um resultado simples e 1til.

k——+o00

Lema 5.5. Sejam {ni}ren C [0,1] e {wi}ren C X sequéncias tais que n, — 0,

k .
wy € My, para k € N e wy, e wy, entao wy € M.

Demonstracao. Inicialmente, temos

dp(wy, My) = inf d(wp,z) < inf (d(wo, wr) + d(wg, 2))

z€Mp 2€Mp

= d(wg,wy) + ZiGI}\go d(wg, 2).
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Mas, inf d(wy,2) = d(wy, My) < sup  d(wg, My) = du(M,,,, My). Logo, por C2,

z€Mj kaMnk
k—4o00
dH(’wo, M()) < d(wo,wk) + dH(me Mg) — 0.

Como M, é fechado, existe m € M tal que d(wg, m) = d(wgy, My) = 0, o que implica que
Wy € Mo. ]

Na sequéncia, apresentamos a condicao coletiva de tubo que assegura que os semigru-
pos da familia {7, },c(0,1] tém um bom comportamento perto do seus respectivos conjuntos

impulsivos associados M, quando n—0.

Definigao 5.6. Seja {(X,m,; My, 1) }pep) wma familia de sistemas dindamicos impulsi-
vos. Dizemos que um ponto wy € My satisfaz a condi¢cao coletiva forte de tubo

(C-8STC) se dadas sequéncias
k—+o0
o {nutren C [0,1] tal que ny — 0;
o {wk}keN de modo que wy € ]\477]C para cada k €N e wy, k—>_+>oo wo,

existe \g > 0 tal que para cada 0 < X\ < A\g podemos encontrar 6 = §(A) > 0 de modo que
Fo(Lo, [0,2]]) € um A-tubo através de wy com se¢ao Sy = Fo(Ly, [0,2\]) N M,

tal que B(wo; ) C Fo(Lo, [0,2)]) e existe ko € N tal que ny <7 para k > ko (7 vem da
Condigio C4) e

F, (Lg, [0,2X]) € um A-tubo através de wy, com segao Sy, = F,, (L, [0,2X]) N M,

Mk

tal que B(wy;6) C F,, (Ly, [0,2]]) para k > k.
Se além disso, Fy(Lo, [0,]) N Io(My) =0 e F,, (L, [0,A]) N L, (M,,) = 0, para todo
k > ko, dizemos que wy € My satisfaz a condi¢cao coletiva forte de tubo especial

(C-SSTC).
Para ilustrar, apresentamos um exemplo a seguir.

Exemplo 5.7. Considere a familia de equacoes diferenciais impulsivas

x:_(l—i_n)x? ne [071]7
I,: M, — R,
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onde M, ={x+n:z €N} e I,(z) = z+n — 5 para todo z € M, e n € [0,1]. Note que
T, (t)z = e~ 1Mt para todo 2 € R e t > 0 ¢é a solugdo da equagio @ = —(1 + 1)z para

cada n € [0,1]. As condigbes C1-C4 sao satisfeitas. De fato, temos
C1- 7, (t)z = pe- 1+ 128 pet = mo(t)x.

C2- dy(M,, My) = sup inf d(z +n,m) 2280 = sup inf d(m,z +n) = duy (Mo, M,).
zeN meN meN ZEN

C3- Dados € > 0 e wy € My = N, tomemos 0 = 5. Sen € [0,9), w € M, e

d(w,wpy) < 9, entao
1 1

d(L,(w), Io(wg)) = d(w +n — 5 Wo — 5) = |w+n—w| < |w—wo| + |7

€

2

€
= d(w, wp) + |n] < §+ =€

C4- Dado 77 = 1, para todo n € [0,7) temos que I,,(M,) N M, = 0.
Além disso, cada ponto wy € M, satisfaz a condigao (C-SSTC), como veremos a seguir.
Sejam wy € My, {nk}ren C [0,1] com ny F2E g e {wy, ey com wy, € M,, para cada

. k .
k € N tais que wy, 259wy e considere no = 0. Observemos que I(wg) = wy — % e

1 B 1, 2uwy—1 2wp
Wo(t)w0:w0—§<:)wge :w0—§@€ = S t=1In o 1)
o —

Desse modo, tomemos 0 < Ay < In (2%’30 e 0 <\ <)\ Dado Ly = {wpe ™}, temos
que Fy(Lo,[0,2)]) = [woe™, wper] é um A-tubo através de wy com secao Sy = {wp} =
Fo(Lo, [0,2)]) N My. Além disso,

I(wo) = wo — % ¢ Fy(Lo, [0, M) © Io(wp+1) = wo + 1 — % I % ¢ Fo(Lo, [0, N]).

Entao Fy(Lo,[0,A]) N In(My) = 0. Agora, como wy, = mn + 2 para algum z; € N,
Wy, e Wy € N F21° 0 conclufmos que wy = wo + N para todo k € Z,. Sabemos
que existe kg € N tal que n, < % para todo k > ky. Considere L = {wke*(H"k))‘} eo
Atubo Fy, (L, [0,2)]) = [wre™ A ppeHmA] através de wy, com secio Sy, = {wy} =

F,,. (L, [0,2X]) N M,, para todo k > ky. Temos que

Ly (wi) = wi + e — & e Fy (L, [0, A]) = [we™TmA ],

k—+o00

Pela Condicao C1, 7, (Aw, — mo(A)wy e, pela Condi¢do C3, dado € > 0 temos que

d(I,, (wg), In(wp)) < € para k suficientemente grande. Daif, como Io(wy) = wp — 3 <
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7o(A)wy podemos assumir que
I, (wy) < 7 (N wy = wre” Y para todo k > k.
Entao 1, (wg) ¢ Fy, (Lg, [0, A]). Além disso, para wy, + 1 = wo + 1, + 1 € M,, temos

1 1
[nk(wk+1):wo+77k+1+77k—§Zwo+277k—|—§>w0+77k:wk.

Com isso, I, (w, + 1) ¢ F,, (L, [0, A]). Também, para wy, — 1 = wo+mn, — 1 € M,,, como
e < % para todo k > kg, segue que

1 3 3 1
Ink(wk—l):w0+nk—1+nk—§:w0+2nk—§<w0+1—§:w0—§.

Consequentemente I, (wy — 1) ¢ F,, (L, [0, A]). Entao F,, (Ly, [0, A]) N L, (M,,) = 0 para
todo k > k.

Fﬁk (Lk” [07 2)‘])

W
L J

L 2 L J
1 w 1
wo — 3 0 wo + 5

Fy(Lo, [0,2)])

R

Figura 5.1: A-tubo através de wy e wy.

Note que = + % > 2 para todo z € R, entao
e* +e*>2 paratodo A €R. (5.1)
Assim, dado 0 < § < wp(1 — e™*) tomemos y € B(wp; ). Dai,
Yy >wo— 9 >wy— we(l — ™) = wee ™.
Por outro lado, por , temos que 2wy < wp(e* + ). Com isso, temos
y < wy+ 6 < 2wy — wee™ < wo(e +e) —wee™ = wpe.

Portanto, B(wo;d) C [wee >, woe?| = Fy(Lo, [0,2)]). Também, dado wy, € M,, entdo
B(wy;6) C Fy, (L, [0,2)]) para todo k > kq. De fato, primeiramente como e** > 1, por

1), segue que



5.1 Condic¢ao de Tubo Coletiva 78

MMt e > 2 = wo (M 4 e > 2. (5.2)

Como 1 < npe? ™ por ((5.2)), temos que
n n

2wo + 1 < wol(eM 4 e N) 4 e T
2wo + M — woe ™ < (wo + M) eV
wy, + wy — wee < wge A
wy +wo(l —e™) < wye ) (5.3)

Além disso, uma vez que npe 204w < e woe ) < e obtemos
(wo + nk)e_)‘(H"’“) <+ wee ™ = My + wo — wo + wee ™ = wy, —wo(l — e, (5.4)
Agora, dado z € B(wy; ) entdo wy —d < z < wy + 0. Por segue que
2 < w40 < w4 wo(l — e ) < wpe ),
E, por (5.4),
2> wp — 6 > wp — wo(l — e ™) > (wo 4 np)e MM = gy e M),

Dai, 2 € [wye M+ A0+ = F (L, [0,2)]). Portanto, conclufmos que wy satisfaz

a condicao (C-SSTC).

Pela Definicao [5.6] temos o seguinte resultado.

Lema 5.8. Seja wy € My satisfazendo a condigio (C-STC). Se {n}ren C [0, 1] € tal que
Nk k_>—+>°° 0ew, € M,,
conforme a Definicao entao existe ky > ko, k1 € N, tal que B(wo; g) C B(wy;6) C

F,. (L, [0,2X]) para todo k > k.

, A k
k € N, é uma sequéncia com wy e wo, dados 6 >0 e kg € N

. k .
Demonstracao. Como wy, e wo, existe k1 € N, k; > ko, tal que wy, € B(wy; g) para

todo k > ky, isto é, d(wy, wy) < %. Assim, se z € B(wo; g) temos

)
d(z,wy,) < d(z,wo) + d(wo, wy) < g + 5= 0.

Portanto, B(wo; ) C B(wy;8) C Fy, (Ly, [0,2)]) para todo k > k. O
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Veremos no resultado a seguir que se um ponto w € M satisfaz a condi¢ao (STC) com
um A-tubo F(L, [0,2)]), é possivel obter uma barra compacta £ e uma se¢ao compacta

S tais que F(L,[0,2]) é compacto e é um STC-tubo através de w.

Lema 5.9. Seja (X, 7; M,I) um sistema dinamico impulsivo tal que X € localmente
compacto e {m(t) : t € R} é um grupo. Suponha que w € M satisfa¢a a condigio (STC)

com um A-tubo, entdo w também satisfaz a condi¢iao (STC) com um A-tubo compacto.

Demonstragao. Como w satisfaz a condigao (STC) existem um A-tubo F'(L, [0, 2)]) através
de w com segao S = F(L,[0,2A]) N M e ¢ > 0 tais que B(w;0) C F(L,[0,2)]). Pela com-

pacidade local de X podemos obter € > 0 tal que B(w;¢€) é compacto. Agora, definimos

S=SNB(w;e) e L=mr(N)S.
Note que S e L sdo conjuntos compactos e F'(L,\) = S.
Afirmamos que existe v > 0 tal que B(w;vy) C F(L,[0,2A]). Suponhamos, por con-
tradigdo, que exista uma sequéncia {z; breny C X tal que zy R e zr & F(L,[0,2)])
para todo k € N. Como z g w, existe k € N tal que 2, € B(w; ) para todo k > k.

Mas, B(w;d) C F(L,[0,2)]), o que implica que existem v, € S e s € [\, A tais que

7(sk)vr = 2z, paratodo k > k.

: k -
Podemos assumir que s, - so € [=A, A]. Entdo

g = m(—sk)m(sg)vk = T(—Sk) 2k gmare m(—so)w,
e, como S é fechado, m(—sp)w € S. Mas, pela propriedade de tudo, 7([-\, A])w N M =
{w}, o que implica sy = 0. Consequentemente, vy pmar oy Assim, existe k; > k tal que

v € SN B(w;e) =S para todo k > k. Como £ = 7(\)S, temos 7(\)v, € L. Mas,
T(N)vg = T(N)m(—s)zr = T(A — sp) 2 € L,

com A — s, € [0,2\]. Portanto, z, € F(L£,[0,2)]) para todo k > ki, o que é uma
contradicao, provando a nossa afirmacao.

Mostraremos agora que F(L,u) N F(L,v) = 0 para 0 < pu < v < 2X\. De fato,
suponhamos que exista x € F(L,p) N F(L,v). Dai, 7(u)z € L = m(A\)S. Logo, existe

a € S tal que m(p)z = m(A)a. Como & = SN B(w;e), entdo a € S = F(L, ), isto é,
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mT(Na € L= m(pu)x € L=z ¢€ F(L,p).

Analogamente, como x € F(L,v) temos que € F(L,v). Desse modo, x € F(L,u) N
F(L,v), o que é um absurdo. Assim, provamos que F'(L,[0,2)\]) é um A-tubo através de
w.

A seguir, vejamos que S = F(L£,[0,2)\]) N M. Seja x € S, como S = F(L,\) entao
z € F(L,[0,2)]). Por outro lado, S = S N B(w;e) entdo x € M. Reciprocamente, se
x € F(L,[0,2)]) N M existe t € [0,2] tal que w(t)z € L = 7(\)S, com isso 7(t — N)x €
S. Note que t — A € [\, \] e, como x € M, pela propriedade do tubo, ocorre que
7([=A\, Az N M = {z}, o que implica que t — A = 0. Logo, z = 7(t — Nz € S.

Verificamos que w € M satisfaz a condigao (STC) com o A-tubo F(L,[0,2)]) através
de w e com L e S conjuntos compactos. A seguir, provaremos a compacidade do -
tubo. Seja {wy}ren uma sequéncia de pontos no tubo F'(L,[0,2)\]). Entao, para todo
k € N existem a, € [\, A] e by € S tais que wy = 7w(ag)b,. Podemos assumir que

ap "2 a0 € [\, A e by, "2 by € S. Sendo assim,

wi = m(ap)by, "5 7 (ao)bo € F(L,[0,2)]).

Portanto, F'(L,[0,2\]) é um STC-tubo através de w compacto e o lema esté provado. [

O préximo resultado apresenta condigoes suficientes para garantir a condicao coletiva

forte de tubo (C-STC) em um espaco localmente compacto.

Teorema 5.10. Seja { X, m,; My, I }nejo,1) wma familia de sistemas dindamicos impulsivos
tal que {m,(t) : t € R} € um grupo para cada n € [0,1] e X € localmente compacto.
Assuma que a Condicao C1 € satisfeita em subconjuntos compactos de R x X e que sao

validas as sequintes hipoteses:
a) wy € My satisfaz a condi¢ao (STC') com respeito ao grupo m;

b) Ezxistem >0, 09 > 0 e ng > 0 tais que para 0 < n < 1y, temos
BT7 = B(U]O; 50) N M77 7é @,

m((—5,0) U (0,5))B, N M, =0

m,([=5,8])z N M,, # 0 para todo z € B(wo;dy).
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Entao, wy satisfaz a condi¢ao (C-STC).

Demonstragao. Sejam {ny}ren C [0,1] tal que ny 200 e {witren C X com wy € M,,
para cada k € N e wy e wp. Por hipotese, existe um Ag-tubo através de wgy com
0< X <f. Seja0< A< Ay Pelo Lema m, Fy(Lo, [0,2)]) é¢ um A-tubo através de wy
com segao Sy = Fy(Lo, [0,2\]) N My e, pelo Lema 5.9 podemos assumir que Fy(Lo, [0, 2)])
¢ compacto. Além disso, existe 6; € (0,dy) tal que B(wp;d1) C Fo(Lo,[0,2A]), onde dy
vem de b). Seja k; € N tal que wy € B(wy; d1) para todo k > k. Defina

Sy = M,, N B(wp; 1), para todo k > k;.

Observemos que se x € Sy, entdo z € M,, para todo k > ki e d(z,wg) < d; < Jp , isto

é, x € B(wp;dp). Logo, S, C M,, N B(wy;d) = B,,. Note que Sy, é compacto e wy, € Sy

para todo k > k;. Pelo Lema e pela compacidade de Fy(Lo,[0,2]\]), obtemos que
k—+o00

wy — wy € Sy. Logo,

k—4o0
Definimos também L, = 7,, (A)Sy, para todo k > ki. Mostraremos agora que F,, (L, [0, 2)])

é um A-tubo através de wy, para k suficientemente grande. Note que L, é compacto e
F,, (Lg, X) = m,, (=A) Ly, = Sk, para todo k > k.

Afirmagao 1: F,, (L, [0,2X]) N M,, = S para todo k > k.

De fato, fixamos k > k; e tomemos z € Sy, entdo z € M,, e m, (\)z € L. Logo,
z € F, (Lg,[0,2X]) N M,,. Por outro lado, se z € F,, (Ly,[0,2\]) N M,, entdo existe
sk € [0,2)] tal que 7, (sg)z € Ly = m,, (A)Sk, isto é, m,, (s, — A)z € Si. Suponhamos que
sk # A. Como Sy, C B,, temos m,, (sy — \)z € By, e my (A — sp)mp, (s, — Nz =2z € M,,.
Assim, pelo item b), segue que

|>\_Sk| 2/87

o que é uma contradi¢ao pois A < e s; € [0,2)]. Entdo, de fato s, = A e z € S, como
queriamos mostrar.

Afirmagao 2: Existem ¢ € (0,01) e ky > k; tais que B(wy;d) C F,, (Ly, [0,2)]) para
todo k > ks.

Suponhamos, por contradi¢ao, que existam sequéncias k,, "2 Lo e {6m }men C

(0,61) com 8, "=5° 0, de modo que z, € B(wy,;0m) € zm ¢ Fy. (L, [0,2)]) para



5.1 Condicao de Tubo Coletiva 82

todo m € N. Podemos considerar que k,, > ki e 6,, € (0,d;) para todo m € N. Como

m—-+00

wg,, —> wp, existe my € N tal que d(wy,, ,wy) < %1 para todo m > mg. Também,

m

m——+00

% para m > my, pois 6, —5. 0. E ainda, ji

existe m; € N tal que 0 < §,, < %,

que 2, € B(wg,;0m), temos d(zy,, wg,,) < 0. Tomando m = max{mgy, m;}, para todo

m > segue que

d(zm, wo) < d(zpm, wy,,) + d(wy,, , W) < O + % < 0.

Entao, z, € B(wy;d1) para todo m > m, isto é, z,, € B(wy,dy) para m > m. Com isso,

pelo item b), existe a, € [0, 3] tal que

T, () 2m € My, . para todo m > m.

Podemos assumir que a,, femareppye [—0,5]. Pela Condigao C1 e a continuidade dos

grupos m,, -, temos m,, (Qm)zZm "2 mo(a)wg e, pelo Lema , mo(a)wy € My. Logo,
a = 0, visto que 7o ((0, \))woNMy = 0 e Fy(wo, (0, \])NMy = (). Sendo assim, o, € [—\, A]
para m suficientemente grande. Consequentemente, a,, +A € [0,2)] e m,, () 2m € Sk,

para m suficientemente grande. Entao,
T, (A + Q) 2m € Ly,,.

Assim, 2, € I}, (L, [0,2]]) para k suficientemente grande, o que ¢ uma contradigao e
prova a afirmacao.
Afirmacao 3: Existe ko > ko tal que F,, (Lg,v) N F, (L, pu) = 0 para todo 0 < v <
uw<2\ek >k
m——+o00

Suponhamos, por absurdo, que existam uma sequéncia {kp}men, km — 400,

0 <V < pn <2Xe€ 2 € Fy (L, Vi) N F,

Nkm

(Ly,,, itm) para todo m € N. Entao,
temos

T, (Vm)2m € Ly, € Ty (ftm)Zm € Ly, para todo m € N.

Como Ly, = Wnkm()\)Skm,
T, (Vm = A)Zm € Sk, € Ty, (i — A)Zm € Sk,

Visto que Sk, C By, , temos m,, (Vm — A)zm € By, e Ty (fn — Vi) Ty (Vi — A) 2m =

T, (Hm — A)2m € My, . Assim, pelo item b), segue que
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|ttm — V| > B, para todo m € N. (5.6)

. —+ +
Por 1) podemos assumir que 7, (Vpm — A)2m TG e Sy e T, (i — A)Zm e

m——+00

b € Sy. Além disso, por 1) podemos considerar que v, femarayye 0,2\ e pt, —
p € 10,2)] com p # v. Contudo, temos

ml_i}rfoo Zm = ml_l)l’_lf_loo T, (A = V)T (Vi — A 2m = To(A — v)a,

e também,

lim 2z, = Hm 7, (A= fm)7y, (fn — A)2m = To(X — p)b.

m——+00 m——+00

Entao, mo(A—v)a = mo(A—p)b € Fo(Lg,v)NFy(Lo, i), 0 que é uma contradi¢ao. Portanto,

concluimos que wy satisfaz a condi¢ao (C-STC). ]

Corolario 5.11. Sob as hipdteses do teorema anterior, se assumirmos adicionalmente
que Io(My) é fechado, dy(I,(M,), Io(My)) 1230 e wy € M, satisfaz a condigao (SSTC),

entao wy satisfaz a condigao (C-SSTC).

Demonstragao. Como wy € My satisfaz a condigao (STC), pelo Teorema , wq satisfaz
a condi¢do (C-STC). Além disso, temos por hipotese que wy satisfaz SSTC. Logo, assim
como fizemos na demonstra¢ao do Teorema [5.10} pelos Lemas e 5.9, podemos con-
siderar um A-tubo Fy(Ly, [0,2A]) compacto com Fy(Lg, [0, A]) N Io(My) = 0. Seguindo a
prova do Teorema , vamos mostrar que existe ko > ko tal que

F,. (L, [0,A]) N I(M,,) =0, parak > ko.

Suponhamos, por contradicao, que exista z, € Fy, (Lg,,[0,A]) NI, (M,, ) para todo
n € N. Entao, existe s, € [0, A] tal que m,, (sn)2, € Ly,, o que implica que m,, (s, —
Nz, € Fy, (Lg,, ) = S,. Podemos admitir que s, "2 g € [0, \]. Por 1) e usando

a compacidade de Sy, tomando subsequéncia se necesséario, assumimos que
n——+0o00
T, (Sn = N)zn — 1o € So.
Também, considerando a Condicao C1, temos

Zn = Ty, (A— Sn)ﬂ-nkn (5 — A)zn nge To(A — S0)Yo = 2o.
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Com isso, obtemos que zg € Fy(Lo, [0, A]), pois m(s0)z0 = mo(N)yo € Lo e so € [0, )],
entao, pela condigao (SSTC), 2o ¢ Io(Mo). Por outro lado, z, € I, (M,

Mk

), n €N, e
como dy(1,(M,), Io(My)) mad 0, podemos encontrar uma sequéncia {z, }nen em Io(My)
que converge para zy. Mas, como Io(My) é fechado, temos que zy € Io(My), 0 que é uma

contradicao. O

5.2 Continuidade Coletiva das Aplicacoes Tempo de

Impacto

Como foi definido no Capitulo 2, consideramos para cada n € [0, 1] a aplicagao tempo

de impacto ¢, : (0,4+o00] = X dada por

o0 (1) s, se m,(s)x € M, e m,(t)x ¢ M para 0 <t < s,
€Tr) =
K +o00, se M (z) =0,

onde M," = (U Wn(t)x> N M,,.

>0
Nesta segao vamos discutir a continuidade da familia de aplicagoes {¢,}nejo,1)-
Lema 5.12. Sejam xg € X \ My e {xr}ren C X uma sequéncia tais que xy, gmary Zo.

Seja {nk tren C [0, 1] uma sequéncia com ny "258°0, entio llim inf ¢y, (z1) > ¢o(xo).
—+00

Demonstra¢ao. Suponhamos que llim inf ¢, (x) < Po(xp), isto é, que existam subsequéncias
—+o00

. . =t
{7 Fien e {a, }jen de {mtren e {Tr}ren, respectivamente, tais que gbnkj (k) I <

¢o(z0). Como T, (gbnkj (7r,)) R, € My, j € N, pela Condigao C1 e o Lema ﬁ, temos

oo
7T77kj <¢77kj (xkj))xkj ]_>—> Wo(t)xo € MO~

Portanto, ¢o(x¢) < t, 0 que é uma contradigao. O

Lema 5.13. Sejam z9 € X e {xp}treny C X tais que xy e xg. Assuma que cada
ponto de My satisfaca a condigio (C-STC). Seja {nk}ren C [0,1] uma sequéncia com

o gmare 0, entdo limsup ¢, (zx) < ¢o(z0).
n—+00

Demonstracao. E suficiente considerar ¢o(r) < +00. Sabemos que mo(pg(xg))zo € My €,
pela Condicao C2, dy (Mo, M,,) gmarol) Entao, conforme o Lema , existe uma sub-

sequeéncia de {n }ren, que manteremos a mesma notagao para simplificar, e uma sequéncia
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{w }ren com wy, € M, para cada k € N, tais que wy, gmary 7o(¢o(z0))xo. Pela condigao

(C-STC), existem A < ¢o(x0), d > 0 e kg € N tais que
B(mo(¢o(zo))z0;6) C Fo(Lo, [0,2A]) e B(wk; ) C Fy, (L, [0,2A]), k > ko,

onde F, (L, [0,2)\]) é um A-tubo através de wy, com segao Sy = F), (Ly, [0,2A]) N M,, e
Fo(Ly, [0,2)]) é um A-tubo através de my(¢po(xo))zo com segao Sy = Fy(Lo, [0,2A]) N M.

Pelo Lema 5.8, existe ky > kg tal que

B (Wo(gbo(l'o))ZEo; g) C B(wk,é) C Fﬂk(Lk” [O, 2)\]), k Z k?l,

e, pela Condicao C1,

e (0 (20)) i "=25° (o (o)) 0.

Consequentemente, existe ky > ky de modo que

T, (00(20))zr C B <7T0(¢0(.’L'0))x0; g) C F,,(Lk,[0,2X]), para todo k > k.

Sem perda de generalidade, podemos separar em dois casos:
Caso 1: m,, (¢o(xo))xr € F,, (L, (X, 2)]) para todo k > k.

Neste caso, existe ay € (A, 2] tal que

Ty, (O‘k)ﬂ% (¢0($0))xk = Ty, (akz + Cbo(ffo))l"k: € Ly.

Logo,
77%(‘)% + (250(560) — /\)xk € Fnk<Lk7 )\) =5, C MT]k? k > ko. (57)

Com isso, ¢y, (zx) < oy + ¢o(z9) — A, para todo k > ky. Podemos assumir que oy, hotgo

ap € [A, 2)\]. Assim, por C1, temos

k—+o00

T (e + Go(20) — M) "= oo + Po(x0) — A)xo = mo(vg — A)mo (o (20)) 0.

Por (5.7) e pelo Lema[5.5] temos o (cig— A)7o(do () )zo € My. Uma vez que ap—A € [0, A]
e, pela propriedade do tubo, 7((0, A])mo(do(xo))xo N Mo = 0, entdo ag— A = 0. Com isso,
concluimos que

lim sup ¢y, (zx) < limsup(ay + ¢o(z0) — A) = ¢o(o)-

k—4o00 k—+o00
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Caso 2: m,, (¢o(xo))xr € F,, (Ly, [0, A]), para todo k > k.
Neste caso, existe fi € [0, A] tal que

T, (Br) T, (P0(0) ) € Ly, para todo k > k.
Assim, como ¢g(xp) > A temos
Wnk(ﬂk + ¢0($0) — )\)ZL‘k S Fﬂk(Lkv )\) = Sk C Mnk, k’ Z k?g.

Entao, ¢, (rx) < Br + ¢o(zo) — A, para todo k > ky. Podemos assumir, sem perda de
generalidade, que S pmarey Bo € [0, A]. Pela Condigao C1 e o Lema , segue que

k—+4o00

T (B + do(20) — AN)wp "= m0(Bo + ¢o(w0) — A)wo € M.

Logo, ¢o(zo) < Po + do(xo) — A, 0 que implica que Sy — A > 0. Entao Sy = A e

lim sup ¢y, (2x) < limsup(po(zo) + Be — A) = do(z0),

k—+o0 k—+o0

como queriamos mostrar. O
Os dois ultimos lemas apresentados resultam no seguinte teorema.

Teorema 5.14. Assuma que cada ponto de My satisfaca a condigio (C-STC). Sejam

s

rg € X\ My e {zr}reny C X uma sequéncia tais que xy, g xo. Se {Mk}treny C [0,1] €

uma sequéncia com ny "21°0, entdo lim bn (1) = do(20).
k—4o00
Demonstracao. Segue diretamente dos Lemas ePp.13] O

Na prova do Lema [5.13] usamos a continuidade inferior em n = 0 da familia dos
conjuntos impulsivos { M, },cj0.1], garantida pela Condigao C2. O exemplo a seguir mostra

que sem esta hipdtese a conclusao do lema nao é verdadeira.

Exemplo 5.15. Considere os semigrupos
m(t)x=—t+z,t>0, z€ X =R, nel01],
os conjuntos impulsivos

MO = {072}’ M77 = {77}’ n e (07 1]7
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e as fungoes de impacto I,(z) = —1 para z € M,, n € [0, 1].
As condicoes C1, C3 e C4 sao satisfeitas. Além disso, cada ponto em M, satisfaz a

condi¢ao (C-STC). Note que

n—0

dy(M,, Mo) =1 =30 e dy(My, M,) =2 —n =% 2.

Isto é, { M, },ep0,1] € semicontinua superiormente mas nao é semicontinua inferiormente em
. N k—

n = 0. Seja x;, = xo = 3, k € N. Para qualquer sequéncia {n; }ren C (0, 1] com 7, mazay()

temos

lim sup ¢y, (zx) =3 > 1 = ¢o(xo).

k——+o00

Entao ¢,, nao ¢ semicontinua superiormente em xy = 3.

5.3 Continuidade das Trajetérias Impulsivas

Nesta secao, com o auxilio do Teorema provamos alguns resultados sobre a
continuidade das trajetorias impulsivas 7,. Sao resultados semelhantes aos que fizemos
na Secao 2 do Capitulo 3, mas agora consideramos uma familia de trajetérias impulsivas

associadas a familia de sistemas dinamicos impulsivos {X, m,; My, I, }nejo -

Proposicao 5.16. Sejam xg € X \ My, {xr}treny C X e {m}ren C [0,1] sequéncias
tais que xy gmase To € Mg "2 0. Assuma que cada ponto de My satisfaca a condi¢ao
(C-STC). Entao, dado t > 0 existe uma sequéncia {egtren C R tal que e P20 e

Fo ( + ) "2 o (1) 0.

Demonstragao. Seja t > 0. Se ¢o(xg) = +00, pelo Teorema |5.14] existe kg € N tal que
¢, (1) > t para todo k > ky. Consequentemente, 7, (t)x, = m,, (t)z) para todo k > k.

Escolhendo ¢, = 0 para todo k € N, pela Condicao C1, segue que

Ty (t+ €x)tp = g, ()21 = T (D) "5 mo(t) o = Fo(t) 0. (5.8)
Agora, vamos assumir que ¢(xg) < +00. Pelo Teorema m, podemos considerar que
b, (x1) < 400 para todo k € N. Vamos analisar alguns casos.
Caso 1: 0 <t < (o).
Conforme o Teorema existe k; € N tal que t < ¢,, (z;) para todo k > ky. Isso
implica que 7, (t)x, = m,, (t)zr para todo k > k;. Tomando e, = 0 para todo k € N, e

considerando a Condigao C1, assim como em ([5.8)), o resultado segue.
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Caso 2: t = ¢o(xo).

Neste caso, 7o(t)xg = 7o(do(z0))z0 = (20)7. Pela Condicao C1, temos

(@)1 = Ty (D () ), =55 70(o(0) )0 = (o)1

Agora, pela Condicao C3, temos

(@) = L (()1) "5 Io((wo)1) = (wo){ -

Definindo € = ¢, (zx) — ¢o(xo) = ¢n, (xx) — t para todo k € N, obtemos uma sequéncia

. k
{€r}ren C R satisfazendo e, 20 e

+ k—+oco
1

T (t + )z = T (O, (1) )z = (20)T = (w0)7 = To(t)wo.

Caso 3: t > ¢o(xo).

m—1

Pela Observacao , existe m € N tal que t = Z Po((wo);) + ¢, onde 0 < ¥/ <
i=0

do((0);;), de modo que 7o(t)zo = mo(t') (o). Como ¢, (k) ety $o(x0), novamente

por C1, obtemos

(@)1 = Ty (D () ), "5 70(o(0) o = (o)1

Considerando a Condigao C3, temos

(@1)7 = Ly ((2a)1) =55 Io((wo)1) = (20)7,

e, pela Condigao C4, (xo)] ¢ M,. Sabemos, pelo Teorema [5.14, que ¢, ((z

do((0)T) e mais uma vez por C1, segue que
(k)2 = Ty, (6, () 1) (@) "5 mo(do((@0))) (20)T = (0)a:
Continuando com esse procedimento, obtemos
(28)i = T (Do (@) )) (@)1 =55 mo(do((w0)F 1)) (20)y = (w0)i e

(@1)f = Ly ((xr)i) =55 Io((wo)i) = (z0)f, i = 1,.om.

Assim, temos
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S o) Y dul(zo)) = ¥

m—1
Seja t, = E ¢, ((z1);). Definimos uma sequéncia de nimeros reais {ej ren, dada por
=0

k—+o00

€ =ty +1 —1t, temos que ¢, — 0e e+t =1t +1t, > 0. Observe que ¢, ((zx);) R

€k
do((xo);) > t'. Sendo assim, ¢, ((xx))) > t', para k suficientemente grande. Pela

Condigao C1, segue

~ ~ k o0 ~
T (b + en)an = T (1 + t) s = 7, () (), "= wo(t) (o), = Fo(t)o,

finalizando a prova. O]

Proposicao 5.17. Sejam xo € X \ Moy, {@k}nen C X e {Mi}neny C [0, 1] sequéncias tais

que T, gmare Ty € Mg "24°0. Considerando que cada ponto de My satisfaca a condi¢ao

k——+o0

(C-STC), dada uma sequéncia {atren tal que ag, > 0 para todo k € N e oy — 0,

~ o~ k—+o00
entdo T, (ag)z, — .

Demonstragao. Como zy ¢ My, pelo Teorema [5.14) ¢, (z) gmary ¢o(zo) > 0. Ja que

k——+o00
—

Qg 0, existe k € N de modo que oy, < ¢, (1) para todo k > k. Pela Condigao C1’,
temos

~ k—+o00

T () = 00, () T 25 10(0) g = o,
o que conclui a demonstracao da proposic¢ao. O

Corolario 5.18. Seja zp € X \ My, {zr}ren € X e {Mptren C [0,1] sequéncias tais

F21° 0. Assuma que cada ponto de M, satisfaca a condigao (C-

k—4o00
que rr —— o € Mg
STC). Entao, dado ¢t > 0 existe uma sequéncia {ex}treny C Ry tal que ¢ 2R 0 e

7~Tnk (t + Ek)l’k ki?o ﬁg(t)l’o.

Demonstracao. Sob essas hipéteses, a Proposicao[5.16|nos garante que existe uma sequéncia

k—+o00 k—+o00 ~

{Metken € R tal que Ay, — 0 e 7, (t + \p)zy — To(t)zo ¢ My. Tomando

ex = A\ + |[A\x] > 0, para todo k € N, temos que ¢ F242° 0. Pela Proposicao [5.17],

segue que

~ - - k o0 ~
T (E + €1)Tx = T, (IAe]) T (4 M) =5 7o ()0,

0 que queriamos provar. 0
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5.4 Semicontinuidade Superior dos Atratores (Globais

Nosso objetivo nesta secao é apresentar um resultado que garanta a semicontinuidade
superior em 7 = 0 da familia de atratores globais impulsivos {.A;},cj0,1) dos sistemas
dinamicos impulsivos {X, m; My, I;)},cp0,1]- Para isso, apresentamos a seguir um resultado

que sera necessario.

Lema 5.19. Seja {A,}yc,1) uma familia de subconjuntos ndao vazios de X tal que Ay
¢ pré-compacto. A familia { Ay}, € semicontinua superiormente em n = 0 se, e
somente se, dadas uma sequéncia {ni}ren C [0,1] tal que ny "2 0 ¢ uma sequéncia
{zr ey C X, onde x, € A, para todo k € N, existe uma subsequéncia convergente de

{21} ken com limite em Aj.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que { A, },c(0,1] ndo seja semicontinua superior-
mente em 1 = 0. Entao existem ¢y > 0 e sequéncias {n }ren C [0,1] e {xp}ren C X tais

que 7 oo 0, z, € A,, paratodo ke Ne
d(xy, Ao) > €, para todo k € N.

Isso mostra que nao existe subsequéncia convergente de {zy}reny com limite em Ay, o
que é uma contradicao. Reciprocamente, suponhamos que {A,},cp,1] seja semicontinua
superiormente em 1 = 0 e tomemos sequéncias {nx}ren C [0, 1] e {zgreny C X tais que

e P2 0 e zy, € A,, para todo k € N. Entao,
— k—4o00
d(l’k,Ao) = d(l’k,Ao) < dH(AnkaAO) — 0.

Como A, é compacto, pelo Lema , {2k }ren possui uma subsequéncia convergente com

limite em A, o que queriamos demonstrar. O
Agora, apresentamos um dos principais resultados deste capitulo.

Teorema 5.20. Seja { X, m,; My, I }nejo1) wma familia de sistemas dindamicos impulsivos
com atrator global A, para cada n € [0,1]. Se cada ponto de My satisfaz a condi¢do (C-

SSTC) e a reuniao U A, € pré-compacta em X, entao a familia dos atratores globais
n€l0,1]
{A,}ne, € semicontinua superiormente em 1 = 0.

Demonstracgao. Sejam {n;}ren C [0,1] e {xr}ren C X sequéncias tais que 7y P2 0 e
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z, € A, para todo k € N. Como U A, é pré-compacta em X, existem zy € X e uma

776[071]

a s ~ . k—+o00 .
SubsequenC1a de {xk}kzeNy que manteremos a mesma nota(;ao, tails que rr — Xp. SeJa

7 € (0,1] da Condigao C4. Podemos assumir que 1, < 7] para todo k € N e, com isso,
I

. (M, )N M, para todo k € N. Nosso objetivo é mostrar que zy € Ay. Seja ¢y, : R — X

k € N, a solugao global limitada através de x;, € A,, dada por
T (t+m)(Tg)—m, set€[—m,—m+1], meN,
U(t) =

T, (O) e, set >0,
onde {(zx)-m}men C A,, é uma sequéncia que cumpre as seguintes propriedades:
o 7, (m)(zk)—m = (Tx)o = x1, para todo m € N;
o 7, (1)(xk)—m = (k)—m+1, para todo m € N;
o 7, (n)(zk)—m = (T )n—m sempre que m > n.

Ressaltamos que tais propriedades provém da construgao da sequéncia {(zx)—_m }men que
é feita de forma inteiramente andloga ao que fizemos na demonstracao do Teorema [2.12]
Como {(xk) _mtmen C Une[o 1 A, que é compacto, podemos assumir que para cada m €

L existe (x9)—m € U, o1y Ay tal que

(Th)—m g (Z0)—m, m € Zy,
onde (zy)_o = x) para todo k € N e (z9)_g = xo. Além disso, como I (MO N W)
¢ compacto, pela Proposicao , existe & > 0 tal que ¢g(z) > £ para todo z €
Iy (MO N W) Agora, prosseguiremos dividindo em casos.

Caso 1: x ¢ M.

Neste caso temos dois subcasos a considerar: se a sequéncia {(zg)_m }men Possui uma
subsequéncia que nao estd contida em My, e o caso em que (zg)_,, € My para m sufici-
entemente grande.

Subcaso 1.1 Suponha que exista uma subsequéncia {m;};en C Z, tal que mjiq > m;
e (0)-m; ¢ My para todo j € N, onde m; = 0. Pelo Corolario para cada j € N,

. N j j k—+o0
existe uma sequéncia {¢] trey C Ry tal que e, "— 0O e

~ i k 00 ~
T, (mj+1 —my + 62)(‘7’1]?)—7%4-1 _)—+> 7T0<mj+1 - mj)(l’o)_m].+1. (59)
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Como 0 < mj41 —mj < mji1, pelas propriedades da sequéncia {(xx)_m, fmen temos
ﬁ-mg (mj-‘rl - mj)(xk)—mj-H = (xk)mj+1—mj—mj+1 = (xk)_m]" para j € N.
Dai, pela Proposicao 5.17, para cada 7 € N

7~T77k (mj+1 —m; + E.l{:)(xk)*mj+1 = ﬁ-nk(eli)ﬁ-nk (mj+1 - mj)(xk)*m]url (5 10)

~ y k +
= T (dﬂ)(qfk)—mj _>—>OO («T())_mj.

Assim, por (5.9) e (5.10]), para cada j € N, obtemos
To(mjr1 — m;)(%o) —m,. = (To)—m;-

Definimos

7o(t)zo, set>0.

Note que 1y é uma solugao global de 7y através de xy. Mostraremos agora que y(R) C

U cfo.1] An- De fato, dado s € R. Se s > 0, entao 7o(s)zo = to(s). Pelo Coroldrio [5.18,

existe uma sequéncia {7y tren C Ry tal que i 2R 0 e
~ k——+oc0 ~
T (s +yk)ze — To(s)xo = Yo(s).

Como A,, é 7-invariante, entdo 7, (s + vi)zr € A, para cada k € N. Logo, 1(s) €
Une[O,ll A,. Agora, se s < 0, suponhamos que s € [—m;41, —m;] para algum j € N. Entao,
Yo(s) = 7o(8 + Mj41)(T0)—m,,, - Pelo Coroldrio [5.18] existe uma sequéncia {\] }ren C Ry

tal que )\f; "2 0 e

T (5 M+ XD @)y 5 Fol5 + my41)(@0) -y = to(s),
o que implica, pela invaridncia de A, que ¢y(s) € Uyeo1A,, isto é, Y(R) C Uyepo i,
Com isso concluimos que ¥y é uma solucao global limitada de 7, através de xy. Pela
Proposicao , To € Ag = Io\ M. Logo zy € Ay, 0 que querfamos provar.
Subcaso 1.2 Suponha que exista mg € N tal que (x¢)_,, € My para todo m > my.
Como (xg)—_m koo (xo)—m € My, tomando uma subsequéncia se necessario, podemos

assumir que

G (28)—m) 21200, para todo m > my. (5.11)



5.4 Semicontinuidade Superior dos Atratores Globais 93

—0
De fato, fixemos m > my. Por C2, sabemos que dy (Mo, M,) 75 0. Conforme o Lemam,
existem uma subsequéncia de {nx }ren, que usaremos a mesma notagao, e uma sequéncia
. k—+ .~
{wi}ren C X, com wy, € M,, para cada k € N, tais que wy "— (29)_m. Pela condi¢io

(C-SSTC) e o Lema5.8] existem A,§ > 0 e k1 € N tais que
)
B ((xo)_m; 5) C B(wy;0) C F,,, (Lk, [0,2]), para todo k > ky,

onde F, (L, [0,2)\]) é um A-tubo através de wy, com segao Sy = F,, (Ly, [0,2A]) N M,, e
Fo(Lo, [0,2)]) é um A-tubo através de (zg)_,, com segao Sy = Fy(Lo, [0,2\]) N My. Além

disso, temos

Fnk(Lkh [O’ )‘]) N ]Uk(Mﬂk) =0eB <(w0)—m; g) - FO(L07 [O’ 2/\])

Logo,

Consequentemente, existe ks > kp tal que (x)_,, € B(wg;d), para todo k > ky. Como
(x)—m € A,,, existe uma solucao global limitada de 7,, através de (z)_n, e, pela Pro-
posicao m (xk)—m € F,,(Lk, (X, 2)\]) para k > ko. Entao, para cada k > ko, existe

ay € (A, 2)] tal que 7, (ag)(zx)—m € Li. Com isso,

T (0 — N)(xk)—m € Fyy, (Li, A) = S, C M,,, para todo k > ks.

k—4o00

Podemos considerar que ay, — «ap € [\, 2)] e, pela Condigdo C1 e pelo Lema ,
obtemos

o (ke — M) (@) - =57 o (g — ) (20)—m € M.

Sabemos que mo((0, A])(x0)—m N My = 0, como ag — A € [0, A], implica que g = \. Além
disso, como 7, (o — A)(2k)—m € M,,, temos que 0 < ¢,, ((zx)—m) < o — A para todo
k > ky. Entao, ¢y, ((x)—m) *278°0, como afirmamos.

Agora, seja 0 < f < min{¢,1}. Definimos (yi)_m = 7, (8)(2k)—m € A,, para todo

k € N em > my. Fixando m > mg, por C1, temos

k—4o00

Wi = Ty, (qbﬂk((xk)—m))(l‘k)—m — WO(O)(ZEO)—m = (xO)—m =Wy € MO N U Ank.
nef0,1]

Como wy, € M, , k € N, pela Condicao C3, segue que
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L, (wy) "255° Iy (wo) & M.

k

Entao, pelo Teorema [5.14

S (L, (w1)) =557 o (I (w)).

Dado que ¢o(Io(wp)) > & > B, segue que ¢y, (I, (wy)) > [ para k suficientemente grande.

Assim, para k suficientemente grande, temos

W) -m = T (B) (k) -m = T (B = by (@) =) T (D (1)~ ) ) () -
= ﬁ-nk(ﬁ - (bnk((xk)*m»[m(wk) = Wﬁk(ﬁ - gbnk((xk)*m))lnk(wk)'

Logo, pela Condicao C1,

W) —m "2 70 (B) Lo ((20)-m) = (y0)-m & Mo.

Note que (3)-m € Ay, € Fp(V)m = (B D) om = iy (B)(@)omir =
(Yk)—m=+1, para todo k € N e m > mg + 1. Sabemos que os pontos (yx)_,, pertencem a

uma solucao global limitada 1, de 7,, através de =y, € A,, e, para todo m > my,

wk‘(_m + 5) = Ty,

Agora, podemos repetir a mesma construcao feita no Subcaso 1.1 usando a sequéncia
{(Wo)=m, }jen com my = 0 e m; = mo+j — 2, onde (yo)o = o e (Yo)o = o € com isso
obtemos uma solucao global limitada de 7y através de zy. Consequentemente, resulta que
Ty € Ap.

Caso 2: xp € M,.

Sabendo que xy ATy xo9 € My, repetindo o argumento do Subcaso 1.2 podemos

k—+o00
—

considerar que ¢y, () 0. Sendo assim, podemos assumir que 0 < ¢,, (x)) < % para

todo k € N. Como g € My, existe €,, > 0 tal que Fy(zo, (0,€,,)) N My = 0. Sejam € N
tal que % < min{é,,, %} Fixamos m > m e, para simplificar a notacao, denotamos
wy = @/Jk(—%) € A,, para todo k € N. Tomando uma subsequéncia se necessario, seja

Ym € UnE[O,l} A, o limite da sequéncia {wy}ren. Na sequéncia, mostraremos que existe
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ks € N tal que ¢, (wy,) > % para todo k > k3. De fato, suponhamos, por contradicao, que
podemos escolher uma subsequéncia de {¢,, (wk)}ren, que também mantemos a mesma
notagao, tal que ¢y, (wy) < + para todo k € N. Dessa forma, {¢,, (wi)}ren ¢ limitada, e

cOMo Wy gmase Ym, pela Condicao C1, segue que

k= 7r77k<¢77k (wg))wy k_>—+>oo 70 (0 (Ym))Ym = 2.

Dado que z, € M,,, pelo Lema[5.5] z € M. Entao, por C3 temos

U = Ty (S (wi))wi = I, (2) "= Io(2) € | Mo | A,
n€(0,1]
k——+o0

Sabendo que ¢o(I(2)) > &, como ¢y, (vi) — ¢o(Lo(2)), entao ¢y, (vi,) > % > L para k

suficientemente grande. Logo, para k suficientemente grande, temos

o (o) + - = ) ) o = o) (o~ o) 0

o que é uma contradi¢ao, pois

& 1
<_ _—
4+m

(k) + - = By ) < 0, () +

Portanto, ¢, (wy) > % para todo k > k3 e por isso,

Ty (%) Wy = Ty, (%) Wy, = Ty, (%) Vi, (_%) = Yi(0) =z ¢ My, k= ks.

.o~ 1 k——+o00 1 k——+oco ~
Pela Condicao C1, temos m,, (E) W, — To (E) Ym € COmMo T — X, entao

1
o <—> Ym = Zg € Mo, m > m. (512)
m
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J& que = < € € Fy(x0,(0,€65)) N My = 0, entdo y,, ¢ M. Observe que wy, € A, e

W pmary Ym ¢ My. Portanto, pela prova do Caso 1, podemos construir uma solugao
limitada de 7y através de y,,, em seguida obtemos que ¥, € Ag para m > m. Assim,
{Ym }men possui uma subsequéncia convergente que, por , converge para xy. Conse-
quentemente, o € Ay, como querfamos mostrar. E, pelo Lema a familia de atratores

globais {Aj},cj0,1) é semicontinua superiormente em 7 = 0. ]

5.5 Semicontinuidade Inferior dos Atratores Globais

Nesta segao apresentamos a semicontinuidade inferior dos atratores globais para um
caso particular. Inicialmente, estabelecemos algumas definicoes necessarias. Para isso,

considere (X, 7; M, I) um sistema dinamico impulsivo.

Defini¢ao 5.21. Dizemos que uma fungao ¥~ : (—o0,0] — X € uma T-solugao global

para trds se
7)) (s) =v¢ (t+s), para todot >0 e s <0 tais que t + s < 0.

Se = (0) = x € X, dizemos que ¥~ € uma w-solugcao global para trds através

de x.

Observacao 5.22. Os conceitos de solugao global e solugao global para tras se relacionam

da sequinte maneira:

i) Se & : R — X € uma solugdo global de 7, entao {(t + s) = 7(t)E(s) para todo t > 0 e
s € R. Em particular, {(t+s) = 7(t)&(s) para todot > 0 e s <0 tais que t+s < 0.

Entao a restricao de & ao intervalo (—oo,0] € uma T-solugdo global para trds.

ii) Se ¥~ : (—00,0] = X € uma 7-solugao global para trds, entio a fungio § : R — X

dada por
- {r s
7(t)=(0), t>0,
¢ uma m-solucao global. Com efeito, dadost >0 es € R. Ses<0et+s >0,
entio £(t +s) = Tt +s)Y=(0) = Y= (t+s) = 7)Y (s) = 7(t)é(s). Ses <0
et+s <0, temos E(t+s) = Y (t+s) = 7)Y (s) = 7(t)&(s). Agora, caso
s> 0, entao £(t+s) = w(t+ )Y (0) = 7(t)7(s)™(0) = 7(t)E(s), como queriamos

mostrar.
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Definicao 5.23. Dizemos que um ponto y* € X é um ponto de equilibrio de 7 se

7(t)y* = y* para todo t > 0.

Note que se y* é um ponto de equilibrio de 7, podemos construir uma solugao global

limitada ¢* de 7 através de y*, definindo
Y*(t) =y, para todo t € R.

Observagao 5.24. Se y* € X ¢é um ponto de equilibrio de 7, entdo y* ¢ M. Logo,
7(t)y* = w(t)y* para todo t > 0. Portanto y* € também um ponto de equilibrio do

semigrupo continuo w (+).

Definicao 5.25. Dado E um subconjunto w-invariante de X, definimos o conjunto

instdvel de E por
WUE)={y € X : existe uma 7-solugdo global para trds 1)~ através de y

tal que d (v~ (t), E) == 0}
Dado 6 > 0 suficientemente pequeno, definimos também o conjunto d-instdvel de
E por

Wi(E) ={y € B(E;d) : existe uma 7-solu¢do global para trds ¥~ através de y

tal que ¥~ (t) € B(E;9) para todot <0 e dg(yp™(t), ) t=2—% 0}.

Para um ponto de equilibrio y* de 7, o conjunto {y*} é T-invariante e
Wit(y*) = {y € B(E;J) : existe uma 7-solugao global para tras ¢~ através de y

tal que 1~ (t) € B(E;0) para todo t <0 e ¢~ (t) '==° v}

Observacgao 5.26. Dado um sistema dinamico impulsivo (X, 7; M, I) com atrator global
A. Se y* é um ponto de equilibrio de 7, entao Wi (y*) C A. Com efeito, seja x € W(y*).
Entao existe uma 7-solug¢ao global para trds 1~ através de x tal que ¥~ (t) € B(x;d) para
todot <0 e (t) i oy Seja £ : R — X a w-solugao global através de x, construida
na Observagdo [5.29 Assim, &(t) = ¢ (t) € B(x;6) para todo t < 0, isto €, &((—o0,0])
¢ limitado. Por outro lado, A 7-atrai {z}. Entdo, dado ¢ > 0 existe ty > 0 tal que
E(t) = 7)Y (0) = 7(t)x € B(A;s€) para todo t > to. Logo, &([to, +00)) € limitado.
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Além disso, como & € continua, £([0,to]) é compacto. Portanto, {(R) é limitado e £ é
uma -solugdo global limitada através de x e, pela Proposi¢io[{.7, x € A, concluindo que
Ws(y™) C A.

Note que W¥(y*) C A que é compacto. Entdo W{(y*) é pré-compacto.

O lema a seguir nos fornece uma equivaléncia, em termos de sequéncias, para a semi-

continuidade inferior em 1 = 0 de uma familia { A, },cp0,1] de subconjuntos de X.

Lema 5.27. Seja { A, }yeioq) uma familia de subconjuntos ndo vazios de X tal que Ay €
pré-compacto. A familia { Ay}, € semicontinua inferiormente em n = 0 se, e somente
se, dados 19 € Ay e {ni}ren C [0,1] com oo 0, emistem uma subsequéncia {n, }jen

A . . . Jj—+oo
e uma sequéncia {x;}en, com x; € Ay, para todo j € N, tais que x; " — xo.
J

Demonstragdo. Suponhamos que { A, },cjo,1] ndo seja semicontinua inferiormente em 7 =
. . A k .
0. Entao existem ¢y > 0, uma sequéncia {n breny C [0, 1] com n 252° 0 e uma sequéncia

{2k }ren C Ao, k € N, tais que
d(zg, Ap,) > €0, ke N

Como Aj é pré-compacto, podemos assumir que zj gmare 2 € Ap. Logo ndo existe
subsequéncia {m, }jen € {z;}jen, com x; € Ankj para todo j € N, de modo que z; gare 20,
o que é uma contradicao. Reciprocamente, suponhamos que {.A,},cj0,1) seja semicontinua
inferiormente em 1 = 0, isto ¢, dg (Ao, A,) "—5° 0. Dados zo € Ay e {n}ren C [0, 1]

com 7 F2H° 0. Entdo existe uma subsequéncia {m, }jen tal que, para cada j € N,
1
dH<A0, Aﬂkj) < ;

Mas, 7 € Ay, seja {y;}jen uma sequéncia em Ay tal que y; Ak xo. Para cada y; € Ay,
temos

1
d(y;, An.,) < du(Ao, Ay, ) < ;'

1
Como d(yj,.Ankj) = a:ei,%f d(y;,x) < 7 entao para cada j € N existe z; € Ankj tal que
Mg

d(y;,z;) < % Com isso,
1 j 00
d([L’j,ZEQ) < d(fﬁj,yj) + d(yj,xo) < 3 + d(yj,xo) j_>—+> 0.

J—+00 ,
Portanto, x; "— 9, como queriamos mostrar. ]
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Seja {X, m,; My, I }epo,1) uma familia de sistemas dinamicos impulsivos. Para cada
n € [0,1] escrevemos €, o conjunto de todos os pontos de equilibrio de {m, : ¢ > 0}, que
coincide com o conjunto de pontos de equilibrio de 7 (como vimos na Observagao |5.24)).
O préximo teorema apresenta condicoes suficientes para a semicontinuidade inferior da

familia de atratores globais {Ay},cpo1)-

Teorema 5.28. Seja {(X, 7, My, I)) bnepo,) uma familia de sistemas dinamicos impulsi-
vos tal que para cadan € [0,1] o sistema (X, m,; M, I,) possui atrator global A,. Assuma

que cada ponto My satisfaga a condi¢ao (C-STC) e considere as sequintes hipdteses:
a) Eriste p € N tal que {y,",...,y;"} C €, para cada n € [0,1];

b) Eziste § > 0 tal que a familia {Wg‘(y;")}ne[o,l] € semicontinua inferiormente emn = 0,

para todo j € {1,...,p};
p
c) A= U Wu(y;o)-
j=1

Entao a familia de atratores globais {Ay}nepo,) € semicontinua inferiormente em n = 0.

Demonstracio. Sejam uy € Ay e {nptren C [0,1] uma sequéncia tal que 7 gz}

Primeiramente, suponha que uy € Ay. Entao, ug € W¥(y:") para algum r € {1,..., p},
isto é, existe uma mo-solucao global para tras v, através de ug tal que 9, (%) 250 0,
Logo, dado § > 0 existe 7 > 0 de modo que 1, (t) € B(y;%; ) sempre que t < —7. Defina
@ : (—00,0] = X por o(t) = b, (t — 7). Afirmamos que ¢ é uma solugao global para
tras de 7o através de ¢ (—7). De fato, ¢(0) = ¢, (—7) e dado t < 0 e s > 0 tais que

t+ s <0, temos

p(t+5) =, (t+s = 7) = Fo(s)ih,, (t — 7) = Tols)e(t).

Note que ¢, (—7) € B(y;% ). Além disso, dado ¢ < 0. Como t — 7 < —7 temos

d(p(t), %) = d(thg, (t = 7),4;°) < 6.

t——o0

Isto é, p(t) € B(y?;§) para todo t < 0. Também, dg(p(t),y:°) = dH(wgo(t—T),y:O) -

r

0. Assim, ¢, (—7) € W(y;%) C Ag = Ao\ Ao. Logo, ¥y (—7) ¢ Mo e, (—7) € W(y:0)

que é pré-compacto.

Pela hip6tese b), dg(W(y:0), Wi (y:*)) "% 0. Entdo, pelo Lema [5.27] existem uma

N A *Mke
u J
subsequéncia {7k, }jen € uma sequéncia {u;}jen com u; € Wi(y, 7) C Ay, para cada
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j € N, tal que u; Uiy Y, (—7). Sendo assim, para cada j € N, existe uma 7-solucao

global para trés ¢; através de u; de forma que
_ j—+o0 |, _
5 (0) = uy "= 4 (=),

Como ), (—7) & My, pelo Corolario existe uma sequéncia {e¢;}jeny C Ry tal que

j—+o0
€ — Oe

T, (7 + )07 (0) /25 o (7 (—7) = 1, (0) = wp,

com iy, (7 +€); (0) = T, (T+¢€)u; € Ay, para todo j € N. Entéo, pelo Lema |5.27]

o resultado segue.

Para o caso em que uy € Ag \ Ap, tomamos € > 0 e v’ € Ay tais que d(u',ug) < s
Como u' € Ay, assim como feito anteriormente, obtemos uma sequéncia {xy}ren, com
z, € A, para cada k € N, de modo que zy, P24 . Sendo assim, existe kg € N tal que

d(u',r) < § para k > ko. Dai,

d(zg,up) < d(xg,u') + d(u',ug) < e, para todo k > k.

Isto é, z, P2 o Portanto, pelo Lema [5.27, a familia de atratores globais {.A;},cf0,1] ¢

semicontinua inferiormente em 7 = 0. [



1]

Referéncias Bibliograficas

Bonotto, E. M.; Bortolan, M. C.; Carvalho, A. N.; Czaja, R. Global Attractors for
impulsive dynamical systems - a precompact approach. J. Diff. Equations,

259 (2015), 2602-2625.

Bonotto, E. M.; Demuner, D. P. Attractors for impulsive dissipative semidy-

namical systemss. Bull. Sci. Math., 137 (2013) 617-642.

Bonotto, E. M.; Bortolan, M. C.; Collegari, R.; Czaja, R. Semicontinuity of at-
tractors for impulsive dynamical systems. J. Diff. Equations, 261 (2016) 4338-
4367.

Ciesielski, K. On semicontinuity in impulsive dynamical systems, Bull. Polish

Acad. Sci. Math., 52, (2004), 71-80.

Costa, E. R. A. Sistemas gradientes, decomposicao de Morse e fungoes de
Lyapunov sob perturbacao. Tese de Doutorado. Pés-Graduacao em Matematica-

ICMC-USP, Sao Carlos - Sao Paulo, 2012.

Coswosck, V. C.; Movimentos recorrentes e quase peridédicos em sistemas

semidinamicos impulsivos. Dissertacao de Mestrado. UFES, 2017.

Ferreira, J. C. Sistemas semidinadmicos dissipativos com impulsos. Tese de
Doutorado. Pés-Graduacao em Matematica-ICMC-USP, Sao Carlos - Sao Paulo,
2016.

Huang, M.; Song, X. Modeling and qualitative analysis of diabetes therapies
with state feedback control. Int. J. Biomathematics, Vol. 7, No. 4 (2014).

Lima, E.L. Curso de Anélise. v.1. 14. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2016. (Projeto
Euclides)



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 102

[10] Lima, E.L. Espagos Métricos. 5. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2015. (Projeto Eucli-
des)

[11] Silva, A. P. Um Estudo da Teoria das Dimensoes Aplicado a Sistemas
Dinamicos. Dissertacao de Mestrado. Pés-Graduacao em Matematica-ICMC-USP,
Sao Carlos - Sao Paulo, 2015.



	Preliminares
	Notação
	Resultados Auxiliares

	Semigrupos
	Definição de Semigrupo
	Conjuntos Limites
	Atrator Global

	Sistema Dinâmico Impulsivo
	Definição de Sistema Dinâmico Impulsivo
	Continuidade da Função 
	Conjunto Limite Impulsivo
	Invariância do Conjunto -limite
	Atração do Conjunto -limite


	Atratores Globais para Sistemas Dinâmicos Impulsivos
	Propriedades do Atrator Global Impulsivo

	Semicontinuidade de Atratores
	Condição de Tubo Coletiva
	Continuidade Coletiva das Aplicações Tempo de Impacto
	Continuidade das Trajetórias Impulsivas
	Semicontinuidade Superior dos Atratores Globais
	Semicontinuidade Inferior dos Atratores Globais

	Referências Bibliográficas

