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Resumo

Nesta pesquisa estudamos a navegacao de Kleinberg em redes de mundo pequeno através
do algoritmo de amostragem por rejeicao dindmica, proposto por Mathieu e Comte. Ao
contrario das técnicas convencionais, esta abordagem dispensa a utilizacao de condicoes de
contorno periddicas que deformam a rede e a converte em toroide. Ao invés disso, utiliza-se
mascaras de aceitacao sobrepostas a rede quadrada estudada com o intuito de oferecer um
critério de aceitacao adicional para aquisicao de links de longo alcance, sem contudo, violar
os preceitos fundamentais que regem a distribuicao estatistica dessas conexoes, resultando
numa queda drastica da complexidade do algoritmo. O objetivo deste trabalho é estender a
abordagem de Mathieu e Comte a redes com topologia fractal (Quadrado de Sierpinski), isso
é feito através do desenvolvimento de uma rotina computacional auxiliar (fractal__search)
que torna a geometria fractal detectavel as mascaras de aceitagao. Esta é uma etapa de
grande relevancia para a totalidade do processo no que diz respeito a complexidade do
algoritmo, uma vez que o conhecimento acumulado em literatura na tultima década indica
que a emergéncia de roteamento em redes fractais exige que estas possuam tamanhos
extremamente elevados. Nossa rotina foi projetada para operar de forma recursiva e
harmoénica com a autossimilaridade fractal, o que lhe garante desempenho compativel com
as tarefas que ird desempenhar durante a simulagao. A abordagem adotada na condugao
desse trabalho se mostrou consistente com as previsoes e resultados ja consolidados e
publicados em periddicos especializados na area de ciéncia de rede, tais como: a existéncia
de um expoente de clusterizacao que minimiza o tempo de entrega, quando este assume
valores idénticos ao da dimensao da rede analisada (i, = dy), além do surgimento da
proporcionalidade do tempo de entrega em relagao ao logaritmo do comprimento da rede
(T ~ In*L). Também ficou demonstrado que o nimero de realizacdes (R), utilizado para
compor o espago amostral das andlises estatisticas da simulagao, e o comprimento da rede
(L), possuem interdependéncia e causam impacto expressivo no tempo de processamento.
Finalmente, realizamos um teste de desempenho tomando como parametro comparativo o
tempo de execuc¢ao, em que ficou demonstrada a superioridade do método proposto em

comparagao aos métodos tradicionais.

Palavras-chave: Fractal. Amostragem por Rejeicao Dindmica. Small-World. Navegacao

em redes. Network Science.






Abstract

In this research, we study Kleinberg’s navigation in small-world networks using the
dynamic rejection sampling algorithm proposed by Mathieu and Comte. Unlike conventional
techniques, this approach dispenses with the use of periodic boundary conditions that
deform the lattice and convert it into a toroid. Instead, acceptance masks are used
superimposed on the studied square network to offer an additional acceptance criterion for
the acquisition of long-range links, without violating the fundamental precepts that govern
the statistical distribution of these connections, resulting in a drastic drop in the complexity
of the algorithm. This work aims to extend Mathieu and Comte’s approach to networks
with fractal topology (Sierpinski’s Square), this is done through the development of an
auxiliary computational routine (fractal__search) which makes fractal geometry detectable
to acceptance masks. This is a step of great relevance for the entire process regarding the
complexity of the algorithm since the knowledge accumulated in the literature in the last
decade indicates that the emergence of routing in fractal networks requires that they have
extremely large sizes. Our routine was designed to operate recursively and harmonically
with fractal self-similarity, which guarantees a performance compatible with the tasks it
will perform during the simulation. The approach adopted in conducting this work was
consistent with the forecasts and results already consolidated and published in journals
specialized in the field of network science, such as the existence of a clustering exponent
that minimizes the delivery time, when it assumes values identical to the dimension of
the analyzed network (., = dy), besides the appearance of the proportionality of the
delivery time with the logarithm of the network size (T ~ [n%L). It was also demonstrated
that the number of realizations (R), used to compose the sampling space of the statistical
analysis of the simulation, and the network size (L), have interdependence and have a
significant impact on the processing time. Finally, we performed a performance test using
the execution time as a comparative parameter, which demonstrated the superiority of

the proposed method compared to traditional methods.

Keywords: Fractal. Sampling by Dynamic Rejection. Small-World. Browsing in networks.

Network Science.
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Introducao

A simples pratica de estabelecer novos vinculos de amizades, revela um aspecto
curioso e emergente das redes sociais. Em situa¢oes como estas, frequentemente encontramos
membros antigos em nossa rede de contatos que ja apresentavam algum tipo de conexao
com a pessoa de nossa amizade recém adquirida, ainda que de forma abstrata. Isso ocorre
porque redes sociais sao repletas de caminhos curtos que permitem navegar por toda a
sua extensao com um nimero relativamente pequeno de intermediarios, chamamos isso
de Fenomeno de Mundo Pequenoo ou de Seis Graus de Separac¢do. O primeiro estudo
empirico de relevincia sobre esse fendomeno, foi conduzido em (TRAVERS; MILGRAM,
1967). A pesquisa consistiu no envio de cartas para uma pessoa-alvo previamente escolhida,
os remetentes por sua vez, eram escolhidos de forma aleatoria e possuiam apenas algumas
informagoes elementares sobre o alvo como nome, enderecgo e profissao. Evidentemente, o
envio direto até o alvo nao era permitido, ao invés disso, o remetente s6 poderia enviar a
carta para um de seus contatos que estivesse mais préximo do alvo e assim sucessivamente
até que o alvo fosse atingido. Surpreendentemente, entre todos os caminhos possiveis, a
carta trafegava pela cadeia de conexOes mais curtas na maioria das vezes, apesar de o
portador dispor apenas de informagoes locais. Em ciéncias da computacao, algoritmos que
simulam tais navegacoes sao chamados de Busca Descentralizada ou de Algoritmo Guloso.
Outra terminologia que surge durante esse estudo é o chamado Tempo de Entrega T, que
se refere ao nimero de intermediarios que portaram a carta ao longo de sua trajetoria até
o destino. A partir do trabalho de Milgram, inimeros esforgos foram despendidos visando
a compreensao do fendmeno de mundo pequeno. Tradicionalmente, a teoria de grafos é a
abordagem preferida por pesquisadores da area e aparentemente é a mais eficaz. Nesse
ramo da matematica, os modelos de redes totalmente aleatoérias proposto por Erdos e Renyi
(ERDOS; RENYT, 1960a; ERDOS; RENYT, 1959b) e por Gilbert (GILBERT, 1959) foram
de grande importancia para a construcao de um modelo satisfatério de rede, pois também
apresentam cadeias curtas de conexao ao longo da rede. Mesmo nao sendo consistentes com
o experimento de Milgram, esses modelos foram de grande serventia para o entendimento
e concepcao de modelos mais aprimorados de redes, como o modelo de Watts-Strogatz
(WATTS; STROGATZ, 1998) que consiste em simular a rede entre os extremos, totalmente
regular e totalmente aleatério, através de um parametro de controle que rege o grau de

aleatoriedade com que as conexdes sao refeitas. O trabalho de Watts-Strogatz mostrou
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que a aleatoriedade é o ingrediente que favorece a emergéncia de caminhos curtos (atalhos)
mas nao explicava porque esses caminhos ocorriam na maioria das realizagoes, o simples
fato desses caminhos existirem nao é garantia de que serao encontrados. Essa questao
foi abordada por Kleinberg (KLEINBERG, 1999; KLEINBERG, 2000), ao contrario dos
modelos anteriores, ele propds que a criacdo de atalho nao deveria ser uniformemente
distribuida, mas sim criada com uma distribuicao de probabilidade consistente com as
observacoes de Milgram, ou seja, a cada passo que a carta estd mais préxima do alvo
sua distancia é reduzida para cerca de metade da distancia anterior. Como consequéncia
natural desta imposicao, atalhos mais curtos s@o mais provaveis, em detrimento dos mais
longos. Alguns anos depois, o modelo de Kleinberg foi estendido para navegagdo em
redes com geometria fractal (ROBERSON; BEN-AVRAHAM, 2006) e todos os modelos
desenvolvidos até entao foram baseados num método de modelar a rede denominado
condi¢des de contorno peridédicas, que tem como principal efeito a conversao da rede
quadrada em um toroide com o intuito de remover interferéncias causadas por efeitos de
borda. Alternativamente, Mathieu e Comte (MATHIEU; COMTE, 2020) trabalharam
numa implementacao do algoritmo de busca descentralizada de Kleinberg em redes 2D que
nao requer a aplicagdo das condigdes de contorno periddicas. Este método ficou conhecido
como Amostragem por Rejeicio Dinamica e consiste no uso de méascaras de aceitacao
para desenhar links de longo alcance, o que melhorou consideravelmente o desempenho do

algoritmo.

Nesta pesquisa, estudamos a navegacao de Kleinberg em redes de pequeno mundo e
propomos a extensao do método Mathieu e Comte para simular o tempo de entrega esperado
T em redes com geometria fractal conhecidas como Tapete de Sierpinski. Validamos nossos
resultados utilizando técnicas analiticas e computacionais semelhantes as ja catalogadas
na literatura. Ao longo do texto, utilizamos linguagem e ilustra¢oes acessiveis a todos os
publicos, com o intuito de tornar o conteiido menos arido a leitores nao especializados no
tema. No capitulo 1 discutimos as ferramentas basicas de abordagem no ambito da ciéncia
de rede e teoria de grafos. Nos capitulos 2 e 3 examinamos o processo de evolugao dos
modelos de rede mais relevantes ao nosso interesse de pesquisa, bem como os conceitos
basicos sobre a geometria fractal. No capitulo 4 apresentamos e discutimos os principais
algoritmos de busca descentralizada ja publicados em periddicos. Nossa contribuicao
cientifica consta nos capitulos 5 e 6, onde descrevemos a metodologia de nossa abordagem

e apresentamos os resultados obtidos via simulacao.
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CAPiTULO

Network Science

1.1 Introducao

Neste capitulo serdao discutidos os principais tépicos correlatos a representacao e
modelagem das conexdes entre pares de elementos de um mesmo sistema. Ao longo das
secoes serd evidenciado que essa representacao ¢ feita através da Ciéncia de Rede', e que

o aporte matematico necessario para a modelagem é fornecido pela teoria de grafos.

"I think the next century will be the century of complexity. "

Stephen Hawking

Sistemas com elevado niimero de componentes que potencialmente podem interagir
entre si sao denominados Sistemas Compleros. Convenientemente esta terminologia possui
relagado com complexidade descritiva das interagoes entre os elementos desse sistema, o que
torna inviavel qualquer tentativa de confeccionar um modelo matematico-analitico através
de métodos convencionais. Vamos mostrar que a ciéncia de rede é uma ferramenta poderosa
no estudo de problemas com esse grau de dificuldade e que os principais resultados de
interesse perpassam por uma analise topologica das conexoes aliada a uma abordagem

reducionista do problema até que um modelo satisfatorio seja alcangado.

L Network Science
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1.2 A criacao da Teoria de Grafos: O problema das sete pontes

de Konigsberg

Em 1735, na cidade prussiana de Konigsberg, haviam duas ilhas separadas por
um rio chamado Pregel (atual rio Pregolia), e a conexao entre elas e o continente se dava
através de sete pontes, conforme ilustrado na Figura 1. Moradores se perguntavam se
seria possivel percorrer toda a cidade passando pelas sete pontes, uma tnica vez em cada.
Evidentemente ninguém conseguiu encontrar tal caminho, o que estimulava as pessoas a
continuarem tentando ja que nao existia prova de que ele nao existia. Desde entao, o desafio
de encontrar uma solucao definitiva para esta questao ficou conhecido como o problema das
sete pontes de Konigsberg (WEISSTEIN, 2002; BULA; NIKIEL; TYMCHATYN, 1994).

Figura 1 — O Problema das sete pontes (cidade de Konigsberg em 1735).

KONINGSBERGA
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Fonte: (COHEN; HAVLIN, 2010)

Nesta mesma época Leonhard Euler passou a estudar o problema e sua primeira
contribuicao foi mostrar que os comprimentos das pontes ndo eram determinantes mais
sim como as porgoes de terra se conectavam, deixando claro que a ferramenta matematica
adequada ao caso é o que conhecemos hoje como teoria de grafos. A Figura 2 mostra o
grafo que representa o problema proposto (HOPKINS; WILSON, 2004; GRIBKOVSKATA;
SR; LAPORTE, 2007).

Euler provou que o caminho procurado no problema das sete pontes era analogo

ao de se percorrer um caminho no grafo. Foi mostrado que para um caminho genérico, o
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Figura 2 — Na teoria de grafos aplicada ao problema das sete pontes, cada porcao de terra
e ponte sao associados a um vértice e a uma aresta, respectivamente.

el el e2

w0 I

Fonte: Newman, Barabasi e Watts (2006)

grau dos nés * de saida e chegada poderiam ser impares (apenas chegada ou apenas saida)
e o grau dos nés intermedidrios deveriam ser par (uma chegada e uma saida), como o
caso estudado tratava de um caminho fechado ficou evidenciado que todos os nés do grafo
deveriam possuir grau par. Por inspe¢ao, podemos perceber que no grafo do problema
existem nés com nimero impar de ligacoes, isso fez com que Euler concluisse que o caminho

procurado nao existia (EULER, 1741; GONDRAN; MINOUX; VAJDA, 1984).

1.2.1 Conceitos Basicos e Definicoes

Nesta subsecao discutiremos as principais métricas utilizadas na caracterizacao de
grafos. Os topicos abordados aqui fardao parte do aporte tedrico utilizado na construgao do

modelo de rede que estudaremos neste trabalho.

1.2.1.1 Grafos e Representagao Grafica

Segundo Barabasi (2013) para entender um sistema complexo de forma efetiva é
preciso conhecer o mecanismo de interacao existente entre seus componentes. No linguajar
da teoria de grafos, os constituintes do sistema sao chamados de nds ou wvértices e as
eventuais conexoes entre eles de links ou arestas (MARCUS, 2008; BOLLOBAS, 2013).
Dessa forma, um sistema de N elementos pode ser representado por um grafo G = (V, A),
onde V' é um conjunto de N vértices que identifica os constituintes do sistema e A outro
conjunto que identifica o nimero M de arestas bem como sua configuracao topologica.
Dizemos que a ordem do grafo e seu tamanho sdo respectivamente N e M (TRUDEAU,
2013; GROSS; YELLEN; ZHANG, 2013).

2 Termo utilizado na teoria de redes que diz respeito ao Niimero de Ligacdes de um né. Maiores detalhes

na secao 1.2.1
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Figura 3 — Representagao grafica de grafos direcionados e nao direcionados.

Fonte: Autor

Os elementos de A sdo representados por um par de informagoes que dizem respeito
aos vértices conectados, dessa forma, dois nds 7 e j podem ser conectados através de uma
aresta (i,7) € A sendo chamados de nés vizinhos ou adjacentes. Quando (i,7) = (j,1)
dizemos que o grafo é nao direcionado e quando (i, j) # (j,¢) ele é chamado de direcionado.
Neste trabalho vamos lidar com grafos sem autoconexao, isto é, um né do grafo nao
pode conectar-se a si mesmo. A Figura 3 mostra uma representacao grafica de dois grafos
como exemplo, a esquerda temos um grafo nao direcionado com V ={A,B,C, D} e A =
{(A,B),(A,C),(B,C),(B,D)} e a direita um grafo direcionado com V = {A, B,C, D} e
A={(A,B),(AC),(C,B),(D,B)}. Podemos determinar o nimero maximo de conexdes
em grafos nao direcionados através da combinagao do ntimero de nés N, tomados dois a

dois, o que nos leva a

(N) Nl N(N-1)
ON’Q_(2>_2!(N—2)!_ 2 (1.1)

Evidentemente que para grafos direcionados temos o dobro de conexoes, ou seja,
N(N — 1) (TRINAJSTIC, 2018; FOULDS, 2012; WALLIS, 2010). O escopo do nosso
trabalho possui pouca ou nenhuma aderéncia aos grafos direcionados, por isso vamos

omiti-lo nos desenvolvimentos tedricos que se seguem.

1.2.1.2 Grafos e Representacao Matricial

Uma forma de representacao de grafos mais rigorosa em termos analiticos pode
ser feita através de matrizes, e a matriz relacionada é denominada Matriz de Adjacéncia
X. Ela possui tamanho NxN e seus elementos x;; sao bindrios de modo que z;; = 1 se
(i,j) € Aex;; =0 ¢ A. Como optamos por excluir qualquer autoconexdao temos que

x;; = x;; = 0; note que para grafos nao direcionados X é sempre simétrica.

Apenas como carater informativo, apresentamos a seguir a matriz de adjacéncia do

grafo nao direcionado ilustrado na Figura 3.
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I
O R = O
— = O

O O ==
o O = O

Na Figura 4 oferecemos mais exemplos de grafos e seus respectivos subgrafos, em

ambas os casos direcionado e nao direcionado.

Figura 4 — Exemplo de grafos, subgrafos e suas respectivas notagoes matriciais.

Original graph Subgraph of original graph1
gaphs | 15423 ) 012 :
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11101 1 111 0 1
20 10 1 21010
30110 3
: 0 0
[;::;L‘?Sd 10123 otz ,
0/0 101 1 2 0/010
110000 1000 @O+« —©
2l01 00 2l010
30110 3

Fonte: Barrat, Barthelemy e Vespignani (2008)

1.2.1.3 Densidade de Grafos

Outra métrica de grande importancia na caracterizacao de grafos é a Densidade p,
ela mede a razao entre o nimero de conexoes existentes e o niimero maximo de conexoes
possiveis, um grafo é chamado de denso quando p ~ 1 ou esparso quando 0 < p < 1.

Dessa forma, para os grafos nao direcionados tratados aqui temos que

2M

P= N1y (1.2)

De acordo com Monteiro (2010), a representa¢ao matricial ndo é adequada quando

se trata de grafos esparsos devido a grande quantidade de zeros que devem ser armazenados.
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Ele sugere agrupar os dados utilizando listas, em que cada né é associado a uma Lista de

Adjacéncia.

1.2.1.4 Medidas de Distancia em Grafos

Neste trabalho, vamos considerar exclusivamente os casos onde nao haja vértices
desconectados, para isso, é necessario um nimero minimo N — 1 de conexoes (GIBBONS,
1985; BARNES; HARARY, 1983). Um grafo nessas condigoes é dito conexo e sera chamado
de desconexo em caso contrario. Consequentemente, para grafos nao direcionados e conexos,
sempre haverd um caminho (cadeia de conexées) que conecta dois vértices quaisquer i e
J do grafo. Dessa forma, o ntimero de arestas l;; que constituem a cadeia mais curta de
conexoes entre dois nés quaisquer é calculada para todas as combinacoes de pares possiveis
e armazenada numa matriz denominada Matriz de Distancia E (RAHMAN et al., 2017;
JOHN; ALLAN, 1995). Como ilustracao, apresentamos abaixo a matrizes de distancia

referente ao grafo nao direcionado mostrado na Figura 3.

N =]
— = O
N O~
S NN =N

Sistemas complexos sao modelados tipicamente por grafos de ordem N bastante
elevada, dentro de um contexto estocastico (STEEN, 2010; HSU; LIN, 2008). Por isso,
uma estimativa do comprimento médio do caminho mais curto <L> ¢é mais um dado que

colabora para a andlise da rede estudada.

N

2 N—-1
Is=— ¥ (1.3)
i=1

lij
N(N-1) 5,5 "

Dentre todos os caminhos mais curtos /;; da distribuicao, o mais longo ¢ denominado
Diametro do Grafo D.
1.2.1.5 Grau de um Veértice

O Grau de um Vértice k; é o nimero de arestas que ele possui e é obtido através

da matriz de adjacéncia pela seguinte expressao:

N
j=1

Uma caracteristica observada por Euler é que a soma dos graus de todos os nés

deve ser
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N
> ki =2M. (1.5)
i=1

Uma breve inspecao dos dados permite concluir que cada uma das arestas é contada

duas vezes, justificando assim o fator dois na Equacao 1.5. O elevado nimero da ordem N

dos grafos abordados nesse trabalho, nos encoraja a considerar alguns aspectos estatisticos

da situacao (VASUDEV, 2006; READ, 2014). Ao longo da rede, o grau dos vértices seguem
um distribui¢do conhecida simplesmente como Distribui¢io de Graus P(k) que pode ser
interpretada como a fracado de nés com grau k£ ou a probabilidade de um né, escolhido

aleatoriamente, possuir um grau k (PHILLIPS; SCHWANGHART; HECKMANN, 2015;

SPIELMAN;, 2007). Consequentemente, o niumero médio de arestas por vértice, denominado

Grau Médio < k > de um grafo, é escrito como

<k >=> kP(k). (1.6)

1.2.1.6 Entropia

A entropia é uma medida da heterogeneidade da conectividade entre os nés grafo

—> " P(k) logs(P(k)). (1.7)

1.2.1.7 Coeficiente de Clusterizagao

O Coeficiente de Clusterizacao C; é talvez uma das métricas aplicadas a teoria de
grafos de maior relevancia para o estudo que vamos propor aqui. Introduzida originalmente
por Watts e Strogatz (1998), C; é a razao entre o niimero a; de conexoes efetivas existentes
entre os primeiros vizinhos e o total de liga¢oes possiveis entre eles. Podemos interpretar

C; como o grau de interagdo entre os vizinho de um no.

a; ZCLi

N\ kilki—1)
(3)

E possivel verificar que a; pode ser obtido através da matriz de adjacéncia correla-
cionada X (SCHANK; WAGNER, 2005; GERHARDT; LEMKE; CORSO, 2006) conforme

abaixo:

C; = (1.8)

1 N N
a; izzxijlexle (1-9)

j=11=1
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Na Figura 5 apresentamos um exemplo aplicado, a parte (a) mostra um pequeno
grafo onde o vértice A (Azul) tera seus vizinhos (Verde) estudados em termos de conecti-
vidade. Na parte (b) destacamos com linhas tracejadas na cor cinza todas as combinagoes
(52 de ligacoes possiveis entre os trés vizinhos de A. Em (¢) vemos que dentre todas as
possibilidade existe apenas uma tinica conexao entre os vizinhos, especificamente entre os
vértices C' e D. Destacamos essa aresta com uma linha vermelha tracejada. Dessa forma
temos

aa 2-1 1

N) 3B3-1) 3
(7)

Figura 5 — Coeficiente de clusterizagao: Avaliando a conectividade entre vizinhos.

Ca=

(@) (b) ()

Fonte: Autor

Para uma rede de N nos, o coeficiente de clusterizacio médio <C> é

1 N
<C>==->C, (1.10)
Nz‘:l

Em uma abordagem estatistica <C'> pode ser considerada como sendo a pro-
babilidade de encontrar dois vértices, que sao vizinhos de um terceiro, ligados entre si.
Alternativamente, <C> pode ser substituido por outra métrica similar, comumente en-
contrada na literatura como Coeficiente de Agrupamento Global, cuja representacao é feita
por Ca. Ela consiste em medir o nimero total de tridangulos fechados em uma rede, ou
seja, o numero de subgrafos de trés vértices totalmente conectados. Uma tripla conectada
é outro subgrafo de trés vértices, porém conectados por apenas duas arestas de modo que

seu diametro seja igual a dois,

3 x (Ntumero de Tridngulos)

= ) 1.11
Numero de Triplas Conectadas ( )

Ca
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Por inspec¢ao, podemos constatar que o termo a; na Equacao 1.8 é o niimero total de
triangulos nos quais o no ¢ participa. Note que <C'> e Cx nao sao quantidades equivalentes

(BARABASI, 2013), porém elas fornecem valores aproximados para um grande niimero de
redes (BOLLOBAS; RIORDAN, 2003).

1.2.1.8 Assortatividade

A assortatividade é uma métrica utilizada na medicao da tendéncia de vértices
portadores de caracteristicas similares estarem conectados. Isso pode ser bastante util na
analise de redes sociais, onde se deseja analisar a similaridade entre pessoas da mesma

classe social, nacionalidade, religiao, faixa etaria, etc.

Na tltima década, pesquisadores (PASTOR-SATORRAS; VAZQUEZ; VESPIG-
NANI, 2001) propuseram uma forma de caracterizar a assortatividade de grau com o
intuito de medir a correlagao entre os graus dos nés em uma rede. Ficou estabelecido que
uma rede é assortativa quando nds com grau considerado pequeno tendem a se conectar a
n6és com grau comparativamente pequeno. Por outro lado, quando essa tendéncia ocorre

com nos portadores de elevado grau, dizemos que a rede ¢é disassortativa.

Dessa forma temos £, ; como a soma de todos os graus dos vizinhos do i-ésimo né

comparado ao grau desse proprio né definido como

1 N
/?2:: (1.12)

De um ponto de vista mais abrangente, podemos definir o grau médio dos vizinhos

de um né que apresenta grau k da seguinte forma

v 2 K (1.13)

z/k =k

Na Equagao 1.13, Nj é o nimero de vértices portadores de grau igual a k e o
somatorio € realizado considerando apenas esses nés. Nota-se que em uma rede assortativa,
k,(k) é diretamente proporcional a k, evidentemente se essa relagao for inversa entao a

rede é disassortativa.

Outras propostas metodologicas de avaliagao da assortatividade surgiram com
o tempo, o trabalho de Newman (2002) aborda a questao propondo um coeficiente de

assortatividade A,

MZZ 1 Jili = (LM zl(]l+l)> ‘
2MZzljz+l2 ( 11]1+l))

>
Il

(1.14)
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Figura 6 — Estudo da aplicacao da Assortatividade: As redes sao classificadas como assor-
tativas quando k,, aumenta (Rede de colaboragao cientifica), neutra quando
nao ha correlagdo entre k,, e k (Power Grid) e disassortativa quando k,,
diminui com k (Rede Metabdlica).
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Fonte: (BARABASI, 2013) - Adaptada

Na Equacao 1.14, j; e [; denotam os graus dos vértices conectados através da i-ésimo
link. O coeficiente A tem como caracteristica apresentar A > 0 para redes assortativas e A <
0 para redes disassortativas. Em particular, redes perfeitamente assortativas apresentam
A =1 e redes perfeitamente disassortativas A = —1. Evidentemente, para o caso onde
nao ha correlagao alguma entre a existéncia de arestas e os graus dos vértices que elas
conectam, temos A = 0. A Figura 6 mostra um breve estudo da assortatividade aplicado a

algumas das redes de amplo conhecimento da area.

1.2.1.9 Medidas de Centralidade

Frequentemente, a analise integral de uma rede requer a identificagao dos noés de
maior relevancia; aqueles que, caso sejam removidos, causariam grandes transformagcoes na
rede original (BORGATTIL; EVERETT, 2006; ESTRADA; BODIN, 2008). Chamamos isso
de centralidade de um vértice e ao longo do tempo os cientistas acumularam diversas ma-
neiras de estimé-la. Neste trabalho apresentaremos quatro delas (MASON; VERWOERD,
2007).

A centralidade de grau Cy;) de um né 7 é definida como a razao entre o grau desse

no e o maior grau que potencialmente ele possa ter

T (1.15)

A centralidade de prorimidade Cp(i) de um né i é a razao entre os N — 1 nds
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restantes na rede e o somatério dos caminhos mais curtos entre ¢ os demais nés da rede,

tendo a expressao,

N -1
Cp(i) = SN (1.16)

j=1lij
Proposta originalmente por Freeman (1977), a centralidade de intermediaciao C;, (i)
do n6 i é a razao entre o nimero de caminhos mais curtos o;;(7) entre dois outros nés j e
[ que passam por ¢ e o nimero total de caminhos existentes o entre j e I. A expressao
¢ normalizada através de um fator que leva em consideragdo o niimero maximo de vezes

em que o no ¢ pode surgir nesses caminhos, para um grafo nao direcionado esse nimero é

N .
, assim:
2

9 N—-1

Cnl) = N =) & & 7l) (1.17)

Apontamos a abordagem de Bonacich (1987) como a quarta e iltima metodologia
de medi¢do da centralidade. O procedimento de calculo deve levar em conta a centralidade

de todos os outros vértices aos quais o vértice estudado esta conectado. Dessa forma:

1 N
vV = f ZZEUU]'. (118)
j=1

Sendo I' um fator de proporcionalidade que manipulado adequadamente pode
converter a Equacao 1.18 numa equagao de autovalor que envolve a matriz de adjacéncia

conforme abaixo

X7 =T7. (1.19)

Na Equacao 1.19, temos que I' é autovalor e ¥ autovetor da matriz de adjacéncia
X.

Dessa forma, a centralidade de autovalor C,(i) de um vértice i como a i-ésima
componente do autovetor ¥ que se relaciona com o maior autovalor de X (IRWIN;
HUGHES, 1992).
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CAPiTULO

Redes Aleatoérias

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos apresentar os principais modelos tedricos aplicados a ciéncia
de redes desenvolvidos nas ultimas décadas e discutiremos sua evolugao até o modelo

aplicado ao objeto de estudo deste trabalho.

2.2 O modelo de redes aleatorias

Um dos objetivos da ciéncia de rede é produzir modelos que representem as redes
reais em todas as suas caracteristicas e complexidade. Dessa forma, o desafio de qualquer

modelo é determinar como as ligagoes serao estabelecidas.

A Figura 7 ilustra uma rede de interagao de proteinas de fermento em que cada
vértice corresponde a uma proteina, evidentemente suas ligagoes foram obtidas através de
técnicas experimentais. Por inspecao, acredita-se que a rede em questao possa ter sido
construida através de processos aleatorios. De fato, nas segoes que se seguem, mostraremos
que a aleatoriedade ocupa um papel de grande importancia no desenvolvimento e evolucao

da ciéncia de rede.

2.2.1 Redes completamente aleatorias

Modelos de redes totalmente aleatérias sao aqueles em que as conexoes sao feitas
de forma aleatéria numa distribuicdo uniforme, ou seja, todos os nés possuem a mesma
probabilidade de estarem conectados. Existem dois modelos similares atualmente aceitos,
um proposto por E.N. Gilbert (GILBERT, 1959) e outro por P. Erdos e A. Rényi em
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Figura 7 — Rede de interacao de proteinas presente no fermento. Acredita-se que sua
formacao tenha se dado através de processos aleatorios.

e

LY
. .

Fonte: (BARABASI, 2013) - Adaptada

uma série de artigos (ERDOS; RENYT, 1959a; ERDOS; RENYI, 1960b; ERDOS; RENYT,
1961a; ERDOS; RENYT, 1961b; ERDOS; RENYI, 1963; ERDOS; RENYI, 1966a; ERDOS;
RENYI, 1966b; ERDOS; RENYIT, 1968).

No primeiro modelo, considera-se uma rede com N vértices em que a combinag¢ao
demonstrada na equacao Equagao 1.1 fornece o niimero total de arestas possiveis N (N —
1)/2. Assume-se que cada uma delas é criada com uma probabilidade p e nao é criada
com probabilidade 1 — p. Dessa forma, parte-se de um grafo totalmente conectado de
onde se removem arestas. Nesse modelo o niimero médio de conexoes é pN(N — 1)/2 e os

parametros N e p sao fixos.

Ja no segundo modelo, N vértices sao conectados por M arestas tomadas ao acaso
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entre as N (N —1)/2 possiveis. Os pardametros N e M sao fixos, e quando M = pN(N—1)/2

atinge-se a equivaléncia com o modelo de Gilbert.

Para redes geradas através dessas metodologias esperamos uma ligeira diferenca
a cada realizacdo, mesmo mantendo os parametros N e p fixos. Isso ocorre devido a
flutuacoes associadas ao niimero de links, por essa razao é de grande interesse determinar
quantos links se espera obter em cada realizacao particular. Cada sorteio realizado para
decidir sobre a existéncia de uma aresta ¢ um ensaio de Bernoulli. Consequentemente, para
testarmos todos os nds, varios ensaios serao necessarios. Isso evidencia que a distribuicao

do nimero de links deve obedecer uma distribuicao binomial.

Dessa forma, a probabilidade p(L) de L tentativas produzirem conexoes entre

os N(N — 1)/2 pares de nds é p" e a probabilidade das tentativas restantes que nao

N(N-1)

resultam em ligagoes é (1 — p) /2=L A contagem do ntimero de maneiras distintas

N(N—1)
que as ligacoes podem ser realizadas é dada pela combinacao ( 2 ) , sendo assim a
distribuicao binomial correlata ¢é
N(N-1)
p(L) = ( ; )pL(l —p)V DR (2.1)

Com valor esperado de

<L>= Y  Lp,=p (2.2)
L=0 2

A Equacgao 2.2 nos permite concluir que o nimero méaximo de vértices disponiveis

para conexao €

Lmax = N(N —1)/2. (2.3)
e o grau médio <k>
2<L>
<k> = N = p(N —1). (2.4)

Note que para grandes redes onde N > 1 a Equacao 2.4 pode ser aproximada para

<k> >~ pN. (2.5)

Por construgao, a distribuigao de graus P(k) correspondente a probabilidade de
um vértice escolhido ao acaso possuir k conexoes também é binomial, conforme expresso

na Equacao 2.6.
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p(k) = ( Nk_ ! )pk(l —p)N R (2.6)

Em termos estatisticos, destacamos o fato de que a distribuicao binomial se aproxima
da distribuicao de Poisson na maioria das redes aleatoria utilizadas no contexto da ciéncia
de rede, ou seja, para elevados valores de N. No apéndice A apresentamos uma prova
rigorosa dessa convergéncia, que resultou na Equacgao 2.7. J& na Figura 8, ilustramos um
quadro comparativo das principais caracteristicas descritivas de ambas as distribuigoes.

Dessa forma, a versao de Poisson para a distribuicao fica sendo

<k>

Pk:—<k>
(k)= =

(2.7)

Figura 8 — A convergéncia da distribuicdo Binomial para Poisson ocorre para redes
esparsas (N — <k>).
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Fonte: (BARABASI, 2013) - Adaptada

Note que em ambos os casos o valor esperado <k> é o mais provavel. De acordo com
a Equacao 2.5, um aumento de p ocasiona um aumento de <k>, que por sua vez desloca
a posicao do pico do grafico para a direita tornando a rede mais densamente conectada.
A dispersao é controlada por p na distribui¢ao binomial e por <k> na distribuicao de

Poisson, em ambos os casos, quanto mais densa for a rede maior sera a sua dispersao.

A utilizagao da distribuicao de Poisson apresenta algumas vantagens no que diz
respeito a simplificagdo dos pardmetros oriundos da estatistica descritiva da rede, tais
como <k>, <k®>> e 0. No entanto, o fato de a distribuicdo nao depender diretamente de
N torna impossivel distinguir a distribuicao entre duas redes com o mesmo <k> e com
N diferentes. Isso pode ser observado na Figura 9, onde é possivel perceber a influéncia

do tamanho (N) da rede sobre a forma da distribuigao. Quando a rede é pequena (10%)
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os pontos se ajustam na distribuicao binomial, enquanto que para valores mais elevados
(103 e 10*) o melhor ajuste ocorre na distribuicao de Poisson. Note que em todos os casos
<k> = 50.

Figura 9 — Distribuicdao de k para redes aleatérias com valores de N = 10%,10% e 10*. As
linhas verde e cinza sao respectivamente as distribuicoes Binomial e Poisson.
Em todos os casos <k> = 50. Uma rede pequena (10%) necessariamente segue a
distribuicao Binomial ja as redes maiores (10® e 10%) convergem para Poisson.

0.1
POISSON
0075 | BINOMINAL
N=102
005 Jf’ X N=10¢
G\'}

Fonte: (BARABASI, 2013)

Nessas condigoes, interpretamos <k> como o niimero médio de vértices vizinhos
onde a distancia entre cada um deles é uma unidade de modo que <k><*> ~ N. Isso nos

permite fazer uma estimativa do comprimento médio do caminho mais curto

<L>=-— (2.8)

2.2.2 Redes Reais

Nesta se¢ao examinaremos algumas redes reais e a efetividade do modelo de redes
completamente aleatérias em descrevé-las, de fato, a melhor maneira de se testar uma
hipotese é confronta-la com o sistema natural objeto de estudo. Destacamos anteriormente
a importancia do grau médio <k> e como ele se relaciona com as distribui¢des Binomial e
Poisson, sendo assim vamos tomar uma rede social mundial (N = 7 x 10%) como exemplo

de rede real.

Sabendo que os soci6logos estimam que uma pessoa comum conhece mil pessoas

pelo primeiro nome (BARABASI, 2013), vamos supor que <k> = 1000. Se as conexoes
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dessa sociedade aleatéria obedecerem a distribuicao de Poisson podemos observar que os
parametros estatisticos inerentes a distribuicao proporcionam serias restricoes as conexoes
da rede e consequentemente na maneira como as pessoas se socializam. Examinando a
dispersao prevista pela distribuicao para o caso hipotético proposto, se <k> =~ 1000 os
valores minimo e maximo de k sdao respectivamente iguais a k,,;, = 816 e k,,qp = 1185,
conforme apéndice B. Esses resultados indicam que o grau de um né da rede deve
residir em uma estreita faixa (816 a 1185), em outras palavras, individuos que chamam a
atengdo (outliers) por serem populares (muitos amigos) ou introvertidos (poucos amigos),
simplesmente nao existem nessa sociedade modelada por redes totalmente aleatorias. Todos

possuem aproximadamente a mesma quantidade de conexoes.

Essas constatacoes conflitam claramente com algumas redes reais ja conhecidas,
como o Facebook por exemplo, onde existem usuarios com mais de cinco mil amizades
(WILSON; GOSLING; GRAHAM, 2012). Uma breve inspegao no grafico mostrado na
Figura 10 demonstra que o modelo de redes totalmente aleatoria nao é adequado para
modelar redes reais. Note que o ajuste de Poisson subestima o tamanho e a frequéncia dos

nos com baixo e alto grau k e prevé um maior nimero de nds na vizinhanca de <k>.

Figura 10 — Distribuicao de k para alguns casos listados na Tabela 1. A linha representa a
distribuicao de Poisson e os pontos dados experimentais, ambos com o mesmo

<k>.
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Fonte: (BARABASI, 2013) - Adaptada

Na Tabela 1 apresentamos outros exemplos de redes reais, e todas apresentam o
mesmo comportamento que sugere uma distribuicao de k£ segundo uma lei de poténcia.
Muito embora essas redes nao sejam descritas satisfatoriamente pelo modelo de redes
aleatorias, essas duas proposi¢oes podem possuir alguns pontos de similaridade ou até

mesmo alguns parametros propositalmente escolhidos para servirem de referéncia. No
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Tabela 1 — Redes reais e sua inadequagao ao modelo de redes totalmente aleatorias.

Rede N L <k> Referéncia

Internet 192.244  609.066 6,34 (CHEN et al., 2002)
Power Grid 4.941 6.504 2,67 (WATTS; STROGATZ, 1998)
Rede de Citacao 783.339 6716198 8,57 (REDNER, 1998)
Interagao Proteica  2.115 2.240 2,12 (JEONG et al., 2001)

Rede de Atores 449.913 25.516.482 113.43 (AMARAL et al., 2011)

préoximo capitulo discutiremos esse assunto e como ele contribuiu para o surgimento de

um novo modelo de rede conhecido como redes de mundo pequeno ou Small-World.






47

CAPiTULO

Fractais

Fractais constituem uma classe de objetos geométricos complexos que frequente-
mente apresentam dimensao fracionaria (HAUSDORFF, 1918). O termo fractal tem sua
origem na palavra fractus, que no latim significa fragmento ou quebrado, e foi introduzido
pela primeira vez por Mandelbrot (MANDELBROT, 1977). Antes de Mandelbrot os
fractais ja eram conhecidos, porém pouco estudados. O pioneirismo de seu trabalho possi-
bilitou novas abordagens a sistemas fisicos de dificil solu¢ao devido a enorme capacidade
dos fractais em descrever objetos naturais com alta precisao, tornando-se ferramenta
indispenséavel no estudo de sistemas complexos e desordenados (FEDER, 2013; MAN-
DELBROT; FRAME, 1987; BUNDE; HAVLIN, 2013; BAISH; JAIN, 2000; TURCOTTE,
1989; TURCOTTE, 1986; NONNENMACHER; LOSA; WEIBEL, 2013; GRIFFITH, 1994;
PIETRONERO, 1987; PEEBLES, 1989; JONES et al., 2005; MEAKIN, 1998; KENETT;
PERC; BOCCALETTI, 2015).

Neste capitulo, abordaremos as principais propriedades dos fractais, bem como a
sua estrutura e algoritmo de construgdo. Seu comportamento frente as mudancas de escala
¢é peca-chave para construcao de mecanismos de busca eficiente que iremos propor nos

capitulos subsequentes.

3.1 Auto-Similariade

Na geometria Euclidiana elementar, as formas geométricas possuem similaridade (ou
sao semelhantes) quando apresentam a mesma forma. Especificamente, quando avaliamos
dois objetos semelhantes, um pode ser obtido através do outro por meio da utilizacao
de fatores de escala uniformemente distribuidos (aumento/redugéo), mesmo que ocorra

rotagao, translagdo ou reflexao especular conforme a Figura 11.
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Figura 11 — Transformagoes com a manutencao de similaridade no plano complexo: (a).
Transformagao de translacao 77 em —1—i. (b) Transformacao de rotacao R em
7/6. (¢) Transformacao de escala M com aumento de 2x. (d) Transformacao
de translagao Ty no eixo imaginario em 7. Em todos os casos ilustrados, as
estruturas, em azul e em preto, sao semelhantes.
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(¢) Magnification by 2 (d) Translation byi

Fonte: (ZILL; SHANAHAN, 2009)

Figura 12 — Turbuléncia em fluidos é um exemplo de estruturas portadoras de auto-
similaridade.

(@) (b) © (@

Fonte: (BIRDI, 1993)

Podemos ampliar a nocao de similaridade ao dominio fractal, neste caso, o termo
aplicado é Auto-Similaridade. Um objeto geométrico é dito portador de auto-similaridade
quando apresentar invariancia de forma ao ser submetido a uma transformacao de escala,
que é denominada de Transformacdao de Similaridade, onde o fator que conecta as estruturas
original e transformada é denominado Fator de FEscala. Na Figura 12 apresentamos um

exemplo da ocorréncia natural de estruturas auto-similares na turbuléncia de fluidos

(CARR, 1997; DAUPHINE, 2013; ARMENTANO; LEGNANI; CYMBERKNOP, 2017).
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Figura 13 — Auto-Afinidade para fractais anisotrépicos. A subdivisao do inicializador na
horizontal utiliza um fator de escala 3, enquanto que na vertical o fator de
escala utilizado ¢ 2.

Fonte: (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000)

3.2 Auto-Afinidade

Quando pensamos nas Transformacoes de Similaridade de maneira mais abrangente,
identificamos a necessidade de se considerar os casos onde o Fator de Escala nao é
uniformemente distribuido em todas as dire¢oes ao longo da estrutura do objeto. Em
outras palavras, fractais com um certo grau de anisotropia podem apresentar invariancia
parcial de sua forma, a depender da transformacao aplicada, manifestando uma simetria
de dilatagao anisotropica. Nos referimos a esta caracteristica como Auto-Afinidade. Dessa
forma, as Transformagoes de Auto-Similaridade podem ser consideradas um caso especial

das transformacoes de Auto-Afinidade onde os Fatores de Escala sdo os mesmos em todas
as dire¢oes (CAMPBELL, 2014; YFANTIS; FLATMAN; ENGLUND, 1988).

Conforme serd discutido em detalhes na secao 3.3, um fractal pode ser cons-
truido através de um elemento fundamental, chamado de Inicializador que sofre infinitas
transformacoes, podendo ser de auto-afinidade ou de auto-similaridade. Na Figura 13
apresentamos um exemplo utilizando um quadrado unitério como inicializador (PICKO-
VER, 1998; CRILLY; EARNSHAW; JONES, 2013). Note que sao realizadas diferentes
transformagcoes de escala nas direcdes horizontal e vertical, onde foram aplicados fatores

de escala iguais 3 e 2 respectivamente.

3.3 A construcao de fractais

A definicao precisa dos fractais, assim como todas as suas propriedades elementares
demandam recursos matematicos que estdo muitos distantes dos propdsitos desse trabalho,
por isso optamos por explorar as principais funcionalidades desses objetos omitindo o
formalismo matematico sempre que possivel. Nesse sentido, assumimos que a criacao de

fractais requer apenas dois elementos: O Inicializador e o Gerador.

O Inicializador é uma estrutura euclidiana (1D, 2D ou 3D) tomada como elementar,

que posteriormente sofrera infinitas transformacoes de auto-similaridade ou auto-afinidade.



50 Capitulo 3. Fractais

Figura 14 — Triangulo de Sierpinski: Formacao do fractal com crescimento interior ao
inicializador. (a) Inicializador e duas primeiras itera¢oes. (b) Figura com
melhor aproximagao do fractal verdadeiro, registrada na quinta iteracao.
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Fonte: (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000)

O Gerador, por outro lado, é o algoritmo que descreve precisamente a transformacao
aplicada. Comumente, os geradores dispoem de regras fixas a cada iteragdo ou sdao dotados
de componentes aleatorios, isso da origem aos fractais denominados de Deterministicos e
Estatisticos, respectivamente. Na Figura 14 apresentamos um exemplo de criagdo de um
fractal deterministico bastante conhecido, denominado Tridngulo de Sierpinski (GOOD-
CHILD, 1980; CARPINTERI; MAINARDI, 2014). O inicializador é um tridngulo unitério,
e o gerador é o algoritmo que funciona identificando o ponto médio de todas as arestas,
conectando-os para criar outros 4 triangulos menores para finalmente remover o triangulo
central. Note que as ilustragdes apresentadas na figura ainda nao sao o fractal em questao,
tratando-se apenas de meras aproximacgoes que melhoram a cada iteracao, ou seja, fractais
sao figuras geométricas que sé existem no limite quando o ntimero de iteragoes tende ao
infinito. Isso tem implicagoes profundas na implementagdo computacional de simulagoes
que sao modeladas por fractais, uma vez que nao dispomos de memoria infinita para
utilizagao de fractais no sentido literal (VOSS, 1991; CHARKALUK; BIGERELLE; IOST,
1998). Dessa forma, nos contentamos em utilizar estruturas aproximadamente fractal e

avaliamos seu comportamento limite, conforme sera mostrado em se¢oes futuras.

Outro caso importante de fractal deterministico é conhecido como Quadrado

de Sierpinski, que inclusive é objeto de nossa pesquisa. Nele podemos constatar que o
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Figura 15 — Fractais deterministicos e estatisticos para o quadrado de Sierpinski.

Fonte: (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000)

inicializador é um quadrado unitario, e o gerador consiste em dividir o quadrado original
em 9 quadrados menores e iguais onde finalmente o quadrado central é removido (LAM;
SANDER, 1992; MATSUSHITA; MEAKIN, 1988). A estrutura deterministica resultante
desse algoritmo se encontra na parte (a) da Figura 15. Note que se ao invés de remover
sistematicamente apenas o quadrado central a cada iteragao, removéssemos qualquer um
dos nove quadrados escolhidos aleatoriamente produziriamos o fractal estatistico que
consta na parte (b) da figura. E evidente que com a o aumento das iteracoes a quantidade
de buracos na estrutura cresce consideravelmente, o que diminui exponencialmente a sua
densidade, conforme serd visto nas préximas se¢oes. Este parametro deve ser avaliado com
muito cuidado durante a implementacao da navegagao em redes com geometria fractal, pois
o aumento excessivo do tamanho da rede e/ou nivel de aproximacao do fractal verdadeiro

pode elevar o niimero de restrigoes (buracos) a niveis proibitivamente elevados (LIU, 1986).

3.4 A Dimensao Fractal

Uns dos principais descritores de um fractal é a sua dimensao d; (VICSEK,
1992). Como discutido anteriormente, a medi¢do do volume de fractais imersos no espago
euclidiano de dimensao d nos permite concluir que fractais sao objetos de dimensao
fraciondria. Atualmente a literatura oferece diversas formas de obtencao da dimensao fractal,
utilizaremos aqui a mesma abordagem proposta em (HAUSDORFF, 1918). Avaliamos
inicialmente objetos geométricos da geometria euclidiana e catalogamos suas relagoes de
dimensionalidade, conforme mostrado na Figura 16. De uma forma geral, tomamos um
objeto unitario no qual realizamos diversas transformacoes de auto-similaridade por um

fator e, depois contabilizamos o ntimero de estruturas semelhantes N (¢).
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Figura 16 — Relacoes de dimensionalidade.
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Fonte: Autor

E possivel verificar que a relacdo entre € e N(¢) é dependente da dimensio do
elemento inicializador d, e que de forma geral podemos representar tal relacdo da seguinte

forma:
N(e) = (i)de. (3.1)

Assumindo que fractais manifestam a mesma propriedade, temos que

N(e) = (1)df L, (3.2)

£
a dimensao fractal de Hausdorff é dada através da manipulacao da Equagao 3.2

logN (¢)

f= logL + log(1/e) (3:3)

Considerando que L é desprezivel para pequenos valores de €, a dimensao fractal

se reduz a
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Figura 17 — Dimensao fractal.
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Fonte: Autor

Na Figura 17 apresentamos alguns exemplos de aplicagao da Equacao 3.4 nos
principais fractais ja catalogados, onde destaca-se o Quadrado de Sierpinski, um vez que

nossas simulagoes serao realizadas em redes com essa geometria.

3.5 A densidade de Fractais

Conforme mencionamos antes, a densidade dos fractais é um descritor de extrema
relevancia. Curiosamente, ao contrario do que se observa na geometria euclidiana, a
densidade de objetos fractais varia com a escala. Para exemplificar essa importante
propriedade vamos examinar o Triangulo de Sierpinski. A defini¢do operacional de densidade

aplicada a fractais é apresentada na Equacao 3.5

(L) = M<<LL) (3.5)

Uma vez que o inicializador ¢ um objeto projeto no plano bidimensional euclidiano

a densidade se torna p(L) = ML(QL).

<
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Figura 18 — A densidade em fractais: (a) Estrutura repleta de buracos apds a quarta
iteragdo. (b) Decaimento da densidade a cada iteracdo. Plotagem dos dados

da Tabela 2.
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Fonte: (BUNDE; HAVLIN, 2013)

Como podemos observar na Figura 18, a cada iteragdo ocorre um incremento
exponencial de buracos no objeto, o que faz com que sua densidade decaia violentamente.
Destacamos que essa caracteristica, inerente a todos os fractais, deve ser monitorada com
bastante critério. Nos capitulos seguintes iremos mostrar que a navegacao em redes com
geometria fractal utilizam esses buracos para restringir o estabelecimento de conexdes de
longo alcance e que isso eleva o custo computacional da operagao. Vale lembrar que na
pratica nunca trabalhamos com fractais exatos, uma vez que estes sao estruturas que so
existem no limite de infinitas itera¢oes. Quanto maior o niimero de iteragoes melhor sera
essa aproximagcao, no entanto, é preciso haver equilibrio em relacao a complexidade do
algoritmo. Em nossa abordagem, serd mostrado que a navegacao continua exigindo redes
de grande porte, mas que nao é necessario extrapolar o limite computacional em busca de

um numero excessivo de iteragoes.

Tabela 2 — Decaimento da densidade fractal para
o Tridngulo de Sierpinski.

Iteracdo Comprimento L Massa Densidade p(L)

o

0 2° 3 (1)
1 2! 3! (2
P 92 32 (3)?
3 2° 3 (2)°

Fonte: Produzido pelo autor.
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CAPiTULO

Algoritmos de geracao de redes

artificiais

"Everything should be made as simple as possible, but no simpler."

Albert Einstein

Neste capitulo discutiremos alguns algoritmos para geracao de redes artificiais,
sera mantida a mesma metodologia de apresentacao aplicada em capitulos anteriores.
Partiremos de um modelo béasico e rudimentar em termos de representatividade das redes
reais, com corre¢ao gradual das principais inconsisténcias através de novos modelos. O
leitor deve se atentar ao largo espectro de descobertas e avangos na area de ciéncia de
redes acumulados até a atualidade, e que neste trabalho abordaremos apenas a revisao

bibliografica essencial para nossa pesquisa.

4.1 Redes de mundo pequeno (Small-World)

No capitulo anterior, vimos que o modelo de ER nao era adequado para representar
algumas redes reais. Foi mostrado que as redes de colaboracao cientifica e de conexao
entre atores, por exemplo, portam a curiosa propriedade de possuir pequeno diametro
e alto coeficiente de agrupamento. Qualquer rede de grande porte que retina essas pro-
priedades é denominada rede de mundo pequeno ou small-world. De fato, esse fené6meno
ja era amplamente conhecido como seis graus de separagdo pelo publico em geral e um
dos primeiros estudos sociolégicos publicados a seu respeito foi conduzido por Milgram
(TRAVERS; MILGRAM, 1967). Esse artigo serd de grande importéncia para a evolucao

dos modelos que vamos propor neste trabalho.
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Tabela 3 — Métricas utilizadas por Watts e Strogatz para identificar e simular redes de
mundo pequeno artificialmente.

Tipo de rede <L> <C>
Aleatéria (ER) Pequeno Pequeno
Regular Grande  Grande

Small-World Pequeno  Grande

Watts e Strogatz foram os primeiros a construir um algoritmo capaz de gerar
artificialmente redes com essas caracteristicas (WATTS; STROGATZ, 1998). Através
das informacoes constantes na Tabela 3 eles identificaram que a aleatoriedade estava
diretamente ligada a <> mais curtos. Sabendo que o aumento da aleatoriedade em redes
regulares reduz consideravelmente o valor de <L> mantendo as demais caracteristicas
(BOLLOBAS; CHUNG, 1988), eles propuseram um processo de construcao de redes que
tem inicio com uma rede totalmente regular onde as ligagoes sao refeitas de forma aleatéria
(criagao de atalhos), o que como jé se sabe, reduz apenas o valor de <L>, tornando a rede
original numa rede de pequeno mundo. Por simplicidade, as simulac¢oes sao realizadas em
redes unidimensionais com aplica¢ao de condigoes de contorno periédicas (WATTS, 2004),
ou seja, os vértices estao alinhados sobre uma linha onde as duas extremidades sao unidas.
Isso confere a forma de anel ou de ringue a rede, de modo que cada né é conectado a 2m

vizinhos mais préoximos, m a direita e m a esquerda.

Figura 19 — Método de Watts e Strogatz para geracao de redes de mundo pequeno com
N =15 e m = 2: (a) Rede totalmente regular com p = 0 (b) Rede com
algumas ligacoes refeitas com probabilidade p = 0, 2.

4 3
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Fonte: (BOCCARA, 2010) - Adaptada

O algoritmo segue percorrendo o anel e em cada vértice uma ligagao é refeita
com probabilidade p ou preservada com 1 — p. Autoconexdes nao sao permitidas e nem
miultiplas conexdes entre o mesmo par de vértices, a Figura 19 ilustra um exemplo. De
modo geral, o modelo de Watts e Strogatz é uma interpolacao entre os modelos de redes

regular e aleatdria de acordo com a Figura 20. Ja a Figura 21 mostra os resultados obtidos
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por eles em simulacgoes de computador.

Figura 20 — Abordagem de Watts e Strogatz para gerar redes de mundo pequeno através
de interpolacao de redes com links refeitos com probabilidade p.
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Fonte: (BARABASI, 2013) - Adaptada

Figura 21 — Resultados de simulagbes produzidas com o modelo de Watts e Strogatz para
redes de mundo pequeno.
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O modelo de Watts e Strogatz foi uma contribuicao inestimével para desenvolvi-
mento da ciéncia de rede, no entanto esta longe de ser considerado um modelo geral e
totalmente acabado. Ainda existem lacunas a serem preenchidas. Os atalhos inseridos
justificam a melhoria da navegabilidade devido ao encurtamento do trajeto, ou seja, sempre
existira um caminho mais curto para se trafegar dentro da rede, e é justamente sobre isso
que se trata o trabalho de Milgram. Misteriosamente o caminho mais curto é mais provavel
de ser encontrado, mesmo o navegante detendo apenas informacoes locais sobre a rede.

Esse fato s6 é explicado por outro modelo (Kleinberg) que serd abordado na secao 4.3.
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4.2 O experimento de Milgram

O experimento de Milgram (TRAVERS; MILGRAM, 1967) foi um estudo empirico
conduzido nos Estados Unidos nos anos de 1960 com o intuito de investigar o fenomeno do
mundo pequeno, ou seis graus de separacao. Utilizou-se do envio de mensagens através de
cartas como metodologia para se investigar o nimero de intermediarios entre o remetente
primario e o destinatario final, os portadores da mensagem s6 poderiam passa-la a diante
através de um de seus contatos e o pouco conhecimento que eles detinham eram os dados do
destinatario. A alta taxa de insucesso no recebimento das cartas pelo destinatario, cerca de
97%, colocou a crenga na existéncia dos seis graus de separa¢iao em posicao de fragilidade.
Outros pesquisadores e grandes corporacoes como o Facebook e o préprio Watts tentaram
recriar o experimento através de ferramentas modernas e outras metodologias mas também

nao obtiveram exito e o problema segue em aberto.

Figura 22 — Experimento de Milgram: A distancia euclidiana entre o portador da men-
sagem e o alvo diminui a metade conforme a mensagem se aproxima do
alvo.
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Fonte: (TRAVERS; MILGRAM, 1967)

Mesmo assim, o trabalho de Milgram foi de fundamental importancia no entendi-
mento e desenvolvimento do algoritmo de geragao de redes de pequeno mundo. A Figura 22
mostra um comportamento peculiar na trajetéria da mensagem, e nela vemos que inici-
almente o portador da mensagem esta a 1305 milhas do alvo, no passo seguinte esta a
710 e depois a 356 e segue diminuindo por um fator de aproximadamente dois até atingir
o alvo. Esse fato evidenciou que os portadores da mensagem deveriam estar levando em
consideracao a distancia geografica para escolher dentre seus contatos a melhor opg¢ao de

envio.
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4.3 Redes de Kleinberg

O modelo de Kleinberg tem como principal objetivo simular a navegagdo em redes
de pequeno mundo em complemento a proposta de Watts e Strogatz discutida em se¢oes
anteriores. Em seu livro (WATTS, 2004), Watts discute seu préprio modelo (WATTS;
STROGATZ, 1998) e avalia que o préximo passo evolutivo reside na forma com a qual os
atalhos sao gerados, uma vez que nao ha garantia alguma de que os caminhos mais curtos
serao encontrados, mesmo que eles existam em abundéncia. De fato, o trabalho de Milgram
(TRAVERS; MILGRAM, 1967) evidenciou que a utilizagdo de uma aleatoriedade uniforme
na criacao de atalhos nao leva em consideracao os efeitos da nocao de distancia fisica
que o navegante possui ao transitar através da rede. De modo geral, sistemas complexos
sao comumente modelados por grafos cuja conectividade desempenha um papel mais
abrangente, a nocao de distancia deixa de ser restrita ao espaco fisico para se tornar mais
abstrata e genérica com o intuito de representar uma ampla variedade de sistemas, como
por exemplo: Classes sociais, profissoes, interacoes moleculares e assim por diante. Tudo

isso deixa claro que o modelo vai muito além do campo da sociologia.

Estas evidéncias levaram Kleinberg (KLEINBERG, 1999; KLEINBERG, 2000) a
propor uma construgao teérica baseada no modelo de redes de mundo pequeno de Watts e
Strogatz (1998) visando modelar a dindmica de rede incluindo atalhos aleatérios, distancias

geograficas e as condigdes necessarias para que uma rede seja navegavel.

4.3.1 Construcao do modelo

Kleinberg deu inicio a construcao de seu modelo delimitando a vizinhancga do
portador da mensagem (contatos), ele assumiu que qualquer né possui conexao com todos
0s nos no interior de uma regiao, cuja distancia escolhida ¢ p. Em seguida delimitou
o numero ¢ de links de longo alcance (atalhos) que podem existir em cada vértice e
estabeleceu que eles ocorreriam segundo uma distribuicao de probabilidade que privilegia

os nods mais proximos ao portador da mensagem, conforme Equacao 4.1,

1

P(u,v) ~ W

(4.1)

Por exemplo, na parte (a) da Figura 23 a distancia entre dois nés genéricos u e
v, denotada por d(u,v) é igual a 11, j& na parte (b) o portador da mensagem aparece
de vermelho e seus contatos de azul. Sua vizinhanga tem no maximo uma distdncia
de duas unidades (p = 2) e lhe é permitido a criagao de trés atalhos (¢ = 3) escolhidos
aleatoriamente segundo a distribuicao apresentada na Equacao 4.1. Note que ainda estamos
sob as regras do modelo de redes de Mundo Pequeno, ja que a principio, as conexoes de longo

alcance (atalhos) continuam presentes e mantém o seu carater aleatério. A contribuigao
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Figura 23 — Determinagao dos contatos do portador da mensagem: (a) A distancia entre
dois nés u e v, destacados de vermelho, é d(u,v) = 11. (b) O ponto vermelho
¢é o portador da mensagem e em azul seus contatos, sendo p =2 e ¢ = 3.
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Fonte: Autor

de Kleinberg para generaliza¢ao do modelo de Watts (WATTS; STROGATZ, 1998) tem
como ponto central a inclusdo de uma distribui¢do de probabilidade P(u,v) que regula a
criagdo de atalhos entre os nés u e v. Quanto maior a distdncia d(u,v) entre os pontos u e
v, menos provavel serd a inclusdo de um atalho entre eles. Na Equacao 4.1, « > 0 é um
parametro denominado expoente de clusterizacao, que pode ser ajustado para tornar a
rede navegavel, ou ainda, demonstrar a generalidade da abordagem de Kleinberg. Fazendo
a = 0 a probabilidade de criacao de atalhos é constante e uniformemente distribuida,
reduzindo a rede ao modelo de Watts e Strogatz (mundo pequeno). Em outro extremo, se
tomarmos o« — 00, a probabilidade de um link de longo alcance ser estabelecido tende a
zero, o que nos levaria a uma rede regular.Tal abordagem, para certos valores de «, temos
que os atalhos existem em abundancia mas sao dificeis de se encontrar, para outros, os
atalhos nao podem ser encontrados por que eles simplesmente nao existem. De certa forma,
a navegacao parece ser regida por "focas"conflitantes que atingem o equilibrio quando os
caminhos curtos sao faceis de encontrar. Redes que atingem esta condi¢do especial sao

ditas redes navegaveis.

4.3.2 Tempo de Entrega

O ntumero de intermediarios computados durante o envio das cartas no estudo de
Milgram ¢ denominado tempo de entrega T'. Como visto, a navegagao em redes de mundo
pequeno esta intimamente ligada ao algoritmo de construgao da rede, a inclusao de atalhos
acrescenta caminhos curtos e o ponto central da pesquisa de Kleinberg foi estabelecer
quais seriam as condi¢Oes necessarias para minimizar o tempo de entrega, mesmo com o

conhecimento limitado e local dos intermediarios. Algoritmos com tais caracteristicas sao
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denominados de decentralizados ou gulosos.

Figura 24 — A navegacao de Kleinberg estratifica a trajetéria da mensagem em LnN fases
das quais podem ocorrer até LnN passos, no pior caso.
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Fonte: Autor

O exame criterioso da Equacao 4.1 e de seus desdobramentos permite uma com-
preensao mais ampla dos mecanismos envolvidos na navegacao. Sendo P, ) = 1 /Ar(auyv),
onde A = 37,., r(_uo‘v) ¢ uma constante de normalizacao que pode ser obtida de forma

aproximada no limite do continuo em que d é a dimensao da rede e L seu comprimento ':

. Li—e, a <d,
A~ /1 roritdr ~ { InL, a=d, (4.2)
(a—d)", a>d

Por simplicidade Kleinberg adotou em suas simula¢ées d = 2, p = ¢ = 1 e o modelo
toroidal de rede mostrado na Figura 25. Ele também visou alguma consisténcia com
as observagoes de Milgram projetando a busca descentralizada de modo a estratificar a

trajetoria do navegante em regides geograficas chamadas de fase, como mostra a Figura 24.

Assumindo que cada fase é uma regiao circular e que todas as fases atribuidas a
uma trajetoria sao organizadas de forma concéntrica, ele construiu um sistema semelhante
ao que ¢ ilustrado na Figura 24. Isso possibilitou a execucao de calculos estatisticos que
demonstraram analiticamente que a navegacao ¢é estratificada em LnN fases, podendo
ocorrer LnN passos em cada uma delas no pior caso. Fornecemos uma prova para esses
resultados no Apéndice C. Note que a ultima fase a ser navegada ocorre quando o
intermediario v e o n6 alvo t se encontrarem na mesma fase, que vamos denominar aqui

como fase v. As conclusoes das simulagoes computacionais que resultaram desse estudo

L Note que N ou L podem ser utilizados indiscriminadamente nas expressdes que se seguirdo, uma vez

que L ~ N1/d
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Figura 25 — Condigdes de contorno peridédicas aplicadas em métodos tradicionais de
simulacao. Também conhecida como modelo toroidal de rede.

Fonte: Autor

Figura 26 — Navegacao de Kleinberg em redes de pequeno mundo com d =2, p =1 ¢
q = 1. Prova computacional de que a rede se torna navegavel em a = 2.
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Fonte: (KLEINBERG, 2000)

tedrico se encontram resumidas na Figura 26. Nas partes (a) e (b) da figura, vemos que o

tempo de entrega é minimizado quando o = 2, caso especial onde d = 2. Notoriamente

antes e depois de d o tempo de entrega é maior porque os atalhos possuem relativa

dificuldade de serem encontrados, o que torna a rede pesquisdvel apenas quando a = d.

Por causa da Equacao 4.2, quando a rede nao é pesquisavel (a # d) o tempo de entrega

deixa de ser minimizado e passa a ser proporcional a uma poténcia de base N da forma

T ~ NP ~ LP. De fato, a rede é considerada pesquisavel (ou navegavel) quando a = d = 2

e toda a andlise correlata ao tempo de entrega pode ser sintetizada pelas expressoes

presentes na Equacao 4.3.

T ~ L(Zf()c)/i%7
T ~ In?L,

T ~ [(2=2)/(a—1)

case 0 < a < 2,

case a = 2,

(4.3)

, case 2 < a < 3.

Note que esse estudo pode ser generalizado para geometrias diferentes da euclidiana
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(BARTHELEMY, 2018), para os nossos propositos de pesquisa vamos expandir nossa

abordagem para a geometria fractal de modo que d = dy, onde dy ¢é a dimensao fractal.

4.4 Navegacao em redes de mundo pequeno fractal

Ainda utilizando o modelo toroidal da Figura 25, pesquisadores (ROBERSON;
BEN-AVRAHAM, 2006) conseguiram generalizar o modelo de Kleinberg para uma rede
fractal conhecida como quadrado de sierpinski. Na Figura 27 mostramos a ilustracao
utilizada pelos autores em seu artigo original, nela podemos verificar a criacdo de um link

de longo alcance e que nem todos os sitios sao navegaveis (pintados de preto).

Figura 27 — Criacao de link de longo alcance entre sitios do quadrado de sierpinski

Fonte: (ROBERSON; BEN-AVRAHAM, 2006)

E importante notar que fractais sao figuras impossiveis de serem representadas
em sua totalidade uma vez que elas existem no limite L. — oo e seria necessario memoria
também infinita para executar as simulagoes, além disso, também seria inviavel a aplicagao
do modelo toroidal da Figura 25. No entanto Roberson e Ben-Avrahamm propuseram
uma técnica chamada finite-size corrections que permite trabalhar com versoes reduzidas
e aproximadas do fractal, como consequéncia a dimensao d em que o roteamento ocorre
nao ¢ a dimensao fractal dy, mas sim um valor aproximado que melhora conforme a rede
simulada se aproxima do fractal verdadeiro, ou seja, d = dy quando L — co. Baseados
na Equacao 4.4 eles propuseram que a,,;, do fractal exato é uma funcao de N tal que
Umin(N) ~ a(o0) + A/(InN)? onde a(00) = limy—_yoomin(N) = d;. Essa abordagem

permite encontrar dy com um simples ajuste linear de curva e sera utilizada para validar
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nossas simulac¢oes. Também foi demonstrado que as equagoes Equacao 4.2 e Equacao 4.3 sao

generalizacoes para redes fractais, basta substituir d = dy. Assim obtemos a Equacao 4.4

T ~ Llds=)/(+ds) case 0 < av < dgy,
T ~ In*L, case a = dg, (4.4)
T ~ Lemd)/la=di+ D) - case dgy < o < 3.

4.5 Amostragem por rejeicao dinamica

A amostragem por rejeicao dindmica é um algoritmo desenvolvido por (MATHIEU;
COMTE, 2020) para desenhar atalhos em simulagoes de roteamento em redes de pequeno
mundo e é conhecida por apresentar boa complexidade computacional. E importante
reforgcar que nessa nova abordagem o modelo de Kleinberg é mantido intacto no sentido
de que nao existe nenhum tipo de aproximacao numérica. A diferenca entre as duas
abordagens fica restrita a maneira com a qual a rede é modelada: Kleinberg utiliza o
modelo toroidal da Figura 25, enquanto que Mathieu e Comte utilizam mdscaras de
aceitacao. Serd mostrado que a ultima abordagem nao deforma a rede, ao contrario da
primeira, e também conta com a utilizacao de um pequeno banco de dados reutilizavel
que armazena todos os calculos de probabilidade de criacao de atalhos, o que dispensa

repeticoes desnecessarias.

Figura 28 — Mascara de aceitagao com L = 4: Ao centro estd a rede G representada na
cor cinza e sobreposta a rede B, (sitios pintados de branco). Vértices fora do
dominio de GG nao estao aptos a receberem a mensagem.
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Fonte: (MATHIEU; COMTE, 2020)

As redes que iremos tratar nesse trabalho serdo denotadas por G(L, «, p, ¢). Como ja
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Figura 29 — Para cada vértice existem outros 47 vértices vizinhos a uma distancia 7. A
vizinhanca do n6 de cor vermelha, separada por trés arestas ¢ = 3 é 12.
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Fonte: Autor

definimos antes, L é o comprimento da rede, « o expoente de clusterizacao, p o comprimento
maximo da vizinhanga do n6 corrente e ¢ o niimero de links de longo alcance permitidos.
A novidade aqui é que G apresentara um comportamento dinamico e sera sobreposta a
uma segunda rede virtual e estatica B, cujos pontos estao dentro de uma bola de raio
2(n — 1) capaz de incluir todos os pontos de G. O centro de B, é tomado como centro
relativo e a partir dele sdo desenhados todos os 2(n — 1) atalhos com probabilidades
proporcionais a d(u,v)~*. Além disso, os autores idealizaram uma metodologia de sorteio
para a escolha dos préximos portadores da mensagem baseados no desacoplamento entre
as componentes radial e angular de suas posi¢des com o intuito de reduzir a complexidade
do algoritmo de O(n) para (n?). Sendo assim, para cada raio i existem 4i nés (Figura 29),
que serao amostrados uniformemente através de uma variavel angular. Durante a execugao
do algoritmo, G se desloca sobre B, de modo que o portador da mensagem u € G sempre
ocupe o centro de B,,. Os atalhos de B,, criados anteriormente, podem ser reaproveitados
desde que pertencam a (. Por isso, dizemos que a rede G age como uma mascara de
aceitacao nesse processo. Na Figura 28 apresentamos o exemplo utilizado pelos autores,
nele L = 4 e as duas primeiras tentativas de criacao de atalho sao frustradas porque os

candidatos se encontravam fora do dominio de G.
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CAPiTULO

Mascaras de aceitacao fractal

5.1 Introducao

Para gerar atalhos em redes com topografia fractal utilizando a Amostragem por
Rejeicio Dinamica discutida em capitulos anteriores, é necessario que as mascaras de
aceitacao reconhecam a topografia fractal com o intuito de detectar pontos especificos,
que neste trabalho, vamos chamar de pontos fractais. Por inspe¢ao, podemos afirmar que
a detecgdo desses pontos é fortemente dependente do tipo de fractal selecionado para
estudo. Este capitulo dara enfase ao fractal denominado como quadrado de sierpinski,
cujos pontos fractais se encontram pintados de preto na Figura 30. Também oferecera

detalhes da construcao das méscaras de aceitagao aplicaveis a redes desse tipo.

5.2 Algoritmo de busca fractal (Fractal Search)

Como visto na secao 4.5, mascaras de aceitacao para redes bidimensionais intro-
duzem restricao a criacao de links de longo alcance. Em nossas simulagoes estendemos
essa restrigdo aos pontos fractais. Além disso, publicagoes anteriores (ROBERSON; BEN-
AVRAHAM, 2006) demonstram que a navegagao em redes fractais demandam tamanhos ex-
tremamente elevados e consequentemente uma enorme quantidade de sitios (L &~ 1,2 x 10,
1,4 x 107 ). Também é importante notar que redes dessa magnitude possuem o nimero de
pontos fractais bastante elevado devido ao decaimento da densidade discutido na se¢ao 3.5,
em outras palavra, existem muitas restrigoes ao estabelecimento efetivo de um link de
longo alcance. Para incorporar os pontos fractais as mascaras de aceitacao, considerando
todos esses aspectos operacionais, desenvolvemos uma rotina booleana de busca capaz

de localizar todos os pontos fractais da rede. Visando a otimizacao do uso de memoria,
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Figura 30 — Aplicacao de Fractal _ Search: Reducao da geragao do fractal n = 3,2, 1 nas
pastes (a), (b) e (¢) respectivamente. Como o ponto v pintado de vermelho
nao se encontra na regiao central de nenhuma da redes G3, Gy, G; a rotina
informa que v é navegavel.
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Fonte: Autor

a possibilidade da criagdo de um banco de dados para armazenar na integra todas as
informagoes da rede foi afastada, ao invés disso preferimos uma metodologia de busca
dindmica aplicavel a cada né intermedidrio candidato a receber o atalho. O algoritmo foi
projetado para utilizar a autossimilaridade intrinseca do Quadrado de Sierpinski aliada
propriedades recursivas com o intuito de minimizar o custo computacional da busca. Ele
conta com a fun¢do Fractal _ Search(z,y, L, ) que recebe as coordenadas (z,y) do ponto
v € G, de comprimento L,, n =1,2,3,... onde n é a geracao do fractal segundo a sua lei
de formagao. Fractal _ Search(x,y, L,) retorna True sempre que v for um ponto fractal e

Fualse caso contrario.

Ainda sobre a lei de formagao, a rede aproximadamente fractal G,, precisa ter um
comprimento L,, governado por uma exponencial de base 3, tal que L, = 3". Dessa forma,
G, — G quando n — oo, em outras palavras, G, sao as redes finitas e simulaveis que
iremos utilizar e elas se aproximam do fractal exato (infinito) quando a geragao n for
grande o suficiente para fazer surgir as propriedades previstas por Kleinberg. Conforme
mencionamos antes, em nossa construgao, os sitios pintados de preto (pontos fractais)
nao podem receber links de longo alcance. A varredura tem inicio com a rede em seu
comprimento original L, = 3" e a cada looping recursivo G,, é dividido em 9 partes de
tamanhos L, /3 onde a geragao n é diminuida em 1 unidade. Note que a regiao central
de todas as redes G, G(n—1), G(n-2), . .., G1 nunca estd apta a receber atalhos e Fractal
Search testa primeiramente se v pertence a essa regiao, em caso negativo ela segue sua
marcha recursiva diminuindo a geracao do fractal até o limite de n = 1, onde a testagem
final é realizada e a rotina finalmente informa se v é um ponto fractal ou nao. Na Figura 30
oferecemos um exemplo de aplicacdo, em uma pequena rede Gy de comprimento Ls = 32,

queremos que Fractal _ Search informe se o né v (pintado de vermelho) é um ponto fractal.
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Na parte (a), a busca tem inicio com (3, como v ndo ocupa a parte central de G5 a rotina
segue para a proxima etapa recursiva de menor geracao extraindo uma cépia da nona
parte de G3 que contém v, conforme mostra a parte (b). O processo se repete até n = 1,
ilustrada na parte (c¢), onde se conclui que v nao ocupa a regiao central e portanto nao se
trata de um ponto fractal. No final desta se¢ao fornecemos ao leitor um pseudocodigo do

algoritmo Fractal Search.

Algoritmo 1: Fractal Search
Input: x, y and L
Output: True or False
Function fractal_search(z, y, L,):
L(n—l) — Ln/3
r id « C(I//L(n_l)
y id « y//L(n—l)

if x id==1andy_id==1 then
return True

else if ,,_; <=1 then

‘ return False

else
r_new < %L1
Yy new < y%L 1

endif

return fractal search(x_new,y new, L, 1))

5.3 Mascaras de aceitacao fractal

Maéscaras de aceitagao, como o proprio nome sugere, oferece restrigoes a escolhas de
nos candidatos a receberem atalhos. Nesta secao vamos propor uma generalizacao no modelo
original de Mathieu e Comte para que as mascaras de aceitagdo reconhecam a geometria
fractal do Quadrado de Sierpinski e imponham as restri¢bes adicionais pertinentes. O
resultado disso fica melhor explicado através do exemplo ilustrado na Figura 31. A rede G
de comprimento L ¢é nosso objeto de simulagao, adequando a notagao claramente temos
Gy e Ly = 32 respectivamente. A rede virtual B, aparece pintada na cor rosa, note que
o impedimento para o estabelecimento de atalhos entre u e v ¢ G permanece inalterado
em relacao ao método tradicional. No entanto, os vértice v € G pintados de cinza, sao
reconhecidos como pontos fractais e nao poderao receber atalhos, utilizamos Fractal Search
para identificar esses sitios. Os demais vértices v € G permanecem navegaveis e aptos a
receber atalhos como originalmente seria. A busca descentralizada segue esse padrao de
selecdo e navegacao até atingir o alvo. E importante ressaltar que os pontos fractais sio

navegaveis, porém nao através de links de longo alcance.
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Figura 31 — Amostragem por rejeicao dinamica em redes com geometria fractal: O portador
da mensagem u € G sempre ocupa a posicao central de B, e reutiliza alguns
de seus atalhos ja calculados anteriormente e de maneira tnica. Na abordagem
tradicional apenas os nés v € G estao aptos a reutilizar esses atalhos e isso
nao muda para a abordagem fractal. No entanto, nem todos os pontos de
G sao navegaveis devido a restrigdes da propria geometria do fractal. Nesta
figura ilustramos a dindmica de criacdo de atalhos em uma rede L = 32.

080

(a) 00000
Q000000
OOOOOOOOO

(d)

O
- 000000 .
Grid B, OggOOOOOOO Grid B,
(e]e] [o]e)

%) o3

(0]
00
[0]6]
00
Q00
[0]6]
O
[e]e]
000
Q000
00000 @]
000000 [e]e]
OOO00O0000000 000
(e]e]e]0]0l0]0l0]0l0]0]e] Q000
(e]e]elo]el0]0l0]0l0]0]0le] 00000
(o]e]elol0)0]0l0l0]0]0]e] 0000
0000000 Q00
000000 Q0
00000 @]
0000 000
000 000
Q0 OOOOOOOOOO [o] [e]0]6]
O [e]o]e]o]el0)0l00l0l0]0]0]0]0]0]6]
[e]e]e]0]0)0]0 0l0l0l0l0]0]0]0)
O000O00000O000
Grid B, “258565365°
O0000
080

Fonte: Autor



73

CAPiTULO

Resultados numéricos e discussoes

6.1 Parametros adotados na simulacao e regime computacional

Iniciamos a nossa pesquisa simulando G, para algumas geracoes n do quadrado de
sierpinski, tais que n € © = [5,11] e calculamos o tempo de entrega tomando a média de
1000 execugoes para cada um dos valores de v € T' = [0, 3] num passo de 0,02, em todos
os casos trabalhamos com p = ¢ = 1. Utilizamos computador desktop com processador

Intel(R) Core(TM) i7-3770 CPU @ 3.40 GHz RAM 16.0 GB. Todas as simulagoes foram

realizadas na linguagem Python3.

6.2 Resultados numéricos

6.2.1 A existéncia de um o que minimiza 7" e consisténcia com
o modelo de Kleinberg

O primeiro passo em nossa investigacao computacional foi simular a navegacao de
Kleinberg em redes de mundo pequeno com geometria fractal utilizando a amostragem por
rejeigdo dindmica acoplada a Fractal Search (AMARAL; BELICH, 2021), os resultados
se encontram na Figura 32. Na parte (a) verifica-se a existéncia de um valor de « que
minimiza o tempo de entrega, vamos nos referir a estes valores como a,,;,. Note que
para todos os valores de n adotados (L = 3") verifica-se que qy;n, 7# df = 1,89278, mas
isso nao implica em violagao das previsoes tedricas de Kleinberg, pelo contrario, todas
essas observagoes eram esperadas e a justificativa para esse comportamento reside no

fato de estarmos trabalhando com aproximagoes simuldveis do fractal exato (n — 00),
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Figura 32 — Navegacao de Kleinberg em redes de mundo pequeno com geometria fractal
utilizando a amostragem por rejeicdo dinamica acoplada a Fractal Search:
(a) Tempo de entrega para redes L = 3" tal que n € ©: Em todos os casos
Qmin 7 dy sem violar o roteamento de Kleinberg. Comportamento sugere que
Qmin, converge para dy com o aumento de n. (b) Consisténcia da simulacao
com a previsdo T' ~ (LnN)? apresentada na Equagao 4.4.
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conforme discutido no Capitulo 3. A parte (b) trata da consisténcia de nossas simulagoes
com a Equagio 4.4, ou seja, quando a rede é navegavel temos que T' ~ (InN)?. Entao,
tomando o logaritmo em ambos os lados da equagao (ou utilizando eixos em escala log-
log) espera-se que a plotagem desses pardmetros forneca um gréafico em forma de reta
conforme o obtido. Além disso, uma breve inspe¢ao na parte (a) da figura, sugere que
Qmin se aproxima de dy mediante ao aumento de n. Na verdade, essa é uma propriedade
ja catalogada em navegagoes por redes fractais e era esperada, uma vez que o aumento de
n melhora a qualidade da aproximacao fractal. Na préoxima se¢ao apresentaremos estudos
mais aprofundados sobre essa convergéncia com o intuito de verificar seu comportamento

diante das alteracoes propostas pelas mascaras de aceitacgao.

6.2.2 A convergéncia d — dy

Nesta subsecao vamos aplicar um método denominado finite-size corrections (RO-
BERSON; BEN-AVRAHAM, 2006), discutido na segao 4.4, para verificar se convergéncia
d — dy detectada nos resultados apresentados na subsecao anterior realmente indicam

convergéncia. Iniciamos essa tarefa determinando os valores de a,,;, para cada um dos
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valores de n simulados, conforme consta na Figura 33 e em nossa publicagdo (AMARAL;
BELICH, 2021). Isso foi feito através de um ajuste de curva parabdlica considerando
valores de a nas proximidades de ay,;, com n € [5,16]. Na Figura 33 mostramos alguns
dos ambientes de plotagem para esses ajustes. Para 5 < n < 7 os ajustes sdo aceitaveis se

tornando 6timos para n > 8, adotando o niimero de realizagoes fixo em R = 1000.

Utilizamos esses dados na aplicagdo do método finite-size corrections e verifica-
mos que realmente a convergéncia existe e que ela conduz ao valor correto da dimensao
fractal. Na Figura 34 obtemos a dimensédo fractal com um desvio percentual de 0,095%.
Na Figura 35, utilizamos uma escala logaritmica no eixo das abscisas para facilitar a
a visualizagdo da convergéncia, isso deixa claro que a utilizacdo de redes com tama-
nhos excessivamente elevados nao sao vantajosas porque despendem um enorme esforgo

computacional em troca de ganhos infimos na melhoria da aproximacao.
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Figura 33 — Navegacao de Kleinberg em redes de mundo pequeno com geometria fractal
utilizando a amostragem por rejeicdo dinamica acoplada a Fractal Search:
Ajuste parabdlico de curva para obtengao de a,ip-
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6.2.3 Analise de desempenho

Como visto, para R = 1000, simulagdes como n = 5,6 produzem resultados aceitéa-
veis. No entanto, para critérios mais conservadores a utilizagao de n > 8 é recomendada
(AMARAL; BELICH, 2021). Evidentemente, o aumento no ntimero de realizagoes R tem o
potencial de melhorar a qualidade do ajuste mostrado na Figura 34 as custas do aumento
do tempo de execugao. Note ainda que a escolha do tamanho da rede através da geracao
n, deve ser feita com bastante critério. A utilizacao de tamanhos excessivamente grandes
deixa de ser vantajosa devido a baixa contribuicdo para a convergéncia, conforme mostra
a Figura 35. Além disso, o método finite-size corrections torna essa pratica completa-
mente desaconselhavel. Realizamos testes de desempenho entre as técnicas convencionais,
utilizando condicoes de contorno periédicas, e a que abordamos em nossa proposta de
pesquisa com mascaras de aceitacao acopladas a Fractal Search. O resultado se encontra
na Figura 36 e podemos observar que nossa proposta apresentou desempenho superior

para todas as configuracoes simuladas.
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Figura 34 — Obtencao da dimensao fractal dy pelo método Finite-Size Corrections.
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Figura 35 — A convergéncia d — dy ¢ lenta. Tornando o trabalho com redes de compri-
mento L excessivamente grandes contra-indicado.

Minimum Alpha
(23]

375 3T 39 3*MN1 3™M3 3M5 3MT7
L

Fonte: Autor



6.2. Resultados numéricos

79

Figura 36 — Analise do tempo de execugao.
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CAPiTULO

Conclusao

Em nossa pesquisa, descobrimos que a simulag¢ao em redes de mundo pequeno com
geometria fractal do tapete de Sierpinski, utilizando amostragem de rejeicdo dindmica com
mascaras de aceitacao acopladas ao algoritmo Fractal Search, mostrou-se uma alternativa
viavel e mais eficiente do que as técnicas tradicionais. Ao longo do texto, ficou demons-
trado que redes fractais devem ser de grande porte para que os fenémenos previstos por
Kleinbeg possam emergir e que isso pode impactar negativamente no tempo de execugao de
algoritmos de busca devido ao decaimento da densidade fractal. Propomos um algoritmo
que contorna essas dificuldades (Fractal Search) e verificamos que ele obteve exito em
estender a abordagem de Mathieu e Comte para redes fractais. Por fim, utilizamos as
principais previsoes tedricas e computacionais ja publicadas em periédicos para validar
nossos resultados e verificamos que a abordagem proposta foi bem-sucedida. Além disso,
identificamos que os critérios de aceitagao relacionados a qualidade da simulagao em
computador deve levar em consideracao o tempo de execucao, o nimero de realizagoes R
e o comprimento L da rede. Em todos os casos considerados, as mascaras de aceitacao
fractal apresentaram desempenho consideravelmente superior a abordagem tradicional
onde se aplica as condigoes de contorno periédicas (torus). Chamamos a atencao para a
enorme gama de aplicagoes fisicas dessa técnica, tais como: teoria da percolacdo, fendmenos
criticos e criticalidade, bem como problemas tipicos de sistemas complexos e desordenados.

Trabalhos futuros poderao ser desenvolvidos nessas areas.
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APENDICE

Relacao entre as Distribuicoes

Binomial e Poisson

No capitulo 2 discutimos as redes totalmente aleatérias e seus aspectos estatisticos.
Abordamos o fato de que uma distribuicao de Poisson pode ser obtida de uma distribuicao
binomial através de aproximacao, com foco exclusivo nos beneficios operacionais aplicaveis

a ciéncia de rede. Neste anexo fornecemos maiores detalhes matemaéaticos.

Seja uma probabilidade numa distribui¢ao binomial dada pela Equagao A.1

p(k) = ( Nk_ ! )p’“(l —p)N (A1)

Para redes com muitos vértices (N — o0) a aproximagao <k> = p(N — 1) ~ pN
¢ valida, note que para manter <k> constante é necessario que p — 0. Entao vamos
considerar os casos onde k < N, nessas condi¢oes o primeiro termo da Equacao A.1 pode

ser aproximado por

(N_l) (N-DWN =2)--(N-k) (N-1" (A.2)
.

In[(1—p) V1P = (N-1—=k)ln(1—p)=(N—-1—k)n (1 - <]I\Cf>>
Ln(l+a) =307, (_1T)Ln+1x”:x—x2—2+m—;—~--,V|x| <1
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k> k
(1= p) VP (N =1 — k) = s 1 - N — <k,
(1~ p) N1 )R ks (1 ) & ks

_p)(N—1-k) _
eln[(l D) ] ~ e <k>.

(1 —p)WN=17h) g em<h>, (A.3)

Substituindo as equagdes A.2 e A.3 na A.1 temos

p(k) =

N -1 N —1 N -1 k
( . )pk(l_p)N—l—k:( - )pk€—<k>:( ) <k> o= <k>

Que nos leva a distribui¢ao de Poisson da Equagao A.4.

SEZ o<k, (A.4)
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Valores maximo e minimo do grau

médio <k> de um vértice

Em ciéncia de redes, define-se corte natural superior, denotado por k,,,,, 0 maior
grau que um vértice pode manifestar em conformidade com a distribuicao que rege a sua
aleatoriedade. Estamos particularmente interessados na probabilidade de uma rede com N

vértices apresentar apenas um né com grau Ky,qq-
Figura 37 — Distribuicao de Poisson do grau k .

A

The area under the curve
should be less than 1/N

Py

Fonte: (BARABASI, 2013)

Analisando graficamente a distribuicao de Poisson, isso representa toda a area
hachurada com k > k,,., na Figura 37. Uma vez que a distribuicao probabilidade acumulada
é 1 — P(kmaz), temos

k k [e'e] k
mar o> <k>
—<k —<k
1_P(kmax>:1_€<> k! =e = E: Ll
k=0 : k=kmaz+1 :
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< k>k7na:x+1

1= P(kmas) = e :
(Rmaz) & €= 75,

(B.1)
Para uma rede de teste com N = 10? e <k> = 1000, além do fato de que
N[1 = P(kpaz)] = 1.

Obtemos um corte natural superior de k,,,, = 1185.

Através de processo analogo, definimos e calculamos o corte natural inferior k,,;,

levando em conta que

kmin—1 k

min <k>
Pkmm 1) = k> ’
( )=e€ 1;:0: o

Resolvendo para a rede de teste que adotamos encontramos k,,;, = 816.
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Modelo de Kleinberg: Tempo de

entrega para a = 2

Em uma busca em redes de pequeno mundo utilizando o algoritmo descentralizado,
dizemos que a mensagem esta na fase j quando a distancia entre o portador da mensagem
e o alvo for 27 < d < 2771, Note que a menor e a maior fase sdo respectivamente iguais a 0
e InN e se queremos calcular o tempo médio de entrega 7', é necessario determinar o tempo
médio T; em que a mensagem transita na fase j. Fazemos isso calculando a probabilidade
P,.; de a mensagem sair da fase j saltando para um né v € ~ através de um link de
longo alcance. Sabendo que dentro de v o ntimero de nés NV, cresce proporcionalmente ao
quadrado do raio, temos que N, ~ 2% e que cada um deles é uma fonte potencial de um

link de longo alcance.

A distancia entre u e qualquer né de 7 deve ser tal que d(u,v € ) < 2971427 < 27+2

entao, usando a Equacao 4.1 determinamos P,,;

N, 22 1

Py ~ ~— ~ .
Y222 N (22)2In N In N

(C.1)

Note que se um dos nés de v adquirir link de longo alcance com w a phase j é
finalizada, em outras palavras, em cada passo dentro da fase j existe uma probabilidade
proporcional a 1/ln N de a mensagem saltar para outra fase mais préxima do alvo. Entéo,
para a mensagem trafegar ¢ passos na fase j serdo necessarios ¢ — 1 fracassos na tentativa
de sair de j e apenas um sucesso.

o0
T,(i) = Y iPr(T) (C.2)

i=1
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T;(i) = 1.Pr[T; = 1]+ 2.Pr[T; = 2| + 3.Pr[T; = 3] + ... (C.3)
Aplicando algumas propriedades da estatistica podemos escrever
T;(i) = Pr(T; > 1)+ Pr[T; > 2]+ Pr[1; > 3] + ... (C.4)
Considerando os (i — 1) insucessos, argumentamos que
1 i—1
PriT; > <(]1— —— .
205 (- ) =
substituindo a Equacao C.5 na Equacao C.4 temos
P[T>']<1+<1 ! >+(1 ! >2+(1 ! )3+ (C.6)
My == In N In N In N '
Que é uma PG com fator multiplicativo (1 — ﬁ) onde a soma converge para
1
N In N
1 - (1 In N)
Assim
T;li] ~In N (C.7)
Dessa forma, reunindo todos os tempos de entrega computados nas In/N fases,
temos:

In N
T=> T;~In’N. (C.8)
j=0
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