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Resumo

Esta tese propõe uma matheurística baseada na abordagem Route-First-Cluster-Second (RFCS)
usando Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP), modelos matemáticos e Var-
iable Neighborhood Search (VNS) para resolver dois tipos de problemas de roteamento de veí-
culos: o Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP) e o Helicopter Routing Problem (HRP).
Inicialmente, no método proposto, o roteamento é realizado usando heurísticas construtivas e
um Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC). O PCC emprega as soluções localmente ótimas
encontradas em iterações prévias do VNS para criar um tour parcial, o qual é completado por
heurísticas construtivas se necessário. Em seguida, a solução construída passa por uma busca
local pelo VNS. Esse processo é repetido no laço principal do GRASP. Após a �nalização deste,
um Problema de Particionamento de Conjuntos (PPC) gera a solução �nal da matheurística
usando as soluções localmente ótimas encontradas no laço principal do GRASP. Em relação
aos problemas estudados, o CVRP consiste em gerar um conjunto de rotas para atender um
conjunto de requisições de transporte com o apoio de uma frota de veículos idênticos. O ob-
jetivo é gerar rotas cuja soma das distâncias seja mínima. Já o HRP visa atender um conjunto
de requisições de transporte, de�nidas como um par de locais de embarque e de desembar-
que, usando helicópteros como meio de transporte. O objetivo é atender todas as requisições
com o menor custo possível. Além disso, esta tese também propõe um novo modelo matemá-
tico para o HRP que inclui novas características no atendimento de plataformas marítimas, as
quais resolvem um problema até o momento em aberto: plataformas marítimas só possuem
capacidade de atender um helicóptero por vez. Nesse novo modelo permite-se, também, que
os helicópteros executem várias viagens por dia e que as requisições de transporte possuam
janelas de tempo. Além disso, o modelo contém restrições relacionadas ao tempo, ao consumo
de combustível, ao peso transportado e ao uso de assentos nas aeronaves. A matheurística é
proposta em duas versões. A primeira resolve o CVRP e é avaliada em sete benchmarks do pro-
blema usando outras heurísticas da literatura como comparação. A segunda versão é aplicada
em dois modelos do HRP, nos quais o método é testado em 37 instâncias com até 1000 requi-
sições. Os experimentos computacionais mostram que o algoritmo proposto para o CVRP é
competitivo em qualidade com as soluções publicadas em trabalhos recentes. Além disso, nas
aplicações no HRP, a matheurística conseguiu resultados iguais ou superiores para 36 instân-
cias quando comparada a outros métodos da literatura.

Palavras-chaves: Roteamento de Veículos Capacitados. Roteamento de Helicópteros. Greedy
Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP). Variable Neighborhood Search (VNS). Pro-
blema de Cobertura de Conjuntos (PCC). Problema de Particionamento de Conjuntos (PPC).



Abstract

This work develops a hybrid matheuristic based on the approach Route-First-Cluster-Second
(RFCS) by applying Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP), mathematical
models and Variable Neighborhood Search (VNS) to tackle two types of vehicle routing prob-
lems: the Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP) and the Helicopter Routing Problem
(HRP). At �rst, in the proposed method, a routing is performed using constructive heuris-
tics and the Set Covering Problem (SCP). SCP employs local optima solutions found in previous
iterations of VNS to create a partial tour which is �lled by a constructive heuristic if needed.
Then, the built solution undergoes a local search phase by VNS. This process is repeated as
the main loop of the GRASP. As last step of the method, the Set Partitioning Problem (SPP)
provides a new improved solution with regard to solutions found in the GRASP. In relation
to the study problems, the CVRP consists of designing a set of routes for a �eet of identical
vehicles to attend a set of customers at shortest distance travelled, while the HRP aims of serv-
ing a set of transportation requests, de�ned as a pair of boarding and landing locations, using
helicopters as the mode of transportation to minimize the cost of meeting the set of trans-
portation requests. Besides, we propose a new HRP model to address unique characteristics of
o�shore platforms through a novel constraint to solve an issue that remains unnoticed until
now: o�shore platforms can be visited by helicopters one at a time. We also add the possibility
to make multiple trips inside each route and enforce time window to attend passengers. Be-
sides, the model has restrictions regarding to the total time of the �ight, the fuel consumption,
the total weight during the �ight, the number of seats used by passengers. The matheuristic
is proposed in two versions. The �rst one solves the CVRP, and it is tested in seven bench-
marks using other heuristics in the literature as a comparison. The second version is applied
in two models of the HRP, where the method is tested in 37 instances with up to 1000 requests.
Computational experiments showed that the proposed matheuristic for CVRP is competitive
in terms of the quality for solutions reported in recent works. Moreover, in relation to the HRP,
the matheuristic achieves results equal to or greater than other heuristics in 36 instances.

Key-words: Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP). Helicopter Routing Problem (HRP).
Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP). Variable Neighborhood Search (VNS).
Set Covering Problem (SCP). Set Partitioning Problem (SPP)
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RL-PCC Relaxação Linear do Problema de Corbetura de Conjuntos

SA Simulated Annealing

SCP Set Covering Problem

SOP Sequential Ordering Problem

SPP Set Partitioning Problem

SWP Sweep

TSP Traveling Salesman Problem

VND Variable Neighborhood Descent

VNS Variable Neighborhood Search

VRP Vehicle Routing Problem

VRPTW Vehicle Routing Problem with Time Windows
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1 Introdução

O Vehicle Routing Problem (VRP) é um conhecido problema combinatorial formulado,
inicialmente, pelos trabalhos de Dantzig e Ramser (1959) e Clarke e Wright (1964). Nele, uma
frota de veículos deve ser roteada para atender um conjunto de requisições com o menor custo
possível. Dada sua aplicabilidade no mundo real, existem diversos tipos de VRP segundo as exi-
gências operacionais da área de interesse (LAPORTE, 1992; BRAEKERS; RAMAEKERS; VAN
NIEUWENHUYSE, 2016). O CVRP, por exemplo, é um caso da classe VRP que tem atraído con-
siderável atenção na comunidade cientí�ca nos últimos anos (PRINS, 2009; HOSSEINABADI
et al., 2017). Ele tem aplicação direta em várias atividades econômicas, visto que o transporte é
fundamental para que agentes econômicos executem as suas atividades ao menor custo possí-
vel (MUTAR et al., 2020). Nesse sentido, um caso especial do CVRP com aplicação na indústria
de exploração de petróleo surge quando os veículos utilizados no roteamento são helicópteros.

Helicópteros são um meio de transporte utilizado em várias atividades civis em que o
deslocamento deve ser �exível e rápido. A principal área de aplicação é no negócio de explora-
ção de petróleo em alto-mar, onde a opção por traslado aéreo implica numa redução no tempo
de comutação e uma melhoria do conforto de funcionários, quando comparado ao transporte
por mar (QIAN; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU SR, 2011). Além disso, no Brasil e na Noruega,
novos campos de exploração recentemente descobertos distam mais de 300 km da costa, au-
mentando a necessidade desta categoria de transporte (BRACHNER; HVATTUM, 2017). Uma
área com crescentes aplicações é a logística aplicada a operações humanitárias e desastres
naturais em que o gerenciamento de uma crise impõe um conjunto de problemas de decisão
relacionado ao bem-estar das pessoas afetadas. Uma questão importante neste caso é projetar
a transferência de bens e pessoas a áreas geogra�camente dispersas, geralmente executada por
helicópteros (BARBAROSOĞLU; ÖZDAMAR; CEVIK, 2002).

Na indústria de petróleo, o transporte de funcionários para plataformas em alto-mar é o
principal utilizado há décadas (QIAN; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU SR, 2011). Apesar disso, o
primeiro trabalho a analisar o problema de transporte por helicópteros para este ramo somente
foi publicado no começo da década de 1990 (GALVÃO; GUIMARÃES, 1990). Desde então, diver-
sos trabalhos usando modelos matemáticos, meta-heurísticas e hibridizações foram sugeridos.
Em geral, neste tipo de problema, o objetivo é minimizar o custo operacional da utilização de
aeronaves ao atender um conjunto de requisições de transporte de funcionários, as quais têm
origem ou destino em plataformas marítimas (BRACHNER; HVATTUM, 2017). Mais recente-
mente, devido aos riscos inerentes do transporte aéreo (QIAN; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU
SR, 2011), há um esforço em incluir nos modelos restrições relacionadas à segurança (HALS-
KAU, 2014; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU; KOVALYOV, 2015; BRACHNER; HVATTUM, 2017),
principalmente as relativas ao número de pousos e decolagens (HALSKAU, 2014).
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O problema de roteamento de helicópteros é designado por Rosero e Torres (2006) como
Helicopter Routing Problem (HRP), o qual consiste na construção de rotas factíveis a serem per-
corridas por helicópteros de modo a satisfazer requisições de transporte. De acordo com esta
de�nição, o HRP pode ser classi�cado como um caso particular dosGeneral Pickup and Delivery
Problems (GPDP). Na classi�cação original de Savelsbergh e Sol (1995), o GPDP subdivide-se
em três tipos de problemas: o Pickup and Delivery Vehicle Routing Problem (PDVRP), o Dial-
A-Ride Problem (DARP) e o VRP. Por outro lado, Díaz-Parra et al. (2017) de�nem a classe Oil
Platform Transport Problem (OPTP) como uma combinação do HRP, representando o rotea-
mento de helicópteros, e o One-Dimensional Bin Packing Problem (BPP-1), correspondendo
à designação dos passageiros aos assentos das aeronaves. Em outros trabalhos, este tipo de
problema é designado como Capacitated Helicopter Routing Problem (CHRP) (FIALA TIMLIN;
PULLEYBLANK, 1992). Nesta tese, denomina-se como HRP todo problema de roteamento de
helicópteros, com ou sem restrições relacionadas à capacidade de passageiros.

Diversos métodos foram propostos para resolver o HRP. Modelos matemáticos exis-
tem para distintas formulações (QIAN; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU SR, 2011; OZDAMAR,
2011; HALSKAU, 2014; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU; KOVALYOV, 2015; ABBASI-POOYA;
KASHAN, 2017; BRACHNER; HVATTUM, 2017). Entretanto, estes paradigmas exatos são ca-
pazes de resolver somente instâncias pequenas, pois o problema HRP é NP-difícil (DÍAZ-
PARRA et al., 2017). Por isso, normalmente estas formulações vêm acompanhadas de heurísti-
cas ou meta-heurísticas (ARMSTRONG-CREWS; MOCK, 2005; VELASCO et al., 2009; MOTTA;
VIEIRA; SOLETTI, 2011; QIAN et al., 2012; ANDREEVA-MORI; KOBAYASHI; SHINDO, 2015;
ABBASI-POOYA; KASHAN, 2017).

As abordagens de resolução utilizadas por heurísticas ou meta-heurísticas para proble-
mas de roteamento, incluindo o HRP, podem ser classi�cadas em dois grandes grupos (PRINS;
LACOMME; PRODHON, 2014). O primeiro representa o paradigma Cluster-First-Route-Second
(CFRS). Nesse enfoque, as requisições são designadas a distintos grupamentos e, posterior-
mente, cada grupamento é designado a um único veículo. Na segunda abordagem, chamada
Route-First-Cluster-Second (RFCS), as requisições dos clientes são agrupadas numa sequência
de atendimento. Em seguida, essa sequência é dividida em pequenos trechos, os quais repre-
sentam o atendimento realizado por cada veículo disponível. O paradigma RFCS também é
denominado como abordagem hierárquica.

1.1 Motivação

Atualmente, uma das principais preocupações está na operação segura de helicópteros
em plataformas marítimas, pois é onde há o maior risco de acidente (BRACHNER; HVATTUM,
2017). Segundo Gribkovskaia, Halskau e Kovalyov (2015), a maioria desses eventos ocorre no
pouso ou na decolagem. Nesse sentido, um aspecto ainda não presente nos modelos do HRP,
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até a publicação do trabalho de Machado et al. (2019) oriundo desta tese, é a exigência das ae-
ronaves executarem o atendimento em plataformas sem a concorrência de outros helicópteros.
A incorporação dessa exigência aumenta o nível de segurança ao planejar o atendimento das
requisições.

Além disso, segundo a pesquisa bibliográ�ca realizada para HRP, os trabalhos de Ve-
lasco et al. (2009) e Abbasi-Pooya e Kashan (2017) são as únicas aplicações do paradigma RFCS
para o HRP, mas com algumas restrições. Em Velasco et al. (2009), a criação de rotas via split-
ting pode gerar soluções inviáveis, as quais são descartadas pelo método. O motivo é que se
usa um algoritmo adequado para o CVRP, mas inadequado para problemas com restrições de
pickup e delivery. Em Abbasi-Pooya e Kashan (2017), a abordagem é usada somente para per-
mitir a criação de uma solução inicial. Após isso, todas as operações do algoritmo trabalham
com o mesmo tipo de solução.

Assim, nesta tese, propõe-se uma nova formulação matemática do HRP, na qual sejam
incluídas novas restrições para os pousos e decolagens em plataformas marítimas, múltiplas
viagens por helicóptero e janelas de tempo. Esse modelo também possui restrições relacio-
nadas ao tempo de execução da rota, à capacidade de ocupação nos veículos, ao consumo de
combustível, ao peso transportado e ao combustível reserva. Além disso, propõe-se, também,
uma matheurística conforme a abordagem hierárquica RFCS como método de resolução. Essa
nova matheurística é avaliada nos problemas do tipo CVRP e, posteriormente, adaptada para
os modelos HRP de�nidos por Rosa et al. (2016) e por esta tese.

1.2 Objetivos

Esta seção é dividida em objetivo geral (Subseção 1.2.1) e objetivos especí�cos (Subse-
ção 1.2.2)

1.2.1 Objetivo Geral

Esta tese tem como objetivo geral desenvolver uma nova formulação matemática para
o HRP e um novo método de resolução, o qual é validado no CVRP e aplicado no HRP proposto.

1.2.2 Objetivos Específicos

Considerando o objetivo geral deste trabalho, os objetivos especí�cos são apresentados
a seguir:

• Desenvolver um novo modelo matemático, alternativo aos do estado da arte do pro-
blema, que englobe restrições operacionais inéditas para o HRP;

• Desenvolver uma nova matheurística com as meta-heurísticas GRASP e VNS;
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• Validar a nova abordagem na classe de problemas CVRP;

• Adaptar e aplicar a nova abordagem na classe de problemas HRP.

1.3 Publicações

No decorrer do desenvolvimento dessa tese, as seguintes publicações foram produzi-
das:

• A MILP Model and a GRASP Algorithm for the Helicopter Routing Problem with Multi-
Trips and Time Windows (2019) publicado no congresso ICCL 2019 - International Con-
ference on Computational Logistics.

• A New Hybridization of Evolutionary Algorithms, GRASP and Set-Partitioning Formu-
lation for the Capacitated Vehicle Routing Problem (2020) publicado no congresso BRA-
CIS 2020 - Brazilian Conference on Intelligent Systems;

• A new hybrid matheuristic of GRASP and VNS based on constructive heuristics, set-
covering and set-partitioning formulations applied to the capacitated vehicle routing
problem (2021) publicado na revista Expert Systems with Applications.

1.4 Estrutura do Trabalho

Além deste Capítulo 1, esta tese possui mais sete capítulos descritos a seguir. No Ca-
pítulo 2 é apresentada a revisão bibliográ�ca dos problemas VRP e HRP. No Capítulo 3 é
apresentado o modelo clássico do CVRP, assim como os dois modelos propostos para o HRP.
No Capítulo 4 apresentam-se os métodos básicos para resolver os problemas de roteamento.
No Capítulo 5 descreve-se o método proposto, chamado MGV-C, para resolver o problema
CVRP através do uso de matheurística, abordagem hierárquica e hibridizações. No Capítulo
6, descreve-se a adaptação da matheurística MGV-C a problemas HRP. No Capítulo 7, os re-
sultados computacionais da aplicação do MGV-C na resolução dos problemas CVRP e HRP
são apresentados e discutidos. O Capítulo 8 apresenta as considerações �nais do trabalho e
trabalhos futuros.

A tese também possui quatro apêndices. No Apêndice A são apresentados as de�nições
e os conceitos gerais que são utilizados no restante do trabalho. No Apêndice B exempli�ca-se
a aplicação da matheurística MGV-C num problema CVRP. No Apêndice C analisa-se a con-
tribuição dos principais componentes do MGV-C. No Apêndice D apresentam-se os detalhes
de como executar os movimentos da busca local aplicada à classe de problemas HRP.
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2 Trabalhos Correlatos

Neste capítulo são analisadas as classes de problemas do Vehicle Routing Problem (VRP)
e algumas das suas variações. A seguir, o Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP) é apre-
sentado com uma revisão bibliográ�ca dos principais trabalhos. Na seção subsequente são
apresentados os trabalhos relacionados ao Helicopter Routing Problem (HRP) identi�cados na
pesquisa bibliográ�ca executada. A partir dessa revisão, são discutidos os principais pontos e
propriedades das propostas para o HRP da literatura.

2.1 Introdução

O Vehicle Routing Problem (VRP) é um conhecido problema combinatorial que atrai o
interesse da comunidade cientí�ca desde os trabalhos seminais de Dantzig e Ramser (1959) e
Clarke e Wright (1964). De maneira geral, o VRP é de�nido como o problema de roteamento
de veículos com um depósito, um conjunto de clientes ou requisições, uma frota de veículos e
o objetivo de minimizar o custo total de atendimento das requisições usando os veículos dis-
poníveis. Além disso, outras restrições ou características podem ser adicionadas ao problema.
Por isso, centenas de novos modelos e algoritmos foram propostos para encontrar soluções
ótimas ou aproximadas para cada tipo de VRP (LAPORTE, 1992; BRAEKERS; RAMAEKERS;
VAN NIEUWENHUYSE, 2016).

As atuais variantes do VRP surgem da necessidade de incorporar as novas característi-
cas que nascem no mundo real (BRAEKERS; RAMAEKERS; VAN NIEUWENHUYSE, 2016). De
acordo com Braekers, Ramaekers e Van Nieuwenhuyse (2016), a literatura do VRP cresce ex-
ponencialmente a uma taxa de 6% ao ano. Como exemplo dessa progressão, podem ser citadas
como variações do VRP: i. a adição de restrições para exigir o atendimento de requisições den-
tro de janelas de tempo; ii. capacidade máxima de veículos e iii. se é obrigatório o retorno do
veículo ao depósito no �m da rota (CACERES-CRUZ et al., 2014). A inclusão dessas novas res-
trições implica em alterações no modelo matemático e isso criou diversos ramos de pesquisas
do VRP com suas próprias abreviações.

Algumas classes de VRP podem ser vistas como a composição de distintas instâncias
em VRP (TOTH; VIGO, 2002b). Duas delas que, geralmente, são modelos para criação de novos
tipos são Pickup and Delivery Vehicle Routing Problem (PDVRP) e Vehicle Routing Problem with
Time Windows (VRPTW). No PDVRP um conjunto de requisições R deve ser atendido por um
conjunto �xo de veículos K . Cada requisição r ∈ R está associada com dois nós na rede: um
representando uma demanda a ser carregada no embarque (pickup) do local ri e entregue no
desembarque (delivery) no local rj (BRAEKERS; RAMAEKERS; VAN NIEUWENHUYSE, 2016).
As componentes de pickup e delivery devem ser realizadas pelo mesmo veículo e o pickup deve
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ser executado antes do delivery. Além disso, a capacidade dos veículos não pode ser violada
durante o atendimento. O objetivo é encontrar um conjunto de rotas que minimize a distância
total e atenda a todas as requisições (PISINGER; ROPKE, 2007; CACERES-CRUZ et al., 2014).
No VRPTW um conjunto de requisiçõesR deve ser atendido por uma frotaK de veículos. Cada
requisição r ∈ R deve ser atendida na janela de tempo [Lr, Ur]. O objetivo é minimizar o custo
total de atender todas as requisições R. Além disso, em alguns problemas, as janelas de tempo
podem ser relaxadas com inclusão de uma penalização na função objetivo (CACERES-CRUZ
et al., 2014).

As técnicas de solução para o VRP podem ser divididas em duas classes (PRINS; LA-
COMME; PRODHON, 2014): Cluster-First-Route-Second (CFRS) e Route-First-Cluster-Second
(RFCS). Na abordagem Cluster-First-Route-Second (CFRS), os clientes i ∈ N são designados
a grupos distintos e então cada grupo é resolvido como um TSP. No processo de designa-
ção é garantido que um veículo executando o atendimento das requisições nesse grupo não
viola nenhuma das restrições do problema. Na abordagem hierárquica ou Route-First-Cluster-
Second (RFCS), primeiro as requisições i ∈ N são designadas a um percurso fechado único,
ou seja, uma solução do TSP. Para isso, as restrições relacionadas aos clientes ou veículos são
relaxadas. Formado esse primeiro percurso, um procedimento chamado splitting o transforma
em rotas viáveis, restabelecendo as restrições do problema. A Figura 1 representa as duas abor-
dagens CFRS e RFCS.

Figura 1 – Técnicas de solução para os problemas VRP.

Fonte: Adaptado de Prins, Lacomme e Prodhon (2014).

No survey de Prins, Lacomme e Prodhon (2014) são revisados os artigos de RFCS pu-
blicados entre 1984 e 2014. Segundo os autores, 43% das publicações usam versões básicas do
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procedimento splitting, em que somente a capacidade do veículo é analisada no processo de
transformação do percurso fechado em várias rotas viáveis. Por volta de 35% dos trabalhos adi-
cionam outras exigências como janelas de tempo ou veículos heterogêneos. Adaptações mais
exigentes ou utilizando outras formas de splitting ainda são escassas, apesar do potencial de
aplicações a diversos tipos de problemas VRP. Isso se re�ete no caso de problemas PDVRP, no
qual o survey somente cita os trabalhos de Mosheiov (1998) e Velasco et al. (2009) como casos
de aplicação. A técnica de RFCS teve sua aplicação inicial em problemas CVRP. Na próxima
seção, essa classe de VRP é analisada em detalhes.

2.2 O Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP)

O CVRP é um dos problemas mais investigados da classe VRP e, por isso, tem atraído
considerável atenção na comunidade cientí�ca nos últimos anos (PRINS, 2009; HOSSEINA-
BADI et al., 2017). Ele tem aplicação direta em várias atividades como distribuição de bens,
coleta de lixo e logística aplicada a cidades, visto que o transporte é fundamental para que
agentes econômicos executem as suas atividades ao menor custo possível (MUTAR et al., 2020).

Esse problema consiste em, dada uma frota de veículos com capacidade �xa, planejar
um conjunto de rotas para atender a um conjunto de clientes na menor distância possível.
O CVRP é classi�cado como NP-difícil (TOTH; VIGO, 2014). As aplicações no mundo real do
CVRP são extensas e, por isso, muitas heurísticas e meta-heurísticas foram propostas para essa
classe de VRP. Essas abordagens envolvem, entre outros, algoritmos evolucionários (WANG;
LU, 2009), Simulated Annealing (SA) (KAMPKE; ARROYO; SANTOS, 2009), Busca Tabu (BT)
(ZHU et al., 2012) e Large Neighborhood Search (LNS) (AKPINAR, 2016). No restante dessa
seção são mostrados alguns trabalhos relacionados ao CVRP.

Toth e Vigo (2002a) realizaram uma revisão da literatura de algoritmos exatos basea-
dos no método Branch-and-bound (BB) para o CVRP, todos propostos entre 1980 e 2000. Os
resultados computacionais compararam o desempenho de diferentes relaxações e algoritmos
num conjunto de instâncias clássicas. Os autores ressaltaram que os novos métodos analisa-
dos permitem que instâncias de até 100 requisições sejam resolvidas otimamente, enquanto os
métodos da geração anterior são capazes de resolver instâncias com até 25 requisições.

Berger e Barkaoui (2003) aplicaram um Algoritmo Genético (AG) híbrido para resolver
instâncias do CVRP. A abordagem proposta implica em evoluir dois conjuntos de populações
que minimizam a distância total percorrida. Os melhores indivíduos de cada população são per-
mutados a cada geração. Para evoluí-las, operadores genéticos foram construídos utilizando
estratégias chaves usadas para resolver problemas de roteamento e técnicas de busca no es-
paço de solução. Segundo os testes realizados, a proposta é competitiva com os resultados dos
benchmarks clássicos em 2003.

Toth e Vigo (2003) propuseram uma nova variante do BT chamada BT Granular e a
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aplicaram a diversos problemas VRP, inclusive o CVRP. Nesse novo método, utilizam-se di-
versas estratégias de diversi�cação e intensi�cação que podem ser aplicadas a diversas classes
de problemas que utilizam grafos. A ideia subjacente é restringir o número de vizinhos numa
solução ao impedir movimentos que contêm elementos que, geralmente, não podem pertencer
a boas soluções. Essa nova vizinhança, chamada de granular, é uma implementação especí�ca
da estratégia de lista de candidatos utilizada por outras heurísticas BT. Além disso, o trabalho
mostra como encontrar vizinhos granulares a partir de vizinhanças clássicas para problemas
de roteamento. Nos testes computacionais, o algoritmo proposto conseguiu encontrar boas so-
luções com pouco tempo computacional. Segundo os autores, sem a utilização da vizinhança
granular, o tempo dispendido para encontrar a mesma solução é excessivo.

Lysgaard, Letchford e Eglese (2004) apresentaram um novo algoritmo Branch-and-cut
(BC) para o CVRP. O método proposto usa diversos planos de corte, incluindo vários tipos
relacionadas à capacidade, desigualdades e cortes de Gomory. Para cada um desses cortes, um
algoritmo é proposto em detalhes. Além disso, os autores também apresentaram as regras de
rami�cação do BC, as estratégias de seleção de nós e o gerenciamento dos cortes. O resultado
dos testes computacionais mostrou que o algoritmo proposto é competitivo com os benchmarks
em 2004. Em especial, ele foi capaz de encontrar o ótimo pela primeira vez em três instâncias
do dataset de Augerat (AUGERAT et al., 1995).

Altınel e Öncan (2005) modi�caram a heurística Clark and Wright (CW) para incor-
porar as demandas dos clientes no algoritmo. Segundo os autores, as meta-heurísticas, ge-
ralmente, são superiores às heurísticas para resolver problemas de roteamento. Entretanto,
métodos como o CW são rápidos e fáceis de implementar, o que explica a sua popularidade
para resolver diversos VRP. A partir dos testes computacionais da versão modi�cada do CW,
os autores a�rmaram que o novo método é, além de rápido, bastante satisfatório em relação a
outras heurísticas construtivas disponíveis em 2005.

Tavakkoli-Moghaddam, Safaei e Gholipour (2006) apresentaram um novo modelo de
Programação Linear Inteira Mista (PLIM) para o CVRP para minimizar o custo de uma frota
heterogênea de veículos e maximizar a utilização da capacidade dos veículos. No modelo pro-
posto, o custo da frota é independente do tamanho da rota e há janelas de tempo para o de-
pósito. Além disso, mostra-se que o modelo permite a geração de rotas que servem todos os
clientes com o mínimo de veículos usados. Para resolver o PLIM para instâncias grandes, a
meta-heurística SA é aplicada gerando bons resultados.

Christiansen e Lysgaard (2007) desenvolveram um novo algoritmo exato para o CVRP
com demandas estocásticas usando o Branch-and-price (BP). O CVRP é formulado como o
Problema de Particionamento de Conjuntos (PPC) e o novo método aplica Geração de Colunas
(GC) para resolvê-lo. O subproblema do GC é resolvido usando programação dinâmica. Nos
testes computacionais, o algoritmo proposto obtém melhores soluções quando as restrições de
capacidade são mais rígidas.
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Kwon et al. (2007) propuseram uma heurística BT que incorpora um método de redu-
ção de vizinhança usando a informação de proximidade do diagrama de Voronoi. O método
proposto é chamado VTS e, conforme os autores, foi a primeira vez que esse tipo de aborda-
gem foi aplicada ao CVRP. Os experimentos computacionais foram realizados em benchmarks
clássicos e os resultados mostraram que a proposta é competitiva com os algoritmos existentes
na época da publicação.

Borgulya (2008) apresentou um algoritmo evolucionário multiobjetivo para o CVRP
com balanceamento de rotas. Nessa versão do problema, além de minimizar o custo total das
rotas, um objetivo adicional é manter as rotas com tamanhos similares. O algoritmo proposto
é baseado num método de memória coletiva explícita conhecido como extended virtual loser.
Essa abordagem é adaptada e aprimorada para resolver o CVRP com rotas balanceadas usando
novos operadores de mutação e novas funções de seleção. Nos testes computacionais, bons
resultados foram encontrados para instâncias clássicas e foram similares aos algoritmos evo-
lutivos disponíveis em 2009.

Ai e Kachitvichyanukul (2009) aplicaram o algoritmo evolutivo Particle Swarming Op-
timization (PSO) ao CVRP. Para isso, os autores desenvolveram duas representações alternati-
vas de soluções, chamadas SR-1 e SR-2, e suas correspondentes funções de decodi�cação. Na
primeira representação, S-1, as partículas do PSO são de�nidas como vetores de dimensões
(n + 2m), em que n é o número de clientes e m o número de veículos do problema. A fun-
ção de decodi�cação inicia com a transformação de uma partícula numa lista de prioridades
dos clientes para entrar na rota e uma matriz de prioridades dos veículos que podem servir os
clientes. A partir dessas listas e matrizes, as rotas são construídas. Na segunda representação,
SR-2, a partícula é de�nida como uma vetor de tamanho 3m. Para essa representação, a função
decodi�cadora projeta as partículas no plano cartesiano munido de um raio de atendimento.
As rotas são construídas segundo o raio e a localização de cada veículo. Os resultados compu-
tacionais mostraram que ambas representações são efetivas para o CVRP e superam, em 2009,
outras abordagens utilizando o PSO.

Prins (2009) foi o primeiro a ressaltar a aplicabilidade das abordagens hierárquicas
como método e�caz para problemas de roteamento. Nesse trabalho, chamado GRELS, a prin-
cipal característica é a alternância entre tours TSP e soluções do CVRP. A proposta realizada
é a aplicação de uma busca local evolucionária e procedimentos de busca local inseridos num
GRASP. Os testes computacionais mostraram que o algoritmo supera, em qualidade de solução,
as heurísticas disponíveis em 2009 na literatura.

Brito et al. (2009) propuseram um GRASP hibridizado com VNS com janelas de tempo,
em que o tempo de viagem são números fuzzy triangulares para problema de roteamento de
veículos. Os testes computacionais compararam a abordagem híbrida com as soluções obtidas,
separadamente, pelo GRASP ou pelo VNS usando instâncias da literatura. Em ambos casos, os
melhores resultados foram alcançados quando o GRASP hibridizado com VNS é usado.
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Lee et al. (2010) aplicaram uma nova versão do Ant Colony Optimization (ACO) ao
CVRP. O objetivo do trabalho foi propor um framework de resolução, no qual a solução inicial
é construída pelo SA e a meta-heurística ACO é usada para encontrar uma solução localmente
ótima. O motivo de usar SA e ACO, segundo os autores, é que o primeiro, geralmente, encontra
soluções iniciais de boa qualidade que podem ser aprimoradas pelo segundo. Para validar o
framework, 34 instâncias de teste foram utilizadas, sendo 14 instâncias pequenas e 20 instâncias
grandes. Para as instâncias pequenas, o método sempre encontrou a melhor solução conhecida
para oito execuções, enquanto para as instâncias grandes ele encontrou, pelo menos uma vez,
a melhor solução.

Szeto, Wu e Ho (2011) propuseram duas heurísticas ACO para resolver o CVRP. Nele,
uma versão com adaptação mais simples do ACO é proposta e outra, mais especí�ca para o
CVRP, a qual considera propriedades do problema, também é desenvolvida para encontrar
soluções mais robustas. Nos testes computacionais, dois datasets clássicos foram utilizados
para avaliação das heurísticas. Os resultados encontrados mostraram que a versão especí�ca
do ACO é superior à primeira versão do ACO. Além disso, a especí�ca encontrou boas soluções
quando comparada com as heurísticas disponíveis em 2011.

Groër, Golden e Wasil (2011) desenvolveram um algoritmo, chamado RRTR, que incor-
pora as novas funcionalidades dos ambientes de alto desempenho de multiprocessadores para
solucionar diversos tipos de problemas VRP. O algoritmo paralelo proposto designa alguns
processadores para heurísticas locais, enquanto outros tentam combinar rotas de diferentes
soluções em novas soluções. Os testes computacionais mostraram que o método desenvolvido
gera soluções competitivas com os melhores valores conhecidos na literatura em 2011.

Babu, Poojary e Renuka (2012) desenvolveram uma hibridização do SA e do ACO que
obtém resultados superiores aos obtidos isoladamente pelo SA ou ACO. No algoritmo proposto,
o SA é usado para gerar soluções iniciais viáveis, enquanto o ACO é usado para realizar a
exploração do espaço de busca e evitar a convergência prematura para uma solução localmente
ótima.

Vidal et al. (2012) propuseram uma meta-heurística chamada HGSADC que combina a
exploração em largura da busca evolucionária, as potencialidades das meta-heurísticas basea-
das em vizinhança e esquemas para diversi�car populações. Os experimentos computacionais
mostraram que o procedimento proposto supera, em qualidade das soluções, algoritmos co-
nhecidos para o CVRP na data da publicação.

Xiao et al. (2012) apresentaram um novo modelo matemático do CVRP que incorpora
o consumo de combustível na função objetivo do problema. Segundo os autores, o consumo
de combustível representa uma fatia grande dos custos relacionados ao transporte no mundo
real. Para resolver o modelo, a heurística SA é aplicada tanto no modelo tradicional quanto
no modelo estendido. Além disso, os autores analisam os principais motivos para a variação
de consumo de combustível no roteamento de veículos. Nos testes computacionais, o SA foi
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capaz de encontrar rotas que usam, em média, 5% a menos de combustível.

Zhou, Xie e Zheng (2013) apresentaram o algoritmo evolutivo bat com path-relinking
chamado HBA-PR para o CVRP. O bat é uma meta-heurística proposta por Mishra, Shaw e
Mishra (2012), na qual a inspiração é o comportamento de ecolocalização de morcegos quando
estes estão em busca de alimentos. Na abordagem proposta, o método bat é hibridizado com o
GRASP e utiliza path-relinking. Esse último é utilizado como uma estratégia de intensi�cação
para explorar o espaço de solução que conecta duas soluções obtidas pelo método bat. Nos
testes computacionais, diversos benchmarks foram usados. Segundo os autores, o método HBA-
PR é efetivo para resolver o CVRP e compete com heurísticas e métodos exatos presentes em
2013.

Jin, Crainic e Løkketangen (2014) desenvolveram uma meta-heurística paralela e coo-
perativa para o CVRP usando BT. Nela, múltiplas execuções da BT são mantidas em paralelo
com cooperação assíncrona, na qual as melhores soluções são permutadas através de um con-
junto comum de soluções. Nesse conjunto, soluções similares são agrupadas segundo as suas
características estruturais. Além disso, informações históricas geradas a partir da construção
do conjunto de soluções é utilizado como estratégia para intensi�car ou diversi�car as threads
da BT. Os autores também de�niram um novo modo de inserir uma requisição numa solu-
ção ao incluir a informação de distância entre o depósito e a requisição como parâmetro do
método. Isso permitiu melhorar o processo de exploração das vizinhanças. Nos experimentos
computacionais, dois benchmarks com o total de 32 instâncias grandes foram usados para ava-
liar a meta-heurística e o método proposto foi capaz de encontrar dez instâncias com novos
mínimos. Além disso, para o restante das instâncias, o algoritmo foi competitivo com as demais
heurísticas da literatura em 2014.

Teoh, Ponnambalam e Kanagaraj (2015) de�niram um método chamado DELS que com-
bina algoritmos de evolução diferencial com busca local. A ideia é que este último explore no-
vas áreas do espaço de busca e re�ne as soluções encontradas. A proposta dos autores gerou
soluções comparáveis com os melhores resultados para os benchmarks da literatura em 2015.

Niu et al. (2015) aplicaram a heurística membrana com o ACO para resolver o CVRP. O
algoritmo membrana é inspirado na estrutura e função das células vivas em organismos plu-
ricelulares. A abordagem utilizada interpreta o sistema de membranas como um framework
distribuído, paralelo e não determinístico. Cada membrana corresponde a aplicação de um
ACO. As soluções encontradas por estes são intercambiadas em diferentes níveis das mem-
branas. Nos experimentos computacionais, 13 instâncias do CVRP foram usadas para avaliar
a heurística e para 7 instâncias foram encontrados novos limites inferiores.

Akpinar (2016) apresentou um novo algoritmo, chamado LNS-ACO, que hibridiza as
heurísticas LNS e ACO. Este último é usado para diversi�car soluções iniciais do CVRP ge-
radas pelo LNS. Os testes computacionais foram realizados em benchmarks da literatura e o
algoritmo proposto foi comparado a outras soluções usando o LNS como estratégia. Os re-
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sultados mostraram que o método híbrido obteve desempenho superior às outras heurísticas
disponíveis na época de publicação.

Haddadene, Labadie e Prodhon (2016) hibridizaram o GRASP com o Iterated Local Se-
arch (ILS) para o CVRP com janelas de tempo e restrições de tempo. Nesse problema, o re-
quisitante pode solicitar mais de uma visita simultânea ou uma ordem de prioridade para sua
requisição. Essas restrições de tempo tornam o problema mais realístico e, por consequência,
mais difícil de resolver. Além disso, os experimentos foram executados em instâncias inéditas
da literatura e os resultados mostraram, a partir de testes estatísticos, os benefícios da meta-
heurística hibridizada.

Ammi e Chikhi (2016) propuseram uma nova meta-heurística chamada Penguin Opti-
mization (PEO), a qual gerencia outras heurísticas como a AG e o ACO para resolver o CVRP.
Na PEO, cada meta-heurística opera de maneira independente e soluções são permutadas, pe-
riodicamente, entre as diferentes meta-heurísticas. Para isso, um método chamado operador
de migração é de�nido. Nos testes computacionais, vários estudos comparativos em instâncias
do benchmark foram realizados para mostrar a e�ciência da meta-heurística proposta.

Amous et al. (2017) hibridizaram o VNS com o Variable Neighborhood Descent (VND)
para resolver o CVRP. O VND possui diferentes vizinhanças para intensi�car e diversi�car a
exploração do espaço de busca. Ele é aplicado na fase de busca local do VNS para fazer uma
busca em profundidade. Nos testes computacionais, a meta-heurística híbrida foi aplicada a
vários benchmarks da literatura e obteve resultados superiores para distintas instâncias quando
comparada a outros algoritmos disponíveis em 2017. Além disso, para algumas instâncias,
encontraram-se novas soluções ótimas.

Kır, Yazgan e Tüncel (2017) hibridizaram a BT e o Adaptive Large Neighborhood Se-
arch (ALNS) com diversas técnicas para resolver o CVRP. Essas novas características incluem
a possibilidade de soluções inviáveis, operadores de destruição e reparação no ALNS, distintas
estratégias de diversi�cação e intensi�cação, além do uso de memória adaptativa. Nos experi-
mentos computacionais, o método proposto foi avaliado em benchmarks da literatura. Ele foi
capaz de encontrar novos ótimos para 3 instâncias e o ótimo conhecido para 11 instâncias. Em
média, o método converge para a solução ótima com uma diferença de 0,01%. Além disso, os
autores avaliaram o algoritmo num problema real com resultados satisfatórios.

Alinezhad et al. (2018) hibridizaram o PSO e o SA com diversas técnicas de inserção
e de remoção para vários problemas VRP, inclusive o CVRP. Segundo os autores, a hibridiza-
ção permitiu fazer um tradeo� entre exploração e competitividade para a convergência das
soluções. Nos testes computacionais, os autores usaram diversos benchmarks com instâncias
de vários tamanhos e o método foi capaz de encontrar soluções comparáveis às melhores em
2018 para vários tipos de VRP.

Linfati e Escobar (2018) desenvolveram uma heurística para reotimizar soluções do
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CVRP. Segundo os autores, a área de roteamento é um contexto dinâmico e existe a neces-
sidade de realizar inclusão/exclusão de requisições numa solução construída, especialmente
quando a informação das requisições são disponibilizadas num horizonte de tempo. A heurís-
tica proposta usa métricas para diminuir a dispersão da rota e o tamanho total dela. Nela, a
solução inicial é construída via o algoritmo CW. O processo de reotimização é feito conside-
rando nós e arestas visitados como �xos. A partir disso, o algoritmo minimiza a dispersão e
a distância total percorrida. Finalizada essa fase, uma busca local é realizada para encontrar
o mínimo local. Nos testes computacionais, instâncias reais disponíveis em benchmark foram
utilizadas e, segundo os autores, o método se mostrou efetivo para resolver diversas instâncias.

Altabeeb, Mohsen e Ghallab (2019) propuseram um novo algoritmo híbrido, chamado
CVRP-FA, usando a heurística Fire�y, busca local e operadores genéticos para resolver o CVRP.
Os testes computacionais foram realizados usando 82 instâncias de vários benchmarks. Os re-
sultados obtidos indicam a convergência consistente do CVRP-FA para soluções ótimas do
CVRP.

Mais recentemente, To�olo, Vidal e Wauters (2019) desenvolveram uma heurística para
o CVRP baseada na decomposição entre designação e sequenciamento de rotas. Dado que o
método exige esforço computacional excessivo, um espaço de busca intermediário foi intro-
duzido usando Programação Dinâmica (PD) com o objetivo de fazer um compromisso entre
a quantidade de esforço despendido e a quantidade do espaço de busca explorado. Um AG
foi hibridizado para operar nesse espaço e, nos testes computacionais, novas solução foram
encontradas para benchmarks da literatura.

Lin et al. (2019) desenvolveram um AG híbrido para Internet das Coisas formulado
como o CVRP. O método proposto, chamado OHGA, usa uma estratégia de inicialização da
solução usando o algoritmo Sweep (SWP). Além disso, os operadores de crossover do AG são
combinados com heurísticas de busca local para encontrar soluções viáveis. Inúmeros testes
foram realizados em instâncias de diversos benchmarks e os resultados mostraram a qualidade
do método em relação aos algoritmos da literatura.

Sbai, Krichen e Limam (2020) propuseram uma meta-heurística híbrida, chamada HGA-
VNS, que incorpora o VNS como operador de mutação do AG com o intuito de acelerar a
convergência de soluções. Dessa maneira, a busca pode aumentar e diversi�car a exploração
do espaço de soluções. Os resultados do HGA-VNS indicam que o método é competitivo com
os algoritmos do estado da arte. Além disso, um estudo de caso real mostra que a abordagem
proposta aprimora, consideravelmente, as soluções conhecidas pelo serviço postal turco.

2.3 O Helicopter Routing Problem (HRP)

O HRP consiste em transportar pessoas ou bens de um local (aeroporto/plataforma)
para outra localidade (aeroporto/plataforma) usando helicópteros como meio de transporte e
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respeitando um conjunto de restrições de operação (ROSA et al., 2016). O objetivo é, em geral,
minimizar o custo total de operação ou um trade-o� entre custo e segurança. As restrições são,
normalmente, relacionadas a capacidade dos veículos, janela de atendimento das requisições
ou consumo de combustível. Por isso, o HRP é visto como um problema que incorpora carac-
terísticas de vários outros VRP como o CVRP para a capacidade do veículo, o PDVRP para o
atendimento das requisições de embarque (pickup) e desembarque (delivery) e o VRPTW para
o horário de atendimento das requisições. Devido a essa característica, o HRP é um problema
NP-difícil (DÍAZ-PARRA et al., 2017).

Helicópteros são um meio de transporte utilizado em várias atividades civis em que o
deslocamento deve ser �exível e rápido. Na indústria de petróleo, o transporte de funcionários
para plataformas em alto-mar é o principal modo utilizado há décadas (QIAN; GRIBKOVS-
KAIA; HALSKAU SR, 2011). Nessa área de aplicação, o objetivo é minimizar o custo operacio-
nal da utilização de aeronaves ao atender um conjunto de requisições de transporte de funci-
onários, as quais têm origem ou destino em plataformas marítimas (BRACHNER; HVATTUM,
2017). Mais recentemente, devido aos riscos inerentes do transporte aéreo (QIAN; GRIBKOVS-
KAIA; HALSKAU SR, 2011), há um esforço em incluir nos modelos restrições relacionadas à
segurança (HALSKAU, 2014; GRIBKOVSKAIA; HALSKAU; KOVALYOV, 2015; BRACHNER;
HVATTUM, 2017), principalmente as relativas ao número de pousos e decolagens (HALSKAU,
2014).

Na logística aplicada a operações humanitárias e desastres naturais, o objetivo é for-
necer assistência de serviços e de bens (comida, água, ajuda médica, abrigo e suprimentos)
a áreas afetadas por emergências de grande escala (BEAMON; BALCIK, 2008). Exemplos de
calamidades, nas quais é importante um sistema coordenado de socorro, são encontradas nas
situações de terremoto, furacão, enchentes, erupções vulcânicas, etc. Por isso, uma diferença
fundamental entre o roteamento de helicópteros para usos comerciais e para funções humani-
tárias é que este último tem que ser capaz de responder com múltiplas intervenções tão rápidas
quanto possível e dentro um janela de tempo estreita (VAN WASSENHOVE, 2006).

A seguir, uma revisão bibliográ�ca dos principais trabalhados relacionados ao HRP é
apresentada.

2.3.1 Revisão Bibliográfica

Galvão e Guimarães (1990) desenvolveram e analisaram o impacto de uma heurística
para o transporte de funcionários em plataformas marítimas na bacia de Campos, localizada
no Rio de Janeiro, Brasil. O problema consiste numa frota heterogênea de aeronaves com o
propósito de deslocar funcionários para até 60 bases em alto-mar, as quais estão numa distân-
cia entre 100 e 300 quilômetros da costa. O objetivo é reduzir o custo operacional ao atender
as demandas de transporte. Há restrições de capacidade de passageiros, quantidade de com-
bustível e peso da aeronave. Ao desenvolver a heurística, os autores mantiveram o esquema
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de transporte implantado na empresa alvo do estudo. O modelo em uso consistia de 6 con-
juntos de voos planejados por dia. O procedimento de elaboração das rotas foi realizado por
um algoritmo construtivo, o qual adiciona os pontos de pickups e deliveries nas rotas tentando
minimizar a distância total percorrida pela frota. Nos testes computacionais efetuados em 65
instâncias, o método proposto conseguiu resultados melhores ou iguais em 72% das instâncias.
As comparações foram feitas com as rotas geradas manualmente no dia a dia pela equipe de
planejamento de voo. Em geral, uma economia diária de US$ 4.500,00 foi obtida pela proposta
dos autores.

Fiala Timlin e Pulleyblank (1992) desenvolveram uma heurística para o HRP aplicada
ao transporte de pessoas em plataformas na Nigéria. As restrições do problema consistem nas
precedências de pickups e deliveries, na capacidade de passageiros na aeronave, rotas come-
çando e terminando no aeroporto. Além disso, as plataformas possuem prioridades de atendi-
mento, por isso, algumas precisam ser atendidas antes de outras. Por este motivo, a heurística
proposta subdivide o problema em subproblemas, cada um correspondendo a uma classe de
prioridade. O subproblema k consiste em encontrar uma sequência de plataformas com dis-
tância mínima e factível (em relação à capacidade da aeronave e a precedências de pickup e
delivery) para cada par de plataformas pa e pb que pertence à classe de prioridade k. O proce-
dimento usado para resolver cada subproblema é baseado num algoritmo para resolver o TSP,
chamado de inserção mais cara. Em cada iteração deste procedimento, a plataforma p inserida
na sub-rota é aquela que possui o maior incremento no custo da rota. Para obter uma solução
completa, os autores geraram um grafo ponderado a partir das melhores soluções encontra-
das para cada subproblema. Usando este grafo, um algoritmo de menor caminho é usado para
gerar a solução �nal. Os testes foram realizados para a empresa Mobil na Nigéria e dois bene-
fícios foram relatados pela companhia: o atendimento de todas as restrições operacionais e a
redução de até 15% dos custos de transporte.

Sierksma e Tijssen (1998) desenvolveram um modelo de Programação Linear (PL) com
GC e heurísticas de aprimoramento para o problema de atendimento de requisições de trans-
porte para plataformas em alto-mar. Para diminuir a complexidade do problema, os autores
executaram um procedimento de agrupamento de plataformas com o objetivo de diminuir o
espaço de solução no modelo PL. Os resultados obtidos pelo PL são fracionários, enquanto a so-
lução do problema deve ser inteira. Por isso, é aplicado um procedimento de arredondamento
para obter a solução �nal inteira, o qual gera uma solução factível, mas não necessariamente
ótima. Os autores relatam esta questão, mas explicam que os resultados �nais são bons su�-
cientes para propósitos práticos. Por �m, no modelo proposto, a solução inteira é melhorada
usando as heurísticas 1-opt e 2-opt, as quais executam trocas de plataformas entre aeronaves.
As restrições do problema são o número de aeronaves, quantidade de combustível e capaci-
dade de passageiros. Além disso, uma mesma plataforma pode ser visitada por mais de uma
aeronave. O objetivo é reduzir a distância viajada pela frota. Os experimentos computacionais
foram realizados em 11 instâncias contendo até 51 plataformas e diferentes números de re-
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quisições. O método proposto foi comparado com as heurísticas CW e SWP. As comparações
realizadas entre os métodos mostram que as melhores soluções são as obtidas pela proposta
dos autores, apesar do maior tempo de execução.

Barbarosoğlu, Özdamar e Cevik (2002) de�niram uma metodologia multicritério para
o planejamento de operações de resgate usando helicópteros, na qual as restrições do modelo
são divididas em dois níveis: superior e inferior. No nível superior, é executado um modelo de
Programação Inteira (PI) que realiza o transporte de aeronaves e tripulação para uma base B
próxima ao local do desastre. A função objetivo é minimizar o número de aeronaves utilizadas.
Esta parte do modelo opera com decisões táticas como a composição da frota de helicópteros, a
designação da tripulação e o número de voos que cada aeronave deve realizar. O nível inferior
é um modelo de PLIM que designa as rotas das aeronaves estacionadas em B a cada local de
emergência. Para fazer isso, o nível operacional utiliza as informações obtidas pelo modelo tá-
tico. Neste sentido, no nível inferior são atendidas as restrições operacionais como requisições
de atendimento e de reabastecimento dos helicópteros. A função objetivo do nível operacio-
nal é minimizar o tempo total de operação. Dado que a metodologia proposta pelos autores
divide o problema em duas partes, é possível que a solução encontrada no nível tático não
seja factível para as restrições presentes no nível operacional. Assim, os autores propuseram
uma heurística top-down que coordena os níveis táticos e operacionais. Os autores testaram a
metodologia proposta em dados da Força Armada Turca.

Hernádvölgyi (2004) analisou diversos métodos para o cálculo de limites inferiores para
problemas de otimização. Dentre estes, um caso particular foi feito para o HRP. Neste modelo,
o objetivo é criar uma rota que atenda todas as requisições de transporte de funcionários em
plataformas marítimas. A proposta foi modelada como um Sequential Ordering Problem (SOP)
cujo objetivo é encontrar um caminho hamiltoniano de peso mínimo num grafo.

Armstrong-Crews e Mock (2005) apresentaram um AG para a roteirização de helicóp-
teros no Alasca. O problema consiste na criação de uma rota que visite distintos locais de
interesse do Departamento de Pesca e Jogos do Alasca, o qual é responsável por diversas esta-
tísticas relacionadas ao meio ambiente. Dado que é usada somente uma aeronave, há diferentes
pontos de reabastecimento para helicópteros na região coberta pelos voos. A heurística dos au-
tores de�ne o genoma do indivíduo como uma sequência de locais de visita. A reprodução é
feita pela criação de indivíduos para a nova população a partir de trechos aleatórios da popu-
lação atual. Caso o novo indivíduo seja inviável por falta de combustível para completar a rota,
um algoritmo de �xação é executado, o qual insere locais de reabastecimento no genoma do
indivíduo. Os testes foram executados e comparados com a rotas geradas pelo Departamento
de Pesca e Jogos do Alasca.

Moreno et al. (2005) propuseram dois PLIM e uma heurística para resolver o problema
de planejamento de voo no atendimento de requisições de transporte em plataformas o�shore
na bacia de Campos, localizada no Rio de Janeiro, Brasil. O problema descrito consiste numa
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frota heterogênea de helicópteros, duas bases (aeroportos), plataformas marítimas e um con-
junto de requisições de transporte com horário de partida pré-�xado. O objetivo do problema
é construir um conjunto de rotas nas quais cada voo comece e termine numa base, a capaci-
dade do helicóptero não seja excedida na sua rota e que um tempo mínimo de intervalo entre
os voos seja respeitado para cada helicóptero. Além disso, há restrições quanto ao número
de pousos e decolagens em cada plataforma e deve existir para cada piloto em operação uma
pausa para seu almoço. A função objetivo é minimizar o custo das rotas. O primeiro PLIM é ba-
seado num modelo de rede de �uxo multiproduto, tendo um número polinomial de restrições
e variáveis. O segundo modelo tem número exponencial de variáveis e é interpretado como
uma decomposição do primeiro. Segundo os autores, ambos modelos são difíceis de resolver,
por isso, uma heurística de duas fases foi proposta para resolver o problema. A primeira fase,
chamada de construtiva, um conjunto grande de voos é gerado. Na segunda fase da heurística,
chamada de montagem, os voos são selecionados e designados a cada helicóptero. Os testes
computacionais foram executados em instâncias reais, com variações no número de demanda.
Os autores relataram que a heurística proposta foi capaz de gerar soluções melhores que as
geradas manualmente e, para todas as instâncias, a média de redução no custo e no tempo
foram de 15% e 8%, respectivamente.

Rosero e Torres (2006) propuseram um ACO hibridizado com uma heurística de in-
serção para o transporte de passageiros por helicópteros. A estratégia utilizada é subdividir o
problema em duas partes. Na primeira, um ACO é utilizado para sequenciar as requisições de
atendimento e, na segunda parte, uma heurística de inserção gulosa é utilizada para colocar
as posições de início e �m de um passageiro na rota �nal. Duas variantes do ACO, chamadas
ACO1 e ACO2, foram testadas. A diferença entre elas está na regra utilizada para escolher a
próxima requisição que deve ser incluída no sequenciamento do ACO. Os testes foram realiza-
dos em 40 instâncias e os resultados comparados com o AG de Torres (2006). Em geral, o ACO1
conseguiu resultados iguais ou melhores ao AG, enquanto o ACO2 obteve soluções melhores
somente para algumas instâncias.

Romero, Sheremetov e Soriano (2007) aplicaram a meta-heurística AG e heurísticas de
otimização ao PDVRP utilizando helicópteros. O método proposto é dividido em duas fases.
Na primeira, é considerado um problema de planejamento. Dado um conjunto de requisições
s, o objetivo desta etapa é encontrar a melhor permutação de s, desde que as regras de pickup
e delivery do PDVRP sejam respeitadas. A resolução deste estágio é feita por uma heurís-
tica construtiva. Na segunda fase, um problema de alocação de requisições aos helicópteros é
resolvido pelo AG. Nesta etapa, o objetivo é encontrar, para cada helicóptero, o conjunto de
requisições de tal forma que a distância total percorrida seja mínima. Os testes computacionais
foram executados em instâncias reais fornecidas pela Petróleos Mexicanos (PEMEX), as quais
incluíam 70 pessoas e 5 aeronaves. Segundo os autores, a proposta consegue obter soluções
ótimas para certos parâmetros do AG.
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Velasco et al. (2009) apresentaram um Algoritmo Memético (AM) para o problema de
PDVRP com aplicação no transporte de funcionários de plataformas de petróleo. O modelo
proposto contém uma aeronave, múltiplas viagens, capacidade de pessoas no helicóptero e
tempo máximo para cada viagem. A proposta do AM é dividida em duas partes. Na primeira,
uma solução inicial via algoritmos construtivos é instanciada. Na segunda parte, um algoritmo
genético com busca local é aplicado à solução gerada na fase anterior. A população inicial do
AM é gerada a partir de uma heurística construtiva que usa os mesmos procedimentos da
busca local. O resultado desta fase é um conjunto de cromossomos. A constituição do genoma
dos indivíduos é uma sequência de nós representando pontos de pickup ou delivery, sem a de-
limitação de rotas. A partir das soluções construtivas, na segunda fase, o AG gera uma nova
população usando o operador de crossover. Este operador seleciona dois indivíduos aleatori-
amente e reorganiza a sequência de pickup e delivery. Finalmente, desta nova população um
elemento é escolhido aleatoriamente para a busca local. Este procedimento utiliza diversos
movimentos que reinserem, permutam e reordenam as requisições de uma solução. A busca
local continua em execução enquanto ocorrer melhoras na solução. Por �m, este novo indiví-
duo gerado pela busca local é reinserido na população corrente do AG. O processo de gerar
novas populações via crossover e execuções da busca local, no AM, continua até que não haja
melhora da solução ou um limite de iterações seja alcançado. Os autores testaram a proposta
em instâncias reais e construídas aleatoriamente. Os resultados encontrados para o AM são
8% melhores, em média, em relação aos resultados obtidos pela heurística construtiva e busca
local quando executadas isoladamente. Quando se compara com os resultados de instâncias
reais, o AM conseguiu resultados de 0% a 78% melhores que os conhecidos.

Menezes et al. (2010) desenvolveram um sistema para gerar planos de voo para o trans-
porte de funcionários em plataformas da Petrobras. O problema consiste em uma frota hetero-
gênea, capacidade máxima de passageiros na aeronave e tabela de horário de voos disponíveis
pré-�xada. Além disso, há restrições relativas à segurança, como o número máximo de pou-
sos numa plataforma em determinado período, número máximo de voos para cada aeronave
e tempo de manutenção dos helicópteros ao retornar para a base. Os autores apresentaram
um modelo PLIM usando �uxo em redes para designar aeronaves, passageiros e plataformas a
uma rota. O objetivo do modelo é reduzir o número de pousos e custo de operação. Dado que a
proposta contém bilhões de variáveis, um procedimento de GC foi implementado. O primeiro
passo deste método é desagregar as demandas com a mesma origem e o mesmo destino. O
subproblema do GC é determinar um helicóptero h e um voo f com menor custo, respeitando
a quantidade máxima de pousos, tempo máximo de voo e capacidade da aeronave h. Para a
encontrar as colunas do GC é utilizada uma heurística que procura, de maneira independente,
para cada helicóptero h e horário de partida t, um voo que sirva adequadamente um número
�xo de plataformas. A ideia geral da proposta é decompor o problema em subunidades, as
quais geram voos para cada aeronave disponível e, então, utilizando um modelo PI, agrupar as
rotas criadas numa solução para o problema. Os experimentos computacionais foram realiza-
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dos utilizando o planejamento manual de 354 dias de 2004. Segundo os autores, os resultados
mostraram que a solução proposta gerou planos de voo com o mesmo número de passageiros
que a solução manual. Além disso, ela foi capaz de reduzir em 18% o número de pousos, em
8% o tempo total de voo, em 14% o custo de operação, o que resultou numa economia de US$
20 milhões de dólares.

Motta, Vieira e Soletti (2011) construíram uma meta-heurística AG para o atendimento
de requisições de transporte, usando helicópteros, para plataformas em alto-mar. Os autores
de�niram o genoma dos indivíduos como a sequência de locais que são atendidos pela aero-
nave. Neste problema existe somente um helicóptero e todas as rotas começam e terminam
no aeroporto. Na meta-heurística também estão modeladas as restrições de voo como peso
carregado e consumo de combustível. A partir dos testes realizados, os autores observaram
que a proposta não atende ainda as necessidades reais do setor petrolífero, pois as diversas
execuções do AG não retornaram respostas ótimas conhecidas.

Ozdamar (2011) propôs um sistema de planejamento de logística aplicado ao rotea-
mento de helicópteros para o atendimento de vítimas de desastres naturais. O sistema consiste
em um modelo matemático e um Procedimento de Gerenciamento de Rota (PGR), uma ferra-
menta que auxilia no pós-processamento dos resultados obtidos pelo modelo matemático. A
função objetivo é minimizar o tempo total da missão, o qual inclui o tempo de voo e o tempo
de carregamento/descarregamento de pessoas e de itens nas aeronaves. As requisições repre-
sentam o deslocamento de suprimentos e de pessoas acidentadas. Os helicópteros possuem
restrições aéreas especiais: a) o peso máximo de carga depende da temperatura e da altitude
do local; b) o consumo de combustível está relacionado ao peso bruto da aeronave, à alti-
tude de voo e à temperatura externa. O modelo matemático proposto é um PLIM que utiliza
a abordagem de �uxo dinâmico em rede. Os autores alegaram que este paradigma diminui a
complexidade se comparado ao modelo de três índices. Entretanto, o resultado do modelo pro-
posto não é um conjunto de rotas, mas o �uxo de pessoas e de materiais entre os nós da rede.
Para criar um conjunto de rotas com a designação de cada helicóptero utilizado, a rotina de
pós-processamento PGR é executada. Este procedimento é realizado por um operador manual,
o qual tem a opção de de�nir parâmetros de tempo máximo de voo e quantidade máxima de
aeronaves disponíveis. Além disso, as restrições relacionadas ao abastecimento não são con-
sideradas no modelo PLIM e são garantidas pelo PGR. Por isso, em rotas que é necessária a
adição de paradas para reabastecimento de aeronaves, a otimalidade da solução não é garan-
tida. Os autores testaram a solução num conjunto de dados que representavam 10.414 pessoas
feridas para serem recolhidas para até 60 centros médicos. O número de pessoas feridas por nó
na rede é, em média, de 173. O total de carga externa a ser transportada é 1054,43 toneladas.
Bons resultados foram obtidos em menos de 10 minutos com um GAP de 6% para a melhor
solução.

Qian, Gribkovskaia e Halskau Sr (2011) analisaram o HRP para plataformas em alto-
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mar, incluindo critérios de segurança para os passageiros. Os autores desenvolveram um mo-
delo PI cuja função objetivo minimiza o número esperado de fatalidades. Usando a frequência
de acidentes f , o número de fatalidades é calculado em função do número de horas de voo,
de passageiros a bordo e da probabilidade de fatalidade de um passageiro em caso de acidente
no pouso ou na decolagem. O modelo matemático não inclui critérios em relação a consumo
de combustível, de peso ou de tempo de voo dos helicópteros. Nos testes computacionais, um
conjunto aleatório de requisições é criado para ser atendido com uma frota homogênea de
aeronaves. A partir dos resultados obtidos, os autores concluem que o número esperado de
fatalidades é minimizado quando cada rota realiza o atendimento de uma única plataforma.

Qian et al. (2012) analisaram como aumentar a segurança ao transportar funcionários
de plataformas marítimas por helicópteros. Considerando três políticas de roteamento, um
modelo PLIM e uma meta-heurística BT foram propostos com o objetivo de reduzir o número
esperado de fatalidades. As políticas propostas foram de voo direto, voo hamiltoniano e voo
geral. Na política de voo direto, cada plataforma é servida por uma rota exclusiva, ou seja, o
número de rotas é igual ao número de plataformas marítimas. Na política de voo hamiltoniano,
cada plataforma é visitada exatamente uma vez. Na política de voo geral uma plataforma pode
ser visitada duas vezes, uma como pickup e outra como delivery. A BT utilizada foi adaptada de
Cordeau, Gendreau e Laporte (1997). Ela inicia com uma solução viável ou inviável e trabalha
com uma função objetivo penalizada. Cada solução possui um conjunto de atributos que de-
signa a plataforma visitada pela aeronave. A vizinhança de uma solução é de�nida como todas
as soluções que podem ser geradas após remover uma plataforma de uma rota e incluí-la em
outra. A diversi�cação nas soluções é alcançada ao penalizar os movimentos mais frequentes.
Os resultados dos testes computacionais mostraram que o risco de transporte de passageiros
pode ser reduzido com o aumento do tempo de viagem, mas que, em contrapartida, aumenta
o risco de fatalidade do piloto. A análise comparativa entre políticas também evidenciou que
a política de roteamento direto é ótima para os passageiros, enquanto a política hamiltoniana
é a melhor para os pilotos.

Van Urk, Mes e Hans (2013) desenvolveram um sistema de suporte para a unidade de
polícia holandesa que roteia, antecipadamente, helicópteros em função da previsão de aciden-
tes futuros. Segundo os autores, apesar de as ocorrências não serem conhecidas previamente,
é muito importante que ocorra uma resposta em tempo adequado. Portanto, as aeronaves de-
vem estar próximas do local de atendimento quando uma emergência acontece. Em função
disso, é proposto no trabalho um modelo que é a combinação do VRP e do Location Convering
Proplem (LCP), gerando uma nova classe de problema chamada Anticipatory Emergency Vehicle
Routing Problem (AEVRP). Um PLIM é apresentado para o AEVRP, o qual faz o roteamento dos
helicópteros baseado na previsão de incidentes num dado período e cujo objetivo é maximizar
o número de acidentes em que os helicópteros fornecem assistência com sucesso. Entretanto,
dada a impossibilidade da execução do modelo matemático para instâncias reais, um método
usando heurística é apresentado. Neste caso, o problema é resolvido sequencialmente. Em cada
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passo, somente um helicóptero precisa ser roteado, desde que as propriedades de local de iní-
cio da rota, local de �m da rota e de tempo máximo de voo sejam mantidos �xos. O horário
de partida é calculado a partir de uma fórmula desenvolvida pelos autores. Os testes foram
executados utilizando dados de 2 anos da polícia holandesa. Os dados do primeiro ano foram
usados para realizar as previsões e os dados do segundo para executar a simulação. De acordo
com os resultados, a taxa de sucesso do novo método pode ser até noves vezes melhor que a
série histórica disponível.

Özdamar et al. (2013) apresentaram um sistema para coordenar operações em que heli-
cópteros são usados no atendimento de vítimas em desastres naturais. Os autores utilizaram e
adaptaram a proposta de Özdamar e Demir (2012) para resolver o problema logístico. O resul-
tado é um sistema hierárquico, em que no nível mais baixo é executado um PLIM, modelado
como �uxo em redes, que otimiza o deslocamento de veículos e materiais nas localidades de-
mandantes. No nível mais alto, está uma heurística que subdivide a rede de depósitos e de
demandas recursivamente, agrupando nós em grupos e os representando como nós individu-
ais na rede. O processo de agrupamento de heurística continua até que o tamanho dos grupos
permita a geração de uma solução ótima pelo modelo PLIM. De modo a garantir a viabilidade
das rotas produzidas, um pós-processamento é executado para inserir estações de reabasteci-
mento nas rotas quando necessárias. Os testes foram executados em dois cenários. O primeiro
relacionado a um potencial terremoto em Istambul e o segundo uma aplicação de regaste via
helicópteros na enchente causada pelo furacão Katrina. Os resultados mostraram que soluções
quase ótimas foram obtidas dentro de um intervalo de tempo razoável para o atendimento das
demandas.

Halskau (2014) apresentou diferentes políticas de roteamento de helicópteros para pla-
taformas marítimas utilizando intermediários (hubs) em alto-mar com o objetivo de reduzir o
número de fatalidades. Neste modelo, todas as aeronaves partem de aeroporto, realizam ope-
rações de pickup e de delivery e retornam à base em terra. As políticas estudadas pelo autor
são: i) a utilização do aeroporto com base intermediária; ii) uma plataforma como interme-
diária; iii) duas ou mais plataformas como intermediárias. Quando se utiliza uma localidade
como intermediária, todo o �uxo de pessoas que saia ou entre no aeroporto deve passar por
este hub. Além disso, todo atendimento de pickup ou de delivery numa plataforma deve ser
atendido por um voo entre o intermediário e a plataforma. Assim, no caso de um voo partindo
do aeroporto com d pessoas para delivery, o intermediário i irá receber d pessoas e fará rotas
para a entrega de cada passageiro estacionado em i, sempre visitando uma plataforma e vol-
tando a i. Em simultâneo, fará o pickup de cada passageiro que será atendido pela aeronave.
Após todos os pickups e deliveries, o intermediário i terá p pessoas que serão transportadas
ao aeroporto. No caso de k intermediários, k aeronaves realizam o atendimento das requisi-
ções utilizando k plataformas intermediárias distintas de tal forma que cada plataforma seja
atendida por somente uma aeronave. O autor provou os cenários ótimos quando há somente
um intermediário e um algoritmo polinomial para seleção deste local. Além disso, apresentou
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também um modelo de Programação Inteira Binária (PIB) que cria rotas comm intermediários
quando há m aeronaves.

Gribkovskaia, Halskau e Kovalyov (2015) analisaram a complexidade computacional e
derivaram algoritmos para o problema de roteirização de helicópteros para o caso de frota uni-
tária e frota múltipla. As soluções propostas incluem um modelo de Programação Quadrática
Binária (PQB) e dois algoritmos de PD. Um algoritmo polinomial foi apresentado para o caso
do problema com somente uma aeronave. As restrições do problema são o número de helicóp-
teros e a capacidade máxima de passageiros da aeronave. A função objetivo é uma combinação
linear da quantidade de passageiros que participam de pousos e decolagens numa rota. Os ex-
perimentos computacionais com os métodos apresentados são capazes de resolver, num prazo
de até 5 minutos, instâncias com até 20 locais de atendimento e até 6 aeronaves.

Andreeva-Mori, Kobayashi e Shindo (2015) propuseram um modelo de roteamento de
helicóptero para o atendimento de vítimas em desastres naturais usando a meta-heurística PSO
hibridizada com uma Busca Local Gulosa (BLG). A abordagem dos autores exige poucos parâ-
metros na meta-heurística e permite diversas restrições de desempenho para aeronaves e rotas.
O modelo prevê uma frota heterogênea, múltiplas viagens, consumo de combustível e tempo
máximo para cada missão (local de uma requisição) executada pelos helicópteros. A BLG é
utilizada para prede�nir as posições iniciais das partículas no PSO. Nesta meta-heurística, os
indivíduos são modelados como matrizes que designam a missão executada por cada aeronave.
As linhas representam as aeronaves enquanto as colunas representam as missões. Dependendo
do valor presente na linha i da coluna j, determina-se que o helicóptero i executa a missão j.
Para que a solução seja factível, adiciona-se uma aeronave fantasma nos indivíduos do PSO e
missões que não podem ser atendidas pela frota são mapeadas para esta aeronave fantasma.
Assim, a proposta dos autores permite que certas requisições não sejam atendidas. Os testes
foram executados num conjunto de dados elaborado pelos autores a partir de informações
disponíveis do resgate para o terremoto e tsunami ocorrido no Japão em 2011. Os dados en-
globam 160 missões, as quais possuem de 1 a 100 indivíduos esperando por resgate. Há três
modelos de helicópteros com diferentes tempos de voo e de capacidades. O procedimento pro-
posto foi comparado com um PLIM e um AG. Os resultados mostraram que a meta-heurística
PSO hibridizada com BLG obtém bons resultados quando comparada com o upper bound do
PLIM relaxado. Entretanto, quando se permite tempo de execução maior para o modelo PLIM,
este alcança resultados superiores. O AG não foi capaz de encontrar uma solução viável para
o problema.

Rosa et al. (2016) propuseram um modelo PLIM para o roteamento de helicópteros
capacitados com várias restrições especí�cas e uma função objetivo realista. A proposta in-
clui a modelagem do consumo de combustível, frota heterogênea, tempo máximo de rota e
capacidade de peso para os passageiros nas aeronaves. A função objetivo minimiza o custo
operacional, de�nido como uma soma ponderada do número de helicópteros utilizados e a
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distância total percorrida. O PLIM somente encontrou soluções ótimas para instâncias peque-
nas e apresentou GAP ou não encontrou nenhuma resposta para as instâncias maiores. Por
isso, os autores aplicaram a meta-heurística Clustering Search (CS) para resolver o problema.
Os testes computacionais foram executados com instâncias reais com até 1000 requisições e
100 aeronaves. O CS foi capaz de encontrar soluções boas e estáveis dentro de um intervalo de
tempo adequado.

Abbasi-Pooya e Kashan (2017) propuseram dois modelos matemáticos e uma meta-
heurística híbrida para o HRP com frota unitária, múltiplas viagens e função objetivo minimi-
zando o tempo total de voo. Os modelos matemáticos desenvolvidos são de�nidos em função
da característica que é representada no grafo do problema. No primeiro modelo, chamado pe-
los autores de Jacket-based formulation (JBF), os nós do grafo representam as plataformas em
alto-mar. No segundo modelo, chamado pelos autores de Passenger-based formulation (PBF),
os nós representam os passageiros do problema. Usando os modelos JBF e PBF, os autores
de�niram dois PLIM. Um conjunto de instâncias foi gerado e avaliou-se o tempo e a solução
obtida para cada modelo. Em geral, o PLIM do JBF obteve melhores resultados se comparado
com o PLIM do PBF, pois normalmente há menos plataformas que passageiros, o que implica
num menor número de variáveis e restrições para o JBF. Entretanto, os modelos matemáti-
cos resolveram somente instâncias pequenas e médias. Por isso, os autores propuseram tam-
bém um meta-heurística híbrida chamada (1 + λ)-HGES, a qual utiliza a Grouping Evolution
Strategy (GES) hibridizada com uma BLG. A solução inicial da meta-heurística utiliza uma
abordagem de hierárquica, em que primeiro se cria uma única rota que atenda todas as re-
quisições e, posteriormente, utiliza-se um procedimento para dividir a rota inicial em diversas
rotas. Os resultados da meta-heurística (1 + λ)-HGES foram comparados com os resultados da
meta-heurística PSO e da meta-heurística GES sem hibridização. Os autores mostraram que a
meta-heurística proposta possui resultados semelhantes ao PSO e ao GES para instâncias de
tamanho médio. Entretanto, para instâncias grandes a meta-heurística supera os resultados do
PSO e do GES.

Brachner e Hvattum (2017) propuseram um método integrado para o planejamento de
transporte de funcionários marítimos por helicópteros e a organização de socorro a acidentes
em alto-mar. A �nalidade é garantir que as unidades de resgate (UR) estejam localizadas de
tal forma que, se algum acidente acontece, todos os passageiros da aeronave sejam resgatados
dentro de um prazo máximo. Os autores apresentaram um modelo PI que cria um conjunto
de rotas para as requisições de funcionários em plataformas marítimas e, também, designa
os recursos a certos pontos da área abrangida pelos voos. A função objetivo é reduzir a dis-
tância percorrida pelas aeronaves. Não existem restrições para o peso da aeronave, consumo
de combustível ou capacidade de passageiros. O modelo proposto, chamado pelos autores de
Combined Routing and Covering Problem (CRCP), não consegue resolver instâncias reais. En-
tão, é proposto um método de 3-passos. Primeiro, modi�ca-se o CRCP para um problema LP
com a função objetivo minimizando o número de unidades de socorro que precisam ainda ser
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alocadas. No segundo passo, o CRCP é resolvido a partir da solução da primeira fase, man-
tendo �xas as unidades de resgate utilizadas e os locais utilizadas por estas. Finalmente, no
terceiro passo, o CRCP é resolvido com o resultado da segunda fase e sem valores �xos para
as unidades de resgate. Esta última fase é uma tentativa de atingir o ótimo do problema. Os
testes, realizados em instâncias reais e criadas, mostraram uma mútua interdependência entre
a parte logística de transporte e a organização de socorro, abrindo a oportunidade de economia
de recursos.

Fernández-Cuesta et al. (2017) apresentaram um modelo PLIM que cria uma frota ótima
de helicópteros, designa bases de operação em terra e seleciona hubs de abastecimento em alto-
mar. Para fazer isso, o PLIM inclui requisições de transporte de passageiros para plataformas
marítimas com o objetivo de criar a alocação ótima dos recursos. Os autores designam o pro-
blema assim de�nido como Base Location and Fleet Composition Problem (BLFCP). O modelo
PLIM é resolvido utilizando GC. Os voos, representados pelas colunas, são gerados a priori.
Nesta proposta, o GC tem dois objetivos. O primeiro consiste em criar todos os voos que são
necessários para rotear os helicópteros. O segundo é encontrar todas as combinações possíveis
de transporte de empregados que podem con�itar com a capacidade de carga dos helicópteros.
As colunas são geradas usando PD baseada no algoritmo de rotulação. Para reduzir o número
de colunas, duas heurísticas foram usadas para diminuir o número de voos testados. Na pri-
meira, o espaço é reduzido ao agrupar plataformas que sejam próximas geogra�camente. Na
segunda heurística, a lista de vizinhos de uma plataforma n é reduzida a um valor que seja
menor ou igual ao máximo entre o número de plataformas próximas de nmultiplicado por um
fator α e o número de plataformas no maior agrupamento da rede. Os experimentos computa-
cionais foram realizados em dados dos campos de pré-sal Brasileiro e na expansão Norueguesa
no Mar de Barents no Ártico. O BLFCP proposto foi capaz de resolver os casos de tamanhos
mais relevantes, mas com a presença de GAP e tempo de execução alto. Segundo os autores, a
qualidade das soluções está entre 50% e 90% superior em relação às abordagens utilizadas na
literatura.

Oh et al. (2018) propuseram um PLIM para o socorro de vítimas com diferentes níveis
de urgência. Os autores propõem uma arquitetura para o gerenciamento de desastres natu-
rais em três fases: coleta de informações, planejamento e execução do plano de evacuação. O
modelo proposto opera nesta última etapa. Esse plano compreende a designação de rotas às
aeronaves com diferentes capacidades, enquanto diversas condições complexas para a opera-
ção precisam ser atendidas. Em especial, veículos começam e terminam na mesma base, mas
podem estacionar em outras localidades se necessário. Além disso, é possível reabastecer a ae-
ronave na base se for necessário. O objetivo é salvar o maior número de vítimas e preveni-las
de um evento adicional no futuro. Dado a di�culdade de resolver PLIM para instâncias gran-
des, eles propuseram um algoritmo baseado em multiagentes para obter soluções em tempo
aceitável. Nessa abordagem, veículos e vítimas são considerados como agentes e ele coope-
ram para construir uma solução subótima. Os testes computacionais foram realizados usando
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dados reais.

Kashan, Abbasi-Pooya e Karimiyan (2019) desenvolveram um modelo PLIM e uma
meta-heurística League Championship Algorithm (LCA) para uma rede de transporte em que
os nós representam plataformas o�shore. O problema consiste na designação das requisições
de transporte a um conjunto pré-determinado de tours com o objetivo de minimizar o tempo
total de viagem. As restrições do problema consistem em capacidade e peso dos passageiros,
tempo máximo de voo e uma aeronave disponível para a execução dos tours. A meta-heurística
LCA é um algoritmo baseado em população para problemas restritos e não restritos. O modelo
PLIM foi aplicado a instâncias pequenas e médias, enquanto o LCA foi utilizado em instâncias
grandes.

Machado et al. (2019) propuseram um PLIM que é uma extensão do modelo proposto
por Rosa et al. (2016) com frota heterogênea, capacidade de peso, capacidade de ocupação das
aeronaves, restrições que controlam o uso de combustível, janelas de tempo e tempo máximo
de voo para o transporte de equipes em plataformas marítimas. Além disso, esse modelo in-
corpora a possibilidade de múltiplas viagens por helicóptero e um novo tipo de restrição, a
qual impede a utilização concorrente de helipontos em plataformas. Essa nova característica
visa aumentar a segurança das rotas geradas e colocar em evidência uma funcionalidade ainda
não modelada pelos modelos da literatura. Os testes computacionais foram executados em
instâncias construídas a partir de dados reais.

Adarang et al. (2020) analisaram o problema de roteirização e alocação de recursos
em situações de incerteza para atendimento médico em desastres. O objetivo consiste em mi-
nimizar o tempo de resgate e o custo total de alocação e roteirização dos veículos. A frota
contém diversos modelos de equipamentos, incluindo helicópteros. Um novo PLIM foi pro-
posto para formular o problema de alocação e roteirização de recursos e duas meta-heurísticas
foram desenvolvidas para resolver as instâncias de médio e grande porte. O CPLEX foi usado
para resolver exatamente as instâncias pequenas. Segundo os autores, os resultados da pro-
posta são importantes porque ajudam os responsáveis por operação de resgate a planejá-las e
gerenciá-las em condições de incerteza.

Caballero-Morales e Martinez-Flores (2020) elaboraram um modelo de roteirização que
integra taxas não determinísticas de falha na construção de rotas para atendimento de requisi-
ções de transporte em plataformas de petróleo em alto-mar. O modelo PLIM e a meta-heurística
AG foram apresentados para resolver o problema. As instâncias de teste foram geradas usando
uma abordagem bayesiana e os resultados mostram que a con�abilidade das rotas diminui
quando a frequência das falhas aumenta. Como consequência, o tempo para falha e a distân-
cia para falha das rotas diminuem. Isso implica que para aumentar a segurança é necessário o
aumento de helicópteros disponíveis.

Xavier et al. (2020) desenvolveram uma estratégia de roteamento de helicópteros na
área de operações humanitárias que foi aplicado nas enchentes e deslizamentos que ocorre-
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ram na região montanhosa do Rio de Janeiro em 2011. Os autores justi�cam a utilização do
transporte por helicópteros devido às estradas e pontes inoperantes durante eventos climá-
ticos extremos. A proposta contém cinco estágios de planejamento para o atendimento das
requisições. Inicialmente, de�ne-se a rede de transporte. Em seguida, estima-se as requisições
baseando-se nas demandas. Posteriormente, a rede de transporte é reelaborada baseada na
capacidade e limitações impostas pelas condições climáticas. Com esses dados, o número de
helicópteros necessários para a operação é estimado. A partir desses dados, o problema é mo-
delado como um CVRP com janelas de tempo através de um modelo PLIM. A função objetivo
é minimizar a quantidade total de voo das aeronaves. O modelo proposto é resolvido usando
o algoritmo CW com movimentos 2-OPT.

Nafstad et al. (2021) apresentaram o problema de programar o atendimento de requi-
sições de transporte marítimo em instalações o�shore. O objetivo é determinar um conjunto
de rotas para uma frota heterogênea de helicópteros operando a partir de vários depósitos
e múltipla viagens. Dois modelos, designados como compactos e extensos são apresentados.
Esse último, aplica uma geração de restrições para permitir a convergência rápida para uma
solução subótima. Nessa proposta é apresentada, também, uma restrição que impede o desem-
barque, simultâneo, em plataformas de aeronaves diferentes. Essa restrição é operada através
da geração atrasada de restrições no modelo estendido. Ou seja, o modelo matemático é re-
solvido sem nenhuma restrição em relação ao pouso simultâneo. Caso um con�ito ocorra em
duas rotas distintas atendendo a mesma plataforma, então novas restrições são adicionadas
que excluam essa possibilidade. Nesse caso, o método utilizado para resolver o modelo é o BB.
Segundo os autores, a utilização do BB com essa estratégia permite desempenho superior aos
pacotes comerciais.

A Tabela 1 mostra um resumo dos artigos analisados nesta seção.

Tabela 1 – Lista de Trabalhos.

Trabalho Referência Ano Título
R01 Galvão e Guimarães (1990) (1990) The control of helicopter operations in the Brazilian oil

industry: Issues in the design and implementation of a
computerized system (1990)

R02 Fiala Timlin e Pulleyblank (1992) (1992) Precedence Constrained Routing and Helicopter Sche-
duling: Heuristic Design (1992)

R03 Sierksma e Tijssen (1998) (1998) Routing helicopters for crew exchanges on o�-shore lo-
cations (1998)

R04 [tático] Barbarosoğlu, Özdamar e Cevik (2002) (2002) An interactive approach for hierarchical analysis of he-
licopter logistics in disaster relief operations (2002)

R05 [operacional] Barbarosoğlu, Özdamar e Cevik (2002) (2002) An interactive approach for hierarchical analysis of he-
licopter logistics in disaster relief operations (2002)

R06 Hernádvölgyi (2004) (2004) Automatically generated lower bounds for search (2004)
R07 Armstrong-Crews e Mock (2005) (2005) Helicopter Routing for Maintaining Remote Sites in

Alaska using a Genetic Algorithm. (2005)
R08 Moreno et al. (2005) (2005) Planning O�shore Helicopter Flights on the Campos Ba-

sin (2005)
R09 Rosero e Torres (2006) (2006) Ant colony based on a heuristic insertion for a family of

helicopter routing problems (2006)
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R10 Romero, Sheremetov e Soriano (2007) (2007) A genetic algorithm for the pickup and delivery pro-
blem: An application to the helicopter o�shore trans-
portation (2007)

R11 Velasco et al. (2009) (2009) A memetic algorithm for a pick-up and delivery problem
by helicopter (2009)

R12 Menezes et al. (2010) (2010) Optimizing helicopter transport of oil rig crews at Pe-
trobras (2010)

R13 Motta, Vieira e Soletti (2011) (2011) Optimal routing o�shore helicopter using Genetic Algo-
rithm (2011)

R14 Ozdamar (2011) (2011) Planning helicopter logistics in disaster relief (2011)
R15 Qian, Gribkovskaia e Halskau Sr (2011) (2011) Helicopter routing in the Norwegian oil industry: Inclu-

ding safety concerns for passenger transport (2011)
R16 Qian et al. (2012) (2012) Passenger and pilot risk minimization in o�shore heli-

copter transportation (2012)
R17 Van Urk, Mes e Hans (2013) (2013) Anticipatory routing of police helicopters (2013)
R18 Özdamar et al. (2013) (2013) Hierarchical optimization for helicopter mission plan-

ning in large-scale emergencies (2013)
R19 Halskau (2014) (2014) O�shore helicopter routing in a hub and spoke fashion:

Minimizing expected number of fatalities (2014)
R20 Gribkovskaia, Halskau e Kovalyov (2015) (2015) Minimizing takeo� and landing risk in helicopter pickup

and delivery operations (2015)
R21 Andreeva-Mori, Kobayashi e Shindo (2015) (2015) Particle Swarm Optimization/Greedy-Search Algorithm

for Helicopter Mission Assignment in Disaster Relief
(2015)

R22 Rosa et al. (2016) (2016) A mathematical model and a Clustering Search me-
taheuristic for planning the helicopter transportation of
employees to the production platforms of oil and gas
(2016)

R23 Abbasi-Pooya e Kashan (2017) (2017) New mathematical models and a hybrid Grouping Evo-
lution Strategy algorithm for optimal helicopter routing
and crew pickup and delivery (2017)

R24 Brachner e Hvattum (2017) (2017) Combined emergency preparedness and operations for
safe personnel transport to o�shore locations (2017)

R25 Fernández-Cuesta et al. (2017) (2017) Base location and helicopter �eet composition in the oil
industry (2017)

R26 Oh et al. (2018) (2018) Cooperative multiple agent-based algorithm for evacua-
tion planning for victims with di�erent urgencies (2018)

R27 Kashan, Abbasi-Pooya e Karimiyan (2019) (2019) A rig-based formulation and a league championship al-
gorithm for helicopter routing in o�shore transporta-
tion (2019)

R28 Machado et al. (2019) (2019) A MILP Model and a GRASP Algorithm for the Helicop-
ter Routing Problem with Multi-Trips and Time Win-
dows (2019)

R29 Adarang et al. (2020) (2020) A robust bi-objective location-routing model for provi-
ding emergency medical services (2020)

R30 Caballero-Morales e Martinez-Flores (2020) (2020) Helicopter routing model with non-deterministic failure
rate for evacuation of multiple oil platforms (2020)

R31 Xavier et al. (2020) (2020) Planning the use of helicopters in distribution of sup-
plies in response operations of natural disasters (2020)

R32 Nafstad et al. (2021) (2021) An exact solution method for a rich helicopter �ight
scheduling problem arising in o�shore oil and gas lo-
gistics (2021)

2.3.2 Detalhamento das Propostas

Nesta seção é apresentada uma avaliação das características das propostas de rotea-
mento de helicópteros apresentadas nas seções anteriores. Para isso, dividiu-se o estudo das
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propriedades em quatro grupos:

• O primeiro grupo (G1) corresponde ao método proposto para resolver o HRP. Este grupo
analisa a metodologia utilizada (modelo matemático, heurística, meta-heurística ou pro-
posta híbrida) e objetivo do modelo (minimizar o custo, o tempo, a distância, o número
de fatalidades, o número de acidentes ou o número de pousos/decolagens);

• O segundo grupo (G2) corresponde às restrições e propriedades que o trabalho proposto
impõe ao atendimento dos passageiros;

• O terceiro grupo (G3) reúne as restrições e propriedades relacionadas aos helicópteros;

• O quarto grupo (G4) corresponde a propriedades que não se encaixam nos grupos ante-
riores.

Nos próximos parágrafos são apresentados estes grupos e a análise de cada trabalho da
Tabela 1. Com o objetivo de classi�car e identi�car corretamente as propriedades examinadas,
utilizou-se um conjunto de símbolos para designar diferentes valores para cada característica.
A Tabela 2 mostra estes símbolos com os seus signi�cados.

Tabela 2 – Símbolos e signi�cados utilizados para a análise das propriedades dos trabalhos.

Símbolo Signi�cado
Frota com um único veículo
Frota com dois ou mais veículos
Frota com um único tipo de veículo
Frota com dois ou mais tipos de veículos
A rota inicia/termina na base (aeroporto)
A rota inicia/termina em qualquer local da rede de transporte
Presença da propriedade no trabalho
Ausença da propriedade no trabalho
Não é claro se a propriedade é implementada ou não no trabalho
Aplicação na área de transporte de funcionários em plataformas de petróleo
Aplicação no socorro a locais de desastre humanitário
Minimizar a distância percorrida
Minimizar o tempo de viagem
Minimizar o custo operacional
Minimizar o número esperado de fatalidades
Minimizar o número de acidentes
Minimizar o número de pousos e decolagens

Fonte: Autor

A Tabela 3 apresenta o primeiro grupo de propriedades (G1), o qual analisa os méto-
dos de resolução implementados nos trabalhos da Seção 2.3. A coluna Trabalho designa as
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propostas da Tabela 1. As colunas em Método de Resolução apresentam os métodos de reso-
lução encontrados no referencial teórico. A coluna Objetivo designa qual é a função objetivo
do trabalho. A coluna Aplicação indica se a proposta é dirigida ao transporte de funcionários
em plataformas ou ao socorro humanitário em desastres naturais. Os símbolos usados nesta
tabela estão detalhados na Tabela 2. A partir dos dados apresentados, as seguintes observações
podem ser feitas para as propostas do HRP:

• Mais da metade das propostas (56%) apresentam um modelo PLIM;

• Menos da metade das propostas (34%) apresentam algum modelo distinto do PLIM;

• Mais da metade das propostas (53%) apresentam uma heurística/meta-heurística;

• Na função objetivo, 31,0% dos modelos buscam minimizar o custo da rota, 28,1% a dis-
tância das rotas, 25,2% o tempo das rota, 9,4% o número de fatalidades e 6,3% o número
de acidentes ou pousos;

• As aplicações são, em 75% dos casos, na área de transporte marítimo, enquanto 25%
aplicam na área de resgate humanitário.

A Tabela 4 apresenta as restrições referentes aos passageiros e restrições gerais (misce-
lânea) propostas nos trabalhos da Seção 2.3. A coluna Trabalho mostra as propostas da Tabela
1. As colunas em Passageiros designam as características referentes a passageiros modeladas
nos trabalhos em análise. Os símbolos usados nesta tabela são apresentados na Tabela 2. A
Tabela 5 explica o signi�cado de cada característica da Tabela 4.

A partir dos dados apresentados na Tabela 4, as seguintes observações podem ser feitas
para passageiros e restrições gerais do HRP:

• Menos de 35% consideram o peso dos passageiros nas rotas;

• Mais de 96% de�nem as localidades de origem e destino das requisições;

• Em torno de 21% das propostas apresentam janela de tempo;

• As restrições de segurança e tripulação estão presentes em 18,7% e 15,6% das propostas.

A Tabela 6 apresenta as restrições referentes aos helicópteros implementadas nos tra-
balhos da Seção 2.3. A coluna Trabalho referencia os trabalhos da Tabela 1. As colunas em
Helicóptero apresentam as propriedades dos helicópteros. A Tabela 7 mostra o signi�cado de
cada coluna em Helicóptero da Tabela 6

A partir dos dados apresentados na Tabela 6, as seguintes observações podem ser feitas
para as restrições do helicóptero HRP:
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Tabela 3 – Grupo G1: Propriedades dos métodos de resolução dos trabalhos analisados.
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Fonte: Autor

• Em geral, a minoria das propostas (37,5%) apresentam um modelo com frota homogênea;

• A maioria das propostas (75,0%) possuem frota com vários veículos;

• A maioria das propostas (93,7%) começam e terminam a rota na mesma localidade;

• Menos da metade dos modelos (48,1%) permitem múltiplas viagens;

• A maioria das propostas (62,5%) modelam algum limitante para o tempo de roteamento;

• Somente duas propostas (6,25%) de�nem uma restrição para o pouso seguro em plata-
formas.

De forma geral, o objetivo dos novos modelos HRP é incorporar características inéditas
do mundo real. Nesse sentido, uma das principais preocupações atuais está na operação segura
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Tabela 4 – GrupoG2: Propriedades relacionadas aos passageiros. GrupoG4: Propriedades mis-
celânea.
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Fonte: Autor



Capítulo 2. Trabalhos Correlatos 51

Tabela 5 – Signi�cado das propriedades dos passageiros e miscelânea.

Característica Signi�cado
1. Passageiros

1.1 Peso Designa se o peso do passageiro é considerado no cálculo
de peso máximo da aeronave

1.2 Base Plataforma Designa se a aeronave voa da base para a plataforma
1.3 Plataforma Plataforma Designa se a aeronave voa de plataforma para plataforma
1.4 Plataforma Base Designa se a aeronave voa da plataforma para a base
1.5 Janela Tempo Designa se um passageiro possui janela de tempo no aten-

dimento
2. Miscelânea

2.1 Segurança Designa se há restrições relativas à segurança
2.2 Tripulação Designa se há restrições relativas à tripulação
2.3 Split Deliveries Designa se é possível um passageiro ou uma carga ser de-

livery em mais de uma aeronave
2.4 Split Pickups Designa se é possível um passageiro ou uma carga ser pic-

kup em mais de uma aeronave
Fonte: Autor

de helicópteros em plataformas marítimas, pois este é o tipo modal que apresenta o maior risco
de acidente (BRACHNER; HVATTUM, 2017). Segundo Brachner e Hvattum (2017), entre 2008
e 2010 houve o aumento de acidentes com fatalidades nos Estados Unidos e no Canadá e a
maioria desses eventos ocorrem no pouso ou decolagem Gribkovskaia, Halskau e Kovalyov
(2015).

Um aspecto ainda não presente nesses modelos, até a publicação do trabalho Machado
et al. (2019) relacionado a esta tese, é a exigência das aeronaves executarem o atendimento
em plataformas sem a concorrência de outros helicópteros. A incorporação dessa restrição,
denominada Pouso Seguro na Tabela 6, adiciona mais um grau de segurança no planejamento
das rotas. Além disso, a publicação de Machado et al. (2019) contribuiu com o avanço do es-
tado da arte, visto que, recentemente, o trabalho de Nafstad et al. (2021) propôs um modelo
incorporando o mesmo tipo de exigência.

Em relação às abordagens usadas nas heurísticas para resolução do HRP, 30 dos 32
trabalhos na Tabela 1 usam CFRS. Somente os trabalho de Velasco et al. (2009) e Abbasi-Pooya
e Kashan (2017) empregam RFCS, mas com algumas restrições. Em Velasco et al. (2009), a
criação de rotas via splitting pode gerar, conforme proposto pelo trabalho, soluções inviáveis,
as quais são descartadas pelo método. O motivo é que se usa um algoritmo adequado para o
CVRP, mas inadequado para problemas com restrições de pickup e delivery. Em Abbasi-Pooya
e Kashan (2017), a abordagem é usada somente para permitir a criação de uma solução inicial.
Após isso, todas as operações do algoritmo trabalham com o mesmo tipo de solução.
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Tabela 6 – Grupo G3: Propriedades referentes aos helicópteros.
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Fonte: Autor
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Tabela 7 – Signi�cado das propriedades dos helicópteros.

Característica Signi�cado
Frota Designa a quantidade de veículos na frota
Tipo Designa os tipos de veículos na frota
Cap. Peso Designa se existem restrições relativas ao peso da aeronave
Cap. Passageiros Designa se existem restrições relativas à quantidade de pas-

sageiros
Carga Externa Designa se existe o transporte de carga externa à aeronave
Rota Início Local de início da rota
Rota Fim Local de �m da rota
T. Max. Rota Designa se existe tempo máximo para execução de uma

rota
T. Pouso Designa se é contabilizado o tempo de pouso
T. Embarque Designa se é contabilizado o tempo de embarque de passa-

geiros
T. Desembarque Designa se é contabilizado o tempo de desembarque de pas-

sageiros
T. Decolagem Designa se é contabilizado o tempo de decolagem
T. Manutenção Designa se há período de manutenção da aeronave
T. Abastecimento Designa se é contabilizado o tempo de reabastecimento da

aeronave
Combustível Designa se há restrições referentes ao combustível da ae-

ronave
Viagens Designa se uma mesma aeronave pode fazer mais de uma

rota
Pousos/Decolagens Designa se há restrições referentes ao número de pousos

ou decolagens para plataformas ou passageiros
Pouso Seguro Designa se há restrições que impedem o pouso simultâneo

de aeronaves em plataformas
Fonte: Autor

2.4 Considerações Finais

Nesse capítulo foram apresentados os conceitos gerais dos problemas VRP, CVRP e
HRP. Para o CVRP, uma análise sucinta foi realizada, enquanto para o HRP, uma extensa aná-
lise de trabalhos correlatos foi executada. Além disso, mostrou-se que para o HRP existe um
processo em curso de proposição de novas características, como a sugerida por este trabalho
para garantir a segurança das rotas no atendimento de plataformas marítimas.
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3 Definição dos Problemas

Neste capítulo são apresentados o modelo padrão do CVRP e os dois modelos para o
HRP. O primeiro modelo para o HRP chama-se Helicopter Routing Problem with Single Trip
(HRPS) e representa o roteamento de helicópteros com restrições de capacidade, tempo, peso
e combustível. Nessa versão, o helicóptero só pode executar uma viagem. O segundo modelo,
denominado Helicopter Routing Problem with Multiple Trips (HRPM), é uma extensão do pri-
meiro com a inclusão da possibilidade de múltiplas viagens para cada aeronave, janelas de
tempo e restrição de pouso simultâneo em plataformas marítimas.

3.1 O Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP)

O Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP) é descrito como um grafo G = (N,E)
em que N = {0, 1, · · · , n} é o conjunto de nós e E ⊂ N × N é o conjunto de arestas. Cada
elemento i ∈ N \{0} representa um cliente com a demanda qi, enquanto i = 0 ∈ N designa o
depósito central. A aresta (i, j) ∈ E tem o peso ci,j > 0 indicando o custo de translado entre
os nós i, j ∈ N . O conjunto de veículos K = {1, 2, · · · , k} com capacidade máxima Q deve
iniciar no depósito central (i = 0) para servir cada cliente i ∈ N \ {0} e retornar no �nal da
rota ao depósito. O objetivo é encontrar um conjunto de rotas que atenda a todas as demandas
com o menor custo.

Dada uma variável binária xk,i,j que designa se o veículo k ∈ K atravessa o arco (i, j),
então o Problema de Programação Inteira (PPI) para o CVRP pode ser descrito como (TOTH;
VIGO, 2014):

Minimizar
K∑
k

N∑
i

N∑
j

ci,j xk,i,j (3.1)

Sujeito a:
K∑
k=1

N∑
i=0,i 6=j

xk,i,j = 1, ∀j ∈ N \ {0} (3.2)

N∑
j=1

xk,0,j = 1, ∀k ∈ K (3.3)

N∑
i=0,i 6=j

xk,i,j =
N∑
i=0

xk,j,i, ∀j ∈ N,∀k ∈ K (3.4)

N∑
i=0

N∑
j=1,i 6=j

qj xk,i,j ≤ Q, ∀k ∈ K (3.5)

K∑
k=1

∑
i∈Y

∑
j∈Y,i 6=j

xk,i,j ≤ |Y | − 1, ∀Y ⊂ N, 2 ≤ |Y | ≤ |N | − 1 (3.6)
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xk,i,j ∈ {0, 1} , ∀k ∈ K, ∀i, j ∈ N (3.7)

A função objetivo (3.1) minimiza o custo total das rotas. As Restrições (3.2) garantem
que cada cliente é visitado exatamente por um veículo. As Restrições (3.3) e (3.4) são as res-
trições de �uxo, as quais asseguram que o veículo k ∈ K deixa somente uma vez o depósito
central e o número de veículos chegando em cada nó i ∈ N é igual ao número de veículos
saindo dele. As Restrições (3.5) garantem que as demandas dos clientes visitados numa rota
não é maior que a capacidade do veículo k ∈ K . As Restrições de eliminação de sub-rotas
(3.6) asseguram que a solução não contenha ciclos. As Restrições (3.7) de�nem o domínio das
variáveis.

3.2 O Helicopter Routing Problem with Multiple Trips (HRPM)

O HRPM é uma extensão do modelo HRPS descrito por Rosa et al. (2016). No HRPM
tem-se como objetivo atender um conjunto R de requisições de transporte usando uma frota
Z de helicópteros. Os helicópteros em Z podem fazer, por dia, até t viagens. Uma viagem é
de�nida como uma sequência de visitas começando e terminando no aeroporto. A requisição
de viagem r(i, j) ∈ R determina um nó de embarque (pickup) i ∈ NP e um nó de desembarque
(delivery) j = i + n, j ∈ ND, n = |R|. O aeroporto é designado como o nó 0 e o nó 2n + 1
em referência ao local de partida e ao local de término das viagens, respectivamente. Assim,
o HRPM pode ser representado pelo grafo G(N,A) em que N = NP ∪ND ∪NG, com NP =
{1, 2, . . . , n}, ND = {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}, NG = {0, 2n+ 1} e A = N ×N .

O HRPM possui três novidades em relação ao HRPS:

• A exigência que não ocorra a sobreposição de horários de diferentes aeronaves na mesma
plataforma. Essa imposição decorre de uma característica do problema de transporte
em alto-mar, em que plataformas só possuem capacidade para um helicóptero pousado.
Até o trabalho de Machado et al. (2019), oriundo desta tese, nenhuma proposta de HRP
impunha esse requisito. Assim, ao impor essa condição, aprimora-se a segurança das
rotas ao prevenir pousos simultâneos na mesma plataforma;

• A possibilidade de múltiplas viagens para cada helicóptero. Nesse caso, uma rota é com-
posta por múltiplas viagens. Além disso, todas as aeronaves estão limitadas a um número
máximo de viagens por rota;

• Janela de tempo para o atendimento das requisições.

Para representar as múltiplas viagens, dado que todos os helicópteros possuem o mesmo
número máximo de viagens, de�ne-se um novo conjunto K de helicópteros para representá-
los e elimina-se a necessidade de adicionar uma nova indexação no conjunto K . Mantém-se,
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portanto, a formulação do PLIM do HRPM com a utilização de variáveis de até três índices.
Isso é feito da seguinte forma. Seja Vz = {kz1 , kz2 , . . . , kzt}, |Vz| = t, o conjunto de viagens do
veículo z, em que kz1 é a primeira viagem de z, kz2 é a segunda viagem de z e assim por diante.
O novo conjuntoK de helicópteros é de�nido como a união de todos Vz , ou seja,K = ∪z∈ZVz
e |K| = t×|Z|. Logo, cada viagem em Vz é, no modelo proposto para o HRPM, visto como um
helicóptero que tem as mesmas propriedades de z. Além disso, as viagens de Vz são agrupadas
numa sequência que forma a rota de z ∈ Z . Essa rota z ∈ Z é de�nida como a sequência de vi-
agens executadas por cada helicóptero kz1 , kz2 , . . . , kzt . Por �m, de�ne-se o conjunto K1 ⊂ K

que contém a primeira viagem kz1 de cada helicóptero z ∈ Z .

Uma vez dada essa de�nição de K , ainda é necessário assegurar que cada viagem do
helicóptero z ∈ Z é sequenciada da maneira correta. Para isso, sem perda de generalidade,
de�ne-se o parâmetro yk,l que controla a ordem correta dos helicópteros k, l ∈ K para a rota
z ∈ Z . O parâmetro yk,l é igual a 1 se os helicópteros k, l ∈ Vz e o helicóptero k deve executar
a viagem anterior a realizada pelo helicóptero l. Caso contrário, yk,l = 0. Além disso, a rota
do helicóptero z ∈ Z é considerada válida quando as viagens são usadas em sequência, isto
é, a viagem kzi+1 só pode ser usada quando a viagem kzi

atende, pelo menos, uma requisição
de transporte. Por �m, no retorno ao aeroporto, cada helicóptero deve aguardar um tempo
mínimo, denominado tempo de serviço no aeroporto, antes de iniciar a próxima viagem.

Assim, o conjunto K representa todas as viagens dos helicópteros em Z . Por simplici-
dade, designa-se k ∈ K também como um helicóptero. Dessa forma, os seguintes parâmetros
são de�nidos para k ∈ K :

• ak : capacidade em peso da tripulação;

• gk : capacidade máxima de combustível;

• fk : tempo máximo de voo;

• sk : capacidade máxima de assentos para passageiros;

• pk : peso do helicóptero;

• P k : limite de peso do helicóptero durante o voo;

• zk : consumo médio de combustível por hora;

• vk : velocidade média do helicóptero em voo; do aeroporto; ao aeroporto;

• Mk
S : tempo de segurança do helicóptero. Este parâmetro exige que para toda a rota que

o helicóptero k ∈ K execute, ele consiga voar maisMk
S minutos além do necessário para

executar a rota. Isto implica que deve existir uma quantidade mínima de combustível no
helicóptero k ∈ K ao retornar ao aeroporto;
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• Hk
sr : horário mínimo do dia no qual o helicóptero pode levantar voo;

• Hk
sd : horário máximo de retorno do helicóptero ao aeroporto;

• yk,l: de�ne se a viagem k deve ser realizada antes da viagem l;

• MG: tempo de serviço no aeroporto. É o tempo mínimo entre o �m de uma viagem e o
começo da próxima viagem;

• MP : tempo de segurança para pouso na plataforma. É o tempo mínimo entre o pouso de
dois helicópteros distintos na mesma plataforma;

• αk : custo de utilizar o helicóptero k ∈ K numa rota qualquer;

• βk : custo de utilização do helicóptero por distância percorrida;

• θk : conversão de litros de combustível para peso do combustível.

Cada nó i ∈ N do problema tem os seguintes parâmetros:

• qi : a quantidade de passageiros;

• wi : o peso do passageiro e bagagem;

• ci,j : distância entre os nós i, j ∈ N ;

• di,j : tempo de serviço no nó j ∈ N quando se parte do nó i ∈ N .

• Li: limite inferior da janela de atendimento do nó i;

• Ui: limite superior da janela de atendimento do nó i.

Cada requisição r(i, j), i, j ∈ N , especi�ca um local i de embarque (pickup) e um local
j = i + n de desembarque (delivery). Os locais de embarque e desembarque são constituídos
pelas localidades aeroporto e plataformas marítimas. Para cada arco (i, j) que representa um
percurso entre os nós i, j, existe um custo ci,j representando a distância entre os locais i e j.
Caso um ponto de embarque ou desembarque possua mais de um passageiro, cada passageiro
será representado por um novo nó e o tempo de serviço di,j e a distância ci,j entre estes nós
serão nulos. Além disso, tem-se pelo modelo matemático que ∀i ∈ N , qi = −qn+i e wi =
−wn+i.

O parâmetro di,j representa o tempo de serviço no nó j quando o helicóptero parte do
nó i. É necessário a informação de origem i, pois no modelo matemático o tempo de serviço
numa plataforma p é �xo, independente do número de passageiros atendidos na plataforma.
Assim, é preciso computar o tempo de serviço numa plataforma somente quando o helicóptero
está partindo de outra plataforma, ou seja, di,j > 0 somente se ci,j > 0.
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No HRPM é possível que passageiros saiam ou entrem no aeroporto. Em função disso,
o seguinte procedimento é executado para tratar esses casos:

• Para toda requisição que tem como origem o aeroporto, nó 0, é adicionado um novo nó
i em NP que representa o embarque desta requisição tendo c0,i = 0 e d0,i = 0, ou seja,
a distância e o tempo de serviço do nó i em relação ao aeroporto são nulos. Além disso,
dados os nós i, j ∈ N representando o embarque de passageiros no aeroporto, tem-se
ci,j = 0 e di,j = 0, ou seja, a distância e tempo de serviço entre os nós i e j também são
nulos;

• Para toda requisição que tem como destino o aeroporto, nó 2n + 1, é adicionado um
novo nó i em ND, representando o desembarque desta requisição, com ci,2n+1 = 0 e
di,2n+1 = 0, ou seja, a distância e o tempo de serviço do nó i em relação ao aeroporto são
nulos. Além disso, dados os nós i, j ∈ N representando o desembarque de passageiros
no aeroporto, tem-se ci,j = 0 e di,j = 0, ou seja, a distância e tempo de serviço entre os
nós i e j também são nulos.

As variáveis de decisão do problema são:

• xki,j : variável binária. Igual a 1 caso o helicóptero k ∈ K voe do local i ao j, i, j ∈ N .
Caso contrário, igual a 0;

• uk : variável binária. Igual a 1 caso o helicóptero k ∈ K seja utilizado. Caso contrário,
igual a 0;

• Bk
i : instante que o helicóptero k ∈ K começa a atender o nó i ∈ N ;

• Qk
i : número de assentos ocupados após o helicóptero k ∈ K visitar o nó i ∈ N ;

• W k
i : o peso dos passageiros (passageiros e bagagens), peso da tripulação e peso do he-

licóptero k ∈ K após visitar o nó i ∈ N ;

• F k
i : a quantidade de combustível do helicóptero k ∈ K ao visitar o nó i ∈ N .

Baseando-se nas de�nições expostas anteriormente, a seguinte formulação de PLIM
de�ne o HRPM:

Minimizar:
∑
k∈K1

αkuk +
∑
k∈K

∑
i∈N

∑
j∈N,j 6=i

βkci,jx
k
i,j (3.8)

Sujeito a:

uk =
∑
j∈NP

xk0,j, ∀k ∈ K1 (3.9)
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∑
k∈K

∑
j∈N

xki,j = 1, ∀i ∈ Np (3.10)
∑
j∈N

xki,j −
∑
j∈N

xkn+i,j = 0, ∀i ∈ Np, k ∈ K (3.11)
∑
j∈NP

xk0,j ≤ 1, ∀k ∈ K (3.12)
∑
j∈N

xkj,i −
∑
j∈N

xki,j = 0, ∀i ∈ Np ∪ND, k ∈ K (3.13)
∑
j∈ND

xki,2n+1 ≤ 1, ∀k ∈ K (3.14)
∑
j∈NP

xk0,j ≥
∑
j∈NP

xl0,j, ∀k, l ∈ K | yk,l = 1 (3.15)
∑
i∈S

∑
j∈S

xki,j ≤ |S| − 1, S ⊂ N, |S| ≥ 2,∀k ∈ K (3.16)

Qk
j ≥ (Qk

i + qj)xki,j, ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.17)

Qk
i ≤ sk, ∀k ∈ K, i ∈ N (3.18)

Qk
0 = 0, ∀k ∈ K (3.19)

Qk
2n+1 = 0, ∀k ∈ K (3.20)

W k
j ≥ (W k

i + wj)xki,j, ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.21)

W k
i + θkF k

i ≤ P k, ∀k ∈ K, i ∈ N (3.22)

F k
j ≤ (F k

i − zk
ci,j
vk
− zkdi,j)xki,j, ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.23)

F k
i ≤ gk, ∀k ∈ K, i ∈ N (3.24)∑

i∈N

∑
j∈N

(ci,j
vk

+ di,j)xki,j ≤ fk, ∀k ∈ K (3.25)

Bk
j ≥ (Bk

i + di,j + ci,j
vk

)xki,j, ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.26)

Bk
i+n ≥ Bk

i , ∀k ∈ K, i ∈ NP (3.27)

Bl
0 ≥ Bk

2n+1 +
(
1− xkl,2n+1

)
MG, ∀k, l ∈ K | yk,l = 1 (3.28)

|Bk
i −Bl

j| ≥MP , ∀k 6= l ∈ K, i < j ∈ NP ∪ND | ci,j = 0 (3.29)

Li ≤ Bk
i ≤ Ui, ∀k ∈ K, i ∈ NP ∪ND (3.30)

Bk
0 ≥ Hk

srx
k
0,j, ∀k ∈ K, j ∈ NP (3.31)

Bk
2n+1 x

k
i,2n+1 ≤ Hk

sd, ∀k ∈ K, i ∈ ND (3.32)

xki,j ∈ {0, 1}, ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.33)

uk ∈ {0, 1}, ∀k ∈ K (3.34)

Qk
i ≥ 0, ∀k ∈ K, i ∈ N (3.35)

W k
i ≥ pk + ak, ∀k ∈ K, i ∈ N (3.36)

F k
i ≥ zkMk

S , ∀k ∈ K, i ∈ N (3.37)

A função objetivo (3.8) minimiza o custo de utilização dos helicópteros para atender as
requisições mais o custo da distância percorrida por cada helicóptero. Para determinar se uma
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aeronave z ∈ Z é usada em algum atendimento, veri�ca-se se a primeira viagem kz1 ∈ Vz

atende alguma requisição.

A função objetivo é sujeita às seguintes restrições. As Restrições (3.9) relacionam as
variáveis uk e xk0,j , determinando quais helicópteros são utilizados. As Restrições (3.10) ga-
rantem que todas as requisições sejam atendidas. As Restrições (3.11) exigem que o mesmo
helicóptero faça o embarque e desembarque do passageiro. As Restrições (3.12) a (3.14) exigem
que a rota de cada helicóptero utilizado comece e termine no aeroporto.

As Restrições (3.15) exigem que, se os helicópteros k, l ∈ K são viagens de um mesmo
veículo em Z , k representa uma viagem que é anterior a l (yk,l = 1) e l atende alguma re-
quisição no modelo, então o helicóptero k também deve atender, pelo menos, uma requisição.
As Restrições (3.16) proíbem que sejam geradas sub-rotas, sendo S um subgrafo de G e |S| o
número de vértices de S.

As Restrições (3.17) e (3.18) garantem que a quantidade de assentos ocupados no heli-
cóptero k ∈ K não passe do limite máximo de assentos sk. As Restrições (3.19) e (3.20) exigem
que o helicóptero saia e entre no aeroporto, nós NG = {0, 2n + 1}, com zero passageiros,
pois na modelagem matemática do problema, os nós de requisições que partem ou chegam no
aeroporto são representados como nós emNP ouND, respectivamente, com distância zero em
relação ao aeroporto.

As Restrições (3.21) representam o �uxo de peso dos passageiros após a visita de cada
nó. As Restrições (3.22) garantem que o limite de peso do helicóptero k ∈ K após a visita de
cada nó i ∈ N não exceda o limite máximo P k. As Restrições (3.23) calculam o consumo de
combustível do helicóptero após a visita de cada nó em função da distância percorrida e do
tempo de serviço no nó visitado. O termo zk ci,j

vk representa a quantidade de combustível con-
sumida devido ao tempo necessário para percorrer ci,j na velocidade média vk. O termo zkdi,j
quanti�ca a quantidade de combustível consumida enquanto o helicóptero está estacionado
na plataforma j.

As Restrições (3.24) exigem que a quantidade de combustível em cada nó esteja abaixo
do limite máximo de combustível gk para o helicóptero k ∈ K . As Restrições (3.25) determinam
que o tempo da rota percorrida pelo helicóptero k ∈ K na velocidade média vk seja menor ou
igual ao tempo máximo de voo fk do helicóptero. As Restrições (3.26) modelam o momento
de visita do helicóptero no local j em função do tempo de serviço di,j e do tempo necessário
para percorrer o trajeto ci,j na velocidade média vk.

As Restrições (3.27) garantem que o helicóptero k ∈ K visita o nó de embarque i ∈ N
antes do nó de desembarque i+n ∈ N . Essa restrição é designada como precedência de pickup
e delivery. As Restrições (3.28) asseguram que, se o helicóptero l ∈ K inicia sua viagem após
a do helicóptero k ∈ K (yk,l = 1), então o tempo inicial Bl

0 do helicóptero l deve ser igual ou
maior ao tempo de chegada Bk

2n+1 do helicóptero k ao aeroporto mais o tempo de serviço no
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aeroporto MG.

As Restrições (3.29) exigem que distintos helicópteros k, l ∈ K , l 6= k, visitando a
mesma plataforma, designada pelos nós i 6= j, i, j ∈ ND ∪ NP , devem ter o tempo de visita
entreBk

i eBl
j maior queMP . A condição para que os nós i, j representem a mesma plataforma

é respeitada quando ci,j = 0.

As Restrições (3.30) de�nem as janelas de tempo de cada requisição. As Restrições (3.31)
garantem que o helicóptero somente saia do aeroporto após o horárioHk

sr. As Restrições (3.32)
exigem que o helicóptero retorne ao aeroporto antes do horário Hk

sd.

As Restrições (3.33) a (3.37) de�nem as variáveis xki,j e uk como binárias,Qk
i como maior

ou igual a zero, W k
i como maior ou igual à soma do peso do helicóptero e da tripulação e F k

i

como maior ou igual à quantidade de combustível necessária para voar o tempo de segurança
Mk

S .

Devido às Restrições (3.17), (3.21), (3.23), (3.26) e (3.32) a formulação apresentada é
não linear. Contudo, estas restrições podem ser linearizadas incluindo uma constante em cada
equação. De�nindo LQ ≥ max{sk, sk + qi}, Lw ≥ max{pk, pk + wi}, LF ≥ max{gk} e
LB ≥ max{Hk

sd}, as equações anteriores podem ser reescritas e substituídas pelas seguintes
equações, respectivamente:

Qk
j ≥ Qk

i + qj − LQ · (1− xki,j),∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.38)

W k
j ≥ W k

i + wj − LW · (1− xki,j),∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.39)

F k
j ≤ F k

i − zk
ci,j
vk
− zkdi,j + LF · (1− xki,j), ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.40)

Bk
j ≥ Bk

i + di,j + ci,j
vk
− LB · (1− xki,j),∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.41)

Bk
2n+1 ≤ Hk

sd + LB · (1− xki,j),∀k ∈ K, i ∈ N (3.42)

As Restrições (3.29) também são não lineares. Para a linearização, elas precisam de uma
constante M grande e de novas variáveis. Seja mk,l

i,j uma variável binária relacionando os nós
i < j, i, j ∈ N , e os helicópteros k 6= l, k, l ∈ K . Então, as Restrições (3.29) podem ser
reescritas da seguinte forma:

Bk
i −Bl

j ≥MP −M
(
mk,l
i,j

)
, ∀k 6= l ∈ K, i < j ∈ NP ∪ND | ci,j = 0 (3.43)

−Bk
i +Bl

j ≥MP −M
(
1−mk,l

i,j

)
, ∀k 6= l ∈ K, i < j ∈ NP ∪ND | ci,j = 0 (3.44)

mk,l
i,j ∈ {0, 1} ∀k, l ∈ K, i, j ∈ NP ∪ND (3.45)
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3.2.1 Restrições de Geração de Sub-rotas

As Restrições de �uxo (3.12) a (3.16) garantem que a solução obtida seja acíclica, co-
meçando no aeroporto 0 e terminando no aeroporto 2n+ 1. Nas Restrições (3.16), o conjunto
S representa as sub-rotas do modelo matemático, ou seja, subgrafos cíclicos de G(N,A).

O conjunto S deve ser conhecido antes da execução do modelo. Entretanto, gerar todas
as sub-rotas para o problema é computacionalmente inviável, pois a quantidade de subgrafos
de G(N,A) é exponencial em relação ao seu número de nós.

Nesta tese, a seguinte estratégia é usada para garantir que a solução obtida para o
modelo matemático proposto não contenha ciclos:

• Geração de sub-rotas prováveis: as sub-rotas que envolvem somente nós em N com
distância zero entre si são incluídas no conjunto S antes da execução do modelo. Estas
sub-rotas têm uma probabilidade maior de aparecer em alguma solução, pois a função
objetivo minimiza a distância percorrida;

• Reexecução do modelo: caso a execução do modelo retorne uma sub-rota na solução, o
modelo é novamente reexecutado com esta sub-rota incluída no conjunto S das Restri-
ções (3.16).

3.3 O Helicopter Routing Problem with Single Trip (HRPS)

O HRPS é o modelo descrito por Rosa et al. (2016). Nesse problema, têm-se um conjunto
R de requisições de transporte, |R| = n, a serem atendidas por no máximo |K| helicópteros.
A rede de transporte pode ser representada como o grafo completo G(N,A) em que N =
NP

⋃
ND

⋃
NG, com NP = {1, 2, . . . , n} , ND = {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}, NG = {0, 2n+ 1} e

A = N×N .NP eND representam os nós de pickup e de delivery, respectivamente. O conjunto
NG é constituído do nó 0, representando o local de partida dos helicópteros e do nó 2n+ 1, o
local de destino dos helicópteros no �nal na rota.

Dado o HRPM, o HRPS pode ser de�nido a partir dele removendo ou restringindo
algumas exigências. Assim, para reduzir o HRPM ao HRPS, as seguintes modi�cações são ne-
cessárias. No HRPS, cada rota realiza uma única viagem. Logo, o conjunto de helicópteros Z se
transforma emK , em que |K| = |Z| e yk,l = 0, para quaisquer k, l ∈ K . No HRPS não existem
janelas de tempo, então as Restrições (3.30) são removidas. Além disso, no HRPS não existe
restrição relacionada a pousos simultâneos em plataformas. Portanto, as Restrições (3.29) de-
vem ser desconsideradas. Além disso, é necessário adicionar as Restrições (3.46) que garantem
que o tempo necessário para percorrer a distância da rota pelo helicóptero k ∈ K na veloci-
dade média vk mais os tempos de serviço di,j seja menor ou igual à soma do tempo máximo
de voo, representada pela capacidade inicial de combustível F k

0 dividida pelo consumo médio
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por tempo zk menos os temposMk
T ,Mk

A eMk
S representando o tempo de taxiamento, o tempo

de aproximação e o tempo de segurança, respectivamente.

∑
i∈N

∑
j∈N

(ci,j
vk

+ di,j)xki,j ≤
F k

0
zk
−

−Mk
T −Mk

A −Mk
S ∀k ∈ K, i, j ∈ N (3.46)

Feito essas alterações, o HRPM se transforma no HRPS.

3.4 Considerações Finais

Neste capítulo foram apresentados os modelos de PLIM para o CVRP, o HRPS e o HRPS.
Dadas essas de�nições, os próximos capítulos descrevem os métodos de resolução usando a
abordagem RFCS para estes problemas.
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4 Metodologias para o Roteamento de Veí-

culos

Neste capítulo são apresentados os métodos básicos para resolver problemas de rote-
amento de veículos através do uso de heurísticas, meta-heurísticas e modelos matemáticos. A
partir deles, as matheurísticas para o CVRP e HRP são de�nidas nos Capítulos 5 e 6, respecti-
vamente.

4.1 Introdução

Algoritmos de otimização para o roteamento de veículos podem ser divididos em duas
categorias (SÖRENSEN, 2015): algoritmos exatos e heurísticas. A diferença entres eles é que
algoritmos exatos são projetados para encontrar soluções ótimas em tempo �nito, enquanto
heurísticas não possuem essa garantia. Portanto, estas produzem, geralmente, soluções subó-
timas em tempo �nito.

Algoritmos exatos para roteamento são, geralmente, aplicados a modelos de PL ou
PLIM que representam as restrições do problema como equações ou inequações (VANDER-
BEI, 2020). Entretanto, outra estratégia de resolução é, a partir de um conjunto C de rotas do
problema, gerar uma solução através da seleção de C∗ ⊂ C que minimize o custo da solução.
Esses modelos são denominados PCC ou PPC e esses diferem, entre si, em como o atendimento
das requisições são realizadas (KELLY; XU, 1999).

Heurísticas são baseadas, essencialmente, em conhecimento e experiência de especia-
listas com o objetivo de explorar o espaço de busca de modo conveniente. Normalmente, esse
conhecimento é representado por uma função de avaliação que afere a qualidade do estado
atual no espaço de busca ou o custo de mover-se do estado corrente para outro (GAVRILAS,
2010). Além disso, existem também no campo das heurísticas três casos especiais: as meta-
heurísticas, as matheurísticas e as hibridizações.

Uma meta-heurística é um framework de alto nível independente de problema que
provê um conjunto de estratégias para desenvolver algoritmos de otimização (SÖRENSEN,
2015). As matheurísticas são algoritmos heurísticos construídos com a interoperação de meta-
heurísticas e técnicas de algoritmos exatos. Hibridizações de heurísticas consistem da integra-
ção de meta-heurística com conceitos relacionados com outras técnicas, inclusive com outras
heurísticas. Nessa visão, matheurísticas é um caso particular de hibridização (BLUM; ROLI,
2008).

No restante do capítulo são apresentados os componentes exatos e heurísticas utiliza-
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dos no método proposto para a resolução de problemas CVRP e HRP. Esses métodos operam
em dois tipos de solução. Nos procedimentos construtivos, geralmente, o objetivo é gerar uma
solução TSP, enquanto as heurísticas de aprimoramento lidam com soluções do CVRP ou do
HRP. Dado que o CVRP e o HRP são tipos de VRP, usa-se no restante do capítulo a sigla VRP
como referência genérica àqueles. Além disso, quando as soluções são designadas ótimas, seja
local ou globalmente, subtende-se que o problema é de minimização. Nas próximas seções,
de�nem-se essas soluções e seus respectivos espaços.

4.2 Convenções e Representação das Soluções

No restante desse capítulo as seguintes convenções e de�nições são usadas. Variáveis
denominadas como S são soluções do VRP, mas quando designadas como T representam um
tour do TSP. Para as rotas ri do VRP, o j-ésimo nó nessa rota é representado como tj ∈ ri. De
maneira similar, tj ∈ T indica o j-ésimo nó em T . A aresta [tk, tl] ∈ ri conecta os nós tk e tl
em ri. Os parâmetros de entrada de cada algoritmo são de�nidos usando a letra M e a função
last(T ) retorna o último elemento no tour T .

Em termos de representação das soluções, os seguintes esquemas são usados. A solução
T do TSP de�nida pelo grafoG(N,E) é representada pela tupla fechadaT = [k0, k1, · · · , ki, k0].
O tour começa no depósito k0, visita cada um dos nós ki 6= k0 em N e retorna ao depósito k0.
A Figura 2 retrata uma solução T do TSP. Nesse exemplo, algumas regras são adotadas. Em
especial, o nó que representa o depósito (k0) sempre é representado em preto. Uma linha cheia,
como entre os nós ki e kj , indica que eles são adjacentes em T . Além disso, linhas tracejadas,
como entre os nós kh e kl, signi�ca que podem existir mais nós entre kh e kl. Quando necessá-
rio, os nós podem estar coloridos como ki, kj ou km e kl para destacar a importância dos nós
na representação. Por �m, o tour começa em k0 e segue em sentido horário até retornar a k0.

Figura 2 – Representação grá�ca do tour T do TSP.

k0

ki kj kd

klkm

khTour T

Fonte: Autor

A solução S do VRP de�nida pelo grafo G(N,E) é representada pelo conjunto de
tuplas r ∈ S, em que cada tupla r = [k0, k1, · · · , ki, k0] caracteriza uma rota. A rota começa
no depósito k0, visita pelo menos um nó ki 6= k0 em N e retorna ao depósito k0. A Figura 3
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retrata um exemplo de solução com duas rotas r1 e r2. De forma similar à representação do
TSP, aqui também se aplica o padrão de linhas cheias/tracejadas e cores dos nós. Além disso,
as rotas começam em k0 e seguem o sentido da esquerda para a direita até chegarem em k0

novamente.

Figura 3 – Representação grá�ca das rotas r1 e r2 do VRP.

k0 ki kh kj k0
r1

r2
k0 kl kn km k0

Fonte: Autor

4.3 Espaço de Soluções

Os métodos propostos nesse trabalho utilizam, pelo menos, dois espaços de soluções
distintos: Ω(TSP) e Ω(VRP). O espaço Ω(TSP) é o conjunto de tours TSP de um grafo
G(N,E). Por contraste, o espaço Ω(VRP) é conjunto de soluções do VRP. As restrições que
uma solução precisa atender para pertencer ao Ω(TSP) são mais brandas que no espaço
Ω(VRP), dado que, no primeiro, a única condição é usar todos os nós emN num tour fechado,
enquanto, no último, é necessário obedecer às restrições do VRP. Portanto, essa característica
pode ser explorada para produzir e explorar mais facilmente soluções em Ω(VRP) a partir da
construção de soluções em Ω(TSP).

4.4 Heurísticas Construtivas

Uma heurística construtiva é um algoritmo que constrói, iterativamente, uma solu-
ção conforme uma regra pré-determinada e termina quando uma solução é encontrada (REI-
NELT, 2003). É esperado que as soluções assim produzidas estejam distantes entre 10% e 15%
da solução ótima. Portanto, é um método usual para criar soluções iniciais em heurísticas de
aprimoramento (DAVENDRA, 2010).

Nessa subseção são apresentadas as quatro heurísticas construtivas utilizadas no mé-
todo proposto: a CLOSEST, a NEAREST, a FARTHEST e a MF. Elas recebem o grafo G(N,E)
representando o VRP, um tour parcial T em Ω(TSP), o conjunto U ⊂ N de nós ainda não
visitados em T e um número Mα, 0 ≤ Mα ≤ 1, que controla o aspecto guloso ou aleató-
rio das heurísticas. A ideia geral dessas heurísticas é construir uma lista CL de movimentos
candidatos a partir de T e U , �ltrar CL numa lista restrita RCL de movimentos candidatos
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segundo o parâmetro Mα e aplicar um movimento, aleatoriamente escolhido de RCL, a T .
Isso é realizado enquanto houver algum nó U ainda não incluso em T .

O pseudocódigo da heurística CLOSEST é apresentado no Algoritmo 1. Nessa heurís-
tica, o objetivo é construir T , a partir deU , sempre incluindo novos nós ao �nal de T . Enquanto
houver algum nó em U (linha 1), é avaliada a aplicação do movimento em T em função do
custo de inseri-lo ao �nal de T (linha 5). Caso esse movimento seja factível segundo o método
VALIDO (linha 6), ele é adicionado à lista CL de movimentos candidatos (linha 7). Cada par
ordenado de CL contém na primeira posição o custo da inclusão e, na segunda posição, como
a inserção deve ser feita. Após o preenchimento deCL, uma lista restritaRCL de movimentos
candidatos é gerada usando CL e Mα (linhas 10-12). Em seguida, na linha 13, um movimento
é escolhido aleatoriamente de RCL. Esse movimento é aplicado em T gerando a inclusão do
nó ur ∈ U ao �nal de T (linha 14) e, na linha 15, ur é removido de U . A heurística retorna a
solução construída T quando U torna-se vazio (linha 17).

Algoritmo 1: CLOSEST(G, T, U,Mα,VALIDO)
entrada: Grafo G(N,E), um tour parcial T em Ω(TSP), o conjunto U de nós não

visitados, um número Mα ∈ [0, 1] e a função VALIDO
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 enquanto U 6= ∅ faça
2 CL← ∅;
3 l← last(T );
4 para cada u ∈ U faça
5 m← {(dl,u, Adicione a aresta (l, u) a T)};
6 se VALIDO(m,T ) = TRUE então
7 CL← CL ∪m;
8 �m
9 �m

10 pmin ← min {w | (w, u) ∈ RCL};
11 pmax ← max {w | (w, u) ∈ RCL};
12 RCL← {(wu, u) ∈ CL | wu ≤ pmin +Mα( pmax − pmin )};
13 Selecione (wr, ur) aleatoriamente de RCL;
14 Aplique ur a T ;
15 Remova o nó em ur de U ;
16 �m
17 retorne T ;

O pseudocódigo da heurística NEAREST é apresentado no Algoritmo 2. Nessa heurís-
tica, o objetivo é construir T , a partir de U , incluindo novos nós em T em qualquer posição. A
avaliação do custo é em função da menor distância. Enquanto houver algum nó em U (linha
1), uma lista CL de movimentos candidatos é construída usando cada nó u ∈ U (linha 8),
avaliando o custo de inseri-lo em T entre dois nós consecutivos v, x ∈ T (linha 4), desde que
o movimento seja válido (linha 7). Esse custo é representado pela distância entre v, u e u, x,
menos a distância entre v, x (linha 5). Cada par ordenado de CL contém na primeira posição
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o custo dessa inclusão e, na segunda posição, como a inserção deve ser feita. Após o preenchi-
mento de CL, uma lista restrita RCL de movimentos candidatos é gerada usando CL e Mα

(linhas 12-14). Em seguida, na linha 15, um movimento é escolhido aleatoriamente de RCL.
Esse movimento é aplicado em T gerando a inserção do nó ur ∈ U em T (linha 16) e, na li-
nha 17, ur é removido de U . A heurística NEAREST retorna a solução construída T quando U
torna-se vazio (linha 19).

Algoritmo 2: NEAREST(G, T, U,Mα,VALIDO)
entrada: Grafo G(N,E), um tour parcial T em Ω(TSP), o conjunto U de nós não

visitados, um número Mα ∈ [0, 1] e a função VALIDO
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 enquanto U 6= ∅ faça
2 CL← ∅;
3 para cada u ∈ U faça
4 para cada aresta e = (v, x) ∈ T faça
5 w ← dv,u + du,x − dv,x;
6 m← {(w,Adicione as arestas (v, u), (u, x) e remova (v, x) de T )};
7 se VALIDO(m,T ) = TRUE então
8 CL← CL ∪m;
9 �m

10 �m
11 �m
12 pmin ← min {w | (w, u) ∈ RCL};
13 pmax ← max {w | (w, u) ∈ RCL};
14 RCL← {(wu, u) ∈ CL | wu ≤ pmin +Mα( pmax − pmin )};
15 Selecione (wr, ur) aleatoriamente de RCL;
16 Aplique ur a T ;
17 Remova nó em ur de U ;
18 �m
19 retorne T ;

O pseudocódigo da heurística FARTHEST é apresentado no Algoritmo 3. Nessa heu-
rística, o objetivo é construir T , a partir de U , incluindo novos nós em qualquer posição de T .
Entretanto, diferente de NEAREST, nesse procedimento é dado prioridade a movimentos que
aumentem, o máximo possível, a distância total de T . Assim, enquanto houver algum nó em
U (linha 1), uma lista de candidatos CL é construída usando U (linha 8), avaliando o custo de
inseri-lo em T entre dois nós consecutivos v, x ∈ T (linha 4) e desde que o movimento seja
válido (linha 7). Esse custo é representado pelo negativo da distância entre v, u e u, x, mais a
distância entre v, x (linha 5). Cada par ordenado de CL contém na primeira posição o custo
dessa inclusão e, na segunda posição, como a inserção deve ser feita. Após o preenchimento
de CL, uma lista restrita de candidatos é gerada usando CL e Mα (linhas 12-14). Em seguida,
na linha 15, um movimento é escolhido aleatoriamente de RCL. Esse movimento é aplicado
em T gerando a inserção do nó ur ∈ U em T (linha 16) e, na linha 17, ur é removido de U . A
heurística retorna a solução construída T quando U torna-se vazio (linha 19).
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Algoritmo 3: FARTHEST(G, T, U,Mα,VALIDO)
entrada: Grafo G(N,E), um tour parcial T em Ω(TSP), o conjunto U de nós não

visitados, um número Mα ∈ [0, 1] e a função VALIDO
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 enquanto U 6= ∅ faça
2 CL← ∅;
3 para cada u ∈ U faça
4 para cada aresta e = (v, x) ∈ T faça
5 w ← −(dv,u + du,x − dv,x);
6 m← {(w,Adicione as arestas (v, u), (u, x) e remova (v, x) de T )};
7 se VALIDO(m,T ) = TRUE então
8 CL← CL ∪m;
9 �m

10 �m
11 �m
12 pmin ← min {w | (w, u) ∈ RCL};
13 pmax ← max {w | (w, u) ∈ RCL};
14 RCL← {(wu, u) ∈ CL | wu ≤ pmin +Mα( pmax − pmin )};
15 Selecione (wr, ur) aleatoriamente de RCL;
16 Aplique ur em T ;
17 Remoa nó em ur de U ;
18 �m
19 retorne T ;

O pseudocódigo da heurística MF é apresentado no Algoritmo 4. Nessa heurística, um
tour T é gerado a partir da construção de tours menores chamados fragmentos (BENTLEY,
1992). A ideia é gerar, aumentar ou combinar fragmentos usando as arestas emE. Nessa lógica,
pode acontecer: a) a criação de um novo fragmento, quando ao incluir a aresta e = (v1, v2)
não existe ainda os nós v1 e v2 em T ; b) a adição de uma aresta e no início ou no �m de
um fragmento existente, quando a aresta e incide somente num fragmento em T ou c) unir
dois fragmentos, quando a aresta e = (v1, v2) tem incidência em dois fragmentos. Assim,
para gerar uma solução T , o procedimento executa um laço enquanto houver algum nó em
U (linha 1). Dentro desse laço, a lista CL de movimentos candidatos é construída usando a
lista de arestas E (linha 3), avaliando se a inclusão dessa aresta no conjunto de fragmentos é
inviável. Isso acontece quando uma aresta e = (v1, v2) ∈ E gera um ciclo em T com |T | < |N |
ou quando os nós v1 ou v2 são internos a algum fragmento em T (linha 4). Caso a inclusão seja
viável, o movimento representado pela inclusão da aresta e é adicionado a CL como um par
ordenado, em que a primeira posição representa o peso da aresta e e, na segunda posição, como
a inserção deve ser feita. Após o preenchimento de CL, uma lista restrita RCL de candidatos
é gerada usando CL e Mα (linhas 12-14). Em seguida, na linha 15, um movimento é escolhido
aleatoriamente de RCL. Esse movimento é aplicado em T gerando a inserção da aresta e em
T (linha 16) e, na linha 17, os nós adicionados em T pelo movimento são removidos de U . A
heurística retorna a solução construída T quando U torna-se vazio (linha 19).



Capítulo 4. Metodologias para o Roteamento de Veículos 70

Algoritmo 4: MF(G, T, U,Mα,VALIDO)
entrada: Grafo G(N,E), um tour parcial T em Ω(TSP), o conjunto U de nós não

visitados, um número Mα ∈ [0, 1] e a função VALIDO
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 enquanto U 6= ∅ faça
2 CL← ∅;
3 para cada aresta e = (v1, v2) ∈ E faça
4 se (e fecha o tour T e |T | < |N |) ou (∃F ∈ T =⇒ v1 ou v2 são interiores a F )

então
5 Vá para a próxima aresta;
6 �m
7 m← (weight(e),Adicione a aresta e a T );
8 se VALIDO(m,T ) então
9 CL← CL ∪m;

10 �m
11 �m
12 pmin ← min {w | (w, u) ∈ RCL};
13 pmax ← max {w | (w, u) ∈ RCL};
14 RCL← {(wu, u) ∈ CL | wu ≤ pmin +Mα( pmax − pmin )};
15 Selecione (wr, ur) aleatoriamente de RCL;
16 Aplique ur em T ;
17 Remova nó em ur de U ;
18 �m
19 retorne T ;

O Algoritmo 5 mostra o pseudocódigo para a geração de uma solução construtiva.
O procedimento escolhe aleatoriamente uma heurística H dentre as heurísticas CLOSEST,
NEAREST, FARTHEST e MF. Então, usa H para gerar T . Note que a solução T pode ser vazia
no início do procedimento HEURISTICA-CONSTRUTIVA. Neste caso, a heurística construtiva
gera toda a solução. Caso T seja um tour parcial, a heurística construtiva somente completa T
usando o nós ainda não presentes em T , ou seja, os nós no conjunto U .

Algoritmo 5: HEURISTICA-CONSTRUTIVA(G, T,Mα,VALIDO)
entrada: Grafo G(N,E), um tour parcial T em Ω(TSP ), um número Mα ∈ [0, 1] e a

função VALIDO
saída : O tour T

1 U ← U \N ;
2 H ← Selecione aleatoriamente uma heurística construtiva em {CLOSEST, FARTHEST,

NEAREST, MF};
3 T ← H(G, T, U,Mα,VALIDO);
4 retorne T ;
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4.5 Heurística de Busca Local

Uma heurística de aprimoramento é um algoritmo que inicia como uma solução ini-
cial e a melhora por sucessivas mudanças. Um tipo comum de heurística de aprimoramento
é a busca local (LOURENÇO; MARTIN; STÜTZLE, 2019). Nela, uma série de modi�cações na
solução corrente S é de�nida com o objetivo de gerar um conjunto de soluções vizinhas a S,
em que cada modi�cação é conhecida como um movimento. A busca local compreende uma
laço em que a melhor solução vizinha torna-se a nova solução corrente na próxima iteração.
A heurística termina quando não é mais possível melhorar a solução corrente S.

A Figura 4 mostra um exemplo de aplicação de busca local. Ela parte de uma solução
inicial (initial solution na �gura). A partir de movimentos locais, novas regiões do espaço de
busca podem ser explorados. Em especial, existe o interesse em dois deles: os mínimos locais
(local minima na �gura) e o mínimo global (global minimum). Num problema de minimização,
o objetivo da busca é encontrar o mínimo global, a solução como o menor custo. Entretanto,
geralmente a heurística �ca presa num mínimo local, uma solução que não possui nenhum
vizinho melhor.

Figura 4 – Exemplo de Busca Local.

Fonte: Blocho (2020)

A Figura 5 mostra um exemplo da aplicação de movimentos na busca local. Ela parte
de uma solução inicial rotulada como 1. Diversos movimentos são aplicados gerando as so-
luções rotuladas de 2 a 7. Essa última é uma solução localmente ótima para os movimentos
disponíveis.

A heurística de busca local é especí�ca para cada tipo de VRP. Entretanto, o funcio-
namento dela pode ser esboçado conforme mostrado no Algoritmo 6. Ela funciona com um
conjunto MOV de movimentos para o problema. Aplicam-se esses movimentos à solução cor-
rente S e gera-se o conjunto NH de soluções vizinhas. Em seguida, seleciona-se a melhor
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Figura 5 – Exemplo de Movimento

Fonte: Martinez e Cao (2018)

solução S∗ presente em NH. Essa solução é comparada com a atual S. Se for melhor, a solução
S∗ torna-se a solução da próxima iteração. O laço de aplicação de movimentos e seleção de
soluções é realizado enquanto é possível melhorar a solução corrente. O método retorna como
resultado a melhor solução encontrada.

Algoritmo 6: BL-GENERICA(S)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP)
saída : Uma solução S ∈ Ω(VRP)

1 repetir← TRUE;
2 enquanto repetir = TRUE faça
3 Seja MOV o conjunto de movimentos da busca local;
4 Preenche NH com as soluções vizinhas a S usando os movimentos em MOV;
5 Selecione a melhor solução S∗ de NH;
6 se cost(S∗) < S então
7 S ← S∗;
8 senão
9 repetir← FALSE;

10 �m
11 �m
12 retorne S;

4.6 Heurística de Pertubação

A heurística de pertubação adiciona, aleatoriamente, uma modi�cação na solução T ∈
Ω(TSP) para aumentar a diversidade de um conjunto de soluções e evitar que a busca local
permaneça presa num mínimo local. As modi�cações são chamadas pertubação (LOURENÇO;
MARTIN; STÜTZLE, 2019).

Na Figura 6 é mostrado um exemplo de pertubação. Inicialmente, existe uma solução s∗
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que é localmente ótima em relação aos movimentos da busca local. Para continuar a explorar o
espaço de busca, uma pertubação é realizada em s∗ gerando como resultado uma nova solução
s′. Após isso, uma heurística de busca local é aplicada, a qual pode encontrar um novo mínimo
local na solução s∗′.

Figura 6 – Exemplo de Pertubação.

Fonte: Lourenço, Martin e Stützle (2019)

De forma semelhante à busca local, a heurística de pertubação é especí�ca para cada
tipo de VRP. De forma genérica, conforme mostrado no Algoritmo 7, a heurística seleciona
um caminho de tamanho p e um movimento. A partir disso, o movimento usa p para fazer a
pertubação na solução T . A solução perturbada T é retornada como resultado.

Algoritmo 7: PERTUBA-GENERICO(T,Mt)
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP ) e um número Mt ∈ [0, 1]
saída : O tour T ∈ Ω(TSP )

1 Seja MOV o conjunto de movimentos de pertubação;
2 Selecione o movimento de pertubação m, aleatoriamente, em MOV;
3 Seja p um número inteiro aleatório no intervalo [1, 1 +Mt ∗ |T |];
4 Aplique m a T usando o caminho p;
5 retorne T ;

4.7 Meta-heurísticas VNS e GRASP

A Variable Neighborhood Search (VNS), proposta por Hansen e Mladenović (1999), é
uma meta-heurística para resolver problemas combinatórios que consiste de duas etapas: per-
tubação e busca local. A ideia geral dessa meta-heurística é a mudança metódica de vizinhança
combinada com uma fase de descida para encontrar ótimos locais e a aplicação de pertubações
para sair desses mínimos locais (HANSEN; MLADENOVIĆ, 2014). O Algoritmo 8 mostra um
pseudocódigo genérico do VNS. A meta-heurística recebe uma solução inicial e o número de
iterações que devem ser realizadas. Em cada uma destas, uma pertubação é realizada na so-
lução corrente S, gerando uma nova solução. Nela, é aplicado algum procedimento de busca
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local. Caso essa solução localmente ótima seja melhor que a solução corrente, ela é utilizada
nas próximas iterações. O resultado da meta-heurística é melhor solução encontrada.

Algoritmo 8: VNS-GENERICO(S,Mv)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP) e o número máximo Mv de iterações do VNS
saída : Uma solução S∗ ∈ Ω(VRP)

1 S∗ ← S;
2 para k = 1, · · · ,Mv faça
3 S ← S∗;
4 Pertube S;
5 Aplique a buscal local a S;
6 se cost(S) < cost(S∗) então
7 S∗ ← S;
8 �m
9 �m

10 retorne S∗;

O Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP), proposto por Feo e Resende
(1989), é uma meta-heurística que incorpora componentes gulosos, probabilísticos e adapta-
tivos na resolução de problemas combinatórios. Cada iteração do GRASP é dividida em duas
partes: i) fase de construção e ii) fase de busca local. Na fase de construção, uma solução S é
gulosa e probabilisticamente construída para ser usada como solução inicial. A segunda fase,
a busca local, repetidamente substitui a solução atual S pela melhor solução em NH , em que
NH representa o conjunto de soluções vizinhas a S. A solução �nal do GRASP é o melhor S∗

encontrado entre todas as iterações (RESENDE; RIBEIRO, 2010).

A meta-heurística GRASP proposta é especí�ca para cada tipo de problema VRP. En-
tretanto, é possível esboçar um pseudocódigo genérico conforme mostrado no Algoritmo 9. O
procedimento recebe os dois parâmetros principais que controlam o número de iterações e a
aleatoriedade. Ele itera por um número especí�co de vezes, em que uma solução é construída
usando um algoritmo construtivo cujos movimentos são selecionados a partir da lista restrita
RCL. Dada uma solução inicial S, a busca local é aplicada para encontrar o mínimo local. Após
a �nalização das iterações, o procedimento retorna a melhor solução S∗ encontrada.

Com o GRASP é uma meta-heurística com aplicação de busca local, ele pode ser hibri-
dizado com outras meta-heurísticas que realizem exploração do espaço de busca. No caso da
hibridização de GRASP e VNS, este torna-se o procedimento usado na fase de busca local do
GRASP. Essa hibridização é mostrada no Algoritmo 10.
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Algoritmo 9: GRASP-GENERICO(G,Mi,Mα)
entrada: Grafo G(N,E), o número máximo Mi de iterações do GRASP e um número

Mα ∈ [0, 1]
saída : Uma solução S∗ ∈ Ω(VRP)

1 S∗ ← ∅;
2 para k = 1, · · · ,Mi faça
3 Construa S com uma heurística construtiva usando Mα;
4 Aplique a buscal local a S;
5 se cost(S) < cost(S∗) então
6 S∗ ← S;
7 �m
8 �m
9 retorne S∗;

Algoritmo 10: GRASP-VNS-HIBRIDO(G,Mi,Mα)
entrada: Grafo G(N,E), o número máximo Mi de iterações do GRASP e um número

Mα ∈ [0, 1]
saída : Uma solução S∗ ∈ Ω(VRP)

1 S∗ ← ∅;
2 para k = 1, · · · ,Mi faça
3 Construa S com uma heurística construtiva usando Mα;
4 Aplique o VNS a S;
5 se cost(S) < cost(S∗) então
6 S∗ ← S;
7 �m
8 �m
9 retorne S∗;

4.8 Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC) e Problema de

Particionamento de Conjuntos (PPC)

O Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC) e o Problema de Particionamento de
Conjuntos (PPC) são formulações clássicas para resolver o VRP (BALINSKI; QUANDT, 1964;
AGARWAL; MATHUR; SALKIN, 1989). A ideia base em ambos métodos é gerar todas as rotas
viáveis (isto é, rotas que iniciam e terminam no depósito e que atendam todas as restrições
do problema) e então determinar, entre essas rotas, um subconjunto que atenda a todas as
requisições do VRP com o menor custo possível (BRAMEL; SIMCHI-LEVI, 2002). A principal
diferença entre esses métodos é se um nó pode ou não ser visitado por mais de uma rota. No
PCC, isso é possível, enquanto o PPC demanda que qualquer nó deve ser visitado exatamente
por uma rota.

Os modelos matemáticos clássicos do PCC e do PPC são de�nidos as seguir (CAPRARA;
TOTH; FISCHETTI, 2000). Seja A = (ai,j) uma matriz binária de dimensão m × n, c = (cj)
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um vetor real de dimensão n, IM = {1, · · · ,m} e IN = {1, · · · , n} conjuntos de indexação.
A coluna j ∈ IN representa o índice de uma rota. O valor cj > 0, j ∈ IN , representa o custo
da coluna j (custo da rota j). De�ne-se que a coluna j ∈ IN cobre a linha i ∈ IM se ai,j = 1,
isto é, a rota j visita o nó i. O objetivo é encontrar o subconjunto de custo mínimo C ⊆ IN

de colunas tal que que cada linha i ∈ IM é coberta por, pelo menos, uma coluna j ∈ C . Seja
xj , j ∈ C , uma variável de decisão binária com xj = 1 se j ∈ C ou xj = 0, caso contrário. O
modelo de Programação Inteira para o Problema de Cobertura de Conjuntos (PI-PCC) para o
VRP pode ser escrito da seguinte forma:

Minimizar
∑
j∈IN

cjxj (4.1)

Sujeito a: ∑
j∈IN

ai,jxj ≥ 1, ∀i ∈ IM (4.2)
∑
j∈IN

xj ≤ |K|, (4.3)

x ∈ {0, 1} , ∀j ∈ IN (4.4)

O modelo de Programação Inteira para o Problema de Particionamento de Conjuntos
(PI-PPC) é de�nido como se segue (BRAMEL; SIMCHI-LEVI, 2002):

Minimizar
∑
j∈IN

cjxj (4.5)

Sujeito a: ∑
j∈IN

ai,jxj = 1, ∀i ∈ IM (4.6)
∑
j∈IN

xj ≤ |K|, (4.7)

x ∈ {0, 1} , ∀j ∈ IN (4.8)

Neste trabalho, duas modi�cações são realizadas nesses modelos. A primeira alteração
é na formulação do PI-PCC (4.1)-(4.4), pois o modelo exato é difícil de resolver mesmo para ins-
tâncias relativamente pequenas (BRAMEL; SIMCHI-LEVI, 1997), visto que o PCC é classi�cado
como NP-difícil (LENSTRA; KAN, 1981). De modo a superar essa característica, a abordagem
utilizada é resolver a relaxação linear do modelo PI-PCC. O modelo de Relaxação Linear do
Problema de Corbetura de Conjuntos (RL-PCC) é de�nido da seguinte forma:

Minimizar
∑
j∈IN

cjxj (4.9)

Sujeito a: (4.10)
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∑
j∈IN

ai,jxj ≥ 1,∀i ∈ IM (4.11)
∑
j∈IN

xj ≤ |K|, (4.12)

0 ≤ x ≤ 1, ∀j ∈ IN (4.13)

A segunda alteração é a inclusão de novas restrições no modelo PI-PPC para colunas
(rotas) i, j que não possam estar na mesma solução, mesmo que não atendam os mesmos nós.
Para isso, de�ne-se uma nova função chamada PPC-RESTRICAO(i, j) que determina se as
rotas i e j podem pertencer a uma mesma solução no PI-PPC. Essa função é especí�ca para
os problemas CVRP e HRP. Neste último caso, o objetivo é impedir que se gere uma solução
para o HRPM com rotas que violem as restrições de pouso seguro. A nova restrição é proposta
usando a função PPC-RESTRICAO da seguinte forma:

(xi − 1)Bi +
∑
j∈IM

xj ∗ PPC-RESTRICAO(xi, xj) ≤ 0,∀i ∈ IM (4.14)

em que Bi = ∑
j∈IM

PPC-RESTRICAO(xi, xj) é uma constante.

Os modelos PCC e PPC precisam do conjunto πs de soluções em Ω(VRP) para montar
a matriz Am×n e o vetor coluna c1×n. No Algoritmo 11 esse procedimento é mostrado para a
matriz do PCC. Ele recebe como entrada o conjunto πs de soluções no espaço Ω(VRP). No
procedimento, inicialmente, o conjunto R é preenchido com cada rota que ocorre no conjunto
de soluções πS (linha 3). Então, a matriz Am×n e o vetor c1×n são preenchidos com os valores
apropriados no laço principal do procedimento (linhas 10-19). Os resultados do procedimento
são a matriz A e o vetor c.

No Algoritmo 12 é mostrado o procedimento para construir a matriz do PPC. Ele recebe
como entrada o conjunto πs de soluções no espaço Ω(VRP) e a função PPC-RESTRICAO. No
procedimento, inicialmente, constrói-se a matriz A e o vetor coluna c usando o método PCC-
MATRIZES (linha 1). Então, um laço é realizado para detectar rotas rj que possuem alguma
restrição com outras rotas representadas na matrizA (linhas 4-14). Para cada rota rj , uma nova
linha é adicionada a A. O resultado do algoritmo é a matriz modi�cada A e o vetor coluna c.

De�nidos os modos de construir as matrizes do PCC e do PPC, o próximo passo é
de�nir os métodos de resolução usando esses modelos. No caso do PCC, optou-se por gerar
uma solução T em Ω(TSP), pois nele usa-se a versão relaxada do modelo matemático. Assim,
é mais simples construir uma solução nesse espaço que gerar uma solução em Ω(VRP). O
método para o PPC gera uma solução completa no espaço Ω(VRP).

No método proposto, a solução inicial é construída pelo PCC-SOLUCAO a partir de so-
luções locais ótimas geradas pelo VNS e pelas heurísticas construtivas. Dado que o RL-PCC é
um modelo relaxado para o VRP, o conjuntoR de rotas produzidas por esse modelo não repre-
senta uma solução viável em Ω(VRP) ou mesmo um conjunto ordenado de rotas para o VRP
em termos de qualidade de solução. Portanto, a estratégia escolhida é mapear esse conjunto C
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Algoritmo 11: PCC-MATRIZES(G, πS)
entrada: Grafo G(N,E) e o conjunto πS de soluções em Ω(VRP)
saída : Uma matriz Am×n e um vetor coluna c1×n

1 R← ∅;
2 para cada S ∈ πS faça
3 R← R← {r | r é um rota em S};
4 �m
5 Seja n o número de rotas em R;
6 Seja m = |N |;
7 Am×n = [ai,j], em que ai,j = 0;
8 c = [0, · · · , 0]1×n;
9 j = 1;

10 para cada r ∈ R faça
11 para cada i ∈ N \ k0 faça
12 se i ∈ r então
13 A[i− 1, j] = 1;
14 �m
15 �m
16 c[j] = cost(r);
17 A[m, j] = 1;
18 j ← j + 1;
19 �m
20 retorne [Am×n, c1×n];

Algoritmo 12: PPC-MATRIZES(G, πS,PPC-RESTRICAO)
entrada: Grafo G(N,E), conjunto πS de soluções Ω(VRP) e a função

PPC-RESTRICAO
saída : Uma matriz Am×n e um vetor coluna c1×n

1 [Ak×n, c1×n]← PCC-MATRIZES(G, πS);
2 Seja n = |N |;
3 Seja IN o conjunto que indexa as colunas de A;
4 para cada coluna j de IN faça
5 Seja rj a rota que a coluna j representa;
6 Seja v um vetor linha de n colunas;
7 Seja Bi = ∑

j∈IN

PPC-RESTRICAO(xi, xj);

8 v[j] = Bi;
9 para cada coluna k de IN , k 6= j faça
10 Seja rk a rota que a coluna k representa;
11 v[k] = PPC-RESTRICAO(rj, rk);
12 �m
13 Adicione o vetor linha v como uma nova linha de A;
14 �m
15 retorne [Am×n, c1×n];
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numa solução parcial T de Ω(TSP). Para fazer isso, é preferível que o conjunto R esteja or-
denado em função de alguma característica, por isso, de�ne-se quatro estratégias designadas
pela letra grega φ com esse objetivo. Ao aplicar uma dessas estratégias, é possível construir
uma solução parcial T ∈ Ω(TSP) a partir do conjunto R e, se necessário, �nalizar a solução
T com uma heurística construtiva. Esse esquema de usar RL-PCC, soluções geradas pelo VNS
e heurísticas construtivas é aplicado como uma tática para diversi�car a exploração do espaço
de busca e para aumentar a qualidade da solução inicial T ∈ Ω(TSP).

O procedimento PCC-SOLUCAO para a construção de uma solução é apresentado no
Algoritmo 13. Ele recebe como entrada o grafoG(N,E) representando o problema, o conjunto
πPCC ⊂ Ω(VRP) de soluções e a estratégia de ordenação φ. Na linha 2, as matrizes A e c são
montadas usando as soluções em πPCC . Em seguida, na linha 3, o RL-PCC é resolvido usando
essas matrizes com a geração do vetor solução x, o qual é transformado no vetor R de rotas
selecionadas (xj > 0) na solução do VRP (linha 4). Na linha 5, o vetorR de soluções é ordenado
conforme a estratégia φ. Em seguida, no laço 6-11, a solução T é construída usando R como
base. Nesse laço, para cada rota r ∈ R, é veri�cado se algum elemento de r já ocorre em
T (linha 8). Se isso for falso, então signi�ca que r pode ser adicionado ao �nal de T (linha
9). O procedimento PCC-SOLUCAO retorna como resultado a solução (possivelmente parcial)
T ∈ Ω(TSP).

Algoritmo 13: PCC-SOLUCAO(G, πPCC , φ)
entrada: Grafo G(N,E), o conjunto πPCC de soluções em Ω(VRP) e a estratégia de

ordenamento φ
saída : Uma solução T ∈ Ω(TSP)

1 T ← ∅;
2 [A, c]← PCC-MATRIZES(G, πPCC);
3 Seja x a solução exata do RL-PCC usando Am×n and c1×n;
4 Seja R = {(xj, rj)|xj > 0 e rj a rota da coluna j} ;
5 R← φ(R);
6 para cada i← 1, · · · , |R| faça
7 r ← rota armazenada em R[i];
8 se Nenhum nó em r está em T então
9 T ← T ∪ r;

10 �m
11 �m
12 retorne T ;

A estratégia φ(R) é uma função que ordena o vetor R de rotas de acordo com o valor
de xj na primeira componente do par ordenado. Quatro estratégias são propostas conforme
é apresentado na Tabela 8. Utiliza-se o modelo relaxado do PCC, portanto o número de rotas
pode ser maior que o número de veículos |K| e a estratégia considera essa característica.

No Algoritmo 14 é apresentado o método para gerar soluções S em Ω(VRP) usando o
PPC. Ele recebe como entrada o grafoG(N,E) representando o problema, o conjunto πPPC ⊂
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Tabela 8 – Lista de estratégias propostas para ordenar o vetor R de rotas.

Estratégia Descrição
φb(R) Ordena o vetor R de rotas em ordem decrescente. Assim, rotas rj com os me-

lhores valores xj são colocadas no começo do vetor ordenado.
φw(R) Ordena o vetorR de rotas em ordem crescente. Assim, rotas rj com os melhores

valores xj são colocadas no �nal do vetor ordenado.
φsb(R) Ordena o vetor R de rotas em ordem decrescente. Então, permute aleatoria-

mente as primeiras |K| posições do vetor ordenado R. Assim, as rotas com
os melhores valores de xj são colocadas nas primeiras |K| posições do vetor
ordenado, mas em posições aleatórias.

φsw(R) Ordena o vetor R de rotas em ordem crescente. Assim, as rotas com os piores
valores de xj são colocadas nas primeiras |K| posições do vetor ordenado, mas
em posições aleatórias.

Ω(VRP) de soluções e a função PPC-RESTRICAO. Na linha 1, as matrizes A e c são montadas
usando as soluções em πPPC . Em seguida, na linha 2, o PPC é resolvido usando essas matrizes
com a geração do vetor solução x, o qual é transformado na solução �nal S a partir das rotas
selecionadas (xj = 1) do VRP (linha 3).

Algoritmo 14: PPC-SOLUCAO(G, πPPC ,PPC-RESTRICAO)
entrada: Grafo G(N,E), o conjunto πPPC de soluções em Ω(VRP) e a função

PPC-RESTRICAO
saída : Uma solução S ∈ Ω(VRP)

1 [A, c]← PPC-MATRIZES(G, πPPC ,PPC-RESTRICAO);
2 Seja x a solução exata do PPC usando Am×n and c1×n;
3 Seja S = {rj|xj = 1 e rj a rota da coluna j} ;
4 retorne S;

A seguir, um exemplo de aplicação dos algoritmos PCC-SOLUCAO e PPC-SOLUCAO
é apresentado. Seja π = πPCC = πPPC o conjunto de soluções para o grafo G(N,E) com
N = {0, 1, 2, 3, 4} para algum problema VRP com três veículos (|K| = 3):

π = {S1, S2, S3}

em que Si, 1 ≤ i ≤ 3, são as seguintes soluções:

S1 = {r1,1 : [0, 1, 2, 0] ,

r1,2 : [0, 3, 4, 0]}

S2 = {r2,1 : [0, 1, 0] ,

r2,2 : [0, 3, 2, 0] ,

r2,3 : [0, 4, 0]}

S3 = {r3,1 : [0, 1, 3, 0] ,
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r3,2 : [0, 2, 4, 0]}

A matriz A construída por PCC-MATRIZES para π é :

A =



r1,1 r1,2 r2,1 r2,2 r2,3 r3,1 r3,2

1 1 0 1 0 0 1 0
2 1 0 0 1 0 0 1
3 0 1 0 1 0 1 0
4 0 1 0 0 1 0 1
K 1 1 1 1 1 1 1


em que as colunas ri,j representam as rotas j da solução Si, as linhas 1 ≤ i ≤ 4 representam
o atendimento de cada nó i em V e a linha K relaciona-se ao número máximo de veículos
utilizados (Restrições 4.3))

O vetor coluna c que representa o custo de cada rota construída por PCC-MATRIZES
para π pode ser, por exemplo, o seguinte:

cT =
(r1,1 r1,2 r2,1 r2,2 r2,3 r3,1 r3,2

20 20 10 15 16 24 29
)

ResolvendoA e c no modelo relaxado RL-PCC conforme realizado em PCC-SOLUCAO
(linha 3), o seguinte vetor solução é obtido:

xT =
(r1,1 r1,2 r2,1 r2,2 r2,3 r3,1 r3,2

0,5 0 0,5 0,5 1 0 0
)

Em seguida, formam-se pares ordenados de valor solução e índice da rota quando xi >
0:

R = [(0,5; r1,1), (0,5; r2,1), (0,5; r2,2), (1; r2,3)]

Ainda no PCC-SOLUCAO (linha 5), aplica-se uma função de ordenação emR. Suponha
que seja φb(R), a qual ordena de forma decrescente em relação ao valor da primeira compo-
nente do par ordenado. Então, R torna-se:

R = [(1; r2,3), (0,5; r1,1), (0,5; r2,1), (0,5; r2,2)]

O próximo passo no método PCC-SOLUCAO é construir uma solução T segundo o
vetor ordenado R. Assim, primeiro se adiciona a rota r2,3 : [0, 4, 0] a T :

T = [0, 4, 0]

adiciona-se, a seguir, a rota r1,1 : [0, 1, 2, 0]:

T = [0, 4, 1, 2, 0]
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As adições de r2,1 : [0, 1, 0] e de r2,2 : [0, 3, 2, 0] não podem ser feitas a T , pois 1 e 2 já
estão em T . Logo, a solução (parcial) de PCC-SOLUCAO é:

T = [0, 4, 1, 2, 0]

Em relação ao método PPC-SOLUCAO, ele usa as matrizes A e c como base, sendo que
aquela ainda é completada com a adição de novas linhas que indicam restrições entre rotas.
Suponha que PPC-RESTRICAO(v, w) = PPC-RESTRICAO(w, v) = 1 somente quando
v = r2,2 e w = r3,1 e quando v = r2,2 e w = r3,2. Para os outros casos, é 0. Então a matriz
modi�cada A utilizada por PPC-SOLUCAO é:

A =



r1,1 r1,2 r2,1 r2,2 r2,3 r3,1 r3,2

1 1 0 1 0 0 1 0
2 1 0 0 1 0 0 1
3 0 1 0 1 0 1 0
4 0 1 0 0 1 0 1
K 1 1 1 1 1 1 1
r1,1 0 0 0 0 0 0 0
r1,2 0 0 0 0 0 0 0
r2,1 0 0 0 0 0 0 0
r2,2 0 0 0 2 0 1 1
r2,3 0 0 0 0 0 0 0
r3,1 0 0 0 1 0 1 0
r3,2 0 0 0 1 0 0 1


Note que as linhas nulas de A não precisam ser representadas e são, geralmente, re-

movidas pelos pacotes de resolução de PL. Resolvendo A e c no método PPC-SOLUCAO, a
seguinte solução é encontrada para o modelo matemático:

xT =
(r1,1 r1,2 r2,1 r2,2 r2,3 r3,1 r3,2

1 1 0 0 0 0 0
)

Então a solução S gerada por PPC-SOLUCAO é o conjunto de rotas {r1,1, r1,2}.

4.9 Considerações Finais

Nesse capítulo foram apresentados os componentes do método proposto. No próximo
capítulo é apresentada a matheurística proposta aplicada a problemas CVRP.
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5 Metodologia de Resolução do CVRP com

Matheurística

Neste capítulo é apresentado o método proposto, chamado Matheurística GRASP+VNS
para o CVRP (MGV-C), para resolver o problema CVRP através do uso de matheurística, abor-
dagem hierárquica e hibridizações. Para isso, todos os algoritmos apresentados no Capítulo 4
são utilizados no novo método.

5.1 Introdução

Neste capítulo, uma abordagem hierárquica segundo a estratégia RFCS é proposta para
resolver o CVRP usando uma matheurística híbrida deGreedy Randomized Adaptive Search Pro-
cedure (GRASP) e Variable Neighborhood Search (VNS). Inicialmente, o roteamento (route-�rst)
é realizado usando heurísticas construtivas e o modelo matemático do Problema de Cobertura
de Conjuntos (PCC). O PCC utiliza soluções locais ótimas encontradas em iterações prévias do
VNS para criar um tour parcial, o qual é completado por heurísticas construtivas, se necessá-
rio. O roteamento compreende a fase construtiva do GRASP. Em seguida, o passo de clustering
(cluster-second) é realizado usando um algoritmo de splitting, uma busca local e o VNS. Esse
passo compreende a busca local do GRASP. Essa abordagem de roteamento e clustering é exe-
cutada por um número determinado de vezes. Por �m, o modelo matemático do Problema de
Particionamento de Conjuntos (PPC) fornece uma solução �nal que é, pelo menos, melhor ou
igual às soluções locais encontradas anteriormente no procedimento. O método apresentado
é considerado uma matheurística visto que o PCC, os métodos construtivos e o VNS colabo-
ram ativamente entre si através de um mecanismo de retroalimentação para explorar distintas
regiões do espaço de soluções.

5.2 Método Proposto

O MGV-C utiliza diversos espaços de soluções. Dada a necessidade de operar em es-
paços distintos, duas funções, chamadas de SPLIT-CVRP e CONCAT, fazem a conversão entre
esses diferentes espaços. Além disso, utilizam-se os modelos matemáticos PCC e PPC para
gerar soluções parciais e a solução �nal da matheurística, respectivamente.

Na primeira fase do GRASP, uma solução candidata T é construída usando o modelo
matemático do Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC), o qual usa as soluções prévias
geradas no VNS para resolver o modelo. Como a solução candidata T pode ser incompleta,
heurísticas construtivas são usadas para terminar a construção de T se necessário. Nessa parte
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da matheurística, o PCC faz uma ligação entre as soluções prévias geradas pelo VNS e as
soluções parciais fornecidas pela fase construtiva do GRASP. Note que no início do GRASP, não
há nenhuma solução gerada pelo VNS, portanto, o PCC fornece uma solução vazia e a solução
dessa fase é construída inteiramente pela heurística construtiva. Além disso, para impedir que
o PCC �que preso num mínimo local, o conjunto de soluções usadas no PCC é esvaziado caso o
VNS �que um certo número de iterações sem encontrar uma solução superior à melhor solução
já encontrada.

Após a construção da solução inicial, inicia-se a fase de busca local do GRASP. Na
matheurística MGV-C, essa fase é realizada pelo VNS. Essa heurística usa uma série de pro-
cedimentos de pertubação e de busca local para escapar de mínimos locais e explorar novas
regiões do espaço de busca. Além disso, o VNS mantém o registro dos ótimos locais encontra-
dos para serem usados na fase construtiva. Nessa fase, é necessário converter a solução T para
a solução S num espaço de busca distinto e vice-versa. Isso é necessário porque as operações
do VNS operam em ambos espaços de busca.

As fases de construção e busca local são realizadas por um número determinado de
iterações. Com a �nalização dessas iterações do GRASP, o Problema de Particionamento de
Conjuntos (PPC) é usado para criar uma solução �nal a partir das soluções localmente ótimas
geradas no decorrer do GRASP.

A Figura 7 mostra uma visão geral do método proposto. Os seguintes passos são reali-
zados na matheurística MGV-C:

• Inicia-se pela fase construtiva do GRASP;

• Uma solução construtiva T (espaço Ω(TSP)) é gerada pelo PCC usando o método PCC-
SOLUCAO;

• A solução T pode ser incompleta. Por isso, o método HEURISTICA-CONSTRUTIVA é
usado para completá-la;

• A solução T (espaço Ω(TSP)) é convertida para a solução S (espaço Ω(VRP)) usando
o método de splitting SPLIT-CVRP;

• Inicia-se a fase de busca local do GRASP;

• Uma busca local é realizada na solução S;

• Entra-se no ciclo de pertubação e busca local do VNS;

• Na pertubação do VNS, a solução S é convertida para uma solução T usando o método
CONCAT;

• A solução T é modi�cada usando um movimento de pertubação;
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• A solução modi�cada T é convertida na solução S usando SPLIT-CVRP. Em S é aplicada
uma busca local;

• Esse ciclo de pertubação e busca local do VNS é executado por um número determinado
de vezes;

• Finalizado o VNS, veri�ca-se se há ainda iterações do GRASP. Se sim, o procedimento
inicia um novo ciclo de fase construtiva e busca local do GRASP. Caso contrário, uma
solução é construída usando o modelo matemático PPC.

Figura 7 – Visão geral do método proposto MGV-C.

MGV-C

VNS

INÍCIO FIM

Construa a solução inicial com
PCC-SOLUCAO e
HEURISTICA-CONSTRUTIVA

Gere S usando PPC-SOLUCAOIterar?S N

Fim do VNS

Aplique busca local BL-CVRP a S

S← SPLIT-CVRP(T)

Pertube T
T←CONCAT(S)

Aplique busca local BL-CVRP a S

S←SPLIT-CVRP(T) T←CONCAT(S)

Fonte: Autor

O pseudocódigo para o CVRP, denominado nesta tese de MGV-C, é de�nido no Algo-
ritmo 15. Ele recebe o grafo G(N,E) representado o CVRP, o número máximo de iterações
Mi, o número Mα ∈ [0, 1] que controla o grau de aleatoriedade nas heurísticas construtivas, o
número de iterações Mv do VNS, o número máximo de iterações Ms sem melhoria no VNS, o
número Mt ∈ [0, 1] que controla o grau de pertubação e a estratégia de ordenação φ. O resul-
tado do algoritmo é uma solução S ∈ Ω(VRP). No início do procedimento, nas linhas 1-4, as
variáveis de controle de iterações e os conjuntos de soluções são de�nidos com os seus valores
iniciais. No laço, entre as linhas 5 e 32, encontra-se o bloco principal da meta-heurística GRASP
com a construção e melhoria de uma solução. Nesse bloco, a primeira etapa é construir uma so-
lução inicial T no espaço Ω(TSP) via procedimento PCC-SOLUCAO (Algoritmo 13) na linha 6.
Esse procedimento recebe o grafo G(N,E) do CVRP e as soluções construídas anteriormente
contidas em πpcc. Uma vez que uma solução inicial é construída pelo PCC-SOLUCAO, ela pode
ser incompleta ou vazia. Assim, o método HEURISTICA-CONSTRUTIVA é aplicada a T para
completá-la. O método HEURISTICA-CONSTRUTIVA (Algoritmo 5) recebe como entrada o
grafo G(N,E) do CVRP, o parâmetro Mα que controla a lista restrita RCL de movimentos
candidatos e a função VALIDO-CVRP que determina se uma solução T é válida para o CVRP.
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A seguir, a solução T é transformada para o espaço Ω(VRP) (linha 8), uma busca local é apli-
cada nela (linha 9) e a solução resultante é repassada para o laço interno que representa o
VNS (linhas 11-25). No VNS, um laço de aplicação de pertubação e busca local é executado. O
resultado dele é o número acumulado de iterações sem melhoria ic, a melhor solução encon-
trada S e o conjunto πS preenchido com as soluções localmente ótimas encontradas no VNS.
Finalizada a sequência clássica de construção e melhoria do GRASP, o procedimento atualiza
as variáveis de controle em seguida. Os conjuntos πPCC e πPPC são preenchidos com as novas
soluções encontradas no VNS (linhas 26 e 27). No bloco de controle da linha 28 examina-se se
o limite máximo de iterações sem melhoria foi atingido. Se for o caso, então o conjunto πPCC
é esvaziado e a variável ic recebe o valor nulo. O objetivo aqui é reiniciar as soluções em πPCC

de modo a evitar que o procedimento PCC-SOLUCAO (Algoritmo 13) prenda-se numa solução
localmente ótima. Como último passo, após todas as iterações do algoritmo, o PPC-SOLUCAO
(Algoritmo 14) é aplicado, na linha 33, usando o conjunto πPPC , que contém todas as soluções
localmente ótimas encontradas pelo VNS, para gerar a solução �nal S ∈ Ω(VRP).

Note que o Algoritmo 15 utiliza os espaços Ω(TSP) e Ω(VRP). Apesar de ser uma
aplicação no CVRP, manteve-se a designação das soluções do CVRP como Ω(VRP). Além
disso, os métodos VALIDO-CVRP, SPLIT-CVRP, BL-CVRP, PERTUBA-CVRP e RESTRICAO-
CVRP são especí�cos para problemas CVRP e são apresentados no restante do capítulo. Os
outros métodos do MGV-C já foram analisados e discutidos no Capítulo 4. No Apêndice B
mostra-se um exemplo de aplicação da matheurística MGV-C.

5.3 Representação Computacional

As soluções dos espaços Ω(TSP) e Ω(VRP) são representadas como vetores de inteiros
em memória, em que os inteiros designam cada nó do grafo G(N,E) do problema CVRP. No
Algoritmo 15 da matheurística MGV-C, uma das partes mais custosas computacionalmente é
a geração das vizinhanças no método de busca local BL-CVRP (Algoritmo 19).

Nesse trabalho, a representação das soluções no espaço Ω(VRP) também possui veto-
res auxiliares utilizados pelos movimentos da busca local, conforme proposto por Prins (2009).
O emprego desses vetores auxiliares permite que a busca local BL-CVRP (Algoritmo 19) calcule
o custo da solução vizinha a S sem a necessidade da aplicação computacional do movimento
em análise. Ou seja, não é necessário gerar a solução S+ vizinha a S para determinar seu
real custo. Isso pode ser feito somente com as informações armazenadas nos vetores auxili-
ares. Dessa forma, a quantidade de tempo computacional dispendido durante a aplicação do
procedimento BL-CVRP (Algoritmo 19) é reduzida.

Seja T uma solução no espaço Ω(TSP) e G(N,E) o grafo do problema CVRP, então o
vetor ZT de tamanho |ZT | = |N |+ 1 é de�nido da seguinte forma:
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Algoritmo 15:MGV-C(G,Mi,Mα,Mt,Mv,Ms, φ)
entrada: Grafo G(N,E), o número máximo Mi de iterações do GRASP, um número

Mα ∈ [0, 1], um número Mt ∈ [0, 1], o número máximo Mv de iterações do
VNS, o número máximo Ms de iterações sem aprimoramento e a estratégia
de ordenamento φ

saída : Uma solução S ∈ Ω(VRP)
1 ic ← 0 ;
2 πPCC ← ∅;
3 πPPC ← ∅;
4 S̄ ← ∅;
5 para i = 0, · · · ,Mi faça
6 T ← PCC-SOLUCAO(G, πPCC , φ);
7 T ← HEURISTICA-CONSTRUTIVA(G, T,Mα,VALIDO-CVRP);
8 S ← SPLIT-CVRP(T );
9 S ← BL-CVRP(S);

10 πS ← ∅;
11 para k = 1, · · · ,Mv faça
12 ic ← ic + 1;
13 T ∗ ← CONCAT(S);
14 T ∗ ← PERTUBA-CVRP(T ∗,Mt);
15 S∗ ← SPLIT-CVRP(T ∗);
16 S∗ ← BL-CVRP(S);
17 πS ← πS ∪ {S∗};
18 se cost(S∗) < cost(S) então
19 S ← S∗;
20 �m
21 se cost(S∗) < cost(S̄) então
22 ic ← 0;
23 S̄ ← S;
24 �m
25 �m
26 πPCC ← πPCC ∪ πS ;
27 πPPC ← πPPC ∪ πS ;
28 se ic ≥Ms então
29 πPCC ← ∅;
30 ic ← 0;
31 �m
32 �m
33 S ← PPC-SOLUCAO(G, πPPC ,RESTRICAO-CVRP);
34 retorne S;
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ZT [i] =
{
T [i] se 0 ≤ i < |N |+ 1

Seja S = {s1, s2, · · · , sr} uma solução com r rotas no espaço Ω(VRP) e G(N,E) o
grafo do problema CVRP, então o vetor ZS de tamanho |ZS| = |N |+ 2 ∗ (r+ 1) é de�nido da
seguinte forma:

ZS = Zs1 + Zs2 + · · ·Zsr

em que + é a operação de concatenação de dois vetores Zi e Zj e Zs1 , Zs2 , · · · , Zsr são as
representações computacionais de cada rota de S:

Zsk
[i] =

{
sk [i] se 0 ≤ i < |sk|

Os vetores auxiliares de S são o vetor de rota ZR, os vetores de demanda Zb
Q e Za

Q e
os vetores de custo Zb

C e Za
C . Todos os vetores possuem o tamanho de ZS . O vetor de rota ZR

retorna na posição i a rota a que ZS[i] pertence:

ZR[i] =
{

o número representando a rota s ∈ S a que ZS[i] pertence

Os vetores de demanda Zb
Q e Za

Q denotam, na posição i, a demanda total atendida da
rota antes do atendimento de i e após o atendimento de i, respectivamente. Assim,

Zb
Q[i] =

a demanda total atendida até ZS[i− 1], partindo de ZS[j] = k0,

em que ZR[j] = ZR[i] e j < i

Za
Q[i] =

a demanda total atendida após ZS[i], até de ZS[j] = k0,

em que ZR[j] = ZR[i] e i < j

De maneira semelhante, os vetores de custo Zb
C e Za

C denotam, na posição i, o custo
total da rota antes do atendimento de i e após o atendimento de i, respectivamente. Assim,

Zb
C [i] =

O custo total até ZS[i− 1], partindo de ZS[j] = k0,

em que ZR[j] = ZR[i] e j < i

Za
C [i] =

O custo total após ZS[i], até de ZS[j] = k0,

em que ZR[j] = ZR[i] e i < j

5.4 Heurística de Busca Local

Na busca local do CVRP, três movimentos são utilizados como descrito por Prins (2009):
2-OPT, CROSSOVER e OR-OPT. No movimento 2-OPT, conforme descrito no Algoritmo 16,
as soluções vizinhas são geradas a partir de S usando cada par de rotas ri, rj ∈ S. Nesse
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movimento, as arestas [ki, ki+1] ∈ ri e [kl, kl+1] ∈ rj são substituídas pelas novas arestas
[ki, kl] e [ki+1, kl+1] (linhas 5-6). Cada nova solução vizinha gerada é registrada no conjunto
P (linha 7). O algoritmo retorna o conjunto P de soluções vizinhas do movimento 2-OPT. A
Figura 8 mostra um movimento genérico do 2-OPT.

Algoritmo 16: 2-OPT(S)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP)
saída : Um conjunto P de soluções em Ω(VRP)

1 P ← ∅;
2 para cada ri ∈ S e rj ∈ S, ri 6= rj faça
3 para cada [ki, ki+1] ∈ ri e [kl, kl+1] ∈ rj faça
4 S+ ← S;
5 Remova as arestas [ki, ki+1] e [kl, kl+1] de S+;
6 Adicione as arestas [ki, kl] and [ki+1, kl+1] em S+;
7 P ← P ∪ {S+};
8 �m
9 �m

10 retorne P ;

Figura 8 – Movimento 2-OPT no espaço Ω(VRP).

k0 ki ki+1 kj k0
ri

rj
k0 kl kl+1 km k0

k0 ki ki+1 kj k0

ri

k0 kl kl+1 km k0

rj

2-OPT
Fonte: Autor

De forma semelhante, o movimento CROSSOVER substitui as arestas [ki, ki+1] ∈ ri e
[kl, kl+1] ∈ rj pelas arestas [kl, ki+1] e [ki, kl+1] em S para gerar uma solução vizinha S+. O
Algoritmo 17 e a Figura 9 apresentam o pseudocódigo e um movimento genérico do CROSSO-
VER, respectivamente.

O movimento OR-OPT consiste em realocar um caminho de p nós consecutivos da rota
ri para alguma posição da rota rj . O Algoritmo 18 e a Figura 10 apresentam o pseudocódigo e
um movimento genérico do OR-OPT, respectivamente.

O Algoritmo 19 mostra o pseudocódigo da busca local BL-CVRP. Ela mantém uma solu-
ção corrente S e preenche o conjunto NH(S) com os vizinhos de S gerados pelos movimentos
2-OPT, CROSSOVER e OR-OPT (linha 3). Uma vez que NH(S) esteja preenchido, a melhor
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Algoritmo 17: CROSSOVER(S)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP)
saída : Um conjunto P de soluções em Ω(VRP)

1 P ← ∅;
2 para cada ri ∈ S e rj ∈ S, ri 6= rj faça
3 para cada [ki, ki+1] ∈ ri e [kl, kl+1] ∈ rj faça
4 S+ ← S;
5 Remova as arestas [ki, ki+1] e [kl, kl+1] de S+;
6 Adicione as arestas [kl, ki+1] e [ki, kl+1] em S+;
7 P ← P ∪ {S+};
8 �m
9 �m

10 retorne P ;

Figura 9 – O movimento CROSSOVER no espaço Ω(VRP).

k0 ki ki+1 kj k0
ri

rj
k0 kl kl+1 km k0

k0 ki ki+1 kj k0

k0 kl kl+1 km k0

ri

rj

CROSSOVER
Fonte: Autor

Algoritmo 18: OR-OPT(S, p)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP) e um número inteiro p
saída : Um conjunto P de soluções em Ω(VRP)

1 P ← ∅;
2 para cada ri ∈ S e rj ∈ S faça
3 para cada caminho c = [tk, · · · , tl] em ri ∈ S com tamanho p faça
4 S+ ← S;
5 Remova c de ri em S+;
6 Adicione, aleatoriamente, o caminho c em rj ∈ S+;
7 P ← P ∪ {S+};
8 �m
9 �m

10 retorne P ;
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Figura 10 – O movimento OR-OPT no espaço Ω(VRP).

k0 ki ki+1 ki+p ki+p+1 k0
ri

rj
k0 kl kl+1 k0

k0 ki ki+p+1 k0

k0 kl ki+1 ki+p kl+1 k0

ri

rj

OR-OPT

Fonte: Autor

solução S∗ de NH(S) é comparada com a solução atual S (linha 5). Se S∗ é melhor que S,
então ela se torna a nova solução inicial S na próxima iteração. A busca local termina quando
nenhuma solução NH(S) melhora o valor da solução corrente S. O algoritmo retorna como
resultado a última solução corrente S.

Algoritmo 19: BL-CVRP(S)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP)
saída : Uma solução S ∈ Ω(VRP)

1 repetir← TRUE;
2 enquanto repetir = TRUE faça
3 NH(S)← 2-OPT(S) ∪ CROSSOVER(S) ∪OR-OPT(S, 1) ∪OR-OPT(S, 2);
4 Selecione a melhor solução S∗ de NH(S);
5 se cost(S∗) < S então
6 S ← S∗;
7 senão
8 repetir← FALSE;
9 �m

10 �m
11 retorne S;

Conforme descrito anteriormente, a representação computacional das soluções per-
mite fazer a seleção da melhor vizinhança sem a necessidade de executar o movimento da
busca local. Para detalhes de como isso pode ser feito para os movimentos 2-OPT, CROS-
SOVER e OR-OPT, os trabalhos de Prins (2009) e Irnich, Funke e Grünert (2006) podem ser
consultados.

5.5 Heurística de Pertubação

A pertubação adotada para o CVRP usa dois tipos de movimentos: SWAP e REINSER-
TION. O operador SWAP seleciona, aleatoriamente, dois caminhos l1 e l2 de tamanho p in
T ∈ Ω(TSP) e os permuta em T , desde que l1 e l2 não compartilhem nenhum nó (l1 ∩ l2 = ∅).
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O Algoritmo 20 e a Figura 11 representam o pseudocódigo e um exemplo genérico do movi-
mento SWAP, respectivamente.

Algoritmo 20: SWAP(T, p)
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP) e um número inteiro p
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 Seleciona, aleatoriamente, dois caminhos l1 e l2 de tamanho p na solução T , tal que
l1 ∩ l2 = ∅;

2 para cada i← 1, · · · , p faça
3 Permute p1[i] e p2[i] em T ;
4 �m
5 retorne T ;

Figura 11 – Movimento SWAP de p nós no espaço Ω(TSP).

k0

ki ki+p−1

klkl+p−1

khTour T k0

kl kl+p−1

kiki+p−1

khTour T ∗

caminho [ki, ki+p−1]

caminho [ki, ki+p−1]

SWAP

Fonte: Autor

O movimento REINSERTION, aleatoriamente, seleciona um caminho l de tamanho p
e um nó v em em T ∈ Ω(TSP), em que v 6∈ l. A partir disso, o caminho l é removido da
sua posição original em T e adicionado imediatamente após o nó v em T . O Algoritmo 21 e a
Figura 12 representam o pseudocódigo e um exemplo genérico do movimento REINSERTION,
respectivamente.

Algoritmo 21: REINSERTION(T, p)
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP) e um número inteiro p
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 Selecione, aleatoriamente, um caminho l de tamanho p em T ;
2 Selecione, aleatoriamente, um nó v de T tal que v 6∈ l;
3 Remova l de T ;
4 Adicione l imediatamente após v em T ;
5 retorne T ;
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Figura 12 – Movimento REINSERTION de p nós no espaço Ω(TSP).

k0

ki ki+p−1

kv

khTour T k0

kh kv ki

ki+p−1

Tour T ∗

caminho [ki, ki+p−1]

caminho [ki, ki+p−1]

REINSERTION

Fonte: Autor

O Algoritmo 22 mostra a heurística de pertubação PERTUBA-CVRP. O parâmetro Mt

determina o número máximo de nós em T que podem ser selecionados em algum caminho
a partir dos operadores disponíveis. Em cada aplicação da heurística, um operador m é esco-
lhido aleatoriamente e um número p é selecionado no intervalo [1, 1 +Mt ∗ |T |]. Por �m, o
movimento é aplicado a T e uma nova solução T ∗ ∈ Ω(TSP) é obtida.

Algoritmo 22: PERTUBA-CVRP(T,Mt)
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP) e um número Mt ∈ [0, 1]
saída : O tour T ∗ ∈ Ω(TSP)

1 Selecione o operador de pertubação m, aleatoriamente, de
{SWAP,REINSERTION};

2 Seja p um número inteiro aleatório no intervalo [1, 1 +Mt ∗ |T |];
3 T ∗ ← m(T, p);
4 retorne T ∗;

5.6 Métodos de Transformação de Espaço

O método SPLIT-CVRP, mostrado no Algoritmo 23, usa como base o procedimento de
Bellman (GOLDBERG; RADZIK, 1993). Ele é formado por duas partes distintas. Na primeira,
linhas 3-22, o algoritmo realiza uma busca sequencial na solução T para encontrar caminhos
viáveis e subótimos para o problema CVRP. Na segunda parte, linhas 23-34, usa as informações
geradas na primeira parte para extrair as rotas do CVRP.

Inicialmente, no SPLIT-CVRP, as entradas do vetor P são inicializadas como∞, exceto
o primeiro elemento que é de�nido como nulo, nas linhas 1-2. O vetor P é usado para regis-
trar o custo da rota sendo construída. Após isso, o algoritmo passa para dois laços aninhados
que correspondem a primeira parte do SPLIT-CVRP. No laço externo, linha 3, o procedimento
percorre do primeiro ao último elemento de T . Aqui, uma invariante é considerada no algo-
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ritmo: uma rota gerada até o elemento i − 1 é ótima independente de i, ou seja, a inclusão
ou não de i na rota i − 1 não impacta se essa rota é ótima ou não. No laço interno, linha 7, o
procedimento tenta expandir a rota gerada até i com os elementos posteriores i + 1, · · · , n,
desde que a inclusão desses elementos não torne a rota inviável. Assim, nesse laço interno, os
nós (ni, ni+1, · · · , nj) de T são analisados para veri�car se (0, ni, ni+1, · · · , nj, 0) é viável. Se
sim, o caminho é modelado como um conjunto de arcos, usando o vetor P para armazenar
o custo e o vetor W para armazenar os índices dos nós (linhas 16-17). Na segunda parte do
SPLIT-CVRP, os valores dos vetores P e W são usados para extrair as rotas do CVRP. Essas
rotas correspondem ao caminho de custo mínimo do nó 0 até o nó n em T . As informações
dos índices armazenados em W são usadas para determinar o número e a sequência de cada
rota. O algoritmo retorna como resultado o conjunto gerado de rotas.

O procedimento CONCAT é de�nido como o en�leiramento das rotas r0, r1, · · · , ri
como descrito a seguir. Seja R = {r0, r1, · · · , ri} um conjunto de rotas em S, em que rk =
(nk,1, nk,2, · · · , nk,jk), então o resultado do procedimento CONCAT é igual a (n1,1, n1,2, · · · ,
n1,j1 , n2,1, n2,2, · · · , ni,ji−1, ni,ji). O pseudocódigo do procedimento CONCAT é mostrado no
Algoritmo 24.

5.7 Método de Validação

O método VALIDO-CVRP é usado para impedir que o algoritmo construtivo HEURISTI-
CA-CONSTRUTIVA crie soluções inviáveis para alguma restrição do problema CVRP. Em re-
lação ao CVRP com soluções no espaço Ω(TSP), não há restrições e o método VALIDO-CVRP
(Algoritmo 25) sempre retorna TRUE como resultado.

5.8 Método de Restrição

O método RESTRICAO-CVRP (Algoritmo 26) recebe duas rotas r e v de uma solução
qualquer de Ω(VRP) e sempre retorna 0 (zero) como resultado.

5.9 Considerações Finais

Nesse capítulo foi apresentado o método MGV-C, uma matheurística com abordagem
hierárquica, hibridizações e aplicação dos modelos matemáticos PCC e PPC para resolver pro-
blemas do tipo CVRP. A inclusão desses modelos permite explorar melhor o espaço de busca
e gerar uma solução �nal que incorpore as melhores rotas geradas durante o GRASP.
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Algoritmo 23: SPLIT-CVRP(T )
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP )
saída : Uma solução S ∈ Ω(V RP )

1 P0 ← 0;
2 Pi ← +∞, i = 1, 2, · · · , n;
3 para i← 1, · · · , n faça
4 load← 0;
5 c← 0;
6 j ← i;
7 enquanto j ≤ n and load ≤ Q faça
8 load← load+ qi;
9 se i = j então
10 c← c0,i + ci,0;
11 senão
12 c← c− cj−1,0 + cj−1,j + cj,0;
13 �m
14 se load ≤ Q então
15 se Pi−1 + c < Pj então
16 Pj ← Pi−1 + c;
17 Wj ← i− 1;
18 �m
19 j ← j + 1;
20 �m
21 �m
22 �m
23 t← 0;
24 j ← 0;
25 ri ← ∅, i = 1, 2, · · · , n;
26 enquanto i = 0 faça
27 t← t+ 1;
28 i← Wj ;
29 para k ← i+ 1, · · · , j faça
30 ri ← ri ∪ {k};
31 �m
32 j ← i;
33 �m
34 S = {r1, · · · , rn};
35 retorne S;
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Algoritmo 24: CONCAT(S)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP)
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 T ← ∅;
2 para r ∈ S faça
3 para t ∈ r faça
4 T ← T ∪ {t};
5 �m
6 �m
7 retorne T ;

Algoritmo 25: VALIDO-CVRP(m,T )
entrada: Um tour partial T em Ω(TSP) e um movimento m sobre T
saída : TRUE ou FALSE

1 retorne TRUE;

Algoritmo 26: RESTRICAO-CVRP(r, v)
entrada: Duas rotas r e v de uma solução qualquer em Ω(V RP )
saída : O número 0 ou 1

1 retorne 0;
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6 Metodologia de Resolução do HRP com

Matheurística

Neste capítulo é apresentado o método proposto para resolver os modelos HRPS e
HRPM, chamado Matheurística GRASP+VNS para o HRP (MGV-H), a partir da adaptação do
método MGV-C.

6.1 Introdução

A matheurística MGV-H é a adaptação do MGV-C para o HRPS e para o HRPM. Dado
que HRPS e HRPM possuem diversas características comuns, neste capítulo usa-se a sigla HRP
como referência a ambos modelos. Quando necessário, características exclusivas do HRPS ou
do HRPM são ressaltadas no texto e nos algoritmos.

Nessa reformulação, as seguintes alterações são incorporadas no MGV-H:

• Soluções inviáveis são permitidas no espaço Ω(VRP). As inviabilidades permitidas se
referem ao combustível máximo (Restrições 3.24), ao peso máximo (Restrições 3.22), ao
tempo máximo de voo (Restrições 3.25), ao número máximo de assentos disponíveis
(Restrições 3.18) e à janela de tempo (Restrições 3.30), esse último somente para o HRPM;

• A busca local opera em duas fases. Inicialmente, eliminam-se todas as inviabilidades
da solução. Posteriormente, encontra-se um mínimo local da solução viável. Para isso,
cada tipo de inviabilidade é tratada por vez. Por isso, é necessário que uma ordem de
eliminação de inviabilidade seja de�nida;

• A função de splitting proposta é uma heurística gulosa, pois o procedimento de Bellman
(GOLDBERG; RADZIK, 1993) não é aplicável a problemas de pickup e delivery. Nesse
splitting proposto é permitido gerar soluções inviáveis;

• As restrições de precedência (Restrições 3.27) são sempre atendidas e não podem ser
violadas em nenhuma parte do método;

• As soluções geradas pelos algoritmos construtivos e a busca local são rotas com uma
única viagem. Para gerar soluções com múltiplas viagens, um procedimento especí�co
é proposto;

• Dado que o HRP possui diversas requisições com mesma origem, mesmo destino e mesma
janela de tempo, um procedimento de agrupamento de requisições é proposto para re-
duzir o tamanho do espaço de busca.
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6.2 Método Proposto

O pseudocódigo do MGV-H é de�nido no Algoritmo 27. Ele recebe o grafo G(N,E)
representando o HRP, o número máximo de iterações Mi, o número Mα ∈ [0, 1] que controla
o grau de aleatoriedade nas heurísticas construtivas, o número de iterações Mv do VNS, o
número máximo de iterações Ms sem melhoria no VNS, o número máximo de viagens Mr

numa rota, a estratégia de ordenação φ, um número real Mk não negativo que �exibiliza a
restrição de tempo no splitting, a ordemMγ que as restrições de interesse devem ser analisadas
emS e o tamanho máximoMc do agrupamento de nós. O resultado do algoritmo é uma solução
S ∈ Ω(VRP).

Os parâmetros Mk, Mr, Mγ e Mc são especí�cos da adaptação MGV-H. O fator de
tempo (Mk) de�ne o percentual máximo de inviabilidade para a restrição de tempo no algo-
ritmo splitting. O tamanho do agrupamento (Mc) restringe o tamanho máximo do agrupamento
gerado. O objetivo do agrupamento é transformar um conjunto de nós com mesmas propri-
edades (origem, destino e janela de tempo) num único nó. Dessa forma, o espaço de busca é
reduzido. O número máximo de viagens (Mr) é um parâmetro que de�ne o número de viagens
permitidas para cada rota. No caso do HRPS, esse parâmetro deve ser Mr = 1, pois nele é
obrigatório que cada rota tenha somente uma viagem.

A busca local para o HRP não necessita gerar cada nova rota para avaliar o custo da
nova solução, semelhante ao MGV-C. Isso permite reduzir o esforço computacional. Entre-
tanto, usando essa estratégia, os movimentos que geram uma solução vizinha só podem ava-
liar o ganho ou a perda em relação a um tipo de restrição inviável. Por isso, uma ordem de
restrições (Mγ) é de�nida. Assim, a busca local usa essa ordem de restrições para viabilizar
uma solução.

De maneira geral, poucas linhas são incluídas ou alteradas no Algoritmo 27 do MGV-H.
As inclusões são o método AGRUPAMENTO (linha 5) que agrupa os nós do grafo G(N,E) e
o bloco de controle para selecionar a solução �nal (linha 35). Além disso, um novo método
chamado TRIP é usado para gerar uma solução no espaço Ω(VRP) com múltiplas viagens.
Ele é usado na avaliação do custo da solução e para criar a solução �nal do método. As al-
terações realizadas são as substituições dos métodos VALIDO-CVRP, SPLIT-CVRP, BL-CVRP,
RESTRICAO-CVRP pelos equivalentes VALIDO-HRP, SPLIT-HRP, BL-HRP, RESTRICAO-HRP
do HRP.

Note, também, que o Algoritmo 27 utiliza os espaços Ω(TSP) e Ω(VRP). Apesar de
ser uma aplicação no HRP, manteve-se a designação das soluções do HRP como Ω(VRP). A
seguir, os novos métodos são apresentados em maiores detalhes. Entretanto, antes de�nem-se
novas convenções e representações adotadas para o MGV-H.
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Algoritmo 27:MGV-H(G,Mi,Mα,Mv,Ms,Mr, φ,Mk,Mγ ,Mc)
entrada: Grafo G(N,E), o número máximo Mi de iterações do GRASP, um número

Mα ∈ [0, 1], o número máximo Mv de iterações do VNS, o número máximo
Ms de iterações sem aprimoramento, o número máximo de viagens Mr para
cada rota, estratégia de ordenamento φ, um número real Mk não negativo,
estratégia da buscal local Mγ e tamanho máximo Mc do agrupamento

saída : Uma solução S ∈ Ω(VRP)
1 ic ← 0 ;
2 πPCC ← ∅;
3 πPPC ← ∅;
4 S̄ ← ∅;
5 G← AGRUPAMENTO(G,Mc);
6 para i = 0, · · · ,Mi faça
7 T ← PCC-SOLUCAO(G, πPCC , φ);
8 T ← HEURISTICA-CONSTRUTIVA(G, T,Mα,VALIDO-HRP);
9 S ← SPLIT-HRP(T,Mk);

10 S ← BL-HRP(S);
11 πS ← ∅;
12 para k = 1, · · · ,Mv faça
13 ic ← ic + 1;
14 T ∗ ← CONCAT(S);
15 T ∗ ← PERTUBA-HRP(T ∗);
16 S∗ ← SPLIT-HRP(T ∗,Mk);
17 S∗ ← BL-HRP(S,Mγ);
18 πS ← πS ∪ {S∗};
19 se cost(TRIP(S∗,Mr)) < cost(TRIP(S,Mr)) então
20 S ← S∗;
21 �m
22 se cost(TRIP(S∗,Mr)) < cost(TRIP(S̄,Mr)) então
23 ic ← 0;
24 S̄ ← S;
25 �m
26 �m
27 πPCC ← πPCC ∪ πS ;
28 πPPC ← πPPC ∪ πS ;
29 se ic ≥Ms então
30 πPCC ← ∅;
31 ic ← 0;
32 �m
33 �m
34 S ← PPC-SOLUCAO(G, πPPC ,RESTRICAO-HRP);
35 se cost(TRIP(S,Mr)) < cost(TRIP(S̄,Mr)) então
36 S̄ ← S;
37 �m
38 retorne TRIP(S̄,Mr);
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6.3 Convenções e Representação das Soluções

O HRP é um problema com requisições de pickup e de delivery. Por isso, é necessário
o acréscimo de novas convenções às de�nidas na Seção 4.2. Dado um grafo G(N,E) retra-
tando um rede de transporte do HRP, de�ne-se os seguintes subconjuntos de N . Os conjuntos
Np, Nd ⊂ N designam os nós de pickup e de delivery. Os conjuntos N0

p ⊂ Np e N0
d ⊂ Nd

designam os nós de pickup e delivery realizados no aeroporto, respectivamente. Além disso,
dada uma requisição r = (a, a′), ela é dita uma requisição pickup-delivery, em que a ∈ Np e
a′ ∈ Nd.

Nos problemas com pickup e delivery é necessário que as soluções atendam às restri-
ções de precedência, ou seja, dada uma requisição (a, a′), o nó de pickup a deve estar localizado
antes do nó a′ em qualquer solução. Essas restrições de precedências são sempre atendidas nos
espaços de solução Ω(TSP) e Ω(VRP). Entretanto, os problemas HRP com atendimento no
aeroporto demandam o atendimento dos nós pickup no aeroporto (conjuntoN0

p ) e nós delivery
no aeroporto (conjunto N0

d ) no início e no �m da rota, respectivamente. No espaço de solução
Ω(TSP), essa exigência é relaxada e os nós dos conjuntos N0

p e N0
d podem ocorrer em qual-

quer posição de T ∈ Ω(TSP). Para uma solução S ∈ Ω(VRP), as rotas ri ∈ S devem seguir
a seguinte sequência de nós:

ri =
[
k0, k

0
1, k

0
2, · · · , k0

i , ki+1, ki+2 · · · , kj, k0
j+1, k

0
j+2, · · · , k0

h, k0
]

em que k0
1, k

0
2, · · · , k0

i ∈ N0
p são os nós de pickup no aeroporto e devem ocorrer logo após o

nó inicial k0, os nós internos ki+1, ki+2 · · · , kj ∈ (Np ∪Nd) \ (N0
p ∪N0

d ) designando o atendi-
mento em plataformas e os nós k0

j+1, k
0
j+2, · · · , k0

h ∈ N0
d designando o delivery executado no

aeroporto.

Em relação à representação grá�ca dos nós pickup e delivery para a requisição (a, a′), o
nó de pickup é representado como um triângulo com ápice para cima, enquanto o nó de delivery
é desenhado como uma triângulo com ápice para baixo. Caso não seja necessária a informação
do tipo de nó, ele é representado como um quadrado. A Figura 13 mostra um exemplo de tour
para o HRP. Nela, são representados os pares de nós pickup-delivery (kj, kh) e (ke, kp). De
forma semelhante, a Figura 14 apresenta o caso de uma solução no espaço Ω(VRP).

Figura 13 – Representação grá�ca do tour T no espaço Ω(TSP) para o HRP.

k0

ki
kj kk kl

ke kf

kg

kh

ki

kp
Tour T

Além disso, para o HRPM, é permitido que uma rota tenha mais de uma viagem. No
espaço de solução Ω(VRP), um rota r = r1∪ r2∪ · · · ∪ rk com k viagens é representada como
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Figura 14 – Representação grá�ca da solução S no espaço Ω(VRP) para o HRP.
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k0
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kk kl kj kf
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kh
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a concatenação das várias rotas de viagem única r1, r2, · · · rk em que se mantém o nó garagem
(k0) internamente para demarcar o início e o �m de cada viagem. Assim, as rotas r1 e r2 com
viagem única

r1 = [k0, k1, k2, k0]

r2 = [k0, k3, k4, k0]

podem ser utilizadas para formar a rota r3 = r1 ∪ r2, a qual é de�nida como:

r3 = [k0, k1, k2, k0, k0, k3, k4, k0]

Note que na representação das rotas com várias viagens a repetição dos nós garagens
k0, k0 delimita o �m de uma viagem e o início da próxima viagem. A Figura 15 mostra um
exemplo de rota com duas viagens para o HRP formada a partir das rotas da Figura 14.

Figura 15 – Representação grá�ca da solução S no espaço Ω(VRP) para o HRP com várias
viagens.
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6.4 Representação Computacional

De forma semelhante à matheurística MGV-C, o procedimento MGV-H também uti-
liza uma representação de solução como vetores de inteiros. Em relação ao espaço Ω(TSP),
não há diferença entre MGV-C e MGV-H. Entretanto, em relação ao espaço Ω(VRP), novos
vetores são de�nidos. De maneira análoga, esses vetores são utilizados para diminuir o tempo
dispendido na busca local BL-HRP (Algoritmo 31).

Seja S = {r1, s2, · · · , sk} uma solução com k rotas no espaço Ω(VRP) e G(N,E) o
grafo do problema HRP. Então para cada rota ri ∈ S são de�nidos os vetores auxiliares para
o número máximo de assentos utilizados (Qs

ri
), o peso máximo utilizado (Qp

ri
), o combustível

máximo disponível (Qf
ri

), folga mínima no atendimento da janela inferior (QL
ri

), folga mínima
no atendimento da janela superior (QU

ri
).
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O vetor auxiliar de número máximo de assentos utilizados (Qs
ri

) registra na posição i
o maior número de assentos utilizados entre o início da rota e a posição i:

Qs
ri

[j] =

0 se ri[j] = k0

max
{
Qs
ri

[j − 1], assentos utilizados em ri[j]
}

se ri[j] 6= k0

O vetor auxiliar de peso máximo (Qp
ri

) registra na posição i o maior peso registrado
entre o início da rota e a posição i:

Qp
ri

[j] =

peso em k0 se ri[j] = k0

max
{
Qp
ri

[j − 1], peso em ri[j]
}

se ri[j] 6= k0

O vetor auxiliar de combustível máximo (Qp
ri

) registra na posição i o máximo de com-
bustível disponível entre o início da rota e a posição i:

Qf
ri

[j] =

combustível em k0, se ri[j] = k0

max
{
Qf
ri

[j − 1], combustível disponível em ri[j]
}
, se ri[j] 6= k0

O vetor auxiliar de folga mínima no atendimento da janela inferior (QL
ri

) registra na
posição i a menor folga entre a posição i e o �nal da rota:

QL
ri

[j] =

Tri[j] − Lri[j], se ri[j] é o nó aeroporto no �nal da rota

min
{
QL
ri

[j + 1], Tri[j] − Lri[j]
}
, caso contrário

em que Tri[j] representa o horário de atendimento do nó ri[j] na solução S e Lri[j] é a janela
de atendimento inferior do nó ri[j].

O vetor auxiliar de folga mínima no atendimento da janela superior (QU
ri

) registra na
posição i a menor folga entre a posição i e o �nal da rota:

QU
ri

[j] =

Uri[j] − Tri[j], se ri[j] é o nó aeroporto no �nal da rota

min
{
QU
ri

[j + 1], Uri[j] − Tri[j]
}
, caso contrário

em que Uri[j] é a janela de atendimento superior do nó ri[j].

Note que os vetores de número máximo de assentos utilizados (Qs
ri

), do peso máximo
(Qp

ri
) e de combustível máximo (Qf

ri
) são construídos recursivamente a partir do início da rota,

enquanto os vetores de folgas da janela (QL
ri

e QU
ri

) são construídos recursivamente a partir do
�nal da rota.

6.5 Métodos de Transformação de Espaço

O Algoritmo 28 apresenta o método SPLIT-HRP que faz o split do tour T ∈ Ω(TSP)
num conjunto de rotas em Ω(VRP). Dado que o problema de de�nir a divisão e a sequência
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de pickups e deliveries não pode ser resolvido de maneira e�ciente pelo algoritmo de Bell-
man (DESROSIERS; DUMAS, 1988; BOUROS et al., 2011), então uma heurística gulosa baseada
no SPLIT-CVRP do CVRP é proposta. O procedimento recebe como parâmetro o tour T ∈
Ω(TSP) e o número não negativo k. Ele retorna como resultado uma solução S ∈ Ω(VRP).

O SPLIT-HRP opera somente com duas restrições dos modelos matemáticos HRP na
geração das rotas. A primeira restrição atendida é a de precedência de pickups e deliveries
(Restrições 3.27), ou seja, caso um pickup seja feito na rota r, então o seu delivery também é
feito nessa rota, sempre, após o pickup. A segunda restrição usada em SPLIT-HRP é a restrição
de tempo máximo de voo (Restrições 3.25). Entretanto, nesse caso, o procedimento permite que
essa restrição seja relaxada em k por cento. O restante das restrições do modelo relacionadas
a peso, ao número de assentos, ao número máximo de combustível e à janelas de tempo são
completamente relaxadas.

De forma geral, o SPLIT-HRP é um algoritmo recursivo. Inicialmente, nas linhas 1-2,
os nós pickup e delivery no aeroporto (N0

p ∪N0
d ) são removidos de T . Isso é feito para permitir

que rotas maiores sejam construídas, dado que os nós em (N0
p ∪ N0

d ) devem estar sempre
no começo ou no �nal da rota. Após, na linha 5, é veri�cado se T é vazio. Se sim, o resultado
também é uma solução vazia. Caso contrário, o algoritmo entra em dois laços aninhados (linhas
8-17). O objetivo desse trecho é encontrar todos os subtours P de T que atendam as restrições
de precedência e de tempo máximo de voo relaxada em k por cento (linha 13). Antes de avaliar
se P é viável, os nós pickup e delivery no aeroporto necessários em P são readicionados nas
linhas 11 e 12. Assim, cada ocorrência de P é salva no conjunto L de subtours de T . Após
o término desses dois laços, é veri�cado se há, pelo menos, um subtour em L (linha 18). Em
caso positivo, então uma rota R é gerada a partir do maior subtour, em termos de número de
nós, de L. Essa rota é inserida no conjunto de rotas S, o subtour usado é removido de T e o
procedimento é chamado outra vez com o novo T para gerar o restante das rotas (linhas 19-21)
Entretanto, se não há subtour válido (linha 23), ou seja, L = ∅, então o procedimento HALVE
é chamado para dividir T em dois tours T1 e T2 de tamanhos similares (linha 24). Após isso, o
procedimento SPLIT-HRP é chamados duas vezes, um para T1 e outra vez para T2 (linha 25),
para gerar as rotas em função de T1 e T2.

O Algoritmo 29 apresenta o procedimento HALVE usado por SPLIT-HRP para a di-
visão de um rota T em duas rotas T1 e T2 de tamanhos similares. O procedimento recebe uma
solução T ∈ Ω(TSP) e retorna duas soluções em Ω(TSP). A ideia base do procedimento é
dividir pickups e deliveries em dois subtours T1 e T2, respeitando a restrição de precedência
(Restrições 3.27).

O procedimento HALVE itera num laço de tamanho igual a size(T ) (linhas 4-35).
Nas primeiras h iterações, o objetivo é preencher T1, enquanto no restante das iterações T2 é
construído, majoritariamente. No bloco referente a T1 (linhas 6-19), todos os nós são incluídos
em T1. Entretanto, é necessário controlar se está sendo feito um pickup ou um delivery, pois
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Algoritmo 28: SPLIT-HRP(T,Mk)
entrada: Uma solução T ∈ Ω(TSP) e um número Mk não negativo.
saída : Uma solução S ∈ Ω(VRP).

1 Remova nós de pickup no aeroporto (N0
p ) de T ;

2 Remova nós de delivery no aeroporto (N0
d ) em T ;

3 S ← ∅;
4 L← ∅;
5 se T = ∅ então
6 retorne ∅;
7 �m
8 para k = 1, · · · , size(T ) faça
9 para l = k, · · · , size(T ) faça
10 P ← T [k, · · · , l];
11 Adicione, se necessário, os nós de pickup (N0

p ) no aeroporto em T ;
12 Adicione, se necessário, os nós de delivery (N0

d ) no aeroporto em T ;
13 se time(P ) ≤ fk ∗ (1 +Mk) e T atende as restrições de precedência então
14 L← L ∪ {P};
15 �m
16 �m
17 �m
18 se L 6= ∅ então
19 R← obtenha o subtour de maior tamanho em L;
20 Remova os nós em R de T ;
21 S ← {R} ∪ SPLIT-HRP(T,Mk);
22 �m
23 senão
24 T1, T2 ← HALVE(T);
25 S ← SPLIT-HRP(T1,Mk) ∪ SPLIT-HRP(T2,Mk);
26 �m
27 retorne S;

o delivery de um pickup pode acontecer além das primeiras h iterações. Para isso, nas linhas
7-12, é veri�cado se o nó corrente a ser incluído em T1 é pickup e se o seu delivery não é
feito no aeroporto. Em caso positivo, a variável de controle h é diminuída de uma unidade
(linha 10), supondo que o seu delivery correspondente está além das primeiras h iterações.
Essa suposição pode ser revertida nas linhas 13-18, em que para cada delivery encontrado no
intervalo reservado a T1, a variável h é incrementada de uma unidade (linha 16). Assim, caso
k torne-se maior que h com h < size(T )/2 (linha 6), signi�ca que existem ainda size(T )/2−
h nós delivery que precisam ser incluídos em T1, mas que só serão encontrados quando for
analisado o trecho correspondente ao preenchimento de T2.

Por �m, o procedimento HALVE preenche o subtour T2 nas linhas 21-34. Nesse trecho,
é veri�cado se o nó é um delivery (linha 22). Em caso positivo, é necessário veri�car se o pickup
está em T1. Se esse for o caso, então o nó corrente deve ser incluído em T1. Em todos os outros
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casos, o nó corrente deve ser incluído em T2.

Algoritmo 29: HALVE(T )
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP).
saída : Dois tours T1, T2 ∈ Ω(TSP).

1 T1 ← ∅;
2 T2 ← ∅;
3 h← size(T) /2;
4 para k = 1, · · · , size(T ) faça
5 s← T [k];
6 se k < h então
7 se s é um nó pickup então
8 d← delivery de s;
9 se d não é delivery no aeroporto então
10 h = h− 1;
11 �m
12 �m
13 se s é um nó delivery então
14 p← pickup de s;
15 se p não é pickup no aeroporto então
16 h = h+ 1;
17 �m
18 �m
19 T1 ← T1 ∪ {s};
20 �m
21 senão
22 se s é um nó delivery então
23 p← pickup de s;
24 se p ∈ T1 então
25 T1 ← T1 ∪ {s};
26 �m
27 senão
28 T2 ← T2 ∪ {s};
29 �m
30 �m
31 senão
32 T2 ← T2 ∪ {s};
33 �m
34 �m
35 �m
36 retorne [T1, T2];

6.6 Heurística de Busca Local

A busca local proposta para o MGV-H opera com soluções inviáveis. As seguintes res-
trições, denominadas de restrições de interesse, do modelo HRPS e HRPM 3.8-3.42 podem ser
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inviáveis numa solução corrente da busca local:

• Combustível máximo (Restrições 3.24);

• Peso máximo (Restrições 3.22);

• Tempo máximo de voo (Restrições 3.25);

• Número máximo de assentos (Restrições 3.18);

• Janela de tempo (Restrições 3.30).

O objetivo da busca local é, então, remover as inviabilidades e reduzir o custo da solu-
ção, encontrando uma solução viável e localmente ótima. Isso é realizado em dois momentos
distintos. Inicialmente, os movimentos da busca local reduzem o número de inviabilidades
numa solução S ∈ Ω(VRP). Nessa fase, também, pode ser reduzida a distância total per-
corrida na solução S ou o número de aeronaves usadas. Finalizada essa parte, a solução S é
viável, mas não necessariamente é uma solução localmente ótima. Então, nesse ponto, começa
a segunda fase. Nesse momento, a busca local realiza movimentos que reduzam a distância
percorrida ou o número de aeronaves, sem a possibilidade de incluir inviabilidades na solução
S.

No processo de redução do número de nós com inviabilidades para as restrições de
interesse, uma ordem de preferência é de�nida previamente como parâmetro. O objetivo é
que as inviabilidades sejam removidas da solução S por tipo de restrição de interesse. Para
isso, seja o conjunto �nito Υ designando as restrições de interesse para o HRPS ou HRPM. O
conjunto Υ possui os seguintes elementos:

• υF ∈ Υ, elemento que representa a restrição de combustível no HRP;

• υS ∈ Υ, elemento que representa a restrição de capacidade de assentos no HRP;

• υT ∈ Υ, elemento que representa a restrição de tempo no HRP;

• υW ∈ Υ, elemento que representa a restrição de peso no HRP;

• υJ ∈ Υ, elemento que representa a restrição de janela de tempo no HRPM.

A partir do conjunto Υ, de�ne-se o vetorMυ, que determina a ordem em que as restri-
ções de interesse são viabilizadas. Para cada elemento γ ∈Mυ, os movimentos da busca local
minimizam a quantidade de nós ou magnitude das inviabilidades de cada nó. Em relação ao
restante das restrições, os movimentos não podem tornar um nó viável inviável.

Na matheurística MGV-C para o CVRP três movimentos são utilizados na busca lo-
cal: 2-OPT, CROSSOVER e OR-OPT. No caso de problemas de pickup e delivery, a utilização
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clássica do 2-OPT e do CROSSOVER tem pouca aplicabilidade, pois gera soluções inviáveis
com frequência para a restrição de precedência. Assim, na adaptação do MGV-H utiliza-se
somente uma versão modi�cada do OR-OPT chamada OR-OPT-HRP. Nessa variante, o movi-
mento busca remover pares de nós pickup-delivery de uma rota ri e reinseri-los noutra rota
rj .

O Algoritmo 30 mostra o movimento OR-OPT-HRP adaptado para o problema HRP.
Ele recebe uma solução S ∈ Ω(VRP) e uma restrição para viabilizar γ. No laço externo (linha
1), todos os pares de rotas ri, rj de S são selecionados para testar o movimento. O objetivo
é selecionar um par de nós de pickup-delivery de ri para inseri-los em rj . No primeiro laço
interno (linha 2), percorre-se os pares de pickup-delivery (a, a′) de ri. A partir disso, no laço
mais interno (linha 3), testa-se a inserção de (a, a′) em cada posição possível de rj . A função
BL-HRP-CUSTO veri�ca se essa reinserção de nós melhora a qualidade da solução (linha 9),
seja reduzindo o número de inviabilidades ou diminuindo o custo da solução. Se esse for o caso,
então o movimento é realizado e a função retorna TRUE. Veja que nesse caso, o movimento OR-
OPT-HRP escolhe sempre o primeiro movimento que melhore a solução atual. Caso nenhum
movimento se encaixe nesse critério, a função retorna FALSE após a execução de todos as
iterações do laço externo.

A função BL-HRP-CUSTO é a função que, utilizando os vetores auxiliares apresen-
tados na Seção 6.4, determina se a reinserção de um par de nós pickup-delivery gera uma
solução vizinha melhor que a corrente. Em geral, o objetivo é garantir que a magnitude da
inviabilidade diminua considerando as duas rotas utilizadas no movimento ou, caso não tenha
nenhum nó inviável, que o movimento reduza o custo do roteamento. Os detalhes da função
BL-HRP-CUSTO podem ser encontrados no Apêndice D.

No Algoritmo 31 é apresentado o pseudocódigo da busca local BL-HRP. Ele recebe
uma solução S em Ω(VRP) e um vetor Mγ de�nindo a sequência na qual as restrições são
viabilizadas durante a busca local. O resultado do procedimento é uma solução S localmente
ótima. De maneira geral, o procedimento aplica, repetidamente, o procedimento OR-OPT-HRP
(Algoritmo 30) até encontrar um mínimo local para S. Inicialmente, o conjunto θ é inicializado
para registrar quais restrições já foram ou estão sendo viabilizadas (linha 1). A partir daí, inicia
um laço externo (linha 2) que representa as iterações sobre o vetor de restrições Mγ . No laço
interno, linha 5, aplica-se o procedimento OR-OPT-HRP até que a solução corrente S não
tenha nenhuma inviabilidade em relação às restrições em θ. Entretanto, pode acontecer que
o movimento realizado pelo OR-OPT-HRP não seja su�ciente para viabilizar a restrição em
consideração. Se esse for caso, as rotas r ∈ S que tenham alguma restrição em θ violada são
divididas em duas novas rotas. Para isso, nas linhas 10-14, transforma-se a rota r ∈ S numa
solução T , a qual é aplicada o procedimento HALVE (Algoritmo 29) e o procedimento SPLIT-
HRP (Algoritmo 28). Isso gera duas novas rotas que são incluídas na solução S e a exclusão
de r de S. O algoritmo opera assim até que todas as restrições em S sejam viáveis. Nesse
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Algoritmo 30: OR-OPT-HRP(S, γ)
entrada: Uma solução S ∈ Ω(VRP) e a restrição para viabilizar γ
saída : O valor verdade TRUE ou FALSE

1 para cada ri, rj ∈ S faça
2 para cada par pickup-delivery (a, a′) de ri faça
3 para cada nó b, c de rj = [k0, · · · , b, · · · , c, · · · , k0] faça
4 Registre o número máximo de assentos entre b e c;
5 Registre o peso máximo entre b e c;
6 se b ocorre após c em rj então
7 Vá para o próximo par de nós do laço;
8 �m
9 se BL-CVRP-CUSTO(r∗i , r∗j , a, a′, b, c, γ) < 0 então
10 Remova a e a′ de ri;
11 Insira a imediatamente antes de b em rj ;
12 Insira a′ imediatamente antes de c em rj ;
13 retorne TRUE
14 �m
15 �m
16 �m
17 �m
18 retorne FALSE;

momento, futuras aplicações do OR-OPT-HRP somente podem reduzir o custo da solução,
seja em relação ao número de helicópteros da solução ou a distância percorrida. Uma vez que
OR-OPT-HRP não consiga gerar nenhuma solução vizinha melhor, tanto o laço interno quanto
externo terminam. O resultado é a solução localmente ótima S.

6.7 Heurística de Pertubação

A heurística de pertubação dos modelos HRP é similar a do CVRP (Seção 5.5) com duas
classes de movimentos: SWAP-HRP e REINSERTION-HRP. Entretanto, diferente do CVRP, nos
modelos HRP é necessário considerar a restrição de precedência de pickups e deliveries nesses
movimentos. Por isso, os movimentos são realizados sempre usando um ou dois pares de nós
pickup-delivery.

O Algoritmo 32 apresenta o procedimento SWAP-HRP que realiza a permuta entre dois
pares de nós pickup-delivery. Ele recebe uma solução T ∈ Ω(TSP). Nas linhas 1-4, dois pares
distintos de pickup-delivery são selecionados em T . Em seguida, nas linhas 5-6, os pares de nós
são permutados em T .

Na Figura 16 é mostrado um exemplo do procedimento SWAP-HRP. Nesse esquema,
dois pares de nós pickup-delivery (a, a′) e (b, b′) são trocados em T . Note que no esquema os
nós (a, a′) encontram-se antes de (b, b′), mas isso não é uma condição do procedimento.
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Algoritmo 31: BL-HRP(S,Mγ)
entrada: Uma solução S em Ω(VRP) e a ordem de restrições Mγ .
saída : Uma solução S em Ω(VRP).

1 θ ← ∅;
2 para cada υ ∈Mγ faça
3 it← TRUE;
4 θ ← s ∪ {υ};
5 enquanto it = TRUE faça
6 r ← OR-OPT-HRP(S, γ);
7 se S é inviável para alguma restrição em θ e r = FALSE então
8 h← ∅;
9 para cada rota r ∈ S inviável para restrições em θ faça
10 Remova r de S;
11 T ← CONCAT({r});
12 [T1, T2]← HALVE(T );
13 h← h ∪ SPLIT-HRP(T1);
14 h← h ∪ SPLIT-HRP(T2);
15 �m
16 S ← S ∪ h;
17 �m
18 senão
19 it← false;
20 �m
21 �m
22 �m
23 retorne S;

Algoritmo 32: SWAP-HRP(T )
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP)
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 Selecione um nó pickup a, aleatoriamente, de T ;
2 Selecione um nó pickup b, aleatoriamente, de T em que b 6= a;
3 a′ ← delivery de a;
4 b′ ← delivery de b;
5 Permute os nós a e b em T ;
6 Permute os nós a′ e b′ em T ;
7 retorne T ;
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Figura 16 – Pertubação via SWAP-HRP.
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O Algoritmo 33 apresenta o procedimento REINSERTION-HRP que realiza a reinserção
de um par de nós pickup-delivery em T . Ele recebe uma solução T ∈ Ω(TSP). Na linha 1, um
par de nós (a, a′) de pickup e delivery são selecionados. Em seguida, linha 2, uma nova posição
para o pickup a é escolhida aleatoriamente e, na linha 3, a é removido de T e inserido na sua
nova posição. Após isso, na linha 4, uma nova posição para o delivery a′ é escolhida após o nó
pickup a em T , no qual a′ é inserido (linha 5). O procedimento retorna a solução alterada T
como resultado.

Algoritmo 33: REINSERTION-HRP(T )
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP)
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 Selecione o par (a, a′) de pickup-delivery aleatoriamente de T ;
2 Selecione, aleatoriamente, dois nós adjacentes {kp, kq}, tal que a, a′ 6∈ {kp, kq}, em T ;
3 Remova a de T e o insira entre os nós {kp, kq} ;
4 Selecione, aleatoriamente, dois nós adjacentes {kz, km} após a nova posição de a em

T ;
5 Remove a′ de T e o insira entre os nós {kz, km};
6 retorne T ;

Na Figura 17 é mostrado um exemplo do procedimento REINSERTION-HRP. Nessa
representação, um par de nós pickup-delivery (a, a′) são reinseridos em T . Note que no es-
quema os nós (a, a′) aparecem antes de (kp, kq) e (kz, km), mas isso não é uma condição do
procedimento.

O Algoritmo 34 apresenta o pseudocódigo PERTUBA-HRP para o MGV-H. Ele recebe
uma solução T ∈ Ω(TSP) e retorna uma nova solução T ∈ Ω(TSP) com alguma pertubação



Capítulo 6. Metodologia de Resolução do HRP com Matheurística 111

Figura 17 – Pertubação via REINSERTION-HRP.
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aplicada. Nesse procedimento, escolhe-se, aleatoriamente, a aplicação de um REINSERTION-
HRP ou um SWAP-HRP em T . Então, a solução alterada T é retornada como solução �nal.

Algoritmo 34: PERTUBA-HRP(T )
entrada: O tour T ∈ Ω(TSP)
saída : O tour T ∈ Ω(TSP)

1 Selecione o operador de pertubação m, aleatoriamente, de
{SWAP-HRP,REINSERTION-HRP};

2 T ∗ ← m(T );
3 retorne T ∗;

6.8 Método de Validação

O método VALIDO-HRP (Algoritmo 35) impede que o algoritmo construtivo
HEURISTICA-CONSTRUTIVA crie soluções inviáveis para alguma restrição do HRP. Em rela-
ção a isso, com soluções no espaço Ω(TSP), a única exigência é que a restrição de precedência
de pickup-delivery sempre seja atendida.

6.9 Método de Restrição

O método RESTRICAO-HRP (Algoritmo 36) recebe duas rotas r e v de uma solução
qualquer de Ω(VRP). Se as rotas r e v são relativas ao problema HRPM e elas atendem a mesma
plataforma t com um intervalo de tempo entre elas menor ou igual ao tempo de segurança
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Algoritmo 35: VALIDO-HRP(m,T )
entrada: Um tour partial T em Ω(TSP) e um movimento m sobre T
saída : TRUE ou FALSE

1 T ∗ ← T ;
2 Aplique m a T ∗ ;
3 para cada par de nós pickup-delivery (a, a′) em T ∗ faça
4 se nó a′ é anterior ao nó a em T ∗ então
5 retorne FALSE ;
6 �m
7 �m
8 retorne TRUE ;

para plataformas, então o método retorna o valor igual a 1. Como consequência, na geração
da matriz A do procedimento PPC-SOLUCAO (Algoritmo 14) uma linha é incluída impedindo
que as rotas r e v participem simultaneamente da solução do modelo PPC. No caso de rotas r
e v relativas ao problema HRPS, o procedimento sempre retorna um valor igual a 0, pois não
existe restrição relacionada a pouso seguro no HRPS.

Algoritmo 36: RESTRICAO-HRP(r, v)
entrada: Duas rotas r e v de uma solução qualquer em Ω(VRP)
saída : O número 0 ou 1

1 se O problema pertence ao modelo HRPM então
2 se v e r atendem a mesma plataforma com intervalo de tempo menor ou igual ao

tempo de segurança e v 6= r então
3 retorne 1
4 �m
5 �m
6 retorne 0;

6.10 Método de Agrupamento

O método AGRUPAMENTO (Algoritmo 37) recebe o grafo G(N,E) representando o
HRP e o tamanho máximo do agrupamento Mc. Inicialmente, o procedimento cria janelas de
tempo arti�ciais caso G represente um problema de HRPS (linha 2), visto que o procedimento
espera que exista janela de tempo para cada nó. Em seguida, inicia-se o laço principal do algo-
ritmo que realiza o agrupamento das requisições (linha 5). O objetivo aqui é aglutinar requisi-
ções a partir de grupos com, no máximo, Mc elementos. Para fazer isso, é necessário que essas
requisições tenham a mesma origem, o mesmo destino e a mesma janela de tempo. No início
do laço (linha 6), seleciona-se uma requisição (a, a′) qualquer do problema. Ela serve como
parâmetro para o agrupamento. Na próxima linha, forma-se o conjunto P que tem todas as
requisições compatíveis com (a, a′), ou seja, requisições que tenham origem, destino e janela
de tempo iguais a (a, a′). Posteriormente, seleciona-se um subconjunto C de P de tamanho
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|C| = min{|P |,Mc}. Os pares de nós em C são utilizados para formar uma nova requisição.
Essa nova requisição (b, b′) (linha 9) representa o agrupamento dos nós em C . O nó b tem a
mesma origem e a mesma janela de tempo de a. Além disso, o número de assentos e peso do
nó b é de�nido como a soma dessas propriedades para o conjunto C considerando somente
nós pickup, respectivamente. Em relação ao nó b′, isso é feito de forma análoga. Por �m, os nós
em C são removidos de N (linha 16) e os nos nós b, b′ (linha 17) são adicionados ao conjunto
N∗. O laço do procedimento é executado enquanto houver nós emN . Uma vez �nalizado, se o
problema é HRPS, as janelas arti�ciais são removidas do problema e o conjunto E é ajustado
para re�etir o novo conjunto de nós N∗. O resultado do procedimento é o grafo G(N∗, E).

Algoritmo 37: AGRUPAMENTO(G,Mc)
entrada: Grafo G(N,E) e um número inteiro positivo Mc

saída : Grafo G(N∗, E)
1 N∗ ← ∅;
2 se O problema pertence ao modelo HRPS então
3 Para cada nó (a, a′) ∈ N de�na a janela de tempo como [0,+∞];
4 �m
5 enquanto N 6= ∅ faça
6 Selecione, aleatoriamente, um par de nós pickup-delivery (a, a′) de N ;
7 Seja P ⊂ N ×N o conjunto de pares de nós pickup-delivery (p, d) em que p e d

tenham a mesma localidade e janela de tempo de a e a′, respectivamente;
8 Selecine o conjunto C ⊂ P de tal forma que |C| = min{|P |,Mc};
9 Crei o nós pickup-delivery (b, b′) em que b e b′ tenham a mesma localidade de a e

a′, respectivamente;
10 De�na o número de assentos de b como a soma dos assentos dos nós pickup em C ;
11 De�na o número de assentos de b′ como a soma dos assentos dos nós delivery em

C ;
12 De�na o peso de b como a soma dos pesos dos nós pickup em C ;
13 De�na o peso de b′ como a soma dos pesos dos nós delivery em C ;
14 De�na a janela de tempo de b como a janela de a;
15 De�na a janela de tempo de b′ como a janela de a′;
16 Remova os nós que ocorrem em C de N ;
17 N∗ ← N∗ ∪ {b, b′};
18 �m
19 se O problema pertence ao modelo HRPS então
20 Para cada nó (a, a′) ∈ N remova a janela de tempo;
21 �m
22 Ajuste o conjunto E para re�etir o novo conjunto de nós N∗;
23 retorne G(N∗, E);

6.11 Método TRIP

O Algoritmo 38 apresenta o método TRIP. Ele recebe uma solução S em Ω(VRP) e um
número inteiro Mr. O objetivo é formar rotas com até Mr viagens a partir das rotas r ∈ S.
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Inicialmente, linha 1, o procedimento ordena as rotas de S de maneira crescente em relação ao
início da rota no aeroporto. Após isso, ele inicia um laço (linhas 3-16) que é executado enquanto
é possível juntar duas rotas quaisquer ri, rj numa nova rota rt (linha 7), em que o número de
rotas de rt é igual à soma do número de rotas de ri e rj . A rota rt deve ter um número de viagens
inferior ou igual ao parâmetro Mr e deve ser válida segundo o modelo HRPS ou HRPM (linha
9). Se isso for verdade, então as rotas ri, rj são removidas de S e a nova rota rt é incluída em
S. O algoritmo retorna a solução S em que rotas podem ter até Mr viagens.

Algoritmo 38: TRIP(S,Mr)
entrada: Uma solução S em Ω(VRP) e o número máximo Mr de viagens.
saída : Uma solução S em Ω(VRP).

1 Ordene as rotas de S de forma crescente em função do horário de início da rota;
2 continue← TRUE;
3 enquanto continue = TRUE faça
4 continue = FALSE;
5 para cada ri ∈ S faça
6 para cada rj ∈ S, ri 6= rj faça
7 rt = ri ∪ rj ;
8 Recalcule as informações da rota rt;
9 se rt é viável e o número de viagens é inferior ou igual aMr então
10 Remova ri, rj de S;
11 Adicione rt a S;
12 continue← TRUE;
13 �m
14 �m
15 �m
16 �m
17 retorne S;

6.12 Considerações Finais

Neste capítulo descreveu-se a matheurística MGV-H, uma adaptação do MGV-C para
resolver os problemas HRPS e HRPM. Em geral, os passos macros das matheurísticas MGV-C
e MGV-H são semelhantes. As diferenças se encontram, principalmente, nos procedimentos
de splitting, na busca local que opera com soluções inviáveis, no agrupamento de requisições
e na formação de várias viagens por rota.
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7 Resultados Computacionais

Neste capítulo são apresentados os resultados computacionais para os procedimentos
propostos do MGV-C para o CVRP e do MGV-H para os modelos HRPS e HRPM. As matheu-
rísticas MGV-C e MGV-H foram codi�cadas em C++ e os testes computacionais foram execu-
tados num AMD Ryzen 5 2600 Six-Core Processor de 1,5 GHz e 16 GB de RAM, rodando em um
computador Linux 4.4.0 x86_64. A matheurística foi executado 10 vezes para cada instância de
teste e o pacote CPLEX (versão 12.8) foi usado para resolver os modelos RL-PCC (4.9)-(4.13)
e PI-PPC (4.5)-(4.8). Além disso, a execução do CPLEX foi limitada a 4 minutos por causa do
PI-PPC, visto que, para algumas instâncias, o tempo para fechar o GAP da solução é excessivo.

7.1 Resultados experimentais do MGV-C para o CVRP

A primeira bateria de teste do MGV-C foi realizada em 91 instâncias benchmarks do
CVRP denominadas A, B, E, P e M, disponíveis no sítio http://vrp.galgos.inf.
puc-rio.br/. Os conjuntos de instâncias A, B e P foram propostos por Augerat et al.
(1995). O conjunto E foi proposto por Christo�des e Eilon (1969). O conjunto M foi elaborado
por Christo�des, Mingozzi e Toth (1979). O nome das instâncias segue o padrão X-nan-k-bn,
em que X representa o benchmark de origem da instância, an o número de requisições e bn o
número de veículos disponíveis. A instância A-n32-k5, por exemplo, pertence ao benchmark
A, possui 32 requisições e 5 veículos disponíveis.

Além disso, o MGV-C também foi testado em 12 instâncias do benchmark Golden pro-
posto por Golden et al. (1998) e 7 instâncias do benchmark CMT de�nido por Christo�des,
Mingozzi e Toth (1979). O benchmark Golden é formado por instâncias que contêm entre 240
e 480 requisições, enquanto o CMT possui instâncias contendo entre 50 e 100 requisições.
Esses benchmarks também estão disponíveis no endereço http://vrp.galgos.inf.
puc-rio.br/.

De modo a realizar o ajuste �no do MGV-C, usou-se o pacote Iterated Racing Pac-
kage (Irace) (LÓPEZ-IBÁÑEZ et al., 2016), uma ferramenta de con�guração automática de al-
goritmos baseada no Iterated F-Race (BALAPRAKASH; BIRATTARI; STÜTZLE, 2007). Dado
um conjunto representativo de instâncias de um problema, o Irace encontra a melhor con�gu-
ração de parâmetros de um algoritmo através de uma série de iterações, na qual um conjunto
de con�gurações candidatas são aplicadas para re�nar os resultados de um algoritmo. Se evi-
dência su�ciente é recolhida durante os testes, con�gurações estatisticamente piores nos testes
são removidas até que um conjunto de con�gurações, chamado elite, seja formado. As instân-
cias A-n45-k6, A-n80-k10, B-n57-k7 e B-n68-k9 foram usadas para o treinamento por serem
representativas do primeiro conjunto de instâncias. Os valores dos parâmetros para o MGV-C

http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br/
http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br/
http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br/
http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br/
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usado no Irace e os melhores candidatos obtidos são mostrados na Tabela 10.

Tabela 10 – Ajuste �no dos parâmetros do MGV-C pelo Irace.

Parâmetro Tipo Valor Melhor Resultado
Mi categórico {20000, 30000, 40000, 50000} 40000
Mv categórico {25, 50, 100, 200, 300} 25
Mα real [0, 01; 0, 1] 0,0865
Mt real [0, 01; 0, 05] 0,0477
Ms categórico {50, 100, 200, 300, 400, 500, 1000} 500
φ categórico {φw, φsw, φb, φsb} φsw

No intuito de avaliar o desempenho do MGV-C nos benchmarks A, B, P, E e M, uma
comparação é conduzida com alguns outros métodos publicados para a resolução do CVRP.
Esses algoritmos foram escolhidos, principalmente, porque eles são propostas que apresentam
resultados para os benchmarks selecionados. Os algoritmos escolhidos são o DELS (TEOH;
PONNAMBALAM; KANAGARAJ, 2015), o LNS-ACO (AKPINAR, 2016), o CVRP-FA (ALTA-
BEEB; MOHSEN; GHALLAB, 2019), OHGA (LIN et al., 2019) e o HGA-VNS (SBAI; KRICHEN;
LIMAM, 2020).

As Tabelas 11 a 15 exibem as comparações dos algoritmos selecionados nos conjuntos
de dados utilizados. As colunas Instância e BKS indicam o nome da instância e o valor da
melhor solução conhecida. As colunas Best e AVG representam a melhor solução encontrada
e o valor médio das execuções para cada algoritmo apresentado. As colunas DELS, LNS-ACO
e OHGA designam os melhores valores encontrados por esses algoritmos, dado que os valores
médios não foram apresentados no trabalho original. Se algum método não mostrou o resul-
tado para alguma instância, então um hífen (−) é colocado na respectiva célula da tabela e,
caso um método apresente uma solução que usa mais veículos que disponíveis na instância,
então um diamante (�) é mostrado na sua respectiva célula da tabela. Se presente, as últimas
duas linhas da tabela X̄1 e X̄2 mostram a média dos valores de cada método para o conjunto
de dados usado. Dado que alguns algoritmos não possuem resultados para todas as instâncias
disponíveis naquele conjunto de dados, a linha X̄1 representa o valor médio para as instâncias
comuns entre os algoritmos, enquanto X̄2 exibe o valor médio somente para os algoritmos
com resultados para todas as instâncias no conjunto de dados. Em negrito estão os melhores
valores encontrados entre os algoritmos.

Para o benchmark A, em relação à melhor solução encontrada, a Tabela 11 revela que
MGV-C sempre encontra o BKS (coluna AVG) em 21 das 27 instâncias, enquanto ele acha, pelo
menos, um BKS (coluna Best) para cada instância. Além disso, o MGV-C tem o menor valor
X1 entre os algoritmos mostrados para as colunas de melhor resultado e média. O algoritmo
HGA-VNS e o método proposto MGV-C conseguem resultados similares e o melhor desempe-
nho entre os procedimentos apresentados. Entretanto, enquanto o MGV-C obtém os melhores
resultados para as instâncias pequenas, o HGA-VNS, normalmente, encontra os melhores re-
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sultados para as instâncias maiores.

Tabela 11 – Resultados para o conjunto A.

Instância BKS DELS LNS-ACO OHGA CVRP-FA HGA-VNS MGV-C
Best Avg Best Avg Best Avg

A-n32-k5 784 784 784 784 796 798,1 784 802 784 784
A-n33-k5 661 661 661 661 661 661 661 679 661 661
A-n33-k6 742 742 742 742 742 742,7 742 760 742 742
A-n34-k5 778 778 778 778 778 778 779 796 778 778
A-n36-k5 799 799 799 799 799 804,2 799 799 799 799
A-n37-k5 669 669 669 669 669 669 669 669 669 669
A-n37-k6 949 949 949 949 949 955,5 949 949 949 949
A-n38-k5 730 730 730 730 730 730,7 730 730 730 730
A-n39-k5 822 822 822 822 822 822 822 822 822 822
A-n39-k6 831 831 831 833 831 834,6 831 831 831 831
A-n44-k6 937 937 937 937 937 937 937 937 937 937
A-n45-k6 944 944 958 953 953 959,4 944 944 944 945,2
A-n45-k7 1146 1146 1146 1146 1147 1153,3 1146 1146 1146 1146
A-n46-k7 914 914 914 914 914 914 919 931 914 914
A-n48-k7 1073 1073 1084 1073 1073 1073 1073 1090 1073 1073
A-n53-k7 1010 1010 1010 1017 1011 1014,8 1010 1010 1010 1010
A-n54-k7 1167 1167 1167 1167 1172 1172 1167 1167 1167 1167
A-n55-k9 1073 1073 1073 1074 1074 1078,6 1073 1073 1073 1073
A-n60-k9 1354 1354 1354 1355 1355 1364,7 1354 1354 1354 1354
A-n61-k9 1034 1035 1067 1035 1039 1048,4 1034 1034 1034 1034
A-n62-k8 1288 1288 1308 1308 1298 1312,2 1288 1288 1288 1289,4
A-n63-k10 1314 1316 1329 1329 1314 1333,4 1314 1314 1314 1315,8
A-n63-k9 1616 1624 1649 1630 1630 1644,8 1616 1616 1616 1616,2
A-n64-k9 1401 1416 1415 1416 1420 1424,9 1401 1401 1401 1402
A-n65-k9 1174 1181 1185 1184 1178 1180,7 1174 1174 1174 1175,6
A-n69-k9 1159 1165 1170 1170 1162 1174 1159 1159 1159 1159
A-n80-k10 1763 1779 1815 1790 1773 1787,2 1763 1763 1763 1763

X̄1 1041,93 1043,96 1049,85 1046,85 1045,44 1050,67 1042,15 1045,85 1041,93 1042,19

Para o benchmark B, a Tabela 12 mostra que o MGV-C sempre encontra o BKS (co-
luna AVG) em 18 das 23 instâncias, enquanto o MGV-C sempre encontra, pelo menos, um BKS
(coluna Best) para cada instância. Além disso, MGV-C tem os melhores valores para X1 e X2.
Novamente, os algoritmos HGA-VNS e MGV-C exibem resultados similares e o melhor desem-
penho em relação aos outros procedimentos. Além disso, o MGV-C tem melhores resultados
para instâncias pequenas, médias e duas grandes, enquanto o HGA-VNS alcança resultados
ótimos para instâncias grandes.

Para o benchmark E, a Tabela 13 mostra que o MGV-C sempre encontra o BKS (coluna
AVG) em 11 das 13 instâncias, enquanto ele obtém, pelo menos, um BKS (coluna Best) para
cada instância do benchmark. Também, o MGV-C tem os melhores valores para X1 e X2. Mais
uma vez, os algoritmos HGA-VNS e MGV-C exibem os melhores desempenhos quando compa-
rados com os outros métodos. Entretanto, dessa vez, o MGV-C consegue resultados melhores
que o HGA-VNS, visto que o MGV-C consegue encontrar o BKS das três maiores instâncias,
mas o HGA-VNS não.

Para o benchmark P, em termos de melhores soluções encontradas, a Tabela 14 mostra
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Tabela 12 – Resultados para o conjunto B.

Instância BKS DELS LNS-ACO OHGA CVRP-FA HGA-VNS MGV-C
Best Avg Best Avg Best Avg

B-n31-k5 672 672 672 672 672 672 672 672 672 672
B-n34-k5 788 788 788 788 788 789,7 788 788 788 788
B-n35-k5 955 955 955 955 955 955,1 955 955 955 955
B-n38-k6 805 805 805 805 806 806,2 807 822 805 805
B-n39-k5 549 549 549 549 550 553,9 552 566 549 549
B-n41-k6 829 829 829 829 829 829,8 829 829 829 829
B-n43-k6 742 742 742 742 742 742 742 742 742 742
B-n44-k7 909 909 909 909 909 913,3 909 921 909 909
B-n45-k5 751 751 751 751 751 754,2 751 763 751 751
B-n45-k6 678 678 678 680 686 692,8 678 690 678 678
B-n50-k7 741 741 741 741 741 744,8 741 753 741 741
B-n50-k8 1312 1313 1319 1315 1318 1329,6 1315 1324 1313 1313
B-n51-k7 1032 1033 1032 − 1032 � 1037 1053 1032 1032
B-n52-k7 747 747 747 747 747 747,6 751 768 747 747
B-n56-k7 707 707 707 711 709 713,9 710 728 707 707
B-n57-k7 1153 1166 1153 − 1153 1162,5 1153 1153 1153 1155
B-n57-k9 1598 1599 1598 1603 1610 1615,2 1598 1598 1598 1598
B-n63-k10 1496 1504 1514 1531 1503 1540,6 1496 1496 1496 1496,6
B-n64-k9 861 861 874 867 862 887,8 861 861 861 861,4
B-n66-k9 1316 1322 1330 1324 1319 1324,8 1316 1316 1316 1316,1
B-n67-k10 1032 1032 1050 1042 1042 1067,6 1032 1032 1032 1033,1
B-n68-k9 1272 1281 1290 1290 1278 1288,1 1272 1272 1272 1272
B-n78-k10 1221 1230 1228 1245 1224 1248 1221 1221 1221 1221

X̄1 951,48 953,10 955,99 956,95 954,33 962,71 952,19 957,95 951,52 951,63
X̄2 963,74 965,83 967,86 - 966,35 - 964,61 970,57 963,78 963,97

Tabela 13 – Resultados para o conjunto E.

Instância BKS DELS LNS-ACO OHGA CVRP-FA HGA-VNS MGV-C
Best Avg Best Avg Best Avg

E-n13-k4 247 375 247 − − − 247 247 247 247
E-n22-k4 375 375 375 375 375 375 375 375 375 375
E-n23-k3 569 569 569 569 569 569 569 569 569 569
E-n30-k3 534 534 534 − 534 � 534 534 534 534
E-n31-k7 379 − 379 − − − 379 379 379 379
E-n33-k4 835 835 835 835 835 845,2 835 835 835 835
E-n51-k5 521 − 521 521 521 521 521 521 521 521
E-n76-k7 682 695 682 692 683 683 682 682 682 682
E-n76-k8 735 744 735 740 − − 735 735 735 735
E-n76-k10 830 − 830 843 835 844,1 830 830 830 830
E-n76-k14 1021 1030 1022 1038 1029 1029 1022 1028 1021 1021
E-n101-k8 815 − 818 22 − − 818 821 815 816,6
E-n101-k14 1067 1082 1069 1095 − − 1069 1075 1067 1068,3

X̄1 696,40 700,80 755,29 701,80 698,20 695,19 696,60 697,80 696,40 690,43
X̄2 662,31 - 662,77 - - - 662,77 663,92 662,31 662,53
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que o MGV-C sempre encontra o BKS (coluna AVG) em 19 das 24 instâncias, enquanto ele sem-
pre acha, pelo menos, um BKS (coluna Best) para cada instância. Além disso, o MGV-C tem os
menores valores deX1 eX2 entre os algoritmos. Os algoritmos HGA-VNS e MGV-C alcançam
resultados similares, mas o HGA-VNS não obtém soluções boas com a mesma frequência que
o MGV-C como mostra a coluna AVG.

Tabela 14 – Resultados para o conjunto P.

Instância BKS DELS LNS-ACO OHGA CVRP-FA HGA-VNS MGV-C
Best Avg Best Avg Best Avg

P-n16-k8 450 450 450 450 450 450 450 450 450 450
P-n19-k2 212 212 212 212 212 212 212 212 212 212
P-n20-k2 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216
P-n21-k2 211 211 211 211 211 211 211 211 211 211
P-n22-k2 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216
P-n22-k8 603 603 − − 603 � 603 603 603 603
P-n23-k8 529 − 529 529 529 529 529 529 529 529
P-n40-k5 458 458 458 458 458 459,9 458 458 458 458
P-n45-k5 510 510 510 510 510 510 510 510 510 510
P-n50-k7 554 554 554 556 554 557,3 555 557 554 554
P-n50-k8 631 641 643 − 631 633,4 631 631 631 631,3
P-n50-k10 696 696 696 700 � � 696 706 696 696
P-n51-k10 741 742 747 741 742 750,3 745 759 741 741
P-n55-k7 568 568 568 568 568 573,5 568 571 568 568
P-n55-k10 694 694 694 698 697 702,9 694 694 694 694
P-n55-k15 989 989 989 989 � � 989 989 989 989
P-n60-k10 744 744 755 749 749 752,6 744 744 744 744
P-n60-k15 968 968 977 985 968 983,2 970 979 968 968
P-n65-k10 792 792 800 797 792 799,3 795 803 792 792
P-n70-k10 827 827 837 841 827 827,9 827 827 827 827
P-n76-k4 593 593 598 600 593 598,8 596 596 593 594,3
P-n76-k5 627 629 645 630 628 630,7 627 627 627 627,5
P-n101-k4 681 685 − 696 681 684,7 681 681 681 681,1

X̄1 550,56 552,00 554,28 553,72 551,11 554,47 551,28 553,28 550,56 550,66
X̄2 587,39 - - - - - 587,96 589,96 587,39 587,49

Para o benchmark M, em relação às melhores soluções encontradas, a Tabela 15 mostra
que o MGV-C sempre acha a melhor solução BKS (coluna AVG) em 2 das 5 instâncias, en-
quanto ele consegue obter pelo menos um BKS (coluna Best) para 3 instâncias. Além do mais,
o MGV-C é capaz de encontrar boas soluções para as instâncias M-n200-k16 e M-n200-k17.
Note que as instâncias M-n200-k16 e M-n200-k17 são iguais, exceto pelo número de veículos.
Assim, a instância M-n200-k16 é mais difícil de resolver que a M-n200-k17 e nem todas as
heurísticas encontram resultados para M-n200-k16.

Além disso, para realizar uma comparação entre os múltiplos algoritmos, o teste não
paramétrico de Friedman (BRAZDIL; SOARES, 2000) foi aplicado para, estatisticamente, vali-
dar os resultados obtidos. No caso de heurísticas, a hipótese nulaH0 do teste de Friedman pode
ser descrita como: "não há nenhuma diferença de resultados entre as heurísticas". Já a hipótese
alternativaHa é de�nida como: "há, pelo menos, uma heurística com resultados con�itantes com
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Tabela 15 – Resultados para o conjunto M.

Instância BKS LNS-ACO CVRP-FA MGV-C
Best Avg Best Avg

M-n101-k10 820 820 − − 820 820
M-n121-k7 1034 1034 − − 1034 1034
M-n151-k12 1015 1033,3 − − 1015 1018
M-n200-k16 1274 − − − 1279 1303,3
M-n200-k17 1275 1324,3 1328 1338,7 1277 1283,8
X1 956,33 962,42 - - 956,33 957,33

o restante das heurísticas". A hipótese é testada nas instâncias que possuem resultados para
todos os algoritmos, o que representa 71 instâncias. Para uma melhor comparação, os custos
das melhores soluções conhecidas (BKS) são incluídos no teste junto às outras heurísticas.

Tabela 16 – O p-valor obtido pelo teste de Friedman nas instâncias de testes.

χ2 df p-valor
46,84 6 2, 01× 10−08

Os resultados para o primeiro teste de Friedman são apresentados na Tabela 16. A co-
luna df designa o grau de liberdade. O nível de signi�cância é preestabelecido como 95%. O
p-valor = 2, 01× 10−08 indica que o teste é altamente signi�cativo e a hipótese nula H0 pode
ser descartada. Isso implica que pelo menos um dos métodos analisados é inconsistente com
os resultados dos outros algoritmos. Para identi�car o procedimento destoante, o teste de Ne-
menyi (NEMENYI, 1962) é aplicado como um teste post-hoc para efetuar uma comparação por
pares de métodos. Os resultados dessa comparação estão exibidos na Tabela 17. Os p-valores,
em negrito, designam que a hipótese H0 é rejeitada para o par de métodos representados pela
linha e pela coluna. Note que três grupos são formados quando H0 é rejeitado. O primeiro,
é composto pelos algoritmos OHGA, LNS-ACO e CVRP-FA. O segundo, é formado pelos mé-
todos DELS, LNS-ACO, CVRP-FA e HGA-VNS. O terceiro, é constituído dos elementos BKS,
DELS, HGA-VNS e MGV-C.

Tabela 17 – Os p-valores da análise post-hoc de Nemenyi para o teste de Friedman com nível
de signi�cância de 95%.

BKS OHGA DELS LNS-ACO CVRP-FA HGA-VNS MGV-C
BKS n/a 0,000 0,395 0,001 0,002 0,602 1,000
OHGA 0,000 n/a 0,025 1,000 1,000 0,008 0,000
DELS 0,395 0,025 n/a 0,208 0,395 1,000 0,395
LNS-ACO 0,001 1,000 0,208 n/a 1,000 0,091 0,001
CVRP-FA 0,002 1,000 0,395 1,000 n/a 0,157 0,002
HGA-VNS 0,602 0,008 1,000 0,091 0,157 n/a 0,602
MGV-C 1,000 0,000 0,395 0,001 0,002 0,602 n/a

Dado que o BKS está agrupado com DELS, HGA-VNS e MGV-C, o teste de Friedman
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é repetido, mas dessa vez, restrito a este grupo. A hipótese é avaliada nas 82 instâncias com
resultados para esses algoritmos. Os resultados são apresentados na Tabela 18. Novamente,
o p-valor < 0, 05 e a hipótese H0 é rejeitada, visto que existe, pelo menos, um algoritmo
destoante em relação aos resultados do grupo. Dessa vez, o método DELS é descartado como
mostrado na Tabela 19, a qual apresenta os p-valores da análise post-hoc de Nemenyi para o
teste de Friedman.

Tabela 18 – Teste de Friedman para BKS, DELS, HGA-VNS e MGV-C nas instâncias de teste.

χ2 df p-valor
11,80 3 8, 10× 10−03

Tabela 19 – Os p-valores da análise post-hoc de Nemenyi para o teste de Friedman para BKS,
DELS, HGA-VNS e MGV-C com nível de signi�cância de 95%.

BKS DELS HGA-VNS MGV-C
BKS n/a 0,021 0,178 0,855
DELS 0,021 n/a 0,602 0,021
HGA-VNS 0,178 0,602 n/a 0,178
MGV-C 0,855 0,021 0,178 n/a

Por �m, o teste de Friedman é repetido incluindo somente BKS, HGA-VNS e MGV-C.
A hipótese desta vez não é rejeitada (p-valor > 0, 05), portanto não há nenhuma diferença na
qualidade das soluções fornecidas pelos métodos HGA-VNS, MGV-C e as melhores soluções
conhecidas (BKS) como mostrado na Tabela 20.

Tabela 20 – Teste de Friedman para BKS, HGA-VNS e MGV-C nas instâncias de teste.

χ2 df p-valor
4,23 2 0,1208

Para avaliar o desempenho do MGV-C nos benchmarks CMT e Golden, uma avaliação é
conduzida com outros métodos recentemente publicados para o CVRP. Os algoritmos escolhi-
dos são o RRTR (GROËR; GOLDEN; WASIL, 2011), o HGSADC (VIDAL et al., 2012), o GRELS
(PRINS, 2009), o VTS (KWON et al., 2007) e o PEO (AMMI; CHIKHI, 2016). As Tabelas 21 e 22
mostram a comparação para os algoritmos selecionados para os benchmarks CMT e Golden.
Como nenhum valor médio está disponível para os procedimentos RRTR, HGSADC, GRELS,
PEO e VTS, as colunas deles nas tabelas representam a melhor solução encontrada para cada
instância.

Para o benchmark CMT, em relação às melhores soluções encontradas, a Tabela 21 re-
vela que o MGV-C encontrada o BKS (coluna MGV-C) em 5 das 7 instâncias. Além disso, o
MGV-C tem a média X1 similar ao BKS, RRTR e HGSADC. Entretanto, o MGV-C somente
supera, em termos de melhores soluções encontradas, os métodos VTS e HGSADC. Quando
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o teste de Friedman é repetindo usando os valores apresentados na Tabela 21, o p-valor en-
contrado é igual a 0,113. Infere-se, portanto, que não há diferença de qualidade nas soluções
geradas pelas heurísticas MGV-C, RRTR, HGSADC, GRELS e VTS.

Tabela 21 – Resultados para o conjunto CMT.

Instância BKS RRTR HGSADC GRELS VTS MGV-C
CMT1 524,61 524,61 524,61 524,61 524,61 524,61
CMT2 835,26 835,26 835,26 835,26 844,45 835,26
CMT3 826,14 826,14 826,14 826,14 828,74 826,14
CMT4 1028,42 1028,42 1028,42 1029,48 1040,22 1029,65
CMT5 1291,29 1291,45 1291,45 1294,09 1324,01 1292,54
CMT11 1042,11 1042,11 1042,11 1042,11 1043,90 1042,11
CMT12 819,56 819,56 819,56 819,56 819,56 819,56
X̄1 909,63 909,65 909,65 910,18 917,93 909,98

Para o benchmark Golden, em relação às melhores soluções encontradas, a Tabela 21
mostra que o MGV-C não foi capaz de encontrar nenhuma solução conhecida (coluna BKS),
enquanto três métodos distintos encontram pelo menos uma. Em geral, o MGV-C obtém so-
luções que são superiores, em média, a 3,8% do valor da coluna BKS. Além disso, ele supera
somente o algoritmo VTS. Uma explicação para esse baixo desempenho é que, para instâncias
como as da Golden, os modelos matemáticos PPC e PCC não são capazes de encontrar boas
soluções no tempo apropriado.

Tabela 22 – Resultados para o conjunto Golden.

Instância BKS RRTR HGSADC PEO VTS MGV-C
Golden9 579,71 579,71 579,71 579,71 589,60 604,52
Golden10 735,43 737,28 736,26 736,26 749,78 779,46
Golden11 911,98 913,35 912,84 912,84 961,64 978,06
Golden12 1101,5 1102,76 1102,69 1102,87 1173,37 1194,28
Golden13 857,19 857,19 857,19 857,19 904,86 866,703
Golden14 1080,55 1080,55 1080,55 1081,5 1143,47 1093,37
Golden15 1337,27 1338,19 1337,92 1338,9 1439,71 1391,99
Golden16 1611,28 1613,66 1612,50 1612,5 1706,25 1697,59
Golden17 707,76 707,76 707,76 707,76 717,26 710,95
Golden18 995,13 995,13 995,13 995,13 1023,64 1016,43
Golden19 1365,60 1365,60 1365,60 1365,4 1403,39 1392,29
Golden20 1817,59 1818,25 1818,32 1818,75 1879,44 1874,43

X̄1 1091,75 1092,45 1092,21 1092,40 1141,03 1133,34

A Tabela 23 mostra o tempo computacional médio (em segundos) para os métodos
considerados. Para realizar uma comparação mais justa dos tempos computacionais entre os
diversos métodos, um fator de conversão foi usado para o tipo de CPU, conforme apresentado
na Tabela 24. Usou-se o método Single Thread Rating conforme disponível em https://
www.cpubenchmark.net/. Em relação à Tabela 23, as heurísticas DELS e CVRP-FA não

https://www.cpubenchmark.net/
https://www.cpubenchmark.net/


Capítulo 7. Resultados Computacionais 123

publicaram esses valores, portanto, nenhum dado está disponível. Para o grupo de instâncias
A, B, P e E, o tempo do MGV-C é inferior às outras heurísticas. Em relação aos benchmarks
Golden e CMT, o tempo é superior, pelo menos, entre dez e cem vezes em relação ao GRELS
e VTS. Um dos motivos desse comportamento é devido ao tempo demandado para resolver
o PPC no �nal do MGV-C. Para algumas instâncias, ele usa todo o tempo con�gurado. Isso
ocorre porque para instâncias maiores há mais rotas, o que torna mais difícil de encontrar
uma solução exata. A linha X1 denota a média dos tempos, excluindo o benchmark M.

Tabela 23 – Tempo computacional médio (em segundos) para as instâncias de teste.

Benchmark OHGA LNS-ACO HGA-VNS MGV-C
A 379,24 1541,10 29,36 16,6
B 335,92 1642, 74 18,72 18,0
E 880,08 2562,12 20,88 16,4
P 412,68 1498,2 29,92 16,5
M - - - 150,5
X1 501,98 1811,04 24,74 16,88

Benchmark GRELS VTS HGSADC MGV-C
CMT 7,85 22,75 192,52 906,90

Golden 101,25 438,43 2151,60 1061,30
X1 54,55 230,60 1172,06 984,1

Tabela 24 – Fator de conversão de CPU.

OHGAa LNS-ACOb HGA-VNSc MGV-C d

0,76 0,66 0,40 1,0
a Intel Core i7-3615QM @ 2.30GHz
b Core(TM) i7-2640 CPU 2.80 GHz
c Intel Core i3-4005U @ 1.70GHz
d AMD Ryzen 5 2600

GRELSe VTSf HGSADC g MGV-Cd

0,18 0,31 0,24 1,0
e Intel Pentium 4 2.80GHz
f Intel Xeon 3.20GHz
g Pentium 4 3.00 GHz
d AMD Ryzen 5 2600

Para analisar a robustez dos resultados obtidos pelo MGV-C, a Tabela 25 apresenta o
desvio padrão não nulo para as instâncias de teste. A coluna Instância representa o nome da
instância e a coluna DP designa o desvio padrão. Analisando os resultados, nota-se que a mai-
oria dos desvios padrões são inferiores a 10, exceto para as instâncias M-n200-k16 e Golden20.
A primeira representa uma instância que é reconhecida pela di�culdade de encontrar o ótimo,
enquanto a Golden20 é a maior instância do seu benchmark.
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Tabela 25 – Desvio padrão para os resultados obtidos nas instâncias do CVRP.

Instância DP Instância DP Instância DP
A-n45-k6 2,452 P-n50-k8 1,300 Golden9 4,172
A-n62-k8 0,943 P-n76-k4 2,558 Golden10 4,702
A-n63-k10 0,100 P-n76-k5 0,527 Golden11 5,011
A-n63-k9 3,302 P-n101-k4 0,527 Golden12 6,609
A-n64-k9 2,234 M-n151-k12 2,014 Golden13 4,216
A-n65-k9 0,516 M-n200-k16 16,379 Golden14 5,767
B-n57-k7 1,703 M-n200-k17 8,774 Golden15 8,497
B-n63-k10 0,471 CMT2 0,007 Golden16 9,324
B-n64-k9 1,135 CMT3 0,649 Golden17 1,229
B-n66-k9 0,100 CMT4 0,537 Golden18 5,815
B-n67-k10 1,581 CMT5 4,618 Golden19 5,393
E-n101-k8 1,269 CMT11 0,491 Golden20 12,621
E-n101-k14 1,932

Para uma análise da contribuição dos diversos componentes do MGV-C em termos de
tempo e qualidade de solução gerada, o Apêndice C pode ser consultado.

7.2 Resultados experimentais do MGV-H para o HRPS

O MGV-H foi avaliado no conjunto de instâncias proposto por Rosa et al. (2016) a partir
de dados reais de operações em plataformas marítimas no Brasil. No total, foram geradas 23
instâncias de 5 a 160 requisições de transporte com a disponibilidade de 12, 25 ou 100 helicóp-
teros. As primeiras 22 instâncias foram construídas usando dados reais da Petrobras. A última
instância tem 1000 requisições com 100 helicópteros e foi gerada para avaliar a efetividade do
método CS. O nome das instâncias segue o padrão Han, em que an é o número de requisi-
ções, conforme mostrado na Tabela 26. A coluna Instância designa o nome da instância, as
colunas NR e NH denotam o número de requisições e o número de helicópteros disponíveis,
respectivamente.

A Tabela 27 apresenta os valores usados no ajuste �no do MGV-H ao problema HRPS
usando o Irace. O conjunto ΠHRPS representa todas as permutações possíveis do vetor (γF , γS ,
γT , γW ). No caso, a combinação eleita pelo Irace para o parâmetro Mγ foi (γS, γW , γT , γF ).
Assim, a busca local BL-HRP remove as indisponibilidades conforme a ordem de�nida pela
variável Mγ , ou seja, remove primeiro as indisponibilidades relacionadas a assentos (γS), peso
(γW ), tempo (γT ) e, por último, combustível (γF ). As instâncias usadas para o ajuste foram a
H30 e a H50. Além disso, no método PEN-PROPRIEDADE, a constante Y1 tem valor igual
a 105.

A Tabela 28 apresenta os resultados experimentais da aplicação do MGV-H ao HRPS.
As colunas Instância e Id designam o nome e o número identi�cador da instância. As colunas
CS e MGV-H designam o método CS apresentado por Rosa et al. (2016) e a matheurística
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Tabela 26 – Instâncias HRPS.

Instância Id NR NH Instância Id NR NH
H05 1 5 15 H70 13 70 25
H10 2 10 15 H80 14 80 25
H15 3 15 15 H90 15 90 25
H20 4 20 15 H100 16 100 25
H25 5 25 15 H110 17 110 25
H30 6 30 15 H120 18 120 25
H35 7 35 15 H130 19 130 25
H40 8 40 15 H140 20 140 25
H45 9 45 15 H150 21 150 25
H50 10 50 15 H160 22 160 25
H55 11 55 15 H1000 23 1000 100
H60 12 60 25

Tabela 27 – Ajuste �no dos parâmetros do MGV-H via Irace para o HRPS.

Parâmetro Tipo Valor Melhor Resultado
Mi categórico {250, 500, 750, 1000, 2000} 1000
Mv categórico {25, 50, 75, 100, 200} 50
Mα real [0,01, 0,1] 0,0521
Ms categórico {5, 10, 20, 50, 100} 20
Mr categórico {1} 1
Mc categórico {0, 2, 3, 4, 6, 8} 4
Mk categórico {0,01, 0,05, 0,10, 0,20} 0,10
Mγ categórico ΠHRPS (γS, γW , γT , γF )
φ categórico {φw, φsw, φb, φsb} φsw

MGV-H. As colunas Best, Worst e T(s) mostram o melhor resultado, o pior resultado e o
tempo médio de execução (em segundos) para os métodos apresentados. A coluna R(%) exibe
o valor relativo entre CS e MGV-H para a coluna Best. A coluna CPLEX apresenta os dados da
resolução do modelo HRPS feita pelo pacote CPLEX. A coluna OF apresenta o valor da função
objetivo, a coluna LB apresenta o lower bound, a coluna UB mostra o valor do upper bound e
a coluna GAP exibe o gap da solução. Dado que o modelo exato é difícil de resolver, quando
algum valor não é encontrado, um hífen (-) é mostrado no seu lugar. O método Single Thread
Rating foi usado para comparação de tempos e um fator multiplicativo de 0,60 foi aplicado ao
tempo do CS. Em negrito, estão os melhores valores obtidos pelos métodos.

Analisando os dados da Tabela 28, nota-se que os dois métodos apresentam resultados
similares para as primeiras cinco instâncias. Entretanto, a partir da sexta instância, o método
adaptado MGV-H sempre obtém as melhores soluções, tanto para a coluna Best quanto para a
coluna Worst. Por �m, o melhor resultado relativo para o MGV-H é para a instância H1000, a
maior instância, na qual o valor relativo é de 55,17%. Isso signi�ca que o MGV-H encontrou uma
solução com valor próximo à metade da encontrada pelo CS. Em relação ao tempo, o método
CS foi projetado para sempre executar por cinco minutos. Por isso, o tempo apresentado é a
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média das execuções até encontrar a melhor solução. Considerando isso, note que para todas
as instâncias, exceto a última, o tempo de execução do MGV-H é inferior ao CS. Além disso,
ambos métodos utilizam agrupamento de requisições com o CS agrupando até 11 requisições,
enquanto o MGV-H o faz com até quatro requisições.

Tabela 28 – Resultados experimentais para o HRPS.

Instância Id CPLEX CSa MGV-Hb R(%)
OF LB UB GAP(%) T(s) Best Worst T(s) Best Worst T(s)

H05 1 1.135 1.135 1.135 0 1,54 1.135 1.135 1,15 1.135 1.135 0,11 100,00
H10 2 - 1.184 2.126 44,31 28.800 2.126 2126 1,386 2.126 2.128 0,33 100,00
H15 3 - 1.088 2.128 48,88 28.800 2.128 2.128 11,00 2.128 2.128 0,59 100,00
H20 4 - 1.064 2454 56,64 28.800 2.158 2.170 106,52 2.158 2.177 0,88 100,00
H25 5 - 954 - - 28.800 2.170 2.177 100,51 2.170 2.171 1,162 100,00
H30 6 - 1.072 - - 28.800 2.273 2.284 191,47 2.171 2.180 1,55 95,51
H35 7 - 1.036 - - 28.800 3.083 3.094 209,60 2.177 2.201 2,77 70,61
H40 8 - 1.036 - - 28.800 3.257 3.264 128,62 2.181 2.210 2,88 66,96
H45 9 - 954 - - 28.800 3.291 3.365 197,45 3.105 3.122 4,89 94,35
H50 10 - 906 - - 28.800 4.126 4.194 174,61 3.284 3.302 5,40 79,59
H55 11 - 906 - - 28.800 4.158 4.221 196,22 3.286 3.310 5,27 79,37
H60 12 - 1.036 - - 28.800 4.149 4.164 164,67 4.112 4.134 6,20 99,11
H70 13 - 906 - - 28.800 5.035 5.046 157,74 4.125 4.145 5,19 81,93
H80 14 - 906 - - 28.800 6.487 6.591 214,13 4.154 4.182 5,58 82,50
H90 15 - 906 - - 28.800 7.144 7.157 188,38 5.214 5.243 9,04 72,98
H100 16 - 1.036 - - 28.800 8.036 8.058 153,51 5.233 5.333 7,32 65,12
H110 17 - 906 - - 28.800 9.153 9.184 167,63 6.164 6.222 13,47 67,34
H120 18 - 906 - - 28.800 10.121 10.133 153,52 6.237 6.280 12,00 61,62
H130 19 - 906 - - 28.800 11.004 11.024 169,76 7.139 7.309 15,88 64,88
H140 20 - 906 - - 28.800 11.058 11.082 221,11 7.336 7.556 17,72 66,34
H150 21 - 906 - - 28.800 12.095 12.124 148,91 7.339 8.245 17,75 60,68
H160 22 - 906 - - 28.800 12.115 12.156 179,21 8.174 8.301 20,43 67,47
H1000 23 - - - - 28.800 96.926 97.038 170,14 53.469 54.580 390,79 55,17
X1 - - - - - - 9.705,57 9.735,43 148,14 6.287,70 6.417,13 23,79 79,63

b Intel Core i7-2720QM @ 2.20GHz
b AMD Ryzen 5 2600

Para analisar a robustez dos resultados obtidos pelo MGV-H para o HRPS, a Tabela
29 apresenta o desvio padrão para cada instância. A coluna Instância representa o nome da
instância e a coluna DP designa o desvio padrão. Analisando os resultados, nota-se para as
instâncias com até 100 requisições que o desvio padrão é inferior a 10. Em especial, as instâncias
H150 e H1000 possuem os maiores desvios. Isso ocorre nelas porque algumas soluções obtidas
usam mais helicópteros, o que implica num custo maior na função objetivo.

7.3 Resultados experimentais do MGV-H para o HRPM

O MGV-H foi avaliado no conjunto de instâncias proposto por Machado et al. (2019) a
partir de dados reais de operações em plataformas marítimas no Brasil. No total, foram geradas
14 instâncias de 5 a 80 requisições de transporte com a disponibilidade de 10 helicópteros. O
nome das instâncias segue o padrão Kan, em que an é o número de requisições, conforme
mostrado na Tabela 30. A coluna Instância designa o nome da instância, as colunas NR e NH
denotam o número de requisições e o número de helicópteros disponíveis, respectivamente.
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Tabela 29 – Desvio padrão para os resultados obtidos nas instâncias do HRPS.

Instância DP Instância DP Instância DP
H05 0,000 H45 5,228 H110 16,734
H10 0,966 H50 5,797 H120 14,622
H15 0,000 H55 7,637 H130 51,542
H20 8,208 H60 6,944 H140 67,413
H25 0,316 H70 7,008 H150 390,496
H30 3,479 H80 9,606 H160 41,580
H35 8,475 H90 9,663 H1000 428,642
H40 9,606 H100 28,503

As instâncias do HRPM tem três tipos de janelas de tempo: no período da manhã, no período
da tarde e diurnas.

Tabela 30 – Instâncias HRPM.

Instância Id NR NH Instância Id NR NH
K05 1 5 10 K40 8 40 10
K10 2 10 10 K45 9 45 10
K15 3 15 10 K50 10 50 10
K20 4 20 10 K55 11 55 10
K25 5 25 10 K60 12 60 10
K30 6 30 10 K70 13 70 10
K35 7 35 10 K80 14 80 10

A Tabela 31 apresenta os valores usados no ajuste �no do MGV-H ao problema HRPM
usando o Irace. O conjunto ΠHRPM representa todas as permutações possíveis do vetor (γF , γS ,
γT , γW , γJ ). No caso, a combinação eleita pelo Irace para o parâmetroMγ foi (γW , γS, γJ , γF , γT ).
Assim, a busca local BL-HRP remove as indisponibilidades conforme a ordem de�nida pela va-
riável Mγ , ou seja, remove primeiro as indisponibilidades relacionadas a peso (γW ), assentos
(γS), janelas de tempo (γJ ), combustível (γF ) e, por último, tempo (γT ). As instâncias usadas
para o ajuste foram a K20 e a K50. Além disso, no método PEN-PROPRIEDADE, a constante
Y1 tem valor igual a 105.

Tabela 31 – Ajuste �no dos parâmetros do MGV-H via Irace para o HRPM.

Parâmetro Tipo Valor Melhor Resultado
Mi categórico {250, 500, 750, 1000, 2000} 1000
Mv categórico {25, 50, 75, 100, 200} 50
Mα real [0,01, 0,1] 0,0902
Ms categórico {5, 10, 20, 50, 100} 10
Mr categórico {3} 3
Mc categórico {0, 2, 3, 4, 6, 8} 4
Mk categórico {0,01, 0,05, 0,10, 0,20} 0,20
Mγ categórico ΠHRPM (γW , γS, γJ , γF , γT )
φ categórico {φw, φsw, φb, φsb} φsw
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A Tabela 32 apresenta os resultados experimentais da aplicação do MGV-H ao HRPM.
As colunas Instância e Id designam o nome e o número identi�cador da instância. As colu-
nas GRASP e MGV-H designam o método GRASP apresentado por Machado et al. (2019) e
a matheurística MGV-H. As colunas Best, Worst e T(s) mostram o melhor resultado, o pior
resultado e o tempo médio de execução (em segundos) para os métodos apresentados. A co-
luna R(%) exibe o valor relativo entre GRASP e MGV-H para a coluna Best. A coluna CPLEX
apresenta os dados da resolução do modelo HRPM pelo pacote CPLEX. A coluna OF apresenta
o valor da função objetivo, a coluna LB apresenta o lower bound, a coluna UB mostra o valor
do upper bound e a coluna GAP exibe o gap da solução. Dado que o modelo exato é difícil de
resolver, quando algum valor não é encontrado, um hífen (-) é mostrado no seu lugar. O mé-
todo Single Thread Rating não é necessário, pois ambos procedimentos executaram na mesma
arquitetura. Em negrito, estão os melhores valores obtidos pelos métodos.

Tabela 32 – Resultados experimentais para o HRPM.

Instância Id CPLEX GRASPa MGV-Ha R(%)
FO LB UB T(s) GAP(%) Best Worst T(s) Best Worst T(s)

K05 1 2.732 2.732 2.732 17,02 0.00 2.732 2.732 ≈ 1 2.732 2.732 0,20 100
K10 2 - 961 3.095 7.200 68.94 2.806 2.829 3 2.763 2.763 0,44 98,47
K15 3 - 280 - 7.200 - 3.086 3.264 12 3.077 3.077 1,16 99,70
K20 4 - 98 - 7.200 - 3.174 3.553 45 3.085 3.085 1,47 97,20
K25 5 - - - 7.200 - 3.749 4.773 88 3.204 3.204 2,13 85,46
K30 6 - - - 7.200 - 4.488 5.631 140 4.535 4.587 2,72 101,05
K35 7 - - - 7.200 - 6.060 6.918 211 5.146 5.146 4,14 84,92
K40 8 - - - 7.200 - 6.271 7.509 334 5.146 5.146 4,98 82,06
K45 9 - - - 7.200 - 7.264 7.957 478 5.333 5.338 5,80 73,42
K50 10 - - - 7.200 - 7.459 8.656 699 5.341 6.055 6,80 71,60
K55 11 - - - 7.200 - 8.803 9.491 938 6.174 6.325 9,48 70,14
K60 12 - - - 7.200 - 9.102 10.274 1.262 6.353 6.472 11,81 69,80
K70 13 - - - 7.200 - 11.742 12.587 1.845 6.701 6.294 27,16 57,07
K80 14 - - - 7.200 - 13.185 15.095 2.484 7.540 7.641 26,53 57,18
X1 - - - - - - 6.422,93 7.233,5 610 4.795,00 4.847,50 7,49 82,01

a AMD Ryzen 5 2600
b AMD Ryzen 5 2600

Analisando a Tabela 32, nota-se que o método MGV-H obtém resultados melhores que
o GRASP para 12 das 14 instâncias com tempo sempre inferior. Em especial, em nenhuma das
execuções o tempo passou de 60 segundos. Para a primeira instância, ambos métodos encon-
traram a solução exata conforme resolvido pelo CPLEX. Na instância K30 o MGV-H gerou uma
solução inferior a do GRASP. Isso ocorreu porque o MGV-H usa uma estratégia de gerar rotas
com múltiplas viagens somente após encontrar uma solução localmente mínima. Já o GRASP
sempre forma rotas com várias viagens. Por isso, para a instância K30, o MGV-H não con-
seguiu gerar uma rota com três viagens, enquanto o GRASP foi capaz. Além disso, veri�que
que, exceto pela instância K30 e pela última instância, o valor da coluna R(%) decresce da me-
nor para a maior instância. Em relação ao tempo de execução, o método GRASP trabalha com
instâncias viáveis num algoritmo paralelizado. Ele não usa nenhuma estratégia para reduzir
o custo computacional no cálculo dos movimentos na busca local como o MGV-H e também
não faz agrupamento das requisições. Isso explica, em partes, a discrepância entre os tempos
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Tabela 33 – Desvio padrão para os resultados obtidos nas instâncias do HRPM.

Instância DP Instância DP Instância DP
K05 0,000 K30 16,444 K55 57,199
K10 0,000 K35 0,000 K60 45,706
K15 0,000 K40 0,000 K70 99,918
K20 0,000 K45 1,776 K80 31,311
K25 0,316 K50 341,318

computacionais.

Para analisar a robustez dos resultados obtidos pelo MGV-H para o HRPM, a Tabela
33 apresenta o desvio padrão para cada instância. A coluna Instância representa o nome da
instância e a coluna DP designa o desvio padrão. Analisando os resultados, nota-se que, para
instâncias com até 45 requisições, o desvio padrão é inferior a 20. Em especial, a instância K50
possui o maior desvio padrão. Isso ocorre porque o método MGV-H, às vezes, gera uma solução
que não utiliza todas as viagens disponíveis de uma rota. Como consequência, seria possível
transferir viagens de uma rota à outra e reduzir o número de helicópteros necessários, o que
diminuiria o custo da solução.
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8 Conclusões e Trabalhos Futuros

Esta tese propôs uma nova formulação matemática do HRP chamada HRPM, a qual é
uma extensão do HRPS de�nido por Rosa et al. (2016). O HRPM inclui novas restrições ope-
racionais que garantem o pouso e decolagem seguros em plataformas marítimas. Além disso,
ele adiciona também a possibilidade de múltiplas viagens por rota e janelas de tempo para as
requisições. Para resolução dos modelos HRPS e HRPM, uma nova matheurística seguindo a
abordagem hierárquica RFCS é proposta como método de resolução. Essa nova matheurística é
avaliada nos problemas do tipo CVRP para validá-la. Em seguida, ela é adaptada para resolver
os modelos HRPS e HRPM.

A matheurística é uma hibridização do GRASP e do VNS com a aplicação dos modelos
matemáticos PCC e PPC. Na fase construtiva do GRASP, o modelo matemático do PCC e várias
heurísticas construtivas são usados para construir uma solução inicial. Na fase de busca local
do GRASP, utiliza-se a meta-heurística VNS. As soluções localmente ótimas geradas pelo VNS
são armazenadas para serem usadas nos modelos PCC e PPC. Após a execução de todas as
iterações do GRASP, o modelo PPC é aplicado para gerar a solução �nal.

A versão da matheurística para o CVRP é chamada MGV-C. Ela foi aplicada em sete
benchmarks da literatura, totalizando 110 instâncias. Os resultados computacionais mostraram
que o método proposto é competitivo para instâncias pequenas e médias. Nesses casos, uma
análise estatística foi conduzida para avaliar a matheurística com outros algoritmos. Para ins-
tâncias grandes, o método foi capaz de encontrar soluções próximas às melhores conhecidas,
mas com resultados inferiores a outras heurísticas.

A versão da matheurística para o HRPS e o HRPM é chamada MGV-H. Ela foi avali-
ada em 23 instâncias do HRPS e 14 instâncias do HRPM. Para o HRPS, usou-se o método CS
proposto por Rosa et al. (2016) como comparação. Tanto o CS quanto o MGV-H obtiveram re-
sultados similares para as cinco instâncias menores. Entretanto, para o restante das instâncias,
o MGV-H conseguiu resultados superiores. Em especial, para a maior instância, obteve uma so-
lução com valor inferior a 44% da obtida pelo CS. Para o HRPM, utilizou-se o método GRASP
proposto por Machado et al. (2019) para avaliação. Das 14 instâncias, o MGV-H superou os
resultados em 12 delas. As duas exceções são a menor instância, na qual ambos algoritmos
atingiram o mesmo valor e uma instância média, no qual o MGV-H gerou uma solução com
valor 1,05% superior à obtida pelo GRASP.

A partir desses resultados, são presentados como sugestão de continuidade a este traba-
lho as seguintes propostas. A matheurística proposta utiliza diversas heurísticas construtivas.
Dado que há outros métodos disponíveis como o CW, propõe-se a utilização deles para avaliar
o ganho de novas heurísticas na fase construtiva. Além disso, a integração do PCC relaxado
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com as heurísticas construtivas é feita utilizando uma estratégia de ordenação. Durante os
experimentos, evidenciou-se a preferência por um certo tipo de estratégia no ajuste �no do
método. Assim, propõe-se que novas estratégias sejam avaliadas além das propostas.

A versão do MGV-H funciona com soluções inviáveis, enquanto o MGV-C sempre man-
tém a solução viável. Como sugestão, sugere-se a modi�cação do MGV-C para operar com
soluções inviáveis, pois é possível que com isso consiga melhores resultados para instâncias
grandes. Além disso, há outras opções de funções splitting para o MGV-C. Para o HRP e pro-
blemas de pickup e delivery em geral, ainda há poucos estudos relacionados ao splitting. Assim,
propõe-se o desenvolvimento de novos métodos para transformar soluções entre diversos es-
paços de soluções para problemas PDVRP

A matheurística conseguiu bons resultados para os problemas CVRP e HRP. Assim,
recomenda-se a sua adaptação para outras classes de roteamento. Além disso, a utilização do
PCC é frequentemente acompanhada de GC. Dessa forma, uma alteração possível no método
é aplicação de GC como ferramenta para resolução do problema. Nesse âmbito, sugere-se tam-
bém que o subproblema seja resolvido por programação dinâmica. Em especial, as regras de
dominância para tratar as diversas restrições do problema não foram encontradas na revisão
da literatura.

A matheurística é uma hibridização das meta-heurísticas GRASP e VNS. Isso abre a
possibilidade novas hibridizações, especialmente com o GRASP. Uma sugestão é substituir
o método VNS por outra busca local como BT ou substituir a busca local do VNS pela BT.
Além disso, dado que o método armazena soluções localmente ótimas, uma possibilidade de
aprimoramento é aplicação de path-relinking com objetivo de explorar melhor o espaço de
solução. Na representação da solução, no caso da aplicação no HRPM, permitir que a rota
faça várias viagens durante todo o método pode ser o su�ciente para que ele resolva todas as
instâncias tão bem quanto o GRASP usado na comparação.

Em relação ao modelo HRPM, propõe-se a adoção de novas restrições de segurança.
Atualmente, diversos estudos buscam avaliar cenários que aumentem esse requisito. Uma pos-
sibilidade é permitir que passageiros troquem de aeronaves numa plataforma em alto-mar. Isso,
potencialmente, diminuiria o número de pousos e decolagens. No campo de roteamento de he-
licópteros, uma nova característica adotada no mundo real é a formação de corredores de voo.
Isso tem como consequência a diminuição da complexidade do modelo matemático e permite
a resolução de instâncias maiores. No caso de técnicas de resolução exata, a aplicação de BB,
BP ou BC podem ser promissoras.

Propõem-se, também, aplicar nos problemas HRPS e HRPM os algoritmos que usam
abordagem hierárquica já publicados na literatura. Em especial, os métodos propostos por
Velasco et al. (2009) e Abbasi-Pooya e Kashan (2017). Além disso, as matheurísticas MGV-C
e MGV-H possuem diversos parâmetros que precisam ser ajustados. Para automatizar essa
tarefa de calibração, sugere-se a de�nição de um procedimento que determine cada um dos
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parâmetros das matheurísticas a partir do tamanho da instância do problema.
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APÊNDICE A – Definições e Conceitos

Gerais

Neste apêndice são apresentados as de�nições e os conceitos gerais que são utilizados
no trabalho. Inicialmente, de�ne-se o conceito de grafo. Posteriormente, utilizando este objeto
matemático, de�nem-se caminhos, ciclos, percursos e distâncias que podem ser associadas a
este objeto. Em seguida, apresentam-se os modelos de programação. Por �m, de�nem-se as
funções assintóticas para análise de algoritmos.

A.1 Grafos

Um grafo não orientado ou simplesmente um grafo, é um par de conjuntosG = (V,E)
tal que E ⊆ V 2. Os elementos de V são chamados de vértices (ou nós) do grafo G, enquanto
os elementos de E são as arestas (ou arcos, quando o grafo é orientado) de G. O conjunto
de vértices de G é denotado como V (G) e o conjunto de arestas é designado como E(G)
(DIESTEL, 2012).

Os números de vértices e arestas de um grafo G = (V,E) são de�nidos como |V | = n

e |E| = m, respectivamente. A aresta e ∈ E é representada como {vi, vj} ou simplesmente
vivj . Dois vértices v, w são adjacentes ou vizinhos se e = {v, w} ∈ E. O vértice v é incidente
na aresta e se v ∈ e (DIESTEL, 2012).

O conjunto de vizinhos de um vértice v ∈ V no grafo G = (V,E) é denotado como
N(v). De forma genérica, para U ⊆ V , os vizinhos dos vértices de U em V são de�nidos como
(DIESTEL, 2012):

N(U) = {w| {w, u} ∈ E ∧ u ∈ U ∧ w /∈ U}

O grau d(v) do vértice v ∈ V no grafo G = (V,E) é o número de arestas que incidem
em v. Por de�nição, o grau do vértice v é igual ao número de vizinhos de v (DIESTEL, 2012).

A Figura 18 apresenta um grafo G = (V,E), em que V = {a, b, c, d, e, f, g} e E =
{{a, b} , {b, c} , {c, a} , {c, d} , {d, e} , {e, f} , {e, g}}.

Um grafo orientado (ou digrafo) é um par de conjuntos G = (V,E) munido de duas
funções init : E → V e ter : E → V , as quais designam para todo arco e ∈ E um vértice
inicial vi = init(e) ∈ V e um vértice terminal vj = ter(e) ∈ V . O arco e é dito ser direcionado
do vértice vi ao vértice vj . Se vi = vj , o arco é chamado de laço (DIESTEL, 2012).
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a
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c d e

f

g

Figura 18 – Grafo G = (V,E) não orientado.

Fonte: Autor

A Figura 19 apresenta um grafo orientado G = (V,E), em que:

V = {a, b, c}

E = {{a, b} , {b, c} , {c, a}}

init = {({a, b} , a), ({b, c} , b), ({c, a} , c)}

ter = {({a, b} , b), ({b, c} , c), ({c, a} , a)}

a

b

c

Figura 19 – Grafo G = (V,E) orientado.

Fonte: Autor

O grafo G = (V,E) é ponderado se para toda aresta e ∈ E é designado um número
p(e) ∈ R. O número p(e) é chamado peso da aresta. O grafo ponderado G é denotado como
a tupla ordenada G = (V,E, p). A função p : E → R pode ser considerada como um vetor
cujas coordenadas são indexadas pelo conjunto de arestas E (BONDY; MURTY, 2007).

A Figura 20 apresenta uma versão ponderada do grafo G = (V,E) da Figura 18, em
que a função p é igual a

{({a, b} , 1,0), ({b, c} , 3,2), ({c, a} , 4,5), ({c, d} , 2,1),

({d, e} , 3,0), ({e, f} , 1,4), ({e, g} , 1,0)}

Um grafoH = (VH , EH) é um subgrafo deG = (V,E) se VH ⊆ V eEH ⊆ E (BONDY;
MURTY, 2007).



APÊNDICE A. De�nições e Conceitos Gerais 146

a

b

c d e

f

g

1,0

3,2

4,5
2,1 3,0

1,4

1,0

Figura 20 – Grafo G = (V,E) ponderado.

Fonte: Autor

Um grafo G = (V,E) é conexo se para cada par de vértices v, w ∈ V existe um cami-
nho entre v e w. Um grafo não conexo pode ser dividido em subgrafos (disjuntos e conexos)
chamados componentes (BONDY; MURTY, 2007).

A.2 Caminhos, Percursos, Ciclos e Distância

Um percurso de tamanho t num grafo G = (V,E) é uma sequência alternada e não
vazia v0e0v1· · ·et−1vt de vértices e arestas de G tal que ei = vivi+1 para todo i < t. Se v0 =
vt, o percurso é fechado. Se todos os vértices do percurso são distintos, então o percurso é
um caminho em G (DIESTEL, 2012). Quando não há arestas paralelas, o caminho pode ser
abreviado pela designação somente dos vértices v0v1· · ·vt−1vt.

Um ciclo é um caminho alternado de vértices e arestas v0e0v1· · ·et−1vt em que o pri-
meiro e último vértices são iguais, ou seja, v0 = vt. Se designa por k − ciclo um ciclo que
contenha k arestas.

A distância d(v, w) em G = (V,E) entre dois vértices v, w ∈ V é o número de arestas
do menor caminho entre v ew emG. Caso não exista um caminho entre v ew, então d(v, w) =
∞ (DIESTEL, 2012). O menor caminho entre dois vértices v e w também é designado como
geodésica.

Um caminho p é dito hamiltoniano se ele é formado por todos os vértices V de um
grafo G = (V,E) e |p| = |V |, ou seja, o caminho p visita cada vértice de V uma única vez
(DIESTEL, 2012).

A.3 Programação Matemática

Um modelo de PL é um método de otimização para funções lineares sujeita a equações
ou inequações lineares. Dados o vetor x de variáveis reais de dimensão n, os vetores c e b
de coe�cientes e a matriz A de coe�cientes, então o PL pode ser de�nido como (BAZARAA;
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JARVIS; SHERALI, 2011):

Maximizar cTx (A.1)

Sujeito a: Ax ≤ b (A.2)

x ≥ 0 (A.3)

x ∈ Rn (A.4)

No caso de x ser um vetor de�nido somente sobre os conjuntos dos inteiros, o PL
se transforma num modelo de PI. Se o vetor x contiver variáveis inteiras e reais, então o PL
converte-se num modelo de PLIM.

A.4 Notação Assintótica e Problemas Computacionais

Na análise de algoritmos, as funções assintóticas são utilizadas para avaliar a comple-
xidade de algoritmos. Estas funções impõem tetos e/ou pisos para o tempo de execução do
algoritmo em termos de um ou mais números naturais, os quais representam a entrada deste
algoritmo. As funções assintóticas utilizadas para a análise dos algoritmos apresentados nesta
tese são: a notação assintótica Θ, a notação assintótica Ω e a notação assintótica O.

Sejam f : N → R e g : N → R funções do conjunto dos naturais no conjunto
dos números reais. A�rma-se que f(x) é O(g(x)) se existem constantes positivas c ∈ R+ e
n0 ∈ R+ de forma que (CORMEN, 2009):

0 ≤ f(x) ≤ cg(x) (A.5)

quando x > n0. Dizemos que f(x) é Ω(g(x)) se existem constantes positivas c ∈ R+ e n0 ∈ R+

de forma que (CORMEN, 2009):

0 ≤ cg(x) ≤ f(x) (A.6)

quando x > n0. Dizemos que f(x) é Θ(g(x)) se existem constantes positivas c1 ∈ R+, c2 ∈ R+

e n0 ∈ R+ de forma que (CORMEN, 2009):

c1g(x) ≤ f(x) ≤ c2g(x) (A.7)

quando x > n0.

Na teoria da computação (SIPSER, 2012), de�ne-se P como o conjunto de problemas
que podem ser resolvidos, em tempo polinomial, por uma máquina de Turing determinística.
Além disso, de�ne-seNP como o conjunto de problemas de decisão que podem ser resolvidos,
em tempo polinomial, por uma máquina de Turing não determinística. Logo, P ⊂ NP . Dado
um problema C , ele é designado como NP -completo se:
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• C está em NP (condição de pertencimento);

• Todo problema em NP pode ser reduzido a C em tempo polinomial (condição de redu-
tibilidade).

Por �m, um problema C é NP -difícil se ele atende somente a condição de redutibili-
dade, mas não a condição de pertencimento.
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APÊNDICE B – Exemplo de aplicação da

matheurística MGV-C

Nos próximos parágrafos é esboçado o comportamento da matheurística MGV-C para
uma problema hipotético no grafoG(V,E). Para os parâmetros de entrada do MGV-C, suponha
Ms = 50, ou seja, o número máximo de iterações sem aprimoramento no VNS é �xado como
50. No início do algoritmo, as variáveis são inicializadas:

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅

O algoritmo entra no laço exterior do GRASP (linha 5) e inicia a fase construtiva do
GRASP. O procedimento PCC-SOLUCAO constrói uma solução inicial no espaço Ω(TSP)
usando as soluções no conjunto πPCC . Na primeira iteração do laço, πPCC = ∅, logo T = ∅:

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T ∅

A heurística construtiva é chamada para completar a solução T (linha 7). Na primeira
iteração, como T = ∅, a heurística construtiva constrói uma solução do zero. O resultado é
uma solução T = T1 de Ω(TSP):

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T T1

A solução T1 é convertida para uma solução CVRP usando a função SPLIT-CVRP na
linha 8. Essa solução é armazenada em S. Esse é o último passo da fase construtiva do GRASP.
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Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T T1

S S1

Inicia-se a fase de busca local do GRASP. Na linha 9, o método de busca local BL-CVRP
é utilizado para encontrar uma solução localmente ótima S∗1 a partir de S1. S∗1 é armazenada
em S:

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T T1

S S∗1

A partir da solução localmente ótima em S, começa a segunda parte da fase local do
GRASP com a meta-heurística VNS. Inicializa-se a variável πS e entra-se no laço interno do
VNS na linha 11. A variável πS armazena todas as soluções localmente ótimas geradas dentro
desse laço interno:

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T T1

S S∗1

πS ∅

No laço do VNS, a variável ic é incrementada. A solução S é convertida para T ∗ via o
método CONCAT. No espaço Ω(TSP) essa solução T ∗ é perturbada pela função PERTUBA-
CVRP e convertida novamente para S∗ com o método SPLIT-CVRP. Seja S2 essa solução em
S∗:
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Variável Valor
ic 1
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T T1

S S∗1

πS ∅
S∗ S2

Na solução S2 em S∗ é aplicado a busca local BL-CVRP. A solução resultante é arma-
zenada em S∗ e adicionada ao conjunto πS :

Variável Valor
ic 1
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ ∅
T T1

S S∗1

πS {S∗2}
S∗ S∗2

Em seguida, o laço do VNS realiza as atualizações das variáveis S, S̄ e ic se necessário.
Supondo que sim, ic é rede�nida como zero e a solução S∗2 é armazenada em S e S̄:

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ S∗2

T T1

S S∗2

πS {S∗2}
S∗ S∗2

O laço do VNS irá executarMv vezes. Sempre que ele encontra uma solução localmente
ótima, ele adiciona ao conjunto πS . Após o término do VNS, um possível estado das variáveis
é:
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Variável Valor
ic 5
πPCC ∅
πPPC ∅
S̄ S∗3

T T1

S S∗7

πS {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S∗ S∗t

Veja que no caso anterior ic = 5. Logo, nas últimas cinco iterações do VNS, ele não
foi capaz de encontrar o valor de um novo limitante inferior para o problema. Terminado o
VNS, �naliza-se o laço do GRASP com a atualização de πPPC e πPCC . Veri�ca-se também se
ic > Ms. No exemplo, essa condição não é atendida.

Variável Valor
ic 5
πPCC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
πPPC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S̄ S∗3

T T1

S S∗7

πS {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S∗ S∗t

A partir daí, começa-se o próximo laço do GRASP. Como πPCC 6= ∅, o procedimento
SOLUCAO-INICIAL constrói uma solução inicial não vazia usando os elementos do conjunto
πPCC :

Variável Valor
ic 5
πPCC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
πPPC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S̄ S∗3

T T2

πS {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S∗ S∗t

A heurística construtiva é chamada para completar a solução T = T2 se necessário
(linha 7). Supondo que sim, é gerada a solução T3:
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Variável Valor
ic 5
πPCC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
πPPC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S̄ S∗3

T T3

πS {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S∗ S∗t

A seguir, o algoritmo continua conforme relatado anteriormente com a aplicação de
BL-CVRP e VNS. Dentro desse, as soluções localmente ótimas são armazenadas no conjunto
πS . Entretanto, o esboço anterior possui uma exceção após a execução do VNS, quando ic ≥
Ms. Nesse caso, πPCC é zerado no �nal do laço do GRASP. Assim, suponha ic = 51 ao �nal do
VNS:

Variável Valor
ic 51
πPCC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗t }
πPPC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗t }
S̄ S∗29

T T8

πS {S∗i , , · · · , S∗t }
S∗ S∗t

Nesse estado de variáveis, a estrutura de controle ao �nal do GRASP (linha 28) zera ic
e πPCC , pois Ms = 50 e ic > Ms:

Variável Valor
ic 0
πPCC ∅
πPPC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S̄ S∗3

T T3

πS {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗k}
S∗ S∗t

Isso é realizado para que os métodos PCC-SOLUCAO e HEURISTICA-CONSTRUTIVA
não �quem presos num mínimo local. Assim, nos laços seguintes a isso, o conjunto πPCC

começa a ser preenchido novamente do zero.

Após todas as Mi execuções do GRASP, o último passo é gerar a solução �nal S∗ uti-
lizando o conjunto πPPC (linha 33):
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Variável Valor
ic 26
...
πPPC {S∗2 , S∗3 , S∗5 , · · · , S∗u}
...

A soluçãoS∗ gerada usando o problema PPC é a solução �nal da matheurística MGV-C.



155

APÊNDICE C – Análise de Componentes

do MGV-C

Este apêndice analisa a contribuição dos principais componentes do MGV-C em ter-
mos de tempo de execução e qualidade da solução gerada. Para essa avaliação, componentes da
matheurística foram desativados e a heurística modi�cada foi reaplicada nas instâncias utiliza-
das no ajuste �no. A Tabela 34 apresenta essa análise. A coluna MGV-C apresenta os resulta-
dos da matheurística conforme exposto no Capítulo 7. As colunas PPC, 2-OPT, CROSSOVER
e OR-OPT representam os resultados quando os componentes PPC, o movimento 2-OPT, o
movimento CROSSOVER e o movimento OR-OPT são excluídos do método. Esses compo-
nentes foram escolhidos porque eles demandam maior poder computacional (PPC) ou porque
todos precisam executar para escolher uma nova solução (2-OPT, CROSSOVER e OR-OPT).
As colunas AVG e T(s) designam o valor médio e o tempo médio da matheurística conforme
apresentado no Capítulo 7. As colunasRavg eRT representam, respectivamente, o valor médio
relativo e o tempo médio relativo da heurística com os componentes desativados em relação
à matheurística MGV-C com todos os componentes ativos. A linha X designa a média dos
valores apresentados nas colunas. Nos testes de desativação dos componentes, cada versão foi
executada 10 vezes.

Tabela 34 – Análise de Componentes do MGV-C

Instância MGV-C PPC 2-OPT CROSSOVER OR-OPT
AVG T(s) Ravg RT Ravg RT Ravg RT Ravg RT

A-n45-k6 945,2 8,51 102,04 97,18 100,44 112,34 100,04 122,91 100,00 105,72
A-n80-k10 1763 42,52 100,98 127,00 100,27 115,95 100,03 105,60 100,02 106,76
B-n57-k7 1155 13,57 178,56 92,11 100,10 103,98 100,11 137,73 100,00 108,73
B-n68-k9 1272 122,1 101,25 33,66 100,44 103,85 100,23 108,57 100,27 101,64

X 1283,8 46,675 120,71 87,49 100,31 109,03 100,102 118,70 100,07 105,71

Analisando a Tabela 34, nota-se que o componente que mais contribui para a qualidade
da solução é o PPC, em especial para a instância B-n57-k7. No caso, a nova média da solução
é 78,56% pior que a gerada pelo MGV-C. Em geral, a remoção do PPC diminui o tempo de
execução, especialmente para a instância B-n68-k9. Entretanto, remover o PPC para reduzir
o tempo computacional impacta o número de ótimos alcançados. No caso das instâncias A-
n80-k10 e B-n68-k9, a sua remoção faria que o MGV-H não encontrasse o ótimo conhecido
em todas as execuções. A desativação dos componentes 2-OPT e CROSSOVER da busca local,
também aumentam o valor médio obtido, mas com uma piora menos signi�cativa, inferior a
1%. Note que, entretanto, o tempo de execução aumenta. Isso pode ocorrer porque com menos
movimentos é necessário produzir mais vizinhanças para obter um mínimo local. No caso do
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MGV-C, ele trabalha com estruturas que otimizam o cálculo dos movimentos da busca local,
mas em contrapartida tem-se o custo de calcular os vetores auxiliares toda vez que uma nova
solução é produzida. O mesmo raciocínio pode ser aplicado ao movimento OR-OPT da busca
local, sendo que há pouca contribuição para o valor da solução, mas uma média de tempo
superior a 5% quando ele é desativado na heurística.
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APÊNDICE D – Função BL-HRP-CUSTO

Neste apêndice apresenta-se a função BL-HRP-CUSTO, a qual avalia o ganho da rein-
serção de um par de nós pickup-delivery (a, a′) em função da restrição de interesse γ. A ideia
desse método é, sem a necessidade de recalcular todos os parâmetros das rotas envolvidas na
mudança, determinar se a reinserção melhora o custo da solução. Para isso, usa-se os vetores
auxiliares, conforme apresentado na Seção 6.4. O Algoritmo 39 mostra o método BL-HRP-
CUSTO. Ele recebe as rotas ri, rj , o par de nós pickup-delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em rj

e a restrição de interesse γ. O objetivo é avaliar se a remoção de (a, a′) de ri, a inserção de a
após b em rj e a inserção de a′ após c em rj diminuem o número de restrições nas rotas ri, rj
ou o valor do custo das rotas, sempre considerando a restrição de interesse γ. Para determinar
esse custo, para cada restrição que pode ser relaxada no HRP (tempo, janela de tempo, peso,
combustível e assento) um método especí�co é de�nido para avaliação de uma penalização
da reinserção. Esses métodos são o PEN-TEMPO para o tempo, PEN-JANELA para a janela
de tempo, PEN-PESO para o peso, PEN-COMBUSTIVEL para o combustível e PEN-ASSENTO
para o assento. Como regra, esses métodos retornam um valor negativo se alguma melhora é
obtida (diminuição do valor absoluto de uma inviabilidades ou remoção de uma inviabilidade),
positivo (aumento de uma inviabilidade) ou in�nito, no caso que um nó que não tinha invia-
bilidade passa a ter com a reinserção. Além disso, existe o método DISTANCIA-AERONAVES
que retorna a variação da distância e a variação no custo de aeronaves utilizadas. O retorno do
método BL-HRP-CUSTO é a soma dos valores retornados pelas funções PEN-TEMPO, PEN-
JANELA, PEN-PESO, PEN-COMBUSTIVEL, PEN-ASSENTO e DISTANCIA-AERONAVES.

Algoritmo 39: BL-HRP-CUSTO(ri, rj, a, a′, b, c, γ)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj e uma restrição γ de interesse
saída : Um número real

1 v ← 0 + PEN-TEMPO(ri, rj, a, a′, b, c, γ);
2 v ← v + PEN-JANELA(ri, rj, a, a′, b, c, γ);
3 v ← v + PEN-PESO(ri, rj, a, a′, b, c, γ);
4 v ← v + PEN-COMBUSTIVEL(ri, rj, a, a′, b, c, γ);
5 v ← v + PEN-ASSENTO(ri, rj, a, a′, b, c, γ);
6 v ← v + DISTANCIA-AERONAVES(ri, rj, a, a′, b, c);
7 retorne v;

Os métodos PEN-TEMPO, PEN-JANELA, PEN-PESO, PEN-COMBUSTIVEL e PEN-AS-
SENTO utilizados em BL-HRP-CUSTO avaliam o impacto da reinserção do par de nós pickup-
delivery em função de cada restrição relaxada do HRP. Para isso, o método PEN-PROPRIEDADE
apresentado no Algoritmo 40 é utilizado para avaliar, genericamente, a alteração de cada res-



APÊNDICE D. Função BL-HRP-CUSTO 158

trição. O método PEN-PROPRIEDADE recebe como entrada um número real i, um número
realm, um número real v e um valor verdade t. Na lógica do método, i representa o valor atual
de alguma propriedade de interesse avaliada na reinserção dos nós pickup-delivery (a, a′), m
representa o valor máximo que a propriedade pode ter em qualquer solução viável do HRP e
v representa a alteração que é causada pela reinserção de (a, a′) no valor de i na solução. O
método possui três casos. No primeiro caso, linha 2, i < m, ou seja, a solução não possui invi-
abilidade para i e, após a alteração, continua viável, i+ v ≤ m. Nesse caso, o valor retornado
pelo método é 0, pois a solução continua viável. No segundo caso, linha 5, i é viável antes da
alteração, mais inviável após a reinserção. Assim, o valor retornado pelo método é∞. Isso ga-
rante que nenhum movimento possa tornar um nó viável em inviável. O terceiro caso acontece
quando t = TRUE. Isso é ativado quando a restrição de interesse é compatível com a função
que está avaliando uma das propriedades relaxadas do HRP. Nesse caso, calcula-se o valor de
retorno da função em função do produto de uma constante Y1 e a variação v. Note que, caso
t 6= TRUE, o método retorna 0, ou seja, nenhuma avaliação é realizada numa propriedade já
inviável quando ela ainda não é de interesse.

Algoritmo 40: PEN-PROPRIEDADE(i,m, v, t)
entrada: Um número real i, um número real m, um número real v e um valor verdade

t
saída : Um número real

1 c← 0;
2 se i ≤ m e i+ v ≤ m então
3 c← 0;
4 �m
5 se então i ≤ m e i+ v > m então
6 c← +∞;
7 �m
8 se então t = TRUE então
9 se v < 0 então
10 v ← max(v,m− i);
11 �m
12 c← Y1 ∗ v;
13 �m
14 retorne c;

O Algoritmo 41 apresenta o método PEN-TEMPO que determina a penalização da rein-
serção dos nós em relação às restrições de tempo. Ele recebe as rotas ri, rj , o par de nós pickup-
delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em rj e a restrição de interesse γ. Entre as linhas 1 e 4, o método
avalia o impacto da remoção de (a, a′) no tempo da rota ri. Inicialmente, registra-se o tempo
ti atual de ri. Em seguida, a variação vi do tempo de execução da rota ri quando (a, a′) é remo-
vido. Note que isso pode ser feito sem a necessidade de refazer a rota ri. Após isso, registra-se
o tempo máximo permitido mi para a rota ri. Em posse desses valores, utiliza-se o método
PEN-PROPRIEDADE para calcular penalização da rota ri com a remoção de (a, a′). O mesmo
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raciocínio é aplicado para a inserção de (a, a′) em rj . O resultado �nal do método é a soma dos
valores retornados por PEN-PROPRIEDADE.

Algoritmo 41: PEN-TEMPO(ri, rj, a, a′, b, c, γ)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj e uma restrição γ de interesse
saída : Um número real

1 Seja ti o tempo de atendimento de ri;
2 Seja vi a variação do tempo total de atendimento de ri ao remover (a, a′) de ri;
3 Seja mi o tempo máximo permitido para a rota ri;
4 ci ← PEN-PROPRIEDADE(ti,mi, vi, γT = γ);
5 Seja tj o tempo de atendimento de rj ;
6 Seja vj a variação do tempo total de atendimento de rj ao inserir a′ após c e a após b;
7 Seja mj o tempo máximo permitido para a rota rj ;
8 cj ← PEN-PROPRIEDADE(tj,mj, vj, γT = γ);
9 retorne ci + cj ;

O Algoritmo 42 apresenta o método PEN-ASSENTO que determina a penalização da
reinserção dos nós em relação às restrições de ocupação de assentos. Ele recebe as rotas ri, rj ,
o par de nós pickup-delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em rj e a restrição de interesse γ. Entre as
linhas 1 e 4, o método avalia o impacto da remoção de (a, a′) no número de assentos utilizados
entre a e a′ em ri. Na remoção de nós, há duas possibilidades para calcular a remoção. Na
primeira, o número de assentos utilizados aumenta entre a e a′. Isso pode ser veri�cado usando
o vetor auxiliar de número de assentos máximos Qs

ri
. Entretanto, isso só é verdade se esse

máximo entre a e a′ também for o máximo entre o início da rota e a′. O objetivo dessa estratégia
é permitir a remoção de nós (a, a′) que não sejam inviáveis para assentos, mas que tenham
alguma inviabilidade no caminho que conecta a e a′. No segundo caso, utiliza-se o número de
assentos de a como referência. Assim, inicialmente, determina-se o nó ka−1 anterior a a em ri.
Veri�ca-se se entre ka−1 e a′ ocorreu aumento de número de assentos utilizados. Se sim, então
o valor Qs

ri
[k′a] é registrado na variável si. Caso contrário, o valor de número de assentos de

a é registrado em si. Após isso, registra-se o número máximo permitido de assentos mi para
a rota ri. A variação de assentos é o valor negativo do número de assentos v necessário para
atender a, pois esse é o número de assentos liberados ao remover a de ri. Em posse desses
valores, utiliza-se o método PEN-PROPRIEDADE para calcular a penalização da rota ri com a
remoção de (a, a′). No caso da inserção, veri�ca-se o número máximo de assentos utilizados
entre b e c na rota rj . Esse valor é mantido pelo método OR-OPT-HRP (Algoritmo 30) ao avaliar
as possibilidades de inserção em rj . Assim, não é necessário recalculá-lo no método PEN-
ASSENTO. Além disso, registra-se o número máximo permitido de assentos mj para a rota
rj e a variação do número de assentos como o número de assentos para atender a, pois é o
caso de inserção de a, a′ em rj . A partir desses valores, calcula-se PEN-PROPRIEDADE para a
inserção de (a, a′) em rj entre b e c. O valor �nal do método é a soma dos valores retornados
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por PEN-PROPRIEDADE para ri e rj .

Algoritmo 42: PEN-ASSENTO(ri, rj, a, a′, b, c, γ)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj e uma restrição γ de interesse
saída : Um número real

1 Seja ka−1 o índice do nó anterior a a em ri para o vetor Qs
ri

;
2 Seja k′a o índice de a′ para o vetor Qs

ri
;

3 Seja sa o número de assentos ocupados no nó a em ri;
4 Seja v o número de assentos necessário para atender a;
5 si ← 0;
6 se Qs

ri
[ka−1] < Qs

ri
[k′a] então

7 si ← Qs
ri

[k′a];
8 �m
9 senão
10 si ← sa;
11 �m
12 Seja mi a quantidade máxima de assentos do helicóptero que atende ri;
13 ci ← PEN-PROPRIEDADE(si,mi,−v, γS = γ);
14 Seja sj o número máximo de assentos usados entre b e c em rj ;
15 Seja mj a quantidade máxima de assentos do helicóptero que atende rj ;
16 cj ← PEN-PROPRIEDADE(sj,mj, v, γS = γ);
17 retorne ci + cj ;

O Algoritmo 43 apresenta o método PEN-COMBUSTIVEL que determina a penalização
da reinserção dos nós em relação às restrições de combustível. Ele recebe as rotas ri, rj , o par
de nós pickup-delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em rj e a restrição de interesse γ. Entre as
linhas 1 e 5, o método avalia o impacto da remoção de (a, a′) no combustível usado na rota ri
até o atendimento de a. Inicialmente, registra-se o combustível máximo fmaxa entre o início da
rota e o atendimento de a. Em seguida, a variação vi de combustível usado na rota ri quando
(a, a′) é removido. Note que isso pode ser feito sem a necessidade de refazer a rota ri. Após
isso, registra-se o máximo de combustível permitidomi para a rota ri. Em posse desses valores,
utiliza-se o método PEN-PROPRIEDADE para calcular penalização da rota ri com a remoção
de (a, a′). O mesmo raciocínio é aplicado para a inserção de (a, a′) em rj . O �nal do método é
a soma dos valores retornados por PEN-PROPRIEDADE.

Algoritmo 44 apresenta o método PEN-JANELA que determina a penalização da rein-
serção dos nós em relação às restrições de janela. Ele recebe as rotas ri, rj , o par de nós pickup-
delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em rj e a restrição de interesse γ. Esse método utiliza os vetores
auxiliares de folga QL

r e QU
r de uma rota r ∈ S. O vetor QL

r mantém na posição k a menor
folga para a janela inferior entre k e o �nal de rota, em que a folga é de�nida como Tk − Lk
com Tk como horário de atendimento de k e Lk o limite inferior da janela de tempo de k. De
forma semelhante, o vetor QU

r mantém a menor folga para a janela superior entre k e o �nal
da rota, em que a folga é de�nida como Uk − Tk, no qual Uk representa a janela superior de
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Algoritmo 43: PEN-COMBUSTIVEL(ri, rj, a, a′, b, c, γ)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj e uma restrição γ de interesse
saída : Um número real

1 Seja ka o índice de a para o vetor Qf
ri

;
2 fmaxa ← Qf

ri
[ka];

3 Seja vi a variação de combustível ao remover (a, a′) de ri;
4 Seja mi a capacidade máxima de combustível para o helicóptero que atende ri;
5 ci ← PEN-PROPRIEDADE(fmaxa ,mi, vi, γF = γ);
6 Seja kc o índice de c para o vetor Qf

rj
;

7 fmaxc ← Qf
rj

[kc];
8 Seja vj a variação de combustível ao inserir a′ após c e a após b em rj ;
9 Seja mj a capacidade máxima de combustível para o helicóptero que atende rj ;

10 cj ← PEN-PROPRIEDADE(fmaxc ,mj, vj, γF = γ);
11 retorne ci + cj ;

k. Caso QL
r [k] > 0 para algum nó k então do nó k até o �nal da rota é possível adiantar o

atendimento de todos o nós de um tempo equivalente aQL
r [k] sem que nenhuma inviabilidade

seja incluída nesse trecho. O mesmo raciocínio é válido para a janela superior QU
r , em que é

permitido postegar o atendimento de cado nó de um tempo equivalente a QU
r [k]. Dado que

PEN-PROPRIEDADE (Algoritmo 40) necessita de um valor máximo para os cálculos das invi-
abilidades, a estratégia adotada para PEN-JANELA é utilizar o valor negativo desses vetores e
garantir que as modi�cações na rota produzam um valor inferior a zero. De forma semelhante
as outros métodos, a avaliação da remoção e inserção de (a, a′) é feita em duas partes. Para a
remoção de (a, a′) deve ser avaliada a alteração para as janelas de tempo que ocorrem desde
o nó ka−1 anterior a a até o �nal da rota ri. Seja a alteração de tempo ta devido à remoção de
a de ri. Se −(QL

ri
[ka−1] + ta) é negativo, então é garantido que a remoção de a não implica

em nenhuma inviabilidade até o �nal da rota quando se considera somente a janela de tempo
inferior. Note que soma-se +ta, pois acréscimos de tempo aumentam a folga na parte inferior
da janela de atendimento. De maneira semelhante, se −(QU

ri
[ka−1] − ta) é negativo, nenhum

nó é inviável entre ka−1 e o �nal da rota após a remoção de a quando se considera a janela
superior. Nesse caso, é necessário usar o valor negativo−ta, pois diminuir o tempo de atendi-
mento dos nós ka−1 até o �nal da rota aumenta a folga da sua janela de atendimento superior.
Portanto, −QL

ri
[ka−1] é o valor inicial e −ta a variação para a janela inferior e −QU

ri
[ka−1] é o

valor inicial e +ta a variação para a janela superior para o nó de pickup. No caso de nó delivery,
usa-se a alteração de tempo ti ocorrida com a remoção de a, a′ de ri. Dada essas propriedades
e explicações iniciais, a remoção é realizada da seguinte forma. Nas linhas 1-4, registra-se os
valores das folgas inferiores e superiores do nó anterior ka−1 a a e do nó de delivery a′. Além
disso, calcula-se a alteração de tempo na remoção de a e de a, a′ de ri. Nas linhas 5 e 6 a pe-
nalização é calculada para as janelas de tempo inferior e superior. A mesma lógica é aplicada
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considerando os nós b e c para a inserção de (a, a′) em rj . O valor retornado por PEN-JANELA
é a soma de todas as penalizações geradas pela função PEN-PROPRIEDADE.

Algoritmo 44: PEN-JANELA(ri, rj, a, a′, b, c, γ)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj e uma restrição γ de interesse
saída : Um número real

1 Seja ka−1 o índice do nó anterior a para os vetores de folga QL
ri

e QU
ri

;
2 Seja k′a o índice de a′ para os vetores de folga QL

ri
e QU

ri
;

3 Seja ta a alteração de tempo em ri ao remover a;
4 Seja ti a alteração de tempo em ri ao remover a e a′;
5 ci ← 0 + PEN-PROPRIEDADE(−QL

ri
[ka−1], 0,−ta, γJ = γ);

6 ci ← ci + PEN-PROPRIEDADE(−QU
ri

[ka−1], 0,+ta, γJ = γ);
7 ci ← ci + PEN-PROPRIEDADE(−QL

ri
[k′a], 0,−ti, γJ = γ);

8 ci ← ci + PEN-PROPRIEDADE(−QU
ri

[k′a], 0,+ti, γJ = γ);
9 Seja kb o índice de b para os vetores de folga QL

rj
e QU

rj
;

10 Seja kc o índice de c para os vetores de folga QL
rj

e QU
rj

;
11 Seja tb a alteração de tempo em rj ao adicionar a após b;
12 Seja tj a alteração de tempo em rj ao adicionar a após b e a′ após c;
13 cj ← 0 + PEN-PROPRIEDADE(−QL

rj
[kb], 0,−tb, γJ = γ);

14 cj ← cj + PEN-PROPRIEDADE(−QU
rj

[kb], 0,+tb, γJ = γ);
15 cj ← cj + PEN-PROPRIEDADE(−QL

rj
[kc], 0,−tj, γJ = γ);

16 cj ← cj + PEN-PROPRIEDADE(−QU
rj

[kc], 0,+tj, γJ = γ);

17 retorne ci + cj ;

Algoritmo 45 apresenta o método PEN-PESO que determina a penalização da reinser-
ção dos nós em relação às restrições de peso. Ele recebe as rotas ri, rj , o par de nós pickup-
delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em rj e a restrição de interesse γ. Entre as linhas 1 e 12, o
método avalia o impacto da remoção de (a, a′) no peso total entre a e a′ em ri. Na remoção de
nós, há duas possibilidades para calcular a remoção. Na primeira, o peso aumenta entre a e a′.
Isso pode ser veri�cado usando o vetor auxiliar peso máximoQw

ri
. Entretanto, isso só é verdade

se esse máximo entre a e a′ também for o máximo entre o início da rota e a′. O objetivo dessa
estratégia é permitir a remoção de nós (a, a′) que não sejam inviáveis para à restrição de peso,
mas que tenham alguma inviabilidade para ela entre a e a′. No segundo caso, utiliza-se o peso
total ao atender o nó a como referência. Assim, inicialmente, determina-se o nó ka−1 anterior
a a em ri. Veri�ca-se se entre ka−1 e a′ ocorreu aumento do peso total. Se sim, então o valor
Qw
ri

[ka′ ] é registrado na variável pi. Caso contrário, o valor do peso de atendimento em a é re-
gistrado em pi. Após isso, registra-se o peso máximomi permitido para a rota ri. A variação do
peso é o valor negativo do peso v necessário para atender a, pois esse é o decréscimo de peso
ao remover a de ri. Note que aqui não é computado o peso do combustível liberado. Em posse
desses valores, utiliza-se o método PEN-PROPRIEDADE para calcular a penalização da rota ri
com a remoção de (a, a′). No caso da inserção, entre as linhas 13-18, registra-se o combustível
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consumido fj para atender os par de nós (a, a′) inseridos em rj e o consumo de combustível
fa′ decorrente da inserção do nó a′ em rj . Além disso, registra-se o peso máximo entre b e c
na rota rj . Esse valor é mantido pelo método OR-OPT-HRP (Algoritmo 30) ao avaliar as possi-
bilidades de inserção em rj . Assim, não é necessário recalculá-lo no método PEN-PESO. Além
disso, registra-se o peso máximomj permitido para a rota rj . A partir desses valores, aplica-se
PEN-PROPRIEDADE (linha 19) para avaliar acréscimo de combustível fj sobre o peso entre o
início da rota e o nó b. Em seguida, linha 18, PEN-PROPRIEDADE é avaliada novamente com
o peso máximo entre b e c em que o acréscimo de peso decorrente da inserção (a, a′) é o peso
para atender a e o combustível para atender a′. O valor �nal do método é a soma dos valores
retornados por PEN-PROPRIEDADE para ri e rj .

Algoritmo 45: PEN-PESO(ri, rj, a, a′, b, c, γ)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj e uma restrição γ de interesse
saída : Um número real

1 Seja ka−1 o índice do nó anterior a a para o vetor de peso máximo Qw
ri

;
2 Seja ka′ o índice de a′ para o vetor de peso máximo Qw

ri
;

3 Seja pa o peso total da aeronave ao atender o nó a em ri;
4 Seja v o acréscimo de peso ao atender o nó a;
5 se Qw

ri
[ka−1] < Qw

ri
[ka′ ] então

6 pi ← Qw
ri

[ka′ ];
7 �m
8 senão
9 pi ← pa;

10 �m
11 Seja mi a capacidade máxima de peso do helicóptero que atende ri;
12 ci ← PEN-PROPRIEDADE(pi,mi,−v, γW = γ);
13 Seja kb o índice do nó b para o vetor de peso máximo Qw

rj
em rj ;

14 Seja fj a variação de combustível (em kg) ao adicionar (a, a′) em rj ;
15 Seja fa′ a variação de combustível (em kg) ao adicionar a′ em rj ;
16 Seja pj o peso máximo entre b e c em rj ;
17 Seja mj a capacidade máxima de peso do helicóptero que atende rj ;
18 cj ← 0 + PEN-PROPRIEDADE(Qw

rj
[kb],mj, fj, γW = γ);

19 cj ← cj + PEN-PROPRIEDADE(pj,mj, v + fa′ , γW = γ);
20 retorne ci + cj ;

O Algoritmo 46 apresenta o método DISTANCIA-AERONAVES que calcula a variação
da distância e a variação do custo de uso de aeronaves para uma reinserção de nós pickup-
delivery. Ele recebe as rotas ri, rj , o par de nós pickup-delivery (a, a′) em ri, os nós b, c em
rj . Inicialmente, de�ne-se o custo total retornado pelo método como v = 0. Nas linhas 1 e 2,
calcula-se a variação de distância ao remover (a, a′) de ri e inseri-los em rj . Note que isso pode
ser calculado sem a necessidade de refazer as rotas ri e rj . Em seguida, na linha 4, veri�ca-
se se a remoção de (a, a′) torna ri uma rota sem atendimento. Nesse caso, o custo de uso da
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aeronave é subtraído de v. Na linha 7, de forma semelhante, avalia-se se a rota rj era uma rota
sem atendimento antes da inserção de (a, a′). Nesse caso, soma-se a v o custo de utilização da
aeronave para a rota rj . O custo da reinserção v é retornado como resultado �nal do método.

Algoritmo 46: DISTANCIA-AERONAVES(ri, rj, a, a′, b, c)
entrada: Duas rotas ri, rj , uma par de nós (a, a′) pickup-delivery em ri, dois nós b, c

em rj
saída : Um número real

1 Seja di a variação da distância em ri ao remover (a, a′) de ri;
2 Seja dj a variação da distância em rj a inserir a′ após c e a após b;
3 v ← di + dj ;
4 se A remoção (a, a′) de ri a torna sem atendimento então
5 v ← v − custo de uso do helicóptero atendendo a rota ri;
6 �m
7 se A rota rj não realiza atendimento antes da inserção de (a, a′) então
8 v ← v + custo de uso do helicóptero atendendo a rota rj ;
9 �m

10 retorne v;
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