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“uma grande descoberta resolve um grande
problema, mas ha sempre uma pitada de
descoberta na resolucao de qualquer
problema. O Problema pode ser modesto,
mas se ele desafiar a curiosidade e puser
em jogo as faculdades inventivas, quem o
resolver por seus meios, experimenta o
sentimento da autoconfianca e gozard o
triunfo da descoberta™

A arte de resolver problemas - George Pdlya



Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta de atividade interdisciplinar que busca apro-
veitar os contetudos ja conhecidos pelos alunos, como equagoes, inequagoes e sistemas
lineares, a fim de introduzir um conhecimento novo: a Programacao Linear (PL) e o Al-
goritmo Simplex. Propomos uma abordagem algébrica e tecnolédgica, a fim de mostrar que
a Matematica aprendida no ensino basico pode ser aplicada no dia a dia. Estabelecemos
uma breve relagao entre a PL e o Pensamento Computacional, incentivando o uso de novas
tecnologias e fazendo um alinhamento com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
e o curriculo do Estado do Espirito Santo. Embora a atividade tenha sido pensada para
uma turma do curso técnico em agropecuaria, pode ser facilmente aproveitada nas tur-
mas do Ensino Médio regular. Por fim, apresentamos um aplicativo para smartphone e
um recurso computacional para a resolu¢ao dos problemas com muitas variaveis. E ne-
cessario lembrar que a proposta nao foi aplicada, devido ao atual momento de luta contra
a COVID-19.

Palavras-chave: Algoritmo, Programacao Linear, Algoritmo Simplex, Ensino médio



Abstract

This work presents a proposal for an interdisciplinary activity that seeks to take
advantage of the contents already known by the students, such as equations, inequalities
and linear systems, in order to introduce new knowledge: Linear Programming (LP) and
the Simplex Algorithm. We propose an algebraic and technological approach, in order to
show that mathematics learned in basic education can be applied in everyday life. We
established a brief relationship between PL and Computational Thinking, encouraging
the use of new technologies and aligning it with the National Common Curricular Base
(BNCC) and the curriculum of the State of Espirito Santo. Although the activity was
designed for a class of the technical course in agriculture, it can be easily used in regular
high school classes. Finally, we present an application for smartphone and a computational
resource for solving problems with many variables. It is necessary to remember that the
proposal was not applied, due to the current moment of fight against COVID-19.
Keywords: Algorithm, Linear programming, Simplex Algorithm, High School.
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INTRODUCAO

A matematica é um ramo do conhecimento extremamente util para a resolucao
de problemas, tanto do cotidiano quanto de carater técnico-cientifico. O jeito de ensinar
matematica vem se aprimorando e muitas metodologias de ensino estao sendo adotadas
e ja se provaram eficientes.

A proposta inicial deste trabalho previa a aplicacao das atividades na escola, mas
com os desdobramentos da pandemia da COVID-19 tornou-se inviavel a realizacao de
forma presencial. Sendo assim, apresenta-se aqui uma proposta de abordagem pensada
para alunos da 2% série do Ensino Médio do curso Técnico em Agropecuaria, na qual
espera-se que o aluno compreenda o que é um Problema de Programagcao Linear (PPL),
compreenda, da mesma forma, o funcionamento do Algoritmo Simplex e entenda o uso e
as vantagens do PPL na agropecuéria.

Desse modo, sera trabalhada a modelagem na resolugao de Problemas de Pro-
gramagcao Linear aplicada em problemas propostos a turma da 2% série do Ensino Médio
do curso Técnico em Agropecuaria. Embora o foco principal dessa pesquisa tenha sido
os alunos do curso técnico, a proposta pode, da mesma forma, ser aplicada a qualquer
turma do Ensino Médio regular sem prejuizo para a atividade. O objetivo desse trabalho é
aproximar os discentes de uma matematica que tenha aplicabilidade para além da sala de
aula, buscando dar uma das muitas respostas possiveis para a pergunta: ‘“Para que serve
a matematica?”. Para isso, destacar-se-a a importancia do Pensamento Computacional
na forma de pensar e reforgar o uso de algoritmos na educagao basica, um conceito que
so0 agora vem sendo contemplado pelos novos curriculos educacionais.

Inicialmente, foram apresentados problemas com poucas variaveis de decisao que
podem ser resolvidos manualmente utilizando o tableau, um tipo de tabela empregada
para a execucao manual do Simplex. Depois, optou-se por resolver problemas com mais
de 3 varidveis de decisao, pois é isso que os alunos vao encontrar no dia a dia. E comum
que um PPL tenha centenas, dezenas ou até milhares de variaveis. Para resolver esse tipo
de programa linear priorizou-se o uso de softwares e aplicativos, integrando assim, o uso
de novas tecnologias em sala de aula, trazendo uma aplicacao real com significado para o

contetudo aprendido em sala.



Para alcancar os objetivos propostos, realizou-se uma vasta pesquisa em livros,
artigos e dissertacoes publicadas sobre o assunto. Buscou-se incentivar o aluno como
pesquisador por meio de situacoes problemas, presentes na realidade do curso, projetando
o desenvolvimento do senso critico.

Desse modo, os contetidos basicos para a compreensao do método Simplex sao eluci-
dados no ensino basico: equagoes e inequacoes lineares, sistemas de equacoes e inequagoes
e construgoes de gréaficos da fungao linear, bem como, o escalonamento de sistemas e as
operagoes elementares. O Algoritmo Simplex pode ser introduzido em qualquer ano do
Ensino Médio desde que acompanhe o nivel de conhecimento dos alunos.

No capitulo 1 dissertou-se sobre o algoritmo, seu surgimento e como a Base Naci-
onal Comum Curricular (BNCC) [9] propoe o ensino de algoritmos na educacao bésica.
Da mesma forma, foi abordado um pouco sobre Pensamento Computacional e sua im-
portancia no ensino em um cenario em que a tecnologia se faz cada vez mais presente.
Foi feita uma breve abordagem da modelagem matemaética e apresentou-se alguns traba-
lhos que sao considerados relevantes sobre a Programacao Linear e sobre o Pensamento
Computacional na educagao basica.

O capitulo 2 versa sobre a Programacao Linear. Inicialmente, é feita uma re-
visao dos conceitos bésicos necessarios para a compreensao da PL e do Algoritmo Sim-
plex: discorrer-se-a brevemente sobre equagoes, inequagoes e sistemas lineares. Do mesmo
modo, explicar-se-4 como ¢é feito o escalonamento de sistemas lineares. No segundo mo-
mento, é conceituado o PL e sao trazidos alguns exemplos de aplicagao resolvidos pelo
método grafico.

No terceiro capitulo sao abordadas defini¢oes e teoremas importantes e necessarios
a compreensao do método Simplex. Apresentar-se-4 o método Simplex, bem como o
método das Duas Fases, utilizando exemplos facilmente encontrados em problemas de
agropecuaria. Nessa fase da pesquisa sera apresentada a resolucao detalhada utilizando o
Tableau.

No quarto capitulo sao expostos mais alguns exemplos de PL aplicados a agro-
pecudria e é apresentada uma proposta de atividade. Destaca-se que nao foi possivel
aplicar a atividade devido ao atual momento de luta contra a COVID-19. As aulas no
municipio de Marechal Floriano, onde a escola se situa, estao funcionando em modelo
hibrido e sao suspensas sempre que o mapa de classificagao de risco considera o municipio
como Risco Alto.

No capitulo 5 sao evidenciadas duas opcoes tecnolégicas para resolver o PPL com
mais de trés variaveis, bem como a resolucao de alguns problemas apresentados no capitulo
4. Por fim, nas consideracoes finais estao apresentadas as possibilidades de trabalhos

futuros e as reflexdes das autoras a cerca dessa pesquisa.



1 Algoritmos e a educacao basica

Este capitulo tem como objetivo apresentar a origem e o conceito do termo algo-

ritmo, suas representacoes mais comuns e sua relacao com a educacao basica.

1.1 Sobre algoritmo

O primeiro registro da aparicao do termo algoritmo foi por volta de 1250 d.C., na
obra Algorismus Vulgaris, obra escrita com base na tradugao das ideias do matematico
Persa Al-Khwarizmi. Inicialmente, o termo algoritmo era utilizado com um sentido dife-
rente do que conhecemos hoje [15]. O primeiro registro escrito de um algoritmo foi feito
por Ada Lovelace, também conhecida como Condessa de Lovelace, em 1842, quando tra-
duziu alguns artigos italianos e adicionou suas préprias anotagoes ao que viria a se tornar
o primeiro algoritmo escrito para ser processado por uma maquina, a saber, a maquina de
Charles Babbage. Esse algoritmo nunca foi executado, pois a maquina de Babbage nao
chegou a ser construida.

Muitos anos se passaram desde entao, até chegar a definicao de algoritmo tal qual é
conhecida hoje. Segundo [12] um algoritmo é “[...] qualquer procedimento computacional
bem definido que toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz um

valor ou conjunto de valores como saida”, como mostra a figura abaixo:

Figura 1.1: Algoritmo

Processamento
Entrada i I —— Saida
(instruc;ggs ou
operagoes)

Fonte: acervo da autora

De maneira mais geral pode-se dizer que algoritmo é uma sequéncia finita de co-
mandos objetivos buscando concluir uma tarefa, sao passos bem definidos e em quantidade

finita visando a resolucao de um problema ou classe de problemas.



De forma simples, pode-se afirmar que um algoritmo é o “como fazer”. Pode ser
uma receita de bolo, os passos a seguir para atravessar a rua ou mesmo o conjunto de
decisoes para escovar os dentes. Mesmo sem perceber, eles fazem parte do nosso dia a dia,
quer seja nas formas mais simples, como utilizar um manual de instrucoes para montar
um movel ou, em formas mais complexas, como os algoritmos usados para definir o que vai
ser exibido na linha do tempo de cada rede social com base nas preferéncias do usuario,
ou, ainda para tomar decisoes no mercado financeiro. Os algoritmos também podem ser
utilizados para resolver problemas de otimizac¢ao como é o caso do Algoritmo Simplex,
muito aplicado na resolugao de problemas de Programacao Linear.

Embora parega uma ideia simples, o algoritmo pode ter grande efeito quando bem
utilizado; o que fez com que [6] o considerasse como a “segunda grande ideia cientifica do
Ocidente”, ficando atras apenas do Calculo.

O conceito de algoritmo nao é oriundo da computacao, embora tenha se populari-
zado nessa drea do conhecimento [15]. E necessério deixar claro que algoritmo nio é um
termo exclusivo da computacao, ja que nao representa um programa, mas sim o modo de
fazer, uma sequéncia de passos finitos para alcancar um objetivo e que pode ser aplicado
em qualquer area do saber.

Para [15] o algoritmo deve possuir as seguintes propriedades:

I. a descrigao deve ser finita;

II. parte de um certo nimero de dados, pertencente a conjuntos especificos de
objetos, e espera-se que produza um certo niimero de resultados que mante-
nham relacao especifica com os dados;

ITI. supoe-se que exista um agente computacional - humano, eletrénico, mecanico,
etc. que execute as instrucgoes do procedimento;

IV. cada instrucé@o deve ser bem definida;

V. as instrugoes devem ser tao simples que poderiam ser executadas por alguém

usando lapis e papel, em um espaco de tempo finito.

Hoje existe um termo especifico para a propriedade V que pode ser entendida
como Computacao Desplugada. Muitos dominios ja trazem esse tipo de atividade para
serem trabalhadas como alternativas nas escolas onde nao existem computadores ou
acesso A internet. E possivel citar o Computer Science Unplugged [18], disponivel em
www.csunplugged.org, uma plataforma criada por Tim Bell, Mike Fellows e Tan Witten,
que conta com a colaboracao de dezenas de pessoas em muitos paises com o objetivo de
ensinar computacao sem o uso do computador, de forma desplugada, voltada principal-
mente para o ensino fundamental e médio. O CS unplugged é definido por eles mesmos
como “uma colecao de material didatico gratuito que ensina Ciéncia da Computacao por
meio de jogos e quebra-cabecas envolventes que usam cartas, barbante, giz de cera e muita

correria”.



1.1.1 Abordagens do algoritmo

Existem 3 abordagens mais comuns de algoritmos: fluxograma, pseudocodigo e

algoritmo genérico. Usar-se-a o seguinte exemplo pra explicar o que é cada abordagem:

Exemplo 1.1.1. Dada uma equacao polinomial quadrdtica no formato ax® + bx +c = 0,

encontrar suas raizes reais.

Algoritmo genérico

A descricao narrativa ou algoritmo genérico é escrita em linguagem natural, e
descreve todos os passos a serem seguidos. Por ser escrita em linguagem natural é facil
de ser entendida, mas abre margem para ambiguidades, dificultando a transcricao para
um programa.

Observe como seria a resolu¢ao do Exemplo 1.1.1 utilizando o algoritmo genérico:

1. Identificar os coeficientes a, b e ¢;

2. Calcular o valor do discriminante A = b — 4ac;

3. Verificar se o valor de A é maior, menor ou igual a 0;
4. Se A < 0 entao a equagdo nao possui raizes reais;

5. Se A # 0 entao a equagao possui raizes reais que podem ser encontradas utilizando
b+ VA
-

a formula x =
4a

—b+ VA —b— VA

€ To =

6. As raizes da equacao az? + bx + ¢ = 0 serao x; =
4a 4a

Fluxograma

O fluxograma ¢é a forma grafica do algoritmo, que consiste em analisar o problema
em questao, retirar os dados e representar, por meio de formas graficas, que correspondem
a diferentes comandos, conforme tabela abaixo. Para confeccao da figura abaixo e do
fluxograma apresentado mais a frente, utiliza-se um aplicativo de diagramacao inteligente

que permite criar diagramas e fluxogramas de facil compreensao, o Lucidchart [24].



Figura 1.2: Significado de alguns simbolos do fluxograma de processos

Indica um determinado processo e suas fungdes e atividades.

Processo

Mostra que uma decisdo tera que ser tomada e que o fluxo do
processo seguira determinada diregdo em fung&o dessa decisao.

EXEmnador Indica o inicio ou o fim de um fluxo no diagrama de processos.

Bados Representa qualquer tido de dado no fluxograma.

—]
[~

Entrada

Mostra que algum procedimento seré realizado por uma pessoa de
Manual forma manual.

Indica que alguma informag&o ou dado sera exibido para leitura em

Display = . -
uma tela ou outra forma de visualizagéo.

|

E um simbolo de conexdo que serve para indicar uma interligagao
entre dois outros simbolos e a diregao do fluxo.

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o site Lucidchart [24]

Dessa forma, a solugao para o Exemplo 1.1.1 sera representada pelo fluxograma

abaixo.



Figura 1.3: Fluxograma de processos raizes da equacao quadrética
inicio

.

I B

lera, b, c

Calcular delta

Delta
€ maior
ou igual a
0?

Mostrar que
existem raizes
reais

Calcular as

raizesle?2
Mostrar que

nao existem
raizes reais

Mostrar as
raizes le 2

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o site Lucidchart [24]

Pseudocdédigo

Por fim, ha o pseudocddigo, pseudolinguagem ou portugol, que consiste em escre-
ver, por meio de regras pré-estabelecidas, os passos para a solugao do problema. [1] o
define como uma representacao rica em detalhes e que se assemelha a escrita de programas

de computadores, o que facilita a passagem desta forma de algoritmo para uma linguagem

de computacao.



Figura 1.4: Pseudocddigo raizes da equagao quadratica

Algoritmo: Calculo das raizes de uma equacado quadratica.

//varidveis
delta, a, b, ¢, raizl, raiz2: real

inicio_algoritmo
Leia (a, b, c)
delta=(b*b)—4=*axc
Se (delta maior ou igual a 0): Entdo
Escreva (“ Existem duas raizes reais”)
raizl=(—b + Vdelta)/4*a
raiz2 =(—b — Vdelta )/ 4*a
Escreva (“Raiz 1 e Raiz 2”, raizl, raiz2)
Caso contrario: Entao
Escreva (“Ndo existem raizes reais! ”)
Fim_se
Fim_algoritmo

Fonte: Elaborado pela autora

As diferentes abordagens do algoritmo podem ser trabalhadas em sala desde os

anos inciais do ensino bésico, como prevé a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

1.2 BNCC

A Base Nacional Comum Curricular [9] comegou a ser elaborada em 2015 por
um grupo de 116 especialistas. O documento passou por consultas ptublicas presenciais
e on-line em 2015 e 2016, audiéncias publicas regionais em 2017 e teve forte influéncia
do curriculo australiano [20]. E um documento de cardter normativo, que regulamenta
quais sao as aprendizagens essenciais aos alunos das redes publica e privada do Brasil,
na modalidade de educagao bésica. Esse documento prevé ainda, o estudo de novas
tecnologias voltadas para o ensino de computacao nas escolas.

Quanto a matemadtica, [9] propoe que seja ensinada por meio de uma visao in-
tegrada, isto é, aprofundando o que foi aprendido no ensino fundamental, mantendo a
perspectiva de sua aplicacao a realidade. Esse fator foi importante na decisao do tema
deste trabalho, visto que as atividades propostas no capitulo 4 foram pensadas para que
pudessem ser aplicadas em situacoes vividas pelos discentes, valorizando, assim, a con-

textualizacao e a interdisciplinariedade.



1.2.1 Algoritmos na educacao basica

Muitos paises ja adaptaram seus curriculos para inserir légica de programacao na
educacao basica. Israel foi pioneiro nesta area, incluindo em seu curriculo disciplinas
obrigatérias que compreendiam algoritmos e programacao desde os anos 90. O curriculo
abordava questoes conceituais e experimentais e se propunha a ensinar as Ciéncias da
Computacao da mesma forma que qualquer outra disciplina cientifica. [14]

Seguindo o exemplo de Israel, o Reino Unido tornou obrigatério o ensino de pro-
gramagao na educagao bésica para alunos de 5 a 14 anos desde 2004. [11] O pais espera
que assim, as criancas desenvolvam gosto pelas Ciéncias da Computacao a fim de suprir
a falta de profissionais desta area. Recentemente, a Australia incluiu em seu curriculo,
para alunos de dez anos, a Tecnologia como area do conhecimento a fim de que os alunos
desenvolvam a criatividade e aprendam a criticar, analisar e resolver problemas de diver-
sas areas do conhecimento, além de tomar decisoes informadas entre outros processos de
planejamento e revisao de ideias. [2]

Seguindo esse movimento mundial, o Brasil também tem se adaptado. Algumas
escolas brasileiras estao inserindo em seus curriculos o ensino de disciplinas ligadas a
computacao. Como exemplo dessa inser¢ao ha o Centro Educacional sao Camilo, em
Cachoeiro de Itapemirim, que promove aulas de Robética Educacional e Oficinas Extra-
curriculares.

Os documentos voltados para a educagao no Brasil também ja abrem caminho para
o ensino de novas tecnologias, computacao e algoritmos na educagao bésica. [9] propoe
aprendizagens que devem assegurar que os alunos desenvolvam dez competéncias gerais.

Destaca-se aqui a competéncia geral nimero 6 da BNCC do Ensino Fundamental:

6. Enfrentar situagoes-problema em miiltiplos contextos, incluindo-se situagoes
imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, ex-
pressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

Da mesma forma, ha outras competéncias da BNCC para o ensino médio que

abarcam o ensino das novas tecnologias:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigagdo, a reflexdo, a anélise critica, a imaginacao
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular
e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos co-
nhecimentos das diferentes dreas. [...]

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagdo e comu-

nicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
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sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar in-
formacoes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo

e autoria na vida pessoal e coletiva. ([9], p.9)

Essas competéncias reforcam a necessidade de motivar o estudante a ser um apren-
diz ativo e criativo e corrobora com o que ¢ dito pela SBC [32], que o conhecimento das
Ciencias da computacao permite que os alunos compreendam de forma mais completa o
mundo e desenvolvam habilidades para criar e inovar em todas as areas do conhecimento.

Ainda de acordo com [32], as competéncias gerais da Sociedade Brasileira de Com-
putacao (SBC) estao diretamente ligadas as competéncias gerais da BNCC[9]. Sobre isso
pode-se destacar as competéncias (EFOTMAO06) e (EF07TMAO07) do Ensino Fundamental
em que articulam e mobilizam que os alunos percebam que problemas parecidos podem
ter solugoes semelhantes e o passo a passo dessas solugoes podem ser representadas por
meio de fluxogramas a fim de facilitar o encontro da solucao desse problema.

O que é pensado para o Ensino Fundamental também é reforcado no Ensino Médio
na competéncia (EM13MAT315) que espera que o aluno possa reconhecer um problema
algoritmico de varias areas, trazé-lo para a realidade e compreender técnicas de resolucao
de problemas, a partir disso, encontrar uma solugdo na forma de algoritmo. Ainda no
Ensino Médio, a competéncia (EM13MAT301) fala da importancia de trabalhar com
problemas do cotidiano que envolvem equacoes lineares simultaneas e fazem relagao com
outras areas do conhecimento. Espera-se que os alunos utilizem técnicas algébricas e
geométricas bem como deixam aberta a opgao de utilizar novas tecnologias.

Dado o impacto das tecnologias digitais na sociedade, a BNCC espera que o aluno
reconheca o potencial das tecnologias digitais para a realizagao de uma série de atividades
relacionadas a todas as areas do conhecimento, as praticas sociais e ao mundo do trabalho.

Sendo assim, suas competéncias e habilidades sao pensadas para que o aluno possa:

e usar diversas ferramentas de software e aplicativos para compreender e
produzir conteudos em diversas midias, simular fendmenos e processos
das diferentes areas do conhecimento, e elaborar e explorar diversos re-
gistros de representacao matematica; e

e utilizar, propor e/ou implementar solugoes (processos e produtos) envol-
vendo diferentes tecnologias, para identificar, analisar, modelar e solu-
cionar problemas complexos em diversas areas da vida cotidiana, explo-
rando de forma efetiva o raciocinio légico, o pensamento computacional,
o espirito de investigagdo e a criatividade. [9] p.475

O foco deste trabalho nao é o ensino de computacao nas escolas, contudo ¢ impor-
tante salientar a relevancia deste topico quando é abordado o assunto algoritmo, princi-

palmente neste cenario de aulas on-lines.
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1.2.2 Habilidades relativas ao processo de investigacao matematica

Algumas habilidades relativas aos processos de investigacao, de construcao de mo-
delos e de resolucao de problemas pretendem que os alunos desenvolvam competéncias
relacionadas a raciocinar, representar, argumentar e comunicar, desse modo, essas habi-
lidades serao foco de observacao e exploracao neste tépico. Essas quatro competéncias
atuam juntas se complementando.

O raciocinar esta relacionado com investigar, explicar, justificar por meio de in-
teracao com colegas e professores.

Representar equivale a traduzir um problema por meio de algoritmos fazendo a
mudanca de diferentes representagoes semiéticas. Esta habilidade incentiva o uso de

fluxogramas e algoritmos para resolucao de problemas.

na Matematica, o uso dos registros de representacao e das diferentes linguagens
é, muitas vezes, necessario para a compreensao, a resolu¢ao e a comunicagao
de resultados de uma atividade. Por esse motivo, espera-se que os estudan-
tes conhegam diversos registros de representacao e possam mobiliza-los para
modelar situagoes diversas por meio da linguagem especifica da matematica —
verificando que os recursos dessa linguagem sao mais apropriados e seguros na
busca de solugoes e respostas — e, a0 mesmo tempo, promover o desenvolvi-

mento de seu préprio raciocinio. [9] p.529

Fazer a transi¢ao entre as diferentes linguagens nao é tarefa ficil. Para [3], o
problema pode estar na conversao de registros de representacao de semiotica diferentes.

Comunicar é estabelecer uma relacao entre a solucao escrita do problema e ser
capaz de explicar oralmente utilizando a lingua materna e interagindo com os colegas.

A dltima habilidade deste grupo é comunicar-se. Essa habilidade consiste em
“apresentar e justificar seus resultados, interpretar os resultados dos colegas e interagir
com eles”[9]. Conseguir fazer uma troca de experiéncias sobre as resolugoes encontradas

e justificar a solugao tanto por meio de simbolos quanto pela lingua materna.

1.3 Pensamento Computacional

A BNCC estd em sincronia com os movimentos no mundo que estimulam o desen-
volvimento do Pensamento Computacional (PC), termo que tem ganhado popularidade
nos ultimos anos. Muito disso se deve a Jeannette M. Wing, também conhecida como mae
do Pensamento Computacional, que junto com Jan Cuny da National Science Foundation,
Larry Snyder da University of Washington definiram PC como “o processo de pensamento

envolvido na formulacao de problemas e suas solugoes, de modo que, as solugoes sejam
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representadas de uma forma que possam ser efetivamente realizadas por um agente de
processamento de informagoes.” [35]

Embora o conceito de Pensamento Computacional seja novo, ele ja é considerado
com um dos pilares do intelecto humano, assim como a leitura, a escrita e a aritmética.
[32]. Para [34] “o pensamento computacional descreve a atividade mental na formulacao de
um problema para admitir uma solugao computacional”. Essa solugao pode ser realizada
por um humano, por uma maquina ou pela combinacao dos dois.

A Sociedade Brasileira de Computagao (SBC) define Pensamento Computacional
como aquilo que “se refere a capacidade de compreender, definir, modelar, comparar,
solucionar, automatizar e analisar problemas (e solugoes) de forma metddica e sistematica,
através da construcao de algoritmos” [32] p.5.

O Pensamento Computacional é uma importante ferramenta na resolucao de pro-
blemas e prové habilidades para outras areas do conhecimento como andlise critica e
argumentacao. Por essa razao, [34] afirma que todas as pessoas deveriam desenvolver essa
habilidade e nao s6 pessoas ligadas a area de computagcao.

A SBC propoe o ensino de computacao e do Pensamento Computacional desde as
séries iniciais do Ensino Fundamental, inicialmente de forma desplugada, isto €, sem o uso
de computadores. Em consonancia, a BNCC, estimula a utilizacao de tecnologias desde
o Ensino Fundamental, a fim de desenvolver o PC. Para o Ensino Fundamental,a BNCC

propoe, ainda, o uso de fluxogramas na solucao de exercicios desde os primeiros anos.

1.4 Modelagem matematica

Um modelo é um conjunto de regras, lei, expressoes que agem entre si representando
alguma coisa, um projeto que precede o objeto final. Uma planta ou uma maquete, por
exemplo, sao modelos cujo resultado final é a uma casa. Um modelo representa, de
maneira mais simples, um sistema real.

O ato de modelar conhecido como modelagem tem ampla aplicagao. Segundo [4],
modelagem é “o processo de criacao de modelos onde estao definidas as estratégias de agao
do individuo sobre a realidade, mais especificamente, sobre a sua realidade, carregada de
interpretacoes e subjetividades proprias de cada modelador”.

Para [7], um modelo matematico pode ser definido como “um conjunto de simbolos
e relagcoes matematicas que traduz, de alguma forma, um fendmeno em questao ou um
problema de situacao real” Para [4] um modelo matemético é um conjunto de simbolos e
relacoes matematicas que fazem a traducao de um determinado fenémeno.

Do mesmo modo, [7], a modelagem é o que relaciona a matematica com a realidade.

Essa relacao foi agrupada em trés etapas: Interacao, matematizacao e modelo matematico.
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A interacao consiste em reconhecer a situagao problema e realizar um estudo teérico a fim
de familiarizar com o assunto a ser modelado. A matematizacao consiste na formulacao e
resolucao do problema em termos do modelo. E nessa etapa em que acontece a passagem
da situacao real para a escrita matematica. Por fim, temos o modelo matematico que faz
a validacao do modelo por meio de uma avaliacao. De maneira mais simples, a modelagem
toma um problema real, o traduz para um modelo matematico e, depois de resolvé-lo,
aplica a solu¢gao no mundo real.

Usar-se-4 essas etapas mais a frente, quando sera criado o modelo de otimizacao que
utilizado para representar, por meio de equagoes e inequacoes uma situagao relacionada

a agropecuaria, na forma do modelo de PPL.

1.5 Trabalhos correlatos

1.5.1 Programacao Linear e Algoritmo Simplex na educacao
basica

Outros autores ja destacaram a relevancia e os beneficios de apresentar o contetido
de PL como alternativa para a resolu¢do de problemas no ensino médio. Boldrini [§]
dizia que a ampla divulgacao da PL acontece porque ela pode ser modelada para resolver
diversos problemas cotidianos. E relevante citar aqui o trabalho de [23] que apresenta
o conteudo de PL e Algoritmo Simplex de forma bem completa, visando a aplicacao no
Ensino Médio de forma contextualizada fazendo o uso do Ciclo PDCA !. Sua proposta
traz situacoes-problemas no contexto economico e produtivo do século XXI, e utiliza os
softwares GeoGebra e Excel para a resolucao de problemas com mais de trés variaveis.

Santiago [29] relaciona a PL com os conteidos dos PCNEM nos trés anos do
Ensino Médio com fungoes no primeiro ano, matrizes no segundo e geometria analitica
no terceiro. Além disso, [29] traz, da mesma forma, algumas propostas de programagao
nao-linear utilizando maximizacao de areas envolvendo sistemas de equagoes de grau 2 e
funcoes trigonométricas.

Durante a leitura de artigos e dissertagoes referentes ao topico de Programacao
Linear foi perceptivel que muitos trabalhos fazem o uso do Excel, mais especificamente
da ferramenta Solver para resolver os problemas de PL, como é o caso de [25], [27] e [29].
Por esse motivo, nao sera utilizada a ferramenta Solver na resolu¢ao do PPL propostos

neste trabalho.

1O Ciclo PDCA é uma metodologia para desenvolvimento de processos. Segundo [23], “Tal metodolo-
gia auxilia no diagndstico, andlise e prognoéstico de problemas organizacionais, sendo extremamente 1til
para a solugao de problemas”.
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1.5.2 Pensamento Computacional na educacao basica

Nesta se¢ao serao citados, brevemente, alguns trabalhos referentes ao Pensamento
Computacional. Embora possa parecer que este conceito esteja inteiramente ligado a com-
putacao, pensar computacionalmente pode nos ajudar em diversas areas de atuagao. Para
Wing [35], o Pensamento Computacional é “uma maneira que os humanos, nao os compu-
tadores, pensam. [...] é uma maneira pela qual os humanos resolvem problemas;”. Ainda
de acordo com Wing [35], o Pensamento Computacional “é escolher uma representagao
apropriada para um problema ou modelar os aspectos relevantes de um problema para
torna-lo tratavel”.

Como o campo de pesquisa nesta area ainda é muito recente, o banco de dis-
sertagoes do Profmat possui apenas 5 dissertagoes sobre o tema. Sera feita uma breve
explanagao sobre as que julgam-se mais pertinentes. Os trabalhos citados aqui foram
defendidos entre Agosto de 2019 e Dezembro de 2020 mostrando uma nova tendéncia na
educacao.

O trabalho de [30] faz uma revisao sistemética dos principais trabalhos na érea de
PC publicados no Brasil entre 2013 e 2019 e um breve resumo da evolugao do curriculo de
Matematica através do tempo. Seu objetivo é sistematizar a relagao entre as habilidades
matematicas e do PC utilizando a BNCC e as diretrizes da SBC como norte. Além
disso, [30] propoe uma atividade para cada habilidade da BNCC e as relaciona com os
niveis cognitivos estabelecidos pela taxonomia de Bloom. Defende, do mesmo modo, a
computacao desplugada.

O trabalho de [10] traz a proposta de uma sequéncia didatica dividida em cinco
momentos: estudo dos algoritmos, operadores e légica computacional, software GNU
Octave, comandos basicos do GNU Octave e aplicacoes na matematica. Para auxiliar
na assimilacao de conhecimento matematico e légico, o autor apresenta o conceito de
algoritmo e o funcionamento do software GNU Octave, bem como os comandos bésicos e
estruturas de cédigo para trabalhar com o software.

O terceiro trabalho analisado tem como proposta fazer uma intervencao pedagogica,
um plano de aula que nao foi aplicado devido a paralisagao das aulas por causa da pan-
demia de Covid-19. Por meio da plataforma ComPensar, [31] construiu um banco de
questoes para aplicacao em sala de aula, no qual os problemas estavam classificados de
acordo com as competéncias identificadas do PC. Os problemas foram extraidos na integra
das provas do ENEM e da OBMEP ou adaptados destas mesmas avaliagoes. O trabalho

seria aplicado em duas turmas do primeiro ano do ensino médio durante 4 semanas letivas.

Uma das turmas resolverd listas contendo questées que exploram até duas
competéncias do Pensamento Computacional. A outra turma recebera listas

constituidas de problemas cujo nimero de competéncias exploradas aumenta
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gradativamente da seguinte forma: até duas para a primeira semana, trés ou
quatro para a segunda semana, cinco ou seis para a terceira semana e sete, oito

ou nove para a quarta semarnas

Seu objetivo era descobrir se as competéncias do Pensamento Computacional pro-

postas por [33] influenciam no desempenho dos alunos.



2 Programacao Linear e a educacao

basica

Este capitulo se inicia com uma breve revisao de alguns conceitos basicos de
Algebra Linear que julga-se necessarios para o entendimento da Programacao Linear (PL)
por alunos do ensino médio. De acordo com [13], todas as turmas do Ensino Médio de-
vem trabalhar com resolugao de problemas que envolvam equagoes e sistemas de equagoes.
Para a terceira série, do mesmo modo, ¢é previsto o estudo de inequagoes.

Na sequéncia é abordada a Programacao Linear, bem como, as caracteristicas
do modelo de PL. Apresentamos também a forma matricial, a forma padrao e a forma
canonica

Por fim, apresentamos alguns exemplos de aplicagao na otimizacao extraidos de
[22] e [28].

2.1 Alguns conceitos importantes sobre equacoes e
inequacoes

Antes de falarmos sobre a Programacao Linear faremos uma breve revisao dos
conceitos de equacao e inequacao linear bem como a resolugao de sistemas de equagoes
e inequacoes lineares. Serao apresentados, da mesma forma, alguns exemplos com suas

respectivas solugoes geométricas.

2.1.1 Equacoes e inequacoes lineares
De acordo com [19],
Definicao 2.1.1. Equacao linear nas incognitas xi,xs, ..., x, € toda equacao do tipo:
a1r1 + asxs + ...+ a,x, = b

em que ai,as,...,a, € b sao coeficientes reais e b é chamado de coeficiente (ou

termo) independente da equagao.
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Dessa forma, resolver uma equacao linear corresponde a encontrar uma sequéncia
de nimeros (ay, o, . . ., ) tal que a sentenca ajoq +asae+. . . +a,a, = b seja verdadeira.

Observe, por exemplo, que a equagao 2x — 3y = 12 possui infinitas solugoes dentro
do conjunto dos nimeros reais, sendo {(0,-4),(3,-2)} duas solugdes possiveis. Quando se
é trabalhado com apenas duas incégnitas, cada solucao encontrada é um par ordenado e
o conjunto dessas solugoes forma uma reta. Na figura abaixo, é possivel visualizar todas
as solucoes dessa equacao que formam a reta r. Em destaque ha os pontos A e B citados

acima.

Figura 2.1: Solucoes da equagao 2z + 3y = 12

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Seguindo o mesmo raciocinio é possivel definir inequacao linear:

Definicao 2.1.2. Inequacdo linear nas incognitas x1,xs, ..., T, € toda inequacdao de um

dos sequintes tipos:

a1r1 + asxo + ...+ a,x, > b

a1y + asxs + ...+ apx, > b

em que ay,as,...,a, € b sao coeficientes reais e b € chamado de coeficiente (ou

termo) independente da inequagao.

De acordo com [21], as solugdes de uma inequagao nao sao alteradas quando se

efetua qualquer uma das propriedades citadas em .

1. Podemos somar a mesma quantidade aos dois membros de uma ine-
quacao. [...]
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2. Podemos multiplicar os dois membros de uma inequagao por uma mesma
quantidade positiva. |...]

3. Podemos multiplicar os dois membros de uma inequacao por uma mesma
quantidade negativa, desde que, ao mesmo tempo, troquemos o sinal de
< por >. [...]

Apesar de [21] nao afirmar, o item 3 também ¢é vélido do mesmo modo para os
casos > e <, bastando trocar um pelo outro quando houver multiplicacao por nimero
negativo.

Solucionar uma inequagcao linear é encontrar todos os valores para (aq, as, ..., a,)
tal que a desigualdade ajaq +asas +. . . +a,a, < b em questao seja verdadeira. O mesmo
raciocinio vale para as sentencas que contenham as desigualdades >, < ou >.

Observe abaixo as solucoes da inequacao 2x + 3y > 12 representadas no plano

cartesiano. As solugoes da equagao em questao estao na area azul incluindo a reta a.

Figura 2.2: Solugoes da inequacao 2x + 3y > 12

< C @ geogebra.org/classic?lang=pt_PT Q % » = aﬂ :
¥ A0 4N =9 =
@ a:2x+3y>12 N 7 &
+

6
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5

3

2

1
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1 0 : 2 4 7 8 9 10 i 12 13
A (’:\
1A »

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Perceba que se for tomada apenas a sentenca 2x + 3y = 12 obtemos a reta a.
Para saber se as solugoes da inequacao 2x + 3y > 12 estao a direita ou a esquerda de a,
basta tomar um ponto qualquer e testa-lo na inequacao: se o ponto satisfazer a inequacao
em questao, entao aquela regiao sera o conjunto solucao da inequacao; caso contrario, a
regiao do outro lado da reta sera o conjunto solugao da inequacao. Isso vale para qualquer
inequacao e é o procedimento adotado quando nao é utilizado um recurso tecnolégico como
o GeoGebra.
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2.1.2 Sistemas de equacoes e de inequacoes lineares

Um conjunto de m equacgoes lineares e n incognitas 1, xs,...,x, € chamado de
sistema linear mxn. Solucionar um sistema de equacoes lineares com n incognitas significa
encontrar a sequéncia (g, @, ..., a,) que é solugao de cada uma das equagoes do sistema.
Tomando o exemplo:

Toy=-3 (2.1)
dr —y =3

obtém-se a seguinte solucao grafica com o auxilio do GeoGebra on-line:

Figura 2.3: Solucao grafica do sistema de equagoes lineares
g f
@

o

'S

7 1 5 0 / 1 2 3 1 5 5 7

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Um sistema de equagoes pode ser classificado em sistema possivel e sistema im-
possivel. Os sistemas possiveis recebem uma classificacao de acordo com o nimero de

solucoes. A figura 2.4 mostra como ¢é feita essa classificacao.
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Figura 2.4: Classificacao de um sistema de equagoes lineares

Determinado
Quando possui
uma Unica solucéo

. Possivel :
Sistema de SRR TR Indeterminado
= Quando possui
eq uagoes 7 infinitas solucdes
Impossivel
Quando nédo possui solucéo

Fonte: Elaborado pela autora

Existem outras maneiras de encontrar as solugoes de um sistema de equacoes.
Sistemas com poucas incognitas podem ser facilmente resolvidos utilizando o método
da adicao ou da substituicao e sistemas com mais incognitas podem ser resolvidos pelo
método do escalonamento. Em um sistema escalonado a reposta é obtida prontamente.

De maneira semelhante, solucionar um sistema de inequacoes lineares corresponde
a encontrar a sequéncia (aq,am, ..., q,) que satisfaz todas as inequagoes do sistema. Re-
solver um sistema de inequacoes é mais complicado do que resolver um sistema de equagoes
e foge ao escopo deste trabalho, visto que, o foco deste trabalho sao os problemas de PL
na forma padrao, isto é, na forma de equacoes. Sendo assim, serao apresentadas apenas
a resolucao grafica dos sistemas de inequacao. No exemplo a seguir busca-se a solucao do

sistema de inequagcoes:

dr +4y <0
3r — 2y > 2

Note que o conjunto solucao da inequacao a : 4x + 4y < 0 corresponde aos valores
a esquerda da reta a, inclusive a reta a, enquanto o conjunto solucao da inequacao b :
3x — 2y > 2 corresponde aos valores a direita da reta b, inclusive a reta b. A regiao
formada pela interseccao desses dois conjuntos solucao é a solugao do nosso sistema de

inequagoes lineares.
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Figura 2.5:

a

Solugao gréfica do sistema de inequagoes lineares
| I | b —i
. BT

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Hoje em dia ja é possivel encontrar uma gama de softwares, aplicativos e recursos
computacionais que resolvem sistemas lineares de forma quase instantanea, sem que seja

necessario efetuar os calculos manuais.

2.1.3 Escalonamento de sistemas e Eliminacao de Gauss-Jordan

Um sistema de equacoes pode ser representado pela forma matricial. Tomando o
sistema (2.1)
r—y=-—3
e —y =3
apresentado em 2.1.2, é possivel reescrevé-lo como o produto matricial

L3

Para resolver sistemas de equacao utiliza-se a forma estendida da matriz chamada

de matriz aumentada, que consiste em uma matriz conforme apresentada abaixo:

1 -1 =3
L ! 3] 22)

A coluna mais a direita contém os termos independentes e as demais colunas contém
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os coeficientes do sistema de equagao. Essa formatagao é a mesma para todas as matrizes
aumentadas.

A fim de facilitar a resolucao de um sistema de equacoes, é possivel escalona-lo
em sua forma matricial aumentada. Escalonar um sistema consiste em manipular as
equacoes de modo a transformar a matriz estendida do sistema em uma matriz como as
apresentadas abaixo. Uma matriz estd na forma escalonada quando o nimero de zeros no

lado esquerdo do primeiro elemento nao-nulo aumenta a cada linha, conforme os exemplos

abaixo:
4 3 -2 1 4 3 =2 1 1 -1 -3
(2.3)
0 2 -1 3 0 2 -1 3 0 3 15
00 1 -1 00 0 O
00 O 5 00 0 O

Uma vez escalonado, a solucao do sistema é quase imediata. Note que a matriz 2.3,
também chamada de forma escada, é a matriz escalonada da matriz 2.2. Essas matrizes
sao ditas matrizes equivalentes pois, possuem o mesmo conjunto solucao. Mais adiante
sera exposto como é feito esse escalonamento.

Depois de escalonado, basta resolver as equagoes de baixo para cima para encontrar
a solucao. A equacao 3y = 15 resulta em y = 5. Substituindo esse valor na equacao
xr —y = —3 obtém-se x = 2. Observe que esta solugao ¢ a mesma encontrada em 2.1.2.

Existem duas principais maneiras de escalonar um sistema. Uma delas é o escalo-
namento feito nas matrizes acima e que é conhecido como Método da Eliminacao de Gauss.
A outra maneira é o método conhecido como Eliminacao de Gauss-Jordan. A diferenca
entre eles é que enquanto a Eliminacao de Gauss elimina apenas os elementos a esquerda
do pivo, a Eliminacao de Gauss-Jordan elimina os elementos tanta a direita quanto a es-
querda do pivo, fornecendo assim, uma solucao imediata, sem que seja necesséario resolver
as equagoes encontradas.

As trés operagoes a seguir serao chamadas de operagoes elementares sobre linhas.
Elas preservam a solugao do sistema e podem ser utilizadas nos dois métodos, desde que

sejam respeitados os objetivos finais:

e Multiplicar uma linha inteira por uma constante nao nula: equivale a multiplicar

uma equagao por uma constante sem alteracao do resultado;

e Permutar duas linhas: é a troca da posicao das equacoes e nao influencia a solucgao;
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e Substituir uma linha por ela mesma somada a um multiplo de outra linha: equivale
a somar um multiplo de uma equacao com uma equacao ja dada e também nao

altera o resultado.

Em cada etapa sera utilizada uma linha como pivo. Essa linha sera a orientacao
para a eliminacao dos coeficientes no processo. Na primeira etapa a linha pivo sera a 1¢
linha, na segunda etapa a linha pivo serd a 2 linha e assim por diante. Em cada linha
pivo sera escolhido um elemento pivo. Na primeira etapa esse elemento serd o termo mais
a esquerda na linha. Nas etapas seguintes, o elemento pivo sera o que esta imediatamente
a direita do elemento pivo escolhido na etapa anterior. O objetivo de cada etapa é anular
cada elemento abaixo e acima do elemento pivo utilizando as operacoes elementares sobre

linhas.

Exemplo 2.1.1. Escalonamento da matriz

1 -1 -3
4 -1 3

Multiplica-se a 1¢ linha por —4 e soma-se com a 2¢. Obtém-se como resultado os
coeficientes 0 para x;, 3 para xo e 15 para x3 isto é, 0, 3 e 15 para 1%, 2% e 3* colunas

respectivamente. Substituindo esses valores na 2 linha obtém-se a matriz 2.3.

Exemplo 2.1.2. Escalonamento e resolucao do sistema de equacoes

1.171 —+ 21’2 + 3[)33 = 260
21‘1 + II‘Q + 1$3 = 150
433'1 + 3.1'2 + 1333 =290

retirado de [19]:

Inicia-se anulando os coeficientes de x; na 2% e na 3% linhas. Multiplica-se a 1°
linha por —2 e soma-se com a 2*. Multiplica-se a 1¢ linha por —4 e soma-se com a 3%. As

equacgoes obtidas ocupam os lugares da 2 e 3% linhas, gerando o sistema abaixo:

11‘1 —+ 21’2 + 3[E3 = 260
—3ZE2 — 51’3 = -370
—5x9 — 1lz3 = —750

Fixa-se a 1 linha e repete-se o processo com a 2% e a 3% linhas: divide-se a 2¢ linha por

—3, multiplica-se por 5 e soma-se com a 3 linha. Essa equacgao ocupa o lugar da 3% linha.
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133'1 + 2.1'2 + 3333 = 260
—31’2 — 5I3 = =370
—8.173 = —400

O sistema encontrado é possivel e determinado e pode ser solucionado comecando pela
linha 3, em que obtém-se x3 = 50. Substituindo este valor na linha 2 é encontrado
ro = 40. Finalmente, substituindo os valores de x3 = 50 e o = 40 na equagao 1 encontra-
se 1 = 30. Logo a solugao S deste sistema é S = (30,40, 50) e este é um sistema possivel

e determinado.

Exemplo 2.1.3. Escalonamento, resolucao e classificagao do sequinte sistema de equagoes:

11’1 — 21‘2 +3!L‘3 =5
11’1 +3$2 — 5953 =7

Observe que o sistema acima tem duas equacoes e trés incégnitas. Inicia-se anu-
lando o coeficiente de x; na 2% linha. Multiplica-se a 1 linha por —2 e soma com a 2°.

A equacao encontrada ocupa o lugar da 2% equacao e gera o sistema abaixo.

1[L’1 — 21‘2 + 31‘3 =5
—51’2 + 8I3 = -2

Note que o sistema ja estd escalonado e nao hé mais nada a fazer. Nesse caso,

faz-se necessario o uso de um parametro . Fazendo x3 = « é possivel resolver a equacao
2 + 8«

—bxy + 8x3 = —2 em funcao de a obtendo zy = . Substituindo esse resultado na
. 29+« N . ,

equacao lx; — 2x9 4+ 3x3 = 5 encontra-se 1 = o A solucao S desses sistema é
29+ a 24 8« . . L . .

S = ( T E ,04) Chama-se esse sistema de sistema possivel indeterminado, pois

para cada valor atribuido a « o sistema apresenta uma solucao distinta.

Exemplo 2.1.4. FEscalonamento, resolugao e classificacao do sistema

1I1+2$2+3$3:2
2I1—5[E2+2I3:1
4$1—$2+8$3:3

O procedimento é andlogo ao ja efetuado nos outros exemplos: inicia-se anulando
os coeficientes de x; na 2% e na 3% linhas. Para isso multiplica-se a 1 linha por —2 e

soma-se com a 2% Multiplica-se a 1 linha por —4 e soma-se com a 3. As equacoes
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obtidas ocupam os lugares da 2 e 3% linhas, gerando o sistema abaixo:

15(?1 +2$2 +3$3 =2

—9[E2 - 4I3 =-5
—9172 — 4!13'3 = -3
Observe que as duas ultimas equagoes implicam em —3 = —5 o que é um absurdo.

Nao existem valores x5 e x3, que satisfacam as equagoes. Sendo assim, esse sistema de
equacoes é um sistema impossivel.

A Eliminacao de Gauss-Jordan é uma versao adaptada da eliminacao de Gauss
ja vista. A diferenca entre eles é que enquanto a Eliminacao de Gauss anula apenas os
coeficientes abaixo do pivo, a Eliminagao de Gauss-Jordan anula todos os coeficientes

acima e abaixo do pivo utilizando as operagdes elementares sobre a linha pivo. [26]

Exemplo 2.1.5. Resolucao do sistema do exemplo 2.1.2 utilizando a eliminacdao de

Gauss-Jordan.

A fim de simplificar a escrita serd utilizado L; <+ L; para indicar que a linha L,
¢ a linha L; serao trocadas de lugar; L; <— L; + oL; para indicar que a linha L; serd
substituida por ela mesma adicionada do produto de L; por a; L; < «L; para indicar
que a linha L; serd substituida pelo produto dela mesma por uma constante o % 0. Os
valores de i e j indicam com qual linha se esta trabalhando.

Tomando a matriz aumentada do sistema 2.1.2 tem-se:

1 2 3 260
2 1 1 150
4 3 1 290

Para escolher o elemento pivo observam-se os elementos da primeira coluna e é
escolhido o que tiver maior médulo. Como o maior valor em modulo é 4 troca-se a

primeira linha com a terceira linha obtendo a matriz aumentada:

4 3 1 290
2 1 1 150
1 2 3 260

Para zerar os elementos da primeira coluna abaixo do pivo 4 sao feitas as seguintes

operagoes:

L1<—% L3(-L3—%
L2<—L2—%
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3 1 145
1 4 4 2
—1 1
0 % 3 9
5 11 375
O 4 4 2

E necessério escolher o novo pivo. A partir da segunda linha serd escolhido o termo
com maior valor em médulo na segunda coluna. Como este termo estd na terceira linha,

faz-se uma troca de linhas.

L2<—>L3
1 3 1 145
1 1 2
5 11 375
1 1 2
-1 1
2 3 9

Agora, é necessario precisamos transformar o pivo em 1. Para isso, divide-se toda

a segunda linha por 2 obtendo a matriz:

1 3 1 145
4 4 2

0 1 & 150
-1 1

0 5 1 5

Nesse momento, anulam-se os termos da segunda coluna abaixo e acima do pivo:

L1<—L1—%

01 Y 150
8

00 £ 80

Transformando o pivo da terceira linha em 1:
L3 <— %

10 =L —40
11

0 = 150

0 0 1 50

A 1ltima operagao consiste em anular os termos abaixo e acima do pivo da terceira
linha. Note que a matriz encontrada ja dé a solucao do sistema de equacoes na coluna

mais & direita.

Lo+ Ly — —115L3

L+ L+ s 100 30
01 0 40
00 1 50
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2.2 Programacao Linear

A Programacao Linear é uma técnica de otimizacao que faz parte da Programacao
Matemética. E importante esclarecer que aqui a palavra programacao tem o sentido
diferente do utilizado na drea de computagao, o sentido aqui é de planejamento.

De acordo com [28], a Programacao Linear ou simplesmente PL, é uma ferramenta
utilizada para maximizar lucro ou minimizar despesas em situagoes que tenham algum
tipo de restricao. A PL se aplica a diversas dreas como alimentacao, manufatura, rotas
de transporte, petréleo, agricultura, siderurgia, entre outras.

A PL teve origem por volta do ano de 1941 e ganhou destaque durante a Segunda
Guerra com o “problema da dieta”. Esse problema foi publicado no The New York
Times e consistia em descobrir qual a alimentacao mais economica, levando em conta os
nutrientes que o corpo humano necessitava. George Stingler encontrou a melhor solugao:
Uma alimentacao a base de farinha de trigo, repolho e figado de porco que custava apenas
US$59,88 por ano. Embora esta tenha sido a solucao mais economica, ela sé considerava
os aspectos matematicos e economicos e nao levava em conta a falta de variedade dos
ingredientes, motivo que fez com que nao fosse escolhida. Apesar disso, percebeu-se que
o método de tentativas usado por Stingler poderia ser aperfeicoado e teria utilidade em
outras dreas.|28]

Essa abordagem de planejamento sé se consolidou em 1947, quando George Dant-
zig propos o método Simplex, um algoritmo capaz de resolver qualquer problema de
programagcao linear. E importante ressaltar que Wassily Leontieff criou, em 1936, um
modelo utilizando conjuntos de sistemas lineares que seria considerado “o primeiro passo
para o estabelecimento das técnicas de Programacao Linear”[28] p.26.

A ideia é escrever um modelo do problema na forma de PPL, resolver o problema
e analisar a solucao encontrada. Os problemas com 2 ou 3 variaveis podem ser resolvidos
tanto pela forma geométrica quanto por meio de escalonamento. Problemas com mais de
3 varidveis serao resolvidos utilizando o PHPSimplex [17].

Para que um problema seja resolvido por meio da PL é necessario que ele satisfaca

algumas premissas [5] também compreendido por [16] como caracteristicas:

1. Proporcionalidade: a quantidade de recurso consumido por uma dada
atividade deve ser proporcional ao nivel dessa atividade na solugao final
do problema. Além disso, o custo de cada atividade é proporcional ao
nivel de operacao da atividade.

2. Nao Negatividade: deve ser sempre possivel desenvolver dada atividade
em qualquer nivel nao negativo, e qualquer proporgao de um dado recurso
deve sempre poder ser utilizado.

3. Aditividade: o custo total é a soma das parcelas associadas a cada ativi-
dade.
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4. Separabilidade: pode-se identificar de forma separada o custo (ou con-
sumo de recursos) especifico das operagoes de cada atividade. [16] p.
25

Se essas caracteristicas nao forem satisfeitas é preciso recorrer a outra técnica de
Programacao Matemaética.

Um problema de Programacao Linear estda definido principalmente nas formas
candnica e padrao segundo [16]. A forma canonica é comumente utilizada na resolucao

geométrica e é caracterizada pela presenca de desigualdades nas restrigoes.

Definicao 2.2.1. Sejam cq,co, ..., c, numeros reais, um problema de PL estd na forma
canonica quando suas restricoes estao na forma de inequacoes, isto €, estd escrito como

Mazimizar: f(xq1,...,2,) = c1x1 + ... + ¢y
sujeito a:
anTy + ...+ apr, <bh

a1+ ...+ agpTy < by

Am1T1 +...+ AmnTn S bm

xlax27"'7xn20

Para que o Algoritmo Simplex seja mais eficiente faz-se necessério escrever o pro-
blema na forma padrao, isto é, transformando o PPL em um programa de maximizacao,
utilizando as restri¢oes no formato de igualdades, exceto as restricoes de nao-negatividade

e com todos os coeficientes do lado direito da igualdade nao negativos [5].

Definicao 2.2.2. Sejam cy,co,...,c, numeros reais, um PPL estd escrito na forma
padrdao quando possui a forma

Mazimizar: f(xy,...,x,) =121+ ...+ ¢z,

sujeito a:
a1y + ...+ apxE = b1

a1 + ...+ Qo = bg

1T + ... + Qe = by,

onde k =m+n,xy,2s,...,x, Sa0 as varidveis de decisao inicialmente observadas
no PPL e x,y1,Tpia,...,T SG0 as varidveis de sobra utilizadas para transformar um PPL

da forma canoénica para a forma padrao.
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Os coeficientes a;; parat =1,2,...,m,j = 1,2,...,n sao chamados de coeficientes

tecnoldgicos e formam a matriz de restricao A representada abaixo:

a1l a2 ... Qip

a91 929 ... QAop
A=

Am1 Am2 ... Omn

Outra forma de definir um problema de PL é por meio de sua forma matricial como

segue: [16]

Definicao 2.2.3. Representacao matricial da forma Canénica:

Mazximizar

sujeito a:

Ax < b ou Ax > b,
x>0

onde A € a matriz m x n, ¢ € a transposta da matriz formada pelo vetor linha

C=Cly.eeyCpy T=2021,...,Tym €b="01,...,b, sao vetores coluna.

Definicao 2.2.4. Representag¢ao matricial da forma Padrao:

Mazimizar
z=cuz
sujeito a:
Ar=b, >0
sendo b > 0 dado.
Onde A € a matriz m X n, ¢ = ¢q,...,¢, € um vetor linha, * = T1,...,Ty €

b=bq,...,b, sao vetores coluna.

Sem perda de generalidade, é possivel converter um PPL em qualquer uma das

formas supracitadas, realizando algumas operacoes elementares.

2.2.1 Operacoes elementares

Serao destacadas aqui quatro operacoes elementares utilizadas para conversao de

um PPL em outro correspondente de acordo com [12].
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1. Mudanca na otimizacao da funcao. A funcao de objetivo pode ser uma minimizacao
em vez de uma maximizagao ou vice e versa. Para transformar um programa linear
de minimizacao em um programa linear de maximizacao basta negar os coeficientes
na fungao objetivo. Isto é, maximizar f(x) equivale a minimizar — f(z) e minimizar

f(z) equivale a maximizar — f(x).

2. Conversao de variaveis sem restrigoes de nao-negatividade. Neste caso, é necessario
converter todas as restrigoes para restricoes de nao-negatividade. Para isso, faz-se a
substituicao da variavel z; por x; — x;' e acrescenta-se as condicoes x; >0e :c;/ > 0.
Desse modo, a funcio objetivo 2z = cr passa a ser z = cx; — cr; € 0s termos a;T;

’ " . .
passam a ser a;;r; — a;;r; com1 <i1<nel<j<m.

3. Conversao de igualdades em desigualdades e vice e versa. No caso em que as res-
trigoes sao igualdades e pretende-se escreve-las como desigualdades usa-se o seguinte:
xr = y se, e somente se, x > y e x < y. Portanto, é possivel substituir a restricao
de igualdade pelas duas restrigoes de desigualdade equivalentes. No caso em que
busca-se fazer a conversao de inequacoes para equacoes tem-se duas situacoes a

analisar:

e Se a inequagao for na forma x1 + x9 + ... + x, < b acrescentar-se-a ao lado
esquerdo da inequagao uma variavel de folga x,.1, substitui-se o sinal < por
= e acrescenta-se a condi¢ao de nao-negatividade x,,.1 > 0 obtendo assim as

expressoes 1+ To + ...+ Tp + Tpi1 = b e e > 0.

e Se ainequacao for na forma z; +x5+...+x, > b subtrair-se-4 ao lado esquerdo
da inequagao uma variavel de excesso x,1, 0 sinal > serd substituido por = e
a condi¢ao de nao-negatividade z,,; > 0 sera acrescentada obtendo assim as

expressoes ¥4+ To+ ...+ Ty — Tpig =b ez, > 0.

4. Conversao de desigualdades do tipo maior do que ou igual a (>) em desigualdades
do tipo menor do que ou igual a (<) multiplicando a desigualdade por —1 e vice

versa.

Para que um PPL seja rodado no Algoritmo Simplex é necesséario que ele cumpra
alguns requisitos: ter as condigoes de nao-negatividade para todas as variaveis, as res-
trigoes precisam estar no formato igualdade e todos os termos independentes precisam ser
nao-negativos.

Para compreender como funcionam estas operacoes, serda mostrado como ¢ feita a
conversao de um programa na forma canonica para a forma padrao utilizando as operagoes

elementares.
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Exemplo 2.2.1. Conversio do programa linear abaizo retirado de [12] para a forma

padrao: minimizar

2@ + Txo
sujeito a

]3'1:7
3131+.T2224
x2207$3§0

Solucgao: O primeiro passo é converter o PPL de minimiza¢ao em PPL de maxi-

mizacao negando os coeficientes na funcao objetivo.

maximizar
—2£C1 — 71’2
sujeito a
I = 7
31’1 + Zo > 24

$2207I3§0

A seguir, é necessario fazer a conversao da varidavel x; que nao tem restricao de
nao-negatividade.
maximizar
! "
—(2xy — 2xy) — Txo
sujeito a

1"

xll -z, =7
31:/1 — 3x/1/ +xy > 24
Ty > 0,25 < 0,2, > 0,2, >0
Defina a funcao objetivo igual a zero.
Em seguida, acrescenta-se a varidavel de folga x3 em

3&:/1 — 3$/1/ +a9 > 24

resultando no programa linear

maximizar

" ’
20 — 2z, — Txy
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sujeito a
"

a:ll—:cl =7
3x/1—3x’1/—|—x2—x3:24
22> 0,23 <0,7, > 0,2, >0

agora na forma padrao e pronto para ser executado pelo Algoritmo Simplex.

2.2.2 Aplicagoes da Programacao Linear

Um problema de Programacao Linear pode ser aplicado em diversas dreas. Por
esse motivo ele é tao importante e utilizado por qualquer profissional que deseje otimizar
seus custos e lucros. De acordo com [12], um problema de Programacdo Linear, PPL,
consiste em maximizar ou minimizar uma funcao condicionada a um conjunto finito de
restricoes lineares.

Nao existe uma regra fixa na hora de escrever a funcao objetivo e as restrigoes do
PPL. Para facilitar a elaboragao do modelo matematico neste trabalho, serao estabelecidas
algumas etapas: Primeiro serao definidas as variaveis de decisao, depois determinar a
funcao objetivo que relaciona as variaveis do problema com o que se deseja otimizar.
Posteriormente serao definidos o conjunto de restrigoes que mostra os limites para as
variaveis.

A seguir serao resolvidos trés exemplos de PPL. O primeiro e o terceiro foram
retirados do livro Programacao Linear Série Pesquisa Operacional de [28] p.38 e p.67,

respectivamente, e o segundo foi retirado do livro Coordenadas no espacgo [22] p.46.

2.2.3 Criacao de um modelo de PPL

Exemplo 2.2.2. Problema de alocacdo de recursos: Uma fabrica possui dois tipos de
produto: standard e luxo. Cada modelo standard requer 4 horas de corte e 2 horas de
polimento; cada modelo luzo requer 2 horas de corte e 5 horas de polimento. A fdbrica
possui 2 cortadoras e 3 polidoras. Sabendo-se que a semana de trabalho da fdbrica € de 40
horas e que cada modelo standard dd um lucro de R$3,00 e cada modelo luxo R$4,00 e que
nao hd restricao de demanda, pede-se qual deve ser a produgao da fabrica que maximiza

o lucro.

Solucao: Retirando os dados do enunciado montou-se a tabela a seguir para

auxiliar no entendimento do problema:
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Tabela 2.1: Alocagao de recursos
STANDARD | LUXO | RECURSOS DISPONIVEIS

CORTE 4h 2h 2 x40 =80
POLIMENTO 2h 5h 3 x40 =120

A quantidade do produto standard serda denominada por z e a quantidade do

produto luxo por y. Busca-se maximizar a funcao objetivo

L =3x+4y

sujeita a:
dr 4+ 2y < 80
2z 4+ 5y <120
Com a ajuda do GeoGebra obteve-se a figura a seguir que representa as restri¢oes

da funcao objetivo e a regiao viavel.

Figura 2.6: O conjunto de restri¢oes

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

A Regiao Viavel também é conhecida como Regiao Factivel. E nela que sao encon-
trados todos os valores que satisfazem o sistema de inequagoes. Para encontrar a solugao
6tima para o problema proposto serd tracada a reta iso-lucro —3z — 4y = —1. Observe

que quanto mais longe da origem esta a reta iso-lucro, maior sera o lucro.
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Figura 2.7: Retas iso-lucro
\ a- 432V I=[E0)
X
\ |

\|

03281 5yI<1120)

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Portanto a reta iso-lucro que estabelece o maior lucro e atende a todas as restri¢oes
impostas pelo problema é a reta L : 3z + 4y = 110 que passa pelo ponto A gerando um
lucro méximo de R$110,00 quando sao produzidos 10 produtos standard e 20 produtos

luxo.

2.2.4 Resolucao grafica de um PPL

Exemplo 2.2.3. Uma fabrica de ragoes para animais produz racoes de dois tipos, para
caes e para gatos, obtidos mediante a mistura de trés ingredientes bdsicos: carne desi-
dratada, farinha de milho e farinha de soja. A tabela abaizo indica as quantidades de

ingredientes em um pacote de cada tipo de ra¢ao

Tabela 2.2: Quantidades de ingredientes em um pacote de cada tipo de ragao

Ragao para | Carne desidr. | f. de milho | f. de soja
caes 3kg 1kg 1kg
gatos 2kg 2kg —

Para a prérima semana de producao, estao disponiveis 1200kg de carne desidra-

tada, 800kg de farinha de milho e 300kg de farinha de soja. O lucro é de Cr$ 400,001 em

LA unidade monetaria utilizada pelo autor foi mantida neste trabalho. Por esse motivo foi utilizada
Cruzeiros ao invés de Realis.
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cada pacote de racao para caes ou para gatos. A fdbrica deseja decidir quantos pacotes

produzir de cada tipo de racao de modo a maximizar o lucro.

Solugao: Denomina-se a quantidade de sacos de racao para caes de x e a quanti-

dade de sacos de ragao para gatos de y. Busca-se maximizar a funcao objetivo

L = 400z + 400y

sujeita a:
3z + 2y <1200
x + 2y < 800
x < 300
Note que
r>0,y>20

sao restrigoes que também precisam ser atendidas, pois nao é possivel ter producao nega-
tiva de ragao. Com a ajuda do GeoGebra obtém-se a figura a seguir, que representa as

restrigoes da nossa fungao objetivo e a regiao Viavel.

Figura 2.8: O conjunto de restrigoes e a reta iso-lucro

& (&7 & geogebra.org/classic?lang=pt_PT Q K R = ‘a :
& B [e]o] 4N =] 4 S5c Q=
@  a:3x+2y<1200 A R,
@ b:x+2y<s00
@ c:x<300
Q@ d:x>0
[ ) ery>0
O eql: 400 x+400y =0
©  eq2: 400 x+ 400y = 180000
©  eq3: 400 x+ 400y = 200000
+ Entrada...
= [Vicrsoft Word 2010

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Observe as retas iso-lucro em vermelho. Novamente a reta iso-lucro que garante o

lucro méximo € a reta mais distante da origem, neste caso a reta de equacao 400z+400y =
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200000. Esta reta da o lucro maximo de Cr$200.000,00 quando sao vendidos 200 sacos de

racao para caes e 300 sacos de racao para gatos.

Exemplo 2.2.4. Um fazendeiro dispoe de 200 hectares cultivdveis para milho e/ou soja.

Os dados sao os sequintes:

Tabela 2.3: Restri¢coes do problema da fazenda I

Atividade Milho Soja Disponivel
Espaco 1 1 200
Preparo do terreno R$500,00 | R$700,00 | R$200.000,00
Mao de obra (homens/dia) 15 18 20.000
Lucro R$900,00 | R$1.300,00

Fonte: [28], p. 67
Qual deve ser a alocagao da terra para os vdrios tipos de cultura de maneira a
mazimizar os lucros?

Solugao: A escolha da varidvel é feita da seguinte forma: cada hectare de milho
sera representado por x e cada hectare de soja por y. Sendo assim, a funcao objetivo sera

maximizar 900z + 1300y. As restrigoes serao
T, + x2 < 200

1521 + 18z < 20000
50021 + 700z < 200000
X1 Z 07 o) Z 0

As duas ultimas restrigoes sao chamadas de restricoes de nao-negatividade e apa-
recem por que nao € possivel ter uma producao negativa. Colocando esses dados no

GeoGebra obtém-se o grafico abaixo:
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da I

Figura 2.9: Regiao viavel do problema da fazen
G

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Note que a regiao vidvel deste problema ¢é o triangulo ABC de vértices A(0,0),
B(0,200) e C'(200,0). Testando esses valores na fungao objetivo obtém-se o lucro maximo
de R$260.000,00 quando plantarem soja nos 200 hectares disponiveis e nao plantarem

milho.



3 Algoritmo Simplex

Quando existem muitas variaveis para se trabalhar, o uso do método grafico se
torna inviavel. Os problemas presentes na area de agropecudria, e na vida em geral,
possuem muitas variaveis, o que proporciona a busca por outros métodos e estratégias.
Nesta segao, sera introduzido o método algébrico do Algoritmo Simplex, para resolucao
de problemas de Programacao Linear. Em um primeiro momento, serao apresentadas
algumas definigoes e teoremas necessarios para a compreensao do método Simplex. Depois,
serd explorado o Simplex na forma de tableau, além de apresentar algumas opcoes de

resolucao utilizando softwares e recursos computacionais.

3.1 Definicoes e teoremas importantes

Nesta secao sao apresentadas algumas defini¢coes e teoremas que ajudarao a com-
preender o funcionamento do Algoritmo Simplex. Todas as defini¢oes e teoremas apre-
sentados aqui foram retirados de [16] e [5].

Inicialmente, serao definidos conjunto convexo e ponto extremo de um conjunto
convexo, algumas propriedades e caracteristicas necessarias para o estudo de sistemas

indeterminados.

Definicao 3.1.1. Um subconjunto C' C R™ é convezro se, e somente se, para todos os

vetores x1, x5 € C' tem-se que (Ax1 + (1-N)xg) € C e X € [0, 1].

Isto equivale a dizer que, para cada valor de A € [0, 1], a expressao (Azy + (1-A)z2)
corresponde a um ponto no segmento de linha que une x; a 5.

Observe os exemplos geométricos abaixo:
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Figura 3.1: Conjuntos convexos e conjuntos nao-convexos
Conjuntos convexos Conjuntos nao-convexos

@ )
Fonte: Elaborado pela autora

Note que, no caso de conjunto nao-convexo, nem todas as combinacoes lineares

convexas de dois vetores em C' pertencerao a C'.

Definicao 3.1.2. Chama-se combinacdao linear convexa de um numero finito de pontos

L1, T, . .., Ty GO PONLO T = \T1+AoZo+. . .+ ATy, onded ;N =1, 0>0,i=1,...,n.

Definicao 3.1.3. Denomina-se ponto extremo de um conjunto C' a todo o ponto x que nao
pode ser expresso por combinacgao linear convexa de quaisquer outros dois pontos distintos

e igualmente pertencentes a C'.

Em outras palavras, se z = Az + (1-A)zo, com A € (0,1) e 1,29 € C entao
T =T = Ts.

Sobre as solucoes basicas e viaveis.

Definicao 3.1.4. Sejam m e n, respectivamente, o nimero de equagoes linearmente in-
dependentes e o numero de incognitas de um sistema linear (m < n), uma solu¢do bdsica
para um PPL na forma padrdao € obtida atribuindo-se o valor zero a n — m varidveis e

resolvendo-se o sistema de equacoes para as demais m varidveis.

Definicao 3.1.5. Uma Solu¢ao Bdsica sem componentes negativos é denominada solugao
basica vidvel.
Exemplo 3.1.1. Dadas as equacoes 2x1+3xs—5x3 = 12 e 11 —3x9+ 223 = 7, determinar

as solucoes basicas do sistema de equagoes.

Solugao: Observe que ha 2 equacgoes linearmente independentes e 3 incognitas.

Para obter a solucao béasica, é necessario atribuir o valor 0 a 3 — 2 = 1 variaveis. Entao:
e atribuindo x; =0

Quando z; = 0 obtém-se o sistema

31y — dwy = 12
—3.172 + 2.233 =7
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-5
e a solugao basica encontrada é <0, —4, 7)

e atribuindo x5 = 0

Quando x5 = 0 obtém-se o sistema

2.251 —51'3 =12
T +2.T3 =7

. 5 2
e a solucao basica encontrada é <—, 0, —).

9 9
e atribuindo z3 =0

Quando z3 = 0 obtém-se o sistema

2r1 + 319 = 12
T —3172 =7

19 -2
e a solucao basica encontrada é (;, 5 O)

Note que as solucoes encontradas para os casos 1 = 0 e x3 = 0 nao sao viaveis,

pois ferem a condi¢ao de nao-negatividade.

Defini¢ao 3.1.6. O conjunto C' = {x tal que Az = b,x > 0} denomina-se conjunto de

solucoes vidveis.

Da definigao 3.1.5 acima decorrem os seguintes teoremas:

Teorema 3.1.1. O conjunto C' das solucoes vidveis de um modelo de Programagao Linear

€ um conjunto convexo.

Demonstracao. Seja C' o conjunto de todos os pontos x tais que

Ar=b,2 >0

Sejam x1, x5 duas solugoes distintas viaveis de C, entao:

Al’l :b,iL'l 20

AZL‘QZb,l’Q ZO

esejaxr = Ar; + (1 — A)azy com 0 < A < 1, entao:

Ar = A(Az1 + (1 — N)z2)
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= Alzy + Al — N

= Az A+ Axo(1 - N)

— A+ (1= A=
[

Teorema 3.1.2. Toda solugao bdsica vidvel do sistema Ax = b € um ponto extremo do

conjunto de solugcoes vidveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstracao. Seja C' o conjunto de todos os pontos z tais que:
Ar =b,x >0

em que dizer que x > 0 equivale a dizer que todas as coordenadas de x sao nao-nulas.
Seja ainda uma solucao viavel = de dimensao n, em que as m primeiras variaveis

sao variaveis basicas sem perda de generalidade.
t
r=(x1,T2...,2m,0,...,0)

Supode-se, por absurdo, que x nao seja um ponto externo do conjunto C'. Logo, x pode

ser escrito como uma combinac¢ao convexa de dois pontos distintos y, z € C.
r=X+(1-Ny (3.1)
com 0 < X\ < 1. Como y, z € C, tem-se:

Al‘l :b,l’l ZO

A{L'sz,l'g 20

Colocando a relagao 3.1 em funcao de cada uma das coordenadas de x, tem-se:
r1=MAz1 + (1 = Myl

To = Azg + (1 — Ny

Trmt1 = AZmi1 + (1= N)Ymia

0=Az, + (1 =Ny,
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Devido as relagoes 0 > A > 1, y < 0 e z < 0, as dltimas n — m linhas s6 podem ser

satisfeitas em um dos trés casos:

¢ 0 <A<, Ynii=2myi=0parai=(1,2,...,n—m)

Nesse caso, haveria x = y = 2. Logo y e z sao solugoes basicas.
e A=0¢€yn; =0parai=(1,2,...,n—m). Anédlogo ao caso anterior.
e A=1¢e 2z, =0parai=(1,2,...,n —m). Andlogo ao caso anterior.

Conclui-se, dessa forma, entao, que nao existem solucoes viaveis vy, z distintas de x para
que se tenha z = Az + (1 — \)y. Por contradi¢ao, demonstra-se que x é um ponto externo
de C. ]

O préximo teorema ¢é uma associagao que complementa a correspondéncia entre

solugao basica e ponto externo.

Teorema 3.1.3. Um ponto x é extremo em um conjunto de solugoes vidveis de um pro-
blema de Programacao Linear se, e somente se, x > 0 € uma solucao bdsica do sistema

de equacoes lineares Ax = b.

Finaliza-se com o teorema mais importante, que relaciona os pontos extremos com

o valor da funcao objetivo, e diz respeito ao valor étimo alcancado pela funcao objetivo.

Teorema 3.1.4. 1. Se uma funcdo objetivo possui um mdximo ou um minimo finito,
entao pelo menos uma solugcao otima é um ponto extremo do conjunto convexo, no qual a
fungao estd definida.

2. Se a funcdo objetivo assume o mdximo ou o minimo em mais de um ponto extremo,

entao ela toma o mesmo valor para qualquer combinacao convexa desses pontos.

Demonstra¢ao Parte 1. Assume-se um conjunto convexo C'. Seja z(z) a func¢ao objetivo
que toma o valor méximo M no ponto xg, entdo M = z(xzg) > z(x)Vx € C. Sejam
X1, ..., Ty, 08 pontos extremos do conjunto C. Supoe-se, por absurdo, que exista xy € C'

que nao ¢é ponto extremo. Entao:

Ty — Z )vﬂ?z = )\1%1 -+ )\2372 + ..+ )\ml’m (32)

=1

com



43

para

3

Assim,

2(xg) = z(Mx1 + Xoza + ..+ Apy)

= Mz(x1) + Xoz(x2) + ...+ Ap2(z) = M (3.3)

Considera-se o ponto extremo z,, com 1 < p < m, definido pela relacao z(xy) = maxz(z;)

para i = (1,2,...,m). De 3.2 e 3.3 tem-se:

Ty = Z N < Az(xp) + Xaz(xy) + . oo+ Apz(p) + oo+ Apz(y)

=1

2(zo) < (M + A+ ...+ Ap)2(y)
2(w0) < z(wp)

Mas M = z(xg) < z(x)Vx € C. Absurdo!
Logo, é necessario que z(xg) = z(x,) = M e a solugao étima serd um ponto extremo
de C.
Parte 2 Seja a func¢ao objetivo z(z) = 'z que assume o valor étimo M mnos pontos
extremos y, z € C, isto é, M = c'y = 'z. Seja xy = (1 — \)z + \y. Entdo xy € C. Segue
que
M="czy=c(1-Nz+\y

Portanto, xy também é uma solucao étima. O

Com base nestes resultados tedricos, no caso de a matriz de restrigoes ser cons-
tituida por equagoes lineares que formem uma figura convexa e compacta, entao a solugao

do modelo de PL serd encontrada nos pontos extremos dessa figura. [16]

3.2 O Algoritmo Simplex

Escrever um modelo de PPL é tomar uma situacao real e representa-la por meio

de equacoes e inequagcoes. Para utilizar o método Simplex, é necesséario trabalhar, inicial-
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mente, com um sistema de equagoes que seja indeterminado, isto é, que possua infinitas
solugoes. Quando se busca a melhor solucao para um problema de PPL, nos depara-se

com duas dificuldades a serem vencidas:

e Como obter solugoes viaveis bésicas do sistema de equagoes.

e Como evitar o teste de todas as solugoes vidveis basicas possiveis para

garantir a otimizacao do sistema. [16] p. 91

E nesse contexto que o Algoritmo Simplex se destaca como uma ferramenta pode-
rosissima.

O Simplex é um algoritmo que se utiliza de um ferramental baseado na Algebra
Linear para determinar, por um método iterativo, a solu¢ao 6tima de um PPL [16]. O
método Simplex cresceu e ganhou destaque com a ascensao dos computadores. Atual-
mente, é muito aceito em diversas areas devido a sua “capacidade de modelar proble-
mas de decisao de gerenciamento importantes e complexos e sua capacidade de produzir
solugdes em um periodo de tempo razoavel” [5] p.1

Na secao anterior, foi mostrado que, se existe uma solugao 6tima para um PPL,

existe, da mesma forma, um ponto extremo 6timo.

3.2.1 Funcionamento do Algoritmo Simplex

De acordo com [12], o Algoritmo Simplex “toma como entrada um programa linear
e retorna uma solucao étima”. Partindo de uma solucao do PPL ja conhecida, isto é, um
dos vértices da regiao viavel, o algoritmo executa uma sequéncia de iteragoes. Depois
de analisar o vértice da solucao conhecida, o algoritmo se move ao longo das arestas da
regiao viavel e analisa os vértices de valor igual ou melhor do que os vértices ja analisados.
O processo termina quando alcanca o ponto 6timo. Essa é a interpretacao geométrica do
Simplex. Neste trabalho, sera aplicada a interpretacao algébrica do PPL.

O funcionamento do Algoritmo Simplex descrito nessa subsecao tem como base o
texto retirado de PHPSimplex [17].

O método Simplex sé opera seguindo algumas restricoes especificas. Serao traba-
lhados , nessa subsecao, a notagao matricial que consiste em:
Maximizar: f(xy,...,2,) = 121 + ... + ¢,

sujeito a:
anxi + ... +axe = by

911 + ...+ Qopxp = bg

| @171 + ...+ appxr = by,
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onde, para k = m + n, tem-se

a1y a2 ... Qg
921 Qo2 ... Q9
A=
Am1 Am2 ... (Omk
como matriz dos coeficientes do sistema linear Az = b, b = (by,bs,...,b,) é 0 vetor
dos termos independentes, © = (x1, Ta, ..., Tp, Tni1, Tni2, - - -, L) € 0 vetor formado pelas
variaveis de decisdo e de sobra e ¢ = (¢1,¢2,...,¢,) € 0 vetor coluna dos coeficientes da

funcao objetivo.
E necessario fazer a normalizagao das restricoes para adaptar o programa linear
para que seja executado pelo Algoritmo Simplex, isto é, converter as desigualdades em

igualdades.

e Se a inequacao for na forma xy + z9 + ... + z, < b serdo acrescentadas ao lado
esquerdo da inequagao, uma variavel de folga x,, .1, serd substituido o sinal < por
= e acrescentada a condicao de nao-negatividade x,.; > 0 obtendo, assim, as

expressoes r1 +To+ ...+ Ty + Tp1 =be xp > 0.

e Se a inequagao for na forma x; + x5+ ...+ z, > b, sera subtraida ao lado esquerdo
da inequagao, uma variavel de excesso z,,1. Perceba que a varidvel de excesso fere
a condicao de nao-negatividade. Por esse motivo, é necesséario incluir também uma
variavel artificial x, 5. Agora, sera substituido o sinal > por = e acrescentadas as
condicoes de nao-negatividade x,11 > 0 e z,4,2 > 0 obtendo, assim, as expressoes

1+ To+ ...+ Ty —Tpi1 +Tpio=bex, 1 >0, x,.9>0.

e Se ja existir uma equacgao x; + x2 + ... + x, = b, ainda serd necessario acrescentar

uma variavel artificial x,, 1 > 0, gerando a equagao 1 + o + ...+ T, + i1 = b.

As variaveis artificiais ferem as leis da algebra e, por esse motivo, devem ter valor
igual a zero na solugao final. A tabela adaptada de PHPSimplex ajuda a entender o tipo

de variavel que sera utilizada em cada caso.

Tabela 3.1: Diferencas no Algoritmo Simplex quanto as desigualdades

Tipo de desigualdade Tipo de varidvel que aparece

— excesso + artificial

+ artificial

+ folga
Fonte: Adaptado de [17]

IN
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O objetivo do Algoritmo Simplex é otimizar uma funcao, isto é, maximizar ou
minimizar uma fungao. Essa diferenca, entre maximizar ou minimizar uma funcao, faz
com que os critérios de parada e as condigoes de entrada e saida da base sejam diferentes

para cada caso. Observe o quadro abaixo:

Tabela 3.2: Diferencas no Algoritmo Simplex na maximiza¢ao ou minimizac¢ao de uma

funcao

Objetivo de mazximizacao

Objetivo de minimizagao

Condicao de parada

quando nenhum valor ne-

gativo aparece na linha z

quando nenhum valor po-

sitivo aparece na linha z

Condicao de entrada na

base

o menor valor negativo na
linha z (ou aquele com o
maior valor absoluto en-
tre os negativos) indica a
variavel z; que entra na

base

, 0 maior valor positivo na
linha zindica a variavel x;

que entra na base

Condicao saida na base

uma vez obtida a variavel
de entrada, a variavel de
saida é determinada pela
~ 0 .
menor razao — das estri-
Zj
tamente positivas

uma vez obtida a variavel
de entrada, a varidvel de
saida é determinada pela
~ 0 .
menor razao — das estri-
Zj
tamente negativas

Fonte: da autora

A fim de simplificar o raciocinio e prevenir erros, optou-se por converter todos os
PPL que serao trabalhados em PPL de maximizacao, por meio das operacoes elementares
apresentadas na segao 2.2.

Para solucionar um PPL ja na forma padrao, sera utilizado o tableau, uma das
formas de implementacao do Simplex que ajudara a organizar as informacoes. O tableau
¢ uma tabela na qual constam as informagoes do PPL de maneira objetiva e serve ao
propésito de tornar as etapas do processo mais claras.

A primeira coluna do tableau é a coluna das variaveis bésicas. Na segunda coluna,
hé coeficientes das variaveis basicas presentes na fungao objetivo. Na terceira coluna, estao
os termos independentes de cada restricao. As colunas seguintes contém as variaveis de
decisao e as variaveis de folga. Ha, inclusive, uma linha titulo que identifica os termos
de cada coluna e duas linhas extras, sendo a primeira representando os coeficientes das
variaveis da fungao objetivo e a ultima linha, chamada de valores de indicador, que coleta

o valor da funcao objetivo e os custos reduzido z; — ¢;.
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Tabela 3.3: Modelo de construgao do Tableau geral do Simplex

C1 Co Ce Cn
base | ¢, | By P b . .. P,
Py Cv1 by a1 a2 s A1k
P, Cph2 by 21 22 ces A2
Pm Com bm Qm1 Am2 cee Amk
z 20 21— C1 Z9 — Co Zn — Cp,

Os tnicos valores que nao sairao direto do modelo de PPL serao os valores da
linha z. Estes valores serdo obtidos da seguinte forma: z = > (¢y X z;) parai =1,...,m,
onde se j = 0,Fy = b; e ¢g = 0, caso contrario P; = a;;. Quando nao existem varidveis
artificiais, a linha z recebe ou valores de —z.

O algoritmo é finalizado quando a linha z nao tem nenhum valor negativo, quando
o objetivo é a maximizacao. Os valores das variaveis que estao na base, isto é, atingiram
uma solucao 6tima, estao na coluna F,. Se uma variavel nao estd na base, seu valor é
zero. O valor 6timo da funcao esta na linha 2z coluna F.

Resolvendo o exemplo 2.2.1 da secao 2.2 utilizando o Algoritmo Simplex, obtém-se

o modelo:

Exemplo 3.2.1. Denomina-se a quantidade do produto standard de x e a quantidade do

produto luxo de y. Busca-se maximizar a func¢ao objetivo

L =3x+4y
sujeita a:

4x + 2y < 80

2z 4+ 5y < 120
e

r>0,y>20

Inicialmente, é necessario realizar uma mudanca de variaveis, substituindo x por
x1, y por xo. O modelo reescrito fica assim:
Maximizar

L= 31’1 +4l‘2

sujeito a:
4ZL‘1 + 21‘2 S 80
2.2?1 + 533’2 S 120



48

1 20,29 20

Para reescrever o modelo na forma padrao, é necessario normalizar as restricoes,
transformando as inequacoes em equacoes, adicionando as variaveis de folga x5 e x4, 0
que deixa o modelo com a forma:

Maximizar

z =3x1 4+ 4x9 + 0x3 + 04
sujeito a:

41]1 + 21’2 + 1.T3 + OZL’4 =80

21‘1 + 51’2 -+ OIg + 1ZE4 =120

A ZO7I2207I3 207$420

Igualar a fun¢ao objetivo a zero, isto faz com que os coeficientes sejam multiplicados
por (—1).
Por fim, sera escrita a tabela inicial do método Simplex, utilizando a tabela 3.3

como modelo.

Tabela 3.4: Tableau inicial do Simplex
0] O 3| 4 00

base | ¢y | Py | PA| B | Ps| Py
Ps |0 8 | 4| 2 110
P, 0120 |2 | 5 |0 |1

z 0O [-3]-4 11070

Na tabela 3.4, é escolhida a coluna que tem o menor valor negativo na linha z.
Esta coluna é denominada de coluna pivo. Ela indicard qual variavel vai entrar na base.
Em seguida, sao divididos os valores da coluna P, pelos valores da coluna pivo. A linha
que obtém o menor resultado nesta divisao recebe o nome de linha pivo. No cruzamento
da linha pivdé com a coluna pivo, obtém-se a célula pivo. Neste caso, a célula pivo é
5. Para obter a préxima tabela, é necessario comecar transformando a célula pivo em
1. Para isso, divide-se a linha pivd por 5, neste caso. O objetivo é zerar os termos na
coluna P, exceto o termo da célula pivo. Para isso, é utilizado o método da Eliminacao
Gauss-Jordan apresentado na secao 2.1.3. Com isso, P, entra na base no lugar de P;. O

resultado é a tabela 3.5 abaixo.
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Tabela 3.5: Tableau apds 1* iteracao

00 |3 410 0
base Cp PO P1 P2 P3 P4
P |0 |32 % 0 |1 %2
Pl4|24]2 | 1]0] 1}
—7 4
O tnico coeficiente negativo na linha 2z da tabela 3.5 é %7 Fazendo a divisao

entre os termos da coluna P; pelos termos da coluna Fy, é encontrado 10 na linha P5 e
60 na linha P». Por isso, a linha pivo, nesse caso, é a linha P; e a célula pivo é linha
P; e coluna P;. Sendo assim, P; entra na base no lugar de P;. Repete-se o processo
de transformar o elemento da célula pivo em 1 e zerar os outros termos da coluna P,

utilizando a Eliminacao Gauss-Jordan.

Tabela 3.6: Tableau apds 2¢ iteracao
0| 0 | 314]0

base | ¢y | Po | P | P | Ps
P31 10 1|05
Py |42 |01+
z 110 0 | 0 | &

001Ut || |00l J:U o

Observe que os coeficientes da linha z sao todos nao-negativos, isso é o que indica
que o Algoritmo Simplex deve ser finalizado. Na coluna F,, obtém-se os valores de z; e

Zo, que atingem a solucao 6tima e o valor étimo de Z.

3.2.2 Meétodo das Duas Fases

O método das Duas Fases é uma extensao do método Simplex e se aplica em casos
nos quais as restricoes do PPL na forma padrao estao no formato de > e =. A primeira
fase do problema consiste em zerar a soma das variaveis artificiais para evitar violagao
das leis matematicas.

A primeira linha da tabela de duas fases terd coeficientes zero para todas as
variaveis, exceto as variaveis artificiais, que recebem os coeficientes —1. A outra dife-
rencga entre os dois métodos é a necessidade de se calcular a linha z. Para simplificar,

apresenta-se um exemplo numeérico.

Exemplo 3.2.2. Pede-se

Minimazar 2x1 + 7o
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Sugeito a:
Ty = 7
3.1'1 + Zo > 24

x1,r2 >0

A primeira tabela obtida é:

Tabela 3.7: Tableau inicial do método das Duas Fases
0 0 0 0 0 -1 -1
base | ¢ Py P b, P P, | B
Py | -1 7 1 0 0 110
Ps | -1 24 3 1 -1 0] 1
z -7-24=-31 | -1-3=4 | 0-1=-1 | -(-1)-0=1| 0 | O

Resolvendo de maneira analoga ao método Simplex, obtém-se as tabelas 3.8 e 3.9:

Tabela 3.8: Tableau 1 iteracao do método das Duas Fases
0O} 0[0]0]0]-1]-1

base | ¢y | Py | Po | Po | P3| Py | Ps
PO 7| 1T]0]0]1]0
P (-1 3]0 1]-1|-3]|1
z B30 -1 1114710

Tabela 3.9: Tableau 2% iteracao do método das Duas Fases
0,010 ]00]-1]|-1
base | ey | By | PA | P | P3| Py | Ps
P o7 1]0[0]1]0
P 0|30 1-1]-3]1

z O[0]O0O 0] 1]1

Aqui aparecerao duas opgoes:

. Se os erros forem solucionados, isto é, a soma das variaveis artificiais for zerada,

sera seguido para a segunda fase, reorganizando os dados da tabela; ou

. Se os erros nao forem solucionados, nao hé necessidade de continuar, pois o problema

nao sera viavel;
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Esse exemplo se encaixa no primeiro item, por isso é possivel executar a segunda
fase.

A segunda fase faz uma adaptacao da tabela resultante da primeira fase retirando as
colunas das variaveis artificiais, substituindo a linha da funcao objetivo pela do problema

original e calculando novamente a linha z.

Tabela 3.10: Tableau 2 iteragao do método das Duas Fases
0] 0 [-2|-7T]0
base | ¢y | Py | P | P | P
P2, 7111010
P |33 0]1]-1

z 3510107

A solucao 6tima é z=35 quando x1 =7 e x5 = 3.

3.2.3 Casos excepcionais

Empate na entrada

Quando ocorre empate na entrada de variaveis, isto é, duas variaveis com o mesmo
valor, qualquer uma pode ser escolhida sem alterar o resultado final, influenciando apenas
o numero de iteracoes. Neste caso, deve-se dar preferéncia para as variaveis basicas, pois

sao elas que darao a solugao 6tima.

Degeneragao

A degeneracao ocorre quando hd um empate na saida e consiste em ter o algoritmo

voltando para o mesmo ponto do espaco viavel.

Muiltiplas solucoes

Um PPL tem miltiplas solu¢oes quando uma varidvel de decisao nao bésica tiver
valor zero na linha 2z, no momento em que o algoritmo for finalizado. E possivel obter outra
solugao com o mesmo valor 6timo fazendo com que a variavel nao basica com valor zero
na linha z entre na base. Qualquer combinacao linear de duas solugoes étimas também

sera otima.
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3.3 Diferencas entre o método Simplex e o método

das Duas Fases

Sintetizando o que foi explanado neste capitulo, destaca-se a resolucao de um

problema de PL utilizando o fluxograma abaixo:

Figura 3.2: Método Simplex x Método das Duas Fases

Aparecem
Var.
Artificiais

I\«*Iétu(lu@i IIétodo Duas Fases

Construgio da Construciio da tabela
pritneira tabela para thinitnizar a soma
dag Var, Artificials

i

- S
Critério de
parada

Critério de
parada

Escolha da vaniavel
que entra na base

Escolha da vanidvel
que entra na base

v
* - Eszcolha da vaniavel
Escolha _da variavel b
que sai da base
v

Atnalizagio
da tabela

Snd MTA
F. Objetivo=0

Eliminar
Coluna de Var.
Artificials

v
Amalizacio
da tabela

Mo existe solugio

Fonte: PHPSimplex [17]



4 Programacao Linear aplicada a agro-

pecuaria

A pesquisa operacional consegue otimizar qualquer setor produtivo e estd direta-
mente ligada a matematica. Por esse motivo foi escolhido apresentar a PL aos alunos
do Ensino Médio do curso técnico em agropecudria relacionando com os topicos estuda-
dos. Propoe-se neste capitulo algumas atividades adaptadas de [28] e [16] que podem ser
aplicadas ao curso técnico. Os problemas abordam temas contemplados pela [9] e pelo
curriculoES [13].

Optou-se por enfatizar o problema da dieta (aplicado ao manejo animal), o pro-
blema do sitio e o problema da cooperativa agricola presentes em [16]. Como os nomes
sugerem, estes problemas tratam da quantidade de nutrientes da alimentacao, da producao
de determinadas culturas por metro quadrado e da relacao entre dgua e area para cultivo.

A proposta inicial era que os alunos do curso técnico obtivessem os dados para
montar o PPL com os agricultores da regiao, contudo isso nao foi possivel devido as
restricoes impostas pela quarentena da COVID-19.

Um dos principais modelos de PPL na agropecuéria é o que procura determinar
qual é o melhor uso para a area de producao gastando menos e produzindo mais. Por
esse motivo, o primeiro exemplo foi retirado de [28] p. 64 e 65 e trata de um modelo que
busca determinar qual é o melhor uso da terra no plantio de até quatro culturas: milho,
trigo, soja e agucar, que serd denominado de problema da fazenda II, pois se trata de uma

versao estendida do exemplo 2.2.4 da secao 2.2.

Exemplo 4.0.1. Busca-se a solugao que maximiza o lucro. As restricoes se referem ao
espaco utilizado, gastos com preparo do terreno e utilizacao de mao de obra. Na matriz
abaizro, a varidvel “milho” se refere ao espacgo alocado para milho e 0 mesmo € vdlido para

as outras varidveis.



Tabela 4.1: Restri¢coes do problema da fazenda II

Atividade Milho Trigo Soja Ac¢tcar | Disponivel
Espaco 1 1 1 1 400
Preparo do terreno R$1.000 | R$1.200 | R$1.500 | R$1.200 | R$500.000
Mao de obra(homens/dia) 20 30 25 28 10.000
Lucro unitdrio R$600 | R$800 | R$900 | R$500

Fonte: [28], p. 64
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Diferentemente dos problemas apresentados na se¢ao 2.2, aqui nao é viavel resolver

o PPL pelo método geométrico, pois possui quatro variaveis de decisao. Serd, portanto,

resolvido pela forma algébrica utilizando o tableau.

A escolha da variavel sera resolvida da seguinte forma: a quantidade de hectares

de milho serda representada por x1, a quantidade de hectares de trigo por x5 e assim por

diante. Sendo assim, a funcao objetivo serd maximizar 600z, + 800xy + 900x3 + 500x4.

Sujeito as restricoes

1+ 29 + 23 + 24 < 400

100021 4+ 120025 + 1500z3 + 1300z, < 500000
2021 4+ 30x9 + 2523 4+ 284 < 10000
120,29 20,23 > 0,24 >0

As duas ultimas restrigoes denominam-se restri¢coes de nao-negatividade e aparecem

porque é impossivel ter uma producao negativa.

Para escrever este problema como um programa linear que pode ser executado

pelo Simplex, isto é, na forma padrao, é necessario adicionar as variaveis de folga s,

Tg € Ty ja que as restricoes existentes sao do tipo < obtendo assim o PPL maximizar

600z; + 800z2 + 900z3 + 500z4.

As restrigdes serao reescritas como:

1+ 2o+ a3+ 24 + 25 = 400

100021 4+ 1200x2 + 150025 + 130024 + 6 = 500000
20z, + 3029 4+ 25235 + 2824 + 27 = 10000

21 20,29 20,23 20,24 2 0,25 2 0,26 > 0,27 > 0

Passando esses dados para o tableau, obtém-se a tabela 4.2:
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Tabela 4.2: Tableau inicial do Problema da fazenda 11
0 0 600 | 800 | 900 | 500 | O | O | O

base | ¢ B, P P P P, | P | P | P
P |0 400 1 1 1 1
Fs | 0 | 500000 | 1000 | 1200 | 1500 | 1300
P; | 0] 10000 | 20 30 25 28

z 0 -600 | -800 | -900 | -500

S| —= | OO

0
1
0
0

ol oo

A coluna pivo é a que contém o menor valor negativo, portanto é P; e a linha

pivo € a linha que contém o menor resultado da razao %, neste caso, a linha pivo é F;.
Portanto, P; entra na base e Py sai da base. A célula pivo é 1500. Ao usar o método da
Eliminacao de Gauss para eliminar os coeficientes da coluna pivo, exceto o coeficiente da

célula pivo obtém-se a tabela abaixo:

Tabela 4.3: 1 iteracao do Problema da fazenda II

0 0 600 | 800 | 900 | 500 | O 0 0
base | ¢ Py P\ B | | P || F | P
Pl o[ m [T o2 1 [ah0
Py | 900 | 0 oz fodp g 13 g | Lol
Pl o | % 010 20 a1
z 300000 | O [-80 | O | 280 O % 0

O tnico coeficiente negativo na linha z é —80 e, portanto, determina a coluna pivo
P5 e alinha pivo € a linha que contém o menor resultado da razao %J neste caso P;. Sendo
assim, P, entra na base e P; sai da base. A célula pivo é 10. Novamente, utiliza-se o
método da Eliminacao de Gauss para zerar os coeficientes da coluna pivo, com excecao

do elemento da célula pivo:

Tabela 4.4: 2% iteracao do Problema da fazenda II

0 0 | 600800900500 0| 0 | O

base | ¢ B P\ B | K| P P B P
P; | 0 W00 | 3511|5005
Py 900 200 | 2 ] 0 | 1 | &% |0 |52
P, | 800 | % 3 1 0|2 ]0| & |1
z PP L0 |0 | 0] £ |8

Todos os valores da linha z sao nulos ou positivos. Isso mostra que o algoritmo

@ quando z; = 0, 25 = 3% 25 =200 e 24 = 0.

alcancgou a solugao 6tima z = 3
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Apés a solucao deste problema, junto com os alunos, sera proposta a resolucao da

lista contida no apéndice A.

4.1 Procedimentos metodolégicos

Seguindo o proposto pela [9], na competéncia especifica 3, os problemas formulados
surgiram de situagoes que os estudantes podem vivenciar no dia a dia fazendo com que
tenham significado real.

Os alunos podem sugerir algumas propriedades para a visita técnica, mas a escolha
sera feita pelo professor responsavel e limitada a duas propriedades que precisam atender
alguns requisitos: produzir mais de 3 cultivos, podendo ser horticultura, café, feijao, milho,
pimentao, tomate, inhame, banana ou outro produzido na regiao. Para o problema da
dieta animal podem escolher propriedades com qualquer criacao animal como bovinos,
suinos, caprinos, galinaceos, coelhos, peixes ou outros, desde que possam responder aos
topicos presentes no roteiro do Apéndice B.

O apéndice B contém um roteiro simples com um conjunto de perguntas, orga-
nizadas para que seja possivel compreender a experiéncia do agricultor ou pecuarista.
As perguntas foram escolhidas tendo como base os modelos do apéndice A. Algumas
informagoes também podem ser obtidas junto a secretaria de agricultura do municipio.

Este estudo sera guiado pela sequéncia didatica organizada na tabela 4.5, abaixo

representada, que sintetiza as principais informagoes:
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Tabela 4.5: Sequéncia didatica

Tema Programacao Linear e Algoritmo Simplex: uma pro-
posta de abordagem no curso Técnico em Agro-
pecuaria

Justificativa Aproximar a matemadatica ensinada na escola da

aplicagao no dia a dia. Mostrar uma aplicacao do

conteudo na vida do aluno.

Competéncias e Habilidades

(EM13MAT301),(EM13MAT315)

Tempo

11 aulas

Materiais e recursos

Capitulos 2 e 3 deste trabalho; Apéndices A e B

Conteudos

Equacoes, inequacoes, sistemas de equagoes, Eli-
minagao Gaussiana, Eliminagao de Gauss-Jordan,

Programacao Linear, Algoritmo Simplex,

Objetivos gerais e especificos

Espera-se que o aluno compreenda o que é um PPL,
compreenda o funcionamento do Algoritmo Simplex e

entenda o uso e as vantagens do PPL na agropecuaria

Desenvolvimento

A atividade foi pensada para grupos de 2 ou 3 alunos e foi dividida da seguinte

forma:

1. Apresentacao da teoria

Revisar os tépicos de equacao, inequagao e sistemas lineares;

Apresentar os conceitos de PL;

Apresentar os conceitos do método Simplex;

Resolucao da lista de problemas contida no apéndice A, pela forma algébrica do

Simplex;

2. Apresentacao da proposta de pesquisa: objetivos, justificativa, metodologia, etc;

3. Visita técnica e obtencao de dados;

Anaélise e discussao dos dados obtidos;

Modelagem do PPL;

Resolugao do PPL obtido por meio do Algoritmo Simplex (manual e com o uso

de software e recurso computacional);

Analise dos resultados do modelo;
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O primeiro item compreende as explicacoes presentes nos capitulos 2 e 3 e se
encaixa na etapa de intera¢ao proposta por [7]. O segundo item compreende o exposto
nesta secao. O terceiro item se aplica na modelagem dos dados que seriam obtidos na

visita técnica.

4.2 Construindo os modelos de programacao linear

O terceiro item do presente estudo estd compreendido na matematizacao. Nessa
etapa, serd feita a passagem da situagao real, ou seja, dos dados obtidos, para a escrita
matematica ou criacao do modelo matematico, conforme discutido na segao 1.4.

Apo6s a obtencao de dados na visita técnica, espera-se discutir as informagoes com
os colegas e identificar quais sao as variaveis de decisao, quais as restricoes e qual a
funcao objetivo que se deseja otimizar, além de verificar se essa funcao é de maximizagao
ou minimizacao. De posse desses dados, espera-se que os alunos modelem uma situacao
real, proxima do cotidiano deles e que se assemelhe ao problema da dieta (animal) ou da
determinacao do melhor uso da terra. Outros problemas podem surgir.

O proximo passo é organizar os dados em tabelas. Espera-se que os alunos orga-
nizem tabelas semelhantes aos exemplos apresentados neste trabalho e que utilizem estes
dados para construir o modelo do programa linear que se deseja otimizar e resolver de
forma algébrica utilizando o tableau.

A avaliagao do modelo serd feita comparando os dados obtidos com os dados dos
produtores a fim de perceber se a producao (ou o lucro) pode ser melhorada com a

otimizacao dos recursos.

Detalhamento das aulas:

1% e 2% aulas: Revisao dos contetudos apresentados no capitulo 2 deste trabalho:
equacoes, inequagoes, sistemas lineares por meio de exemplos.

3% aula: Apresentagao do escalonamento e da eliminacao de Gauss-Jordan por
meio de exemplos e atividades.

4%, 5% e 6* aulas: Estudo da Programacao Linear e do Algoritmo Simplex. Apre-
sentacao do ORSimplex e do PHPSimplex.

7% e 8% aulas: Visita técnica para obtencao de dados.

9% e 10* aulas: Obtencao do modelo e discussao dos dados.

11% aula: Anélise e discussao dos modelos.



5 Recursos tecnoldgicos

H& diversos softwares e aplicativos no mercado que sao teis para a resolucao de
programas lineares. Serao apresentados neste capitulo os que foram mais atraentes, seja
pela simplicidade de utilizacao ou pelos beneficios oferecidos. Nao sera apresentado o

Solver, pois este ja foi abordado em diversos outros trabalhos.

5.1 PHPSimplex

O PHPSimplex [17] é uma ferramenta computacional encontrada livremente na
internet e apresenta um site completo sobre o assunto, trazendo tanto a solugao passo a
passo do método Simplex ou Duas Fases, utilizando o tableau, quanto a solucao geométrica
do PPL. O [17] foi desenvolvido em 2006 por Daniel Izquierdo Granja e Juan José Ruiz
Ruiz a fim de comprovar os resultados dos cédlculos feitos a mao.

A ferramenta foi criada para ajudar alunos dos cursos de engenharia ou estudantes
da Pesquisa Operacional. Com uma interface amiga e uso intuitivo, o PHPSimplex nao
exige o uso de nenhuma linguagem de programacao, nao tem limitagoes quanto ao niimero
de variaveis de decisao ou o niimero de restricoes do problema, nao precisa de download e
instalacao. Por todas essas vantagens diante de outros softwares existentes, foi decidido
compartilhar a ideia na internet.

O site conta com uma rapida explicacao do funcionamento da plataforma. Traz
teoria e exemplos do método Simplex e de Duas Fases, bem como exemplos de modelagem
de alguns problemas comuns dentro da PL. Ainda traz a biografia do criador do método
Simplex, George Dantzig e uma entrevista com ele. Apresenta suporte para as linguas
Espanhol, Inglés, Francés e Portugués. Embora possa ser usado no celular, necessita de

acesso a internet. A pagina inicial do PHPSimplex estd apresentada na figura 5.1 abaixo:
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Figura 5.1: Pagina inicial do PHPSimplex
El PHPSimplex X +
& > C A Naoseguro | phpsimplex.com/simplex/simplexhtm?l=pt w B = ta H

PHPSimplex

Inicio  Teoria Exemplo  Ajuda Sair :

PHPSimplex

Método: | Simplex / Duas Fases v
Quantas variaveis de decis@o tem o problema?
Quantas restri¢des?

Continuar

Fonte: Elaborado pela autora

No campo “método” podemos escolher entre a resolug¢ao pelo método Simplex/Duas
Fases ou a resolugao gréfica.

Depois de inserir a quantidade de restri¢oes e de variaveis de decisao o site direciona
para a segunda tela onde deve ser feita a escolha do objetivo da funcao: maximizar
ou minimizar. Nesta mesma tela sao inseridos os coeficientes da funcao objetivo e das

restricoes, bem como a escolha do tipo de restricao.

Figura 5.2: Introducao dos coeficientes no PHPSimplex

Qual é o objetivo da funcao?

Fungdio: |2 |X1+(7 | X2
Restricdes:
i 14| =7 |
[3 | X1 +(1 | X2z v][24 |
X1,X220

Fonte: Elaborado pela autora

A préxima tela ja apresenta o PPL na forma padrao, mostrando quais foram as

variaveis de folga, artificiais ou de excesso que foram acrescentadas. Esta tela mostra, da
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mesma forma, se o PPL serd resolvido pelo Algoritmo Simplex ou pelo método das Duas

Fases.

Figura 5.3: Padronizacao do PPL no PHPSimplex

Nos passamos o problema para a forma padréo, adicionando variaveis de excesso, de folga, e artificiais, onde necessario (mostrar/ocultar detalhes)

¢ Como a restricio 1 é do tipo '=' é necessaria a variavel de artificial Xa.
¢ Como a restri¢io 2 é do tipo >' é necessaria a variavel de excesso X3 e a variavel artificial Xs.

MINIMIZAR: Z=2X1+7X2 MAXIMIZAR: Z=-2X1-7X2+0X5+0X4+0Xs
sujeito a Il . sujeito a

1Xi+0X2=7 1Xi+1Xs=7

3X1+1X2>224 3Xi+1X2-1X3+1Xs5=24

X1, X220 X1, X2, X3, X4, X520

Nos passamos construir a primeira tabela da Fase I do método das Duas Fases.

Solugao direta

Fonte: Elaborado pela autora

Ao clicar em “Continuar” o site direciona para as tabelas que mostram o passo a
passo da resolugao e que ja foram apresentadas no capitulo 3. Se for escolhida a solugao

direta o site direciona para a iltima tabela ja com a solucao 6tima do problema.

5.2 ORSimplex

O ORSimplex é um aplicativo para celular desenvolvido por IMAS em 2017 que usa
algoritmos rapidos para célculo do Algoritmo Simplex. Além de bem intuitivo, mesmo em
ingles, ele é gratuito e resolve problemas com até 30 varidveis de decisao e 30 restrigoes.
Embora nao mostre o passo a passo nem o acréscimo de varidveis de folga, de excesso e
artificiais, ele oferece uma solucao rapida que pode ser aproveitada para conferéncia dos

calculos feitos em sala. Nao precisa de acesso a internet.
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Figura 5.4: Pagina inicial do ORSimplex

OR Simplex

n It is free even for large inputs. It works for large

Maximize ;
Z= 3Bxs + 2x2 + 4xs

For: nd
Xotx2t+3xs <=8 30 variables &
X2t+3x2-xs =5

30 constraints!
X2=3x2+5xs >=8

SIMPLEX ABOUT

Fonte: Elaborado pela autora

A figura abaixo mostra a pagina para inser¢ao de dados no ORSimplex. Aqui feita
a escolha entre problema de maximizacao ou minimizacao bem como o preenchimento dos

campos da quantidade de restrigoes e de variaveis que o problema tem.
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Figura 5.5: Inser¢ao dos dados do PPL no ORSimplex

OR Simplex

Number of variables:

Number of constraints:

Min or Max:
(O Min
O Max

CONTINUE

Fonte: Elaborado pela autora

Note que o aplicativo tem telas parecidas com as telas do PHPSimplex, o que
possibilita o trabalho com as duas plataformas sem confundir o aluno. Na figura 5.6 ha
os tableaus de solu¢ao do Algoritmo Simplex. A linha z é a linha da fungao objetivo. As
colunas R1 e R2 sao as colunas das varidveis artificiais e a coluna BFS é a coluna dos

termos independentes.



Figura 5.6: Solu¢ao do PPL no ORSimplex

OR Simplex

CONTACT US

Type: Minimization
Number of variables: 2
Number of constraints: 2

Initial values:

X1

R1 R2 BFS

X2 $1

1 0 01 0 7
vl 3 1 -1 0 1 24

The start table:
X1 X2 S1 R1 R2 BFS

Iteration: 1

S1 R1 R2 BFS

yld 0 M -M-4M 0 3M+14

1 n n 1 n 7

OR Simplex

iv4d 3 1 -1 0 1 24

Iteration: 1

S$1 R1 R2 BFS
-M-4M 0 3M+14
0 01 O 7
i -1 B2 1 3

Iteration: 2

S$1 R1 R2 BFS
-7 -M-19-M 35
0 o 1 0 7
i -1 1

The optimal solution is:

Fonte: Elaborado pela autora
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CONSIDERACOES FINAIS

Embora o Algoritmo Simplex pareca ser algo muito dificil e distante da realidade
dos alunos, ele tem muito a oferecer. Apresentar a Programacao Linear no Ensino Médio
abre um leque de possibilidades dando ao aluno opgoes que podem ser aplicadas no mundo,
de matematica real e contextualizada condizente com a sua realidade. Além disso, a
Programacao Linear e o Algoritmo Simplex podem ser adaptados para qualquer ano do
Ensino Médio, respeitando as limitacoes oferecidas em cada etapa.

Mesmo a proposta de atividade nao tenha sido aplicada devido as restrigoes im-
postas pela COVID-19, fomenta-se neste trabalho todo o conteiido necessario para a
compreensao da PL e do Algoritmo Simplex. Foi feita uma abordagem objetiva e em lin-
guagem acessivel tanto para docentes quanto para discentes. Espera-se que esta proposta
seja ttil aos professores que queiram apresentar uma aplicagao da Matematica.

Optou-se por utilizar o PHPSimplex e o ORSimplex a fim de auxiliar na compre-
ensao do conteido e agilizar os célculos, ja pensando em problemas com mais de trés
variaveis. Entretanto, julga-se necessario que os alunos entendam o funcionamento do
Algoritmo Simplex antes de utilizar os recursos computacionais e aplicativos.

Para os trabalhos futuros espera-se aplicar essa atividade para ver se é possivel
otimizar a producao nas propriedades, onde sera feita a visita técnica. Pretende-se, da
mesma forma, propor a criagdo de um pseudocodigo, e até mesmo um aplicativo, feito
pelos préprios alunos, que resolvam os sistemas encontrados nas atividades propostas,
estimulando assim o estudo de computacao e programacao nas escolas.

Outras questoes que podem ser desenvolvidas sao a abordagem geométrica do Algo-
ritmo Simplex com énfase na geometria analitica, bem como a exploracao da Programacao

nao-Linear em outros conteiudos da Educacao Basica.



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

[10]

[11]

ARAUJO, Everton C., Algoritmos: Fundamento e Pratica. 3. ed. Florianépolis:
VisualBooks, 2007.

AUTORIDADE AUSTRALIANA DE CURRICULO, AVALIACAO E RE-
LATORIOS (ACARA). australian curriculum, Curriculo Australiano. Disponivel

em: https://www.australiancurriculum.edu.au/. Acessado em: 27 de ago. de 2020.

BARBOSA, L. M., Ensino de Algoritmos em Cursos de Computagao, Dis-
sertacao de Mestrado. EDUC, Sao Paulo, 2001.

BASSANEZI, R. C., Ensino-aprendizagem com modelagem matematica, 3.
ed, Sao Paulo: Contexto, 2006.

BAZARAA, M. S.; JARVIS, J. J., Linear Programming abd network flows, 3rd
ed. Nova lorque: Elsevier, 1977.

BERLINSKI, D., O advento do algoritmo: A ideia que governa o mundo. 1. ed.
Sao Paulo: Globo, 2002.

BIEMBENGUT, M. S.; HEIN, N., Modelagem Matematica no Ensino, Sao
Paulo: Contexto, 2000.

BOLDRINI. J. L. et al., Algebra Linear, 3. ed. Sao Paulo: Harbra ltda.. 1980.

BRASIL, Base Nacional Comum Curricular, Base Nacional Comum Curricular.

Disponivel em: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/. Acessado em 06 de mai. de
2021.

CASTRO, S. A. D., Algoritmos e Pensamento Computacional como ferra-
menta no processo de Ensino-Aprendizagem, Dissertacao de Mestrado. Uni-

versidade Federal do Piaui, Teresina, 2020.

CHAMBERS, S., Escolas da Inglaterra ensinam alunos de 5 anos a programar
exame., 2014. Disponivel em: https://exame.com/tecnologia/escolas-da-inglaterra-

ensinam-alunos-de-5-anos-a-programar/. Acessado em: 04 de ago. de 2020.



[12]

[13]

[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

67

CORMEN, Thomas H.;LEISERSON, Charles E.; RIVEST, Ronald L.; STEIN, Cli-

ford, Algoritmos: Teoria e Pratica, 2. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2002.

ESPIRITO SANTO (ESTADO), Curriculo do Espirito Santo, Curriculo Bésico
Escolar Estadual. Ensino Médio: Area de Ciéncias da Natureza. Disponivel em:
https://curriculo.sedu.es.gov.br/curriculo/documentos/. Acessado em: 06 de mai. de
2021.

FRANCA, R. S. A.; AMARAL, H. J. C., Ensino de computacao na educagao
basica no Brasil: Um mapeamento sistematico, in XXI Workshop sobre Educagao

em Computacao, 2013.

FILHO, C. F., Histéria da Computacao[recurso eletrénico]: O Caminho do
Pensamento e da Tecnologia, Porto Alegre: EDIPUCRS, 2007.

GOLDBARG, M. C.; LUNA, H. P. L., Otimizagao combinatéria e programacgao

linear: modelos e algoritmos, 2. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2005.

GRANJA, D. I, RUIZ RUIZ, J. J.,, PHPSimplex, 2006, PHPSim-
plex: Otimizar os recursos com programacao linear. Disponivel em:

http://www.phpsimplex.com/pt/index.htm. Acessado em: 23 de abr. de 2021.

GRUPO DE PESQUISA EM EDUCACAO EM CIENCIAS DA COMPUTACAO
DA UNIVERSIDADE DE CANTERBURY, CS Unplugged, Computagao desplu-
gada. Disponivel em: https://csunplugged.org/en/. Acessado em 23 de abr. de 2021.

IEZZI, G. et al., Matematica: Ciéncias e Aplicacoes, Volume 2, 7. ed. Sao Paulo:
Saraiva, 2013.

INSTITUTO AYRTON SENNA, institutoayrtonsenna, BNCC:
Construindo  um  curriculo de  educacao  integral. = Disponivel em:
https://institutoayrtonsenna.org.br /pt-br/BNCC/o-que-e-BNCC.html. ~ Acessado
em 04 de ago. de 2020.

LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P., MORGADO, A. C., Temas e Problemas
Elementares, Colecao do Professor de Matematica. 2. ed. Rio de Janeiro: Sociedade

Brasileira de Matemaética, 2005.

LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P., Coordenadas no Plano com as Solucgoes dos
Exercicios, Colegao do Professor de Matemaética. 4. ed. Rio de Janeiro: Sociedade

Brasileira de Matemaética, 2002.



[23]

[25]

[26]

28]

[29]

[30]

[31]

68

LIMA JUNIOR, M. E. S., As diferentes interpretacoes do algoritmo simplex
na resolucao de problemas de programacao linear, Dissertacao de Mestrado.
Universidade de Brasilia, Brasilia, 2015.

LUCIDCHART, Disponivel em: https://www.lucidchart.com/pages/ Acessado em:
23 de nov. de 2020.

LYRA, M. S., Uma proposta do ensino de programacao linear no ensino

médio, Dissertacao de Mestrado. Universidade Federal de Goids, Catalao, 2014.

MASSAGO, S., Escalonamento, Sao Carlos: UFSCar, 2011. Disponivel
em: https://www.dm.ufscar.br/ sadao/download/?file=student /escalonamento.pdf
Acesso em: 14 de jun. de 2021.

MOTA, M. S., Introdugao aoo estudo da programacao linear: possibili-
dades de uso no ensino médio por meio de problemas de otimizacao e
programacao linear, Dissertacao de Mestrado. Faculdade de Educacao, Ciéncias e
Letras do Sertao Central, Quixada, 2019.

PRADO, D. S., Programacao Linear, 7. ed. Serie Pesquisa Operacional, Volume
1, Nova Lima: Falconi, 2016.

SANTIAGO, R. M., Uma abordagem dos contetidos matematicos do en-
sino médio por meio de problemas de otimizacao e programacao linear,
Dissertacao de Mestrado. Universidade Estadual do Sudeste da Bahia, Vitéria da

Conquista, 2014.

SILVA, L. C. L., A relacao do pensamento computacional com o ensino
de Matematica na Educacao Basica, Dissertacao de Mestrado. Faculdade de
Cieéncias e Tecnologia da Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho,
Campina Grande, 2020.

SILVA, T. V., O Pensamento Computacional como ferramenta de resolucao
de problemas de matematica, Universidade Federal de Campina Grande, Cam-
pina Grande, 2020.

SOCIEDADE BRASILEIRA DE COMPUTACAO,. Diretrizes para o en-
sino de Computagaona Educacao Basica, Porto Alegre: SBC. 2019. Dis-
ponivel em: https://www.sbc.org.br/documentos-da-sbc/summary /203-educacao-
basica/1220-bncc-em-itinerario-informativo-computacao-2. Acessado em: 23 de jul.
de 2020n. ed.



[33]

[34]

[35]

69

STEPHENSON, C.; BARR, V. Bringing Computational Thinking to K-12:
What is Involved and What is the Role of the Computer Science Education
Community?, ACM Transactions on Computational Logic, Volume 2. Nol, March
2011, P. 111-122. Disponivel em: https://inroads.acm.org/article.cfm?aid=1929905.
Acessado em: 28 de ago. de 2020.

WING, J.M., Research Notebook: Computacional Thinking-What and
Why?, [2010] Disponivel em: https://www.cs.cmu.edu/link/research-notebook-
computational-thinking-what-and-why. Acessado em: 28 de ago. de 2020.

WING, J.M., Computational Thinking, CACM Viewpoint, March 2006, Dis-
ponivel em: http://www.cs.cmu.edu/ wing/. Acessado em: 27 de ago. de 2020. P.
33-35.



A Lista de problemas de programacao

linear direcionada a agropecuaria

Sobre os problemas apresentados neste anexo pede-se para otimizar. Os problemas
01 e 02 devem ser feitos manualmente com o uso do tableau. Os demais problemas podem
ser solucionados utilizando os recursos computacionais apresentados no capitulo 5.

01. Um fazendeiro dispoe de 200 hectares cultivaveis para milho e/ou soja. Os

dados sao os seguintes:

Tabela A.1: RESTRICOES DO PROBLEMA DA FAZENDA I

Atividade Milho Soja Disponivel
Espaco 1 1 200
Preparo do terreno R$500,00 | R$700,00 | R$200.000,00
Mao de obra (homens/dia) 15 18 20.000
Lucro R$900,00 | R$1.300,00

Fonte: [28], p. 67

Qual deve ser a alocacao da terra para os varios tipos de cultura de maneira a
maximizar os lucros?

02. Um fazendeiro dispoe de 400 hectares cultivaveis com milho, trigo ou soja.
Cada hectare de milho envolve custos de R$ 2.000,00 para preparacao do terreno, 20
homens/dia de trabalho e gera um lucro de R$ 600,00. Um hectare de trigo envolve
custos de R$ 2.400,00 para preparagao, requer 30 homens/dia de trabalho e gera um
lucro de R$ 800,00. Finalmente, um hectare de soja envolve gastos de R$ 1.400,00, 24
homens/dia e um lucro de R$ 400,00. O fazendeiro dispoe de R$ 500.000,00 para cobrir os
custos de preparacao do terreno e pode contar também com 8.000 homens/dia de trabalho.
Qual deve ser a alocacao da terra para os varios tipos de cultura de maneira a maximizar
os lucros?

03. O Problema do Sitio

Um sitiante esta planejando sua estratégia de plantio para o préximo ano. Por

informagoes obtidas nos 6rgaos governamentais, sabe que as culturas de trigo, arroz e
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milho serao as mais rentaveis na proxima safra. Por experiéncia, sabe que a produtividade

de sua terra para as culturas desejadas é a constante na tabela A.1:

Tabela A.2: RESTRICOES DO PROBLEMA DO SITIO
Trigo Arroz Milho

Produtividade em kg por m? 0,2 0,3 0,4

(experiéncia)

Lucro por kg de producao | 10,8 centavos | 4,2 centavos | 2,03 centavos

(informagoes do governo)
Fonte: Adaptado de [16], p. 31

Por falta de um local de armazenamento préprio, a producao maxima, em tone-
ladas, estd limitada a 60. A &rea cultivavel do sitio é de 200.000 m?. Para atender as
demandas de seu préprio sitio, é imperativo que se plante 400 m? de trigo, 800 m? de
arroz e 10.000 m? de milho.

04. O Problema da Dieta

Na tabela a seguir fornecemos as necessidades alimentares semanais de certo ani-
mal. Que mistura dessas racoes satisfaz os requisitos alimentares a um custo minimo para

o proprietario?

Tabela A.3: RESTRICOES DO PROBLEMA DA MISTURA DE RACOES

Ragao Proteinas (Uni- | Carboidratos Custo (R$/Kg)
dades/Kg) (Unidades/Kg)

A 25 Hh) R$3,00

B 25 20 R$2,00

C 45 10 R$4,00 Fonte:

D 35 35 R$3,00

E 25 20 R$3,00

Minimo (uni- | 200 250

dades)

Adaptado de [28], p. 67

05. Um fazendeiro esta criando porcos e deseja determinar que quantidades dos
tipos de alimentos disponiveis deveria dar a cada porco para atingir certas exigéncias
nutritivas a um custo minimo. A tabela seguinte fornece a composicao dos alimentos

(unidades/kg). Pede-se a formulacdo de custo minimo.



Tabela A.4: RESTRICOES DA DIETA DOS COELHOS
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Carboidratos | Proteinas | Vitaminas | Custo (R$/Kg)
Milho 80 15 20 R$0,50
Trangagem 50 60 30 R$0,25
Alfa 20 40 50 R$0,30
Erigéncia didria minima 250 200 180

Fonte: Adaptado de [28], p. 223



B Roteiro de pesquisa

Introducao:

e Identificar como alunos do curso técnico em agropecuaria da E.E.E.F.M. “Victorio

Bravim”.

e Explicar o propésito desta pesquisa: Angariar informacgoes para melhorar o lucro da

propriedade.
Aquecimento:
e Tamanho da propriedade;
e Principais cultivos;
e A principal producao da propriedade é agricultura ou pecudria;
e Principal escoamento;
e Quanto tempo o produtor trabalha com agricultura ou com pecuéria;

Questoes principais:

Para o modelo que determina o melhor uso da terra precisamos saber:
e Qual a produtividade em kg/m?*?

e Qual o lucro por kg produzido de determinado cultivo (café, inhame, pimentao,

etc.)?
e Qual é o espago (drea) disponivel para o armazenamento?
e Qual o gasto com preparo do terreno (insumos, mao de obra, etc)?
e Qual a demanda da area de producao?
e Qual o valor maximo disponivel para investimento?

e Qual a disponibilidade de mao de obra (homens/dia) e quantos de mao de obra é

necessario em cada cultivo?



Para o modelo da formulacao da racao precisamos saber:
e Necessidade didria de alimentacao de cada animal com que se esta trabalhando;
e A quantidade de cada nutriente presente na racao;

e A quantidade de proteinas, carboidratos, gorduras presentes na racao;
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C Solucao dos exercicios do Apéndice

A

01. Variaveis de decisao: x1= quantidade de hectares de milho; x5 = quantidade
de hectares de soja;
Maximizar:
Lucro = 900x; + 130024

Sujeito a:

x4y <200
15z + 18y < 20000
500z + 700y < 200000
z>0,y>0

Solucao 6tima encontrada: Lucro = R$260.000,00 z; = 200 e x5 = 0.
02. Variaveis de decisao: xy= area de cultivo de trigo em hectare; xo= area de
cultivo de arroz em hectare; x3= area de cultivo de milho em hectare.

Maximizar:
Lucro = 600x; + 800xy + 400253

Sujeito a:

r1 + 29 + 23 < 400
2000z + 2400z + 1400x5 < 500000
20z + 30z + 2423 < 8000
Ty, T, T3 > 0

Solugao 6tima encontrada: Lucro = R$22P% = R§166666, 67, x1 = 0, zo = %2 = 208,33

exg,:O.

2

03. Variaveis de decisao: xy= area de cultivo de trigo em m?=; zo= area de cultivo

de arroz em m?; x3= 4rea de cultivo de milho em m?.
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Maximizar:
Lucro=10,2 x 10,821 + 0,3 x 4,2x5 + 0,4 x 2,03x3
Sujeito a:
0,2x1 + 0,329 4+ 0,4x3 < 60000
r1+ To + T3 S 200000
x1 > 400, 25 > 800, z3 > 10000
T, 2,23 > 0

Solucao 6tima encontrada pelo método das Duas Fases: Lucro = R$417800,00, z; =
189200, x5 = 800 e x3 = 10000.

04. Variaveis de decisao: x1= quantidade de quilogramas da racao A; ro=quantidade
de quilogramas da racao B; z3= quantidade de quilogramas da racao C;ry=quantidade
de quilogramas da racao D; z5= quantidade de quilogramas da ragao E.

Minimizar:

Custo = 3x1 + 229 + 4x3 + 324 + 325

Sujeito a:
251 + 259 + 45x3 + 3514 + 2525 > 200

551 + 2029 4+ 1023 + 3524 + 280125 > 250
T1,T9, X3, Tq,T5 > 0

Solucao étima encontrada pelo método das Duas Fases: Custo = R$18,57; x; = 2,57,
To=05,42; x3=x4 = x5 = 0.

05. Variaveis de decisao: x1= quantidade de quilogramas de milho; zo=quantidade
de quilogramas de Trangagem; x3= quantidade de quilogramas de Alfa.

Minimizar:

Custo = 0,521 + 0,252 + 0, 3x3
Sujeito a:
80x1 4+ 50x9 + 2025 > 250

20x1 + 30z 4+ 5023 > 180
x1, %2, 23 2 0

Solucao 6tima encontrada pelo método das Duas Fases: Custo = R$% = R$1,41; z; = 0;
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