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“uma grande descoberta resolve um grande

problema, mas há sempre uma pitada de

descoberta na resolução de qualquer

problema. O Problema pode ser modesto,

mas se ele desafiar a curiosidade e puser

em jogo as faculdades inventivas, quem o

resolver por seus meios, experimenta o

sentimento da autoconfiança e gozará o

triunfo da descoberta”

A arte de resolver problemas - George Pólya



Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta de atividade interdisciplinar que busca apro-

veitar os conteúdos já conhecidos pelos alunos, como equações, inequações e sistemas

lineares, a fim de introduzir um conhecimento novo: a Programação Linear (PL) e o Al-

goritmo Simplex. Propomos uma abordagem algébrica e tecnológica, a fim de mostrar que

a Matemática aprendida no ensino básico pode ser aplicada no dia a dia. Estabelecemos

uma breve relação entre a PL e o Pensamento Computacional, incentivando o uso de novas

tecnologias e fazendo um alinhamento com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

e o curŕıculo do Estado do Esṕırito Santo. Embora a atividade tenha sido pensada para

uma turma do curso técnico em agropecuária, pode ser facilmente aproveitada nas tur-

mas do Ensino Médio regular. Por fim, apresentamos um aplicativo para smartphone e

um recurso computacional para a resolução dos problemas com muitas variáveis. É ne-

cessário lembrar que a proposta não foi aplicada, devido ao atual momento de luta contra

a COVID-19.

Palavras-chave: Algoritmo, Programação Linear, Algoritmo Simplex, Ensino médio



Abstract

This work presents a proposal for an interdisciplinary activity that seeks to take

advantage of the contents already known by the students, such as equations, inequalities

and linear systems, in order to introduce new knowledge: Linear Programming (LP) and

the Simplex Algorithm. We propose an algebraic and technological approach, in order to

show that mathematics learned in basic education can be applied in everyday life. We

established a brief relationship between PL and Computational Thinking, encouraging

the use of new technologies and aligning it with the National Common Curricular Base

(BNCC) and the curriculum of the State of Esṕırito Santo. Although the activity was

designed for a class of the technical course in agriculture, it can be easily used in regular

high school classes. Finally, we present an application for smartphone and a computational

resource for solving problems with many variables. It is necessary to remember that the

proposal was not applied, due to the current moment of fight against COVID-19.

Keywords: Algorithm, Linear programming, Simplex Algorithm, High School.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 65
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APÊNDICES 69

A Lista de problemas de programação linear direcionada à agropecuária 70
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INTRODUÇÃO

A matemática é um ramo do conhecimento extremamente útil para a resolução

de problemas, tanto do cotidiano quanto de caráter técnico-cient́ıfico. O jeito de ensinar

matemática vem se aprimorando e muitas metodologias de ensino estão sendo adotadas

e já se provaram eficientes.

A proposta inicial deste trabalho previa a aplicação das atividades na escola, mas

com os desdobramentos da pandemia da COVID-19 tornou-se inviável a realização de

forma presencial. Sendo assim, apresenta-se aqui uma proposta de abordagem pensada

para alunos da 2a série do Ensino Médio do curso Técnico em Agropecuária, na qual

espera-se que o aluno compreenda o que é um Problema de Programação Linear (PPL),

compreenda, da mesma forma, o funcionamento do Algoritmo Simplex e entenda o uso e

as vantagens do PPL na agropecuária.

Desse modo, será trabalhada a modelagem na resolução de Problemas de Pro-

gramação Linear aplicada em problemas propostos à turma da 2a série do Ensino Médio

do curso Técnico em Agropecuária. Embora o foco principal dessa pesquisa tenha sido

os alunos do curso técnico, a proposta pode, da mesma forma, ser aplicada a qualquer

turma do Ensino Médio regular sem prejúızo para a atividade. O objetivo desse trabalho é

aproximar os discentes de uma matemática que tenha aplicabilidade para além da sala de

aula, buscando dar uma das muitas respostas posśıveis para a pergunta: “Para que serve

a matemática?”. Para isso, destacar-se-á a importância do Pensamento Computacional

na forma de pensar e reforçar o uso de algoritmos na educação básica, um conceito que

só agora vem sendo contemplado pelos novos curŕıculos educacionais.

Inicialmente, foram apresentados problemas com poucas variáveis de decisão que

podem ser resolvidos manualmente utilizando o tableau, um tipo de tabela empregada

para a execução manual do Simplex. Depois, optou-se por resolver problemas com mais

de 3 variáveis de decisão, pois é isso que os alunos vão encontrar no dia a dia. É comum

que um PPL tenha centenas, dezenas ou até milhares de variáveis. Para resolver esse tipo

de programa linear priorizou-se o uso de softwares e aplicativos, integrando assim, o uso

de novas tecnologias em sala de aula, trazendo uma aplicação real com significado para o

conteúdo aprendido em sala.
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Para alcançar os objetivos propostos, realizou-se uma vasta pesquisa em livros,

artigos e dissertações publicadas sobre o assunto. Buscou-se incentivar o aluno como

pesquisador por meio de situações problemas, presentes na realidade do curso, projetando

o desenvolvimento do senso cŕıtico.

Desse modo, os conteúdos básicos para a compreensão do método Simplex são eluci-

dados no ensino básico: equações e inequações lineares, sistemas de equações e inequações

e construções de gráficos da função linear, bem como, o escalonamento de sistemas e as

operações elementares. O Algoritmo Simplex pode ser introduzido em qualquer ano do

Ensino Médio desde que acompanhe o ńıvel de conhecimento dos alunos.

No caṕıtulo 1 dissertou-se sobre o algoritmo, seu surgimento e como a Base Naci-

onal Comum Curricular (BNCC) [9] propõe o ensino de algoritmos na educação básica.

Da mesma forma, foi abordado um pouco sobre Pensamento Computacional e sua im-

portância no ensino em um cenário em que a tecnologia se faz cada vez mais presente.

Foi feita uma breve abordagem da modelagem matemática e apresentou-se alguns traba-

lhos que são considerados relevantes sobre a Programação Linear e sobre o Pensamento

Computacional na educação básica.

O caṕıtulo 2 versa sobre a Programação Linear. Inicialmente, é feita uma re-

visão dos conceitos básicos necessários para a compreensão da PL e do Algoritmo Sim-

plex: discorrer-se-á brevemente sobre equações, inequações e sistemas lineares. Do mesmo

modo, explicar-se-á como é feito o escalonamento de sistemas lineares. No segundo mo-

mento, é conceituado o PL e são trazidos alguns exemplos de aplicação resolvidos pelo

método gráfico.

No terceiro caṕıtulo são abordadas definições e teoremas importantes e necessários

à compreensão do método Simplex. Apresentar-se-á o método Simplex, bem como o

método das Duas Fases, utilizando exemplos facilmente encontrados em problemas de

agropecuária. Nessa fase da pesquisa será apresentada a resolução detalhada utilizando o

Tableau.

No quarto caṕıtulo são expostos mais alguns exemplos de PL aplicados à agro-

pecuária e é apresentada uma proposta de atividade. Destaca-se que não foi posśıvel

aplicar a atividade devido ao atual momento de luta contra a COVID-19. As aulas no

munićıpio de Marechal Floriano, onde a escola se situa, estão funcionando em modelo

h́ıbrido e são suspensas sempre que o mapa de classificação de risco considera o munićıpio

como Risco Alto.

No caṕıtulo 5 são evidenciadas duas opções tecnológicas para resolver o PPL com

mais de três variáveis, bem como a resolução de alguns problemas apresentados no caṕıtulo

4. Por fim, nas considerações finais estão apresentadas as possibilidades de trabalhos

futuros e as reflexões das autoras a cerca dessa pesquisa.



1 Algoritmos e a educação básica

Este caṕıtulo tem como objetivo apresentar a origem e o conceito do termo algo-

ritmo, suas representações mais comuns e sua relação com a educação básica.

1.1 Sobre algoritmo

O primeiro registro da aparição do termo algoritmo foi por volta de 1250 d.C., na

obra Algorismus Vulgaris, obra escrita com base na tradução das ideias do matemático

Persa Al-Khwarizmi. Inicialmente, o termo algoritmo era utilizado com um sentido dife-

rente do que conhecemos hoje [15]. O primeiro registro escrito de um algoritmo foi feito

por Ada Lovelace, também conhecida como Condessa de Lovelace, em 1842, quando tra-

duziu alguns artigos italianos e adicionou suas próprias anotações ao que viria a se tornar

o primeiro algoritmo escrito para ser processado por uma máquina, a saber, a máquina de

Charles Babbage. Esse algoritmo nunca foi executado, pois a máquina de Babbage não

chegou a ser constrúıda.

Muitos anos se passaram desde então, até chegar à definição de algoritmo tal qual é

conhecida hoje. Segundo [12] um algoritmo é “[. . . ] qualquer procedimento computacional

bem definido que toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz um

valor ou conjunto de valores como sáıda”, como mostra a figura abaixo:

Figura 1.1: Algoritmo

Fonte: acervo da autora

De maneira mais geral pode-se dizer que algoritmo é uma sequência finita de co-

mandos objetivos buscando concluir uma tarefa, são passos bem definidos e em quantidade

finita visando a resolução de um problema ou classe de problemas.
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De forma simples, pode-se afirmar que um algoritmo é o “como fazer”. Pode ser

uma receita de bolo, os passos a seguir para atravessar a rua ou mesmo o conjunto de

decisões para escovar os dentes. Mesmo sem perceber, eles fazem parte do nosso dia a dia,

quer seja nas formas mais simples, como utilizar um manual de instruções para montar

um móvel ou, em formas mais complexas, como os algoritmos usados para definir o que vai

ser exibido na linha do tempo de cada rede social com base nas preferências do usuário,

ou, ainda para tomar decisões no mercado financeiro. Os algoritmos também podem ser

utilizados para resolver problemas de otimização como é o caso do Algoritmo Simplex,

muito aplicado na resolução de problemas de Programação Linear.

Embora pareça uma ideia simples, o algoritmo pode ter grande efeito quando bem

utilizado; o que fez com que [6] o considerasse como a “segunda grande ideia cient́ıfica do

Ocidente”, ficando atrás apenas do Cálculo.

O conceito de algoritmo não é oriundo da computação, embora tenha se populari-

zado nessa área do conhecimento [15]. É necessário deixar claro que algoritmo não é um

termo exclusivo da computação, já que não representa um programa, mas sim o modo de

fazer, uma sequência de passos finitos para alcançar um objetivo e que pode ser aplicado

em qualquer área do saber.

Para [15] o algoritmo deve possuir as seguintes propriedades:

I. a descrição deve ser finita;

II. parte de um certo número de dados, pertencente a conjuntos espećıficos de

objetos, e espera-se que produza um certo número de resultados que mante-

nham relação espećıfica com os dados;

III. supõe-se que exista um agente computacional - humano, eletrônico, mecânico,

etc. que execute as instruções do procedimento;

IV. cada instrução deve ser bem definida;

V. as instruções devem ser tão simples que poderiam ser executadas por alguém

usando lápis e papel, em um espaço de tempo finito.

Hoje existe um termo espećıfico para a propriedade V que pode ser entendida

como Computação Desplugada. Muitos domı́nios já trazem esse tipo de atividade para

serem trabalhadas como alternativas nas escolas onde não existem computadores ou

acesso à internet. É posśıvel citar o Computer Science Unplugged [18], dispońıvel em

www.csunplugged.org, uma plataforma criada por Tim Bell, Mike Fellows e Ian Witten,

que conta com a colaboração de dezenas de pessoas em muitos páıses com o objetivo de

ensinar computação sem o uso do computador, de forma desplugada, voltada principal-

mente para o ensino fundamental e médio. O CS unplugged é definido por eles mesmos

como “uma coleção de material didático gratuito que ensina Ciência da Computação por

meio de jogos e quebra-cabeças envolventes que usam cartas, barbante, giz de cera e muita

correria”.
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1.1.1 Abordagens do algoritmo

Existem 3 abordagens mais comuns de algoritmos: fluxograma, pseudocódigo e

algoritmo genérico. Usar-se-á o seguinte exemplo pra explicar o que é cada abordagem:

Exemplo 1.1.1. Dada uma equação polinomial quadrática no formato ax2 + bx+ c = 0,

encontrar suas ráızes reais.

Algoritmo genérico

A descrição narrativa ou algoritmo genérico é escrita em linguagem natural, e

descreve todos os passos a serem seguidos. Por ser escrita em linguagem natural é fácil

de ser entendida, mas abre margem para ambiguidades, dificultando a transcrição para

um programa.

Observe como seria a resolução do Exemplo 1.1.1 utilizando o algoritmo genérico:

1. Identificar os coeficientes a, b e c;

2. Calcular o valor do discriminante ∆ = b2 − 4ac;

3. Verificar se o valor de ∆ é maior, menor ou igual a 0;

4. Se ∆ ≤ 0 então a equação não possui ráızes reais;

5. Se ∆ ̸= 0 então a equação possui ráızes reais que podem ser encontradas utilizando

a fórmula x =
−b±

√
∆

4a
;

6. As ráızes da equação ax2 + bx+ c = 0 serão x1 =
−b+

√
∆

4a
e x2 =

−b−
√
∆

4a

Fluxograma

O fluxograma é a forma gráfica do algoritmo, que consiste em analisar o problema

em questão, retirar os dados e representar, por meio de formas gráficas, que correspondem

a diferentes comandos, conforme tabela abaixo. Para confecção da figura abaixo e do

fluxograma apresentado mais à frente, utiliza-se um aplicativo de diagramação inteligente

que permite criar diagramas e fluxogramas de fácil compreensão, o Lucidchart [24].
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Figura 1.2: Significado de alguns śımbolos do fluxograma de processos

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o site Lucidchart [24]

Dessa forma, a solução para o Exemplo 1.1.1 será representada pelo fluxograma

abaixo.
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Figura 1.3: Fluxograma de processos ráızes da equação quadrática

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o site Lucidchart [24]

Pseudocódigo

Por fim, há o pseudocódigo, pseudolinguagem ou portugol, que consiste em escre-

ver, por meio de regras pré-estabelecidas, os passos para a solução do problema. [1] o

define como uma representação rica em detalhes e que se assemelha à escrita de programas

de computadores, o que facilita a passagem desta forma de algoritmo para uma linguagem

de computação.
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Figura 1.4: Pseudocódigo ráızes da equação quadrática

Fonte: Elaborado pela autora

As diferentes abordagens do algoritmo podem ser trabalhadas em sala desde os

anos inciais do ensino básico, como prevê a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

1.2 BNCC

A Base Nacional Comum Curricular [9] começou a ser elaborada em 2015 por

um grupo de 116 especialistas. O documento passou por consultas públicas presenciais

e on-line em 2015 e 2016, audiências públicas regionais em 2017 e teve forte influência

do curŕıculo australiano [20]. É um documento de caráter normativo, que regulamenta

quais são as aprendizagens essenciais aos alunos das redes pública e privada do Brasil,

na modalidade de educação básica. Esse documento prevê ainda, o estudo de novas

tecnologias voltadas para o ensino de computação nas escolas.

Quanto a matemática, [9] propõe que seja ensinada por meio de uma visão in-

tegrada, isto é, aprofundando o que foi aprendido no ensino fundamental, mantendo a

perspectiva de sua aplicação à realidade. Esse fator foi importante na decisão do tema

deste trabalho, visto que as atividades propostas no caṕıtulo 4 foram pensadas para que

pudessem ser aplicadas em situações vividas pelos discentes, valorizando, assim, a con-

textualização e a interdisciplinariedade.
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1.2.1 Algoritmos na educação básica

Muitos páıses já adaptaram seus curŕıculos para inserir lógica de programação na

educação básica. Israel foi pioneiro nesta área, incluindo em seu curŕıculo disciplinas

obrigatórias que compreendiam algoritmos e programação desde os anos 90. O curŕıculo

abordava questões conceituais e experimentais e se propunha a ensinar as Ciências da

Computação da mesma forma que qualquer outra disciplina cient́ıfica. [14]

Seguindo o exemplo de Israel, o Reino Unido tornou obrigatório o ensino de pro-

gramação na educação básica para alunos de 5 a 14 anos desde 2004. [11] O páıs espera

que assim, as crianças desenvolvam gosto pelas Ciências da Computação a fim de suprir

a falta de profissionais desta área. Recentemente, a Austrália incluiu em seu curŕıculo,

para alunos de dez anos, a Tecnologia como área do conhecimento a fim de que os alunos

desenvolvam a criatividade e aprendam a criticar, analisar e resolver problemas de diver-

sas áreas do conhecimento, além de tomar decisões informadas entre outros processos de

planejamento e revisão de ideias. [2]

Seguindo esse movimento mundial, o Brasil também tem se adaptado. Algumas

escolas brasileiras estão inserindo em seus curŕıculos o ensino de disciplinas ligadas à

computação. Como exemplo dessa inserção há o Centro Educacional são Camilo, em

Cachoeiro de Itapemirim, que promove aulas de Robótica Educacional e Oficinas Extra-

curriculares.

Os documentos voltados para a educação no Brasil também já abrem caminho para

o ensino de novas tecnologias, computação e algoritmos na educação básica. [9] propõe

aprendizagens que devem assegurar que os alunos desenvolvam dez competências gerais.

Destaca-se aqui a competência geral número 6 da BNCC do Ensino Fundamental:

6. Enfrentar situações-problema em múltiplos contextos, incluindo-se situações

imaginadas, não diretamente relacionadas com o aspecto prático-utilitário, ex-

pressar suas respostas e sintetizar conclusões, utilizando diferentes registros e

linguagens (gráficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na ĺıngua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

Da mesma forma, há outras competências da BNCC para o ensino médio que

abarcam o ensino das novas tecnologias:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer à abordagem própria das

ciências, incluindo a investigação, a reflexão, a análise cŕıtica, a imaginação

e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipóteses, formular

e resolver problemas e criar soluções (inclusive tecnológicas) com base nos co-

nhecimentos das diferentes áreas. [. . . ]

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informação e comu-

nicação de forma cŕıtica, significativa, reflexiva e ética nas diversas práticas
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sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar in-

formações, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo

e autoria na vida pessoal e coletiva. ([9], p.9)

Essas competências reforçam a necessidade de motivar o estudante a ser um apren-

diz ativo e criativo e corrobora com o que é dito pela SBC [32], que o conhecimento das

Ciências da computação permite que os alunos compreendam de forma mais completa o

mundo e desenvolvam habilidades para criar e inovar em todas as áreas do conhecimento.

Ainda de acordo com [32], as competências gerais da Sociedade Brasileira de Com-

putação (SBC) estão diretamente ligadas às competências gerais da BNCC[9]. Sobre isso

pode-se destacar as competências (EF07MA06) e (EF07MA07) do Ensino Fundamental

em que articulam e mobilizam que os alunos percebam que problemas parecidos podem

ter soluções semelhantes e o passo a passo dessas soluções podem ser representadas por

meio de fluxogramas a fim de facilitar o encontro da solução desse problema.

O que é pensado para o Ensino Fundamental também é reforçado no Ensino Médio

na competência (EM13MAT315) que espera que o aluno possa reconhecer um problema

algoŕıtmico de várias áreas, trazê-lo para a realidade e compreender técnicas de resolução

de problemas, a partir disso, encontrar uma solução na forma de algoritmo. Ainda no

Ensino Médio, a competência (EM13MAT301) fala da importância de trabalhar com

problemas do cotidiano que envolvem equações lineares simultâneas e fazem relação com

outras áreas do conhecimento. Espera-se que os alunos utilizem técnicas algébricas e

geométricas bem como deixam aberta a opção de utilizar novas tecnologias.

Dado o impacto das tecnologias digitais na sociedade, a BNCC espera que o aluno

reconheça o potencial das tecnologias digitais para a realização de uma série de atividades

relacionadas a todas as áreas do conhecimento, às práticas sociais e ao mundo do trabalho.

Sendo assim, suas competências e habilidades são pensadas para que o aluno possa:

� usar diversas ferramentas de software e aplicativos para compreender e
produzir conteúdos em diversas mı́dias, simular fenômenos e processos
das diferentes áreas do conhecimento, e elaborar e explorar diversos re-
gistros de representação matemática; e

� utilizar, propor e/ou implementar soluções (processos e produtos) envol-
vendo diferentes tecnologias, para identificar, analisar, modelar e solu-
cionar problemas complexos em diversas áreas da vida cotidiana, explo-
rando de forma efetiva o racioćınio lógico, o pensamento computacional,
o esṕırito de investigação e a criatividade. [9] p.475

O foco deste trabalho não é o ensino de computação nas escolas, contudo é impor-

tante salientar a relevância deste tópico quando é abordado o assunto algoritmo, princi-

palmente neste cenário de aulas on-lines.
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1.2.2 Habilidades relativas ao processo de investigação matemática

Algumas habilidades relativas aos processos de investigação, de construção de mo-

delos e de resolução de problemas pretendem que os alunos desenvolvam competências

relacionadas a raciocinar, representar, argumentar e comunicar, desse modo, essas habi-

lidades serão foco de observação e exploração neste tópico. Essas quatro competências

atuam juntas se complementando.

O raciocinar está relacionado com investigar, explicar, justificar por meio de in-

teração com colegas e professores.

Representar equivale a traduzir um problema por meio de algoritmos fazendo a

mudança de diferentes representações semióticas. Esta habilidade incentiva o uso de

fluxogramas e algoritmos para resolução de problemas.

na Matemática, o uso dos registros de representação e das diferentes linguagens

é, muitas vezes, necessário para a compreensão, a resolução e a comunicação

de resultados de uma atividade. Por esse motivo, espera-se que os estudan-

tes conheçam diversos registros de representação e possam mobilizá-los para

modelar situações diversas por meio da linguagem espećıfica da matemática –

verificando que os recursos dessa linguagem são mais apropriados e seguros na

busca de soluções e respostas – e, ao mesmo tempo, promover o desenvolvi-

mento de seu próprio racioćınio. [9] p.529

Fazer a transição entre as diferentes linguagens não é tarefa fácil. Para [3], o

problema pode estar na conversão de registros de representação de semiótica diferentes.

Comunicar é estabelecer uma relação entre a solução escrita do problema e ser

capaz de explicar oralmente utilizando a ĺıngua materna e interagindo com os colegas.

A última habilidade deste grupo é comunicar-se. Essa habilidade consiste em

“apresentar e justificar seus resultados, interpretar os resultados dos colegas e interagir

com eles”[9]. Conseguir fazer uma troca de experiências sobre as resoluções encontradas

e justificar a solução tanto por meio de śımbolos quanto pela ĺıngua materna.

1.3 Pensamento Computacional

A BNCC está em sincronia com os movimentos no mundo que estimulam o desen-

volvimento do Pensamento Computacional (PC), termo que tem ganhado popularidade

nos últimos anos. Muito disso se deve à Jeannette M. Wing, também conhecida como mãe

do Pensamento Computacional, que junto com Jan Cuny da National Science Foundation,

Larry Snyder da University of Washington definiram PC como “o processo de pensamento

envolvido na formulação de problemas e suas soluções, de modo que, as soluções sejam



12

representadas de uma forma que possam ser efetivamente realizadas por um agente de

processamento de informações.” [35]

Embora o conceito de Pensamento Computacional seja novo, ele já é considerado

com um dos pilares do intelecto humano, assim como a leitura, a escrita e a aritmética.

[32]. Para [34] “o pensamento computacional descreve a atividade mental na formulação de

um problema para admitir uma solução computacional”. Essa solução pode ser realizada

por um humano, por uma máquina ou pela combinação dos dois.

A Sociedade Brasileira de Computação (SBC) define Pensamento Computacional

como aquilo que “se refere à capacidade de compreender, definir, modelar, comparar,

solucionar, automatizar e analisar problemas (e soluções) de forma metódica e sistemática,

através da construção de algoritmos” [32] p.5.

O Pensamento Computacional é uma importante ferramenta na resolução de pro-

blemas e provê habilidades para outras áreas do conhecimento como análise cŕıtica e

argumentação. Por essa razão, [34] afirma que todas as pessoas deveriam desenvolver essa

habilidade e não só pessoas ligadas à área de computação.

A SBC propõe o ensino de computação e do Pensamento Computacional desde as

séries iniciais do Ensino Fundamental, inicialmente de forma desplugada, isto é, sem o uso

de computadores. Em consonância, a BNCC, estimula a utilização de tecnologias desde

o Ensino Fundamental, a fim de desenvolver o PC. Para o Ensino Fundamental,a BNCC

propõe, ainda, o uso de fluxogramas na solução de exerćıcios desde os primeiros anos.

1.4 Modelagem matemática

Ummodelo é um conjunto de regras, lei, expressões que agem entre si representando

alguma coisa, um projeto que precede o objeto final. Uma planta ou uma maquete, por

exemplo, são modelos cujo resultado final é a uma casa. Um modelo representa, de

maneira mais simples, um sistema real.

O ato de modelar conhecido como modelagem tem ampla aplicação. Segundo [4],

modelagem é “o processo de criação de modelos onde estão definidas as estratégias de ação

do indiv́ıduo sobre a realidade, mais especificamente, sobre a sua realidade, carregada de

interpretações e subjetividades próprias de cada modelador”.

Para [7], um modelo matemático pode ser definido como “um conjunto de śımbolos

e relações matemáticas que traduz, de alguma forma, um fenômeno em questão ou um

problema de situação real” Para [4] um modelo matemático é um conjunto de śımbolos e

relações matemáticas que fazem a tradução de um determinado fenômeno.

Do mesmo modo, [7], a modelagem é o que relaciona a matemática com a realidade.

Essa relação foi agrupada em três etapas: Interação, matematização e modelo matemático.
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A interação consiste em reconhecer a situação problema e realizar um estudo teórico a fim

de familiarizar com o assunto a ser modelado. A matematização consiste na formulação e

resolução do problema em termos do modelo. É nessa etapa em que acontece a passagem

da situação real para a escrita matemática. Por fim, temos o modelo matemático que faz

a validação do modelo por meio de uma avaliação. De maneira mais simples, a modelagem

toma um problema real, o traduz para um modelo matemático e, depois de resolvê-lo,

aplica a solução no mundo real.

Usar-se-á essas etapas mais à frente, quando será criado o modelo de otimização que

utilizado para representar, por meio de equações e inequações uma situação relacionada

à agropecuária, na forma do modelo de PPL.

1.5 Trabalhos correlatos

1.5.1 Programação Linear e Algoritmo Simplex na educação

básica

Outros autores já destacaram a relevância e os benef́ıcios de apresentar o conteúdo

de PL como alternativa para a resolução de problemas no ensino médio. Boldrini [8]

dizia que a ampla divulgação da PL acontece porque ela pode ser modelada para resolver

diversos problemas cotidianos. É relevante citar aqui o trabalho de [23] que apresenta

o conteúdo de PL e Algoritmo Simplex de forma bem completa, visando a aplicação no

Ensino Médio de forma contextualizada fazendo o uso do Ciclo PDCA 1. Sua proposta

traz situações-problemas no contexto econômico e produtivo do século XXI, e utiliza os

softwares GeoGebra e Excel para a resolução de problemas com mais de três variáveis.

Santiago [29] relaciona a PL com os conteúdos dos PCNEM nos três anos do

Ensino Médio com funções no primeiro ano, matrizes no segundo e geometria anaĺıtica

no terceiro. Além disso, [29] traz, da mesma forma, algumas propostas de programação

não-linear utilizando maximização de áreas envolvendo sistemas de equações de grau 2 e

funções trigonométricas.

Durante a leitura de artigos e dissertações referentes ao tópico de Programação

Linear foi percept́ıvel que muitos trabalhos fazem o uso do Excel, mais especificamente

da ferramenta Solver para resolver os problemas de PL, como é o caso de [25], [27] e [29].

Por esse motivo, não será utilizada a ferramenta Solver na resolução do PPL propostos

neste trabalho.

1O Ciclo PDCA é uma metodologia para desenvolvimento de processos. Segundo [23], “Tal metodolo-
gia auxilia no diagnóstico, análise e prognóstico de problemas organizacionais, sendo extremamente útil
para a solução de problemas”.
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1.5.2 Pensamento Computacional na educação básica

Nesta seção serão citados, brevemente, alguns trabalhos referentes ao Pensamento

Computacional. Embora possa parecer que este conceito esteja inteiramente ligado à com-

putação, pensar computacionalmente pode nos ajudar em diversas áreas de atuação. Para

Wing [35], o Pensamento Computacional é “uma maneira que os humanos, não os compu-

tadores, pensam. [. . . ] é uma maneira pela qual os humanos resolvem problemas;”. Ainda

de acordo com Wing [35], o Pensamento Computacional “é escolher uma representação

apropriada para um problema ou modelar os aspectos relevantes de um problema para

torná-lo tratável”.

Como o campo de pesquisa nesta área ainda é muito recente, o banco de dis-

sertações do Profmat possui apenas 5 dissertações sobre o tema. Será feita uma breve

explanação sobre as que julgam-se mais pertinentes. Os trabalhos citados aqui foram

defendidos entre Agosto de 2019 e Dezembro de 2020 mostrando uma nova tendência na

educação.

O trabalho de [30] faz uma revisão sistemática dos principais trabalhos na área de

PC publicados no Brasil entre 2013 e 2019 e um breve resumo da evolução do curŕıculo de

Matemática através do tempo. Seu objetivo é sistematizar a relação entre as habilidades

matemáticas e do PC utilizando a BNCC e as diretrizes da SBC como norte. Além

disso, [30] propõe uma atividade para cada habilidade da BNCC e as relaciona com os

ńıveis cognitivos estabelecidos pela taxonomia de Bloom. Defende, do mesmo modo, a

computação desplugada.

O trabalho de [10] traz a proposta de uma sequência didática dividida em cinco

momentos: estudo dos algoritmos, operadores e lógica computacional, software GNU

Octave, comandos básicos do GNU Octave e aplicações na matemática. Para auxiliar

na assimilação de conhecimento matemático e lógico, o autor apresenta o conceito de

algoritmo e o funcionamento do software GNU Octave, bem como os comandos básicos e

estruturas de código para trabalhar com o software.

O terceiro trabalho analisado tem como proposta fazer uma intervenção pedagógica,

um plano de aula que não foi aplicado devido a paralisação das aulas por causa da pan-

demia de Covid-19. Por meio da plataforma ComPensar, [31] construiu um banco de

questões para aplicação em sala de aula, no qual os problemas estavam classificados de

acordo com as competências identificadas do PC. Os problemas foram extráıdos na ı́ntegra

das provas do ENEM e da OBMEP ou adaptados destas mesmas avaliações. O trabalho

seria aplicado em duas turmas do primeiro ano do ensino médio durante 4 semanas letivas.

Uma das turmas resolverá listas contendo questões que exploram até duas

competências do Pensamento Computacional. A outra turma receberá listas

constitúıdas de problemas cujo número de competências exploradas aumenta
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gradativamente da seguinte forma: até duas para a primeira semana, três ou

quatro para a segunda semana, cinco ou seis para a terceira semana e sete, oito

ou nove para a quarta semana;

Seu objetivo era descobrir se as competências do Pensamento Computacional pro-

postas por [33] influenciam no desempenho dos alunos.



2 Programação Linear e a educação

básica

Este caṕıtulo se inicia com uma breve revisão de alguns conceitos básicos de

Álgebra Linear que julga-se necessários para o entendimento da Programação Linear (PL)

por alunos do ensino médio. De acordo com [13], todas as turmas do Ensino Médio de-

vem trabalhar com resolução de problemas que envolvam equações e sistemas de equações.

Para a terceira série, do mesmo modo, é previsto o estudo de inequações.

Na sequência é abordada a Programação Linear, bem como, as caracteŕısticas

do modelo de PL. Apresentamos também a forma matricial, a forma padrão e a forma

canônica

Por fim, apresentamos alguns exemplos de aplicação na otimização extráıdos de

[22] e [28].

2.1 Alguns conceitos importantes sobre equações e

inequações

Antes de falarmos sobre a Programação Linear faremos uma breve revisão dos

conceitos de equação e inequação linear bem como a resolução de sistemas de equações

e inequações lineares. Serão apresentados, da mesma forma, alguns exemplos com suas

respectivas soluções geométricas.

2.1.1 Equações e inequações lineares

De acordo com [19],

Definição 2.1.1. Equação linear nas incógnitas x1, x2, . . . , xn é toda equação do tipo:

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b

em que a1, a2, . . . , an e b são coeficientes reais e b é chamado de coeficiente (ou

termo) independente da equação.
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Dessa forma, resolver uma equação linear corresponde a encontrar uma sequência

de números (α1, α2, . . . , αn) tal que a sentença a1α1+a2α2+. . .+anαn = b seja verdadeira.

Observe, por exemplo, que a equação 2x− 3y = 12 possui infinitas soluções dentro

do conjunto dos números reais, sendo {(0,-4),(3,-2)} duas soluções posśıveis. Quando se

é trabalhado com apenas duas incógnitas, cada solução encontrada é um par ordenado e

o conjunto dessas soluções forma uma reta. Na figura abaixo, é posśıvel visualizar todas

as soluções dessa equação que formam a reta r. Em destaque há os pontos A e B citados

acima.

Figura 2.1: Soluções da equação 2x+ 3y = 12

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Seguindo o mesmo racioćınio é posśıvel definir inequação linear:

Definição 2.1.2. Inequação linear nas incógnitas x1, x2, . . . , xn é toda inequação de um

dos seguintes tipos:

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn ≥ b

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn > b

em que a1, a2, . . . , an e b são coeficientes reais e b é chamado de coeficiente (ou

termo) independente da inequação.

De acordo com [21], as soluções de uma inequação não são alteradas quando se

efetua qualquer uma das propriedades citadas em .

1. Podemos somar a mesma quantidade aos dois membros de uma ine-
quação. [. . . ]
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2. Podemos multiplicar os dois membros de uma inequação por uma mesma
quantidade positiva. [. . . ]

3. Podemos multiplicar os dois membros de uma inequação por uma mesma
quantidade negativa, desde que, ao mesmo tempo, troquemos o sinal de
< por >. [. . . ]

Apesar de [21] não afirmar, o item 3 também é válido do mesmo modo para os

casos ≥ e ≤, bastando trocar um pelo outro quando houver multiplicação por número

negativo.

Solucionar uma inequação linear é encontrar todos os valores para (α1, α2, . . . , αn)

tal que a desigualdade a1α1+a2α2+ . . .+anαn < b em questão seja verdadeira. O mesmo

racioćınio vale para as sentenças que contenham as desigualdades >, ≤ ou ≥.
Observe abaixo as soluções da inequação 2x + 3y ≥ 12 representadas no plano

cartesiano. As soluções da equação em questão estão na área azul incluindo a reta a.

Figura 2.2: Soluções da inequação 2x+ 3y ≥ 12

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Perceba que se for tomada apenas a sentença 2x + 3y = 12 obtemos a reta a.

Para saber se as soluções da inequação 2x + 3y ≥ 12 estão à direita ou à esquerda de a,

basta tomar um ponto qualquer e testá-lo na inequação: se o ponto satisfazer a inequação

em questão, então aquela região será o conjunto solução da inequação; caso contrário, a

região do outro lado da reta será o conjunto solução da inequação. Isso vale para qualquer

inequação e é o procedimento adotado quando não é utilizado um recurso tecnológico como

o GeoGebra.
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2.1.2 Sistemas de equações e de inequações lineares

Um conjunto de m equações lineares e n incógnitas x1, x2, . . . , xn é chamado de

sistema linear mxn. Solucionar um sistema de equações lineares com n incógnitas significa

encontrar a sequência (α1, α2, . . . , αn) que é solução de cada uma das equações do sistema.

Tomando o exemplo: {
x− y = −3
4x− y = 3

(2.1)

obtém-se a seguinte solução gráfica com o aux́ılio do GeoGebra on-line:

Figura 2.3: Solução gráfica do sistema de equações lineares

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Um sistema de equações pode ser classificado em sistema posśıvel e sistema im-

posśıvel. Os sistemas posśıveis recebem uma classificação de acordo com o número de

soluções. A figura 2.4 mostra como é feita essa classificação.
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Figura 2.4: Classificação de um sistema de equações lineares

Fonte: Elaborado pela autora

Existem outras maneiras de encontrar as soluções de um sistema de equações.

Sistemas com poucas incógnitas podem ser facilmente resolvidos utilizando o método

da adição ou da substituição e sistemas com mais incógnitas podem ser resolvidos pelo

método do escalonamento. Em um sistema escalonado a reposta é obtida prontamente.

De maneira semelhante, solucionar um sistema de inequações lineares corresponde

a encontrar a sequência (α1, α2, . . . , αn) que satisfaz todas as inequações do sistema. Re-

solver um sistema de inequações é mais complicado do que resolver um sistema de equações

e foge ao escopo deste trabalho, visto que, o foco deste trabalho são os problemas de PL

na forma padrão, isto é, na forma de equações. Sendo assim, serão apresentadas apenas

a resolução gráfica dos sistemas de inequação. No exemplo a seguir busca-se a solução do

sistema de inequações: {
4x+ 4y ≤ 0

3x− 2y ≥ 2

Note que o conjunto solução da inequação a : 4x+ 4y ≤ 0 corresponde aos valores

a esquerda da reta a, inclusive a reta a, enquanto o conjunto solução da inequação b :

3x − 2y ≥ 2 corresponde aos valores a direita da reta b, inclusive a reta b. A região

formada pela intersecção desses dois conjuntos solução é a solução do nosso sistema de

inequações lineares.
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Figura 2.5: Solução gráfica do sistema de inequações lineares

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Hoje em dia já é posśıvel encontrar uma gama de softwares, aplicativos e recursos

computacionais que resolvem sistemas lineares de forma quase instantânea, sem que seja

necessário efetuar os cálculos manuais.

2.1.3 Escalonamento de sistemas e Eliminação de Gauss-Jordan

Um sistema de equações pode ser representado pela forma matricial. Tomando o

sistema (2.1) {
x− y = −3
4x− y = 3

apresentado em 2.1.2, é posśıvel reescrevê-lo como o produto matricial[
1 −1
4 −1

]
×

[
x

y

]
=

[
−3
3

]
Para resolver sistemas de equação utiliza-se a forma estendida da matriz chamada

de matriz aumentada, que consiste em uma matriz conforme apresentada abaixo:[
1 −1 −3
4 −1 3

]
(2.2)

A coluna mais a direita contém os termos independentes e as demais colunas contém
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os coeficientes do sistema de equação. Essa formatação é a mesma para todas as matrizes

aumentadas.

A fim de facilitar a resolução de um sistema de equações, é posśıvel escaloná-lo

em sua forma matricial aumentada. Escalonar um sistema consiste em manipular as

equações de modo a transformar a matriz estendida do sistema em uma matriz como as

apresentadas abaixo. Uma matriz está na forma escalonada quando o número de zeros no

lado esquerdo do primeiro elemento não-nulo aumenta a cada linha, conforme os exemplos

abaixo:


4 3 −2 1

0 2 −1 3

0 0 1 −1
0 0 0 5



4 3 −2 1

0 2 −1 3

0 0 0 0

0 0 0 0


[
1 −1 −3
0 3 15

]
(2.3)

Uma vez escalonado, a solução do sistema é quase imediata. Note que a matriz 2.3,

também chamada de forma escada, é a matriz escalonada da matriz 2.2. Essas matrizes

são ditas matrizes equivalentes pois, possuem o mesmo conjunto solução. Mais adiante

será exposto como é feito esse escalonamento.

Depois de escalonado, basta resolver as equações de baixo para cima para encontrar

a solução. A equação 3y = 15 resulta em y = 5. Substituindo esse valor na equação

x− y = −3 obtém-se x = 2. Observe que esta solução é a mesma encontrada em 2.1.2.

Existem duas principais maneiras de escalonar um sistema. Uma delas é o escalo-

namento feito nas matrizes acima e que é conhecido como Método da Eliminação de Gauss.

A outra maneira é o método conhecido como Eliminação de Gauss-Jordan. A diferença

entre eles é que enquanto a Eliminação de Gauss elimina apenas os elementos à esquerda

do pivô, a Eliminação de Gauss-Jordan elimina os elementos tanta à direita quanto à es-

querda do pivô, fornecendo assim, uma solução imediata, sem que seja necessário resolver

as equações encontradas.

As três operações a seguir serão chamadas de operações elementares sobre linhas.

Elas preservam a solução do sistema e podem ser utilizadas nos dois métodos, desde que

sejam respeitados os objetivos finais:

� Multiplicar uma linha inteira por uma constante não nula: equivale a multiplicar

uma equação por uma constante sem alteração do resultado;

� Permutar duas linhas: é a troca da posição das equações e não influencia a solução;
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� Substituir uma linha por ela mesma somada a um múltiplo de outra linha: equivale

a somar um múltiplo de uma equação com uma equação já dada e também não

altera o resultado.

Em cada etapa será utilizada uma linha como pivô. Essa linha será a orientação

para a eliminação dos coeficientes no processo. Na primeira etapa a linha pivô será a 1a

linha, na segunda etapa a linha pivô será a 2a linha e assim por diante. Em cada linha

pivô será escolhido um elemento pivô. Na primeira etapa esse elemento será o termo mais

a esquerda na linha. Nas etapas seguintes, o elemento pivô será o que está imediatamente

à direita do elemento pivô escolhido na etapa anterior. O objetivo de cada etapa é anular

cada elemento abaixo e acima do elemento pivô utilizando as operações elementares sobre

linhas.

Exemplo 2.1.1. Escalonamento da matriz[
1 −1 −3
4 −1 3

]

Multiplica-se a 1a linha por −4 e soma-se com a 2a. Obtém-se como resultado os

coeficientes 0 para x1, 3 para x2 e 15 para x3 isto é, 0, 3 e 15 para 1a, 2a e 3a colunas

respectivamente. Substituindo esses valores na 2a linha obtém-se a matriz 2.3.

Exemplo 2.1.2. Escalonamento e resolução do sistema de equações
1x1 + 2x2 + 3x3 = 260

2x1 + 1x2 + 1x3 = 150

4x1 + 3x2 + 1x3 = 290

retirado de [19]:

Inicia-se anulando os coeficientes de x1 na 2a e na 3a linhas. Multiplica-se a 1a

linha por −2 e soma-se com a 2a. Multiplica-se a 1a linha por −4 e soma-se com a 3a. As

equações obtidas ocupam os lugares da 2a e 3a linhas, gerando o sistema abaixo:
1x1 + 2x2 + 3x3 = 260

−3x2 − 5x3 = −370
−5x2 − 11x3 = −750

Fixa-se a 1a linha e repete-se o processo com a 2a e a 3a linhas: divide-se a 2a linha por

−3, multiplica-se por 5 e soma-se com a 3a linha. Essa equação ocupa o lugar da 3a linha.
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1x1 + 2x2 + 3x3 = 260

−3x2 − 5x3 = −370
−8x3 = −400

O sistema encontrado é posśıvel e determinado e pode ser solucionado começando pela

linha 3, em que obtém-se x3 = 50. Substituindo este valor na linha 2 é encontrado

x2 = 40. Finalmente, substituindo os valores de x3 = 50 e x2 = 40 na equação 1 encontra-

se x1 = 30. Logo a solução S deste sistema é S = (30, 40, 50) e este é um sistema posśıvel

e determinado.

Exemplo 2.1.3. Escalonamento, resolução e classificação do seguinte sistema de equações:{
1x1 − 2x2 + 3x3 = 5

1x1 + 3x2 − 5x3 = 7

Observe que o sistema acima tem duas equações e três incógnitas. Inicia-se anu-

lando o coeficiente de x1 na 2a linha. Multiplica-se a 1a linha por −2 e soma com a 2a.

A equação encontrada ocupa o lugar da 2a equação e gera o sistema abaixo.{
1x1 − 2x2 + 3x3 = 5

−5x2 + 8x3 = −2

Note que o sistema já está escalonado e não há mais nada a fazer. Nesse caso,

faz-se necessário o uso de um parâmetro α. Fazendo x3 = α é posśıvel resolver a equação

−5x2 + 8x3 = −2 em função de α obtendo x2 =
2 + 8α

5
. Substituindo esse resultado na

equação 1x1 − 2x2 + 3x3 = 5 encontra-se x1 =
29 + α

5
. A solução S desses sistema é

S =
(29 + α

5
,
2 + 8α

5
, α

)
Chama-se esse sistema de sistema posśıvel indeterminado, pois

para cada valor atribúıdo a α o sistema apresenta uma solução distinta.

Exemplo 2.1.4. Escalonamento, resolução e classificação do sistema
1x1 + 2x2 + 3x3 = 2

2x1 − 5x2 + 2x3 = 1

4x1 − x2 + 8x3 = 3

O procedimento é análogo ao já efetuado nos outros exemplos: inicia-se anulando

os coeficientes de x1 na 2a e na 3a linhas. Para isso multiplica-se a 1a linha por −2 e

soma-se com a 2a. Multiplica-se a 1a linha por −4 e soma-se com a 3a. As equações
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obtidas ocupam os lugares da 2a e 3a linhas, gerando o sistema abaixo:
1x1 + 2x2 + 3x3 = 2

−9x2 − 4x3 = −5
−9x2 − 4x3 = −3

Observe que as duas últimas equações implicam em −3 = −5 o que é um absurdo.

Não existem valores x2 e x3, que satisfaçam as equações. Sendo assim, esse sistema de

equações é um sistema imposśıvel.

A Eliminação de Gauss-Jordan é uma versão adaptada da eliminação de Gauss

já vista. A diferença entre eles é que enquanto a Eliminação de Gauss anula apenas os

coeficientes abaixo do pivô, a Eliminação de Gauss-Jordan anula todos os coeficientes

acima e abaixo do pivô utilizando as operações elementares sobre a linha pivô. [26]

Exemplo 2.1.5. Resolução do sistema do exemplo 2.1.2 utilizando a eliminação de

Gauss-Jordan.

A fim de simplificar a escrita será utilizado Li ↔ Lj para indicar que a linha Li

e a linha Lj serão trocadas de lugar; Li ← Li + αLj para indicar que a linha Li será

substitúıda por ela mesma adicionada do produto de Lj por α; Li ← αLi para indicar

que a linha Li será substitúıda pelo produto dela mesma por uma constante α ̸= 0. Os

valores de i e j indicam com qual linha se está trabalhando.

Tomando a matriz aumentada do sistema 2.1.2 tem-se:
1 2 3 260

2 1 1 150

4 3 1 290


Para escolher o elemento pivô observam-se os elementos da primeira coluna e é

escolhido o que tiver maior módulo. Como o maior valor em módulo é 4 troca-se a

primeira linha com a terceira linha obtendo a matriz aumentada:
4 3 1 290

2 1 1 150

1 2 3 260


Para zerar os elementos da primeira coluna abaixo do pivô 4 são feitas as seguintes

operações:

L1 ← L1

4

L2 ← L2 − L1

2

L3 ← L3 − L1

4
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1 3

4
1
4

145
2

0 −1
2

1
2

5

0 5
4

11
4

375
2


É necessário escolher o novo pivô. A partir da segunda linha será escolhido o termo

com maior valor em módulo na segunda coluna. Como este termo está na terceira linha,

faz-se uma troca de linhas.

L2 ↔ L3 
1 3

4
1
4

145
2

0 5
4

11
4

375
2

0 −1
2

1
2

5


Agora, é necessário precisamos transformar o pivô em 1. Para isso, divide-se toda

a segunda linha por 5
4
obtendo a matriz:

1 3
4

1
4

145
2

0 1 11
5

150

0 −1
2

1
2

5


Nesse momento, anulam-se os termos da segunda coluna abaixo e acima do pivô:

L1 ← L1 − 3L2

4

L3 ← L3 +
L2

2


1 0 −7

5
−40

0 1 11
5

150

0 0 8
5

80


Transformando o pivô da terceira linha em 1:

L3 ← 5L3

8 
1 0 −7

5
−40

0 1 11
5

150

0 0 1 50


A última operação consiste em anular os termos abaixo e acima do pivô da terceira

linha. Note que a matriz encontrada já dá a solução do sistema de equações na coluna

mais à direita.

L2 ← L2 − 11L3

5

L1 ← L1 +
7L3

5


1 0 0 30

0 1 0 40

0 0 1 50
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2.2 Programação Linear

A Programação Linear é uma técnica de otimização que faz parte da Programação

Matemática. É importante esclarecer que aqui a palavra programação tem o sentido

diferente do utilizado na área de computação, o sentido aqui é de planejamento.

De acordo com [28], a Programação Linear ou simplesmente PL, é uma ferramenta

utilizada para maximizar lucro ou minimizar despesas em situações que tenham algum

tipo de restrição. A PL se aplica a diversas áreas como alimentação, manufatura, rotas

de transporte, petróleo, agricultura, siderurgia, entre outras.

A PL teve origem por volta do ano de 1941 e ganhou destaque durante a Segunda

Guerra com o “problema da dieta”. Esse problema foi publicado no The New York

Times e consistia em descobrir qual a alimentação mais econômica, levando em conta os

nutrientes que o corpo humano necessitava. George Stingler encontrou a melhor solução:

Uma alimentação à base de farinha de trigo, repolho e f́ıgado de porco que custava apenas

US$59,88 por ano. Embora esta tenha sido a solução mais econômica, ela só considerava

os aspectos matemáticos e econômicos e não levava em conta a falta de variedade dos

ingredientes, motivo que fez com que não fosse escolhida. Apesar disso, percebeu-se que

o método de tentativas usado por Stingler poderia ser aperfeiçoado e teria utilidade em

outras áreas.[28]

Essa abordagem de planejamento só se consolidou em 1947, quando George Dant-

zig propôs o método Simplex, um algoritmo capaz de resolver qualquer problema de

programação linear. É importante ressaltar que Wassily Leontieff criou, em 1936, um

modelo utilizando conjuntos de sistemas lineares que seria considerado “o primeiro passo

para o estabelecimento das técnicas de Programação Linear”[28] p.26.

A ideia é escrever um modelo do problema na forma de PPL, resolver o problema

e analisar a solução encontrada. Os problemas com 2 ou 3 variáveis podem ser resolvidos

tanto pela forma geométrica quanto por meio de escalonamento. Problemas com mais de

3 variáveis serão resolvidos utilizando o PHPSimplex [17].

Para que um problema seja resolvido por meio da PL é necessário que ele satisfaça

algumas premissas [5] também compreendido por [16] como caracteŕısticas:

1. Proporcionalidade: a quantidade de recurso consumido por uma dada
atividade deve ser proporcional ao ńıvel dessa atividade na solução final
do problema. Além disso, o custo de cada atividade é proporcional ao
ńıvel de operação da atividade.

2. Não Negatividade: deve ser sempre posśıvel desenvolver dada atividade
em qualquer ńıvel não negativo, e qualquer proporção de um dado recurso
deve sempre poder ser utilizado.

3. Aditividade: o custo total é a soma das parcelas associadas a cada ativi-
dade.
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4. Separabilidade: pode-se identificar de forma separada o custo (ou con-
sumo de recursos) espećıfico das operações de cada atividade. [16] p.
25

Se essas caracteŕısticas não forem satisfeitas é preciso recorrer a outra técnica de

Programação Matemática.

Um problema de Programação Linear está definido principalmente nas formas

canônica e padrão segundo [16]. A forma canônica é comumente utilizada na resolução

geométrica e é caracterizada pela presença de desigualdades nas restrições.

Definição 2.2.1. Sejam c1, c2, . . . , cn números reais, um problema de PL está na forma

canônica quando suas restrições estão na forma de inequações, isto é, está escrito como

Maximizar: f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn

sujeito a: 
a11x1 + . . .+ a1nxn ≤ b1

a21x1 + . . .+ a2nxn ≤ b2
...

am1x1 + . . .+ amnxn ≤ bm

e

x1, x2, . . . , xn ≥ 0

Para que o Algoritmo Simplex seja mais eficiente faz-se necessário escrever o pro-

blema na forma padrão, isto é, transformando o PPL em um programa de maximização,

utilizando as restrições no formato de igualdades, exceto as restrições de não-negatividade

e com todos os coeficientes do lado direito da igualdade não negativos [5].

Definição 2.2.2. Sejam c1, c2, . . . , cn números reais, um PPL está escrito na forma

padrão quando possui a forma

Maximizar: f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn

sujeito a: 
a11x1 + . . .+ a1kxk = b1

a21x1 + . . .+ a2kxk = b2
...

am1x1 + . . .+ amkxk = bm

onde k = m+ n, x1, x2, . . . , xn são as variáveis de decisão inicialmente observadas

no PPL e xn+1, xn+2, . . . , xk são as variáveis de sobra utilizadas para transformar um PPL

da forma canônica para a forma padrão.
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Os coeficientes aij para i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n são chamados de coeficientes

tecnológicos e formam a matriz de restrição A representada abaixo:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amn


Outra forma de definir um problema de PL é por meio de sua forma matricial como

segue: [16]

Definição 2.2.3. Representação matricial da forma Canônica:

Maximizar

z = ctx

sujeito a:

Ax ≤ b ou Ax ≥ b,

x ≥ 0

onde A é a matriz m × n, ct é a transposta da matriz formada pelo vetor linha

c = c1, . . . , cn, x = x1, . . . , xm e b = b1, . . . , bn são vetores coluna.

Definição 2.2.4. Representação matricial da forma Padrão:

Maximizar

z = ctx

sujeito a:

Ax = b, x ≥ 0

sendo b ≥ 0 dado.

Onde A é a matriz m × n, c = c1, . . . , cn é um vetor linha, x = x1, . . . , xm e

b = b1, . . . , bn são vetores coluna.

Sem perda de generalidade, é posśıvel converter um PPL em qualquer uma das

formas supracitadas, realizando algumas operações elementares.

2.2.1 Operações elementares

Serão destacadas aqui quatro operações elementares utilizadas para conversão de

um PPL em outro correspondente de acordo com [12].



30

1. Mudança na otimização da função. A função de objetivo pode ser uma minimização

em vez de uma maximização ou vice e versa. Para transformar um programa linear

de minimização em um programa linear de maximização basta negar os coeficientes

na função objetivo. Isto é, maximizar f(x) equivale a minimizar −f(x) e minimizar

f(x) equivale a maximizar −f(x).

2. Conversão de variáveis sem restrições de não-negatividade. Neste caso, é necessário

converter todas as restrições para restrições de não-negatividade. Para isso, faz-se a

substituição da variável xi por x
′
i− x

′′
i e acrescenta-se as condições x

′
i ≥ 0 e x

′′
i ≥ 0.

Desse modo, a função objetivo z = cx passa a ser z = cx
′
i − cx

′′
i e os termos aijxi

passam a ser aijx
′
i − aijx

′′
i com 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m.

3. Conversão de igualdades em desigualdades e vice e versa. No caso em que as res-

trições são igualdades e pretende-se escrevê-las como desigualdades usa-se o seguinte:

x = y se, e somente se, x ≥ y e x ≤ y. Portanto, é posśıvel substituir a restrição

de igualdade pelas duas restrições de desigualdade equivalentes. No caso em que

busca-se fazer a conversão de inequações para equações tem-se duas situações a

analisar:

� Se a inequação for na forma x1 + x2 + . . . + xn ≤ b acrescentar-se-á ao lado

esquerdo da inequação uma variável de folga xn+1, substitui-se o sinal ≤ por

= e acrescenta-se a condição de não-negatividade xn+1 ≥ 0 obtendo assim as

expressões x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1 = b e xn+1 ≥ 0.

� Se a inequação for na forma x1+x2+. . .+xn ≥ b subtrair-se-á ao lado esquerdo

da inequação uma variável de excesso xn+1, o sinal ≥ será substitúıdo por = e

a condição de não-negatividade xn+1 ≥ 0 será acrescentada obtendo assim as

expressões x1 + x2 + . . .+ xn − xn+1 = b e xn+1 ≥ 0.

4. Conversão de desigualdades do tipo maior do que ou igual a (≥) em desigualdades

do tipo menor do que ou igual a (≤) multiplicando a desigualdade por −1 e vice

versa.

Para que um PPL seja rodado no Algoritmo Simplex é necessário que ele cumpra

alguns requisitos: ter as condições de não-negatividade para todas as variáveis, as res-

trições precisam estar no formato igualdade e todos os termos independentes precisam ser

não-negativos.

Para compreender como funcionam estas operações, será mostrado como é feita a

conversão de um programa na forma canônica para a forma padrão utilizando as operações

elementares.
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Exemplo 2.2.1. Conversão do programa linear abaixo retirado de [12] para a forma

padrão: minimizar

2x1 + 7x2

sujeito a

x1 = 7

3x1 + x2 ≥ 24

x2 ≥ 0, x3 ≤ 0

Solução: O primeiro passo é converter o PPL de minimização em PPL de maxi-

mização negando os coeficientes na função objetivo.

maximizar

−2x1 − 7x2

sujeito à

x1 = 7

3x1 + x2 ≥ 24

x2 ≥ 0, x3 ≤ 0

A seguir, é necessário fazer a conversão da variável x1 que não tem restrição de

não-negatividade.

maximizar

−(2x′

1 − 2x
′′

1)− 7x2

sujeito a

x
′

1 − x
′′

1 = 7

3x
′

1 − 3x
′′

1 + x2 ≥ 24

x2 ≥ 0, x3 ≤ 0, x
′

1 ≥ 0, x
′′

1 ≥ 0

Defina a função objetivo igual a zero.

Em seguida, acrescenta-se a variável de folga x3 em

3x
′

1 − 3x
′′

1 + x2 ≥ 24

resultando no programa linear

maximizar

2x
′′

1 − 2x
′

1 − 7x2
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sujeito à

x
′

1 − x
′′

1 = 7

3x
′

1 − 3x
′′

1 + x2 − x3 = 24

x2 ≥ 0, x3 ≤ 0, x
′

1 ≥ 0, x
′′

1 ≥ 0

agora na forma padrão e pronto para ser executado pelo Algoritmo Simplex.

2.2.2 Aplicações da Programação Linear

Um problema de Programação Linear pode ser aplicado em diversas áreas. Por

esse motivo ele é tão importante e utilizado por qualquer profissional que deseje otimizar

seus custos e lucros. De acordo com [12], um problema de Programação Linear, PPL,

consiste em maximizar ou minimizar uma função condicionada a um conjunto finito de

restrições lineares.

Não existe uma regra fixa na hora de escrever a função objetivo e as restrições do

PPL. Para facilitar a elaboração do modelo matemático neste trabalho, serão estabelecidas

algumas etapas: Primeiro serão definidas as variáveis de decisão, depois determinar a

função objetivo que relaciona as variáveis do problema com o que se deseja otimizar.

Posteriormente serão definidos o conjunto de restrições que mostra os limites para as

variáveis.

A seguir serão resolvidos três exemplos de PPL. O primeiro e o terceiro foram

retirados do livro Programação Linear Série Pesquisa Operacional de [28] p.38 e p.67,

respectivamente, e o segundo foi retirado do livro Coordenadas no espaço [22] p.46.

2.2.3 Criação de um modelo de PPL

Exemplo 2.2.2. Problema de alocação de recursos: Uma fábrica possui dois tipos de

produto: standard e luxo. Cada modelo standard requer 4 horas de corte e 2 horas de

polimento; cada modelo luxo requer 2 horas de corte e 5 horas de polimento. A fábrica

possui 2 cortadoras e 3 polidoras. Sabendo-se que a semana de trabalho da fábrica é de 40

horas e que cada modelo standard dá um lucro de R$3,00 e cada modelo luxo R$4,00 e que

não há restrição de demanda, pede-se qual deve ser a produção da fábrica que maximiza

o lucro.

Solução: Retirando os dados do enunciado montou-se a tabela a seguir para

auxiliar no entendimento do problema:
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Tabela 2.1: Alocação de recursos

STANDARD LUXO RECURSOS DISPONÍVEIS

CORTE 4h 2h 2× 40 = 80

POLIMENTO 2h 5h 3× 40 = 120

A quantidade do produto standard será denominada por x e a quantidade do

produto luxo por y. Busca-se maximizar a função objetivo

L = 3x+ 4y

sujeita a:

4x+ 2y ≤ 80

2x+ 5y ≤ 120

Com a ajuda do GeoGebra obteve-se a figura a seguir que representa as restrições

da função objetivo e a região viável.

Figura 2.6: O conjunto de restrições

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

A Região Viável também é conhecida como Região Fact́ıvel. É nela que são encon-

trados todos os valores que satisfazem o sistema de inequações. Para encontrar a solução

ótima para o problema proposto será traçada a reta iso-lucro −3x − 4y = −1. Observe

que quanto mais longe da origem está a reta iso-lucro, maior será o lucro.
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Figura 2.7: Retas iso-lucro

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Portanto a reta iso-lucro que estabelece o maior lucro e atende a todas as restrições

impostas pelo problema é a reta L : 3x + 4y = 110 que passa pelo ponto A gerando um

lucro máximo de R$110,00 quando são produzidos 10 produtos standard e 20 produtos

luxo.

2.2.4 Resolução gráfica de um PPL

Exemplo 2.2.3. Uma fábrica de rações para animais produz rações de dois tipos, para

cães e para gatos, obtidos mediante a mistura de três ingredientes básicos: carne desi-

dratada, farinha de milho e farinha de soja. A tabela abaixo indica as quantidades de

ingredientes em um pacote de cada tipo de ração

Tabela 2.2: Quantidades de ingredientes em um pacote de cada tipo de ração

Ração para Carne desidr. f. de milho f. de soja

cães 3kg 1kg 1kg

gatos 2kg 2kg —

Para a próxima semana de produção, estão dispońıveis 1200kg de carne desidra-

tada, 800kg de farinha de milho e 300kg de farinha de soja. O lucro é de Cr$ 400,00 1 em

1A unidade monetária utilizada pelo autor foi mantida neste trabalho. Por esse motivo foi utilizada
Cruzeiros ao invés de Reais.
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cada pacote de ração para cães ou para gatos. A fábrica deseja decidir quantos pacotes

produzir de cada tipo de ração de modo a maximizar o lucro.

Solução: Denomina-se a quantidade de sacos de ração para cães de x e a quanti-

dade de sacos de ração para gatos de y. Busca-se maximizar a função objetivo

L = 400x+ 400y

sujeita à:

3x+ 2y ≤ 1200

x+ 2y ≤ 800

x ≤ 300

Note que

x ≥ 0, y ≥ 0

são restrições que também precisam ser atendidas, pois não é posśıvel ter produção nega-

tiva de ração. Com a ajuda do GeoGebra obtém-se a figura a seguir, que representa as

restrições da nossa função objetivo e a região Viável.

Figura 2.8: O conjunto de restrições e a reta iso-lucro

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Observe as retas iso-lucro em vermelho. Novamente a reta iso-lucro que garante o

lucro máximo é a reta mais distante da origem, neste caso a reta de equação 400x+400y =
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200000. Esta reta dá o lucro máximo de Cr$200.000,00 quando são vendidos 200 sacos de

ração para cães e 300 sacos de ração para gatos.

Exemplo 2.2.4. Um fazendeiro dispõe de 200 hectares cultiváveis para milho e/ou soja.

Os dados são os seguintes:

Tabela 2.3: Restrições do problema da fazenda I

Atividade Milho Soja Dispońıvel

Espaço 1 1 200

Preparo do terreno R$500, 00 R$700, 00 R$200.000, 00

Mão de obra (homens/dia) 15 18 20.000

Lucro R$900, 00 R$1.300, 00

Fonte: [28], p. 67

Qual deve ser a alocação da terra para os vários tipos de cultura de maneira a

maximizar os lucros?

Solução: A escolha da variável é feita da seguinte forma: cada hectare de milho

será representado por x e cada hectare de soja por y. Sendo assim, a função objetivo será

maximizar 900x+ 1300y. As restrições serão

x1 + x2 ≤ 200

15x1 + 18x2 ≤ 20000

500x1 + 700x2 ≤ 200000

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

As duas últimas restrições são chamadas de restrições de não-negatividade e apa-

recem por que não é posśıvel ter uma produção negativa. Colocando esses dados no

GeoGebra obtém-se o gráfico abaixo:
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Figura 2.9: Região viável do problema da fazenda I

Fonte: Elaborado pela autora, utilizando o GeoGebra on-line

Note que a região viável deste problema é o triângulo ABC de vértices A(0, 0),

B(0, 200) e C(200, 0). Testando esses valores na função objetivo obtém-se o lucro máximo

de R$260.000, 00 quando plantarem soja nos 200 hectares dispońıveis e não plantarem

milho.



3 Algoritmo Simplex

Quando existem muitas variáveis para se trabalhar, o uso do método gráfico se

torna inviável. Os problemas presentes na área de agropecuária, e na vida em geral,

possuem muitas variáveis, o que proporciona a busca por outros métodos e estratégias.

Nesta seção, será introduzido o método algébrico do Algoritmo Simplex, para resolução

de problemas de Programação Linear. Em um primeiro momento, serão apresentadas

algumas definições e teoremas necessários para a compreensão do método Simplex. Depois,

será explorado o Simplex na forma de tableau, além de apresentar algumas opções de

resolução utilizando softwares e recursos computacionais.

3.1 Definições e teoremas importantes

Nesta seção são apresentadas algumas definições e teoremas que ajudarão a com-

preender o funcionamento do Algoritmo Simplex. Todas as definições e teoremas apre-

sentados aqui foram retirados de [16] e [5].

Inicialmente, serão definidos conjunto convexo e ponto extremo de um conjunto

convexo, algumas propriedades e caracteŕısticas necessárias para o estudo de sistemas

indeterminados.

Definição 3.1.1. Um subconjunto C ⊂ Rn é convexo se, e somente se, para todos os

vetores x1, x2 ∈ C tem-se que (λx1 + (1–λ)x2) ∈ C e λ ∈ [0, 1].

Isto equivale a dizer que, para cada valor de λ ∈ [0, 1], a expressão (λx1+(1–λ)x2)

corresponde a um ponto no segmento de linha que une x1 a x2.

Observe os exemplos geométricos abaixo:
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Figura 3.1: Conjuntos convexos e conjuntos não-convexos

Fonte: Elaborado pela autora

Note que, no caso de conjunto não-convexo, nem todas as combinações lineares

convexas de dois vetores em C pertencerão a C.

Definição 3.1.2. Chama-se combinação linear convexa de um número finito de pontos

x1, x2, . . . , xn ao ponto x = λ1x1+λ2x2+. . .+λnxn, onde
∑n

k=1 λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Definição 3.1.3. Denomina-se ponto extremo de um conjunto C a todo o ponto x que não

pode ser expresso por combinação linear convexa de quaisquer outros dois pontos distintos

e igualmente pertencentes a C.

Em outras palavras, se x = λx1 + (1–λ)x2, com λ ∈ (0, 1) e x1, x2 ∈ C então

x = x1 = x2.

Sobre as soluções básicas e viáveis.

Definição 3.1.4. Sejam m e n, respectivamente, o número de equações linearmente in-

dependentes e o número de incógnitas de um sistema linear (m ≤ n), uma solução básica

para um PPL na forma padrão é obtida atribuindo-se o valor zero a n − m variáveis e

resolvendo-se o sistema de equações para as demais m variáveis.

Definição 3.1.5. Uma Solução Básica sem componentes negativos é denominada solução

básica viável.

Exemplo 3.1.1. Dadas as equações 2x1+3x2−5x3 = 12 e x1−3x2+2x3 = 7, determinar

as soluções básicas do sistema de equações.

Solução: Observe que há 2 equações linearmente independentes e 3 incógnitas.

Para obter a solução básica, é necessário atribuir o valor 0 a 3− 2 = 1 variáveis. Então:

� atribuindo x1 = 0

Quando x1 = 0 obtém-se o sistema{
3x2 − 5x3 = 12

−3x2 + 2x3 = 7
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e a solução básica encontrada é
(
0,−4, −5

2

)
.

� atribuindo x2 = 0

Quando x2 = 0 obtém-se o sistema

{
2x1 − 5x3 = 12

x1 + 2x3 = 7

e a solução básica encontrada é
(59
9
, 0,

2

9

)
.

� atribuindo x3 = 0

Quando x3 = 0 obtém-se o sistema

{
2x1 + 3x2 = 12

x1 − 3x2 = 7

e a solução básica encontrada é
(19
3
,
−2
9
, 0
)

Note que as soluções encontradas para os casos x1 = 0 e x3 = 0 não são viáveis,

pois ferem a condição de não-negatividade.

Definição 3.1.6. O conjunto C = {x tal que Ax = b, x ≥ 0} denomina-se conjunto de

soluções viáveis.

Da definição 3.1.5 acima decorrem os seguintes teoremas:

Teorema 3.1.1. O conjunto C das soluções viáveis de um modelo de Programação Linear

é um conjunto convexo.

Demonstração. Seja C o conjunto de todos os pontos x tais que

Ax = b, x ≥ 0

Sejam x1, x2 duas soluções distintas viáveis de C, então:

Ax1 = b, x1 ≥ 0

e

Ax2 = b, x2 ≥ 0

e seja x = λx1 + (1− λ)x2 com 0 ≤ λ ≤ 1, então:

Ax = A(λx1 + (1− λ)x2)
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= Aλx1 + A(1− λ)x2

= Ax1λ+ Ax2(1− λ)

= λb+ (1− λ)b = b

Teorema 3.1.2. Toda solução básica viável do sistema Ax = b é um ponto extremo do

conjunto de soluções viáveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstração. Seja C o conjunto de todos os pontos x tais que:

Ax = b, x ≥ 0

em que dizer que x ≥ 0 equivale a dizer que todas as coordenadas de x são não-nulas.

Seja ainda uma solução viável x de dimensão n, em que as m primeiras variáveis

são variáveis básicas sem perda de generalidade.

x = (x1, x2 . . . , xm, 0, . . . , 0)
t

Supõe-se, por absurdo, que x não seja um ponto externo do conjunto C. Logo, x pode

ser escrito como uma combinação convexa de dois pontos distintos y, z ∈ C.

x = λz + (1− λ)y (3.1)

com 0 ≤ λ ≤ 1. Como y, z ∈ C, tem-se:

Ax1 = b, x1 ≥ 0

e

Ax2 = b, x2 ≥ 0

Colocando a relação 3.1 em função de cada uma das coordenadas de x, tem-se:

x1 = λz1 + (1− λ)y1

x2 = λz2 + (1− λ)y2

...

xm+1 = λzm+1 + (1− λ)ym+1

0 = λzn + (1− λ)yn
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...

0 = λzn + (1− λ)yn

Devido às relações 0 ≥ λ ≥ 1, y ≤ 0 e z ≤ 0, as últimas n − m linhas só podem ser

satisfeitas em um dos três casos:

� 0 < λ < 1, ym+i = zm+i = 0 para i = (1, 2, . . . , n−m)

Nesse caso, haveria x = y = z. Logo y e z são soluções básicas.

� λ = 0 e ym+i = 0 para i = (1, 2, . . . , n−m). Análogo ao caso anterior.

� λ = 1 e zm+i = 0 para i = (1, 2, . . . , n−m). Análogo ao caso anterior.

Conclui-se, dessa forma, então, que não existem soluções viáveis y, z distintas de x para

que se tenha x = λz+(1−λ)y. Por contradição, demonstra-se que x é um ponto externo

de C.

O próximo teorema é uma associação que complementa a correspondência entre

solução básica e ponto externo.

Teorema 3.1.3. Um ponto x é extremo em um conjunto de soluções viáveis de um pro-

blema de Programação Linear se, e somente se, x ≥ 0 é uma solução básica do sistema

de equações lineares Ax = b.

Finaliza-se com o teorema mais importante, que relaciona os pontos extremos com

o valor da função objetivo, e diz respeito ao valor ótimo alcançado pela função objetivo.

Teorema 3.1.4. 1. Se uma função objetivo possui um máximo ou um mı́nimo finito,

então pelo menos uma solução ótima é um ponto extremo do conjunto convexo, no qual a

função está definida.

2. Se a função objetivo assume o máximo ou o mı́nimo em mais de um ponto extremo,

então ela toma o mesmo valor para qualquer combinação convexa desses pontos.

Demonstração Parte 1. Assume-se um conjunto convexo C. Seja z(x) a função objetivo

que toma o valor máximo M no ponto x0, então M = z(x0) ≥ z(x)∀x ∈ C. Sejam

x1, . . . , xm os pontos extremos do conjunto C. Supõe-se, por absurdo, que exista x0 ∈ C

que não é ponto extremo. Então:

x0 =
m∑
i=1

λixi = λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λmxm (3.2)

com

λi ≥ 0
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para

i = (1, 2, . . . ,m)

e
n∑

k=1

λi = λ1 + λ2 + . . .+ λm = 1

Assim,

z(x0) = z(λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λmxm)

= z(λ1x1) + z(λ2x2) + . . .+ z(λmxm)

= λ1z(x1) + λ2z(x2) + . . .+ λmz(xm) = M (3.3)

Considera-se o ponto extremo xp, com 1 ≤ p ≤ m, definido pela relação z(xk) = maxz(xi)

para i = (1, 2, . . . ,m). De 3.2 e 3.3 tem-se:

x0 =
m∑
i=1

λixi ≤ λ1z(xp) + λ2z(xp) + . . .+ λpz(xp) + . . .+ λmz(xp)

z(x0) ≤ (λ1 + λ2 + . . .+ λm)z(xp)

z(x0) ≤ z(xp)

Mas M = z(x0) ≤ z(x)∀x ∈ C. Absurdo!

Logo, é necessário que z(x0) = z(xp) = M e a solução ótima será um ponto extremo

de C.

Parte 2 Seja a função objetivo z(x) = ctx que assume o valor ótimo M nos pontos

extremos y, z ∈ C, isto é, M = cty = ctz. Seja x0 = (1− λ)z + λy. Então x0 ∈ C. Segue

que

M = ctx0 = ct
[
(1− λ)z + λy

]
Portanto, x0 também é uma solução ótima.

Com base nestes resultados teóricos, no caso de a matriz de restrições ser cons-

titúıda por equações lineares que formem uma figura convexa e compacta, então a solução

do modelo de PL será encontrada nos pontos extremos dessa figura. [16]

3.2 O Algoritmo Simplex

Escrever um modelo de PPL é tomar uma situação real e representá-la por meio

de equações e inequações. Para utilizar o método Simplex, é necessário trabalhar, inicial-



44

mente, com um sistema de equações que seja indeterminado, isto é, que possua infinitas

soluções. Quando se busca a melhor solução para um problema de PPL, nos depara-se

com duas dificuldades a serem vencidas:

� Como obter soluções viáveis básicas do sistema de equações.

� Como evitar o teste de todas as soluções viáveis básicas posśıveis para

garantir a otimização do sistema. [16] p. 91

É nesse contexto que o Algoritmo Simplex se destaca como uma ferramenta pode-

rośıssima.

O Simplex é um algoritmo que se utiliza de um ferramental baseado na Álgebra

Linear para determinar, por um método iterativo, a solução ótima de um PPL [16]. O

método Simplex cresceu e ganhou destaque com a ascensão dos computadores. Atual-

mente, é muito aceito em diversas áreas devido à sua “capacidade de modelar proble-

mas de decisão de gerenciamento importantes e complexos e sua capacidade de produzir

soluções em um peŕıodo de tempo razoável” [5] p.1

Na seção anterior, foi mostrado que, se existe uma solução ótima para um PPL,

existe, da mesma forma, um ponto extremo ótimo.

3.2.1 Funcionamento do Algoritmo Simplex

De acordo com [12], o Algoritmo Simplex “toma como entrada um programa linear

e retorna uma solução ótima”. Partindo de uma solução do PPL já conhecida, isto é, um

dos vértices da região viável, o algoritmo executa uma sequência de iterações. Depois

de analisar o vértice da solução conhecida, o algoritmo se move ao longo das arestas da

região viável e analisa os vértices de valor igual ou melhor do que os vértices já analisados.

O processo termina quando alcança o ponto ótimo. Essa é a interpretação geométrica do

Simplex. Neste trabalho, será aplicada a interpretação algébrica do PPL.

O funcionamento do Algoritmo Simplex descrito nessa subseção tem como base o

texto retirado de PHPSimplex [17].

O método Simplex só opera seguindo algumas restrições espećıficas. Serão traba-

lhados , nessa subseção, a notação matricial que consiste em:

Maximizar: f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn

sujeito a: 
a11x1 + . . .+ a1kxk = b1

a21x1 + . . .+ a2kxk = b2
...

am1x1 + . . .+ amkxk = bm
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onde, para k = m+ n, tem-se

A =


a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amk


como matriz dos coeficientes do sistema linear Ax = b, b = (b1, b2, . . . , bm) é o vetor

dos termos independentes, x = (x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xk) é o vetor formado pelas

variáveis de decisão e de sobra e c = (c1, c2, . . . , cm) é o vetor coluna dos coeficientes da

função objetivo.

É necessário fazer a normalização das restrições para adaptar o programa linear

para que seja executado pelo Algoritmo Simplex, isto é, converter as desigualdades em

igualdades.

� Se a inequação for na forma x1 + x2 + . . . + xn ≤ b serão acrescentadas ao lado

esquerdo da inequação, uma variável de folga xn+1, será substitúıdo o sinal ≤ por

= e acrescentada a condição de não-negatividade xn+1 ≥ 0 obtendo, assim, as

expressões x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1 = b e xn+1 ≥ 0.

� Se a inequação for na forma x1 + x2 + . . .+ xn ≥ b, será subtráıda ao lado esquerdo

da inequação, uma variável de excesso xn+1. Perceba que a variável de excesso fere

a condição de não-negatividade. Por esse motivo, é necessário incluir também uma

variável artificial xn+2. Agora, será substitúıdo o sinal ≥ por = e acrescentadas as

condições de não-negatividade xn+1 ≥ 0 e xn+2 ≥ 0 obtendo, assim, as expressões

x1 + x2 + . . .+ xn − xn+1 + xn+2 = b e xn+1 ≥ 0, xn+2 ≥ 0.

� Se já existir uma equação x1 + x2 + . . .+ xn = b, ainda será necessário acrescentar

uma variável artificial xn+1 ≥ 0, gerando a equação x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1 = b.

As variáveis artificiais ferem as leis da álgebra e, por esse motivo, devem ter valor

igual a zero na solução final. A tabela adaptada de PHPSimplex ajuda a entender o tipo

de variável que será utilizada em cada caso.

Tabela 3.1: Diferenças no Algoritmo Simplex quanto às desigualdades

Tipo de desigualdade Tipo de variável que aparece

≥ − excesso + artificial

= + artificial

≤ + folga

Fonte: Adaptado de [17]
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O objetivo do Algoritmo Simplex é otimizar uma função, isto é, maximizar ou

minimizar uma função. Essa diferença, entre maximizar ou minimizar uma função, faz

com que os critérios de parada e as condições de entrada e sáıda da base sejam diferentes

para cada caso. Observe o quadro abaixo:

Tabela 3.2: Diferenças no Algoritmo Simplex na maximização ou minimização de uma

função

Objetivo de maximização Objetivo de minimização

Condição de parada quando nenhum valor ne-

gativo aparece na linha z

quando nenhum valor po-

sitivo aparece na linha z

Condição de entrada na

base

o menor valor negativo na

linha z (ou aquele com o

maior valor absoluto en-

tre os negativos) indica a

variável xj que entra na

base

, o maior valor positivo na

linha zindica a variável xj

que entra na base

Condição sáıda na base uma vez obtida a variável

de entrada, a variável de

sáıda é determinada pela

menor razão
P0

xj

das estri-

tamente positivas

uma vez obtida a variável

de entrada, a variável de

sáıda é determinada pela

menor razão
P0

xj

das estri-

tamente negativas

Fonte: da autora

A fim de simplificar o racioćınio e prevenir erros, optou-se por converter todos os

PPL que serão trabalhados em PPL de maximização, por meio das operações elementares

apresentadas na seção 2.2.

Para solucionar um PPL já na forma padrão, será utilizado o tableau, uma das

formas de implementação do Simplex que ajudará a organizar as informações. O tableau

é uma tabela na qual constam as informações do PPL de maneira objetiva e serve ao

propósito de tornar as etapas do processo mais claras.

A primeira coluna do tableau é a coluna das variáveis básicas. Na segunda coluna,

há coeficientes das variáveis básicas presentes na função objetivo. Na terceira coluna, estão

os termos independentes de cada restrição. As colunas seguintes contêm as variáveis de

decisão e as variáveis de folga. Há, inclusive, uma linha t́ıtulo que identifica os termos

de cada coluna e duas linhas extras, sendo a primeira representando os coeficientes das

variáveis da função objetivo e a última linha, chamada de valores de indicador, que coleta

o valor da função objetivo e os custos reduzido zj − cj.
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Tabela 3.3: Modelo de construção do Tableau geral do Simplex

c1 c2 . . . cn

base cb P0 P1 P2 . . . Pn

P1 cb1 b1 a11 a12 . . . a1k

P2 cb2 b2 a21 a22 . . . a2k
...

...
...

...
...

. . .
...

Pm cbm bm am1 am2 . . . amk

z z0 z1 − c1 z2 − c2 . . . zn − cn

Os únicos valores que não sairão direto do modelo de PPL serão os valores da

linha z. Estes valores serão obtidos da seguinte forma: z =
∑

(cbi×xj) para i = 1, . . . ,m,

onde se j = 0, P0 = bi e c0 = 0, caso contrário Pj = aij. Quando não existem variáveis

artificiais, a linha z recebe ou valores de −z.
O algoritmo é finalizado quando a linha z não tem nenhum valor negativo, quando

o objetivo é a maximização. Os valores das variáveis que estão na base, isto é, atingiram

uma solução ótima, estão na coluna P0. Se uma variável não está na base, seu valor é

zero. O valor ótimo da função está na linha z coluna P0.

Resolvendo o exemplo 2.2.1 da seção 2.2 utilizando o Algoritmo Simplex, obtém-se

o modelo:

Exemplo 3.2.1. Denomina-se a quantidade do produto standard de x e a quantidade do

produto luxo de y. Busca-se maximizar a função objetivo

L = 3x+ 4y

sujeita à: {
4x+ 2y ≤ 80

2x+ 5y ≤ 120

e

x ≥ 0, y ≥ 0

Inicialmente, é necessário realizar uma mudança de variáveis, substituindo x por

x1, y por x2. O modelo reescrito fica assim:

Maximizar

L = 3x1 + 4x2

sujeito à: {
4x1 + 2x2 ≤ 80

2x1 + 5x2 ≤ 120
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e

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Para reescrever o modelo na forma padrão, é necessário normalizar as restrições,

transformando as inequações em equações, adicionando as variáveis de folga x3 e x4, o

que deixa o modelo com a forma:

Maximizar

z = 3x1 + 4x2 + 0x3 + 0x4

sujeito à: {
4x1 + 2x2 + 1x3 + 0x4 = 80

2x1 + 5x2 + 0x3 + 1x4 = 120

e

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

Igualar a função objetivo a zero, isto faz com que os coeficientes sejam multiplicados

por (−1).
Por fim, será escrita a tabela inicial do método Simplex, utilizando a tabela 3.3

como modelo.

Tabela 3.4: Tableau inicial do Simplex

0 0 3 4 0 0

base cb P0 P1 P2 P3 P4

P3 0 80 4 2 1 0

P4 0 120 2 5 0 1

z 0 -3 -4 0 0

Na tabela 3.4, é escolhida a coluna que tem o menor valor negativo na linha z.

Esta coluna é denominada de coluna pivô. Ela indicará qual variável vai entrar na base.

Em seguida, são divididos os valores da coluna P0 pelos valores da coluna pivô. A linha

que obtém o menor resultado nesta divisão recebe o nome de linha pivô. No cruzamento

da linha pivô com a coluna pivô, obtém-se a célula pivô. Neste caso, a célula pivô é

5. Para obter a próxima tabela, é necessário começar transformando a célula pivô em

1. Para isso, divide-se a linha pivô por 5, neste caso. O objetivo é zerar os termos na

coluna P2, exceto o termo da célula pivô. Para isso, é utilizado o método da Eliminação

Gauss-Jordan apresentado na seção 2.1.3. Com isso, P2 entra na base no lugar de P4. O

resultado é a tabela 3.5 abaixo.
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Tabela 3.5: Tableau após 1a iteração

0 0 3 4 0 0

base cb P0 P1 P2 P3 P4

P3 0 32 16
5

0 1 −2
5

P2 4 24 2
5

1 0 1
5

z 96 −7
5

0 0 4
5

O único coeficiente negativo na linha z da tabela 3.5 é −7
5
. Fazendo a divisão

entre os termos da coluna P1 pelos termos da coluna P0, é encontrado 10 na linha P3 e

60 na linha P2. Por isso, a linha pivô, nesse caso, é a linha P3 e a célula pivô é linha

P3 e coluna P1. Sendo assim, P1 entra na base no lugar de P3. Repete-se o processo

de transformar o elemento da célula pivô em 1 e zerar os outros termos da coluna P1,

utilizando a Eliminação Gauss-Jordan.

Tabela 3.6: Tableau após 2a iteração

0 0 3 4 0 0

base cb P0 P1 P2 P3 P4

P1 3 10 1 0 5
16

1
8

P2 4 20 0 1 −1
8

1
4

z 110 0 0 7
16

5
8

Observe que os coeficientes da linha z são todos não-negativos, isso é o que indica

que o Algoritmo Simplex deve ser finalizado. Na coluna P0, obtém-se os valores de x1 e

x2, que atingem a solução ótima e o valor ótimo de Z.

3.2.2 Método das Duas Fases

O método das Duas Fases é uma extensão do método Simplex e se aplica em casos

nos quais as restrições do PPL na forma padrão estão no formato de ≥ e =. A primeira

fase do problema consiste em zerar a soma das variáveis artificiais para evitar violação

das leis matemáticas.

A primeira linha da tabela de duas fases terá coeficientes zero para todas as

variáveis, exceto as variáveis artificiais, que recebem os coeficientes −1. A outra dife-

rença entre os dois métodos é a necessidade de se calcular a linha z. Para simplificar,

apresenta-se um exemplo numérico.

Exemplo 3.2.2. Pede-se

Minimizar 2x1 + 7x2
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Sujeito à: 
x1 = 7

3x1 + x2 ≥ 24

x1, x2 ≥ 0

A primeira tabela obtida é:

Tabela 3.7: Tableau inicial do método das Duas Fases
0 0 0 0 0 -1 -1

base cb P0 P1 P2 P3 P4 P5

P4 -1 7 1 0 0 1 0

P5 -1 24 3 1 -1 0 1

z -7-24=-31 -1-3=-4 0-1=-1 -(-1)-0=1 0 0

Resolvendo de maneira análoga ao método Simplex, obtém-se as tabelas 3.8 e 3.9:

Tabela 3.8: Tableau 1a iteração do método das Duas Fases

0 0 0 0 0 -1 -1

base cb P0 P1 P2 P3 P4 P5

P1 0 7 1 0 0 1 0

P5 -1 3 0 1 -1 -3 1

z -3 0 -1 1 4 0

Tabela 3.9: Tableau 2a iteração do método das Duas Fases

0 0 0 0 0 -1 -1

base cb P0 P1 P2 P3 P4 P5

P1 0 7 1 0 0 1 0

P2 0 3 0 1 -1 -3 1

z 0 0 0 0 1 1

Aqui aparecerão duas opções:

1. Se os erros forem solucionados, isto é, a soma das variáveis artificiais for zerada,

será seguido para a segunda fase, reorganizando os dados da tabela; ou

2. Se os erros não forem solucionados, não há necessidade de continuar, pois o problema

não será viável;
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Esse exemplo se encaixa no primeiro item, por isso é posśıvel executar a segunda

fase.

A segunda fase faz uma adaptação da tabela resultante da primeira fase retirando as

colunas das variáveis artificiais, substituindo a linha da função objetivo pela do problema

original e calculando novamente a linha z.

Tabela 3.10: Tableau 2a iteração do método das Duas Fases

0 0 -2 -7 0

base cb P0 P1 P2 P3

P1 -2 7 1 0 0

P2 -3 3 0 1 -1

z -35 0 0 7

A solução ótima é z=35 quando x1 = 7 e x2 = 3.

3.2.3 Casos excepcionais

Empate na entrada

Quando ocorre empate na entrada de variáveis, isto é, duas variáveis com o mesmo

valor, qualquer uma pode ser escolhida sem alterar o resultado final, influenciando apenas

o número de iterações. Neste caso, deve-se dar preferência para as variáveis básicas, pois

são elas que darão a solução ótima.

Degeneração

A degeneração ocorre quando há um empate na sáıda e consiste em ter o algoritmo

voltando para o mesmo ponto do espaço viável.

Múltiplas soluções

Um PPL tem múltiplas soluções quando uma variável de decisão não básica tiver

valor zero na linha z, no momento em que o algoritmo for finalizado. É posśıvel obter outra

solução com o mesmo valor ótimo fazendo com que a variável não básica com valor zero

na linha z entre na base. Qualquer combinação linear de duas soluções ótimas também

será ótima.



52

3.3 Diferenças entre o método Simplex e o método

das Duas Fases

Sintetizando o que foi explanado neste caṕıtulo, destaca-se a resolução de um

problema de PL utilizando o fluxograma abaixo:

Figura 3.2: Método Simplex x Método das Duas Fases

Fonte: PHPSimplex [17]



4 Programação Linear aplicada à agro-

pecuária

A pesquisa operacional consegue otimizar qualquer setor produtivo e está direta-

mente ligada à matemática. Por esse motivo foi escolhido apresentar a PL aos alunos

do Ensino Médio do curso técnico em agropecuária relacionando com os tópicos estuda-

dos. Propõe-se neste caṕıtulo algumas atividades adaptadas de [28] e [16] que podem ser

aplicadas ao curso técnico. Os problemas abordam temas contemplados pela [9] e pelo

curŕıculoES [13].

Optou-se por enfatizar o problema da dieta (aplicado ao manejo animal), o pro-

blema do śıtio e o problema da cooperativa agŕıcola presentes em [16]. Como os nomes

sugerem, estes problemas tratam da quantidade de nutrientes da alimentação, da produção

de determinadas culturas por metro quadrado e da relação entre água e área para cultivo.

A proposta inicial era que os alunos do curso técnico obtivessem os dados para

montar o PPL com os agricultores da região, contudo isso não foi posśıvel devido às

restrições impostas pela quarentena da COVID-19.

Um dos principais modelos de PPL na agropecuária é o que procura determinar

qual é o melhor uso para a área de produção gastando menos e produzindo mais. Por

esse motivo, o primeiro exemplo foi retirado de [28] p. 64 e 65 e trata de um modelo que

busca determinar qual é o melhor uso da terra no plantio de até quatro culturas: milho,

trigo, soja e açúcar, que será denominado de problema da fazenda II, pois se trata de uma

versão estendida do exemplo 2.2.4 da seção 2.2.

Exemplo 4.0.1. Busca-se a solução que maximiza o lucro. As restrições se referem ao

espaço utilizado, gastos com preparo do terreno e utilização de mão de obra. Na matriz

abaixo, a variável “milho” se refere ao espaço alocado para milho e o mesmo é válido para

as outras variáveis.
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Tabela 4.1: Restrições do problema da fazenda II

Atividade Milho Trigo Soja Açúcar Dispońıvel

Espaço 1 1 1 1 400

Preparo do terreno R$1.000 R$1.200 R$1.500 R$1.200 R$500.000

Mão de obra(homens/dia) 20 30 25 28 10.000

Lucro unitário R$600 R$800 R$900 R$500

Fonte: [28], p. 64

Diferentemente dos problemas apresentados na seção 2.2, aqui não é viável resolver

o PPL pelo método geométrico, pois possui quatro variáveis de decisão. Será, portanto,

resolvido pela forma algébrica utilizando o tableau.

A escolha da variável será resolvida da seguinte forma: a quantidade de hectares

de milho será representada por x1, a quantidade de hectares de trigo por x2 e assim por

diante. Sendo assim, a função objetivo será maximizar 600x1 + 800x2 + 900x3 + 500x4.

Sujeito às restrições
x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 400

1000x1 + 1200x2 + 1500x3 + 1300x4 ≤ 500000

20x1 + 30x2 + 25x3 + 28x4 ≤ 10000

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

As duas últimas restrições denominam-se restrições de não-negatividade e aparecem

porque é imposśıvel ter uma produção negativa.

Para escrever este problema como um programa linear que pode ser executado

pelo Simplex, isto é, na forma padrão, é necessário adicionar as variáveis de folga x5,

x6 e x7 já que as restrições existentes são do tipo ≤ obtendo assim o PPL maximizar

600x1 + 800x2 + 900x3 + 500x4.

As restrições serão reescritas como:
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 400

1000x1 + 1200x2 + 1500x3 + 1300x4 + x6 = 500000

20x1 + 30x2 + 25x3 + 28x4 + x7 = 10000

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0, x7 ≥ 0

Passando esses dados para o tableau, obtém-se a tabela 4.2:
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Tabela 4.2: Tableau inicial do Problema da fazenda II
0 0 600 800 900 500 0 0 0

base cb P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P5 0 400 1 1 1 1 1 0 0

P6 0 500000 1000 1200 1500 1300 0 1 0

P7 0 10000 20 30 25 28 0 0 1

z 0 -600 -800 -900 -500 0 0 0

A coluna pivô é a que contém o menor valor negativo, portanto é P3 e a linha

pivô é a linha que contém o menor resultado da razão P0

P3
, neste caso, a linha pivô é P6.

Portanto, P3 entra na base e P6 sai da base. A célula pivô é 1500. Ao usar o método da

Eliminação de Gauss para eliminar os coeficientes da coluna pivô, exceto o coeficiente da

célula pivô obtém-se a tabela abaixo:

Tabela 4.3: 1a iteração do Problema da fazenda II

0 0 600 800 900 500 0 0 0

base cb P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P5 0 200
3

1
3

1
5

0 2
15

1 −1
1500

0

P3 900 1000
3

2
3

4
5

1 13
15

0 1
1500

0

P7 0 5000
3

10
3

10 0 19
3

0 −1
60

1

z 300000 0 -80 0 280 0 3
5

0

O único coeficiente negativo na linha z é −80 e, portanto, determina a coluna pivô

P2 e a linha pivô é a linha que contém o menor resultado da razão P0

P2
neste caso P7. Sendo

assim, P2 entra na base e P7 sai da base. A célula pivô é 10. Novamente, utiliza-se o

método da Eliminação de Gauss para zerar os coeficientes da coluna pivô, com exceção

do elemento da célula pivô:

Tabela 4.4: 2a iteração do Problema da fazenda II

0 0 600 800 900 500 0 0 0

base cb P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P5 0 100
3

4
15

0 0 1
150

1 −1
3000

−1
50

P3 900 200 2
5

0 1 9
25

0 1
500

−2
25

P2 800 500
3

1
3

1 0 19
30

0 −1
600

1
10

z 940000
3

80
3

0 0 992
3

0 7
15

8

Todos os valores da linha z são nulos ou positivos. Isso mostra que o algoritmo

alcançou a solução ótima z = 940000
3

quando x1 = 0, x2 =
500
3
, x3 = 200 e x4 = 0.
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Após a solução deste problema, junto com os alunos, será proposta a resolução da

lista contida no apêndice A.

4.1 Procedimentos metodológicos

Seguindo o proposto pela [9], na competência espećıfica 3, os problemas formulados

surgiram de situações que os estudantes podem vivenciar no dia a dia fazendo com que

tenham significado real.

Os alunos podem sugerir algumas propriedades para a visita técnica, mas a escolha

será feita pelo professor responsável e limitada a duas propriedades que precisam atender

alguns requisitos: produzir mais de 3 cultivos, podendo ser horticultura, café, feijão, milho,

pimentão, tomate, inhame, banana ou outro produzido na região. Para o problema da

dieta animal podem escolher propriedades com qualquer criação animal como bovinos,

súınos, caprinos, galináceos, coelhos, peixes ou outros, desde que possam responder aos

tópicos presentes no roteiro do Apêndice B.

O apêndice B contém um roteiro simples com um conjunto de perguntas, orga-

nizadas para que seja posśıvel compreender a experiência do agricultor ou pecuarista.

As perguntas foram escolhidas tendo como base os modelos do apêndice A. Algumas

informações também podem ser obtidas junto à secretaria de agricultura do munićıpio.

Este estudo será guiado pela sequência didática organizada na tabela 4.5, abaixo

representada, que sintetiza as principais informações:
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Tabela 4.5: Sequência didática

Tema Programação Linear e Algoritmo Simplex: uma pro-

posta de abordagem no curso Técnico em Agro-

pecuária

Justificativa Aproximar a matemática ensinada na escola da

aplicação no dia a dia. Mostrar uma aplicação do

conteúdo na vida do aluno.

Competências e Habilidades (EM13MAT301),(EM13MAT315)

Tempo 11 aulas

Materiais e recursos Caṕıtulos 2 e 3 deste trabalho; Apêndices A e B

Conteúdos Equações, inequações, sistemas de equações, Eli-

minação Gaussiana, Eliminação de Gauss-Jordan,

Programação Linear, Algoritmo Simplex,

Objetivos gerais e espećıficos Espera-se que o aluno compreenda o que é um PPL,

compreenda o funcionamento do Algoritmo Simplex e

entenda o uso e as vantagens do PPL na agropecuária

Desenvolvimento

A atividade foi pensada para grupos de 2 ou 3 alunos e foi dividida da seguinte

forma:

1. Apresentação da teoria

Revisar os tópicos de equação, inequação e sistemas lineares;

Apresentar os conceitos de PL;

Apresentar os conceitos do método Simplex;

Resolução da lista de problemas contida no apêndice A, pela forma algébrica do

Simplex;

2. Apresentação da proposta de pesquisa: objetivos, justificativa, metodologia, etc;

3. Visita técnica e obtenção de dados;

Análise e discussão dos dados obtidos;

Modelagem do PPL;

Resolução do PPL obtido por meio do Algoritmo Simplex (manual e com o uso

de software e recurso computacional);

Análise dos resultados do modelo;
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O primeiro item compreende as explicações presentes nos caṕıtulos 2 e 3 e se

encaixa na etapa de interação proposta por [7]. O segundo item compreende o exposto

nesta seção. O terceiro item se aplica na modelagem dos dados que seriam obtidos na

visita técnica.

4.2 Construindo os modelos de programação linear

O terceiro item do presente estudo está compreendido na matematização. Nessa

etapa, será feita a passagem da situação real, ou seja, dos dados obtidos, para a escrita

matemática ou criação do modelo matemático, conforme discutido na seção 1.4.

Após a obtenção de dados na visita técnica, espera-se discutir as informações com

os colegas e identificar quais são as variáveis de decisão, quais as restrições e qual a

função objetivo que se deseja otimizar, além de verificar se essa função é de maximização

ou minimização. De posse desses dados, espera-se que os alunos modelem uma situação

real, próxima do cotidiano deles e que se assemelhe ao problema da dieta (animal) ou da

determinação do melhor uso da terra. Outros problemas podem surgir.

O próximo passo é organizar os dados em tabelas. Espera-se que os alunos orga-

nizem tabelas semelhantes aos exemplos apresentados neste trabalho e que utilizem estes

dados para construir o modelo do programa linear que se deseja otimizar e resolver de

forma algébrica utilizando o tableau.

A avaliação do modelo será feita comparando os dados obtidos com os dados dos

produtores a fim de perceber se a produção (ou o lucro) pode ser melhorada com a

otimização dos recursos.

Detalhamento das aulas:

1a e 2a aulas: Revisão dos conteúdos apresentados no caṕıtulo 2 deste trabalho:

equações, inequações, sistemas lineares por meio de exemplos.

3a aula: Apresentação do escalonamento e da eliminação de Gauss-Jordan por

meio de exemplos e atividades.

4a, 5a e 6a aulas: Estudo da Programação Linear e do Algoritmo Simplex. Apre-

sentação do ORSimplex e do PHPSimplex.

7a e 8a aulas: Visita técnica para obtenção de dados.

9a e 10a aulas: Obtenção do modelo e discussão dos dados.

11a aula: Análise e discussão dos modelos.



5 Recursos tecnológicos

Há diversos softwares e aplicativos no mercado que são úteis para a resolução de

programas lineares. Serão apresentados neste caṕıtulo os que foram mais atraentes, seja

pela simplicidade de utilização ou pelos benef́ıcios oferecidos. Não será apresentado o

Solver, pois este já foi abordado em diversos outros trabalhos.

5.1 PHPSimplex

O PHPSimplex [17] é uma ferramenta computacional encontrada livremente na

internet e apresenta um site completo sobre o assunto, trazendo tanto a solução passo a

passo do método Simplex ou Duas Fases, utilizando o tableau, quanto a solução geométrica

do PPL. O [17] foi desenvolvido em 2006 por Daniel Izquierdo Granja e Juan José Ruiz

Ruiz a fim de comprovar os resultados dos cálculos feitos à mão.

A ferramenta foi criada para ajudar alunos dos cursos de engenharia ou estudantes

da Pesquisa Operacional. Com uma interface amiga e uso intuitivo, o PHPSimplex não

exige o uso de nenhuma linguagem de programação, não tem limitações quanto ao número

de variáveis de decisão ou o número de restrições do problema, não precisa de download e

instalação. Por todas essas vantagens diante de outros softwares existentes, foi decidido

compartilhar a ideia na internet.

O site conta com uma rápida explicação do funcionamento da plataforma. Traz

teoria e exemplos do método Simplex e de Duas Fases, bem como exemplos de modelagem

de alguns problemas comuns dentro da PL. Ainda traz a biografia do criador do método

Simplex, George Dantzig e uma entrevista com ele. Apresenta suporte para as ĺınguas

Espanhol, Inglês, Francês e Português. Embora possa ser usado no celular, necessita de

acesso a internet. A página inicial do PHPSimplex está apresentada na figura 5.1 abaixo:
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Figura 5.1: Página inicial do PHPSimplex

Fonte: Elaborado pela autora

No campo “método” podemos escolher entre a resolução pelo método Simplex/Duas

Fases ou a resolução gráfica.

Depois de inserir a quantidade de restrições e de variáveis de decisão o site direciona

para a segunda tela onde deve ser feita a escolha do objetivo da função: maximizar

ou minimizar. Nesta mesma tela são inseridos os coeficientes da função objetivo e das

restrições, bem como a escolha do tipo de restrição.

Figura 5.2: Introdução dos coeficientes no PHPSimplex

Fonte: Elaborado pela autora

A próxima tela já apresenta o PPL na forma padrão, mostrando quais foram as

variáveis de folga, artificiais ou de excesso que foram acrescentadas. Esta tela mostra, da



61

mesma forma, se o PPL será resolvido pelo Algoritmo Simplex ou pelo método das Duas

Fases.

Figura 5.3: Padronização do PPL no PHPSimplex

Fonte: Elaborado pela autora

Ao clicar em “Continuar” o site direciona para as tabelas que mostram o passo a

passo da resolução e que já foram apresentadas no caṕıtulo 3. Se for escolhida a solução

direta o site direciona para a última tabela já com a solução ótima do problema.

5.2 ORSimplex

O ORSimplex é um aplicativo para celular desenvolvido por IMAS em 2017 que usa

algoritmos rápidos para cálculo do Algoritmo Simplex. Além de bem intuitivo, mesmo em

inglês, ele é gratuito e resolve problemas com até 30 variáveis de decisão e 30 restrições.

Embora não mostre o passo a passo nem o acréscimo de variáveis de folga, de excesso e

artificiais, ele oferece uma solução rápida que pode ser aproveitada para conferência dos

cálculos feitos em sala. Não precisa de acesso à internet.
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Figura 5.4: Página inicial do ORSimplex

Fonte: Elaborado pela autora

A figura abaixo mostra a página para inserção de dados no ORSimplex. Aqui feita

a escolha entre problema de maximização ou minimização bem como o preenchimento dos

campos da quantidade de restrições e de variáveis que o problema tem.
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Figura 5.5: Inserção dos dados do PPL no ORSimplex

Fonte: Elaborado pela autora

Note que o aplicativo tem telas parecidas com as telas do PHPSimplex, o que

possibilita o trabalho com as duas plataformas sem confundir o aluno. Na figura 5.6 há

os tableaus de solução do Algoritmo Simplex. A linha z é a linha da função objetivo. As

colunas R1 e R2 são as colunas das variáveis artificiais e a coluna BFS é a coluna dos

termos independentes.
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Figura 5.6: Solução do PPL no ORSimplex

Fonte: Elaborado pela autora



CONSIDERAÇÕES FINAIS

Embora o Algoritmo Simplex pareça ser algo muito dif́ıcil e distante da realidade

dos alunos, ele tem muito a oferecer. Apresentar a Programação Linear no Ensino Médio

abre um leque de possibilidades dando ao aluno opções que podem ser aplicadas no mundo,

de matemática real e contextualizada condizente com a sua realidade. Além disso, a

Programação Linear e o Algoritmo Simplex podem ser adaptados para qualquer ano do

Ensino Médio, respeitando as limitações oferecidas em cada etapa.

Mesmo a proposta de atividade não tenha sido aplicada devido às restrições im-

postas pela COVID-19, fomenta-se neste trabalho todo o conteúdo necessário para a

compreensão da PL e do Algoritmo Simplex. Foi feita uma abordagem objetiva e em lin-

guagem acesśıvel tanto para docentes quanto para discentes. Espera-se que esta proposta

seja útil aos professores que queiram apresentar uma aplicação da Matemática.

Optou-se por utilizar o PHPSimplex e o ORSimplex a fim de auxiliar na compre-

ensão do conteúdo e agilizar os cálculos, já pensando em problemas com mais de três

variáveis. Entretanto, julga-se necessário que os alunos entendam o funcionamento do

Algoritmo Simplex antes de utilizar os recursos computacionais e aplicativos.

Para os trabalhos futuros espera-se aplicar essa atividade para ver se é posśıvel

otimizar a produção nas propriedades, onde será feita a visita técnica. Pretende-se, da

mesma forma, propor a criação de um pseudocódigo, e até mesmo um aplicativo, feito

pelos próprios alunos, que resolvam os sistemas encontrados nas atividades propostas,

estimulando assim o estudo de computação e programação nas escolas.

Outras questões que podem ser desenvolvidas são a abordagem geométrica do Algo-

ritmo Simplex com ênfase na geometria anaĺıtica, bem como a exploração da Programação

não-Linear em outros conteúdos da Educação Básica.
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pońıvel em: https://www.sbc.org.br/documentos-da-sbc/summary/203-educacao-

basica/1220-bncc-em-itinerario-informativo-computacao-2. Acessado em: 23 de jul.

de 2020n. ed.



69

[33] STEPHENSON, C.; BARR, V. Bringing Computational Thinking to K-12:

What is Involved and What is the Role of the Computer Science Education

Community?, ACM Transactions on Computational Logic, Volume 2. No1, March
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A Lista de problemas de programação

linear direcionada à agropecuária

Sobre os problemas apresentados neste anexo pede-se para otimizar. Os problemas

01 e 02 devem ser feitos manualmente com o uso do tableau. Os demais problemas podem

ser solucionados utilizando os recursos computacionais apresentados no caṕıtulo 5.

01. Um fazendeiro dispõe de 200 hectares cultiváveis para milho e/ou soja. Os

dados são os seguintes:

Tabela A.1: RESTRIÇÕES DO PROBLEMA DA FAZENDA I

Atividade Milho Soja Dispońıvel

Espaço 1 1 200

Preparo do terreno R$500, 00 R$700, 00 R$200.000, 00

Mão de obra (homens/dia) 15 18 20.000

Lucro R$900, 00 R$1.300, 00

Fonte: [28], p. 67

Qual deve ser a alocação da terra para os vários tipos de cultura de maneira a

maximizar os lucros?

02. Um fazendeiro dispõe de 400 hectares cultiváveis com milho, trigo ou soja.

Cada hectare de milho envolve custos de R$ 2.000,00 para preparação do terreno, 20

homens/dia de trabalho e gera um lucro de R$ 600,00. Um hectare de trigo envolve

custos de R$ 2.400,00 para preparação, requer 30 homens/dia de trabalho e gera um

lucro de R$ 800,00. Finalmente, um hectare de soja envolve gastos de R$ 1.400,00, 24

homens/dia e um lucro de R$ 400,00. O fazendeiro dispõe de R$ 500.000,00 para cobrir os

custos de preparação do terreno e pode contar também com 8.000 homens/dia de trabalho.

Qual deve ser a alocação da terra para os vários tipos de cultura de maneira a maximizar

os lucros?

03. O Problema do Śıtio

Um sitiante está planejando sua estratégia de plantio para o próximo ano. Por

informações obtidas nos órgãos governamentais, sabe que as culturas de trigo, arroz e
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milho serão as mais rentáveis na próxima safra. Por experiência, sabe que a produtividade

de sua terra para as culturas desejadas é a constante na tabela A.1:

Tabela A.2: RESTRIÇÕES DO PROBLEMA DO SÍTIO

Trigo Arroz Milho

Produtividade em kg por m2

(experiência)

0,2 0,3 0,4

Lucro por kg de produção

(informações do governo)

10,8 centavos 4,2 centavos 2,03 centavos

Fonte: Adaptado de [16], p. 31

Por falta de um local de armazenamento próprio, a produção máxima, em tone-

ladas, está limitada a 60. A área cultivável do śıtio é de 200.000 m2. Para atender às

demandas de seu próprio śıtio, é imperativo que se plante 400 m2 de trigo, 800 m2 de

arroz e 10.000 m2 de milho.

04. O Problema da Dieta

Na tabela a seguir fornecemos as necessidades alimentares semanais de certo ani-

mal. Que mistura dessas rações satisfaz os requisitos alimentares a um custo mı́nimo para

o proprietário?

Tabela A.3: RESTRIÇÕES DO PROBLEMA DA MISTURA DE RAÇÕES

Ração Protéınas (Uni-

dades/Kg)

Carboidratos

(Unidades/Kg)

Custo (R$/Kg)

A 25 55 R$3,00

B 25 20 R$2,00

C 45 10 R$4,00

D 35 35 R$3,00

E 25 20 R$3,00

Mı́nimo (uni-

dades)

200 250

Fonte:

Adaptado de [28], p. 67

05. Um fazendeiro está criando porcos e deseja determinar que quantidades dos

tipos de alimentos dispońıveis deveria dar a cada porco para atingir certas exigências

nutritivas a um custo mı́nimo. A tabela seguinte fornece a composição dos alimentos

(unidades/kg). Pede-se a formulação de custo mı́nimo.
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Tabela A.4: RESTRIÇÕES DA DIETA DOS COELHOS

Carboidratos Protéınas Vitaminas Custo (R$/Kg)

Milho 80 15 20 R$0,50

Trançagem 50 60 30 R$0,25

Alfa 20 40 50 R$0,30

Exigência diária mı́nima 250 200 180

Fonte: Adaptado de [28], p. 223



B Roteiro de pesquisa

Introdução:

� Identificar como alunos do curso técnico em agropecuária da E.E.E.F.M. “Victório

Bravim”.

� Explicar o propósito desta pesquisa: Angariar informações para melhorar o lucro da

propriedade.

Aquecimento:

� Tamanho da propriedade;

� Principais cultivos;

� A principal produção da propriedade é agricultura ou pecuária;

� Principal escoamento;

� Quanto tempo o produtor trabalha com agricultura ou com pecuária;

Questões principais:

Para o modelo que determina o melhor uso da terra precisamos saber:

� Qual a produtividade em kg/m2?

� Qual o lucro por kg produzido de determinado cultivo (café, inhame, pimentão,

etc.)?

� Qual é o espaço (área) dispońıvel para o armazenamento?

� Qual o gasto com preparo do terreno (insumos, mão de obra, etc)?

� Qual a demanda da área de produção?

� Qual o valor máximo dispońıvel para investimento?

� Qual a disponibilidade de mão de obra (homens/dia) e quantos de mão de obra é

necessário em cada cultivo?
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Para o modelo da formulação da ração precisamos saber:

� Necessidade diária de alimentação de cada animal com que se está trabalhando;

� A quantidade de cada nutriente presente na ração;

� A quantidade de protéınas, carboidratos, gorduras presentes na ração;



C Solução dos exerćıcios do Apêndice

A

01. Variáveis de decisão: x1= quantidade de hectares de milho; x2 = quantidade

de hectares de soja;

Maximizar:

Lucro = 900x1 + 1300x2

Sujeito a:

x+ y ≤ 200

15x+ 18y ≤ 20000

500x+ 700y ≤ 200000

x ≥ 0, y ≥ 0

Solução ótima encontrada: Lucro = R$260.000, 00 x1 = 200 e x2 = 0.

02. Variáveis de decisão: x1= área de cultivo de trigo em hectare; x2= área de

cultivo de arroz em hectare; x3= área de cultivo de milho em hectare.

Maximizar:

Lucro = 600x1 + 800x2 + 400x3

Sujeito a:

x1 + x2 + x3 ≤ 400

2000x1 + 2400x2 + 1400x3 ≤ 500000

20x1 + 30x2 + 24x3 ≤ 8000

x1, x2, x3 ≥ 0

Solução ótima encontrada: Lucro = R$500000
3

= R$166666, 67, x1 = 0, x2 =
625
3

= 208, 33

e x3 = 0.

03. Variáveis de decisão: x1= área de cultivo de trigo em m2; x2= área de cultivo

de arroz em m2; x3= área de cultivo de milho em m2.
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Maximizar:

Lucro = 0, 2× 10, 8x1 + 0, 3× 4, 2x2 + 0, 4× 2, 03x3

Sujeito a:

0, 2x1 + 0, 3x2 + 0, 4x3 ≤ 60000

x1 + x2 + x3 ≤ 200000

x1 ≥ 400, x2 ≥ 800, x3 ≥ 10000

x1, x2, x3 ≥ 0

Solução ótima encontrada pelo método das Duas Fases: Lucro = R$417800, 00, x1 =

189200, x2 = 800 e x3 = 10000.

04. Variáveis de decisão: x1= quantidade de quilogramas da ração A; x2=quantidade

de quilogramas da ração B; x3= quantidade de quilogramas da ração C;x4=quantidade

de quilogramas da ração D; x5= quantidade de quilogramas da ração E.

Minimizar:

Custo = 3x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 3x5

Sujeito a:

25x1 + 25x2 + 45x3 + 35x4 + 25x5 ≥ 200

55x1 + 20x2 + 10x3 + 35x4 + 2801x5 ≥ 250

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

Solução ótima encontrada pelo método das Duas Fases: Custo = R$18, 57; x1 = 2, 57;

x2 = 5, 42; x3 = x4 = x5 = 0.

05. Variáveis de decisão: x1= quantidade de quilogramas de milho; x2=quantidade

de quilogramas de Trançagem; x3= quantidade de quilogramas de Alfa.

Minimizar:

Custo = 0, 5x1 + 0, 25x2 + 0, 3x3

Sujeito a:

80x1 + 50x2 + 20x3 ≥ 250

15x1 + 60x2 + 40x3 ≥ 200

20x1 + 30x2 + 50x3 ≥ 180

x1, x2, x3 ≥ 0

Solução ótima encontrada pelo método das Duas Fases: Custo = R$107
76

= R$1, 41; x1 = 0;
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x2 =
89
19

= 4, 68; x3 =
15
19

= 0, 79.
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