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RESUMO

Este trabalho descreve de forma extensa e agrupada as principais propriedades
numéricas dos algoritmos de integracéo direta no tempo e suas formas de avaliacao:
convergéncia, consisténcia, estabilidade, acurécia, overshoot e custo computacional.
Também apresenta e compara dois métodos de integracdo direta no tempo
desenvolvidos na ultima década. Ambos os métodos escolhidos possuem precisao de
segunda ordem, estabilidade incondicional, controle de altas frequéncias espurias com
a definicAo de apenas um parametro pelo usuario, sdo de facil implementacdo e
apresentam custo computacional por passo de tempo semelhante. A principal diferenca
dos métodos em estudo reside no fato de que o primeiro utiliza dois sub-passos por
passo de tempo, enquanto o segundo nao utiliza sub-passos, além das diferencas de
acuracia de cada metodologia. A comparacdo dos métodos em estudo é realizada
através da implementacdo e aplicacdo em trés exemplos numeéricos de dinamica
estrutural, onde as respostas numeéricas obtidas podem ser avaliadas e confrontadas

em funcéo do parametro de controle selecionado.

Palavras Chave: Dinamica estrutural; Métodos de integracdo direta no tempo;

Propriedades numéricas.



ABSTRACT

This work describes in an extensive and grouped way the main numerical properties of
direct time integration algorithms and their evaluation methods: convergence,
consistency, stability, overshoot and computacional cost. It also presents and compares
two direct time integration methods developed in the last decade. Both methods chosen
have second-order accuracy, unconditional stability, control of spurious high frequencies
with the definition of only one parameter by the user, are easy to implement and have a
similar computacional cost per time step. The main differences between the methods
lies in the fact that the first uses two sub-steps per time step, while the second does not
use sub-steps, in addition to the differences in the accuracy of each methodology. The
comparison of the methods under study is carried out through the implementation and
application of three numerical examples of structural dynamics, where the numerical
results obtained can be evaluated and compared according to the selected control

parameter.

Keywords: Structural dynamics; Direct time integration methods; Numerical properties.
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1. INTRODUCAO

1.1. CONTEXTUALIZACAO, JUSTIFICATIVA E REVISAO BIBLIOGRAFICA

Estruturas civis e offshore, veiculos, aeronaves, equipamentos mecanicos, entre outros,
apresentam uma caracteristica em comum, sao sujeitos a carregamentos dinamicos,
isto €, carregamentos que variam de direcdo, magnitude e/ou posicdo com o tempo.
Para o desenvolvimento destas estruturas e equipamentos com seguranca,
confiabilidade e desempenho € necessario extensiva analise e teste para obter a
resposta estrutural em funcéo destes carregamentos dinamicos, ou seja, deslocamento
e tensbes que também variam com o tempo, 0 que sO é possivel através do uso de

programacao computacional e métodos numeéricos especificos. (1).

As analises dinamicas podem ser realizadas de duas maneiras distintas, em funcédo da
natureza dos carregamentos dinamicos aplicados: deterministica ou né&o
deterministica/aleatoria/franddmica. Nas analises deterministicas o carregamento
dindmico € completamente conhecido para qualquer instante de tempo, também
conhecido como carregamento dinamico prescrito, o0 qual pode ser escrito como uma
funcdo no tempo. Exemplos de carregamentos deterministicos estdo presentes em
importantes aplicacdes da engenharia, como € o0 caso de equipamentos rotativos que
geralmente geram carregamentos periodicos, podendo ser representado
matematicamente como uma funcdo harmdnica. JA as analises aleatérias/randémicas
sdo aquelas que o carregamento dinamico ndo € totalmente conhecido em qualquer
instante, mas pode ser definido estatisticamente, também conhecido como
carregamentos aleatdrios ou randémicos. Sdo 0s casos dos carregamentos impostos

por terremotos, ondas oceanicas e vento. (2-4).
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Devido a variacdo no tempo dos carregamentos externos, deslocamentos e forcas
inerciais, a analise de sistemas dindmicos € realizada através da solucao de equacdes
diferenciais. A solucdo exata da formulacdo diferencial da andlise dindmica para
sistemas continuos, isto é, para sistemas que apresentam infinitos graus de liberdade,
s6 é possivel para poucas aplicacdes, de geometria e condicdes de contorno triviais,
como € o caso de vigas uniformes, hastes delgadas e placas finas. (2-6).

Para aumentar a gama de aplicacdes possiveis da andlise dinamica, aproximam-se
sistemas continuos como sistemas discretos. Nos sistemas discretos consideram-se
pontos discretos de componentes de deslocamento, simplificando bastante o modelo
matematico, considerando agora um numero finito de graus de liberdade, sob os quais

se calcula os deslocamentos, velocidades e aceleracdes. (1-6).

Neste sentido, o Método de Elementos Finitos (MEF) € um dos principais métodos
utilizados para a discretizacao espacial de sistemas continuos. O método consiste na
discretizacdo da estrutura em um numero finito de elementos, os quais sado conectados
por nés. A solucdo do método € obtida nos nds, os quais séo interpolados sobre os
elementos através das funcbes de forma, obtendo assim a solucdo aproximada do

sistema continuo. (6-9).

Apos a discretizacdo do sistema continuo, a obtencdo da resposta dinamica, no
dominio do tempo, de sistemas com N graus de liberdades e carregamento qualquer é
geralmente obtida através do método da superposicdo modal, em especial para
analises lineares e de longa duracdo, e 0 método da Integracdo direta no tempo,

geralmente utilizado para a solucdo de problemas néo lineares. (10-11).

O método da superposicdo modal consiste na transformacéo linear de um sistema
acoplado de N equacles e incognitas, através do uso dos modos normais de vibrar do

sistema n&o amortecido, em um sistema com N equacgOes desacopladas, bastando
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obter a resposta no tempo para cada grau de liberdade individualmente e
posteriormente sobrepor os resultados. (1-2).

Ja o método da integracdo direta no dominio do tempo, também chamado de método
passo a passo (step-by-step) ou marcha no tempo (time marching), soluciona a
equacao do movimento em tempos discretos, com incremento de tempo At. Sao
adotadas equacdes para a variacdo do deslocamento, da velocidade e da aceleracéo
entre os tempos t e t + At, que quando aplicadas na equagdao do movimento possibilita
a obtencdo das propriedades no tempo t + At. O que difere os varios algoritmos de
integracdo direta sdo as relacbes adotadas para a variacdo do deslocamento, da
velocidade e da aceleracdo no intervalo de tempo At, as quais proporcionam
propriedades distintas de estabilidade, convergéncia e acuracia para cada formulagao.
(12).

Os métodos de integracdo direta podem ser classificados ainda como explicitos ou
implicitos. Na formulac&o explicita, as variaveis da equacdo de movimento no tempo
t + At sdo obtidas a partir do tempo anterior e em geral apresenta baixo custo
computacional, sendo o método diferenca central uma técnica de integracdo direta
explicita largamente utilizada. Ja na formulacdo implicita, as variaveis da equacao de
movimento no tempo t + At séo fungbes deste proprio, necessitando a solugdo de um
sistema de equacdes (fatoracdo da matriz rigidez efetiva) para obtencédo da resposta
dindmica para cada passo de tempo, tornando o método, em geral, mais caro

computacionalmente. (12-14).

Em andlises dinamicas estruturais, geralmente a resposta de interesse se encontra em
frequéncias baixas, a qual s6 poderia ser obtida por um método de integracédo direta

explicita com passos de tempo muito pequenos, devido a estabilidade condicional

inerente a esta classe de métodos. (15). Os métodos de integracdo implicitos podem
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alcancar estabilidade incondicional e por esse motivo sdo preferidos para as analises

dindmicas estruturais.

Nas ultimas décadas observa-se o desenvolvimento de inUmeros métodos numéricos
de integracdo direta para andalise dindmica estrutural (10,12,16-22), visando o
desenvolvimento de melhores propriedades numéricas e eficiéncia computacional,
porém ainda ndo h& a concordancia de qual o melhor algoritmo, mas sim quais as

caracteristicas que o método computacional geralmente deve apresentar (14,16,23,24):

Incondicionalmente estavel,
Apresentar pelo menos precisédo de segunda ordem;

Ser de facil implementacéo e auto iniciavel;

P w0 DN PR

Apresentar somente um conjunto de equacdes lineares que necessitam ser
resolvidas por passo de tempo, ou seja, baixo custo computacional,

5. Apresentar dissipacao controlavel de altas frequéncias.

Neste sentido, as técnicas de integracdo direta ainda sdo um campo de estudo
promissor e em constante desenvolvimento. Recentemente, destaca-se na literatura o
desenvolvimento da familia de algoritmos de integracdo direta e implicito chamado de
método de Bathe (12,14,17,25-27), cujo uso tem sido aumentado devido as suas
caracteristicas de acuréacia (14,18,28). Outra familia de algoritmos de integracdo direta
foi proposta por Soares (20,21,22), os quais mostram propriedades competitivas.
Entretanto a comparacdo entre as propriedades numéricas e resultado pratico destes
métodos € precaria na literatura e inexistente quando se considera 0s recentes
desenvolvimentos realizados por Bathe (17,27) para possibilitar a prescricdo da

dissipacdo numérica desejada.

Ainda, as metodologias de avaliacdo das propriedades numeéricas dos algoritmos de

integracdo direta sdo dispersas e dificimente abordam todas as propriedades
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pretendidas para serem descritas e avaliadas neste trabalho: convergéncia,
consisténcia, estabilidade, acuracia, overshoot e custo computacional. Novamente, a
comparacao entre as propriedades da familia de algoritmos de Bathe (12,14,17,18,25-
27) e de Soares (21) ndo € encontrada de forma explicita na literatura.

Desta forma, o foco deste trabalho sera descrever, de forma geral, as metodologias
para avaliacdo das propriedades numéricas dos métodos de integracdo direta,
comparar as propriedades numéricas e os resultados obtidos através da utilizacdo da
familia de algoritmos implicitos de integracdo direta denominada método de Bathe -
B./B, (17,27) com o algoritmo proposto por Soares (21), por apresentarem
caracteristicas semelhantes: algoritmos implicitos, precisdo de segunda ordem, L-
estabilidade, propriedades semelhantes de acuracia, apresentarem também o numero
total de operacbes matematicas por passo de tempo de ordem de grandeza similar,
aléem da possibilidade de controlar as propriedades numeéricas com apenas um

parametro e comparacéao direta destes algoritmos inexistente na literatura.

1.2.OBJETIVO E ORGANIZACAO DO TRABALHO

O objetivo geral deste trabalho € comparar as propriedades numéricas e as respostas
obtidas a partir da aplicacdo do método de integracdo direta de Bathe (12,14,25,26) e
sua variante Bathe - 8, /B, (17,27), as quais apresentam a possibilidade de prescrever a
dissipacdo numérica desejada, com o algoritmo proposto por Soares (21), a qual

também possui controle da dissipacao numérica.

Os objetivos especificos sdo: Apresentar a metodologia de avaliacdo das propriedades
numéricas dos algoritmos de integracdo direta no tempo; Apresentar a familia de
algoritmos de Bathe (12,14,25,26), de Bathe - B,/B, (17,27) e de Soares (21);

implementar computacionalmente os métodos em estudo, bem como suas propriedades
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numéricas; Comparar e discutir as propriedades numéricas dos métodos em estudo;
comparar e discutir os resultados da aplicacdo destes métodos a trés exemplos

numeéricos.

O estudo seré realizado no ambito da andlise linear, abordando apenas os métodos de
integracdo implicitos e as propriedades a serem avaliadas s&o: convergéncia,
consisténcia, estabilidade, acuracia/precisdo, amortecimento numérico/dissipacao,

overshoot e custo computacional.

Apoés a introducéo do trabalho, € apresentado no capitulo 2 a revisao bibliografica e
estado da arte do tema em estudo, contendo os conceitos fundamentais e formulacao
dos problemas da dinamica estrutural e as metodologias de analise das propriedades

dos algoritmos de integracao direta no tempo.

No capitulo 3 sdo descritas as formulacdes matematicas do método de Newmark (29),
da familia de algoritmos de integracao direta de Bathe (12,14,17,18,25-27) e de Soares
(21), juntamente com suas respectivas matrizes de amplificacdo e propriedades
numéricas especificas, além de apresentar a implementacdo computacional e
determinar o numero total de operacdo matematicas necessarias para obtencdo da

solucdo numérica de cada algoritmo.

O capitulo 4 contém a comparacéao, discussao e analise das propriedades numéricas
dos métodos de integracdo direta em estudo, bem como a aplicacdo destes trés
exemplos numéricos, buscando avaliar as caracteristicas da resposta dinamica de cada

algoritmo.

Por fim, no capitulo 5 sdo apresentadas a conclusdo e as considera¢fes finais do

estudo.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A revisdo bibliogréfica se inicia na formulacdo basica da equacdo do movimento da
dindmica estrutural, tanto para um grau de liberdade (1GL) como para multiplos graus
de liberdade (MGL), passando pela descricdo das metodologias de avaliagdo das
propriedades numéricas dos métodos de integracdo direta no dominio do tempo,
posteriormente pela apresentacdo da familia de algoritmos de Bathe (12,14,18,25-27) e
de Soares (21) e de suas propriedades especificas.

2.1.0 PROBLEMA DA DINAMICA ESTRUTURAL

Este capitulo busca apresentar a formulacdo diferencial basica da equacédo do
movimento, cujos algoritmos de integracdo direta tém por objetivo atender para os
tempos discretos t + nAt. Além disso, serdo expostas, de forma geral, as propriedades
numéricas dos algoritmos de integracao direta e as formulacfes disponiveis para a sua

avaliacao.

2.1.1. Equacédo do movimento

Nos problemas de dinamica estrutural, as equacfes do movimento sdo as expressdes
matematicas que descrevem o movimento de um sistema fisico através de variaveis
dindmicas, como deslocamento, velocidade e aceleracdo. A solucdo da equacdo de

movimento fornece a variacdo do deslocamento do sistema fisico em funcéo do tempo.

).

Para a formulacdo da equacdo de movimento podem ser empregados diferentes
métodos: leis de Newton, principio de D’Alembert, principio do trabalho virtual e

aproximaces variacionais. (1). Neste trabalho sera utilizada a segunda lei de Newton e
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o principio de D’Alembert para obter a expressdo da equacdo do movimento da

dindmica.

2.1.1.1. Segunda lei de Newton e principio de D’Alembert

A equacdo do movimento de uma particula de massa m, a qual ndo varia no tempo,

pode ser expressa através da segunda lei de Newton, da forma:

> F@W=m dj;;g” = mii(t) 1)

Onde F(t) corresponde as forcas atuando na particula, podendo ser forcas elasticas e

de amortecimento, e u(t) corresponde ao deslocamento da particula.

O principio de D’Alembert afirma que uma forca inercial desenvolvida por uma massa €
equivalente a massa multiplicada pela sua aceleracdo, porém com sentido contrario a

ela. (4). Portanto:

F,(t) = —mii(t) (2.2)

Onde F,(t) corresponde a forca inercial da particula.

Substituindo a equacao (2.2) em (2.1), obtém-se:

Y FO+F© =0 (2.3)
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Portanto, o principio de D’Alembert mostra que o sistema de for¢cas atuando em uma
particula estard em equilibrio em qualquer instante de tempo, quando for adicionada a
forca inercial as forcas atuando na particula, possibilitando que as equacbes do
movimento possam ser desenvolvidas através de equacdes de equilibrio dinamico.
(1,2).

2.1.1.2. Sistema dinamico com um grau de liberdade

O sistema dinamico estrutural basico pode ser representado pelo modelo matematico
de um grau de liberdade (1GL) apresentado na Figura 1 (a). Este sistema elementar &
constituido de uma massa m, de uma mola e um amortecedor que representam as
propriedades elasticas k (rigidez) e de amortecimento ¢ (dissipacdo de energia
mecanica), respectivamente. Ainda, a massa m do sistema esta sujeita a acdo de uma

forca externa dindmica P(t) e o seu deslocamento u(t) ocorre somente no sentido

horizontal.

Figura 1 — Modelo mateméatico de um sistema dindmico de 1GL (a) Diagrama de corpo livre do

sistema dindmico basico (b)

u(t) u(t)

|—.‘ ’——'
] P O g Pw
T om Fy | ==
Akonue 0 O

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Utilizando o diagrama de corpo livre do sistema dindmico basico, Figura 1 (b), e
invocando a segunda lei de Newton e o principio de D’Alembert da equacgao (2.3),

obtém-se:

Fi(t) + Fp(t) + Fs(t) = P(¢t) (2.4)

Os termos F,(t), Fp(t) e Fs(t) correspondem as forcas de inércia, amortecimento e

rigidez, respectivamente, as quais podem ser expressas por:

F,(t) = mii(t) (2.5)
Fp(t) = cu(t) (2.6)
Fs(t) = ku(t) (2.7)

Onde u(t) é o deslocamento, u(t) a velocidade e ii(t) a aceleragdo da massa do

sistema. Portanto, a equacao (2.4) pode ser reescrita da forma:

mii(t) + cu(t) + ku(t) = P(t) (2.8)

Ou ainda:

i(t) + 28wu(t) + w?u(t) = F(t) (2.9)
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P . k . A .
Onde ¢ = ﬁ eé chamada de taxa de amortecimento e w = \/; é a frequéncia natural

do sistema.

As equacdes (2.8) e (2.9) correspondem a equacdo do movimento para um sistema
dindmico de um grau de liberdade. (1-5).

2.1.1.3. Sistema dindmico com multiplos graus de liberdade

Apesar de alguns sistemas dinamicos serem capazes de ter seu comportamento
adequadamente representado por modelos matematicos de um grau de liberdade, para
a maioria dos casos € necessaria a utilizacdo de modelos com mdltiplos graus de
liberdade (MGL). (1-5).

A equacao do movimento para modelos com multiplos graus de liberdade é similar a

equacao (2.8) e tem a forma:

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = P(t) (2.10)

Onde M, C e K sdo matrizes NxN de massa, de amortecimento e de rigidez,
respectivamente, e u(t), u(t) e it(t) correspondem aos vetores Nx1 de deslocamento,
velocidade e aceleracao, respectivamente, onde N € o numero de graus de liberdade do

sistema. Por fim, P é o vetor Nx1 dos carregamentos externos.

Um dos principais métodos para a discretizacao espacial de sistemas continuos em
sistemas de N graus de liberdade é o Método de Elementos Finitos (MEF). Através do
MEF é possivel obter as matrizes de massa, rigidez e carregamento. Quando as

fungcBes de interpolacdo para geracdo da matriz rigidez sdo as mesmas para o célculo
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das matrizes de massa e carregamento, diz-se que estas duas Ultimas sdo chamadas
de matriz de massa consistente e vetor de carregamentos consistente. Ja quando é
considerada a concentracdo das cargas totais, devido aos carregamentos distribuidos
no elemento, e da massa total do elemento em partes iguais aplicadas aos nés deste
elemento, chama-se a matriz de massa e 0 vetor carregamento de inconsistentes

(lumped). (6-9). Neste caso, a matriz de massa inconsistente € uma matriz diagonal.

Para matriz de amortecimento €, uma forma simples de obté-la é através da
combinacéo linear da matriz de massa M e da matriz de rigidez K, também conhecido
como amortecimento de Rayleigh, (2), da forma:

C = aK + bM (2.11)

Onde a e b sao constantes.

2.1.2. Vibracao livre amortecida

Sera apresentado o caso particular da equacdo do movimento (2.8) para quando néo
h& carregamentos externos. Este caso particular € muito utilizado para avaliar diversas

propriedades dos algoritmos de integracédo no tempo. (1-5).

Seja a equacdo do movimento para 1GL e sem carregamentos externos:

i(t) + 28wu(t) + w?u(t) =0 (2.12)
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Esta equacéo diferencial de segunda ordem homogénea apresenta a solucdo, para os
casos em que a constante de amortecimento ¢ < 2mw (sistemas com amortecimento

subcritico), (2), da forma:

u(t) = (Clei“’Dt + Cze—iwot)e—fwt (2.13)

Onde wp = w41 — &2, e!pt = cos(wpt) + isen(wpt) € e 'pt = cos(wpt) — isen(wpt).
Ainda, c; e ¢, s@o constantes complexas, as quais podem ser escritas em termos de

suas partes reais e imaginarias:

€1 =Cr iy
(2.14)
C; = Crp HiCg

Reescrevendo a equacao (2.13):

u(t) = {(cr1 + ¢y2) cos(wpt) — (¢ — ¢i2) sen(wpt) (2.15)
+ i[(ciy + i) cos(wpt) + (¢r1 — €r2) sen(wpt)]Je 4wt

Como a resposta dinamica u(t) necessita ser real, uma implicacdo importante da
equacédo (2.15) é que a parte imaginaria de u(t) deve ser nula. (2). Isto s6 é possivel

guando as constantes complexas forem pares conjugados, desta forma:
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Cr1 = Cr2
(2.16)
Ci1 = —Ci2
A equacao (2.13) pode ainda ser expressa na sua forma trigonométrica:
u(t) = (d; cos(wpt) + d, sen(wpt))e 4@t (2.17)

Esta propriedade de que as constantes de integracdo devem ser parem conjugados
complexos, para que seja possivel obter uma resposta dinamica real, sera utiliza no
desenvolvimento da teoria das propriedades dos algoritmos de integracdo direta no

dominio do tempo.

2.2.PROPRIEDADES DOS ALGORITMOS DE INTEGRACAO DIRETA NO DOMINIO
DO TEMPO

Este capitulo tem o objetivo de descrever as propriedades e apresentar a metodologia
para analise dos algoritmos de integracao direta no dominio do tempo. As propriedades
em guestdo sdo: convergéncia, consisténcia, estabilidade, acuracia, overshoot e custo

computacional.

O primeiro passo para a analise das propriedades dos algoritmos de integracado direta
no dominio do tempo € observar a relacdo entre estes métodos numéricos e o método

da superposi¢cao modal.



32

O método da superposicdo modal consiste em expressar o vetor de deslocamentos u
do espaco fisico através da transformacéo linear de um vetor de coordenadas modais

Y, referente a um espaco vetorial sem interpretacao fisica, a partir da operacao:

u=aoYy (2.18)

Onde @ é a base do espaco vetorial de deslocamento, formado pelos autovetores do

problema de autovalor generalizado:

[K — w?M]¢p = 0 (2.19)

Desta forma, as equacdes acopladas:

Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = P(t) (2.20)

Podem ser reescrita como:

M, Y(t) + C,Y(t) + K, Y(t) = P,(t) (2.21)

Onde o sistema pode ser desacoplado, significando que pode ser apresentado como N
equacdes de um grau de liberdade apenas, cujas respostas podem ser encontradas
analiticamente por alguma técnica exata ou através de um método numérico de
integracao direta, utilizando-se diferentes incrementos de tempo At de forma a obter a

resposta dindmica com a preciséo desejada.
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Ainda, se todas as N equacdes desacopladas forem integradas numericamente com o
mesmo incremento de tempo At, as respostas dindmicas obtidas pelo método da
superposi¢cao modal e por algum método de integracao direta sao idénticas. (30).

Desta forma, como as N equacOes desacopladas de (2.21) séo similares e dependem
apenas do passo de tempo At, da frequéncia natural w; e da taxa de amortecimento ¢&;,
comj=1,..,N, a andlise das propriedades de um algoritmo de integracéo direta pode
ser realizada levando em consideragéo apenas uma das N equacdes de (2.21). (6,30).
Desta forma:

i(t) + 2éwu(t) + w?u(t) = F(t) (2.22)

Para a utilizacdo dos métodos de integracéo direta no dominio do tempo, a equacgéo do
movimento para um grau de liberdade (2.22) deve ser satisfeita nos tempos discretos

t + nAt, comn = 0,1,2, ..., podendo ser escrita na sua forma discretizada:

Upynar + 2§ WU pna; T+ wzut+nAt = Frynat (2.23)

Muitos algoritmos de integracdo direta, considerando a equacdo (2.23) e o0s
procedimentos especificos do método numérico, podem ser escritos através da relacéo
de recorréncia em forma matricial e para um passo de tempo At. (20-22,24,31-36).

Desta forma:

Ut+At = AUt + Lt (2.24)
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Este é 0 segundo passo para a analise das propriedades dos algoritmos de integracao
direta.

Na equacao (2.24), A é chamada de matriz de amplificacdo, (23), ou de operador de
aproximacdo, (6,30), L ¢é chamado de operador de carga, (6,12), e

Upinr = {Upsne Uesar lierne )’ € vetor que contem as incognitas do problema.

Assim como a equacgao (2.23), a matriz de amplificacdo A e o operador de carga L
dependem somente da taxa de amortecimento ¢, da frequéncia natural w, do passo de

tempo At e da formulacéo do algoritmo de integracéo direta no dominio do tempo.

Considerando um problema sem carregamento e com as condicdes iniciais u(t =0) =
u, e u(t = 0) = u,, a resposta dinamica em qualquer instante de tempo pode ser obtida

a partir da equacao (2.24), da forma:

Uinae = A" U, (2.25)

Outro ponto importante € a dimenséo da matriz de amplificacdo A. Alguns algoritmos de
integracdo apresentam a matriz de amplificacdo de tamanho 2x2, enquanto outros
algoritmos apresentam matriz de dimensdo 3x3. De forma geral, as matrizes de
amplificacdo podem ser escritas na dimensao 3x3, porém quando a aceleracdo em um
passo de tempo ii,, pode ser escrita como uma combinacdo do deslocamento u, e da
velocidade u,, deste mesmo tempo discreto, a matriz de amplificacdo pode ser reduzida
para a dimensado 2x2, (37), como é caso do método de Bathe (12,14,25) e de Soares
(20-22).
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2.2.1. Convergéncia

Um algoritmo é dito convergente quando a solucdo aproximada s nass Ursnar © Ursnat
converge para a solucao exata u(t + nAt), u(t + nAt) e ii(t + nAt) quando At — 0. (38).
Ou seja:

[Ugsnae — u(t + nAt)[ - 0
[Uspnar —u(t +nAL) | =0 (2.26)

[tigynar — U(t + nAt) | - 0

Segundo o teorema da equivaléncia de Lax (38), o atendimento das condi¢cbes de
consisténcia e estabilidade de um algoritmo sdo condicbes necessarias e suficientes
para a sua convergéncia, no contexto dos métodos lineares multi-passos, (16), como &

0 caso dos métodos lineares de integracao direta no dominio do tempo.

2.2.2. Consisténcia

A ordem de consisténcia de um método de integracéo direta é obtida a partir do erro de
truncamento local. O erro de truncamento local £(t) é o residuo obtido quando se aplica
a solucdo exata da equacdo do movimento u(t + nAt), u(t + nAt) e ii(t + nAt) na

relacédo de recorréncia da equacéao (2.24) de um algoritmo. (39). Portanto:

et)=U(t+ (n+ 1)At) — AU(t + nAt) (2.27)

Um método é dito consistente, para qualquer At, (11,16), quando:
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le(t)| < QAt* para t € [0,T] (2.28)

e £(t) » 0 quando At — 0. (38).

Na equacdo (2.28) Q € uma constante que ndo depende de At e k é a ordem de
consisténcia do método, com k > 0. A ordem de acuracia (precisdo) do método, ou taxa

de consisténcia, é igual a k — 1. (11,27,31).

Portanto a analise de consisténcia de um método consiste em analisar para que
condicOes a equacao (2.28) € atendida. A equacédo (2.28) pode ser obtida a partir da
expansdo em série de Taylor da equacéo (2.27), como € o caso de Zhou e Tamma (16),
Soares (20,21), Zhang et al. (31), Malakiyeh et al. (27) e Dahlquist (40).

Por fim, segundo os teoremas de Dahlquist (40), ndo existe um algoritmo explicito
incondicionalmente estavel e que um algoritmo incondicionalmente estavel pode obter

no maximo precisédo de segunda ordem.

2.2.3. Estabilidade

Estabilidade € a propriedade de um algoritmo ndo amplificar erros, principalmente
devido ao truncamento numérico e a integracdo imprecisa dos modos de alta

frequéncia.

Um método de integracdo direta € dito incondicionalmente estavel quando a solucéo
nao cresce indefinidamente para qualquer passo de tempo At/T, em especial para
grandes valores de At/T, (30), onde T € um periodo natural de vibracdo. Ja quando a
resposta dinamica é estavel apenas para At/T abaixo de um determinado valor, diz-se

gue o método é condicionalmente estavel.
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A estabilidade de um método de integracéo direta é alcangcada quando o raio espectral
p(A) <1, (31,33,41). O raio espectral p é dado por:

p(A) = max|A;|, i =123 (2.29)

Onde A; correspondem aos autovalores da matriz de amplificagéo A. A equagéo (2.29)
representa a formulacdo da andlise de estabilidade de longo prazo dos algoritmos de
integracdo, também chamada de analise espectral. (31). Para a andlise de estabilidade
de curto prazo destas familias de algoritmos, fenbmeno de overshooting, outra
formulacdo matematica deve ser utilizada, (23,31,39), a qual sera apresentada na
secao 2.2.5.

Quando p(4) <1 diz-se que o método de integracdo possui A-estabilidade.

Adicionalmente, o método € chamando de L-estavel quando apresenta A- estabilidade e
guando p(4) —» 0 quando % — o0, (27,40). Ou seja, um meétodo de integracdo sera L-

estavel, quando:

p(4) <1 (2.30)

P = A1tim p(A)=0 (2.31)

——00

T

Onde p,, € chamado de raio espectral infinito.

Os métodos que apresentam L-estabilidade sdo mais efetivos no amortecimento de

altas frequéncias espurias. (20). Neste sentido, diz-se ainda que os métodos que
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satisfazem a equacado (2.31) possuem aniquilacdo assintética das respostas de alta
frequéncia. (24).

Portanto, para a verificacdo da estabilidade espectral de um algoritmo de integracao
direta, é necessario o célculo dos autovalores da matriz de amplificacdo do método em
utilizacdo, os quais sao obtidos através da solucao da equacéo caracteristica de 4, (23),
dada por:

Onde I é a matriz identidade e 4;, i = 1,2,3, sdo os invariantes da matriz amplificacéo A4,

dados por:

1
Al = EtT(A)

A, = soma dos menores principais de A (2.33)

A3 = det(A)

Onde tr(A) é o tragco da matriz A.

Para o método de Bathe (12,14,17,25-27) e de Soares (20-22) o invariante A; =
det(4) = 0, devido ao fato de que a aceleracdo em um passo de tempo ii,, pode ser
escrita como uma combina¢do do deslocamento u, e da velocidade 1,, deste mesmo

tempo discreto. (37).

Dessa forma, a equacéo caracteristica da matriz de amplificacéo A toma a forma:
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det(A— A = A2 — 24,4 + Ay) = 0 (2.34)

Portanto, uma das raizes, ou autovalor, da equacdo caracteristica 1; = 0, também

chamada de raiz espuria. (23,26).

2.2.4. Acuréacia

A acuracia, ou precisdo, é a propriedade de um algoritmo fornecer uma resposta
numérica préxima da solucéo exata. (6). Os erros entre a solugdo numérica e a solucao
exata podem ser medidos através do decaimento da amplitude (medida de dissipacéo)
e alongamento do periodo (medida de dispersao). (10,27,31).

Estas medidas de acuracia dependem dos autovalores, e consequentemente do raio
espectral, da matriz de amplificacdo do método de integracéo utilizado, assim como a
analise de estabilidade, e por esse motivo também € conhecida como acuracia de raio
espectral. (31,36).

As medidas do decaimento da amplitude (DA) e alongamento do periodo (AP) séo

apresentadas na Figura 2.



40

Figura 2 — Definicdo de decaimento da amplitude (DA) e alongamento do periodo (AP).

——Exata
----—=Numérica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com o uso repetido da equacdo (2.24) a velocidade e a aceleracdo podem ser

eliminadas e a equacdo em termos de deslocamentos pode ser obtida, (36), da forma:

un+1 - 2A1un + Azun_l - un_z = 0, ne {2,3, ...,N - 1} (2.35)

O deslocamento discreto pode entdo ser escrito comparando as equacgdes (2.32) e
(2.35), (21,35), da forma:
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Onde ¢;, ¢, e ¢; séo obtidas a partir das condi¢des iniciais do problema.

7

A consequéncia da convergéncia do algoritmo de integracdo € existéncia de uma
constante positiva Q tal que Q € (0, ﬁ) Dessa forma os autovalores 4, , da matriz de
amplificacdo A sao pares conjugados complexos, chamados de raizes principais, € 0
autovalor 1; é chamado de raiz espuria, os quais satisfazem |1;| < |/11,2| < 1. Quando
essa condicdo é atendida, a solucdo numeérica da equacéo (2.35) pode ser escrita em
uma forma semelhante a solucdo exata da equacgéo (2.17), para um sistema dinamico

amortecido e sem carregamento, (8,23,26,33,36,39), da forma:

u, = (& cos(@pty) + & sen(@pt,))e @t + AL (2.37)

Onde ¢ e @ sdo a taxa de amortecimento numérica e a frequéncia natural numérica,

respectivamente.

Aplicando as restricdes para que os autovalores principais 1, , sejam pares conjugados
e o0 termo ;A7 seja nulo, a solucdo numérica da equacdo (2.37) é comparada
diretamente com a solucdo exata da equacdo (2.17), (31), quando é obtida a
maximizacdo da dissipacdo das altas frequéncias. (20). Portanto, as expressdes
matematicas para o decaimento da amplitude (DA) e alongamento do periodo (AP) tem

a forma:

M =A+Bi; 1, =A—Bi; B>0 (2.38)
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tan(Qp) = B/A (2.39)
8, 0 (2.40)
P = ne YT e

_ 1
§=-5gIn(4* + B (2.41)
T,—-T Q 2.42
Ap="_—=—"_1 (2.42)
T Q,

_ 2n 2n
i (2.43)

Wp )

-
pA=1- e *%0y) (2.49)

Para o método de Bathe (12,14,17,25-27) e de Soares (20-22) a raiz espuria 1; da
equacéo caracteristica da matriz de amplificacdo dos métodos satisfaz [1;| < |Aljz| <1,
uma vez que A; = 0, devido a formulacdo dos seus algoritmos, conforme explicado na

secao 2.2.3.

2.2.5. Overshoot

Mesmo para os métodos de integracéo direta no dominio do tempo incondicionalmente
estaveis, alguns deles apresentam a tendéncia de fornecer uma resposta numérica que

ultrapassa significativamente a solucéo exata nos primeiros passos de tempo. (10,23).
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Essa tendéncia é conhecida como overshoot e geralmente ocorre para grandes passos
de tempo At ou para altas frequéncias naturais w, de forma que Q = wAt seja também
um valor elevado. (10,17,31).

Deste modo, o fendbmeno de overshoot pode ser predito através da avaliacdo da
amplitude da resposta numérica, para um sistema homogéneo de 1GL, no primeiro

passo de tempo e em funcéo do parametro Q = wAt, quando Q — . (10,16,20,21,31).

Ou seja:
1%1 1.10 (2.45)
U | = Aoo Uy
il il
Onde
A, = fllim A (2.46)

Outro modo de verificar a existéncia da tendéncia de overshoot nos primeiros passos
de tempo, (17,23), é através da norma da energia do problema em questédo,
comparando a energia da resposta numeérica no passo de tempo t + nAt com a energia
no tempo inicial t, para um valor de Q = wAt fixo, ou ainda comparar a energia da
resposta numeérica no passo de tempo t + At (E,) com a energia no tempo inicial t,

(E,), variando o passo de tempo At. Portanto:

By i)l G+ w?ul) (2.47)
E, II(uo,ito)IIZ (71(2) + CUZU(Z))
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E . . P ~ ;-
Quando E—" < 1.0 diz-se que o algoritmo em analise ndo apresenta caracteristicas de
0

overshooting.

2.2.6. Custo computacional

O custo computacional de um método de integracdo € diretamente proporcional ao
passo de tempo At utilizado para obtencéo da resposta, podendo ser definido como o
numero de operacdes necessarias para tal. As analises de estabilidade e acuracia de
um método de integracdo servem de guia para a selecdo do passo de tempo At
adequado, o qual deve ser pequeno o suficiente para fornecer uma resposta precisa,

porém nao tao pequeno a ponto de aumentar o custo computacional sem necessidade.

(6).

Em geral, para andlises dinamicas lineares, a solucdo numeérica obtida pelo uso dos

algoritmos de integracéo direta pode ser dividida nas etapas:

1. Calculo e definicdo dos parametros iniciais do método;

2. Formacdo e fatoracdo da matriz de rigidez efetiva K. Em geral, utiliza-se a
fatoracdo K = LDLT, a qual representa a maior parcela do custo computacional
individual para obtencéo da solucéo. (42).

3. Calculo do vetor de carregamentos efetivo P.

4. Solucéo do sistema linear LDL™u,,,, = P para cada passo de tempo. A parcela
do custo computacional devido a solucédo do sistema linear pode ser maior que a
parcela devido a fatoracdo da matriz rigidez efetiva, a depender do nimero de
passos de tempo utilizados.

5. Calculo das outras variaveis do problema em questdo, geralmente velocidade e

aceleracéo.
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Neste trabalho o custo computacional sera calculado através da contagem do numero
de operacdes mateméaticas (FLOP — Floating Point Operation) feitas pelo algoritmo para
a obtencao da solucgéao.

A contagem do numero de operacdes matematicas (FLOP) € uma forma de quantificar
a quantidade de trabalho realizada por um algoritmo, entretanto este processo € uma
aproximacao grosseira da eficiéncia de um programa, pois néo leva em consideracao
outras parcelas do custo computacional associados a utilizacdo da memoria, as taxas

de transferéncias de dados, a programacao utilizada, etc. (43).

A Tabela 1 apresenta o numero de operacbes (FLOP) utilizadas para diversas
operagcOes matematicas. (43). Os FLOP apresentados na Tabela 1 serdo utilizados nas
secbes seguintes para quantificar o nimero de operacdes necessarias para obtencéo
da solucdo com a utilizacdo dos algoritmos de integracdo direta no dominio do tempo

em estudo, conforme Tabela 2 até a Tabela 4.

Tabela 1 — FLOP para diferentes opera¢c6es mateméaticas

(continua)
Operacao Dimenséo FLOP
o X a € R, x €R™ m
X-y X,y € R™ 2m—1
X+y X,y € R™ m
A-x A € R™M™ x € R™ 2m? —m

A-B A,B € R™m Zm® —m
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Tabela 1 — FLOP para diferentes operagc6es matematicas

(concluséo)

Operacao Dimenséao FLOP
A+B A,B € Rmm m?
a-A a € A € Rmxm m?
Resolucdo de um sistema y )
triangular inferior/superior A € R™™ x,b € R™ m
Ax =D
mXxXm m3
Fatorar A=L-D-LT A, LLDE€eR 3
Resolver um sistema linear
com fatoracdo (com o custo m3 5
da fatoracdo incluso) A LDE€R™™xbeR™ = t2m +m

A=L-D-LT.
Ax=Db

Resolver n sistemas

lineares com fatoracéo

(com o custo da fatoracéo

incluso) A=L-D-LT.
Ax=Db

AL DeR™M™x bheR™
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3. ALGORITMOS DE INTEGRACAO DIRETA NO TEMPO

O objetivo deste capitulo € descrever a familia de algoritmos de integracédo direta de
Bathe (12,14,25,26), de Bathe - B,/B, (17,27) e de Soares (21). Sera realizada
também uma breve descricdo do método de Newmark (29), por fazer parte integrante
do método de Bathe.

3.1.METODO DE NEWMARK (29)

O método de integracdo de Newmark assume as relagbes para o deslocamento e

velocidade no tempo t + At, (29), da forma:

Ueppr = U + At[(l - )/)ilt + Yﬁt+At] (3-1)

1

Uiy = U + Atil, + At? [(E - ﬁ) i + ﬁﬁt+At] (3.2)

Rearranjando (3.2) em termos de ii;.,,, obtem-se:
. 1 1. 1 . 3.3
Uprat = W(utHAt —u) - Wut — <ﬁ - 1)ut (3:3)

Substituindo (3.3) em (3.1), tem-se:

: 14 Y\, ,At AP 3.4
Ut st :m(ut+At_ut)+(1_E>ut+7<2—[—;)ut (3.4)
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Da equacédo de equilibrio da dindmica no tempo t + At:

Mitg e + Cltpypne + Kuepr = Py (3.5)

Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.5):

(Upipr — Up) — ﬁl’lt - (% — 1) ilt] (3.6)
+C ﬁ (pppr — ) + (1 - %) i, + %(z - }—;) iit] + Kug, g,

= Piin

M 1
BAL?

Rearranjando os termos:

y 1
K+EC+ﬁAt2M:|ut+At
1 1 . 1 .
= Priac + M [ﬁAtZ e+ Bac + (2_ B 1) ut]

+C[ﬁut + (%— 1)at+%(%— 2)i’¢t]

(3.7)

Ou ainda:

Kuyope = Prige (3.8)
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Onde K é matriz rigidez efetiva e P, ,, € 0 vetor de carregamentos efetivo, dados por:

= 14 1 (3.9)
K=K+ CtonaM
Iy 1 1 . 1 .. 3.10
Piine =Pt+At+M[Wut+Eut+(2__1)“1.“] ( )
Y Y . Aty .
+C[Eut+(ﬁ—1)ut+ > ('B—Z)ut]
Pode-se ainda definir as constantes de integragéo, (6), da forma:
a —L-a —L-a —L-a —(i_l) (3'11)
O BAt2 T T BALT 2T BAE TP T \28
At
a, = (%— 1>;a5 = 7(%— 2>;a6 = At(1 —y);a, = yAt
Portanto (3.7) pode ser reescrita como:
(3.12)

[K + aoM + a;Clug,p;
= Piiar + Mlagu, + a,ut, + azit,] + Cla,u, + a,it, + asii, |

Logo, o deslocamento u,,,; pode ser obtido a partir da equacédo (3.12) e na sequéncia

U 5 € Uy, SA0 calculados através das equacgoes (3.13) e (3.14).
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Uepar = Ao(Uepar — W) — AU — azil, (3.13)

Uppnr = U + Aglly + Azl p; (3.14)

3.2.METODO DE BATHE (12,14,25,26)

O método de Bathe € um algoritmo de integracdo direta composto e implicito, proposto
inicialmente por Bathe e Baig (12) de forma genérica e com formulacdo apropriada para
analises nao lineares. No trabalho de Bathe (14) o método é avaliado na aplicacdo em
sistemas com grandes deslocamentos e grande tempo de duracédo da analise. Ja no
trabalho de Bathe e Noh (25) a formulacdo linear do método € avaliada, novas
percepcdes sdo apontadas e o algoritmo de integracdo passa a ser chamado de
método de Bathe. Dando continuidade ao estudo do método, novas percepc¢des sao
ainda apresentadas por Noh e Bathe (26), no qual as caracteristicas do algoritmo sao

avaliadas em funcao da variacdo da razdo de proporcéo do passo de tempo.

Basicamente o método de Bathe divide o passo de tempo At em dois sub-passos, um
para o tempo t+ uAt e outro para t+ At, onde u € conhecida como a razdo de
proporcao do passo de tempo (splitting ratio) e a solucdo da equagdo do movimento

deve ser conhecida para o instante de tempo t.

Para cada sub-passo de tempo a equacdo da dinamica estrutural deve ser satisfeita.

Portanto, considerando analise linear:

Mt ype + Clpypppr + Kty yne = Prypne (3.15)
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Mt + Cltpypne + Kuppe = Pryae (3.16)

No primeiro sub-passo, para o tempo t + uAt, utiliza-se o método da Regra trapezoidal,
gue corresponde a um caso particular do método de Newmark quando y =1/2 e
B =1/4. Portanto adotam-se as seguintes expressdes para a Vvelocidade e

deslocamento:

. . pAt 3.17
Upypunt = Up + N (ut + ut+uAt) ( )
uAt (3.18)

Upypunt = U + B (ut + ut+uAt)

Substituindo (3.18) em (3.17) e explicitando em termos de 1., ,,, € rearranjando (3.18)

emtermo de .., tem-se

st = (Weypne — ue — pAtir,) — it (3.19)
H“At_(uAt)z t+uAt t — U t t

. 2 . 3.20
Usipune = m (ut+;mt - ut) — U ( )

Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.16) e rearranjando 0s termos:
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2 4
M
mY; ¢+ (uAt)? ] Hr+uar
4

4 o 2 :
= Pt+ﬂAt +M|:(I/LAt)2ut +MAtut +ut] + C[Eut +ut]

Kt (3.21)

Resolvendo a equacgéo (3.21) se obtém o deslocamento u;,,n; NO tempo t + uAt. O
valor de u..,, € substituido nas equacdes (3.19) e (3.20) para obter a velocidade e

aceleracéo no instante de tempo t + uAt.

Na maioria dos casos o0 método de Bathe utiliza u = % (12,14,25). Entretanto, Noh e

Bathe (26) passam a utilizar o primeiro sub-passo do método como sendo o método de
Newmark, em substituicdo a Regra Trapezoidal tradicionalmente utilizada. Dessa forma
0 método de Bathe foi avaliado quanto a variacdo de u (splitting ratio) e seus impactos

nas propriedades de dissipacao e dispersao numericas.

Sendo assim, daqui em diante o método de Bathe sera avaliado considerando o método
de Newmark aplicado ao primeiro sub-passo e este método sera chamado de Bathe

padrao.

Considerando que o primeiro sub-passo do método de Bathe pode ser escrito de forma
genérica utilizando o método de Newmark, (26,29), a equacdo (3.21) passa a ser

idéntica a equacéo (3.12):

[K + apM + a;Clu,, yp, (3.22)
= Pyt + Mlagu, + ayity + azit,] + Claju, + ayit, + asii;]
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Onde as constantes a,..a, sao dadas pela equacao (3.11), desde que At seja

substituido por uAt. Portanto, as constantes a, ... a; séo reescritas da forma:

_ 1 Y _ 1 _ ( 1 1)
T BGuan?’ T puae’ T puae’ ™ T \2p
(3.23)
Y pAL (y
Ay = (E— 1>;a5 =T<E_ 2);% = pAt(1 —y); a; = yult
A equacéo (3.22) pode ser reescrita da forma:

Rlutﬂ,mt = f’1 (3.24)
K, =K+ ayM + a,C (3.25)
P, = Py + Mlagu, + ayit, + azite] + Claju, + ayit, + asii,] (3.26)

Onde K, é matriz de rigidez efetiva e P, é o vetor de carregamentos efetivo para o

primeiro sub-passo.

O deslocamento u.,,, € entdo obtido a partir da equacéo (3.22) no tempo t + uAt. A

aceleracdo e a velocidade séo entdo calculadas:

i’lt+ﬂAt = ay (ut+uAt - ut) — AU — azil; (3.27)

ut+uAt =u; + ag, + a7ﬁt+pLAt (3.28)
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O segundo sub-passo é aplicado ao incremento temporal (1- u)At, de t + uAt a t + At,
utilizando o método regressivo de Euler com 3 pontos para obter as aproximacgfes para

a velocidade e aceleracdo no tempo t + At. As relacdes adotadas neste método séo:

Upypr = CrUp + CoUpypnr T C3Upypr (3.29)
Upypr = CrUe + CoUpypnr T C3Upypr (3.30)

Onde ¢4, ¢, e c; séo dadas por:

G o) O

Substituindo (3.29) e (3.30) em (3.16) e rearranjando 0s termos:

[K + ¢3C + c32Mu,, (3.32)
=Piiar — M[C1C3ut + 23Uy pae + C1Ue + Czut+,uAt]
- C[Clut + Czc3ut+;mt]

Novamente, a equacéo (3.32) pode ser reescrita da forma:

Kyup i = P, (3.33)
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K, = K + ¢5C + c°M (3.34)
P,=Pp— M[C1C3ut + CC3Upne + C U + CZut+uAt] - C[C1ut + CZC3ut+uAt] (3.35)

Onde K, é matriz de rigidez efetiva e P, é o vetor de carregamentos efetivo para o
segundo sub-passo.

Resolvendo a equacéo (3.32) obtém-se o deslocamento, u;.,;, N0 tempo t + At. O valor
de u.,,; € substituido nas equacdes (3.29) e (3.30) para obter a velocidade e

aceleracao no instante de tempo t + At.

3.2.1. Estabilidade e acuracia

O estudo da estabilidade do método é realizado considerando o sistema de 1 grau de
liberdade, equacéo (2.9), a partir da qual é possivel estabelecer a equacéo recursiva

gue representa o0 método de integracao, (10,30), da forma:

Ugat iy (3.36)
Upapr | = AlUe | + Latﬂmr + Ly,
U+ At Ut

Onde a matriz de amplificacdo A e os operadores de carga L, e L, (26), sdo dados por:

1 [all a» a13] (3.37)
A= a1 Az dz3
b1B asz; dsz; dsz
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(3.38)

1

|3 (e -4(p-0))u-2) 0+ 2vu-2en |

1 | I

L, = B.p, | —u(1 — wWPQ*At —y(u— 2)At |
1

|26(1 = BSAAL® + 5 (=202 B + 4(4B — 2Y)u + 2y)Ac |

(3.39)

L, At(u — 1) (u — 2)(Bu*Q? + 2yuQé + 1)

At?(u — 1)*(Bu* Q% + 2yuQé + 1)

(Bu*Q? + 2ypQé + 1) (u — 2)?
" B

By = B0 + 2yuQé + 1

Br=(u—1)20%+25(u—1D(u—2)Q+ (u—2)?

ay = ~2(0gu(p 1) +5 - 3) - 2pe2

ary = ~452%((3) 12 (u = DO® + (3) (2B + (=B + )+ B -

2y)éu0® + (u—2) (fzw + %) Q+ (i) §(u— 2)) (3.40)
1
a3 = =05 (W= 2Q QB = 2Bu* Q% + 2Qyp*S + Q*Bp — 4yps +
—2)
g 1

a = ~20¢ (g (B~ )+ 5 - 7 )l - DO’

Ay = (Q2Bu* 4+ (=428 + 2yQE)p + (1 — 2038 (B — y) + 40%B — 8yQ&)p?
+(—4+2038(B—y) + Q2 +8yQ&-)u — O + 4)
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1
(3 = = 0% (u = D(Q*Bu = 2Bu Q% + 2Qyp*S + O°Bu — 4ypQS + p = 2)

a1 =4At2(ﬂfu(ﬁ—g)+§—%>u(€(u—1)Q+g—1)

1
as, = 4At ((Z) Bu? — ﬁz_u + (B - V)Ez)uﬂz(u -1)
+(3) Q0K + 1+ (B 40k + (=28 + 4y~ Ve

(u-v

azs = 2Q&(u — 1) + p — 2)(Q*Bp® — 2pu*Q% + 2Qyp*¢ + Q*Bu — 4yuQs
+u—2)

0 = wAt

Onde w € a frequéncia natural do sistema.

A representacdo do método apresentada na equacao (3.36) é utilizada para o estudo da
estabilidade e acuracia. Conforme Noh e Bathe (26), os autovalores da matriz de

amplificacédo A, para o caso de vibracdo sem amortecimento, podem ser obtidos por:

p(/‘{) = /‘{3 - 2A1/12 + A2/1 - A3 (3.41)

Onde os invariantes A;,i = 1,2,3 sdo dados por:
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Y (YN 28 — A — 1108 (3.42)
A = Bofos ( 4> w2 —y)(u—1Q 1
+ (—1 +utB —4udp + (Z) (164 + 2y + Du?
1
+ (Z) (—4y + 2)#) Q2+ (p- 2)2>
1 A 1 , (1 (3.43)
= (ﬁmﬁoz (s w2+ () o 2 23+ (5) ooy =2
+ 1) Q%+ (u— 2)2>>

A3 =0 (3.44)
Bor = Bu*Q? (3.45)
Boz = (= 1)2Q% + (u—2)? (3.46)

E importante notar que para o método de Bathe padrédo a aceleracdo pode ser escrita
em funcdo do deslocamento e velocidade. Dessa forma, uma linha da matriz de

amplificacdo A € uma combinacao linear das demais linhas (37), o que resulta em:

det(4) = 45 =0 (3.47)
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Como ja mencionado na secdo 2.2, para representar a resposta dinamica, o0s

autovalores de A devem ser um par conjugado complexo, (8,23,26,33,36,39), ou seja:

p(D) = A2 — 24,1 + A,) (3.48)

Onde 1;=0¢e

, 3.49
/11,2 =A; £ A%_Az ( )

Logo, o raio espectral, (26,28), é dado por:

p =] =4, (3.50)

A condigéo para 4, , ser um par conjugado complexo é:

A2—4,<0 (3.51)

As equacdes (3.50) e (3.51) implicam que o método de Bathe pode representar

resposta dinamica e ser incondicionalmente estavel, (26,31),quando:

(WER|p#0ep+1) (3.52)



60

Ainda, o amortecimento numérico, alongamento do periodo e decaimento da amplitude,
(26,31), sdo dados por:

£ = —lln(p(A)) (3.53)
Q
[ (3.54)
Q
AD = 1 — e_an% (3.55)
Onde
(3.56)

3.2.2. Consisténcia

Zhang et al. (31) demonstrou que o método de Bathe padrdo, utilizando o método de

Newmark para o primeiro sub-passo, apresenta precisdo de segunda ordem para a
aceleracéo, velocidade e deslocamento somente quando y = % independentemente do
sistema transiente ser de multiplos graus de liberdade, apresentar amortecimento fisico
e do tipo de carregamento aplicado. Ou seja, para y = % tanto o método de Newmark,

aplicado ao primeiro sub-passo, quanto o método da regressédo de Euler utilizando 3
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pontos, aplicado no segundo sub-passo, apresentam precisdo de segunda ordem.
(26,31).

3.2.3. Reducéo do custo computacional

As equagoes (3.21) e (3.22) mostram que algoritmo de Bathe padréo, considerando a
Regra Trapezoidal (y = 1/2 e f = 1/4) para o primeiro sub-passo e método regressivo
de Euler com 3 pontos para o segundo sub-passo, necessita fatorar duas matrizes de
rigidez efetivas para a solugdo dos sistemas lineares, fato que aumenta o custo
computacional do algoritmo. Noh e Bathe (26) citam ainda que o método de Bathe
padrdo é aproximadamente duas vezes mais custoso computacionalmente que a Regra
Trapezoidal, por passo de tempo At, ja que apresenta dois sistemas lineares para

resolver.

Entretanto, para a proporcéo de divisdo do passo de tempo de u = 2 —+/2 as matrizes

de rigidez efetiva das equacbes (3.21) e (3.32) se tornam iguais, sendo necessaria a

fatoracdo de apenas uma matriz. (6,12). Para os valoresy =1/2, 8 =1/4eu=2—+/2
0 método continua sendo incondicionalmente estavel, com precisdo de segunda ordem

e apresenta as caracteristicas de dispersao e dissipacdo muito proximas de quando se
utiliza a razéo de proporcéo do passo de tempo de u = % (25).
3.2.4. Overshoot

Para um sistema homogéneo de 1GL, a matriz de amplificacdo A do método de Bathe

padrdo (u =1/2,y =1/2 e B = 1/4), no limite Q - o, se torna:
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0 o(at™) ot (3.57)
A = lim A= 10 0 o(At™)
0 0 0

Dessa forma, a aceleracgéo, a velocidade e o deslocamento no primeiro passo de tempo

At, quando Q — oo, (28), podem ser escritos como:

iy tig] [0(At D1y + 0(At™)u, (3.58)
[ull = Al_)n;loA uo ~ O(At_l)uo
Uy Ug 0

Portanto, observa-se que o método de Bathe padrdo ndo apresenta o comportamento
de overshooting para o deslocamento, velocidade e aceleragcdo no primeiro passo de
tempo. (31).

3.2.5. Algoritmo e custo computacional

O algoritmo para implementacdo numérica do método de Bathe padréo (12,14,25,26) e
a contagem do numero de operacdo matematicas de cada etapa € apresentada na
Tabela 2.

Tabela 2 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padréo
(continua)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padréo

1. Defini¢cBes e calculos iniciais

1.1.Montar as matrizes globais M, K e C € R™™,
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Tabela 2 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padréo
(continuacéo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padrao

1.2.Entrar com os vetores deslocamento, velocidade e aceleragdo no tempo inicial:
uo, ilo e ilo € RmX1.

1.3. Definir os parametros y, S.

1.4. Definir a razéo de proporcéo do passo de tempo (splitting ratio) de p.

1.5. Definir o passo de tempo At da andlise.

1.6. Calcular as constantes de integracao:

1 14 _ 1 _(1 1)
= Buan?’ M T puac’ ™ T puar’ T \28

Y pAt v
a4=(/_3_1>;a5 =T(E_2>:a6 = puAt(1 —y);a; = yuht

= ()= (=)= = [a=me)
@ e )2 = @ —wuae)’ 2 = \@ — e
N° operacOes =36

1.7.Formar as matrizes de rigidez efetiva K, e K,:
Ki=K+aoM+a,C; K, =K+ c3C+ c3*M

N° operacdes = 4m? ; 4m? + 1, total 8m? + 1

1.8. Triangularizar as matrizes K e K,:
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Tabela 2 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padréo
(continuacéo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padrao

1.9.Numero total de operacdes dos célculos iniciais:
3
N° total de operacfes da etapa 1 = 2% + 8m? + 37

2. Primeiro sub-passo

2.1.Calcular o vetor de carregamento efetivo no tempo t + uAt:
Py = Pyyne + Mlagu, + ayit, + asit,] + Claju, + a,i, + asit,]
N° operacdes = 2(2m? + 5m —m) + 2m =4m? + 10m

2.2.Resolver o sistema linear para obter o deslocamento no tempo t + uAt:

LD,L] Ut tpnt = P,

N° operacbes = 2m? + m
2.3.Calcular a aceleracao e a velocidade no tempo t + uAt:
Upypae = Ao (ut+uAt - ut) — axu; — azi,
N° operacdes = 6m
ut+;mt =u; + ag, + a7ﬁt+pLAt

N° operacOes = 4m

2.4.Numero total de opera¢Bes do primeiro sub-passo:
N° total de operacdes da etapa 2= 6m? + 21m
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Tabela 2 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padréo

(concluséo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe padrao

3. Segundo sub-passo

3.1.Calcular o vetor de carregamento efetivo no tempo t + At:
Py = Piip — M[C1C3ut + 203U par + C1 U + CZut+uAt] - C[Clut + C2C3ut+uAt]

N° operacdes = 4m? + 10m + 3

3.2.Resolver o sistema linear para obter o deslocamento no tempo t + At:
LyDyLy ueip: = Py

N° operacdes = 2m? + m

3.3.Calcular a velocidade e a aceleracdo no tempo t + At:
Uppar = CrUe + CoUpp e + C3Upypr
N° operagcdes = 5m
Wpppr = U + Czi‘t+;4At + C3Ueypr

N° operagcdes =5m

3.4.Numero total de opera¢des segundo sub-passo:
N° total de operacdes da etapa 3 = 6m? + 21m + 3

4. Repetir as etapas 2 e 3 para 0s proximos passos de tempo t + nAt

3
N° total de operacdes do algoritmo= (2%+ 8m? + 37) +n(12m? + 42m) + 3
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3.3.METODO DE BATHE - 8,/8, (17,27)

O algoritmo de Bathe - B;/B, € um esquema de integracdo direta implicita e uma
variacdo do método de Bathe, descrito na secdo 3.2, cujo objetivo é possibilitar a
prescricdo da dissipacdo numérica desejada através dos parametros B; e fS,. O
esquema de Bathe - B, /B, também utiliza dois sub-passos por passo de tempo, sendo
a Regra Trapezoidal aplicada ao primeiro sub-passo e Regra Trapezoidal de 3 pontos
para o segundo sub-passo. (27).

As equacdes que definem o método de Bathe - 5, /5, ser&o descritas adiante de acordo
com Malakiyeh et al. (17).

Da mesma forma como o método de Bathe padrdo, o primeiro sub-passo utiliza o
método da Regra Trapezoidal para o incremento de tempo uAt. Portanto a condicdo de

equilibrio no tempo t + pAt é obtida a partir de:

Miteyzr + Clpypyne + Kty yne = Pryyne (3.59)

Utilizando as equacdes (3.19) e (3.20) e substituindo na equacéo (3.59) obtém-se:

Kiueyne = Py (3.60)

Onde

2 4 (3.61)




67

4 4
uA

(3.62)

o 2 :
tut +ut] + C[Eut +ut]

Resolvendo a equacéo (3.60) obtém-se o deslocamento, u;, ¢, NO tempo t + uAt. O
valor de u.,,, € substituido nas equacdes (3.19) e (3.20) para obter a velocidade e

aceleracéo no instante de tempo t + uAt.

Ja para o segundo sub-passo é utilizado a Regra Trapezoidal de 3 pontos no tempo

t + At, satisfazendo:

M, py + Clpype + KUpipr = Prone (3.63)

Estabelecendo a relacdo entre o deslocamento, velocidade e aceleracdo entre os

tempos discretos t, t + puAt e t + At como sendo:

Upppe = U + (UAL) ((1 — B, + ,311"‘t+,uAt) (3.64)
+ ((1 - H)At) ((1 — B2ty yne + ,Bzﬁt+At)

Upinr = U + (PAL) ((1 — fou, + lglut+/,LAt) (3.65)
+ ((1 - “)At) ((1 — B Uy pne + IBZut+At)
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Rearranjando as equacdes (3.64) e (3.65) para explicitar i, ,5; € ;45 €M termos do
deslocamento, velocidade e aceleracdo das condi¢Bes de equilibrio dindmico dos

tempos discretos t, t + uAt:

T 1 o — ) FA B+ B0 =) (3.66)
t+At (32(1 _ ,Ll)At)z t+At t (ﬁz(l — M))ZAL’ t
BB - (=)

(B,(1—)2Ar ok T g )
_ pBr+ (1 =B)1A =)

Bli—wy
u _;(u _u)_'“(l_ﬁl)il _.U,31+(1—,32)(1—M)u (3.67)
ST B (LA T B () (1 - ) et

Substituindo as equacdes (3.66) e (3.67) na equacao (3.63), obtém-se:
Kyupipn = P, (3.68)
Onde

1 (3.69)
Kt a—a a2

RZZ
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s 1 p(l=p)+p(1—p) . p(l—=p) (3.70)
R (O D TR TR e
+ﬂﬁ1+(1—ﬁz)(1—ﬂ)u IJ,B1+(1—,32)(1—M)1..‘
(ﬁz(l . ,LL))ZAt t+ult ,32(1 _ 'u) t+ult

1 p(1—=py) .
¥ Clﬁz(l —wac T R
ppy+ (1 —p) (1 — “)u
L(1— ) rubt

O método de Bathe - 5, /8, pode representar a Regra Trapezoidal quando 8, = 8, = %
para o primeiro e segundo sub-passos. Adicionalmente a estes parametros de S, e f,,
guando u =% as matrizes K; e K, sdo iguais e é necessaria somente a fatoracdo de

uma matriz para resolver o sistema linear, reduzindo significativamente o custo

computacional do método. Ainda, para as relacoes:

1 (3.71)

31=1+meﬁz=m

O método de Bathe - 8, /3, reproduz o método de Bathe padrdo e para que K, e K, se

2B,
142,

tornem idénticas, é necessario que u = para qualquer g, . (17,27).
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3.3.1. Estabilidade e acuracia

Novamente, o estudo da estabilidade do método é realizado considerando o sistema de
1 grau de liberdade, equacdo (2.9), a partir do qual é possivel estabelecer a equacéo
recursiva que representa o método de integracao, (10,30), da forma:

Utsat U (3.72)
Utrar| = A Ul + Loy, \p? t Ly,
Utsat U

Onde a matriz de amplificacdo A e os operadores de carga L, e L, sao dados por
Malakiyeh et al. (17):

a1 412 Qg3
A =01 Ay Aaz3 (3.73)
asz; dszz; dsz
Lax
L, =|la (3.74)
la3
lp1
Lb = lb2 (375)
lps
uAt ) 5 1 )
Qo =—:;Qa; = 04F; A, = 209,03 = —————; Ay = 45;
(3.76)
_ HA-B1)+B(1-p) | _ HB1+(1-B)(A-p) | _ H(A-p1), _ HB1+(1-B2)(1-p)

5 6

(B, (1-w)) At (B21-w)’ae "7 T (-’ B B2 (1-1)
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D = (1 + Zéwao + wal)_l; D1 = (a4 + 250)613 + (1)2)_1; bl = _D(UZ,
bz = D(—wa - wzaz); b3 = D(_Zf(l)ao - wzal); b4 = aobl; b5 =1+ aobz (377)

b6 = Qg + a0b3;

a1 = Di(ay + 2éwas + by(ag + 2éwag) + byag);
aq, = Di(as + 2éwa, + bs(ag + 2éwag) + byag);
ai3 = Dy(a; + bg(ag + 2éwag) + byag);
Az1 = Q4103 — A3 — byag;
Ay, = 1,03 — a; — bsag; (3.78)
Ap3 = G1303 — beag;
A3y = Az103 — biag;
A3; = Q203 — a3 — byag;

A3z = 303 — a7 — byag;

lal = DlD(ao (a6 + waag) + a8),
laz = lhaz — Dayag;

la3 = l2a3 - Dag,
(3.79)
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Para os casos de vibracdo sem amortecimento (¢ = 0), o método de Bathe - S,/8,

apresenta L-estabilidade, com possibilidade de obter precisdo de segunda ordem para
curva assinalada na Figura 3, para 0 < u < 1. (27).

Figura 3 — Curva de L-estabilidade e precisdo de segunda ordem do método Bathe - 8,/8,

1.1 | |

1,

0.9

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ou seja,

0< B <05 e B, =2(1-p)—5 (1687 —24p; +8)/? (3.80)

Quando,

u= (B2—-1)

= _P27-) (3.81)
(2B1-2+p2) ed<pu<l
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A partir da matriz de amplificacdo do método pode-se estudar as propriedades de
dissipacdo e dispersdo do método, através do decaimento da amplitude (DA) e
alongamento do periodo (AP), respectivamente, conforme as equacdes apresentadas
na secao 2.2.4.

3.3.2. Consisténcia

A partir do erro de truncamento do deslocamento, velocidade e aceleracdo do método,
independentemente da presenca de amortecimento fisico do sistema dinamico, o

método de Bathe - 3, /5, apresenta precisdo de segunda ordem, (27), quando:

0< B <05 e f,=2(1—p)—3(16p7 — 24p; +8)'/?

(3.82)
0= (B2—1)

= Gpizapy SO SH <1

Portanto, o método de Bathe - ,/8, somente podera ter L-estabilidade e precisdo de

segunda ordem quando a equacéo (3.81) e (3.82) forem satisfeitas.

No presente trabalho, todas as propriedades do algoritmo de Bathe - B,/B, serdo

estudadas a partir do atendimento da equacéao (3.82).

3.3.3. Reducéo do custo computacional

Como ja apresentado, o algoritmo de Bathe - ,/f8, divide o passo de tempo em dois
sub-passos. Portanto ha a necessidade de fatoracdo das matrizes de rigidez efetiva K,
e K,, equacdes (3.61) e (3.69), para obtencéo da resposta dinamica, fato que aumenta

0 custo computacional do método, quando comparados a outros algoritmos que
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necessitam apenas de fatorar uma matriz de rigidez efetiva e resolver apenas um

sistema linear por passo de tempo At.

Entretanto, € possivel selecionar valores de B, e ,, com a razdo de proporcdo do
passo de tempo pertencente ao intervalo 0 < u <1 e para 0S quais as matrizes de
rigidez efetiva K; e K, se tornam iguais e o método ainda apresenta L-estabilidade e

precisdo de segunda ordem. Para isso, os valores de f; e B3,, (27), séo:

B, =0.75—-025v2 e B, = g (3.83)

Dessa forma € necessario fatorar apenas uma matriz rigidez, desde que os parametros
B1, B, € u sejam mantidos para todos os sub-passos, reduzindo o custo computacional
do método. Mesmo assim, ainda é necessario resolver dois sistemas lineares por passo

de tempo At.

3.3.4. Overshoot

Para um sistema de 1GL a possibilidade de ocorréncia do fendmeno nédo fisico de
overshooting pode ser predito através da razdo da norma da energia no instante de
tempo t = nAt e t, conforme equacédo (2.47). Dessa forma, para que o algoritmo de

Bathe - 8, /B, ndo apresente overshoot deve-se satisfazer:

Bn _ N i)l _ G+ 0?ud) (3.84)
E, II(uo,ito)IIZ (71(2) + wzu(Z)) .
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Tal condicéo é satisfeita para diferentes valores de u, f; e B,, condi¢des iniciais u, = 1,
1, =0 e Q = wAt = 10, conforme apresentado por Malakiyeh et al. (17), demonstrando
gue o método ndo apresenta caracteristicas de overshooting nestas condicoes.

3.3.5. Algoritmo e custo computacional

O algoritmo para implementacdo numérica do método de Bathe - B,/B, (17,27) e a
contagem do numero de operacdo matematicas de cada etapa é apresentada na
Tabela 3.

Tabela 3 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8,

(continua)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8-

1. Defini¢cfes e calculos iniciais

1.1.Montar as matrizes globais M, K e C € R™™,

1.2.Entrar com os vetores deslocamento, velocidade e aceleracdo no tempo inicial:
uo, uo e i«lo € RmX:l.

'[g:l

1.3. Definir os parametros y = "

N |

1.4. Definir os parametros ; e f3,.
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Tabela 3 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8,

(continuacéo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8-

1.5. Definir a razéo de proporgéo do passo de tempo (splitting ratio) de p.
1.6. Definir o passo de tempo At da andlise.
1.7.Calcular as constantes de integragao:

4 2 4

%o (,uAt)Z'a1 ,uAt'aZ ,uAt'a3
At At
a, = 1;ag =0;a6='u7;a7 _,uT

N° operacdes =11

1.8.Formar as matrizes de rigidez efetiva K, e K;:
K, =K+ ayM + a,C

1

Ko= Kt —oa T a— a2

N° operacdes = 4m? ; 4m? + 9, total 8m? + 9

1.9. Triangularizar as matrizes K e K,:
R1 = L1D1L{i Rz = LzDng

N° operacles =




I

Tabela 3 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8,
(continuacéo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8-

1.10. Numero total de opera¢Bes dos calculos iniciais:

3
N° total de operacOes da etapa 1 = 2% + 8m? + 20

Primeiro sub-passo

2.1.Calcular o vetor de carregamento efetivo no tempo t + uAt:
Py = Pypne + Mlagu, + ayit, + asit,] + Claju, + a,it, + asit,]
N° operacdes = 4m? + 8m
2.2.Resolver o sistema linear para obter o deslocamento no tempo t + uAt:
L1D1L{ Uppynt = p1

N° operacdes = 2m? +m

2.3.Calcular a aceleracao e a velocidade no tempo t + uAt:
Weypyne = Ao (ut+uAt - ut) — axU; — azu;
N° operacdes = 6m
ut+;mt =u; + ag, + a7ﬁt+pLAt

N° operacdes = 4m
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Tabela 3 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8,

(continuacéo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8-

2.4.Numero total de operacdes do primeiro sub-passo:

N° total de operacdes da etapa 2 = 6m? + 19m

3. Segundo sub-passo

3.1.Calcular o vetor de carregamento efetivo no tempo t + At:

1 u H(l—ﬁ1)+52(1—ﬂ)u M(l—ﬁﬂu
BA-waDr2™ " (ga-w)ar | FOA-w
+Hﬁ1+(1—ﬁ2)(1—ﬂ)i‘ H,31+(1—,32)(1—M)u

('32(1 . 'LL))ZAt t+uAt ,32(1 _ ,Ll) t+ult

Py=Pup+M

+Cl;u LA B () l
B(L—pAt ™ " p(1—p) " B(1— 1) Chudt

N° operacées = 4m? + 12m + 52

3.2.Resolver o sistema linear para obter o deslocamento no tempo t + At:
LDy LG ugpe = Py

N° operacdes = 2m? +m
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Tabela 3 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8,

(concluséo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Bathe - 8,/8-

3.3.Calcular a velocidade e a aceleracdo no tempo t + At:

i = 1 (u —u)—ﬂ(l_ﬁl)ﬂ _ﬂﬁ1+(1—ﬁ2)(1—ﬂ)a
AT AR A B(1—w) cruae

N° operacdes =5m + 16

i _ 1 (u _u)_ﬂ(l—ﬁ1)+ﬁz(1—ﬂ)u
(- wan? T (B (- m)ar
_ pupr+ (1= B)A—w) | pn(1—=pBy) ..

(B,(1—m)2At o T g )
ROy SICEII
.32(1 - .U) tuht

N° operagcdes =9m + 36

3.4.Numero total de opera¢des segundo sub-passo:

N° total de operacGes da etapa 3 = 6m? + 27m + 104

4. Repetir as etapas 2 e 3 para 0s proximos passos de tempo t + nAt

3
N° total de operacGes do algoritmo = (2% + 8m? + 20) + n(12m? + 46m) + 104

Caso se utilize o parametro pB; = 0.3964 = 0.75 — 0.25V2 e f3, =§, este meétodo
apresenta matrizes de rigidez efetiva K, e K, idénticas, necessitando a fatoracdo

3
desta matriz apenas uma vez, reduzindo o numero total de operacdes para (mT+

8m? + 20) +n(12m?2 + 46m) + 104.
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3.4.METODO DE SOARES (21)

Assim como os métodos anteriores, o algoritmo proposto por Soares (21) é uma
metodologia de integracdo direta no dominio do tempo e implicita, na qual as
propriedades do modelo sdo levadas em consideracdo através de parametros locais,
somente relagdes entre deslocamentos e velocidades sédo consideradas, nao sendo

necessario o célculo das aceleragdes.

Conforme Soares (20,21), integrando cada equacédo do sistema de equacdes do
movimento (2.10), para o passo de tempo At, tem-se:

t+At t+At t+At t+At (3 85)

f Mil(t)dt+f Cu(t)dt+f Ku(t)dtzf P(t)dt

Para solucéo das integrais sdo consideradas as aproximacoes:

ftHAt Mii(t)dt ~ M (it 40 — ;) (3.86)
t+At ' (3.87)
f Cu(t)dt ~ C(upppr — ur)
t
L+t At? (3.88)

f Ku(t)dt =~ AtKu, + T(D1Kﬂt+m + D,Ku,)
t

Na equacao (3.88) D; e D, sdo matrizes diagonais que contém os parametros do
método:
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dl, 0 0 d2, 0 0 (3.89)
D;=|0 di, 0| eD,=|0 d2, 0
0 0 0 0

Os parametros do método d1; e d2; sdo dados por Soares (21):

d1; = +>tanh(aw;At) e d2; =2\2d1;—d1; -1 (3.90)

O parametro a controla a dissipacdo numeérica do método, sendo a dissipacdo numeérica
nula quando a = 0 e proporcionalmente aumenta com o aumento de a. Ja o parametro
w; leva em conta as propriedades do modelo relacionadas com cada equacao do

conjunto de equacdes do movimento, (21), podendo ser calculado como:

o = KMy 391)

Onde K;; e M;; sao os elementos da diagonal principal das matrizes de rigidez K e de
massa M. Dessa forma o produto aw; controla a intensidade da dissipacdo numérica

introduzida em cada equac¢ao que governa o movimento. (21).

O campo de deslocamentos € obtido a partir da aproximacdo linear conforme

apresentado na Figura 4, de onde surge a relacao:

ut+At = ut + ﬂAt (3.92)

Onde u pode ser escrito como:
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@99
- 2 t+At 2 t
Portanto:
At . At . (3.94)
Upppr = U + ?ut+At + 7ut

Figura 4 — Aproximagéo do deslocamento

u(t)

AL

Fonte: elaborado pelo autor, adaptado de (20)

Substituindo as aproximacdes (3.86) a (3.88) e (3.94) na equacédo (3.85) se obtém a

equacao recursiva do método de Soares (21):
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At At? (3.95)
2 2

M + _C + _DlK) ilH_At
tZ

Cflt - AtKut - _DzKilt

t+At At
= j P(t)dt + Mu, — — 5
t

2

A integracdo numeérica do vetor de carregamento sera realizada através da Regra
Trapezoidal neste trabalho, entretanto outros métodos podem ser utilizados para este

propdsito. Dessa forma:

t+At 1 (3.96)
f P(t)dt = E(Pt+At + P)At
t
A equacéo (3.95) pode ser reescrita da forma:
Rut+At =P (3.97)
Onde K é matriz de rigidez efetiva e P é o vetor de carregamento efetivo.
_ At At? (3.98)
K=M+—C+—D;K
2 2
At? (3.99)

~ 1 At
P = E(Pt+At + Pt)At + Mﬂt —76‘&15 - AtKut - TDzKut
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Resolvendo o sistema linear da equacéao (3.97) se obtém a velocidade no tempo t + At.

Apébs, com a equacéo (3.94) calcula-se o deslocamento u; ;.

Uma das principais caracteristicas deste método é a sua simplicidade. Somente é
necessario definir o pardmetro a no inicio da solucdo e ndo ha a necessidade de
calcular a aceleracdo para computar o deslocamento e velocidade no passo de tempo
seguinte, reduzindo o custo computacional do algoritmo.

O método da Regra Trapezoidal também pode ser reproduzido através do método de

Soares (21), através da utilizacdo do parametro a = 0.

3.4.1. Estabilidade e acuracia

Soares (20,21) apresenta as equacdes dos termos da matriz de amplificacdo 4 e
operador de carga L. Para isso considera-se o sistema de 1GL da forma da equacao
(2.9), a partir da qual € possivel estabelecer a equacado recursiva que representa o

método de integracao:

. . Pe (3.100)
t+At] _ t D1
uHAt] A[ut]““ pt+z“

t+At

Onde a matriz de amplificacdo A e o operador de carga L sdo dados por:

Ao [a11 a12] oL = [lll 512 113] (3.101)

az1 Ay Iy Ly, Iys
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(1 + EwAt + %(3 tanh(awAt) — 1)w2At2)

Qo

a1 =

(1+ % (2 + 3tanh(awAt) — 2,/1+ 3 tanh(awAt) ) w?At?) At

Qg

—w?At

a, =
Qg

(1- ¢wat + % (3+ 3tanh(awAt) — 41+ 3 tanh(awAd) ) w?a?)  (3.102)

A, =
Qg

1
a, =1+ éwAt + 1 (1 + 3tanh(awAt) )w?At?

l _biAt? b At? bsAt?
1 2a, 12— 2a, ' 137 2a,
L= blAt. = bZAt_ B b; At
21_a0'12_ a0'13_a0

Onde b;, b, e b; sdo os parametros de integracdo do operador de carga L e, por

exemplo, assumindo a =0 e b; = b; = le b, = 0, 0 método de Soares (21) reproduz o
2

método da Regra trapezoidal.

Conforme apresentado na secdo 2.2.3, para a avaliacdo da estabilidade do método é

necessario determinar os autovalores, 1, da matriz de amplificacédo A, da forma:

p(D) = A2 — 24,1 + A, (3.103)
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, 3.104
/11,2 =A, * Ai_AZ ( )

Onde os invariantes A, e A, séo dados por Soares (21):

Qg

1
A1 = EtT(A) =

(1~ éwAt +3(1 — d)w?Ac?) (3.106)

Qg

AZ = det(A) =

Para que o algoritmo seja incondicionalmente estavel é necessario que p(4) =

max|/11,2| < 1.0. Esta condicao é atendida quando:

d+d,>21ed;—d, <0 (3.107)
Portanto, o método de Soares (21) € incondicionalmente estavel para qualquer valor de
a € [0, +0).

Adicionalmente, para que o método apresente L-estabilidade e obter um amortecimento

mais efetivo das altas frequéncias espurias, deve-se satisfazer:
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Poo = Altim p(A) =0 (3.108)

el

Onde p,, € chamado de raio espectral infinito. A equacao (3.108) é satisfeita para:

Que corresponde a um dos parametros assumidos do método, o qual apresenta L-

estabilidade para valores de a € (0, 4+ ).

Neste trabalho serdo adotados valores de a € (0,1), garantindo que o método de

Soares (21) seja incondicionalmente estavel e apresente L-estabilidade.

No capitulo 4.1 serdo comparadas as propriedades numéricas dos métodos de Bathe
padrdo, Bathe B,/B, e de Soares através das curvas do raio espectral, decaimento da

amplitude, alongamento do periodo e overshooting.

3.4.2. Consisténcia

Conforme Soares (21) esse método implicito de integracéo direta apresenta precisdo de
segunda ordem para quaisquer valores de a € w.

3.4.3. Overshoot

Considerando um sistema de 1GL, sem amortecimento e homogéneo, os termos da
matriz de amplificacdo A do método de Soares (21) para a € (0, +)., no limite Q — oo,

se tornam:



1
Aim ap, = Aim (1 + EwAt + Z(l + 3 tanh(awAt) )wZAtZ) =1+02

(1 + EwAt + % (3 tanh(awAt) — 1)w2At2) 1
llm a11 = llm = -
O—>oo Q—>oo aO 2

!_l)-lm a12
(1+ % (2 + 3tanh(awAt) — 2/T+ 3tanh(awAt) ) w?At?) At
— i
Ql—r};lo ag
_ At
4
I _ —w?At?\ 1
ace 21 7 g\ Tate, ) T At
A, a2z
(1 — éwAt + % (3 + 3 tanh(awAt) — 44/1 + 3 tanh(awAt) )sztz)
= i
Ql—r>rolo Qg
_ 1
-2

Portanto, 4., = limg_,,, A € dado por:

88

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)
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1 At (3.115)
|2 7
Ap=limA=7 7
AL 2

Dessa forma, o deslocamento e a velocidade no primeiro passam de tempo At, quando

Q) = oo, podem ser escritos como:

U +Atuo (3.116)
U] . Ul | 2 4
] = lim 4], = g
2

Portanto, observa-se a tendéncia do método de Soares (21) apresentar o
comportamento linear de overshooting para o deslocamento em funcéo de At e devido
a velocidade inicial u,. J4 a velocidade ndo apresenta o fenbmeno de overshoot. A
tendéncia de overshoot no deslocamento pode ser eliminada para a =0, porém o

método se equivale a Regra Trapezoidal.

3.4.4. Algoritmo e custo computacional

O algoritmo para implementacdo numérica do método de Soares (21) e a contagem do

numero de operacdo matematicas de cada etapa é apresentada na Tabela 4.
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Tabela 4 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Soares

(continua)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Soares

1. Defini¢cBes e calculos iniciais

1.1.Montar as matrizes globais M, K e C € R™™,
1.2.Entrar com os vetores deslocamento e velocidade inicial: u, e 1, € R™*1,

1.3. Definir o passo de tempo At da andlise e o parametro de controle a.

1.4.Calcular o parametro w = min( %) conforme sugerido em Soares (21).

2]

N° operacdes = 2m

1.5. Calcular os parametros d1; e d2; do método em funcao de a:

d1; =5 +>tanh(aw;At) e d2; = 2,2d1; —d1; -1

N° operagcfes = 10m

1.6.Formar a matriz de rigidez efetiva K:

tZ

R—M+Atc+ DK
- 2 2 1

N° operacdes = 5m? + 3

1.7. Triangularizar a matriz K:

K =LDLT

° Ses = ™
N° operacoes = .
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Tabela 4 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Soares
(continuacéo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Soares

1.8.Numero total de operacdes dos célculos iniciais:

3
N° total de operacfes da etapa 1 = mT + 5m? + 12m + 3

Para cada passo de tempo

2.1.Calcular o vetor de carregamento efetivo no tempo t + At:

- 1 At t2
P = E(Pt.;,.At + Pt)At + Mut - ?Cut - AtKut - TDzKut

N° operacbes =9m? + 5m + 4

2.2.Resolver o sistema linear para obter a velocidade no tempo t + At:

~

LDLT 4,,,, = P

N° operacées =2m? + m

2.3.Calcular o deslocamento no tempo t + At:

At . At .
Uppar = Up + 7ut+At + 7ut

N° operacdes = 5m + 2

2.4.Numero total de operacfes para cada passo de tempo:

N° total de operacdes daetapa2 =11m? + 11m+ 6
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Tabela 4 — Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Soares

(concluséo)

Algoritmo passo-a-passo e FLOP para o método de Soares

3. Repetir a etapa 2 para os préximos passos de tempo t + nAt

3
N° total de operacdes do algoritmo = (mT + 5m? + 12m + 3) +n(11m?2+11m) + 6
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo seréd apresentada a comparacédo das propriedades numéricas do método
de Bathe - 3,/f, e de Soares, secdo 4.1, bem como serdo apresentados os resultados

de trés exemplos numérico, resolvidos com os métodos em estudo.

O método de Bathe - B, /B, e de Soares foram escolhidos para realizar a comparacao
por apresentarem precisdo de segunda ordem, L-estabilidade, propriedades
semelhantes de acuracia, apresentarem também o numero total de operacoes
matematicas para obter a solugcdo numérica de ordem de grandeza similar, aléem da

possibilidade de controlar as propriedades numéricas com apenas um parametro.

Nesta secdo, todos os resultados apresentados foram gerados a partir da

implementacdo computacional dos métodos em estudo no software MATLAB ® 2018.

4.1.COMPARACAO DAS PROPRIEDADES NUMERICAS DOS ALGORITMOS DE
BATHE- 8,/8, E SOARES

Para avaliar a capacidade de aproximacdo do método de Bathe - ,/5, e de Soares,
serdo comparadas as principais propriedades numéricas: estabilidade, acuracia
(alongamento do periodo e decaimento da amplitude), overshoot e custo

computacional.

Para a avaliacdo de todas as propriedades numéricas dessa secdo sera considerada a
resposta dindmica de um sistema homogéneo de um grau de liberdade (1GL) e sem

amortecimento (¢ = 0).



94

4.1.1. Estabilidade

Para a verificacdo e comparacao da estabilidade do algoritmo de Bathe - §,/6, e de
Soares, foi calculado o raio espectral através do maior valor absoluto dos autovalores

da matriz de amplificacdo de cada método (p(4) = max|4;|, i = 1,2,3), para diversos
valores %. Diz-se que o método de integracdo € incondicionalmente estavel quando

p(4) < 1.0.

A estabilidade do método de Bathe - 5, /5, sera avaliada para o parametro g, € (0%)

1 -_—
B, =2(1-p,) —1(16ﬁ12 —24B,+8)2 e para u= ) om0 < u <1, quando o
2 (2B1—2+B2)

método apresenta L-estabilidade e precisdo de segunda ordem. (27). Desta forma o
método de Bathe - f;/f, necessita da escolha de apenas um parametro (f;) para

controle das propriedades numeéricas.

Ja a estabilidade do método de Soares sera avaliada para valores do parametro a > 0,
guando o método € incondicionalmente estavel e apresenta precisdo de segunda
ordem. (21).

. . ~ At )
A Figura 5 apresenta as curvas do raio espectral em funcdo de — Ppara o método de

Bathe - 8,/B, para B, = [0.01;0.333;0.3964;0.49; 0.4995;0.4999] com B, = 2(1 — B,) —
1(16p2 — 2 _ B .

; (1687 —24B,+8)z e pu= TR e do meétodo de Soares para
a =[0;0.001;0.01; 0.025; 0.05; 0.1].

Observa-se na Figura 5 que o método de Soares para a = 0 apresenta p(4) = 1 (ndo

. Lo At .
apresenta amortecimento numérico) para qualquer —, fato que ocorre devido a esse

z . A 1
método representar o a Regra Trapezoidal para este parametro. Para B, = 3 0 que
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implica em B, =

wIiN

eu =% o método de Bathe - B, /B, representa o método padréo de

Bathe e para B, = 0.3964 = 0.75 — 0.25v2 o método de Bathe - B,/B, apresenta as
matrizes de rigidez efetiva K, e K, idénticas, necessitando a fatoracdo desta matriz
apenas uma vez (para andlises lineares) para obtencéo da resposta dindmica.

A Figura 5 mostra ainda, para os parametros utilizados, que os dois métodos séo
incondicionalmente estaveis ( p(4) < 1.0) e ainda apresentam raio espectral infinito nulo

(P = limac__ p(A) = 0), portanto possuem aniquilagdo assintdtica das respostas de
T

alta frequéncia, ou ainda, sdo L-estaveis, sendo os dois algoritmos efetivos no

amortecimento de altas frequéncias espurias.

Conforme Malakiyeh et al. (27), o valor de % no qual o raio espectral p(A) cai abaixo de

1.0 pode ser chamado de valor de queda (“fall-value”). Para o método de Soares,
observa-se na Figura 5 que o valor de queda do raio espectral diminui com o aumento

do valor do parametro de controle “a", aumentando assim a capacidade de
. L . At , Z
amortecimento numeérico para menores valores de T Ja para o método de Bathe -

B1/B, se observa que o valor de queda de p(A4) para os valores de 0.01 < p; < 0.49 é

préximo, sendo mais efetivo para os valores de £, = 1/3 e 0.3964.
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Figura 5 — Raio espectral para o método de Bathe - 8,/B, (parametro f,) e de Soares (parametro a)

1.2

————r ———— ———TT T —— T T
—.—3"§1=0.01 .;“31=0.333 —*—81=O.3964 ;?1=0.49 —'—,‘-'11=0.4995 +,-‘i1=0.4999
-l-a=0 -@-2a=0.001, a=0.01 -%-a=0.025 -¥-a=0.05 a=0.1

0.8

p(A)
06}

04r-

PRI e S e — —

1072 107! 10° 10" 102
AUT

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para o método de Bathe - ;/f,, outros valores de ; e , sdo possiveis. A Figura 6
1

mostra as curvas de p(4) em funcado de % para f, € E%] compB,=1-p,eu= .

s

Pode-se verificar que para estes parametros o método de Bathe - B,/5, €

incondicionalmente estavel, porém ndo é L-estdvel, com exce¢do da curva para
B,=1/3, B, =2/3 e u =% (Bathe padréo), além de apresentar precisao de primeira

ordem apenas.

Parap, =p,=1/2,e u= % 0 método de Bathe - /B, representa o método da Regra

Trapezoidal para os dois sub-passos, o que também pode ser visto na Figura 6, uma
vez que este método é conhecido por ndo apresentar amortecimento numérico (p(A) =
1 V At/T).
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Figura 6 — Raio espectral para o método de Bathe - 8,/B8, (B, =1 — B,) e de Soares (parametro a)

I I I T
85,705, 3,705 3,=0.47, 3,053 —%-/3,=0.44, 5,=0.56 . 3,=0.41, 3,=0.59
~y-6,=0.37, 3,=0.63 4~ 3,=0.333, 5,=0.666
1 =

0.8

P(A)

0.4

0.2

0 L " ol " " PR | " " PR | " N PR —
102 107! 100 10’ 102
AUT

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, com a escolha do parametro adequado, ambos 0s métodos apresentam
estabilidade incondicional e amortecimento de altas frequéncias espurias (L-estavel),

além de precisao de segunda ordem.

4.1.2. Acurécia

Para a verificacdo dos erros entre a solucdo numérica e a solucdo exata do método de
Bathe - B,/B, e de Soares foram calculados o decaimento da amplitude (medida de
dissipacédo) e alongamento do periodo (medida de dispersédo) conforme as equacdes
(2.42) e (2.44).
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Para o calculo da taxa de amortecimento numérico, foi utilizada a expressdo & =
—ﬁln(A2 + B?) para o método de Bathe - B,/B, (26) e & = —%ln(A2 + B?) para o

método de Soares (20), onde A e B sdo a parte real e imaginaria dos autovalores

principais da matriz de amplificag&o.

A Figura 7 e a Figura 8 apresentam as curvas de alongamento do periodo (AP) e

decaimento da amplitude (DA) em funcdo de % para o método de Bathe - B,/B,

. 1 1 1 -1
considerando B, € (0;5), pr =2(1—pBy) —5(16B7 —24p, +8)z e para u = —(zéffzﬁﬁz)

com 0 < u <1, e para o método de Soares utilizando o parametro a > 0, da mesma

forma que o estudo de estabilidade da secédo 4.1.1.

Para os parametros f;, 8, do método de Bathe e o parametro a do método de Soares
considerados, observa-se na Figura 7, para todos os casos avaliados, que algoritmo de

Bathe - B,/B, apresenta menores valores de alongamento do periodo (AP) quando

comparado ao algoritmo de Soares. O método de Bathe - B,/B, para S; =§ (Bathe

padrdo) e para pB; = 0.3964 = 0.75—0.25v2 apresenta os menores valores de

alongamento do periodo (AP).
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Figura 7 — Alongamento do Periodo para o método de Bathe - B,/B, (parametro B,) e de Soares

(parametro a)

70 T I I T T I I T T
—.—;’31=0.01 ,:31=D.333 —)|(—.61=0.3964 .31=0.49 —v—(51=0.4995 —’—.ﬁ1=0.4999
60 - -l-a=0 -@-a=0.001, a=0.01 -X-a=0.025 -¥-a=0.05 a=0.1
50 -
40
AP(%)
30
20
10
0 = I ! ! I I ! !
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 8 mostra que o método de Soares, para 0 <a < 0.01 e o método de Bathe -
B1/B, apresentam valores de decaimento da amplitude (DA) similares. Entretanto, para
os valores utilizados de a > 0.01, o decaimento da amplitude (DA) do método de
Soares aumenta com o acréscimo de a. JA o método de Bathe - B,/B, apresenta

valores de decaimento da amplitude (DA) proximos de zero quando B; — 0.5 (Regra

Trapezoidal), com os maiores valores de (DA) para B, =§ e B, =0.3964 =0.75 —

0.25v2.
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Figura 8 — Decaimento da Amplitude para o método de Bathe - B,/B8, (parametro B,) e de Soares

(parametro a)

T I I T T I I T T P
sol- —-0,=0.01 -@-,=0.333 o-3,=0.3964 > 3,=0.49 -0, =0.4995 @3, =0.4999 R
-M-a=0  -@-a=0.001, ~%-a2=0.01  -X-2=0.025 -W-a=0.05 a=0.1

40+

DA(%) 30

20

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1.3. Overshoot

Para a comparacdo das propriedades de overshoot do método de Bathe - ,/5, e de

Soares utilizou-se a equacéao (2.47), apresentada novamente abaixo:

By i)l G+ w?ul) (4.1)
E, II(uo,uo)IIZ (71(2) + wzu(z))

Buscando verificar o critério Z—" < 1.0, ou ainda log (i—") < 0. Quando esta condicéo é
0 0

atendida diz-se que o algoritmo em analise ndo apresenta caracteristicas de

overshooting. (17,23).
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Para o célculo da norma da energia e verificacdo da ocorréncia de overshoot considera-
se a resposta de um sistema de apenas um grau de liberdade, onde o deslocamento e

. L. ~ . At Z
velocidade iniciais sGo up =1e 1, =0 e - = 10, conforme também apresentado em

Malakiyeh (17).

A Figura 9 apresenta os resultados de log (i—") em funcdo do tempo discreto nAt. Os
0

parametros considerados para o método de Bathe - 8, /8, e de Soares sdo 0s mesmos

utilizados nas secdes 4.1.1 e 4.1.2. Observa-se que o0s dois métodos em avaliagdo néo

apresentam tendéncia de overshoot pois atenderam ao critério log (i—") < 0.
0

Figura 9 — Energia de Overshoot para o método de Bathe - 8,/8, (parametro f,) e de Soares

(parametro a) parauy = 1,1, =0 e % =10

10 I i
—.—;’31=0.01 ,:?1=D.333 —*—531=0.3964 .31=0.49 —v—,’31=0.4995 —‘—,31=0.4999

5k -Ml-a=0 -@-a=0.001, a=0.01 -X-a=0.025 -W¥-a=0.05 a=0.1 B

Log(En/EU)

Passo de tempo, n

Fonte: Elaborado pelo autor.
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J& na Figura 10 sdo apresentados os resultados de log(i—”) em funcéo do tempo
0

. .~ e .. . At
discreto nAt para as condi¢des iniciais uo =1 e 1, =1 e —=10. Para esses

parametros o método de Bathe - B,/B, ndo apresenta tendéncia de overshoot,
enquanto que o método de Soares apresenta tendéncia de overshoot no primeiro passo

de tempo (n = 1), sendo eliminado nos passos de tempo seguintes.

Esse resultado esta de acordo com o apresentado na sec¢do 3.4.3, onde foi
demonstrado que no primeiro passo de tempo 0 método de Soares tem a tendéncia de
apresentar overshooting do deslocamento com variacdo linear em funcéo de At e em
funcao da velocidade inicial.

Figura 10 — Energia de Overshoot para o método de Bathe - 8,/B, (parametro B,) e de Soares

(pardmetro a) parauy = 1,1, =1 e % =10

10 I i
—.—;’31=0.01 ,:?1=D.333 —*—531=0.3964 .31=0.49 —v—,’31=0.4995 —‘—,31=0.4999
5k -Hl-a=0 -@-a=0.001, a=0.01 -X-a=0.025 -WY-a=0.05 a=0.1

Log(En/EU)

Passo de tempo, n

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 11 apresenta os resultados de log (i—") em funcéo do tempo discreto nAt para
0

as condic¢des iniciais up =1 e u,=1 e %= 500. Com o aumento de %= 10 para

%=500 o método de Bathe - pB;/B, continua ndo apresentando a tendéncia de

overshoot, enquanto que o método de Soares apresenta tendéncia de overshoot no
. . . . . At Z

primeiro passo de tempo (n = 1) com intensidade maior que para - = 10, também

sendo eliminado nos passos de tempo subsequentes, corroborando com a tendéncia do

deslocamento apresentar overshoot com variacao linear em funcédo de At, estando de

acordo com o apresentado na secao 3.4.3.

Figura 11 — Energia de Overshoot para o método de Bathe - B,/B, (parametro B,) e de Soares

(parametro a) parauy, =1,u4,=1¢€ & —500
0 0 T

I T
—8-5,=0.01 -@-,=0.333 —-3,=0.3964 > 3,=0.49 - 3,=0.4995 —@3,=0.4999

10+
-Hl-a=0 -@-a=0.001, a=0.01 -X-a=0.025 -WY-a=0.05 a=0.1

Log(En/ED)

Passo de tempo, n

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.1.4. Custo computacional

Na sec¢do 2.2.6 definiu-se a forma de estimar o custo computacional dos métodos em
avaliacdo: contagem do numero de operacdes mateméticas (FLOP — Floating Point
Operation) realizadas pelos algoritmos em estudo para se obter a solu¢gdo numérica.

A Tabela 2, Tabela 3 e Tabela 4 apresentam o algoritmo do método de Bathe padréo,
Bathe - (,/B, e de Soares, respectivamente, juntamente com a contagem de FLOP
para cada processo, resultando no custo total devido a operacbes matematicas

realizadas por cada método para obtencdo da resposta dinamica.

A Tabela 5 apresenta o resumo do numero total de FLOP para cada algoritmo em

estudo.
Tabela 5 — Numero total de FLOP para os métodos de integracdo em estudo
Método N° total de FLOP
Bathe padréo 2m? 2 2
p T+ 8m? + 37 | + [n(12m? + 42m) + 3]
Bathe - 2m’ 2 2
athe - B1/B; ——+ 8m?+20)+ [n(12m? + 46m) + 104]
m3
Soares (? + 5m? + 12m + 3) + [n(11m? + 11m) + 6]

Na Tabela 5, a variavel m corresponde a dimensao da matriz de massa, amortecimento
ou rigidez do sistema, ou seja, ao numero de graus de liberdade. Ja a variavel n

corresponde ao numero de passos de tempo utilizados na analise.

Entretanto, para sistemas com um grande numero de graus de liberdade, a ordem do

namero total de operacfes mateméaticas pode ser aproximada conforme a Tabela 6. As
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equacbes para a ordem do numero de FLOP da Tabela 6 serdo utlizadas para
avaliacdo do custo computacional dos exemplos numéricos da sec¢éo 4.2.

Tabela 6 — Ordem do nimero total de FLOP

Método Ordem do numero de FLOP
- 2m3
Bathe padréo <_> +n(12m?)
3
2m3
Bathe - B1/8> <—3 > + n(12m?)
m3
Soares <—> + n(11m?)
3

O primeiro termo da ordem do numero total de FLOP de cada método, apresentado na
Tabela 6, € devido principalmente pela formacdo da matriz de rigidez efetiva e sua
fatoracdo. A fatoracdo da matriz de rigidez efetiva (R = LDLT) € a etapa com maior
numero de FLOP individual do algoritmo. Observa-se que o custo devido ao numero de
operacfes matematicas da primeira parcela € o dobro para os métodos de Bathe,

guando comparado com o método de Soares.

Entretanto, conforme apresentado na secéo 3.3.3, 0 método de Bathe - 3, /£, possui as

matrizes de rigidez efetiva K, e K, idénticas para 8; = 0.75 — 0.25v2, B, =2(1 — ;) —

(B2—-1)

11662 — 3 __Bm)
2(16,81 243, +8)z e para u = ETREITRL

necessitando a fatoracdo de apenas uma

. . , ~ L m3
matriz rigidez, reduzindo a ordem do nimero de opera¢des da primeira parcela para -

O mesmo ocorre para 0 método de Bathe Padrdo quando u =2 —+/2, conforme

apresentado na secao 3.2.3.
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Ja& segunda parcela da ordem do numero total de FLOP apresentada na Tabela 6 é
devida a formacao do vetor de carregamento efetivo e solugdo do sistema linear para
cada passo de tempo. Para esta parcela, o método de Soares apresenta a ordem do
namero total de operacBes matematicas 8.3% menor do que os métodos de Bathe, por

passo de tempo At.

Esse resultado pode gerar estranheza, jA que a familia de algoritmos de Bathe
apresenta dois sub-passos por passo de tempo At. Porém, o método de Soares
necessita, em um Uunico passo de tempo At, realizar quantia aproximada de
multiplicacdo de matrizes por vetores que a familia de algoritmo de Bathe em seus dois

sub-passos de tempo.

4.2. EXEMPLOS

Nesta secdo serdo resolvidos trés exemplos numeéricos com a utilizacdo dos méetodos
de integracédo direta de Bathe - 3, /8, e de Soares em estudo, onde os resultados seréo

avaliados e comparados.

4.2.1. Sistema massa molade 1 grau de liberdade

Este exemplo numérico diz respeito a um sistema homogéneo de 1 grau de liberdade,
sem amortecimento, retirado de Malakiyeh et al. (17) e conforme a Figura 12, onde

m =1, k = 4 e condic¢des iniciais u(0) = 1 e u(0) = 0.

O objetivo deste problema é destacar as consideracbes ja feitas em relacdo as

propriedades numéricas do método de Bathe - 8, /8, e de Soares na secao 4.1
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Figura 12 — Sistema massa mola com um grau de liberdade

u(t)
T
P(t)

O )

Fonte: Elaborado pelo autor.

A equacédo do movimento que rege este problema tem forma:

() + 4ut) = 0 4.2)

Os métodos utilizados para a obtencdo das respostas e 0os parametros considerados na
analise numérica sdo apresentados na Tabela 7. As respostas dos algoritmos em

estudo serdo comparadas com a resposta exata do problema. Para a solucdo do
problema foi utilizado o passo de tempo At = 0.2s, onde % = 0.0637. A solucdo exata

do sistema é dada por u(t) = cos(2t).
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Tabela 7 — Métodos e parametros utilizados para a solugéo numérica

Método Parametros

Bathe - B1/B2 B € (03), fo=2(1—f) —3 (1687 — 24, +8):, p= LoD

Soares a>0, w; =/ Kii/M;;

Para o método de Bathe - B,/B, foram utilizados B; = [0.333;0.3964; 0.49; 0.4999] para
o0 método de Soares o parametro a = [0;0.001;0.01; 0.025].

A Figura 13 até a Figura 15 mostram as respostas aproximadas obtidas com a
utilizacdo dos métodos de integracdo em estudo e a solucdo exata (referéncia) para o
deslocamento, onde as linhas continuas e o parametro B, se referem ao método de
Bathe - $,/B,, enquanto que as linhas tracejadas e o parametro a dizem respeito ao

método de Soares.

De forma geral, observa-se na Figura 13 que a resposta de curto prazo (t = 0 a 6s)
obtida pelos métodos de integracao direta representa adequadamente o deslocamento.
Entretanto, para a resposta de longo prazo (t = 49 a 55s) apresentada na Figura 14, se

destaca os elevados alongamentos do periodo para os dois métodos utilizados.

O detalhe “A” da Figura 14 é apresentado na Figura 15, da qual se conclui que:
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e As respostas obtidas para o método de Bathe - ,/8, com B, = 0.333 (método
de Bathe Padréo) e para f; = 0.3964 (Matrizes de rigidez efetiva idénticas) sao
muito préximas e apresentam os menores valores de alongamento do periodo;

e Com o aumento do valor de B; o alongamento do periodo para o método de
Bathe também aumenta, sendo maior para f; = 0.4999. Porém a resposta com
maior alongamento do periodo para o método de Bathe - B,/B, (8; = 0.4999)
apresenta menor valor de alongamento do periodo do que o método de Soares,
para qualquer valor do parametro a.

e Para o método de Soares o alongamento do periodo varia pouco com o0 aumento
do parametro a.

e Quanto ao decaimento da amplitude, os maiores valores sao apresentados pelo
método de Soares para o parametro a = 0.1 e a = 0.025.

e Os melhores resultados em termos do decaimento da amplitude séo obtidos pelo
método de Soares para o parametro a = 0 (Regra Trapezoidal), seguido pelo
método de Bathe - 8,/8, com fS; = 0.4999.

Todas as conclusfes acima, baseadas na Figura 13 a Figura 15, estdo de acordo com
as propriedades de alongamento do periodo e decaimento da amplitude apresentadas

na secao 4.1.2, Figura 7 e Figura 8.



Figura 13 — Deslocamento de 0 a 6s

I
151 —Referéncia —*—,31=0.333 _._.B1=0_3964 ﬁ1=0.49 ﬁ1=0.4999 7
- v -a=0(Regra Trapezoidal) - ¢ -a=0.001, - * -a=0.01 - = -a=0.025

Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 14 — Deslocamento de 49 a 55s

| | | | |
151 — Referéncia —+—0,=0.333 ——(,=0.3964 —3,=0.49 3,=0.4999

- v -a=0(Regra Trapezoidal) - *+ -a=0.001, -+ -a=0.01 - = -a=0.025

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 15 — Detalhe A

14 I I T T I I T T
— Referéncia ——(3,=0.333 ——(3,=0.3964 —~3,=0.49 [, =0.4999

12k - v -a=0(Regra Trapezoidal) - ¢ -a=0.001, - * -a=0.01 a=0.025 i

U

53 53.2 53.4 53.6 53.8 54 54.2 54.4 54.6 54.8 55
t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.2. Sistema massa mola de 3 graus de liberdade

O segundo exemplo numérico trata de um sistema de 3 graus de liberdade comum de
ser encontrado na literatura, (23,25,26), o qual € apresentado na Figura 16. Com esta
simples aplicacdo € possivel avaliar e verificar importantes propriedades e diferencas
entre os métodos em estudo.
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Figura 16 — Sistema massa mola com trés graus de liberdade

u, (t)=sen(w,t) u,(t) Uy(t)
= = =

—= m, —"\NN— m, VNV m,
OO0 “ oo * oo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para este problema se considera m; =0, m,=m3 =1, k; =107, k, =1, m; =0,

w, = 1.2 e o deslocamento prescrito do n6 1:

u, = sen(wyt) (4.3)

A grande diferenca entre as rigidezes das molas k; e k, busca representar de forma
simples sistemas estruturais complexos que incluem partes flexiveis e partes com
grande rigidez, as quais tem o papel de gerar restricbes ao sistema e cuja resposta nao
deve ser incluida na resposta global do sistema, conforme explica Bathe e Noh (25).
Dessa forma, este problema é excelente para verificar a capacidade de amortecimento

numérico de frequéncias espurias dos métodos em estudo.

Este sistema € governado pela equacdo do movimento da forma:
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k1 _k1 0 u1 ]?1

m, 0 07/(iy
[ 0 m, O “uz} +
O O m3 il3 0 _kz kz

Como o deslocamento e aceleragdo do n6 1 sdo conhecidos, 0 sistema pode ser

reduzido a um problema de 2 graus de liberdade, da forma:
my 0 (i, ki + ks —kz] Uz) _ (kquy
[ 0 ms] {ug} + -k, k, {ug} o { 0 } (4.5)

Para este sistema os periodos naturais de vibracdo sdo aproximadamente T; = 6.283s,
T, = 0.002s e o passo de tempo utilizado é de At = 0.2618. Portanto, At/ T; = 0.0417 e
At/ T, = 131.76 (valores arredondados).

Com o objetivo de validar os algoritmos implementados e comparar as respostas dos
métodos de Bathe - 5, /8, e de Soares, inicialmente, a mesma analise desenvolvida por
Soares (21) e Bathe e Noh (25) foi realizada. Dessa forma, foi considerado o passo de
tempo At = 0.2618s, com 304 passos de tempo (n) e as condi¢des iniciais para 0s nos

2e3nulas, u, =u; =1, =uz =0.

Os métodos utilizados para a obtencdo das respostas e 0s parametros considerados na
analise numérica sdo 0s mesmos ja apresentados anteriormente na Tabela 7. As
respostas dos algoritmos em estudo serdo comparadas com a resposta obtida com o
uso do método da superposicdo modal mais a correcao estatica com base na menor
frequéncia natural, de forma que as altas frequéncias espurias simuladas devido a

grande rigidez k, ndo sejam incluidas na resposta do sistema. (6,25).
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Na Figura 17 até a Figura 24 sao apresentadas a resposta aproximada e de referéncia
em termos de deslocamento e velocidade para os nés 2 e 3, onde as linhas continuas e
o parametro B, se referem ao método de Bathe - fB;/B,, enquanto que as linhas

tracejadas e o parametro a dizem respeito ao método de Soares.

A Figura 17 e a Figura 18 mostram que os dois métodos de integracao fornecem boas
respostas para o deslocamento do né 2 para o todo o tempo em analise, com
decaimento da amplitude e alongamento satisfatérios. Entretanto, para o passo de

tempo escolhido, observa-se que a precisdo do método de Soares € inferior ao do
método de Bathe - 5, /0,.

O mesmo ocorre para a velocidade do né 2, Figura 19 e Figura 20. Para o método de
Soares com a =0 (Regra Trapezoidal), o algoritmo ndo apresenta amortecimento
numeérico e ndo consegue dissipar a altas frequéncias, resultado também apresentado
em Bathe e Noh (25). Para os outros parametros o método de Soares e 0 método de
Bathe - B,/B, foram capazes de dissipar as altas frequéncias espurias artificialmente

induzidas no problema.

A Figura 21 até a Figura 24 apresentam o deslocamento e velocidade do n6 3, onde
pode ser visto que no curto prazo ambos 0s métodos apresentam uma boa
aproximacao da resposta, e no longo prazo percebe-se a acentuacédo do decaimento da

amplitude e alongamento do periodo, com maior intensidade para o método de Soares.
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Figura 17 — Deslocamento do n6 2de 0 a 70s

2 I T I I I
——Referéncia —*—;5’1 =0.333 —.—,.3'1=0_3964 _-_ﬁ1=0.49 ,6'1 =0.4999

15+ - v -a=0(Regra Trapezoidal) - + -a=0.001, - *-a=0.01 - »-a=0.025

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 18 — Deslocamento do n6 2de 0 a 3s e de 62.8 a 65.8s

16 |—Referéncia ——/,=0.333 . 1.6 |—Referéncia ——/,=0.333
——$,=0.3964 . §,=0.49 ——(,=0.3964 . 3,=0.49

147 3,=0.4999 - v -a=0(Regra Trap.)| | 1471 3,=0.4999 -v -a=0(Regra Trap.)
-+-a=0.001, -4-a=0.01 -+-a=0.001, -+-a=0.01

121 |-=-a=0.025 ] 120 |---a=0.025

1r Y 1
us SR Uy i
. 7

i L " | | | |
0.8 / o+ \»\ 0.8 / % \\:.\
!’ W rr \‘
ALY ’
¥ A * YD

L ’ \ | |- \J
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¥ A \ Y ARy
x '.'J '\\ A3 r o \ \‘\
0471 i’ % A ‘\‘\ 7] 0.4r j‘ ”I’ v
", Ll s 4 \“
r,‘ “ \\ f J" “ \“
i 3
0.2r 4 1:’ Y .\‘\ 7 0.2 t’ r’r‘ A .\‘
o on 4o LY
Y AR i ’ A} .
i ‘\ v i f: ‘\ v
0 ¥ i) 0 g L ,\
0 1 2 3 63 635 64 645 65 655
t(s) t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 19 — Velocidade do n6 2 de 0 a 70s

I
—Referéncia —*—,31=0.333 _._.B1=0_3964 —¢—ﬁ1=0.49 ﬁ1=0.4999
- v -a=0(Regra Trapezoidal) - ¢ -a=0.001, - * -a=0.01 - = -a=0.025

Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 20 — Velocidade do n6 2de 0 a 7s e de 63 a 70s

5| |—Referéncia ——/,=0.333 1 5} |—Referéncia —+—/3,=0.333
—.—61=0.3964 —-—,B1=0.49 —-—,G1=0.3964 —-—ﬁ1=0.49
4r 3,=0.4999 - v -a3=Q(Regra Trap.)| 4r 3,=0.4999 - v -3=0(Regra Trap.)
-4-a2=0.001, -4+-a=0.01 -4-a2=0.001, -4-a2=0.01
3l |---a=0.025 ] 31 |---a=0.025
o2tk Pox Y 2
Ug "". M MEERHES ¢ Uz
Plel nog g N
gy AT K
1{& ; OIS 17% N
AT Y o oty " ¥ o ¥
v\ |'_|‘ A ) Vet ¥y - W e i)
oF y irfphoy L v T 0 v 7¥ ()
P L "fl" i x5, i )
v |'-;\ [ oo ') “& 7,
-1F Il :\,ﬂ.l I i‘l ' 1 -\‘ w
pareey : v
[T
2 by 2f
0 2 4 6 64 66 68 70
t(s) t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 21 — Deslocamento do n6 3de 0 a 70s

T I I T

I
——Referéncia +/91=0.333 —-—,31=0.3964 —*—51=049
- v -a=0(Regra Trapezoidal) - ¢+ -a=0.001, -4 -a=0.01 - = -a=0.025

T
5,=0.4999

10 20 30 40 50 60

Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 22 — Deslocamento do n6 3 de 24.5a27.2s e de 56 a 58.7s

70

——Referéncia ——/,=0.333 35 |——Referéncia ——(3,=0.333

—-—61 =0.3964 —-—.51=U.49 —-—,G1=0.3964 —-—61 =0.49
3,=0.4999 - v -a=0(Regra Trap.) ,=0.4999 - v -a=0(Regra Trap.)

-+-a=0.001, -4+-a=0.01 3+ |-+-a=0.001, -4-a=0.01

-=-a=0.025 -=-a=0.025

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 23 — Velocidade do n6 3de 0 a 70s

8 I I T 1 I I
——Referéncia —4—(71:0.333 —o—,@1=0.3964 —— /31=0.49 451=0.4999
6l - v -a=0(Regra Trapezoidal) - ¢+ -a=0.001, -4 -a=0.01 - » -a=0.025
4 | %
] |
. 2 - p
H 3
o}\ ¥
SRER
» ¥
2k J & ?
_4 — —
6 I 1 | I 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
t(s)
Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 24 — Velocidade do n6 3de 0 a 7s e de 63 a 70s
6 [—Referancia ——[3,=0.333 67 [—Referencia —+—/3,=0.333
5| |——3,0.3964 —3,=0.49 ] 5l |—~—5,=0.3964 . 5,=049
3,=0.4999 - v -3=0(Regra Trap.) 3,=0.4999 - v -a=0(Regra Trap.)
41 |-+-a=0.001, -4-a=0.01 1 41 |-+-a=0.001, -4-a=0.01
3l - = -a=0.025 - = -a=0.025 £
ug 2
1r .
A,
(0} = d 3
At
2t
3t
0 2 4 6 64 66 68 70

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Ja& a Figura 25 até a Figura 27 apresentam a resposta aproximada e de referéncia da
aceleracdo para os nos 2 e 3. Para o método de Soares ndo é necessario o calculo da
aceleracdo no tempo t para obter a resposta no proximo passo de tempo t + At. Desta
forma, foi considerada variagédo linear da velocidade no intervalo de tempo At, (2),

sendo a aceleragdo em t + At calculada por:

. 2 . . .
Utrat = At (Ugne — ) — 1y (4.6)

A Figura 25 mostra que o método de Soares com a = 0 (Regra Trapezoidal) ndo é
capaz de dissipar a alta frequéncia espuria artificialmente induzida no problema, como
também evidenciado em Bathe e Noh (25), fornecendo uma resposta instavel para a

aceleracéo deste no.

A Figura 26 indica que o método de Bathe - ,/B, apresenta um pico na resposta do
primeiro passo de tempo, possuindo maior intensidade para os maiores valores do
parametro p; e para f; = 0.4999 este método ndo fornece resposta proxima da de
referéncia. Para o meétodo de Soares com a = [0.001,0.01,0.25] se observa que
também ocorre um pico na resposta do primeiro passo de tempo, de menor intensidade
guando comparado ao método de Bathe - 3,/8,, porém estabilizando rapidamente para

préximo da solucéo de referéncia.
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Figura 25 — Aceleragdo don6 2de 0 a 10s
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 26 — Aceleracdo do n6 2 de 0 a 10s, excluindo a resposta da Regra Trapezoidal

10

0.4999

4=

3,=0.49

0.333 ——0, =0.3964

0.01

—Referéncia ——1,

0.025

- ®-g=

-h=-g

=0.001,

-¢-3

25

20

15
10
-20 |-
-25

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 27 — Aceleragdo do n6 3de 0 a 70s

I
8 ——Referéncia ——3,=0.333 ——/3,=0.3964 3,=0.49 3,=0.4999
- v -a=0(Regra Trapezoidal) - ¢+ -a=0.001, -+ -a=0.01 * -a=0.025

(e

70

t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para auxiliar a visualizacdo da precisao das respostas aproximadas em relacdo as de
referéncia, foi calculado o erro através da equacdao (4.7), retirada de Soares (20), onde
u(t;) e u(t;) sdo a resposta aproximada e de referéncia no tempo t;, respectivamente, e

n; € 0 numero total de passos de tempo.

S (u(e) — a(e))’] 4.7)

Z?ztl a(ti)z

Erro = 100% % [

A Tabela 8 apresenta os erros relativos para o deslocamento, velocidade e aceleracao
dos nos 2 e 3. Observa-se que o método de Bathe - ,/8, apresentou menores erros

relativos percentuais do que o método de Soares, com excecdo da aceleracao do no 2,

com melhor resultado com a utilizacdo de B; = 0.3964 = 0.75 — 0.25v2 (matrizes de
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rigidez efetiva K, e K, idénticas). Esse resultado pode ser explicado pela caracteristica
do método de Bathe - B,/8, sempre apresentar menores alongamentos do periodo do

gue o método de Soares, para 0s parametros avaliados.

O numero total de opera¢cdes matematicas também é apresentado na Tabela 8. Pode-
se notar que o método de Soares necessitou de 8.3% menos operac¢des que método de
Bathe - B,/pB,. Essa diferenca é devida principalmente ao baixo niamero de graus de
liberdade (m = 2), sendo o numero total de FLOP dominado pela formag&o do vetor de

carregamento efetivo e solucdo do sistema linear para cada passo de tempo.

Para este exemplo o caso em que o méetodo de Bathe - 3,/f, apresenta matrizes de

rigidez efetiva K, e K, idénticas (8, = 0.3964 = 0.75 — 0.25v/2) traz uma reducdo do
numero de operacdes desprezivel, devido ao pequeno numero de graus de liberdade

do problema proposto (m = 2).

Tabela 8 — Erro relativo (%) para o deslocamento, velocidade e aceleracéo

Bathe - B,/B2 Soares
B1=0.333 B,=0.3964 B, =0.49 ;=0.4999 a=0 a=0.001 a=0.01 a=0.025

u, 2.4E-05 2.3E-05 3.6E-05 2.7E-04 0.06 23.29 31.03 31.03

us 10.09 9.79 13.70 19.06 19.87 36.54 42.42 41.86
u, 0.82 0.68 0.23 0.10 67.77 23.46 31.23 31.23
U3 9.05 8.78 12.28 17.08 17.81 34.12 40.04 39.48
i, 129.80 125.08 221.60 1897.37 1.5E+05 43.76 41.80 41.80
i3 8.40 8.16 11.41 15.88 16.56 33.26 39.41 38.81
FLOP 14598 14595 14598 14598 13379 13379 13379 13379

4.2.3. Barra homogénea

Este ultimo exemplo foi retirado de Malakiyeh et al. (17) e diz respeito a uma barra

engastada em uma de suas extremidades, enquanto a outra extremidade € livre e com
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um carregamento P(t) aplicado na dire¢ao axial da barra, conforme Figura 28. Outras
literaturas também apresentam variacdes deste exemplo, (3,20,21,44). As propriedades
fisicas e geométricas adotadas sdo: mddulo de elasticidade E = 40000N/m? , massa
especifica p = 1kg/m?3, comprimento total da barra L = 2m e area da secao transversal

A =1m?2.

Figura 28 — Barra engastada

X, u(t)

P

B

Fonte: Elaborado pelo autor.

O carregamento P(t) é um carregamento axial aplicado instantaneamente da forma:

_ (0 t<o0 (4.8)
P(t)_{P():lOON t>0

Como condic¢des iniciais do problema, considera-se que qualquer posicdo da barra se

encontra em repouso para t = 0, ou seja:
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u(x,0) =0 u(x,0) =0 0<x<L (4.9)

A solucdo analitica para o deslocamento axial, (3,20,21), € dada por:

(. ty = SPol o (15! (@n—Dm\[_(@n— Dt (4.10)
R T 7V (TR A Y O\ 2

Portanto, a velocidade axial pode ser calculada facilmente pela equacéo (4.11).

_BPL O [ (-1)5? (2n - D\ [ (4.11)
- mEAL {(25— 1)Zsen< 2L >[

EZn — Dnc (2n — Dmct
+ oL sen< 5L >l}

Onde a variavel c = \/E/p = 20m/s é a velocidade de propagacédo da onda no meio.

Foi utilizado o método de elementos finitos para a discretizacédo do problema, utilizando
500 elementos de barra, totalizando 501 nos, sendo o deslocamento horizontal o grau
de liberdade de cada né. As matrizes de massa inconsistente e rigidez de um elemento

séo dadas por:

AL EA _ _
R R “
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Foi considerado amortecimento nulo e as matrizes de massa, rigidez e o vetor

carregamento do problema séo:

1 07
AL 2
p 2
M=
2
2
-0 1 J501x501
1 -1 0
-1 2 -1
EA -1 2 - (4.13)
K=—
L S |
-1 2 -1
-0 -1 1 d5p1x501
0
F=|9Y
P())g0104

Como o deslocamento € conhecido no né localizado no engaste da barra, pode-se
eliminar a linha e coluna referente a este no, ficando as matrizes de massa, rigidez e

vetor carregamento da forma:

M = - (4.14)

-0 1 ~500x500
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2 -1 0
’ -1 2 -1
E -1 2
K=—
L -1
-1 2 -1
-0 =1 1 d500x500
0
F=|0
P(t) 500x1

Os meétodos utilizados para a obtencdo das respostas dinamicas e 0s parametros
considerados na analise numérica sdo apresentados na Tabela 7. As respostas dos
algoritmos em estudo serdo comparadas com as respostas analiticas do problema,
apresentadas nas equacotes (4.10) e (4.11) e na Figura 29 e Figura 30 considerando
100 posicOes igualmente espacadas ao longo do comprimento da barra engastada. O
tempo total da analise foi de t = 0.16s, o passo de tempo utilizado foi de At =
8x107>s e os parametros do método de Bathe - B,/B, foram utilizados inicialmente
p1 =[0.1;0.333;0.3964;049] e para o método de Soares o0 parametro

a = [0;0.001;0.01; 0.025]. Considerando a maior frequéncia natural do sistema tem-se

& _ 1.273.
T
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Figura 29 — Solucédo analitica para o deslocamento horizontal para todos os nés
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 30 — Solucédo analitica para a velocidade horizontal para todos os nés
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 31 apresenta o deslocamento do n6 350 (x = 1.396m) para o método de Bathe
- B1/B2 e a Figura 32 apresenta o detalhe A indicado na Figura 31. Observa-se que o

método de Bathe - 8, /8, obtém uma boa aproximacao da solucao analitica.

Ja a Figura 33 e Figura 34 apresentam a velocidade e detalhe A para o método de
Bathe - (;/B,, nas quais se observa que para todos os parametros utilizados, altas

frequéncias espurias sdo obtidas na solu¢éo numérica.

Para contornar este problema e tentar amortecer estas frequéncias espurias com o

método de Bathe - B,/f,, sera adotada a relacdo B, = 25;, n=0.5 e B, 0 parametro
escolhido pelo usuério (é < f; < 0.5 e B; > 0.5). O objetivo da adocao destas relacdes e

novos parametros (,/B, € obter maior amortecimento numérico, como € apresentado

na Figura 35, onde o raio espectral mostra o valor de queda (“fall-value”) para menores
valores de %. Entretanto, para estes novos parametros o método de Bathe - B,/p,

apresenta precisao de primeira ordem. (27).
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Figura 31 — Deslocamento horizontal do n6 350 para o método de Bathe - 8,/8, € At = 8x10~5s

%107
I I I I I
sl ——3,=0.1 —3,=0.333 — 3,=0.3964 — 3, =0.49 — Anamica‘ 4

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 32 — Deslocamento horizontal para o né 350, detalhe A
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 33 — Velocidade horizontal do n6 350 para o método de Bathe - 8,/B8, € At = 8x10~5s
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 34 — Velocidade horizontal para o né 350, detalhe A
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 35 — Raio espectral para o método de Bathe - B,/B8, com B, =2B, e n= %

T T T T AL | T T T LI | T T T LI |
ol -m-3,=0.333, ,=0.666 -@-,=0.39, 3,=0.78 —/1,=0.45, 3,=0.90 |
,;i1=l],52, 8,=1 .04 -v—_:iﬂ=0.6, 8,71 2 -‘-_31=0.65‘ ,‘1’2=1,30

1 -

0.8+ .
p(A)

0.6 .
0.4+ .
0.2+ .

O L " MR | " " MR | " LT

102 1071 100 10’ 102

AYT

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para o método de Soares, a Figura 36 e Figura 37 apresentam o deslocamento do n6

350, o qual se mostra eficiente e alcanca uma boa aproximacgéao para o problema.

Ja para a velocidade do n6 350, a Figura 38 e Figura 39 apresentam a solucéo analitica
e numeérica obtidas para o método de Soares. Para a = 0 (Regra Trapezoidal) o método
nao amortece as altas frequéncias espurias, como era de se esperar. Entretanto, para
valores de a > 0.005 adotados, o método foi capaz de amortecer as altas frequéncias

espurias.



132

Figura 36 — Deslocamento horizontal do né 350 para o método de Soares e At = 8x10~5s
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 37 — Deslocamento horizontal para o né 350, detalhe A
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 38 — Velocidade horizontal do n6 350 para o método de Soares e At = 8x1075s
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 39 — Velocidade horizontal para o né 350, detalhe A
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Para melhor avaliar as respostas aproximadas, foi calculado o erro relativo de todos os
nds para o deslocamento e velocidade e para diversos parametros de cada método,
considerando os passos de tempo At = 8x1075s, At = 4x107°s e At = 2x107%s, os
guais sao apresentados na Tabela 9 até a Tabela 11.

Observa-se nestas tabelas que os dois métodos utilizados apresentaram erros relativos
de todos os nés abaixo de 1% para o deslocamento. Para o erro relativo da velocidade,
0 método de Soares apresentou melhores resultados para a = 0.004 (At = 8x107°s ),
a = 0.006 (At = 4x1075s ) e a = 0.011 (At = 2x1075s ). J& para o método de Bathe -
B.1/B, 0 menor erro relativo da velocidade foi observado para p; = 0.35, §, =0.7 e

u = 0.5 para todos os passos de tempo.

Dessa forma, os resultados aproximados do deslocamento e velocidade seréao
apresentados novamente para os passos de tempo At =8x107%s, At =4x107%s e
At = 2x1075s e para os parametros de melhor desempenho para a velocidade,

descritos acima, conforme Figura 40 até a Figura 51.

Tabela 9 — Erro relativo para o deslocamento e velocidade de todos os nds e At = 8x1075s

(continua)
Soares Bathe - B1/B-
parametro erro (%) parametros erro (%)
a U U B1 B2 U Ue Uy

0.001 0.485 17.589 0.333* 0.667 0.500 0.373 17.018
0.002 0.491 16.631 0.340* 0.680 0.500 0.346 14.689
0.003 0.530 16.314 0.350* 0.700 0.500 0.448 14.519
0.004 0.586 16.305 0.360* 0.720 0.500 0.590 15.249
0.005 0.650 16.460 0.370* 0.740 0.500 0.733 16.124
0.006 0.717 16.704 0.380* 0.760 0.500 0.872 16.97
0.007 0.786 16.997 0.100** 0.600 0.333 0.413 17.987
0.008 0.855 17.313 0.250** 0.634 0.423 0.388 17.377
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Tabela 9 — Erro relativo para o deslocamento e velocidade de todos os nds e At = 8x1075s

Soares

Bathe - B1/B,

parametro

erro (%)

paréametros

a

Ut

U P

B2

U

erro (%)

U

U

0.009
0.010

0.923
0.990

17.638 0.400**
17.963 0.490*

0.710 0.592 0.367 16.868
0.877 0.860 0.443 18.737

* - Utilizou-se a relacdo f, =28, e u=0.5
** - Utilizou-se a relagbes conforme a Tabela 7

(concluséo)

Tabela 10 — Erro relativo para o deslocamento e velocidade de todos 0s nés e At = 4x107>s

Soares Bathe - B1/B-
parametro erro (%) parametros erro (%)

a Ue Uy B B2 U Ue Uy
0.001  0.260 14.636 0.333* 0.667 0.500 0.205 13.980
0.002  0.252 13.782 0.340* 0.680 0.500 0.191 11.762
0.003  0.254 13.326 0.350* 0.700 0.500 0.259 11.778
0.004  0.263 13.080 0.360* 0.720 0.500 0.347 12.518
0.005 0.276 12.964 0.370* 0.740 0.500 0.434 13.327
0.006  0.292 12.936 0.380* 0.760 0.500 0.517 14.078
0.007  0.311 12.969 0.100** 0.600 0.333 0.223 14.663
0.008  0.331 13.044 0.250** 0.634 0.423 0.211 14.231
0.009 0.352 13.148 0.400** 0.710 0.592 0.202 13.875
0.010 0.373 13.273 0.490* 0.877 0.860 0.237 15.200

* - Utilizou-se arelacdo p, = 2B, eu=0.5
** _ Utilizou-se a relacdes conforme a Tabela 7
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Tabela 11 — Erro relativo para o deslocamento e velocidade de todos 0s nés e At = 2x1073s

Soares Bathe - £1/B-
parametro erro (%) parametros erro (%)

a Ut Uy B B2 U Ut Uy
0.005 0.146 11.057 0.333* 0.667 0.500 0.131 12.226
0.006  0.147 10.897 0.340* 0.680 0.500 0.120 10.042
0.007  0.149 10.781 0.350* 0.700 0.500 0.157 9.908
0.008  0.153 10.699 0.360* 0.720 0.500 0.208 10.456
0.009 0.157 10.645 0.370* 0.740 0.500 0.259 11.101
0.010 0.161 10.613 0.380* 0.760 0.500 0.308 11.717
0.011 0.166 10.600 0.100** 0.600 0.333 0.223 12.628
0.012 0.171 10.602 0.250** 0.634 0.423 0.211 12.371
0.013 0.177 10.616 0.400** 0.710 0.592 0.202 12.166
0.014  0.183 10.641 0.490* 0.877 0.860 0.237 12.958

* - Utilizou-se arelacdo f, = 2B, eu=0.5
** _ Utilizou-se a relacdes conforme a Tabela 7

Figura 40 — Deslocamento horizontal do n6 350 e At = 8x10~°s
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 41 — Deslocamento horizontal do né 350 e At = 8x10~°s, detalhes A e B

%1073 Detalhe A

6.6 - - -Soares, a=0.004 —Bathe, 3,=0.35, 5,=0.70 e 4=0.5 — Analitica
I I I I I I I
0.096 0.097 0.098 0.099 0.1 0.101 0.102 0.103 0.104
t(s)
<10 Detalhe B

4 - - -Soares, a=0.004 —Bathe, 3,=0.35, 3,=0.70 e x=0.5 — Analitica

g
p—

22

:‘:é:.

0 | | il il | | | I I I
0.08 0.081 0.082 0.083 0.084

0076 0077 0078  0.079
t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 42 — Deslocamento horizontal do n6 350 para o passo de tempo At = 4x10~5s
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 43 — Deslocamento horizontal do né 350 e At = 4x107°s, detalhes A e B
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 44 — Deslocamento horizontal do n6 350 para o passo de tempo At = 2x10~5s
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 45 — Deslocamento horizontal do né 350 e At = 2x107°s, detalhes A e B
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 46 — Velocidade horizontal do n6 350 e At = 8x107°s
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Figura 47 — Velocidade horizontal do n6 350 e At = 8x10~°s, detalhes A e B
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Figura 48 — Velocidade horizontal do n6 350 para o passo de tempo At = 4x10~5s
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Figura 49 — Velocidade horizontal do n6 350 e At = 4x107°s, detalhes A e B
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 50 — Velocidade horizontal do n6 350 para o passo de tempo At = 2x10~5s
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Figura 51 — Velocidade horizontal do n6 350 e At = 2x107°s, detalhes A e B
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a velocidade do n6 350 apresentada na Figura 46 até a Figura 51, observa-se o
aparecimento de frequéncia espurias, as quais sdo rapidamente amortecidas pelos dois
métodos em estudo. Outros parametros de controle dos métodos de Bathe - 5, /5, e de
Soares podem ser selecionados para prover maiores amortecimento numeéricos. Para
demonstrar este fato, foi selecionado o parametro a = 0.026 para o método de Soares e
0s parametros B, =039, B, =0.78 e p=0.5 para o método de Bathe - B,/B,,
considerando o passo de tempo At = 4x10~°s. A Figura 52 e Figura 53 apresentam as
aproximacdes obtidas pelos dois métodos para a velocidade do n6é 350. Observa-se
gue as frequéncias espurias foram amortecidas, porém o erro relativo a resposta

analitica de todos os nds é maior do que os valores apresentados na Tabela 9 a Tabela

11.
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Figura 52 — Velocidade horizontal do n6 350 para o passo de tempo At = 4x10~5s

T I
- - -Soares, a=0.026 —Bathe, 3,=0.39, 5,=0.78 & 11=0.5 —Analitica

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 53 — Velocidade horizontal do n6 350 e At = 4x1075s, detalhes A e B
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Por fim, ambos os métodos apresentaram excelentes respostas para a aproximagao do
deslocamento axial da barra (erro relativo global inferior a 1%) e para diversos
parametros de controle selecionados. Para a velocidade axial, o0 método de Bathe -
B1/B2 apresentou os menores erros relativos de todos os nés, considerando a melhor
resposta, as quais foram obtidas para os parametros B; = 0.35, f, =0.7 e pn=0.5 e
para 0s passos de tempo At =8x10"%s, At=4x10"s e At=2x10"5%s, néo
necessitando o ajuste do parametro ; em funcéo de At. J4 para o método de Soares,
foi necesséario calibrar o parametro a para cada At, gerando esforco adicional na
obtencao da resposta de melhor desempenho.

Quanto ao numero de operacdes (FLOP) necessarias para obtencdo da solucéo
aproximadas, a Tabela 12 resume estes valores em funcdo do numero de graus de
liberdade (m) e do nimero de passos de tempo (n), além de apresentar os valores para

cada uma das duas parcelas que compdem o numero de FLOP da Tabela 5.

Observa-se que o numero total de FLOP para ambos os métodos é devido
principalmente ao processo de solucédo dos sistemas lineares de cada passo de tempo
(22 parcela de FLOP). Desta forma, neste exemplo o custo de formacéo e fatoracdo das

matrizes de rigidez efetiva (12 parcela de FLOP) néo é relevante.

Ainda o numero total de FLOP para o método de Soares € aproximadamente 9% menor
do que o método de Bathe - B,/B,. Porém, utilizando passos de tempo 9% menores
para o método de Soares obtém-se as mesmas conclusfes anteriores quanto aos erros

relativos de todos 0s nos.
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Tabela 12 — NGmero total de FLOP

Método m n 12 Parcelade FLOP 22 Parcelade FLOP Total de FLOP
Bathe - 500 2000 8.33E+07 6.00E+09 6.08E+09
500 4000 8.33E+07 1.20E+10 1.21E+10
Bi/Bz 500 8000 8.33E+07 2.40E+10 2.41E+10
500 2000 8.33E+07 5.50E+09 5.58E+09
Soares 500 4000 8.33E+07 1.10E+10 1.11E+10
500 8000 8.33E+07 2.20E+10 2.21E+10
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5. CONCLUSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado o estado da arte unificado das principais propriedades
numéricas dos algoritmos de integracdo direta no dominio do tempo: convergéncia,
consisténcia, estabilidade, acuracia, overshoot e custo computacional. Posteriormente,
foram descritas as metodologias dos métodos de marcha no tempo em estudo,

juntamente com suas propriedades numéricas e algoritmos para implementacao.

Ambos os métodos de Bathe - 5,/8, e de Soares apresentam, para um conjunto de
parametros de controle, precisdo de segunda ordem, estabilidade incondicional, L-
estabilidade e podem ter suas propriedades numeéricas, como amortecimento numerico,
decaimento da amplitude, alongamento do periodo, controlados com a definicdo de
apenas um parametro pelo usuario, que corresponde ao parametro a para o método de

Soares e 0 parametro 8, para o método de Bathe - 5,/5,.

Porém, também existem diferencas significativas. Para os parametros de controle
considerado, o método de Soares apresenta maior alongamento do periodo do que o
método de Bathe - B,/B,. Ja para o método de Soares com 0 < a < 0.01 e de Bathe -
Bi/B, com 0< B, <0.5, ambos apresentam valores de decaimento da amplitude
semelhantes, mas para o método de Soares com a > 0.01 os valores de decaimento da

amplitude aumentam significativamente quando comparados ao método de Bathe -

B1/Bo.

Para a verificacdo de possibilidade de apresentar overshooting, os métodos em estudo
foram utilizados para obter a resposta de um sistema com um Unico grau de liberdade e
entdo foi calculada a norma da energia em um passo de tempo nAt (E,) e comparada
com a norma da energia do tempo inicial (E,) da analise. Nestas condicbes o método
de Bathe - 3, /B3, ndo demonstrou tendéncia de overshooting para quaisquer parametros

de controle, condi¢des iniciais e At/T utilizados. Para o método de Soares foi
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demonstrado que h& tendéncia de overshooting para o deslocamento no primeiro passo
de tempo, o qual depende da velocidade inicial e apresenta variagéo linear com o passo

de tempo At.

Para o método de Soares ndo ha necessidade de calcular a aceleracao inicial para
iniciar a integracdo no tempo, ha a necessidade de fatorar apenas uma matriz de
rigidez efetiva e solucionar apenas um sistema linear de equacdes por passo de tempo,
fato que exige um custo computacional menor desse método. O método de Bathe -
B./B, necessita fatorar duas matrizes de rigidez efetiva, exceto quando se utiliza
valores especificos de S;, B, € u, e solucionar dois sistemas lineares de equacdes por

passo de tempo.

O custo computacional foi avaliado em termos do numero de operacfes matematicas
realizadas (FLOP) por cada método para se obter a solucdo. Considerando esta
premissa, 0 processo individual dos algoritmos que apresenta maior custo
computacional é a formacao e fatoracdo da matriz de rigidez efetiva (I? = LDLT), para o
gual o método de Bathe - 3, /83, apresenta o dobro do custo que o método de Soares, ja
gue ha a necessidade de fatorar duas matrizes de rigidez efetiva por passo de tempo.
Entretanto, este custo pode ser igualado com a utilizacdo de valores especificos de f;,
B, e u para o método de Bathe - 8, /8,. J& 0 custo computacional por passo de tempo é
aproximadamente 9% menor para o método de Soares quando comparado ao método
de Bathe - B,/p,, contrariando Sofiste (44), que afirma que o custo computacional do

método de Soares é metade do custo do método de Bathe.

Outra conclusdo importante € que o custo computacional, devido ao numero de
operacBes matematicas, depende basicamente do nimero de graus de liberdade do
sistema avaliado (m) e do numero de passos de tempo (n) utilizado na analise. Para

problemas com numero de passos de tempo n >»> m (humero de graus de liberdade) o
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custo computacional € dominado pelo processo de solucédo dos sistemas lineares para
cada passo de tempo. J& se m > n, 0 custo computacional é controlado principalmente
pela formacgao e fatoragdo da matriz rigidez efetiva.

Por fim, os dois primeiros exemplos numéricos desenvolvidos corroboraram o
comportamento das propriedades numéricas de estabilidade, acuracia e overshoot
citadas anteriormente, ambos o0s métodos apresentam excelente capacidade de
amortecimento de frequéncias espurias e, em geral, o0 método de Bathe - B,/B,
apresentou resposta com menores erros relativos em relacdo a resposta de referéncia
do que o método de Soares, mesmo quando se utilizou valores especificos de £;, 5, € 1

para que o método de Bathe - 5, /f, tivesse apenas uma matriz de rigidez efetiva.

Para a ultima aplicagcdo numérica o método de Bathe - 8/, ndo foi capaz de dissipar
as oscilagcbes da resposta quando apresenta L-estabilidade, precisdo de segunda
ordem e é controlado por apenas um parametro. Para alcancar maior amortecimento
numérico para este método foi necessario utilizar outra relacdo entre os parametros de
controle, quando o passa a apresentar precisdo de primeira ordem, requer varios testes
numeéricos para encontrar 0s parametros 6timos e necessita de conhecimento avancado
do algoritmo por parte do usuario. Nesse mesmo exemplo numérico, 0 método de
Soares foi capaz de amortecer as oscilacfes da resposta de velocidade axial e obter

menores erros numericos para esta variavel com menor custo computacional.

Por fim, de forma geral o método de Bathe - ,/8,, quando utilizado os parametros

_ _ __1 _ __(B-1)
B, = 0.75 — 0,25V2, B, 5 © L=y 5h 5 apresentou melhores resultados que o

método de Bathe padrdo e regra trapezoidal. JA& o método de Soares apresentou
melhores resultados que a regra trapezoidal somente quando houve a necessidade de

dissipacéo de frequéncias espurias.
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O presente trabalho se concentrou em analises lineares e na avaliacdo do custo
computacional apenas pela contagem de opera¢des matematicas. Estudos adicionais
podem ser desenvolvidos considerando analises n&o lineares, o efeito do
amortecimento, a aplicacdo dos métodos de integracdo estudados em sistemas nao
homogéneos, a adicdo de outras variaveis do custo computacional e a utilizacao desses

métodos de integracao em aplicacdes numéricas de grande porte.
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