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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS
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Fourier e Espaços de Sobolev

VITÓRIA
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introdução sobre equações diferenciais parciais (EDPs) e algumas
técnicas para as suas soluções. Dentre as técnicas que foram exploradas duas se destacam, a transformada
de Fourier que nos permite converter equações diferenciais parciais em equações diferenciais ordinárias e
os espaços de Sobolev que nos permitem enfraquecer a noção de derivada abrangendo um conjunto maior
de soluções para as EDPs.

Palavras-chave: Equações diferenciais parciais, transformada de Fourier, espaços de Sobolev,
soluções fracas, equações eĺıpticas, equações parabólicas.



Abstract

In this work we present a introdution about the partial differential equations (PDE) and some
techniques for their solutions. Among the techniques explored we detach, the Fourier transform that
convert partial differential equations (PDE) in ordinary differential equations (PDO), and the Sobolev
spaces, which allows weaken the notion of derived reaching a larger set of solutions for PDEs.

Key-Words: partial differential equations, Fourier transform, Sobolev spaces, weak solutions, elliptic
equations, parabolic equations.
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Introdução

O estudo das equações diferenciais tem atráıdo a atenção de grande parte da comunidade cient́ıfica
desde o século XVII com as contribuições de Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) até os dias atuais sendo uma área de pesquisa de grande interesse da comunidade cient́ıfica
da matemática pura e aplicada.

Na matemática aplicada, as equações diferenciais no geral cumprem o papel de ponte com outras
ciências, pois se originam em problemas ligados à f́ısica, biologia, engenharia, qúımica e economia. Grande
parte das equações diferenciais parciais surgem de modelos f́ısicos ou problemas da geometria diferencial,
podendo ser encontrados em áreas como: aerodinâmica, elasticidade, geof́ısica, circulação de fluidos,
transferência de calor e crescimento de tumores.

Na matemática pura, as equações diferenciais tem fomentado o desenvolvimento de novos conceitos e
ferramentas que propiciem um melhor entendimento e avanço da teoria. Em particular, novas equações,
novos métodos para encontrar solução, o comportamento e a regularidade das soluções são alguns dos
temas de interesse. Nesse sentido, surge o principal objetivo dessa dissertação.

Esta dissertação é fruto de um estudo sobre equações diferenciais parciais lineares (EDPs) e algumas
técnicas para as suas soluções. Dedicamos a nossa atenção no estudo de propriedades básicas de transformada
de Fourier e os espaços de Sobolev, os quais nos proporcionam fortes resultados dentro da matemática.

As ideias de Fourier são vistas em todos os ramos da matemática e da f́ısica matemática, desde a
teoria dos números até a mecânica quântica. As séries e integrais de Fourier possuem uma surpreendente
variedade de aplicações nas quais ela é a principal ferramenta. Entre essas aplicações, destacamos a
sua contribuição para a resoluções de algumas EDPs. A resolução de EDPs através da transformada
de Fourier, como veremos, ocorre por uma propriedade da transformada que converte derivadas em

multiplicações ((̂Dαu) = (iy)αû), onde ( ˆ ) representa a transformada de Fourier. Essa propriedade
é muito poderosa porque nos permite transformar equações diferenciais parciais para equações mais
simples de serem resolvidas. Para alguns livros didáticos contendo um estudo detalhado da transformada
de Fourier sugerimos [5], [6] e [7].

Os espaços de Sobolev levam esse nome devido ao matemático russo Sergei Lvovich Sobolev, um dos
principais matemáticos a desenvolver essa teoria. A origem desses espaços ocorreu durante o estudo das
equações diferenciais parciais e a necessidade de uma nova teoria, a necessidade de um espaço de soluções
mais abrangente que não exigiam tanto destas funções, surgindo o conceito de derivada fraca. A ideia de
derivada fraca se desenvolveu da fórmula de integração por partes,∫

U

uDαφdx = (−1)

∫
U

φDαudx,

para u ∈ Ck(U) e φ ∈ C∞c (U), foi observado que essa igualdade poderia ser aplicada em equações
diferenciais parciais, onde a solução dessa equação não dependeria mais de derivadas, gerando as soluções
fracas. Um estudo detalhado pode ser visto no livro [6].

Em cada caṕıtulo da dissertação buscamos desenvolver esses tópicos e relacioná-los. No Caṕıtulo 1
realizaremos uma introdução de conceitos básicos necessários para a compreensão dessas equações e de
suas soluções, posteriormente daremos alguns exemplos de EDPs e a dedução das respectivas soluções.
No Caṕıtulo 2, veremos um pouco sobre como podemos obter e aplicar a transformada e a série de Fourier
para domı́nios diferentes e também resolveremos alguns exemplos de EDPs com a ajuda da transformada
de Fourier, convertendo equações diferenciais parciais em equações diferenciais ordinárias.

O estudo sobre os espaços de Sobolev será no Caṕıtulo 3, primeiro iremos considerar uma definição
mais fraca de derivada que nos permitirá definir os espaços de Sobolev originando a ideia de soluções fracas
para as equações diferenciais parciais. Ainda no Caṕıtulo 3 apresentaremos alguns teoremas clássicos,
como a Caracterização de Hk pela Transformada de Fourier e o Teorema da Imersão de Sobolev.
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Para finalizar a dissertação, no Caṕıtulo 4 faremos uma introdução as equações diferenciais lineares
de segunda ordem, onde será realizado um estudo sobre as equações eĺıpticas e as equações parabólicas,
suas propriedades e soluções, este estudo ocorre utilizando principalmente os espaços de Sobolev. Além
disso, adicionamos um apêndice com algumas definições e teoremas que utilizaremos no decorrer texto e
que notamos a necessidade de enunciá-los.
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Caṕıtulo 1

Introdução as Equações Diferenciais
Parciais(EDP)

Neste caṕıtulo abordaremos algumas definições e conceitos básicos que vão nortear o nosso estudo.
Além disso, trabalharemos com equações que nos possibilitarão entender melhor o conceito de equação
diferencial parcial e a busca por suas soluções. As principais referências bibliográficas são os livros [6] e
[7].

1.1 Alguns Conceitos Básicos e Resultados Importantes

Uma equação diferencial parcial (EDP) é uma equação que envolve uma função desconhecida de duas
ou mais variáveis e suas derivadas parciais. Como veremos no decorrer desse estudo, essas equações são
importantes pois descrevem fenômenos f́ısicos, geométricos e probabiĺısticos e abrem um leque para novos
estudos dentro da matemática e em outras áreas.

Afim de escrevermos a forma de uma EDP, vamos definir alguns conceitos preliminares para a sua
compreensão. Para as próximas definições considere um conjunto aberto U ⊂ Rn e a função real
u : U −→ R.

� O conjunto Ck(U) para k inteiro positivo, é o conjunto

Ck(U) = {u : U → R : u é k vezes diferenciável e uk é cont́ınua}.

� O ı́ndice múltiplo n-dimensional é o vetor

α = (α1, · · · , αn),

onde as componentes αi são inteiros não negativos. Denominamos a sua ordem como:

|α| = α1 + · · ·+ αn.

� A derivada parcial de u considerando um ı́ndice múltiplo α é definida por:

Dαu(x) :=
∂|α|u(x)

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

= ∂α1
x1
· · · ∂αnxn u(x).

Sendo assim, para um inteiro k ≥ 0, definimos

Dku(x) := {Dαu(x) : |α| = k},

ou seja, Dku(x) é o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k avaliadas no ponto x e
definimos

D0u(x) := u(x).

Note que Dku(x) é um ponto de Rnk .
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Observação 1.1.1. Ao longo do texto utilizaremos diferentes notações para representar derivadas, o uso
dessas notações ocorre porque em cada caso uma notação se encaixa melhor no conteúdo, ajudando a
simplificar a escrita ou para facilitar a compreensão do que esta sendo a apresentado. As notações são

� Para n = 1
du

dx
= u′ = ux,

d2u

dx2
= u′′ = uxx, · · · ;

� Derivadas Parciais

∂u

∂x1
= ∂xiu = uxi ,

∂2u

∂xi∂xj
= ∂xi∂xju = uxixj , · · · ;

� Para u : Rn × Rm → R, com u = u(x, y) denotamos

Dxu = ux = (ux1
, ux2

, · · · , uxn) e Dyu = uy = (uy1 , uy2 , · · · , uyn).

Exemplos:

(i) Para k = 1 temos que D1u(x) = Du(x) é o vetor gradiente

Du(x) = (ux1 , · · · , uxn).

(ii) Para k = 2 temos que D2u(x) é a matriz Hessiana

D2u(x) =


∂2u
∂x1

2 · · · ∂2u
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2u

∂xn∂x1
· · · ∂2u

∂xn2

 .

Depois das definições e exemplos sobre derivadas de uma função, definiremos agora conceitualmente
uma equação diferencial parcial, as classes em que são divididas e daremos alguns exemplos.

Definição 1.1.1. (Equação Diferencial Parcial) Considerando um inteiro k ≥ 1, U um aberto do Rn e

a função F : Rnk × Rnk−1 × · · · × Rn × R× U −→ R. Dado x ∈ U , a expressão da forma

F
(
Dku(x), Dk−1u(x), · · · , Du(x), u(x), x

)
= 0 (1.1)

é denominada uma equação diferencial parcial de ordem k, onde a função desconhecida

u : U −→ R

é a solução da EDP.

Podemos também definir um sistema de equações diferenciais parciais como um conjunto de equações
diferenciais parciais.

Definição 1.1.2. Considerando um inteiro k ≥ 1, U um aberto do Rn e a função F : Rmnk ×Rmnk−1 ×
· · · × Rmn × Rm × U −→ Rm. Dado x ∈ U , a expressão da forma:

F
(
Dku(x), Dk−1u(x), · · · , Du(x), u(x), x

)
= 0 (1.2)

é denominada um sistema de equações diferenciais parciais de ordem k, onde a função desconhecida

u : U −→ Rm, u = (u1, · · · , um)

é a solução do sistema.

Na definição acima, estamos considerando um sistema que tenha a mesma quantidade de equações e
de incógnitas (m). Apesar de ser o caso mais comum, podemos encontrar outros casos.
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Soluções de Equações Diferenciais Parciais

Nas definições acima citamos que a função u é a solução de uma equação diferencial parcial, mas não
identificamos como essa solução precisa ser e nem como encontrá-la. Veremos que não existe uma teoria
geral para encontrar a solução de EDPs, apenas alguns métodos distintos que podem ou não funcionar
para cada equação. Ao longo desse trabalho abordaremos alguns desses métodos.

Uma questão a se pensar é sobre o que devemos esperar dessa função u, que seja infinitamente
diferenciável, por exemplo? É fácil perceber que quanto mais propriedades pedirmos de uma solução,
mais dif́ıcil e até mesmo imposśıvel será encontrá-la. Vamos dizer que uma equação diferencial parcial
tem uma solução clássica, quando existe uma solução, a solução é única e para um problema de ordem
k a solução é Ck(U). Portanto, resolver uma equação diferencial parcial no sentido clássico significa
encontrar a fórmula para a sua solução clássica, ou apenas mostrar que ela existe e encontrar algumas de
suas propriedades, pois nem sempre vamos conseguir expressar a fórmula da solução de uma EDP.

Durante o nosso estudo veremos algumas estratégias para encontrar soluções para equações diferenciais
parciais, que podem ou não funcionar para uma determinada EDP. Podemos citar algumas estratégias
como o método de separação de variáveis, ou supor que existe solução para ver o que podemos encontrar
sobre a solução e até mesmo buscar novas soluções a partir de uma solução conhecida.

Geralmente a busca por soluções clássicas não é um trabalho fácil, afim de encontrar novos caminhos
e novas estratégias para solucionar essas equações surge a ideia de ”enfraquecer” as soluções para
resolver algumas EDPs, surgindo o conceito de solução fraca, derivada fraca e os Espaços de Sobolev
que abordaremos mais adiante.

Tipos de Equações Diferenciais parciais

As equações diferenciais parciais podem ser classificadas do seguinte modo

� Uma equação diferencial parcial é chamada linear se a sua expressão é da forma:

k∑
i=0

ai(x)Diu(x) = f(x)

onde as funções f, a1, · · · , ak são conhecidas. A EDP linear é dita homogênea se f ≡ 0

� Uma equação diferencial parcial é chamada semilinear se a sua expressão é da forma:

k∑
i=1

ai(x)Diu(x) + a0

(
Dk−1u(x), · · · , Du(x), u(x), x

)
= 0

onde as funções a0, a1, · · · , ak são conhecidas.

� Uma equação diferencial parcial é chamada quase linear se a sua expressão é da forma:

k∑
i=1

ai
(
Dk−1u(x), · · · , Du(x), u(x), x

)
Diu(x) + a0

(
Dk−1u(x), · · · , Du(x), u(x), x

)
= 0

onde as funções a0, a1, · · · , ak são conhecidas.

� Uma equação diferencial parcial é chamada totalmente não linear se não é linear, semilinear ou
quaselinear.

Observação 1.1.2. A classificação do sistema de equações diferenciais parciais em linear, semilinear,
quaselinear e totalmente não linear ocorre pelas EDPs que o compõem.

1.2 Exemplos

Agora, iremos estudar e resolver três importantes EDPs que nos permitirão compreender melhor as
definições apresentadas anteriormente, também veremos métodos simples e eficazes para solucionar essas
equações.
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1.2.1 Equação do Transporte

A equação do Transporte é dada por:

ut +

n∑
i=1

biuxi = f, (1.3)

onde
◦ u : Rn × [0,∞) −→ R, é a função que resolve a equação;
◦ O vetor b = (b1, · · · , bn) ∈ Rn é fixado;
◦ Dxu = (ux1

, · · · , uxn) é o gradiente em relação a x;
◦ f : Rn × [0,∞) −→ R é uma função dada.

Para encontrarmos a fórmula da solução u, uma boa estratégia é supor que existe uma solução e
tentar encontrar a sua forma, então vamos supor que u existe e que é uma função suave, ou seja, uma
função infinitamente diferenciável. Além disso, considere inicialmente o caso homogêneo f ≡ 0 e tome
(x, t) ∈ Rn × [0,∞) fixos e defina

z(s) := u(x+ sb, t+ s), t, s ∈ [0,+∞).

Então,
z′(s) = ut(x+ sb, t+ s) + bDxu(x+ sb, t+ s) = 0.

Assim, z(s) é constante para todo s ∈ R, ou seja, u é constante na linha (x, t) na direção de (b, 1) ∈ Rn+1.
Logo, a partir de um valor inicial e uma função g : Rn −→ R dada, obtemos o problema:{

ut + bDxu = 0, em Rn × (0,∞)
u = g, em Rn × {t = 0}.

Tomando s = −t, temos

z(s) = u(x+ sb, t+ s) = u(x− tb, 0) = g(x− tb).

Portanto, quando a função g é C1 conseguimos encontrar a nossa função u.
Agora, podemos nos questionar quais as propriedades a função u deve satisfazer para que de fato seja

uma solução. Note que, a função u não precisa necessariamente ser suave, visto que só utilizamos a sua
primeira derivada, note também que a regularidade de u depende da função g, pois se a função g não for
derivável, não podemos obter uma solução para o problema, e se g ∈ C1 implica que u existe e u ∈ C1 e
assim sucessivamente.

Para o caso não homogêneo seguiremos os mesmos passos. Considere o problema de valor inicial{
ut + bDxu = f, em Rn × (0,∞)

u = g, em Rn × {t = 0} .

Escolhendo a mesma função z(s) anteriormente definida, agora temos que

z′(s) = f(x+ sb, t+ s).

Então

u(x, t)− u(x− bt, 0) = z(0)− z(−t) =

∫ 0

−t
z′(r)dr =

∫ 0

−t
f(x+ rb, t+ r)dr

e substituindo r por s− t, temos

u(x, t) = g(x− bt) +

∫ t

0

f(x+ (s− t)b, s)ds.

Portanto, como conhecemos g e f conseguimos encontrar a função u que resolve o sistema.
Analogamente, a existência e regularidade da função u dependem das funções dadas f e g.
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1.2.2 Equação de Laplace

Agora, vamos estudar sobre uma EDP que constitui um campo de estudo de funções muito importantes,
as funções harmônicas. Mas antes, definiremos alguns conceitos que encontraremos adiante.

� O laplaciano de uma função u é dado por:

∆u :=

n∑
i=1

uxixi

� Considerando um aberto U ⊂ Rn e a função f : U −→ Rn, definimos o divergente de f como:

divf := tr(Df) =

n∑
i=1

∂f i

∂xi

A Equação de Laplace é dada por:

∆u = 0 (1.4)

onde a função desconhecida u é dada por u : U −→ R, com U um aberto do Rn, onde U é o fecho de U .

Definição 1.2.1. (Função harmônica) Quando uma função C2 satisfaz a Equação de Laplace é chamada
de função harmônica.

Equação de Poisson

Uma equação que surge da equação de Laplace, pelo caso não homogêneo, que analisaremos e
estudaremos ao mesmo tempo é a Equação de Poisson, dada por:

−∆u = f, (1.5)

onde a função desconhecida u é dada por u : U −→ R, com U um aberto do Rn e a função conhecida
f : U −→ R.

Interpretação F́ısica

Antes de prosseguirmos o estudo detalhado para a Equação de Laplace, veremos uma maneira de
aplicar essa equação. Uma das interpretações mais utilizadas da Equação de Laplace é o caso em que
u representa uma densidade de uma certa quantidade que está em equiĺıbrio, essa quantidade pode ser
vista como uma concentração qúımica, uma temperatura ou um potencial eletrostático.

Considerando V uma região suave no interior de U qualquer, pela suposição de equiĺıbrio o fluxo
ĺıquido u sobre ∂V é zero ∫

∂V

F · ν dS = 0,

onde F é o fluxo da densidade e ν é o campo normal unitário externo de u. Pelo Teorema de Gauss-Green,
temos ∫

V

divF dx =

∫
∂V

F · ν dS = 0.

como V é qualquer, segue que divF = 0 em U .
Nesses problemas é comum assumir que o fluxo é proporcional ao gradiente Du em direções opostas,

ou seja, o fluxo tende a ir para os lugares que tem uma menor concentração. Assim,

F = −aDu,
essa equação, dependendo da quantidade representada, pode ser vista como a lei de difusão de Fick, a lei
da condução de calor de Fourier ou a lei da condução elétrica de Ohm, e dela temos que,

divF = div(Du) = ∆u = 0

direcionando a solução para a equação de Laplace. Esta interpretação f́ısica pode ser encontrada na
página 20 e 21 do livro [6].
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Solução Fundamental

Uma vez vista a interpretação para a Equação de Laplace, vamos estudar adiante como podemos
encontrar uma solução. Sabemos que temos mais facilidade em encontrar soluções mais simples, logo
restringiremos nossa busca inicialmente por funções simétricas, ou seja, uma função que não se altera por
permutações de suas variáveis.

Primeiro vamos provar que a Equação de Laplace é invariante por rotações, ou seja, precisamos mostrar
que se u(x) é solução então u(Rx) também é solução, para R uma matriz ortogonal (RRt = I). Para
isso, suponha que u seja solução de (1.4) e considere R uma matriz ortogonal. Tomando v(x) = u(Rx) e
y = Rx segue que

vxi = (u(y))xi = uy(y) · yxi =

n∑
k=1

uyk(y)(yk)xi =

n∑
k=1

uyk(y)(rkx)xi =

n∑
k=1

rk,iuyk(y)

onde rk é a k-ésima linha de R e rk,i é o i-ésimo termo da linha rk, então

vxixi =

(
n∑
k=1

rk,iuyk(y)

)
xi

=

n∑
k=1

rk,i (uyk(y))xi =

n∑
k=1

rk,iuyky(y) · (yk)xi

=

n∑
k=1

rk,i

n∑
l=1

uykyl(y) · (rlx)xi =

n∑
k,l=1

rk,irl,iuykyl(y).

Sendo assim,

n∑
i=1

vxixi =

n∑
i=1

n∑
k,l=1

rk,irl,iuykyl(y) =

n∑
k,l=1

uykyl(y)

n∑
i=1

rk,irl,i =

n∑
k,l=1

uykyl(y)

n∑
i=1

rl,i(r
T )i,k

onde (rT )i,k representa os termos de RT . Logo

n∑
i=1

vxixi =

n∑
k,l=1

uykyl(y)rl(r
T )k =

n∑
k,l=1

uykyl(y)(RRT )k,l =

n∑
k,l=1

uykyl(y)(I)k,l

=

n∑
k,l=1

uykyl(y)δk,l =

n∑
k=1

uykyk(y) = 0.

Portanto, v também é solução de (1.4) e assim a Equação de Laplace é invariante por rotações.
Visto isso, iremos buscar soluções radiais, ou seja, soluções que tem a forma

u(x) = v(r),

com r = |x| e escolher v de forma que ∆u = 0 se mantenha.
Assim, se r 6= 0

∂r

∂xi
=

1

2

(
x1

2 + · · ·+ xn
2
)− 1

2 · 2xi =
xi
r
.

Agora, calculando as derivadas parciais de u e utilizando as igualdades acima, temos

uxi =
∂v

∂r
· ∂r
∂xi

= v′(r)
xi
r
.

Logo,

uxixi =

(
∂v′

∂r
· ∂r
∂xi

)
xi
r

+ v′(r)
∂

∂xi

(xi
r

)
= v′′(r)

xi
2

r2
+ v′(r)

(
1

r
− xi

2

r3

)
.

Então, calculando o laplaciano temos

∆u = v′′(r) · 1 + v′(r)

(
n

r
− 1

r

)
= v′′(r) + v′(r)

(
n− 1

r

)
= 0.

Supondo que v′ 6= 0, temos

(ln(v′))
′

=
v′′

v′
=

1− n
r
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e assim,

ln v′ =

∫
1− n
r

dr = (1− n) ln r + C1.

Portanto

v′(r) =
C2

rn−1
⇒ v(r) =

∫
C2

rn−1
dr =

{
a1 ln r + b1 n = 2
a2
rn−2 + b2 n ≥ 3

,

com a1, a2, b1 e b2 constantes.

Solução Fundamental em R

Na solução acima consideramos apenas as soluções em Rn com n ≥ 2, agora faremos o caso em R.
Para n = 1, segue que

∆u = u′′ = 0⇒ u′ = C1 ⇒ u = C1x+ C2.

Logo, as funções harmônicas com domı́nio em R são retas.

Definição 1.2.2. (Solução Fundamental de Laplace) Definimos como solução fundamental da Equação
de Laplace a função:

Φ(x) :=

{ − 1
2π ln(|x|) n = 2

1
n(n−2)α(n) ·

1
|x|n−2 n ≥ 3 (1.6)

onde, x ∈ Rn\{0} e α(n) é o volume da bola unitária em Rn.

Como a solução fundamental é radial, podemos abusar da notação e escrever que Φ(x) = Φ(|x|).
Assim, pela construção podemos estimar a primeira e a segunda derivada de Φ por:

|DΦ(x)| ≤ C1

|x|n−1 , |D
2Φ(x)| ≤ C2

|x|n
,

para C1, C2 > 0 e x 6= 0.

Observação 1.2.1. A escolha destas constantes para a solução fundamental ocorre devido a solução da
Equação de Poisson, como veremos mais adiante.

Solução da Equação de Poisson

Como a Equação de Laplace e de Poisson são parecidas é esperado que as suas soluções estejam
interligadas, de fato isso ocorre, como provaremos a seguir. Dada uma função f , definimos a função u
como uma convolução da solução fundamental com a função f , ou seja,

u(x) :=

∫
Rn

Φ(x− y)f(y)dy, (1.7)

veremos que u é solução da Equação de Poisson.
Antes de demonstrarmos, note que a função Φ(x) não está definida em 0, assim, a função Φ(x − y)

não está definida para x = y.
Para o teorema abaixo considere as definições.

Definição 1.2.3. Seja f : Rn → R, definimos o conjunto

suppf := {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

como o suporte da função f .

Definição 1.2.4. Definimos o conjunto C2
c (Rn) como

C2
c (Rn) := {u : Rn → R : u ∈ C2(Rn) eu tem suporte compacto}.

Teorema 1.2.1. Definindo u como na equação (1.7) e f ∈ C2
c (Rn), segue que

(i) u ∈ C2(Rn)

(ii) −∆u = f em Rn

Demonstração. Provaremos inicialmente a primeira afirmação:
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(i) Como

u(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y)dy =

∫
Rn

Φ(y)f(x− y)dy,

considerando o Teorema da Derivação Dominada (A.2.6) e tomando uma função g que é constante
no compacto e se anula fora dele, a derivada pode ir para dentro da integral, então

∂u

∂xi
(x) =

∫
Rn

Φ(y)
∂f

∂xi
(x− y)dy.

Com o mesmo argumento temos que

∂2u

∂xi∂xj
(x) =

∫
Rn

Φ(y)
∂2f

∂xi∂xj
(x− y)dy, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n}.

Portanto, como Φ é integrável e f ∈ C2
c (Rn), segue que u ∈ C2(Rn).

(ii) De acordo com os resultados obtidos anteriormente, temos que

∆u(x) =

∫
Rn

Φ(y)∆xf(x− y)dy.

Mas, como Φ explode em 0, precisamos isolar a singularidade, ou seja, dado ε > 0, temos que

∆u(x) =

∫
Rn−B(0,ε)

Φ(y)∆xf(x− y)dy +

∫
B(0,ε)

Φ(y)∆xf(x− y)dy := Aε +Bε,

onde B(0, ε) é a bola de centro 0 e raio ε. Inicialmente vamos nos concentrar em Bε, como f é
cont́ınua e tem suporte compacto, temos que:

|Bε| ≤ C‖D2f‖L∞(Rn)

∫
B(0,ε)

|Φ(y)|dy.

Para estimar o valor da integral vamos separar nos dois casos que a função Φ é definida. Para
n = 2, segue que∫

B(0,ε)

Φ(y)dy =

∫
B(0,ε)

C · ln|y|dy = C

∫
B(0,ε)

ln

(√
y2

1 + y2
2

)
dy.

Utilizando coordenadas polares, ou seja, y1 = r cos θ e y2 = r sin θ, onde 0 < r < ε e 0 < θ < 2π,
segue que ∫

B(0,ε)

Φ(y)dy = C

∫ 2π

0

∫ ε

0

r ln rdrdθ ≤ Cε2 ln ε.

Assim, ∣∣∣∣∣
∫
B(0,ε)

Φ(y)dy

∣∣∣∣∣ ≤ Cε2|ln ε|.
Para n ≥ 3, temos∫

B(0,ε)

Φ(y)dy =

∫
B(0,ε)

C
1

|y|n−2
dy =

∫
B(0,ε)

C
1(√

y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n

)n−2 dy.

Utilizando coordenadas polares, ou seja,

y1 = r cos θ1

y2 = r sin θ1 cos θ2

...
yn−1 = r sin θ1 . . . sin θn−2 cos θn−1

yn = r sin θ1 . . . sin θn−1,

onde 0 < r < ε, 0 < θi < π para 1 ≤ i ≤ n− 2 e 0 < θn−1 < 2π. Então a última expressão é igual a

C

∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

∫ ε

0

rn−1 sinn−2 θ1 sinn−3 θ2 · · · sin θn−2

rn−2
drdθ1 · · · dθn−2dθn−1,
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simplificando, obtemos que

C

∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

∫ ε

0

r sinn−2 θ1 sinn−3 θ2 · · · sin θn−2drdθ1 · · · dθn−2dθn−1.

Logo ∣∣∣∣∣
∫
B(0,ε)

Φ(y)dy

∣∣∣∣∣ ≤ C · ε22
∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

dθ1 · · · dθn−2dθn−1 = C · ε
2

2
· 2πn−1 = Kε2

assim Bε → 0 quando ε→ 0. Agora vamos analisar o valor de Aε. Como ∆xf(x−y) = ∆yf(x−y),
então

Aε =

∫
Rn−B(0,ε)

Φ(y)∆yf(x− y)dy.

Utilizando a Fórmula de Integração por Partes A.2.3, temos

Aε = −
∫
Rn−B(0,ε)

DΦ(y)Dyf(x− y)dy +

∫
∂B(0,ε)

Φ(y)
∂f

∂ν
(x− y)dS(y) := Cε +Dε

onde ν denota o vetor normal unitário interior a bolaB(0, ε). Novamente vamos estudar separadamente
as integrais. Observando Dε, como f é duas vezes derivável com suporte compacto. a derivada de
f é cont́ınua e tem suporte compacto. Assim, segue que

|Dε| ≤ ‖Df‖L∞(Rn)

∫
∂B(0,ε)

|Φ(y)|dS(y) =

{
Cε|ln ε|, n = 2
Cε, (n ≥ 3)

ou seja, Dε → 0 quando ε→ 0. Agora analisando Cε e utilizando novamente integração por partes,
temos que

Cε =

∫
Rn−B(0,ε)

∆Φ(y)f(x− y)dy −
∫
∂B(0,ε)

∂Φ

∂ν
(y)f(x− y)dS(y).

Como ∆Φ = 0 fora de B(0, ε), tem-se

Cε = −
∫
∂B(0,ε)

∂Φ

∂ν
(y)f(x− y)dS(y).

Além disso, ν = −y
|y| , assim

∂Φ

∂ν
(y) = νDΦ(y) =

−y
|y|
· −1

nα(n)
· y

|y|n
=
|y|2

|y|n+1
· 1

nα(n)
=

1

nα(n)
· 1

εn−1

como nα(n)εn−1 é a área da superf́ıcie da esfera ∂B(0, ε) segue que

Cε = − 1

nα(n)εn−1

∫
∂B(0,ε)

f(x− y)dS(y) = −−
∫
∂B(x,ε)

f(y)dS(y),

onde −
∫

é denominada a integral média de f sobre a esfera ∂B(x, ε). Utilizando os cálculos acima
temos que

∆u(x) = −−
∫
∂B(x,ε)

f(y)dS(y) + r(ε),

onde r(ε)→ 0 quando ε→ 0, e fazendo ε→ 0

∆u(x) −→ −f(x),

pois ∥∥∥∥∥−
∫
∂B(x,ε)

f(y)dS(y) + f(x)

∥∥∥∥∥ ≤ −
∫
∂B(x,ε)

|f(y) + f(x)|dS(y) ≤ δ−
∫
∂B(x,ε)

dS(y) = δ

pelo fato de f ser cont́ınua. Note que δ → 0 quando ε → 0. Portanto −∆u(x) = f(x) como
queŕıamos provar.
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Fórmula do Valor Médio

Agora estudaremos resultados que nos permitem caracterizar as funções harmônicas.

Teorema 1.2.2. (Teorema do Valor Médio) Seja u ∈ C2(U) harmônica no aberto U ⊂ Rn , então:

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

u(y)dS(y) = −
∫
B(x,r)

u(y)dy

para cada B(x, r) ⊂ U , onde

−
∫
B(x,r)

fdy =
1

α(n)rn

∫
B(0,r)

fdy

é a média de f sobre a bola B(x, r) e

−
∫
∂B(x,r)

fdS =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(0,r)

fdS

é a média de f sobre a esfera ∂B(x, r).

Demonstração. Inicialmente vamos provar a primeira igualdade. Defina

Ψ(r) := −
∫
∂B(x,r)

u(y)dS(y) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

u(y)dS(y).

Tomando y = x+ rv, com v ∈ ∂B(0, 1) e dS(y) = rn−1dS(v), obtemos

Ψ(r) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(0,1)

u(x+ rv)rn−1dS(v) =
1

nα(n)

∫
∂B(0,1)

u(x+ rv)dS(v).

Utilizando o Teorema da Derivação Dominada A.2.6, o fato de u ser uma função C2 e a integração ser
sobre o compacto ∂B(0, 1), podemos considerar a função g como o supremo de u no compacto ∂B(0, 1)
e 0 fora dele. Então

Ψ′(r) =
1

nα(n)

∫
∂B(0,1)

Du(x+ rv) · vdS(v).

Voltando para a variável y, segue que

Ψ′(r) =
1

nα(n)

∫
∂B(x,r)

Du(y) · y − x
r
· 1

rn−1
dS(y) =

1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

Du(y)νdS(y)

pois y−x
r é o vetor normal unitário exterior a ∂B(x, r). Logo

Ψ′(r) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

∂u

∂ν
(y)dS(y).

Utilizando a Fórmula de Green, temos que

Ψ′(r) =
1

nα(n)rn−1

∫
B(x,r)

∆u(y)dy = 0,

pois ∆u = 0. Logo Ψ é constante, assim

Ψ(r) = lim
t→0

Ψ(t) = lim
t→0
−
∫
∂B(x,t)

u(y)dS(y) = u(x)

e portanto

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

u(y)dS(y).

Agora vamos provar a segunda igualdade, utilizando coordenadas polares, temos que

−
∫
B(x,r)

u(y)dy =
1

α(n)rn

∫
B(x,r)

u(y)dy =
1

α(n)rn

∫ r

0

(∫
∂B(x,t)

u(y)dS(y)

)
dt.

Utilizando a igualdade anterior, segue que

−
∫
B(x,r)

u(y)dy =
1

α(n)rn

∫ r

0

u(x)nα(n)tn−1dt =
u(x)

rn

∫ r

0

ntn−1dt =
u(x)

rn
rn = u(x),

como queŕıamos provar.
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Teorema 1.2.3. (Propriedade Inversa do Valor Médio) Se u ∈ C2(U) e satisfaz

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

u(y)dS(y)

para toda B(x, r) ⊂ U , então u é harmônica.

Demonstração. Suponha que u não seja harmônica, então existe alguma bola pequena B(x, r) ⊂ U tal
que ∆u(y) 6= 0 para y ∈ B(x, r), sem perda de generalidade, suponha que ∆u > 0 na bola B(x, r).

Utilizando a mesma função Ψ definida acima, temos que Ψ é constante, pois dado x ∈ U segue que
u(x) = Ψ(r) para todo r. Além disso, utilizando a Formúla de Green A.2.4, temos que

Ψ′(r) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂B(x,r)

Du(y)dS(y) =
1

nα(n)rn−1
· r
r

∫
B(x,r)

∆u(y)dy =
r

n
−
∫
B(x,r)

∆u(y)dy

assim

0 = Ψ′(r) =
r

n
−
∫
B(x,r)

∆u(y)dy > 0,

uma contradição. Portanto u é harmônica.

Observação 1.2.2. Esses dois últimos teoremas nos permitem caracterizar as funções harmônicas, além
de fornecer uma propriedade muito importante para ser utilizada em seu estudo.

Propriedades de Funções Harmônicas

Veremos a seguir mais alguns resultados sobre as funções harmônicas que o Teorema do Valor Médio
nos fornece.

Teorema 1.2.4. (Prinćıpio Forte do Máximo) Se u ∈ C2(U) ∩ C(U) e é harmônica no interior de U ,
então:

(i)
max
U

u = max
∂U

u;

(ii) Além disso, se U é conexo e existe um ponto x0 ∈ U tal que

u(x0) = max
U

u

então u é constante no interior de U .

Demonstração. Suponha que exista x0 ∈ U com u(x0) = M := maxU u, então tomando r tal que
B(x0, r) ⊂ U , pelo prinćıpio do valor médio, segue que

M = u(x0) = −
∫
B(x0,r)

u(y)dy ≤M

pois u(x0) é o máximo em B(x0, r). Logo, para que a igualdade seja verdadeira, segue que u(y) = M
para todo y ∈ B(x0, r). Considerando o conjunto

A = {x ∈ U : u(x) = M}

que como observado acima precisa ser aberto, esse conjunto também é fechado, pois tomando uma
sequência de pontos xn ∈ A que converge para x ∈ U , temos que u(xn) = M para todo n ∈ N e como u
é cont́ınua, segue que u(x) = M , logo x ∈ A. Assim, A é aberto e fechado, então U é conexo, segue que
A = U , o que implica que u é constante, o que prova (ii).

Para provar (i), observamos que se o máximo é atingido no interior de U , u é constante na componente
conexa de U , então o máximo também é atingido no bordo.

Corolário 1.2.1. (Prinćıpio Forte do Mı́nimo) Trocando u por −u no teorema acima obtemos o prinćıpio
forte do mı́nimo, que é similar ao prinćıpio forte do máximo. Logo, uma função u descrita como no caso
acima, atinge o máximo e o mı́nimo no bordo.

19



Corolário 1.2.2. Pelo Teorema do Prinćıpio Forte do Máximo 1.2.4, se u ∈ C2(U) ∩ C(U) com U é
conexo e satisfaz {

∆u = 0, em U
u = g, em ∂U

tal que g ≥ 0, então u é positivo em todo U se g é positivo em algum lugar de ∂U .

Agora, vamos obter algumas regularidades que uma função harmônica deve satisfazer.

Teorema 1.2.5. (Unicidade de Solução) Considerando g ∈ C(∂U) e f ∈ C(U), então existe no máximo
uma solução u ∈ C2(U) ∩ C(U) para o problema{

−∆u = f, em U
u = g, em ∂U.

Demonstração. Suponha que existam u e ũ soluções, assim tomando v := u− ũ, temos que{
∆v = 0, em U
v = 0, em ∂U.

Utilizando o Teorema do Prinćıpio Forte do Máximo 1.2.4 e do Mı́nimo 1.2.1, temos que v ≡ 0, portanto
u = ũ.

Teorema 1.2.6. (Suavidade) Se u ∈ C(U) e satisfaz a Teorema do Valor Médio 1.2.2 para cada bola
B(x, r) ⊂ U , então u ∈ C∞(U).

Demonstração. Seja η a função padrão aproximação da identidade, ou seja,

η(x) :=

{
C exp

(
1

|x|2−1

)
, se |x| < 1

0, se |x| ≥ 1,
(1.8)

onde a constante C > 0 é escolhida de forma que
∫
Rn η(x)dx = 1. Note que η ∈ C∞(Rn) e é uma função

radial, ou seja, η(x) = η(|x|). Como u ∈ C∞(U) é uma propriedade local, tome x ∈ U e ε > 0 tal que
B(x, ε) ⊂ U e defina

ηε :=
1

εn
η
(x
ε

)
. (1.9)

Segue que, ηε ∈ C∞ e satisfaz
∫
Rn ηε(x)dx = 1 (supp η ⊂ B(0, 1) ⇒ supp ηε ⊂ B(0, ε)). Então tome

uε := ηε ∗ u, assim

uε(x) =

∫
B(x,ε)

ηε(x− y)u(y)dy.

Note que uε ∈ C∞(B(x, ε)), pois podemos aplicar o Teorema da Derivação Dominada (A.2.6), porque
temos que ηε ∈ C∞, e basta considerar a função dominante como

h(x) :=

{
1, se |x| < 1
0, se |x| ≥ 1.

Agora, vamos provar que u ≡ uε em B(x, ε)

uε(x) =

∫
B(x,ε)

ηε(x− y)u(y)dy =
1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
x− y
ε

)
u(y)dy.

Aplicando coordenadas polares, temos que

uε(x) =
1

εn

∫ ε

0

(∫
∂B(x,t)

η

(
x− y
ε

)
u(y)dS(y)

)
dt =

1

εn

∫ ε

0

η

(
t

ε

)(∫
∂B(x,t)

u(y)dS(y)

)
dt,

pois se y ∈ ∂B(x, t) então |x − y| = t, sabendo que u satisfaz a propriedade do valor médio e que∫
∂B(x,t)

1dS(y) é a área da esfera ∂B(x, t), ou seja, nα(n)tn−1, segue que

uε(x) =
1

εn

∫ ε

0

η

(
t

ε

)
u(x)

(∫
∂B(x,t)

1dS(y)

)
dt = u(x)

1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
x− y
ε

)
dy,

então

uε(x) = u(x)

∫
B(0,ε)

ηε(z)dz = u(x) · 1 = u(x).

Portanto u ≡ uε e como uε ∈ C∞(B(x, ε)), segue que u ∈ C∞(U).
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Agora a fórmula do valor médio será utilizada para calcular cuidadosamente estimativas de derivadas
parciais de uma função harmônica. Esse cálculo será necessário mais adiante quando provaremos que
funções harmônicas são anaĺıticas.

Teorema 1.2.7. (Estimativas para Derivadas) Seja u harmônica em U , um aberto do Rn. Então

|Dαu(x)| ≤ Ck,n
rn+k

‖u‖L1(B(x,r)),

para cada bola B(x, r) ⊂ U e cada ı́ndice múltiplo de ordem |α| = k, onde

C0,n =
1

α(n)
, Ck,n =

(2n+1nk)k

α(n)
, k ∈ N.

Demonstração. Vamos provar por indução sobre k.
Para k = 0, temos que

u(x) = −
∫
B(x,r)

u(y)dy =
1

rnα(n)

∫
B(x,r)

u(y)dy

assim

|u(x)| ≤ 1

rnα(n)
‖u‖L1(B(x,r)).

Para k = 1 note inicialmente que uxi é harmônica, então

uxi(x) = −
∫
B(x, r2 )

uxi(y)dy =
1(

r
2

)n
α(n)

∫
B(x, r2 )

uxi(y)dy.

Pelo Teorema de Gauss-Green A.2.2, temos que

uxi(x) =
1(

r
2

)n
α(n)

∫
∂B(x, r2 )

uνidS(y)

para i = 1, · · · , n. Logo

|uxi(x)| ≤ 2n

α(n)rn
‖u‖L∞(∂B(x, r2 ))

∫
∂B(x, r2 )

1dS(y)

Assim

|uxi(x)| ≤ 2nnα(n)

α(n)rn
·
(r

2

)n−1

‖u‖L∞(∂B(x, r2 )) =
2n

r
‖u‖L∞(∂B(x, r2 )).

Note que se y ∈ ∂B
(
x, r2

)
, então B

(
y, r2

)
⊂ B(x, r) ⊂ U e

u(y) =
1

α(n)
(
r
2

)n ∫
B(y, r2 )

u(z)dz ≤ 1

α(n)
(
r
2

)n ∫
B(x,r)

u(z)dz.

Logo,

|u(y)| ≤ 2n

α(n)rn
‖u‖L1(B(x,r)).

Portanto

|uxi(x)| ≤ 2n

r

2n

α(n)rn
‖u‖L1(B(x,r)) =

2n+1n

α(n)rn+1
‖u‖L1(B(x,r)).

Agora, vamos provar que vale para k. Supondo que vale para todo inteiro positivo menor do que k,
considere Dαu com |α| = k, então existe β tal que Dαu = (Dβu)xi , com i ∈ {1, · · · , n} e |β| = k − 1.
Como Dαu é harmônica, segue que

Dαu(x) = −
∫
B(x, rk )

Dαu(y)dy =
1(

r
k

)n
α(n)

∫
B(x, rk )

(Dβu)xi(y)dy.

Utilizando o Teorema de Gauss-Green A.2.2, temos que

Dαu(x) =
kn

α(n)rn

∫
∂B(x, rk )

(Dβu)νidS(y).
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Logo

|Dαu(x)| ≤ kn

α(n)rn
‖Dβu‖L∞(∂B(x, rk ))

∫
∂B(x, rk )

1dS(y)

≤ knnα(n)

α(n)rn

( r
k

)n−1

‖Dβu‖L∞(∂B(x, rk )) =
kn

r
‖Dβu‖L∞(∂B(x, rk )).

Note que se y ∈ ∂B
(
x, rk

)
, então B

(
y, r(k−1)

k

)
⊂ B(x, r). Assim, podemos utilizar a hipótese sobre

Dβu(x), ou seja,

|Dβu(x)| ≤ (2n+1n(k − 1))k−1

α(n)
(
r(k−1)
k

)n+k−1
‖u‖

L1B(x, r(k−1)
k ) ≤

(2n+1n(k − 1))k−1

α(n)
(
r(k−1)
k

)n+k−1
‖u‖L1(B(x,r)).

Então

|Dαu(x)| ≤ nk

r
· (2n+1n(k − 1))k−1

α(n)
(
r(k−1)
k

)n+k−1
‖u‖L1B(x,r) ≤

(2n+1nk)k

α(n)rn+k
‖u‖L1B(x,r),

portanto, por indução segue a prova do teorema.

1.2.3 Equação do Calor

Nesta seção veremos um pouco sobre a equação do calor com condições iniciais, dada por: ut = uxx, (t, x) ∈ Ω
u(t, 0) = u(t, `) = 0, t ≥ 0
u(0, x) = f(x), x ∈ [0, `],

(1.10)

onde
◦ t ∈ (0,+∞) representa o tempo;
◦ Ω = (0,∞)× (0, `);
◦ f ∈ C2((0, `)) ∩ C([0, `]);
◦ f(0) = f(`) = 0.
Precisamos encontrar u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) que satisfaça a equação. A interpretação f́ısica dessa equação
é conseguir medir a variação da temperatura ao longo de uma barra de comprimento `. Mais detalhes
encontrados no cáıtulo 2 do livro [7].

Método de Separação de Variáveis

Um método simples e útil para encontrarmos solução de EDPs é o método de separação de variáveis,
que consiste em encontrar alguma solução u que seja da forma

u(t, x) = T (t)X(x). (1.11)

Nem toda equação diferencial parcial vai ter uma solução dessa forma, mas para essa candidata o
método funciona.

Utilizando o método de separação de variáveis, substituindo a solução (1.11) no problema (1.10) e
utilizando o fato que não queremos uma solução u ≡ 0, temos T ′(t)X(x) = T (t)X ′′(x)

T (t)X(0) = T (t)X(`) = 0
T (0)X(x) = f(x)

⇒

 T ′(t)X(x) = T (t)X ′′(x)
X(0) = X(`) = 0
T (0)X(x) = f(x).

Analisando a primeira linha da equação, desconsiderando os valores de x e t nos quais T (t) e X(x)
são nulos e separando de acordo com as variáveis, segue que

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= λ.

Perceba que como cada lado da igualdade somente depende de variáveis diferentes eles devem ser iguais a
uma constante λ. Sendo assim, para encontrar uma solução para (1.10) basta resolver as equações abaixo{

T ∈ C1((0,∞)) ∩ C([0,∞))
T ′(t) = λT (t)

(1.12)
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X ∈ C2((0, `)) ∩ C([0, `])
X ′′(x) = λX(x)
X(0) = X(`) = 0
T (0)X(x) = f(x)

(1.13)

e descobrir para quais valores de λ tem solução.
A Equação (1.12) é uma EDO bem conhecida, onde sua solução é dada por

T (t) = Ceλt

para todo λ ∈ C.
Para encontrarmos a solução de (1.13) precisamos analisar os posśıveis valores de λ. Pela propriedade

de produto interno de funções complexas que fornece

〈f ′′, g〉 = 〈f, g′′〉

segue que
λ〈X,X〉 = 〈λX,X〉 = 〈X ′′, X〉 = 〈X,X ′′〉 = 〈X,λX〉 = λ〈X,X〉.

Sendo assim, para X não nula λ = λ, ou seja, λ ∈ R. Assim, basta analizar os casos, λ = 0, λ > 0 e
λ < 0. Para λ = 0, temos que

X ′′(x) = 0 ⇒ X(x) = Ax+B.

Utilizando as condições de (1.13), conclúımos que

X(0) = B = 0 e X(`) = A`+B = 0 ⇒ A = B = 0.

Assim obtemos que
X ≡ 0 ⇒ u ≡ 0

uma solução que não queremos, então descartamos λ = 0. Para λ > 0, temos uma EDO com solução
dada por

X(x) = Ae
√
λx +Be−

√
λx.

Aplicando as condições de (1.13), temos que

X(0) = A+B = 0 e X(`) = Ae
√
λ` +Be−

√
λ` = 0 ⇒ A = B = 0.

Novamente teŕıamos u ≡ 0, então descartamos λ > 0. Para λ < 0, a derivada troca o sinal, então a
solução é dada por

X(x) = A cos(
√
−λx) +Bsen(

√
−λx),

e assim, aplicando as condições de (1.13), temos que

X(0) = A = 0 e X(`) = A cos(
√
−λ`) +Bsen(

√
−λ`) = 0 ⇒ Bsen(

√
−λ`) = 0.

Para não obtermos novamente uma solução nula, vamos considerar que

sen(
√
−λ`) = 0 ⇒

√
−λ` = kπ ⇒

√
−λ =

kπ

`

com k ∈ N, então temos que cada

Xk(x) = Bksen

(
kπx

`

)
é solução de (1.13). Portanto cada

uk(t, x) = Tk(t)Xk(x) = Cke
− k2π2

`2
tsen

(
kπx

`

)
é solução de (1.10), desde que

fk(x) = Tk(0)Xk(x) = Cksen

(
kπx

`

)
.

Assim, conseguimos resolver uma infinidade de problemas de Equação do Calor para funções f dessa
forma.
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Principio da Superposição de Soluções

Pensando em formas de abranger as soluções que já obtivemos, podemos utilizar o principio da
superposição de soluções, que diz que se u1, u2, · · · , un são soluções de uma EDP e a1, a2, · · · , an são
constantes complexas, então

u(x, t) =

n∑
k=1

akuk(x, t)

é solução da EDP. Podemos estender a soma para uma soma infinita desde que ela convirja, ou seja, se
u1, u2, · · · são soluções de uma EDP e a1, a2, · · · são contantes complexas, então

u(x, t) =

∞∑
k=1

akuk(x, t)

é solução da EDP, de uma maneira informal, sem considerarmos as questões de convergência e diferenciabilidade
termo a termo. Sendo assim, analisando a Equação (1.10), temos que

u(t, x) =

∞∑
k=1

akuk(t, x) =

∞∑
k=1

ake
− k2π2

`2
tsen

(
kπx

`

)
é solução de (1.10), desde que

f(x) =

∞∑
k=1

aksen

(
kπx

`

)
e as séries convirjam.

Outra questão que podemos refletir nos cálculos acima é que a solução da funçãoX ficou dependente da
função seno por causa das condições iniciais, assim, conforme mudamos as condições iniciais encontramos
funções que dependem de cosseno, ou ainda ambos. Um exemplo é a equação do calor com as seguintes
condições  ut = uxx, (t, x) ∈ Ω

ux(t, 0) = ux(t, `) = 0, t ≥ 0
u(0, x) = f(x), x ∈ [0, `],

(1.14)

que tem solução dada por

u(t, x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ake

(
− k2π2

`2
t
)

cos

(
kπx

`

)
para k ∈ N, desde que

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos

(
kπx

`

)
e as séries convirjam.

Sendo assim, para entendermos melhor essas soluções, somos levados a um estudo sobre quais funções
podem ser representadas por somas de senos e cossenos, e quais as propriedades dessas funções, como
veremos no próximo caṕıtulo. Conclúımos ainda ressaltando que não consideramos o problema de
convergência das séries, para maiores detalhes sugerimos o capitulo 2 do livro [7].
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Caṕıtulo 2

Série e Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier é uma ferramenta muito útil para o trabalho com equações diferenciais
parciais. Neste caṕıtulo, inicialmente faremos algumas definições afim de construir a ideia de transformada
de Fourier em domı́nios diferentes, posteriormente veremos como podemos utilizar esse conceito para a
resolução de EDPs. As principais referências bibliográficas são [5], [6], [7] e [8].

2.1 Séries de Fourier

Nessa seção vamos apresentar alguns conceitos e definições que nos permitem construir e entender
a transformada e a série de Fourier. Seguiremos a abordagem do livro [5], que define a Transformada
de Fourier associada a uma base, diferente de estudos mais recentes que associam a Transformada de
Fourier apenas a senos e cossenos, mas escolheremos valorizar a abordagem do autor. Na segunda seção
a Transformada de Fourier será abordada da maneira mais moderna. Considere I ⊂ R um intervalo.

Definição 2.1.1. (Espaço L2(I))

L2(I) := {f : I → C : f é Lebesgue mensurável,‖f‖ <∞},

onde

‖f‖ =

(∫
I

|f |2dx
) 1

2

.

Observação 2.1.1. A norma apresentada acima é proveniente de um produto interno, ou seja,

‖f‖2 = 〈f, f〉 =

∫
I

ff̄dx =

∫
I

|f |2dx.

Assim, vamos considerar essa igualdade e todas as propriedades provenientes do produto interno no nosso
estudo.

Definição 2.1.2. (Famı́lia Ortonormal) Uma famı́lia de funções {en}∞n=1 ⊂ L2(I) é dita ortogonal se
〈ek, el〉 = 0 para k 6= l. Se também ocorre que ‖en‖ = 1 dizemos que é famı́lia ortonormal.

Exemplo 2.1.1. As funções {en}∞n=1 ⊂ L2(−π, π), tais que

en =
1√
2π
einx

formam uma famı́lia ortonormal.
Para verificar a afirmação, para k 6= l note que

〈ek, el〉 =
1

2π

∫ π

−π
eikxe−ilxdx

=
1

2π

∫ π

−π
eix(k−l)dx

=
1

2π

[
eix(k−l)

i(k − l)

]π
−π

=
1

2π

1

i(k − l)

(
eiπ(k−l) − e−iπ(k−l).

)
.
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Como eiα = cos(α) + i sin(α), segue que

〈ek, el〉 =
1

2π

1

i(k − l)
[cos(π(k − l)) + i sin(π(k − l))− cos(−π(k − l))− i sin(−π(k − l))]

=
1

2π

1

πi(k − l)
[cos(π(k − l)) + i sin(π(k − l))− cos(π(k − l)) + i sin(π(k − l))]

= 0.

Para k = l note que

〈ek, ek〉 =
1

2π

∫ π

−π
eikxe−ikxdx

=
1

2π

∫ π

−π
e0dx

= 0.

Além disso,

‖en‖ =

(
1

2π

∫ π

−π
|einx|2dx

) 1
2

=

(
1

2π

∫ π

−π
cos(nx)2 + sin(nx)2dx

) 1
2

=

(
1

2π

∫ π

−π
dx

) 1
2

= 1.

Definição 2.1.3. Dizemos que uma famı́lia de funções {en}∞n=1 ⊂ L2(I) gera L2(I) quando para
quaisquer f ∈ L2(I) e ε > 0, existe N ∈ N tal que∥∥∥∥∥f −

N∑
n=1

cnen

∥∥∥∥∥ < ε,

onde c1, . . . , cN são coeficientes complexos. Dizemos nesse caso que a famı́lia {en}∞n=1 é densa em L2(I).

Definição 2.1.4. (Transformada de Fourier) Seja f ∈ L2(I), chamamos de Transformada de Fourier a

função f̂ : N→ C tal que
f̂(n) = 〈f, en〉

e {en}∞n=1 é qualquer famı́lia ortonormal de L2(I) fixada.

Observação 2.1.2. A Transformada de Fourier também pode ser definida em L1(I) e estendida para L2(I),
visto que em um domı́nio periódico L2(I) ⊂ L1(I), mas optamos por utilizar o L2(I) pelas propriedades
geométricas que ele fornece.

Teorema 2.1.1. Seja {en}∞n=1 qualquer famı́lia ortonormal de L2(I), então para f ∈ L2(I) e quaisquer
números complexos c1, . . . , cN , segue que∥∥∥∥∥f −

N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥f −

N∑
n=1

cnen

∥∥∥∥∥ .
Além disso, a igualdade só é válida se, e somente se,

cn = f̂(n),

para todo n ≤ N .

Demonstração. Inicialmente, note que

‖A+B‖2 = 〈A+B,A+B〉 = 〈A,A〉+ 〈A,B〉+ 〈B,A〉+ 〈B,B〉 = 〈A,A〉+ 〈A,B〉+ 〈A,B〉+ 〈B,B〉

e assim
‖A+B‖2 = ‖A‖2 + 2Re(〈A,B〉) + ‖B‖2,

onde Re(.) representa a parte real do número complexo. Após essa consideração, temos que∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

cnen

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂(n)en +

N∑
n=1

(f̂(n)− cn)en

∥∥∥∥∥
2

,
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tomando

A = f −
N∑
n=1

f̂(n)en e B =

N∑
n=1

(f̂(n)− cn)en

segue que

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

cnen

∥∥∥∥∥
2

é igual a

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥
2

+ 2Re

(〈
f −

N∑
n=1

f̂(n)en,

N∑
k=1

(f̂(k)− ck)ek

〉)
+

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

(f̂(n)− cn)en

∥∥∥∥∥
2

.

Abrindo as contas, obtemos que〈
f −

N∑
n=1

f̂(n)en,

N∑
k=1

(f̂(k)− ck)ek

〉
=

N∑
k=1

(f̂(k)− ck) 〈f, ek〉 −
N∑
n=1

f̂(n) ·
N∑
n=k

(f̂(k)− ck) 〈en, ek〉

então 〈
f −

N∑
n=1

f̂(n)en,

N∑
k=1

(f̂(k)− ck)ek

〉
=

N∑
k=1

(f̂(k)− ck)f̂(k)−
N∑
n=1

f̂(n)(f̂(n)− cn) = 0.

Além disso, ∥∥∥∥∥
N∑
n=1

(f̂(n)− cn)en

∥∥∥∥∥
2

=

〈
N∑
n=1

(f̂(n)− cn)en,

N∑
n=1

(f̂(n)− cn)en

〉

=

N∑
n=1

(f̂(n)− cn) ·
N∑
n=1

(f̂(n)− cn) 〈en, en〉

=

N∑
n=1

(f̂(n)− cn) · (f̂(n)− cn)

=

N∑
n=1

|f̂(n)− cn|2.

Logo, obtemos que ∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

cnen

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥
2

+

N∑
n=1

|f̂(n)− cn|2.

Observe que a igualdade acima prova o teorema.

Observação 2.1.3. Tendo em vista o teorema anterior, podemos reformular a Definição (2.1.3) considerando
os números complexos como sendo os coeficientes da Transformada de Fourier.

Definição 2.1.5. (Base ortonormal) Uma famı́lia ortonormal de funções {en}∞n=1 ⊂ L2(I) que gera
L2(I) é denominada base ortonormal.

Proposição 2.1.1. Dada uma famı́lia ortonormal {en}∞n=1 ⊂ L2(I) qualquer.

(i) Se

f =

∞∑
n=1

f̂(n)en

para todo f ∈ L2(I), essa famı́lia é uma base. A soma deve convergir em L2(I).

(ii) Para todo f ∈ L2(I),

0 ≤

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
N∑
n=1

|f̂(n)|2.

Concluindo que

‖f‖2 =

∞∑
n=1

|f̂(n)|2.
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Demonstração. (i) Basta provar que a famı́lia {en}∞n=1 gera L2(I). Assim, seja f ∈ L2(I), pelo
enunciado existe N1 ∈ N tal que ∥∥∥∥∥f −

N1∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥ ≤ 1

N1
.

Além disso, dado ε > 0, existe N2 ∈ N tal que

1

N2
≤ ε.

Tomando N = max{N1, N2}, segue que∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥ ≤ ε,
como queŕıamos provar.

(ii) Inicialmente, note que

‖A−B‖2 = 〈A−B,A−B〉 = 〈A,A〉−〈A,B〉−〈B,A〉+ 〈B,B〉 = 〈A,A〉−〈A,B〉−〈A,B〉+ 〈B,B〉

e assim
‖A−B‖2 = ‖A‖2 − 2Re(〈A,B〉) + ‖B‖2.

Considerando

A = f e B =

N∑
n=1

f̂(n)en,

segue que∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 − 2Re

(〈
f,

N∑
n=1

f̂(n)en

〉)
+

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

f̂(n)en

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 − 2Re

 N∑
n=1

f̂(n) 〈f, en〉

+

〈
N∑
n=1

f̂(n)en,

N∑
k=1

f̂(k)ek

〉

= ‖f‖2 − 2Re

(
N∑
n=1

f̂(n)f̂(n)

)
+

N∑
n=1

f̂(n) ·
N∑
k=1

f̂(k) 〈en, ek〉

= ‖f‖2 − 2

N∑
n=1

|f̂(n)|2 +

N∑
n=1

f̂(n)f̂(n)

= ‖f‖2 − 2

N∑
n=1

|f̂(n)|2 +

N∑
n=1

|f̂(n)|2

= ‖f‖2 −
N∑
n=1

|f̂(n)|2

Definição 2.1.6. (Série de Fourier) A série

∞∑
n=1

f̂(n)en

é denominada série de Fourier.

Definição 2.1.7. (O Espaço `p) O conjunto `p é o espaço formado pelas sequências (aj)
∞
j=1 tais que

∥∥(aj)
∞
j=1

∥∥
p

:=

 ∞∑
j=1

|aj |p
 1

p

<∞,

ou seja,

`p :=

(aj)
∞
j=1 : aj ∈ C e

∞∑
j=1

|aj |p <∞

 .
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Teorema 2.1.2. Os espaços L2(I) e `2 são isomorfos, ou seja, existe um aplicação linear bijetiva
preservando a norma de L2(I) em `2. Essa aplicação é dada por

T : L2(I) → `2
f 7→ f̂ ,

para alguma base ortonormal (en)∞n=1 tal que f̂ = (f̂(n))∞n=1 = (〈f, en〉)∞n=1.

Demonstração. Inicialmente, note que a aplicação é linear, tendo em vista que é definida pelo produto
interno. Note também que a aplicação é injetiva, pois

T (f) = T (g) ⇔ f̂ = ĝ ⇔ 〈f, en〉 = 〈g, en〉 ∀ n = 1, 2, . . . ⇔ 〈f − g, en〉 = 0 ∀ n = 1, 2, . . .

que acontece apenas se f−g ≡ 0, que implica que f = g q.t.p. Para provar que T é sobrejetora, considere
(an)∞n=1 ∈ `2, então existe f ∈ L2(I) tal que

f =

∞∑
n=0

anen

definindo an = f̂(n), segue que T (f) = (an)∞n=1. Além disso, utilizando a Proposição 2.1.1, obtemos que

‖f‖2 =

∞∑
n=1

|f̂(n)|2 = ‖f̂‖2,

logo T preserva a norma. Portanto L2(I) e `2 são isomorfos.

Ao longo dessa seção obtivemos alguns resultados relevantes que convêm destacarmos

� Desigualdade de Bessel

‖f‖2 =

∫
I

|f(x)|2dx ≥ ‖f̂‖2 =

∞∑
n=1

|f̂(n)|2

que obtemos da Proposição 2.1.1.

� Teorema de Plancherel

‖f‖2 = ‖f̂‖2

que também obtemos da Proposição 2.1.1 e que veremos adiante que é válido para o caso mais
geral.

� Igualdade de Parseval

〈f1, f2〉 =

∫
I

f1(x)f2(x)dx = 〈f̂1, f̂2〉 =

∞∑
n=1

f̂1(n)f̂2(n).

Para mostrar essa igualdade, considere

f1(x) =

∞∑
n=1

f̂1(n)en(x) e f2(x) =

∞∑
n=1

f̂2(n)en(x)

e assim

〈f1, f2〉 =

〈 ∞∑
n=1

f̂1(n)en(x),

∞∑
n=1

f̂2(n)en(x)

〉
= lim
N→∞

N∑
n=1

f̂1(n)f̂2(n) 〈en(x), en(x)〉 =

∞∑
n=1

f̂1(n)f̂2(n).

Obtendo que

〈f1, f2〉 =
〈
f̂1, f̂2

〉
.

Afim de concluir essa parte inicial de teoremas e resultados vamos enunciar um teorema importante
sobre a convergência uniforme da série de Fourier.
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Teorema 2.1.3. Sejam 1 ≤ p <∞ e f ∈ Cp(0, 1), então a soma parcial

Sn =
∑
|k|≤n

f̂(k)ek

converge para f uniformemente quando n tende para infinito, e temos que

‖Sn − f‖∞ ≤ n−p+
1
2 .

Para alguma base ortonormal fixada (en)∞n=1.

Observação 2.1.4. A demonstração do Teorema 2.1.3 pode ser encontrado em [5].

2.1.1 Exemplos

Exemplo 2.1.2. A famı́lia ortonormal

en(x) =
1√
2π
einx, n ∈ N

é uma base para L2(−π, π). Note que essa afirmação já foi provada considerando o Exemplo 2.1.1 e a
Proposição 2.1.1.

Observação 2.1.5. Essa famı́lia é a mais utilizada para expressar os coeficientes de Fourier da forma

f̂(n) = 〈f, en〉 =

∫ π

−π
fēndx =

1√
2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx.

Para o estudo da Transformada de Fourier consideraremos apenas ela.

Exemplo 2.1.3. As funções xn com n ∈ N geram L2(−1, 1). Além disso, utilizando a técnica de Gram-
Schmidh podemos calcular uma base ortonormal a partir dessas funções, dada por

e1 =
1√
2
, e2 =

√
3√
2
x,

e3 =

√
5√
3

(
3

2
x2 − 1

2

)
, e4 =

√
7√
2

(
5

2
x3 − 3

2
x

)
,

e assim por diante. Os polinômios formados nesse processo são conhecidos como os polinômios de
Legendre, esses polinômios são muito utilizados na f́ısica de reatores nucleares, para soluções de equações
de transporte de nêutrons e definição das funções de espalhamento adequadas de nêutrons, também são
utilizados para determinar as funções de onda dos elétrons nas órbitas de um átomo e as funções potenciais
na geometria esfericamente simétrica.

Exemplo 2.1.4. As funções
e0

0(x) = 1, se 0 ≤ x ≤ 1

ekn(x) =


2
n
2 , se

k − 1

2n
≤ x <

k − 1
2

2n

−2
n
2 , se

k − 1
2

2n
≤ x < k

2n
0, caso contrário

conhecidas como funções Haar, definida para 1 ≤ k ≤ 2n com n ≥ 1 formam uma base ortonormal em
L2(0, 1). Inicialmente, note que

‖ekn‖2 =

∫ 1

0

|ekn(x)|2dx =

∫ k− 1
2

2n

k−1
2n

2ndx−
∫ k

2n

k− 1
2

2n

2ndx = 2n
(
k − 1

2

2n
− k − 1

2n

)
− 2n

(
k − 1

2

2n
− k

2n

)
e assim

‖ekn‖2 =
2n

2n+1
+

2n

2n+1
=

1

2
+

1

2
= 1 ⇒ ‖ekn‖ = 1.
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Agora, para provar que é ortonormal considere ek1n1
e ek2n2

tais que n1 ≤ n2, 1 ≤ k1 ≤ 2n1 e 1 ≤ k2 ≤ 2n2

e observe que
supp(ek1n1

) ∩ supp(ek2n2
) = ∅ ou supp(ek1n1

) ∩ supp(ek2n2
) = supp(ek2n2

)

então
ek1n1
· ek2n2

= 0 ou ek1n1
· ek2n2

= 2
n2
2 ek2n2

.

Sendo assim

〈ek1n1
, ek2n2
〉 =

∫ 1

0

ek1n1
(x)ek2n2

(x)dx =

{
0

±
∫ 1

0
2
n2
2 ek2n2

(x)dx
= 0

pois ∫ 1

0

2
n2
2 ek2n2

(x)dx = 2
n2
2

∫ k2−
1
2

2n2

k2−1

2n2

2n2dx−
∫ k

2n

k− 1
2

2n

2n2dx = 0

como vimos acima. Para finalizar basta provar para para a função e0
0, onde

‖e0
0‖2 =

∫ 1

0

|ekn(x)|2dx =

∫ 1

0

dx = 1

e temos também que

〈e0
0, e

k
n〉 =

∫ 1

0

ekn(x)dx = 0.

Portanto as funções ekn são ortonormais em L2(0, 1). O fato de ser base vem da Proposição 2.1.1. As
funções de Haar são utilizadas no estudo de wavelet, uma função capaz de decompor e descrever outra
função ou dados, esse estudo é utilizado para desenvolver algoritmos.

2.1.2 Caso Real

No caso de uma função f : I → R, com f ∈ L2(−`, `) a série de Fourier é dada por

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos

(
kπx

`

)
+ bksen

(
kπx

`

)
,

essa função é periódica, e de peŕıodo 2`.
Inicialmente, vamos mostrar que cos

(
kπx
`

)
e o sen

(
kπx
`

)
funcionam como uma base ortogonal em

L2(−`, `), note que

〈
cos
(mπx

`

)
, cos

(
kπx

`

)〉
=

∫ `

−`
cos
(mπx

`

)
cos

(
kπx

`

)
dx =

∫ `

−`
cos
(mπx

`

)
cos

(
kπx

`

)
dx.

Utilizando propriedades de integrais para funções pares e o fato da multiplicação de funções pares ser
uma função par e que x ∈ R, então a última expressão é igual a

2

∫ `

0

cos
(mπx

`

)
cos

(
kπx

`

)
dx.

Para resolver o produto interno vamos separar em dois casos, k = m e k 6= m. Para k = m, segue que〈
cos

(
kπx

`

)
, cos

(
kπx

`

)〉
= 2

∫ `

0

cos

(
kπx

`

)
cos

(
kπx

`

)
dx = 2

∫ `

0

cos2

(
kπx

`

)
dx

utilizando a fórmula de arco duplo, temos que〈
cos

(
kπx

`

)
, cos

(
kπx

`

)〉
= 2 · 1

2

∫ `

0

(
cos

(
2kπx

`

)
+ 1

)
dx

=

[
`

2kπ
sen

(
2kπx

`

)
+ x

]`
0

= `
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e para k 6= m, pela fórmula de Prostaférese temos que

cos p+ cos q = cos

(
p+ q

2

)
cos

(
p− q

2

)
.

Assim, utilizando a igualdade acima, segue que〈
cos
(mπx

`

)
, cos

(
kπx

`

)〉
=

∫ `

−`
cos

(
π(m+ k)x

`

)
+ cos

(
π(m− k)x

`

)
dx

=

[
`

π(m+ k)
sen

(
π(m+ k)x

`

)
+

`

π(m− k)
sen

(
π(m− k)x

`

)]`
−`

= 0.

Então, em resumo, 〈
cos
(mπx

`

)
, cos

(
kπx

`

)〉
=

{
`, se k = m
0, se k 6= m.

O caso para o seno é análogo e obtemos que〈
sen
(mπx

`

)
, sen

(
kπx

`

)〉
=

{
`, se k = m
0, se k 6= m.

Além disso, temos que〈
cos
(mπx

`

)
, sen

(
kπx

`

)〉
=

∫ `

−`
cos
(mπx

`

)
sen

(
kπx

`

)
dx = 0

pois resulta em uma função ı́mpar, analogamente〈
sen

(
kπx

`

)
, cos

(mπx
`

)〉
= 0.

Logo, obtemos que o
1√
`

cos

(
kπx

`

)
e o

1√
`
sen

(
kπx

`

)
são uma famı́lia ortonormal. Obtemos ainda que

{
1√
2`
,

1√
`

cos

(
kπx

`

)
,

1√
`
sen

(
kπx

`

)}
, com k ∈ N

formam uma base ortonormal de L2(−`, `).
Assim, dado

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos

(
kπx

`

)
+ bksen

(
kπx

`

)
temos que

a0 =
1

`
〈f, 1〉 =

1

`

∫ `

−`
f(x)dx (2.1)

ak =
1

`

〈
f, cos

(
kπx

`

)〉
=

1

`

∫ `

−`
f(x) cos

(
kπx

`

)
dx, k = 1, 2, . . . (2.2)

bk =
1

`

〈
f, sen

(
kπx

`

)〉
=

1

`

∫ `

−`
f(x)sen

(
kπx

`

)
dx, k = 1, 2, . . . . (2.3)

Aplicações

Agora que expressamos os coeficientes da série de Fourier em termos de uma função f , note que
dada uma função com as caracteŕısticas necessárias, cont́ınua e periódica, podemos encontrar a série
de Fourier dessa função. Destacamos que os cálculos e resultados realizados nessa seção ocorrem de
maneira informal, sem considerarmos a convergência e problemas que podem decorrer desta. O objetivo
dessa seção é motivar e mostrar ao leitor resultados interessantes que podemos obter com o estudo da
Transformada de Fourier. Para os cálculos abaixo, usaremos algumas propriedades de integrais de função
ı́mpar e função par.

32



Exemplo 2.1.5. Seja a função f(x) = x definida no intervalo (−π, π). Então

ak =
1

π

∫ π

−π
x cos(kx)dx = 0,

pois é uma integral de uma função ı́mpar e

bk =
1

π

∫ π

−π
xsen(kx)dx.

Utilizando que a função resultante é par e integral por partes, temos que

bk =
2

π

∫ π

0

xsen(kx)dx =
2

π

(
−x cos(kx)

k

∣∣∣∣π
0

+
1

k

∫ π

0

cos(kx)dx

)

=
2

π

(
−π cos(kπ)

k
+

1

k

(
sen(kx)

k

∣∣∣∣π
0

))
=

2(− cos(kπ))

k
=

2

k
(−1)k+1.

Assim, a série de Fourier de f é dada por

f(x) =

∞∑
k=1

(−1)k+1 2

k
sen (kx) , x ∈ (−π, π).

Note que mesmo a f estando definida apenas em (−π, π), a série está bem definida em toda a reta, ou
seja,

S(x) =

∞∑
k=1

(−1)k+1 2

k
sen (kx) , x ∈ R,

onde S é uma função periódica, cont́ınua por partes e que coincide com a f em (−π, π).

Através desse exemplo podemos observar algumas caracteŕısticas de funções pares ou ı́mpares, note
que sempre que tivermos uma função ı́mpar os coeficientes ak serão nulos, como no exemplo acima, e
analogamente, para uma função par, os coeficientes bk serão nulos.

Outra maneira de utilizar esse fato é que podemos escrever uma função como soma de senos ou
cossenos como veremos no exemplo a seguir

Exemplo 2.1.6. Considere a função g(x) = x definida no intervalo (0, π). Pelo Exemplo 2.1.5 temos
que

g(x) =

∞∑
k=1

(−1)k+1 2

k
sen (kx) , x ∈ (0, π).

Sendo assim, para escrever g como soma de cossenos, basta considerarmos uma extensão que seja par,
como g̃(x) = |x|, então

ak =
1

π

∫ π

−π
|x| cos(kx)dx.

Utilizando que a função resultante é par, para k = 0, temos que

a0 =
1

π

∫ π

−π
|x|dx =

2

π

∫ π

0

xdx =
2

π

(
x2

2

∣∣∣∣π
0

)
= π.

Utilizando novamente que a função resultante é par e integral por partes, para k 6= 0, temos que

ak =
2

π

∫ π

0

x cos(kx)dx =
2

π

(
xsen(kx)

k

∣∣∣∣π
0

− 1

k

∫ π

0

sen(kx)dx

)

=
2

πk

(
cos(kx)

k

∣∣∣∣π
0

)
=

2

πk2
(cos(kπ)− 1) =

{
0, k par
− 4
πk2 , k ı́mpar.

Além disso, temos ainda que

bk =
1

π

∫ π

−π
|x|sen(kx)dx = 0,
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pois resulta em uma função ı́mpar. Logo, a série de Fourier de g̃ é dada por

g̃(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos ((2k − 1)x)

(2k − 1)2
, x ∈ (−π, π).

Assim, para g estando definida apenas em (0, π), temos que

g(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos ((2k − 1)x)

(2k − 1)2
=

∞∑
k=1

(−1)k+1 2

k
sen (kx) .

Uma das motivações para expressar funções através da sua série de Fourier é o fato de conseguirmos
obter o valor de algumas séries, como no exemplo (2.1.6), onde

g̃(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos ((2k − 1)x)

(2k − 1)2
, x ∈ (−π, π),

sendo assim

0 = g̃(0) =
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos ((2k − 1)0)

(2k − 1)2
=
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
.

Então
∞∑
k=1

(2k − 1)−2 =
π

2
· π

4
=
π2

8
,

ou seja, obtemos um valor para a soma infinita do quadrado dos inversos de números ı́mpares.

Exemplo 2.1.7. Considere a função

h(x) =

{
x(π − x), se 0 ≤ x ≤ π
x(−π − x), se − π ≤ x ≤ 0,

note que essa função é uma função par, sendo assim, calculando a série de Fourier temos que

ak =
1

π

∫ π

−π
h(x) cos(kx)dx.

Para k = 0, temos que

a0 =
1

π

∫ π

−π
h(x)dx =

2

π

∫ π

0

x(π − x)dx =
2

π

∫ π

0

xπ − x2dx =
2

π

(
π · x

2

2
− x3

3

∣∣∣∣π
0

)

=
2

π

(
π3

2
− π3

3

)
=

2

π

(
π3

6

)
=
π2

3
.

Para k 6= 0, temos que

ak =
2

π

∫ π

0

x(π − x) cos(kx)dx = 2

∫ π

0

x cos(kx)dx− 2

π

∫ π

0

x2 cos(kx)dx = A−B.

Note que calculamos a primeira integral no exemplo (2.1.6), basta multiplicar por π

A = 2

∫ π

0

x cos(kx)dx = π
2

π

∫ π

0

x cos(kx)dx =

{
0, k par
− 4
k2 , k ı́mpar

.

Agora basta calcular a segunda integral

B =
2

π

∫ π

0

x2 cos(kx)dx =
2

π

(
x2sen(kx)

k

∣∣∣∣π
0

− 2

k

∫ π

0

xsen(kx)dx

)

= − 4

πk

∫ π

0

xsen(kx)dx = − 4

πk

(
−x cos(kx)

k

∣∣∣∣π
0

+
1

k

∫ π

0

cos(kx)dx

)
= − 4

πk

(
−π cos(kπ)

k
+

1

k

(
sen(kx)

k

∣∣∣∣π
0

))
=

4 cos(kπ)

k2
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B =

{
4
k2 , k par
− 4
k2 , k ı́mpar.

Então

ak = A−B =

{
0− 4

k2 , k par
− 4
k2 + 4

k2 , k ı́mpar
=

{
− 4
k2 , k par

0, k ı́mpar.

Além disso, temos ainda que

bk =
1

π

∫ π

−π
h(x)sen(kx)dx = 0

pois resulta em uma função ı́mpar. Assim, a série de Fourier de h é dada por

h(x) =
π2

6
−
∞∑
k=1

4

(2k)2
cos (2kx) =

π2

6
−
∞∑
k=1

cos (2kx)

k2
, x ∈ (−π, π).

Logo, para x = 0,

0 = h(0) =
π2

6
−
∞∑
k=1

cos (2k · 0)

k2
=
π2

6
−
∞∑
k=1

1

k2

então
∞∑
k=1

k−2 =
π2

6
,

ou seja, obtemos um valor para a soma infinita do quadrado dos inversos de números naturais.

Retornando ao Caso Complexo

Agora, considerando o espaço L2(−π, π) podemos voltar a escrita mais geral de série de Fourier, como
já vimos, seja

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos (kx) + bksen (kx) .

Utilizando a Fórmula de Euler, temos que

cos(kx) =
eikx + e−ikx

2
e sen(kx) =

eikx − e−ikx

2i
.

Então

ak cos (kx) + bksen (kx) =
ak
2

(
eikx + e−ikx

)
− ibk

2

(
eikx − e−ikx

)
=
ak − ibk

2
eikx +

ak + ibk
2

ei(−k)x,

substituindo a série de Fourier pode ser escrita como∑
k∈Z

cke
ikx, onde ck =

ak − ibk
2

e c−k =
ak + ibk

2
,

assim

ck =

(
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx− i 1

π

∫ π

−π
f(x)senkxdx

)
/ 2 =

1

2π

(∫ π

−π
f(x)(cos kx− isenkx)dx

)

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx.

Então, temos que

f̂(k) = ck =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx, (2.4)

onde a sequência complexa {f̂(k)}k∈Z é a transformada de Fourier de f e f̂(k) é o coeficiente de Fourier
de f em k.
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2.2 Transformada de Fourier em Rn

Nessa seção iremos considerar a ideia de Transformada de Fourier em Rn e resolver EDPs com essa
ferramenta. Inicialmente vamos considerar o caso uni-dimensional.

2.2.1 Caso n = 1

A motivação da definição da Transformada de Fourier na reta é parecida com a parte periódica, com
uma versão modificada da equeção do calor, onde consideramos a função u sendo limitada.{

ut = uxx, (t, x) ∈ Ω
u(0, x) = f(x), x ∈ R, (2.5)

onde Ω = (0,∞) × R, f ∈ C(R) limitada, assim precisamos encontrar u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) limitada que
satisfaça a equação.

Novamente utilizando o método de separação de variáveis, onde consideramos

u(t, x) = T (t)X(x)

e assim obtemos duas EDOs {
T ∈ C2((0,∞)) ∩ C([0,∞)), limitada
T ′(t) = λT (t)

(2.6)

 X ∈ C2(R), limitada
X ′′(x) = λX(x)
T (0)X(x) = f(x),

(2.7)

onde obtemos que
T (t) = Ceλt,

onde λ é real, com já vimos, e nesse caso é não positivo porque a função T é limitada. Então

X(x) = A cos(
√
−λx) +Bsen(

√
−λx).

Sendo assim, tomando ξ2 = −λ e utilizando a Fórmula de Euler para simplificar a expressão, temos que

X(x) = Leiξx +Me−iξx.

Logo

uξ(t, x) = (Leiξx +Me−iξx)Ceξ
2t.

Fazendo uma superposição de soluções, como ξ ≥ 0 a superposição ocorre na forma de uma integral

u(x, t) = (2π)−
1
2

∫ ∞
0

(g1(ξ)eiξx + g2(ξ)e−iξx)e−ξ
2tdξ,

onde (2π)−
1
2 aparece para tornar os resultados que vamos obter mais limpos. Para simplificar a expressão,

consideramos

g(ξ) =

{
g1(ξ), ξ ≥ 0

g2(−ξ), ξ < 0.

Assim,

u(x, t) = (2π)−
1
2

∫ ∞
−∞

g(ξ)eiξxe−ξ
2tdξ (2.8)

é solução de (2.5) quando

u(x, 0) = f(x) = (2π)−
1
2

∫ ∞
−∞

g(ξ)eiξxdξ. (2.9)

Para conhecermos melhor a função f e como podemos escrevê-lá, convêm encontrarmos como podemos
expressar essa função g. Assim como fizemos anteriormente, note que a função f é dada por uma expansão
de
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φξ(x) = eiξx,

então

g(ξ) = (2π)−
1
2

∫ ∞
−∞

f(x)φξ(x)dx = (2π)−
1
2

∫ ∞
−∞

f(x)e−iξxdx (2.10)

onde g(ξ) é a Transformada de Fourier de f em ξ, denotamos g(ξ) = f̂(ξ).

2.2.2 Caso n ≥ 1

Agora abordaremos a Transformada de Fourier em um contexto geral e veremos sua utilidade para
encontrar as soluções de algumas EDPs, pois através dela podemos simplificar essas EDPs.

Inicialmente, para 1 ≤ p <∞ e U aberto de Rn considere o espaço de funções

Lp(U) := {u : U → R : u é Lebesgue mensurável,‖u‖Lp(U) <∞},

onde

‖u‖Lp(U) =

(∫
U

|u(x)|pdx
) 1
p

.

E
L∞(U) := {u : U → R : u é Lebesgue mensurável,‖u‖L∞(U) <∞},

onde
‖u‖L∞(U) = sup

U
|u|.

Definição 2.2.1. (Transformada de Fourier) Seja u ∈ L1(Rn), a Transformada de Fourier é dada por

û(y) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
u(x)e−ixydx, (2.11)

com x, y ∈ Rn e xy o produto interno em Rn.

Definição 2.2.2. (Transformada Inversa de Fourier) A transformada inversa de Fourier, para u ∈
L1(Rn) é dada por

ǔ(y) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
u(x)eixydx. (2.12)

Note que as integrais acima convergem para todo y ∈ Rn, pois |e±ixy| = 1 e u ∈ L1(Rn).

Teorema 2.2.1. (Teorema de Plancherel) Assuma que u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Então û, ǔ ∈ L2(Rn) e

‖û‖L2(Rn) = ‖ǔ‖L2(Rn) = ‖u‖L2(Rn).

Observação 2.2.1. Antes de iniciarmos a prova do teorema, convém fazer algumas observações que serão
utilizadas na demonstração do teorema e também mais adiante.

(a) Se u ∈ L1(Rn) então û ∈ L∞(Rn).

|û(y)| =
∣∣∣∣ 1

(2π)
n
2

∫
Rn
u(x)e−ixydx

∣∣∣∣ ≤ 1

(2π)
n
2

∫
Rn
|u(x)| dx <∞.

(b) Se u, v ∈ L1(Rn) então ∫
Rn
û(x)v(x)dx =

∫
Rn
u(y)v̂(y)dy.

pois ∫
Rn
û(x)v(x)dx =

1

(2π)
n
2

∫
Rn

∫
Rn
u(y)v(x)e−ixydydx =

∫
Rn
u(y)v̂(y)dy.
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(c) Se x, y ∈ Rn e t > 0, então∫
Rn
e−ixy−t‖y‖

2

dy =

∫
Rn
eixy−t‖y‖

2

dy =
(π
t

)n
2

e−
‖x‖2
4t .

Para iniciar essa demonstração considere xj , yj , t ∈ R com t > 0, tomando z = t
1
2xj − yj

2t
1
2
i, temos

que ∫ ∞
−∞

eixjyj−tx
2
jdxj =

e−
y2j
4t

t
1
2

∫
Γ

e−z
2

dz,

onde Γ denota o contorno
{

Im(z) =
−yj
2t

1
2

}
no plano complexo. Deformando Γ no eixo real, segue

que ∫
Γ

e−z
2

dz =

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx = π
1
2 .

Assim ∫ ∞
−∞

eixjyj−txj
2

dxj = e−
y2j
4t

(π
t

) 1
2

e então ∫
Rn
eixy−t‖x‖

2

dx =

n∏
j=1

∫ ∞
−∞

eixjyj−tx
2
jdxj =

n∏
j=1

e−
y2j
4t

(π
t

) 1
2

=
(π
t

)n
2

e−
‖y‖2
4t .

Demonstração. Pelas considerações feitas acima, note que definindo vε(x) := e−ε‖x‖
2

, por (c), temos que

v̂ε(y) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ixy−ε‖x‖

2

dx =
1

(2π)
n
2

(π
ε

)n
2

e−
‖y‖2
4ε =

e−
‖y‖2
4ε

(2ε)
n
2
.

Então para todo w ∈ L1(Rn) por (b), temos que∫
Rn
ŵ(x)e−ε‖x‖

2

dx =

∫
Rn
ŵ(x)vε(x)dx =

∫
Rn
w(y)v̂ε(y)dy =

1

(2ε)
n
2

∫
Rn
w(y)e−

‖y‖2
4ε dy. (2.13)

Agora, seja u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) e considere v(x) := ū(−x). Defina w := v ∗ u então w ∈ L1(Rn) ∩
C(Rn) e utilizando o Teorema 2.2.2 item (iii) que provaremos a seguir, temos que

ŵ = (v ∗ u)̂ = (2π)
n
2 v̂û ∈ L∞(Rn).

Como

v̂(y) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ixyū(−x)dx = ¯̂u(y),

então
ŵ = (2π)

n
2 |û|2.

Temos que

lim
ε→0

1

(2ε)
n
2

∫
Rn
w(x)e

−‖x‖2
4ε dx = (2π)

n
2 w(0).

Então, utilizando (2.13) e tomando o limite ε→ 0+, temos que

(2π)
n
2

∫
Rn
|û(y)|2dy =

∫
Rn
ŵ(y)dy = (2π)

n
2 w(0),

portanto

‖û‖L2(Rn) =

∫
Rn
|û|2dy = w(0) =

∫
Rn
|u|2dy = ‖u‖L2(Rn).

A demonstração de que ‖ǔ‖L2(Rn) = ‖u‖L2(Rn) é similiar.
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Transformada de Fourier em L2.

Inicialmente definimos a Transformada de Fourier apenas em L1(Rn), mas com base no teorema
anterior (2.2.1) é posśıvel estender essa definição para o L2(Rn).

Considere u ∈ L2(Rn) e seja (uk)∞k=1 sequência em L1(Rn) ∩ L2(Rn) tal que uk → u. Utilizando o
Teorema de Plancherel temos que

‖ûk − ûj‖L2(Rn) = ‖uk − uj‖L2(Rn),

logo (û)∞k=1 é uma sequência de Cauchy em L2(Rn) e então converge para uma função û ∈ L2(Rn), por
ser completo, definiremos como a Transformada de Fourier de u

ûk → û.

Agora, vamos provar que esse definição não depende da sequência escolhida, ou seja, a transformada é
única q.t.p.. Sejam uk, ũk sequências em L1(Rn) ∩ L2(Rn) tal que uk, ũk → u então existem û e ˆ̃u tais
que ûk → û e ˆ̃uk → ˆ̃u. Agora defina

vk :=

{
uk, se k é par
ũk, se k é ı́mpar,

então vk → u e vk é uma sequência em L1(Rn) ∩ L2(Rn). Logo, existe v̂ tal que v̂k → v̂, mas

v̂k =

{
ûk, se k é par
ˆ̃uk, se k é ı́mpar.

Portanto, û = ˆ̃u = v̂.

Observação 2.2.2. A definição de ǔ é feito de maneira análoga.

Teorema 2.2.2. (Propriedades da Transformada de Fourier) Assuma que u, v ∈ L2(Rn). Então

(i)

∫
Rn
uv̄dx =

∫
Rn
û¯̂vdx;

(ii) (̂Dαu) = (iy)αû para cada multíındice α, tal que Dαu ∈ L2(Rn);

(iii) Se u, v ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), então (u ∗ v)ˆ= (2π)
n
2 ûv̂;

(iv) u = ˇ̂u.

Observação 2.2.3. Note que a afirmação (ii) mostra que a transformada de Fourier converte a α-ésima
derivada de uma função em um produto, isso nos permite Transformar uma EDP em uma EDO.

Observação 2.2.4. Note também que a afirmação (iv) confirma que a fórmula (2.12) é de fato a inversa
da Transformada de Fourier.

Demonstração. (i) Com o resultado do Teorema de Plancherel 2.2.1, para a ∈ C temos que

‖u+ av‖2L2(Rn) = ‖û+ av̂‖2L2(Rn),

ou seja, ∫
Rn
|u+ av|2dx =

∫
Rn
|û+ av̂|2dx,

logo ∫
Rn
|u|2 + |av|2 + ūav + uāv̄dx =

∫
Rn
|û|2 + |av̂|2 + ¯̂uav̂ + ûā¯̂vdx.

Utilizando novamente o Teorema 2.2.1 para u e av, temos que∫
Rn
aūv + āuv̄dx =

∫
Rn
a¯̂uv̂ + āû¯̂vdx,

assim, analisando os casos para a = 1 e a = i, temos∫
Rn
ūv + uv̄dx =

∫
Rn

¯̂uv̂ + û¯̂vdx
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e

i

∫
Rn
ūv − uv̄dx = i

∫
Rn

¯̂uv̂ − û¯̂vdx ⇒
∫
Rn
ūv − uv̄dx =

∫
Rn

¯̂uv̂ − û¯̂vdx.

Subtraindo as equações, segue que ∫
Rn
uv̄dx =

∫
Rn
û¯̂vdx.

(ii) Temos que

D̂αu(y) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ixyDαu(x)dx.

Tomando u ∈ C |α|c (Rn) e utilizando a fórmula de integração por partes, segue que

D̂αu(y) =
(−1)|α|

(2π)
n
2

∫
Rn
Dα
x (e−ixy)u(x)dx

=
(−1)|α|

(2π)
n
2

∫
Rn

(−iy)αe−ixyu(x)dx

= (iy)αû(y)

como o espaço de funções suaves são densos em L2(Rn), por aproximação obtemos que a igualdade
é válida para u ∈ L2(Rn).

(iii) Temos que

(u ∗ v)ˆ(y) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ixy(u ∗ v)(x)dx

=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ixy

∫
Rn
u(z)v(x− z)dzdx

=

∫
Rn
e−izyu(z)

(
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−i(x−z)yv(x− z)dx

)
dz

=

∫
Rn
e−izyu(z)dz v̂(y)

= (2π)
n
2 û(y)v̂(y).

(iv) Note que ∫
Rn
ǔvdx =

∫
Rn
uv̌dx e v̌ = ˆ̄v,

então ∫
Rn

ˇ̂uvdx =

∫
Rn
ûv̌dx =

∫
Rn
ûˆ̄vdx.

Utilizando o item (i) temos que ∫
Rn

ˇ̂uvdx =

∫
Rn
uv̄dx =

∫
Rn
uvdx,

como a igualdade é válida para todo v ∈ L2(Rn), segue que u = ˇ̂u.

Observação 2.2.5. Note que a prova do Teorema 2.2.2 utiliza o Teorema 2.2.1 e vice-versa, mas isso não
causa uma contradição, visto que o item (iii) do Teorema 2.2.2 utilizado para provar o Teorema 2.2.1 não
utiliza este Teorema e nem os demais itens.

2.2.3 Aplicação em EDP

Agora veremos alguns exemplos de como podemos utilizar a Transformada de Fourier para resolver
EDPs.
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Potenciais de Bessel

Vamos resolver a equação:

−∆u+ u = f (2.14)

onde f ∈ L2(Rn). Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os lados da equação e utilizando o
item (ii) do Teorema (2.2.2), temos que

(1 + |y|2)û(y) = f̂(y)

com y ∈ Rn, assim obtemos uma equação algébrica com solução

û =
f̂

1 + |y|2
.

A solução de (2.14) é dada por:

u = (û)̌ =

(
f̂

1 + |y|2

)
.̌

Tomando B̂ = 1
1+|y|2 , pelo Teorema 2.2.2 item (iii), temos que

(f ∗B) = ((f ∗B)̂)̌ = (2π)
n
2 (f̂ B̂)̌

o que implica que

u =
(f ∗B)

(2π)
n
2
. (2.15)

Assim, basta encontrar B para resolver a equação. Para isso, note que

1

1 + |y|2
=

∫ ∞
0

e−t(1+|y|2)dt,

sendo assim

B =

(
1

1 + |y|2

)
ˇ=

1

(2π)
n
2

∫ ∞
0

e−t
(∫

Rn
eixy−t|y|

2

dy

)
dt

Note também que para x, p, q ∈ R e q > 0, tomando z = q
1
2x− p

2q
1
2
i, temos que

∫ ∞
−∞

eipx−qx
2

dp =
e−

p2

4q

q
1
2

∫
Γ

e−z
2

dz,

onde Γ denota o contorno

{
Im(z) = −p

2q
1
2

}
no plano complexo. Deformando Γ no eixo real, segue que

∫
Γ

e−z
2

dz =

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx = π
1
2

e assim ∫ ∞
−∞

eipx−qx
2

dp = e−
p2

4q

(
π

q

) 1
2

,

então ∫
Rn
eixy−t|y|

2

dy =

n∏
j=1

∫ ∞
−∞

eixjyj−ty
2
j dyj =

n∏
j=1

e−
x2j
4t

(π
t

) 1
2

=
(π
t

)n
2

e−
|x|2
4t

sendo assim

B =

∫ ∞
0

e−t−
|x|2
4t

(2t)
n
2
dt.

B é chamado Potencial de Bessel. Substituindo B em (2.15) a solução da equação (2.14) é dada por:

u(x) =
1

(4π)
n
2

∫ ∞
0

∫
Rn

e−t−
|x−y|2

4t

t
n
2

f(y)dydt (x ∈ Rn).
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Equação do calor

Agora, voltando a equação do calor de uma forma mais geral, vamos procurar uma solução. Seja a
equação dada por: {

ut −∆u = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn
u(0, x) = f(x), x ∈ Rn, (2.16)

com f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Aplicando a Transformada de Fourier, temos{
ût + |y|2û = 0, t ∈ (0,∞)

û = f̂ , t = 0.
(2.17)

Resolvendo a EDO acima, obtemos

û = e−t|y|
2

f̂ .

Então para encontrarmos a solução de (2.16) basta resolver

u = (û)̌ =
(
e−t|y|

2

f̂
)
.̌

Logo, tomando Â = e−t|y|
2

segue que

u =
f ∗A
(2π)

n
2
.

Assim, para resolver a equação basta encontrar o valor de A,

A =
(
e−t|y|

2
)
ˇ=

1

(2π)
n
2

∫
Rn
eixy−t|y|

2

dy,

como resolvemos essa integral acima, temos que

A =
1

(2t)
n
2
e−
|x|2
4t .

Portanto,

u(x, t) =
1

(4πt)
n
2

∫
Rn
e−
|x−y|2

4t f(y)dy (2.18)

é solução de (2.16).

Equação de Schrödinger

{
iut −∆u = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn
u(0, x) = g(x), x ∈ Rn, (2.19)

onde u e g assumem valores complexos e g ∈ L1(Rn)∩L2(Rn). Note que essa equação é similar a Equação
do Calor (2.16), esse fato nos motiva a refletir se substituirmos t por it na solução da Equação do Calor
encontraremos uma candidata a solução desse problema. Realizando essa substituição informalmente,
segue que

u(x, t) =
1

(4πit)
n
2

∫
Rn
ei
|x−y|2

4t g(y)dy.

De fato a solução mostrada acima, é uma solução para a Equação de Schrödinger, no entanto ressaltamos
que o método utilizado para provar esse fato não é o mesmo da equação do calor, visto que as definições
realizadas nesse caṕıtulo se restringem a funções reais e nesse caso nos deparamos com uma função
complexa. Podemos ainda considerar i

1
2 = ei

π
4 , g ∈ Rn e t > 0 afim de melhorarmos essa solução

podemos reescrever a equação acima como

u(x, t) =
ei
|x|2
4t

(4πit)
n
2

∫
Rn
e−i

xy
2t ei

|y|2
4t g(y)dy.

E é válido que se g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) então

‖u(., t)‖L2(Rn) = ‖g‖L2(Rn).

42



Assim, o mapa g 7→ u(., t) preserva a norma L2. Perceba que podemos estender a fórmula para g ∈ L2(Rn)
de maneira análoga a que estendemos a definição de transformada de Fourier.

Definimos a solução fundamental da equação de Schrödinger como

ψ(x, t) :=
ei
|x|2
4t

(4πi)
n
2
, x ∈ Rn, t 6= 0. (2.20)

Note que a solução anterior é dada por u = g ∗ ψ e que essa solução tem sentindo para todo t 6= 0.
Novamente ressaltamos que os cálculos realizados acima servem como uma motivação, para obter os
cálculos com rigor e validar as afirmações ver a seção 4.5.3 do livro [6].
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Caṕıtulo 3

Espaços de Sobolev

Neste caṕıtulo vamos estudar sobre os espaços de Sobolev, através desses espaços abrimos um novo
caminho para a resolução de EDPs criando mais possibilidades para encontrar uma solução, a qual
denotaremos por soluções fracas, usando ferramentas de análise funcional. Neste caṕıtulo também
abordaremos alguns teoremas clássicos, como o Teorema da caracterização de Hk pela transformada
de Fourier, o Teorema da imersão de Sobolev, entre outros. Vamos considerar U ⊂ Rn aberto e com
fronteira suave. As principais referências se encontram no livro [6] utilizando resultados de [3].

3.1 Espaço de Sobolev

Antes de definirmos quem é o espaço de Sobolev iremos apresentar uma nova noção de derivada.

Definição 3.1.1. (Função Teste) Considerando o conjunto C∞c (U) o conjunto das funções definidas no
aberto U ⊂ Rn tomando valores em R, infinitamente diferenciável e com suporte compacto, ou seja,

C∞c (U) := {φ ∈ C∞(U) : supp(φ) = {x : φ(x) 6= 0} é compacto }.

Chamamos φ de função teste se φ ∈ C∞c (U).

Motivação da Derivada Fraca

Sejam u ∈ C1(U) e uma função teste φ ∈ C∞c (U). Utilizando a fórmula de integral por partes temos
que ∫

U

uφxidx = −
∫
U

uxiφdx, (i = 1, . . . , n) e x ∈ Rn,

pois como φ tem suporte compacto a integral no bordo é nula. Podemos generalizar ainda mais essa
fórmula, considerando k inteiro não negativo, u ∈ Ck(U) e o ı́ndice múltiplo α tal que |α| = k, aplicando
a fórmula de integração por parte k vezes, temos que∫

U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U

φDαudx, (i = 1, . . . , n) e U ∈ Rn.

As fórmulas acima nos levam a perguntar se precisamos exigir tanto da função u para obtermos essa
propriedade e através dessa pergunta surge o conceito de derivada fraca.

Antes de definirmos o conceito de Derivada fraca, iremos definir o conjunto L1
loc(U) que será o conjunto

das funções que iremos considerar.

Definição 3.1.2. Definimos o conjunto

L1
loc(U) :=

{
u ∈ L1(V ) : para todo V ⊆ V ⊆ U com V compacto

}
.

Denominamos o conjunto L1
loc(U) do conjunto de funções localmente somáveis.

Definição 3.1.3. (Derivada Fraca) Sejam u, v ∈ L1
loc(U) e α ı́ndice múltiplo, dizemos que v é uma

α−ésima derivada parcial fraca de u se∫
U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U

vφdx,
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para toda função teste φ ∈ C∞c (U) e escrevemos

Dαu = v.

Observação 3.1.1. Note que quando uma função possui de fato uma derivada, a derivada fraca também
existe e a derivada tradicional coincide com a derivada fraca.

Exemplo 3.1.1. Sejam n = 1 e U = (0, 2) e considere as funções

u(x) =

{
x, se 0 < x ≤ 1
1, se 1 < x ≤ 2

e v(x) =

{
1, se 0 < x ≤ 1
0, se 1 < x ≤ 2

tomando φ ∈ C∞c (U) e realizando os cálculos temos que∫ 2

0

uφ′dx =

∫ 1

0

xφ′dx+

∫ 2

1

φ′dx = −
∫ 1

0

φdx+ φ(1) + φ(2)− φ(1) = −
∫ 1

0

φdx = −
∫ 2

0

vφdx

então u′ = v no sentido fraco.

Lema 3.1.1. (Unicidade de Derivadas Fracas) Se existe uma α−ésima derivada fraca de u ela é única
q.t.p.

Demonstração. Suponha que existam v, ṽ ∈  L1
loc(U) tais que∫

U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U

vφdx = (−1)|α|
∫
U

ṽφdx, ∀ φ ∈ C∞c (U).

Então

(−1)|α|
∫
U

(v − ṽ)φdx = 0, ∀ φ ∈ C∞c (U).

Como C∞c (U) é denso em L1(U), obtemos

v = ṽ q.t.p.

Agora, vamos definir os espaços de Sobolev, para isso fixe 1 ≤ p ≤ ∞ e k inteiro não negativo.

Definição 3.1.4. (Espaços de Sobolev) O espaço de Sobolev é o espaço de todas as funções localmente
somáveis u : U → R tais que para cada ı́ndice múltiplo α, com |α| ≤ k, Dαu existe em um sentido fraco
e pertence a Lp(U), denotamos por

W k,p(U).

Observação 3.1.2. � Se p = 2, escrevemos W k,2(U) = Hk(U). Nesse caso W k,2(U) é um espaço de
Hilbert.

� Analogamente aos espaços Lp, identificamos duas funções W k,p(U) que coincide q.t.p..

� Note que W k,p(U) ⊂ Lp(U), para observar esse fato basta considerar α = (0, . . . , 0).

Definição 3.1.5. (Norma) Seja u ∈W k,p(U), definimos a norma de u como

‖u‖Wk,p(U) =


(∑

|α|≤k‖Dαu‖pLp(U)

) 1
p

, se 1 ≤ p <∞,∑
|α|≤k‖Dαu‖L∞(U), se p =∞.

Vamos verificar que ‖u‖Wk,p(U) é de fato uma norma, facilmente podemos obter que

‖u‖Wk,p(U)=0 ⇔ u = 0 q.t.p

e que
‖λu‖Wk,p(U) = |λ|‖u‖Wk,p(U), ∀λ ∈ R,

sendo assim, tomando u, v ∈ W k,p(U) para 1 ≤ p < ∞ e utilizando a Desigualdade de Minkowski segue
que
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‖u+ v‖Wk,p(U) =

∑
|α|≤k

‖Dαu+Dαv‖pLp(U)

 1
p

≤

∑
|α|≤k

(
‖Dαu‖Lp(U) + ‖Dαv‖Lp(U)

)p 1
p

≤

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(U)

 1
p

+

∑
|α|≤k

‖Dαv‖pLp(U)

 1
p

= ‖u‖Wk,p(U) + ‖v‖Wk,p(U),

e para p =∞ é uma consequência direta da norma em L∞.
Após essas definições iremos entender melhor esses espaços bem como as propriedades que possuem.

Teorema 3.1.1. (Propriedades) Sejam u, v ∈W k,p(U) e o ı́ndice múltiplo α tal que |α| ≤ k, então:

(i) Dαu ∈W k−|α|,p(U) e Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) = Dα+βu para todo ı́ndice múltiplo β tal que |α|+|β| ≤
k;

(ii) Para cada a, b ∈ R, segue que au+ bv ∈W k,p(U) e Dα(au+ bv) = aDαu+ bDαv;

(iii) Se V é um subconjunto aberto de U , então u ∈W k,p(V );

(iv) Se ψ ∈ C∞c (U), então ψu ∈W k,p(U) e

Dα(ψu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβψDα−βu,

onde

(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
. Essa equação é conhecida como Fórmula de Leibniz.

Demonstração. (i) Considere φ ∈ C∞c (U), como Dαu existe e Dβφ ∈ C∞c (U) segue que∫
U

DαuDβφdx = (−1)|α|
∫
U

uDα+βφdx = (−1)|α|(−1)|α+β|
∫
U

Dα+βuφdx

e assim ∫
U

DαuDβφdx = (−1)|β|
∫
U

Dα+βuφdx.

Então Dβ(Dαu) = Dα+βu, o caso Dα(Dβu) = Dα+βu é análogo. Tomando |β| = k − |α| obtemos
que Dαu ∈W k−|α|,p(U).

(ii) Considere φ ∈ C∞c (U), temos que∫
U

(au+ bv)Dαφdx = a

∫
U

uDαφdx+ b

∫
U

vDαφdx

= (−1)|α|a

∫
U

Dαuφdx+ (−1)|α|b

∫
U

Dαvφdx

= (−1)|α|
∫
U

Dα(au+ bv)φdx,

então segue o resultado.

(iii) Defina a função

ũ(x) =

{
u(x), se x ∈ V

0, se x /∈ V.

Note que ũ ∈W k,p(U) e assim considere φ ∈ C∞c (V ), e defina φ̃ : U → R tal que

φ̃(x) :=

{
φ(x), se x ∈ V

0, se x ∈ U − V.
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Note que φ̃ ∈ C∞c (U). Então∫
V

uDαφdx =

∫
U

ũDαφ̃dx = (−1)|α|
∫
U

Dαũφ̃dx = (−1)|α|
∫
V

Dαuφdx,

portanto segue o resultado.

(iv) Vamos provar por indução sobre |α|.

1. Suponha que |α| = 1 tomando φ ∈ C∞c (U), temos que∫
U

ψuDαφdx =

∫
U

ψuDαφ+ u(Dαψ)φ− u(Dαψ)φdx

=

∫
U

uDα(ψφ)dx−
∫
U

u(Dαψ)φdx

= −
∫
U

Dαu(ψφ)dx−
∫
U

u(Dαψ)φdx

= −
∫
U

(ψDαu+ uDαψ)φdx,

então D(ψu) = ψDu+ uDψ e ψu ∈W 1,p(U) .

2. Agora, suponha que é verdade para todo |α| ≤ l, com l < k, ou seja,

Dα(ψu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβψDα−βu, ∀ |α| ≤ l.

3. Sendo assim considere |α| = l+1, então α = β+γ com |β| = l e |γ| = 1, logo para φ ∈ C∞c (U)
temos que∫

U

ψuDαφdx =

∫
U

ψuDβ(Dγφ)dx

= (−1)|β|
∫
U

Dβ(ψu)Dγφdx

= (−1)|β|
∫
U

∑
δ≤β

(
β

δ

)
DδψDβ−δuDγφdx

= (−1)|β|(−1)|γ|
∫
U

∑
δ≤β

(
β

δ

)
Dγ(DδψDβ−δu)φdx

= (−1)|β|+|γ|
∫
U

∑
δ≤β

(
β

δ

)
[Dγ+δψDβ−δu+DδψDγ+β−δu]φdx

= (−1)|α|
∫
U

∑
δ≤β

(
β

δ

)
[Dγ+δψDα−γ−δu+DδψDα−δu]φdx

= (−1)|α|
∫
U

∑
δ≤α

(
α

δ

)
DδψDα−δuφdx,

então

Dα(ψu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβψDα−βu.

Teorema 3.1.2. O espaço de Sobolev W k,p(U) é um espaço de Banach, para todo inteiro positivo k e
todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. Considere (um)∞m=1 uma sequência de Cauchy em W k,p(U), assim para cada |α| ≤ k
temos que (Dαum)∞m=1 é uma sequência de Cauchy em Lp(U), pois

‖um − ul‖pWk,p(U)
=
∑
|α|≤k

‖Dαum −Dαul‖pLp(U) ≥ ‖D
αum −Dαul‖pLp(U)

para 1 ≤ p <∞, e

‖um − ul‖Wk,p(U) =
∑
|α|≤k

‖Dαum −Dαul‖Lp(U) ≥ ‖Dαum −Dαul‖Lp(U)
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para p =∞. Como o espaço Lp(U) é completo, temos que existe uα ∈ Lp(U) tal que

Dαum → uα, ∀|α| ≤ k.

Sendo assim, em particular
um → u = u(0,0,...,0),

com u ∈ Lp(U), assim basta provar que u ∈W k,p(U). Para isso, seja φ ∈ C∞c (U), então∫
U

uDαφdx = lim
m→∞

∫
U

umD
αφdx = lim

m→∞
(−1)|α|

∫
U

Dαumφdx = (−1)|α|
∫
U

uαφdx.

Portanto u ∈W k,p(U) e Dαu = uα, logo W k,p(U) é um espaço de Banach.

Teorema 3.1.3. (Aproximação por Funções Suaves) Suponha U ⊂ Rn limitado e u ∈ W k,p(U) para
algum 1 ≤ p <∞. Então existe função um ∈ C∞(U) ∩W k,p(U) tal que

um → u em W k,p(U).

Antes de provarmos o Teorema 3.1.3, vamos definir a noção de compactamente imerso que será
utilizada na demonstração.

Definição 3.1.6. Seja X e Y espaços de Banach, X ⊂ Y , dizemos que X é Compactamente Imerso em
Y , denotando por X ⊂⊂ U , se e somente se,

(i) ‖u‖Y ≤ C‖u‖X , para todo u ∈ X e alguma constante C.

(ii) Se toda sequência limitada em X é pré compacta em Y .

Demonstração. Inicialmente, considere

U =

∞⋃
i=1

Ui

com

Ui :=

{
x ∈ U : dist(x, ∂U) >

1

i

}
, (i = 1, 2, . . . ).

Agora, tome
Vi := Ui+3 − U i+1

e escolha algum conjunto aberto V0 ⊂⊂ V de modo que

U =

∞⋃
i=0

Vi.

Seja {ζi} uma partição suave da unidade subordinada aos conjuntos abertos {Vi}∞i=0, ou seja,{
0 ≤ ζi ≤ 1, ζi ∈ C∞c (Vi)∑∞
i=0 ζi = 1, em U.

Agora, considere u ∈W k,p(U), de acordo com o Teorema 3.1.1 no item (iv), temos que ζiu ∈W k,p(U)
e note que supp(ζiu) ⊂ Vi. Fixando δ > 0 e tomando εi > 0 tão pequeno que ui := ηεi ∗ (ζiu) satisfaz{

‖ui − ζiu‖Wk,p(U) <
δ

2i+1 , (i = 1, 2, . . . )
supp(ui) ⊂ wi, (i = 1, 2, . . . ),

onde ηεi é a função padrão identidade (1.9) e Wi := Ui+4 − U i ⊃ Vi para i = 1, 2, . . . . Definindo
v :=

∑∞
i=0 u

i esta função pertence a C∞(U), pois para cada conjunto aberto V ⊂⊂ U existe no máximo
um número finito de termos diferentes de zero na soma. Desde que u =

∑∞
i=0 ζiu, então para cada

V ⊂⊂ U segue que

‖v − u‖Wk,p(V ) ≤
∞∑
i=0

‖ui − ζiu‖Wk,p(U) ≤ δ
∞∑
i=0

1

2i+1
= δ.

Considerando o supremo sobre os conjuntos V ⊂⊂ U conclúımos que

‖v − u‖Wk,p(U) ≤ δ.
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3.2 Espaço H1
0

Nessa seção vamos definir o espaço de Sobolev H1
0 e entender algumas de suas propriedades, este será

o espaço das soluções das EDPs que veremos mais adiante.

Definição 3.2.1. O conjunto W k,p
0 (U) é o fecho de C∞c (U) em W k,p(U), ou seja, u ∈ W k,p

0 (U), se e
somente se, existem funções um ∈ C∞c (U) tais que um → u em W k,p(U).

Observação 3.2.1. Vamos denotar H1
0 (U) = W k,2

0 (U)

Definição 3.2.2. O produto interno para u, v ∈ H1
0 (U) é dado por

(u, v) :=

∫
U

DuDv + uvdx =

∫
U

〈(ux1 , . . . , uxn), (vx1 , . . . , vxn)〉+ u(x)v(x)dx. (3.1)

Note que é de fato um produto interno.

Observação 3.2.2. O espaço H1
0 é um espaço de Hilbert.

3.2.1 Dual do Espaço H1
0

Definição 3.2.3. O dual de H1
0 (U) é representado como H−1(U), ou seja, se f ∈ H−1(U) então f é um

funcional linear limitado em H1
0 (U).

Observação 3.2.3. Vamos utilizar 〈., .〉 para denotar a ação do funcional de H−1(U) sobre H1
0 (U), ou

seja, dados f ∈ H−1(U) e u ∈ H1
0 (U), denotamos

f(u) = 〈f, u〉.

Agora, vamos buscar entender melhor esse espaço dual.

Definição 3.2.4. (Norma) Seja f ∈ H−1(U), definimos a norma de f como

‖f‖H−1(U) = sup{〈f, u〉 : u ∈ H1
0 (U) e ‖u‖H1

0 (U) ≤ 1}.

Observação 3.2.4. Note que ‖f‖H−1(U) é dada pela norma usual de espaço de funções.

Teorema 3.2.1. (Caracterização de H−1)

(i) Se f ∈ H−1(U) então existem funções f0, f1, · · · , fn em L2(U) tais que

〈f, u〉 =

∫
U

f0u+

n∑
i=1

f iuxidx, u ∈ H1
0 (U) (3.2)

(ii) Temos que

‖f‖H−1(U) = inf


(∫

U

n∑
i=0

|f i|2dx

) 1
2

: f satisfaz (3.2) para f0, f1, · · · , fn ∈ L2(U)

 ; (3.3)

(iii) Em particular, temos que

(v, u)L2(U) = 〈v, u〉, ∀u ∈ H1
0 (U), v ∈ L2(U) ⊂ H−1(U),

onde (., .)L2(U) é o produto interno em L2(U).

Demonstração. (i) Seja f ∈ H−1(U), pelo Teorema de Representação de Riesz A.2.7 temos que existe
uma única função u ∈ H1

0 (U) tal que

f(v) = 〈f, v〉 = (u, v) =

∫
U

〈(ux1 , . . . , uxn), (vx1 , . . . , vxn)〉+ uvdx =

∫
U

uv +

n∑
i=1

uxivxidx,

∀v ∈ H1
0 (U), assim, tomando f0 = u e f i = uxi para i = 1, . . . , n, segue o resultado.
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(ii) Considere f a mesma função dada anteriormente e sejam g0, g1, . . . , gn ∈ L2(U) tais que

〈f, v〉 =

∫
U

g0v +

n∑
i=1

givxidx, ∀v ∈ H1
0 (U).

Tomando u = v na igualdade no produto interno (3.2), temos que

‖u‖2H1
0

= (u, u) =

∫
U

‖Du‖2 + |u|2dx = 〈f, u〉.

Além disso, tomando g = (g0, g1, . . . , gn) e ũ = (u, u1, . . . , un), segue que∫
U

g0u+

n∑
i=1

giuxidx = (g, ũ)L2(U)n ≤ ‖g‖L2(U)n‖ũ‖L2(U)n .

Como ‖ũ‖L2(U)n = ‖u‖H1
0
, temos que

‖u‖2H1
0
≤ ‖g‖L2(U)n‖u‖H1

0
⇒

∫
U

‖Du‖2 + |u|2dx ≤
∫
U

n∑
i=0

|gi|2dx.

Considerando que f0 = u e f i = uxi , segue que∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx ≤
∫
U

n∑
i=0

|gi|2dx.

Utilizando um argumento análogo ao apresentado acima, temos que

|〈f, v〉| =
∫
U

f0v +

n∑
i=1

f ivxidx ⇒ |〈f, v〉| ≤
∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx

para ‖v‖H1
0
≤ 1, logo

‖f‖H−1 ≤

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx

) 1
2

mas

v =
u

‖u‖H1
0

⇒ ‖f‖H−1 =

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx

) 1
2

.

Portanto,

‖f‖H−1(U) = inf


(∫

U

n∑
i=0

|f i|2dx

) 1
2

: f satisfaz (3.2) para f0, f1, · · · , fn ∈ L2(U)


Observação 3.2.5. Por abuso de notação, escrevemos

f = f0 −
n∑
i=1

f ixi ,

onde f0, f1, · · · , fn ∈ L2(U).

3.3 Teoremas Clássicos

Nesta seção vamos abordar alguns teoremas importantes no estudo sobre os espaços de Sobolev.
Antes de vermos esses resultados, vamos fazer uma adaptação para a teoria de espaços de Sobolev de

um teorema que vimos anteriormente, o Teorema 2.2.2.
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Teorema 3.3.1. (Propriedades da Transformada de Fourier) Assuma que u, v ∈ Hk(Rn). Então

(i)

∫
Rn
uv̄dx =

∫
Rn
û¯̂vdx;

(ii) (̂Dαu) = (iy)αû para cada multíındice α, tal que Dαu ∈ L2(Rn);

(iii) Se u, v ∈ L1(Rn) ∩Hk, então (u ∗ v)ˆ= (2π)
n
2 ûv̂;

(iv) u = ˇ̂u.

Demonstração. Como o teorema acima ja foi provado para funções suaves no capitulo anterior (Teorema
2.2.2), para provar o Teorema 2.2.2 basta utilizar o Teorema 3.1.3 e observar que Hk(Rn) está contido
em L2(Rn).

3.3.1 Caracterização de Hk pela Transformada de Fourier

Teorema 3.3.2. (Caracterização de Hk pela Transformada de Fourier) Seja k um inteiro não negativo.

(i) Uma função u ∈ L2(Rn) pertence a Hk(Rn) se, e somente se, (1 + |y|k)û ∈ L2(Rn).

(ii) Além disso, existe uma constante C positiva tal que

1

C
‖u‖Hk(Rn) ≤ ‖(1 + |y|k)û‖L2(Rn) ≤ C‖u‖Hk(Rn), ∀u ∈ Hk(Rn).

Demonstração. (i) Inicialmente, suponha que u ∈ Hk(Rn). Pelo Teorema 3.3.1 vale que

D̂αu(y) = (iy)αû

para todo |α| ≤ k. Então, (iy)αû ∈ L2(Rn) e temos que

‖(iy)αû‖L2(Rn) = ‖D̂αu‖L2(Rn) = ‖Dαu‖L2(Rn)

para todo |α| ≤ k, pelo Teorema 2.2.1. Escolhendo αj = kej , onde ej são os vetores da base
canônica de Rn para j = 1, 2, . . . , n, segue que

∫
Rn
|(iy)αj û|2dy =

∫
Rn
|Dαju|2dx ⇒

∫
Rn

n∑
j=1

|(iy)αj |2|û|2dy =

∫
Rn

n∑
j=1

|Dαju|2dx.

Note que

∫
Rn

n∑
j=1

|(iy)αj |2|û|2dy =

∫
Rn

n∑
j=1

|yj |2k|û|2dy ≥
∫
Rn
|y|2k∞ |û|2dy ≥

1

C1

∫
Rn
|y|2k|û|2dy,

onde |.|∞ é a norma do máximo em Rn. Note também que∫
Rn

n∑
j=1

|Dαju|2dx ≤
∫
Rn
|Dku|2dx.

Logo ∫
Rn
|y|2k|û|2dy ≤ C1

∫
Rn
|Dku|2dx.

Como ‖u‖L2(Rn) = ‖û‖L2(Rn), então∫
Rn

(1 + |y|k)2|û|2dy ≤ 2

∫
Rn

(1 + |y|2k)|û|2dy = 2

(∫
Rn
|û|2dy +

∫
Rn
|y|2k|û|2dy

)
e assim ∫

Rn
(1 + |y|k)2|û|2dy ≤ 2

(∫
Rn
|û|2dy + C1

∫
Rn
|Dku|2dy

)
≤ C‖u‖2Hk(Rn) <∞.
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Logo (1 + |y|k)û ∈ L2(Rn). Agora, se (1 + |y|k)û ∈ L2(Rn) e |α| ≤ k, temos que

‖(iy)αû‖2L2(Rn) ≤
∫
Rn
|y|2|α||û|2dy ≤

∫
Rn
|y|2k|û|2dy ≤ ‖(1 + |y|k)û‖2L2(Rn) <∞

e (iy)αû ∈ L2(Rn). Defina
uα := ((iy)αû)̌.

Então, para cada φ ∈ C∞c (Rn), utilizando o Teorema 2.2.2 segue que∫
Rn

(Dαφ)ūdx =

∫
Rn

(D̂αφ)¯̂udy =

∫
Rn

(iy)αφ̂¯̂udy =
(
i|α| · ī−|α|

)∫
Rn
φ̂(iy)αûdy

= (−1)|α|
∫
Rn
φ̂¯̂uαdx = (−1)|α|

∫
Rn
φūαdx.

Então uα = Dαu em um sentido fraco. Como (iy)αû ∈ L2(Rn), então Dαu ∈ L2(Rn), logo
u ∈ Hk(Rn).

(ii) Pela parte inicial da prova do item i, segue diretamente que

‖(1 + |y|k)û‖L2(Rn) ≤ C‖u‖Hk(Rn).

Da segunda parte da prova anterior, temos que

‖(iy)αû‖2L2(Rn) ≤ ‖(1 + |y|k)û‖2L2(Rn).

Então
‖u‖2Hk(Rn) =

∑
|α|≤k

‖Dαu‖2L2(U) =
∑
|α|≤k

‖(iy)αû‖2L2(Rn) ≤ C‖(1 + |y|k)û‖2L2(Rn).

Logo, para todo u ∈ Hk(Rn), vale a desigualdade

1

C
‖u‖Hk(Rn) ≤ ‖(1 + |y|k)û‖L2(Rn) ≤ C‖u‖Hk(Rn).

Definição 3.3.1. Assuma 0 < s <∞ e u ∈ L2(Rn), então u ∈ Hs(Rn) se (1 + |y|s)û ∈ L2(Rn). Assim,
para s não inteiro definimos

‖u‖Hs(Rn) := ‖(1 + |y|s)û‖L2(Rn).

3.3.2 Teorema da Imersão de Sobolev

Teorema 3.3.3. (Teorema da Imersão de Sobolev) Seja u ∈ Hm(Rn), então existe ũ ∈ Ck(Rn) tal que
u = ũ q.t.p., com m, k inteiros não negativos tais que m > k + n

2 .

Demonstração. Inicialmente, para w ∈ L1(Rn), note que

xαw ∈ L1(Rn)⇒ ŵ ∈ Ck(Rn)

para todo |α| ≤ k, pois

Dαŵ(y) =
∂|α|

∂αy

1

(2π)
n
2

∫
Rn
w(x)e−ixydx

utilizando o fato de que a função e−ixy é limitada e que w ∈ L1(Rn), podemos utilizar o Teorema da
Derivação Dominada (A.2.6), e assim

Dαŵ(y) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
w(x)

∂|α|

∂αy
e−ixydx = (−1)|α|

1

(2π)
n
2

∫
Rn
w(x)xαe−ixydx = (−1)|α|(̂xαw)(y).

Logo, se xαw ∈ L1(Rn), a igualdade acima está bem definida e assim ŵ ∈ Ck(Rn). Agora, usando esse
resultado para w := û, vamos mostrar que se u ∈ Hm(Rn) com m > k+ n

2 e |α| ≤ k então xαû = xαw ∈
L1(Rn) e assim ŵ = (̂û) ∈ Ck(Rn). Para isso, pelo Teorema 3.3.1, temos que, (xαû) ∈ L2(Rn) para todo
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|α| ≤ m. Em particular, tome α = (0, . . . , 0,m, 0, . . . , 0), ou seja, com m na i-ésima coordenada e 0 nas
outras, então ∫

Rn
x2m
i |û(y)|2dy <∞.

Como

1 + x2 := 1 +

n∑
i=1

x2
i = ‖(1, x2

1, . . . , x
2
n)‖1

pela desigualdade de Hölder, com
(

1
p + 1

m = 1
)

, temos que

1 + x2 ≤ ‖(1, 1, . . . , 1)‖p · ‖(1, x2
1, . . . , x

2
n)‖m = (n+ 1)

1
p
(
1 + x2m

1 + · · ·+ x2m
n

) 1
m

então ∫
Rn

(1 + x2)m|û(y)|2dy <∞.

Unindo a desigualdade acima, o fato de que |xα| ≤ |x||α| ≤ (1 + x2)
|α|
2 e a hipótese de que m > k + n

2 ,
para todo |α| ≤ k temos que∫

Rn
|xαû(y)|dy ≤

∫
Rn

(1 + x2)
|α|
2 |û(y)|dy ≤

∫
Rn

(1 + x2)
m
2 (1 + x2)−

m−k
2 |û(y)|dy

e assim, por Cauchy-Schwarz obtemos∫
Rn
|xαû(y)|dy ≤

(∫
Rn

(1 + x2)m|û(y)|2dy
) 1

2

·
(∫

Rn

1

(1 + x2)m+k
dy

) 1
2

<∞.

Pois a ultima integral é dada por∫
Rn

1

(1 + x2)
m+k

2

dy = nα(n)

∫ ∞
0

1

(1 + r2)m−k
rn−1dr <∞,

onde nα(n) é a área da esfera unitária em Rn. O que prova que xαû ∈ L1(Rn) e assim (̂û) ∈ Ck(Rn).
Para finalizar a prova, note que

û(y) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
u(x)e−ixydx ⇒ ˆ̂u(x) =

1

(2π)n

∫
Rn

∫
Rn
u(y)e−ixye−ixydxdy

e, pelo Teorema 3.3.1, temos que

u(x) = ˇ̂u(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

∫
Rn
u(y)e−ixyeixydxdy.

Logo, u(−x) = ˆ̂u(x). Portando u ∈ Ck(Rn).

Observação 3.3.1. A referência para a prova desse teorema e alguns outros resultados podem ser encontrados
no artigo [11]. Além disso, o teorema acima pode ser apresentado em outras versões, tanto para espaços
mais gerais, como abertos de Rn, por exemplo, ou para imersões em outros espaços, como outro espaço
de Sobolev, as referências estão em [1].

3.3.3 Teorema da Compacidade Rellich-Kondrachov

Para finalizar este caṕıtulo, vamos enunciar um resultado importante que utilizaremos adiante, não
faremos a prova, mas a sua demonstração pode ser encontrada na seção 5.7 do livro [6].

Definição 3.3.2. Seja X e Y espaços de Banach, X ⊂ Y , dizemos que uma sequência limitada (uk)∞k=1

de X é pré compacta em Y se existe uma subsequência (ukj )
∞
j=1 que converge para algum u ∈ Y , ou seja,

lim
j→∞
‖ukj − u‖Y = 0.

Definição 3.3.3. Seja X e Y espaços de Banach, X ⊂ Y , dizemos que X é Compactamente Imerso em
Y , denotando por X ⊂⊂ U , se e somente se,
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(i) ‖u‖Y ≤ C‖u‖X , para todo u ∈ X e alguma constante C.

(ii) Se toda sequência limitada em X é pré compacta em Y .

Teorema 3.3.4. (Teorema da Compacidade Rellich-Kondrachov) Seja U subconjunto aberto limitado de
Rn, onde ∂U é C1. Suponha que 1 ≤ p < n, então

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U)

para cada 1 ≤ q < p∗, onde p∗ = pn
n−p .
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Caṕıtulo 4

Introdução as Equações Diferenciais
Lineares

Neste caṕıtulo iremos utilizar os nossos conhecimentos adquiridos para a resolução de alguns tipos de
equações diferenciais parciais, as principais referências estão em [6].

4.1 Equações Eĺıpticas

Nesta seção vamos investigar a resolução de EDPs eĺıpticas de segunda ordem, o problema que
concentraremos nossa atenção é dado por{

Lu = f, em U
u = 0, em ∂U,

(4.1)

onde
◦ U ⊂ Rn, aberto e limitado;
◦ u : U → R que queremos encontrar;
◦ f : U → R dada;
◦ L um operador diferencial linear de segunda ordem.

Operador L

O operador L pode aparecer de duas formas.

� Forma divergente

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u (4.2)

� Forma não divergente

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u (4.3)

para funções coeficientes aij , bi, c dadas.

Observação 4.1.1. É posśıvel transformar a forma do operador L de divergente em não divergente, de
fato

−
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = −
n∑

i,j=1

(
aijxj (x)uxi + aij(x)uxixj

)
+

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

= −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj −
n∑

i,j=1

aijxj (x)uxi +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

= −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)−
n∑
j=1

aijxj (x)

uxi + c(x)u.
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Logo, utilizaremos apenas a forma divergente.

Definição 4.1.1. (Uniformemente Eĺıptico) Dizemos que o operador diferencial parcial L é uniformemente
eĺıptico se existe uma constante θ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2, (4.4)

para quase todo ponto x ∈ U e todo ξ ∈ Rn.

Exemplo 4.1.1. Um caso particular de equação eĺıptica do problema (4.1) é a Equação de Laplace (1.4),
para isso, considere aij ≡ δij , bi ≡ 0, c ≡ 0 e f ≡ 0, onde

δij =

{
1, se i = j
0, se i 6= j.

E para mostrar que a equação é uniformemente Eĺıptica, note que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj =

n∑
i=1

ξiξi = |ξ|2,

então basta tomar θ = 1.

4.1.1 Soluções Fracas

Seguindo a ideia de derivada fraca iremos definir o que vamos entender por soluções fracas, o que
nos proporcionará resolver equações eĺıpticas. Vamos considerar aij , bi, c ∈ L∞(U) com i, j = 1, . . . , n e
f ∈ L2(U).

Definição 4.1.2. (Solução Fraca)

(i) A forma bilinear B[., .] associada ao operador eĺıptico L na forma divergente é dado por:

B[u, v] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aij(x)uxivxj +

n∑
i=1

bi(x)uxiv + c(x)uvdx (4.5)

para u, v ∈ H1
0 (U).

(ii) u ∈ H1
0 (U) é uma solução fraca do problema (4.1) se

B[u, v] = (f, v)L2(U), (4.6)

para todo v ∈ H1
0 (U). Onde (., .)L2(U) denota o produto interno em L2(U).

Observação 4.1.2. Podemos generalizar a definição acima se considerarmos f ∈ H−1(U) o espaço dual
de H1

0 (U), como vimos no Teorema de Caracterização de H−1 3.2.1

f = f0 −
n∑
i=1

f ixi ,

com f0, f1, . . . , fn em L2(U). Então

B[u, v] = 〈f, v〉 =

∫
U

f0v −
n∑
i=1

f ivxidx,

onde u ∈ H1
0 (U) é uma solução fraca do problema (4.1).

Agora vamos apresentar alguns teoremas que vão nos possibilitar garantir a existência de soluções
fracas para o problema (4.1).

Teorema 4.1.1. (Teorema de Lax-Milgram) Considere H um espaço de Hilbert real com norma ‖.‖H
e produto interno (., .)H . Seja B : H × H → R uma aplicação bilinear, para o qual existem constantes
α, β > 0 tais que
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(i) |B[u, v]| ≤ α‖u‖H‖v‖H para todo u, v ∈ H;

(ii) β‖u‖2H ≤ B[u, u].

Então, para todo funcional linear limitado f : H → R existe um único elemento u ∈ H tal que

B[u, v] = 〈f, v〉 = f(v), ∀ v ∈ H.

Antes de realizarmos a demonstração do teorema, definiremos o conceito de projeção ortogonal e uma
proposição que utilizaremos na demonstração.

Definição 4.1.3. Seja H um espaço com produto interno e A um subconjunto de H. Denominamos o
subconjunto

A⊥ := {y ∈ H : 〈x, y〉 = 0 para todo x ∈ A}
de complemento ou projeção ortogonal de A.

Proposição 4.1.1. Seja H um espaço com produto interno e A um subconjunto de H. Se A⊥ = {0}
então A = H.

Demonstração. Seja
ϕu : H → R

v 7→ B[u, v],

note que ϕu é um funcional linear limitado para qualquer u, então pelo Teorema de Representação de
Riesz existe um único wu tal que

ϕu(v) = B[u, v] = (wu, v)H , ∀ v ∈ H.

Considere o operador A : H → H definido por A(u) = wu, vamos provar que A é um operador linear
limitado e bijetivo.

(i) A é linear.
Sejam λ1, λ2 ∈ R e u1, u2 ∈ H, então

(A(λ1u1 + λ2u2), v)H = B[λ1u1 + λ2u2, v]
= λ1B[u1, v] + λ2B[u2, v]
= λ1(Au1, v)H + λ2(Au2, v)H
= (λ1Au1 + λ2Au2, v)H ,

para todo v ∈ H, logo A(λ1u1 + λ2u2) = λ1Au1 + λ2Au2 e assim A é linear.

(ii) A é limitado.
Como

‖Au‖2H = (Au,Au)H = B[u,Au] ≤ α‖u‖H‖Au‖H ,
então

‖Au‖H ≤ α‖u‖H ,
para todo u ∈ H, logo A é limitado.

(iii) A é injetivo.
Temos que

β‖u‖2H ≤ B[u, u] = (Au, u)H ≤ ‖Au‖H‖u‖H ,

então
‖Au‖H ≥ β‖u‖H

para todo u ∈ H, logo A é injetiva.

(iv) A é sobrejetivo.
Inicialmente vamos mostrar que A(H) é fechado. Considere

(an)∞n=1 ∈ A(H), com an → a e a ∈ H.

Note que existe (un)∞n=1 ∈ H tal que A(un) = an para todo n ∈ N, então

‖un − um‖H ≤
1

β
‖A(un − um)‖H =

1

β
‖A(un)−A(um)‖H =

1

β
‖an − am‖H .
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Logo (un)∞n=1 é sequência de Cauchy e assim converge para algum u ∈ H, então

‖A(un)−A(u)‖H = ‖A(un − u)‖H ≤ α‖un − u‖H
n→∞−→ 0,

assim A(u) = a e a ∈ A(H), logo A(H) é fechado. Agora vamos mostrar que A(H) = H. Para isso,
note que se b ∈ (A(H))⊥, segue que

β‖b‖2H ≤ B[b, b] = (Ab, b)H = 0 ⇒ b = 0,

logo (A(H))⊥ = {0}. Portando A(H) = H e A é um bijetiva.

Assim, A é um isomorfismo linear limitado. Se f é um funcional linear limitado, utilizando novamente o
Teorema de representação de Riesz, existe um único w ∈ H tal que

f(v) = 〈f, v〉 = (w, v)H , ∀v ∈ H.

Sendo assim, tome u ∈ H satisfazendo Au = w, então

B[u, v] = (Au, v)H = (w, v)H = 〈f, v〉, ∀v ∈ H,

que prova a existência de u. Para provar que u é único, considere

B[u, v] = 〈f, v〉 e B[ũ, v] = 〈f, v〉, ∀v ∈ H.

Então
B[u− ũ, v] = 0, ∀v ∈ H

tomando v = u− ũ, temos que

β‖u− ũ‖2H ≤ B[u− ũ, u− ũ] = 0⇒ u = ũ,

logo u é único. Portanto segue o resultado.

Observação 4.1.3. O Teorema de Lax-Milgram 4.1.1 nos garante uma solução fraca, desde que a forma
bilinear cumpra as condições (i) e (ii). Então o nosso objetivo é encaixar a forma bilinear nessas condições
para podermos utilizar esse teorema.

Teorema 4.1.2. (Estimativas de Energia) Seja B a forma bilinear dada por (4.5), então existem
constantes α ≥ 0 e β > 0 tais que:

(i) |B[u, v]| ≤ α‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U);

(ii) β‖u‖2
H1

0 (U)
≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U),

para todo u, v ∈ H1
0 (U) e algum γ ≥ 0.

Demonstração. (i) Considere u, v ∈ H1
0 (U), então

|B[u, v]| =

∣∣∣∣∣∣
∫
U

n∑
i,j=1

aij(x)uxivxj +

n∑
i=1

bi(x)uxiv + c(x)uvdx

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
i,j=1

‖aij‖∞
∫
U

|Du||Dv|dx+

n∑
i=1

‖bi‖∞
∫
U

|Du||v|dx+ ‖c‖∞
∫
U

|u||v|dx

≤ α

∫
U

|Du||Dv|+ |Du||v|+ |u||v|dx

≤ α‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U),

para algum α apropriado.

(ii) Considerando a condição eĺıptica do operador L, segue que

θ

∫
U

|Du|2dx ≤
∫
U

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxjdx.
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Sendo assim, temos que

θ

∫
U

|Du|2dx ≤ B[u, u]−
∫
U

n∑
i=1

bi(x)uxiu+ c(x)u2dx

≤ B[u, u] +

n∑
i=1

‖bi‖L∞
∫
U

|Du||u|dx+ ‖c‖L∞
∫
U

u2dx.

Tomando ε > 0 tão pequeno que

ε

n∑
i=1

‖bi‖L∞ <
θ

2

e lembrando da desigualdade de Young com ε, ab ≤ εa2 + b2

4ε , obtemos a desigualdade∫
U

|Du||u|dx ≤ ε
∫
U

|Du|2dx+
1

4ε

∫
U

u2dx.

Então
θ

2

∫
U

|Du|2dx ≤ B[u, u] + k

∫
U

u2dx

para algum k. Logo
θ

2
‖Du‖2L2(U) ≤ B[u, u] + k‖u‖2L2(U).

Somando ‖u‖2L2(U) de ambos os lados e escolhendo constantes β e γ apropriadas, temos que

β‖u‖2H1
0 (U) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U)

como queŕıamos provar.

O teorema anterior não satisfaz todas as condições para utilizar o Teorema de Lax-Milgram 4.1.1,
logo não podemos diretamente garantir a existência de soluções fracas, mas através dessas estimativas
podemos garantir soluções fracas para alguns casos, como veremos nos próximos teoremas.

Teorema 4.1.3. (Primeiro Teorema de Existência de Soluções Fracas) Existe γ ≥ 0 tal que para cada
µ ≥ γ e cada função f ∈ L2(U) existe uma única solução fraca u ∈ H1

0 (U) do problema de valor de bordo{
Lu+ µu = f, em U

u = 0, em ∂U.
(4.7)

Demonstração. Seja γ dado pelo teorema anterior (4.1.2), agora tome µ ≥ γ e vamos definir o produto
bilinear como

Bµ[u, v] := B[u, v] + µ(u, v)L2(U).

Note que

(i)
|Bµ[u, v]| ≤ |B[u, v]|+ |µ||(u, v)L2(U)|

≤ α‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U) + |µ|‖u‖L2(U)‖v‖L2(U)

≤ α̃‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U).

(ii)
β‖u‖2

H1
0 (U)

≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U)

≤ B[u, u] + µ‖u‖2L2(U)

= Bµ[u, u],

então Bµ satisfaz as hipóteses do Teorema de Lax-Milgram. Fixando f ∈ L2(U) e definindo

f̃(v) = 〈f, v〉 := (f, v)L2(U),

onde
(f, v)L2(U) ≤ ‖f‖L2(U)‖v‖L2(U) <∞,
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segue que f̃ é um funcional linear limitado em L2(U) e consequentemente em H1
0 (U). Assim, pelo Teorema

de Lax-Milgram 4.1.1 existe uma única função u ∈ H1
0 (U) satisfazendo

Bµ[u, v] = 〈f, v〉 = 〈Lu+ µu, v〉

para todo v ∈ H1
0 (U), portanto u é a única solução fraca do problema de bordo (4.7).

4.1.2 Alternativa de Fredholm

Agora observaremos a teoria de Fredholm para operadores compactos visando obter mais soluções de
EDPs eĺıpticas de segunda ordem. Inicialmente, vamos definir a ideia de problema adjunto.

Definição 4.1.4. (i) O operador L∗ adjunto da forma de L é

L∗v := −
n∑

i,j=1

(aij(x)vxi)xj −
n∑
i=1

bi(x)vxi +

(
c(x)−

n∑
i=1

bixi(x)

)
v

onde bi ∈ C1(Ū), com i = 1, 2, . . . , n.

(ii) O adjunto bilinear da forma B∗ : H1
0 ×H1

0 → R é definido por

B∗[v, u] := B[u, v],

para todo u, v ∈ H1
0 (U).

(iii) Dizemos que v ∈ H1
0 (U) é uma solução fraca para o problema adjunto{

L∗v = f, em U
v = 0, em ∂U,

(4.8)

se B∗[v, u] = 〈f, u〉 para todo u ∈ H1
0 (U).

Definição 4.1.5. (Operador Compacto) Um operador linear limitado

K : X → Y

é chamado de compacto se para cada sequência limitada {um}∞m=1 em X a sequência {Kum}∞m=1 é pré
compacta em Y , veja a definição 3.3.2.

Teorema 4.1.4. (Alternativa de Fredholm) Seja K : H → H um operador linear compacto, então

(i) N(I −K) tem dimensão finita;

(ii) R(I −K) é fechado;

(iii) R(I −K) = N(I −K∗)⊥;

(iv) N(I −K) = {0} se, e somente se, R(I −K) = H;

(v) dimN(I −K) = dimN(I −K∗)

Observação 4.1.4. Note que do teorema acima, para H = L2(U), obtemos em particular que:

(a) para cada f ∈ L2(U) a equação u−Ku = f tem uma única solução,

ou

(b) a equação u−Ku = 0 tem soluções diferentes de zero em L2(U).

Esta dicotomia é chamada Alternativa de Fredholm, a demonstração desse teorema pode ser encontrada
no apêndice D do livro [6].

Teorema 4.1.5. (Segundo Teorema de Existência de Soluções Fracas)

(i) Apenas uma das afirmações abaixo é válida
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(α) para cada f ∈ L2(U) existe uma única solução u do problema de valor de bordo{
Lu = f, em U
u = 0, em ∂U.

. (4.9)

(β) existe uma única solução fraca u não nula para o problema homogêneo{
Lu = 0, em U
u = 0, em ∂U.

. (4.10)

(ii) Além disso, se ocorre a afirmação (β) a dimensão do subespaço N ⊂ H1
0 de soluções fracas de

(4.10) é finito e igual a dimensão do subespaço N∗ ⊂ H1
0 (U) de soluções fracas de{

L∗v = 0, em U
v = 0, em ∂U.

. (4.11)

(iii) O problema de valor de bordo (4.9) tem uma solução fraca, se e somente se,

〈f, v〉 = 0,

para todo v ∈ N∗. A dicotomia (α),(β) é a alternativa de Fredholm.

Demonstração. (i) Considerando µ = γ ≥ 0 do teorema anterior, obtemos que para a equação{
Lγu = Lu+ γu = g, em U

u = 0, em ∂U,

com g ∈ L2(U), existe uma única solução fraca ũ ∈ H1
0 (U) tal que

Bγ [ũ, v] = B[ũ, v] + γ〈ũ, v〉 = 〈g, v〉

para todo v ∈ H1
0 (U). Seja

ũ = L−1
γ g,

pois Lγ ũ = g. Observe que u ∈ H1
0 (U), ou seja, u é solução fraca de de (4.9) se, e somente se,

Bγ [u, v] = 〈γu+ f, v〉,

pois
Bγ [u, v] = B[u, v] + γ〈u, v〉 = γ〈u, v〉+ 〈f, v〉 = 〈γu+ f, v〉, ∀v ∈ H1

0 (U),

se, e somente se
B[u, v] = 〈f, v〉, ∀v ∈ H1

0 (U).

Sendo assim
u = L−1

γ (γu+ f).

Agora, defina
Ku := γL−1

γ u

h := L−1
γ f,

então
u−Ku = L−1

γ (γu+ f)− γL−1
γ u = L−1

γ (f) = h.

Por definição K : L2(U) → L2(U) é um operador linear, afirmamos que K limitado e compacto,
pois utilizando o teorema (4.1.2) temos que

β‖ũ‖2H1
0 (U) ≤ Bγ [ũ, ũ] = 〈g, ũ〉 ≤ ‖g‖L2(U)‖ũ‖L2(U) ≤ ‖g‖L2(U)‖ũ‖H1

0 (U),

e assim

‖Kg‖H1
0 (U) = ‖γL−1

γ g‖H1
0 (U) = |γ|‖L−1

γ g‖H1
0 (U) = |γ|‖ũ‖H1

0 (U) ≤ C‖g‖L2(U)

para uma constante C apropriada, logo K é limitado. Além disso, pelo Teorema (3.3.4) segue que
H1

0 (U) ⊂⊂ L2(U), o que mostra que K é compacto. Aplicando a Alternativa de Fredholm (4.1.4)
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se (a) é válida então existe uma única solução do problema (4.9) e assim (α) é válida. Por outro
lado, se (b) é válida temos que (β) é válida e segue do Teorema (4.1.4) que o espaço N de soluções
tem dimensão finita e a dimensão é igual ao espaço N∗ de soluções de

v − k∗v = 0,

o que prova (ii). Para provar (iii) note que vale (a) se, e somente se, vale (α) e temos que

〈h, v〉 = 〈u−Ku, v〉 = 〈u, v −K∗v〉 = 0,

para todo v ∈ N∗. Note também que

〈h, v〉 = 〈L−1
γ f, v〉 =

1

γ
〈Kf, v〉 =

1

γ
〈f,K∗v〉 =

1

γ
〈f, v〉

então se v ∈ N∗, segue que 〈f, v〉 = 0.

Teorema 4.1.6. (Terceiro Teorema de Existência de Soluções Fracas)

(i) Existe um conjunto Σ ⊂ R finito ou enumerável tal que o problema de valor de bordo{
Lu = λu+ f, em U

u = 0, em ∂U,
(4.12)

tem uma única solução para cada f ∈ L2(U) se, e somente se, λ /∈ Σ.

(ii) Se Σ é infinito, então Σ = {λk}∞k=1, os valores são uma sequência não decrescente com

λk → +∞.

Demonstração. Seja γ a constante do Teorema 4.1.2 e tome λ > −γ, podemos considerar sem perda de
generalidade γ > 0. De acordo com a alternativa de Fredholm 4.1.4 o problema (4.12) tem uma única
solução fraca para cada f ∈ L2(U) se, e somente se, u ≡ 0 for a única solução de{

Lu = λu, em U
u = 0, em ∂U.

. (4.13)

Isto ocorre se, e somente se, u ≡ 0 for a única solução de{
Lγu = Lu+ γu = (λ+ γ)u, em U

u = 0, em ∂U.
. (4.14)

Sendo assim, temos

u = L−1
γ ((γ + λ)u) = (λ+ γ)L−1

γ u =
(λ+ γ)

γ
Ku,

onde Ku = γL−1
γ u como na demonstração do Teorema 4.1.5, onde mostramos que K : L2(U)→ L2(U) é

um operador linear compacto e limitado. Assim, se u ≡ 0 é a única solução de

Ku =
γ

λ+ γ
u,

temos que γ
λ+γ não é autovalor de K. Logo a EDP (4.12) tem uma única solução se e somente se γ

λ+γ não
é autovalor de K. Como K é compacto, o conjunto de seus autovalores são finitos ou é uma sequência
que converge para 0. Se o segundo caso ocorre temos que

γ

γ + λm
→ 0 ⇒ λm →∞,

onde Σ é o conjunto de λm.

Definição 4.1.6. Σ é chamado de espectro real do operador L, note que em particular que o problema
de valor de bordo {

Lu = λu, em U
u = 0, em ∂U.

(4.15)

tem solução não trivial w 6= 0 se, e somente se, λ ∈ Σ. Neste caso λ é chamado de autovalor de L e w
uma autofunção correspondente.
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Para prosseguimos com o nosso estudo faremos algumas definições e daremos alguns resultados.

Definição 4.1.7. Seja u ∈ U , denotaremos o dual de U por U∗. Além disso, para u∗ ∈ U∗ escreveremos

〈u∗, u〉,

no lugar de u∗(u). E definimos
‖u∗‖ := sup{〈u∗, u〉 : ‖u‖ ≤ 1}.

Definição 4.1.8. (Espaço Reflexivo) Dizemos que um espaço de Banach U é reflexivo se (U∗)∗ = U . Ou
seja, se para cada u∗∗ ∈ (U∗)∗, existe u∗ ∈ u tal que

〈u∗∗, u∗〉 = 〈u∗, u〉,

para todo u∗ ∈ U∗.
Definição 4.1.9. (Convergência Fraca) Seja U um espaço de Banach. Dada uma sequência {um}∞m=1 ⊂
U , dizemos que a sequência converge fracamente para u ∈ U e denotamos por

um ⇀ u,

se 〈u∗, um〉 → 〈u∗, u〉 para todo funcional linear limitado u∗ ∈ U∗.
Teorema 4.1.7. Sejam U espaço de Banach reflexivo e {um}∞m=1 ⊂ U uma sequência limitada. Então
existem uma subsequência {umj}∞j=1 ⊂ {um}∞m=1 e u ∈ U tal que

umj ⇀ u.

Teorema 4.1.8. (Limite do Inverso) Se λ /∈ Σ, então existe uma constante c > 0 tal que

‖u‖L2(U) ≤ c‖f‖L2(U),

sempre que f ∈ L2(U) e u ∈ H1
0 (U) é a única solução de{

Lu = λu+ f, em U
u = 0, em ∂U.

. (4.16)

e a constante c depende somente de λ,U e os coeficientes de L.

Demonstração. Suponha que a afirmação seja falsa. Então existe uma sequência {fm}∞m=1 ⊂ L2(U) e
{um}∞m=1 ⊂ H1

0 (U) tal que um é a única solução fraca de{
Lum = λum + fm, em U

um = 0, em ∂U
(4.17)

e
‖um‖L2(U) > m‖fm‖L2(U),

para k = 1, 2, . . . . Podemos supor que ‖um‖L2(U) = 1, e vemos que fm → 0. Além disso, pelo Teorema
(4.1.2), temos que

β‖um‖2H1
0 (U) ≤ B[um, um] + γ‖um‖2L2(U) = Bλ[um, um] + λ(um, um)L2(U) + γ = Bλ[um, um] + λ+ γ

pois ‖um‖L2(U) = 1 e Bλ[um, um] = B[um, um]− λ(um, um)L2(U). Como um é solução do problema 4.17,
segue que

|Bλ[um, um]| = |〈fm, um〉L2(U)| ≤ ‖fm‖L2(U) · ‖um‖L2(U),

mas fm → 0, então
β‖um‖2H1

0 (U) ≤ λ+ γ.

Logo a sequência {um}∞m=1 é limitada e pelo Teorema 4.1.7 possui subsequência convergente {umj}∞j=1 e

u ∈ H1
0 (U) tal que umj ⇀ u. Note que H1

0 (U) é Hilbert, logo é reflexivo. Além disso, como {umj}∞j=1 é

limitada em H1
0 (U), pelo Teorema 3.3.4, temos que existem {umjk}

∞
k=1 ⊂ L2(U) e ũ ∈ L2(U) tal que

umjk → ũ.

Assim, temos que u = ũ e {
umi ⇀ u, fracamente em H1

0 (U)
umi → u, em L2(U).

Logo, u é solução de {
Lu = λu, em U

u = 0, em ∂U,

pois λ /∈ Σ. Então u ≡ 0 é solução do problema, o que é uma contradição visto que ‖u‖L2(U) = 1.
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4.2 Equações Parabólicas

Nesta seção direcionaremos a nossa atenção para equações parabólicas que é um tipo de equação
diferencial parcial que envolve o tempo. As EDPs parabólicas de segunda ordem, como veremos, são
generalizações naturais da equação do calor. Estudaremos nessa seção a existência e unicidade de soluções
fracas para essas equações.

Antes de iniciarmos o nosso estudo sobre as equações parabólicas é necessário fazer algumas adaptações
dos espaços de Sobolev e normas, envolvendo a variável de tempo. Vamos considerar X um espaço de
Banach real de norma ‖.‖.

Definição 4.2.1. O espaço
Lp(0, T,X)

é o espaço das funções mensuráveis u : [0, T ]→ X, tais que

�

‖u‖Lp(0,T,X) :=

(∫ T

0

‖u(t)‖pdt

) 1
p

<∞

para 1 ≤ p <∞.

�

‖u‖L∞(0,T,X) := ess sup
0≤t≤T

‖u(t)‖ <∞.

Definição 4.2.2. O espaço
C([0, T ];X)

é o espaço de todas as funções u : [0, T ]→ X, tais que

‖u‖C([0,T ];X) := max
0≤t≤T

‖u(t)‖ <∞.

Definição 4.2.3. (Derivada fraca) Seja u ∈ L1(0, T,X), dizemos que v ∈ L1(0, T,X) é derivada fraca
de u se ∫ T

0

φ′(t)u(t)dt = −
∫ t

0

φ(t)v(t)dt,

para toda função teste φ ∈ C∞c (0, T ). Escrevemos

u′ = v.

Definição 4.2.4. (Espaço de Sobolev) O espaço de Sobolev

W 1,p(0, T,X)

é o espaço das funções u ∈ Lp(0, T,X) tais que u′ existe no sentido fraco e u′ ∈ Lp(0, T,X). Definimos

‖u‖W 1,p(0,T,X) :=


(∫ T

0
‖u(t)‖p + ‖u′(t)‖pdt

) 1
p

, se 1 ≤ p <∞
ess sup

0≤t≤T
(‖u(t)‖+ ‖u′(t)‖) , se p =∞

.

Observação 4.2.1. Escrevemos H1(0, T,X) = W 1,2(0, T,X).

Teorema 4.2.1. Seja u ∈W 1,p(0, T,X) com 1 ≤ p ≤ ∞, então

(i)
u ∈ C([0, T ];X)

q.t.p.;

(ii)

u(t) = u(s) +

∫ t

s

u′(τ)dτ

para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T ;
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(iii)
max

0≤t≤T
‖u(t)‖ ≤ C‖u‖W 1,p(0,T,X),

onde a constante C depende apenas de T .

Demonstração. Estendendo a função u para R, como u(t) = 0 para (−∞, 0) ∪ (T,∞), e considerando
uε = ηε ∗ u, onde ηε é a função padrão aproximação da identidade que definimos em (1.9). Assim
(uε)

′
= ηε ∗ u′ pelo Teorema A.2.1 se ε→ 0, então{

uε → u em Lp(0, T,X)

(uε)
′ → u′ em Lp(0, T,X)

.

Fixando s, com 0 < s < t < T , segue que

uε(t) = uε(s) +

∫ t

s

(uε)
′
(τ)dτ

e assim

u(t) = u(s) +

∫ t

s

u′(τ)dτ,

note que essa igualdade prova as afirmações acima.

Teorema 4.2.2. Seja u ∈ L2(0, T,H1
0 (U)) com u′ ∈ L2(0, T,H−1(U)), então

(i) u ∈ C([0, T ];L2(U)) q.t.p.;

(ii) A função
t 7→ ‖u(t)‖2L2(U)

é absolutamente cont́ınua, com

d

dt
‖u(t)‖2L2(U) = 2〈u′(t), u(t)〉

q.t.p. com 0 ≤ t ≤ T ;

(iii)

max
0≤t≤T

‖u(t)‖L2(U) ≤ C
(
‖u‖L2(0,T,H1

0 (U)) + ‖u′‖L2(0,T,H−1(U))

)
,

onde a constante C depende apenas de T .

Demonstração. Considere µ > 0 e estenda a função u, como 0 para o intervalo [−µ, T + µ] e defina
uε = ηε ∗ u, onde ηε é a função padrão aproximação da identidade, como fizemos na demonstração
anterior. Assim, para ε, δ > 0, segue que

d

dt
‖uε(t)− uδ(t)‖2L2(U) = 2〈uε′(t)− uδ ′(t), uε(t)− uδ(t)〉,

e então

‖uε(t)− uδ(t)‖2L2(U) = ‖uε(s)− uδ(s)‖2L2(U) + 2

∫ t

s

〈uε′(τ)− uδ ′(τ), uε(τ)− uδ(τ)〉dτ

para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Fixando s temos que

uε(s)→ u(s) em L2(U).

Logo,

lim sup
ε,δ→0

sup
0≤t≤T

‖uε(t)− uδ(t)‖2L2(U) ≤ lim
ε,δ→0

∫ T

0

‖uε′(τ)− uδ ′(τ)‖2H−1(U) + ‖uε(τ)− uδ(τ)‖2H1
0 (U)dτ = 0.

Então, as funções suaves {uε}0≤ε≤1 convergem em C([0, 1], L2(U)) para algum v ∈ C([0, 1], L2(U)),
mas sabemos que uε → u q.t.p., então u = v q.t.p., que prova (i). Obtemos também que
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‖uε(t)‖2L2(U) = ‖uε(s)‖2L2(U) + 2

∫ t

s

〈uε′(τ), uε(τ)〉dτ

e assim

‖u(t)‖2L2(U) = ‖u(s)‖2L2(U) + 2

∫ t

s

〈u′(τ), u(τ)〉dτ

para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T , o que prova (ii). Para provar (iii), temos que

max
0≤t≤T

‖u(t)‖2L2(U) ≤ C
∫ T

0

‖u′(t)‖2H−1(U) + ‖u(t)‖2H1
0 (U)dτ

portanto

max
0≤t≤T

‖u(t)‖2L2(U) ≤ C
(
‖u‖L2(0,T,H1

0 (U)) + ‖u′‖L2(0,T,H−1(U))

)
.

Antes de definirmos uma equação parabólica, vamos enunciar um teorema que será útil para demonstrações
que veremos adiante.

Teorema 4.2.3. (Desigualdade de Gronwall) Seja η(t) : [0, T ] → R absolutamente cont́ınua e não
negativa.

(i) Se η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t), com φ(t) e ψ(t) funções somáveis não negativas em [0, T ], então

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
para todo 0 ≤ t ≤ T .

(ii) Em particular, se η′ ≤ φη em [0, T ] e η(0) = 0, então

η ≡ 0 em [0, T ].

Observação 4.2.2. A demonstração pode ser encontrado no apêndice C do livro [6].

4.2.1 Equações Parabólicas

Definição 4.2.5. (Equação Parabólica) Suponha U ⊆ Rn aberto e limitado e defina UT = U × (0, T ]
para algum T > 0 fixado. Agora, considere o problema com valor de bordo ut + Lu = f, em UT

u = 0, em ∂U × (0, T ]
u = g, em ∂U × {t = 0},

(4.18)

onde, f : UT → R e g : U → R são funções dadas, a solução é dada por u : UT → R, com u = u(x, t) e L
denota para cada tempo t um operador diferencial parcial de segunda ordem.

Operador L

O operador L é dado por:

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uxi)xj +

n∑
i=1

bi(x, t)uxi + c(x, t)u (4.19)

para funções coeficientes aij , bi, c dadas, com (i, j = 1, 2, . . . , n).

Definição 4.2.6. (Uniformemente Parabólico) Dizemos que o operador diferencial parcial ∂
∂t + L é

uniformemente parabólico se existe uma constante θ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ θ|ξ|2, (4.20)

para todo (x, t) ∈ UT e todo ξ ∈ Rn.

Observação 4.2.3. Para cada tempo fixado 0 ≤ t ≤ T o operador L é um operador uniformemente eĺıptico.
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4.2.2 Soluções Fracas

Seguindo a ideia anterior para equações eĺıpticas, vamos considerar as funções aij , bi, c ∈ L∞(UT ) com
i, j = 1, . . . , n e f ∈ L2(UT ).

Definição 4.2.7. (Solução Fraca)

(i) A forma bilinear B[., .; .] dependendo do tempo associada ao operador parabólico L na forma
divergente, por analogia, é dada por

B[u, v; t] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aij(x, t)uxivxj +

n∑
i=1

bi(x, t)uxiv + c(x, t)uvdx, (4.21)

para u, v ∈ H1
0 (U) e 0 ≤ t ≤ T em quase todo ponto.

(ii) u ∈ L2(0, T,H1
0 (U)) com u′ ∈ L2(0, T,H−1(U)), é uma solução fraca do problema (4.18) se

〈u′, v〉+B[u, v; t] = (f, v)L2(U) (4.22)

para todo v ∈ H1
0 (U) para quase todo tempo 0 ≤ t ≤ T e u(0) = g.

4.2.3 Aproximação de Galerkin

Agora, vamos construir uma solução para o problema parabólico 4.18, a ideia inicial é considerar o
caso finito e depois calcular o limite, chamamos de método de Galerkin.

Para isso, vamos assumir as funções suaves wk = wk(x) com k = 1, 2, . . . , onde

� {wk}∞k=1 é uma base ortogonal em H1
0 (U);

� {wk}∞k=1 é uma base ortonormal em L2(U).

Fixando um inteiro m, vamos procurar uma função

um : [0, T ]→ H1
0 (U), um(t) :=

m∑
k=1

dkm(t)wk,

onde os coeficientes dkm(0) = (g, wk), com k = 1, 2, . . . ,m e (g, wk) é o produto interno de L2(U).

(u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk),

com 0 ≤ t ≤ T e k = 1, 2, . . . ,m.
Assim, buscamos por uma função um que satisfaça a equação acima e seja um tipo de projeção no

subespaço de dimensão finita gerado por {wk}∞k=1.

Teorema 4.2.4. (Construção de soluções aproximadas) Para cada inteiro m = 1, 2, . . . , existe uma única
função um da forma

um(t) :=

m∑
k=1

dkm(t)wk

satisfazendo dkm(0) = (g, wk) e (u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk).

Demonstração. Suponha que

um(t) :=

m∑
k=1

dkm(t)wk.

Como {wk} é uma base ortonormal de L2(U), temos que

(u′m(t), wk) =

(
m∑
k=1

dkm(t)
′
wk, wk

)
=

m∑
k=1

dkm
′
(t) (wk, wk) = dkm

′
(t).

Além disso,

B[um, wk; t] =

∫
U

n∑
i,j=1

aij(., t)(um)xi(wk)xi +

n∑
i=1

bi(., t)(um)xiwk + c(., t)umwkdx.
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Assim, B[um, wk; t] é igual a∫
U

n∑
i,j=1

aij(., t)

m∑
l=1

dlm(t)(wl)xi(wk)xi +

n∑
i=1

bi(., t)

m∑
l=1

dlm(t)(wl)xiwk + c(., t)

m∑
l=1

dlm(t)wlwkdx.

Então

B[um, wk; t] =

m∑
l=1

dlm(t)

∫
U

n∑
i,j=1

aij(., t)(wl)xi(wk)xi +

n∑
i=1

bi(., t)(wl)xiwk + c(., t)wlwkdx.

Logo

B[um, wk; t] =

m∑
l=1

dlm(t)B[wl, wk; t].

Tomando ekl = B[wl, wk; t] e escrevendo fk(t) = (f(t), wk), temos que

(u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk) ⇒ dkm
′
(t) +

m∑
l=1

dlm(t)ekl = fk(t)

sujeito a condições iniciais a equação acima se torna um sistema linear de EDOs, sendo assim, de acordo
com a teoria de EDO existe uma única função absolutamente cont́ınua dm(t) = (d1

m(t), d2
m(t), . . . , dMm (t))

satisfazendo a equação acima e a condição inicial dkm(0) = (g, wk) q.t.p. para 0 ≤ t ≤ T . Portanto um
existe e é única.

Nos próximos teoremas vamos fazer M → ∞ e mostrar que uma subsequência das soluções um
dos problemas acima converge para uma solução fraca de (4.18), para isso precisaremos de estimativas
uniformes.

Teorema 4.2.5. (Estimativas de Energia) Existe uma constante C, dependendo somente de U , T e dos
coeficientes de L, tal que

max
0≤t≤T

‖um(t)‖L2(U) + ‖um‖L2(0,T,H1
0 (U)) + ‖um′‖L2(0,T,H−1(U)) ≤ C

(
‖f‖L2(0,T,L2(U)) + ‖g‖L2(U)

)
com m = 1, 2, . . . .

Demonstração. Multiplicando a equação

(u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk)

por dkm(t) para k = 1, . . . ,m, obtemos

m∑
k=1

dkm(t)(u′m, wk) +

m∑
k=1

dkm(t)B[um, wk; t] =

m∑
k=1

dkm(t)(f, wk),

e assim (
u′m,

m∑
k=1

dkm(t)wk

)
+B

[
um,

m∑
k=1

dkm(t)wk; t

]
=

(
f,

m∑
k=1

dkm(t)wk

)
.

Como um =

m∑
k=1

dkm(t)wk, segue que

(u′m, um) +B[um, um; t] = (f, um)

q.t.p em 0 ≤ t ≤ T . Provamos no Teorema 4.1.2 que existem constantes β > 0 e γ ≥ 0 tais que

β‖um‖2H1
0 (U) ≤ B[um, um; t] + γ‖um‖2L2(U)

para todo 0 ≤ t ≤ T e m = 1, 2, . . . . Além disso, |(f, um)| ≤ 1
2‖f‖

2
L2(U) + 1

2‖um‖
2
L2(U) e

(um
′, um) =

d

dt

(
1

2
‖um‖2L2(U)

)
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q.t.p. em 0 ≤ t ≤ T . Pelas informações acima, da igualdade (um
′, um) +B[um, um; t] = (f, um), obtemos

que
d

dt

(
1

2
‖um‖2L2(U)

)
+ β‖um‖2H1

0 (U) ≤
1

2
‖f‖2L2(U) +

1

2
‖um‖2L2(U) + γ‖um‖2L2(U).

E assim,
d

dt

(
‖um‖2L2(U)

)
+ 2β‖um‖2H1

0 (U) ≤ c1‖um‖
2
L2(U) + c2‖f‖2L2(U)

q.t.p. em 0 ≤ t ≤ T , com c1 e c2 constantes apropriadas. Tomando{
η(t) = ‖um(t)‖2L2(U)

ξ(t) = ‖f(t)‖2L2(U),

temos que
η′(t) ≤ c1η(t) + c2ξ(t)

q.t.p. em 0 ≤ t ≤ T , essa forma diferencial da Desigualdade de Gronwall’s 4.2.3 produz a estimativa

η(t) ≤ ec1t
(
η(0) + c2

∫ t

0

ξ(s)ds

)
.

Como η(0) = ‖um(0)‖2L2(U) ≤ ‖g‖
2
L2(U), segue que

max
0≤t≤T

‖um(t)‖2L2(U) ≤ c3
(
‖g‖2L2(U) + ‖f‖2L2(0,T,L2(U))

)
.

Assim, obtemos que

‖um‖2L2(0,T,L2(U)) =

∫ T

0

‖um‖2L2(U)dt ≤ c3
(
‖g‖2L2(U) + ‖f‖2L2(0,T,L2(U))

)
.

Agora, considere v ∈ H1
0 (U) com ‖v‖H1

0 (U) ≤ 1 e v = v1 + v2, onde v1 ∈ span{wk}mk=0 e (v2, wk) = 0 para

k = 1, 2, . . . ,m. Como as funções {wk}∞k=0 são ortogonais em H1
0 e

‖v1‖H1
0 (U) ≤ ‖v‖H1

0 (U) ≤ 1

da igualdade (u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk), temos que

(u′m, v1) +B[um, v1; t] = (f, v1)

e assim

〈u′m, v〉 = (u′m, v) = (u′m, v1 + v2) = (u′m, v1) + (u′m, v2) = (u′m, v1) = (f, v1)−B[um, v1; t],

pois (u′m, v2) = 0. Utilizando que ‖v‖H1
0 (U) ≤ 1 e que |B[um, v1; t]| ≤ α‖um‖H1

0 (U)‖v1‖H1
0 (U), segue que

|〈u′m, v〉| ≤ |(f, v1)|+ |B[um, v1; t]| ≤ c4
(
‖f‖L2(U) + ‖um‖H1

0 (U)

)
.

E então
‖u′m‖H−1(U) ≤ |(f, v1)|+ |B[um, v1; t]| ≤ c4

(
‖f‖L2(U) + ‖um‖H1

0 (U)

)
logo,

‖u′m‖L2(0,T,H−1(U)) =

∫ T

0

‖u′m‖H−1(U)dt ≤ c4
(
‖f‖L2(U) + ‖um‖H1

0 (U)

)
.

Portanto,

max
0≤t≤T

‖um(t)‖L2(U) + ‖um‖L2(0,T,H1
0 (U)) + ‖um′‖L2(0,T,H−1(U)) ≤ C

(
‖f‖L2(0,T,L2(U)) + ‖g‖L2(U)

)
.

Teorema 4.2.6. (Existência de soluções fracas) Existe uma solução fraca de ut + Lu = f, em UT
u = 0, em ∂U × (0, T ]
u = g, em ∂U × {t = 0}.

(4.23)
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Demonstração. Pelo Teorema 4.2.5 {um}∞m=1 é limitada em L2(0, T,H1
0 (U)) e {u′m}∞m=1 é limitada em

L2(0, T,H−1(U)) então existem uma subsequência {uml}∞l=1 ⊂ {um}∞m=1 e funções u ∈ L2(0, T,H1
0 (U))

e u′ ∈ L2(0, T,H−1(U)) tais que{
uml ⇀ u fracamente em L2(0, T,H1

0 (U))
u′ml ⇀ u′ fracamente em L2(0, T,H−1(U)).

Agora, fixe um inteiro positivo N e escolha uma função v ∈ C1
(
[0, 1];H1

0 (U)
)

com a forma

v(t) =

N∑
k=1

dk(t)wk,

onde {dk}Nk=1 são funções suaves dadas. Utilizando que (u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk) para m ≥ N e
multiplicando a igualdade pela soma de dk(t) com k = 1, . . . , N , temos que

N∑
k=1

dk(u′m, wk) +

N∑
k=1

dkB[um, wk; t] =

N∑
k=1

dk(f, wk).

Assim, encontramos
〈u′m, v〉+B[um, v; t] = (f, v).

Passando a integral com respeito a t, obtemos∫ T

0

〈u′m, v〉+B[um, v; t]dt =

∫ T

0

(f, v)dt.

Considerando a igualdade acima com a subsequência {uml}∞l=1 de {um}∞m=1 e passando o limite fracamente,
temos que ∫ T

0

〈u′, v〉+B[u, v; t]dt =

∫ T

0

(f, v)dt.

Note que essa igualdade vale para todas as funções v ∈ L2(0, T,H1
0 (U)), pois as funções da forma∑N

k=1 d
k(t)wk são densas nesse espaço. Em particular, 〈u′, v〉+B[u, v; t] = (f, v) para todo v ∈ H1

0 (U) e
0 ≤ t ≤ T q.t.p. pelo Teorema (4.2.2) vemos que u ∈ C([0, T ];L2(U)).

Agora, basta provar que u(0) = g, como vimos∫ T

0

〈u′, v〉+B[u, v; t]dt =

∫ T

0

(f, v)dt,

e assim ∫ T

0

−〈v′, u〉+B[u, v; t]dt =

∫ T

0

(f, v)dt+ (u(0), v(0))

para cada v ∈ C1([0, T ], H1
0 (U)) com v(T ) = 0. Similarmente, da igualdade∫ T

0

−〈v′, um〉+B[um, v; t]dt =

∫ T

0

(f, v)dt+ (um(0), v(0)),

utilizando a subsequência e passando o limite fracamente, obtemos∫ T

0

−〈v′, u〉+B[u, v; t]dt =

∫ T

0

(f, v)dt+ (g, v(0)),

pois uml(0) ⇀ g em L2(U). Como v é qualquer, comparando as igualdades conclúımos que u(0) = g.

Teorema 4.2.7. (Unicidade de soluções fracas) Uma solução fraca de ut + Lu = f, em UT
u = 0, em ∂U × (0, T ]
u = g, em ∂U × {t = 0}

(4.24)

é única.
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Demonstração. Note que é suficiente provar o caso em que f = g ≡ 0 e a solução única é u ≡ 0. Para
provar essa afirmação, observe que ao definir u = v para

〈u′, v〉+B[u, v; t] = (f, v),

temos que

〈u′, u〉+B[u, u; t] =
d

dt

(
1

2
‖u‖2L2(U)

)
+B[u, u; t] = 0 = (f, u),

pois f ≡ 0, pelo Teorema (4.1.2), temos que

B[u, u; t] ≥ β‖u‖2H1
0 (U) − γ‖u‖

2
L2(U) ≥ −γ‖u‖

2
L2(U)

e assim
d

dt

(
1

2
‖u‖2L2(U)

)
= −B[u, u; t] ≤ γ‖u‖2L2(U)

pela Desigualdade de Gronwall 4.2.3, segue que

‖u‖2L2(U) = 0⇒ u ≡ 0.
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Apêndice A

Resultados

Nesse anexo estão mencionados algumas definições e resultados importantes que foram utilizados
durante o texto de uma forma breve, em que percebemos a necessidade de enunciá-los com mais detalhes
ou rigor. Esses resultados podem ser encontrados nos livros [3], [6] e [10]

A.1 Definições

Definição A.1.1. (Convolução) Sejam f, g : U → R com U ⊂ Rn, localmente integráveis, então
definimos a convolução de f e g como

h(x) = f ∗ g(x) :=

∫
Rn
f(y)g(x− y)dy.

Definição A.1.2. (Função padrão aproximação da identidade) Seja η ∈ C∞(Rn) dada por

η(x) :=

{
C exp

(
1

|x|2−1

)
, se |x| < 1

0, se |x| ≥ 1,
(A.1)

onde a constante C > 0 é escolhida de forma que
∫
Rn η(x)dx = 1, chamamos η de função padrão

aproximação da identidade. Se para cada ε > 0 definimos

ηε :=
1

εn
η
(x
ε

)
, (A.2)

temos que as funções ηε ∈ C∞ e satisfazem
∫
Rn ηε(x)dx = 1 (supp η ⊂ B(0, 1)⇒ supp ηε ⊂ B(0, ε)).

A.2 Teoremas

Teorema A.2.1. (Propriedades da função padrão aproximação da identidade) Sejam U ⊂ Rn aberto e
Uε := {x ∈ U : dist(x, ∂U) > ε}. Considere u : U → R e uε = ηε ∗ u, então

(i) uε ∈ C∞(Uε).

(ii) uε → u q.t.p, se ε→ 0.

(iii) Se u ∈ C(U), então uε → u uniformemente em subconjuntos compactos de U .

(iv) Se 1 ≤ p <∞ e u ∈ Lploc(U), então uε → u em Lploc(U).

Teorema A.2.2. (Teorema de Gauss-Green) Seja u ∈ C1(U), então∫
U

uxidx =

∫
∂U

uνidS, i = 1, 2, · · · , n, (A.3)

onde ν denota o vetor normal unitário interior a U .

Teorema A.2.3. (Integração por partes) Sejam u, v ∈ C1(U), então∫
U

uxivdx = −
∫
U

uvxidx+

∫
∂U

uvνidS, i = 1, 2, · · · , n. (A.4)
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Teorema A.2.4. (Fórmulas de Green) Sejam u, v ∈ C2(U), então

(i) ∫
U

∆udx =

∫
∂U

∂u

∂ν
dS. (A.5)

(ii) ∫
U

DuDvdx = −
∫
U

u∆vdx+

∫
∂U

∂v

∂ν
udS. (A.6)

(iii) ∫
U

u∆v − v∆udx =

∫
∂U

u
∂v

∂ν
− v ∂u

∂ν
dS. (A.7)

Teorema A.2.5. (Teorema da Convergência Dominada) Sejam as funções fn : Ω→ Rm ou C mensuráveis
tais que fn → f q.t.p.. Se existe uma função integrável g : Ω → [0,+∞] tal que g ≥ |fn|, então fn e f
são integráveis e vale que

lim
n→+∞

∫
Ω

fndµ(x) =

∫
Ω

fdµ(x). (A.8)

Teorema A.2.6. (Teorema da Derivação Dominada) Seja J um intervalo de R e seja F : Ω× J → Rm
ou C função tal que:

(i) Para todo y ∈ J fixado, a função x 7→ F (x, y), definida em Ω, é integrável relativamente a µ;

(ii) Em todo ponto de Ω× J existe a derivada parcial ∂F
∂y (x, y);

(iii) Existe uma função integrável g : Ω→ [0,+∞] tal que

g(x) ≥
∣∣∣∣∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ .
Então, a função y 7→

∫
Ω
F (x, y)dµ(x) é diferenciável, para cada y ∈ J fixado a função x 7→ ∂F

∂y (x, y),
definida em Ω é integrável relativamente a µ e vale que

∂

∂y

∫
Ω

F (x, y)dµ(x) =

∫
Ω

∂F

∂y
(x, y)dµ(x). (A.9)

Teorema A.2.7. (Teorema de Representação de Riesz) Sejam H um espaço de Hilbert e f : H → R ou C
um funcional linear cont́ınuo, então existe um único h ∈ H tal que

f(x) = 〈x, h〉H , ∀x ∈ H.

Além disso, ‖f‖ = ‖h‖.

Teorema A.2.8. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 < p, q <∞ tais que 1
p + 1

q = 1, temos que

‖ab‖1 ≤ ‖a‖p · ‖b‖q.
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