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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introdugao sobre equagoes diferenciais parciais (EDPs) e algumas
técnicas para as suas solugoes. Dentre as técnicas que foram exploradas duas se destacam, a transformada
de Fourier que nos permite converter equacoes diferenciais parciais em equagoes diferenciais ordindrias e
os espagos de Sobolev que nos permitem enfraquecer a nogao de derivada abrangendo um conjunto maior
de solugoes para as EDPs.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais parciais, transformada de Fourier, espagos de Sobolev,
solucgoes fracas, equagoes elipticas, equagoes parabdlicas.



Abstract

In this work we present a introdution about the partial differential equations (PDE) and some
techniques for their solutions. Among the techniques explored we detach, the Fourier transform that
convert partial differential equations (PDE) in ordinary differential equations (PDO), and the Sobolev
spaces, which allows weaken the notion of derived reaching a larger set of solutions for PDEs.

Key-Words: partial differential equations, Fourier transform, Sobolev spaces, weak solutions, elliptic
equations, parabolic equations.
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Introducao

O estudo das equagoes diferenciais tem atraido a atencao de grande parte da comunidade cientifica
desde o século XVII com as contribuigdes de Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) até os dias atuais sendo uma drea de pesquisa de grande interesse da comunidade cientifica
da matematica pura e aplicada.

Na matematica aplicada, as equagoes diferenciais no geral cumprem o papel de ponte com outras
ciéncias, pois se originam em problemas ligados a fisica, biologia, engenharia, quimica e economia. Grande
parte das equagoes diferenciais parciais surgem de modelos fisicos ou problemas da geometria diferencial,
podendo ser encontrados em &reas como: aerodinamica, elasticidade, geofisica, circulagao de fluidos,
transferéncia de calor e crescimento de tumores.

Na matematica pura, as equagoes diferenciais tem fomentado o desenvolvimento de novos conceitos e
ferramentas que propiciem um melhor entendimento e avango da teoria. Em particular, novas equagoes,
novos métodos para encontrar solucao, o comportamento e a regularidade das solugoes sao alguns dos
temas de interesse. Nesse sentido, surge o principal objetivo dessa dissertagao.

Esta dissertagdo é fruto de um estudo sobre equagoes diferenciais parciais lineares (EDPs) e algumas
técnicas para as suas solugoes. Dedicamos a nossa atengao no estudo de propriedades basicas de transformada
de Fourier e os espagos de Sobolev, os quais nos proporcionam fortes resultados dentro da matematica.

As ideias de Fourier sao vistas em todos os ramos da matemaética e da fisica matemédtica, desde a
teoria dos numeros até a mecanica quantica. As séries e integrais de Fourier possuem uma surpreendente
variedade de aplicagOes nas quais ela é a principal ferramenta. Entre essas aplicagoes, destacamos a
sua contribui¢do para a resolugoes de algumas EDPs. A resolu¢do de EDPs através da transformada
de Fourier, como veremos, ocorre por uma propriedade da transformada que converte derivadas em

—

multiplicagbes ((D*u) = (iy)*@), onde ( °) representa a transformada de Fourier. Essa propriedade
é muito poderosa porque nos permite transformar equagoes diferenciais parciais para equagoes mais
simples de serem resolvidas. Para alguns livros didédticos contendo um estudo detalhado da transformada
de Fourier sugerimos [5], [6] e [7].

Os espagos de Sobolev levam esse nome devido ao matematico russo Sergei Lvovich Sobolev, um dos
principais mateméticos a desenvolver essa teoria. A origem desses espagos ocorreu durante o estudo das
equagoes diferenciais parciais e a necessidade de uma nova teoria, a necessidade de um espago de solugoes
mais abrangente que ndo exigiam tanto destas fungoes, surgindo o conceito de derivada fraca. A ideia de
derivada fraca se desenvolveu da férmula de integracao por partes,

/[]uDO“(édx:(—l)/UqSDo‘uda:,

para u € C*(U) e ¢ € C(U), foi observado que essa igualdade poderia ser aplicada em equacoes
diferenciais parciais, onde a solucao dessa equacao nao dependeria mais de derivadas, gerando as solucoes
fracas. Um estudo detalhado pode ser visto no livro [@].

Em cada capitulo da dissertacao buscamos desenvolver esses tépicos e relaciona-los. No Capitulo 1
realizaremos uma introducao de conceitos basicos necessarios para a compreensao dessas equacgoes e de
suas solugoes, posteriormente daremos alguns exemplos de EDPs e a dedugao das respectivas solugoes.
No Capitulo 2, veremos um pouco sobre como podemos obter e aplicar a transformada e a série de Fourier
para dominios diferentes e também resolveremos alguns exemplos de EDPs com a ajuda da transformada
de Fourier, convertendo equagoes diferenciais parciais em equagoes diferenciais ordinarias.

O estudo sobre os espagos de Sobolev serd no Capitulo 3, primeiro iremos considerar uma definigao
mais fraca de derivada que nos permitira definir os espagos de Sobolev originando a ideia de solugoes fracas
para as equagoes diferenciais parciais. Ainda no Capitulo 3 apresentaremos alguns teoremas cldssicos,
como a Caracterizacao de H* pela Transformada de Fourier e o Teorema da Imersao de Sobolev.



Para finalizar a dissertagao, no Capitulo 4 faremos uma introdugao as equacgoes diferenciais lineares
de segunda ordem, onde serd realizado um estudo sobre as equagoes elipticas e as equagoes parabdlicas,
suas propriedades e solugoes, este estudo ocorre utilizando principalmente os espagos de Sobolev. Além
disso, adicionamos um apéndice com algumas definigoes e teoremas que utilizaremos no decorrer texto e
que notamos a necessidade de enuncia-los.



Capitulo 1

Introducao as Equacoes Diferenciais
Parciais(EDP)

Neste capitulo abordaremos algumas definigoes e conceitos basicos que vao nortear o nosso estudo.
Além disso, trabalharemos com equacgoes que nos possibilitarao entender melhor o conceito de equacao
diferencial parcial e a busca por suas solugdes. As principais referéncias bibliograficas sdo os livros [6] e
[7.

1.1 Alguns Conceitos Basicos e Resultados Importantes

Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equagao que envolve uma funcdo desconhecida de duas
ou mais varidveis e suas derivadas parciais. Como veremos no decorrer desse estudo, essas equagoes Sao
importantes pois descrevem fenémenos fisicos, geométricos e probabilisticos e abrem um leque para novos
estudos dentro da matematica e em outras areas.

Afim de escrevermos a forma de uma EDP, vamos definir alguns conceitos preliminares para a sua
compreensao. Para as proximas defini¢oes considere um conjunto aberto U C R™ e a fungao real
u:U — R

e O conjunto C*(U) para k inteiro positivo, é o conjunto

C*(U)={u:U — R :u é k vezes diferenciavel e u*é contiua}.

e O indice multiplo n-dimensional é o vetor
o = (0417"' 7an)7
onde as componentes «; sao inteiros nao negativos. Denominamos a sua ordem como:
ol = a1 4+ -+ + .
e A derivada parcial de u considerando um indice multiplo « é definida por:

o oz
1 n

= 0! -+ 0p u(x).

Sendo assim, para um inteiro k > 0, definimos
DFu(z) := {D%(z) : |a| = k},

ou seja, D*u(z) é o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k avaliadas no ponto z e
definimos

Note que D*u(z) é um ponto de R



Observagdo 1.1.1. Ao longo do texto utilizaremos diferentes notagdes para representar derivadas, o uso
dessas notacoes ocorre porque em cada caso uma notagao se encaixa melhor no contetido, ajudando a
simplificar a escrita ou para facilitar a compreensao do que esta sendo a apresentado. As notagoes sao

e Paran=1

du , d*u ,,
—_—=u = u:li —_— = U = uCECE I
dx T dx? ’ ’
e Derivadas Parciais
ou 0%u
:axiuzuxm :33:,-axju:uxixja T ;

8Tcl 0x;0x;

e Para u:R" x R™ — R, com u = u(z,y) denotamos

Dyu = uy = (uxuui’w"' vuﬂ?n) e Dyu=uy= (uy17u’y2"“ 7uyn)'

Exemplos:

(i) Para k = 1 temos que Du(z) = Du(z) é o vetor gradiente

Du(x) = (uww"' ’uwn)'

(ii) Para k = 2 temos que D?u(z) é a matriz Hessiana

9%u L 3*u
O0x12 0x10Ty,
D?*u(x) = : :
8%u L 8%u
Oz, 011 Oxn?

Depois das definigoes e exemplos sobre derivadas de uma funcgéo, definiremos agora conceitualmente
uma equagao diferencial parcial, as classes em que sao divididas e daremos alguns exemplos.

Definigao 1.1.1. (Equag¢do Diferencial Parcial) Considerando um inteiro k > 1, U um aberto do R" e
a funcao F : R™ xR" ' x ... xR*"xRx U — R. Dado z € U, a expressao da forma

F (D*u(z), D" 'u(z), -, Du(z),u(z),x) =0 (1.1)
é denominada uma equacao diferencial parcial de ordem k, onde a funcao desconhecida
u:U—R

é a solucao da EDP.

Podemos também definir um sistema de equagoes diferenciais parciais como um conjunto de equagoes
diferenciais parciais.

Definigao 1.1.2. Considerando um inteiro £ > 1, U um aberto do R™ e a fungao F : R x R x

o X R™ x R™ x U — R™. Dado x € U, a expressao da forma:
F (Dku(x), DF=Yu(x), -, Du(x), u(z), z) =0 (1.2)
é denominada um sistema de equagoes diferenciais parciais de ordem k, onde a fungao desconhecida
u:U—R", wu=(up, -, Un)
é a solugao do sistema.

Na definicao acima, estamos considerando um sistema que tenha a mesma quantidade de equagoes e
de incégnitas (m). Apesar de ser o caso mais comum, podemos encontrar outros casos.
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Solugoes de Equacgoes Diferenciais Parciais

Nas definig¢oes acima citamos que a fungao u é a solugao de uma equacao diferencial parcial, mas nao
identificamos como essa solucao precisa ser e nem como encontra-la. Veremos que nao existe uma teoria
geral para encontrar a solugao de EDPs, apenas alguns métodos distintos que podem ou nao funcionar
para cada equacao. Ao longo desse trabalho abordaremos alguns desses métodos.

Uma questdo a se pensar é sobre o que devemos esperar dessa funcao u, que seja infinitamente
diferenciavel, por exemplo? E facil perceber que quanto mais propriedades pedirmos de uma solugao,
mais dificil e até mesmo impossivel serd encontra-la. Vamos dizer que uma equacao diferencial parcial
tem uma solugdo cldssica, quando existe uma solugao, a solugao é tnica e para um problema de ordem
k a solucdo é C*(U). Portanto, resolver uma equacio diferencial parcial no sentido classico significa
encontrar a férmula para a sua solucdo cldssica, ou apenas mostrar que ela existe e encontrar algumas de
suas propriedades, pois nem sempre vamos conseguir expressar a férmula da solugdo de uma EDP.

Durante o nosso estudo veremos algumas estratégias para encontrar solugoes para equagoes diferenciais
parciais, que podem ou nao funcionar para uma determinada EDP. Podemos citar algumas estratégias
como o método de separagao de variaveis, ou supor que existe solugao para ver o que podemos encontrar
sobre a solugao e até mesmo buscar novas solugoes a partir de uma solugao conhecida.

Geralmente a busca por solugoes classicas ndao é um trabalho facil, afim de encontrar novos caminhos
e novas estratégias para solucionar essas equagoes surge a ideia de ”enfraquecer” as solugOes para
resolver algumas EDPs, surgindo o conceito de solucao fraca, derivada fraca e os Espagos de Sobolev
que abordaremos mais adiante.

Tipos de Equacgoes Diferenciais parciais

As equagoes diferenciais parciais podem ser classificadas do seguinte modo

e Uma equagao diferencial parcial é chamada linear se a sua expressao é da forma:

k
> ai(@)D'u(z) = f(x)
i=0
onde as funcées f, a1, - ,ar sdo conhecidas. A EDP linear é dita homogénea se f =0

e Uma equacgao diferencial parcial é chamada semilinear se a sua expressao é da forma:
k
Z ai(z)D'u(x) + ag (Dkflu(x), -+, Du(z),u(z),z) =0
i=1

onde as fungdes ag, a1, -+ ,ar sao conhecidas.

e Uma equagao diferencial parcial é chamada quase linear se a sua expressao é da forma:

G (D*'u(z), -+, Du(z),u(z),z) D'u(z) + ao (D*'u(x), -, Du(x),u(z),z) =0

onde as fungoes ag, aq, - - - ,ar sao conhecidas.

e Uma equagao diferencial parcial é chamada totalmente ndao linear se nao é linear, semilinear ou
quaselinear.

Observagao 1.1.2. A classificacao do sistema de equagoes diferenciais parciais em linear, semilinear,
quaselinear e totalmente nao linear ocorre pelas EDPs que o compdem.

1.2 Exemplos
Agora, iremos estudar e resolver trés importantes EDPs que nos permitirao compreender melhor as

definigoes apresentadas anteriormente, também veremos métodos simples e eficazes para solucionar essas
equagoes.

11



1.2.1 Equacao do Transporte
A equagao do Transporte é dada por:

Ut+zbiux¢, =f, (1'3)
1=1

onde

owu:R" x[0,00) — R, é a funcdo que resolve a equagao;
o O vetor b= (b1, - ,b,) € R" ¢ fixado;

o Dy = (Ugy, -+ ,uy,) é o gradiente em relagdo a x;

o f:R™ x [0,00) — R é uma fungao dada.

Para encontrarmos a férmula da solucao u, uma boa estratégia é supor que existe uma solugao e
tentar encontrar a sua forma, entdo vamos supor que u existe e que é uma funcdo suave, ou seja, uma
funcdo infinitamente diferencidvel. Além disso, considere inicialmente o caso homogéneo f = 0 e tome
(z,t) € R™ x [0, 00) fixos e defina

2(s) == u(z +sb,t + ), t,s€[0,400).

Entao,
2'(s) = ug(x + sb, t + s) + bDyu(x + sb,t + s) = 0.

Assim, z(s) é constante para todo s € R, ou seja, u é constante na linha (z,t) na direcio de (b,1) € R**1.
Logo, a partir de um valor inicial e uma funcao g : R* — R dada, obtemos o problema:

ug+bDu = 0, em R™x (0,00)
u = g, em R"x{t=0}

Tomando s = —t, temos
2(s) = u(x + sb, t + s) = u(x — th,0) = g(x — tb).

Portanto, quando a funcdo g é C' conseguimos encontrar a nossa funcao u.

Agora, podemos nos questionar quais as propriedades a func¢io u deve satisfazer para que de fato seja
uma solugao. Note que, a fungao u nao precisa necessariamente ser suave, visto que sé utilizamos a sua
primeira derivada, note também que a regularidade de u depende da funcgao g, pois se a funcdo g nao for
derivavel, ndo podemos obter uma solucdo para o problema, e se g € C' implica que u existe e u € C' e
assim sucessivamente.

Para o caso nao homogéneo seguiremos os mesmos passos. Considere o problema de valor inicial

ug+bDyu = f, em R™x(0,00)
u = g, em R"x{t=0}"

Escolhendo a mesma fungao z(s) anteriormente definida, agora temos que
2'(s) = f(x + sb,t + s).

Entao

0 0
u(z,t) —u(x —bt,0) = 2(0) — z(—t) = / 2 (r)dr = [t flz+rbt+r)dr

—t

e substituindo r por s — t, temos

u(x,t) = g(xz — bt) +/0 flx+ (s —t)b,s)ds.

Portanto, como conhecemos g e f conseguimos encontrar a fungao u que resolve o sistema.
Analogamente, a existéncia e regularidade da funcao u dependem das fungoes dadas f e g.

12



1.2.2 Equacao de Laplace

Agora, vamos estudar sobre uma EDP que constitui um campo de estudo de fungdes muito importantes,
as fungoes harmonicas. Mas antes, definiremos alguns conceitos que encontraremos adiante.

e O laplaciano de uma funcao u é dado por:
n
Ay = Zumx
i=1

e Considerando um aberto U C R™ e a fungdo f : U — R", definimos o divergente de f como:

oft
8xi

divf :==tr(Df) = 2”:
i=1

A Equacao de Laplace é dada por:

Au=0 (1.4)
onde a funcdo desconhecida u é dada por v : U — R, com U um aberto do R™, onde U é o fecho de U.

Definigao 1.2.1. (Funcdo harmonica) Quando uma funcio C? satisfaz a Equagdo de Laplace é chamada
de fungao harmoénica.

Equacao de Poisson
Uma equacao que surge da equacgao de Laplace, pelo caso nao homogéneo, que analisaremos e
estudaremos ao mesmo tempo é a Equacao de Poisson, dada por:
— Au = f, (1.5)

onde a funcdo desconhecida v é dada por v : U — R, com U um aberto do R" e a funcdo conhecida
f:U—R

Interpretagao Fisica

Antes de prosseguirmos o estudo detalhado para a Equacado de Laplace, veremos uma maneira de
aplicar essa equagao. Uma das interpretacoes mais utilizadas da Equagao de Laplace é o caso em que
u representa uma densidade de uma certa quantidade que estd em equilibrio, essa quantidade pode ser
vista como uma concentragao quimica, uma temperatura ou um potencial eletrostatico.

Considerando V uma regiao suave no interior de U qualquer, pela suposicao de equilibrio o fluxo
liquido u sobre OV é zero

/ F-vdS=0,
oV

onde F' é o fluxo da densidade e v é o campo normal unitdrio externo de u. Pelo Teorema de Gauss-Green,
temos

/didea?: F-vdS=0.
1% v

como V é qualquer, segue que divF =0 em U.
Nesses problemas é comum assumir que o fluxo é proporcional ao gradiente Du em direcoes opostas,
ou seja, o fluxo tende a ir para os lugares que tem uma menor concentracado. Assim,

F = —aDu,

essa equacao, dependendo da quantidade representada, pode ser vista como a lei de difusao de Fick, a lei
da conducao de calor de Fourier ou a lei da conducao elétrica de Ohm, e dela temos que,

divF = div(Du) = Au=0
direcionando a solucao para a equacao de Laplace. Esta interpretagao fisica pode ser encontrada na

pégina 20 e 21 do livro [6].
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Solugao Fundamental

Uma vez vista a interpretacao para a Equagao de Laplace, vamos estudar adiante como podemos
encontrar uma solucao. Sabemos que temos mais facilidade em encontrar solucoes mais simples, logo
restringiremos nossa busca inicialmente por fungoes simétricas, ou seja, uma fungao que nao se altera por

permutagoes de suas variaveis.

Primeiro vamos provar que a Equagao de Laplace é invariante por rotagoes, ou seja, precisamos mostrar
que se u(x) é solugdo entdo u(Rx) também é solugdo, para R uma matriz ortogonal (RR! = I). Para
isso, suponha que u seja solucao de e considere R uma matriz ortogonal. Tomando v(z) = u(Rz) e

y = Rz segue que

n
Vz; = (u(y))zz = Yz, = Zuyk )wl = Zuyk (y Tkx
k=1

onde 7, é a k-ésima linha de R e 7y ; é o i-ésimo termo da linha 7, entao

n n n
Vziz; = (Z Tk, iUy, (y)> = Z Thyi (Uy, (y))xl = Z Th,iUyiy (Y)
k=1 e, k=1 k=1

i

- E :Tsz :uwyz 7”151: E : Tk,iTliUy,y, y)
k=1

k=1
Sendo assim,
n

=1 k,l=1

onde (rT); . representa os termos de RT. Logo

n n n
E :Uxixi = E : E Tk,irl,iuykyz E uykyl § Tk,illi = E :uykyl

§ Tk zuyk

n

Z Tl,z( T)'L,k

=1

vaixm = Z Uy, (Y71 7" k= Z Uy, (Y RR Dkt = Z Uy (Y) (L)t
i=1

k=1 k=1 k=1

n
E : uykyl 61” - E :uykyk =0.

Portanto, v também é solugao de 1’ e assim a Equacao de Laplace é invariante por rotacoes.

Visto isso, iremos buscar solugoes radiais, ou seja, solugoes que tem a forma

u(z) = v(r),

com r = |z| e escolher v de forma que Au = 0 se mantenha.
Assim, se r £ 0

or 1 1 T4
o g (@ a®) F 2w = o
3
Agora, calculando as derivadas parciais de u e utilizando as igualdades acima, temos
ov Or % )zz
Uy, = — - =v'(r)—.
T 9r Oay r

Logo,

_ o' Ir\ ’ 0 (i o a;? /
tsw = (ar | ax) T (F) = O )

Entao, calculando o laplaciano temos

Au="(r) -1+ 0(r) (T - ) — o(r) + ' (r) (” - 1) 0.

Supondo que v’ # 0, temos




e assim,

1—
lnv’:/ ndr:(l—n)lnr—i—Cl.

r

Portanto

v'(r) = Cs N U(T):/ Cy dr{ alalgnr+b1 n=2

rn—l rn—l 2z +by n>3"

com a1, as,b; e by constantes.

Solugao Fundamental em R

Na solucao acima consideramos apenas as solugoes em R™ com n > 2, agora faremos o caso em R.
Para n = 1, segue que
Au=v"=0=du =0Cy = u=Ciz+ Cs.

Logo, as fungoes harmoénicas com dominio em R s&o retas.
Definicao 1.2.2. (Solu¢io Fundamental de Laplace) Definimos como solu¢ao fundamental da Equagédo

de Laplace a fungao:
— £ In(|z n=2
@@y:{ e Inllal) (1.6)

n(n—2)a(n) [z =2 n>3

onde, z € R™"\{0} e a(n) é o volume da bola unitdria em R".

Como a solugdo fundamental é radial, podemos abusar da notacdo e escrever que ®(z) = @(|z|).
Assim, pela construcido podemos estimar a primeira e a segunda derivada de ® por:

Ch

n—17?

C
|D*® ()] <~
||

|D® ()] < ™

para C1,Cy > 0e x # 0.

Observagdo 1.2.1. A escolha destas constantes para a solucao fundamental ocorre devido a solugao da
Equagao de Poisson, como veremos mais adiante.
Solugao da Equacao de Poisson

Como a Equacao de Laplace e de Poisson sao parecidas é esperado que as suas solugoes estejam
interligadas, de fato isso ocorre, como provaremos a seguir. Dada uma funcao f, definimos a fungao u
como uma convolugao da solugao fundamental com a fungao f, ou seja,

u(w)i= [ @)Wy (1.7

veremos que u é solugao da Equagao de Poisson.

Antes de demonstrarmos, note que a fungdo ®(x) néo estd definida em 0, assim, a fungio ®(x — y)
nao esta definida para x = y.

Para o teorema abaixo considere as definicoes.

Definigao 1.2.3. Seja f: R™ — R, definimos o conjunto

suppf :={z € R": f(z) # 0}

como o suporte da funcao f.
Definigao 1.2.4. Definimos o conjunto C%(R™) como
C3(R™) := {u:R" = R:u € C*(R") eu tem suporte compacto}.
Teorema 1.2.1. Definindo u como na equagao e f € C2(R"), seque que
(i) uw e C*(R")
(ii) —Au= f em R"

Demonstracdo. Provaremos inicialmente a primeira afirmacao:
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(i)

(i)

Como

n

uw)= [ By = [ @)=

considerando o Teorema da Derivagdo Dominada (A.2.6)) e tomando uma funcdo g que é constante
no compacto e se anula fora dele, a derivada pode ir para dentro da integral, entao

@) = [ oSy

Com o mesmo argumento temos que

5‘2u 82f o

Portanto, como ® é integravel e f € C2(R"), segue que u € C%(R™).
De acordo com os resultados obtidos anteriormente, temos que

Bule) = [ ®wA.f(— )iy

Mas, como ® explode em 0, precisamos isolar a singularidade, ou seja, dado € > 0, temos que

Au(z) = / B(y) A, f(x — y)dy + / B(y)Anf(z —y)dy = A+ B.,
n—B(0,¢) B(0,¢)

onde B(0,¢€) é a bola de centro 0 e raio e. Inicialmente vamos nos concentrar em B, como f é
continua e tem suporte compacto, temos que:

Bl < 1D gy [ [0l

(0,6)

Para estimar o valor da integral vamos separar nos dois casos que a fungao ® é definida. Para

n = 2, segue que
/ P(y)dy = / C-lnlyldy = C In (\/y% + y%) dy.
B(0,¢) B(0,¢) B(0,¢)

Utilizando coordenadas polares, ou seja, y; = rcosf e yo = rsinf, onde 0 < r <ee 0 < 0 < 27,

segue que
27 €
/ O(y)dy = C/ / rinrdrdd < Ce®lne.
B(0,¢) o Jo

Assim,

< Ce?|lnel.

/ ®(y)dy
B(0,¢)

Para n > 3, temos

1 1
/ O(y)dy :/ C——dy :/ C —dy.
B(0.0 B 1Yl B(0.0 (\/ﬁ Y +---+y%> ’

Utilizando coordenadas polares, ou seja,

y1 = rcosb
Yo = rsinfqcosby

Yn_1 = 7rsinfi...sin6, ocosb, 1
Yo = rsinfy...sinf,_q,

onde0<r<e 0<b;<mparal <i<n—2e0<¥6,1<2nw. Entao a ultima expressao ¢ igual a
27 T T € n—1_:.,.n—2 . n—3 :
T sin ¢1 sin Oy ---sinf,,_
C/ / / / Lo v "2 Gy - dyadf
0 0 o Jo r
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simplificando, obtemos que

27 T T €
C’/ / . / / rsin® 260, sin™ 20y - - -sinb,_odrddy - - - db,,_db,,_1.
o Jo o Jo

Logo

62 27 T T 62
gc-f/ / / -+ dby,_odf, 1 =C- = - 27" = K
2 0 0 0 2

/ P (y)dy
B(0,¢)

assim B, — 0 quando € — 0. Agora vamos analisar o valor de A.. Como A, f(x—y) = A, f(z—y),
entao

A= / B(y) A, f(x — y)dy.
Rm—B(0,¢)

Utilizando a Férmula de Integracao por Partes temos

- af pp—
Ac=— /an,E) De(y)Dy f(z — y)dy +/ ()5 (@~ y)dS(y) = Cc+ D,

0B(0,€)

onde v denota o vetor normal unitério interior a bola B(0, €). Novamente vamos estudar separadamente
as integrais. Observando D, como f é duas vezes derivavel com suporte compacto. a derivada de
f é continua e tem suporte compacto. Assim, segue que

B (y)|dS(y) = { gjlnel, (Z ; ;)

ou seja, D. — 0 quando € — 0. Agora analisando C, e utilizando novamente integragao por partes,
temos que

DI < 105 e ||

0,¢

Ce= AD(y) f(r —y)dy — / or () f(x —y)dS(y).

R"—B(0,¢) dB(0,¢) o
Como A® = 0 fora de B(0,¢), tem-se

Co—— /a 92 )iz — 4)dS(y).

B(0,) OV
Além disso, v = ﬁ, assim

oo, -y -1 vy Jy? 11 1
5, W) =vDe(y) S

lyl na(n) "yt T gl na(n) T nan) e
como na(n)e"~1 é a drea da superficie da esfera dB(0, €) segue que

1
Ci=——v—— r—y)dS(y) = — dS(y),
/83(076) fx —y)dS(y) 7[ f(y)dS(y)

na(n)enr—1 dB(z,€)

onde f é denominada a integral média de f sobre a esfera dB(xz,€). Utilizando os cédlculos acima
temos que

Bulw) = ~f  fu)aS(y) + (o),
OB (x,€)
onde r(e) = 0 quando € — 0, e fazendo € — 0
Au(z) — —f(z),

pois

][ F)dS(y) + f(z)
OB(z,€)

< ][ @)+ f@)dSw) < 6L dS(w) =6
OB(x,€) OB(x,€)

pelo fato de f ser continua. Note que § — 0 quando ¢ — 0. Portanto —Au(xz) = f(x) como
querfamos provar.

O
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Formula do Valor Médio

Agora estudaremos resultados que nos permitem caracterizar as fungoes harmonicas.

Teorema 1.2.2. (Teorema do Valor Médio) Seja u € C*(U) harménica no aberto U C R™ | entdo:

u(z) = ]{9 o M) = ]{9 Ly

para cada B(z,r) C U, onde

1
fly= e |
B(z,r) a(n)r B(0,r)

é a média de f sobre a bola B(xz,r) e

1
][ fds = —— / fds
9B (w,r) na(n)r"= Jopo.r

é a média de f sobre a esfera OB(x,r).

fdy

Demonstracdo. Inicialmente vamos provar a primeira igualdade. Defina

1
() = ng,r) US() = s /6 o, S W)

Tomando y = x + v, com v € dB(0,1) e dS(y) = r"~1dS(v), obtemos

1 / » 1
—_— u(z +ro)r" dS(v) = —— / u(z + rv)dS(v).
na(n)r™=t Japo,1) na(n) Jopo,1)

Utilizando o Teorema da Derivacgao Dominada o fato de u ser uma funcio C? e a integracao ser
sobre o compacto dB(0,1), podemos considerar a fungdo g como o supremo de u no compacto 0B(0, 1)
e 0 fora dele. Entao

U(r) =

1
V' (r) = 7/ Du(z + rv) - vdS(v).
na(n) 8B(0,1)
Voltando para a varidvel y, segue que
1 / Yy—x 1 1
o [ put) T sty = s [ Dudsy)
na(n) OB (z,r) r rnt na(n)rn—l OB(z,r)
y—x

pois ¥-* é o vetor normal unitdrio exterior a dB(x,r). Logo

o p—— /@ Ou s (y).

na(n)r*=t Jopze OV

V' (r) =

Utilizando a Férmula de Green, temos que

\II/ == A =
)= T Ay =0
pois Au = 0. Logo ¥ é constante, assim

U(r) =lim ¥(¢) = lim u(y)dS(y) = u(z)

t—0 t—0 8B(ac,t)
e portanto

ulz) = ]g o, S W)

Agora vamos provar a segunda igualdade, utilizando coordenadas polares, temos que

1 1 r
][B(I,r) wy)dy = W /B(z,r) uly)dy = W /0 (/63(m,t) U(y)dS(y)> .

Utilizando a igualdade anterior, segue que

1 " (o nalmen—tar = Y& [T g, @) o
]i(w)u(y)dy_ /0 (x)na(n)t"dt M/O gy = U2 (),

a(n)r® T

como queriamos provar. O
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Teorema 1.2.3. (Propriedade Inversa do Valor Médio) Se u € C%(U) e satisfaz
uw)=f  u(g)asi)
OB (z,r)

para toda B(x,r) C U, entdo u € harmoénica.

Demonstrag¢ao. Suponha que u ndo seja harmonica, entdo existe alguma bola pequena B(z,r) C U tal
que Au(y) # 0 para y € B(z,r), sem perda de generalidade, suponha que Au > 0 na bola B(z,r).

Utilizando a mesma funcao ¥ definida acima, temos que ¥ é constante, pois dado x € U segue que
u(z) = ¥(r) para todo r. Além disso, utilizando a Formiila de Green temos que

1 1 r r
Vi) = [ Dus) = e E [ Sty =1 f  Auay
na(n)Tn_l OB (z,r) na(n)Tn_l " JB(z,r) n JB(z,r)
assim
0="'(r) = C][ Au(y)dy > 0,
) B(x,r)
uma contradi¢ao. Portanto u é harmonica. O

Observagao 1.2.2. Esses dois tultimos teoremas nos permitem caracterizar as fungoes harmonicas, além
de fornecer uma propriedade muito importante para ser utilizada em seu estudo.

Propriedades de Fun¢goes Harmonicas

Veremos a seguir mais alguns resultados sobre as funcoes harmonicas que o Teorema do Valor Médio
nos fornece.

Teorema 1.2.4. (Principio Forte do Mdzimo) Se u € C*(U) N C(U) e é harménica no interior de U,
entao:

(i)
maxu = maxu;,
T oU

(i) Além disso, se U € conexo e existe um ponto xg € U tal que

u(xg) = maxu
U

entdo u € constante no interior de U.

Demonstragdo. Suponha que exista xg € U com u(xg) = M := maxgu, entdo tomando r tal que
B(zg,r) C U, pelo principio do valor médio, segue que

M=ule)= [ uldy <M
B(zo,7)

pois u(zp) é o méximo em B(xzg,7). Logo, para que a igualdade seja verdadeira, segue que u(y) = M
para todo y € B(xg,r). Considerando o conjunto

A={z€eU:u(zx) =M}

que como observado acima precisa ser aberto, esse conjunto também é fechado, pois tomando uma
sequéncia de pontos x,, € A que converge para x € U, temos que u(z,) = M para todo n € N e como u
é continua, segue que u(z) = M, logo x € A. Assim, A é aberto e fechado, entao U é conexo, segue que
A ="U, o que implica que u é constante, o que prova (ii).

Para provar (i), observamos que se o méximo é atingido no interior de U, u é constante na componente
conexa de U, entao o méximo também é atingido no bordo. O

Corolario 1.2.1. (Principio Forte do Minimo) Trocando u por —u no teorema acima obtemos o principio
forte do minimo, que € similar ao principio forte do mdximo. Logo, uma func¢ao u descrita como no caso
acima, atinge o mdximo e o minimo no bordo.
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Coroldrio 1.2.2. Pelo Teorema do Principio Forte do Mciacz'mo seu € C2(U)NCU) com U é
conezo e satisfaz
Au = 0, em U
{ u = g, em OU

tal que g > 0, entdo u € positivo em todo U se g é positivo em algum lugar de OU.
Agora, vamos obter algumas regularidades que uma fungdo harmoénica deve satisfazer.

Teorema 1.2.5. (Unicidade de Solugdo) Considerando g € C(9U) e f € C(U), entdo existe no mdzimo
uma solucio u € C*(U)NC(U) para o problema

—Au = f, em U
u = g, em OU.

Demonstracdo. Suponha que existam wu e 4 solugoes, assim tomando v := u — %, temos que

Av = 0, em U
v = 0, em OJU.

Utilizando o Teorema do Principio Forte do Méximo [I.2:4] e do Minimo [[.2:1} temos que v = 0, portanto
U = u. O

Teorema 1.2.6. (Suavidade) Se v € C(U) e satisfaz a Teorema do Valor Médio para cada bola
B(z,r) C U, entdo v € C*(U).

Demonstracdo. Seja i a fungao padrao aproximagao da identidade, ou seja,
1
()= ] O P (ei=r) s ll<1 (1.8)
0, se |z|>1,

onde a constante C' > 0 ¢ escolhida de forma que [, n(x)dz = 1. Note que n € C*>°(R") e é uma funcio
radial, ou seja, n(x) = n(|z|). Como v € C*°(U) é uma propriedade local, tome z € U e € > 0 tal que

B(z,€) C U e defina
1 T
Ne 1= —7 (7) . (1.9)

€ €
Segue que, 7. € C™ e satisfaz [p, ne(x)dz = 1 (supp n C B(0,1) = supp . C B(0,¢)). Entao tome
u 1= ne * u, assim

u(z) = /B ey

Note que u¢ € C*°(B(z,¢)), pois podemos aplicar o Teorema da Derivagdo Dominada (A.2.6)), porque
temos que 7. € C*°, e basta considerar a fun¢do dominante como

1 se zl<1
h(w) = { 0, se |z|>1

Agora, vamos provar que u = u¢ em B(z,¢)

= [ =5 [ (5

Aplicando coordenadas polares, temos que

=5 [ ( [on(5Y) u(y)dsw)) at= [ n(?) < Lo u<y>d5<y)> at,

pois se y € 0B(x,1) entdo |z — y[ = t, sabendo que u satisfaz a propriedade do valor médio e que
faB(m’t) 1dS(y) é a 4rea da esfera B(x,t), ou seja, na(n)t" L, segue que

wlo)= 5 [0 (H)uto ( / . 1ds<y>> at =) [ " (22 ) an

u(z) = u(zx) /B(O,e) Ne(2)dz = u(x) - 1 = u(x).

Portanto u = u€ e como u¢ € C*(B(x,¢)), segue que u € C(U). O

entao
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Agora a férmula do valor médio serd utilizada para calcular cuidadosamente estimativas de derivadas
parciais de uma funcdo harménica. Esse calculo serd necessario mais adiante quando provaremos que
fungoes harmonicas sao analiticas.

Teorema 1.2.7. (Estimativas para Derivadas) Seja u harménica em U, um aberto do R™. Entao

« Ck,n
|D%u(x)| < W||u”L1(B(gc,r))a

para cada bola B(x,r) C U e cada indice miltiplo de ordem |a| =k, onde

1 2n+1 k k
Com= 1 = EM e
T a(n) ’ a(n)
Demonstra¢do. Vamos provar por indugao sobre k.
Para k = 0, temos que
1
u(r) = ][ u(y)dy = / u(y)dy
B(x,r) 7’”0[(71) B(z,r)

assim
> WHUHLI(B(I,T))-

Para k = 1 note inicialmente que u,, é harmonica, entao

1
g, () = ]{3 g = s /B g B O

Pelo Teorema de Gauss-Green [A:2.2] temos que

1 .
Ug, () = W /83(:,;,;) ur'dS(y)
parai=1,---,n. Logo
o, @] € — ol (e 5) / 145(y)
aln)r =) Jon(es)
Assim 2"na(n) (ryn-1l )
|ug, (2)] < O <§> el (982 5)) = -1l L (98 (e, 5))
Note que se y € OB (x,%), entdo B (y,5) C B(z,r) C U e
1 1
u(y) = a(n) (%)n B(0.3) u(z)dz < ) (%)n /B(I’T)u z)dz
Logo, .
lu(y)| < W||u||L1(B(m,T))~
Portanto
2n 2" on+1,,

|z, ()] < lullLr(B@r) = 7= lull B @) -
ot

r a(n)rr? a(n)

Agora, vamos provar que vale para k. Supondo que vale para todo inteiro positivo menor do que k,
considere D®u com |a| = k, entdo existe 8 tal que D% = (DPu),,, com i € {1,--- ,n}e|B| =k — 1
Como D“u é harmoénica, segue que

« = “u :71 fu
pra=f D= s [ (D

Utilizando o Teorema de Gauss-Green temos que

Rt By
o NG
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Logo

|Du(x)| < a(l:;;rn D7 ull o (9530, 3)) /aB(m,;) 1dS(y)
E™na(n) fryn—1 kn
o (&) 1 s o)) = 1P i o))

Note que se y € OB (a:, %), entao B (y, @) C B(x,r). Assim, podemos utilizar a hipGtese sobre

DBu(z), ou seja,

(2”+1n(k _ 1))k71 (2"+1n(/c _ 1))1971

D? < L ey < :
Pl a(n) <r<k71>)“+’f—1 el o,z < a(n) (r(kfl))”-i-k—l lellz (s
Iz E
o (27 nk — 1))+ (27 k)"
nk (2" n(k—1))"" 2" ink
D* < —- 1 < — 1
| u(x)\ = (k1) ntk—1 ||u||L B(z,r) =~ a(n)r”““ ||u||L B(z,r)>
o) (*47)
portanto, por inducao segue a prova do teorema. O

1.2.3 Equacao do Calor

Nesta secao veremos um pouco sobre a equacao do calor com condigoes iniciais, dada por:

Ut = Uy, (t,z) € Q
u(t,0) = u(t,£) =0, t>0 (1.10)
u(0,z) = f(x), x € [0,4],

onde

ot € (0,+400) representa o tempo;

o Q= (0,00) x (0,0);

o f € C?((0,0) N C([0,4]);

o 1(0) = f(0) =0, -

Precisamos encontrar u € C?(Q) N C(2) que satisfaca a equacdo. A interpretacio fisica dessa equacgao
é conseguir medir a variacao da temperatura ao longo de uma barra de comprimento ¢. Mais detalhes
encontrados no caitulo 2 do livro [7].

Método de Separagao de Variaveis

Um método simples e 1til para encontrarmos solucao de EDPs é o método de separagao de variaveis,
que consiste em encontrar alguma solucdo u que seja da forma

u(t,z) = T(t)X (z). (1.11)

Nem toda equacao diferencial parcial vai ter uma solugao dessa forma, mas para essa candidata o
método funciona.

Utilizando o método de separacao de varidveis, substituindo a solucao no problema e
utilizando o fato que nao queremos uma solucao u = 0, temos

T'(H)X (z) = T(H) X" (z) T'(H)X (z) = T(H) X" (z)
THX0)=THXE) =0 ={ X(0)=X()=0
T0)X(z) = f(2) T(0)X(z) = f(2).

Analisando a primeira linha da equagao, desconsiderando os valores de x e t nos quais T'(t) e X (x)
sao nulos e separando de acordo com as varidveis, segue que

T'(t)  X'"(x)

)  X(x)

Perceba que como cada lado da igualdade somente depende de varidveis diferentes eles devem ser iguais a
uma constante A. Sendo assim, para encontrar uma solugdo para (1.10]) basta resolver as equagoes abaixo

{ T € C*((0,00)) N C([0,00))

T/(t) = AT (1) (1.12)
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X € C?((0,0) nC([0,4])
X"(xz) = 2X(z)
X0)=X{)=0
T(0)X(x) = f(x)
e descobrir para quais valores de A\ tem solugao.
A Equacao é uma EDO bem conhecida, onde sua solugao é dada por

(1.13)

T(t) = CeM

para todo A € C.
Para encontrarmos a solugao de (|1.13)) precisamos analisar os possiveis valores de A. Pela propriedade
de produto interno de fungoes complexas que fornece

(") = {f.4")

segue que
AMX, X) = (AX, X) = (X, X) = (X, X") = (X, A\X) = (X, X).

Sendo assim, para X ndo nula A = ), ou seja, A € R. Assim, basta analizar os casos, A = 0,A > 0 e
A < 0. Para A = 0, temos que
X"(z)=0 = X(z)=Az+ B.

Utilizando as condigoes de (|1.13)), concluimos que
X(0)=B=0 e X{)=A+B=0 = A=B=0.
Assim obtemos que
X=0 = u=0

uma solucdo que nao queremos, entdo descartamos A = 0. Para A > 0, temos uma EDO com solugao
dada por

X(z) = Ae¥?® 4 Be=Ve,
Aplicando as condigdes de (|1.13]), temos que

X0)=A+B=0 e X({)=AeM+Be VM =0 = A=B=0.

Novamente teriamos v = 0, entao descartamos A > 0. Para A < 0, a derivada troca o sinal, entao a
solucao é dada por

X(z) = Acos(V—Azx) + Bsen(v —Azx),
e assim, aplicando as condigdes de (|1.13]), temos que

X(0)=A=0 e X({)=Acos(V—-M\)+ Bsen(v—XM)=0 = Bsen(v—-\)=0.
Para nao obtermos novamente uma solugao nula, vamos considerar que

k
sen(vV—-M)=0 = V-M=kr = V-A= %
com k € N, entao temos que cada

kmx

o)~ B (1)

é solucao de (|1.13)). Portanto cada

ug(t, x) = Ty (t) Xi(z) = Cre™"# 'sen (T)

é solucao de ([1.10]), desde que
kmx

fu(2) = T1(0) Xx(z) = Chsen (z) .

Assim, conseguimos resolver uma infinidade de problemas de Equagdo do Calor para fungdes f dessa
forma.
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Principio da Superposicao de Solugoes

Pensando em formas de abranger as solugdes que ja obtivemos, podemos utilizar o principio da
superposicao de solugoes, que diz que se ui, Uz, - , U, sao solucoes de uma EDP e ai,as, - ,a, sao

constantes complexas, entao
n
t) = Z apug(x,t)
k=1

é solucao da EDP. Podemos estender a soma para uma soma infinita desde que ela convirja, ou seja, se
U1, Us, - - - sao solugoes de uma EDP e aq,aq,--- sao contantes complexas, entao

)= Z apug(x,t)
k=1

é solucao da EDP, de uma maneira informal, sem considerarmos as questoes de convergéncia e diferenciabilidade
termo a termo. Sendo assim, analisando a Equagao (|1.10)), temos que

k272 kmx
Zakwc (t, ) Zake B sen (£>

é solucao de (|1.10]), desde que

e as séries convirjam.

Outra questao que podemos refletir nos célculos acima é que a solugao da fungao X ficou dependente da
funcao seno por causa das condigoes iniciais, assim, conforme mudamos as condicGes iniciais encontramos
fungoes que dependem de cosseno, ou ainda ambos. Um exemplo é a equagao do calor com as seguintes
condigoes

Ut = Ugg, ( ) )
Uy (t,0) = uy(¢,6) =0, t>0 (1.14)
U(O,ﬂ?):f((ﬂ), .’KG[ }
que tem solucao dada por
=90, N () o (R
u(t,z) = 5 + ;ake cos | —

para k € N, desde que

e as séries convirjam.

Sendo assim, para entendermos melhor essas solugoes, somos levados a um estudo sobre quais fungoes
podem ser representadas por somas de senos e cossenos, e quais as propriedades dessas funcées, como
veremos no proximo capitulo. Concluimos ainda ressaltando que nao consideramos o problema de
convergéncia das séries, para maiores detalhes sugerimos o capitulo 2 do livro [7].
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Capitulo 2

Série e Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier é uma ferramenta muito 1til para o trabalho com equactes diferenciais
parciais. Neste capitulo, inicialmente faremos algumas defini¢es afim de construir a ideia de transformada
de Fourier em dominios diferentes, posteriormente veremos como podemos utilizar esse conceito para a
resolucao de EDPs. As principais referéncias bibliograficas sao [5], [6], [7] e [8].

2.1 Séries de Fourier

Nessa secdo vamos apresentar alguns conceitos e defini¢des que nos permitem construir e entender
a transformada e a série de Fourier. Seguiremos a abordagem do livro [5], que define a Transformada
de Fourier associada a uma base, diferente de estudos mais recentes que associam a Transformada de
Fourier apenas a senos e cossenos, mas escolheremos valorizar a abordagem do autor. Na segunda secao
a Transformada de Fourier serd abordada da maneira mais moderna. Considere I C R um intervalo.

Definigao 2.1.1. (Espaco L*(I))
L*(I):={f : I — C: f é Lebesgue mensuravel,|| f|| < oo},

171 = </I|f|2dx)%-

Observagdo 2.1.1. A norma apresentada acima é proveniente de um produto interno, ou seja,

2= = [ ffdz = %dz.
1712 = (. 1) /Iffx /Ilfl v

onde

Assim, vamos considerar essa igualdade e todas as propriedades provenientes do produto interno no nosso
estudo.

Definicao 2.1.2. (Familia Ortonormal) Uma familia de fungoes {e,}>°; C L2(I) é dita ortogonal se
(er,e1) =0 para k # [. Se também ocorre que ||e,|| = 1 dizemos que é familia ortonormal.

Exemplo 2.1.1. As funcoes {e, }>°; C L?(—m,n), tais que

formam uma familia ortonormal.
Para verificar a afirmacgéo, para k # [ note que

1 L .
(ex,e1) = / ek =il gy

2 )

1 T

— % B ez:c(k—l)daj
1 eiz(krfl) ™

B % |:Z(k - l):| -

_ 1 (em(k—l) _ pmim(k—D) )
2mi(k —1) A
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Como €™ = cos(a) + isin(a), segue que

(er,e1) = %ﬁ [cos(m(k — 1)) + isin(m(k — 1)) — cos(—m(k — 1)) — isin(—n(k —1))]
1 1 . .
= 5r e eos(rlk = 1) +isin(m(k — 1)) — cos(n(k — 1)) + isin((k ~ )
= 0.

Para k = [ note que

(ex,ex) =

Além disso,

1 ™ i % 1 ™ % 1 ™ %
llen]l = (27r /Tre”””2dx> = <2ﬂ_ [ﬂ cos(nx)2+sin(nx)2dx) = (27r [W dx> =1.

Definigdo 2.1.3. Dizemos que uma familia de fungoes {e,}>>, C L2(I) gera L?(I) quando para
quaisquer f € L?(I) e e > 0, existe N € N tal que

N
Hf - Z Cn€n
n=1

onde ¢y, ..., cy sao coeficientes complexos. Dizemos nesse caso que a familia {e, }°°; é densa em L?(I).

<e,

Definigao 2.1.4. (Transformada de Fourier) Seja f € L*(I), chamamos de Transformada de Fourier a
funcdo f: N — C tal que

f(n) = (fen)

e {e,}22, é qualquer familia ortonormal de L?(I) fixada.

Observagao 2.1.2. A Transformada de Fourier também pode ser definida em L (1) e estendida para L*(I),
visto que em um dominio periédico L?(I) C L'(I), mas optamos por utilizar o L?(I) pelas propriedades
geométricas que ele fornece.

Teorema 2.1.1. Seja {e,}%, qualquer familia ortonormal de L*(I), entdo para f € L*(I) e quaisquer
numeros complexos c1,...,CN, Seque que

N A~
Hf - Z f(n)en
n=1

Além disso, a igualdade sé € valida se, e somente se,

<

N
f - Z Cn€n
n=1

Cp = f(n)v
para todon < N.

Demonstracao. Inicialmente, note que
|A+B|? = (A+ B, A+ B) = (A, A) + (A, B) + (B, A) + (B, B) = (A, A) + (4, B) + (4, B) + (B, B

e assim

|IA+ B|* = [ A|* + 2Re({(4, B)) + || B>,

onde Re(.) representa a parte real do niimero complexo. Apds essa consideracao, temos que

N 2 N N 2
Hf - chen - Hf - Zf(n)en + Z(f(n) - Cn)en )
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tomando

N

f - chen

n=1

segue que é igual a

2

N N N N
=3 |+ 2me ({3 e 3000 - e ) ) 43050 -
n=1 n=1 k=1 n=1
Abrindo as contas, obtemos que
N N N N N
<f =Y f)en, > (flk) - ck>ek> =Y (f(k) = ex) (Frex) = Y F(n) - > (F(k) = c&) (e ex)
n=1 k=1 k=1 n=1 n=~k
entao
N N N R N §
<f =Y f()en, > (Flk) - ck>ek> =Y (B =) f(k) =D f(m)(f(n) =) =0
n=1 k=1 k=1 n=1
Além disso,
N 2 N N
Z(f(n) - Cn)en = <Z(f(n) - Cn)ena Z(f(n) - Cn)en>
n=1 J\;L:IA < nil
= Z(f(n) - Cn) : Z(f(n) - Cn) <en7 6n>
nﬁl n=1
= () =) - (Fn) — )
n;l )
= Y1) — el
Logo, obtemos que
N 2 N > N
‘f_zcnen = f_ f(n)en +Z|f(n)_cn|2
Observe que a igualdade acima prova o teorema. O

Observagao 2.1.3. Tendo em vista o teorema anterior, podemos reformular a Definigao ([2.1.3) considerando
os numeros complexos como sendo os coeficientes da Transformada de Fourier.

Definicao 2.1.5. (Base ortonormal) Uma familia ortonormal de fungoes {e,}3>, C L?(I) que gera
L3(I) é denominada base ortonormal.

Proposigao 2.1.1. Dada uma familia ortonormal {e,}2>; C L*(I) qualquer.
(i) Se
f= Z f(n)en
n=1

para todo f € L*(I), essa familia é uma base. A soma deve convergir em L*(I).
(ii) Para todo f € L*(I),
2
0<

N R N )
F=Y fmen| =1£P =D _If ).

Concluindo que

IF17 = D1 F )P
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Demonstracdo. (i) Basta provar que a familia {e,}3%, gera L?(I). Assim, seja f € L2(I), pelo
enunciado existe N1 € N tal que

— n)e, || < —.
f ; f(m)en|| < 5
Além disso, dado £ > 0, existe Ny € N tal que
! <
N, =°
Tomando N = max{Ny, N2}, segue que
N
lr- 3w <
n=1

como queriamos provar.
(ii) Inicialmente, note que

|A—B|? = (A—B,A—B) = (A, A)— (A, B)— (B, A)+ (B, B) = (A, A) — (A, B)— (A, B) + (B, B)

|A— B|* = ||A|> — 2Re((A, B)) + ||B||.
Considerando N
A=f e B=) f(n)en,
n=1
segue que
N 2 N N 2
Hf—Zf(n)en = |IfII” = 2Re <<f72f<n>en>>+ fn)en
n=1 = ?%1 ZTIA N A
= |IfI? —2Re (Z fn) (f, en>) + <Z f(n)en,2f<k>ek>
n=1 n=1 k=1
N N N
P —2Re (z f<n>f<n>) £ F0) S F) ensen)
n=1 k=1

n=1

= 1P =2 1f )P+ f(n)f(n)
n;l ) n;l )

= AP =2 1f )P+ > If ()

n=1 n=1

= /P =D _1f )P

Definigao 2.1.6. (Série de Fourier) A série

o0

f(n)en

n=1
¢ denominada série de Fourier.

Definicao 2.1.7. (O Espago £,) O conjunto ¢, é o espago formado pelas sequéncias (aj)(;il tais que

1
3

(oo}
l@)3ll, = | Xlast” | < oo,
j=1

ou seja,

Jj=1

0, = {(aj)?‘;l ta;€Ce Z|aj|p < oo}.
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Teorema 2.1.2. Os espacos L?>(I) e {y sio isomorfos, ou seja, eviste um aplicacdo linear bijetiva
preservando a norma de L?(I) em ly. Essa aplicagio é dada por

T: L*(I) — 4
=1
para alguma base ortonormal (e,)2, tal que f = (f(n))22, = ((f,en))2,.

Demonstracdo. Inicialmente, note que a aplicagao € linear, tendo em vista que é definida pelo produto
interno. Note também que a aplicagao é injetiva, pois

T(f)=T(g) < f:g < (fien)={g,en) Yn=12,... & (f—g,en)=0VYV¥n=1,2,...

que acontece apenas se f —g = 0, que implica que f = ¢g q.t.p. Para provar que T é sobrejetora, considere
(@)%, € {3, entdo existe f € L*(I) tal que

(o)
F=>anen
n=0
definindo a,, = f(n), segue que T(f) = (a,)>,. Além disso, utilizando a Proposicao obtemos que
I£11P =" 1F ) = 11,
n=1

logo T preserva a norma. Portanto L2(I) e {5 sdo isomorfos. O
Ao longo dessa secao obtivemos alguns resultados relevantes que convém destacarmos

e Desigualdade de Bessel
If11% = /Ilf(fﬂ)\zdlﬂ > [1£17 =1 ()P
n=1

que obtemos da Proposic¢ao

e Teorema de Plancherel

12 = 117112

que também obtemos da Proposicao [2.1.1] e que veremos adiante que é valido para o caso mais
geral.

e Jgualdade de Parseval

e assim

') ') N oo
oo o) = <z Armen(@), 3 f2<n>en<w>> i 3 ARG ) enle) = 3 A0,

N—o00
n=1 n=1

Obtendo que
<f17f2> = <f17f2> .

Afim de concluir essa parte inicial de teoremas e resultados vamos enunciar um teorema importante
sobre a convergéncia uniforme da série de Fourier.
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Teorema 2.1.3. Sejam 1 <p < oo e f € CP(0,1), entdo a soma parcial
5= Y ke
|k|<n

converge para f uniformemente quando n tende para infinito, e temos que

1S = flloo <n7PF3.

o0

Para alguma base ortonormal fixada (€,)5 ;.

Observagdo 2.1.4. A demonstragdo do Teorema pode ser encontrado em [5].

2.1.1 Exemplos

Exemplo 2.1.2. A familia ortonormal

1 .
e, neN

en(x) = Ton ,

é uma base para L?(—m, 7). Note que essa afirmagao ja foi provada considerando o Exemplo ea

Proposigao 2.1.1]
Observagao 2.1.5. Essa familia é a mais utilizada para expressar os coeficientes de Fourier da forma

f(n> = <f7 en> = _7; f@;Ldl' = \/% _: f(x)e—inxdx.

Para o estudo da Transformada de Fourier consideraremos apenas ela.

Exemplo 2.1.3. As fungoes 2" com n € N geram L?(—1,1). Além disso, utilizando a técnica de Gram-
Schmidh podemos calcular uma base ortonormal a partir dessas fungoes, dada por

_ 1 o= V3,
\/i’ 2 \/57

- B-D). =53

e assim por diante. Os polinomios formados nesse processo sao conhecidos como os polinémios de
Legendre, esses polindmios sao muito utilizados na fisica de reatores nucleares, para solugoes de equagoes
de transporte de néutrons e definicao das fungoes de espalhamento adequadas de néutrons, também sao
utilizados para determinar as fungoes de onda dos elétrons nas érbitas de um atomo e as fungoes potenciais
na geometria esfericamente simétrica.

€1

Exemplo 2.1.4. As funcoes
ed(x)=1,se0<z <1

n k—1 k—3
22, se on = < on
1
en(m) = n )
—22, se on <z < o
0, caso contrario

conhecidas como fungoes Haar, definida para 1 < k < 2™ com n > 1 formam uma base ortonormal em
L?(0,1). Inicialmente, note que

ol
! i £ k-1 k-1 k-1 k&
e ||? :/ ek (x)]2dx :/ 2"dx 7/ , 2%dx =27 <2 - > —2" (2 — )
e assim on on 11
||651H2 = ont1 + St = 5 + 5 =1 = ||e1k7i|| =1
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Agora, para provar que é ortonormal considere e’;;ll e 67’?2 tais que n; <ng, 1 <k <2M el < ky < 2™
e observe que
k k k k k
supp(eny) Nsupp(ey2) =0 ou supp(ey)) N supp(ey) = supp(ey?)

entao
ko __

ny
Mgk =0 ou ek1~effz:22ek2

e"L1 na Ty na-*

Sendo assim

1
0
ki okay k1 ka dx = no =
<6nlaen2> /C; enl (x)enz(x) X { :l:fol 2T€ﬁ22($)d$ 0

pois
_1
1 ’“;722 2
Z2 k Z2 na na
27 e2 (x)dr =272 2" dy — 2" dr =0
n2 ko—1 k=3
0 272 2T

como vimos acima. Para finalizar basta provar para para a fungao e, onde
1 1
012 _ k(N2 — _
e8] = [ leb@)Pde = [ do=1
0 0

1
(3, e = / et () = 0.
0

e temos também que

Portanto as fungdes ef sdo ortonormais em L2(0,1). O fato de ser base vem da Proposicio As

fungoes de Haar sao utilizadas no estudo de wavelet, uma funcao capaz de decompor e descrever outra
funcao ou dados, esse estudo é utilizado para desenvolver algoritmos.

2.1.2 Caso Real

No caso de uma funcio f: I — R, com f € L?(—{,¥) a série de Fourier é dada por

essa fungao é periddica, e de periodo 2¢.
L] krx knx fi :
Inicialmente, vamos mostrar que cos (7*) e o sen (*7*) funcionam como uma base ortogonal em
L?(—¢, /), note que

mmx kmrx ¢ mmrx kmx ¢ mmx krx
cos (—) ,co8 [ —— = cos (—) cos | — |dx = cos (—) cos | — | dux.
l l ¢ 4 ¢ ¢ ¢ 14
Utilizando propriedades de integrais para funcoes pares e o fato da multiplicacao de fungoes pares ser
uma funcao par e que = € R, entao a ultima expressao ¢ igual a

‘
mnx krx
2/ cos (—) cos | — | dzx.
0 14 14
Para resolver o produto interno vamos separar em dois casos, k = m e k # m. Para k = m, segue que

kmx krx ¢ krx kmx £ (knx
<cos <€) , COS (£>> = 2/0 cos ( 7 ) cos <€> dx = 2/0 cos (6) dx

utilizando a férmula de arco duplo, temos que

o () o ()2 4 o (22) )
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e para k # m, pela férmula de Prostaférese temos que

_ p+q P—q
cos p + cos q = cos s\ 5 )

Assim, utilizando a igualdade acima, segue que

(o () o () - () o ()
[ (78) e (2] o

Entao, em resumo,
(mwm) kmx |t sek=m
COS\ T ) Ty 10, sek#m.

O caso para o seno é andlogo e obtemos que

mnx kmx |l sek=m
Sen( ¢ )’Sen 7)) TV 0, sek#£m.
Além disso, temos que

o mrr ,sen | —— = ecos sen| — |dx =0
(o (2] o (82)) [ (22} ()
—¢

pois resulta em uma fungao impar, analogamente

() ()

1 kmx
) e 0 —=sen (> sao uma familia ortonormal. Obtemos ainda que

1
Logo, obtemos que o —= cos (

i\

{1 Lcos (Im) Lsen (Im)} com k € N
V20 Vi )\ ¢ ’

formam uma base ortonormal de L2(—/, f).

Assim, dado
_ap > kmx kmx
flx) = 5 + kZ:l aj cos (g) + bsen <€)
temos que

1 I
ag = 7 (f,1) = 7 f(z)dz (2.1)

—e

1 krx 1 [* krx

a =5 <f,cos <€>> = Z/Jf(x)cos <£) de, k=1,2,... (2.2)

1 kmx 1 [f kmx
bk = Z <f,sen (€>> = zzef(x)sen <£> dl‘, k= 1727"" (23)

Agora que expressamos os coeficientes da série de Fourier em termos de uma funcdo f, note que
dada uma funcado com as caracteristicas necessarias, continua e periédica, podemos encontrar a série
de Fourier dessa fungao. Destacamos que os calculos e resultados realizados nessa secao ocorrem de
maneira informal, sem considerarmos a convergéncia e problemas que podem decorrer desta. O objetivo
dessa secao é motivar e mostrar ao leitor resultados interessantes que podemos obter com o estudo da
Transformada de Fourier. Para os calculos abaixo, usaremos algumas propriedades de integrais de fungao
impar e fungéo par.

Aplicagoes
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Exemplo 2.1.5. Seja a funcao f(z) = z definida no intervalo (—m, 7). Entao

1 ™
ar = f/ x cos(kx)dx = 0,
T

—T

pois é uma integral de uma funcéo impar e
1 T
by = f/ xsen(kx)dx.
L

Utilizando que a funcao resultante é par e integral por partes, temos que

2 T 2 . ™ 1 s
by = 7/ xsen(kx)dr = — (_mcos(kx) + */ COS(k/’x)dw>
o k o Kk Jo

™ s

- r Ok

Assim, a série de Fourier de f é dada por

_2<_ms(’m> 1<Sen<’fff>“

f(z) = Z(—l)k+1%sen(k$), x € (—m,m).
k=1

Note que mesmo a f estando definida apenas em (—m,7), a série estd bem definida em toda a reta, ou
seja,

= 2

S(x) = E (fl)k“Esen (kz), x€R,

k=1

onde S é uma funcido periédica, continua por partes e que coincide com a f em (—m, 7).
Através desse exemplo podemos observar algumas caracteristicas de fungoes pares ou fmpares, note

que sempre que tivermos uma fungao impar os coeficientes ay serao nulos, como no exemplo acima, e
analogamente, para uma fungao par, os coeficientes by serao nulos.

Outra maneira de utilizar esse fato é que podemos escrever uma fungdo como soma de senos ou
€OSSenos como veremos no exemplo a seguir

Exemplo 2.1.6. Considere a fungio g(z) = z definida no intervalo (0, 7). Pelo Exemplo temos
que

o(@) = Z(—l)kH%sen(kx) Cze(0,m).

Sendo assim, para escrever g como soma de cossenos, basta considerarmos uma extensao que seja par,
como g(z) = |x|, entao

1 s
ay = f/ || cos(kx)dx.
™

—T

Utilizando que a funcao resultante é par, para k = 0, temos que

1" 2 (7 2 (2?]"
aozf/ |x|dm=f/ a:dxz(x >:7r.
I - T Jo T\ 2|

Utilizando novamente que a fungao resultante é par e integral por partes, para k # 0, temos que

2 [T 2 o1
ay = f/ x cos(kx)dr = — <xsen(kx) - %/ sen(kx)dm)
0 0 0

s s k
2 [(cos(kx)|T\ 2 [0, k par
Tk ( k 0> T k2 (cos(km) = 1) = { ——%, k f{mpar.

Além disso, temos ainda que

1 s
b, = f/ |x|sen(kz)dz = 0,
™

—T
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pois resulta em uma funcdo impar. Logo, a série de Fourier de g é dada por

B cos ((2k — 1)x)
g(x) TZ , « € (—m,m).

=T
2 (2k —1)2

Assim, para g estando definida apenas em (0, 7), temos que

4 Kcos((2k—1)x) k+12
- k
%Z:l (2k — 1)2 kz::l pen (k).

w\ﬂ

Uma das motivagoes para expressar fungoes através da sua série de Fourier é o fato de conseguirmos
obter o valor de algumas séries, como no exemplo (2.1.6)), onde

3 T 4 = cos((2k — 1))
5 ;Z 2]{-1 ) {EG(_W,’/T),
k=1
sendo assim
i T 4d=cos((2k—1)0) 7 4 1
0=9 ’57%2 (2k —1)2 57;2(%—1)2'
k=1 k=1
Entao - )
2T T_T
Z(Qk b 2 4 87
k=1

ou seja, obtemos um valor para a soma infinita do quadrado dos inversos de ntiimeros impares.

Exemplo 2.1.7. Considere a fungao

| x(m—u2), se0<z<m
h(x)—{ z(—m—1xz), se —m<z<0,

note que essa fungao é uma fungao par, sendo assim, calculando a série de Fourier temos que

ax = 1 /Tr h(zx) cos(kx)dz.

T J—x

Para k = 0, temos que

1 (7 2 (7 2 [T 2
ag = — h(z)dx = f/ x(m —x)dr = / o —2ide = = (w~
0 0 ™

Para k # 0, temos que

™ K 2 T
ap = — / x(m — z) cos(kx)dx =2 | xcos(kx)dr — 7/ 22 cos(kx)dx = A — B.
T Jo 0 T Jo

Note que calculamos a primeira integral no exemplo (2.1.6]), basta multiplicar por =

4 2
A:2/ x cos(kx)d 7/ mcoskmdx—{0’4 k Par
o T

=, k impar

Agora basta calcular a segunda integral

T 2
BZE/ xzcos(kx)de:?(:vserlUffc)
T Jo m k

—g/ xsen(kx)dac)
o kJo

4T 4 zeos(kz)|™ 1 [T

=-— xsen(kx)dr = —— (— . . + /‘3/0 cos(kx)dx)
_ 4 [ mcos(km) n 1 (sen(kx) "N\ _ 4cos(km)
I K Tk |,)) T R
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—7z, k {impar
Entao . .
0— = k par ——5, k par
— _ — k2 9y _ k2 ]
a =A=B { —% + %, k  impar { 0, k  {mpar

Além disso, temos ainda que

pois resulta em uma funcao impar. Assim, a série de Fourier de h é dada por

i 4 2 = (2k
:% > (s o5 (2he) = ™ 24 v € (—m ).
k= k=

—
[

Logo, para z = 0,

k=1 k=1
entao
-2
Y k= 5
k=1

ou seja, obtemos um valor para a soma infinita do quadrado dos inversos de nimeros naturais.

Retornando ao Caso Complexo

Agora, considerando o espago L?(—m, m) podemos voltar a escrita mais geral de série de Fourier, como
ja vimos, seja

f(z) = % + i ay, cos (kx) + bysen (kx) .

k=1
Utilizando a Férmula de Euler, temos que
ikx —ikx ikx _ —ikx
cos(kzx) = % e sen(kz) = %
Entao "
ay cos (kx) + bysen (kx) = a?k (e 4 emthe) — % (e'k® — emik)
b by
_ ak 27’ kezkx + ak —;Z kel(—k)w7
substituindo a série de Fourier pode ser escrita como
ihe ap — by ay, + by
che , onde ¢p=—"— ecCcp=——,
2 2
keZ
assim
1 [ 1 1 T .
=\ — f(x) coskxdr —i— f(x)senkaxdr ) / 2 = by f(x)(cos kx — isenkx)dx
T ) . T ) ™ \J_x
1 -/ﬂ— f( ) 7ikmd
= — x)e x.
™ —T
Entao, temos que
A 1
k) = - —zkxd 2.4
f =e= 5 [ s, (24)

onde a sequéncia complexa {f(k)}rez ¢ a transformada de Fourier de f e f(k) é o coeficiente de Fourier
de f em k.
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2.2 Transformada de Fourier em R"

Nessa se¢ao iremos considerar a ideia de Transformada de Fourier em R™ e resolver EDPs com essa
ferramenta. Inicialmente vamos considerar o caso uni-dimensional.
2.2.1 Cason=1

A motivagao da definigao da Transformada de Fourier na reta é parecida com a parte periédica, com
uma versao modificada da equecgao do calor, onde consideramos a fungao u sendo limitada.

{ Up = Ugg, (t,x) € Q (2.5)

u(0,2) = f(z), z€R,

onde Q = (0,00) x R, f € C(R) limitada, assim precisamos encontrar u € C?(Q) N C(Q) limitada que
satisfaga a equagao.
Novamente utilizando o método de separacao de varidveis, onde consideramos

u(t,x) =T )X (x)

e assim obtemos duas EDOs

onde obtemos que
T(t) = CeM,

onde A\ é real, com ja vimos, e nesse caso é nao positivo porque a fungao 7' é limitada. Entao
X (2) = Acos(vV—Az) + Bsen(v/—\z).
Sendo assim, tomando £2 = —\ e utilizando a Férmula de Euler para simplificar a expressdo, temos que
X(x) = Le™™ + Me ™",

Logo
. . 2
ug(t, r) = (Le™™ 4 Me™"%)Cet t.

Fazendo uma superposigao de solugoes, como £ > 0 a superposigao ocorre na forma de uma integral
1 o0 . . 2
u(w,t) = 20)F [ (@O + ple)e e e,
0

1 A . . .
onde (27)~ 2 aparece para tornar os resultados que vamos obter mais limpos. Para simplificar a expressao,
consideramos

_ g1 (f)a § >0
9(5)‘{ 0a(~6). £<0
Assim,
u(w,t) = (2m)¢ [ (e (2.8)
é solugao de quando
u(w.0) = f() = (20)F [ glepera. (29)

Para conhecermos melhor a fungao f e como podemos escrevé-1a, convém encontrarmos como podemos

expressar essa funcao g. Assim como fizemos anteriormente, note que a funcao f é dada por uma expansao
de
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¢§ (‘T) = eing

entao
o

/_00 f(x) e (x)dr = (271')_%/ f(x)e % dx (2.10)

—00

N

9(&) = (2m)”

onde g(¢) é a Transformada de Fourier de f em €, denotamos g(€) = f(€).

2.2.2 Cason>1

Agora abordaremos a Transformada de Fourier em um contexto geral e veremos sua utilidade para
encontrar as solugoes de algumas EDPs, pois através dela podemos simplificar essas EDPs.
Inicialmente, para 1 < p < oo e U aberto de R™ considere o espago de funcoes

LP(U) :={u: U — R : u é Lebesgue mensuravel,||u[| 1) < 0o},

onde 1
||U||LP(U) = (/ |u(x)1’dx) .
U
E
L>*(U) :={u:U — R : u é Lebesgue mensuravel,||ul| ) < 0o},
onde

l[wll Lo vy = suplul.
U

Definigao 2.2.1. (Transformada de Fourier) Seja u € L*(R™), a Transformada de Fourier é dada por

u(y) = T /,, u(z)e” Vdz, (2.11)

com z,y € R” e xy o produto interno em R"™.
Definicao 2.2.2. (Transformada Inversa de Fourier) A transformada inversa de Fourier, para u €
L'(R") é dada por

1

u(y) = @0t /Rn u(z)e™dx. (2.12)

Note que as integrais acima convergem para todo y € R”, pois |e*®¥| = 1 e u € L' (R™).
Teorema 2.2.1. (Teorema de Plancherel) Assuma que u € L*(R™) N L2(R"). Entdo a,u € L*(R") e
lll 2gny = [0l L2n) = l|ullL2gn)-

Observagdo 2.2.1. Antes de iniciarmos a prova do teorema, convém fazer algumas observagoes que serao
utilizadas na demonstracao do teorema e também mais adiante.

(a) Se u € L*(R™) entao @ € L= (R™).

pois

JREIETS S [ ] wtwetee =gz = [ u@itdy,
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(¢) Sez,y € R™ et > 0, entao

/ e—imv—tlvl® g :/ cirv—tlyl? gy — (%)5 ol
n R’n

. e ~ . 1 P
Para iniciar essa demonstragdo considere x;,y;,t € R com ¢t > 0, tomando z = t2x; — 24, temos
2t

que
2
) o
. 2 2
/ e Vi Ty = — /efz dz,
o tz Jr
onde I' denota o contorno {Im(z) = ;y{} no plano complexo. Deformando I' no eixo real, segue
22
que
2 o0 2 1
/efz dz:/ e ¥ dx=mz2.
T —0o0
Assim ) .
o0 . y< Es
/ emjyj*tingdmj — oAt (I) 2
- t
e entao

2

2 e 2 L V2 o AL

. _ S _ Y5 2 2 _dyi-

[ emttae =TT [ cm-sian, = T3 () = (3)F 4
n j:1 — 00 t t

j=1

Demonstragao. Pelas consideracoes feitas acima, note que definindo v (z) := e™¢ ““EHQ, por (c), temos que

1 - 112 1 T\S _lwl®? e %
b (u) = —izy—elz|® g, — (f) i
%) = ooz / . "Teni\e) €

w3

Entdo para todo w € L'(R") por (b), temos que

/n w(:c)efs”m”zd:r = /n w(r)ve(x)de = /n w(y)ve(y)dy = (251)3 /n w(y)e” It dy. (2.13)

Agora, seja u € L*(R™) N L*(R") e considere v(x) := u(—x). Defina w := v x u entdo w € L}(R"™) N
C(R™) e utilizando o Teorema item (iii) que provaremos a seguir, temos que

W= (v*u)f = (2n) 200 € L=(R"™).

Como
1 ) _
0(y) = o= | e u(—x)de = a(y),
2m)2 Jrn
entao
W = (2m) #[a)?

Temos que

tiy = [ w(@)e ™ do = 2m)Fu(0)

55%(25)% w(z)e x = (2m)2w(0).

Entéo, utilizando (2.13) e tomando o limite ¢ — 07, temos que

)% [ Jatw)Pdy = / y)dy = (27)Fw(0),
portanto

[l 2 @) =/]R |a|*dy = w(0) =/R lul*dy = |Ju]| 2 (zn).

A demonstracao de que ||t z2gn) = ||ul/z2®n) é similiar.
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Transformada de Fourier em L2.

Inicialmente definimos a Transformada de Fourier apenas em L!(R"), mas com base no teorema
anterior ([2.2.1)) é possivel estender essa definigao para o L?(R").
Considere u € L?(R™) e seja (ug)32, sequéncia em L'(R™) N L?(R™) tal que uy — u. Utilizando o
Teorema de Plancherel temos que
||’LLA;C — ’LLAJ‘||L2(]R7L) = Huk — ’u,jHL2(Rn),

logo (4)%2; é uma sequéncia de Cauchy em L?*(R") e entdo converge para uma fun¢ao @ € L?(R™), por
ser completo, definiremos como a Transformada de Fourier de u

up — U.

Agora, vamos provar que esse definicdo nao depende da sequéncia escolhida, ou seja, a transformada é
tinica q.t.p.. Sejam uy, iy, sequéncias em L'(R™) N L?(R") tal que ug, @ — u entdo existem 4 e u tais
que Uy — 4 e u — u. Agora defina

o i 4 ke SO k é par
ke i, se k éimpar,

entdo vy — u e v é uma sequéncia em L'(R™) N L?(R™). Logo, existe ¥ tal que 9 — 0, mas

. iy, sek épar
VE = 2 sz
g, se k éimpar.

Portanto, & = u = 0.

Observagdo 2.2.2. A definicao de @ é feito de maneira analoga.
Teorema 2.2.2. (Propriedades da Transformada de Fourier) Assuma que u,v € L*(R™). Entdo
(i) uvdr = / odx;
R"'L n

—

(ii) (D*u) = (iy)*0  para cada multiindice o, tal que D*u € L*(R™);
(iii) Se u,v € L*(R™) N L2(R"), entdo (u*v) = (27)24d;
(iv) u = .

Observagdo 2.2.3. Note que a afirmacao (ii) mostra que a transformada de Fourier converte a a-ésima
derivada de uma fungao em um produto, isso nos permite Transformar uma EDP em uma EDO.

Observagio 2.2.4. Note também que a afirmacao (iv) confirma que a férmula (2.12)) é de fato a inversa
da Transformada de Fourier.

Demonstragio. (i) Com o resultado do Teorema de Plancherel para a € C temos que
lu+ avl|Zsgny = 14+ adl| 2z g,

ou seja,

/|u—|—av|2d:c:/ |6+ ad|*dz,
n Rn

/ lul? + |av|? + Gav + vavde = / [a|? + |ad|? + Gad + daddz.
]Rn R”

logo

Utilizando novamente o Teorema [2.2.1| para u e av, temos que
auv + auvdr = auv + auvdr,
n n
assim, analisando os casos para a = 1 e a = i, temos
/ uv + uvdr = / ud + uvdx
n n
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z/ Tw—uﬁd:p:i/ wd — wodx = fw—u@d:v:/ uv — uvdx.
n n RTL Rn

Subtraindo as equagoes, segue que

/uﬁdx:/ Godzx.

]jo‘\u(y) = (27T1)g/ e D(x)dx.

(ii) Temos que

Tomando u € Cial(R") e utilizando a férmula de integragao por partes, segue que

Nooo _ (_1)|a\ a(,—iry
Dou(y) = o [ Pt
—1)" i) %" Yy (z)d
= o | et
= (iy)*u(y)

como o espaco de fungoes suaves sdo densos em L?(R™), por aproximacio obtemos que a igualdade
¢ valida para u € L*(R").

(iii) Temos que

(uxv) (y) = (2;)2 /Rn =5 (1 4 v)(2)da
- 271)2 / e 'y /Rn u(2)v(x — z)dzdzx

- (/R e u(z) ( (2;)3 /R ) e 2y (g — z)dm) dz

= e_izyu(z)dz (y)
(iv) Note que
entao

Utilizando o item (i) temos que

/ fwdgc:/ uidas:/ uvdz,

como a igualdade é vélida para todo v € L?(R™), segue que u = 1.
O

Observagao 2.2.5. Note que a prova do Teorema utiliza o Teorema [2.2.1| e vice-versa, mas isso nao
causa uma contradigao, visto que o item (iii) do Teorema utilizado para provar o Teorema nao
utiliza este Teorema e nem os demais itens.

2.2.3 Aplicagao em EDP

Agora veremos alguns exemplos de como podemos utilizar a Transformada de Fourier para resolver
EDPs.
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Potenciais de Bessel

Vamos resolver a equacao:

—Autu=f (2.14)

onde f € L?(R"). Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os lados da equacao e utilizando o
item (ii) do Teorema ([2.2.2)), temos que

(1+y*)aly) = f(y)
com y € R™, assim obtemos uma equagao algébrica com solugao

I
1+ |yl

oo\
“‘<“>‘<1+|y|2>'

Tomando B = ﬁ7 pelo Teorema item (iii), temos que

’a:

A solugao de (2.14) é dada por:

(f*B) = ((f = By = (2m) ¢ (f By

0 que implica que

u= ((J;:;ﬁ). (2.15)

Assim, basta encontrar B para resolver a equacao. Para isso, note que

1 o0
1 :/ et gy,
1+ |yl 0

1 1 o0 ) 2
B= = = / et (/ ery—tll®g ) dt
(1+y|2> 2mF Jo . 4

Note também que para z,p,q € R e ¢ > 0, tomando z = q%aﬁ — P4, temos que

sendo assim

1
2q2
2
_p-
> ipzfqz2 € —z2
e dp = — e * dz,
oo qz Jr
onde I' denota o contorno {Im(z) = =L } no plano complexo. Deformando I' no eixo real, segue que
2q2

2 o 2 1
/e*’z dz:/ e ¥ dr=m2
T —00
o 1
2 2
2 _p° Vs
/ ezpz qz dp =e W <> ’
PSS q

X 2 n oo 12 n “L? ™
ery— [yl dy = I | e ®i¥i— yjdyj — | I e it (
R™ ; —00
Jj=1

j=1

e assim

entao

|
N—
ol
I
VS
<13
N—
SE
[§¥)
|
B
*o

sendo assim

0 eftf ‘fi'tz
B = ——dt.
0 (2t)2

B ¢é chamado Potencial de Bessel. Substituindo B em (2.15) a solucdo da equacgao (2.14) é dada por:

_lz—y|?

1 > et .
u(z) = (4@/0 / ———f(y)dydt (z €R™).

tz
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Equacao do calor

Agora, voltando a equacao do calor de uma forma mais geral, vamos procurar uma solugao. Seja a
equacgao dada por:

up—Au=0, (t,z) € (0,00) x R”
{ u(0,2) = f(a), =R, (216)
com f € L'(R™) N L*(R"). Aplicando a Transformada de Fourier, temos
i + |yl*a =0, te€(0,00)
N 2.1
{ au=f, t=0. (2.17)

Resolvendo a EDO acima, obtemos
2 A
o =e W f

Entéo para encontrarmos a solugéo de (2.16)) basta resolver

u= ()= (e_tly‘zf)'.

Logo, tomando A= et segue que
fxA
(2m)%”

Assim, para resolver a equagdo basta encontrar o valor de A,

A= (e—tlylz)v: G l)n/ eimy—tlylzdy’
m)2 Jgn

como resolvemos essa integral acima, temos que

A= 1 - e*%.
(2t)2
Portanto,
1 lz—y|?
t _ — d 2.18
uat) = e [ )y (218)
é solucao de (2.16]).
Equacao de Schrodinger
iug —Au=0, (t,z)€ (0,00) x R"
Lo o), oo (219

onde u e g assumem valores complexos e g € L' (R")N L?(R™). Note que essa equacio é similar a Equacdo
do Calor ([2.16)), esse fato nos motiva a refletir se substituirmos ¢ por it na solugdo da Equagao do Calor
encontraremos uma candidata a solugao desse problema. Realizando essa substituigdo informalmente,

segue que

(e, t) = —— / ¢ g(y)d
T Grit)3 S gy

De fato a solugao mostrada acima, é uma solugao para a Equagao de Schrodinger, no entanto ressaltamos
que o método utilizado para provar esse fato nao é o mesmo da equagao do calor, visto que as defini¢oes
realizadas nesse capitulo se restringem a fungdes reais e nesse caso nos deparamos com uma fungao
complexa. Podemos ainda considerar it = e, g € R" et > 0 afim de melhorarmos essa solucao

podemos reescrever a equagao acima como
el 4t _ay lwl?
u(x,t) = 7/ e *ae’ 1 g(y)dy.
"

E ¢ vélido que se g € L*(R™) N L?(R™) entao

[u(, O)llL2@ny = lgllL>@n)-
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Assim, o mapa g — u(.,t) preserva a norma L?. Perceba que podemos estender a férmula para g € L?(R")
de maneira analoga a que estendemos a definicao de transformada de Fourier.
Definimos a solucao fundamental da equagao de Schrédinger como

il=?
(e, t) = z€R", t £0. (2.20)
(4mi)2

Note que a solugao anterior é dada por u = g * ¥ e que essa solucao tem sentindo para todo t # 0.
Novamente ressaltamos que os célculos realizados acima servem como uma motivacao, para obter os
célculos com rigor e validar as afirmagoes ver a secao 4.5.3 do livro [6].
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Capitulo 3

Espacos de Sobolev

Neste capitulo vamos estudar sobre os espagos de Sobolev, através desses espagos abrimos um novo
caminho para a resolugao de EDPs criando mais possibilidades para encontrar uma solucao, a qual
denotaremos por solugoes fracas, usando ferramentas de andlise funcional. Neste capitulo também
abordaremos alguns teoremas cldssicos, como o Teorema da caracterizacio de H* pela transformada
de Fourier, o Teorema da imersao de Sobolev, entre outros. Vamos considerar U C R" aberto e com
fronteira suave. As principais referéncias se encontram no livro [6] utilizando resultados de [3].

3.1 Espaco de Sobolev

Antes de definirmos quem é o espago de Sobolev iremos apresentar uma nova nogao de derivada.

Definigao 3.1.1. (Funcdo Teste) Considerando o conjunto C°(U) o conjunto das fungdes definidas no
aberto U C R™ tomando valores em R, infinitamente diferencidvel e com suporte compacto, ou seja,

CX(U) :={p € C(U) : supp(p) = {z : p(x) # 0} é compacto }.

Chamamos ¢ de funcdo teste se ¢ € C°(U).

Motivacao da Derivada Fraca

Sejam u € C1(U) e uma funcdo teste ¢ € C°(U). Utilizando a férmula de integral por partes temos
que

/wj)ridx:—/uziqﬁdx, (i=1,...,n) e ze€R",
U U

pois como ¢ tem suporte compacto a integral no bordo é nula. Podemos generalizar ainda mais essa
férmula, considerando k inteiro ndo negativo, u € C*(U) e o indice miiltiplo a tal que |a| = k, aplicando
a férmula de integrag@o por parte k vezes, temos que

/ uD¢dx = (—1)‘“'/ o D%udx, (i=1,...,n) e UeR".
U U

As férmulas acima nos levam a perguntar se precisamos exigir tanto da funcdo u para obtermos essa
propriedade e através dessa pergunta surge o conceito de derivada fraca.

Antes de definirmos o conceito de Derivada fraca, iremos definir o conjunto L
das fungoes que iremos considerar.

1

1oe(U) que sera o conjunto

Definigao 3.1.2. Definimos o conjunto
Li,(U) :={ue L*(V): paratodo V CV CU com V compacto }.

Denominamos o conjunto L}OC(U ) do conjunto de fungoes localmente soméveis.

1
loc

Definicao 3.1.3. (Derivada Fraca) Sejam u,v € L
a—ésima derivada parcial fraca de u se

/UuD%dxz(—l)l“‘/dex,
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para toda funcao teste ¢ € C°(U) e escrevemos
D%y = .

Observagao 3.1.1. Note que quando uma fungao possui de fato uma derivada, a derivada fraca também
existe e a derivada tradicional coincide com a derivada fraca.

Exemplo 3.1.1. Sejam n =1 e U = (0,2) e considere as fungoes

u(x) = z, sel<zx<1 e v(z) = 1, sel0<z<1
11, sel<z<?2 10, sel<z<2

)

tomando ¢ € C2°(U) e realizando os calculos temos que

/02u¢’dx:/01x¢’dx+/12</)’daﬁ:—/01¢dx+</>(1)+¢(2)—¢(1):—/01¢dx:—/02v¢dx

entao v’ = v no sentido fraco.

Lema 3.1.1. (Unicidade de Derivadas Fracas) Se existe uma a—ésima derivada fraca de u ela € inica
q.t.p.

Demonstragio. Suponha que existam v, ¥ € L}, (U) tais que

/ uD® pdx = (—1)‘“'/ vodr = (—1)le! / vpdr, ¥ ¢ CX(U).
U U U
Entao
(=1)lel / (v—0)pdr =0, VY ¢eCXU).
U
Como C2°(U) é denso em L(U), obtemos

v=10 q.t.p.

Agora, vamos definir os espacos de Sobolev, para isso fixe 1 < p < oo e k inteiro nao negativo.

Definicao 3.1.4. (Espacgos de Sobolev) O espago de Sobolev é o espago de todas as fungoes localmente
somdveis u : U — R tais que para cada {ndice multiplo «, com |a| < k, D®u existe em um sentido fraco
e pertence a LP(U), denotamos por

WhP ().

Observagao 3.1.2. e Se p = 2, escrevemos WH2(U) = H*(U). Nesse caso W*2(U) é um espaco de
Hilbert.

e Analogamente aos espacos L?, identificamos duas fungdes W*?(U) que coincide q.t.p..
e Note que W*P?(U) C LP(U), para observar esse fato basta considerar o = (0, ..., 0).

Definigao 3.1.5. (Norma) Seja u € W*P(U), definimos a norma de u como

1

(ZpacnllDullf )" se 1<p <o,

lullwrs @y = N
> lal<e DUl Lo @y, se p=oo.

Vamos verificar que [|uly+.» ) € de fato uma norma, facilmente podemos obter que

lullwrr@y=o < u=0 qt.p

e que
[Aullwr.e @y = [Alllullwer @y, YA ER,

sendo assim, tomando u,v € W*P(U) para 1 < p < co e utilizando a Desigualdade de Minkowski segue
que
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lutvllwrowy = | D ID%+ D),

|| <k )
< Z (1D*ull ey + 1P|l Lo (ry)”

la|<k )
< Z ||DQUH]ZP(U) + Z HDQUHZL)p(U)

loe| <k ler| <k

= N|ullwerw) + vllwee @y

e para p = oo é uma consequéncia direta da norma em L°.
ApOs essas definigoes iremos entender melhor esses espagos bem como as propriedades que possuem.

Teorema 3.1.1. (Propriedades) Sejam u,v € W*P(U) e o indice miiltiplo o tal que |a| < k, entdo:

(i) D*u € Wk=lelp(U) e DB (D*u) = D*(DPu) = D**tPu para todo indice mailtiplo B tal que |a|+| 8| <
k;

(ii) Para cada a,b € R, seque que au +bv € WFP(U) e D*(au + bv) = aD%u + bD%v;
(iii) Se V é um subconjunto aberto de U, entdo u € W*P(V);
(iv) Se € C=(U), entio yu € WFP(U) e
a
D% (u) = ( )D%D“—ﬂu,
(fu) = 3

B<a

« a!
onde (ﬂ) = 5'(7 FEssa equacao é conhecida como Férmula de Leibniz.
o —

A
Demonstragio. (i) Considere ¢ € C2°(U), como D%u existe e D?¢ € C°(U) segue que

/D%D%dxz(—l)la‘/ uD"‘J”B(bda::(—1)|a|(—1)‘°‘+6|/ D Pupda
U U U
e assim

/D%D%dxz(—l)lﬁ‘/ D Pugpda.
U U

Entdao D?(D%u) = D*tPu, o caso D*(DPu) = D**Py é andlogo. Tomando |3| = k — |a| obtemos
que D%y € Wk=lelr(1).

(ii) Considere ¢ € C°(U), temos que

/(au—l—bv)D“qﬁdw = a/ uD“qux—i—b/vD“‘(bdm
U U U
= (71)‘%/ Do‘ugbder(fl)‘a'b/ D%vpdx
U U
= (—1)‘“'/D°‘(au+bv)¢dm,
U

entao segue o resultado.

(iii) Defina a funcao

v ulx), sexeV
u(x)—{ 0, sex¢gV.

Note que @ € WHP(U) e assim considere ¢ € C°(V), e defina ¢ : U — R tal que

<y | e(x), sexeV
¢(5”)_{ 0, sexeclU—V.
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Note que ¢ € C°(U). Entéo

/VuDO‘qux:/UﬁDo‘z;NSd:n:(—l)M/UD“ﬁqux:(—1)‘“'/‘/D°‘u¢)dx,

portanto segue o resultado.
(iv) Vamos provar por indugdo sobre |a|.

1. Suponha que |a| =1 tomando ¢ € C°(U), temos que

YuD*¢ +u(DY)¢p — u(D)ddx
= fU uD* (o)~ [ u(Drv)oda
Du(wd)de — [ u(D*v)oda
U
= — f(z/zD%& + uD%Y)pdx,
U
entdao D(Yu) = Du+uDv e hpu € WHP(U) .

2. Agora, suponha que é verdade para todo || <1, com I < k, ou seja,

D*(gpu) =Y @‘)D%Daﬁu, Yla| <.

BLa

/U YuD*pdx

3. Sendo assim considere |a] = [+1, entdo o = B+ com |3| =l e |y| = 1, logo para ¢ € C>(U)
temos que

/ YuD®¢dr = / YuD” (D" ¢)dx
U
- \5\/ D’B (u) D7 da

= (= ( )D%Dﬁ SuD" pdx
Us<p

— (—nel- Ivl/
_ \/3\+|'y|/
U
_ \a|/
Us<p
= ‘O‘l/ ( )D‘;wDa Supde,
U5<o¢

D (u) =y <g) DPy DBy,

BLa

( )D7 (DY DP~%u)¢pdx

( ) (DY DP =0y + DO DYHP=%]pdx:
5<p

( )D’Y” YDV 0y 4 DOy D Ou)pdx

entao

O

Teorema 3.1.2. O espaco de Sobolev W*P(U) é um espago de Banach, para todo inteiro positivo k e
todo 1 < p < 0.

Demonstragio. Considere (u,,)S_; uma sequéncia de Cauchy em W*P(U), assim para cada |a| < k
temos que (D%u,,)5°_; é uma sequéncia de Cauchy em LP(U), pois

||’LLm — ul||€[/k=P(U) = Z ||D04um — DaulHZL),P(U) > ||Daum — D@ulHiP(U)
lal<k

paral <p < oo, e

|t — ul||W’w>(U) = Z | DUy, — Daul”LI’(U) > | D% U, — DaulHLP(U)
la|<k
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para p = co. Como o espago LP(U) é completo, temos que existe u, € LP(U) tal que
D%y, — un, Vo] <k.

Sendo assim, em particular
U — U = U(0,0,...,0)>

com u € LP(U), assim basta provar que u € W*P?(U). Para isso, seja ¢ € C>°(U), entdo

/uDo‘(bdx: lim [ wupD%dz = lim (—1)‘0“'/ Daumgz)da::(—m'a‘/ U pd.
U U U

m—r oo U m—roo

Portanto u € W*P(U) e D = u,, logo W*P(U) é um espaco de Banach. O

Teorema 3.1.3. (Aprozimacgdo por Funcées Suaves) Suponha U C R™ limitado e u € W*P(U) para
algum 1 < p < oo. Entdo existe funcdo u,, € C*(U)NWH,P(U) tal que

Uy —u em  WFP(U).

Antes de provarmos o Teorema [3.1.3] vamos definir a nogao de compactamente imerso que serd
utilizada na demonstracao.

Definicao 3.1.6. Seja X e Y espacos de Banach, X C Y, dizemos que X é Compactamente Imerso em
Y, denotando por X CC U, se e somente se,

(1) |lully < Cllu|lx, para todo u € X e alguma constante C'.
(ii) Se toda sequéncia limitada em X é pré compacta em Y.

Demonstracdo. Inicialmente, considere

U= DUi
i=1

com

U, = {xEU:dist(x,aU) > 1}, (1=1,2,...).

7

Agora, tome

Vi:=Uits —Uin

e escolha algum conjunto aberto Vo CC V' de modo que

oo
U=|JV.
=0
Seja {¢;} uma partigao suave da unidade subordinada aos conjuntos abertos {V;}22,, ou seja,

YocoG=1, emU.
Agora, considere u € W*P(U), de acordo com o Teorema no item (iv), temos que C;u € WP (U)
e note que supp(¢;u) C V;. Fixando § > 0 e tomando &; > 0 tao pequeno que u’ := 1., x (¢;u) satisfaz

||’LL1 — Ciu”wk,p(U) < 2,;%, (i=1,2,...)
supp(u’) Cw;, (i=1,2,...),

onde 7., é a fun¢do padrao identidade (1.9) e W; := U;yqy — U; D V; para i = 1,2,.... Definindo
V= Z?io u® esta fungdo pertence a C>°(U), pois para cada conjunto aberto V CC U existe no maximo
um numero finito de termos diferentes de zero na soma. Desde que u = Z?io C;u, entao para cada
V CcC U segue que

o = ullwen (V) <D _llu' = Gullwsn (U) <8 ooy =6,
=0 =0

Considerando o supremo sobre os conjuntos V CC U concluimos que

HU - uHWk,P (U) <.
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3.2 Espacgo H}

Nessa segao vamos definir o espago de Sobolev H} e entender algumas de suas propriedades, este serd
o espaco das solucoes das EDPs que veremos mais adiante.

Defini¢do 3.2.1. O conjunto Wy (U) é o fecho de C°(U) em WHP(U), ou seja, u € WEP(U), se e
somente se, existem funcgoes u,, € C°(U) tais que u,, — u em W*P(U).

Observacio 3.2.1. Vamos denotar HE(U) = WE2(U)

Definigao 3.2.2. O produto interno para u,v € H}(U) é dado por

(u,v) == /U DuDv + wvdx = /U<(%1 yees Uz )y (Ugyy ooy Ug,)) +u(z)v(x)de. (3.1)

Note que é de fato um produto interno.

Observagdo 3.2.2. O espago H} é um espago de Hilbert.

3.2.1 Dual do Espago H|}

Definigao 3.2.3. O dual de Hg(U
funcional linear limitado em HJ (U

é representado como H~(U), ou seja, se f € H~1(U) entdo f é um

,.) para denotar a acdo do funcional de H~1(U) sobre H}(U), ou
), denotamos

fu) = {f,u).

Agora, vamos buscar entender melhor esse espaco dual.

)
)-
Observagdo 3.2.3. Vamos utilizar (.
seja, dados f € H™Y(U) e uw € H} (U

Definigao 3.2.4. (Norma) Seja f € H=1(U), definimos a norma de f como

£y = sup{{f,u) : u € Hy(U) e |ullgyw) <1}
Observagdo 3.2.4. Note que || f[| -1y é dada pela norma usual de espago de fungoes.
Teorema 3.2.1. (Caracterizagio de H=1)
(i) Se f € H-Y(U) entdo existem funcées fO, f1,---, f* em L*(U) tais que

= /Ufou + Z flug,de, we HY(U) (3.2)
i=1
(ii) Temos que

”fHH*l(U) = inf </U2|f1|2dx> : f satisfaz para fo’fl’ e fhe LQ(U) ; (33)
=0

(iii) Em particular, temos que

(U7U)L2(U) = <’U7u>a VUEH(%(U), ’UGLQ(U) CH?l(U%
onde (.,.)r2(v) € o produto interno em L*(U).
Demonstracdo. (i) Seja f € H-1(U), pelo Teorema de Representacdo de Riesz temos que existe

uma tnica fungao u € H}(U) tal que

fw)={(f,v) = (u,v) = /U<(ux1,...,u%), (Vgyse s Vs, )) + uvde =/ uv + Zuxivxidaj,

U i=1

Vv € H}(U), assim, tomando O =wu e f! =u,, parai=1,...,n, segue o resultado.
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(ii) Considere f a mesma fungao dada anteriormente e sejam ¢°, g*, ..., ¢g" € L?(U) tais que

(f,v):/gov—i—Zgivwidx, Yo € HY(U).
U

i=1

Tomando v = v na igualdade no produto interno (3.2)), temos que
iy = () = [ 1Dl + ufPde = (£,

Além disso, tomando g = (g%, g',...,¢") e @ = (u,ul,...,u"), segue que

[ Put Y- gads = (0. 0) 2wy < lollsy [l ooy
v i=1

Como ||@|p2(ry» = ||ullg1, temos que

n
ullgy = / |Dull? + Jufde < / S gt P
v Ui=o0

lullfy < llgllzaqy
0

Considerando que f' =u e f* = u,,, segue que

- i2d /n i2d.
/U;fl r< [ Sioas

Utilizando um argumento analogo ao apresentado acima, temos que

|<f»v>|=/[]f0v+2fivzidx - |<f,v>|§/UZ|fi\2dx
i=1 =0

para [|[v] g < 1, logo

3 n izd 2
I fllmes < (/U;Ifl x)

1

u n ‘ 2

v= = g = /E [fPdz )
[[ll v

mas

Portanto,

Ifll -1y = inf (/ Z|fi|2dx> . f satisfaz ([3.2) para f°, f1,---, f" € L*(U)
U i=o0

Observagao 3.2.5. Por abuso de notagao, escrevemos
F=1=>
i=1
onde fovfla"' an € LQ(U)

3.3 Teoremas Classicos
Nesta secao vamos abordar alguns teoremas importantes no estudo sobre os espagos de Sobolev.

Antes de vermos esses resultados, vamos fazer uma adaptacao para a teoria de espagos de Sobolev de
um teorema que vimos anteriormente, o Teorema [2.2.2]
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Teorema 3.3.1. (Propriedades da Transformada de Fourier) Assuma que u,v € H¥(R™). Entdo

(i) u@dm:/ odz;
R’!L n

—

(ii) (Deu) = (iy)®a para cada multiindice o, tal que D*u € L*(R™);
(iii) Se u,v € LY(R™) N H*, entdo (u*v) "= (27) % ad;
(iv) u = .

Demonstra¢ao. Como o teorema acima ja foi provado para fungbes suaves no capitulo anterior (Teorema

2.2.2)), para provar o Teorema basta utilizar o Teorema e observar que H*(R™) est4 contido
em L%(R"). O

3.3.1 Caracterizacao de H* pela Transformada de Fourier

Teorema 3.3.2. (Caracterizacio de H* pela Transformada de Fourier) Seja k um inteiro ndo negativo.
(i) Uma funcdo u € L2(R™) pertence a H*(R™) se, e somente se, (1+ |y|¥)a € L%(R™).

(i) Além disso, existe uma constante C' positiva tal que
1 N n
ollullze@ny < I+ ")l L2@ey < Cllullgr@ny, — Vu € HHR™).

Demonstragio. (i) Inicialmente, suponha que u € H¥(R™). Pelo Teorema vale que
Deu(y) = (iy)*a
para todo |a| < k. Entdo, (iy)®a € L?(R™) e temos que
1Giy)* @l 2@y = [[D¥ul[L2®ny = 1D ul| L2 (m)

para todo |a| < k, pelo Teorema [2.2.1] Escolhendo «; = ke;, onde e; sdo os vetores da base
canonica de R™ para j = 1,2,...,n, segue que

n n
(i) ) *dy = / D% ufPdr = / 3 (i) [*laf*dy = / > Dl
Rn Rn j:l Rn j:l

R™

Note que

n n
a2 . N 1 .
LSl Plalay= [ STlwlaldy > [ = o [l
Rn i=1 R =1 R™ 1 JRrn

onde |.|o é a norma do méximo em R”. Note também que

/ E |D°‘ju|2dx§/ | D ul?de.
Logo

[ PHiapay < ¢ [ Dt

R’!L Rn

Como ||ul|p2rn) = ||t/ £2®n), entao

/ (1 + [y[*)2[af2dy < 2 / <1+|y|2k>|a|2dy=2( / jaf?dy + / |y|2k|a|2dy)

e assim

/ <1+|y|k>2|a|2dys2( / (i2dy + Oy |Dku|2dy)s0||u|zk(m<oo.

R”
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Logo (1+ |y/F)a € L*(R™). Agora, se (1 + |y|*)a € L2(R™) e |a| < k, temos que
10" ey < [ PPy < [ 1P aPdy < 10+ )il <o

e (iy)*a € L*(R"). Defina
Ug = ((2y)*a).
Entao, para cada ¢ € C2°(R"™), utilizando o Teorema segue que

| oyudo= [ Ddyidy = [ () didy= (i 7) [ otady

= (=Dl [ Blgdz = (—D)I | pugda.
R™ R™

Entdo u, = D% em um sentido fraco. Como (iy)*a € L?(R"), entdo D% € L*(R"), logo
u € HE(R™).

(ii) Pela parte inicial da prova do item i, segue diretamente que

(1 + [y*)ill L2y < Cllw]| e gny-

Da segunda parte da prova anterior, temos que

1Gy)*allZa@ny < 1A+ [y*)alZe g

Entao

lullfnny = D 1D ullFay = Y @) @l gagey < CIL+ [y1*)allEs g
o<k lo| <k

Logo, para todo u € H*(R"), vale a desigualdade

1

5||U||Hk(Rn) <1 + |yF)ail p2@ny < Cllul| e ny.-

O

Definicao 3.3.1. Assuma 0 < s < co e u € L2(R"), entdao u € H*(R") se (1 + |y|*)a € L*(R™). Assim,
para s nao inteiro definimos
[ull s @y == (14 [yl*)all L2

3.3.2 Teorema da Imersao de Sobolev

Teorema 3.3.3. (Teorema da Imersdo de Sobolev) Seja u € H™(R™), entdo existe i € C*(R™) tal que
u =1 q.t.p., com m,k inteiros ndo negativos tais que m >k + 3.

Demonstragdo. Inicialmente, para w € L'(R™), note que
z%w € L*(R™) = 0 € CF(R™)

para todo |a| < k, pois
olel 1

DW= ey amt

/ w(z)e” *dx
Rn

utilizando o fato de que a funcio e~*¥ é limitada e que w € L!'(R"), podemos utilizar o Teorema da
Derivagao Dominada (A.2.6]), e assim

1
@m?

lof
D ib(y) = —— / w(m)gTye_””ydx — (—p)lel

w(z)z®e dr = (— |°‘|W .
(27)3 / () dr = (—1)!*(zw)(y)

Logo, se z%w € L*(R"), a igualdade acima est4 bem definida e assim @ € C*(R"™). Agora, usando esse
resultado para w := 4, vamos mostrar que se u € H™(R™) com m >k + % e [a| < k entdo 2%4 = 2w €

L' (R") e assim W = (/ﬁ\) € CF(R™). Para isso, pelo Teorema , temos que, (z%4) € L?(R") para todo
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|| < m. Em particular, tome o = (0,...,0,m,0,...,0), ou seja, com m na i-ésima coordenada e 0 nas
outras, entao

Como

pela desigualdade de Holder, com (% +

1
1+ < (1,1, Dl (a2, 22) = (n 4 1)7 (1423 4o a2
entao

/n(1 +22)™i(y) Py < oo

la]

Unindo a desigualdade acima, o fato de que |z¢| < |z[l*l < (1+2%)= e a hipdtese de que m > k + Z,
para todo |a| < k temos que

Lo

iy < [ @2 Falr < [ @) ) fal)ldy

R™

e assim, por Cauchy-Schwarz obtemos

2% (y)|dy < (1 +22)™a(y)Pdy
fopmsnan= ([ )

Pois a ultima integral é dada por

[N

1 3
) (/Rn (1+x2)m+kdy> < 0.

/ . ()/0071 "ldr <
——dy = na(n —T r < 00,
R (14 22)"" o (L4r2)m=F
onde na(n) é a drea da esfera unitaria em R™. O que prova que z%4 € L'(R™) e assim @ € C*(R™).
Para finalizar a prova, note que
u(y) = %/ w(x)e ™der = a(z) = L/ / u(y)e™ Ve Y drdy
e, pelo Teorema |3.3.1} temos que

(@) = iz) = (271)” / n / uly)e e drdy.

Logo, u(—z) = a(x). Portando u € C*(R™). O

Observagao 3.3.1. A referéncia para a prova desse teorema e alguns outros resultados podem ser encontrados
no artigo [IT]. Além disso, o teorema acima pode ser apresentado em outras versoes, tanto para espagos
mais gerais, como abertos de R™, por exemplo, ou para imersdes em outros espacos, como outro espaco
de Sobolev, as referéncias estao em [IJ.

3.3.3 Teorema da Compacidade Rellich-Kondrachov

Para finalizar este capitulo, vamos enunciar um resultado importante que utilizaremos adiante, nao
faremos a prova, mas a sua demonstragio pode ser encontrada na se¢éo 5.7 do livro [6].

Definicao 3.3.2. Seja X e Y espagos de Banach, X C Y, dizemos que uma sequéncia limitada (ux)3,
de X é pré compacta em Y se existe uma subsequéncia (uy, )3”;1 que converge para algum u € Y, ou seja,

lim [lug; —ully = 0.
j—00

Definicao 3.3.3. Seja X e Y espacos de Banach, X C Y, dizemos que X é Compactamente Imerso em
Y, denotando por X CC U, se e somente se,
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(1) lully < Cllu|lx, para todo u € X e alguma constante C'.
(ii) Se toda sequéncia limitada em X é pré compacta em Y.

Teorema 3.3.4. (Teorema da Compacidade Rellich-Kondrachov) Seja U subconjunto aberto limitado de
R", onde OU ¢ C'. Suponha que 1 < p < n, entdo

WhP(U) cc LY(U)
pn

para cada 1 < g < p*, onde p* = e
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Capitulo 4

Introducao as Equacoes Diferenciais

Lineares

Neste capitulo iremos utilizar os nossos conhecimentos adquiridos para a resolugao de alguns tipos de
equagoes diferenciais parciais, as principais referéncias estao em [6].

4.1 Equacoes Elipticas

Nesta secao vamos investigar a resolucao de EDPs elipticas de segunda ordem, o problema que

concentraremos nossa atengao é dado por

Lu=f, emU
uw=0, em U,

onde

o U C R", aberto e limitado;

owu:U — R que queremos encontrar;

o f:U — R dada;

o L um operador diferencial linear de segunda ordem.

Operador L

O operador L pode aparecer de duas formas.

e Forma divergente
n

Lu=— Z (aij (;L')ugh)gcJ + Z bl(x)u
=1

i,j=1
e Forma nao divergente

n

Luz—z uw%—i—Zbl

i,7=1

para funcgoes coeficientes a*,b*, ¢ dadas.

)y, + c(x

(x)u

z)u

(4.1)

(4.3)

Observagao 4.1.1. E possivel transformar a forma do operador L de divergente em nao divergente, de

fato

n

_ Z (aij(x)uzi)zj + Z bi(x)u,, + c(x)u - Z (

ij=1 i=1 i,j=1
n

ij=1

ij=1
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n

_ Z aij(x)umzj - Z

i,j=1

- Z a" (2)Ua,a, —|—Z b ()

urz)

T) Uy,

Zb’
, Zbl

YW

(x)u

) Uy, + c(z)u

Uy, + c(T)u.



Logo, utilizaremos apenas a forma divergente.

Definigao 4.1.1. (Uniformemente Eliptico) Dizemos que o operador diferencial parcial L é uniformemente
eliptico se existe uma constante 6 > 0 tal que

n

>l ()g; > 0l¢), (4.4)

ij=1
para quase todo ponto = € U e todo £ € R™.

Exemplo 4.1.1. Um caso particular de equagao eliptica do problema (4.1) é a Equagao de Laplace (|1.4)),
para isso, considere a”/ = §;;,b' =0,c=0e f =0, onde

5 = 1, sei=y
Y1 0, seid# .

E para mostrar que a equacao é uniformemente Eliptica, note que

> a¥(@)&g, = E:&& €1,

entao basta tomar 8 = 1.

4.1.1 Solugoes Fracas

Seguindo a ideia de derivada fraca iremos definir o que vamos entender por solugoes fracas, o que
nos proporcionars resolver equagoes elipticas. Vamos considerar a*,b*,¢ € L>®(U) com 4,5 = 1,...,n e
feL?).

Definicao 4.1.2. (Solucao Fraca)
(i) A forma bilinear BJ.,.] associada ao operador eliptico L na forma divergente é dado por:
Blu,v] := / Z T) Uy, Vg, + i b (x)ug, v + c(z)uvdz (4.5)
i,j=1 i=1
para u,v € Hg(U).
(ii) uw € H{(U) é uma solugao fraca do problema (4.1)) se
Blu,v] = (f,v) 2y, (4.6)

para todo v € Hg(U). Onde (.,.)r2(y denota o produto interno em L?(U).

Observagdo 4.1.2. Podemos generalizar a definigdo acima se considerarmos f € H~!(U) o espago dual
de H}(U), como vimos no Teorema de Caracterizagao de H 1

n
72]0;71’
i=1

com fO fl.. .. f* em L*(U). Entao

Blu, v] / fov—Zf U, d,

onde u € H(U) é uma solugao fraca do problema ([{4.1]).

Agora vamos apresentar alguns teoremas que vao nos possibilitar garantir a existéncia de solucoes
fracas para o problema (4.1]).

Teorema 4.1.1. (Teorema de Lax-Milgram) Considere H um espago de Hilbert real com norma ||.|g
e produto interno (.,.)g. Seja B : H x H — R wuma aplicagdo bilinear, para o qual existem constantes
a, B> 0 tais que
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(i) |Blu,v]| < a||ul|g|lv]|g para todo u,v € H;
(ii) Bllull} < Blu,u].
Entao, para todo funcional linear limitado f: H — R existe um tunico elemento u € H tal que
Blu,v] = (f,v) = f(v), YveH.

Antes de realizarmos a demonstracao do teorema, definiremos o conceito de projegdo ortogonal e uma
proposicao que utilizaremos na demonstragao.

Definigao 4.1.3. Seja H um espac¢o com produto interno e A um subconjunto de H. Denominamos o
subconjunto
At :={ye H: (x,y) =0 para todo = € A}

de complemento ou projegao ortogonal de A.

Proposicao 4.1.1. Seja H um espaco com produto interno e A um subconjunto de H. Se At = {0}
entio A = H.

Demonstracao. Seja
py: H—=R
v = Blu,v],

note que ¢, é um funcional linear limitado para qualquer u, entdo pelo Teorema de Representacdo de
Riesz existe um tunico w, tal que

©u(v) = Blu,v] = (wy,v)g, Y ve H.
Considere o operador A : H — H definido por A(u) = w,, vamos provar que A é um operador linear
limitado e bijetivo.
(i) A é linear.
Sejam A, A2 € R e uy,us € H, entao

(A()qul + )\2@62), U)H = B[/\1u1 + Aaus, U}
= /\13[’[1,1,’[}} +)\QB[’LL27’U]
= /\1(A’U,1,”U)H —+ )\Q(AUQ,U)H
= ()\1A’U,1 + )\QAUQ,'U)H,
para todo v € H, logo A(Au1 + Aaug) = Aj Aug + Ao Aug e assim A é linear.

(ii) A é limitado.
Como
| Aullfy = (Au, Au)ir = Blu, Au] < oljul| || Aul|#,

entao
[Aullm < olullm,

para todo u € H, logo A é limitado.
(iii) A é injetivo.
Temos que
Bllul < Blu,u) = (Au,w) i < [|Aul|glulm,

entao
[Aullg > Bllulln

para todo u € H, logo A é injetiva.

(iv) A é sobrejetivo.
Inicialmente vamos mostrar que A(H) é fechado. Considere

(an)s>, € A(H), com a,—a e a€ H.

Note que existe (u,)2; € H tal que A(up) = a,, para todo n € N, entédo

1 1 1
ln = um i < ZlAun = wm)lla = FllA(wn) = Alwm)lla = Fllan = amlla-

B
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Logo (u,)22; é sequéncia de Cauchy e assim converge para algum u € H, entéo

n—oo

[A(un) — A(w)llg = [|A(un —u)lla < allun —ullz —0,

assim A(u) =aea € A(H), logo A(H) é fechado. Agora vamos mostrar que A(H) = H. Para isso,
note que se b € (A(H))*, segue que

logo (A(H))* = {0}. Portando A(H) = H e A é um bijetiva.

Assim, A é um isomorfismo linear limitado. Se f é um funcional linear limitado, utilizando novamente o
Teorema de representacao de Riesz, existe um tnico w € H tal que

fw)={f,v) = (w,v)g, YveH.
Sendo assim, tome u € H satisfazendo Au = w, entao
Blu,v] = (Au,v)yg = (w,v)g = {f,v), Vv € H,
que prova a existéncia de u. Para provar que u é inico, considere
Blu,v] = (f,v) e Bla,v]={(f,v), Yve H.

Entao
Blu—a,v]=0, Yve H

tomando v = u — 4, temos que
Bllu— |3 < Blu—t,u—i] =0 = u=1,
logo u é tnico. Portanto segue o resultado. O

Observagao 4.1.3. O Teorema de Lax-Milgram nos garante uma solucao fraca, desde que a forma
bilinear cumpra as condigoes (i) e (ii). Entdo o nosso objetivo é encaixar a forma bilinear nessas condigoes
para podermos utilizar esse teorema.

Teorema 4.1.2. (Estimativas de Energia) Seja B a forma bilinear dada por (4.5)), entdo existem
constantes a > 0 e 8 > 0 tais que:

(i) |Blu, o]| < allullgyw)llvll g @)
(i) ﬂ”“”%{é((]) < Blu,u] + '7”““%2@);
para todo u,v € H}(U) e algum v > 0.

Demonstragio. (i) Considere u,v € Hg(U), entdo

|Blu,v]] = /U Z aij(x)umivmj + Z b (x)ug,v + c(z)uvds
i=1

Q=1
< 3 / 1Dl Duldz + 3 |1H / |Duloldz + [lc] / fulolda
ij=1 v i=1 U v
< a/|Du||Dv|+|Du|\v|+|u||v|dm
U
< allullm oy lvllm @)

para algum « apropriado.

(ii) Considerando a condicao eliptica do operador L, segue que

9/|Du|2dx §/ Z a¥ () ug, U, da.
U U

ij=1
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Sendo assim, temos que

0/ |Du|*dz < Blu,u] —/ Zbl(ac)umu + c(x)uldz
u Ui=1

§B[u,u]+Z||bi|\Loo/U\Du||u|dx+Hc||Loo/Uu2dx.
=1

Tomando € > 0 tao pequeno que
n
A 0
b'||Le < =
DL

e lembrando da desigualdade de Young com ¢, ab < ea® + Z—z, obtemos a desigualdade

1
/|Du||u|dx§5/|Du|2dx+—/ u?dz.
U U de Ju

Q/ | Dul*dx < B[u,u]+k/ u?dz
2 Ju U

Entao

para algum k. Logo

0
§HDUH%2(U) < Blu, u] + klul|72 17

Somando ||u||2L2(U) de ambos os lados e escolhendo constantes 3 e v apropriadas, temos que

BllulZs oy < Blu,ul +ylul3a

como queriamos provar.

O

O teorema anterior nao satisfaz todas as condi¢oes para utilizar o Teorema de Lax-Milgram [I.1.1]
logo nao podemos diretamente garantir a existéncia de solugoes fracas, mas através dessas estimativas
podemos garantir solugoes fracas para alguns casos, como veremos nos préximos teoremas.

Teorema 4.1.3. (Primeiro Teorema de Existéncia de Solugdes Fracas) Existe v > 0 tal que para cada
p > e cada funcio f € L*(U) existe uma tinica solu¢io fraca u € Hi(U) do problema de valor de bordo

(4.7)

Lu+pu=f, em U
u=0, em OU.

Demonstragao. Seja v dado pelo teorema anterior (4.1.2]), agora tome p > « e vamos definir o produto
bilinear como
By [u,v] := Blu,v] + pu(u, v) L2(0y-
Note que
(i)
| Bulu, v]| |Blu, v]| + || (u, v) £2 )|
aH“”Hé(U)HUHHg(U) + |H|||U||L2(U)||U||L2(U)
04HU||H3(U)||UHH3(U)-

ININIA

(i)
Bl < B+l
< B[u,u}—l—,uHuHLz(U)
Bu[u,u],

entdo B, satisfaz as hipdteses do Teorema de Lax-Milgram. Fixando f € L*(U) e definindo

f(U) = <fav> = (fav)LQ(U)7

onde
(fsv) 2y < \fll2anyllvll ey < oo,
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segue que f é um funcional linear limitado em L?(U) e consequentemente em H} (U). Assim, pelo Teorema
de Lax-Milgram existe uma tnica fun¢io u € H}(U) satisfazendo

By Ju.v] = (f.0) = (Lu+ pu,v)

para todo v € H (U), portanto u é a nica solugdo fraca do problema de bordo ([4.7)).

4.1.2 Alternativa de Fredholm

Agora observaremos a teoria de Fredholm para operadores compactos visando obter mais solugoes de
EDPs elipticas de segunda ordem. Inicialmente, vamos definir a ideia de problema adjunto.

Definicao 4.1.4. (i) O operador L* adjunto da forma de L é
L*v = — Z (a” (2)vs, )z, — i: b (x)vg, + (c(m) — i: b, (x)) v
ij=1 i=1 i=1
onde b € CY(U), com i =1,2,...,n.
(i) O adjunto bilinear da forma B* : H} x H} — R é definido por
B*[v,u] := Blu, ],
para todo u,v € H}(U).

(iii) Dizemos que v € H{(U) é uma solugao fraca para o problema adjunto

L'v=f  em U
{ v=0, em 9U, (4.8)

se B*[v,u] = (f,u) para todo u € HZ(U).
Defini¢ao 4.1.5. (Operador Compacto) Um operador linear limitado

K: X->Y

é chamado de compacto se para cada sequéncia limitada {u,,}5°_; em X a sequéncia {K,,  }5°_; é pré
compacta em Y, veja a definigao [3.3.2

Teorema 4.1.4. (Alternativa de Fredholm) Seja K : H — H wum operador linear compacto, entao
(i) N(I — K) tem dimensao finita;
(i) R(I
(iii) R(I
(iv) N(I — K) = {0} se, e somente se, R(I — K)=H;

— K) é fechado;
—K)=N(I - K*"*;
(v) dim N(I — K) =dim N(I — K*)
Observagdo 4.1.4. Note que do teorema acima, para H = L?(U), obtemos em particular que:
(a) para cada f € L?(U) a equacdo u — Ku = f tem uma tinica solucio,
ou
(b) a equagao u — Ku = 0 tem solugoes diferentes de zero em L?(U).

Esta dicotomia é chamada Alternativa de Fredholm, a demonstracido desse teorema pode ser encontrada

no apéndice D do livro [6].
Teorema 4.1.5. (Sequndo Teorema de Ezxisténcia de Solugées Fracas)

(i) Apenas uma das afirmagoes abaizo € vdlida
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(o) para cada f € L*(U) existe uma tinica solu¢io u do problema de valor de bordo

Lu=f  en U
{ u=0, em OU. ’ (4.9)

(8) existe uma Unica solugdo fraca u nao nula para o problema homogéneo

(4.10)

Lu=0, em U
u=0, em OU.

(ii) Além disso, se ocorre a afirmagio (3) a dimensdo do subespaco N C H} de solugées fracas de
4.1(}) € finito e igual a dimensdio do subespaco N* C HE(U) de solugées fracas de
0

{vaO7 em U (4.11)

v=0, em 9OU.

(iii) O problema de valor de bordo tem uma solucao fraca, se e somente se,

<f7 U> =0,
para todo v € N*. A dicotomia («),(8) é a alternativa de Fredholm.

Demonstragao. (i) Considerando p =~ > 0 do teorema anterior, obtemos que para a equagao

Lu=Lu+~yu=g, em U
u=0, em OU,

com g € L*(U), existe uma tnica solucio fraca @ € H}(U) tal que
B’y[aa U} = B[’EL7 U] + ’Y<’ITL, U> = <g7 U>

para todo v € Hi(U). Seja
i=1L"g,
pois L& = g. Observe que u € H}(U), ou seja, u é solugdo fraca de de se, e somente se,
BW[U,’U] = <’}/’LL + f7U>7
pois
By [u,v] = Blu, v] +v{(u,v) = v{u,v) + (f,v) = (yu+ f,v), Yo € Hg(U),

se, e somente se

Blu,v] = (f,v), Yv € Hy(U).

Sendo assim
u= L (yu+ f).

Agora, defina
Ku:=~L; Yu

h = L,;lf7

entao

-1 —1 -1
u—Ku=L " (yu+ f)—~vL u=L,"(f)=h.

Por defini¢do K : L?(U) — L*(U) é um operador linear, afirmamos que K limitado e compacto,
pois utilizando o teorema (4.1.2)) temos que

Bllalty @y < Byla,al = (g.@) < llglrz2anllall 2wy < gl z2@llallmy o)
e assim
1Kl 3wy = VL3 gl sy = WL gl g oy = W Ilal a0y < Cllgllze )

para uma constante C' apropriada, logo K é limitado. Além disso, pelo Teorema ({3.3.4]) segue que
H}(U) cc L3(U), o que mostra que K é compacto. Aplicando a Alternativa de Fredholm (4.1.4)
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se (a) é vélida entao existe uma unica solugdo do problema (4.9)) e assim («) é valida. Por outro
lado, se (b) é vélida temos que (f) é vilida e segue do Teorema (4.1.4) que o espaco N de solugdes
tem dimensao finita e a dimensao € igual ao espaco N* de solugbes de

v—k*v=0,
o que prova (ii). Para provar (iii) note que vale (a) se, e somente se, vale () e temos que
(h,v) = (u — Ku,v) = (u,v — K*v) =0,

para todo v € N*. Note também que

(o) = (5 f.0) = ~UKF) = ~(F K ) = ~{7.0)
entdo se v € N*, segue que (f,v) =0.
O
Teorema 4.1.6. (Terceiro Teorema de Existéncia de Solugdes Fracas)
(i) Eziste um conjunto ¥ C R finito ou enumerdvel tal que o problema de valor de bordo
(orp m o

tem wma tnica solucdo para cada f € L?>(U) se, e somente se, \ ¢ X.
(1t) Se ¥ € infinito, entdo ¥ = {\,}32, 0s valores sao wma sequéncia nao decrescente com

A — Fo0.

Demonstracao. Seja v a constante do Teorema |4.1.2] e tome A > —v, podemos considerar sem perda de
generalidade v > 0. De acordo com a alternativa de Fredholm o problema (4.12)) tem uma unica
solucao fraca para cada f € L2(U) se, e somente se, u = 0 for a tinica solugao de

Lu=MAu, em U
{ u=0, em OU. (4.13)
Isto ocorre se, e somente se, u = 0 for a unica solugao de
Lu=Lu+yu=A+7vu, em U
{ u=0, em JU. (4.14)

Sendo assim, temos

_7-1 _ 1, (A+)
onde Ku =L} 'u como na demonstracao do Teorema [4.1.5, onde mostramos que K : L*(U) — L*(U) é
um operador linear compacto e limitado. Assim, se u = 0 ¢ a tnica solugao de

v

Ku=——u
A+

)

temos que ﬁ nao é autovalor de K. Logo a EDP 1l tem uma Unica solugao se e somente se )\%ﬂ nao
é autovalor de K. Como K é compacto, o conjunto de seus autovalores sao finitos ou é uma sequéncia

que converge para (. Se o segundo caso ocorre temos que

5
v+ Am

-0 = A\, — o0,

onde ¥ é o conjunto de A,. O

Definicao 4.1.6. X é chamado de espectro real do operador L, note que em particular que o problema
de valor de bordo

u=0, em OU. (4.15)

tem solugdo nao trivial w # 0 se, e somente se, A € X. Neste caso A é chamado de autovalor de L e w
uma autofuncao correspondente.

{ Lu=MXu, em U
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Para prosseguimos com o nosso estudo faremos algumas defini¢oes e daremos alguns resultados.

Definicao 4.1.7. Seja u € U, denotaremos o dual de U por U*. Além disso, para u* € U* escreveremos
(u”, u),
no lugar de u*(u). E definimos
[ := sup{(u®, u) : [Ju]| <1}.
Definicao 4.1.8. (Espa¢o Reflexivo) Dizemos que um espago de Banach U é reflexivo se (U*)* = U. Ou
seja, se para cada u** € (U*)*, existe u* € u tal que
(u™,u") = (u*, u),

para todo u* € U*.
Definigao 4.1.9. (Convergéncia Fraca) Seja U um espago de Banach. Dada uma sequéncia {u,, }>°_; C
U, dizemos que a sequéncia converge fracamente para v € U e denotamos por

U, — U,
se (u*, um) — (u*,u) para todo funcional linear limitado u* € U*.
Teorema 4.1.7. Sejam U espago de Banach reflexivo e {um }so_; C U uma sequéncia limitada. Entdo
existem uma subsequéncia {um; }52; C {um}nm—y eu €U tal que

U, — U

Teorema 4.1.8. (Limite do Inverso) Se A ¢ ¥, entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
lullz@wy < el fllzzwy,
sempre que f € L*(U) e uw € H(U) € a tinica solugdo de

{Luz)\u+f, em U

u=0, em OU. (4.16)

e a constante ¢ depende somente de \,U e os coeficientes de L.

Demonstracdo. Suponha que a afirmacio seja falsa. Entdo existe uma sequéncia {f,,}5°_; C L?(U) e
{um}_, € H(U) tal que u,, é a tnica solucio fraca de

Ly, = Mgy + frn, em U
{ Up =0, em QU (4.17)

lumllLz2wy > ml| fmll2 @),
para k =1,2,.... Podemos supor que ||tm| 2@y = 1, e vemos que f,, — 0. Além disso, pelo Teorema

(4.1.2)), temos que

ﬂHumH%{&(U) < Bt U +’Y||Um||2Lz(U) = Bi[tm, Um] + AM(Um, Um) 2v) + 7 = Baltm, tm] + X+

pois [[um 2@y = 1 € B[tm, Um] = Bltm, ] — AM(Um, Um ) 2 @) Como u,, é solugao do problema
segue que
| BA[tms um]| = |(fm> um) L2@)| < | fmllzzwy - umll L2y,
mas f,, — 0, entao
BHumH%{(}(U) <A+
Logo a sequéncia {u,, }>°_; é limitada e pelo Teorema possui subsequéncia convergente {um; }32; e
u € Hy(U) tal que uy,,, — u. Note que Hg(U) ¢é Hilbert, logo é reflexivo. Além disso, como {up,, }32, é
limitada em H}(U), pelo Teorema temos que existem {un,, }p>, C L*(U) e u € L*(U) tal que
Uy, — U.

Assim, temos que u = 1 e

Um, — u, fracamente em H{(U)

Um, = u, em L*(U).

Logo, u é solugao de
Lu=M>Mu, em U
u=0, em OU,

pois A ¢ ¥. Entao u = 0 ¢é solugao do problema, o que é uma contradicao visto que ||u|| 2y = 1. O
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4.2 Equacgoes Parabdlicas

Nesta secao direcionaremos a nossa atengao para equagoes parabdlicas que é um tipo de equagao
diferencial parcial que envolve o tempo. As EDPs parabdlicas de segunda ordem, como veremos, sao
generalizagoes naturais da equagao do calor. Estudaremos nessa secao a existéncia e unicidade de solucoes
fracas para essas equagoes.

Antes de iniciarmos o nosso estudo sobre as equagoes parabdlicas é necessario fazer algumas adaptagoes
dos espacgos de Sobolev e normas, envolvendo a varidvel de tempo. Vamos considerar X um espago de
Banach real de norma ||.||.

Definigao 4.2.1. O espago
LP(0,T, X)

é o espago das fungoes mensuréveis u : [0, 7] — X, tais que

T P
1wl e o,r,x) = (/ ||u(t)||pdt> < o0
0

paral < p < oo.

ullLos0,7,x) = ess sup [lu(t)]| < oo.
0<t<
Definicao 4.2.2. O espaco
C([0,7]; X)

é o espago de todas as fungoes u : [0, 7] — X, tais que

Julloqorin = s flu(®)] < oc.

Definigao 4.2.3. (Derivada fraca) Seja u € L*(0,T, X), dizemos que v € L'(0,T, X) é derivada fraca
de u se

[ swnoa=— [ s
para toda fungéo teste ¢ € C°(0,T). Escrevemos
u =w.
Definicao 4.2.4. (Espaco de Sobolev) O espago de Sobolev
whP(0,T, X)
é o espago das fungdes u € LP(0,T, X) tais que u’ existe no sentido fraco e v’ € L?(0,T, X). Definimos

(Jo Nut)l? + e ) Pae) ™ se 1< p< oo

ullwreo,r,x) =
POX) ess sup ([[u(@)[|+ W' (t)]), se p= o0
0<t<T

Observagao 4.2.1. Escrevemos H'(0,T, X) = WH2(0,T, X).
Teorema 4.2.1. Seja u € WHP(0,T,X) com 1 < p < oo, entdo

(i)
ue C([0,T]; X)

q.t.p.;
(i) t
u(t) = u(s) Jr/ o (T)dr

para todo 0 < s <t <T;
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(iii)
m < ,
nggiTHU(t)H < Ollullwreo,1,x)

onde a constante C depende apenas de T

Demonstragao. Estendendo a funcdo u para R, como u(t) = 0 para (—o0,0) U (T, 00), e considerando
u® = 1. * u, onde 7. é a funcio padrdo aproximacdo da identidade que definimos em (1.9). Assim
(uf) = e * o pelo Teorema se ¢ — 0, entao

u®* —u em LP(0,T, X)
(uf) = u' em LP(0,T,X)

Fixando s, com 0 < s < t < 7T, segue que

e assim

note que essa igualdade prova as afirmacoes acima. O
Teorema 4.2.2. Seja u € L*(0,T, H}(U)) com v’ € L?(0,T, H-*(U)), entdo
(i) we C([0, T} L*(V)) ¢.t.p.;

(i) A fungao
t = Ju®)lz )

€ absolutamente continua, com

Ol = 24 (), ()

g.t.p. com0<t<T;

(iii)
i )2y < O (llulao.ramwy + 1l 2ozm-10)

onde a constante C depende apenas de T .

Demonstragdo. Considere p > 0 e estenda a fungdo w, como 0 para o intervalo [—u,T + p] e defina
u® = 7. * u, onde 7. é a funcao padrao aproximacao da identidade, como fizemos na demonstragao
anterior. Assim, para €,d > 0, segue que

Ll (6) — () 3y = 200 () — ' (1) 0" () — (1),

e entao

t

/
[[us (8) = u® (W) 20y = lus(s) = w® ()| 720y + 2/ (u' (1) = u® (7),u () — u’(7))dr
para todo 0 < s <t <T. Fixando s temos que
u®(s) = u(s) em L2(U).

Logo,

T
timsup sup [4(8) ~ v’ (O < tim, [ 107(7) = 0 ) )+ (1) = 0¥ () =0,
e,0—0 0<t<T €,0—0 Jo 0

Entéo, as fungdes suaves {u®}o<.<1 convergem em C([0,1], L?(U)) para algum v € C([0,1], L?(U)),
mas sabemos que u® — u q.t.p., entdo u = v q.t.p., que prova (i). Obtemos também que
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t
[u (O1F 20y = 10 ()72 0y +2/ (u'(1),u"(1))dr
e assim

t
lu@®lIZ2 @y = luls)lz2w) + 2/3 (u'(7), u(r))dr
para todo 0 < s <t < T, o que prova (ii). Para provar (iii), temos que
T
e (0 a0y < € [ 100 + 1) gy
portanto

max [0 < € (lullzommwn + 10l o rawy)

O

Antes de definirmos uma equagcao parabdlica, vamos enunciar um teorema que serd util para demonstracoes
que veremos adiante.

Teorema 4.2.3. (Desigualdade de Gronwall) Seja n(t) : [0,T] — R absolutamente continua e ndao
negativa.

(i) Sen'(t) < d(t)n(t) + ¥(t), com P(t) e Y(t) fungdes somdveis nao negativas em [0,T], entdo

¢
o) < eFoos [10)+ [ w(s)as
0
para todo 0 <t <T.
(i) Em particular, se ' < ¢n em [0,T] e n(0) =0, entdo
n=0 em [0,T].

Observagio 4.2.2. A demonstragdo pode ser encontrado no apéndice C do livro [6].

4.2.1 Equagoes Parabdlicas

Definigao 4.2.5. (Equagio Parabdlica) Suponha U C R™ aberto e limitado e defina Ur = U x (0,T]
para algum 7' > 0 fixado. Agora, considere o problema com valor de bordo

up+ Lu=f, emUp
u=0, em U x (0,T] (4.18)
u=g, em U x {t =0},

onde, f: Ur — R e g: U — R sdo fungoes dadas, a solucio é dada por u : Ur — R, com u = u(z,t) e L
denota para cada tempo ¢t um operador diferencial parcial de segunda ordem.
Operador L

O operador L é dado por:

Lu=— Z (aij(x7t)umi)g;j + Zbi(m,t)umi + c(z, t)u (4.19)
i,j=1 i=1
para fungoes coeficientes a*, b?, ¢ dadas, com (i,j = 1,2,...,n).

Defini¢ao 4.2.6. (Uniformemente Parabdlico) Dizemos que o operador diferencial parcial % + L é
uniformemente parabdlico se existe uma constante 6§ > 0 tal que

n

> a (@, 068 > 0¢), (4.20)

i,j=1
para todo (z,t) € Ur e todo £ € R™.

Observagdo 4.2.3. Para cada tempo fixado 0 < ¢ < T o operador L é um operador uniformemente eliptico.
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4.2.2 Solugoes Fracas

Seguindo a ideia anterior para equagoes elipticas, vamos considerar as fungdes '/, b%, c € L°°(Ur) com
i,j=1,...,ne f e L*Ur).

Definigao 4.2.7. (Solucao Fraca)

(i) A forma bilinear BJ.,.;.] dependendo do tempo associada ao operador parabdlico L na forma
divergente, por analogia, é dada por

Blu, v; t] / Z (2, t)Ug, vz, + Zb’ x, t)ug, v + ¢z, t)uvde, (4.21)
1,j=1 i=1
para u,v € Hi(U) e 0 <t < T em quase todo ponto.
(i) uwe L*0,T, H}(U)) com v € L?(0,T, H~'(U)), é uma solugio fraca do problema ([4.18)) se
<ula U> + B[ua V3 t] (fv )LZ(U (422)

para todo v € Hg(U) para quase todo tempo 0 <t < T e u(0) = g.

4.2.3 Aproximacao de Galerkin

Agora, vamos construir uma solugao para o problema parabdlico a ideia inicial é considerar o
caso finito e depois calcular o limite, chamamos de método de Galerkin.
Para isso, vamos assumir as fungoes suaves wy = wy(z) com k=1,2,..., onde

o {wy}72, é uma base ortogonal em H}(U);
o {wy}°, é uma base ortonormal em L?(U).

Fixando um inteiro m, vamos procurar uma fungao

m [0, T] = Hy(U), um(t de W,
k=1
onde os coeficientes d¥, (0) = (g,wy), com k= 1,2,...,m e (g,wy,) é o produto interno de L2(U).

(u;n’wk) + B[’U,m, wk;t] = (fv U)k),

com0<t<Tek=1,2,....m
Assim, buscamos por uma funcio u,, que satisfaga a equagio acima e seja um tipo de projegdo no
subespago de dimenséao finita gerado por {wy}32 ;.

Teorema 4.2.4. (Construgio de solugées aproximadas) Para cada inteirom = 1,2, ..., existe uma dnica
funcdo uy, da forma

satisfazendo dy,(0) = (g, wy) e (up,, w) + Bl wi; t] = (f, wg).

Demonstra¢ao. Suponha que
m

U () =Y _ d¥, (t)wy.

k=1

Como {wy,} é uma base ortonormal de L?(U), temos que

(o (), we) = (i dmt)’wmwk) S 0 () = (1),
k=1 k=1

Além disso,

Bl wy; t] / Z ) (Um)a; (Wk)2 Zb’ ;W + (., Humwgde.

1,j=1
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Assim, Blu,, wg;t] é igual a

m

/Z o) > db () (w))a, (Wi)a, + 6 (1) D dh, () (w)a,wi + ¢ Z (Hywywydz.
=1 i=1 =1

i,j=1

Entao

Blutyn, wi: 4 de /Z 0 (1 ) (), (0a)e, + 3 () (1) w0+ (Y wrnda,

Q=1 i=1
Logo
! )
Blum, wg; t] g d,, (t) Blwy, wg; t].

Tomando e = Blw;, wy;t] e escrevendo f*(t) = (f(t),wk)7 temos que
(ul, wg) + Blum,wi;t] = (f,w) = dfnl(t) + Zdin(t)ekl = 5

sujeito a condicOes iniciais a equagao acima se torna um sistema linear de EDOs, sendo assim, de acordo

com a teoria de EDO existe uma tinica funcio absolutamente continua d,, (t) = (d%,(t), d2,(t),...,dM(t))
satisfazendo a equacdo acima e a condicdo inicial d¥, (0) = (g,wg) q.t.p. para 0 <t < T. Portanto u,y,
existe e é unica. O

Nos préximos teoremas vamos fazer M — oo e mostrar que uma subsequéncia das solugoes u,,
dos problemas acima converge para uma solucao fraca de ( , para isso precisaremos de estimativas
uniformes.

Teorema 4.2.5. (Estimativas de Energia) Eziste uma constante C, dependendo somente de U, T' e dos
coeficientes de L, tal que

OgltngTHum( Wezwy + lwmll 20,71 0y) + 1t | L20,0,58-1w)) < C (Iflle20,1,22w)) + lgllzzwy)

comm =1,2,....

Demonstragao. Multiplicando a equagao
(U, Wi) + Blum, we; t] = (f, wr)

por dk (t) para k =1,...,m, obtemos

k=1

e assim

Como u,, = Z d¥ (t)wy, segue que
k=1

(Ul Um) + Bltm, um;t] = (f um)

q.t.pem 0 <t <T. Provamos no Teorema que existem constantes S > 0 e v > 0 tais que
ﬁHumH%[é(U) < Blum, um; t] + 'YHUmH%?(U)

paratodo 0 <t <Tem=1,2,.... Além disso, |(f,um)| < %HfH%Q(U) + %HUWH%Q(U) e

d (1
(o) = 35 (Sl
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q.t.p. em 0 < ¢ < T. Pelas informagoes acima, da igualdade (u,,’, um) + Blum, um;t] = (f, um), obtemos
que

d (1 2 2 L2 1 2 2
pn §||Um||L2(U) + BllumllF 1y < §Hf||L2(U) + §||um||L2(U) + Y wm || T2(r)-
E assim,

d

= (2 ) + 28wl ) < exllumliFac + call 2o

q.t.p. em 0 <t < T, com c; e co constantes apropriadas. Tomando

0(t) = e (D220,
&) = 1FO)1220):

temos que
1'(t) < en(t) + c2€(t)
q.t.p. em 0 < ¢ < T, essa forma diferencial da Desigualdade de Gronwall’s [1.2.3] produz a estimativa

t
o< et (w0 + e [ e(ehas).
0
Como 1(0) = m O) ) < o3 sene aue

s ()2 < s (l9l20) + 112020007 -

Assim, obtemos que

T
||um||%2(0,T,L2(U)) = /0 ||“m||%2(U)dt <c3 (HQH%Z(U) + ||f||%2(O,T,L2(U))) ’
Agora, considere v € H}(U) com [0l 2 @y < 1ewv=wvi+uvs, onde v1 € span{wy}il, e (v2,wx) = 0 para
k=1,2,...,m. Como as fungoes {wy}7, sdo ortogonais em H} e
lvill oy < lollgpey <1
da igualdade (u),,wy) + Bltum, wg; t] = (f, wy), temos que
(u;m vl) + B[umavl;t] - (fa vl)

e assim

!/

<um7v> = (u;n7v) = (u;n7vl -|—’U2) = (umvvl) + (u;nﬂ)Z) = (u/mﬂvl) = (fv ’U1) - B[uﬂhvl;t]v

pois (uy,,v2) = 0. Utilizando que [|v|| g1y < 1 e que [Blum, vi;t]| < alluml gz w)llv1ll g o), segue que

[ 0] < (£, 00) |+ | Blatms v138]] < e (1 1220 + ltmllmg o ) -

E entao
et -0y < 1CF00) |+ Bl o158 < o (IF 2y + Ny o)
logo,
T
il 220,110 = / ledhullzr 20yt < ex (Il + Ny o) -
Portanto,

Jmax [[um ()| 2wy + llumll L2075 @) + [t 20,711 wy) < C (1f |l 220, 20)) + N9llz2y) -

Teorema 4.2.6. (Ezisténcia de solugdes fracas) Existe uma solugao fraca de

ug + Lu=f, emUp
u=0, emdU x(0,T) (4.23)
u=g, emdUx{t=0}
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Demonstracdo. Pelo Teorema {um}o_; 6 limitada em L%(0,T, HE(U)) e {u,}°_; é limitada em
L%(0,T, H1(U)) entao existem uma subsequéncia {um,, }72, C {un}3_; e fungdes u € L*(0,T, H} (U))
eu € L*(0,T, H~1(U)) tais que

Um, —u  fracamente em  L?(0,T, H}(U))
uy,, —u'  fracamente em L*(0,T,H '(U)).

Agora, fixe um inteiro positivo N e escolha uma fun¢do v € C* ([0,1]; Hj(U)) com a forma

N

o(t) = 3 d (.,

k=1

onde {d*}¥_| sdo fungdes suaves dadas. Utilizando que (ul,,, wy) + Blum, wg;t] = (f,wy) para m > N e
multiplicando a igualdade pela soma de d*(¢) com k = 1,..., N, temos que

N N N
> d (up, wi) + Y dF Blug, wiit] =Y d(f,wy).
k=1 k=1 k=1

Assim, encontramos
(U, V) + Blum, vit] = (f,v).

Passando a integral com respeito a ¢, obtemos

T T
/ (ul,,v) + Blum,v;t]dt = / (f,v)dt.
0 0

Considerando a igualdade acima com a subsequéncia {uy,, }$2; de {u, }20_; e passando o limite fracamente,
temos que

/OT<u’,v>+B[u,v;t]dt:/OT(f,v)dt.

Note que essa igualdade vale para todas as fungdes v € L?(0,T, H}(U)), pois as fungdes da forma
Zszl d* (t)wy, sdo densas nesse espaco. Em particular, (u/,v) + Blu,v;t] = (f,v) para todo v € HE(U) e
0 <t <T q.t.p. pelo Teorema vemos que u € C([0,T]; L*(U)).

Agora, basta provar que u(0) = g, como vimos

/OT<u’,v> + Blu, v; t|dt = /OT(f,v)dt,

e assim r -
/ —(v’,u}—i—B[u,v;t]dt:/ (F,v)dt + (u(0), v(0))
0 0

para cada v € C1([0,T], H}(U)) com v(T) = 0. Similarmente, da igualdade

T T
/ —(v’,um>+B[um,v;t]dt:/ (F,0)dt + (um (0), 0(0)),
0 0

utilizando a subsequéncia e passando o limite fracamente, obtemos

/ —(v',u) + Blu, v; t]dt = / (f,v)dt + (g,v(0)),
0 0

pOis Uy, (0) = g em L?(U). Como v é qualquer, comparando as igualdades concluimos que u(0) = g.
O

Teorema 4.2.7. (Unicidade de solugdes fracas) Uma solugao fraca de

u+Lu=f, emUr
u=0, emdU x (0,7 (4.24)
u=g, emIUx{t=0}

€ unica.
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Demonstragao. Note que é suficiente provar o caso em que f = g = 0 e a solugao Unica é u = 0. Para
provar essa afirmacao, observe que ao definir u = v para

(u',v) + Blu,vit] = (f,v),
temos que
d (1
(', u) + Blu,u;t] = % (2||u||%2(U)> + Blu,u;t] = 0 = (f,u),
pois f =0, pelo Teorema (4.1.2)), temos que
Blu,uit] > Bllul2 ) — Yl > a2

e assim d /1
. (2”””%2({])) = —Blu,u; t] < yllull72

pela Desigualdade de Gronwall segue que
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Apéndice A

Resultados

Nesse anexo estao mencionados algumas definigoes e resultados importantes que foram utilizados
durante o texto de uma forma breve, em que percebemos a necessidade de enuncia-los com mais detalhes
ou rigor. Esses resultados podem ser encontrados nos livros [3], [6] e [10]

A.1 Definicoes

Definicao A.1.1. (Convolug¢io) Sejam f,g : U — R com U C R", localmente integraveis, entao
definimos a convolugao de f e g como

h(z) = f*g(x) :== - f(y)g(x — y)dy.

Definicao A.1.2. (Fung¢do padrao aproximacdo da identidade) Seja n € C*°(R™) dada por

Cexp (%) se |zl <1
x) = lz[*=1) Al
() { 0, se |z|>1, A1)

onde a constante C' > 0 é escolhida de forma que fRn n(x)dx = 1, chamamos n de fun¢do padrao
aproximagao da identidade. Se para cada € > 0 definimos
1 x

e =—n(—], A2

nei= () (a2

temos que as fungdes 1. € C™ e satisfazem [, nc(x)dz =1 (supp n C B(0,1) = supp 7. C B(0,¢)).

A.2 Teoremas

Teorema A.2.1. (Propriedades da fun¢do padrdo aproximacdo da identidade) Sejam U C R™ aberto e
U :={z €U : dist(x,0U) > €}. Considere u:U — R e u® =1, *u, entdo

(1) uc € C*(Ue).
(ii) u¢ — u q.t.p, se e = 0.

(iii) Se u e C(U), entdo u® — u uniformemente em subconjuntos compactos de U.

(iv) Sel<p<ooeue L] (U),entiou®— uem LY (U).
Teorema A.2.2. (Teorema de Gauss-Green) Seja u € C1(U), entdo
/ Uy, dT = / ur'dsS, 1=1,2,--,m, (A.3)
U U

onde v denota o vetor normal unitario interior a U.

Teorema A.2.3. (Integracdio por partes) Sejam u,v € C1(U), entdo

/ Ug, vdx = —/ UV, dT +/ uvr'dsS, 1=1,2,-- ,n. (A.4)
U U oU

72



Teorema A.2.4. (Férmulas de Green) Sejam u,v € C*(U), entdo

(1)

ou
Audx:/ —dSs. A5
/U ou v (A-5)
(i)
Ov
/DuDvdx: —/ uAvda:+/ —udS. (A.6)
U U ou OV
(iii)
Ov ou
Av —vA = — —v—dS. A.
/Uu v — vAudz /8Uuay vade’ (A.7)

Teorema A.2.5. (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam as fungées fr, : © — R™ ou C mensurdveis
tais que fn, — [ q.t.p.. Se existe uma fungao integrdvel g :  — [0,+00] tal que g > |ful, entao f, e f
sao integrdveis e vale que

lim / Fadu(a) = /Q fdu(z). (A8)

n——+o0o

Teorema A.2.6. (Teorema da Derivagdo Dominada) Seja J um intervalo de R e seja F: Q x J — R™
ou C funcao tal que:

(i) Para todoy € J fizado, a fung¢io x — F(x,y), definida em Q, € integrdvel relativamente a fi;

(i) Em todo ponto de Q2 x J existe a derivada parcial %—g(x,y);

(iii) Existe uma funcao integrdvel g : Q@ — [0,400] tal que
F
g9(z) = ‘gy(fmy)’-

Entao, a fungio y— [, F(x,y)du(z) € diferencidvel, para caday € J fizado a fungio x — %—i(x,y),
definida em ) € integrdvel relativamente a p e vale que (

0 oF
5 | Pewin) = [ e sauta). (A.9)

Teorema A.2.7. (Teorema de Representacao de Riesz) Sejam H um espago de Hilbert e f : H — R ou C
um funcional linear continuo, entdo existe um unico h € H tal que

f(x)=(z,hyy, Vx e H.
Além disso, || f|| = ||k

Teorema A.2.8. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p,q < oo tais que % + % =1, temos que

labllx < llallp - [[bll4-
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