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Resumo

A teoria de sistemas semidinamicos impulsivos é um importante instrumento para descrever
a evolucao de sistemas em que o desenvolvimento continuo de um processo é interrompido
bruscamente por uma mudanca de estado. Tais sistemas sao uma generalizacao natural da
teoria classica dos sistemas dindmicos continuos. O objetivo desse trabalho é apresentar
um texto que compreenda a teoria fundamental dos sistemas semidinadmicos impulsivos e
algumas de suas propriedades topolégicas. Além disso, mostraremos também condi¢oes
para construir conjuntos impulsivos em R" que satisfagam a condicao forte de tubo.
Para finalizar o presente trabalho, discutiremos resultados sobre conjuntos minimais,
movimentos recorrentes, movimentos quase periédicos, movimentos fracamente quase

periddicos, estabilidade de Lyapunov e a quase estabilidade de Zhukovskij.

Palavras-chave: Sistemas semidinamicos; Sistemas impulsivos; Conjuntos impulsivos;

Estabilidade; Recorréncia; Minimalidade.



Abstract

The theory of impulsive semidynamic systems is an important tool to describe the evolution
of systems in which the continuous development of a process is interrupted abruptly by
a change of state. Such systems are a natural generalization of the classical theory of
continuous dynamical systems. The objective of this work is to present a text that
understands the fundamental theory of impulsive semidynamic systems and some of their
topological properties. In addition, we will also show conditions for building impulsive sets
in R” that satisfy the strong tube condition. To conclude the present work, we will discuss
results on minimal sets, recurrent motions, quasi-periodic motions, weakly quasi-periodic

motions, Lyapunov stability and Zhukovskij quasi-stability.

Keywords: Semidynamic systems; Impulsive systems; Impulsive sets; Stability; recurrence;

minimality.
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Introducao

A teoria de sistemas dindmicos nasceu do estudo da teoria qualitativa de equagoes
diferenciais. Atualmente este ramo representa um campo diversificado tanto nas areas de
aplicacoes de seus conceitos, quanto nas ferramentas utilizadas para seu estudo. Sobre a
conceitualizagao e formalizagao da teoria de sistemas dindmicos sugerimos que o leitor

consulte o que estd escrito em [2].

Sistemas semidindmicos impulsivos constituem uma importante generalizagao da
teoria de sistemas dindmicos, nessa abordagem a dindmica continua é interrompida por
mudancas bruscas de estado, ou seja, ainda sao basicamente sistemas dinamicos que sao
munidos com uma condi¢ao para descrever descontinuidades, sobre essas descontinuidades
daremos o nome de impulsos. A utilizacdo dos impulsos as vezes é necessario para provocar

uma mudanga na evolugdo de um modelo real afim de evitar algum resultado inconsistente.

Neste trabalho estudamos propriedades topologicas de sistemas semidinamicos
impulsivos, sistemas desse tipo serdao nosso objeto principal de estudo. Essa estrutura é
denotada por (X, 7, M, I) e consiste de trés elementos: um sistema semidinamico continuo
num espaco de fase X, um conjunto fechado M, o conjunto impulsivo, que esta no espaco
de fase e por fim uma funcao I definida em M, chamada de funcao impulsiva, responsavel

pelas descontinuidades do sistema, lembrando que os impulsos variam no tempo.

Na literatura a escolha do conjunto impulsivo pode ser feita de forma abstrata, nesse
sentido, destacamos como um dos objetivos deste trabalho construir conjuntos impulsivos
em R" e apresentar condigoes para que tais conjuntos satisfacam a condicao forte de
tubo, para alcancarmos esse objetivo baseamos nossos estudos no que foi feito no artigo
[3]. Dando continuidade ao estudo de sistemas com impulsos, apresentamos resultados
envolvendo conjuntos minimais, movimentos recorrentes, movimentos quase periodicos e
movimentos fracamente quase periddicos. Apresentamos também a teoria da estabilidade
de Lyapunov e a quase-estabilidade de Zhukovskij para sistemas impulsivos. Em [2],
estudamos que muitos conceitos recursivos (minimalidade, recorréncia e movimentos
periddicos) sdo definidos para sistemas dindmicos continuos, apresentaremos a versao

desses conceitos no contexto de sistemas impulsivos.

Sobre a estrutura da dissertacao, descreveremos nas proximas linhas a forma que

organizamos o trabalho.

No primeiro capitulo comegamos exibindo defini¢bes fundamentais, resultados
e notagoes referentes a teoria elementar de sistemas semidindmicos com impulso. As
defini¢oes e resultados serao tteis na demonstracao dos teoremas, lemas e proposigoes

apresentados posteriormente. Em resumo, nas se¢oes que compoe esse capitulo, definiremos
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sistemas semidinamicos, sistemas semidinamicos com impulso e a fungao que representa
o menor tempo positivo que uma Orbita sofre impulso, também conhecida como funcao

tempo de impacto, tal funcao é denotada por ¢.

No Capitulo 2 focamos em apresentar condigoes suficientes para que conjuntos
impulsivos satisfacam a condi¢éo forte de tubo. Definimos a condi¢ao de tubo e condigao
forte de tubo, conceitos importantes nos sistemas semidinidmicos, pois, sdo base para que
possamos garantir a continuidade da funcao ¢ em pontos que nao pertencam ao conjunto
impulsivo. Neste capitulo as referéncias utilizadas foram [5], [6], [10] e [14]. Na ttima se¢ao
do capitulo explanamos com mais detalhes o que foi feito em [3], os conjuntos impulsivos
em R” em sistemas dinamicos sao gerados por equagoes diferencias autonéomos. O resultado
principal desse capitulo é o teorema 2.2.1, onde apresentamos condigoes suficientes para
que uma superficie impulsiva satisfaca a condi¢ao forte de tubo. A primeira condicio
que devemos ter, é que o conjunto impulsivo precisa ser de alguma forma transversal ao
fluxo, além disso, a fim de obter importantes propriedades topoldgicas para o sistema ele

também precisa satisfazer o que chamamos de “condi¢oes do tubo”.

No Capitulo 3 estudaremos conceitos topoldgicos de sistemas semidinamicos impul-
sivos, tais como periodicidade, recorréncia e minimalidade, muitos desses conceitos sao
estudados para sistemas dindmicos continuos como pode ser visto em [1] e [2], mostraremos
que alguns resultados sao generalizados para o contexto impulsivo. Neste capitulo basea-
mos nos artigos [6], [5], [10] e [11]. Os primeiros conceitos recursivos importantes para os
sistemas apresentados, sdo T-invarancia e conjuntos limites positivos. No final do capitulo
apresentamos conclusoes acerca de propriedades topolégicas de sistemas semidinamicos
impulsivos destacamos que o resultado principal desse capitulo é mostrar que sob certas

condigoes se 71 (z) U {zx} é minimal entdo x é eventualmente periddico.

No tultimo capitulo estudamos varios resultados que relacionam os conceitos de
estabilidade de Lyapunov e quase estabilidade de Zhukovskij com movimentos fracamente
quase periédicos, recorréncia e minimalidade. A maioria desses resultados podem ser
vistos no contexto de sistemas impulsivos, veja [[4], [5], [6], [7], [9], [10] e [11]] por exemplo.
Apresentaremos um estudo de movimentos recorrentes via teoria da estabilidade (de
Lyapunov e quase estabilidade de Zhukovskij) e a quase estabilidade de Zhukovskij em
sistemas semidinamicos impulsivos que foi apresentada inicialmente no artigo [8]. Queremos
ao final deste capitulo, utilizando a estabilidade de Zhukovskij, demonstrar o teorema 4.3.1
que apresenta condig¢oes suficientes para que um conjunto limite positivo de um ponto seja

um atrator.

No Apéndice A estaremos preocupados em apresentar conceitos e resultados basicos
sobre superficies diferenciaveis, essa parte do texto é importante pois demonstramos
resultados que serao importantes para o esclarecimento do que sera discutido na Secao 2.2
do Capitulo 2.
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Notacoes

Descreveremos abaixo algumas notacgoes que aparecerao neste trabalho.

e R representa o conjunto dos niimeros reais;
e R, representa o conjunto dos ntimeros reais nao negativos;
e R_ representa o conjunto dos ntimeros reais nao positivos;
o N representa os conjunto dos niimeros naturais;
o Z representa o conjunto dos niimeros inteiros;
e 7., representa o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos;
o K* a insercao do * significa dizer que tal conjunto numérico nao tem o 0.
o K, esse é o conjunto dos elementos nao negativos pertecentes ao conjunto K;
o K_ esse é o conjunto dos elementos nao positivos pertecentes ao conjunto K;
e inf A é o infimo do conujnto A C R;
o R” representa o espaco euclidiano n-dimesional;
o X representa um espaco métrico munido da métrica d;
e A% é 0 complementar de A em X
« A representa o fecho de A em X;
o OA representa a fronteira de A em X;
o d(z,A) =inf{d(z,y) :y € A};
o B(z,e) ={ye X :d(y,z) <e};
e B(Aje)={ye X :d(z,A) <e€}
Quando se tratar de uma sequéncia em um espaco métrico X onde n pertence ao

conjunto dos nimeros naturais utilizaremos a notagao {x, },en. Nesse sentido quando nos

referirmos ao limite liril xr, = x podemos representar apenas por
n——+0oo

n—>-+o0o
T —>2T .
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1 Sistemas Semidinamicos Impulsivos

Neste capitulo apresentaremos a teoria elementar de sistemas semidinamicos impul-
sivos. Na primeira se¢ao é dada a defini¢do de sistema semidindmicos. Ja na segunda sec¢ao
definimos o principal tema desse trabalho: sistemas semidinamicos impulsivos. Nessa se¢ao
também explicaremos com mais detalhes todos os aspectos que acompanham sistemas
impulsivos, como por exemplo, a definicdo semitrajetéria impulsiva e a funcao ¢. Na
ultima se¢do mostraremos sob quais condig¢oes a fungdo tempo de impacto é continua. A
maior parte dos resultados deste capitulo podem ser encontrados nas referéncias [4], [5],
6] e [14].

1.1 Sistemas Semidinamicos

Para o estudo da teoria de sistemas semidinamicos com impulso precisamos de
conhecimentos acerca de sistemas semidinamicos, nesse sentido, sugerimos para conheci-
mento de mais informagoes sobre o assunto, a leitura de [1]. Considere, nos resultados que

se seguem, X sendo um espago métrico com uma métrica d.

Defini¢ao 1.1.1. Um sistema semidindmico sobre X ¢ uma tripla (X, 7,K,), onde 7

¢ uma fungdo definida do espaco X x K, no espagco X satisfazendo os sequintes axiomas:

e m(x,0) =z Vo € X (Axioma da identidade)
o m(m(z,t),s) =m(x,t+s)Vre X et se K, (Axioma de grupo)

e m: X XK, — X éuma fungdo continua.

No caso em que K, =R, a tripla (X, 7,R,) serd chamada de sistema semidi-
nimico continuo, ji no caso em que K, = Z, dizemos que (X, 7,7Z,) é um sistema
semidinamico discreto. O caso onde K = R é chamado de sistema dinamico e para

mais detalhes indicamos a leitura de [2].
De agora em diante com o intuito de simplificarmos a notac¢ao, denotaremos um
sistema semidindmico (X, 7, Ry) como sendo (X, 7).

Seja (X, 7) um sistema semidindmico. O espago X é chamado de espago de fase
e a fungao continua 7 é chamada de funcao de fase. A partir da funcao de fase podemos

definir duas novas fung¢oes continuas que serao importantes em resultados futuros.

1. Fixe z € X e obtemos a fun¢ao conhecida como movimento 7, : R; — X definida

por m,(t) = w(z,1).



Capitulo 1. Sistemas Semidindmicos Impulsivos 14

2. Fixe agora t € R, obtemos uma funcio, 7! : X — X, que chamaremos de transigao

definida por 7'(x) = 7(x,1).

A seguir podemos verificar alguns exemplos de sistemas semidinamicos.

Exemplo 1.1.1. (Equacgédes Diferenciais Ordindrias auténomas). Aqui temos
um exemplo de sistema semidinamico. Consideremos a sequinte equagdo diferencial

autononoma J
T
— = 1.1
] (1.1)

onde a funcao f:R"™ — R™ € continua. Neste ponto se assumirmos que para cada x € R™
existe uma unica solugao o(t,z) da Equagdo (1.1) com t € R, , percebemos que a fungdo
m: R*" x Ry :— R" dada por n(x,t) = p(t,z) para todo t € R, define um sistema

semidindamico.

Exemplo 1.1.2. (Equacgées Diferenciais Ordindrias autéonomas). Consideremos a

sequinte equacao diferencial nao autononoma

dx
E = f(t,:L‘), (1'2)

onde a fungio f: RxR™ — R™ é continua. Assumiremos que para cada (to, xg) € Ry x R™
existe uma unica solugio ¢(t,ty,x0) da Equagio (1.2) comt € Ry, ¢(t,to, z9) = xo. Pela

unicidade da solucao obtemos
ot + 51+ S2,t,x) = p(t + 51+ o, t + 51, 0(t + 81,8, x)), com t,s1,52 € Ry ex € R"™.

Definindo o espago de fase como sendo X = R, xR"™. Entao a fungdo de fase m: X xR, —
X dada por

w((t,z),s) = (s+t,¢(s+1t,t,x)), onde s € Ry e (t,z) € X,

define um sistema semidinamico em X.

Definigao 1.1.2. Seja (X, 7) um sistema semidinamico e v € X. A érbita positiva

de x ¢ dada por
7 (x) ={m.(t) : t e R }.
Além disso, dado A C X e A C Ry definimos os sequintes conjuntos

7t (A) ={rt(z):x € A} em(A,A) ={n(z,t) :x € A et eA}.

Definigao 1.1.3. Seja (X, ) um sistema semidindmico. Parat > 0ex € X, escrevemos
F(z,t)={y € X: n(y,t) ==} e para A C [0,+00) e D C X, definimos
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F(D,A)={F(z,t):x € Det € A}.
Entao diremos que x € X é um ponto inicial se F(x,t) =0 para todo t > 0.

Para ilustrar melhor o que foi definido anteriormente considere o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.3. Seja (R? 7) um sistema semidindmico, onde
m((z,y),t) = (x + t,y) para todo (z,y) € R? et > 0.
Considere (z,y) = (1,1) et =1, temos que F((1,1),1) = (0,1), com efeito

(L,1) =n((z,y),1) = (z+1,y). (1.3)

Por essa equagio percebemos que x = 0 e y = 1 e concluimos facilmente que (0,1) €
o tdnico ponto tal que w((x,y),1) = (1,1). Agora tomando A = [0,1] percebemos que
F((1,1),A) =[0,1] x {1}. Com efeito fixrando um tempo t € A obtemos

(17 1) = W((Zt,y),t) = (ZL‘ +tvy>’ (14)

o que implica emx =1—1t ey =1, donde x € [0,1]. Por fim considere D = {1} x [0, 1]
e ainda definindo A = [0, 1] e pelos mesmos argumentos descritos acima concluimos que

F(D,A) = [0,1] x [0,1].

y
TEL
i e
¥ v
1 1|F({1}X[O%1]=[O>1]
[ F( 1), 00.1]) :
1 z i =z

Figura 1 — Conjuntos F'((1,1),1), F((1,1),A) e F'(D, A).
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1.2 Sistemas Semidinamicos Impulsivos

Apresentaremos nesta secao sistemas semidinamicos com uma condigao que descreve
descontinuidades. Tais sistemas serao nosso objeto principal de estudos e nesta secao
descrevemos o que é uma trajetéria impulsiva e apresentamos a funcao que caracteriza
o menor momento de tempo para o qual uma érbita encontra o conjunto impulsivo. Os

resultados apresentados nesta segdo podem ser encontrados em [5], [6], [10] e [14].

Definigao 1.2.1. Um sistema semidindmico impulsivo (X, 7, M,I) consiste de um
sistema semidinamico (X, m), um conjunto nao vazio e fechado M C X e uma fungdio

continua I : M — X, além disso, para cada v € M existe ¢, > 0 satisfazendo

F(z,(0,e,))NM =0 en(x,(0,e,)) N M = . (1.5)

F(x, (0, &))

N

m(x, (0, &))

Figura 2 — A Trajetéria de m sobre x.

Chamaremos o conjunto Mde conjunto impulsivo e a fun¢ao I de funcao
impulsiva. As condigbes apresentadas em (1.5) mostram que os pontos de M sdo isolados
em todas as trajetérias do sistema, ou seja, se x € M existe um intervalo em que podemos
avancar ou retroceder o sistema e nao encontraremos o conjunto M, neste sentido, considere

o seguinte conjunto

M (z) = <U W(:E,t)) NM, comz € X.
>0
O proximo lema apresenta condigoes para obtermos a existéncia do menor tempo,

s > 0, tal que a trajetéria 7(z,t) intercepta o conjunto M.

Lema 1.2.1. Seja (X, 7, M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Dado v € X, se
M*(z) # 0 entao existe um nimero s > 0 tal que w(x,t) & M para todo 0 < t < s e
m(z,s) € M.
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Demonstragio. Considere x € X. Por hipdtese temos que M (z) # 0, ou seja, existe
t. € Ry tal que 7(x,t,) € M. Usando também o fato de que (X, M, I) é um sistema

semidinamico impulsivo, existe um €, € R, onde
m(x,t) & M sempre que t € (0,¢,).

Observando o que foi apresentado acima concluimos que ¢, € R \(0,¢,). Dessa forma

definimos o seguinte conjunto
S ={ty : t, € RT\(0,¢,)}.

Percebemos que S # () e limitado inferiormente, assim tomando s = inf .S concluimos a

demonstragao do lema. O

Pelo Lema 1.2.1 é possivel definir a fungao tempo de impacto ¢ da seguinte
maneira:
s, sem(x,s) € Mem(zx,t)¢ M para 0 <t < s,
He) = { +o00, se MT(x)=0.
O ndmero ¢(x), com z € X, é o menor tempo para o qual a trajetéria de x encontra

M. Portanto para cada z € X, chamamos 7(z, ¢(z)) de ponto impulsivo de z.

Definicao 1.2.2. Semitrajetéria impulsiva de x em (X, 7, M, I) é a fungio 7, definida
em um subconjunto [0,s) de Ry, onde s pode ser +o00. A descrigio de tal trajetoria seque

indutivamente da sequinte maneira:

Caso 1. Se M*(z) =0, entdo 7,(t) = 7(x,t) para todo t € Ry e ¢(x) = +o0,

neste caso, significa que a trajetéria continua e a impulsiva sao as mesmas.

Caso 2. Contudo se M*(z) # 0, entio ¢(z) < +oo, m(x,p(x)) = x1 € M e
m(x,t) ¢ M para 0 <t < ¢(x). Neste 29 caso definimos 7, em [0, ¢(x)] por

Fa(t) = { m(x,t), se,0<t<o(r),

xy, set = ¢(x),

onde v = I(xy).

O processo continua com zi. Se MT(zf) = 0 entdo definimos 7,(t) = w(xf,t —
#(x)), para ¢p(z) <t < 400 e temos ¢p(x{) = +0o. Por outro lado, quando M (xf) # 0
seque que ¢(x]) < +oo e assim denotamos w(z, ¢p(x1)) =20 € M em(xf,t — () & M
para ¢(z) <t < ¢(z) + ¢(x7). Definimos assim 7, em [¢(z), d(x) + ¢(x7)] por
" m(@l,t—¢(2)), se,d(z) <t <d(z)+d(af),
T (t) =
o set=6() o)
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onde v = I(x5). O processo seque assim por diante. Notemos ue T, estd definida em
2 p g p q

cada intervalo [t,(z),tn11(x)], onde to(x) =0 ety (x Z¢ ), comn =0,1,2 ..

exy = x. Portanto, 7, estd definido em [0,t,11(x)].

O processo apresentado anteriormente finaliza apos um numero finito de etapas
sempre que Mt (x) = 0 para algum n € N. No entanto, se M*(x) # () para todon € N o

processo comfinua inﬁm’tamente e neste caso T, estd definida em cada intervalo [0,T(x)),

onde T'(x Z o(x

Para entender melhor a definicao apresentada acima, observe a figura a seguir.

M
=y = w(z, $(x))

e = (et ge)
— Nz = wle glar )l

Tnp1 = T(@),

)

Figura 3 — Trajetoria impulsiva de x € X.

Na sequéncia apresentamos dois exemplos de sistemas dinamicos impulsivos.

Exemplo 1.2.1. Seja (R, w) um sistema semidinamico dado por
m(x,t)=x+t, reER et e Ry,

onde o conjunto impulsivo e a fung¢do impulsiva sao respectivamente M = {1} e I(1) = 0.
Portanto (R, 7, M, I) é um sistema semidindmico impulsivo.
Exemplo 1.2.2. Seja (R m, M, I) um sistema semidindmico impulsivo, onde (R* ) é
dado por

7((x,y),t) = (z +t,y) para todo (z,y) € R* et > 0.

Considere M = {(z,y) € R? : x = 1} e defina a fungio impulsiva como sendo I : M — X
I(z,y) = (0,%) onde (x,y) € M. Casop € {(z,y) € R* : & > 1} entdo a trajetoria



Capitulo 1. Sistemas Semidindmicos Impulsivos 19

impulsiva de p € igual d trajetoria continua pois M+ (p) = 0. Por outro lado, se q €
{(z,y) € R? : x < 1} entdo M (¢) # 0 para cada n =0,1,2, ..., € a trajetéria de q sofre

um namero infinito de impulsos. Observe a Figura 4

M
q 91
—_—
P
a @
q%‘:: i
@ d4
i Hrnt1

Figura 4 — Trajetéria impulsiva de p e q.

Definigao 1.2.3. A érbita impulsiva positiva de um ponto x € X é dada por
7t (x) ={7(z,t) : t € [0,T(x))}.
Além disso, para A C X e A C Ry, definiremos
at(A) ={7T(x,t):x € A} en(AA)={7(z,t): 2 € Aet € A}.

Observacao 1.2.1. Sejax € X. Ao longo do texto denotaremos
to(x) =0, 25 =z ety(z) =D ¢(z)), n=1,2,...
Além disso, temos

vt =7z, ty(x)) ez, = m(x)_1, 0(x}_1)) para todon € Z, .

Na proxima observacao descrevemos um argumento técnico que sera util em de-

monstragoes futuras.

Observagao 1.2.2. Sejamz € X et € [0,T(x)) arbitrdrios. Pela forma que definimos um
sistema semidindamico impulsivo, podemos obter um tinico k € N tal que ty(x) <t < tpq1(x).

Fazendo s =t — t(x) obtemos
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7?(37,75) _W(xka ) 0<s< d)(xk)

No proximo resultado podemos observar que, com excecao da continuidade, a

fungao 7 satifaz os axiomas da identidade e de grupo.

Proposicao 1.2.1. Seja (X, 7, M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Entao:

(i) 7(x,0) =0, para todo x € X;

(i) 7(7(z,t),s) = 7(x,t+s), paratodox € X et,s € [0,T(x)) tal quet+s € [0,T(x)).

Demonstragio. Se ¢(x) = +o0, entdo 7(x,t) = w(x,t) para todo t > 0 e dessa forma a
conclusao é imediata. Suponha agora que ¢(z) < +00, neste caso observamos que o item

(i) é consequéncia direta de como definimos 7(x,t).

Para demonstrarmos o item (ii) tome t,s € [0,T(x)) de tal forma que t + s €
[0,T(x)), fazendo y = #(x,t), pela Observacao 1.2.2 existe k € N tal que t = t;(z) +t

onde 0 < t' < ¢(z;) e assim podemos escrever

y:ﬁ(xvt) (gjlwt)

Analogamente, existe [ € N onde podemos escrever s = #;(y) +s com 0 < s < ¢(y;") e

assim denotaremos

T(y,s) = 7T<yl+> S,)'
Desde que y = 7(z;, ) concluimos que
oy) = o(ai) =t yf =iy, e o)) = d(aisy),

para todo 7 € N, donde

k+1-1

= 2 olw)) —

k-1
etd+s=ty(x)+t +t(y)+5 —Zgzﬁ )+t + Z p(xF)+5 —t =tp(z)+ 5. Desde

que 0 < 5" < ¢(y;") = ¢(x;,), e assim conclulmos que
T(7(z,t),s) =7(y,s) = ﬁ(y?_a 3/) = W(xﬁn S/) = 7(z,t+s)

e isto finaliza a prova da proposicao. O]
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1.3 Continuidade da funcao ¢

A funcao ¢, definida na se¢do anterior, determina o menor instante estritamente
positivo para o qual a érbita positiva de x € X sofre impulso, essa funcao ¢ de suma
importancia para a teoria de sistemas semidinamicos impulsivos e no que segue, vamos
apresentar condi¢oes para que a funcao ¢ seja continua, antes porém vamos dar algumas
definicoes e resultados auxiliares. Nesta se¢do nos baseamos no que esta apresentado em
7, 19] e [14].

Definicao 1.3.1. Uma funcdo f : X — R ¢é dita ser semicontinua superiormente
(inferiormente) em um ponto a € X, quando para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

d(x,a) < 0 para cada x € X entao,

flz) < fla) +e (fla) —e < f(x)).

Dizemos que f € semicontinua superiormente (inferiormente) quando f é superior-

mente (inferiormente) em cada ponto de X .

Observacao 1.3.1. Em termos de sequéncias, uma funcao f : X — R € semicontinua
seperiormente (inferiormente) em um ponto a € X, se cada sequéncia {x, }neny C X com

n—rr+00
T, —a , temos

limsup f(z,) < f(a) (liminf f(z,) > f(a)).

n—s+00 n—+o0

Pela definicao anterior podemos afirmar que uma funcao f é continua em X se, e
somente se, for simultaneamente semicontinua superiormente e inferiormente em X. O

proximo teorema oferece uma importante caracteristica sobre a func¢ao ¢.

Teorema 1.3.1. Seja (X, 7, M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Entdo para

x € X\M a fungao ¢ é semicontinua inferiormente em x.

Demonstragio. Se ¢(x) = +oo o resultado é imediato. Assumiremos que ¢(z) = ¢ €

(0, +00) e tomaremos uma sequéncia {x, },eny C X tal que

T2 e ) "—t .

Sendo M um conjunto fechado e z € X\ M temos que z,, ¢ M para n muito grande. Note,
porém, que 7(x,, ¢(x,)) € M para todo n € N e pela continuidade da fungao 7 em X\ M

deduzimos que
W(xn,gb(xn))nioow(a:,t) e M,

o que significa t > ¢(x) e a prova do teorema esta finalizada. n
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O préximo teorema mostra quando a fun¢ao ¢(x) ndo é semicontinua inferiormente.

Teorema 1.3.2. Seja (X, 7, M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Se x € M ndo

¢ um ponto inicial, entdo ¢ ndo é semicontinua inferiormente em x.

Demonstragio. Sejam € > 0 ey € X tais que 7(y,€) = z e m(y, [0,€)) N M = (). Considere

agora uma sequéncia decrescente {€, },eny C Ry, com 0 < ¢, < € para todo n € N, tal que

e, "—*°0 . Definindo yn = 7(y, €,) para cada n € N temos

Ty e Blyn) = dn(y en) = € — e Fe < g(x) .

Portanto ¢ nao é semicontinua inferiormente em . O]
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2 Conjuntos impulsivos

Neste capitulo direcionaremos nosso foco em construir conjuntos impulsivos em
R™. Na primeira secao apresentaremos os conceitos de condi¢do de tubo e condicao forte
de tubo, essas defini¢oes desempenham um papel importante nos sistemas semidinamicos
com impulso, pois sao utilizadas como base para que possamos garantir a continuidade
da fungao ¢ fora do conjunto impulsivo. Na segunda se¢do apresentaremos condig¢oes
suficientes para caracterizar conjuntos impulsivos em R"™ que satisfacam a condigao forte
de tubo. Baseamos nossos estudos no que esta apresentado nos artigos [5], [6], [10] e [14],
além disso, na ltima se¢do utilizamos como base o artigo [3]. Como complemento e para
um melhor entendimento sobre defini¢oes e resultados referentes a teoria de hiperficeis

diferenciaveis, sugerimos a leitura do Apéndice A.

2.1 Condicao de tubo e Condicao forte de tubo

O conceito de secao é de fundamental importancia na teoria dos sistemas semidina-

micos impulsivos.

Definicao 2.1.1. Um conjunto fechado S C X contendo x € X é chamado de se¢d@o ou

A-segdo sobre x, com \ > 0, se existe um conjunto fechado L tal que:
(i) F(L,\)=S;
(ii) F(L,[0,2)\]) € vizinhanca de z;

(iii) F(L,p)NF(L,n) =0, para 0 < p < n < 2.

O conjunto F'(L,[0,2)]) é chamado de tubo ou (A-tubo). Observemos a seguinte
figura:

FLA) =S F(L0)=L
A IS

F(L, 24)

<

F(L, [0,21])

Figura 5 — Tubo F(L, [0,2])
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As se¢oes ilustram localmente como se comporta um ponto nao estacionario. A

seguir provaremos lemas essenciais para discutirmos sobre a continuidade da funcao ¢.

Lema 2.1.1. Sejam (X, m, M, I) um sistema semidinamico impulsivo, p < A e x € X. Se

S € uma A-secdo sobre x, entdo S € uma p-se¢ao sobre x.

Demonstragio. Se p = A nada temos a provar. Sejam 0 < u < A e L, = F(Lx, A — p).
Como 7 é uma func¢ao continua, entao L, ¢ um conjunto fechado. Diante disso, mostraremos

que S é uma p-secao através de x.

A condicao (i) da Defini¢ao 2.1.1 ¢ satisfeita pois
y € F(Ly,p) & m(y,p) € Ly < m(m(y, p), A —p) € Ly & m(y,\) € Ly =y € 5.

Donde F(L,,p) = S.

Agora mostraremos que a condigao (ii) é vdlida. Por hipétese S é uma A-segao
através de x, dessa forma existe um conjunto aberto Uy, com x € Uy C F(Ly,[0,2]).
Considere T' = F'(Ly, [0, A\ — p] U[A+ 1, 2A]). Afirmamos que T' ¢ um conjunto fechado, com
efeito, {2, }nen C T com 27 12% | entdo para cada n € N, existe {tn}nen C [0, A — p]U
A+, 27 tal que m(z,, t,) € Ly. Observe que [0, A— p]U[A+p, 2A] é um conjunto compacto

n—s+o0

e assim podemos tomar, sem perca de generalidade, ¢, —= t € [0, A — u] U [ + u, 2)],

usando a continuidade da aplicacao m, obtemos

7(2n, tn)njfow(z, t)

Notemos que S C T¢ = X\T e TC é aberto. Entdo existe um aberto Uy C T contendo
x. Assim, x € Uy NU; com U; N Uy aberto. Neste ponto mostraremos que U; N Uy C
F(L,,[0,2)]), dado w € U; N Uy, temos que w € F(Ly,[0,2)]) e que w € TY. O que
implica que w(w,t) € Ly para algum A — p < t < A+ p. Definimos o niimero s = ¢+ — A.
Seguede A\ —pu<t<A+pques=t+pu—Ael<t+p— <2\ Dessa forma podemos

usar
m(m(w,t +p—N),\—p) =7n(w,t) € Ly,
o que implica em
m(w,t+p—N) €L,

Portanto, w € F(L,, [0,2pu]).

Provemos que (iii) é verdadeira. Supondo por absurdo que existam 0 < a < § < 2u
tais que F(L,, o) N F(L,, ) # 0. Tomando v € F(L,, o) N F(L,, ), assim 7(y, o) € L,
e m(7,B) € Ly, o que implica
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(v, + A —p) =n(n(y,a),\ —p) € Ly en(y,+ X —p) =n(n(y,B),\ — p) € Ly.

Entao, v € F(Ly,a+A—p)NF(Ly,B4+A—pu)com 0 < a+A—p < S+ A—p <2\ isso

é um absurdo, pois L, é uma sec¢ao. Portanto, vale o item (iii) e o lema estd provado. [

Na proxima defini¢ao introduziremos os conceitos de TC-tubo e STC-tubo.

Definigao 2.1.2. Um tubo F(L,[0,2)]) dada pela se¢io S sobre © € X é chamado de
TC-tubo se tivermos

S C MnF(L,0,2))

Além disso, um ponto x € M satisfaz a condigdo de tubo (TC) se existe um TC-tubo

sobre x. Em particular, se
S =MnNF(L,0,2X\])

o tubo F(L,[0,2)]) dado pela segio S sobre x € M € dito ser STC-tubo. Dizemos que um
ponto x € X cumpre a condigdo forte de tubo (STC) se existe um STC-tubo sobre z.

Veremos no préximo exemplo a diferenca entre as condigoes (TC) e (STC).

Exemplo 2.1.1. Considere o sistema semidinamico em R? dado por w((z,y),t) = (z+y,1t),
onde o conjunto impulsivo M = {(z,y) € R? : z =0} U {(z,y) e R?*: x =y, z > 0}. O

ponto (0,0) satisfaz a condigio TC mas nao satisfaz a condigao STC.

M M

k J

A 4

h J

(0,0)

L 3

h J

Figura 6 — (0, 0) satisfaz TC mas nao STC.

Lema 2.1.2. Seja x € X um ponto satisfazendo TC (ou STC) com uma \-segio S. Entdo
para 0 < p < X o conjunto S é uma p-se¢io com um TC-tubo (STC-tubo).
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Demonstragcao. Suponhamos que 0 < u < A. Pelo Lema 2.1.1, S é uma pu-secao através de
x € X com o tubo F(L,,[0,2u]), isto é, F(L,, ) =S. Tomando S C M N F(Ly,[0,2X])
temos, em particular, que S C M. Portanto, S C M N F(L,, [0,2u]). ]

O teorema a seguir estabelece condicoes suficientes para que a funcao ¢ seja

semicontinua superiormente em pontos de X.

Teorema 2.1.1. Seja (X, 7, M, 1) um sistema semidinamico impulsivo tal que cada ponto

de M satisfaz TC. Entdao ¢ é semicontinua superiormente em X.

Demonstragio. Seja x € X. O caso onde ¢(z) = +oo é imediato. Consideremos o caso
onde ¢(x) < +00, ou seja, podemos definir ¢(z) = wu e isso implica que 7(z,u) =y € M e
7(z, (0,u)) N M = (). Pelo lema anterior é possivel escolher A < u tal que U = F(L, [0,2)])
é um TC-tubo sobre y dado pela secao F'(L,\). Dessa forma, existe uma vizinhanga V'
de z tal que m(V,u) C U. Portanto, para todo z € V, temos que n(z,u) € F(L,[0,2)]) e
assim existe 7, € [0, 2] tal que m(z,u+mn,) € L. Desde que A < u, obtemos u— A+1n, > 0

o que implica em
m(r(z,u —A+n,),\) =7n(z,u+mn,) € L.

Entao m(z,u — A+mn,) € F(L,\) =5 C M. Concluimos que ¢(2) <u+mn,—A<u+ A=

¢(x) + X e portanto ¢ é semicontinua superiormente em X. O

O dltimo teorema dessa secao ¢ um resultado que merece destaque, pois sera crucial
para desenvolvermos demonstracoes de resultados apresentados em capitulos posteriores.
A conclusao apresentada a seguir diz que para garantirmos a continuidade da fungao ¢

devemos exigir que x seja um ponto nao inicial e que r € X\ M.

Teorema 2.1.2. Seja (X, 7, M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha que um
ponto nao inicial do sistema (X, m) pertenca ao conjunto impulsivo M e que M satisfaca

TC. Entdo, a fungio ¢ é continua em x se, e somente se, © € X\ M.

Demonstragio. Pelo Teorema 1.3.1 a fungao ¢ é semicontinua inferiormente em x € X\ M.
De acordo com o Teorema 2.1.1 cada ponto em M satisfaz TC, entao ¢ é semicontinua
superiormente em X. Portanto ¢ é uma func¢io continua para todo x € X\M e isso

conclui a demonstracao. O]

Na proxima secao apresentaremos condig¢oes suficientes para construir conjuntos
impulsivos em R" que satisfacgam STC a partir de sistemas dindmicos gerados por EDO’s

autonomas.
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2.2 Superficies Impulsivas em Sistemas Dinamicos

De acordo com o que foi feito em [3] apresentaremos condigoes suficientes para
caracterizar conjuntos impulsivos satisfazendo a condi¢ao de tubo e a condigao forte de
tubo. No final exibiremos alguns exemplos para ilustrar os resultados teéricos. Sugerimos a

leitura do Apéndice A para conhecer defini¢oes e conceitos sobre superficies diferenciaveis.

Seja f : R — R™ uma fungao tal que possamos definir a seguinte equacao
diferencial autonéma

= f(x),r € R™ (2.1)

Considere que a Equacao diferencial 2.1 define um sistema dinamico em R"™, ou seja,

suponha que tal equacgao satisfaca as condi¢oes para a existéncia, unicidade e extensibilidade

para toda a reta real de suas solugoes para todos os pontos iniciais em R"”, além de assumir

a dependéncia continua das condigoes iniciais.

Exibiremos em sequéncia uma classe de sistemas dindmicos impulsivos (R™, w, M, I)
associado a (R", ) tal que M satisfaz STC, para que isso ocorra o conjunto impulsivo
precisa ser um conjunto fechado e em algum sentido, transversal ao fluxo definido pela
Equacao 2.1, daqui em diante neste capitulo vamos assumir que M C R" é uma hiperficie

em R™ de classe C* com k > 1 satisfazendo a seguinte condicdo de transversalidade
para cada p € M temos (n,, f(p)) # 0, (T)

onde n;, denota o vetor normal de M em p e (.,.) é o produto escalar em R™.

Seja S C R™ uma hiperficie em R"”. A funcao diferenciavel g : S — R é dita ser
uma submersdo em um ponto p € S se a diferencial dg(p) : R — R é uma funcao
linear sobrejetiva, caso g seja uma submersao em cada ponto de S diremos que g é uma
submersdo. Um ponto ¢ € R é um valor regular de g se para cada ponto p € g7'(c),
onde ¢ é uma submersao em p. Em seguida enunciaremos dois lemas fundamentais para

as conclusoes apresentadas nesta secao.

Lema 2.2.1. Seja S C R™ wma hiperficie de classe C* em R™. Entdo para cada p € S,
existe um conjunto aberto V.C R", p € V e uma submersio g : V — R de classe C* tal
que SNV = g 1(0). Além disso, T,S = ker(dg(p)).

Usando o Lema 2.2.1 e a condicao de transversalidade obtemos os seguintes resul-
tado.

Lema 2.2.2. Sejam p € M,V C R" um conjunto aberto comp eV eg:V — R sendo
uma submersdo de classe C* tais que M NV = g=1(0). Entdo f(p) & ker(dg(p)).

As demonstracgoes detalhadas dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 estao feitas no Apéndice A

juntamente com mais alguns conceitos referentes a teoria de hiperficies diferenciaveis. Em
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sequéncia verificamos que hiperficies em R™ satisfazendo a condigao de transversalidade

sao conjuntos impulsivos satisfazendo STC.

Lema 2.2.3. Sejam M satisfazendo (T) ex € M, existe e, > 0 tal que F(x, (0,¢,))NM =
0 em(x,(0,e:)) N M = 0.

Demonstragio. Num primeiro momento suponha, por contradicao, que exista uma sequén-
cia {t, tnen C Ry onde t," 220 , tal que m(z,t,) € M, n € N. Pelo Lema 2.2.1, existe
um conjunto aberto V. C R", com z € V e uma submersao 3 : V — R de classe C*,
k > 1 tais que VN M = 571(0). Nesse ponto podemos assumir que exista A > 0 tal que

m(x,[0,\]) C V e defina também ¢, < A\, V n € N. Considere h : [0,\] - R dada por
h(t) = B(m(z,1)) = B o my(t).
Note que, h(0) = h(t,) = 0, para todo n € N, e pelo Teorema de Rolle existe
€ (0,t,) tal que
op dm,(1,) N op dm. () N 0p dm.(T, 0B dmy(m,)

ory dr, Oxy dr, T Oz, dTn 2:1 ox; dr,
(VB(m(z, 7)), f(7(x, 7))

0="hn(m)=

Donde 7,"2*°0 , obtemos que (Vp(z), f(z)) = 0, como T,M ¢ o plano ortogonal ao
gradiente isso implica que f(z) € T,M = ker(dg(p)) o que contradiz o Lema 2.2.2.

Analogamente, se existe uma sequéncia {t,},en C Ry onde ¢, "0 | tal que

F(xz,t,) N M # 0, Yn € N. Podemos assumir que existe A > 0 tal que F(z,[0,)]) C V
et, < AVn € N. Para cada n € N, seja y, € F(z,t,) N M definimos agora a funcao
hy @ [0,t,] = R por h, = B(7(yn,t)). Usando novamente o Teorema de Rolle, obtemos
que 7, € (0,t,) onde h/,(7,) = 0 para todo n € N e como visto anteriormente, isso implica
que (VS3(x), f(z)) = 0 o que novamente é uma contradi¢ao. Portanto o resultado esta

provado. O

Lema 2.2.4. Sejam V. C R"™ um conjunto aberto e 3 :V — R uma submersdo tais
que f7H0)=VNM#£QD. Sex € VM et >0 sio tais que w(x,(0,t])) CV — M e
m(x,[—t,0]) CV — M entio B(n(z,t))B(m(z, —t)) <O.

Demonstracao. Considere x € M NV et > 0 satisfazendo as condi¢oes do lema. Vamos

dividir a demonstracao nos seguintes passos:

1. Note que S(m(z,t))B(m(x,s)) > 0 para 0 < s < ¢, isso é verdade, pois caso contrario,
seria possivel pela continuidade da func¢ao [ encontrar s’ com 0 < s < t tal
que B(m(z,t))B(n(x,s")) < 0 dessa forma teriamos 7 € (s',t) e consequentemente

B(m(xz,7)) =0 o que implica m(x,7) € M o que é uma contradigao.

2. De forma andloga mostramos que fB(w(x, —t))f(mw(x,—s)) >0,V 0 < s <t
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3. Por fim suponha que g(w(x,t))5(7(z, —t)) > 0, nesse caso ou (7 (z,t)) > 0 ou entdo
B(m(z,t)) <0Vt € [—t,t] com t # 0, suponha que S(w(z,t)) > 0Vt # 0, como [5(t),
por hipétese, tem 0 como valor minimo o que implica que A'(0) = (V5(z), f(x)) =0

o que, pelo Lema 2.2.2, ¢ uma contradicao.

]

Teorema 2.2.1. O conjunto M C R™ satisfazendo (T) é um conjunto impulsivo no qual
satisfaz STC.

Demonstracdo. Como visto no Lema 2.2.3 o conjunto fechado M é um conjunto impulsivo,
agora mostraremos que M satisfaz STC. Pelo Lema 2.2.1 mostramos que existe um conjunto
aberto V C R" com z € V e uma submersao 3 : V — R tais que V. N M = 71(0). Pelo
0 que mostramos no Lema 2.2.3, temos também, para todo z € V N M existe ¢, tal que
m(x,(0,€,)) € V\M, nesse sentido podemos construir um conjunto compacto S C VN M
no qual para cada = € S podemos exigir que exista um tnico €, tal que 7(0,¢€,) € V\M,

definimos assim, A = min{e, € R, | z € S}.

De acordo com a forma que construimos S e A temos 7(5,(0,2))) C V\M e
F(S,(0,2))) € VAM defina L = 7(S, \). Queremos mostrar que F(L, [0,2]]) é um A-tubo
sobre x.

Afirmamos que F(L,\) = S, com efeito utilizando o fato que 7(z,t) é um fluxo

continuo e usando os axiomas de grupo e da identidade, obtemos
F(LA) = F(r(S,0). ) = {y € X[ 7(y, \) = n(w, \),w € S} = .

Agora suponha por contradi¢ao que F(L, [0,2A]) ndo contenha uma vizinhanga de x, isto é,

suponha que existe uma sequéncia z,"——>z tal que , ¢ F(L,[0,2)]) para todo n € N.

Pelo Lema 2.2.4 existe 0 < s < A tal que B(n(x,s)) - B(m(x,—s)) < 0, consequente-
mente existe nyg € N tal que 7(z,,[—s,s]) CV e B(n(xy),s) - f(n(x,), —s) < 0 para todo
n > ng. Portanto para n > ng, exista 7, € (—s, s) tal que (7 (x,,7,)) = 0 0 que implica
que 7(x,, 7,) € M, no qual é uma contradicao.

Para finalizar a prova mostraremos que F(L,v) N F(L, 1) = (), novamente suponha
por contradigao, que existe y € F(L,v) N F(L,u) para algum 0 < v < p < 2\. Tome
a=m(y,v—p)€Seb=m(y,u—A) €S C M. Consequentemente,

b = 7y, n—2A)
= 7T(7T(y,l/—)\),,u—)\>
= 7(a,p—v)emn(S,(0,2\]) e be M.

Isso é uma contradi¢ao desde que a € S e 7(S, (0,2))) C V\M o que conclui a prova. [
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Observemos o seguinte corolario.

Corolario 2.2.1. Sejam M C R™ uma hiperficie em R™ satisfazendo a condi¢ao de
transversalidade (T) e I : M — R™ uma fungao continua. Entao (R™, 7, M,I) é um

sistema dinamico impulsivo com M satisfazendo STC.

Exemplo 2.2.1. Considere o sequinte sistema
i =—ay+yz—a®
y=x— frz—y’
3= 0xy — 23
onde o, 3,7 e >0, af > 1 M é o conjunto impulsivo e I : M — R3 é uma fungdio

impulsiva. Considere o sequinte conjunto,

—1
M:{(x,y,z) e R? | a:2+ay2+a59 z2—r2:0}

onde v > 0 ¢ constante, entdo M € um conjunto satisfazendo STC. De fato, defina
g:RP =R

af -1, )
7 2% — 72,

g(x,y,2) = x* + ay® +

Observamos que 0 € valor reqular de g entio sabemos que M = g=1(0) é uma superficie em
R3. Verificaremos que M satisfaz a condicio de transversalidade. Tal condicio nos diz que
nenhum vetor normal a M pode ser perpendicular ao campo vetorial definido por f, em
outras palavras, nenhum vetor perpendicular ao plano tangente pode ser perpendicular a
f(p) isso quer dizer que f € transversal a M. No exemplo em questio estamos considerando

flz,y,2) = (—ay +yz — 23, v — Bxz — vy, 0xy — 23). Note que:

9y
dg
L= =2
2 Dy ay
3 Jg _ 2(af — 1)z

0z 9
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Observe ainda,

2(aB — 1)z
<Vg(l’, Y, Z>7 f(’ra Y, Z>> = <(2‘T’ 2013/, w)a (—O{y + Yz — ZL‘S,ZE - BZL‘Z - 7y3, ny - Z3)>
2 —1
= 2z(—ay+yz—2°) + 2ay(z — frz —1y°) + (aﬁg)z)(@wy — 2%
= 2zay+ 2xyz — 22t + 202y — 20Bryz — 20ty + 2aBzay — 2zay —
2(af —1)2*
0
2 —1)2*
<0

para todo (x,y,z) € M. Portanto M satisfaz a condigao de transversalidade e assim pelo

Teorema 2.2.1 o conjunto M impulsivo safistaz (STC).

Exemplo 2.2.2. Sejam (R", 1) o sistema dinamico dado por & = f(x) e x;fi(x) < 0 para
reR" x#£0,i=1,2,...,n.
Seja ay,...,an, v € Ry\{0} e ay,...,a, € N numeros pares, considere também

M = {(’I17 "'7xn> € RTL . alx?l + + anxan = 7”}'

n

Como feito, no exemplo anterior podemos definir
n
9(T1, 0y Tn) =D AT, — T (2.2)
i=1

Note que para todo v € M temos g(v) = 0, sendo assim M = g=(0), ou seja, 0 é valor

regular. Para cada i € {1,...,n} calculamos

= oaz Tt (2.3)

E assim

(Vo(z,y,2), f(z,y,2)) = oraiz? " fi(z) + ... + anapzi " f(2)
— Zaiaixf‘i_lfi(x) <0.
i=1

Portanto M satisfaz a condigcdo de transversalidade e assim pelo Teorema 2.2.1 o conjunto
M € impulsivo safistazendo (STC).

A caracterizacao de conjuntos impulsivos satisfazendo STC é importante no estudo

da teoria de sistemas semidindmicos impulsivos.
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3 Invariancia e movimentos recursivos

Tendo em vista que alguns conceitos recursivos, tais como peridiocidade, minimali-
dade e recorréncia por exemplo, sao apresentados primeiramente no contexto de sistemas
dindmicos continuos, como pode ser visto em [2], destacamos a importancia de estudar
a generalizacao de tais conceitos na condigao impulsiva. Na primeira se¢ao discutiremos
sobre a convergéncia de sequéncias avaliadas por 7, isso ¢ importante porque nem sempre
podemos garantir a continuidade da funcdo 7. Nas secOes seguintes discutiremos os
conceitos de invariancia, conjuntos limites positivos, conjuntos minimais e movimentos

quase periédicos. Neste capitulo nos baseamos nos artigos [5], [6], [10] e [11].

3.1 Convergéncia das sequéncias avaliadas por 7

Na teoria de sistemas semidindmicos impulsivos em que estamos imersos nem
sempre temos a continuidade da fungao 7. Nesta secao apresentaremos resultados sobre a

convergéncia das sequéncias avaliadas por 7.

Seja (X, 7, M, I) um sistema semidindmico impulsivo, ao longo desse trabalho

assumiremos as seguintes condicoes gerais:

(H1) Os pontos de M nao sdao pontos inciais que satisfazem STC, consequentemente ¢ é

continua em X\ M;
(H2) M NI(M) = 0;

(H3) Para cada = € X, o movimento 7(z,t) é definido para cada t > 0.

As condigoes acima sdo necessarias para obter propriedades qualitativas em sistemas
semidindmicos impulsivos. A condi¢do (H1) controla como as 6rbitas encontram ou saem
do conjunto impulsivo garantindo a continuidade da fungdo ¢ em X\M. A condi¢ao (H2)
nos diz que uma trajetéria impulsiva somente pode interceptar M quando essa trajetoria
comeca em M o que ocorre quando ¢t = 0. A ultima condi¢ao é importante para estudar o

comportamento assintético das orbitas.

A seguir, mencionamos alguns resultados importantes que serao muito uteis poste-
riormente. Discutiremos a seguir convergéncia das sequéncias em (X\M) x {0} avaliadas
por .

Lema 3.1.1. Sejam z € X\M e {zu}nen uma sequéncia em X\M tais que z, —-=° 2 .

Se an "0 e, >0, para todon € N, entdo (2, ) e,
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Demonstragio. Como ¢ é uma fungdo continua em X\ M, existe ny € N tal que

¢(2) 3¢(2)

5 < Pzn) < —, » bara todo, n > ny.

Desta forma, como a, —=0 e a, > 0, podemos assumir que 0 < ,, < &(zn)

para todo n € N. Portanto, pela continuidade de 7, temos
T (2n, o) = (2, ) nitooﬂ(z, 0)==z2
e a prova esta completa. O

O préximo lema investiga a convergéncia das sequéncias em (X\M) x R, avaliadas

por .

Lema 3.1.2. Seja {x,}nen uma sequéncia em X que converge para x € X\M. Entdao
dado t > 0, existe uma sequéncia {€,}nen C Ry tal que er 0 e

7 (T, b+ €n) "— 7 (2, 1) -

Demonstracao. Temos quatro casos para analisar:

Caso 1. Suponhamos que ¢(x) = +o00. Desde que x € X\ M podemos garantir
que ¢ é continua em x, isto implica que ¢(z,,) e o(z) e dessa forma existe sy € N
tal que ¢(x,) > t para todo n > sy. Entao no intervalo [0, ¢] ndo tem agao impulsiva para
n > Sg, isto é, m(x,,t) = m(x,,t) para todo n > sg. Escolhendo {e,, = 0} para todon € N

obtemos

T(Tn, t +€n) = T(@n, ) = 7(2n,1) nj)ooﬁ(xu t) =7(z,t).
Caso 2. Suponhamos agora, que 0 < t < ¢(x) < +00. Tomando € > 0 tal que
e < ¢(x) —t, temos que, t < ¢(x) — £ e com isso podemos afirmar que existe s; € N tal
que ¢(x,) > ¢(x) — e >t para todo n > sy, isso é verdade pois ¢ é um fungao continua

n—-—+oo
emxe ry,—= &

P A / ’ n—>-4o00
Por hipétese t < ¢(x) e novamente como ¢ é continua em z e x, —x obtemos

7(zp,t) = m(x,,t) para todo n > s;. Coonsiderando {e,, = 0} para todo n € N obtemos

F(Tn, t 4 0) = 7(2n, 1) = T(@p, t) " —7(2, t) = 7(,1) .

Caso 3. Para este caso vamos considerar a situagdo onde t = ¢(z) < +00. Sejam

zy = w(z,t) eat = 7(x,t) = I(z1). Como ¢ é continua em z e z,, "—= x podemos supor

que ¢(x,) < 400 para todo n € N. Com isso (2,)1 = (2, ¢(2)) "—= 7(x, 7(x)) = 7 .
Neste ponto da demonstragao usaremos a continuidade da funcao impulsiva I e assim

obtemos
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()] = I((2a)1) "= I(21) = i .

n—>-4o0o

O fato de que |¢(z,) — ¢(2)]" =0 e &,"—=0 implica que &, = ¢(z,) —t > 0,

portanto
T(n, t +en) = T(2n, 0(zn)) = I((2n)1) = x), —— ] =7(x,t).

Caso 4. Neste ultimo caso consideraremos 0 < ¢(z) < t. Para este caso, existe m € N
m—1

tal que t = > ¢(x) + t',onde 0 <t < ¢(z}). Para cada n € N definimos a sequéncia
=0

{(20)k ren da seguinte forma:

(Tn)1 = (20, d(2,))
(Tn)2 = W(($n)1+7¢(xn)f>

(@ = T(@a)iy, o((@a)iy). com k> 2.

m—1
n—->-+o0o

Seja t, = > ¢((zn);), onde (x,)§ = x,. Usando o fato de que ¢(z,) —= ¢(z) , temos
i=0

()1 = 7(T0, P(xy)) n_te m(z, ¢(x)) = 21 .

Pela continuidade da funcao I, obtemos

Com isso,

ja que ¢ é continua em X\M e (z,)7 —— =z em X\M, repetindo esse raciocinio

obtemos
(2 "—° 2, para todo k € N. (3.1)
Usando continuidade de I temos
(22)F = I((2n)]) "= I(x),) =zt  para todo k € N. (3.2)

Entao, novamente pela continuidade de ¢, temos

(3.3)

Definimos agora a sequéncia
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5n:tn+t/—tparatodon€N.

n—> —+00

. n—+00 / / . —
Assim &, — 0 umavezque t, —> t —t .Como ¢ é continuaem z}, e (z,)} “—= z}

mi my )

com k € N, para n suficientemente grande vale, 0 < ¢ < ¢((x,);"), com isso obtemos,

F(Tnyt +n) = F(Tp, ty + 1) = 7(F (20, t0), 1) = 7((20) 75, 1).

Fazendo n — +o00, concluimos por fim o seguinte

—_

m—

(20 t) — w(af, t) = 7o, ) = 7 (7(x, > o(z))).t) = #(x,1).

]

Lema 3.1.3. Seja {x, }nen uma sequéncia em X na qual converge para x € X\M. Dados
t >0, tal quet # ti(x), k=1,2,..., e {\ }nen C Ry uma sequéncia com \,"—=t entdo

(@0, An) =7 (2, 1) .
Demonstracio. Se t = 0 o resultado segue do Lema 3.1.1. Seja k € {0, 1,2,...} tal que

tk(l’) <t < tk+1(l’n).

Desde que ¢((x,);) N ¢(x]) paracada j =0,1,2,...e A, "%t podemos assumir

que A\, € (tg(xy,),tp1(z,)), para todo n € N. Entao
T (@0 An) = T((22)F A — tr(@n)) "— 7 ()t — ty(2)) = 7 (1) .

E isso conclui a prova do lema. O

Lema 3.1.4. Sejam z € X\M et > 0. Assuma que a sequéncia {\,}nen C Ry seja tal

que A, >t para cadan €N e \,"—5¢ . Se {Zp}neny C X\MéE uma sequéncia na qual

~ . A . n—> 00
converge para T entao existe uma Sequencia {Bn}neN C R+ tal que ﬁn —— 0 e

n——+00 ~

T(Tpy Ay + Bn) — 7(x,1) .
Demonstragio. Se t # tp(x), para cada k = 1,2,...,, entdo em virtude do Lema 3.1.1,
obtemos o resultado. Contudo, se t = t;(x), para algum n € N e como \, > ¢, para

cada n € N, podemos escrever \, =t + s, com s, >0e s, iy Agora, desde que

tenhamos ¢((x,)T

n—-+o00
;)

— gb(x;r) , para todo 7 = 0,1, 2, ..., temos

tr(n) "= 1 () -

Definimos agora T,, = t(z,) — tx(x) para todo n € N. Portanto,
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An =1+ 8, = te(x) + 85 = te(zn) — T + 5n.

Considerando 3, = |T},| e usando o Lema 3.1.1 obtemos

=N

T (s An 4 Bn) = T (2, An + Bn)

(@ns te(@n) — Tn + [Tn| + sn)

(7 (@, ti(20)), =T + | To| + $0)

= #((zn)f, ~Tu + |Tol + 50) "—=" m(f,0)

(x,t).

Il
=N

I
=

I
=N

[]

Veremos agora que dado um ponto x € M e uma sequéncia {z, },en definida em
F(L, (X, 2)]) sempre podemos extrair uma sequéncia de tal modo que exista uma sequéncia

de ntimeros reais positivos de onde podemos obter a convergéncia no conjunto M.

Lema 3.1.5. Sejam (X, m, M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € M satisfazendo
a condigio STC com A-tubo F(L,[0,2)]). Suponha que exista uma sequéncia {z,}nen uma

sequéncia tal que z, € F(L,[0,2)\]) com z,"—=°x . Entio existem uma subsequéncia

Zng. fkeN € 1 Zn fneN € UMa SEqUENCIA \Ek fkeN COMTN € —> , ONAE T = T\ Zp, , €k < )
. d N . n—>-4oo 0 d . M

O(z) =€ € xkkiﬁox.

Demonstragio. Seja x € M satisfazendo STC com o A-tubo F(L,[0,2A]). Suponha que
exista uma sequéncia {z, }nen C F(L, [0,2)]) tal que z,"—="z . Como z, € F(L,[0,2)])
existe A, € (A, 2] tal que

7(2n, An) € L para todo n € N.

Definindo a sequéncia {\,},en C Ry, podemos escolher uma subsequéncia {\,, }ren
convergente tal que A\, o N e [\, 2]]. Pela continuidade de 7 e usando o fato de que

L ¢é um conjunto fechado, temos que

T(Zns Any) =22 w(z,\) € L. (3.4)

Assim x € F(L,\) F(L, ), o que implica que A = \. Definimos agora e, = \,, — A > 0

e xy, = m(2p,, €x) obtemos
m(z, A) = m(7 (2, €k)s A) = T(2n,, €6 + A) = (20, Any) € L.

Como x € F(L,A\) =S C M e ¢ =% 0, utilizando novamente a continuidade da

funcdo 7 observamos o seguinte
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T(Zny,s Any,) i m(x, \) .

Afirmamos que ¢(z,,) = ;. Suponha que existe um nimero real ¢, € (0,¢y) tal

que Wy, = m(2n,,to) € M. Assim
ﬂ-(wnk’ )‘nk - tO) = W(W(anvto)’ )\Tbk - tO) - ﬂ-(znk? )\nk) € L.

Como 0 < A, —tg < 2\ —ty < 2\, entdo w,, € F(L,[0,2A\])NM = S. Com isso
Wy, € F(L,A)NF(L, A, — to) 0 que implica em A = A, — to. Consequentemente

to = An, — A = £k 0 que é uma contradigao. Portanto ¢(z,,) = &. O

Observacgao 3.1.1. Seja a € M. Pela hipotese (H1) estamos supondo que M satisfaz
STC, entao existe um STC-tubo F(Lg,|[0,2),]) sobre a dado pela segio S,. Além disso,

sabemmos que o tubo é uma vizinhanca de a, entdo existe n, > 0 tal que
B(a,n.) C F(Lq,[0,2),)).
De agora em diante denotaremos

Hy = F(Lg, (M\ay2Xa]) N B(a,n,) e Hy = F(Lg, [0, \;]) N B(a,n,).

F(L, [0, ))) S

Figura 7 — Conjuntos H; e Hs.
Apresentaremos a seguir condi¢oes para obtermos a compacidade relativa do
conjunto 7(A,[0,1]), paral >0e A C X.

Lema 3.1.6. Seja A C X um conjunto nao vazio e relativamente compacto. Entdo o

conjunto w(A,[0,1]) é relativamente compacto em X para cada l > 0.
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Demonstragao. Considere {y, }nen C 7(A,[0,1]), disso garantimos a existéncia de sequén-
cias {an fnen C A € {Sp}nen C [0,1] tais que y, = #(an, A\y),n € N. Como A e [0,] sdo

conjuntos compactos em X e em R, respectivamente, podemos supor que

n—>-+00 n—> 00
a, —= a s, —> §,

coma € A e s € 0,l]. Dessa forma temos dois casos para analisar: a ¢ M e a € M.

Caso 1. Supondo a ¢ M e se s # t(x) para todo k € Z, ao usarmos o Lema

3.1.3 concluimos que

n—>-+0o ~

Yn = T(an, s,) — 7(a,s) € 7(A,[0,1]).
Se por acaso tenhamos s = t;(x), para algum k € N, o resultado segue imediatamente do
Lema 3.1.7.
Caso 2. a € M. Uma vez que M satisfaga STC existe um STC-tubo F'(L,, [0, 2\,])
sobre a dado pela se¢ao S,. Como o tubo é uma vizinhaga de a, existe n, > 0 tal que
B(a‘7 Wa) C F(LCLJ [07 2)\a]>7
e pela observagao 3.1.1 podemos considerar os seguintes conjuntos

Hy = F(Lq, (Mo, 2Xa]) N B(a,n,) e Hy = F(Lg, [0, A\]) N B(a,n,).

Neste caso precisamos analisar o que acontece quando a,, € Hy e quando a, € Hs para n
suficientemente grande. Sem perca de generalidade temos que considerar os casos quando
{an}nen C Hy e quando {a, }neny C Hy. Primeiro assumamos que {a,} C Hs. Se s < ¢(a)

entao s, < ¢(a,) para n grande. Portanto

F(an, $n) = T(an, $p) "—="7(a,s) = 7(a, s) .

¢(a)

Mas, se s > ¢(a) podemos definir sy = — Entao
7:‘:<an> Sn) = 7~T(ﬁ'(an: 50), Sp — 50)7

dessa forma o resultado segue do Caso 1.

Finalmente assumindo que {aynen C Hy. Entdo ¢(a,)'—=0 . Consideraremos
sem perca de generalidade os casos: A\, < ¢(a,) e A, > ¢(a,) para n € N. Quando )\, <
¢(a,), para n € N, entdo M 220 e consequentemente T(an, \p) = 7(ap, )\n)nifoa

Agora se A\, > ¢(a,), para n € N, escrevemos

7 (ans M) = 7(F(an, 9(an))), An — d(an)),n € N. (3.5)

Como {a, }neny C Hy usando a continuidade de I em M e de m em X x R, obtemos



Capitulo 3. Invaridncia e movimentos recursivos 39

7 (an, $(an)) = I((an, $(an))) "= I(w(a,0)) = I(a) .

Notemos que I(a) € X\ M pela condigdo (H2). Agora pela igualdade 3.5, pelos Lemas

3.1.4 e 3.1.7 e pelo Caso 1 concluimos assim a prova. O

Lema 3.1.7. Sejam x € X\M et = ty(x), para algum k € N. Suponha que {\, }neny C Ry
seja uma sequéncia que converge para t € {x,}nen C X € uma sequéncia que converge para

x.

n—-+4o0o

a) Se A\, <t, para todon €N, entao 7(x,, \p) —= x .

b) Se A\, > t, para todo n € N, entao {7 (x,, \n) }nen possui uma subsequéncia que

converge em Tt (x).

Demonstragio. Para a prova do item (a) considere que A, < t para cada n € N. Entao

existe uma sequéncia {s, }nen C [0, ¢(z,)f,1) com s, " () e ng €N tal que

An = tg—1(x,) + sp, para todo n > ng. (3.6)
Dessa forma
~ n +oo
T(Tn, An) = W((wn)li_—la Sn) 5 W(Ilj;_—h gb(x;:—l)) =z, € M.

Para finalizar a demonstragao do item (b), coonsidere o que foi feito na prova do Lema
3.1.4, tomando t = t;(x) e usando o fato de que se {s,, — T, }nen admite uma subsequéncia

{$n, — Tn, }1en tal que s,, — T, > 0 para todo | € N pelo Lema 3.1.1, temos

7 (@0 M) = 7T (g, ta(@,)), =Ty + 80,) = @ € 7 (a). (3.7)
Contudo se {s,, — T, }neny admite uma subsequéncia {s,,, — T, hien tal que S, — T, < 0

para todo [ € N dessa forma podemos escrever A\, = tx_1(Zm,) + O((Xm,)i_1) = Ty + Simy-

Percebemos que ¢((2,)5 1) — Tmy + Sm, > 0 quando [ é suficientemente grande. Entao

ﬁ(xmm Aml) = ﬁ(ﬁ-(ajml?tk_l(xml))’ qb((xmz)k 1) Tml + Sml)

= (@)1 (T )i1) — Ty + Sm) — = (i, Bl y))

= 1, € 7T (7).

3.2 Conjuntos invariantes e conjuntos limites positivos

A 7-invarancia, assim como conjuntos limites impulsivos L™ (z), J*(x) e D (x), sao

de grande relevancia para nossos estudos, pois, através deles podemos extrair informagoes
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importantes acerca do sistema. Esses conceitos sao inicialmente apresentadas no contexto
de sistemas dindmicos sem impulsos, como pode ser visto em [1] e [2], porém podem ser
generalizados no contexto impulsivo e é isso que estaremos preocupados em mostrar. A

maior parte dos resultados desta se¢do podem ser encontrados nos artigos e trabalhos [4],
[5], [6] e [14].

Nesta secao definiremos os conceitos de conjuntos invariantes e conjuntos limites
positivos no contexto de sistemas impulsivos. O conceito de invaridncia positiva para
sistema semidinamicos com impulsos é definido de forma analoga ao caso continuo, veja
em [1] e [2].

Definigao 3.2.1. Dizemos que A C X ¢é positivamente T-invariante se 7(A,t) C A
para todo t € Ry. O conjunto A é chamado T-invariante se w(A,t) = A para todo
te Ry.

Podemos ver em [2] que no contexto de sistemas dindmicos sem impulso {A;}ien
sendo uma cole¢ao de subconjuntos positivamente invariantes de X, entao a intersecao
e a uniao desse conjuntos também sao conjuntos positivamente invariantes. O resultado

também vale para sistemas semidinamicos impulsivos.

Exemplo 3.2.1. Seja (R?, 7, M, I) um sistema semidinamico impulsivo dado pelo Exemplo
1.2.1.

Percebemos que o conjunto A = [0,400) € positivamente m-invariante, pois
m(A,t) C A, mas ndo € positivamente T-invariante, pois w(A,t) ¢ A. Entretanto,
considere o conjunto B = [—1,1) = B\{1}, tal conjunto é claramente T-invariante pois
7(B,t) C B.

No proximo lema demonstraremos o fato de que o fecho de um conjunto positiva-
mente 7-invariante excluido dos pontos de M obtém-se ainda um conjunto positivamente

m-invariante.

Lema 3.2.1. Seja B C X um conjunto positivamente T-invariante, entdo B\M ¢ positi-

vamente T-invariante.

Demonstragio. Considere b € B\M e t > 0. Nesse sentido existe uma subsequéncia

{Zp}nen C B tal que x, ey, pelo Lema 3.1.2 existe uma sequéncia {&, },eny C Ry tal

quee, =20 e
F(an t +en) 2 7(b,t) C B.

Como B é um conjunto positivamente 7-invariante {7 (z,,,t+¢,) }nen C B e vale a condigao
(H2) concluimos que 7 (b,t) € B\M. O
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Definicao 3.2.2. Seja (X, 7, M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dado x € X,

dizemos que

L*(z) = (" 7(x, [t, +0)).

t>0

¢ 0o conjunto limite positivo impulsivo de x. O prolongamento do conjunto limite

positivo é dado por

Jt(z) = NN U7#B(z,e),7).

t>0e>071>t

O conjunto prolongado de x é

ﬁ*(x) = ﬂ Uﬁ(B(x, €),t).

e>0¢>0

Podemos ainda observar que para cada x € X os conjuntos L*(z), L*(x) e D*(x)

sao conjuntos fechados para todo x € X.
Lema 3.2.2. Sejam (X, m, M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Entao,

a) Lt(z) ={y € X : existe uma sequéncia {t, }nen C Ry, com t, "—= 400 e 7z, t,) "—= y };

n—>-+4o00

b) JH(z) ={y € X : ezistem sequéncias {t, }nen C Ry e {xp}nen C X, com t, " —= 400,

z, "y e (2, ty) nifoy};

c) Dt(z) ={y € X : emistem sequéncias {t,}nen C Ry e {Zptnen C X tais que,

Ty x e A, tn) —y b

Demonstragio. a) Para a prova do item a), considere o seguinte conjunto
I'={y € X : existe uma sequéncia {t,},eny C Ry, com ¢, T o T(x,t,) = y }.

Mostraremos primeiro que I' C LT (x). Dado y € T, existe uma sequéncia {t, }nen C
R, tal que ¢, " —= 400 e 7(z,t,) —= 3. Observamos que para cada 7 € (0, +00),
existe ng € N tal que ¢,, € [7, +00), para todo n > ng. Assim 7(z,t,) € 7(z, [, +00), para
todo n > ng. Dessa forma temos que y € W para todo 7 € R, , isso implica que

Y € Neso T(x, [T, +00) e assim concluimos que I' C L*(z).

Agora mostraremos a outra inclusio. Dado z € L*(z), entdo z € 7(x, [t, +00) para
todo t > 0, em particular observamos que z € 7(z, [t,, +00) para a sequéncia {t, }nen C Ry

com t, "X Lo . Nesse ponto da demonstracao sendo n € N, podemos garantir que

1 n 00
existe A\, € [t,, +00) tal que d(7(z, \,),2) < —, e por construcao, A, 10 em R,
n

e além disso,
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7w, A) " 2

Assim, z € I e, portanto, L*(z) C T.
b) Para a demonstracao do item b) considere o seguinte conjunto:

A={y € X : existem sequéncias {t,},en C Ry e {x,}neny € X com ¢, n—ifoo oo,

T, " e F(an, M) —y }.

Vamos provar incialmente que A C J*(z). Tome y € A, existem sequéncias
{xn}nEN CXe {tn}neN C R+ tais que tn ni—‘-)OO +00, Tp ni)oox € ﬁ-<xnatn) ”i)ooy .
Vamos supor, sem perca de generalidade, que {t,},en é uma sequéncia estritamente

crescente. Considere e > 0 e t > 0, existe ng € N tal que 7(z,,t,) € U,» T(B(,€),7)

para todo n > ng, logo, y € UTEtﬁ(B($,€),T) para todo € > 0 e todo t > 0, em

1
particular, percebemos que z € {UT>tﬁ'(B (:c, ),7') para todo n € N. Notamos que
= n

m)Tm

para cada n € N existe uma sequéncia {7 (x, ") }men tal que 2, € B (x, >, m € N com
n

" o0 e (2, )52 . Podemos denotar para n € N os termos T = Yn,
1

tn =\, tais que y, T AN T o0 e d(7(Yn, hn), ) < —. Isso implica que
" n

7 (Y, hn) "— 2 . Portanto J*(z) C A.

c) A prova desse item se baseia nos mesmos argumentos utilizados no item anterior.

]

O proéximo resultado nos garante que quando o conjunto limite é nao vazio entao

tem pelo menos um elemento nao pertencente a M.

Lema 3.2.3. Se LT (x) # 0 para algum z € X, entio L*(x)\M # 0.

Demonstragio. O caso onde LT (z) (M = 0 ndo precisa de demonstracao.

Vamos comecar supondo que existe y € LT () N M. Pela hipétese (H2) sabemos
que existe um STC-tubo F'(L,[0,2)]) dada pela se¢ao S sobre y. Portanto existe n > 0
tal que B(y,n) C F(L,[0,2X]).

Considere os seguintes conjuntos
H, = F(L7 (/\7 2)‘]) N B(i%n) e Hy = F(L7 [07 A]) N B(?Jﬂ?)7

como na Observacéo 3.1.1. Sabendo que y € L*(z), existe uma sequéncia {t, }nen C Ry

tal que £, o +oo e 7(x,t,) == y . Dai existe um ng € N tal que 7(z,t,) € B(y,n)

para todo n > ny.
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Suponha que {t,},>1 admite uma subsequéncia {t,, },>1 onde 7(z,t,,) € H; para

todo k£ > 1 e dessa forma obtemos
o~ ~ k 00
(7 (@, tny ), $(F (2, 10,))) == I(y) & M. (3.8)

Agora, vamos analisar o caso em que a sequéncia {t, },en admite uma subsequéncia
{tn, }ren tal que 7(z,t,,) € Hy para todo r > 1, tomando ¢, > 0 tal que w(y, (0,&,]) N M =

0 o que resulta em

A (s tn,),2) =57y, 2) & M. (3.9)
Pelo o que analisamos em 3.8 e 3.9 conlufmos que L*(z)\M # 0. O

A seguir apresentaremos um resultado auxiliar sobre o prolongamento do conjunto

limite positivo.

Lema 3.2.4. Sejam x ¢ M ey € L*(z) entdo J*(x) C J*(y).

Demonstragio. Sejam y € Lt(x) e z € Jt(x), podemos afirmar que existem sequéncias

{tn}nen C R4, {7n}nen C Ry e {,}nen € X onde

n—-+o0o n—+00 n—+o0o
t, — 400,717, — +00 € T, — T,

tais que

7(x,ty,) note y e T(Tn, ) note

Podemos assumir sem perca de generalidade que {t, }nen € {7 tnen s@0 sequéncias cres-
centes satisfazendo 7,, — t,, > n para todo n € N. Para cada t; com k= 1,2, 3, ... temos,

pelo Lema 3.1.2, que existe uma sequéncia {¢*},>; C R, com 5517@;00 tal que

7 (T, b + ) TE2 (3, t) |

Portanto para cada k > 0 existe ny > k tal que

A(F (s b+ €3), (2, t)) <

1
-
Note também que

d(y, m(x,t,)) + d(7(z, t), 7(zp,, te + sﬁk))

d(y, 7(z, 1)) + li

d(ya ﬁ-(xnk e+ 6ﬁ))

IN

IN

k— k—4o00

Sendo assim 7 (zy,, t), + &%) Ty pois 7(x,ty) — y . Temos que
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k ) k—4o00

(T, Tny) = T(T (T, te + aﬁk),Tnk —ty—cen) —= 2,

k—+o00

com ﬁ(xnk,tk—i-&?flk) —— y e (T, —tk+5ﬁk) e

+00 . Isto implica que z € J*(y).
[l

Pelo Lema 3.2.1 sabemos que o fecho de um conjunto positivamente 7-invariante é
também positivamente 7-invariante. A préxima proposi¢ao mostraremos que E+(ZB)\M é

um conjunto positivamente w-invariante.

Proposicao 3.2.1. Seja (X, 7, M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Entdao o

conjunto Lt (x)\M € posistivamente 7-invariante para todo x € M.

Demonstragio. Suponha que L*(z)\M seja um conjunto nao vazio. Seja y € LT (x)\M
e t > 0 sendo um numero arbitrario, entdo existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry com

th T 400 tal que 7(z,t,) e y . Desde que y ¢ M podemos assumir que para
n suficientemente grande {7(z,t,)}neny C X\M. Utilizando o Lema 3.1.2 existe uma

sequéncia {,} C Ry com &, == 0 tal que

n—+o0o ~

Tz, t, +t+e,) =7(7(x, t,), t +,) — 7(y,t).

Claramente {t,, +t+ e, }n>1 C Ry com ¢, +t+¢, "ZF 150 . Portanto conclufmos que

#(y,t) € L*(x)\M pois I(M)N M = . Desde que a escolha do t > 0 seja arbitréria a

demonstracao do lema esté finalizada. O

3.3 Conjuntos Minimais

Nesta secao apresentaremos a teoria de conjuntos minimais para sistemas semidi-
namicos impulsivos, nesta parte do trabalho nos baseamos no que esta apresentado em [5],
6] e [10]. Em [10] Kaul define o conceito de minimalidade para um sistema semidindmico

impulsivo (X, m, M, I) da seguinte maneira:

A é minimal em (X, 7, M, I) se A= 7+ (x) para todo z € A\M.

Contudo, como pode ser visto em [1] e [2], no contexto da teoria cléssica de sistemas
dinamicos continuos, um conjunto A é chamado minimal se é nao vazio, fechado, invariante e
nao contém nenhum subconjunto préprio com essas propriedades. Um resultado decorrente
é que um conjunto nao vazio A C X é minimal se, e somente se, 7+ (x) = A para cada

r € A

A seguir apresentaremos a defini¢do de conjunto minimal.
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Definicao 3.3.1. Um conjunto A C X é minimal em (X,7,M,I) se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

(a) A\M £0;
(b) A € fechado;
(c) A\M ¢ positivamente 7-invariante;

(d) A ndo contém nenhum subconjunto préprio satisfazendo (a), (b) e (c).

O resultado seguinte, apresentado por Kaul em [10], é equivalente a Definigao 3.3.1.

Teorema 3.3.1. Um subconjunto A C X é minimal em (X, m, M,I) se, e somente se,
A =7+ (z) para todo x € A\M.

Demonstragao. Primeiro suponha que o conjunto A seja minimal. Como = € A\M e A\M
é positivamente 7-invariante, temos que 71 (x) C A para todo x € A. Pelo fato de que A

é um conjunto fechado vale a seguinte inclusao

(@) c A=A (3.10)

Por 3.10 obtemos que 7+(x)\M # §. Concluimos que #+(zx) é fechado, 7+ (z)\M é

positivamente 7-invariante e pela minimalidade de A temos que 7+ (x) = A.

Reciprocamente, considere B C A tal que B seja um conjunto fechado, com
B\M # ) e positivamente 7-invariante. Se b € B\M entdo b € A\M e por hipdtese
A = 7+(b). Como B\M é positivamente 7-invariante temos que B C A =7+(b) C B= B

e consequentemente, A = B. Portanto A é minimal em (X, 7, M, I). ]

Teorema 3.3.2. Seja A C X e suponha que LT (x)\M # 0 para todo x € A. Entdo A é
minimal em (X, m, M, ) se, e somente se, A = L*(z) para todo x € A\M.

Demonstragio. Para mostrarmos a condigao necessaria considere x € A\ M. Pelo Teorema
3 3.1, temos que 7t+(z) = A e dessa forma L*(z) C A. Como A é um conjunto minimal,

Lt (z)\M # 0, L*(z) é um conjunto fechado e LT (z)\M positivamente #-invariante, pela
Proposicio 3.2.1 concluimos que Lt(z) = A.

Agora mostraremos a condi¢ao suficiente. Suponha que A nao seja um conjunto
minimal, entdo existe um subconjunto fechado e préprio B de A tal que B\M # () e B\M é
positivamente 7-invariante. Dado b € B\M segue que b € A\M. Por hipétese A = L*(b) e
pelo fato de que B\ M é positivamente 7-invariante, obtemos que B ¢ A = Lt(b) ¢ B = B.
Portanto A = B, o que é uma contradi¢ao e por conclusao A é minimal. E isto finaliza a

prova do teorema. O
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No préximo lema garantimos a continuidade da érbita impulsiva positiva de um

ponto z € X sempre que 7 (z) for um conjunto minimal.
Lema 3.3.1. Seja (X, m, M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se 7% (z) é minimal

entio 7t (x) = 7wt (x).

Demonstragio. Precisamos mostrar que ¢(x) = 400. Suponha que ¢(x) < 400, desse

modo, consideremos x; = 7(x, ¢(x)) € M. Claramente z; € 7+ (x), pela minimalidade
de 77 (z), temos que, 7 (x) é fechado e assim x; € 77 (x), 0 que é uma contradigao pela
hipdtese H2, pois I(M) N M = (). Portanto ¢(x) = +oc. O

No final dessa secao apresentaremos alguns resultados e defini¢des sobre movimentos

quase periodicos e movimentos recorrentes em sistemas semidinamicos impulsivos.

Definicao 3.3.2. Um ponto x € X ¢ dito ser w-recorrente se para cada € > 0 existe

T =T >0 tal que para cada t,s > 0, o intervalo [0,T] contém wm nimero T > 0 tal que
d(7(z,t),7(z, s+ 7)) < €.

Uma drbita positiva 7 (x) € dita ser T-recorrente se v € X € T-recorrente.

Observagao 3.3.1. Se x € X € 7-recorrente entao dado € > 0 existe T =T(c) > 0 tal
que 7t (z) C B(7(z,[t,t + T)),€) para todo t > 0.
No teorema abaixo apresentaremos condig¢oes suficientes para que um ponto seja

m-recorrente.

Teorema 3.3.3. Sejam (X, 7, M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X um

conjunto compacto e minimal. Se x € A\M, entao x € T-recorrente.

Demonstracdo. Suponhamos que x nao seja w-recorrente, nesse sentido existem, € > 0 e

~ . , . .. n—-+oo
sequéncias de nimeros reais positivos {1, }nen, {tn}nen, {Sn}neny com T, —= 400, e

satisfazendo a seguinte desigualdade
d(7(z,t,), 7(x, 8, + 7)) > ¢ para todo T € [0,T,]. (3.11)
Desde que x € A\M e A\M sendo positivamente 7-invariante temos que
- . 1,
{7(x,tp) 1 CAAM C Ae {7T<ar,sn + 2)} c A\M C A.

Pela compacidade do conjunto A podemos assumir sem perca de generalidade que

n o ~ TTL n oo
F(r,t,) I ae A e W(JI,Sn—l-Z) T he AL
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Neste ponto da prova temos alguns casos para analisar.

Caso 1. Suponha que b € M. Seja t > 0 fixo e escolhido arbitrariamente. Suponha
k

que t # Z gb(bj) com k € Z,. Neste caso, pela continuidade da 7 e I, existe § > 0 tal
§=0
que se d(y,b) < 0 entao

d(7(y,t), 7(b, 1)) < (3.12)

OJ\“)

T,
Por outro lado podemos encontrar um ny € N, onde sempre que % > t tenhamos as

seguintes desigualdades
- € ~ T,
d(7(z,t,),a) < 3 e d<7r<x, Sy + 2)) < § para todo n > nyg. (3.13)

Usando (3.11), (3.12) e (3.13) obtemos

o d(m(b,t),a) > d(7(b,t), T(x,tn,)) — d(T(z,1p,),a);

T T
o d(T(b,ty,), T(x,tny)) > d(fr(w,tno),ﬁ(x,sno—l—;o—kt)) —d(fr(b, t),fr(x, sn0+%—|—

t

T T
. dG(b,1),a) > d( (2, t), 7 (x,sno s +t>) - d(ﬁ(b,t),fr(m,sno e —|—t>> _
15 £ 9
(7 (2, ), _E_e_¢
(7'('(1;, 0) a’) > € 3 3 3

Como a escolha do t foi arbitraria obtemos d(7(b,t),a) > % para todo t > 0 tal que

k

t#£ > qﬁ(b;r). Agora suponha que existe k € N tal que t = qﬁ(bj). Podemos tomar uma
; =
sequéncia de nimeros reais {\, },en onde

k+1

k k
Ay Z ) com Y o(b)) < Ay < Y 6(b))
=0 §=0 j=0

Usando o fato que d(7(b,t),a) > g temos d(7(b, \,),a) > % e consequentemente

k41
d(7(b, Z gb g gracas ao Lema 3.1.7.

™

€
Portanto, podemos concluir que d(7(b,t),a) > 3 para todo t > 0, o que implica

que a &€ 7 (b) e isto contradiz o fato de A ser um conjunto minimal.

Caso 2. No segundo caso suponhamos que b € M. Desde que M satisfaca a
condigao STC, existe um STC-tubo F(L,[0,2)]) sobre b dado pela segdo S. Como o
tubo é uma vizinhanca de b, existe n > 0 tal que B(b,n) C F(L,[0,2)]). Considere
Hy = F(L,(\,2\]) N B(b,n) e Hy = F(L,[0,A]) N B(b,n) como na Observagao 3.1.1.
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Tn n—+oo
Definindo w,, = 7(z, s, + —) e lembrando que w,, — b. Precisamos analisar
duas situagoes: a primeira se refere ao caso onde {wy,},>1 admite subsequéncia em H; e a
segunda o caso onde {w, },en admite subsequéncia em Ho.

Primeiro suponhamos que {w, },eny admita uma subsequéncia {w,, }reni em Hi.

r—-+00 . . .
Neste caso percebemos que, ¢(w,) —= 0 e isso implica em

T, r—400
ﬁ(m,snr + 2’" +¢(wr)> 2 I) .
Desde que A\M seja um conjunto positivamente 7-invariante e x € A\M, temos que
I(b) € A= A. Considerando que I(M) N M = @ temos que I(b) ¢ M. Utilizando os

3
mesmos argumentos do Caso 1, concluimos que d(7(1(b),t),a) > 3 bara todot >0, o
que implica a &€ 7+ (I(b)), o que é uma contradigdo pois A é minimal e por conseguinte

A = 7t (x) para todo x € A\M e assim A = 7+ (1(b)).

Suponha agora que {w, }neny admite uma subsequéncia {w,, },en em Hs. Considere
0 < X< ¢(b), desde que wy, Z2F2 h | temos

TTL S o0~
(2,80 + 5 ) TS R (b, N)

Tomando = € A\M e sendo A\M positivamente 7-invariante, podemos tomar b; =
7(b,\) € A = A. Notemos que by € M e ainda como I(M) N M = @ usando os
argumentos do Caso 1 em 7(by,t) obtemos uma contradigao. Finalizamos a demonstragao

do teorema. O

No proximo teorema apresentamos condigoes para que o fecho da érbita positiva

de um ponto fora do conjunto M seja um conjunto minimal.

Teorema 3.3.4. Considerando X um espago métrico completo. Sejam (X, 7, M,I) um

sistema semidinamico impulsivo e x € X. Se #T(x) é T-recorrente entdo 7+ (x) é compacto.

Além disso, se x ¢ M entao 7+ (x) é minimal.

Demonstra¢io. Num primeiro momento mostraremos que 7+ () é um conjunto compacto.

Seja € > 0 dado, desde que 77 (x) seja 7recorrente existe T' = T,y > 0 tal que

d(7(x,t), 7(x,[0,T])) < g para todo t > 0. (3.14)

Tomando y € 7+ (z), sabemos que existe uma sequéncia {y,} C 77 (x) tal que
Y "y (3.15)
Observamos que y,, = 7(x,t,) com t, € R,. Usando a desigualdade (3.14) obtemos

d(yn, 7(2,[0,T))) < =. (3.16)

Do M
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Quando n — 400 percebemos que

d(y, 7[0,7]) < (3.17)

DO ™

Por outro lado, como 7(x,[0,7]) é compacto e totalmente limitado existem pontos

X1, T, .oy Ty € T(x, [0,T]), tais que

oI c U B(Ii, 5). (3.18)

=1 2

Pela compacidade de 7(z, [0, T]) existe z € 7(x, [0,7]) onde obtemos

d(y, z) = d(y, 7 (z, [0, T])) < g (3.19)

Utilizando a inclusdo (3.18) podemos tomar um z; € 7(x,[0,T]) para algum i € {1,...,n}

tal que

£
d i) < —=.
Neste ponto da demonstracao usaremos o que foi aprensentado em (3.17), (3.19) e (3.20) e

(3.20)

dessa forma obtemos

Entao 7+ (x) C U, B(x;,¢) o que implica que 7+ (x) é um conjunto totalmente limitado.

Desde que X seja um conjunto completo segue que 7+ (z) é também um conjunto compacto.

Mostraremos agora a segunda parte do teorema. Considere que x € M, queremos

mostrar que 7+ (z) é um conjunto minimal. Suponha por contradigdo que existe um
subconjunto proprio A C 7t (z) tal que A\M # (), A é fechado e A\M é positivamente
F-invariante. E claro que x € A, pois A\M é positivamente 7-invariante e A é fechado.

Portanto d(x, A) = d > 0.

d
Escolhemos um ¢ tal que 0 < € < -, desde que x seja 7-recorrente existe T' = T(,) >
0 tal que para cada t, s € R, existe 7 € [0, 7] com d(7(x,t), 7(z,s+7)) < €. Considerando

q € A\M, sendo A\M fechado e positivamente 7-invariante obtemos 7+ (q) C A. Entao

segue a seguinte desigualdade
d(x,7(q,t)) > d(x,A) = d > 2¢ para todo t > 0. (3.21)

Por outro lado obtemos que ¢ € 7+ (x) e ¢ ¢ M e desde que ¢ € 7t (2) ou ¢q € L* ().

Suponhamos que ¢ € 71 () sendo assim ¢ = 7 (z, s) para algum s > 0 pelo o
que observamos em (3.21) temos que d(z, 7(z, s +t)) > 2¢ para todo ¢t > 0, e isto é uma

contradicao pois x é 7-recorrente.
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Suponhamos agora que q € fﬁ(x). Entao existe uma sequéncia {\, },en C Ry tal

que A, R Lo e 7(x, \n) "2 4. Pela #-recorréncia de  existe 7, € [0, 7] tal que

d(z, 7 (2, Ay + 1)) < % (3.22)

Como [0, 7] é um intervalo fechado e assim um conjunto compacto, podemos assumir que

ry I e [0,7] . Desde que seja verdade que 7, At 7(x, ) P g eg ¢ M
k
segue que 7(z, A\, + 1) AL 7(q,r), ser # Zqﬁ(qf) para todo k € N. Se por acaso

Jj=0

k
r=> ¢(q;) para algum k € N, entdo
j=0

~ n—-+o0o + ~ n—-+4o00o
(X, An +70) — quyq OU T(, Ny + 7)) —> Qg1 -

Quando o n — 400 segue por (3.22) e pelos resultados de convergéncia as seguintes

desigualdades

d(z,7(q,t)) < (3.23)

DO | ™

ou
€
d(% Qk+1) < 2 (3-24)

Se (3.23) ocorre, segue por (3.21) que 2¢ < d(z,7(g,7)) < § no qual é uma

contradicao.

Se (3.24) ocorre consideraremos uma sequéncia { A, }nen C Ry tal que 0 < A, <
olgh) e A X ¢(gl) , entdo por 3.21 temos
k=1
d(x,7(q, D o(q)) + M) = d(z, 7(q, An)) > 2e,

i=-1

onde ¢(¢F;) = 0, entdo d(z,qrs1) = lim, oo d(z,7(g, \n)) > 26 0 que novamente

contradiz (3.24). Portanto, 7% (x) é um conjunto minimal. O

Apresentamos a seguir o conceito de conjunto relativamente denso.

Definicao 3.3.3. Um conjunto D C R, é chamado relativamente denso se existe um

numero L > 0 tal que
DN (a,a+ L) # 0 para todo o > 0.

O préximo resultado apresenta uma relagdo entre os conceitos de recorréncia e

conjuntos relativamentes densos.
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Teorema 3.3.5. Sejam (X, 7, M,I) um sistema semidinamico impulsivo e 7+(x) um
conjunto compacto para algum x € X\M. A érbita positiva 7 (x) é T-recorrente se, e
somente se, para cada € > 0 o conjunto K. = {t € Ry : d(z,7(z,t)) < e} € relativamente

denso.

Demonstragio. Mostraremos primeiro a condigdo necessaria. Supondo que 77 (z) seja

w-recorrente, temos que dado € > 0 existe 7' = T{,) > 0 tal que
d(7(z,t), 7(z, [o, a0 + T)) < g,
para todo t > 0 e para todo o > 0, em particular, temos o seguinte
d(z,7(z, [a,a + T])) < e para todo a > 0.
Entao
K.N[a, e + T # O para todo o > 0.

Portanto, K. é relativamente denso e L = T neste caso.

Reciprocamente, para demonstrar a condicao suficiente, suponha que K. seja

um conjunto relativamente denso para todo £ > 0. Desde que 7t (z) seja um conjunto

compacto, pelo Teorema 3.3.4 é suficiente mostrar que 7% (x) é também um conjunto

minimal.

Suponha que 7+ (x) ndo seja um conjunto minimal, dessa forma, existe um sub-

conjunto préprio A C 7+ (z) tal que A\AM # (), A é fechado e A\M é positivamente

m-invariante.

Notemos que = ¢ A pois A\M é positivamente 7-invariante e A é fechado. Dessa
forma temos d(z, A) = d > 0, escolhendo ¢ tal que 0 < e < g entao existe T' = T,y > 0 tal
que

K.N[a,a+ T] # 0 para todo o > 0 (3.25)

Tomando ¢ € A\M e usando o fato de que A\M é positivamente 7—invariante,
temos assim que 77 (q) C A. Entdo d = d(z, A) < d(x,7(q,t)) para todo t > 0. Portanto

d(x,m(q,t)) > 2¢ para todo t > 0. (3.26)
Desde que ¢ € 7+(z) e ¢ ¢ M segue que ¢ € 7t (z) ou ¢ € LT (x).

Primeiro vamos supor que ¢ € 77 (z), entdo podemos denotar ¢ = 7(z, s) para
algum s > 0. De acordo com (3.26) temos que d(x,7(x,s+t)) > 2¢ para todo t > 0, dessa
forma obtemos que K.N[s, s+ T| = 0, contradizendo (3.25).
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Agora vamos supor que q € fﬁ(x). Sendo isso verdade existe uma sequéncia
{A\n}nen C Ry tal que A, TR Lo e 7(x, \p) "ZF® 4. Por hipétese, para cada A,
existe i, € [0,7] tal que

d(z,7(z, A\n + 1)) < €. (3.27)

Podemos assumir sem perca de generalidade que 7, Ay 1 . Usando o fato de que

—+00

7z, An) =2 ¢ e g ¢ M segue da prova do Lema 3.1.3 que 7(z, An + 1) ——= 7(q,7)

k k
sen £y ¢(qj+) para todo k € N. Por outro lado se np = ¢(q;-r) para algum k£ € N entao
7=0 =0

n—+o0o 4 n—-+4o00o

(2, An + 1) —— G = 7(q,m) ou 7(x, Ay + 1) — Qg1 -

Quando fazemos n — 400 em (3.27) obtemos seguinte

d(z,7(q,n)) < e (3.28)

ou
d(x, 1) < €. (3.29)

No caso (3.28) segue pela desigualdade (3.26) que 2e < d(z,7(q,n)) < e o que é
uma contradigdo, contudo, se por acaso (3.29) ocorrer podemos tomar uma sequéncia

n—-+00

{ttn}nen C Ry onde a mesma satisfaz 0 < p,, < ¢(q;) e pn —— @(g;}) , usando (3.26)

A, 70, S +11n)) = d(zs (gt ) > 2.

j=—1

m  d(x,7(q;, un)) > 2¢, 0 que contradiz a

Jr . o .
onde ¢(q*;) = 0, e dessa forma d(z, gr41) = xiﬂ(}

desigualdade (3.29).

Portanto 7+ (z) é minimal e, pelo Teorema 3.3.3, segue que 7 (x) é T-recorrente. [

3.4 Movimentos quase periddicos

Um ponto x € X é dito ser estacionario com respeito a 7, se 7(x,t) = x para
todo t > 0, em contrapartida chamaremos um ponto x de ponto periédico com respeito
a 7 se T(x,t) = x para algum ¢t > 0 e nao é estacionario, por fim diremos que um ponto
x é eventualmemte periédico com respeito a 7 se é periddico para algum ¢t > 0. Um

ponto x € X\ M ¢é positivamente Poisson 7-estavel se z € L*(z).

Definicao 3.4.1. Um ponto x € X € dito ser quase w-periddico se para cada € > 0,
existe um T = T > 0 tal que para cada oo > 0, o intervalo o, oc + T contém um nimero

T =T > 0 tal que d(7(x,t),7(x,t + 7)) < € para todo t > 0.



Capitulo 3. Invaridncia e movimentos recursivos 53

Lema 3.4.1. Se x € X ¢ quase 7-periddico, entiao cada ponto y € 7 (x) é também quase

-periodico.

Demonstragio. Sejam x € X quase 7-periddico e € > 0. Entao existe 1" = T(.) > 0 tal que

para todo a > 0, temos que o intervalo [o,a + T'] contém um nimero 7 = 7(,) > 0 onde

d(7(x,t),m(x,t+ 7)) < &, para todo t > 0. (3.30)

Tomando y € 7 (x) temos que y = 7(z,s) para algum s > 0. Para cada o > 0
consideremos o nimero 7 > 0 definido acima e pelo o que vimos em (3.30) obtemos o

seguinte

d(7(y,t), 7y, t+71)) = d(7(7(x,s),t), 7(7(x,s),t+7)) = d(7(x,s+1t), 7 (z, (s+t)+7)) < &,
para todo t > 0.

Portanto para todo o > 0 o intervalo [a, o + 7T'] contém um nimero 7 = 7,y > 0 tal que

d(7(y,t),7(y,t + 7)) < € para todo t > 0 e assim y € 77 (x) é quase 7-periddico. O

Apresentaremos no teorema que segue condicoes suficientes para que um ponto

m-periodico seja -recorrente.

Teorema 3.4.1. Sejam (X, m, M,I) um sistema semidindmico impulsivo e 7+ (x) um
conjunto compacto. Suponha que x € X\M, se x € quase T-periddico entio x é T-

recorrente.

Demonstragio. Dado € > 0, existe T' = T{.) > 0 tal que para cada a > 0 o intervalo

[, @ + T contém um niimero 7 = 7(,) > 0 onde
d(7(x,t),m(x,t+ 7)) < € para todo t > 0.
Considere também K, = {s € R, : d(x,7(z,s)) < €} e assim obtemos
K.N[o, o + T # O para todo a > 0.

Como a escolha do € > 0 ¢é arbitraria segue pelo Teorema 3.3.5 que x é w-recorrente. [

Nos resultados seguintes tratamos sobre a relacao entre movimentos peridédicos e
eventualmente periddicos. Consideremos a sequéncia {xy}ren como sendo o conjunto de

todos os pontos impulsivos, ou seja, Ty 1 = 7(z;, d(x})).

Teorema 3.4.2. Seja (X, m, M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Suponha que X
seja completo e L1 (x)\M # 0 para algum x € X\M. Se 7+ (z)U{z} ren € minimal entdo

x € eventualmente periddico.
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Demonstracao. Suponhamos que x € X nao seja eventalmente peridédico. Desde que
7+ (2) U{2k }ren € minimal e Lt (x)\M # () segue pelo Teorema 3.3.2 que 7+ () U{2x }neny =
L*(z). Consequentemente, z € L*(z), o que implica que x é positivamente Poisson estavel,

temos

L+(z) — 7t (x) = LT (2).
Portanto {zj}neny = LT (x) 0o que é uma contradicdo pois L*(z)\M # §. Concluimos

assim que x é eventualmente periodico. O]

Teorema 3.4.3. Sejam (X, m, M,I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X\ M tal

que x € LT (z). Se x é eventualmente periddico entdo x € periddico.

Demonstragio. Desde que x seja eventualmente periddico existe ¢ > 0 tal que 7(x,t) seja
periédico, consequentemente existe 7' > 0 tal que 7(x,t + 1) = 7(z,t). Consideremos os

seguintes casos:

Por hipétese z € L*(x), entdo existe uma sequéncia {t,}ney C Ry tal que
n——+00

tn +00 onde

T, t,) = g (3.31)

k
Caso 1. Primeiro suponhamos que T" # Z gb(xj) para todo k € N. Usando o fato
5=0

k
quex & MeT # Z qb(xj) para todo k € N, segue pelo Lema 3.1.2 obtemos
=0

Tty +T) 255 7(2,T) . (3.32)
Por outro lado existe ng € N tal que t, > t para todo n > ng, além disso temos
7(z,t, +T) = 7(x,t,) para todo n > ny.
uando n — 400 e considerando a igualdade acima, obtemos que 7 (x,T) =z e
g q
portanto x é periddico.

k
Caso 2. T =) ¢(z]) para algum k € N. Tomemos ¢ > 0 tal que & < min{¢(z), p(x}, )}
=0

k1
eT+e <) o))
=0

Como z € L*(z), existe uma sequéncia {t,} C R, com t, == 400 tal que

n—-+00

7(z,t,) —> x. Desde que z € M ¢ 0 < £ < ¢(z) segue pelo Lema 3.1.2 que

F(a t, + ) O F(xe) (3.33)
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k k1
Também, desde que » o(x]) <T+e< > ¢(x]) segue novamente pelo Lema 3.1.2 que
=0 =0
F(atn+ T +e) 5 7(x, T +¢). (3.34)

Por outro lado existe ng € N tal que t,, > t para todo n > ng, e isto implica que

t, +e >t para todo n > ng. Desde que 7(z,t) é periddico com periodo T e assim obtemos
w(x,t, +e+T)=7(x,t, + €) para todo n > ny.

Considerando a igualdade acima e as equagoes (3.33) e (3.34), se n — +00 entao
podemos tomar 7(z,T + ¢) = 7(x, ). E desde que 7 seja uma fungdo continua a direita e
a escolha do € > 0 seja arbitraria o limite a seguir é verdadeiro

7(x,T) = 51_i>%1+ 7(x, T +¢)= El_iglJr 7(x,e) = x.

Portanto x é periddico. O

De acordo como que vimos nos Teoremas 3.4.2 e 3.4.3 finalizamos o capitulo

apresentando o seguinte corolério.

Corolario 3.4.1. Seja (X, m, M, 1) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha que
X seja completo e seja x € X\M sendo tal que L (x)\M # 0. Se 7+ (x) U {xp} i1 €

minimal entdo x € periodico.
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4 Estabilidade de Lyapunov e de Zhukovskij

Neste ultimo capitulo apresentaremos as nogoes de estabilidade de Lyapunov e
quase estabilidade de Zhukovskij de uma trajetéria em um sistema semidinamico impulsivo,
tais nogoes sao versoes de estabilidades correspondentes estudadas na teoria de sistemas
dindmicos. Estudaremos também propriedades de sistemas semidinamicos impulsivos,
onde estabelecemos resultados que relacionam conceitos como estabilidade, movimentos
fracamente quase periddicos, recorréncia e minimalidade. No decorrer deste capitulo
apresentaremos um estudo de movimentos recursivos via teoria de estabilidade onde o foco
da primeira secao é estudar a estabilidade de Lyapunov e na sequéncia finalizaremos com
um estudo sobre a quase estabilidade de Zhukovskij. Neste capitulo nos baseamos no que
estd em [5], [6], [8], [10] e [11].

4.1 Estabilidade de Lyapunov

Apresentaremos nesta secao o conceito de estabilidade de Lyapunov para sistemas
semidinamicos impulsivos queremos, dessa forma, obter condigoes suficientes para que um

ponto 7-recorrente seja também fracamente quase 7-periodico.

Dado z € X, denotaremos N(z) por

N(z) =N=1{0,1,2,3,...} sex € M
ou
N(z) =N*={1,2,3,...} se x ¢ M.

Dessa forma podemos definir o seguinte conjunto que vai nos auxiliar em resultados futuros.
L(z,e) ={t € Ry : |t — t,(x)| > € para todo n € N(z)},

n

onde t,1(z) = > ¢(z]) paran € Neto(z) = 0. A seguir exibiremos o conceito de pontos
=0

fracamente quase 7-periddicos, tal definicao pode ser encontrada no trabalho feito por

Kaul em [11].

Definicao 4.1.1. Um ponto é chamado de fracamente quase w-periddico, se dado
e > 0 existe um numero T =Ty > 0, tal que para algum a > 0, o intervalo [o, o0 + T

contém um niumero T = T(q) > 0 tal que

d(7(x,t),7(x,t+ 7)) < e, para todo t € L(x,¢).
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Em sequéncia o proximo teorema fornece condig¢oes para que um ponto fracamente

quase -peridodico seja um ponto 7-recorrente.

Teorema 4.1.1. Sejam (X, 7, M,I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X\ M.

Suponha que 7+ (x) seja compacto. Se x € fracamente quase T-periodico, entio x é -

recorrente.

Demonstra¢io. Sendo € > 0, podemos assumir que 0 € L(x,¢) pois x € X\M. Por
hipotese existe T' = T(,) > 0 tal que para cada o > 0 o intervalo contém um nimero

T = T(a) > 0 tal que

d(7(z,t), 7(x,t 4+ 7)) < € para todo t € L(z,¢). (4.1)

Considere K. = {s € Ry : d(z,7(x,s)) < €}. Portanto pela desigualdade (4.1)
temos que K. N [o,a + T| # 0 pois 0 € L(x,e). Segue do Teorema 3.3.5 que z é

T-recorrente. O

Teorema 4.1.2. Seja (X, 7w, M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X\M. Se x

¢ fracamente quase T-periddico entio x € Lt (x).

Demonstragio. Suponhamos que 0 < € < ¢(z). Como z é fracamente quase 7-periddico
existe T' = T{.) tal que tomando a = n o intervalo [n,n + T'| contém um nimero 7,, > 0
tal que

d(7(z,t), 7(x,t + 7)) < € para todo x € L(z,¢). (4.2)

Caso 1. Caso 0 < ¢(z) < +oo. Como € < ¢(x), temos t =0 € L(z,¢) e utilizando

a desigualdade (4.2) podemos concluir que

d(7(x,0),7(z,04+7,)) <e (4.3)
d(z,7(z,1,)) <€ (4.4)
M A(T)n—too

. —
Fazendo n — 400 e tomando € = < ¢(x), temos —~= ——0 e assim T = 400,
n

R +1
portanto x € LT (z).
Caso 2. Caso ¢(z) = +00. Observamos em (4.2) que L(z,¢) = R, e assim (4.3) é

verdade para todo 0 < ¢ e assim temos que = € fﬁ(x). H

No caso continuo, a reciproca do Teorema 4.1.2 em geral nao é verdadeira. Essa
observacao acontece também com o caso impulsivo vejamos no Exemplo 4.1.1. Mas antes

considere a seguinte defini¢ao.
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Definicao 4.1.2. Considere (X, o) um sistema discreto. Dizemos que v € X € um ponto
recorrente de o se dado € > 0 e qualquer N € N, existe um nimero natural n > N tal
que o™ € B(x,e). Chamamos um ponto x € X de ponto quase periédico de o se dado
um & > 0, existe N € N tal que {o""(z):i=0,1,.... N} N B(z,&) # 0 para todo n € N.

Exemplo 4.1.1. Sejam (Y, dy) um espago métrico completo e (Y, o) um sistema dindmico
discreto com o uma fungdo continua. Suponhamos que todo ponto de Y seja recorrente

mas nao seja quase periodico.

Seja X =R XY com a sequinte métrica d((t, ), (s,y)) = max{|t — s|,dy(x,y)}
ondet,s € R ex,y € Y. Consideremos o sistema semidinamico 7 : X x Ry — X dado

por

m((r,y),t) = (r +t,y).

Além disso, considere o conjunto impulsivo M = {0} XY e a fungdo impulsiva I : M — X

dada por 1(0,y) = (—1,0(y)). Dado z = (—1,y) € X, fizemos as sequintes notagoes

Zni1 = (0,0™(y)) € I(2n41) = 2411 = (=1,0""(y)) onde 25 = z.

Dado t,s € Ry, existem k,m € N tais quet = k+t com0<t <1, s=m+s, e

0<s <1. 0 que implica em
d((7(2,1)), (7 (2,5))) = d(r(zf,t),m(z,,8))
= d(r((—1,0"(y)), /)m(( 1L,0™(y)),s))

t
= d((t' = 1,0"y), (s —1,0™(1)))
= maz{[t —S! dy (o"(y ) "(y)}-

Mostraremos que z € f}+(x) e que z ndo ¢ fracamente quase T-periodico.
12 afirmativa. z € L*(z2).

Com efeito, seja € > 0 dado arbitrariamente. Usando o fato de que y é um
ponto recorrente de o, existe uma sequéncia {nk}keN C N tal que ny k—r+00 100 e

dy (0™ (y),y) < € para todo k € N*. Dessa forma obtemos o sequinte
d(ﬁ-(’z?nk)v Z) = max{(), dY(gnk(y)7y)} <g,

para todo k € N*. Portanto, z € L*(2).

29 afirmativa. O ponto z ndo € fracamente quase w-periodico. Como y nao €

quase periodico, existe €9 > 0 tal que para todo N € N podemos encontrar um nimero
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ny € Z. satisfazendo a desigualdade

dy (6™ (y),y) > eo, (4.5)

para todo 1 € {0,1,2,..., N}.

Agora, dado T > 0, existe um numero natural Ny > 0 tal que Np <T < Np + 1.
Seja ny := ny, dado por 4.5. Dado qualquer s € [nr,ny + T|, podemos entio escrever

s=np+ig+s para algum io € {0,1,2,.... Ny} e 0< s <1, o que implica em
d(z,7(2,5)) = max{s ,dy(y,o"T(y))} > &.
Portanto, z ndao € fracamente quase T -periodico.

A seguir apresentaremos o conceito de estabilidade de Lyapunov para sistemas

semidinamicos impulsivos.

Definicao 4.1.3. Um ponto é chamado de Lyapunov 7-estdvel com respeito a um
conjunto B C X, se dado € > 0 existe um nimero § > 0 tal que para algum y € B com

d(y,z) < 0 temos
d(7(y,t),7(x,t)) < € para todo t € L(z,¢).

Claramente, a nocao definida acima é uma generalizagao da estabilidade classica
de Lyapunov. Entao, para uma orbita ser Lyapunov 7-estavel, os tempos envolvidos e os

tempos impulsivos devem estar suficientemente distantes.

Teorema 4.1.3. Sejam (X, 7, M,I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X\ M.

Suponha que 7t (x) seja compacto. Se x é T-recorrente e Lyapunov T-estdvel com respeito

a 7t (x), entdo x é fracamente quase T-periddico.

Demonstracao. Seja € > 0 dado arbitrario, por hipotese x é Lyapunov 7-estavel com

respeito a 71 (x), entdo existe um § > 0 tal que, se y € 7 (x) e d(z,y) < 0 temos
d(7(x,t),7(y,t)) < € para todo t € L(z,¢). (4.6)
Pela 7t-recorréncia de x, podemos usar o Teorema 3.3.5 e concluir que o conjunto
Ks={r>0:d(z,7(z,r)) <0}

¢é relativamente denso, e por isso existe T" > 0 tal que para algum a > 0 o intervalo
la, a + T| contém um ntmero 7 > 0 satisfazendo d(z, 7(x, 7)) < §. Entao pela defini¢ao
4.1.3 obtemos
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d(7(z,t), m(x,t 4+ 7)) < € para todo t € L(z,¢).
Portanto o ponto x é fracamente quase 7-periddico. O

Definicao 4.1.4. Uma drbita 7t (x), v € X, € dita ser uniformemente préxrima d

um conjunto A se para algum ¢ > 0 existe um nimero positivo T' = Ty > 0 tal que
A C B(w(z,[t,t+1T1)),e) para todo t € Ry

Como pode ser visto em [4], Teorema 3.3, se 2 € X\ M ¢é tal que o conjunto 7+ (x)
é compacto e além disso L*(z) N M = @, entdo L*(x) é minimal se, e somente, se 7(z)
¢é uniformemente proximo ao conjunto limite positivo l~}+(x). Mostraremos no Teorema
4.1.5 que o resultado ainda continua sendo verdadeiro mesmo quando tiramos as hipdteses

de que z ¢ M e L*(z) N M = (). Antes, porém, apresentaremos um resultado auxiliar.

Lema 4.1.1. Seja A um subconjunto fechado de X tal que A\M ¢ positivamente 7-
invariante. Sejam a € A\M e {w,}nen uma sequéncia em X tais que w, "L Se
{Tn}nen € uma sequéncia limitada em Ry entao dado € > 0 existem uma subsequéncia

{7, hen de {Tn}nen, umng >0 e a € A tais que d(T(wy,, T,), @) < € para todo n; > ny.

Demonstracao. Considere € > 0 sendo arbitrario. Primeiramente notemos que existe uma
+o0

. I
subsequéncia convergente {7,, }ien de {7, }nen tal que 7, T 7. Dessa forma temos
trés casos para analisar.

Caso 1. Primeiro considere o caso onde 0 < 7 < ¢(a). Como a ¢ M segue que
o(wy,) N ¢(a) . Dal existe um inteiro py > 0 tal que

0 <7, < ¢(wy,) para todo n; > po.

Portanto,

n—-—+o0o (CL 7_)

T(Wny, Tny) = T(Wh,, Tn,) —= 7 =7(a,T) .

Defina a = 7(a, 7). Pela 7-invaridncia positiva de A\M temos que a € A. Entao

existe ng > 0 tal que d(7(wy,, T, ), a) < € para todo n; > ng.

Caso 2. O segundo caso a analisar é onde 7 > ¢(a) e 7 # Z ¢(a]) para todo

r=1,2,..., dessa forma podemos obter um tnico nimero k£ € N tal que

k
= ¢(a)) 4+ s com 0 < s < P(ag,,).
7=0
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Notamos que 7(a,7) = m(a;,,, s), pela continuidade das fungdes 7 e I obtemos

(wn,)} gemare a; para todo j € N. Desde que a continuidade da funcéo ¢ seja utilizada

em X\ M, existe uma sequéncia {s,, }jen C R, tal que
- l—+
o0
Tnl = Zgb((wnl)j) + s"l com Snl — S

=0

Note que 7 (wp,, Tn,) = T((Wn, )i41: Sn,) Para todo I € N, dessa forma

~ l + ~
7T<wnl7Tnz) = ﬂ-((wnz);rlv Snz) _;go W(a;r+lv S) = ﬂ-(av T) .

Por fim considere a = 7(a, 7) e segue o resultado.

Caso 3. Considere neste ultimo caso 7 = ?:0 qb(aj) para algum k£ = 0,1,2....

Neste passo somos obrigados a analisar dois subcasos, primeiro quando {7, };en admite
k

uma subsequéncia {7’7/”}161\1 tal que 7'7/” <> qﬁ(aj) para todo [ € N e consideremos quando
=0

k
{72 }ien admite uma subsequéncia {7, }en tal que 7, > ¢(a;) para todo [ € N. Para
=0

l—+o0

. . , s . ~ / . . , .
o primeiro subcaso ¢ facil ver que 7(wy,, 7, ) — ary1 € A, isso pois A é um conjunto

fechado e #*(a) C A. Portanto, existe um niimero inteiro n, > 0 tal que
d(ﬁ(wnl,@;l}, ak+1) < € para todo n; > ny.

Se tomarmos a = a1 concluimos o resultado.

//) l—>400

No segundo subcaso, temos 7 (wy,, 7, ) —= ars1 = I(ags1) € A, gragas a invari-

ny

A~ . . , . . ”
ancia de A. Dessa forma existe um ntimero inteiro n, > 0 tal que
d ~ 1" + t d > 1

(T(wn,, T,)s agy 1) < € para todo ny > ny.

Tomando a = af,; concluimos o resultado. Por conclusdo em todos os casos feitos
acima encontramos um elemento a € A e um nimero natural ng tal que d(7(wy,, T, ), a) < €

para todo n; > ny. O

Teorema 4.1.4. Sejam (X, 7, M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X tal que
7+ (x) € um conjunto compacto. Se 7t(z) € uniformemente prézimo o L*(x), entdo Lt (z)
¢ um conjunto minimal. Além disso, se y € fﬁ(x) ¢ Lyapunov m-estavel com respeito a

7t (y), entdo y € fracamente quase 7-periddico.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que o conjunto limite é minimal, para isso supomos
o contrario, entdo existe um subconjunto préprio fechado A C L*(z) tal que A\M +# ()

e A\M é positivamente 7-invariante. Seja w € L*(z) sendo tal que w ¢ A e considere
d(w, A)
€= —5 > 0.
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Como 7+ (z) estd préximo uniformemente a LT (z), entdo existe T = Ty > 0 tal

que

LT (2) € B(#(a, [t,t +T]),¢) para todo t € R,. (4.7)

Desde que a € A\M C L*(x), entdo existe uma sequéncia {t, }nen C Ry com t, "—= 400
tal que

Fat,) " —a. (4.8)

Em particular, pelo o que pode ser observado em (4.7) temos que
w € L (x) € B(7(x, [tn, t, + T)),€) para todo n € N.
Dai, para cada n € N existe um nimero 7,, € [0, 7] tal que
dlw, 7(x,t, + 1)) < €.

Podemos assumir sem perca de generalidade que 7, "R com T € [0, T]. Definindo
wy, = 7(z,t,),n € N e pelo Lema 4.1.1 existem a € A, uma subsequéncia {7, };ey € um

numero inteiro ng > 0 tais que
d(7(wn,, T,), a) < €, para todo n; > ny.
Dessa forma temos
3e =d(w, A) < d(w,a) < d(w, T(Wny, Tny)) + AT (Why, Tny ), @) < € + € = 2¢,

o que ¢ uma contradi¢ao, e assim concluimos que fﬁ(m) ¢ um conjunto minimal. Temos
também que LT (x) é compacto, pois L*(x) C 7+ (z). Entdo, pelo Teorema 3.3.3, cada
ponto y € LT (x)\M é #-recorrente. Se y € L*(2)\M é Lypunov #-estével com respeito a

7+ () segue, do Teorema 4.1.3, que y € L*(z)\M ¢é fracamente quase 7-periédico. O

Teorema 4.1.5. Sejam (X, 7, M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X tal que
7+ (x) seja um conjunto compacto. Entio L*(x) é minimal se, e somente se, 7+ (x) é

uniformemente proximo ao conjunto limite L™ (x).

Demonstracao. A condi¢ao necessaria foi mostrado no Teorema 4.1.4. Mostraremos apenas
a condicio suficiente. Suponha que 7+ (z) ndo seja uniformemente préximo a L*(x) o que
significa que, existem & > 0 e sequéncias {T}, }nen C Ry, {tn}nen C Ry € {90 }nen C L (2)

. n—> +00
tais que T,, —= 400 e

d(Yn, 7 (2, [tn, tn + T])) > € para todo n € N. (4.9)

Notamos que L*(z) é um conjunto compacto, pois Lt (z) C 7+ (x), dessa forma

podemos assumir que existe y € L (z) tais que



Capitulo 4. FEstabilidade de Lyapunov e de Zhukovskij 63

n—>- +00
Yo —> Y- (4.10)
Além disso, desde que tenhamos v, € l~}+(x) para cada n € N, entao existe uma
sequéncia {77 }men C Ry tal que

n Mm—+

T2 % 0 e wa, ) Y (4.11)

para cada n € N. Dessa forma por (4.11) segue que existe m,, > n tal que

A7 (.75, 90) < 5 (4.12)
para cada n € N e usando (4.10) e (4.11) obtemos o seguinte limite
Az, )=y (4.13)

T\ n—+oo
)it—l—oo,

1, -
Por outro lado percebemos que {ﬁ(m, tn—|—2)} C 7t (z) com (tn + 3
neN

e como 7+(z) é um conjunto compacto, podemos assumir que existe b € Lt(z) tal que

To\ n—+o
ﬁ(m,tn—l—2> = (4.14)

Provaremos que existe um elemento z € L*(z)\M tal que y ¢ 7+(z). Isto
contradird a minimalidade de L*(z) e portanto o teorema sers provado. Neste sentido

temos dois casos a considerar, quando b € M e quando b & M.
Caso 1. Observemos o primeiro caso onde b ¢ M. Fixando t > 0 e escolhendo

k
de forma arbitraria tal que t # Z qb(bj) para todo k = 1,2, 3, ... desde que assumamos o
j=0
Lema 3.1.2 temos o seguinte limite

T’I’L n o0 ~
fr(a:,tn + 5+ t> R (b, 1) . (4.15)

T,
Como T, NS , existe um numero inteiro ng > 0 tal que ?” > t para todo n > ny.

Entao t, < t, + % +t < t,+ T, para todo n > ng. Consequentemente usando (4.9) e
(4.12) obtemos

d(7(z,t, + 2+ 1), 7 (2,70 ) > d(yn, 7 (2,80 + 2 + 1)) — d(yn, 7(2, 70 ) > € —

DO | ™

para todo n > ny.

Fazendo n — 400 na desigualdade acima, usando o que foi apresentado em
(4.13) e (4.15) e finalmente considerando que d(7(b,t),y) > %, desde que t seja arbitrario,

concluimos o seguinte

k
, para todo t £ > ¢(b)). (4.16)

J=0

d(7 (b, t),y) =

DO |
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k
Neste ponto consideremos ¢ = » gb(bj) para algum k € {0, 1,2, ...} dado arbitra-
5=0
riamente, dessa forma podemos tomar uma sequéncia {\, },en de niimeros positivos tal

que
k+1

k
Ao "IN T (b)) com D p(b) < Ay < Y (b)),
j=0 §=0

Por consequéncia e usando (4.16) temos a seguinte desigualdade

d(7w(b,\n),y) > = para todo n € N.

DO | ™

Quando n — 400 temos que

desde que 7 seja uma fungao continua a direita. Concluimos assim que d(7(b,t),y) >
para todo t > 0 e portanto y ¢ 7+(b) com b € L*(x)\ M.

£
2

Caso 2. Neste caso suponhamos que b € M e desde que M satisfaca a condigao
STC, existe um STC-tubo F(L,[0,2]]) sobre b, dado pela se¢ao S. Além disso o tubo é

uma vizinhanca de b, entao existe um n > 0 tal que

B(b,n) C F(L,(0,2X)).

Denotaremos w,, = 7(z,t, + ), n € N entao por (4.14) obtemos wy, "ZI2h . Pode-

mos assumir sem perca de generalidade (tomando uma subsequéncia se necessario) que
{wy, }nen € Hy ou {wy, }neny C Hay definidos na Observagao 3.1.1.

. . . n—>-+o00
Primeiro analisaremos o caso onde {w, }nen C Hi. Notemos que ¢(w,) —= 0,

entdo 7 (wy, d(w,)) "—=1(b) , o que implica em

Tty + T 4 p(w,)) "= I(b) (4.17)

Por conseguinte iremos apresentar que y ¢ 7+ (I(b)), note ainda que I(b) €
L*(2)\M pois (t, + L + d(wp) =400 e I(M)NM = 0. Seja t > 0 tal que

k
t#> ¢(I(b)]). Pelo Lema 3.1.3 temos
=0

Tty + T 4 plw,) + 1) "= 7(1(D), 1) - (4.18)
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! Tn I ~
Nessas condicoes existe n, > 0 tal que > > ¢(w,) + t para todo n > n,, entao

T,
th < tn + — 5 T o(w,) +t < t, + T, para todo n > n,. Pelo o que vemos em (4.9)

e (4.12) podemos considerar verdadeira a seguinte desigualdade

A, b+ D) 0,72, 73)) > i 7, b+ 2+ D) ) — i 7, 75,)
9 9

> e - =~
= STy
para todo n > ny. A medida que n — 400 na desigualdade acima e usando (4.18) e

4.13) temos que d(7w(1(b),t),y) > S Desde que t seja arbitrario temos
2

d(m(1(b),t),y) > > < para todo t # Z oI (4.19)

7=0

\)

Agora seja t = Z gb(](b)j) para algum k = 0,1,2,.... Consideraremos uma sequéncia
7=0
{An}nen de nimeros reais positivos tal que

k+1

’H+°°Z¢ comzqs ) <A < > oI

7=0

Portanto pelo o que foi mostrado em (4.19) temos o seguinte

d(m(1(b), \n),y) > > < , para todo n € N.

l\')

A medida que n — 400 segue pela continuidade a direita de # que

b).>_¢(1(0)])).y)

i=0

v
N |

Deste modo podemos concluir que

d(7(1(b),t),y) > > para todo ¢ > 0.

N}

Entdo y ¢ 7#+1(b) com I(b) € L*(x)\M o que é uma contradicio.

Suponha por fim que {wy, }reny C Ha. Seja 5 € (0,¢(b)), e como wy, "5 temos

que

o que implica em
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Definindo by = 7 (b, 8) € L*(z)\M, desde que (t, + 2 + 5) "= 100 ¢ 0 < § < ¢(b),

pelos mesmos argumentos usados acima temos a seguinte desigualdade
d(7(b1,t),y) > 5 para todo t > 0.

Portanto, y ¢ 7+ (b;) o que novamente é uma contradi¢ao. Por fim concluimos a

prova desse resultado. O]

4.2 Quase estabilidade de Zhukovskij

Nesta secao apresentaremos a teoria de quase estabilidade de Zhukovskij em sistemas
semidinamicos impulsivos. Este tipo de estabilidade foi estudada inicialmente e apresentada
no trabalho desenvolvido por Ding em [8]. Comegaremos esta se¢ao apresentando a defini¢ao
de reparametrizacao e posteriormente discutiremos o préprio conceito de quase estabilidade

de Zhukovskij. Os resultados desta secdo sdo baseados nos artigos [5] e [6].

A estabilidade de Zhukovskij é um conceito importante na teoria de sistemas
semidinamicos impulsivos. Para introduzir este conceito, primeiro relembramos a nogao

de reparametrizacao do tempo.

Definigao 4.2.1. Uma reparametrizagao do tempo é um homeomorfismo h : R, — R
tal que h(0) = 0.

Definigao 4.2.2. Um ponto x € X\M ¢é dito ser Zhukovskij quase 7-estdvel se dado
e > 0 existe 0 = 05y > 0 tal que se d(x,y) < 0 entdo existe uma unica reparametriza¢do

do tempo T, tal que

d(m(x,t), 7(y, 7y(t))) < e para todo t > 0
Além disso, se existir A > 0 tal que d(x,y) < A implicar d(7(x,t), 7(y, 7,(t))) ety

entdo r é chamado assintoticamente Zhukoviskij quase w-estavel.

Um subconjunto A C X\M ¢é Zhukovskij (assintoticamente Zhukovskij)

quase m-estavel se cada ponto y € A possui tal propriedade.

Exemplo 4.2.1. Seja (R, 7, M, I) um sistema semidindmico impulsivo dado pelo Exemplo
1.2.1. Seja x € [0,1). Note que 7+ (z) =[0,1). Percebemos que para cada y € [0,1) temos
o) =1—y, yl =xt e d(y') = ¢(x}) =1 para todo n € N. Consideremos a sequinte

reparametrizacao de tempo

l—y
hy(t) = 1—x
t+(z—y), set>1-—ux,

t, se , 0<t<]l—ux,
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Seja e >0 ey € 7t (x) sendo tal que d(z,y) < =. Suponha que t < 1 —x = ¢(x), entdo

DO ™

1—
x+t—y—ﬁt <2z —y| <e.

(e .01 y0) = o w0711 =21 ) =

Parat > 1 —x, existe n € N tal que n+ ¢(x) <t <n+ 1+ ¢(x), por isso, obtemos

) 7y, hy(1))) = d(7(z, ¢(x) + 1 = ¢(2)), 7 (y, t + & —y +1-1))
d(®(z7,t = ¢(x)), 7yl t — ¢(x))) = 0 <e.

QU
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/N /N
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Portanto, 77 (x) é Zhukovskij quase Tt-estdvel com respeito a 7 (x).

Definigao 4.2.3. Um ponto x € X\M ¢é uniformemente assintoticamente Zhu-
kovskij quase w-estdvel se dado € > 0 existe um 6 = () > 0 tal que para cada s > 0
ey € B(7(z,s),0) podemos encontrar uma unica reparametrizacio do tempo T, tal que

n—> —+00

d(m(x,s+1t),7(y,7,(t))) < e para todo t > 0 e também d(7(x,s+1t),7(y, 7y(t))) —= 0.

Um subconjunto A C X\M ¢é uniformemente assintoticamente Zhukovskij

quase T-estdvel se cada ponto y € A possui essa propriedade.

Claramente, a 7-estabilidade de Lyapunov é mais restritiva, no entanto, a quase
estabilidade de Zhukovskij implica que 6rbitas proximas também devem estar proximas no

espaco de fase.

Observacao 4.2.1. Se tomarmos s = 7,(t) e h(s) = 7,7 (s) = t, entdo podemos escrever

d(7(x,t), 7 (y, 7y(1))) = d(7(x, h(s)), 7 (y, ).

De acordo com a observacao acima podemos utilizar uma defini¢do equivalente da

quase estabilidade de Zhukovskij.

Teorema 4.2.1. Sejam (X, m, M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X. Supo-
nha que o conjunto Lt (x)\M seja Zhukovskij quase 7-estdvel. Entdo LT (x) é um conjunto

minimal.

Demonstragio. Considere y € L*(z)\M sendo dado de forma arbitréria. Precisamos

mostrar que Lt (z) = 7+(y), dessa forma suponha que existe z € L*(z) tal que z & 7+(x).

Definimos ¢ = d(z, 7 (x)) > 0. Seja ¢ € 7+(y), pela 7-invaridncia positiva do

conjunto limite notamos que 7+ (y) C L*(z). Por hipétese existe § = d(g) > 0, tal que se

d(v,q) < 6 podemos encontrar uma reparametrizacao 7, tal que

d(7(q,t), (v, 1,(1))) < % para todo t > 0. (4.20)
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Como ¢ € L*(z), existe s > 0 tal que d(7(z, s), q) < 6. Desse jeito pela Observacio (4.20)

econtraremos uma reparametrizacao 7., w = 7(z, s) tal que
d(7(g, 1), T(w, Tw(t))) < % para todo t > 0. (4.21)

Por outro lado, desde que tenhamos z € L*(z) entdo z € LT (w) e assim existe uma

sequéncia {t,}nen C Ry tal que t, "R 00 e 7(w,ty) fmarapVy Seja ng > 0 tal que

d(z, 7(w, tny)) < g Commo 7(q, $p,) € 7F(y) C L*(z) C 7 (2).
Consideremos agora s, > 0 sendo tal que t,, = 7,(s,), onde n € N. Entao

3

A(7 (g 5n0), F(W, T (50))) = d(F (g, 5n0), 2)) = Az, F(w, Tun(5m,)) Z €= 5 = 5 >

9

DN ™
W M

o que contradiz (4.21) e portanto L*(z) é um conjunto minimal. O

Corolario 4.2.1. Sejam (X, 7, M,I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X.

Suponha que Lt (x) seja um conjunto compacto e Lt (x)\M # §.

(a) Se Lt (x)\M é Zhukovskij quase 7-estdvel entdo L*(x)\M € 7-recorrente;

(b) Sex & M e 7t (x) é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase T-estdvel

entio Lt (x)\M € 7-recorrente.

Demonstragio. (a) Pelo Teorema 4.2.1 o conjunto limite L*(x) é minimal e pelo Teorema

3.3.3, os pontos de L*(z)\M sdo 7-recorrentes.

(b) Neste caso suponha que exista A C L*(z)\M fechado, diferente do conjunto
vazio e positivamente 7-invariante. Considere p € (L*(2)\M)\A, entdo podemos denotar
A =d(p,A) > 0. Vamos considerar também um s suficientemente grande e assim podemos
encontrar ¢ € A satisfazendo d(7(z, s),q) < ¢ desde que ¢ € L*(z), onde 6 é como na
defini¢cao de uniformemente assintoticamente Zhukovskij. Também existe uma sequéncia

) n—>- +00

t, > s com t, — +oo onde 7(x,t, p. Desde que A seja positivamente 7-

invariante entdao 77 (q) C A. Contudo, para t, muito grande temos d(7(z,t,),p) < 3

entao
d(7t(z,t,), 7" (q)) > d(p, A) — d(7(x,t,),p) para t, muito grande.
Isto é uma contradigao desde que d(7(z,s),q) < ¢ e pela definigdo obtemos
n—+00

d(m(x,t +s),7(q,74(t))) — 0, para todo t > 0,

onde 7, ¢ uma reparametrizagao do tempo. O que é uma contradigao. Portanto fﬁ(m) é

minimal pelo Teorema 3.3.3 e concluimos o resultado. O
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Teorema 4.2.2. Sejam (X, 7, M, I) um sistema semidindmico impulsivo com X completo
ex € X\M. Assuma L*(x) = 7% (x) U {xx}ren, onde x € M para todo k € N, entdo os

sequintes itens sao verdadeiros

(a) Se Lt (x)\M é Zhukovskij quase T-estdvel entdo x ¢é periddico;

(b) Sex & M e 7t (x) é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase 7-estdvel

entao x € periodico.

Demonstragio. a) Primeiro, notamos que L*(xz)\M # (). Pelo Teorema 4.2.1 o conjunto
L*(z) é minimal desde que LT (z) = 7 () U{zx }ren. Segue do Corolario 3.4.1 que x é

periddico.

b) Primeiramente mostraremos que 7+ (z) é uniformemente assintoticamente Zhu-
kovskij quase estével e assim obtemos que L™ (x) é minimal. Suponha que L*(z) ndo seja
minimal, ou seja, LT (x) tem um subconjunto préprio positivamente 7-invariante A com

A # . Escolhendo p € L*(z)\A, entdo podemos definir £ = d(p, A) > 0.

Agora tomando um s suficientemente grande, podemos encontrar ¢ € A satisfazendo
d(7(x,s),q) < d, onde aqui 0 § é o que estd na Defini¢do 4.2.3. Sabemos também que
existe uma sequéncia t,, > s tal que t, T 00 e 7(x,ty,) r:imp , assumindo que A
é positivamente 7-invariante chegamos que 7 (¢) C A. Contudo, para ¢, grande temos
que d(7(x,t,),p) < % e além disso

€ €

A (), 7 (@) = d(p, A) = d(F (. ta),p) 2 e = = = = (4.22)

Desde que d(7(x,s),q) < d e considerando a Defini¢ao 4.2.3 temos que a desigual-
dade 4.22 é uma contradicdo, pois, d(7(z,s+1),7(q, 74(t))) 2% com 7, sendo uma
reparametrizacao do tempo. Portanto fﬁ(x) ¢ minimal e neste ponto da demonstracao

basta usarmos a prova do item anterior. O

O préximo lema apresenta uma relacao entre os conjuntos L* (x) e Jt (x).

Lema 4.2.1. Se x € X\M ¢ Zhukouvskij quase T-estdvel, entio Lt (x) = J*(z).

Demonstragio. Claramente L*(z) C J*(x). E suficiente mostrar que J*(z) C L*(z).
Considere y € J*(z) € X\M. Entdo existem uma sequéncia {t, }nen C R, e outra sequén-

. . n—-+oo n—-—+oo . ~ n——+o0o
cia {x, tney em X tais que z, —= x e t, —> +oo satisfazendo 7 (z,,t,) —= ¥y .

Agora dado € > 0 existe 0 = d,) > 0 tal que para cada p € B(x,¢), nesse sentido

podemos encontrar uma Unica reparametrizagao do tempo 7, satisfazendo

d(7(x, 7 (1)), 7(p, t)) < € para t > 0.
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Selecionamos um K > 0 tal que se n > K, entao
d(z,x,) <6 e d(T(xn,tn),y) <e.

Além disso segue pela defini¢do 4.2.2 que d(7(x, 74, (t), T(xn, 1)) < € paran >ng et > 0,

onde a reparametrizagao 7(,,) ¢ definido de forma semelhante a 7,. Portanto obtemos

d(m(z, 7y, (t)),y) < d(7T(z, 7y, (tn)), T(x0, tn)) + d(7 (20, tn), y) < 2¢, (4.23)
onde 7(z,,t,) " —=" 00 com t, —=° 00 . Isto implica que y € LT(z). O

4.3 Atrator Uniforme

O resultado principal desta se¢ao apresenta condigoes suficientes para que o conjunto

limite positivo de um ponto seja um atrator.

Definigao 4.3.1. Sejam (X, m, M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A sendo um

subconjunto de X, o conjunto

PH(A) ={x € X : para cada vizinhaga U de A existem uma vizinhanga V de z e T > 0
tais que 7(V,t) C U para todot > T },

¢ chamado de regido de atragdo uniforme do conjunto A com respeito 7. Se
T E IBJ (A) dizemos que = é uniformemente w-atraido em A. Finalmente, diremos que

A ¢ um conjunto 7-atrator uniforme se P (A) é vizinhanga de A.

Proposicao 4.3.1. Sejam (X, 7, M,I) um sistema semidinamico impulsivo e A C X
compacto. Supondo que X seja um conjunto localmente compacto, entao J-:’j(A) ={z e
X :JHx)#0 e JH(z) C A

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que P (A) C {x € X : J*(z) # 0 e J*(x) C A}.
De fato, considere x € ]5u+ (A) e U uma vizinhanca de A tal que U é um conjunto compacto,

dessa forma, existem uma vizinhanca V' de z e T' > 0 tais que
7(V, [T, +o00)) C U.

Seja {t,} C R, uma sequéncia tal que t, "ZFP 4 o0 . Pela inclusdo anterior existe ng € N

tal que
7i(z,t,) C U para todo n > ny.

Pela compacidade de U podemos assumir, sem perca de generalidade, que existe a € U tal

que
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7z, t,) 2 a

Portanto a € L*(x) e isto mostra que L*(z) # 0, porém, como L*(z) C J*(x) segue que
Jt(z) # (. Neste ponto notamos que

j*(x) Cc 7H(V, [T, +o0]) C U.
Como a escolha do U foi feita de forma arbitraria obtemos
Jt(z) c {U:U ¢éuma vizinhanca de A } = A = A.

Agora mostraremos que {z € X : J*(z) # 0 e J*(z) C A} C PS(A). Considere z € X
tal que J*(z) # 0 e J*(x) C A, seja também U uma vizinhanca arbitraria de A. Desde

que

=N N {U#( ):T>t}CACU,

e>0t>0 71>t

entdo existem gy > 0 e ty > 0 tal que {U,>;7(B(x,€0),7): 7 >t} C U. Portanto
#((B(x, &), [to, +00))) C U, e concluimos que z € P+ (A) e a prova estd completa. O

Lema 4.3.1. Suponha que X seja um conjunto localmente compacto, v € X\M €é Zhu-

kovskij quase T-estdvel e Lt (x) é um conjunto ndo vazio. Entdo x € PH(L*(x)).

Demonstragdo. Pela Proposicao 4.3.1 sendo L+ (x) C X compacto e sendo X localmente
compacto, entdo PH(Lt(z)) ={zx € X : Jt(z) #0 e J*(z) C LT(x)}. Pelo Lema 4.2.1
Jt(z) = L*(x) e assim concluimos que z € P (L*(z)). O

A proposicao apresentada a seguir apresenta condi¢oes suficientes para que um

conjunto limite positivo pertenca a sua regiao de atragao uniforme.

Proposicao 4.3.2. Suponha que X seja localmente compacto, Lt (x) "M =0 e L*(z) é
Zhukovskij quase 7-estdvel. Se L*(x) é compacto, entdo LT (x) C +(L (x)).

Demonstragio. Desde que Lt (z) N M = () temos que Lt (z)\ M é positivamente 7#-invariante
pela Proposicio 3.2.1. Agora seja y € Lt(z)\M. Pelo fato de que L*(z) é um conjunto

fechado e postivamente 7-invariante temos

7 (y) C LT (). (4.24)

Consequentemente, L*(y) € LT (z). Note que L*(y) # 0, pela compacidade de L*(z).
Desde que y seja Zhukovskij quase 7-estével segue que Lt (y) = J+(y). Portanto J*(x) #

0
e J*(x) C L*(z) e assim segue a demonstracao. O
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O préximo resultado apresenta condi¢oes para que um conjunto limite positivo seja

um 7-atrator uniforme.

Teorema 4.3.1. Sejam X localmente compacto e Lt (x) N M = () para algum z € X. Se
Lt (z) é um conjunto ndo vazio e assintoticamente Zhukovskij quase 7-estdvel com L*(z)

compacto, entdo LT (x) é uniformemente T-atrator.

Demonstragio. Para cada y € L*(x), existe 6, > 0 tal que d(z,y) < 6,, assim podemos

encontrar uma reparametrizacao 7, tal que

t—4o00

d(7(y,t),7(z, () —= 0.

Desde que Lt (z)\M =0 e L*(x) é compacto existe § > 0 tal que B(L*(x), 3) N\ M =
(. Pela compacidade do conjunto limite existem y1,...,y, € L*(z) tais que L (z) C
By, 6%) U...UB(¥n, 2). Considere

26 = min{dy,, ..., 0y, }

Afirmamos que B(L*(x),8) € PH(L*(z)). De fato, seja w € B(L*(z),0). Entdo w €

B(yi, dy,) para algum ¢ € {1,...,n}, dessa forma obtemos

d(7 (yir 1), 7 (w, (1)) =0
ou
A7y, h(1)), 7 (w, 1)) =0,
onde h(t) = 7,'(t). Desde que seja verdade 7t (y;) € L*(z), sabemos que L*(z) é

positivamente 7-invariante e assim temos
d(L* (), #(w, 1) =270,

Entdo L*(2) # 0 e LT (w) C LT (x). E evidente que J*(w) # 0.

Agora verificaremos que J*(w) C L*(z). Tomando a € L*(z) e, desde que,
w ¢ M(6 < f3) segue, pelo Lema 3.2.4, que J*(w) C J*(x). Supondo que a € L*(z)
seja Zhukovskij quase 7-estével e utilizando o Lema 4.2.1 obtemos J*(a) = L*(a), mas
L*(z) é positivamente 7-invariante e fechado e entdo 7+ (a) C L*(z), consequentemente
L*(a) ¢ L*(z) portanto Jt(w) C L*(z). Concluimos, pela Proposicio 4.3.1, que
w e P (L*(x)). O
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5 Conclusao

No fim dos trabalhos conseguimos concluir os objetivos que inicialmente foram
propostos, sao eles, apresentar conceitos fundamentais sobre sistemas semidinamicos im-
pulsivos assim como condicOes suficientes para descrever surperficies impulsivas em espagos
n-dimensionais que satisfacam a condicao forte de tubo, além de, analisar e investigar
relagOes importantes entre as propriedades recursivas. Ao longo do desenvolvimento dos
trabalhos percebemos a importancia de expor tais condigoes e as propriedades topoldgicas,

pois, essas sao fundamentais para a teoria de sistemas dindmicos impulsivos.

As agbes do plano que nortearam nossas atividades nao foram escolhidas de forma
aleatoria, os critérios para defini-las foram baseados primeiramente na escolha de artigos
que pudessem oferecer bases e estrutura condizentes com os objetivos estabelecidos e para
tal destacamos que foi de suma importancia pesquisar e estudar principalmente [3], [5] e
[6], nesses, encontramos teoremas, proposi¢oes e lemas importantes do tema de sistemas

semidinamicos impulsivos.

Sobre a introducao de conceitos basicos de sistemas semidindmicos impulsivos
queriamos expor o principal objeto de nossos de estudos além de, o mais importante,
generalizar resultados que foram inicialmente abordados no contexto de sistemas dinamicos

sem impulsos, dessa forma o leitor é encaminhado para [1] e [2].

No que diz respeito a caracterizagao de conjuntos impulsivos, o que é feito em [3] é
uma interessante proposta. Observarmos comumente que existem exemplos de sistemas
dindmicos impulsivos cujos conjuntos impulsivos sao escolhidos de forma abstrata, nesse
sentido exploramos os caminhos que apresentam condigoes para caracterizar conjuntos

impulsivos em R" que satisfazem a condigao forte de tubo.

Em [2], podemos ver muitos conceitos recursivos (minimalidade, recorréncia e mo-
vimentos quase periddicos) apresentados para sistemas dindmicos continuos. Conseguimos
nos dois ultimos capitulos restruturar a maioria desses resultados para sistemas impulsivos.
Baseados em [5] e [6], apresentamos um estudo de movimentos recorrentes e uma série de
resultados que englobam periodicidade, recorréncia, minimalidade, atragao e estabilidade.
Destacamos a prova de resultados como apresentacao de condigoes suficientes para que
o conjunto limite positivo de um dado ponto seja minimal, ainda, mostramos que se
os pontos do conjunto de limites que estao fora do conjunto impulsivo sdo Lyapunov
m-estaveis, entao esses pontos sao fracamente quase w-periddicos e ainda provamos que o
conjunto limite definido por um ponto é minimal se, e somente se a trajetoria desse ponto

se aproximar uniformemente do seu limite definido.

Por fim para concluir tudo, no ultimo capitulo tratamos da quase estabilidade de
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Zhukovskij, mostramos que o conjunto limite de um dado ponto é minimal desde que os
pontos desse conjunto limite que nao estejam nos conjuntos impulsivos e sejam Zhukovskij
quasi 7m-estaveis. Como consequéncia deste resultado, damos condic¢oes suficientes para que
os pontos de conjunto um limite que nao estao no conjunto impulsivo sejam 7-recorrentes.
Apresentamos algumas condigoes para que um ponto seja periddico e por ultimo resultado,
a saber, estabelecemos condigoes suficientes para que um conjunto limite seja um 7-atrator

uniforme.

No fim, ressaltamos a importancia do que foi feito nessa dissertagao, ajudamos a
entender uma forma eficiente de caracterizar conjuntos impulsivos determinando condigoes
especificas, além disso, contribuimos para que mais generalizagoes sejam feitas sobre a

teoria classica de sistemas dindmicos continuos.
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APENDICE A - Hiperficies diferenciaveis

A nogao de superficie de dimensdao m num espago euclidiano R"(n > m) é a
generalizacao direta de objetos que trabalhamos em geometria diferencial, tais como curvas
em R? e R3 e superficies em R3 que possuem plano tangente. Sobre os resultados que

apresentaremos a seguir indicamos a leitura de [12] e [13].

A.1 A nocao de superficie

Definicao A.1.1. Seja Uy um subconjunto aberto de R™. Uma tmersao de classe
C*, v : Uy — R, € dito um mergulho de classe C* de Uy em R", quando p é um
homeomorfismo de Uy sobre p(Uy), dizemos também que ¢ é uma parametrizagdo de

classe C* e dimensdo m do subconjunto U = ¢(Uy) C R™.

Em relagdo a injetividade de ¢'(z) : R™ — R”, lembremos que as seguintes

condicoes sao equivalentes:

1. ¢'(x) : R™ — R™ ¢ injetora;

dp(r)

2. ——= =¢'(x)-ej, com j=1,...,m e e sao vetores linearmente independentes;

oxd
3. A matriz jacobiana n x m, tem posto m, isto é, algum de seus determinantes menores

m X m é distinto de zero.

Exemplo A.1.1. Seja J um intervalo aberto de nimeros reais. Um caminho de classe
Ck, o J— R", é um mergulho se, e somente se, p : J — o(J) é homeomorfismo e o

vetor velocidade ¢'(t) nunca se anula.

Defini¢ao A.1.2. Uma superficie m-dimensional do R"(de classe C*) é um subcon-

junto nao vazio
M=M"CR"

no qual todo ponto p possui uma vizinhanga aberta U dotada de uma parametrizacao de

classe C* e dimensao m.

Ao niimero n — m diremos que é a codimensao de M em R". Uma superficie de dimensao

n em R é denominada uma hiperficie e além disso é um subconjunto aberto de R™.
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Definicdo A.1.3. Seja p um ponto da superficie M, de dimensdo m e classe C* em R™.
O espaco vetorial tangente a M no ponto p é um subespago vetorial T,M C R™ que

pode ser visto sob dois aspectos:

1. T,M € o conjunto dos vetores-velocidade v = N'(0) dos caminhos diferncidveis
A:(—e,e) = M, tais que A(0) = p.

2. T,M = ¢'(xp) - R™ € a imagem da derivada ¢'(xg) : R™ — R", onde ¢ : Vj =V é

uma parametrizagio em M, com ¢(xy) = p.

Como ¢é de suma importante nos resultados da préxima secao, segue a definicao de

submersao.

Defini¢ao A.1.4. Seja f: M — N de classe C*, k > 1. Se por acaso f'(z) for sobrejetiva

em todo ponto z € M, dizemos que f é uma submersao.

Para demosntrarmos os Lemas 2.2.1 e 2.2.2, que foram muito importantes para as

conclusoes apresentadas na Secao 2.2.

Lema A.1.1. . Seja M = M™ C R" uma hiperficie de classe C*. Entdo para todo p € M

possui uma vizinhanca V, parametrizada por uma aplicacio de classe CF ¢ : Vo — V, da

forma ¥ (y) = (v, f(y)),y € Vo CR".

Para conhecer a demonstracdo do Lema acima sugerimos a leitura de [12] e [13].

Teorema A.1.1. Seja M C R™ uma hiperficie de classe C* em R". Entdo para cada
p € M, existe um conjunto aberto VC R", p € V', e uma submersao g : V — R de classe
C* tal que M NV = g=1(0). Além disso, T,M = ker(dg(p)).

Demonstracao. Pelo Lema A.1.1, dado p € M, existe uma decomposicao R" = R™ GR*»™™
em soma direta e uma vizinhanga aberta U de p em M tal que a projecao g : R* — R™
(relativa a decomposigao acima) aplica U homeomorficamente sobre um aberto Uy C R™
e p = (6|U)_1 : Uy — U é uma parametrizacao de classe C* tendo-se evidentemente
o(z) = (x, f(x)), onde f: Uy — R*™™ é de classe C*.

Considere V = Uy x R"™™. Entao V ¢ um conjunto aberto em R™. Definimos agora

a seguinte funcao g : V. — R"™™ da seguinte forma

g(z,y) = f(x) —y.

E imediato que U = VN M = f71(0). Além disso, cada ponto (z,y) € V, a derivada
g :R™@R*™™ — R*™ ¢ dada por ¢ (x,y) - (u,v) = f (2) - (v — v). Para qualquer
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v € R™™, temos v = ¢ (z,y) - (0, —v),logo g é uma submersio. Em particular, 0 € R*™

¢ um valor regular de g.

Finalmente considere v € T,M. Consideremos um caminho A : (—¢,e) — M tal
que A(0) =p e X'(0) = v. Entao ¢'(p)-v =g (AM0),\(0)) = (go ) (0) =0, pois go X é
constante (igual a c). Portanto v € ker(dg(p)). Como T,M e ker(dg(p)) sdo subespagos
m-dimensionais do R™™™ e T,M C Ker(dg(p)) segue-se que T,M = ker(dg(p)). O

Teorema A.1.2. Sejam p € M eV C R" um conjunto aberto comp eV eg:V — R
sendo uma submersao de classe C* tais que M NV = g=*(0). Entdo f(p) & ker(dg(p)).

Demonstragio. Pelo Lema A.1.1 sabemos que ker(df,) = T,M. Sabendo que M é uma

hiperficie satisfazendo a condicao de transversalidade, ou seja,

para todo p € M (n,, f(p)) # 0.

Isso implica que nenhum vetor normal a M em p pode ser perpendicular a f(p), ou seja,
nenhum vetor perpendicular ao plano tangente pode ser perpendicular a f(p) isso implica
em dizer que f é transversal a M e portanto f(p) ¢ T,M = Ker(d,(p)). O

A.2 Variedades diferenciaveis

De modo resumido uma variedade é como uma superficie, s6 que nao precisa estar

contida em um espaco euclidiano.

Definicao A.2.1. Seja M um espaco topologico. Um sistema de coordenadas locais
ou cartas locais em M é um homeomorfismo x : U — x(U) de um subconjunto aberto
U C M sobre um aberto x(U) C R™. Dizemos que m é a dimensdo de v : U — x(U).
Para cada p € U tem-se z(p) = (x'(p), ...,2™(p)). Os nimeros z' = z'(p) sdo chamados

de as coordenadas do ponto p € M no sistema x.

Dessa forma podemos definir o que é um atlas.

Definicao A.2.2. Um atlas de dimensdo m sobre um espaco topologico M é uma cole¢ao
S de sistemas de coordenadas locais x : U — R™ em M, cujos dominios U cobrem M. Os

dominios U dos sistemas de coordenadas x € & sao chamados as vizinhancas coordenadas

de .

Considere os sistemas de coordenadas locais z : U — R™ e y : V — R™ no espago
topoldgico M, tais que U NV # (), cada ponto p € U NV tem coordenadas z* = z*(p) no
sistema x e coordenadas y' = y'(p) reativamente ao sistema y.

A correspondéncia
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estabelece um homeomorfismo ¢,, = yoxz™' : 2(UNV) — y(UNV) que é chamado

mudanca de coordenadas.

Um atlas $ sobre um espaco topolégico M diz-se diferencidvel de classe C* (k > 1),

se todas as mudangas de coordenadas ¢, =,y € S sao aplicagoes de classe C*.

Definicdo A.2.3. Uma variedade diferencidvel, de dimensio m e classe C* é um par
ordenado (M, ) onde M € um espago topologico de Hausdorff, com base enumerdvel e ¥

¢ um atlas mdximo de dimensdo m e classe C* sobre M.

Vejamos a seguir alguns exemplos de variedades diferenciaveis.

Exemplo A.2.1. O Espaco euclidiano n-dimensional constiui um importante exemplo de

variedade diferencidvel.

Exemplo A.2.2. Toda superficie de dimensio m e classe C*, M™ C R", é uma variedade
diferencidvel de dimensdo m e classe C*, com atlas S formado pelos sistemas de coordenadas

x: U — R™, inversos das parametrizacoes o : Uy C R™ — U C M de classe C*.
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