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Resumo

Inicialmente aplicadas no contexto do Método dos Elementos de Contorno como ferramenta
auxiliar, interpolando o niicleo das integrais de dominio e permitindo a transformacao destas
em integrais de contorno, as func¢oes de base radial ampliaram seu campo de aplicagao
e, atualmente, sdo muito utilizadas como técnica de solucao de equacoes diferenciais
parciais, gerando as formulagdes denominadas meshless do Método dos Elementos finitos.
Recentemente, mostraram-se também como ferramenta numérica para o calculo mais
simples de derivadas espaciais. Naturalmente, nestes casos ha uma perda de precisao
relacionada a interpolacdo; mas, mesmo assim, sua utilizacdo pode ser vantajosa em razao
da complexidade de certas técnicas envolvendo a derivacao analitica das variaveis primais
e outros procedimentos mais classicos especialmente no ambito do Método dos Elementos
de Contorno. Neste sentido, este trabalho avalia uma série de caracteristicas peculiares ao
procedimento de derivagao com fungoes de base radial, como a influéncia das dimensoes
do problema nos resultados, o efeito do refinamento do contorno, o efeito do adensamento
interno de pontos interpolantes e a variagoes na precisdo em razao do tipo de funcao
de base radial utilizadas. Para avaliar tais caracteristicas, essa dissertacao simula trés
problemas-teste bidimensionais que possuem solucao analitica conhecida, realizando as
comparacoes de desempenho necessarias e chegando a algumas conclusdes importantes

quanto a sua aplicabilidade.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno. Funcgoes de base radial. Técnicas

de interpolacao.



Abstract

Initially applied in the context of the Boundary Element Method as an auxiliary tool,
interpolating the core of domain integrals and allowing their transformation into boundary
integrals, the radial basis functions have expanded their field of application and are
currently widely used as a technique. solution of partial differential equations, generating
the so-called meshless formulations of the Finite Element Method. Recently, they have
also been shown to be a numerical tool for the simpler calculation of spatial derivatives.
Naturally, in these cases there is a loss of precision related to interpolation; but even so, its
use can be advantageous due to the complexity of certain techniques involving the analytical
derivation of primal variables and other more classical procedures, especially within the
Boundary Element Method. In this sense, this work evaluates a series of characteristics
peculiar to the derivation procedure with radial basis functions, such as the influence
of the dimensions of the problem on the results, the effect of the contour refinement,
the effect of the internal consolidation of interpolating points and the variations in the
accuracy due to the type of radial basis function used. To evaluate such characteristics, this
dissertation simulates three two-dimensional test problems that have a known analytical
solution, performing the necessary performance comparisons and reaching some important

conclusions regarding its applicability.

Keywords: Boundary elements method. Radial basis functions. Interpolation techniques.
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1 INTRODUCAO

1.1 Comentarios Preliminares

Sabe-se que solugoes analiticas, quando disponiveis, em boa parte sdo extensas e
trabalhosas para serem obtidas. Sequer existem para a maioria dos complexos problemas
gerados pela engenharia moderna, em todas as suas modalidades. Essa limitacao implica
numa enorme vantagem para os métodos aproximados, que trazem agilidade numérica
para a solugao, com precisao conveniente para cada caso. Obviamente ainda existem
esfor¢os no desenvolvimento de solugoes analiticas, a grande parte na forma de séries
infinitas, visando principalmente o estabelecimento de solugoes de referéncia, mas estas
sao limitadas a contornos simples. Tais restri¢oes justificam cada vez mais o emprego de

métodos aproximados, que utilizam processamento computacional.

Progressivamente as aplicagoes de métodos numéricos crescem em engenharia,
buscando soluc¢oes aproximadas com precisao satisfatoria na representacao da solugao
fisica do problema; em sua grande maioria, visam aproximar solugoes de problemas

bidimensionais e tridimensionais.

Sabe-se que problemas fisicos sao representados principalmente por equagoes di-
ferenciais, ordinarias ou parciais. Existem casos governados por equacoes algébricas;
entretanto sao bem mais simples e menos numerosos quanto aos demais casos. Portanto,
¢ importante destacar os processos de manipulacao e os conjuntos de propriedades e
conceitos matematicos que fazem a conversao de forma aproximada, de equagoes diferen-
ciais em equagoes algébricas através do processo de discretizagao [1]. Entende-se como
processo de discretizacao a transformacao de modelos matematicos diferenciais em modelos
matematicos algébricos e, nesse contexto, se impoem métodos discretos como o método
dos elementos de contorno (MEC), método dos elementos finitos (MEF), método das
diferencas finitas (MDF) e o método dos volumes finitos (MVF) [2][3]. Foge do escopo
deste trabalho descrever os detalhes desse processo de conversao, mas a base matematica
estda fundamentada em principios das equagoes integrais, destacando-se o Método dos

Residuos ponderados [3].

Porém, no contexto dos métodos citados, existe um grupo de problemas ou até
mesmo etapas dentro da solucao destes, que requerem aproximagoes relacionadas a in-
terpolacao de dados, a extrapolacao e a obtencao de derivadas. Para tal, as primeiras e
mais classicas metodologias envolvem interpolacao polinomial. Entretanto, a utilizacao de
interpolacgoes baseadas em funcoes radiais possuem grande atrativo, devido a generalidade,

a facilidade de implementacao computacional, a utilizacdo de nimeros reais positivos, a



simetria matricial, entre outras propriedades matematicas importantes.

Dentro das varias possibilidades de aplicacao das funcoes de bases radiais, destaca-
se para esta dissertacao em particular, sua utilizacao no método dos elementos de contorno.
Para a discretizacao deste método, necessita-se a realizacgao de manipulagoes matematicas
considerando formulagoes diferenciais com intuito de eliminar integrais de dominio e
transforméa-las em integrais de contorno. Neste sentido, ressaltam-se os casos em que a
equagao de governo do problema apresenta um termo nao homogéneo, como a equagao
de Poisson. Com o uso de primitivas de func¢oes de base radial e um adequado manejo
algébrico dos termos, é possivel transformar integrais de dominio em integrais de contorno
equivalentes. Formulac¢oes como a Dupla Reciprocidade e a Técnica de Interpolacao Direta

fazem exatamente esta transformagio [2].

Certas técnicas numéricas de interpolagao polinomial sdo bastante eficientes em
problemas unidimensionais, mas nao apresentam a generalidade necessaria, o que os
impedem de ser aplicados satisfatoriamente em casos bi ou tridimensionais [4]. Nao é
o caso das fungoes de base radial, que podem ser aplicadas em duas ou trés dimensoes
e possuem outros grandes atrativos: versatilidade matematica, extrema facilidade de
implementacao além de importantes caracteristicas matematicas, como a utilizagao de
apenas nameros reais positivos. Além disso, conforme exposto, as func¢oes de base radial
(FBR) podem ser utilizadas em conjunto com os métodos anteriormente mencionados — o

MEC e o MEF em sua formulagao meshless [5].

1.2 Retrospectiva Bibliografica

Nao é muito simples descobrir a autoria da primeira proposicao do uso das fungoes
radiais como ferramenta de interpolacao, pois as publicacoes mais acessiveis e abrangentes
na area nao sao claras quanto a esta questdo. Buhmann[6] é uma das maiores autoridades
no assunto e em seu livro ¢ mundialmente reconhecido como tal. Neste, Buhmann aponta

como trabalhos precursores, datados desde 1966 referentes a interpolacao, os trabalhos de

Cheney|[7], Davis[8], Duchon[9] e Powell et al.[10].

Autores muito citados no estudo de fungoes radiais como Wendland[11] e Fas-
shauer[5] ja abordam tais fungdes como ferramenta para discretizar e resolver numerica-
mente equacoes diferenciais parciais. Neste sentido, a literatura é unanime em reconhecer
o trabalho de E. J. Kansa em 1990 por desenvolver o primeiro método numérico baseado
nas funcées de base radial. E chamado de método de Kansa[12] e foi usado para resolver

a equacao eliptica de Poisson e a equacao de difusao-adveccao linear.

Contudo, as funcoes de base radial foram pioneiramente aplicadas na engenharia
com o trabalho de Nardini e Brebbia[13] para resolver integrais de dominio relacionadas a

forca de inércia em problemas elastodindmicos. O método utilizado recebeu a denominacao



de Dupla Reciprocidade (MECDR) e foi desenvolvido para diversos problemas de campo
escalar por Loeffler[14]. Este autor definiu a importancia de pontos inteiros interpolantes,
de recursos auxiliares como as subregides e o adequado tratamento de forcas de corpo,
que ainda nao tinha sido estudado na literatura. Posteriormente, em 1992, foi langado o
livro de Partridge e Brebbia[l5], dando complementagao a pesquisa iniciada em 1990 [16]
fazendo uma sintese sobre a Dupla Reciprocidade e estendendo sua aplicacao a problemas
difusivo-advectivos, em que se destaca o uso das func¢oes radiais para descrever derivadas
espaciais. Este tipo de emprego havia sido apresentado preliminarmente em 1990 por
Partridge e Brebbia[17]. O livro citado também faz a apresentagdo de diversas classes
de fungoes radiais, exploradas inicialmente na tese de Loeffler[14], mas que nao haviam
sido ainda amplamente testadas. Dois artigos de Partridge[18][19] exploram bastante
o comportamento das diversas classes de fung¢oes radiais no Método dos Elementos de

Contorno.

Recentemente, foi proposta uma nova abordagem para transformar integrais de
dominio em integrais de contorno usando fungoes de base radial. O objetivo foi melhorar a
precisao e o condicionamento matricial do modelo de aproximacao composto pelas fungoes
de base radial. Esta nova abordagem, chamada técnica de interpolacao direta (MECID)
[20] é baseada em uma aproximacao de todo o niicleo da integral de dominio, ao contrario
da Dupla Reciprocidade, que aproxima apenas parte do nticleo. Esta técnica foi aplicada a
modelos de campo escalar bidimensionais e tridimensionais relevantes, como os problemas
de Poisson [20], Helmholtz [21] e outros tipos de problemas aplicados a vibragao livre e
dominios homogéneos como [22] e [23] respectivamente. Comparativamente a abordagem
com Dupla Reciprocidade, apresentou resultados mais precisos em todos os casos e elimina
a necessidade de duas matrizes auxiliares. Sua similaridade com um simples procedimento
de interpolacao resulta em maior robustez numérica. No entanto, o MECID é mais sensivel
a densidade de pontos de interpolacao internos conforme os trabalhos apresentados por
Barbosa e Loeffler[23].

Dada as caracteristicas do método, mas também da linha de pesquisa e dos
pesquisadores, na Universidade Federal do Espirito Santo, ha uma série de dissertacoes de
mestrado e teses de doutorado sobre o tema, onde se destacam os trabalhos de Bertolani[4],
Pinheiro[24], Souza[25], Barcelos[26], dentre outros.

1.3 Objetivo da Dissertacao

O objetivo deste trabalho é avaliar uma série de caracteristicas do procedimento de
derivacao espacial das fungoes de base radial, como a influéncia das dimensoes do problema
nos resultados e a importancia da densidade de pontos interpolantes no contorno e no

interior na precisao dos resultados. Neste trabalho, inicialmente algumas diferentes fungoes



radiais sao testadas, porém devido a referéncias apresentadas nos trabalhos desenvolvidos
na Universidade Federal do Espirito Santo, uma enfase é dada para a funcao radial cuibica,

devido aos seus resultados superiores.



2 FUNCOES DE BASE RADIAL

2.1 Interpolacdo Com Funcdes De Base Radial

Na engenharia e na ciéncia aplicada usualmente deseja-se conhecer solugoes a
partir de dados amostrais definidos pela observagao ou coleta experimental em regioes
circunscritas, a fim de definir, com precisao satisfatoria, o comportamento em toda a

extensiao de um dominio.

Em uma aplicacao prética, em grande maioria dos casos, nao se tem minimamente a
condi¢do da reconstrucao da solucao exata ou analitica. Uma andlise de solo a quilometros
de distancia de profundidade, por exemplo, nos fornece apenas resultados de testes aplicados

pontualmente.

O processo de encontrar valores intermediarios nesse dominio, a partir dos dados
amostrais, chama-se interpolagdo. Nesse caso, a funcdo aproximada construida a partir dos
dados amostrais deve obrigatoriamente ter que reproduzir exatamente a solucao obtida nos
pontos que foram utilizados para a sua construcao, denominados comumente de pontos

base.

A titulo de exemplo, conforme Chapra e Canale[27], 0 método do polindémio de
Newton é um dos mais populares métodos de interpolagao, tornando-o um grande exemplo
de método aproximado, entretanto, conforme os mesmos autores, certos métodos numéricos
convergem mais rapidos do que outros, dessa forma, exige-se informagdes iniciais refinadas
ou programagoes mais complexas do que métodos com convergéncia mais lenta. Tem-se
entao uma busca constante de metodologias mais precisas, dgeis e com menor gasto

computacional.

Sao cada vez mais comuns os problemas nos quais se demanda uma aproximacao
valida, a partir de dados esparsos, mas que precisa ser implementada envolvendo duas ou
mais variaveis, em dominios bi ou tridimensionais. Nestes casos, existem fortes dificuldades
operacionais e imperiosas restricoes matematicas. A generalizacdo de procedimentos
unidimensionais pode, entao, nao ser vidavel. O procedimento numérico baseado no
conceito de diferenga finita tem sido o recurso mais comumente empregado nestes casos,
com significativa vantagem sobre as aproximagoes polinomiais globais; o tratamento
de dominios irregulares e certas condi¢oes no contorno podem tornar o procedimento

igualmente proibitivo nestes casos.

A principal alternativa nestes casos, e que é tratada neste estudo, é a utilizacao

de fungoes de base radial para interpolagao, que reproduz fung¢des desconhecidas a partir



de dados conhecidos. Para o desenvolvimento da metodologia para interpolacao, deve-se
possuir os dados conhecidos em N pontos, encontrados em locais £ que pertencem ao

dominio. De forma resumida nés temos F'(§) € R.

E possivel usar a mesma ideia de fungoes radiais para realizar regressoes ou ajustes.
Conforme Epperson[28], um importante campo de estudo nos problemas de aproximagcao
¢ o ajuste de curvas dado os dados experimentais. Parte-se do principio que os dados

obtidos experimentalmente possuem erros e, portanto, devem ser ajustados.

O ajuste de curvas é uma familia de técnicas matematicas que buscam encontrar
padroes de comportamento num conjunto de dados. O objetivo é estudar o fenémeno
fisico na forma de uma tendéncia [29]. Onde, de acordo com Seiffert, Chiquetti e Avila[29]
dentre as categorias de ajustes de curvas e regressoes, existe a categoria por interpolagao,
quando se possui dados esparsos com boa precisao e confiabilidade, o que corrobora com a
utilizacao de fungoes de bases radiais também para essa aplicacao, porém, este texto trata

apenas do procedimento de interpolagao.

2.2 Definicao E Propriedades Das Funcoes De Bases Radiais

Segundo Fasshauer[5] uma funcio F' : R — R ¢é dita radial desde que exista uma

fungéo, de tnico argumento, F': [0,00) — R tal que:

F(X : &) = F(r) onde, r=|X|| (2.1)

Deste modo, de acordo com exposto anteriormente o valor de F é o mesmo para
qualquer ponto que esteja a uma mesma distancia fixa até a origem, de modo que F é

radialmente simétrica em relagao ao centro.

Um extenso conjunto de fungoes de bases radiais [30] tem sido utilizados, dentre

eles alguns exemplos mais usuais:

Tabela 1 — Exemplo de Fungoes de Bases Radiais

FBR’s F(X)
Spline de placas finas r2In(r)

Multiquadrética FBR, (2 + ¢?)*

Gaussiana elr?/c?)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

Desta forma, procura-se uma funcao aproximada para a fun¢ao F, doravante S, que
pode significar varios fendomenos, como a medida de temperatura, de potencial magnético,

dentre varios outros. O que ela representa neste momento nao é objeto de escopo.



Considera-se como defini¢ao da aproximacao por fungoes de base radial a sequéncia:

S(X) ~ iV:Ong(r) (2.2)
=1

Portanto, usando a notacgao indicial, onde os indices mudos se somam, tem-se:

S(X) = a;Fi(§; X) (2.3)

Sendo a aproximacao por fung¢oes radiais uma sequéncia, cada uma das fungoes
radiais com mesmo ponto base, mas pontos campo diferentes sdo linearmente independentes.

Formam uma base no espaco funcional num espago finito.

Sendo N o niimero méximo de pontos interpolantes, X € Rn, r como a distancia
Euclidiana entre X e &, F¢(r) sdo as funcdes interpolantes de base radial e ; sdo coeficientes

de influéncia, desconhecidos, que sao determinados impondo-se:

S(X,) = flz;) ,i=1,2,3..N (2.4)

Depreende-se que a combinagao das equagoes, resulta em um sistema de equacoes

lineares que seria adequadamente apresentado em sua forma matricial, como:

f(z1) F&) - En(§san)\ [
: = : : : (2.5)

flzn) Fi(én;en) - Fy(En; o) an

Pode-se expressar de forma sintetizada a equagao 2.5 como:
AV =F (2.6)

Onde A é a matriz simétrica A(N x N) chamada de matriz de interpolagao, ¥ e F

sdo matrizes colunas W(N x 1) e F(N x 1) respectivamente.

Considera-se que a solucao existird e serda tnica se e somente se a matriz de
interpolacao for ndo-singular, ou seja, se seu determinante for diferente de zero. Sabe-se
que para uma matriz ter essa caracteristica, a fun¢ao F;(&; X) deverd ser definida como
positiva, o que contribui para a utilizacao de func¢oes de bases radiais, pois sao varias as

funcoes definidas como positivas.



2.3 Funcdes de Base Radial no Método Sem Malha

Com o desejo crescente de cada vez mais obter uma solu¢gdo com menor erro e
com um menor custo computacional, métodos numéricos classicos foram desenvolvidos e
aprimorados, e continuam em constante evolucao, especialmente o método dos elementos
finitos (MEF). Sobretudo em problemas tridimensionais, este método sofre problemas de
elevado custo computacional se técnicas de reestruturagdo de malha (métodos adaptativos)
precisam ser empregados, porque os elementos finitos sdo conectados entre si por meio de
compatibilidade entre nés. Qualquer alteracao no sentido de adensar a malha ou redefini-la
implica em significativo esforco computacional. Neste sentido, a proposi¢ao de técnicas nas
quais o conceito de conectividade é abolido passou a ocupar enorme esforco de pesquisa.
Para eliminar interconectividade entre numerosos pontos de discretizacao, as funcoes de
base radiais de suporte compacto (FBRSC) foram necessariamente empregadas. Assim,
delimitam-se dominios de influéncia, onde apenas um conjunto reduzido de noés interage

entre si, conforme mostra a Figura 1.
Figura 1 — Exemplo de funcionamento de suporte compacto
12

FUNCAO APROXIMADA

Y
FUNCAO PESO

SUPORTE

DOMINIO

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

Buhmann[6] menciona que as fungdes de base radial de suporte compacto podem
ser computacionalmente eficientes para o método dos elementos finitos na solugoes das
equagoes diferenciais parciais e também ser utilizado juntamente com o método sem
malha. Buhmann[6] ressalta também, que uma aplicagao tipica de elementos finitos utiliza
Galerkin para resolver numericamente equagoes diferenciais parciais elipticas lineares ou
mesmo nao lineares, onde a equacgao diferencial dada é reformulada em uma forma fraca
que contém produtos internos das funcoes de teste. Neste caso, a quadratura das integrais
que formam os produtos internos é o gargalo computacional, porque as integrais devem

ser calculadas com precisao, e existem muitas delas em uma matriz de rigidez de alta



dimensao. Por outro lado, as FBRSC podem resultar em uma matriz de interpolacao em
faixas esparsas e efetivamente evita a matriz densa e mal condicionada na interpolagao

classica [30], fornecendo celeridade computacional ao método.

Métodos como MEF, MEC, MVF sao técnicas ditas discretas por possuirem, em
seus respectivos processos, a transformagao de um dominio continuo (a funcdo original
estd definida num dominio que é uma regiao nao-enumeravel de pontos) para um conjunto
discreto, ou seja, o dominio passa a ter uma regiao finita de intervalos [31]. A Figura 2
apresenta uma funcao sendo discretizada em seu dominio por uma equacao linear por

partes.

Figura 2 — Aproximacao de uma funcao por um conjunto de funcoes lineares por partes

Xo X X X X XoXi Xo Xg Xy . Xg

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

Nota-se evidentemente que quanto menor o comprimento da norma da partigao,

mais a fungao discretizada (em verde) se aproximard da fungao original (em vermelho).

No dmbito das formulagoes meshless, as fungoes de bases radiais (FBR) aparecem
para evitar esse esforco de geragao de malha e demais esforcos geométricos, resultando
em um método sem elementos conectados que utiliza da distancia euclidiana entre os
pontos analisados. O fato é que a geracao de malhas divide o dominio em pequenas partes
que se conectam, onde a solugao que se deseja conhecer é aproximada utilizando esses
elementos através de interpolacoes, conhecidas como funcoes de forma. Conforme aumenta
a complexidade geométrica do dominio analisado, as fungoes de forma se tornam menos
precisas resultando na necessidade de ajuste da malha nessas regides, que encontram sérios

problemas devido a premissa de manter a conectividade de todos os elementos da malha.

A aplicacao das FBR evita problemas de malha encontrados em problemas tridimen-
sionais envolvendo contornos irregulares, justamente por nao depender da dimensionalidade
e complexidade geométrica. Os nés podem ser distribuidos arbitrariamente e cada regiao

que se deseja conhecer deve se sobrepor sobre as demais, discretizando um dominio de
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interesse através de um conjunto de nods, onde nao necessariamente exista uma malha

determinada.



3 FUNCOES DE BASE RADIAL NO AM-
BITO DAS DERIVADAS

A relevancia desse estudo se aplica, por exemplo, nas formulagdes meshless baseadas
no Método dos Elementos Finitos, que utilizam da formulagao forte de um problema e o
transformam para sua forma fraca e que comumente necessitam da derivada da funcao
analitica ou a derivada dupla da mesma e mesmo outras formula¢oes meshless que utilizam

a propria forma forte do problema.

Contudo, este estudo se volta principalmente ao Método dos Elementos de Contorno,
que em certos problemas de campo escalar, como os problemas difusivos-advectivos e
problemas envolvendo meios suavemente heterogéneos, torna-se estratégico aproximar as
derivadas da variavel basica do problema, utilizando aproximagoes através de funcoes de

base radial.

Inicialmente, considerando os problemas unidimensionais, por estratégia, as deriva-
das das func¢oes podem ser facilmente obtidas a partir da definicdo da aproximagao por
fungoes radiais, repetida aqui por conveniéncia:

S(X) ~ aFi(& X) (3.1)

Sabendo que «; é constante para um dado ponto X. A derivada de S em relacao a

k-enésima dimensao é dada por:

0S(z)  «0F;(&X)

= -2
ox ox (3:2)
Sendo assim a derivada dupla pode ser expressa por,
0*S(x)  «O*Fy(&X)
= ’ 3-4
0x? ox? (34)
S(x),0 = iFi(§X) 2 (3.5)
A mesma analogia pode ser utilizada para a coordenada Y, sendo assim:
OF; (& X
0S(x) _«a OF;(& X) (3.6)

Jy Jy
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S(x) y = aiFi(&y),y (3.7)

E possivel, por recorréncia, estabelecer expressoes para derivadas segundas:

9*S(z)  0°Fi(&X)
oy 0y?

(3.8)

S(x),y = aiFi(§ X)),y (3.9)

7

Para uma utilizacao onde se necessita de uma derivada dupla, é preciso optar por
um tipo de funcao de base radial em que sua derivada segunda nao seja uma constante.
Matematicamente isto impossibilitaria de pronto a utilizacao do método, pois resultaria

em uma matriz com determinante nulo, impedindo a solu¢do do sistema resultante.

3.1 Exemplo Matematico Unidimensional

Para exemplificar, toma-se a seguinte FBR Gaussiana para a analise:

F(r)y=e™ (3.10)

Esta funcao possui derivadas de alta ordem todas diferentes de zero. Pode, contudo,
se anular em alguns pontos, onde r é nulo, mas isto ¢ natural nas aplicagoes da FBR.
Realizam-se as operac¢oes matematicas expostas anteriormente para encontrar as derivadas

da Funcao de Base Radial estudada, considerando a FBR unidimensional. Sendo assim:

8FZ(IE) o 2
e —2e"r (3.11)

82F1<I> 2 2
o = © (4r° — 2) (3.12)

Que pode ser reescrita para um caso bidimensional, como:

Fi(rg, ) = e W)’ (3.13)

Sabendo que:

r=/r2 4+ (3.14)

Cabe ressaltar que a fungado Gaussiana ¢ muito citada na literatura, mas nao ¢é

a mais empregada com o Método dos Elementos de Contorno. Foi aqui apresentada
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apenas para exemplificar o calculo de derivadas. As simulagdes computacionais doravante
apresentadas utilizarao outros tipos de fungoes, que tem melhor desempenho no contexto

das aplicagdes objetivadas com o MEC.

3.1.1 Exemplo Fisico Unidimensional

Considera-se a funcao y=-sen(x)+cos(x) e para tal possuimos os seguintes pontos

conhecidos.
- y(0)=1
e y(1)=-0,30
. y(2)=-1,33

Utilizando as fungoes de bases radiais, tem-se:

S(x) = a;Fi(& X) (3.15)
S(0) = ar F1(0;0) + s Fa(1;0) + asFy(2;0) (3.16)
S(1) = ar F1(0;1) + aaFa(1;1) + asFy(2; 1) (3.17)
S(2) = an F1(0;2) + aaFy(1;2) + asF3(2;2) (3.18)

Para os pontos conhecidos, pode-se dizer que S(X) = F(£), logo:

1 :OélFl(O, 0) +Oé2F2(1,0)+O!3F3(2, 0) (319)
—0,30 = ay Fy(0;1) + apFy(151) + asF5(2; 1) (3.20)

Inserindo de forma matricial, tem-se:

Fi(0;1) Fy(1;1) F5(2;1)| || = |—0,30 (3.22)
Fi(0;2) F5(1;2) F3(2;2)] |as ~1,33



Para exemplo, serd considerada a FBR Gaussiana, sendo:

Logo:

Portanto,

F(r)= e
10,37 0,02] | 1
0,37 1 0,37| |2 = |—0,30
0,02 0,37 1 | |ag 1,33
(65} ]_, 116
Qo | — —0, 246
Qa3 —1,261

S(€) =1,116F1(0; &) — 0,246 F5(1;&) — 1,261 F5(2;¢€)

14

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

A Figura 3 apresenta a comparacao de solugoes entre a funcgao analitica e a funcao

encontrada através do método aproximado baseado em FBR dentro do intervalo de 0 e 2.

Figura 3 — Grafico de comparacao de solugoes

Grafico de Comparagéo

" 1 2 3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 138 14 15 16 17 18 19 20 21
——Salugio Aproximada 1,0030,9620,8930,7990,5820,5450,3910,2260,053-0,12 -0,3 -0,47 -0,64 -0,79 -0,83-1,06 -1,16 -1,24 -13 -133-133
——Solucio Analfica 1,00 0,90 0,78 0,66 0,53 0,40 0,26 0,12 -0,02 -0,16 -0,30 -0,44 -0,57 -0,70 -0,82 -0,93 -1,03 -1,12 -1,20 -1,27 -1.33

——Soluggo Aproximada  ———Solucio Analitica

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2021
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Ressalta-se que conforme se aumenta o nimero de dados conhecidos, melhora-se o
nivel de precisdo da funcdo. Além disso, nota-se que nos pontos base, onde os valores sao

prescritos, os resultados sao reproduzidos naturalmente, conforme ja se espera.



4 CALCULO DE DERIVADAS POR INTER-
POLACAO NO MEC

4.1 Motivacao

O método dos elementos de contorno é um método discreto baseado na teoria das
equagoes integrais, voltado para a solugao de equagoes diferenciais parciais. Tem emergido
como uma poderosa alternativa ao método dos elementos finitos principalmente em casos
que é necessario uma maior precisao dado, por exemplo, problemas de concentracao de
tensdo ou onde o domfnio se estende ao infinito [32]. E um método caracterizado por
obter as equacOes integrais apenas com as informagoes do contorno de um determinado
problema. Define-se equacao integral como uma equacgao que contém uma funcao operada
por uma integral. Portanto, tem-se que, diferentemente dos demais métodos discretos, o
MEC difere-se principalmente por discretizar apenas a superficie do dominio e nao seu
volume. Conforme Brebbia, Telles e Wrobel[3], o método dos elementos de contorno possui

as seguintes vantagens:

1. Menos tempo de preparacao de dados - Este é o resultado direto da modelagem

somente da superficie;

2. Alta resolucao das tensoes - as tensoes sao precisas porque nenhuma outra aproxima-
¢ao é imposta na solugao em pontos interiores, isto €, a solugao é exata e totalmente

continua dentro do dominio;

3. Menos tempo de computacao e armazenamento - Para o mesmo nivel de precisao,
o método MEC utiliza um menor nimero de nés e elementos (mas uma matriz
totalmente preenchida), ou seja, para alcancar uma precisdo comparavel em valores

de tensao, as malhas MEF precisam de mais divisoes que as malhas equivalentes
MEC;

4. Menos informacoes indesejadas - Na maioria dos problemas de engenharia, a situa-
gao "pior'(como fratura, concentragao de tensdo, choques térmicos, dentre outros)
geralmente ocorre na superficie. Assim, modelar um corpo tridimensional inteiro
com elementos finitos e calcular a tensao (ou outros estados) em cada ponto nodal é
muito ineficiente porque somente alguns destes valores serdo incorporados na analise

de projeto.;

O MEC possui um recurso especifico de grande precisao voltado ao calculo de

derivadas no interior, na forma de um pods-processamento computacional. A partir da
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equagao integral na forma inversa, considerando pontos fonte internos, que no caso de

problemas de potencial escalar estacionarios é dada por:

u(€) = [ a@)u’ (& X)dr — [ u(z)q’ (& X)ar (4.1

Onde:

e u(x) é a condigdo essencial, também chamada de Dirichlet, que envolve a prescri¢ao

da variavel basica ou potencial no contorno;

e ¢(z) é a condigao de Neumann, que prescreve a derivada primeira da condi¢ao de

nn

Dirichlet com relacao a normal "x", externa ao contorno;

o u*(&; X) é asolugao fundamental ou fungao de Green associada ao problema. No caso
dos problemas estaciondrios governados pela equagao de Laplace [3], essa solugdo
fundamental corresponde a uma solu¢ao de um problema correlato com dominio
infinito, em que uma fonte concentrada atua num ponto especial denominado ponto

fonte.

n.n

e ¢"(& X) é a derivada espacial de u*(¢; X)) na diregdo normal "x', externa ao contorno;

A derivagao da equacao 4.1 com as coordenadas z; e x5 fornece:

88;((?) :/ (@ )&gaf -~ dr = / agxg - ar (42)
du(§) ou* ( fX 9q*( §X
05(€) _/ O 0o (€ dl’ — / 0x2 “ona(e) (4.3)

Para um dominio isotrépico bidimensional, a solu¢ao fundamental que satisfaz a

equacao de Laplace em problemas de potencial, é:

w'(§ X) = 5 Inr(6 X) (1.4

Logo, para coordenadas z1, tem-se:

ouw(GX) 1 or(§X)
or,  2mr(&X) Oy (4.5)
E também:
(&X) _ Pu(§GX) _ 1 (& X) (4.6)

Or, or?  2mr(&X)2 Ox?
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Por recorréncia, para a coordenada x,, concebe-se:

out(§;X) L or(§X)
drs  2mr(&X) O, (47)
¢(EGX) _ Pu(gX) 1 (G X) (48)
Ory  Ox3  2mr(&X)?2 0 Oxd ‘

Nas equacgoes anteriores, r representa a distancia euclidiana do ponto fonte £ até o

ponto X, onde a agao do ponto £ causa efeito.

Na prética, os valores do potencial u(z) e das derivadas normais ¢(z), sao calculados
em pontos discretos do contorno - os pontos nodais - seguindo os procedimentos tipicos do
MEC, que podem ser encontrados em vasta literatura, na qual se encontra Brebbia, Telles
e Wrobel[3]. De acordo com estas fontes bibliogréficas, usando um procedimento tipico
de discretizacao, pode-se transformar a equacao integral 4.1 num sistema composto por

equacgoes algébricas dadas por:

1. Considera-se a busca por uma solucao para a equacao de Laplace em um dominio bi

ou tri dimensional.

Vi =0 (4.9)

Com as condigoes de contorno:
u(z) = u(x) (4.10)
q(z) =q(z) (4.11)

2. O erro introduzido pela substituicao de u e q por uma solucao aproximada pode ser

minimizado escrevendo a seguinte declaragao residual ponderada:

| Vutey (€ a)d0w) = [ lal@) - @)l (€, 2) | dU ()
2 (4.12)
- [ lu(a) — a@)g (€ 2)d (@)

Iy

3. Realiza-se a integracao por partes na equacao 4.12 com relagao a x;.

[ Ou(z) Ou' (€, )
o Ox;(z) Ox;(x)

a0) =~ [ ae)u’ (€ ) (2)

— [ q(x)u*(§, x)dl(x) (4.13)

Iy

- [ @) = a@)lq’ (¢ 2)ar (x)
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4. Integra-se por partes mais uma vez, chegando a:

/Q V20 (€, 2 )u(x)dQx) = — /F g(2)u* (€, 2)dT(z) + /F w(@)g* (€, 2)dD(x)  (4.14)

5. Sabe-se que Vu*(§;x) = (& x), sendo 0(&;x) conhecido como Delta de Dirac,

possuindo as seguintes propriedades:

Alé,1)=0 paraé#u,

(4.15)
A(&,z) =00 para & = .

| u(@)s(g2)aa) = C(u(e) (4.16)

32 detalham que o ponto £ pode ser considerado como um centro de um circulo de
raio €, com o valor de € tendendo a zero. Este principio estd em consonancia com o
Valor Principal de Cauchy, de modo que o valor de C'(§) pode ser enxergado como a
fracdo do circulo que esta localizada dentro do dominio do problema. A Figura 4

mostra a representagao do ¢(§) no contorno.

Figura 4 — Angulo interno do contorno

Fonte: Albuquerque e Campos|[33], 2017

Sendo assim, conforme 33, considera-se:

c(§) =1  se ¢ pertence ao dominio
0

c(§) = 32t se & pertence ao dominio (4.17)

c(§) =0  se ¢ ndo pertence ao dominio

Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto é, ndo é um

canto, tem-se:
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()= =—=- (4.18)

Chega-se entao na seguinte equagao:

Ceu(©) = - [ awp (€)@ + [ ul@)g'Eadl@)  (419)

6. Este item baseia-se a formulagao do MEC como técnica numérica propriamente
dita. Discretiza-se a equacao 4.19 na formulacao de um sistema matricial preparado
para futura solugao computacional. Os pontos discretizados, denominados nés ou
pontos nodais, podem se posicionar de diferentes maneiras, em fun¢ao do nivel de

refinamento desejado, da ordem de interpolacao e outros aspectos.

A equacao integral 4.19, quando discretizada, pode ser escrita como:

Z/ uH (€, 2)dT (x +Z/ 2)dl(z)  (4.20)

Chama-se por conveniéncia C'(§)u(§) = u, portanto:

Z/ 0 (€, 2)dD (x +2/ ¢* (€, 2)dT () (4.21)

Separa-se os dois tipos de integrais distintas [;. ¢*dI'(z) e [, u*dI'(z). Essas integrais

sao relativas ao n6 "i"' que atuam em todos os demais noés "j". Por simplicidade,

tem-se:

Hz] = fI‘j q*dF(ZE)

(4.22)
Gij = Jp, udl'(x)
Que resulta no sistema matricial na forma:
Hu = Gq (4.23)

Na equagao 4.23, existem valores prescritos (conhecidos) de u(zx) e g(x) em diferentes

partes do contorno, de modo que o sistema dado pela equacao 4.23 é resolvivel.

Assim, a forma discreta das equagoes do fluxos direcionais torna-se:

u
{%x;} - [S} ONzN {q}le - {W} ONaN {H}le (4.24)

Oz

Onde N é a quantidade de pontos nodais.
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Porém, em problemas nao-estacionarios, como os casos transientes e dindmicos,
bem como os casos fisicamente nao homogéneos e os problemas difusivo-advectivos, as
integrais nao tao simples e muitas vezes sdo modeladas usando solugoes fundamentais
complicadas. Para resolver este problema, é possivel usar aproximacoes construidas com
o auxilio de fungoes de base radial. Através das formulagos com Dupla Reciprocidade e

Interpolacao Direta pode se usar uma solugao fundamental mais simples.

Além disso, ressaltam-se também os problemas onde se requerem os valores do
fluxo tangencial no contorno. A formulacao hiper-singular do MEC poderia ser utilizada,
mas é bem mais complexa e demanda o uso de fungoes de suavizagao no contorno (splines)
e certos recursos para resultados de boa precisao nos cantos. Este calculo nao é tao
simples como o calculo do potencial no contorno ou mesmos os valores internos, estes
ultimos dados pelas Equacgoes 4.2 e 4.3. Isto faz com que se precisem usar procedimentos
alternativos mais simples para o calculo destas derivadas. Isto pode ser feito com o uso
de interpolacoes baseadas nas fungoes radiais. Assim, surgem expressoes relacionadas as

derivadas direcionais que podem ser resolvidas de modo mais simples e agil.

Isto s6 é possivel se os potenciais sao conhecidos no contorno e também haja um
certo numero de pontos internos. Entao, uma aproximacao das derivadas por interpolacao

resulta em esfor¢co matematico mais acessivel.

Cabe ressaltar que o calculo de derivadas por interpolacao com funcoes de base
radial também pode ser aplicado, com certa vantagem, no Método dos Elementos Finitos
(MEF) e em associagbes MEF-MEC, para determinagao de fluxos normais no contorno.
Estes sao calculados como um poés-processamento no MEF, a custa de derivagao das

fungdes de forma, com relativa perda de precisao [26].

4.2 Modelagem Matematica

O procedimento matematico para o calculo das derivadas direcionais com o MEC
segue basicamente o mesmo padrao apresentado no capitulo 4.1. Porém, aqui particulariza-

se ao proposito de aplicagao do MEC conforme descrito a seguir.

Seja u(x) constituido de valores do potencial em pontos base, tanto no contorno

como em pontos internos no dominio.

O primeiro passo para calcular valores do potencial em outros pontos, internos ou

intermediarios aos pontos base, denominados pontos campo, consiste em fazer:

u=Fa (4.25)

Na equacao 4.25, U sao os potenciais no ponto base, F ¢ a matriz construida pela

distancia euclidiana entre os pontos bases e os pontos campo, considerada qualquer funcgao
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radial bem conhecida como as mostradas na tabela 1. O calculo dos coeficientes «, uma

vez que U sao conhecidos, é dado por:

a=F1'u (4.26)

Assim, valores do potencial @ em quaisquer pontos campo X, pertencentes ao

dominio, sao obtidos da seguinte forma:

u=TFa=FF'u (4.27)

As derivadas direcionais sao calculadas derivando as coordenadas dos pontos base.

Portanto:

Uy =F a=F, F'la (4.28)

Fla (4.29)
De grande interesse, também, sdo as derivadas tangenciais "s", referente ao contorno:

ou dxy ou %

_ Oudn | Oudn sy = s, 4.30
s 0z, ds +8x2 7 Uz 81+ UgySo2 = U ;S ( )

Com base na Figura 5 existe uma relagao local importante entre s e q.

Figura 5 — Vetores S e Q no contorno

x50

n

['(x)
N

X

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2021
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Considerando que:

_ Ou dxy ou dx;

= oy ds Ty de U1 T Ut = s w31)

q

Pode-se escrever que, cada ponto do contorno, tem-se:

% _ cosf) —sind % (4.32)
887“2 sinf cos6 %

A matriz de transformacio local R é ortogonal, de modo que: RT = R™!, assim:
ou f —sinb Ou
gs _ C?S sin a{—)xl (4.33)
o sinf  cos@ B
n 2

U = [Tm][Fyyur + Fuyus] = Nu (4.34)

Portanto,

Us = [Tm][Fy 51+ Fays0] = Su (4.35)



5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

De forma a verificar a precisdo das FBR’s na interpolacao, considerou-se um campo
analitico, do qual se pode calcular facilmente as derivadas direcionais. Feito isto, interpolou-
se este campo analitico considerando diversos pontos base associados as fungoes radiais.
Calculam-se os coeficientes de influéncia e, em seguida, se determinaram as derivadas por
interpolacao. A andlise contempla também a avaliacdo de desempenho de mais de uma
funcao radial e também examina em um exemplo mais elaborado, o comportamento para
variagoes da geometria. Para a realizacao das simulacdes computacionais elaborou-se um
co6digo em linguagem FORTRAN 77 (FORmula TRANslation), que é uma linguagem de

alto nivel para elaboracao de problemas complexos para diversas areas da engenharia.

Com intuito de facilitar a visualizagdo dos resultados, utilizou-se do software
Microsoft Excel. Um programa grandemente conhecido por suas mais diversas aplicagoes
em variadas areas, além de ser uma ferramenta versatil e com interface amigavel para

geracao dos graficos.

Referente a criacao do cédigo, utilizou-se da modelagem matemética apresentada
no capitulo anterior. H&a diversos possiveis problemas matematicos para avaliacao do
desempenho do método, visto que o intuito é para a aplicagao geral, entretanto, aplicou-se
o mesmo método para trés problemas distintos com caracteristicas adequadas para sua
avaliacao, com variacoes em suas geometrias, quantidade de pontos internos e no contorno,
além de variar entre duas fungoes de base radial diferentes. Teve-se como intencao aumentar
a quantidade de variaveis e condi¢oes durante a aplicagdo do método nas equacoes de

teste.

Foi calculado o erro médio relativo de cada procedimento, tomando-se como
parametro relativo o maior valor absoluto que a solugdo exata pode atingir na regiao
delimitada pelo contorno (incluindo o dominio do problema). A equagao 5.1 apresenta a

formula do erro.

Valorreal - Valoraprom’mado

Erro=

5.1
Maior valor da fungao real no dominio (5.1)

5.1 Analise de Resultados e Discussoes

O detalhamento de um teste e a escolha adequada dos parametros é uma tarefa
notavel afim de conferir uma confianga nos resultados. De forma geral, para o método
proposto, existem trés variaveis principais a serem consideradas nestas analises, sendo elas

a quantidade de pontos internos, a quantidade de pontos base no contorno e a funcao de
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base radial escolhida.

Neste contexto, a primeira andlise realizada trata-se de um problema unidimensional
e as duas outras analises sendo problemas bidimensionais. Espera-se que uma queda
sistémica do erro entre a solucao real e a aproximada conforme aumenta-se o niimero
de pontos no contorno e em seu interior. A quantidade desses pontos acarretam no
aumento da precisao dos resultados, visto que geram mais informacoes exatas para a
funcao aproximada que sera gerada. Em termos matematicos a equagao polinomial gerada
através do método tem a quantidade de alfas gerados aumentada, onde, em teoria, resulta

no aumento da precisao.

Apesar do primeiro teste ser um problema unidimensional, o dominio de todos os
trés testes sao bidimensionais. A Figura 6 apresenta a discretizacao do dominio. Propdem-
se pontos base equidistantes no interior do dominio para testes comparativos com as

fungoes analiticas e com o resultado das fung¢oes aproximadas utilizadas.

Figura 6 — Esquema tipico de posicionamento dos pontos interpolantes
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
A seguir sao apresentados os testes realizados e os resultados de cada um.

5.1.1 Caso | - Problema Bidimensional com comportamento unidimensional

O primeiro caso a ser considerado consiste em um problema fisico genérico cujo
comportamento fisico é unidimensional, mas se processa em um dominio bidimensional.
Assim, a funcao solugao varia exclusivamente sobre o eixo X, no dominio quadrado de

lados unitarios, exposto conforme mostrado na Figura 7.
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Figura 7 — Croqui Representativo do Caso I

LSS

Q

X
TS

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

O caso é considerado simples, pois ha variacao em apenas uma dire¢ao. Porém, a

interpolacao radial é de natureza bidimensional.

As solugbes analiticas parciais das derivadas X1, X2, tangencial e normal da equagao

apresentada na Figura 7 sao apresentadas nas Equagoes 5.2 a 5.5.

of of xj
of of
or _ _ —i—ﬁ inf + 0cosd (5.4)
Bs = x 5 S coS .
of x? .
%—J}—ECOSQ—I—OSIHQ (5.5)

Para este primeiro teste, manteve-se a mesma geometria unitaria para todas as
analises, porém com variagoes nas quantidades de pontos base no contorno do dominio e
também em seu interior. Para a comparacao do comportamento da interpolacao, utilizou-se
as fungoes de base radial ctibica e logaritmica, conforme se apresenta nas equagdes 5.6 e

5.7 respectivamente a seguir.

F(r)=r* (5.6)

F(r)=r*Inr (5.7)

A divisao de pontos no contorno e internos para a geometria definida é apresentada

a seguir:
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o Malha quadrada 1x1

— Quantidade de pontos no contorno: 36, 84, 164 e 324;
— Quantidade de pontos internos: 49, 81, 255 e 576.

5.1.1.1 Malha Quadrada 1x1 e Func3do de Base Radial Ciibica

Inicia-se a exibi¢ao dos resultados. Foram elaborados graficos comparativos para
a interpretacao visual dos dados obtidos, comparando-se as informacoes provenientes
das derivadas das func¢oes analiticas e as obtidas pelas derivadas da funcao radial. Na
ordenada de cada grafico encontra-se o erro médio percentual, calculado em cada ponto
nodal situado no contorno e posicionado internamente. No eixo das abcissas, encontra-se
a quantidade de pontos no contorno que se utilizou para cada simulagao. Nas simulacoes
que se seguem foram calculados os valores de contorno. Destaca-se, através das figuras 8 a

10, a relativa convergéncia do método.

Figura 8 — Derivada direcional X1 para malha 1x1 e funcao radial cibica

X1
1.800
1.600
1.400
1.200
® 1.000 —
[s]
&
it 0.800
0.600
0.400
0.200
0.000
36 24 164 324
=849 pontos internos 1.664 1.139 1.038 1.004
=—#-— 731 pontos internos 1.323 0.918 0.825 0.795
255 pontos internos 0.741 0.567 0.486 0.461
576 pontos internos 0.444 0.341 0.285 0.264

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 9 — Derivada tangencial para malha 1x1 e fun¢ao radial ctibica

TANGENCIAL
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=== 155 pontos internos 0.339 0.112 0.029 0.007
576 pontos internos 0.202 0.092 0.028 0.007
QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO
Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
. . ~ . 1.
Figura 10 — Derivada normal para malha 1x1 e fungao radial ctbica
NORMAL
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QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORMNO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Percebe-se que nao ha anomalias no grafico do erro percentual. Apesar dos valores
de erro nao serem insignificantes, nota-se que tendem a valores muito pequenos, conforme

ocorre o acréscimo do nimero de pontos base no contorno e internamente. Assim, através
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do refinamento da malha é possivel a melhorar a precisao da analise e se aproximar

satisfatoriamente do resultado analitico.

Para o caso I, por se tratar de um caso em que o resultado é unidimensional
na diregdo x (X1), ndo se verificaram os valores na direcao y (X2). Destaca-se que
analiticamente as derivadas X1 e tangenciais possuem o mesmo valor, entretanto o resultado
da funcao aproximada pela otica da andlise tangencial teve um desempenho melhor do que

a derivada X1, pois em nas arestas verticais a direcdo X1 corresponde a dire¢cao normal.

Os valores da derivada normal tém menos precisao, conforme esperado, devido a
dificuldade de prever o comportamento da funcao internamente. Os valores da derivada
tangencial, ao contrario, sao mais precisos, pois dependem sobretudo dos valores no pontos

interpolantes lateralmente adjacentes.

5.1.1.2 Malha Quadrada 1x1 e Funcdo de Base Radial Logaritmica

A seguir inicia-se a apresentacao dos resultados para o mesmo método matematico,

porém com a utilizacdo da funcao de base radial logaritmica.

Figura 11 — Derivada direcional X1 para malha 1x1 e funcao radial logaritmica

X1
12,000
10.000
8.000
£
2 6.000
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*
4.000
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36 24 164 324
=849 pontos internos 9.583 6.776 6.058 5.768
—#— 31 pontos internos 8.235 5.795 5.102 4,825
255 pontos internos 5.769 4,169 3.512 3.257
576 pontos internos 4.300 3.002 2457 2.216

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 12 — Derivada tangencial para malha 1x1 e fun¢do radial logaritmica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
. . ~ . ’ .
Figura 13 — Derivada normal para malha 1x1 e funcao radial logaritmica
NORMAL
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Nota-se, através do resultado das Figuras 11 a 13, que além quantidade de pontos
base no contorno e no interior, a funcao de base radial escolhida para o método é de

extrema importancia, visto que o erro percentual médio aumentou demasiadamente se
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comparado com os resultados obtidos nas Figuras 8 a 10.

O resultado que se obteve na Figura 12, referente a derivada tangencial, demonstrou
uma convergéncia satisfatoria mesmo utilizando a funcao de base radial logaritmica,
entretanto se exigiu uma malha mais densa para que o resultado comecasse a convergir
em erros percentuais menores, diferentemente de quando se utilizou da fungao de base
radial cibica, em que mesmo em malhas menos densas (com menos pontos base), o erro

percentual ja apresentava resultados melhores.

5.1.2 Caso Il - Problema Bidimensional com Natureza Exponencial

O segundo caso consiste de um problema bidimensional de natureza exponencial.
Desta forma, o campo é formado por uma funcao de duas variaveis. Isto torna o problema
teste em questao numericamente mais complicada do que o caso I, tal como mostrado na

Figura 14.

Figura 14 — Croqui Representativo do Caso II

a

S Y
fx,y) = e¥o + e¥e

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Na Equagao apresentada na Figura 14 x, ¢ a distancia maxima em x e gy € a
distancia maxima em y. Essa escolha tem por propésito adimensionalizar a geometria em
questao, assim, a andlise dos resultados se concentra apenas na capacidade das fungoes de
base radial calcular as derivadas espaciais sem serem afetadas pela dimensao do dominio.
Ressalta-se que sem a adimensionalizacao da funcao exponencial que descreve o campo, as
funcoes radiais teriam que lidar simultaneamente com valores muito pequenos e muito

grandes, o que impositivamente produz enorme perda de precisao numérica.

As solugoes analiticas parciais das derivadas X1, X2, tangencial e normal da equagao

apresentada na Figura 14 ¢ apresentada nas Equacoes 5.8 a 5.11.

of _of _ =
a—xl—%—eo (5.8)
or _or_ & (5.9)

ors Oy
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gﬁ — —e% sin6’+ey% cos (5.10)
gi — e%0 cos 6 + evo sin b (5.11)

Para o caso II, optou-se por impor maiores dificuldades numéricas para verificar
a robustez do método. Desta forma, analisou-se trés geometrias distintas, a primeira
mantendo a matriz quadrada de dimensoes 1 por 1, as segunda sendo uma matriz quadrada
de lados 5 e a terceira uma matriz esbelta de dimensoes 1 por 0,5. A divisao de pontos

base no contorno e internos para cada geometria é apresentada a seguir:

e Malha quadrada 1x1

— Quantidade de pontos base no contorno: 36, 84, 164 e 324;
— Quantidade de pontos base internos: 49, 81, 255 e 576.

o Malha quadrada 5x5

— Quantidade de pontos base no contorno: 36, 84, 164 e 324;
— Quantidade de pontos base internos: 49, 81, 255 e 576.

o Malha esbelta 1x0,5

— Quantidade de pontos base no contorno: 28, 64, 124 e 244;

— Quantidade de pontos base internos: 36 e 105.

Para uma melhor analise da robustez do método, dividiram-se os resultados dos
pontos do contorno e dos pontos no interior das geometrias propostas. Desta forma
é possivel verificar isoladamente a precisao e o desempenho da modelo numérico na
convergéncia dos resultados no interior e no contorno. Ressalta-se que ao se tratar das

derivadas tangenciais e normais, as mesmas se encontram apenas no contorno da geometria.

5.1.2.1 Malha Quadrada 1x1 e Funcdo de Base Radial Ciibica

As Figuras 15 a 18 apresentam os resultados da malha 1 por 1 considerando
a funcao de base radial cibica para valores de pontos no contorno. A quantidade de
pontos no contorno é acrescida a medida que o grafico se move para a direita, nos valores
especificados (36, 84, 164 e 324).



Figura 15 — Derivada direcional X1 para malha 1x1 e fung¢ao radial ctibica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 16 — Derivada direcional X2 para malha 1x1 e fung¢ao radial ctibica
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33



Figura 17 — Derivada tangencial para malha 1x1 e funcao radial cibica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 18 — Derivada normal para malha 1x1 e funcao radial ctbica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Na Figura 15 se percebe que o modelo proposto converge satisfatoriamente; no

entanto, na primeira amostra (36 pontos base no contorno) ha uma diferenca significativa

do erro em razao da quantidade de pontos internos. A partir da segunda malha (84 pontos
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base no contorno) o modelo converge melhor e seu erro reduz gradativamente, tendo o
erro relativo na ordem de grandeza similar se considerada a mesma quantidade de pontos

no contorno e variando apenas a quantidade de pontos no interior.

Considerando a simetria geométrica do problema proposta e a simetria da fungao
analitica a ser aproximada, o resultado das derivadas direcionais X1 e X2 deve ser simétrico.

A Figura 16 comprova a teoria proposta tendo os resultados idénticos ao da Figura 15.

Assim como o Caso I, a derivada tangencial teve um destaque entre os resultados
anteriormente apresentados. Sua convergéncia foi mais rapida do que os demais nao
necessitando de muitos pontos no contorno e internos, e também seu resultado mais
preciso. Destaca-se que sua convergéncia aumentou conforme acresceu o nimero de pontos
no interior da geometria, por outro lado a variagao dos pontos no contorno foi pouco
relevante, visto que os erros se encontram bem proximos. Desta forma, o resultado para a
derivada tangencial para o caso II nao necessitou de muitos pontos base para um bom

desempenho.

A derivada normal conseguiu convergir, entretanto nao teve desempenho tao eficaz
quanto as demais derivadas, demandando uma malha com mais pontos interpolantes. Isto
se justifica porque seu valor depende muito pouco de valores adjacentes no contorno e

fortemente da densidade de valores internos.

Ainda para o Caso 11, realiza-se a andlise para as derivadas direcionais X1 e X2

para os pontos internos. As Figuras 19 e 20 apresentam os graficos dos resultados.
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Figura 19 — Derivada direcional X1 para malha 1x1 e fun¢ao radial cibica nos pontos

internos
X1
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=81 NG5 iNtErnos 0.054 0.023 0.018 0.016
=== 155 N5 internos 0.175 0.107 0.081 0.070
576 nés internos 0.057 0.048 0.033 0.029

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO
Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 20 — Derivada direcional X2 para malha 1x1 e fun¢ao radial cibica nos pontos
internos

xX2
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= &1 nds internas 0.054 0.023 0.018 0.01e
255 Nibs internos 0175 0.107 0.081 0.070

576 nds intemaos 0.057 0.048 0.033 0.029

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Assim como os resultados apresentados considerando os pontos no contorno, dado

a geometria do modelo e a funcao aplicada no dominio proposto, os resultados dos erros
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das derivadas direcionais X1 e X2 foram idénticos.

O resultado dos pontos internos apresentou uma superioridade se comparado com
os pontos base nos contornos, inclusive com a densidade de malha préoximos. Houve uma
anomalia considerando 255 e 576 pontos internos, visto que malhas com menos pontos
base (49 e 81) apresentaram um desempenho melhor. Isso pode ser justificado pelo fato
de o aumento das densidades gerar um erro maior em uma pequena parte do dominio,

aumentando o erro médio resultante.

5.1.2.2 Malha Quadrada 1x1 e Funcdo de Base Radial Logaritmica

Conforme mencionado anteriormente, verificou-se a aplicacdo da funcao de base
radial logaritmica como um substituto da fun¢ao radial cibica, considerando as mesmas

caracteristicas geométricas, de malhas e funcao analisada.

As Figuras 21 a 24 apresentam os resultados obtidos para o contorno.

Figura 21 — Derivada direcional X1 para malha 1x1 e funcao logaritmica
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36 = 164 324
i 43 ponitos internos 54.580 25,033 22121 19205
—t 31 ponitos internas a7.8a4 25.507 19.064 16.382
255 pontos internas 33.925 10,025 13.908 11.457
576 pontas internas 24.847 15.207 10,392 B.158

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022



Figura 22 — Derivada direcional X2 para malha 1x1 e funcao logaritmica
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0.000
36 B4 154 324
e 40 ponitas iNtErNOS 54.350 2B.933 22,121 19.295
e 31 ponitias iNtErnos 47.544 25.507 10,064 16.382
e 755 pONEODS INtErNOS 33.525 19,925 13,508 11.487
576 pontos internos 24547 15.207 10.352 B.159

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORND

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 23 — Derivada tangencial para malha 1x1 e fun¢ao logaritmica

Tangencial
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& 25.000
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= 20.000
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5.000
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ol 755 Nmihwm 26.464 10.644 3.8E2 1.502
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 24 — Derivada normal para malha 1x1 e fun¢do logaritmica

MNormal
B0.000
70.000
60.000
50.000
=
g 40,000
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[T7T]
30.000
20.000
10.000
0,000
36 B4 164 324
= 43 pontos internos £8.700 46.517 39.936 36.966
emiies £]1 pontos niternos SE.D&D 40.108 33.926 31.178
255 pontos mtsrmos 41 3B6 20.206 23 834 21471

576 pontos Nt2rmos 30.747 21.065 16.975 14 834
CQUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORMO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Na Figura 21 se percebe que o modelo proposto converge, no entanto, ha uma
diferenga significativa do erro se considerado a analise com a func¢ao radial cibica, tendo
ordem de grandeza seis vezes maior. De acordo com o apresentado, o erro diminui conforme
a malha aumenta sua densidade, entretanto o valor do erro considerando a malha mais

densa analisada possui um erro médio significante.

Como era de se esperar, a derivada direcional X2 teve resultados iguais aos da
derivada X1 pelos motivos mencionados na analise com a fungdo de base radial ctbica. O
erro é reduzido rapidamente a medida com que a malha é acrescida, tanto na quantidade
de pontos internos quanto no contorno, entretanto a funcao de base radial logaritmica
nao superou o desempenho da fungao radial ciibica, mantendo a superioridade da FBR
anteriormente analisada. Ja a derivada normal teve uma diminui¢do do erro significativa,

mantendo o padrao apresentado pelas derivadas direcionais X1 e X2.

A derivada tangencial teve o menor erro, confirmando as conclusoes dos resultados
anteriores. Porém, os valores de erro ainda sao significativamente superiores aos obtidos

com a fungao radial ctbica.

Ainda neste tocante, realiza-se a andlise para as derivadas direcionais X1 e X2 para

os pontos internos. As Figuras 25 e 26 apresentam os graficos dos resultados.
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Figura 25 — Derivada direcional X1 para malha 1x1 e fun¢ao radial logaritmica nos pontos
internos
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=== 255 pontos internos 1197 0.536 0843 0.811
576 pontos internos 0.450 0443 0.375 0.359

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORND

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 26 — Derivada direcional X2 para malha 1x1 e fun¢ao radial logaritmica nos pontos
internos
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Dados os resultados apresentados, pode-se perceber que, assim como na fungao

radial cibica, os resultados obtidos nos pontos internos tiveram superioridade em relacao



41

aos resultados obtidos quando se avaliado o contorno. Percebe-se também o caso com 576
pontos internos nao houve grande variagao entre o resultado, demonstrando que para os

parametros do teste a quantidade de malha ja estava superdimensionada.

5.1.2.3 Malha Quadrada 5x5 e Funcdo de Base Radial clbica

A fim de verificar a robustez da interpolagao de derivadas utilizando funcoes de
base radial, busca-se examinar se a dimensao afeta a qualidade dos resultados. Realizou-se

a verificacdo com uma geometria de lados cinco vezes maior.

As Figuras 27 a 30 apresentam os resultados obtidos.

Figura 27 — Derivada direcional X1 para malha 5x5 e fun¢ao radial ctibica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022



Figura 28 — Derivada direcional X2 para malha 5x5 e funcao radial ctbica

X2
10.000
9.000
8.000
7.000
6.000
®
o 5.000
o
&
4.000
3.000
2.000
1.000
0.000
36 B4 164 324
T 0S5 iNternos B.BO4 2.864 1727 1.328
w——B1 NG S iNternos 7.418 2572 1522 1.163
e 255 MGS iNTEFNIOS 4234 1579 1.085 0.7596
576 nos internos 2472 1.402 0.761 0.519
QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORNO
Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
. . . ~ o
Figura 29 — Derivada tangencial para malha 5x5 e funcao radial ctbica
Tangencial
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 30 — Derivada normal para malha 5x5 e funcao radial ctbica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

As Figuras 31 e 32 apresentam os resultados obtidos nos pontos internos.

Figura 31 — Derivada direcional X1 para malha 5x5 e fun¢do radial cibica nos pontos

internos
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576 nos internos 0.057 0.048 0.033 0.029
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 32 — Derivada direcional X2 para malha 5x5 e funcao radial cuibica nos pontos

internos
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

324
0.020
0.016
0.070
0.028

Pode-se perceber que os resultados nao diferenciaram dos obtidos com a geometria

1 por 1. Ressalta-se que os valores da fungao foram adimensionalizados através da propria

equagao selecionada para o caso II. Assim, andlise dos resultados se concentra apenas na

capacidade das funcoes de base radial calcular as derivadas espaciais sem serem afetadas

pela dimensao do dominio, evitando lidar simultaneamente com valores muito pequenos e

muito grandes, o que impositivamente produz enorme perda de precisao numérica.

5.1.2.4 Malha Quadrada 5x5 e Funcdo de Base Radial Logaritmica

Também realizou-se a verificagdo da proposta apresentada no item anterior consi-

derando a funcao de base radial logaritmica. As Figuras 33 a 36 apresentam os resultados

obtidos.
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Figura 33 — Derivada direcional X1 para malha 5x5 e funcao logaritmica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 34 — Derivada direcional X2 para malha 5x5 e fun¢ao logaritmica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022



Figura 35 — Derivada tangencial para malha 5x5 e funcao logaritmica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
. . ~ o
Figura 36 — Derivada normal para malha 5x5 e fun¢do logaritmica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022



As Figuras 37 e 38 apresentam os resultados obtidos nos pontos internos.
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Figura 37 — Derivada direcional X1 para malha 5x5 e fun¢ao radial logaritmica nos pontos

internos
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 38 — Derivada direcional X2 para malha 5x5 e fun¢ao radial logaritmica nos pontos

internos
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Pode-se concluir que, assim como na func¢do de base radial ctbica, obteve-se o
mesmo comportamento do problema com a dimensao 1x1, apresentando a robustez do

método.

5.1.2.5 Malha Esbelta 1x0,5 e Funcao de Base Radial Cubica

Visando verificar a capacidade do método em diferentes situagoes, propoe-se avaliar
a derivada em uma geometria esbelta. Com os dados apresentados, percebe-se que a
malha (quantidade de pontos base no contorno e internamente) e a fungao de base radial

influenciam no resultado. Com isso, realizou-se a proposta com uma malha esbelta.

As Figuras 39 a 42 apresentam os resultados obtidos.

Figura 39 — Derivada direcional X1 para malha 1x0,5 e fun¢ao radial ctibica
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022



Figura 40 — Derivada direcional X2 para malha 1x0,5 e fun¢ao radial ciibica

X2
10.000
9.000
8.000
7.000
5.000
-
o 5.000
[~
wi
4.000
3.000
2.000
1.000 —
0.000
28 54 124 244
36 pONLOS iNternos 0.041 3329 2.003 1678
=g 105 pontos internos 5.167 2514 1.448 1108
QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORND
Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 41 — Derivada tangencial para malha 1x0,5 e fungao radial ctibica
Tangencial
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 42 — Derivada normal para malha 1x0,5 e funcao radial cibica

Normal
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Nas Figuras 39 e 40 se percebe que o modelo proposto converge. O erro segue o

padrao esperado e decresce conforme se aumenta o niimero de pontos base.

Com relacao a Figura 40 percebe-se que obteve um resultado do erro diferente
da Figura 39. Isso se pode justificar dado o niimero menor de pontos no sentido da
derivada que se quer analisar, resultando em menos informagoes para aquela direcao e,

por consequéncia, um erro maior.

Novamente a derivada tangencial teve destaque, onde a mesma apresenta um erro
em torno de 0,1%. A derivada normal também convergiu, com resultados melhores do
que se obteve com o teste considerando a malha 1x1, pois agora os contornos horizontais
estao mais proximos, facilitando a interpolacao de valores internos a partir de pontos de

contorno.

As Figuras 43 e 44 apresentam os resultados obtidos quando se analisa os pontos

internos.
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Figura 43 — Derivada direcional X1 para malha 1x0,5 e fun¢ao radial ctibica nos pontos
internos

1.600
1400
1.200
1.000

0.800

ERRO %%

0.600

0.400

0.200

0.000
28 64 124 244

=36 pONLoS iNTErNOS 1521 0.352 0.189 0121
== 105 pontos internos 0.483 0.224 0.133 0.089

QUANTIDADE DE PONTOS NO CONTORMNO

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Figura 44 — Derivada direcional X2 para malha 1x0,5 e fun¢ao radial ctibica nos pontos

internos
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Conforme vem se apresentando as derivadas espaciais calculadas através da interpo-

lacdo com funcoes de base radial, novamente verifica-se uma superioridade se comparado
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com os pontos funcionais nos contornos, inclusive com a densidade de malha préximos.

5.1.3 Caso Il - Problema Bidimensional com Natureza Trigonométrica

O terceiro caso em que sera aplicado o método de interpolacao através de funcoes
de base radial é um problema bidimensional de natureza trigonométrica. Assim como
o caso II, a funcao a ser aproximada possui duas variaveis, entretanto, propositalmente
se aplica uma funcao que tem comportamento ciclico para se analisar o desempenho do

método proposto.

A Figura 45 apresenta o croqui representativo do caso III.

Figura 45 — Croqui Representativo do Caso III

Q

f(x,y) = sin(mx) * sin(iny)

X
—

Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022

Na Equacao apresentada na Figura 45 existe o fator modificador "'m". Essa escolha
tem por proposito verificar o comportamento do método a medida com que se varia a

frequéncia da funcao analitica.

As solugoes analiticas parciais das derivadas X1, X2, tangencial e normal da equagao

apresentada na Figura 45 é apresentada nas Equacoes 5.12 a 5.15.

0 0
0;1 = 8:7]; = m cos mx * sinmy (5.12)
0 0
(’33i = a’;j = msinmx * cosmy (5.13)
af : : :
55 = M * cosmasinmysin 0 + m * cos my sin mzx cos ¢ (5.14)
s
of . : :
—= = m * cos mx sin my cos 6 + m * cos my sin mx sin 6 (5.15)

on
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Para o caso III, considerando os resultados obtidos nos casos I e II, optou-se por
seguir a andlise com a melhor funcao de base radial utilizada, sendo ela a FBR ctbica e as
seguintes malhas:

o Malha quadrada 1x1 com fator modificador m=1

— Quantidade de pontos base no contorno: 36, 84, 164 e 324;
— Quantidade de pontos base internos: 49, 81, 255 e 576.

o Malha quadrada 1x1 com fator modificador m=7

— Quantidade de pontos base no contorno: 36, 84, 164 e 324;
— Quantidade de pontos base internos: 49, 81, 255 e 576.

o Malha quadrada 1x1 com fator modificador m=3rx

— Quantidade de pontos base no contorno: 36, 84, 164 e 324;
— Quantidade de pontos base internos: 49, 81, 255 e 576.

Manteve-se o mesmo raciocinio do caso II, dividindo os resultados entre internos e

no contorno para uma melhor andlise das variaveis.

5.1.3.1 Malha Quadrada 1x1 com FBR cibica e fator modificador m=1

As Figuras 46 a 49 apresentam o resultado calculado para o contorno.



Figura 46 — Derivada direcional X1 para malha 1x1, FBR cibica e m=1
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
. . . . e
Figura 47 — Derivada direcional X2 para malha 1x1, FBR cibica e m=1
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Figura 48 — Derivada tangencial para malha 1x1, FBR ctbica e m=1
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Figura 49 — Derivada normal para malha 1x1, FBR ctbica e m=1
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Pode-se perceber que o método converge muito bem para a equagao proposta

considerando os parametros escolhidos. Dos casos apresentados os resultados obtidos

para as derivadas X1 e X2 apresentados nas Figuras 46 e 47 possuem margem de erro
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na ordem de 0,05%, tendo um erro satisfatorio para a complexidade da equacao. Assim
como os demais casos, dado a geometria quadrada e a caracteristica da funcao analitica os

resultados de X1 e X2 foram semelhantes.

A derivada tangencial novamente apresentou um desempenho muito bom comparada
aos demais resultados, sendo um dos destaques do método. Nao necessitou de grande
quantidade de pontos para um resultado satisfatério, além disso, considerando a malha

analisada mais densa e erro foi de 0,009%.

A derivada normal, apesar de mais complexa, convergiu muito bem obtendo erros

menores do que 0,02%.

Considerando a analise dos resultados no interior, espera-se que, dado os resultados
obtidos no caso II, as derivadas direcionais X1 e X2 no interior tenham um comportamento
superior aos resultados obtidos no contorno. As Figuras 50 e 51 apresentam os resultados

no interior.

Figura 50 — Derivada direcional X1 para malha 1x1, FBR ctibica e m=1 nos pontos internos
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
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Figura 51 — Derivada direcional X2 para malha 1x1, FBR ctibica e m=1 nos pontos internos
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Conforme se espera dos resultados nos pontos internos, os valores apresentados

nas Figuras 50 e 51 mostram que nos pontos base internos o erro pode ser drasticamente

reduzido. O erro médio considerando a malha mais densa foi de 0,003%.

5.1.3.2 Malha Quadrada 1x1 com FBR cibica e fator modificador m=m

As Figuras 52 a 55 apresentam o resultado calculado.



Figura 52 — Derivada direcional X1 para malha 1x1, FBR cubica e m=7
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Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022
Figura 53 — Derivada direcional X2 para malha 1x1, FBR cubica e m=n
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Figura 54 — Derivada tangencial para malha 1x1, FBR cubica e m=n
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Figura 55 — Derivada normal para malha 1x1, FBR ctubica e m=n
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Ao aumentar o valor de m, consequentemente aumenta-se a frequéncia das fungoes

trigonométricas resultando numa variacao de valores mais rapida a medida com que se

move no espago geométrico do dominio. Desta forma, espera-se que esse parametro traga
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maior desafio para o método.

Pode-se perceber que o método converge para a equagao proposta considerando
os parametros escolhidos, entretanto, necessita-se de uma malha mais densa para que o
erro chegue préximo de 0,5%, como pode ser visto nas Figuras 50 e 51. Os resultados,
no entanto, apresentaram certa linearidade no valor do erro conforme se aumentava a
quantidade de pontos base no contorno. Espera-se essa condicao visto que, dado as
caracteristicas da fungdo analitica escolhida se tem os extremos 0 e 1 do dominio contantes,

aumentando a importancia da malha interna.

A derivada tangencial conforme vem se apresentando, mostrou-se novamente satis-

fatoria, convergindo muito bem e obtendo erro na ordem de grandeza de 0,03%.

A derivada normal teve um comportamento semelhante ao das derivadas direcionais
X1 e X2 com relagdo ao aumento da quantidade de pontos base no contorno. Dado
a dificuldade que a derivada normal vem se apresentando, os erros foram significantes,

exigindo uma densidade de pontos base para a convergéncia do método.

As Figuras 56 e 57 apresentam os resultados no interior.

Figura 56 — Derivada direcional X1 para malha 1x1, FBR ctbica e m=7 nos pontos
internos
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Figura 57 — Derivada direcional X2 para malha 1x1, FBR ctbica e m=7 nos pontos
internos
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Como se pode observar nas Figuras 56 e 57, os erros ndo decrescem a partir de um
determinado niimero de pontos base, embora os resultados sejam razoaveis. E preciso usar
uma malha mais densa internamente para que o erro caia ainda mais. O erro médio ainda
¢ menor se comparada com os resultados obtidos no contorno, ficando na ordem de 0,05%

em sua malha mais densa.

5.1.3.3 Malha Quadrada 1x1 com FBR cibica e fator modificador m=37

As Figuras 58 a 61 apresentam o resultado calculado.



Figura 58 — Derivada direcional X1 para malha 1x1, FBR cubica e m=3r
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Figura 59 — Derivada direcional X2 para malha 1x1, FBR ctubica e m=3nr
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Figura 60 — Derivada tangencial para malha 1x1, FBR ctbica e m=3r
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Figura 61 — Derivada normal para malha 1x1, FBR ctubica e m=37
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Novamente se percebe um aumento do erro percentual médio conforme se aumenta

o valor de m, reforcando o hipotese que aumentar a frequéncia das fungoes trigonométricas

traz um maior desafio computacional para o método.
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Assim como se ocorreu quando m=m, necessitou-se de uma malha mais densa
para que o erro seja reduzido, embora o erro ainda seja significante para as derivadas
direcionais X1 e X2, como pode ser visto nas Figuras 58 e 59. Os resultados mantiveram-se
a mesma caracteristica de linearidade no valor do erro percentual conforme se aumentava

a quantidade de pontos base no contorno, reforcando a importancia da malha interna.

A derivada tangencial, conforme vem se apresentando, novamente convergiu muito

bem e se obteve um erro na ordem de grandeza de 0,08%.

As Figuras 62 e 63 apresentam os resultados no interior.

Figura 62 — Derivada direcional X1 para malha 1x1, FBR ctbica e m=37 nos pontos
Internos
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Figura 63 — Derivada direcional X2 para malha 1x1, FBR ctbica e m=37 nos pontos

internos
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Como se pode observar nas Figuras 62 e 63, a progressao do erro percentual se

manteve com o mesmo padrao apresentado quando m=m, nao decrescendo a partir de um

determinado niimero de pontos base, embora os resultados sejam razoaveis. Os resultados

que se obteve nos pontos base internos, conforme vem se apresentando, resultaram em um

valor de erro menor do que os resultados que se obteve no contorno do dominio, ficando

na ordem de 0,071% em sua malha mais densa.



6 Consideracoes Finais

Devido ao fato do método dos elementos de contorno estar emergindo como uma
poderosa alternativa ao método dos elementos finitos [32], hd uma clara demanda na

melhoria das formulagdes em problemas utilizando o MEC.

Apesar da solucao dos métodos aproximados como MEF e MEC serem amplamente
utilizados nos dias de hoje e ter bom desempenho em diversos problemas da engenharia,
dificuldades como a reducao do tempo computacional e adaptacao do modelo a certos
problemas mais elaborados (problemas ndo homogéneos, casos dindmicos etc) ainda existem.
Ha, portanto, uma demanda por uma formulagdo numérica, principalmente no contexto do
MEC a fim de fornecer ferramentais mais acessiveis que garantam uma precisao satisfatoria
nos resultados. Propos-se neste trabalho o calculo de derivadas espaciais através da
interpolagao com fungoes de base radial visando fornecer uma alternativa para o calculo

de derivadas tangenciais no contorno e derivadas direcionais no interior do dominio.

A formulacao testada e apresentada nesta dissertagdo mostrou um comportamento
convergente para todos os trés casos analisados, ou seja, houve um ganho de precisao
com o aumento do nimero de pontos interpolantes internos e no contorno. Verificaram-se
os erros médios calculados comparados em relagao a solucao analitica para as derivadas
direcionais X1, X2, tangenciais e normais e em todas as situagoes os resultados tiveram

precisao satisfatoria.

De forma global, submeteu-se o método ao aumento de quantidade de ndés no
contorno e no interior, resultando em um aumento na densidade da malha gradativa. Nesse
raciocinio, a observacao dos resultados revela a reducao dos erros médios percentuais,
em alguns casos obtendo até mesmo uma boa precisao na ordem de grandeza de 0,05%
para as derivadas direcionais. Os resultados da derivada normal no limite foram apenas
aceitaveis. Isso se justifica porque seu valor depende muito pouco de valores adjacentes
no contorno e fortemente da densidade de pontos internos. No entanto, a conclusdo mais
importante refere-se a alta precisao dos resultados obtidos para a derivada tangencial.
Dados os trés tipos de derivadas analisadas, a derivada tangencial se demonstrou a mais
precisa, chegando a erros na ordem de grandeza de 0,009%. Tal fato é o mais importante,
pois o baixo erro e a relativo custo computacional torna-se possivel a utilizagao de fungoes
de base radial na interpolacao para calculo deste tipo de derivada, que é importante em
diversas aplicacoes praticas. Tal derivada somente poderia ser calculada com boa precisao
usando a formulacao hipersingular do Método dos Elementos de Contorno, bem mais
complicada, pois impoe a derivacao analitica das solugoes fundamentais e um tratamento

especial para as singularidades de alta ordem.
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Tem-se como escopo para trabalhos futuros ampliar o exame de outras fungoes
radiais e a solucao de outros campos escalares, entretanto ja se pode concluir que o
desempenho da funcao radial cibica é inteiramente satisfatério, confirmando as conclusoes
obtidas preliminarmente no trabalho de Massaro[34], em que a fungao radial ciibica teve

otimo desempenho.



Referencias

1 REDDY, J. N. Introduction to the finite element method. [S.l.]: McGraw-Hill
Education, 1986.

2 COSTALONGA, F. Formulagcao Com Dupla Reciprocidade Hipersingular
Do Método Dos Elementos De Contorno Aplicada Aos Problemas Difusivo-
advectivos. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal Do Espirito Santo,
2011.

3 BREBBIA, C. A.; TELLES, J. C. F.; WROBEL, L. C. Boundary element
techniques: theory and applications in engineering. [S.1.]: Springer Science &
Business Media, 2012.

4 BERTOLANI, M. Fungoes de Base Radial de Suporte Global e Compacto na
Aproximagao de Superficies. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal Do
Espirito Santo, 2010.

5 FASSHAUER, G. E. Meshfree approximation methods with MATLAB. [S.L]:
World Scientific, 2007. v. 6.

6 BUHMANN, M. D. Radial Basis Functions. [S.1.]: Cambridge, 2003.

7 CHENEY, E. W. Introduction to approximation theory. [S.1.]: McGraw-Hill
Book Company, 1966.

8 DAVIS, P. J. Interpolation and approximation. [S.1.|: Courier Corporation, 1975.

9 DUCHON, J. Interpolation des fonctions de deux variables suivant le principe de
la flexion des plaques minces. Revue francaise d’automatique, informatique,
recherche opérationnelle. Analyse numérique, EDP Sciences, v. 10, n. R3, p. 5-12,
1976.

10 POWELL, M. J. D. et al. Approximation theory and methods. [S.1.]: Cambridge
university press, 1981.

11 WENDLAND, H. Scattered data approximation. Cambridge University Press, 2005.

12 KANSA, E. J. Multiquadrics—a scattered data approximation scheme with
applications to computational fluid-dynamics—ii solutions to parabolic, hyperbolic and
elliptic partial differential equations. Computers & mathematics with applications,
Elsevier, v. 19, n. 8-9, p. 147-161, 1990.

13 NARDINI, D.; BREBBIA, C. A new approach to free vibration analysis using
boundary elements. Applied mathematical modelling, Elsevier, v. 7, n. 3, p. 157-162,
1983.

14 LOEFFLER, C. Uma Formulacao Alternativa do Método dos Elementos de
Contorno Aplicada a Problemas de Campo Escalar. Tese (Doutorado), 1988.



69

15 PARTRIDGE, P.; BREBBIA, C. Dual Reciprocity Boundary Element Method.
[S.L]: Springer, 1992.

16 PARTRIDGE, P.; BREBBIA, C. Computer implementation of the bem dual
reciprocity method for the solution of general field equations. Communications in
applied numerical methods, Wiley Online Library, v. 6, n. 2, p. 83-92, 1990.

17 PARTRIDGE, P.; BREBBIA, C. On derivatives of the problem unknowns in bem
analysis. Engineering analysis with boundary elements, Elsevier, v. 7, n. 1, p.
50-52, 1990.

18 PARTRIDGE, P. Approximation functions in the dual reciprocity method.
INTERNATIONAL JOURNAL OF BOUNDARY ELEMENT METHODS
COMMUNICATIONS, v. 8, p. 1-4, 1997.

19 PARTRIDGE, P. Towards criteria for selecting approximation functions in the dual
reciprocity method. Engineering Analysis with Boundary Elements, Elsevier, v. 24,
n. 7-8, p. 519-529, 2000.

20 LOEFFLER, C. F.; CRUZ, A. L.; BULCAO, A. Aproximacéo direta de integrais de
dominio usando fungoes de base radial com o método dos elementos de contorno.

21 LOEFFLER, C. F.; MANSUR, W. J.; BARCELOS, H. de M.; BULCAO, A. Solving
helmholtz problems with the boundary element method using direct radial basis function
interpolation. Engineering Analysis with Boundary Elements, Elsevier, v. 61, p.
218-225, 2015.

22 BARBOSA, J.; LOEFFLER, C.; LARA, L. The direct interpolation boundary element
technique applied to three-dimensional scalar free vibration problems. Engineering
Analysis with Boundary Elements, Elsevier, v. 108, p. 295-300, 2019.

23 BARBOSA, J. P.; LOEFFLER, C. F. Application of boundary element method
superposition technique for solving natural frequencies in piecewise homogeneous domains.
Computers & Mathematics with Applications, Elsevier, v. 79, n. 4, p. 1131-1144,
2020.

24 PINHEIRO, V. P. Aplicagao do Método de Elementos de Contorno
com Integracao Direta Regularizada a Problemas Advectivo-Difusivos
Bidimensionais. Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal Do Espirito Santo,
2018.

25 SOUZA, L. Z. D. Utilizacao de Funcoes de Base Radial de Suporte Compacto
na Modelagem Direta de Integrais de Dominio no Método dos Elementos de
Contorno. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal Do Espirito Santo, 2013.

26 BARCELOS, H. Comparagao De Desempenho Entre A Formulacao Direta
Do Método Dos Elementos De Contorno Com Fungées Radiais E O Método
Dos Elementos Finitos Em Problemas De Poisson e Helmholtz. Dissertacao
(Mestrado) — Universidade Federal Do Espirito Santo, 2014.

27 CHAPRA, S. C.; CANALE, R. P. Métodos Numéricos para Engenharia. 7. ed.
[S.1.]: McGraw Hill Brasil, 2016.



70

28 EPPERSON, J. F. An introduction to numerical methods and analysis. [S.L]:
John Wiley & Sons, 2013.

29 SEIFFERT, G. P.; CHIQUETTI, R.; AVILA, S. L. Célculo numérico aplicado a
engenharia elétrica com python. IFSC, 2021.

30 CHEN, W.; FU, Z.-J.; CHEN, C.-S. Recent advances in radial basis function
collocation methods. [S.1.]: Springer, 2014.

31 GIACCHINI, B. L. Uma breve introdugdo ao método dos elementos finitos.
Departamento de Matematica: Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade
Federal de Minas Gerais, 2012.

32 BREBBIA, C. A.; DOMINGUEZ, J. Boundary elements: an introductory
course. [S.1.]: WIT press, 1998.

33 ALBUQUERQUE, E. L.; CAMPOS, L. S. Introdugao ao Método dos Elementos
de Contorno. [S.1], 2017.

34 MASSARO, C. O Método dos Elementos de Contorno Aplicado na Solucao
de Problemas de Transferéncia de Calor Difusivos - Advectivos. Dissertagao
(Mestrado) — Universidade Federal Do Espirito Santo, 2001.



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de abreviaturas e siglas
	Lista de símbolos
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Comentários Preliminares
	Retrospectiva Bibliográfica
	Objetivo da Dissertação

	FUNÇÕES DE BASE RADIAL
	Interpolação Com Funções De Base Radial
	Definição E Propriedades Das Funções De Bases Radiais
	Funções de Base Radial no Método Sem Malha

	FUNÇÕES DE BASE RADIAL NO ÂMBITO DAS DERIVADAS
	Exemplo Matemático Unidimensional
	Exemplo Físico Unidimensional


	CÁLCULO DE DERIVADAS POR INTERPOLAÇÃO NO MEC
	Motivação
	Modelagem Matemática

	PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS
	Análise de Resultados e Discussões
	Caso I - Problema Bidimensional com comportamento unidimensional
	Malha Quadrada 1x1 e Função de Base Radial Cúbica
	Malha Quadrada 1x1 e Função de Base Radial Logarítmica

	Caso II - Problema Bidimensional com Natureza Exponencial
	Malha Quadrada 1x1 e Função de Base Radial Cúbica
	Malha Quadrada 1x1 e Função de Base Radial Logarítmica
	Malha Quadrada 5x5 e Função de Base Radial cúbica
	Malha Quadrada 5x5 e Função de Base Radial Logarítmica
	Malha Esbelta 1x0,5 e Função de Base Radial Cúbica

	Caso III - Problema Bidimensional com Natureza Trigonométrica
	Malha Quadrada 1x1 com FBR cúbica e fator modificador m=1
	Malha Quadrada 1x1 com FBR cúbica e fator modificador m=
	Malha Quadrada 1x1 com FBR cúbica e fator modificador m=3



	Considerações Finais
	Referências

