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Resumo

O método estatisitico de Monte Carlo via algoritmo de Metrépolis construido na
plataforma MATLAB foi utilizado para estudar o comportamento do calor especifico de
redes de jungoes Josephson em funcao da temperatura e, com isso, definir suas temperaturas
criticas de transicao para o estado supercondutor. Em outras palavras, o algoritmo realiza
uma sequéncia muito grande de transi¢oes aleatérias partindo de um microestado inicial
qualquer da rede até atingir o estado de equilibrio para energia do sistema que esta
correlacionado a sua temperatura critica. Especificamente, a influéncia dos pardmetros
de ajuste do algoritmo (tamanho de rede, nimero e tamanho do passo de Monte Carlo,
nimero de simulagoes, entre outros) na determinagao da temperatura critica foi estudado
sistematicamente. Para uma rede 4x4, o estado de equilibrio nao foi atingido com o niimero
de simulagoes utilizado e nao foi encontrado um pico do calor especifico, impossibilitando
a definicdo da temperatura critica. A condicao estavel foi obtida para redes com tamanho
de 7x7 a 14x14, onde as redes 9x9 e 10x10 forneceram resultados otimizados quando os
parametros iniciais de entrada (PIE) definidos neste trabalho sao utilizados. O estudo
generalizado da influéncia dos parametros de ajuste foi realizado em uma rede 7x7 para
minimizar os custos computacionais, para o qual encontrou-se um valor da temperatura
critica reduzida T = 0,494 4+ 0,004 quando parametros otimizados de ajuste foram
utilizados. Este tipo de estudo sobre as propriedades supercondutoras de sistemas compostos
por redes de jungoes Josephson é essencial para o entendimento mais profundo destes
dispositivos que operam em diversas aplica¢oes tecnoldgicas, tais como, a fabricagao de
computadores ultrarrdpidos e SQUID’S (Superconducting Quantum Interferece Device)
que conseguem medir campos magnéticos extremamente pequenos, como por exemplo,
os campos gerados pelas correntes elétricas dos pulsos nervosos que acompanham as

atividades do cérebro humano.

Palavras-chave: Junc¢oes Josephson, Efeito Josephson, Rede de Jungoes Josephson,

Mecanica Estatistica, Método de Monte Carlo, Algoritmo de Metropolis.



Abstract

The statistical method of Monte Carlo via Metropolis algorithm developed in
the MATLAB platform was used to study the behavior of the specific heat of Josephson
junction networks as a function of temperature and, consequently, to define their critical
transition temperature for the superconducting state. In other words, the algorithm
performs a very large sequence of random transitions starting from any initial micro-state
of the network until reaching the system energy equilibrium state which is correlated to its
critical temperature. Specifically, a systematic study was carried out to verify the influence
of the algorithm’s fit parameters (network size, number and size of Monte Carlo steps,
number of simulations, among others) in determining the critical temperature. For a 4x4
network, the equilibrium state was not reached with the number of simulations used and a
specific heat peak was not found, making it impossible to find the critical temperature.
The steady condition was obtained for networks with sizes from 7x7 to 14x14, where the
9x9 and 10x10 networks provided optimized results when the initial input parameters
(PIE) defined in this work were used. The generalized study of the influence of tuning
parameters was carried out in a 7x7 network to minimize computational costs, for which a
reduced critical temperature value T = 0.494 4+ 0.004 was found when optimized tuning
parameters were used . This type of study on the superconducting properties of systems
composed of networks of Josephson junctions is essential for a deeper understanding of
these devices able to act in several technological applications, such as the manufacture
of ultrafast computers and SQUID’S (Superconducting Quantum Interferece Device); the
latter can measure extremely small magnetic fields, such as the fields generated by the

electrical currents of the nerve pulses that accompany the activities of the human brain.

Keywords: Josephson Junction, Josephson Effect, Josephson Junction Network, Statistical
Mechanics, Monte Carlo Method, Metropolis Algorithm
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Introducao

As Juncgdes Josephson sao formadas por materiais supercondutores. Esses materiais
possuem uma fun¢ao importante na sociedade e estao presente no nosso dia a dia, entretanto
sua descoberta nao foi recente. Em 1911, o fisico alemao Heike Kamerlingh Onnes comecou
a investigar as propriedades elétricas dos metais em temperaturas extremamente baixas
(ONNES, 1991a). J4 era de conhecimento comum que a resisténcia elétrica tendia a diminuir
quando os metais eram resfriados abaixo da temperatura ambiente, entretanto nao se
sabia qual era o limite que a resisténcia conseguiria cair com o diminuir da temperatura.
Usando esse fato, o grupo de Onnes queria testar como a resisténcia elétrica variava em
fungao da temperatura numa amostra muito pura de mercirio em forma de fio. Quando a
amostra atingiu 4,2K a resisténcia sumiu e ainda havia uma corrente fluindo através do fio
de merciirio sem nada para impedir seu fluxo, vide figura (1). Segundo Onnes, o mercirio
havia passado para um novo estado o qual ele chamou de estado supercondutor (ONNES,
1991b). Essa descoberta teve grande importancia na comunidade cientifica devido ao
seu potencial econémico e comercial. Um condutor elétrico sem resisténcia teoricamente
poderia transportar correntes sem perdas, nao importando a distancia a ser percorrida.
Devido a seus esforcos, Onnes foi contemplado com o prémio Nobel em 1913, entretanto,

ele nao conseguiu explicar as propriedades de um supercondutor satisfatoriamente.

Figura 1 — Resisténcia do Merctrio medida por Onnes
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Fonte: High Temperature Superconductors: An Overview (KUMAR, 2019)

Anos apds Onnes ter descoberto a supercondutividade, os cientistas Walther Meis-
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sner e Robert Ochsenfeld, em 1933, descobriram uma interessante propriedade magnética
intrinseca nos supercondutores que recebeu o nome de efeito Meissner (GINSBERG, 2018).
O efeito Meissner é caracterizado pela expulsao de linhas de um campo magnético externo
do interior de um material que esteja no estado supercondutor. Em outras palavras, o
campo magnético externo é blindado por correntes elétricas que surgem na superficie do
supercondutor. Caso o campo comece a aumentar acima de um valor conhecido como
campo magnético critico He, as linhas de campo penetram o interior do material, e conse-
quentemente o material perde sua supercondutividade e volta para seu estado normal. Esse

efeito também ¢é responsavel pela levitagdo magnética que é que surge nos supercondutores
(SANTOS, 2015, v. 37, n. 2).

O campo critico esta relacionado com a temperatura da forma ilustrada na figura
(2). O valor do campo critico para cada material cresce quando a temperatura aplicada
decresce a curva campo critico versus temperatura termina com uma inclinacao finita em
T com inclinacao zero em 7' = 0K. Onde T é a temperatura critica, ou seja, quando um
material é resfriado abaixo dessa temperatura ele se torna supercondutor (Como havia
sido descoberto para o Merctrio por Onnes). A temperatura critica é uma caracteristica

especifica de cada metal.

Figura 2 — Dependéncia entre temperatura critica e campo critico

Mormal

Superconducting

Fonte: (TINKHAM, 2004)

Outros cientistas envolvidos nessa area fizeram descobertas promissoras a respeito
dos supercondutores: a teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau obteve sucesso ao
explicar as propriedades macroscopicas dos supercondutores (HOFFMANN; TANG, 2012)
e Alexei Abrikosov mostrou que essa teoria predizia a divisdo dos supercondutores em
dois grupos distintos (ABRIKOSOV, 1994). Mas foi em 1957 que os cientistas americanos
John Bardeen, Leon Cooper e Robert Schrieffer elaboraram um modelo que comecava a

descrever o comportamento real de uma classe de supercondutores. O modelo era baseado
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nas ideias da mecanica quantica e sugeria que elétrons de um supercondutor tendiam
a se condensar formando pares de Cooper, constituindo um estado quantico de baixa
energia onde conseguiam fluir coletivamente e de forma coerente (BARDEEN; COOPER;
SCHRIEFFER, 1957). Os trés ganharam o prémio Nobel em 1972 e eles deram origem a
chamada teoria BCS.

Baseando-se na teoria BCS, o fisico inglés Brian David Josephson, verificou que
uma corrente de elétrons tunelava entre dois materiais supercondutores fracamente ligados,
separados por uma fina camada isolante (jungao), esse fendmeno recebeu o nome de efeito
Josephson (JOSEPHSON, 1962) que permite mostrar consequéncias da mecanica quantica
em escala macroscopica. Devido a emergéncia das propriedades supercondutoras a busca
por novos materiais supercondutores com "alta"temperatura critica aumentou muito no

século passado e ainda atraem a atencao da comunidade cientifica.

Figura 3 — Fotografia do chip processador de recozimento quantico D-Wave
TwoX "Washington"montado e ligado por fio em um suporte de amos-
tra. Este chip foi introduzido em 2015 e inclui 128.472 junc¢oes Josephson
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Fonte: https://stringfixer.com/pt/Josephsonjunctioncount

Neste trabalho, estudaremos dispositivos contendo redes de Jungoes Josephson,
como por exemplo na figura (3), que podem ser utilizadas como qubits supercondutores
(que sdo uma alternativa aos bits classicos, usados na computagao) (PIVETTA, 2012).
Especificamente, simularemos a variagdo do calor epecifico dessas redes (quadradas e de
diversas dimensoes) usando o Método de Monte Carlo (MARKS, 2016) via o algoritmo de
Metrépolis (METROPOLIS, 1987), para obter as sua temperatura critica para diversas
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combinagoes de pardmetros varidveis do programa.
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1 Supercondutores e suas caracteristicas

Os materiais supercondutores sao capazes de manter a corrente que os atravessa
fluindo mesmo sem a aplicagdo de nenhuma tensao (JOSEPHSON, 1974). Um supercon-
dutor é diferente de um metal comum hipotético com condutividade infinita, pois apesar
de um metal no estado supercondutor apresentar uma condutividade perfeita, ao ser
resfriado na presenca de um campo magnético, ele expulsa esse fluxo, enquanto o metal
comum aprisiona esse fluxo magnético dentro dele. Além disso, um metal comum mesmo
a temperaturas muito baixas (~ 0K) continua apresentando uma resisténcia, enquanto
que para um material supercondutor essa resisténcia cai pra zero nas mesmas condicoes,
como ilustrado na figura (4). Dessa forma, um supercondutor deve possuir diamagnetismo
e condutividade perfeita (KITTEL; MCEUEN, 2018).

Figura 4 — Comportamento de um metal comum e um supercondutor em funcao da
temperatura

0 1 superconductor

normal metal

Te T

Fonte: (ASHCROFT et al., 1976)

A transicao para fase supercondutora pode ser percebida na figura (5), que ilustra
a contribuicao dos elétrons de conducao ao calor especifico de um metal supercondutor,
comparada com o calor especifico eletronico do mesmo metal no estado normal. A anomalia
observada na temperatura critica indica a ocorréncia de uma transicao de fase envolvendo

o sistema de elétrons de condugao do material.

Em 1935 os irmaos F. London e H. London formularam um modelo, baseando-se
no modelo de dois fluidos (OLIVEIRA; JESUS, 2005). Esse modelo considera que somente
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Figura 5 — Transi¢ao para fase supercondutora

Cok

- supercoridutor

- L

T.

T

Fonte: (PUREUR, 2012)

uma fracdo dos elétrons se encontra no estado supercondutor. Sendo:

n=n, + ng (1.1)

Onde n é a densidade total de elétrons, n,, densidade de elétrons normais e n, a densidade de
elétrons no estado supercondutor. Essas quantidades claramente dependem da temperatura,
logo, ns(Te) = 0 (a supercondutividade desaparece na temperatura critica) e ng(0) =n
(todos os elétrons sao supercondutores a 0 K). Dessa forma, a corrente supercondutora

serd dada por:

—

Js = —ngev, (1.2)

E v, é a velocidade dos elétrons supercondutores. Usando a segunda lei de Newton, é

possivel escrever:

ovs = -
—F=_—¢E

m ot (&
ov, 1 9,
ot —nge Ot

Se Ar, profundidade de penetragdo de London (profundidade a qual um campo magnético

externo tende a penetrar em um supercondutor), for escrito da seguinte forma:
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E = (\J)) (1.3)

Eéo campo elétrico sentido pelos elétrons supercondutores (campo elétrico dentro do
material), (1.3) é conhecida como a primeira equacao de London e descreve a condutividade
perfeita, uma vez que qualquer campo elétrico acelera os elétrons supercondutores, ao
invés de manter sua velocidade contra a resistencia, como descrito pela lei de Ohm. Esse

campo depende da posicao 7 e deve satisfazer a lei de Faraday:

-~ . 0B
E=—— 1.4
V x oy (1.4)
Usando a equagao (1.3) na (1.4):
. 0B
V x <8t<)\LJS)> = —E
a — - —
a[v x (ApJs)+B]=0 (1.5)

Observando a equagao (1.5) é facil perceber que a quantidade entre colchetes se mantém
constante com o tempo. Os irmaos London perceberam que era possivel explicar o efeito

Meissner escolhendo a solugao particular:

—

Vx A\ J)+B=0 (1.6)
Ouw: B = -V x (A Ljs), mais conhecida como segunda equacao de London. A solugao geral
B4+ MV x J, = constante, representa o fato de que o fluxo magnético em um material,
sem resisténcia elétrica, se conserva (LONDON; LONDON, 1935). A solugdo imposta
pelos irmao London, impoe que o fluxo magnético seja sempre zero e essa hipdtese ja
inclui o efeito Meissner. Um supercondutor com pouco ou nenhum campo magnético em
seu interior esta no estado de Meissner e perde rapidamente esse estado quando o campo

magnético externo atinge um valor critico.

Apesar de os irmaos London terem proposto esta teoria que explicava certos
aspectos dos supercondutores, as propriedades destes materiais ainda nao possuiam uma
explicacdo microscépica satisfatoria, ou seja, ainda nao havia uma teoria quantica até quase
50 anos apos a sua descoberta. Foi em 1957 que Bardeen, Cooper e Schrieffer propuseram
uma teoria microscépica para os supercondutores (SCHRIEFFER, 1964). A teoria BCS

explica o que acontece quando um elétron se move em um material supercondutor: Um
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elétron que se move através de um condutor atraira cargas positivas proximas na estrutura,
esta deformacao faz com que outro elétron, com spin oposto, se mova em uma regiao
com densidade de carga positiva mais elevada, os dois elétrons sao mantidos unidos
com uma energia de ligacdo. Se esta energia de ligagao é mais elevada do que a energia
fornecida por impulsos dos atomos de oscilagao no condutor, entdao os pares de elétrons
conseguem se manter juntos e resistem aos impulsos, nao experimentando resisténcia. Em
altas temperaturas, a agitacao térmica é tao forte que um par de Cooper nao consegue se
estabilizar. Analisando o acoplamento entre os elétrons e fonons, a teoria BCS mostra que

os pares de Cooper tem energia ligeiramente inferior a energia dos elétrons individuais.

A funcao de onda de um par de Cooper pode ser escrita da forma:

S 1 PN iR (7 — 72
Y(ry — 1) = VB >_g(k)e ) (1.7)
k

Onde | g(l;)]2 é a probabilidade de o par ser encontrado no estado (l; T —k 1). Perceba
que essa fungao possui a forma de um pacote de ondas que descreve o movimento de uma
particula livre. E como se os pares de Cooper formassem uma espécie de "gés de particulas
livres"dentro do supercondutor. A teoria BCS mostra que no estado fundamental de um

supercondutor todos os pares de Cooper ocupam o mesmo estado de energia (MEYERS;
MYERS, 1997).

Alguns resultados importantes foram deduzidos da teoria BCS como, a temperatura
critica de um supercondutor (OLIVEIRA; JESUS, 2005):

kpTe = 1, 14hwpe™Y/9ERIVo (1.8)

Onde wp ~ 1073571 é a frequéncia de Debye, 1, é o potencial efetivo atrativo entre os
elétrons, e g(Er) é a densidade de estados de elétrons que se encontram no nivel de Fermi.

E o calor especifico para os elétrons supercondutores:

C T 3/2
ng :2’37<Tc> e~ 176Te/T (1.9)

Por fim, é importante ressaltar que existem dois tipos de supercondutores. Os
supercondutores do tipo I, sdo constituidos de um tnico elemento como por exemplo:
Hg, Al e Pb. Para esse tipo de supercondutor o efeito Meissner é completo, ou seja, o
fluxo magnético é totalmente expulso do interior da amostra. Ja os supercondutores do
tipo II sao formados por elementos compostos: LaBaCuO e TIBaCuO e sao considerados
supercondutores de “altas” temperaturas. Nesse tipo de supercondutor nés temos os
estados mistos vide figura (6), ou seja, para campos menores que H; o efeito esta presente,

para campos entre Hy e Hy o estado de vortices esta presente, onde em localizagoes
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pontuais do material temos a penetracao de linhas de campo magnético sem quebrar a

supercondutividade, e para campos maiores que Hy a supercondutividade deixa de existir.

Figura 6 — Comportamento das linhas de campo para supercondutores do tipo I e II

(a) (b)
A

B

T>Tc T<Tc T=TCE
Tipo lell Tipo I - H<H:  Tipo Il - Hei<H<He2
Tipo Il - H<He1

Fonte: (DIAS, 2010)

Supercondutores do tipo II ndao perdem facilmente o estado supercondutor pelo
campo magnético externo. Sua transicado de um estado supercondutor para um estado
normal é gradual, diferente dos supercondutores de tipo I onde essa transicao ocorre
de forma abrupta. Devido a esses fatos, supercondutores do tipo Il possuem aplicagoes
mais amplas, visto que nao é necessario uma temperatura tao baixa para atingir seu
estado supercondutor, quanto para os do tipo I e ele também é menos sensivel a campos

magnéticos.
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2 A Juncao Josephson

Uma juncao Josephson é formada por dois supercondutores conectados por uma
fina camada de material isolante. A barreira isolante deve ser fina o suficiente para permitir
que o tunelamento de pares de Cooper. Foi Josephson quem percebeu e descreveu esse
comportamento enquanto observava essa configuragao, por isso, a junc¢ao recebe seu nome.
Além disso, a jungao é o elemento chave para a construgao de qubits (que sao essénciais
para a computacao quintica na parte de processamento e armazenamento de dados) e

esta ilustrada logo abaixo.

Figura 7 — Juncao Josephson esquematizada

1
Material !"'r'fﬂh-"rlﬂl
; 1solante
supercondutor »
2

Fonte: (COSTA MARCONTI B.S. E PAVaO, 2012)

Considerando o sistema acima, podemos definir o nimero de pares de Cooper
como n; de um lado da juncao e ny do outro lado da juncao, e as fases quanticas ¢, e
9 referentes as fungoes de onda da parte de cima e da parte de baixo da jun¢do. Essas
funcoes de onda sao dadas por(FEYNMAN:; LEIGHTON; SANDS, 2015):

1 = y/are (2.1)

RN (2:2)

De modo que o efeito de tunelamento dos pares de Cooper ocasiona uma diferenca de fase
devido a superposicao das fungoes de onda dos metais supercondutores que constituem o

sistema.

Agora vamos deduzir as equagoes Josephson para dois supercondutores em forma
de paralelepipedos separados por uma jun¢ao plana. A espessura do isolante é suficiente
para isolar fracamente os dois supercondutores, de modo que o zero do potencial fique
no meio da barreira isolante. Dessa forma, o supercondutor 1, por exemplo, estard no

potencial V; = —% com energia potencial dos pares de Cooper eV. O supercondutor 2,
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estard no potencial V5 = % com energia dos pares de Cooper igual a —eV. As Equacoes

de Schroedinger para os transportadores de cargas nos dois supercondutores sao:

L = (Vi + K)oy 23)
8
B = (el + K (2.4)

Onde K é uma constante de acoplamento para as func¢oes de onda através da barreira.

Sendo assim, podemos escrever as equacoes acima da forma:

0 Vv
0 v
mgiz — —%% + Kiy (2.6)

Que sao equagoes padrao para dois estados quanticos acoplados. Usando as seguintes
defini¢oes de 1 e 1s:

ih;(\/n—lei%) — e;/<\/n_lei901> _i_K\/n_Qeitﬂz

%4 ) .
V_e ( ! “”)] = Ve + K fnge”

Que pode ser escrita da forma:
V )
/Lh - _|_ ngl — 67 + K @eZ(WQ_QDl)
2711 2 1

Considerando ¢s — 1 = 9:

zh——hgpl i—l—K —2(cos 6 + isin )
ny 2 ny

Igualando as partes reais e as partes imaginarias, é possivel obter:

ﬁ— =2K —sm5

ni ni

2K
n; = - 1N Sin & (2.7)
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hgplz—i—K ™ cosé
2 nq
eV K [ns
L __ eV K m 2.
o1 o 7\ cos 0 (2.8)

Fazendo os mesmos passos, é possivel chegar nas equagoes correspondentes para ns e ¢s:

2K
Mo = — n1ng sin & (2.9)
eV K |m
s — = | — 0 2.10
LERST A A (2.10)
Comparando as equagdes (2.7) e (2.9), conclui-se que n; = —ny. Essas equagdes nos

dizem como as densidades deveriam comegar a variar e descrevem o tipo de corrente que

comecaria a fluir. Essa corrente do lado 1 para o lado 2 seria n;:

2K
I, = —- Vg sin 0 (2.11)
Como os dois lados da jungao estao conectados por fios a uma bateria, a corrente que flui
vai carregar a regiao 2 (ou descarregar a regiao 1), pois correntes irao fluir para deixar o
potencial constante. Neste caso, ny e no ficam de fato constantes e iguais a ng, assim, é
2K

possivel escrever 5tng = I e dessa forma, a equacao (2.11) fica:

I, = Icsind (2.12)

A corrente critica I é a medida de quao fortemente as fases dos dois supercondutores
estao acopladas e representa a maior corrente que pode atravessar a juncao sem que ela

perca a sua supercondutividade.A respeito das equagoes (2.8) e (2.10), podemos calcular o

52@2—@11

ds eV 2V

i e (2.13)

Visto que a carga de um par de Cooper é 2¢, de forma mais geral, podemos escrever a

equagao (2.13) da forma:

szf/wwt

5(t _%+—/v (2.14)
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Entao as equagoes (2.12) e (2.14), nos dao a teoria geral da jungao Josephson. As jungoes
Josephson podem ser usadas entre outras aplicagoes em voltimetros ultra-sensiveis e

magnetometros. Esse efeito que foi descrito acima tem o nome de Efeito Josephson.

2.1 O Efeito Josephson

Como foi visto anteriormente o Efeito Josephson ocorre quando uma supercorrente
de tunelamento aparece através de uma juncao isolante que separa dois supercondutores.
Um fato interessante a respeito desse efeito, é que tal corrente existe mesmo quando nao
ha campo elétrico aplicado. O Fisico britanico Brian David Josephson, previu a existéncia
do efeito em 1962 (JOSEPHSON, 1962) e um ano mais tarde ele foi comprovado por
Anderson e Rowell (ANDERSON; ROWELL, 1963).

Por simplicidade a discussao anterior foi realizada em termos da diferenca de fase
0. Entretanto, § ndo é uma quantidade invariante por calibre e nao possui valor tnico para
uma dada situacao fisica, por isso, nao pode, no geral, determinar a corrente [,, a qual
é uma quantidade fisica invariante por calibre bem definida. Essa dificuldade pode ser

resolvida substituindo 0 pela diferenca de fase invariante por calibre v definida por:

2 (B o o
— (g — ) — = | Adi 2.15
v = (2 — 1) @0/A (2.15)

Onde A representa o vetor potencial associado ao campo magnético ( B=VxA ). Entao

a equacao (2.12) pode ser escrita da forma:

I, = Iosin(7) (2.16)

Essa equacao representa a corrente elétrica na jungao, que agora é funcao de uma diferenca
de fase invariante por calibre. Isto é importante, visto que a invariancia de calibre da
eletrodinamica implica na conservacao de carga. Podemos também escrever a diferenca de

potencial na juncao em funcao da diferenca de fase invariante por calibre:

h dry
=S50t (2.17)
A introducao de uma diferenca de fase invariante por calibre é a chave para trabalhar os
efeitos de um campo magnético, que nao pode ser tratado sem a introducao do potencial
vetor A. Enquanto nao houver campo magnético presente, A pode ser tomado como zero,

entao ¢ e v podem ser usados sem diferenca.

O efeito Josephson de Corrente Continua (DC) (CHEN; TODD; KIM, 1972) é

descrito pela equagao (2.16), jé o efeito Josephson de Corrente Alternada (AC) (MCCUM-

BER, 1968) ocorre quando uma corrente alternada de frequéncia v = % oscila entre dois
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metais supercondutores, caso seja aplicada uma tensao V' na juncao. O grande atrativo da
jungao é que ela pode ser usada como um indutor nao linear. Ao derivar a equagao (2.16)

(SILVA, 2017):

dl, dry

o Ic cos(y)a

. 2

I, = (;LVIC cos(7) (2.18)

A indutancia é a tendéncia de um condutor elétrico se opor a uma mudanca na corrente
elétrica que flui por ele. A dependéncia de I, com o potencial V' caracteriza a equacao

obtida anteriormente como um indutor, que pode ser definido fazendo V = L1, :

h

Ly=———— 2.19
77 2elc cos(v) (2.19)
Sendo ®, = %, o quantum de fluxo magnético (SCHUSTER, 2007).
®
Ly=——"—— 2.20
77 orle cos(v) (220)

Outro parametro importante da jungao é a energia Josephson, que representa o maximo
da energia potencial da juncao. E a energia necessdria para manter a jungao acoplada e

pode ser obtida através da expressao:

v= [ V)it

U—/t viLmdt = [ 2D 1 sin(y)at (2.21)
—Jo ¢ o 2edt © 7 '
. hic @ - hic
®y 1
U= 2°7T0(1—cos(7)) (2.23)

Entao, a energia de acoplamento Josephson para uma tnica juncao ¢ dada por:

Dyl
21

U= cos(7) (2.24)

Sabendo as caracteristicas basicas de uma jungao Josephson, fica mais claro estudar jungoes
acopladas (circuitos com jungdes Josephson) e entender como elas funcionardao em

conjunto.
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3 Circuitos com Juncoes Josephson

Tendo em vista do que é um dispositivo supercondutor e como ele funciona, é
possivel montar circuitos usando esses dispositivos afim de se obter um circuito super-
condutor, onde suas propriedades estarao ampliadas devido ao fato de que estardao sendo

aplicadas em conjunto.

Nesses circuitos serao usados SQUIDs (Superconducting Quantum Interference
Device - Dispositivo Supercondutor de Interferencia Quéantica (WEINSTOCK, 2012)) que
sao sensores de fluxo magnético bastantes sensiveis e combinam dois fenémenos fisicos: a
quantizacao de fluxo em um anel supercondutor e o efeito Josephson (GALLOP, 2017).
SQUIDs sao sensores versateis capazes de medir qualquer quantidade fisica que possa ser
convertida em fluxo magnético, como campo magnético, gradiente de campo magnético,
susceptibilidade magnética, corrente, tensdo ou deslocamento mecanico. Sua sensibilidade
o torna essencial em algumas aplica¢oes, como na medicao de sinais magnéticos gerados no
cérebro, medicdo de campos geomagnéticos flutuantes em areas remotas para a deteccao de
ondas gravitacionais e observacao de ruido de spin em um conjunto de niicleos magnéticos
(CLARKE; BRAGINSKI, 2006) e estd ilustrado na figura (8).

Figura 8 - SQUID

A SQUID (Superconducting QUantum Interference Device) is the most
sensitive lype of detector known {o science. Consisting of a super-
conducting loop with two Josephson Jjunctions, SQUIDs are used to
measure magnelic fields.

agnetic Field

Fonte: http://www.if.ufrgs.br/tex/fis01043/20012/Carolina/aplicac.html

Considere um dispositivo formado por um filme supercondutor contendo 2 jungoes

Josephson como mostrado na figura (9). Essa estrutura representa a esséncia de sensores
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SQUID.

Figura 9 — Circuito Supercondutor com duas Jungoes Josephson

©q @3

@2 (Pq.

Figura cedida por Jorge Gonzalez

Um campo magnético externo esta sendo aplicado na base do circuito da figura (9). As
duas juncoes Josephson sao identificadas pelo simbolo X e as fases no extremo das jungoes
estdo nomeadas com a letra grega ¢. O fluxo magnético atravessando a area delimitada
pelo caminho fechado C, pode ser calculado usando §. Adl (ANTON; BIVENS; DAVIS,
2014):

o= Adi= [ Adl+ [ Adl+ [ Adi+ [ Ad (3.1)
C 1 3 4 2

Por outro lado, o momento generalizado para uma particula com carga 2e (par de Cooper)
na presenga de um campo magnético é dado por (OLIVEIRA; JESUS, 2005):

§=h(Vp— A (3.2)

Onde, ¢ é a fase da onda e A é o vetor potencial associado ao campo aplicado. E possivel
assumir que nao ha corrente de “super elétrons “ dentro do circuito e entao, teremos ao

longo do caminho C a condicao p'= 0:

Usando esses fatos, a equagao (3.1) pode ser escrita como:

Oy 3o - 4oL By 2 - 1. .
o — —/ w.dz+/ A.dz+—/ w.dz+/ Adi (3.4)
2 )1 3 21 Ja 2
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E sabendo que uma integral de caminho pode ser escrita da forma:
L 3. L oL 2 1.,
j’{c Vi = / Vo.di + / Vo.di + / Vo.di + / Vp.di (3.5)
1 3 4 2
E possivel escrever:
3. L2 B 1.,
/ Vgo.dH—/ Vo.di :74 w.dz—/ w.dZ—/ Vo.di (3.6)
1 4 c 3 2
Substituindo (3.6) em (3.4):
®, I 1, 4 1.,
o= V w.dz—/ V(p.dl—/ w.di +/ A.dl+/ Adi (3.7)
2 | Jc 3 2 3 2
E reescrevendo esta equagao de modo a agrupar mais claramente as expressoes:

15 4
27@ fwdz /wdz /wdmf/ Adl+ 7T/ Adl (38)
0 2

2@ o A . 2w -
il ]{wdl (04 — 03) — (1—¢2)+¢0/3 A.dl+q)0/2 Adl (3.9

Agora, usando a definicao de diferenga de fase dada pela equagao (2.15), é possivel definir

a diferenga de fase na junc¢ao da esquerda (v.) e da direita (vyg):

2r (2 5 -
1 = (o1 — p2) — a/ Adi (3.10)
0“1

Yr = (P4 — 3) / Adl (3.11)

E usando essas definigoes, a equagao (3.9) fica:

2 <I>
= fvgp dl+ g — 71 (3.12)

A fung¢ado de onda deve possuir um valor tnico, portanto, a diferenca de fase ao longo do

caminho fechado deve ser um valor dado por:

Ap = j{C Ve.dl = 2mn (3.13)

E assim, a equagao (3.12), finalmente pode ser escrita como:

(0]
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Para o caso de trés juncoes, a mesma analise pode ser realizada, resultando na equacao

generalizada:

)

> vi=2m(n-— B (3.15)

A trajetéria da corrente tem uma dire¢cdo bem definida (sentido horario). O
sinal da fase invariante por calibre na soma acima depende da direcao que a jungao é
atravessada, considerando o eixo de referéncia. A configuragdo mais simples é a de duas
jungoes acopladas, no entanto a expressao acima serve para estudarmos um nimero maior
de jungoes. Antes de aumentarmos esse nimero, existem ainda outras caracteristicas do
sistema que devem ser avaliadas, como aplicacdo de um fluxo magnético externo nesse

circuito e como as se modificam nesse caso.

3.1 Correntes no Circuito

Para estudarmos o comportamento de correntes no circuito, serd usado o mesmo
circuito da figura (9), entretanto, agora serd introduzido um fluxo magnético externo que
esta sendo aplicado perpendicularmente ao plano dessa figura. Como vimos pelo efeito
Meissner, um supercondutor tende a expulsar o fluxo magnético de seu interior, para que
isso ocorra, ird surgir uma corrente induzida no circuito em uma direcao tal que seja
oposta a corrente gerada pelo fluxo magnético, e esta corrente tentara blindar o fluxo

magnético externo.

Figura 10 — Circuito Supercondutor com correntes aplicadas

!

P P
X X
P2 Py

-
i

Figura cedida por Jorge Gonzalez

Para que isso ocorra, € necessario que a corrente de blindagem esteja no sentido anti-horario.

Entao, a corrente de blindagem I, atravessando ambas jungoes pode ser expressa pela
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seguinte equacao:

Icr I

Is = > sin(yg) — % sin(vr) (3.16)

Onde os sinais também tem relacdo com o eixo adotado. Na equacgao acima, os termos
Icor e Iog sao as correntes criticas na juncao da esquerda e da direita respectivamente.
Como explicado, a corrente circulando o loop gera um fluxo magnético interno ®g tal que
&g = LI, onde L é a indutancia do loop. O conjunto de equagoes controlando a dindmica

do sistema mostrado na figura (10) é dado por:

0]
0
1 I
Is = == F sin(yz) + =0 sin(yr) (3.18)
S = Doy + Lig (3.19)

Note que o fluxo das equagoes acima ¢ a soma de duas contribui¢ées: uma do
campo externo e a outra derivada da corrente de blindagem. Além disso, uma corrente
de pares de Cooper pode atravessar um circuito supercondutor. Considerando que as
setas da figura (10) sdo as correntes entrando e saindo do sistema (a corrente entra no
topo do circuito e sai na base dele). Essa situacao resulta em outra equacao que leva em

consideracao a conservacao de carga no circuito:

I, = —1Ipsin(yy) — Irsin(yg) (3.20)

Finalmente, podemos perceber que para cada tamanho de rede, cada loop resultara em um
conjunto particular de equacoes. Quanto maior a rede, mais equacoes estarao presentes e
o sistema de equacoes a ser resolvido se tornara mais complicado. Neste caso, o sistema
envolve as equagoes (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20)), onde cada equagdo (para uma mecha

particular) pode incluir diferentes pardmetros.

3.2 Rede de Juncoes Josephson

Como foi visto anteriormente, quando temos duas ou mais jungoes ligadas entre si,
podemos chamar essa configuracao de circuitos supercondutores. Para fins de generalizacgao,
vamos agora estudar uma rede de jun¢des com mais de duas juncoes interligadas, afim de
observar como as equagoes para esse tamanho de rede se comportam e qual a complexidade

do problema abordado.
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A importancia de estudar esse tipo de circuito esta no fato de que um importante
constituinte deles sdo os qubits. A area da fisica que estuda os qubits progrediu bastante
nos ultimos anos. Um qubit é uma unidade de informacao quéntica, que pode ser descrita
por um vetor de estado em um sistema quantico de dois niveis. Ele possui algumas
similaridades com o bit classico (pode possuir dois valores: 0 ou 1), entretanto o qubit pode
ser 0 ou 1 ou uma superposicao dos dois. Qubits sao utilizados na Computacao Quantica
que é a ciéncia que estuda as aplicagoes das teorias e propriedades da mecanica quantica na
Ciéncia da Computagao, que tem como foco principal o desenvolvimento do computador
quantico. Os grandes trunfos da Computagdo Quantica sdo sobreposi¢ao/superposigao e o
emaranhamento/entrelacamento (SOBRAL-MACHADO, 2019).

Abaixo temos ilustrada uma rede de Jungoes Josephson, que mostra as ilhas
supercondutoras (quadrados alaranjados). O simbolo X entre as ilhas sdo as barreiras da

Juncgao.

Figura 11 — Rede de Jungoes Josephson

Figura cedida por Jorge Gonzalez

Para melhor visualizacao do esquema, podemos isolar uma parte dessa rede:

Aqui, as fases invariantes por calibre estao representadas por ,, e as correntes de cada
loop estao ilustradas na figura. Cada mecha da rede resultarda em um conjunto de equagoes
particular. Considerando o primeiro loop (a esquerda na figura) a equagao para as fases

pode ser generalizada como:

o,
—Nt+ ety — =21 m - o (3.21)
0

O fluxo induzido (®;5) na mecha que estd sendo analisada pode ser separado do fluxo
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Figura 12 — Duas mechas particulares da figura (11)

Y4 &
T e e R

| - _}f3l <. | Y
Y1 x |L1 * |L2 ] *yfl
I i |

|__x__|___x___| X
Y2 Vs

Figura cedida por Jorge Gonzalez

externo: &1 = &,y + $15. Entdo a equagao (3.21) pode ser escrita como:

@ ¢ex
A2+ s — A+ 2m—= = 27y — =2 (3.22)
Do Do

Outro aspecto a ser considerado é que o fluxo induzido na mecha 1 pode ser estar
correlacionado com as correntes que estao circulando todas as mechas restantes, incluindo

a propria mecha sob analise:

Q15 = Liadpy+ Liglre (3.23)

Na equagao (3.23) L;; representa a auto-indutancia e L; 5 a indutdncia mitua entre as
mechas 1 e 2. Finalmente, as correntes nas mechas podem estar relacionadas com as

correntes nos ramos particulares, por exemplo: I¢sin(vys) = I — 1.

Considerando, agora, o loop da direita, as equagoes serdo:

@ ®€$

Y3+ +v%— 77+ 2r—2 = o Ny — L (3.24)
d, P,

Dog = Lol + Laolr o (3.25)

Em suma, as equagoes (3.22), (3.23), (3.24) e (3.25) descrevem o arranjo de Jungoes
Josephson mostrado na figura (12). Essas equagoes podem ser resumidas com uma notacao
matricial e podem ser generalizadas para redes maiores de jungoes, para isso é necessario

introduzir algumas matrizes:
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-1 1 1 -1
M — 00 O
0o 0 -1 0 11 -1

A matriz M capta as propriedades das fases do circuito. O numero de linhas indica o

numero de loops e o nimero de colunas esta relacionado com o niimero de juncoes.

Liyw Lip
Lyy Loy

A matriz L é a matriz de indutdncia onde os elementos da diagonal principal representam
a auto-indutancia e os elementos fora da diagonal principal representam a indutancia
mitua. E possivel, também, introduzir os vetores coluna denotando as fases invariantes
por calibre (I'), as correntes nas jungoes (Ip), as correntes nos loops (1) e o nimero inteiro

n em cada mecha:

Iy

~
Q
=
wm
o
=
N N N N N N /N
=
N’ e e e e N N

Com essas definigoes, algumas equacoes podem ser definidas em termos matriciais:

27T (bext
MU+ —LI; =2 — 3.26
+ 3, W(n D, ) (3.26)
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MTI, =1, (3.27)

E facil perceber que as equacdes (3.22) até (3.25) podem ser reproduzidas das equacoes

(3.26) e (3.27). O sistema de equagdes nao lineares deve ser resolvido para I' e para I.

Finalmente, alguns comentarios a respeito da energia do sistema: Como afirmado na
equagao (2.24), existe, no sistema, uma energia de acoplamento Josephson FEj, que é
responsavel por manter as fases do parametro de ordem acopladas nas Junc¢oes Josephson.
Por outro lado, a introducao de uma indutancia mitua e de uma auto-indutancia, adiciona
outra contribuicao a energia do sistema. Esse termo é essencialmente magnético e pode

Ser expresso como.

1
B =5 > LiLijl, (3.28)
ij

Se retormarmos o exemplo das duas jungoes acima teremos:

1
E, = 5(]1[/1,1[1 + L1 Lyols + InLoqIo + I5Lo 5 15)

Considerando ambas contribui¢des para a energia, teremos a expressao geral para a energia

do sistema:

P,1, 1
Er = ;TC > cos(v) + 3 N LL I (3.29)
7 2,7

A energia estd intimamente ligada ao calculo do calor especifico. Para temperaturas
baixas o calor especifico de um metal comum tem a forma: AT + BT?, onde o termo
linear ¢ devido as excitagoes eletronicas e o termo cibico é devido as vibragoes da rede.
Abaixo da temperatura critica supercondutora esse comportamento é alterado. Enquanto
a temperatura cai abaixo de T¢ (em um campo magnético zero) o calor especifico pula pro
valor mais alto e entdo decai lentamente, caindo eventualmente, para um valor muito abaixo
do valor esperado para um metal comum (ASHCROFT et al., 1976) (Esse comportamento

estd claramente ilustrado na figura 5).

Como nosso objetivo é estimar a temperatura critica através do pico do calor
especifico (transigao de fase) em funcao da temperatura de redes de jungoes Josephson,
calculadas pelo Método de Monte Carlo usando o algoritmo de Metrépolis, serd necessario
introduzir alguns conceitos fundamentais da mecanica estatistica para entender como
como a energia se relaciona com o calor especifico e como esses algoritmos devem ser

implementados baseados nesses conceitos.
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4 A Mecanica Estatistica

A Mecénica Estatistica estuda as propriedades fisicas dos sistemas macroscopicos
a partir de propriedades atémicas (SEARS; SALINGER; LEE, 1975). E dificil estudar
as equacoes de movimento de cada particula em um sistema macroscépico, visto que o
numero de particulas desse sistema é muito elevado. Dessa forma, é necessario realizar
um tratamento estatistico no qual se tomam médias sobre variaveis microscépicas que
nao sao observaveis, afim de reduzir as equagoes matematicas. Um exemplo disso pode
ser descrito por um gis com N = 10% particulas macroscépicas. Se a mecanica classica
for utilizada, tratando cada particula como um corpo puntiforme, o sistema terd 6N (ou
mais) equagoes diferenciais acopladas a resolver. As quantidades macroscépicas sao a
soma das contribui¢oes dos constituintes microscépicos. Podemos estudar varios fenémenos
conhecendo a fisica estatistica, entretanto os mais importantes para o caso presente sao
0s que ocorrem em sistemas que possuem singularidades, ou seja, que ocorrem transicoes
de fase. Para que esses estudos possam ser realizados, serd necessario introduzir alguns

conceitos basicos da mecanica estatistica.

4.1 Conceitos Fundamentais

FUNCIONAMENTO DA MECANICA ESTATISTICA: Para compreen-
der melhor como a mecanica estatistica funciona, é necessario o Postulado Fundamental
da Fisica Estatistica: um sistema isolado e em equilibrio termodinamico, possui todos

os microestados acessiveis com a mesma probabilidade de serem acessados (SALINAS,
1997).

ENSEMBLE: Conjunto muito grande de sistemas idénticos. E uma idealizacao
que consiste em considerar um grande niimero de copias virtuais do sistema, cada uma
representando um estado fisico possivel em que o sistema pode estar. Pode ser considerado

como uma distribuicao de probabilidade para o estado do sistema.

ENSEMBLE MICROCANONICO: Caracteriza-se por ser um sistema fisico
isolado, com energia E constante, onde nao ha troca de particulas com o meio externo,
logo nimero de particulas N, também permanece constante. E sendo um sistema rigido, o

volume ¢é inalterado, dessa forma, as grandezas que caracterizam o ensemble microcandnico

sao (E,N,V).
ENSEMBLE CANONICO: E usado na descricao de um sistema que néo estd

isolado, mas em contato térmico com outro reservatério, como representado na figura (13).

A energia pode variar, mas sua temperatura, uma vez que o equilibrio térmico é atingido,
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permanece constante. Logo, as grandezas fisicas macroscépicas que descrevem o sistema
sao (T,N,V).

Figura 13 — Sistema nao isolado, em contato térmico com outro reservatorio
, . JI',.' llr_-' :._. _,r'r

/ heat ba fhf | / /
'/ /] /LL /

f_r;; Ep (/ system S y fx
,,a’ T, ' =R i

//”’;///’

"f",f,;f

Fonte: (GREINER et al., 2011)

DISTRIBUICAO DE BOLTZMANN: Considerando um sistema S, em equili-
brio, a uma temperatura 7T'. Se S for macroscépico, T é uma de suas varidveis macroscopicas
bem definidas. Se S for microscépico, a temperatura 1" indica que ele estd em equilibrio
térmico com um sistema maior que ele (que também esta a temperatura 7'). Em ambas as
situacgoes, o microestado m de S, num dado instante ¢, é uma variavel aleatoria. Nestes

casos, a distribuicao de probabilidade para m é:

S
Py(m) = ———— (4.1)
S e KpT

Essa expressao é chamada de Distribui¢do de Boltzmann ou Distribuigao Canoénica (HU-
ANG, 1987). O ensemble canonico é o conjunto de microestados associados a distribuicao
de probabilidades acessiveis a um sistema S (dada pela equacao (4.1)), em contato com
um reservatério térmico a temperatura T. O denominador da equagao (4.1) é chamado
de funcao de particdo candnica e desempenha um papel fundamental na descricao do

ensemble candnico (SALINAS, 1997).

Z =Y ¢ wpr (4.2)

A partir dessas fungoes, é possivel definir a energia interna e o calor especifico.

ENERGIA INTERNA E CALOR ESPECIFICO: A energia interna é a
fragdo da energia total de um sistema fisico que é determinada apenas pelo seu estado e

que corresponde a soma das energias cinética e potencial das particulas que compoem o
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sistema (PATHRIA; BEALE, 2021). A energia interna de uma amostra ¢ definida como a

média de ensemble das energias dos microestados:

e_ﬁE'm

Onde § = ﬁ E possivel escrever a equacio (4.3) em fungado da funcgao de partigao

canonica da forma:

<E>=)E e —lZE e PEm
o ZBTv) 2
1 0 10
E —_ o *BEm - _ *,BEm
<E> Z; 95 Z&B;e

Novamente, a funcao de particdo candnica aparece, entao, a equacao acima pode ser escrita

em funcao dela da forma:

1 0
< F >= _E%Z
olnZ(B,T,V)
Fo=—"7-—~""' 7 4.4
<E> o5 (4.4)

Uma forma de calcular flutuagdes no valor da energia é por meio do desvio quadratico

médio, que é definido da forma:

<AE*>=< E*> - < E>? (4.5)

Que também pode ser escrito em funcao de Z. Se for tomada a derivada parcial em relacao

a [ da equagdo (4.4):

1
— < E>=—|=Y E,eFn 4
o3 ="~ 8BlZm m¢ ] (46)
1071 1 De=Pbm
_ T —BEm |
ZaﬂZZ me +ZZmE’" 98
107 2 _sE,
~Zop < P> 72 Pn
0 2 2 2
— < E>=<E>-<FE >=—-<AFE" > (4.7)

9p
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0?
2 o
< AE* >= 52 InZ (4.8)

Assim, fica escrito o desvio quadratico médio em fungao da Funcao de particao candnica.O

calor especifico é definido como:

oU
Cy = — 4.9
= (1.9
Que pode ser escrito em funcao do desvio quadratico médio:
Cy < AE? > (4.10)

~ Kgl?

Nas vizinhancas de um ponto critico, determinadas derivadas termodinamicas, como
compressibilidade ou calor especifico, podem apresentar um comportamento singular ou
andmalo, caracterizando um estado critico da matéria (SALINAS, 1997). Dessa forma,
vamos utilizar o Método de Monte Carlo para simular redes de tamanhos diversos e obter
um grafico do calor especifico em func¢ao da temperatura. Com o calor especifico, sera

possivel fazer uma andalise da temperatura critica observando os picos.

4.2 Meétodo de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo (MMC) pode ser designado por qualquer método esta-
tistico que se baseia em amostragens aleatérias massivas para obter resultados numéricos
(NEWMAN; BARKEMA, 1999), ou seja, um método que repete sucessivas simulagoes
um elevado nimero de vezes para calcular probabilidades. Numa simulagao de Monte
Carlo tenta-se seguir a "dependéncia temporal" de um modelo para o qual mudanga
ou crescimento nao segue um padrao rigorosamente predefinido, mas sim uma maneira
estocastica que depende de uma sequéncia de niimeros aleatorios que sao gerados durante

O Processo.

Dependendo das razoes para a simulagao, havera certas quantidades de interesse
que se quer determinar. No entanto, a evolugdo do modelo ao longo do tempo frequen-
temente envolve uma estrutura loégica complexa de seus elementos, assim nem sempre
¢ evidente como acompanhar essa evolucao de modo a determinar estas quantidades de
interesse. O estudo do método requer conhecimento de diferentes areas: Probabilidade, para
descrever processos e experimentos aleatorios, Estatistica para analisar os dados, Ciéncia
da Computacao para implementacao eficiente de algoritmos e Programacao Matematica

para formular e resolver problemas de otimizagao.

Existem limitagoes para o MMC, pois os computadores possuem memoria limitada
e simulagoes muito longas tornam-se invidveis (BINDER; HEERMANN;, 2013). H4 também
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os erros estatisticos que devem ser considerados. Todos os computadores funcionam com
uma precisao limitada para valores numéricos, truncamentos e arredondamentos podem
resultar em problemas sérios nos resultados. Para que isso seja resolvido, é recomendado
comecgar com programas relativamente simples e usar sistemas pequenos com tempos

curtos de duracao.

Como o Método de Monte Carlo se refere ao método numérico que busca a solucao
de um problema por uma abordagem que envolve um sorteio de muitos niimeros aleatorios
e o calculo de médias apropriadas. Em um ensemble ideal, hd4 um ntimero muito grande
de sistemas hipotéticos V,,, em cada microestado m, proporcional a probabilidade de se
encontrar o sistema fisico no microestado m. Num célculo de média por Monte Carlo serd
usada (SCHERER, 2005):

<A>= ;]i:lfl(a) (4.11)

Onde < A > é a média de ensemble de uma variavel A - média aritmética dos valores de
A sobre todos os sistemas do ensemble. o é um sistema do ensemble e A(«) é o valor da
variavel A nesse sistema. Nesse caso, ao invés de somar sobre todos os sistemas do ensemble,
é feito um sorteio de uma amostra de N sistemas, distribuidos pelos microestados conforme
a distribui¢do de probabilidade P(m): sorteamos N microestados, m = my, ..., m, com
probabilidades P(m;) e substituimos a soma sobre a pela soma sobre os microestados da

amostra:

1
<A>=— > A(m) (4.12)
N m=mi
O algoritmo de metrépolis, é uma forma de obter tal amostra, distribuida segundo a

distribuicao de Boltzmann.

4.3 O Algoritmo de Metrépolis

E uma versio particular do Método de Monte Carlo e tem como objetivo encontrar
os valores das varidaveis macroscopicas de um sistema fisico em equilibrio a uma dada
temperatura T. Os valores de equilibrio das varidveis macroscopicas podem ser calculados
como médias de seus valores em todos os microestados compativeis com os vinculos,
tendo a distribuicao de Boltzmann como peso. A ideia basica do método é: partir de um
microestado inicial qualquer e realizar uma sequéncia muito grande de transi¢oes aleatérias,
até encontrar o macroestado de equilibrio (até que as varidveis macroscépicas, obtidas
como médias sobre os microestados percorridos, adquiram valores constantes) (SCHERER,
2005).
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Um sistema fisico é considerado ERGODICO quando qualquer um de seus mi-
croestados pode ser alcancado a partir de outro através de uma sequéncia de transicoes.
Uma consequéncia importante dessa caracteristica é que uma média temporal, sobre um
tempo suficientemente longo, tem o mesmo resultado que uma média de ensemble. Como
no algoritmo de Metropolis sao efetuadas médias temporais, é uma exigéncia que o sistema
seja ergddico (BIRKHOFF, 1942). Uma outra condi¢ao é que: uma sequéncia aleatdria
de transigoes leve ao macroestado de equilibrio. O ponto principal aqui, nao é saber
o caminho pelo qual o sistema chega ao equilibrio a partir de um microestado inicial
arbitrario, por isso, é possivel escolher qualquer sequéncia de transi¢coes, mesmo que ela
nao seja fisicamente plausivel, desde que a distribui¢ao final de microestados seja a de
equilibrio — Distribuicao de Boltzmann. E para isso, serd utilizado o principio do balanco
detalhado:

Consideremos um ensemble de sistemas fisicos com distribui¢ao de probabilidade para
os microestados m, no instante ¢ sendo P(m,t). E possivel relacionar as distribuicoes de

probabilidade em dois instantes diferentes usando:

P(m,t) =>_ P(m,t|m',t")P(m/,t) (4.13)

m

Supondo que a distribuicao de probabilidade do ensemble obedece a relagao:

P(m,tim’ " )P(m',t') = P(m/, tjm,t")P(m,t’) (4.14)

E substituindo (4.14) em (4.13):

P(m,t) =Y P(m/,tjm,t")P(m,t') = P(m,t) (4.15)

ml

Porque Y, P(m/ tjm,t') = 1. A hipdtese acima implica em uma distribui¢ao de pro-
babilidade constante no tempo para os microestados, ou seja, P(m,t) = P(m) é uma

distribui¢ao de equilibrio. Como P(m,t’) ndo depende de t’, fazendo t’ = 0:

P(m,tm’,0)P(m'") = P(m/,t|m,0)P(m) (4.16)

A derivada de (4.16) em relacao a t em t = 0 é:

dP(m,t/m’,0)

- P(m) (4.17)
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As derivadas acima sao conhecidas como probabilidades de transicao e sdo denotadas por

Ay € Aprn Tespectivamente, (4.17) pode ser escrita da forma:

Aot P(m) = Ay P(0) (4.18)

Que costuma ser chamada de principio do balango detalhado (PBD) e ela representa
condigao suficiente para que a distribuicdo P(m) seja de equilibrio. A equagao (4.18) pode
ser reescrita na forma (RAFTERY; LEWIS, 1991):

P(m) o Amm/
P(m’) N Am/m

(4.19)

E assim é possiver notar que: um microestado m em equilibrio sera mais populoso quanto
maior for a probabilidade de transi¢do dos demais estados para ele (A,,,,/) e quanto menor

for a probabilidade de transi¢ao dele para os outros estados (A, ).

No caso presente, serdao escolhidos A, de maneira a satisfazer a equagao (4.18),
com P(m) dado pela distribui¢cdo de Boltzmann. Nesse procedimento é realizada uma
sequéncia de sorteios de transigoes entre os microestados. O cédigo utilizado para os

calculos nesse trabalho funciona da seguinte forma:

1. Quem estd operando o cédigo, define o niimero de graos da rede;

2. O programa define aleatériamente a configuragao inicial de cada grao € [0, 27];

O algoritmo de Metropolis entra em acao:

3. Sorteia-se um microestado m’ (no caso do programa é sorteado um grao de forma

aleatdria), de uma forma que seja apropriado ao modelo de sistema fisico em questéo.

4. Se a energia do estado m’ for menor ou igual a de m (E,» < E,,) aceita-se m’ como
novo estado e pula pro item (6). Se E,, > FE,, segue pro item (5). (No caso do
programa ¢ calculada a energia Josephson inicial e final e AE = Ej;; — Ej; e se
AFE < 0 pula pro item (6) se nao, segue pro item (5)).

__AE_ . L -
5. Se AE > 0 sorteia-se um nimero r € [0,1] se r < e ¥5T, aceita a transigao, se nao

rejeita a transicdo e retorna ao item (1).

6. Calculam-se macrovariaveis que geralmente sao somas sobre as variaveis microscopicas

e guardam-se os resultados.

7. Apo6s um grande niimero de sorteios, efetuam-se as médias das macrovariaveis que

foram guardadas.
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O objetivo central é simular a transicao de fase de uma rede de jungdes, via
pico do calor especifico. O algoritmo permite verificar essa transicao, se os parametros
apropriados forem usados. O programa parte de uma configuracao inicial aleatéria de fases
do parametro de ordem em busca de uma configuragao de equilibrio. Primeiramente, é
necessario que o programa faca algumas simulagoes de aquecimento (ntimero definido pelo
pardmetro tannealing) para chegar a um valor de energia préximo ao equilibrio antes de
comecar a registrar os dados. No equilibrio a energia flutua em torno de um valor médio, e
a cada stepR o valor da energia é calculado e computado. Ou seja, ele calcula a energia
para cada microestado e é necessario que esses microestados tenham um intervalo entre si,
para que eles nao estejam correlacionados. O stepM varia a fase de cada grao num pequeno
intervalo e o passo de Monte Carlo verifica se essa configuracao é aceita, da forma que foi
descrito pelo algoritmo de Metrépolis. Os valores sao entao computados fornecendo como
resultado um valor de energia para cada temperatura. A partir desses valores, utilizando a
equagao (4.10), o algoritmo calcula o calor especifico. O parametro numC' faz com que
todos esses passos sejam repetidos para que um valor de energia médio com o respectivo
desvio padrao seja determinado para cada temperatura. O resultado final é represendado
por um grafico dos pontos que caracterizam o comportamento de ¢,/kg em fungao de
T /Ty, onde T é a temperatura Josephson caracterisitica da rede. A temperatura critica
supercondutora T /T de cada rede é aquela relativa ao valor de pico de ¢,/kg obtido por
meio do ajuste de uma gaussiana, onde T representa o maximo da Gaussiana sobre os
pontos simulados (resultados). Para simplificar os passos que foram descritos acima, segue

o diagrama para melhor compreensao do Algoritmo:



Capitulo 4. A Mecdnica Estatistica 45

Figura 14 — Diagrama Simplificado para o Algoritmo de Metrépolis

Define aleatoriamente a
configuracao inicial de cada
grao € [0,2m]

Define o numero
de graos

Escolhe aleatoriamente um grao
e calcula a Energia losephson
Inicial e Final

Calcula AE

Aceita a configuracdo inicial
aleatoria do grao

N2 aleatério € [0,1] <= e 2E/T ?

Calcula o Calor especifico

Fonte: O autor
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5 Resultados

Aqui apresentamos uma analise da dependéncia do calor especifico em funcao
da temperatura e, consequentemente, da temperatura critica (pico do calor especifico)
com os parametros do algoritmo. Os pardmetros sao: numM steps que é nimero de passos
de Monte Carlo que o programa vai realizar, stepM tamanho do passo de Monde Carlo,
stepR (entra como uma condi¢ao para salvar um valor de energia, por exemplo se ele for
50, a cada 50 passos, ele salva um valor de energia, e serve para que o programa encontre
valores de energia que nao estejam correlacionados entre si), o pardmetro tannealing
representa nimero de interagoes de aquecimento até que os resultados comecem a convergir
- nesta etapa preliminar os valores de saida ainda nao sao computados e numC' é o nimero
de vezes que o programa se repete desde o inicio, nesta etapa os dados de saida ja sao
computados para comporem o resultado final. O niimero de simulagoes calcula um valor de
energia e seu desvio padrao para cada temperatura, toda vez que o programa é executado,
que serd usada para obter o calor especifico. Primeiramente usamos uma rede 4x4 (no caso
5x5H, visto que as dimensoes da rede serao sempre os valores de entrada nx + 1 e ny + 1,

pois o programa comega contar do 0 até o valor estabelecido).

5.1 Rede 4x4

A Figura (15) mostra um diagrama esquemadtico para uma rede 4x4. Os pa-
rametros iniciais de entrada (PIE), utilizados como ponto de partida para o estudo,
foram: numM steps = 50000, stepM = 0.0175 % 5, stepR = 50, tannealing = 50000 e
numMC = 5. A Figura (16) mostra o comportamento de ¢,/kp em funciao de T'/T; para os
PIE. Como mencionado anteriormente, o algoritmo permite encontrar o ponto de transi¢ao
de fase, caso os parametros apropriados sejam utilizados. O que faz dessa tarefa uma tarefa
nao tao simples, visto que existem 5 fatores diferentes que podem assumir um intervalo

significativo de valores a serem testados para que a situacao ideal seja encontrada.

Como podemos perceber, o resultado apresentado na Figura (16) nao foi satis-
fatorio, pois ndo ha uma regido com um pico ¢, definido e, dessa forma, nao é possivel
determinar uma temperatura de transicao de fase supercondutora. Em busca de tentar
encontrar um pico do ¢, variou-se os seguintes parametros de entrada do algoritmo, um de
cada vez, sempres mantendo os demais constantes com os valores PIE: numM C'steps (1000,
25000, 50000 e 70000), stepM (0,01; 0,015; 0,0175; 0,02; 0,025; 0,0375; 0,04375; 0,04; 0,05;
0,06; 0,07; 0,075; 0,08; 0,0875; 0,09; 0,1; 0,105 e 0,12), stepR (10, 25, 50 e 100), tannealing
(1000, 25000, 35000, 50000) e numC' (5 e 10). Em nenhum dos resultados obtidos com

um conjunto de parametros variados conforme as condi¢oes acima foi encontrado um pico
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definido no comportamento de ¢,/kp em fungao de 7'/T;. Outro resultado a ser destacado
sao os valores obtidos para a largura w da gaussiana utilizada para o ajuste da variacao
de ¢,/kp em funcao de T'/T);. Esses resultados indicam que um sistema termodindmico de
redes de juncao Josephson 4x4 ainda é muito pequeno para que o algoritmo de Metropolis
consiga encontrar uma condigdao de equilibrio, ou seja, um pico mais estreito (w pequeno)
e definido no comportamento de ¢,/kp em fungao de T'/T;, pelo menos dentro da faixas

de variagao utilizadas para os parametros.

Dessa forma, conclufmos que é necessario aumentar o tamanho da rede para
W2 22 28 2k 25
W18 ST 1B 19 20
WM 12 13 et 15
WE ONT B N9 N0
Xt oX® X X X

Figura 15 — Rede 4x4

0,8

0,7

NENRSEHIARE

0,5

c./Kg

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
T/Tj

Figura 16 — ¢,/kp em fungao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0175 % 5,
stepR = 50, tannealing = 50000 e numC = 5.
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encontrar um comportamento satisfatério para c,, que possa definir uma temperatura

critica.

5.2 Variacdo do tamanho de rede

As Figuras (17) a (21) mostram os comportamentos de ¢,/kp em funcao de
T /T; obtidos pelo algoritmo Metropolis com os parametros PIE para redes de jungoes
Josephson 7x7, 9x9, 10x10, 14x14 e 31x31, respectivamente. Os valores de T /T e
w encontrados foram, respectivamente: 0,508 £+ 0,007 e 0,087 £ 0,007 (7x7); 0,479 +
0,005 e 0,075+ 0,006 (929); 0,456+ 0,006 e 0,063+ 0,005 (10x10); 0,456+ 0,007 e 0, 10+
0,01 (14z14) € 0,38 £ 0,02 ¢ 0,15+ 0,03 (31x31) .

Os resultados revelam picos definidos para redes 7x7 até 14x14, com um valor
méaximo de ¢,/kp para uma rede 9x9 e um pico mais estreito para uma rede 10x10. Nao
houve uma boa definicdo para uma rede 31x31, provavelmente porque precisariamos de um
maior tempo computacional (maior numC, tannealing ou numM C'steps) para obter um
pico definido. Verificamos, portanto, que redes 9x9 e 10x10 teriam tamanhos otimizados
quando se usa os parametros PIE. Entretanto, nao sabemos qual o comportamento
quando variamos os parametros de forma similar ao que fizemos para uma rede 4x4.
Assim, ecolhemos a rede 7x7 que apresenta um pico definido, um menor tamanho e,
consequentemente, que gerara um menor custo computacional, para estudar a influéncia

de cada parametro sobre os resultados.

5.3 Rede 7x7 - variando numMCsteps e mantendo os outros para-

metros PIE constantes

A figura (22) mostra que para um nimero de passos muito pequeno (1000), existe
uma drastica diminui¢do do valor maximo de ¢,/kp, o que impossibilita a defini¢cao da
temperatura de transicao de fase. De onde podemos inferir que, como o niimero de passos
de Monte Carlo é menor, um nimero menor de valores distintos de energia sao registrados,
fazendo com que o resultado nao possua boa estatisitica. J4 para um niimero maior (100
mil) mostrado na Figura (23), observamos uma temperatura critica 7 /T; = 0,504 40, 004
e a largura da gaussaina w = 0,10 £ 0, 01 iguais aquelas encontradas com os PIE, dentro
do erro experimental. Isso mostra que 50 mil passos ja sao suficientes para definir o pico,

quando os parametros PIE sao utilizados.
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=  Simulacdo REDE 7x7 (PIE)

1.6 Ajuste Gaussiano
Tc/Tj=0,508 + 0, 007
w =0, 087 + 0, 007 T
1,4
1,2 . n
m T [
X D
> 1,0 T
0.8 \

0,4

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

T/T,

Figura 17 — Rede 7x7 - ¢, /kp em fun¢do de T'/T; para numM C'steps = 50000, stepM =
0.0175%5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano
foi feito na regidao dos dados (linha vermelha).

2,0

¢ Simulacdo REDE 9x9 (PIE)
18 Ajuste Gaussiano

Tc/Tj=0,479 + 0, 005
w =0, 0750, 006

1,6

1,4

c./Kg

0,6

ol

0,4

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

T,
Figura 18 — Rede 9x9 - ¢, /kp em fun¢do de T'/T; para numM C'steps = 50000, stepM =
0.0175%5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano
foi feito na regiao dos dados (linha vermelha).
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1,4 -
= Simulagdo REDE 10x10 (PIE)
Ajuste Gaussiano
T _ Tc/Tj=0,456 + 0, 006
1,2 l w =0, 063 +0, 005
/% N
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- [}
~ 1
o | |
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+ / + I 1 \ T
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Figura 19 — Rede 10x10 - ¢, /kp em fungao de T'/T; para numM C'steps = 50000, stepM =
0.0175%5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano
foi feito na regidao dos dados (linha vermelha).

1,4 - —
m  Simulagdo REDE 14x14 (PIE)
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Figura 20 — Rede 14x14 - ¢, /kp em funcao de T'/T; para numM C'steps = 50000, stepM =
0.0175%5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano
foi feito na regidao dos dados (linha vermelha).
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20k " = Simulagdo REDE 31x31 (PIE)
Ajuste Gaussiano

18| Te/Tj=0,38 £ 0, 02 e
w =0, 150 0, 007 J
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| | ]
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Figura 21 — Rede 31x31 - ¢, /kp em funcao de T'/T; para numM C'steps = 50000, stepM =
0.0175%5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano
foi feito na regidao dos dados (linha vermelha).

13 = Simulagdo REDE 7x7 (numMCsteps = 1000)

moﬁ
X 07 [ "
~~

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

T/,

Figura 22 — Rede 7x7 - ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 1000, stepM =
0.0175 % 5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC =5
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5.3.1 Rede 7x7 - variando tannealing e mantendo os outros parametros PIE

constantes

Na Figura (24), observamos que para tannealing pequeno (1000), o sistema nao
teve um tempo de aquecimento suficiente para chegar a um valor de energia proxima do
equilibrio antes de comecar a registrar os dados, nao é possivel encontrar uma regiao de

transicao de fase, o que gerou um resultado completamente divergente do esperado.

Na Figura (25), conseguimos observar um pico de ¢,/kg em T = 0,50 £ 0,01
igual ao obtido para PIE (dentro do erro experimental) e um um alargamento da gausiana
w = 0,15+ 0,03 relativo ao valor obtido para PIE quando tannealing = 25000.

E por fim, na Figura (26), observamos apenas uma diminui¢ao da largura da
gaussiana w = 0,12 + 0,01 para tannealing = 100000 quando comparado com aquela
obtida para 25 mil, mas ainda maior que aquela para 50 mil. Assim, concluimos que
tannealing deve ser maior que 25 mil e seu valor otimizado, dentre os valores analisados,
¢ 50 mil. Cabe ainda ressaltar que tannealing teve uma influéncia muito pequena nos

resultados quando variou-se seu valor no intervalo de 25 mil a 100 mil.

2,2 -
m  Simulagdo REDE 7x7 (numMCsteps = 100000)

2,0 Ajuste Gaussiano

1,8 Tc/Tj=0,504 + 0, 004
w=0,10+0,01
1,6

1,4 -

1,0 . /,,/'"

c./Kg

08
06 %7! ]
04
02

-0,2

0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7

T/,
Figura 23 — Rede 7x7 - ¢,/kp em fungao de T'/T; para numM C'steps = 100000, stepM =
0.0175%5, stepR = 50, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano
foi feito na regiao dos dados (linha vermelha).
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6,0 = Simulagdo REDE 7x7 (tannealing = 1000)
5,5 T
5,0
4,5
4,0
3,5
3,0 .
2,5 .

%q

1,5

c./Kg

i

05 5
0.0

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Figura 24 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0175 % 5,
stepR = 50, tannealing = 1000 e numC = 5. Um ajuste gaussiano foi feito
na regiao dos dados (linha vermelha).

1,8 - :
= Simulagdo REDE 7x7 (tannealing = 25000)
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" | Termj= 05040, 01
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Figura 25 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0175 * 5,
stepR = 50, tannealing = 25000 e numC = 5. Um ajuste gaussiano foi feito
na regiao dos dados (linha vermelha).
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5.3.2 Rede 7x7 - variando stepR e mantendo os outros parametros PIE

constantes

O parametro stepR esta diretamente relacionado ao numMCsteps que é o passo
de Monte Carlo, e significa que a cada stepR, um valor de energia sera registrado até
completar o numM Csteps. Nao foi encontrada uma alteracao significativa dos resultados
para stepR = 10 (Figura (27)), 50 (Figura (17)) e 100 (Figura (28)).

5.3.3 Rede 7x7 - variando stepM e mantendo os outros parametros PIE

constantes

Ao variar o parametro stepM, estamos variando o intervalo em que a fase dos
graos supercondutores é alterada. Na Figura (29), o valor de ¢,/kp é muito reduzido e
nao apresenta um maximo, tornando impossivel a determinagao de Ty para um valor
muito pequeno stepM = 0,0001. O mesmo comportamento se repete na Figura (30) para
stepM = 0,01.

Ao aumentarmos o valor de stepM para 0,2 (Figura (31)), o pico com melhor
defini¢do encontrado dentre todos os resultados obtidos (da Figura (17) até a Figura (31))
com Te = 0,494 £ 0,004, w = 0,08 £ 0,01 e com o valor maximo de de ¢,/kp proximo de
1,4 (maior encontrado para a rede 7x7). Além disso, houve uma grande diminuigao das

barras de incerteza. Uma andlise das Figuras de (29) a (31) mostra que stepM tem uma

1,8

= Simulagdo REDE 7x7 (tannealing = 100000)
Ajuste Gaussiano
1.6 | Temj=0,50 £ 0, 01
w=0,15+0, 03
1,4
o2 "
\> n I —
O 1o P
A AN
08 AN
b . 1 \\\ _
0,6 o 5 - 1
i
0,4
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

T/T,
Figura 26 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0175 % 5,
stepR = 50, tannealing = 100000 e numC = 5. Um ajuste gaussiano foi feito

na regiao dos dados (linha vermelha).



Capitulo 5. Resultados

95

1,8 -
®  Simulagdo REDE 7x7 (stepR = 10)
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1.6 | 1emj=050+0,01
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1,4
P2 {
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> y
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Figura 27 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0175 % 5,
stepR = 10, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano foi feito
na regiao dos dados (linha vermelha).

18] ™ Simulagdo REDE 7x7 (stepR = 100)
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Figura 28 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0175 * 5,
stepR = 100, tannealing = 50000 e numC' = 5. Um ajuste gaussiano foi feito
na regiao dos dados (linha vermelha).
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0,26 - = Simulagdo REDE 7x7 (stepM = 0,0001)
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Figura 29 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numM Csteps = 50000, stepM = 0.0001 * 5,
stepR = 50, tannealing = 50000 e numC =5

2,0 = Simulagdo REDE 7x7 (stepM = 0,01)
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Figura 30 — ¢,/kp em fungao de T/T; para numMCsteps = 50000, stepM = 0.01 x 5,
stepR = 50, tannealing = 50000 e numC =5
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grande influéncia no comportamento de ¢,/kp em fungao de T'/T;, onde nao devem ser
utilizados valores menores que 0,0175 e a definicdo do pico fica muito otimizada para um

valor igual a 1.

1,6 -
®  Simulagdo REDE 7x7 (stepM = 0,2)
Ajuste Gaussiano
14| Tc/Tj=0,494 + 0, 004 T } E
w=0,0810,01 T
1,2 »
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> 1,0 ‘
O L]
0,8 % ;
;/ \\\\E
0,6 B
L]
0,4
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

J

Figura 31 — ¢,/kp em funcao de T'/T; para numMCsteps = 50000, stepM = 0.2 x 5,
stepR = 50, tannealing = 50000 e num(C' = 5. Um ajuste gaussiano foi feito
na regiao dos dados (linha vermelha).
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6 Conclusao

O método estatisitico de Monte Carlo via algoritmo de Metrépolis construido na
plataforma MATLAB ¢ eficaz para determinar o comportamento do calor especifico de redes
de jungoes Josephson em fungiao da temperatura e, com isto, definir a temperatura critica
de transigdo para o estado supercondutor dessas redes de jungoes. O estudo sisteméatico
da influéncia dos parametros de ajuste comprova que o algoritmo atinge uma condig¢ao
instavel de convergéncia para redes com tamanho 4x4 e uma condigdo estavel para redes
com tamanho entre 7x7 e 14x14. Para uma rede 7x7, a temperatura critica reduzida

encontrada ¢ Ty = 0,494 4+ 0,004 utilizando-se parametros de ajuste otimizados.

E possivel observar também que existem pardmetros ideais para cada tipo de rede.
Por exemplo, para redes pequenas (4x4), fica dificil encontrar uma regiao de transicao de
fase, o que significa que para essa configuracao ainda nao ha um sistema termodindmico
grande o suficiente que possibilite a obtencao de um minimo estavel para a energia. A
condicao estavel é obtida para redes com tamanho de 7x7 a 14x14, onde as redes 9x9 e
10x10 forneceram resultados otimizados quando os parametros iniciais de entrada (PIE)
definidos neste trabalho sao utilizados. O parametro stepM tem uma grande influéncia no
comportamento de ¢,/kg em fungao de T'/T;. O valor otimizado de stepM foi igual a 1
para uma rede 7x7 (dentre os valores estudados). Assim, o resultado que apresentou um
pico com uma melhor defini¢ao foi obtido com a seguinte configuracao para os parametros
do algiritmo de Metréplolis em uma rede 7x7: numM Csteps = 50000, stepM = 1.0,
stepR = 50, tannealing = 50000 e numC = 5.

Os estudo da variacao dos parametros poderiam ser repetidos para redes maiores,
mas isto aumentaria o custo computacional e, nao acrescentaria ao objetivo deste trabalho
que foi apenas verificar a influéncia de cada parametro. Certamente, cada tamanho de rede
terd sus configuracao ideal de parametros. O aumento dos alores parametros tannealing,
numM C'steps, stepM e numC' sempre tenderd a otimizar os resultados, porém, também
aumenta o custo computacional. Consequentemente, é acoselhdvel que se faca uma analise
prévia do custo/beneficio antes de aumentar o valor de um desses pardmetros em busca de

um resultado melhor.
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