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Resumo

Neste trabalho iremos introduzir ao leitor A Teoria de Grandes Desvios. Desenvolveremos
resultados que nos permitirao estimar a velocidade do decaimento da probabilidade de um
evento, assim como uma aplicacao em financas quantitativas. Os principais teoremas desse
trabalho sdo o Teorema de Sanov, que nos permite estudar a velocidade de decaimento de
probabilidades em um conjunto finito, o Teorema de Cramer, que nos permite estudar a
velocidade de decaimento de probabilidades em R, e um Teorema na parte de Financas
Quantitativas, que nos introduz ao estudo de Perdas em Grandes Portfélios de Crédito de

Risco.

Palavras-chave: Teorema de Cramer, Teoria dos Grandes Desvios, Teorema de Sanov,

Financas Quantitativas.



Abstract

In this dissertation we will introduce the reader to The Theory of Large Deviations. We
will develop results that will allow us to estimate the decay rate of the probability of an
event, as well as an application in quantitative finance. The main results of this work are
Sanov’s Theorem, which allows us to study the decay speed of probabilities in a finite set,
Cramer’s Theorem, which allows us to study the decay speed of probabilities in R, and a
Theorem in the Sanov’s Theorem, which introduces us to the study of Losses in Large

Risk Credit Portfolios.

Keywords: Cramer’s Theorem, Theory of Large Deviations, Sanov’s Theorem, Quantita-

tive Finance
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Introducao

A Teoria Grandes Desvios estuda o decaimento exponencial de probabilidades de
determinados eventos, que chamaremos de eventos raros, em certos sistemas aleatorios.
Surgiu como teoria geral durante as décadas de 70 e 80, a partir dos trabalhos independentes
de Donssker ¢ Varadhan ((DONSKER; VARADHAN;, 1975a) (DONSKER; VARADHAN,
1975b), (DONSKER; VARADHAN, 1976), (DONSKER; VARADHAN, 1983)), e de
Freidlin e Wentzell ((FREIDLIN; WENTZELL, 1984)). Contudo resultados sobre Grandes
Desvios existiam antes deste periodo, como por exemplo o trabalho feito por Boltzmann
em mecanica estatistica no ano de 1877 (ver (ELLIS, 1999)), mas ndo existia uma teoria
unificada que lidava com esses resultados. A teoria de Grandes Desvios atua em diversas
areas do conhecimento, como por exemplo na ja mencionada area de mecanica estatistica
no trabalho realizado por Boltzmann, também pode ser encontrada area de sistemas
de comunicagoes, onde o evento raro pode ser entendido como um colapso do sistema,
conseguimos encontrar também aplicagoes na area de finangas, como o aprecamento de
opgoes e no caso em que estudaremos mais ao final deste trabalho a Perda em Grandes
Portfélios de Crédito de Risco.

O capitulo 1 deste trabalho é baseado nos capitulo 1 e 2 do livro Large Deviations
and Techinques and Aplications (ver (DEMBO; ZEITOUNE, 1998)), no qual iremos dar
ao leitor uma nocao do que ¢ a teoria dos Grandes Desvios, e introduziremos conceitos,
como por exemplo o Principio dos Grades Desvios, que nos fala que o decaimento da
probabilidade de um evento é exponencial, e também calcularemos taxas deste decaimento,
uma no caso discreto com o teorema de Sanov, e outra no caso continuo com o Teorema

de Cramér.

O capitulo 2 deste trabalho é baseado no artigo Large Deviations in Multifactor
Portfolio Credit Risk (ver (GLASSERMAN; KANG; SHAHABUDDIN, 2007)), onde ao
leitor sera mostrado uma modelagem basica de um problema de grande importancia para
instituigoes financeiras, que é o tema de Grandes Perdas em Portfélios de Crédito de
Risco. Esta modelagem sera divida em duas partes, a primeira é quando os devedores que
estao neste portfélio sdo independes entre-se e a segunda é quando eles tem um grau de

dependéncia.

No apéndice deste trabalho o leitor encontrard duas se¢oes com defini¢oes e enunci-
ados de teoremas das teorias de medida e probabilidade, como por exemplo as defini¢oes
de medida e o-algebra na teoria de medida e definicao de variavel aleatéria e o Teorema
da Convergéncia Dominada em teoria da probabilidade. Também encontrara uma secao

dedicada a Esperanca Condicional e Probabilidade Condicional, que tem por objetivo
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deixar claro ao leitor a definicdo de Esperanca Condicional usada neste trabalho e mostrar
que existe uma "implicacao"da definicao utilizada com outra forma de definir Esperanca
Condicional. Recomenda-se que o leitor tenha um conhecimento prévio de topologia e

andlise na reta.
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1 Teoria dos Grandes Desvios

Nesta se¢do temos o objetivo de introduzir ao leitor a Teoria dos Grandes Desvios.
Uma pergunta 6bvia a ser feita: "Por que Grande Desvios?". O proprio nome nos oferecera
uma pista daquilo que poderemos ver mais a frente. Quando a palavra "Desvio"vem em
algum contexto, geralmente é por que algo fora do comum, esperado, etc..., pode acontecer.
Entao quando lemos "Grande Desvio"podemos esperar que algo muito fora do padrao
pode acontecer. Para trazermos essa ideia de Desvio para nosso contexto matematico,
consideremos a funcao

1, : R — {0,1},

dada por 1,(y) =0,se y # z e 1,(y) = 1, caso y = . Tomando ¢ = %, com t — 400,
e pegando uma familia de probabilidades em R, {p.}eer+, tal que € — 0 implica que
fe — 1, ou seja dado A C R mensurével, tal que p € A, entao pu.(A) — 0. Notemos que
o evento {z}, vai se tornando algo esperado a medida que ¢ tende a 400 e os eventos A

no qual  nao acontece irao se tornar eventos inesperados, desvios de comportamento.

Para estudar esse comportamento de desvio, iremos considerar X um espaco
topolégico, B uma sigma algebra de X e uma familia de medidas de probabilidades { . }eso
em (X, B). Para isso iremos introduzir ao leitor O Principio dos Grandes Desvios, no qual
nosso objetivo é encontrar uma fun¢ao L, que chamaremos de taxa, tal que dado A € B,

vale

rEA° TEA

exp <—e inf L(x)) < pe(A) <exp (—6 infL(x))
para e suficiente préximo de zero, onde A° ¢é o interior de A e A é o fecho de A.

A partir disso iremos primeiramente tomar X como sendo um conjunto discreto
e para encontrar nossa funcao L, olharemos para as probabilidades que serao induzidas
por uma sequéncias finitas de elementos de X', onde essas probabilidades representarao as
frequéncias com que cada elemento aparece na sequéncia. Com iSso veremos que essas
probabilidades tem a caracteristicas de serem densas no espago de todas a probabilidades
possiveis de X. Usando entao essa propriedade de densidade e por meio de limites e
desigualdades iremos demonstrar nosso primeiro grande resultado conhecido como Teorema

de Sanov.

Para expandir a ideia que vimos no Teorema de Sanov, iremos fazer o Teorema de
Cramér, este que atua em varidveis aleatérias que tomam valores em R. Assim tomaremos

X = R e iremos considerar a c—algebra de Lebesgue como sendo a o—algebra de R.

Veremos que nos dois resultados anteriores, estamos considerando sequéncias de

variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, para que o leitor deste
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trabalho nao seja induzido a pensar que essa hipdtese é necessdria, iremos enunciar o
Teorema de Gartner-Ellis. Para mais detalhes deste resultado, indicamos que o leitor veja

(DEMBO; ZEITOUNE, 1998).

1.1 O Principio dos Grandes Desvios

Para podermos estudas os dois principais resultados de se¢ao é necessario introduzir
alguns conceitos que nos serdao de grande ajuda. Sejam X um espago topologico e B uma

o-algebra de X.

Definig¢ao 1.1.1. Uma fungdio I : X — [0,00] é chamada de fungdo taxa se é semi-
continua inferiormente, isto €, para todo a € [0,00) o conjunto nivel V(o) = {r € X :
I(z) < a} € fechado. Dizemos que I é uma fungdo taxa bem comportada se o conjunto
nivel V() é compacto para todo o € [0,00). O Dominio Efetivo de I, denotado por

Dy, € o conjunto dos pontos de X que tem taza finita, ou seja Dy = {x € X : I[(x) < oo}.

Exemplo 1.1.2. Considere

?+1 |, 2#0
flw) = (1)
0 , z=0.
Observemos que V() € um conjunto compacto para todo o € [0,400) e portanto f é

semicontinua inferiormente. Como f é nao negativa, seque que f € uma fungdo taza bem

comportada.

Observacao: Se g : X — R, ¢é continua, entao segue diretamente da defini¢ao

que g é uma fungio taxa. Porem notemos que a volta ndo é verdadeira, basta tomar (1.1).

A partir de agora iremos considerar o infimo de uma funcao no conjunto vazio

como sendo +00. A seguir daremos a defini¢do do Principio dos Grandes Desvios.

Defini¢ao 1.1.3. Dizemos que uma familia {uc}e~o de distribuigées de probabilidade

satisfaz o Principio dos Grandes Desvios com a fungdo taza I, se para todo I' € B

— inf I(x) <liminfeln p(T) < limsupeln pu (T') < —inf I(z). (1.2)
xel° e—0 e—0 zel

O que basicamente dissemos na defini¢do 1.1.3, é que conseguimos controlar a taxa

de decaimento da probabilidade de qualquer conjunto em B por meio de duas exponenciais.

Denotando By, como sendo a sigma-algebra de Borel no espago topologico X', temos o

seguinte resultado.

Lema 1.1.4. Se By C B e I ¢ uma func¢do taza, entao sdo equivalentes as sequintes

sentencas:
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1. Definicao 1.1.3.

2. i) Para todo o < oo e todo conjunto mensurdvel I' € B, com T C ¥ (a)¢, onde
V()¢ é complementar do conjunto Wi(«), vale
limsup eln p (I') < —av. (1.3)
e—0
i1) Para todo x € Dy e qualquer conjunto mensurdvel I' € B, com x € I'°, vale
—I(x) <lim ionfeln e(T). (1.4)
€E—
3. i) Para todo conjunto fechado F C X, wvale
limsup eln p (I') < — inf I(z). (1.5)
e—0 zeF
i1) Para todo conjunto aberto G C X', vale
—%22[(1}) < llglglfeln e(T). (1.6)

Demonstracao:(1 = 2) Primeiro mostraremos a validade de 2.7). Por hipétese
temos que para todo I' € B, vale
limsup eln p (I') < —inf I(x). (1.7)
e—0 zel
Dado « < oo, suponhamos que I' € B e I' C ¥ ()¢, logo para todo z € T vale que
a < I(z), entdo —I(z) < —a. Desse modo temos que
—inf I(z) < —a. (1.8)
zel
Aplicando (1.7) em (1.8), verificamos a validade de 2.7).

Agora mostraremos a validade de 2.7i). Por hipdtese temos que

— xlélrfo I(z) < llglglf eln pe(T). (1.9)
Dado x € Dy, seja I' € B, tal que x € T'°. Entao I(x) < 0o e segue da defini¢ao de
infimo que inf ero I(y) < I(z). Aplicando (1.9), concluimos que

—I(z) < — ylélrfo I(y) < lquLlOnf eln p ()

com isso concluimos a validade de 2.i7). Portanto mostramos a validade de 1 = 2.
(2 = 3) Primeiro mostraremos a validade de 3.i). Com efeito, dado F' C X" fechado. Se

c

I(x) = oo, para todo x € F, entao dado o < oo, tem-se F' C U (). Como estamos

assumindo que By C B, segue que F' € B e portanto de (1.3) vale que

limsupeln p (F) < —a.

e—0
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Tomando o — o0, temos a conclusao da demonstragdo de 3.i) para o caso em que
I(x) = +o0, para todo x € F. Se existir I(z) < +o0, tal que z € F, definamos
ay = infep(I(z) — \) < 400, com A > 0. Temos entdo por (1.3) que
limsup eln p (F) < —ay,
e—0
e como A > 0 é arbitrario, segue-se que tomando A — 0 temos a conclusao da demonstracao
de 3.i) para o caso em que [(z) < 400, para algum x € F. Assim concluimos a

demonstracao de 3.7).

Agora mostraremos a validade de 3.i7). Com efeito, seja G C X aberto, como
G € By, segue que G € B, e portanto ¢ mensuravel. Primeiramente notemos que se
I(z) = 400, para todo x € G, a desigualdade 3.77) é trivial. Se G N D; # (),entdo por
(1.4), temos que dado x € G N Dy vale

—I(z) < 111211_}10nf61n we(G),

logo tem-se
—inf I(z) =sup —I(x) < lim ionfeln te(G)
€—

zeG z€G
e com isso concluimos a validade de 3.i7) para o caso em que G N Dy # (). Com isso
fechamos a demonstracao de 2 = 3.
(3 = 1) Basta notarmos que dado I mensurdvel, vale que I'° é aberto e T é fechado, e com

isso segue trivialmente a validade de 1. Com isso fechamos a demonstracao de 3 = 1. [

1.2 Teorema de Sanov para Alfabetos finitos

Chamaremos de alfabeto finito ou simplesmente alfabeto, o conjunto finito
> ={ai,...,ar}. Usaremos a notagao M;(}") para representar o conjunto de todas as
medidas de probabilidade possiveis no alfabeto Y. Observemos que trivialmente podemos
identificar M;(3") com o conjunto R-dimensional de vetores reais, tais que suas entradas sao
nao-negativas e a soma dessas entradas ¢ 1. Denotaremos por >, = {a; € 33; p(a;) > 0},
o suporte de p € M;(Y"). Nesta subsegao iremos assumir que nossas varidveis aleatérias
assumem valores em ), e com isso em mente nosso objetivo serd encontrar uma funcao
taxa para os subconjuntos de >.. Denotaremos por P a medida de probabilidade na

o-algebra de €2, onde €2 é 0 espago que nossas variaveis aleatorias estao atuando.

Defini¢ao 1.2.1. Um modelo' LY de uma sequéncia finita y = (y1,...,yn) € >." € uma
medida de probabilidade empirica induzida da sequinte forma: LY = (LY(ay), ..., LY(aR)), é
um elemento de M;(Y") e

1 & .
LY (a;) = —Z ai(Yj), sei =1, R. (1.10)
1 O termo Modelo utilizado em 1.2.1, é escrito em inglés como Type na referéncia (DEMBO; ZEITOUNE,
1998)

3
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Notemos que na defini¢do acima o termo LY (a;) representa a média que a; aparece

na sequéncia finita y € >-".

Exemplo 1.2.2. Consideremos . = {1,2,3}. Tomando y = (1,1,3,3) € 3!, seque que

Consideraremos a partir de agora Y7, ..., Y, variaveis aleatdrias que sdo independen-
tes e identicamente distribuidas (i.i.d.), com distribuicao p € M;(X), ou seja dado A C 3,
entdao P[Y; € A] = pu(A). Denotaremos por £,, o conjunto de todos os possiveis modelos de
sequéncias de tamanho n, ou seja, o conjunto £,, = {v € M;(>); v = LY para algum y €
S°"}. Definindo Y = (Y7, ..., Y,,) um vetor aleatdrio, usaremos da notacao LY, para denotar

a medida empirica induzida pelo vetor aleatério Y.

Defini¢ao 1.2.3. Dadas duas medidas de probabilidade v, V' € M;(>). Chamamos de

distdncia variacional

dy(v,v') := sup |[v(A) — V' (A)|. (1.11)
ACY”
Lema 1.2.4. Sejam v,V duas medidas de probabilidade em My(>>). Entdo vale a sequinte
tqualdade
1
dy (v, V') = 3 > vla;) — V(@) (1.12)

=1

Demonstracao: Dados duas medidas de probabilidade v, em M;(}), definamos

0s seguintes conjuntos:

1. Ay ={z eX;v(z) —V(x) >0}

2. A ={zx e ;v (x)—v(z) > 0}
Observemos entao que dado B C Y, tem-se

v(B) = V'(B)| =

> v(x) —v(x)

z€B

> vl@) V(@)= 3 Vi) —v(x),

I€B+ zeEB_

onde B, :={z € B;v(z) —v'(z) > 0} e B_ := {x € B;V'(z) — v(x) > 0}. Vemos que

vale a desigualdade

v(B) = V(B)| < sup{v(Ay) —v/(Ay),V/(A) —v(AL)},

logo
dy (v,1/) = sup {v(Ay) — V(A}),V/(A-) = v(A)}.

Notemos agora que
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V(AL =v(A) = Xaea VI(x) —v(2) = 1= Ypen, V/(2) = 14+ Xoen, v(2) =
Yaea, V(X) = V(2) = (A+) —V(Ay),

Portanto concluimos que

/ ! 1 &
dy(v, V") =1V'(A_) — 52 (a;) — V' (a;)|.
Il

Abaixo enunciaremos um resultado que nos mostrara uma cota superior para a

cardinalidade de £,,.

Lema 1.2.5. Seja L, o conjunto de todos os possiveis modelos de sequéncias de tamanho
n, temos entao que:

a) Vale a sequinte desigualdade
1L,| < (n+ 1) (1.13)
b) Dado um vetor probabilidade v € M,(Y), vale que

dy(v,L,) = inf dy(v,V/) <

R

—. 1.14

v'eln 2 ( )

Demonstracao: a) Notemos que dado v € L,, tem-se v = (by,...,bg), com

b, € {0,% =, ..., 2}, para todo j € {1,..., R}. Logo para cada entrada de v temos n + 1
possibilidades. Como temos R entradas, segue que |£,| < (n + 1)

b) Seja v € M;(X) arbitrario, mostraremos primeiramente que existe v/ em L, tal
que |v(a;) — vV'(a;)] < %, para todo ¢ = 1, ..., R. Com efeito, definamos p; como sendo a
probabilidade de a;. Sabemos que existe k; € {0,...,n}, tal que

k ki+1
*ISP1< ! .

Agora suponhamos que 1 < ¢ < R e que dado 1 < j <17 —1, existem ky,...,k; €
{1,...,n}, tais que
i ko k41

k; /
7§p]+§:(pl_7)< )
n P n n

com py = kg = 0. Notemos entao que
1

J
Zpl_i N
=0

n

para todo 1 < 57 < i — 1. Deste modo temos que o termo p; + Z (pl - ﬁ) esta no
intervalo [O, 1+ E)‘ Assim existe k; € {0, ...,n}, tal que

k; - k ki +1
—<p+ (Pl—l>< .
n n

n

N
i
=)
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Portanto pelo segundo método de inducao vemos que existem k1, ..., kg, tais que

k; it k ki +1
Sy (o)< B (1.15)

1=0 n

para todo ¢ € {1, ..., R}. De (1.24), conseguimos as seguintes cadeias de desigualdades

1 ki+1 K = k k; k;
—S = +<—pi—z<pz—l>+§—pi+ (1.16)
n n n = n n n
e -
k; - ki ki  ki+1 kK 1
o S — e 1.17
ey =P +§ <pz n) n n non (1.17)
Por (1.16) e (1.17) vale
kil 1
pi——| <,
n| n

Como
R R kl t
Zpl =1le — =
1=0 =0

com t € N, segue que

k1 kr

kr 1
el .

Tomando v/ := ( ), vemos que V' € L,, e vale que |v(a;) — v'(a;)| <

Segue entdo de (1.12) que

dy (v, L) < dy(v,v) = 3 T, [v(ai) — vV/(a)| < 57

]

Definicao 1.2.6. O conjunto classe do modelo da medida de probabilidade v € L,,, é

definido como

T.(v):={y € Zn:; LY =v}.

Observemos que o conjunto classe do modelo de uma medida v € £,, é o conjunto
de todos os vetores em >." que apresentam a mesma frequéncia para cada a; € >, ou seja

sdo todas as permutagoes possiveis.

Exemplo 1.2.7. Consideremos >, o mesmo do exemplo 1.2.2 e tome v := (f 0, 7).

Temos entao que

Ti(v) = {(1,1,3,3),(1,3,1,3),(1,3,3,1),(3,1,3,1),(3,1,1,3),(3,3,1,1)}.
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Observagao: A partir de agora convencionaremos que 0In0 :=0 e 01In(0/0) := 0.

Definig¢ao 1.2.8. a) A entropia de um vetor probabilidade v € M(>") é
R
ZV a;) Inv(a;). (1.18)
=1

b) A entropia relativa de um vetor probabilidade v com respeito a outro vetor de

probabilidade 1 é
R

= v(a;)In v(a)
H(v|w) .—Zz::l (a;)1 a) (1.19)

Exemplo 1.2.9. Consideremos os vetores de probabilidade v = (%, 0, 5) ep= (%, %, %)

Deste modo temos que a entropia de v é
1.1 1.1
Hyr)=—(=In= 1 —In-) =1In2.
(v) <2n2+0n0+2n2> n
A entropia de v com respeito a j €

) In3—1In2.

w\»—t‘w\)—l

1.1 0 1
H(v|p) = (2111%—1-011&1—!—21
3 3

Consideremos agora a seguinte funcao
H(:|ps) = My (30) — RU {+00}

definida por
v(a;)

p(a;)

R
H(v|p) :=> v(a;)In
i=1

Lema 1.2.10. Sejam p € My(>) e H(-|u) : My (X)) — RU {+o0}. Entdo:

a) H(-|u) esta bem definida.

b) A fungao H(-|n) € nao negativa.

c) O conjunto {v € Mi(X);>, € X,} € compacto e H(-|u) € finita e continua em
{veM(X);x, CX,.}

d) A fungao H(x|u) = oo fora do conjunto {v € M(32);>, € X, } e H(x|u) € um fungao

taxa bem comportada.

Demonstragao: a) Seja v € M; (32). Se Y-, C 3, entdo H(v|u) é uma somatéria
de termos finitos, logo H(v|u) € R. Se 3, ¢ >, definimos o conjunto A := {a; €
>iv(a;) # 0, pu(a;) = 0}, pelo fato de Y-, ¢ 32, temos que A # (). Assim vemos que vale a

seguinte igualdade

Hw|p) =Y v(a) ln O —|— > v(a) ln (ai) = +00.

a; €A a; @A H
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Dados v, € M; (), tais que v = v/. Deste modo temos que

V'(a;)

(a;)

HOl) = Y- o) In 285 = Hol) = 30 10 50 — (6,

p(a;)

Portanto concluimos que H (x|u) esta bem definida.
b) Primeiramente notemos que tomando f(z) = xIn(x) para todo = > 0 e f(0) = 0, temos
que f'(z) =1+ Inz, para x # 0. Como a derivada de f é crescente em (0, +00), segue

que f é uma funcao convexa em (0,+00). Agora pela regra de L’Hopital tem-se

lim x In <:1:) =0,
z—0 b

para b > 0, logo f é continua e disso podemos concluir que f é convexa em [0, +00).

Notemos que se 3>, € 3=, segue de a) que H (v|u) = co. Agorase 35, C 3, entdo

pela convencao que fizemos segue que

n .
V|[,L = ZV CLZZ V(a”)
=1

M(ail)’

onde 3>, = {a,, ..., a;, }. Pela convexidade de f, vale que

- v(ai) - v(ai) - v(ai)

0= 1 (Sl ) <3t (A0080) = 3 vl n 222 = ()

=1 (ai,) =1 ) p(ai,)

Portanto H(x|u) é ndo negativa.

c¢) Primeiramente mostraremos que J := {v € M;(X); >, € >} é compacto. Mostrare-
mos primeiramente que J é limitado. Com efeito, fixemos vy € M; (3°) arbitrario, deste

modo observamos que dado p € M; (3°) tem-se

SR=~

dv (vo, 1) <
onde a desigualdade acima segue diretamente de (1.12). Entao vemos que M; (>°) C B R =
{V € M (X);dy(v,v) < g}, em particular J é limitado.

Mostraremos agora que J é fechado. Com efeito, seja v; € J, uma sequéncia
convergente e v o limite dessa sequéncia. Consideremos {a;,, ..., a;, } o conjunto de todos

os elementos que tem probabilidade 0 com relagao a . Temos entao por (1.12) que
R
v(a;,) Z —v;(a;)| = 2dy (v,v;) — 0, quando j — 400

para s = 1,..., k, logo v(a;,) = 0 e disso concluimos que ), € >°,. Portanto J ¢ fechado e

com isso concluimos que o conjunto é compacto.
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Mostraremos agora que H (*|u) é continua em {v € M;(X);>, € X,}. Com
efeito, seja 3o, = {a;,,...,a;,}. Dado v € Mi(Y), tal que 3, € 32, Se v(a;;) > 0, com
j €{1,...,t}, entdo para todo € > 0 dado, existe §;, tal que |z — v(a;,)| < d; implica que

i) ()<

Como lim, oz In() = 0, para b > 0, segue que a desigualdade acima vale também para o

caso em que v(a;,;) = 0. Tomando § = min;<;< {‘5 } temos que se V' € J e dy(V,v) <4,

entao

1V (as,) — v(ai,)| <Z| v(a;) — V' (ai)| <20 <9y,

para todo 7 =1, ..., t. Temos entao que
R (0 ,
> (V'(ai) In” (a:) _ V'(a;)In V(al)>

i=1 H(ai)
Portanto H(*|) é continua em {v € My(X); >, € >}

A finitude de H(-|u) em J é imediata.
d) Trivialmente vé-se que H(-|u) = oo fora do conjunto J. E H(*|u) ser uma funcdo taxa
bem comportada segue dos fatos de H(x|u) ser continua em J, finita somente em J e J
ser limitado, pois assim o conjunto de nivel WU («) é compacto. Assim pela defini¢do 1.1.1,

segue que H(-|p) é uma fungdo taxa bem comportada. O

Sejam {Y;};eny uma sequéncia infinita de varidveis aleatérias independente e iden-
ticamente distribuidas (i.i.d.) de acordo com p € M;(3>"). Usaremos a notacao P, para

representar probabilidade que sequéncia infinita {Y;};en.

Lema 1.2.11. Sejam y € T, (v), tal que v € L,, e {Y;}jen uma sequéncia infinita de
varidveis aleatdrias independente e identicamente distribuidas de acordo com € M;(}).
Entao

P,((Y1,...,Yy) = y) = e "HOHA@IW)] (1.20)

Demonstracao: Denotando P como sendo a probabilidade do espaco onde as Y;

atuam, temos

Pu((Y1,....Yn) =y) =P(1,....Ys) = y).

Pelo fato das Y; serem i.i.d., segue que

PV, V) = ) = Pu(Yi = g, i H sy = [Tty (121)

J=1

Se 3>, ¢ 3°,,, entdo existe a; € Y tal que v(a;) # 0 e p(a;) = 0. Como y € T,,(v)

podemos concluir que a; aparece em alguma entrada do vetor y. Logo existe jo € {1,...,n},
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tal que y;, = a;. Por esse fato e de (1.21), tem-se

Pu((Yi, ., Vo) = y) = plyr) - pa(@) ... pa(yn) = 0.
Pelo Lema 1.2.10, item d), temos que H (v|u) = oo. Assim vale
eHE W] _ o
com isso verificamos a validade da igualdade para o caso em que >°, ¢ >°,. Suponhamos
agora >, C >, segue de 1.2.10, item c), que H(v|u) < oco. Agora observemos que como

y € T,(v) e v € L,, segue que cada elemento a; de 3, aparece nv(a;) vezes na sequéncia
finita y e 1 = 0°, pois 0In0 = 0. Segue de de (1.21) que

Pu((Vi, oo Vo) = ) = [ ()™, (1.22)

=1

Agora observemos que

Sy vlan) Inp(ai) = 3L, ((v(as) In p(as) + v(a) Inv(a;) — v(a;) nv(a;)) =
Sty v(a) nv(a;) + L, (v(as) In pla:) — v(ai) nv(a;)) = —[H(v) + H(v|p)],

logo temos
P.((Y1,....Y,) =y) =exp {n SE v(a;)In ,u(ai)} = e UH@)+H W)
Com esta ultima cadeia igualdades finalizamos a demonstracao do resultado. O

Lema 1.2.12. Para todo v € L,,, tem-se

(n+4 1) R < T, (v)] < W) (1.23)

Demonstracao: Notemos primeiramente que |7, (v)| = n!/((nv(ay))!...(nv(ag))!).
Consideremos agora a sequéncia {7;};-°7, onde 7; = v para todo i € N, entdo por resultado
(ver apéndice B, Teorema B.2.1) existe uma sequéncia {Y;}% que é i.i.d., tal que Y] tem

distribuicao v.

Dado y € T,,(v), temos pelo Lema 1.2.11 que
PV((H? ) Yn) = y) = ein[H(V)JrH(V‘V)}'
Observando que T,,(v) = UyeTn(y){y}, temos

By((Yi oY) €T(0) = Y0 Byl(Yiroon Ya) = ). (1.24)

y€Tn(v)
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logo
B,(Yi, .o, Yy) € Tu(v)) = [T ()] "HOHE) — |1, (1)), (1.25)

onde |X| é cardinalidade do conjunto X, e disso podemos concluir que

T, ()| < e"HW),

Agora iremos demonstrar o limite inferior. Com efeito, suponhamos v/ € L,,, tal
que 3, € 3. Notemos que dado p € L, temos {L} = u} = {(V1,...,Yy) € T,(u)}, logo

PLY =1) _ Pul(Vi,.nYa) € Tulv)
P, (LY =v) P, (Y1,..,Y,) € T,(v))’

observemos que a igualdade da equagao (1.20) independe do y escolhido, logo fixando
(

yo € T,(v) e y, € T,,(V'), segue diretamente de (1.24) que

mu$:u>_r<m|xwa Y.) = )
PALY =) [T [PA(Vr, s Ya) = 35)°

Segue da (1.22) que
P,(LY =v) B |T(v)] HZR:1 V(ai)nu(ai)
P,(LY =) |T(W)| IR, v(a;)™ @)

Como |T'(v)| = n!/((nv(a))!... (nv(ag))!), segue que

IEDV<LY - V) _ ﬁ (nl/(ai))!V(a‘)n(u(ai)—u’(ai))
/ v ’

1 (nv(a;))!

Mostraremos agora que dados m, [ € N, vale que ™ > [(™=0_ Com efeito, se m > [,

tem-se | Y
m e DR g (2 1,

Se m = [, é imediato a desigualdade. Se [ > m, temos que

m! m) 1 1

o — lmfl
U lom+1)ml L. (m+1) = i

Com isso concluimos a afirmacao.

Da afirmacgao acima segue que

Assim
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quando >, C > ,. Pela demonstragao de 1.2.11, segue que >.,, < >, implica em

P,(LY = v') = 0. Portanto podemos concluir que

P,(LY =v)>P, (LY =),

n

para todo v/ € L,,.

Observando que Y." = Uue 2. Tn(p), para pn € L, arbitrario, temos

0. (£) < 5 i 0 €T = 5 matd ) R0 -0

v'eLy v'eLly,

segue entao de (1.13), que
LS (04 DB(LY = v) = (n+ )T ),

e disso conseguimos que
(n+1) e < |T,(v)].

Com esta ultima desigualdade concluimos a demonstragdao do lema. O]

Observagao: Em particular de (1.25), temos que se (Y,,) é uma sequéncia de

varidveis aleatérias i.i.d, com distribuicao pu € M;(}), entdo dado v € L,,, vale
Pu((Yis oy Yo) € Talv)) = [T () e HOI+HOW, (1.26)
Lema 1.2.13. Para todo v € L,, e p € My(X), vale que

(n+ ) <Py (L) = v) < 00 (127)

Demonstragao: Pelo Lema 1.2.12 segue que dado v € L, vale
(n+ 1)~ %) < T, (v)] < M),
Por (1.26), tem-se
(n+ 1)) <P (Y4, ...,Y,) € T, (v))e O+ < onH (),

Como P,((Y1,...,Y,) € T,(v)) = P, (LY =v), segue a demonstragao do lema. O

Partiremos agora para o nosso principal resultado desta subsecao, o Teorema de

Sanov, no qual encontraremos a fun¢ao taxa para alfabetos finitos.

Teorema 1.2.14 (Teorema de Sanov). Dado {Y}},en uma sequéncia infinita de varid-
veis i.1.d. distribuidas de acordo com p € My(Y2). Entao para todo conjunto I' C M;(}"),

vale que:
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1. O limite inferior

, | Y
— Vlélrfo H(v|p) < liminf ElnP#(Ln el). (1.28)
2. O limite superior
lim sup — ln]P’ L(LY €T < —inf H(v|p). (1.29)
n—oo T vel

Demonstracgao: Pelo Lema 1.2.13, segue que dado v € L,,, vale
(n + 1) BenH Wik < ]pu@;/ =) < e H VL)
Observemos também que LY € T' se e somente se existe v € T, tal que LY = v. Logo
vel,NI.

Como L, NT é finito, segue que
P (LY el) Z IF’ Z e~ (VIn) <|r'n Ln|e—"infuerrwn H(V\u)7
velnL,  vemnc,

entao por (1.13) temos
P, (LY €T) < (n+ 1)Reninfrerncy Hin), (1.30)
Segue também do fato de £,, N T ser finito que
P (LY el) Z [p Z (n+1)~ e H(vIp) > (n+1)_R€—”infueFan H(V|M)’
veElNLy vernc,

e como existe vy € L, N T, tal que H(vy|p) = inf,erne, H(v|p), temos

P, (LY €T) > (n+ 1) feninfrernc, Hln), (1.31)

Por (1.30) e (1.31) temos que

In(n+ 1)~ % v In(n + 1)#
- < - 7 _
" VEIFI}WfEn H(v|p) < ln P,(L, €T) < " uelrr%wfﬁn H(v|p).

In(n+1)

Observemos que ‘R ’ — 0, quando n — oo. Como a desigualdade acima vale para n

arbitrario, temos

. o Y .
lim sup{ VEIFI%{C,L H(V|,u)} < lim sup lnIP’ (L, €T) <lim sup{ 1anf£n H(V\,u)} :

n—oo n—oo n—oo

Disto podemos concluir que

—liminf{ inf H(l/|u)} = hmsup InP, (LY €T) (1.32)

n—oo vel’NLy, n—00

e de maneira analoga concluimos que

1
—lim sup {Veirr%fﬁ H(ym)} = liminf - P, (L} €T). (1.33)

n—oo



Capitulo 1. Teoria dos Grandes Desvios 27

Como v € I'NL,, C T, segue que inf,cr H(v|u) < inf, <, {inf,erne,, H(v|n)}, para
todo n € N. Temos entao por (1.32) que

1
limsup —InP,(LY €T) < — inlﬁ H(v|w)
ve

n—oo M

e com isso terminamos a demonstracao do limite superior.

Agora iremos demonstra a validade de (1.28). Com efeito, se I'> = (), entao o
resultado ¢ imediato. Se I'° # ), entdo dado v € T, temos que Y-, >, ou >, € >°,. Se
>, € 2, temos pelo Lema 1.2.10, item d), que H(v|u) = oo e disto temos

—1li i > — . .
lim sup {uelrr%wfﬁn H(l/|,u)} > —H(v|p) (1.34)

n—oo

Agora se v é tal que ), C X, mostraremos que existe uma sequéncia (v, )nen em I,
tal que v, — v, e para todo n € N valem que v, € I'N L,, >, C >,. Com efeito,
sejam pi, ..., Pr, 0s elementos de v, ou seja v = (pi, ..., pr). Escrevendo -, = {a;,, ..., a;; },
vemos que tomando ¥ := (p;,, ..., p;, ), vale que v € M; (3°,), segue entdo da demonstracao
do lema 1.2.5 b), que para cada n € N, existe um v, € £, (>,) = {v € Mi(X,);v =
LY para algum y € (3,)"}, tal que dy(v,v,) < %. Escrevendo 7, = (aniy; s Gny;),
definiremos a medida v, = (b, 1, ..., by r), como sendo by, ; = @y, se l =i, comk =1,...,j

e 0 caso contrario. Segue entao de (1.12) que dy/(v,v,) = dy (v, v,,), onde

Ay (s, /) i= sup (A) — i (A)
ACY,

e em particular v, — v e trivialmente vemos que v, € £,,. Como v € I'°, entdo para n
suficientemente grande v, € I' N £,,. Observemos que pela construcao dos v, vale que

>, © >, para todo n € N, em particular 37, C >, para todo n € N. Disso segue que

—limsup,,_, . {inf,erng, H(v|p)} = liminf,_, {SUPuemcn —H(V|u)} >
liminf, o —H (v, |p) = limy, oo —H (vp|10) = —H (v|p),

onde a ultima igualdade segue diretamente do Lema 1.2.10, item c¢). Temos entdo por

(1.34) e pela desigualdade acima que

—limsup{ eirr%fc H(V|,u)} > sup —H (v|p).

n— 00 vele

Segue entao de (1.33) que
liminf, e £ InP,(LY € T) > sup,cro —H (v|p) = — inf,ero H(v|p).

E com isso concluimos a demonstracao do limite inferior. O]
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Exemplo 1.2.15. Considere |Y| = 2. Temos entao que se fi € M;(>"), podemos escrever
p=(r,1—2),z€l0,1. Tome p = (2, 2) temos entdo que dado v = (x,1 — x), a

entropia relativa de v com relagdo a p é

Hv|p) =—xIn2zx — (1 — 2)In(2 — 2x). (1.35)

Corolario 1.2.16. Se I' € um conjunto aberto vale que

1 v o .
nh_}rroloﬁlnp (L, €I')= —hgg}f{yemmf nH( ],u)} = —igﬁH(V‘/J,). (1.36)
Demonstragao: Basta observar que pelo teorema de Sanov vale seguinte cadeia
de desigualdades
— inf H(v|p) < lim 1nf—1nP (LY eT) <limsup — ln P,(LY €T) < —inf H(v|p)

vele n—0o0 n—oo M vel

e pelas igualdades (1.32) e (1.33), concluimos o resultado O

Exemplo 1.2.17. Consideremos > e p os mesmos do exemplo 1.2.15. Tomando " =
{V e Mi(X);v(x,1 —x),xz € (375)}' Dado v € T, tal que v = (z,1 — ), tomemos
0 := min {x — %, % — x} Notemos que se v = (Z,1 — ), com T € (%, %), seque entao de
(1.12) que

dy(v,v) <o
e vemos facilmente que v € I'. Logo ' € aberto. E por meio de uma derivagdo simples

vemos que f(x) = —xIn2x — (1 — z)In(2 — 2z), é crescente em (%, %) e portanto pelo
coroldrio acima seque que

2 2 4

lim ~In P LY er L2y

im —In P,( ) = glng + ;g

n—oo n,

1.3 Teorema de Cramér para R

Nesta subsecao iremos considerar a o —algebra de Lebesgue em R. Sejam X, ..., X,,, ...
variaveis aleatorias i.i.d que assumem valores em R, onde X; tem distribuicao de acordo
com a probabilidade p € M;(R). Definimos S, = % 7—1 Xj. Chamaremos de logaritmo

da funcao geradora de momento associado a p a fungao
A(N) :=In M()\) := InE[e*M]. (1.37)

Observemos que eM é uma varidvel aleatéria ndo negativa, logo vale que e?Mt = 0

q.t.p., somente quando X; = —oo q.t.p. e disto concluimos que E[e*1]

> 0, portanto
In E[e**1] > —o0 para todo A € R. Lembrando que para cada n € N podemos induzir uma

medida de probabilidade p,, em R, por meio da variavel aleatéria §n, da seguinte forma

/Ln:IP’[gneA},



Capitulo 1. Teoria dos Grandes Desvios 29

onde P é a probabilidade que age na o—algebra do espaco amostral onde X; atua. Deno-

taremos a esperanca de X7, quando ela existir, por T := E [X7].
Definig¢ao 1.3.1. A Transformacao de Fenchel-Legendre de A()\) € definida como

A*(z) :=sup{\x — A(\)} (1.38)

AeR
Iremos agora calcular duas transformagoes de Fenchel-Legendre.

Exemplo 1.3.2. Consideremos X, com distribui¢io Poisson(0). Temos primeiramente
que Ax,(\) = 0(e* — 1), logo A*(z) = sup,cg{A\z — 0(e* — 1)}. Tomando f(\) = Az —
O(e* — 1), temos f'(\) = x — fe*. Observemos que se x < 0, entdo [ é decrescente e
portanto

sup = lim f(\) = +o0.
AER A——00

Se x =0, entdo

sup f(A) = lim f(\) =6.

AER A——o00

Agora, se A > 0, vemos que

<0, seA>Ing;
f(AN{=0, serx=In%;

>0, seA<Ing.

Logo [ assume seu supremo em Ing = A, assim

sup f(\) = rlns — 07 +0.
AER 0 0
Portanto

A (z) = t+00, se x < 0; (1.39)
x )
=xlng —07+6, sex>0.

Exemplo 1.3.3. Consideremos agora X, com distribuicio Bernoulli(p). Temos primeira-
mente que A(\) = In(1 — p + pe*). Tomando agora f(A\) = A\x —In(1 — p + pe*). Temos

que
A

=g P&

> 0, seque que f' é nao-positiva, e portanto [ é

~ A
Se x < 0, entdo como o termo —2— >
’ L—p-+pe

decrescente, logo

sup f(A) = lim f(\).

AER A——00

Como In(1 — p + pe*) — In(1 — p), quando X\ — —oo, concluimos que

sup f(A) = +o0.
AR
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Agora se x =0, entao f'(\) = —% e por argumentacdo andloga vemos que
sup f(A) = /\lim f(A) =—1In(1 —p).
AeR ——

Se x > 1, entao notemos que ' >0, logo

6/\:1:
A) = li A)=limh-— = fo0.
ilelgf( )= lim f(})= lim A s

Se x € (0,1), entdao seque que

<0, se A > In =22;

p—ap’

/ o o T—xp .
F'A){=0, sex=1In =
>0, se A < In L,

p—ap

Logo vemos que

supf(A):f<1n$_$p> :xlnx_mp—ln<1—p+px_mp> =
AER p—xp p—xp

n(5) G=2) - (G=2) = () - (i55)

Agora se x = 1, entao f' > 0. Logo

Az 1

supyer f(A) = limy o In I—ZW =1In L

Portanto concluimos que

:xln(%) —1—(1—3:)111(%), se x € [0,1]
= 400, C.C.

A () (1.40)

Faremos agora um resultado que nos auxiliara na demonstracao do proximo lema.

Afirmacgao 1.3.4. Seja & = E[X,], entdo:
1)Se x € R, entdo
A(A) > Az, (1.41)
para todo A € R.
2) Se & = —o0, entdo A(X) = 400, para todo \ € (—o0,0).
3) Se & = 400, entao A(\) = 400, para todo A € (0,400).

Demonstragao: Com efeito, suponhamos primeiramente que £ € R. Se A € D, e
observando que — In é uma fungao convexa, segue da Desigualdade de Jensen (ver apéndice
B, Teorema B.2.4) que

~A()\) = —InE[e*"] < E[-Ine™] = —\7.
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Caso A € Dy, a desigualdade acima é imediata. Disso concluimos que
A(N) = Az,

para todo A € R, quando & € R. Com isso terminamos 1).

0
/ xdy = —o0,

—00

Se ¥ = —o00, segue que

pois T = [ xdu + [°. xdu. Logo vemos que dado A < 0, tem-se
L (oA Xy < M

logo
0
A / zdp < M(N).

Assim M (\) = +oo e disso concluimos que A(\) = oo, para todo A € (—o0,0), quando

T = —o00. Com isso concluimos 2).
O processo para a demonstragao de 3) é andlogo ao de 2). O

Para facilitar a demonstragao dos resultados a seguir iremos usar a seguinte notagao:
dado uma fungao f : R — (—o00, +00], denotaremos como Dy := {A € R: f(\) < 400} 0
conjunto de todos pontos onde f assume um valor real. Iremos agora fazer dois resultados

que nos auxiliarao na demonstracao do Teorema de Cramér.

Lema 1.3.5. Sejam A e A* o logaritmo da func¢ao geradora de momento e a transformagdo
de Fenchel-Legendre associadas a variavel aleatoria X,. Temos entao:
a) N é uma fungao convexa e A* € uma fungao taza convera.
b) Se Dy = {0}, entdo A* =0. Se A(N\) < oo para algum A > 0, entdo T < oo (podendo
ser —o0o0) e para todo x > T vale que
A*(z) :=sup{ Az — A(N)}, (1.42)
A>0
mais ainda, para x > T, N* € ndo-decrescente. Similarmente, se A(\) < oo para algum
A <0, entio T > —oo (podendo ser +00) e para todo x < T vale que
N (z) == sup{\x — A(\)}, (1.43)
A<0
mais ainda, para x < T, A* é nao-crescente. Quando T € finito, A*(T) = 0. E sempre vale
que

inf A*(x) = 0. (1.44)

z€R

c) A(x) € diferencidvel em DY com

1

"(n) = WE[Xlenxl] (1.45)
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N(n) =y = N(y) =ny — An) (1.46)

Demonstragao: a) Mostraremos primeiramente que A é convexa D,. Com efeito,
sejam A e Ay pertencentes a D, arbitrarios. Provaremos primeiro que D, é um conjunto
convexo. Entao seja 0 € [0, 1], segue diretamente da Desigualdade de Holder (ver apéndice

A, teorema B.1.1) que
AN + (1 —=0)Xy) =InE [(e)\le)e (6)\2X1)1_9:| <1In (E [(elel)De (E [(e)\QXI)Dl—e _

In (E [(ehxl)})g +1n (E [(eml)])l’e =0A (M) + (1= 0)A(Ns).

Logo
AOM + (1 —=0)) <OA (M) + (1 —=0)A (X)) < +o0

e com isso mostramos que D, é um conjunto convexo e em particular mostramos a

convexidade de A em Dy.
Mostraremos agora a convexidade de A* em Djy~. Com efeito, seja x1 e xo perten-
centes a D+, dado 6 € [0, 1] temos que

ON*(z1) + (1 — O)A*(z2) = ilelg{)\ﬁxl — AN} + iléﬂg{/\(l — )y — (1—0)AN)}

> sup{Adz; — OA(N) + A(1 — 0)zo — (1 — O)A(N)} = suﬂg{)\(exl +(1—=0)x) — AN} =

AER Y

AN Oz + (1 — 0)xs)
Portanto Dj+ é um conjunto convexo e A* é convexa em Dj«.

Mostraremos agora que A* é uma funcao taxa. Com efeito notemos primeiramente
que A*(z) > 0x—A(0) = 0, logo A* é ndo negativa. Iremos partir agora para a demonstracao
da semi-continuidade inferior, para isso consideremos « € [0, +00) € o conjunto Wy« ().
Entao seja x,, uma sequéncia em Wy« («), tal que z, — z. Dado A € R, vale que

Az — A(A) = lim Az, — A(N) <«

n—o0

logo A*(x) < a. Como A é arbitrario, segue que 1.1.1 que A* é uma fungao taxa.

b) Notemos que se Dy = {0}, entéo temos que Az — A(\) = —oo, para todo A # 0, logo

A*(z) = sup{\x — A(N\)} =0z — A(0) =0
AER
e portanto A* = 0.
Agora suponhamos que A()\g) < +o00, para algum A\g > 0. Primeiro mostraremos

que T < 400, para isto notemos que por (1.37), tem-se M (\g) < 400 e também temos que

Ao X
1X1€[0,+oo)>\0X1 < et
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assim

+o00 M
/ xdp < ﬂ < 400,
0 )\0

disto concluimos que T existe (podendo ser —o0), pois

Tg/mxduﬁ M < 400
0 Ao

Mostraremos agora que A*(z) = sup,so{Az — A(A)}, para todo # > z. Com efeito,
notemos que se T = —oo, segue de 1.3.4, item 2), que A(\) = oo, para todo A € (—o0,0),
logo A*(z) := supyso{Ar — A(N)}. Agora se T > —oo, temos por 1.3.4, item 1), que
Az — A(X) <0, para todo A € R. Notemos agora que dados z > T e A < 0, temos

A — A(N) AT — A(N) < 0= A*(2),

e como A*(z) > 0 para todo x € R, pois A* é uma fungio taxa, segue que para x > T,
tem-se
A*(x) :=sup{\x — A(\)}.
A>0
Notemos agora que dados T < z7 < x5 € A > 0, vale que Az; — A(N\) < Axg — A(N),

e disto concluimos que A*(x1) < A*(z3), e portanto A* é crescente para x > T.

O caso em que A(\g) < +o00 para algum Ay < 0 é feito de maneira analoga ao caso

anterior.

Mostraremos agora que A*(Z) = 0, quando x = 0. Com efeito, segue de 1.3.4, item
1), que AT — A(X) <0, para todo A € R. Disso concluimos que A*(Z) = 0.

Agora nos resta mostrar que sempre vale

inf A*(x) = 0.

zeR
Com efeito, se Dy = {0}, entdo A* =0, e portanto inf,cg A*(z) = 0. Se Dy # {0}, existe
Ao # 0, tal que A(Ag) < 4+00. Se A\g > 0, temos T < +00. Consideremos primeiramente
que T € R, entao é imediato que inf,cg A*(x) = 0, pois A*(Z) = 0. Agora se T = —o0 ,

entdo dado A > 0, temos que se E[e**1] < 0o, vale
00) U8, € )] = o5 € [, 420)] <[]

onde a ultima desigualdade segue da Desigualdade de Chebycheff (ver apéndice B, Teorema
B.2.5), aplicado na fungdo valor absoluto. Se E[e**1] = 400 vemos facilmente que
w([z, +00)) < E[e**172*]. Logo temos que

Inp([z, +00)) < inf InE[e* ] = —sup{dz — A(\)} = —A*(z)
A€[0,+00) A>0

e portanto
0< lim A*(z) < lim —Inu([z,+00)) =0.

T——00 T -0
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Se A\g < 0, entdo T > —oo. Suponhamos primeiramente que T € R, entdao segue de

)\Xl]

imediato que inf,cg A*(z) = 0. Se T = +00, dado A < 0, vamos supor que Efe < 00.

Considerando Y = —X; e a = —\, entao pela Desigualdade de Chebycheff vale

p((—00,2]) = P[Y € [z, +00)] = P[e*¥ € [e*), 400)| <K [ D] = E [

/\X1] /\X1—>\.Z‘]

De maneira imediata vemos que se Ele = o0, vale que p([z,00)) < Ele e

portanto temos que

Inp((—00,0]) < inf InE[eM™] = —sup{\z — A(\)} = —A*(2)

AE(—00,0] A<0

assim vale
lim A*(z) < lim —In u((—o00,0])) = 0.

00 Z—00
Com isso concluimos a demonstracao do item b).

c) Seja n € D}. Notemos primeiramente que A(\) = foM (M), onde f(w) = Inw. Com
isso vemos que para demonstrarmos a diferenciabilidade de A em 7, basta que mostremos
a diferenciabilidade de M em 7. Com efeito, dado § > 0, afirmamos que para todo
€€ (—0,0)U(0,0) tem-se

edlel — 1

< e (1.47)

Observemos que para a desigualdade (1.47) acontecer, basta provarmos que vale

T _ 1‘ 66|z\ -1
< )
- )

€

para todo € € (—0,0) U (0,9). Suponhamos z > 0. Notemos que se € € (—4,0) U (0,0),

entao

e“—l’ e’ —1

€ €
Tomando g(y) = e¥* e assumindo que € € (—9,0), segue do Teorema do Valor Intermediério

de Lagrange que existem ¢ € (—¢,0) e d € (0,0) tais que

Como = > 0, segue que ¢'(c) < ¢'(d), logo

er — 1‘ edlel — 1
< )
- 1)

€

quando € € (—6,0). Se € € (0,6), entao € = td, para algum t € (0,1). Pela convexidade de

g, segue que

e = g(e) = g(t8) < tg(5) + (1 = 1)g(0) = < (" = 1) + 1,

Sal o
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logo
et 1 et 1 66\:v| -1
g
€ € )
Suponhamos agora que x < 0, entao
eﬁl‘ _ 1 1 _ 663}'
€ ’ e
para todo € € (—9,0) U (0,9). Escrevendo T = —x e € = —¢, vemos que

eem—l‘ e’ —1

€

assim, pelo que provamos para o caso em que x > 0, segue que

-5 4

e’ —1 e —1 edlel —q
’ <

€

Com isso concluimos a demonstragao da afirmacao.

Mostraremos agora que vale a desigualdade
E [e"XlJ”S‘XIq < +o00.
para 0 > 0 suficientemente pequeno, tal que (n — d,m 4+ d) € Dy. Vale que

00 > E [0+1X] > / G+ X gp
X>0

e de maneira analoga vemos que

+oo0 > E {e(an)X} > / e~ (FOtMX—gp.
X<0

Como

E [677X+6|Xq :/ cG+X4 g o e~ (X gp.
X>0 X<0

segue que
]E |:€77X+6‘X|:| < +OO,

para 0 > 0 suficientemente pequeno. Em particular vemos que

nX+0|X| _ .nX
le S (1.48)

J

para J suficientemente pequeno.

Segue do Teorema de Convergéncia Dominada (ver apéndice B, Teorema B.2.6) e
das desigualdades (1.47) e (1.48) que

e—0 € e—0 €

(n+e)X _ .nX (n+e)X _ .nX
HmE lee] - E[ € €

lim ] = E[Xe"].
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Portanto M ¢ diferenciavel em 7 e

1
N(n) = WE[X(B”X].

Mostraremos agora a validade de (1.46). Com efeito, consideremos entao a fungao
h(\) = Ay —A(X), onde y = A’'(n). Notemos que h é concava em Dy, pois é a soma de duas
fungoes concavas. Como y = A'(n), vale h'(n) = 0. Dado § > 0 tal que (n— 9, n+0) C Dy,
vale que h(\) < h(4), isso segue dos fatos de h'(n) = 0 e h ser concava em Dy. Se A & Dy,
¢ imediato que h(A\) < h(n). Agora se A € Dy, suponhamos por absurdo que h(\) > h(n),
entdo para t € (0, 1) suficientemente pequeno vale que A, :=tA+ (1 —t)n € (n — 6,7+ 0)
e assim vemos que

h(A) = th(A) + (1 = £)h(n) > h(n),

onde a primeira desigualdade segue do fato de h ser concava em D,. Essa desigualdade gera
um absurdo, esse absurdo acontece por supormos que h(A) > h(n). Com isso concluimos

que h(n) = supyeg h(N), e portanto

A (y) = ny — An).
Com isso concluimos a demonstragao de c). O

Lema 1.3.6. Seja (X,,)nen uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d., com distribui¢do
w € Mi(R) arbitraria. Dado 6 > 0, vale que
1
lim inf — In p,, ((=9, +9)) > inf A(X) = —A*(0), (1.49)

n—oo 1 T XeR

onde A € o logaritmo da funcio geradora de momento e A* a Transformacao de Fenchel-

Legendre associadas a variavel aleatoria Xi.

Demonstracao: Dado 6 > 0. Suponhamos primeiramente que p((—o00,0)) > 0,
1((0,400)) > 0 e que p tem suporte em um conjunto limitado de R. Como p tem suporte
em um conjunto limitado, segue que existem A < 0 < B tais que u([A4, B]) = 1. Como
w([A, B]) =1, vale que A < X; < B q.t.p.. Entdo dado A > 0, temos In E[e*] < A()) <
InE[e*?], logo MA < A()\) < AB. Tomando agora A < 0, vale por inequagoes analogas que
AA > A(N\) > AB. Portanto Dy = R e assim pelo lema 1.3.5, item ¢), concluimos que A é

continua e diferenciavel em R.

Mostraremos agora que |A| — +oo implica em A(A) — 4o00. Com efeito, observe-
mos que existe a > 0 tal que p((a, +00)) > 0, onde esse o pode ser encontrado a partir
da continuidade da medida de probabilidade . Logo

AN = ln/e’\xd,u > ln/

(a,+00)

eMdy > ln/ e*dp = A+ In p((a, +00))

(a,+00)

Disto vemos facilmente que quando A — +o0, tem-se A(\) — +00. De maneira andloga

conseguimos que A(\) — 400, quando A — —o0.
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Como A(N\) — +oo quando |A| — 400, segue da continuidade de A que existe n € R
tal que A(n) = infyeg A(N) e como A é diferencidvel em R, temos A’(n) = 0. Definamos

entao a seguinte medida
fi(A) = / =M g, (1.50)
A

e como vale que

1
(R :/ nz—~A() g :7/ "y =1,
AR) = | e A vies L

segue que i é uma medida de probabilidade. Consideremos agora a sequéncia {v,} em
M;(R), tal que v, = fi, para todo j € N. Por resultado (ver apéndice B, Teorema
B.2.1) existe uma sequéncia de varidveis aleatérias {Y}, },en independentes, tal que Y, tem

distribuicao v,. Denotaremos por i, a distribuicao induzida por §y,n = % Y

Agora consideremos (2, F,P) o espago de probabilidade no qual as nossas variaveis
aleatérias X; estao atuando. Sabemos que elas induzem uma medida p” em (R", L"), por

meio do vetor aleatdrio (Xi, ..., X,,), da seguinte forma
u'(B) =P[(Xy,...,X,) € B],

onde L™ é a o-algebra gerada pelos retangulos Ly X ... X L,,, tal que L; € £, com 7 =1,...,n,

e L de Lebesgue para R. Temos entao que tomando A; € £, com ¢ = 1,...,n, vale que

n

,U,n<A1 X ... X An> = P[Xl c Al, ,Xn € An] = HM<A1>>

i—1

logo p™ é a medida produto de 0y, ..., 6,,, onde 6; = p. Observemos também que (R", £, ™)

induz uma distribuicao, em (R, £), que denotaremos por p/,, por meio da varidvel aleatéria

1 " xj, com (z1,...,x,) € R". Assim

pn(A) =P|S, € A| =P[(Xy, ... X,) 7 (Sn € A)| = " ((a:l, 1

n

Zi: € A) = Hn(A),

com isso concluimos que p, = p,, em particular vemos que p™ induz pu,. Notemos que
podemos fazer essa mesma construgao para a sequéncia {Y;}. Temos ent@o por resultado

(ver apéndice B, Teorema B.2.2) que

nl(—e.+9) = | din = |, "
z€(—ne,+ne) Zi:l z;€(—ne,+ne)

e segue do Teorema de Fubini (ver apéndice A, Teorema B.1.2) que vale a igualdade

N -6 +€ / / Z 1a:ze(—ne,-l—ne)]M(dxl)"‘u(dxﬂ)'

Entao de (1.50) e pela derivada de Radon-Nikodin, segue que

:u -6 +€ / / Z 1x16(—7le,—‘,-7ze)]ez:Z (it (dxl) (dﬂ?n) =
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ey (A ) g > enA(n)—Inlne/n 1[Zn xie(fmﬂrm)]dﬁ”,

/" 1[2?:1 xie(*mﬁne)] i=1
onde a segunda igualdade vale pelo Teorema de Fubini (ver apéndice A, Teorema B.1.2).
Assim

pn((=€, +€)) > em AN, (€, +¢)). (1.51)
Observemos agora que aplicando o lema 1.3.5, item c¢), temos

ExYi] = /Rydﬁ = Ml(n)/Rye”ydu =AN(n) =0,

temos entao pela Lei dos Grandes Ntimeros que

lim fi,((—e, +€)) = 1.

n—+0o0o
Entéo tomando 0 < € < § e considerando a desigualdade (1.51), tem-se
1 1
o L _ spimane (L= o B _ B
tim nf = 10 pn((—€, ) 2 liminf (- Infin((~€,+6)) + A1) = Inle) = AG) = [l
e fazendo € — 0, vale que

lim inf 1 In i, ((—€,+€)) > A(n) > inf A(X) = —A*(0).

n—+oo n, T XER

Suponhamos agora que p tem suporte ilimitado e p((—o00,0)) > 0 e u((0,+00)) > 0.
Existe M > 0, tal que p([—M,0)) > 0 e p((0, M]) > 0. Assim definiremos a seguinte
funcao

M
Ay (N) = ln/ M.
M

Denotemos por v a distribuicao induzida pela probabilidade condicional de X; dado
{|X1] £ M} e denotemos por v, a distribui¢ao induzida pela probabilidade condicional de
S, dado {|X;| < M,i=1,...,n}. Temos entdao que dado 6 > 0, vale
P[{Sn € (=0,+0)} N {Ni,| Xi| < M}]
PH{NL, [ Xi| < MY
Vi (=0, 40)) (u([—M, +M]))".

pin((=0,+9)) >

PEAL, X < M} =

Por resultado (ver apéndice B, Teorema B.2.1), conseguimos uma sequéncia {7}
de varidveis aleatérias i.i.d., onde cada Tj tem distribui¢ao v e atuam em um espaco de
probabilidade (Q, F, IF’) Novamente conseguimos induzir em R uma distribuicao v, por

meio da variavel aleatoria h(Th, ..., T,) = % i1 Tj, tal que
Tn(A) = BP[LS0, Ty € A = B(Th, .. T,) € h'(A)] = 7"(h(A)),

onde 7" é uma medida em R", induzida pelo vetor aleatério (77, ...,7T,). Agora notemos
que conseguimos uma distribuicao v em R", induzida pela probabilidade condicional e

pelo vetor aleatério (X7, ..., X,,), tal que
vu(A) = B[(X1, - Xo) € B A X < My = 1,..on] = v (™ (A))

Entao dado By x ... x B, CR" com B; € L para ¢ =1,...,n, tem-se
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M,i=1,..,n] =v"(B; X ... X By).

Como 7" e ™ sdo medidas de probabilidade, segue por resultado(ver apéndice B, Teorema
B.2.3) que v" = ", portanto v, = 7,. Como v tem suporte limitado e v(—o0,0) > 0
e (0,4+00) > 0 podemos aplicar a demonstragao que fizemos no caso anterior, no qual

supomos que u tinha suporte limitado, em v.

Observemos agora que

M eAx

AN = ln/ di = AN — Inp([=M, M]),  (1.52)

MNdy = ln/
R

~um p([=M, M])

entdao tomando 0 < € < ¢, vale que

liminfl In 11, ((—6,6)) = lim inf (1 Inv,((—e€,€)) + In pu([—M, M])> > Ay(m) — €lnl,

n—oo n n

onde A, (n,) = infyeg A, (N). Fazendo € — 0, vemos que
.1 )
liminf ~1n p((=9,9)) = Aar(ny) = inf Aar (), (1.53)

com a ultima igualdade acima seguindo diretamente de (1.52). Tomando I} := — infyeg Apr(N)
e I* := limsup,,_,. Iy. Por (1.53), vemos que se My é tal que u([—M,y,0)) > 0 e
w((0, My]) > 0, vale que

o] :
lim inf - In 1, ((=9,9)) > ngj\f/fo —Iy.
Logo
| . .
hgggolfﬁln,un((—& 9)) = I%(Qf —Iy=—1 (1.54)

Notemos agora que pela forma que definimos A,;, vemos que se fixarmos A € R,
vale que Apr(A) é crescente em M, logo —Iy; também é crescente em M. Observemos
também que dado M > 0, vale que —I; < Ap(0) < A(0) =0, entao de (1.54) concluimos
que —I* < 0. Agora notemos que para M suficientemente grande vale que u((0, M]) > 0
e u([—M,0)) > 0, logo dado A > 0 vemos que

—oo < Inp((0, M]) < An(A)
e de maneira analoga vemos que
—o0 < In ([~ M, 0)) < Au()

para A < 0. Logo
~ Iy = minIn (0, M]),In ([~ M, 0))}.

Pelo fato de —1I); ser crescente segue que —I* > —oc.
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Mostraremos agora que Ay := {A € R; Ay (N) < I*} # (). Com efeito, notemos
que para M suficientemente grande, tal que u([—M,,0)) > 0 e u((0, My]) > 0, existe 1,
tal que —Ip = Apr(nar), pois observe que ny = n,, onde esta v é a medida induzida pela
probabilidade condicional que definimos acima, a qual também depende de M. Observemos
agora que

~I = lpinf = im —ly.

pois —I; € crescente em M e segue também desse fato que —I; < —I* e portanto para
M suficientemente grande temos Ay # 0. E como Ay, (A) < A, (M), para My < My,
segue que para todo M > 0, vale que Ay, # 0.

Pela argumentacao que fizemos acima segue facilmente que Ay, C Ay, se My <
M,. Como A, é diferencidvel em R, segue que Ay é continua e como A, (A) — oo quando
|A| = oo, vemos facilmente que A,; é compacto para M, tal que pu([—My,0)) > 0 e
1((0, Mp]) > 0. Como {Ap/} é uma sequéncia de compactos nao vazios, segue que existe
Ao € Narso An- Entao tomando Xy, (z) = 1[_M7M}e’\0‘”, segue do Teorema da Convergéncia

Monétona (ver apéndice B, Teorema B.2.8) que A(Ag) = limp; 00 Apsr(Ag) < —I*. Portanto
o] .
liminf = In e, ((=6,9)) = —I" = A(Xo)-

Com isto concluimos a demonstracao para o caso em que j tem suporte ilimitado e
p((—00,0)) >0 e u((0,400)) > 0. Suponhamos agora que p((—o0,0)) = 0. Assim

+oo “+oo
A(\) = In / My = In / m
0

—00
Como 1[0,%0)6” <l,paraA<0e 1[0,+Oo)e’\/m > 1, para A > 0, temos pelo Teorema da
Convergéncia Dominada (ver apéndice B, Teorema B.2.6) que

inf A(\) = /\l_i)leoo/\()\) = In u({0}).

AER

De maneira andloga vemos que infyeg A(\) = Inpu({0}), caso u((0,+00)) = 0. Vemos
entao que
pin((=0,+0)) = pn({0}) = (u({0}))".

Com esta desigualdade concluimos a demonstracao do lema. O]

Seguiremos agora para o teorema de Cramer.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Cramér). Sejam X; € R uma sequéncia de varidveis
aleatdrias i.i.d., com X, tendo distribuicao p € M;(R). Entdo a familia {p,} satisfaz
Principio dos Grandes Desvios. Mais precisamente:
a) Para qualquer conjunto fechado F C R,

lim sup le In u,(F) < — inf A*(z). (1.55)

n—00 zeF
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b)Para qualquer conjunto aberto G C R,

lim inf ! In p,(G) > — inf A*(z). (1.56)

n—oo 1 zelG

Demonstragao:a) Seja F' C R um conjunto fechado. Se F' = (), entdo o resultado
é imediato. Suponhamos F # (. Se Iy := inf,crp A*(z) = 0, como pu,(F) < 1, temos
In u,(F) < 0 e portanto
. 1 .
limsup — In i, (F') < 0 = — inf A*(x).

n—oo M zeF

Se Ir > 0, existe z € F, tal que A*(x) > 0, logo existe Ay € R, tal que Aoz — A(Ag) > 0,
entdo A\ox > A(Ng), assim A(\g) < co. Entao pelo Lema 1.3.5, item b), vale que existe T,
podendo ser —oo ou +o00. Suponhamos agora que T < co. Temos para todo z € R e para
todo A > 0 que

n é\n—x
1[§n7120] < ( )
Portanto
_ _ R A(Sp—2)
pin([7,00)) = /Rl[(z;;lxn)—xzo]drun =E [15'"—:620} <E [en : }
~ n
— e—n)\x]E |:€n)\Sn:| _ e—nAzE [H 6)\Xi‘| ]
i=1
Como e* é continua e X; sdo i.i.d., segue que as varidveis aleatérias e?, sdo i.i.d.. Assim

fin([z,00)) < e ™ [[E [em} = e T AN = emnla-A],
i=1 i=1

Entao pelo Lema 1.3.5, item b), vale para todo z > T que
pn([z, 00)) < e, (1.57)

De maneira analoga vemos que se T > —o0, temos para todo x < T que

,un((—oo,x]) < ean*(x).

Se T € R, temos pelo lema 1.3.5 b) que A*(Z) = 0 e como estamos assumindo que
Ir >0, segue que T ¢ F. Definimos entdo o seguinte conjunto (r_, ) := U pcre(a,d),
tal que T € (a,b). Evidentemente z_ < x; e pelos menos um dos x_,x, tem que ser
real, pois F' # (0. Se z_ é real, entdao z_ € F, pois se z_ € F°, existe § > 0 tal que
(x_ —6,x_+6) C F° logo (z_,xy) C (x_ — d,24), 0 que nao pode acontecer pela forma

que definimos (z_,xy). Portanto A*(z_) > Ir. Notemos que argumentacao andloga vale
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para o caso em que x é real. Logo se x; é real, entdo x, € F e A*(x,) > Ip. Observemos

entao que vale F' C (—oo, z_]U[z, +00), logo

n(F) < (=00, 31) + pin([2+, +00)) < V) 4 @A (1) < genl,

entao |
1 2
sup — In fu,,,(F') < sup (n - ]F>
m>n 11 m>n \ T
e portanto
1
limsup — In p, (F) < —1Ip.
n—oo T
Se T = —oo, entdo pelo Lema 1.3.5, item b), vale que A* é ndo-decrescente e também

pelo Lema 1.3.5, item b), vale que lim,, ., A*(z) = 0. Como estamos assumindo que
Ir > 0, temos que x, = inf{x : x € F} é real. Como F é fechado segue que =, € F, e

consequentemente A*(z) > Ip. Observando que F' C [z, +00), teremos (1.57) que

pn(F) < pin([4, +00)) < e ") < 2e7nr,

assim seguindo os passos finais da demonstragdo para o caso em que x é finito, conseguimos
o limite superior (1.55). Se T = 400, veremos por argumentacao andloga que z_ := sup{z :
x€F}érealex_ € F,ecomo F C (—oo,z_]. A partir disto conseguimos mostra que o
limite superior ¢ valido de maneira andloga ao caso em que T = —o0.

b) Seja G C R, um conjunto aberto. Dado = € G, existe § > 0, tal que (z — d,x +0) C G.
Se 0 = 0, entao pelo Lema 1.3.6, segue que

1
lim inf - In i, ((—9,9)) > }\IellfRA()\) = —A\*(0).

Se x # 0, definamos a sequéncia de variaveis aleatorias Y, = X, — x. Assim
vemos que o logaritmo da funcao geradora de momento e a transformada de Fenchel-
Legendre relacionadas a Y sdo Ay, = A(A) — Az e A*(y) = A}, (y + x).. Vemos que Y] tem
distribuigao v(A) = u(A — ). Em particular vale que Y, é uma sequéncia i.i.d.. Tomando
§n,y = >, Y, e considerando v, a medida induzida por S\n’y, vemos que vale a seguinte
igualdade

va(B) =P[S,y € B =P[5, € B+x| = yn(B + x).

Aplicando o Lema 1.3.6 agora a sequéncia Y,,, tem-se

lim inf 1 In p,((z—0, 2+9)) = lim inf 1 Inv,((—=6,+9)) > igﬂgAyl(A) = —A}, (0) = —A"(x).

n—oo n, n—oo n

Portanto vemos que

lim inf ! In 11, (G) > sup —A*(z) = — inf A*(x).

n—oo 1 2€G zeG

Com isso finalizamos a demonstragao de b). O
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Vemos entao que se X; € R é uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d., com X;
tendo distribui¢ao Bernolli(p), vale pelo exemplo 1.3.3 e pelo teorema de Cramer que dado

F' € R fechado, tem-se entao que

1 1-—
limsup — In p,,(F) < —  inf }:L“ln(x)—k(l—x)ln(l x),

n—oo N z€FN[0,1 p —p

e de maneira analoga, vale que dado G € R aberto, tem-se

— inf xln<x>—|—(1—x)ln<1_x>gliminfllnun(G).

z€GN[0,1] D —Dp n—oo g

1.4 Teorema de Gartner—Ellis

Com o objetivo de mostrar ao leitor desse trabalho que o resultado que vimos
no Teorema de Cramér nao esta restrito a hipdtese das variaveis aleatérias serem i.i.d..
Enunciaremos um resultado (ver (DEMBO; ZEITOUNE, 1998), capitulo 2.3), que mostrara
a possibilidade de estender o Teorema de Cramer para um sequéncia de variaveis aleatorias
{Xi} que ndo sdo necessariamente uma sequéncia i.i.d., no sentido de conseguirmos um

cota inferior e uma superior para o conjunto que estamos calculando.

Consideremos primeiramente uma sequéncia de variaveis aleatérias Z,, € R, tal que

Z, tem distribuicdo p, e logaritmo da funcao geradora de momento

An(N) := InE[e*n].

Daremos agora algumas defini¢oes, as quais iremos usar no enunciado.

Definicao 1.4.1. Seja y € R ¢ um ponto exposto de N*, se existe A € R e para todo

x # vy tal que
Ar — AN (y) > Az — A*(x), (1.58)

0 y que satisfaz (1.58) é chamado de um hiperplano expositor

Definig¢ao 1.4.2. Uma fung¢io convera A : R — (—o0, +o0] é essencialmente suave

se:
1. DY € nao-vazio;
2. A(x) é diferencidvel em DY;

3. limy, 100 A'(An) = +00, sempre que N, € uma sequéncia de pontos em DY convergindo

para um ponto de fronteira de DY.

Enunciaremos agora o resultado que estende o teorema de Cramer.
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Teorema 1.4.3 (Teorema de Géartner—Ellis). Seja Z, € R uma sequéncia de v.a.’s,
tais que Z, tem distribuicdo p,. Suponhamos entao que para cada A € R o logaritmo da

fungdo geradora de momento definido como o limite

A(N) := lim 1An(A)

n—+oo n,
existe como um numero da reta real estendida, e suponhamos também que a origem pertence
a DY. Tomando A* como sendo a transformagdo de Fenchel-Legendre de A, valem
a) Para qualquer conjunto fechado F' C R,

1
lim sup — In p,, (F') < — inf A*(z). (1.59)

n—oo N zeF

b)Para qualquer conjunto aberto G C R,

lim inflln wn(G) > — inf _A*(z), (1.60)

n—oo 1 z€GNF

onde F € o conjunto dos pontos expostos N*, os quais o hiperplano expositor pertence a
o

DX.

c)Se N é essencialmente suave, semicontinua inferiormente, entao o P.D.G. vale para a

fungdo taxa bem comportada AN*.

Observemos que na hipdtese assumida neste teorema, se tomarmos Z,, como sendo

a média empirica de uma sequéncia de vetores aleatérios X; € R i.i.d., ou seja

Ly = X

n
J
=1

1

"

para todo n € N, entao vale que

lA (n\) = 1 InE |exp n)\l iX~ = lln (E [eAXan =InE [e’\Xl} :
" n n ! n

n i—1

A partir disso, segue teorema de Géartner-Ellis que quando consideramos uma sequéncia

i.i.d. de variaveis aleatorias, conseguimos encontrar uma cota inferior e outra superior.
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2 Perda em Grandes Portfélios de Crédito de

Risco

Para comecar esta secao, devemos primeiramente nos fazer a seguinte pergunta:
'O que sao Portfélios de Credito de Risco?'. Podemos responder isso da seguinte forma: E
uma cole¢ao de atividades financeiras de uma instuicdo financeira que podem gerar perdas
financeiras para o mesmo. No caso em que estudaremos nesse capitulo, essas atividades

financeiras serdo os empréstimos realizados a milhares ou milhdes de entidades.

Estaremos interessados em estudar eventos que acontecem raramente, mas que
geram perdas financeiras significativas ao banco. Sao os eventos em que devedores,
entidades que pediram empréstimo, nao conseguem pagar o que devem até data pré-
fixada no contrato, dando assim um calote no banco. Determinaremos a distribuicao de

probabilidade dessas perdas, por meio do uso da teoria de grandes desvios.

2.1 Modelagem

Comegaremos agora a modelagem do nosso problema, que sera estudado neste

capitulo. Para isso usaremos as seguintes notagoes:

1. n:= Numero de devedores expostos no portfélio.

2. Y,:= Indicador de nao pagamento, ou seja Y, = 1, se nao houve pagamento divida e

Y. = 0, caso o pagamento da divida for efetuado.

3. py:= probabilidade do k-ésimo devedor nao efetuar o pagamento, isto é, p,, = P[Y; =
1]

4. ¢j:= perda gerada pelo ndo pagamento da divida do k-ésimo devedor.

5. L, = >} ¢;Y;:=Perda total gerada gerada pela falta de pagamento.

Noés estamos interessados em estimar a probabilidade da calda P[L,, > [,,], em um
regime de grandes perdas [, e em consequéncia disso calculamos também os raros eventos
de grandes perdas que acontecem por causa de um grande nimero de devedores e multiplas

faltas de pagamento dos mesmos.

Por simplicidade, consideraremos um portfélio homogéneo onde todos os p; sao

iguais a pec, =1, para k=1,...,n. A dependéncia entre os devedores serd modelada por
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meio da dependéncia entre os Y. Essa dependéncia serd introduzida através da seguinte

maneira: cada indicador de nao pagamento sera definida como
Y}g = 1{Xk>mk}7k: 1,...,n (2.1)

onde cada X tem distribuicao normal padrao e x; foi escolhido de tal forma que z =
P11 —pp) = —P ' (pr), onde ® distribuicio acumulada da normal padrao. Denotaremos
também por ¢ = @’ a funcao densidade de probabilidade da normal padrao. As correlagoes

entre as Xy, as quais determinaram a dependéncia entre as Y}, serdo especificadas através

de
Xy =pZ +\/1—p?ep,k=1,..,n, (2.2)

onde Z tem a distribuicdo normal N'(0,1) e (éx)req1,..,n} sd0 i.i.d., com distribuicao N(0, 1).
Assumiremos que Z e € sao independentes uma das outras para k = 1,...,n. Chamamos
de Z o fator de risco sistemético (uma parte dos risco que esta além do controle do
banco, exemplos: catastrofes naturais,corrup¢ao politica,...) e €; é o risco associado ao
k-ésimo devedor. A constante p € [0,1) é o grau de dependéncia sobre a variavel aleatéria
Z. Observemos que Xy, definida dessa forma se mantém um v.a. com distribuicao normal
padrao, pois
E[Xy] = pE[Z] + /1 — p?Elex] =0
o(Xi) = E[X;] = E[(p2)*] + E[2(p — p*) Zey] + E[(1 — p*)(&r)’] = 1

e como a soma de duas normais ¢ uma normal, segue que que X}, tem distribuigao N (0, 1).

As préximas subsegoes estarao focadas em estudar a independéncia entre os deve-

dores (p = 0) e o caso de dependéncia entre os devedores (p € (0,1)).

2.2 Devedores Independentes

Suponhamos que p = 0, notemos que pela equacao (2.2) vale X = ¢, portanto
as Xy sao i.i.d. e disso concluimos que as Y} serao i.i.d., com distribui¢ado binomial com
parametro p. Tomando [, tal que l;” — q € (p,1), entao S.P.G. podemos considerar
l, = ng. Definindo F' := {x;z > ¢}, temos por 1.3.5, item b), que para z > p, vale que A*
é nao-decrescente, disto vemos que infyerp A*(A) = A*(¢) e de maneira similar vemos que
infyepo A*(N) = A*(q). Por (1.40) e pelo Teorema de Cramer, temos entao que
lim llnIF’ [Ln > q} = lim llan’ {Ln € F] =g¢qln (g) +(1—¢)In (1—@1) .

n—oo n, n n—oo n, n — p

2.3 Devedores Dependentes

Recomendamos ao leitor deste trabalho, a prévia leitura o Apéndice C, para que
possa ter um entendimento prévio do por que podemos fazer as contas a seguir, a partir
da definicao C.1.1.
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Para comecarmos, seja B a o-algebra de Borel na reta. Para dados k € Ne B € B,

consideremos a seguinte probabilidade condicional
Plex, € B|Z], (2.3)

assim vemos que conseguimos uma familia {¢y 5} pep (ver Teorema C.2.1) de funcoes

Borel mensuraveis em R, onde B representa a o-algebra de Borel da reta, tal que
]P)[Ek € B‘Z] = gOka(Z)

Segue de C.5 que esta familia satisfaz a definicdo C.3.1, para ¢, dado Z. Pelo Teorema
C.4.2 e da definicao C.3.2, existe By € B, tal que P[Z € By]=1¢e

Plex € B|Z = 2] = AliIEOIP’[ek € B|Z € 1] para todo z € By, (2.4)

onde I, é um intervalo contendo z, A, é o tamanho do intervalo I, e Ple, € B|Z = z| =
vk B(2). Como P[Z € I,] > 0, entdo para dado z € R vale

lim Ple, € B|Z € I,] = Ple, € BJ.
A,—0

Assim vemos que
vr.5(Z) =Plep € B] q.t.p..

Entao sem perda de generalidade tomaremos
or B(2) = Ple, € B] para todo z € R,
em particular temos

Plex € B|Z = z] = Plex, € B] para todo z € R.

Com isto feito, consideremos p > 0. Assim dado k& € N, tomemos p; dada pelo
Teorema C.2.1, com relagao variavel aleatoria 1yy,—;; dada Z, temos novamente pela

definicao C.3.1 que
pk(2) =PY, =172 = 2] = P[ Xy > 24| Z = z].

Segue do Teorema C.4.1 que

pr(z) =P [pZ + Mek > —®l(p)|Z = z} =P [pz + mﬁk > _(I)l(p)] .
Portanto concluimos que
pz+ 0 (p)
pu— @ —_— .
Pr(2) ( N

Como a igualdade acima independe de k € N, definimos entao a fungao
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Para que os eventos {L,, > [,} se tornem raros e também nao impossiveis a medida
que n tende ao infinito, vamos assumir que % ira se aproximar de 1 por baixo. Definimos

entao em particular que
l, =ng,, com g, /1, quandon — oo e g, < 1. (2.6)
Vamos assumir que ¢, converge para 1 tal que
l1—q,~n"% coma<1, (2.7)

onde o simbolo f(z) ~ g(x) significa que

-

lim @ =1.
T——+00 g x)

Faremos agora um resultado de grandes desvios para regime de limite de grandes perdas.

—~

Teorema 2.3.1. Consideremos um modelo de fator unico de um portfélio de risco de

credito, modelado por 2.2, e com o regime limite l, como em 2.6-2.7. Temos entao que

1 1— p?
lim — InP[L,, > ng,| = —a P (2.8)
Inn p
Demonstracao: Primeiramente mostraremos o limite inferior
1 1 — p?
liminf — InP[L,, > ng,| > —a v (2.9)
n—oo lnn p

Notemos primeiramente que como p é uma bijegao crescente de R em (0, 1), segue
que para cada z,, existe um tnico ¢,, tal que p(z,) = ¢,. Mostraremos agora que para

todo n € N, vale que
P[L, > ng,| > P[L, > ng,|Z = z,|P|Z > z,]. (2.10)
Com efeito, notemos que fixado z € R, a fungao dada por P[L,(z) € B|Z = z| =
P[L,(z) € B], onde
Ln<2) = Z Yk(Z),
k=1

_ ; o 1
com Y(z) = 1{pz+\/@ek>—¢*1(p)}’ satisfaz a definigao C.3.1. Logo vale que P[L,(z) € B]
é uma distribui¢ao condicional (regular) para L,(z) dada Z. Segue entdo do Teorema

C.4.1 que

P[L,(2n) > ngn|Z = z,|P[Z > z,] = P[Lyn(2n) > ngu|P[Z > 2,] = P[Ln(20) > ngn, Z > z).

1

Aqui estamos considerando apenas a defini¢do C.3.1, pois é mais conveniente assim, entretanto podemos
entender P[L,(z) € B] como sendo a familia de fungdes Borel mensurédveis dadas pelo Teorema C.2.1,
para L, (z) dado Z, onde a construcao desta familia é feita de maneira andloga construgao que fizemos
para ¢ dado Z.
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Observemos que pelo fato de L, (s) < L,(r), se s < r, segue que {L,(z,) > ng,, Z >

zn} € {L, > ng,}, com isso concluimos a validade de (2.10).

Notemos agora que quando fixarmos Z = z,, as variaveis aleatérias Y}, ficarao

dependendo s6 das €, assim vemos que elas sao independentes e observando que

PIY (za = 1] = P [z + /1= g > —04(p)| = plza),

concluimos que elas sdo identicamente distribuidas. Portanto L, (z,) é uma binomial de
parametros n, g, e como g, — 1, segue de (GREENBERG; MOHRI, 2013) e do Teorema
C.4.1 que
1
P[L, > ng,|Z = z,] = P[Ly(2,) > ngn|Z = z,) = P[Ln(2,) > ng,] > 7 (2.11)

para n suficientemente grande.

Como ¢, tende a 1 quando n tende ao 400, vemos que z, tende a +oo quando

n tende a +o00. Pelas hipdteses que temos e usando o fato que 1 — ®(x) ~ @ quando

xr — +00. Segue que

nt @t
nt~1—qg,=1-p(z,) = —¢<M> ~

Vi-p2 1 Xp{_;<pzn+¢>1(p)>2}’
)

(S
pPzn + (I)(p> V2T

logo

~ e
P+ O() VaT
Portanto temos que dado € € (0, 1), vale que

VI—=p2 1 1 1(p)\?
Pzn + (I)(p) V2T

2
para n suficientemente grande. Logo existe R > 0, tal que

1 222 L -1
alnn—fpzn —pZ(I) (p>—ln zn—i—w
21—p? 1—p? p

VT { 1 <pzn + o (p)
n Y X —_—— .
2

l—e<n

entao tem-se

! (p) PZ7L‘I>_1 (P)
20— ((I(m+50) =R RN 2
Inn Inn Inn Inn

P 1(p) zn® 1 (p)
21— p7) (et *52) e L
Inn Inn Inn ’

Mostraremos agora que os termos

In (Zn + <I>’;(p)> pzn<1>‘;(p)

1—p
Inn Inn
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tendem a zero quando n — +o0o. Com efeito, notemos que se p < %, entao ®1(p) < 0,

logo
pzn® L (p) In (Z'n, + <I>*1(p)>

—p2
1=p <0e L
Inn Inn

>0
para n suficientemente grande. Logo

-1
2 21 — p2 M R
Zn < ( p)(_2 1—p? + +al.

Inn p? Inn Inn

Como % — 0, quando n — +o0, vale que existe C' > 0 tal que

-1
22 2(1 — 2 Pznqi (»)
< ( pzp) (—2inf;j+c+a . (2.12)
Notemos que
R P71 1
i —o P @) Inn (2.13)

pzn® " L(p)
1

02 ~ . A .
—>— ndao converge para zero, existe uma subsequéncia z,, tal que

assim vale que se —;
n

22
L SN +00.
Inny,

Segue de 2.13 e de 2.12, que para k suficientemente grande vale

2 '(p)
2 2 Py @ \P) 2
z 2(1 — v z
mo A 2p) 2 L Otal| <

In ny, p In ny, In ny,

pzn® L(p)
. . -2 ~

o0 que seria um absurdo. Esse absurdo acontece se assumirmos que —j-~— nao converge

pzn® " L(p)

’ 2 .
para zero. Logo concluimos que —j-2— converge para zero. Segue de L’Hospital que

ln(z—f-m) 0

. p
zEI—POO 2d-1(p)
1—p?
e pelo fato de
pzn®~!(p)
1—p2

— 0, quando n — 400
Inn

segue que

i+ 25)

— 0.
Inn

Se p > %, entdao ®!(p) > 0, logo existe 0 < S < 400 tal que

n

-1 2 ®—1
2 _21-p}) ( In (2 + T52) el . R
Inn Inn Inn

+a) < S,

Inn p?
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In (zn+ (p) )

Inn

para n suficientemente grande. Entao por argumentacao andloga, vemos que se
pzm—; (»)
e —.2— nao tendem a zero quando n — +o0, terfamos que existe uma subsequéncia ny,

tal que

22

— 400,
Inn, N

o que seria um absurdo, pois assim teriamos que S = +o0o. Portanto concluimos que

n(z + (P)) pzn<1>_1(p)

e 11;22 tendem a zero quando n — 400. A partir deste fato demonstrado,

Inn
VEeIos que

2 1— 2
lim “n_ Qa( P )
n—oo lnn p2

Observando entao que

Znt1 1 1
PZ >z >2Plzn+1>22>2,] = /Zn o(x)dx > mexp{—§(zn +1)%},

segue entao 2.10 e 2.11 que

1 InPZ > Inl
hmlnfl—lnIP)[L >nqn]>hmmf<n [ —Zn]+ n4>

n—oo Inn Inn Inn
In— 1 1)? 1—p?
> lim inf van _,m = —a d )

n—+oo | Inn 2 Inn p?

Com isso demonstramos (2.9). Vamos iniciar agora a demonstragao do limite superior

L—p
.

1
limsup — InP[Z > z,] < —a
n—oo 1NN p

(2.14)

Com efeito, comecaremos introduzindo a seguinte funcao
(0, 2) = WmE["*Z = 2] = mE[1+ Y, (¢ = 1) |Z = 2] = In(1 — p(2) + €’p(2)). (2.15)
Observemos agora que para todo € > 0 vale que
L —ngu0) < ePEnnan)
logo temos para 6 > 0 que
E (112, -ng,>0|Z| < E[e"UFn 0| Z] = P[L,, — ng, > 0|2] < E[e/1Fn—man) | 7],
Agora observemos que pelo Teorema C.4.1, segue a seguinte cadeia de igualdades
E |¢f|Z] = ane‘”E (1., |2 = 269’]1” = i|Z] = zn:e(%]P’ [Lo(Z) =i]% =
i=1 —

Aqui estamos considerando como sendo a familia de fungoes Borel mensuraveis dadas pelo Teorema
C.2.1.

2
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fjle""p(Z J'(1—p(2)"" = ("p(2) + (1 = p(2)))" = (E[e™]2])" = "' ®2),

Temos entao para 8 > 0 que

P[L, — ng, > 0|Z] < e ™" E [H e’

i=1

Z] = ¢ 00 -T(0:.2)) (2.16)

Definiremos agora a funcgao

I*(q. z) := sup[fg — T'(0, 2)], (2.17)
>0
logo
P[Ln — Ngn > 0|Z] < e*”F*(Qn,Z)'
Consideremos agora a fungao
g(0) :=0q —T(0, 2), (2.18)
assim

oo 4 — ap(2) + qp(z) — €'p(2)
A e R O

Disto conseguimos que

+ ln p(z)

—-q
+1n 2 p<Z> (2.19)
+

<0, se&>lnp(q
/
g(0) =0, se 0 =In 1
_q
(

1—q
1-p(2)
1—

>0, se ) <In In E

p(z)

Notemos agora que se ¢ < p(z), entao

1 —p(z)
p(2) l1—gq =0

segue de (2.19) que I'*(g, z) = 0. Agora se ¢ > p(z), entao

¢ 1 p(2)
p(2) 1—q

> 0,

entdo novamente de (2.19), segue que I'*(¢q,2) = ¢ ( n -4 %ﬂ”). Portanto vale

. =0 ,se ¢ < p(2)
(g, 2) .
=qln 15 + (1—¢)In oy o seq> p(2).
Tomando agora
Fo(2) = —nl™(gn, 2), (2.20)

temos por (2.16) que
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E[P[L,, — ng, > 0|Z]] < E[e=™"@2)] = P[L,, > ng,] < E[e(?)].

Notemos agora que como p > 0, p é uma funcao crescente de z, entao dados 2o > 21,

vale para 6 > 0 que
1 —p(z) +e’p(22) — (1 —p(21) +€p(21)) > 0 =T(0, 2) — (0, z) >0,

disso concluimos que I'" é uma func¢ao nao-decrescente em z, para # > 0. Assim vemos que
['* é uma fungao nao-crescente em z, para todo ¢ € [0, 1], e disto podemos concluir que

F,.(z) é uma fungao nao-decrescente nao positiva que atinge seu valor maximo em 0.

Mostraremos agora que F,, é cdncava. Lembrando que p(z,) = ¢,, vemos facilmente

que F), é diferenciavel nos intervalos (—oo, 2,,) e (2, +00), com

) — p2+ ')\ (¢  1-qn p

Fulz) = w( V1—p? )(p(Z) 1—:/9(2)) V1—p¥ (2.21)
se z € (—00,2,) €
Fl(z) =0,

n

se z € (2, +00). Observando que

F - F
lim n(z) = Flzn) = lim F!(z) =0= lim :

2=rzZn Z = Zn Z—2n 2=zt Z — Zn

podemos entdo concluir que F,, é diferenciavel em z,, em particular vemos facilmente que
ela ¢ C'. Como F/(z) é nao-crescente em (—00, z,), pois p é uma fungio crescente em
(=00, 2,), € como em [z,,00) vale que F) é constante, segue da continuidade de F) que

ela é nao crescente e portanto F;, é uma funcao concava.

Consideremos entao a medida IP,, dada por

dP, 1

i 2
T = P (uZ = 5p),

notemos que por argumentacao analoga a utilizada no Teorema de Cramer que P, ¢ uma

medida de probabilidade. A esperanca de PP, sera denotada por
E,[V] = /Q YdP,.
Temos entao
E [an(Z)] —E, [an(Z)fuZ+%u2] '
Pelo fato de F, ser concava, segue que
Fo(Z) < Fo(p) + EL(1)(Z = ),

assim

E [an(Z)} <E, {an(u)+(F£(u)*u)quFA+%u2} _
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Observemos agora que para z — —o0, vale que

(ya%;) ) 11—_;(,2)) e

segue entao de (2.21) que F)(z)—z > 0, para z suficientemente pequeno e agora observando

que para z > z, vale F)(z) = 0, segue que F/(z) — z < 0, para z > z,. Portanto temos

por continuidade que existe p,, tal que F (u,) = p,. Entao vale que

P[L, > ng,] < E[ef(2)] < eFrlum)=gm

Mostraremos agora que &% — 1, quando n — +o00. Para isso mostraremos que
dado 0 < € < 2, vale para n suficientemente grande que z,(1 —€) < p, < z,. Notemos

que ¢ suficiente mostrar que
Fr,z(zn(l —€) = zn(1 =€) > F(1tn) — pin > F(2n) — 2n,

pois F!(z) — z é a derivada de uma funcao concava diferencidvel e portanto nao-crescente.

Observemos que como F)(z,) =0 e 2z, — +00, quando n — 400, temos
Ey (i) = pn =0 > F)(2n) — 20

para n suficientemente grande. Mostraremos agora que F! (z,(1 —€)) — z,(1 —€) > 0 =

F! (i) — pon. Com efeito, consideremos primeiramente o limite

lim (P%(l —9 +¢1<p>> exp [ 1 <p+<ﬂp>>> 1 <pzn<1 — o) +¢1<p>>>2
nmo L pze+ ¢ H(p) 2\ VI-p? 2 N

e observemos que termo

pzn(l—€) + ¢ (p) .
( Pz + ¢~ 1(p) )ﬁl ’

quando n — +00, € 0 termo
(02n€)* = 2(pzn)’€ — 2pzpe™" (p) — —00,

quando n — +o00. Portanto podemos concluir que o limite acima é igual a 0. Lembrando

agora que 1 — ®(x) ~ elz) quando x — oo e observando que

wcaw*@v O%wﬂw*@v
Vi-r Vi-p?
<pzn+¢‘1(p))> © <;WJM>
\/ 1—p? \/ 1—p?

<pznszn—+e>¢+l<(b;<p>> . (_; <p+1¢¢%p<p>> ) . (Mu %ﬁ—wp))f) |
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tem-se que

lim L= p(zn) =
e T T — 4

o <p2n+¢1<p>>> (pzn<1—e>+¢1<p>>> - o (pzn+¢1<p>>) <pzn<1—e>+¢1<p>)>
1 — p(2n) Vi-r? Vi-p? Vi-p? Vi-p?

1m
n—=+000 1 — p(2, (1 —€)) (pzn+¢1<p>>) o (pzn<1—e>+¢1<p>>> (pzn+¢1<p>>) o (pzn<1—e>+¢1(p>>)
\/1pr \/1pr \/ 1—p? \/1—p?

=1%x0=0.

E também temos que

T L e o el 1) MY
ntoo p(zn(1 =€) moteo =141 — p(z(1 —€))

lembrando que p(z,) = ¢,. Notemos entdao que valem:

1. 2 — 400,

In

]

2. (/wn(l—dﬂfl(p))) — 400,

\/ 1—p?

dn _ 1—qn 1
3. Gty — ) > b

quando n — 4o00. Segue entao de (2.21) que para todo M > 0, vale que existe ny; € N,

tal que n > ny; implica que
Mv1Inn < F)(z,(1 —¢)).

Lembrando que

2 1 — 2
a9, (L= p7)
Inn p?

quando n — +oo0, segue que z,(1 — €) = O(v/Inn), ou seja existe Ny > 0 tal que
zn(1—€) < NoVinn,
para n suficientemente grande. Logo temos para n suficientemente grande que
Fl (21 = €)) = 201 = €) = Fl(jin) — fin.

Portanto concluimos que 2= — 1.
Como F,, é nao positiva, segue que
1 1

1 1
limsup — InP[L,, > ng,] < limsup — In e =2 < lim sup —(—=p?) =
n—-+oo ln n n—-+oo ln n n—-+o0o ln n 2
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1 2 1 — 2
~ 2 lim o= —a&.
2 n—=+oo Inn p?
Com esta ultima desigualdade concluimos a nossa demonstragao. O]

Caso o leitor tenha interesse em continuar seus estudos nessa area, indicamos
ao mesmo que veja o artigo Large Deviations of Multifactor Portfolio Credit Risk(ver
(GLASSERMAN; KANG; SHAHABUDDIN, 2007)), no qual as notas de aula Some
Applications and Methods of Large Deviations in Finance and Insurance foram baseadas.
Indicaremos também o artigo Sharp asymptotics for large portfolio losses under extreme
risks(ver (TANG; TANG; YANG, 2019)), que é um artigo mais recente e que foi feito com
base na preocupagao com os eventos da crise econdémica que aconteceu entre os anos de
2008 e 20009.
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APENDICE A - Definicdes

Esta secdo conterd as defini¢oes de objetos que foram utilizados neste trabalho.

A.1 Definicoes da Teoria da Medida

As defini¢oes desta segao foram retiradas do livro (BARTLE, 1966).

Definicao A.1.1 (U—Algebra). Seja X um conjunto. Dizemos que uma familia X de

subconjuntos de X é uma o-Algebra se:

1. 0 e X pertencem a X.
2. Se A € X, entao o complementar de A pertence a X, ou seja A° € X.
3. Se A, € X é uma sequéncia de conjuntos entdo U,cny An € X.

Defini¢ao A.1.2. O par ordenado (X, X) consistindo de um conjunto X e uma o-Algebra
X de X, é chamado de Espa¢co Mensurdvel. Se A € X, chamamos A de conjunto

X -mensuravel, quando a o— Algebra € fizada chamaremos A de conjunto mensurdvel.

Defini¢ao A.1.3 (Medida). Uma medida 1 é uma funcao real estendida da o-Algebra
X em [0,400], tal que

1. pu(0) =0.
2. u(E) >0 para todo E € X.
3. B, € X uma sequéncia de conjuntos disjuntos quaisquer, entdo
+00
" U E,| = Z E,.
neN n=1

Defini¢ao A.1.4. Um espaco de medida é uma tripla (X, X, u) consistindo de um

conjunto X, uma o-Algebra X de X, e uma medida pn em X.

Definigao A.1.5. Seja B o conjunto de todos os intervalos abertos (a,b) de R. chamare-

mos de o-Algebra de Borel a o-Algebra gerada por B.

Defini¢ao A.1.6 (Funcao Mensuravel). Seja f uma fung¢io de X em R é chamada de

X -mensurdvel se para todo numero real a o conjunto
{z € X f(x) > a}

pertence a X. Quando X estiver fixado, chamaremos f de mensurdvel.
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Defini¢ao A.1.7 (Fungao Simples). Uma fungao f de X em R € dita ser simples quando

pode ser escrita da sequinte forma

!
f=> ajlg;,
j=1
onde IJ; € X.

Definigao A.1.8 (Funcao Integravel). Seja f uma func¢ao do espago de medida (X, X, 1)

em R, entao:

1. Se f = 25’:1 ajlg;, com a; > 0, chamamos de integral de f o nimero real
!
/fdu = _a;u(Ey).
j=1

2. Se f € uma fungdo ndo-negativa, chamamos de integral de f o numero real ou

estendido

/fdu = sup [ pdu,
peH
onde H € o conjunto de todas as fungoes simples nao-negativas de (X, X, ) em R.

3. Se f é uma fungio arbitraria, entio f = ft — f~, onde fT = max{0, f} e [~ =

max{0, —f}. Dizemos entao que f é integrdvel quando
JffdueRe [ f~du R,
e definimos a integral de f como

[ rdu= [ ran— [ 1-ap.

Observacao: Na definicdo acima no caso 2, a integral pode assumir o valor +oo.

Definicao A.1.9. Chamaremos de espaco LP, o conjunto

(X, X, u) :={f: X — R; f é mensurdvel e ||f||, < 400},

il = ([ 1)’

Defini¢ao A.1.10 (Medida o-Finita). Dizemos que pu é uma medida o-finita quando

onde

existe uma sequéncia E, € X tal que X = Upen € u(E,) < +oo
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A.2 Definicoes de Teoria da Probabilidade

As definigoes desta segao foram retiradas do livro (CHUNG, 2001). Entao sejam (2

um conjunto e F uma o-Algebra de Q.

Definigao A.2.1 (Medida de Probabilidade). Seja P um medida no espago mensurdvel
(Q, F). Dizemos que P é uma Medida de Probabilidade quando P(2) = 1.

Definigao A.2.2 (Varidvel Aleatéria). Uma Varidvel Aleatoria Real é uma fungio f
com dominio em Q e contra-dominio R, tal que para cada B € B, onde B € a o-dlgebra de

Borel, tem-se
{weQ; flw) e B} € F.

Definigao A.2.3 (Esperanga). A esperancga de uma varidvel aleatoria Y, quando existir,

sera dada por

E[Y] = / Y dP

Definicao A.2.4. Seja A uma colegao ndao vazia de conjuntos de (2. Dizemos que A € um
corpo, se satisfaz:

i)Fe A= E° € A.

i)k, e A,y e A— EyUFEy, € A

Definicao A.2.5. Sejam X eY duas varidveis aleatorias definidas no mesmo espago de
probabilidade (2, F,P). Uma funcio P[X € B|Y =y], definida para B boreliano e y € R
sera chamada de distribuic@o condicional para X dada Y, se:
(1) para todo y € R fizo, P[X € B|Y = y| define uma probabilidade em B, a o—dlgebra de
Borel em R.
(ii) para todo B € B fizo, P[X € B|Y = y] é uma fun¢io mensurdvel de y e para todo
(z,y) € R?

/y PIX <alY =t]ldu=P[X <z, Y <y.

onde 1 € a probabilidade induzida por P[X < z|Y =t].
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APENDICE B - Teoremas

Esta secao conterd os resultados que foram utilizados neste trabalho, das areas da
teoria de Probabilidade e Teoria da Medida.

B.1 Teoremas de Teoria da Medida

Para mais detalhes e demonstragoes ver (BARTLE, 1966).

Teorema B.1.1 (Desigualdade de Holder). Suponhamos que 1 < p < +oco ep~t4q7 ! =1.

Se f e g sao fungdo mensurdveis em X, entdo

Fglle < 11 f1lpllgllq-

Teorema B.1.2 (Teorema de Fubini). Sejam (X, X, tin), s (X, X, i) espagos de
medida o-finitos e Z a o-dlgebra gerada pelos conjuntos Ay X ... x A, com A; € X;. Se

m € a medida produto de iy, ..., b, em Z e fuma funcao Z-mensurdvel e integravel com

/fdw:/.../fdul...dun.

relagcdo a ™ entao

B.2 Teoremas de Teoria da Probabilidade

Para mais detalhes e demonstragoes ver (CHUNG, 2001).

Teorema B.2.1. Seja {u,} uma sequéncia finita ou infinita de medidas em (R,B).
Entao eziste um espago de probabilidade (Q, F,P) e uma sequéncia de varidveis aleatorias

independentes { X, } definidas neste espago, tal que X,, tem distribuicio p,,, para cada j.

Teorema B.2.2. Seja X uma varidvel aleatéria no espago de probabilidade (Q, F,P), tal

que X induz o espago de probabilidade (R, B, ). Se f uma fungao Borel mensurdvel, entdo

| #00a = [ fa)dn.

Teorema B.2.3. Sejam v e pu duas medidas de probabilidade definidas em wma mesma
o—Algebra F, que é gerada pelo corpo Fy. Se u(E) = v(E), para todo E € F,, entdo
w=vemF.
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Teorema B.2.4 (Desigualdade de Jensen). Se ¢ é uma fung¢ao convexa R, e X e p(X)

sao varidveis aleatorias integrdveis, entao

p (E[X]) < E[p(X)].

Teorema B.2.5 (Desigualdade de Chebshev). Seja ¢ uma fungio estritamente positiva e
crescente em (0, +00), p(u) = p(—u), e X uma varidvel aleatoria tal que E[o(X)] < +o0,
entao vale para cada u > 0 que

Elp(X)]

PIX| > o < =70

Teorema B.2.6 (Teorema Convergéncia Dominada). Se lim, . X, = X ¢.t.p. ou
em medida em um conjunto E e para todo n € N vale que |X,| <Y q.t.p.em E e com
JY < +4o0, entao

lim / X, dP = / XdP / lim X,dP.
n—+oo J g E E n—+00

Teorema B.2.7 (Teorema da Convergéncia Limitada). Se lim, ,,. X, = X ¢.t.p. ou
em medida em um conjunto E e existe M > 0 constante, tal que para todo n € N wvale que
| X < M q.t.p. em E, entdo

lim / X, dP = / XdP / lim X,dP.
E E E

n—-+o0o n—-+o0o

Teorema B.2.8 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Se X,, >0 e X,, T X ¢.t.p. em

um conjunto E, entao

lim / X, dP = / XdP / lim X, dP.
n—+o Jg E E n—+oo

Observemos que o teorema da convergéncia mondtona permite que o valor da

integral seja +o00

Teorema B.2.9 (Integracao Termo a Termo). Sejam X, uma sequéncia de varidveis

aleatorias. Se
Z/ X[ dP < 400,
—~ Ja

entio >, | X,| < +00 q.t.p. em A, assim >, X, converge q.t.p. em A e

zn: /A X, dP = /A %:Xnd]P).
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APENDICE C - Esperanca/Probabilidade

Condicional

Esta segao é dedicada ao estudo da Probabilidade Condicional, que mesmo fazendo
parte da area de Probabilidade exerce um papel importante na se¢ao 3 deste trabalho,
mais especificamente na subsecao 2.3. Observando que as nossas defini¢oes e resultados da
Teoria de Probabilidade, estdao todos em A Course in Probability Theory (ver (CHUNG,
2001)), deste modo também usaremos a definigdo de Probabilidade Condicional do mesmo.
Entretanto resultados uteis ao nosso estudo podem ser encontrados em Probabilidade:Um
Curso de Nivel Intermediario (ver (JAMES, 1981)), assim mostraremos que a definigao de
Probabilidade Condicional do primeiro se relaciona com a definicdo do segundo, por meio
de funcao Borel Menstravel em R, para que desta forma mostremos que podemos utilizar

os resultados que nos ajudaram.

C.1 Definicoes do livro: A Course in Probability Theory

Definicao C.1.1. Dado uma varidvel aleatoria integrdavel Y e uma sub-o-dlgebra G da
o-dlgebra F, A Esperanga Condicional E[Y|G] de Y com relagao G é definida como
a classe de varidaveis aleatorias em §) tais que:

(a) sao G mensurdveis e

(b) tem a mesma integral e Y em todos os conjuntos de G, ou seja dado A € G e

X € E[Y|G] vale
/ YdP = / XdP.
A A

Quando G € gerado por uma varidvel aleatoria W denotaremos a FEsperanca Condicional
por E[Y|W].

Notemos que como todas as fungdes de E [Y'|G] sdo iguais em todos os conjuntos
de G, podemos concluir que elas sdo iguais q.t.p, assim usaremos E [Y'|G] para representar

uma variavel aleatdria que pertence a classe que satisfaz as propriedades (a) e (b).

Definigao C.1.2. Dado um conjunto A € F. Definiremos como Probabilidade Con-

dicional de A com relagcao a G a varidavel aleatoria

P(A|G) := E[14]0].
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Defini¢ao C.1.3. Considerando {F,; a € A} uma familia de sub-o-dlgebras de F. Dize-
mos que esta familia é Condicionalmente Independente com Relag¢do a G, quando
para qualquer colegdo finita de conjuntos Ay, ..., Ay, tais que Aj € Fq,, com os a;’s sendo

indices distintos de A, temos

P _ [IPAlg).

j=1

M AlG
j=1

Em particular quando as F,’s sao geradas por varidveis aleatorias Y,’s, dizemos que as

Y!s s@o Condicionalmente Independente com Relagdo a G.

C.2 Teorema do livro: A Course in Probability Theory

Teorema C.2.1. FExiste ¢ uma fung¢io Borel Mensurdvel em R tal que podemos escrever

E[Y|X] = ¢(X). Mais ainda, se nés definirmos a medida A no borelianos de R, por
AB) = / YdP, para todo B € B
X~1(B)

e tomando p(A) =P[Y € A], com A € B, entdo ¢ € uma versio da derivada de Radon-

Nikodym %, onde B representa a o-dlgebra de Borel.

C.3 Definicao do livro: Probabilidade: Um Curso de Nivel Inter-

mediario
Definigao C.3.1. Sejam X e Y waridveis aleatorias definidas no mesmo espaco de proba-
bilidade (2, A,P). Uma func¢io P[X € B|Y =y, definida para B boreliano e y € R, sera
chamada uma Distribuicdo Condicional (regular) para X dada Y se:
a) para todo y € R fizo, P[X € B|Y = y| define uma probabilidade em B, a o—dlgebra de
Borel em R e
b) para todo B € B fizo P[X € B|Y = y| é uma fun¢io mensurdvel de y e para todo
(z,y) € R?,

/yMXgﬂY:ﬂMHw:MXgang,

onde Fy é distribuicao de Y e a integral acima representa a integral de Riemann-Stieltjes.

Definicao C.3.2. Sejay € R ¢ B € B. A Probabilidade Condicional de X € B
dado que Y =y, € definida por

PIX € BIY =y] = lim P[X € B|Y € I,],

onde I, representa um intervalo contendo y e A, representa o comprimento do intervalo
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C.4 Teoremas do livro: Um Curso de Nivel Intermediario

Teorema C.4.1 (Principio da substitui¢ao para distribui¢do condicional). Sejam

K e W waridveis aleatdrias, o(k,w) uma fun¢io mensurdvel. Se a distribuicio condicional
de K dado W ¢é
P[K € BIW =w], Be B, w € R,

entdo a distribuicao condicional para o(K, W) dado W é

Plp(K,W) € BIW =w] =P[K € {k; ¢(k,w) € B}{W =w], B € B, w € R.

Teorema C.4.2. Para cada B € B fizo o limite na definicao C.3.2 existe quase certamente,
ou seja PY € {y € R; o limite existe em y}| = 1. Além disso, para cada B fixo o limite
¢ igual a P[X € B|Y =y|, como definida em C.3.1, quase certamente.

C.5 Relacao entre as Definicoes

Observemos primeiramente que a definicao C.3.1, nos da uma familia fungdes Borel
mensuraveis que satisfazem as propriedades a) e b), que sdo indexadas por B € B. Sendo
assim nesta subsegao veremos que a familia de fung¢oes Borel mensuraveis {¢p}gep, onde

wp ¢ escolhida de tal forma que (ver Teorema C.2.1)
pp(Y)=PX € BlY]=E [1{X€B}|Y] :
satisfaz a definicao C.3.1. Por um abuso de notagdo, usaremos
va(y) = P[X € BlY =y,

para representar a variavel aleatéria ¢p aplicada em y € R.

Mostraremos primeiramente o item a) da definigdo C.3.1. Com efeito, notemos que
se B =, entao dado A € F(X), onde F(X) é o-algebra gerada por X, temos

[ VixeqyaP = [ 1aP,
A A

assim podemos escrever P[X € Q|Y = y| = 1, para todo y € R. Agora notemos que como
l{xepy > 0, para B boreliano arbitrario, segue que podemos assumir que P[X € B|Y] > 0,
pois a menos de um conjunto de medida nula em €2, vale que P[X € B|Y| é maior que
zero, assim vale que P[X € B|Y = y] > 0, para todo B boreliano e para todo y. Agora nos
resta mostrar a propriedade aditiva, assim consideremos B, uma sequéncia de borelianos

dois a dois disjuntos, entao mostraremos que

P

XeUBnyY:y] =S P[X € B,|Y =y]. (C.1)
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Notemos que como

Zn:/AIP’[Xe Bn|Y]dP:PlAﬂ{LnJBHH ,

para dado A € F(X). Segue entao do Teorema B.2.9 que >, P[X € B,|Y] converge q.t.p.
em €, pois A € F(X) é arbitrario, e

Z/AP[X GBn|Y]dP=/AZIP[X€ B,|Y] dP.

Logo
P lX € UBn|Y] =S P[X € B,|Y] q.tp.

e portanto podemos concluir que
i [X eU By = y} =S P[X € B,|Y =],

para todo y. Portanto vemos que essa cole¢ao ¢p satisfaz o item a) da defini¢ao C.3.1.

Mostraremos agora que a colegao satisfaz o item b) da definicao C.3.1. Com
efeito observemos que a primeira parte de b) segue diretamente Teorema C.2.1. Agora
mostraremos a segunda parte, temos que

/_y PIX < 2|V = t]dFy(t) = / P[X < 2|Y]dP = P[X < z,Y < y],

Y<y

onde a primeira igualdade acima segue diretamente de (CHUNG, 2001), pagina 315.
Com isso mostramos que {pp}pep satisfaz a definicdo C.3.1, assim podemos utilizar os

resultados da secao C.3.
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