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Resumo

A primeira descrigao da saturagao Lipschitz de uma algebra foi dada por (PHAM,;
TEISSIER, 1969) e depois expandida por varios matematicos. Aqui faremos um
recap do feito por Lipman em (LIPMAN, 1975), onde este abordou de maneira
puramente algébrica (no sentido de nao recorrer para ferramentas geométricas)
o conjunto (que mostraremos ser, de fato, um anel), exibindo sete propriedades
iniciais e depois expandindo o conceito para, entre outras coisas, comparar tal
estrutura com a saturagao definida por Zariski, por exemplo. Portanto, facamos
uma revisao dos pré-requisitos e demonstraremos a compatibilidade da saturagao
Lipschitz perante inclusoes, limites e produtos diretos, funtoralidade, descidas por

algebras planas e contragoes.

Palavras-chave: Saturacio Lipschitz de Algebras, Fecho Integral de Ideais, Alge-

bra Comutativa.



Abstract

The first description of the Lipschitz saturation of an algebra was given by (PHAM;
TEISSIER, 1969) and later expanded upon by various mathematicians. Here we
will recap the work done by Lipman in (LIPMAN, 1975), where he approached in a
purely algebraic way (in the sense of not resorting to geometric tools) the set (which
we will show to be, in fact, a ring), displaying seven initial properties and then
expanding the concept to, among other things, compare such a structure with the
saturation defined by Zariski, for example. Therefore, let’s review the prerequisites
and demonstrate the compatibility of Lipschitz saturation with inclusions, direct

limits and products, functorality, descents by plane algebras and contractions.

Keywords: Lipschitz Saturation of an Algebra, Integral Closure of Ideals, Com-

mutative Algebra



1.1
1.2

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4

Sumario

Introducao . ... ...... ... . ...

PRIMEIRAMENTE, ABRIR OS OLHOS! . . ... ... ...
O local dos Anéis Locais . . . . . . . . . . . ... ...,

A propriedade universal . . . .. ... ...

CAFE DA MANHA: O PRODUTO TENSORIAL . .....
O Famoso Quem? . . . . . . ... ...
Sendo fiel ao plano! . . . . . ... ... ... ... ... ....

Estendendo Coeficientes e o Produto Tensorial de Algebras .

BRUNCH: EXTENSOES INTEGRAIS . . . . ... ......
Estendendo anéis, integralmente . . . . . . . . . ... ... ..
Como deitamos primos . . . . ... ... ... .. .......
PolinOmios exemplares . . . . . . . . .. ... ... ...

O radical deumideal . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

O PRATO PRINCIPAL: SATURACOES LIPSCHITZ

Idealmente integral . . . . . . . ... ...
Limites e sua definicao precisa . . . . . . . .. ... ... ...
Saturacao Lipschitz a /a Lipman . . . . . . . .. ... ... ..

Convidando Rudolf ao almoco . . . . . . . ... .. ... ...

REFERENCIAS . . . . . . . o e e e e e s

11

44



Introducao

A algebra comutativa esta nos encalcos de qualquer pessoa, independente-
mente de classe, género ou cor; afinal de contas, é de (quasi)-certo que “a ordem
dos tratores, nao altera o viaduto” é um provérbio presente na sociedade como um
todo (talvez mais na construcao civil). A simplicidade inicial dessas estruturas
acaba por nos disponibilizar ferramentas incrivelmente impressionantes, que vao
desde permitir o estudo de propriedades globais a partir de locais até encontrar
sujeitos aparentemente ocultos que resolvem possiveis problemas. Os primeiros
trés capitulos desse trabalho se dedicam a isso, seguindo desde os ensinamentos
provindo dos classicos, como (ATIYAH; MACDONALD, 1994) e (EISENBUD,
1999), até textos modernos como o inspirador (BOSCH, 2022).

O primeiro capitulo trata das localizacoes e algumas de suas propriedades;
apesar de nao ser o foco do trabalho, existem demonstragoes durante todo o texto

que requerem um (ou algum) contato.

O segundo e exponencialmente mais importante, introduz de maneira concisa

o produto tensorial de modulos, sendo depois expandido para o produto em algebras.

Por fim, os pré-requisitos “comuns” sao fechados com uma breve discussao
sobre extensoes integrais de anéis, que serve como introducado as ferramentas

potencialmente utilizaveis no contexto de ideais.

Falando neles, é aqui que nosso trabalho foca no tema principal. O estudo
da tal saturacao Lipschitz comecou indiretamente por Rudolf Lipschitz num
conceito que toda pessoa cujos dedos ja tocaram em um livro de analise real
conhece: o de fungoes Lipschitz. A convergéncia destes assuntos se da inicialmente
em (PHAM; TEISSIER, 1969), mais precisamente no aqui denotado Teorema 0.0.1,
cuja explicacao relativamente mais detalhada (porém ainda longe do requinte que
esta pede) aparece como Exemplo 4.4.1, que gosto de referir como uma fina camada
de tinta numa refinada tela. E interessante ao leitor que observe aquele que primeiro

nos inspirou: considere a aplicacio ¢ : A ®c A — A ®4 A; considerando o que j4
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temos feito, a saturacdo A* é, na notacao do Capitulo 4.3,
A* = {x € A;Q(z) € ker gb}
Quem indica o porqué de toda a comocao é o seguinte teorema:

Teorema 0.0.1 ((PHAM; TEISSIER, 2020), Teorema 1.2). A* é o conjunto de

fragoes de A que definem germes de fungoes Lipschitz no espaco analitico X .

O objetivo deste texto é estudar propriedades algébricas desta classe de
elementos, que surpreendentemente apresenta quase tudo que possamos pensar de
primeira, como comutar com produtos e limites diretos, condi¢oes de funtoralidade,
contragdo e mudancas de base. Todo o trabalho é baseado no tnico artigo que
contém a tao desejada visao algébrica da coisa, a saber, (LIPMAN, 1975); em
resumo, o objetivo deste trabalho é demonstrar tais propriedades, deixando de lado
causos importantes (por questoes praticas), como comparar a Saturacao Lipschitz
com a Saturacao de Zariski, apresentada por (surpresa!) Oscar Zariski', em seu
texto (ZARISKI, 1975).

Para tal desenvolvimento, sdo necessarias ferramentas como a extensao
integral de ideais e conceitos como o de limite direto; estes sdao apresentados

anteriormente a nossa acalorada discussido.

A saturacao Lipschitz pode ser e é bastante expandida quando abrimos o
leque de ferramentas; ora, apenas com ferramentas algébricas provaremos diversos
resultados e em contextos mais gerais que o inicialmente pensado no desenvolvimento
da ferramenta. E o estudo nao para: ano apds ano sao reportados resultados sobre
tal saturagao em contextos muito mais amplos que uma comparacao a ideia de
Zariski. Aqui, definimos e provamos resultados para Algebras; em (GAFFNEY;
SILVA, 2020) hd um tratamento adequado para ideais e posteriormente para
modulos. Essas ferramentas se mostram tteis pois por exemplo, nas palavras de

Thiago da Silva? em (SILVA, 2018),

“Observa-se que a geometria bi-Lipschitz é capaz de detec-
tar grandes alteragoes locais de curvatura com maior precisao
quando comparada a outros padroes de equisingularidade.”

Portanto, acabamos de comecar.

IEste que foi orientador de Lipman durante seu doutorado.
2QOrientador de quem vos escreve.
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1 Primeiramente, abrir os olhos!

1.1 O local dos Anéis Locais

A pretensao deste texto é conter o maximo possivel de informagoes necessa-
rias, sem que haja a necessidade de se pesquisar por outros resultados referenciados
em outros; entretanto, algumas coisas hao de ser levadas como referencial para o
leitor e estas estdo primordialmente contidas num curso de Algebra para gradua-
¢do. Por exemplo, ser amigo dos anéis, dos dominios, dos grupos e afins é algo
importante, pois estas defini¢oes e os resultados importantes, mas iniciais, serao

evitados.

Definicao 1.1.1. Durante todo o texto, anel serd sinonimo de anel comutativo

com unidade, a menos de explicita indicacao do contrdrio.

Moédulos serao de extrema importancia; por isso, os definimos:

Definigao 1.1.2 (R-Mddulos). Sejam R um anel e 1 sua identidade multiplicativa;
Um R—mddulo M consiste de um grupo abeliano (M, +) e uma operagao - (chamada
de multiplicagao por escalar) de R x M para M tal que, parar,s € R e x,y € M,

temos
Lr-(z4+y)=r-x+r-y
2. (r+s)-x=r-z+s-x
3. (rs)-x=r-(s-x)
4. 1.z =ux.
E direto que:
o Todo ideal de R ¢ R—moddulo.

e Se R é um corpo, entao um R—mddulo é um R—espago vetorial.
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o Todo grupo abeliano pode ser visto como Z—modulo.

De maneira parecida com a feita com anéis, podemos definir o que caracteriza uma

aplicacao entre R—modulos como um morfismo:

Definicao 1.1.3. Uma aplicagio f: M — N de R—mddulos é um morfismo de

R—modulos se para quaisquer x,y € M er € R,

flx+y) = f(x)+ fy);
flrz) = rf(x).

Um outro conceito de extrema importancia durante todo o texto é o de

R—algebras:

Definigao 1.1.4 (R-dlgebra). Uma R—dlgebra é um anel A que é R—mddulo, de
modo que ambas as adigoes (do proprio anel e da estrutura de médulo) sio iguais e

cuja operagdao por escalar, comr € R e a,b € A satisfaz
re(zy) = (r-z)y=x(r-y).

De maneira equivalente, uma R—dlgebra é um anel A munido com um

morfismo de anéis ¢ : R — A, de modo que definamos, parar € R ea € A,
r-a=¢(r)a.

Observe que todo anel pode ser visto como Z—algebra; de fato, basta
considerarmos a aplicagdo ¢ (1z) = 1z de Z em R. E valido recordar que, para

morfismos de anéis, de médulos, ou de algebras:

Definigao 1.1.5. Seja f : M — N um morfismo de anéis (ou R—mddulos, ou

R—adlgebras). Entao dizemos que

1. O morfismo f é monomorfismo se for injetivo.

2. O morfismo f € isomorfismo se for bijetivo.
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O espectro de um anel e todos os seus “participantes” também é de grande

importancia, por isso faz sentido que o explicitamos:

Definicao 1.1.6. O espectro de um anel ¢ o conjunto de seus ideais primos.
O denotamos Spec(R). O espectro maximal de um anel é o conjunto de seus

ideais mazimais. O denotamos Specm(R).

Sendo polémico ou nao, o Lema de Kuratowski-Zorn' é um grande amigo e
importante para muitos resultados, inclusive iniciais; fagamos aqui uma apresentacao
muito breve deste. O leitor curioso, caso queira, pode seguir a recomendagao dada

pela referéncia para maiores explica¢oes e contextos.

Lema 1.1.7 (Lema de Kuratowski-Zorn, (CIESIELSKI, 1997) - Teorema 4.3.4).
Todo conjunto nao-vazio parcialmente ordenado C' admite um elemento mazximal,

desde que todo subconjunto totalmente ordenado de C' admita uma cota superior
em C'.

Esse resultado é chave para demonstracao de diversos resultados, como
garantir que todo espaco vetorial tenha uma base, o Teorema de Hann-Banach
e o Teorema de Tychonoff (que garante que o produto de uma familia arbitraria
de espagos compactos é compacto). Demonstragoes e comentarios acerca desses
resultados também sao encontrados na referéncia indicada no corpo do Lema. Aqui,

nos interessa garantir que todo anel (nao nulo) terd ideal maximal:

Teorema 1.1.8. Todo anel nao nulo contém ideal maximal.

Dem.: Seja C' o conjunto de todos os ideais proprios de R e considere como relagao

de ordem nesses ideais a inclusao de conjuntos. Como R é nao nulo,

{0} S R = C#0.

'Apesar de ser menos conhecido por esse nome, o Lema foi primeiramente provado por
Kuratowski e publicado em 1922; em 1935 uma prova foi indicada por Zorn. Talvez aqui a histéria
nao tenha sido uma boa samaritana, ofuscando o nome do primeiro.
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Seja ¢’ C C' um subconjunto totalmente ordenado, isto é, que I,I' € ¢! = I C I

ou I’ C I. Assuma que C’ seja nao vazio. O conjunto

J::UI

IeC’

é um ideal proprio de R. De fato, como C’ é nao vazio, J é ndo vazio. Tome
s, € Jtaisques € [ es € I'para I, I’ € C'. Assuma, sem perda de generalidade
que I C I'. Ora,

s—sel'cJersclIcCJrecR.
Logo, J é ideal de R que é proprio pois

l1eJ = 1€, paraalgum I € ('

— [ = R.

Dai, J C C com J sendo uma conta superior para C’. Pelo Lema 1.1.7, C tem

elemento maximal o que significa R ter ideal maximal. |

Com talvez todos os empecilhios colocados em seus devidos lugares, passamos
para nosso trabalho de facto.Um conceito super importante da algebra comutativa
é o de localizagoes de anéis. Aqui, a lingua portuguesa faz uma vitima: o termo
localizagdo, neste contexto, vem como tradugao de localization e nao location, apesar
de ambas terem a mesma traducao para nossa lingua. O importante a saber é que a
primeira esta associada ao verbo localizar, enquanto a iltima a uma “posi¢ao”, como
uma coordenada. Melhor do que arremessar a definicao de localizacao, facamos de
maneira construtiva. Ao localizar um anel queremos em algum sentido torna-lo

local:

Definicao 1.1.9. Um anel é dito local se contiver exatamente um ideal mazximal.

O corpo obtido pelo quociente de um anel local pelo seu ideal maximal é
chamado corpo residual do anel. A definicao dada acima é suficiente para muitos
contextos, mas as vezes € interessante expandir a ideia por meio de resultados

equivalentes:
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Proposicao 1.1.10. Sejam R um anel e m C R um ideal proprio. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. R € anel local com ideal maximal m.
2. Todo elemento de R —m ¢ invertivel em R.

3. m € ideal mazimal e todo elemento da forma 1+m com m € m é um invertivel

em R.

Dem.: Assuma (1) e suponha que a € R ndo seja um invertivel; logo, existe ideal
maximal p C R com a € p. Adjunto da hipdtese concluimos que p = m; assim
R — m deve conter apenas invertiveis de R. Suponha (2). Ora, todo ideal préprio p
de R estard contido em m (porque ideais préprios ndo podem conter invertiveis).
Dai, em particular m serd o tinico ideal maximal em R, provando (1). Assumindo
(2) novamente, por (1), m ¢é ideal maximal e assim, 1 + m ¢ m, visto que um
invertivel nao pode estar 1la. Por hipdtese, portanto, 1 + m é invertivel. Por fim,
supondo que 1+ m é invertivel, podemos tomar x € R —m e como m é maximal,

e m gerarao R. Logo, existem a € R e m € m tais que
l=ar—m = ar=1+m = ax ¢ invertivel.

Logo, (2) esta provado. [ |

Exemplo 1.1.11 (O caso Z,)). Fixe um primo natural p qualquer. Considere o

seguinte subanel dos racionais:

m
Ly = {n EQ;m,nEZ,p{n}.

Por ser subconjunto dos racionais, Z,) ¢ dominio de integridade. Vamos mostrar
que ¢ DIP: tome a C Z,) um ideal e considere sua restricdo aos inteiros a’ = aNZ,
que ¢ ideal 14. Como Z é principal, existe a € Z tal que @' = aZ. Interpretando
este como o conjunto dos numeradores das fragdes como na definigdo acima (porém
considerando-as elementos de a), concluimos que a = aZ,) e, portanto, Z também
é principal. Agora, vamos mostrar que este € local seu ideal maximal sendo gerado

por p. De fato, observe inicialmente que % nao pertence a Z, por definicao, logo,
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p nao pode ser invertivel ali. Assim, pZ, ¢ ideal proprio em Z,). Vamos analisar

o que acontece com Zy) — pZy):

m
€Ly ~ Ly = pfmn
-1
n m
— —=(—) €Z

= Todo elemento de Z,) — pZ,) ¢ invertivel.

= Zp) € anel local com maximal pZ,).

Em particular, p ¢ um elemento primo em Z,); nao obstante, a menos de multiplica-
¢ao por um invertivel, é o inico primo (elementos primos nao podem ser invertiveis
e, portanto, devem pertencer a pZy)). Olhando agora para a decomposi¢ao em
elementos primos de Z,), podemos concluir que os ideais 14 sdo exatamente os que

ocorrem na seguinte cadeia:

Zy) D pLp) D P*Lp) O+ D 0.

Aqui vem algo super interessante: o processo que fizemos até agora foi
pegar o anel dos inteiros e “morfa-lo” num anel locall Com a forca da palavra,
localizamos Z. Apesar de neste caso termos colocado diretamente um conjunto
formidavel, existe uma maneira construtiva e direta, de se “gerar” anéis locais, isto
é, localizar anéis: sejam R um anel e S C R um subconjunto em que 1 € S e que
a,be S = ab € S. Chamaremos os subconjuntos com essas caracteristicas de
subconjuntos multiplicativos de R. Buscaremos os elementos da forma % com
re€ ReséeS; esse “anel” é nosso objeto de busca, mas precisamos ser cuidadosos

ao definir os elementos. Gostariamos que

a as a at

1S9 = A1 — — = —eque — = —,t€S.
)
S1 S9 S st

Para alcancarmos esses objetivos, vamos considerar o produto R x S e definir uma

relagao:
(a1,81) ~ (ag,s2) <= It € S tal que (ar1se —assy)t =0.

Afirmacao 1.1.12. A relacdo acima € de equivaléncia.
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Dem.: De fato, ~ é:

1. Reflexiva: Se a1 = as € R e s1 = s9 € 5, entao, com t = 1:

ai1S2 — G281 = A151 — A151

=0.
Logo, (a1,51) ~ (a1, 51).
2. Simétrica: Suponha (a1, s1) ~ (ag, s2). Portanto, existe t € S tal que

(CL182 — a281>t =0 = ta;s9 —tass; =0
= tassy —tagsy =0
— (CL281 — CL182) t=20

— (CLQ,SQ) ~ (al,sl) .

3. Transitiva: Suponha que (aj,s1) ~ (ag, s2) e que (ag,s2) ~ (as,ss). As-
sim, existem t1,to € S tais que (a182 — agsy)ty = 0 e (azs3 — agss)ta = 0.
Espertamente, podemos escrever:

(a153 — azs1) sesstity = a1S3SeSstits — azsySesstits
= (a182 — agsy) s§t1t2 + (ags3 — agss) s183t1ts
= ((a189 — ags1) t1) sata + ((ags3 — azss) ta) s183t1

0.

Logo, (a1, s1) ~ (ag, s2) e (ag,s2) ~ (a3, s3) = (ay,s1) ~ (as, s3).

RxS

Feito isso, podemos considerar o quociente “*2 (as classes de equivaléncia

da relagao no conjunto). E comum representarmos a classe de equivaléncia do par

a

(a,5) € R x S como a “fracao” ¢; intencionalmente escolhemos essa maneira de

chamar os elementos devido a facilidade para definirmos operag¢oes de modo que

tenhamos um anel! De fato, ndo é necessario muito para que definamos:

a b at—i—bs‘g é_ab

st st s t st
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A seguir teremos o cuidado de verificar que as operagoes acima estao bem definidas,

ou seja, nao dependem da escolha dos representantes.

Proposicao 1.1.13. O conjunto R x S/ ~ é um anel se munido com as operagoes
definidas acima, tendo % como elemento neutro da soma e % o elemento neutro do

produto.

Dem.: Precisamos comecgar mostrando que as operacoes sao bem definidas. Con-

sidere dois elementos de R x S/ ~:

ai a2 by by
7—767—7

s1 S2 b1ty

Existem, portanto, u,v € S tais que

(a189 — agsy)u =0

(bth — b2t1) v=0.

Escrevendo de maneira esperta, temos:

((arty + bysy) sata — (asta + basa) s1ty) uv = (aySe — agsy) uvtyty + (bity — batq) VUS| Se

=0.

O que implica em “htbisy — astotbosy
s1ty sato :

De maneira parecida, basta vermos que:

(a1b152t2 — a2b251t1> uv = (a152 — a251) UbthU + (bltg - b2t1) Vag251U

=0.

aiby
s1t1 saty ”

Logo,

Verificar que soma e produto satisfazem a associatividade, comutatividade e
distributividade é simples, pois ha uma herancga natural de tais validades provinda

do anel “original” R; com ressalva para a existéncia de elementos neutros:

a 0 a'l—O—b-O_a

-l_a

b-1 b

b1 b1 b

o
— | =
Q
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Quando nao houver problemas de entendimento, sera omitido da escrita

o simbolo “-”. Escrever, cada instante R x S/ ~ ¢ relativamente desconfortével;

denotaremos para tal S~!R:

Definicao 1.1.14. Sejam R um anel e S C R wm subconjunto multiplicativo.

Entdo ST 'R é chamada a localizagdo de R por S.

Com isso em maos, a aplicacao

7¢:R— S7'R

a
ar— —

é morfismo de anéis, denominado morfismo de localizagio e por conveniéncia

denotaremos a = 7¢(a). E fato que

at_

bt

al a
Iy

afinal de contas, estamos lidando com classes de equivaléncias. O porqué disto

valer é que:

atb — abt = abt — abt = 0 — g:a—t.
b bt

Proposicao 1.1.15. Seja R um anel com subconjunto multiplicativo S C R e seja

Ts 0 morfismo de localizacao. Entao:

1. ker7s = {a € R;as = 0, para algum s € S}.
2. 15(s) = 2 € um invertivel em ST'R para todo s € S.
3. ST'TR#£0 < 0¢8S.

4. Ts € bijetiva se S consiste de invertiveis em R.

Dem.: Facamos um por um:

a

1. Basta olharmos para a definicao de S™!R, observando que =

somente se, existir s € S tal que as =(a-1—-0-1)s=0.

0=

0
1

se, e
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® =

2. Se s € S, entao o elemento % pertence a localizagao e assim, - =7 = 1.

==

3. Veja que S™'R é o anel zero se, e somente se, + = %, logo existe s € S tal

ques=(1-1-0-1)s=0.

4. Se S contém apenas invertiveis de R, pelo item (1) concluimos que ker 7¢ = 0.

as~!

Com isso, Tg € sobrejetivo pois ¢ = %

Exemplo 1.1.16. Sejam R =Z/6Z ¢ S = {1,3,5}. Entao o nicleo do morfismo

de localizacdo 75 : R — S™'R é o ideal 2R, pela proposicao anterior.

A semelhancga com os niimeros racionais nao é mera coincidéncia:

Exemplo 1.1.17. Todo subdominio de Q é uma localizacao de Z. De fato, seja A
um subdominio; assim, 0,1 € A. Se n é inteiro positivo em A, entao por indugao
todo inteiro positivo esta 14. Como A é fechado ao tomarmos negativos, Z C A.

Seja A* o conjunto dos invertiveis de A e defina
S = A* N {primos positivos} .

Assim, S7'Z C A. Para a volta, observe que pelo que ja foi provado, podemos
assumir Z C A e assim, hd r/s € A com r,s € Z, s # 0. Podemos supor que
mdc (7, s) = 1; assim, suponha que haja k/n € A com k,n > 2 e mdc (k,n) = 1.
Pelo Teorema de Bézout, existem x,y inteiros tais que xk — yn = 1. Portanto,

k— 1
n n n

k 1
— r——y=—€A
n n

Seja p um primo que divide n, com n = pg. Dai,

1 1
—:g:q—eA.
p n n

Assim, 1/p € S e, inclusive, isso é valido para todo primo que divide n; portanto,
1 k
~eS'7Z = ~ eSSz
n n

Logo, A C S7'Z.
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Para um dominio de integridade R, denote S := R — {0}; o morfismo
R — S7'R é injetivo e, portanto, podemos ver R como subanel de S™'R. Como
todos os elementos nao nulos deste sdo invertiveis, S~'R ¢ um corpo, denotado

Frac(R) e chamado corpo de fragies de R. Observe que
Exemplo 1.1.18. Frac(Z) = (2*)"'Z = Q.

Exemplo 1.1.19. Para o anel de polindémios k[X] sobre um corpo k, obtemos

como seu corpo de fragoes o chamado corpo de fungoes racionais na variavel X
sobre k. Denotamos k(X).

E importante que tenhamos contato com a nocio de localizacio num ideal

primo:

Definigcao 1.1.20. Seja R um anel e p um ideal primo de R. Entdo R —p é um

subconjunto multiplicativo e denotamos R, == (R — p)_l R a localizacao de R em p.

Para todo ideal a C R, consideramos sua “extensao” para S~!'R:

aS™'R = {Z tal que a € a,s € S},

isto ¢, o ideal gerado por 75(a). Veja que a restrigio de um ideal b € S™'R é

definida como b N R = 75'(b). Dadas as defini¢des, temos:

Proposicao 1.1.21. Seja S™'R a localizacio de R por S C R. Entdo:

1. Um ideal a C R se estende a um ideal préprio aS™'R C S7'R se, e somente
se, SNa=10.

2. Para qualquer ideal b C S™'R, sua restricio a = b N R satisfaz aS™'R = b.

3. Se p C R ¢ um ideal primo tal que pN S =), entdo o ideal estendido pS™'R
¢ primo em STR e satisfaz pST'RN R = p.

4. Para todo ideal primo ¢ C S™'R, sua restricio p = qN R é ideal primo em
R, satisfaz pS™'R=qepn S =0.

Dem.: Facamos, como anteriormente, um a um:
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1. Seja a C R um ideal tal que s € a, para algum s € S. Logo, | € aS'R =
aS7'R = S7'R. Suponha aS™'R = S7'R; assim, existem a € a e s € S tais
que ¢ = 1. Portanto, existe ¢ € S tal que (a — s)t = 0. Entao st = at € a.

2. E claro que b C aS™'R, pois b € S™'R. Seja 2 € b. Entao

G_3% . Lca=bNR
1 1ls
— gGaS_lR
S

— bCaS'R.

3. Considere um primo p C R tal que pN .S = (). Pelo item (1) concluimos que

pS~LR é ideal préprio na localizacdo. Vamos mostrar que ¢ primo. Considere

az

o da localizagao, de modo que

elementos & e
81
aLa a
a2 pS_lR = 3t € 5, (a1a28y — aps152)t =0
5182  Sp
(Como syt ¢ p) = ajaz €p
— ay€Epouas EP

— N pST'R ou %2 ¢ pST'R
S1 S92

— pS'R é primo emS™'R.
Veja que p C pS~IRN R. Vamos mostrar a “volta”:

a
E:f,aep,ses
1 S

pEPSTRNR =
— Jte S, (ps—a)t=0
= pst=at €p
(st ¢p) = pep.
4. Seja q primo em S~'R. Logo, por propriedades basicas de ideais, p = qN R

é primo em R. Por fim, o resultado se da por (2).

A proposicao acima implica diretamente os seguintes resultados:
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Corolério 1.1.22. O morfismo canénico 7s : R — S™'R induz uma bijecio
Spec ST'R — {p € Spec R;pN S =0}
q— 75" (q)

que, junto de sua inversa, respeita inclusoes entre ideais primos em R e em S™'R.

Observe que os elementos de R, — pR, consiste dos invertiveis de R,; dai, é

fato que:

Corolario 1.1.23. Para qualquer ideal primo p de R, a localizacao R, é anel local

com ideal mazimal pR,.

1.2 A propriedade universal

Definir fielmente propriedades universais no contexto categérico demanda
certo tempo e esta fora do escopo geral do texto; dai, como texto de rodapé,
podemos relatar que uma propriedade universal define de maneira tinica objetos

a menos de um isomorfismo.

Proposicao 1.2.1. O morfismo canénico 7¢ : R — S™'R de um anel R a sua
localizacio S™'R satisfaz 7¢(S) C (ST'R)" e é universal no sequinte sentido: Dado
qualquer morfismo de anéis ¢ : R — R’ tal que p(S) C (R')*, existe um tunico

morfismo de anéis ¢’ : ST'R — R’ tal que o diagrama abairo

Ts _
R— — SR
¢ o

e
e
R

¢ comutativo. Além disso, se ¢ : R — R' satisfaz a mesma propriedade universal

que T, entdo @' : ST'R — R’ é um isomorfismo.

Dem.: Comecemos com a unicidade. Sejam a € R e s € S; dali,

a as a a

p(a) =¢ (1> = ¢ (51> = ¢ <8) p(s) = ¢ <S> = p(a)p(s)™,
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logo, ¢’ é determinado unicamente por ¢. Para a existéncia, defina inicialmente
/

© (%) — ¢(a)p(s) " paraa € Res € S. Vamos mostrar que este estd bem

definido: sejam ¢ = ’;—:, isto é, para algum t € S,

(as' —d's)t =0 = (p(a)p(s) —p(d)e(s)et)=0
= p(a)e () —p(d)e(s)=0
= (@) p(s) " =pld)p(s)”
— ¢ : ST'R — R’ estd bem definido.

Além disso, p(a) = ¢’ (%) = ¢ (75 (a)), o que implica p = ¢’ o 75. Por fim, assuma
que tanto 7g quanto ¢ sdo universais no sentido da proposi¢do. Entao, além do ja
provado para ¢', existe um morfismo 7 : R’ — SR tal que 79 = 7’ o ¢; dai, pela

ja provada unicidade

idpop=yors= (¢ or)op
ids-1ipoTs =T op= (17" 0¢)ory;

assim, ¢’ o 7' = idp e 7' 0o ¢’ =idg-1p, garantindo que ¢’ seja isomorfismo. [ ]

Vejamos que podemos utilizar todo esse trabalho para descrever localizacoes

de maneira alternativa:

Teorema 1.2.2. Sejam R um anel, F' = (f;) uma familia de elementos em R e
S C R um conjunto multiplicativo gerado por F (é, portanto, o conjunto de todos
0s produtos finitos dos elementos de F'). Fizando um sistema de varidveis T = (t;),

existe um isomorfismo canonico:

i RIT)
SR (1— fit:)

Em particular, para um unico elemento f € R, existe um isomorfismo candnico
Ry = RI)/(1 - fb).

Dem.: O morfismo canénico R — R[T]/(1 — fit;) manda todos os elementos
de S a invertiveis. Dal, se fatoriza sobre um morfismo bem definido de anéis
¢ ST'R — R[T]/(1 — fit;); com isso, é direto checar que ¢ satisfaz a propriedade

universal de uma localizagdo de R por S, obrigando ¢’ a ser isomorfismo. |
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2 Café da manha: O produto tensorial

2.1 O Famoso Quem?

Os produtos tensoriais, que aqui colocaremos no contexto de modulos, sao
ferramentas interessantissimas para diversas aplicagdes, mas a primeira vista, pode-
se ter a sensacao da “balanca de Anibis”: considere uma balanca imagindria (nao
necessariamente complexa) de dois pratos; coloque num lado o trabalho inicial para
se desenvolver e obter o produto tensorial e, no outro, uma pena. E provivel que boa
parte dos leitores de primeira viagem afirmariam que a pena seria muito mais leve
e, portanto, o produto deveria ser jogado & Ammit. E, bem, essa ndo é uma ideia
tao absurda; entenda, boa parte dos livros-textos, apos fazer boa explicagao sobre
a construcdo do produto tensorial de maneira formal, imediatamente recomendam
que tudo aquilo seja esquecido em prol de uma caracteristica inerente a este: a
propriedade universal. Assim, é recomendavel que se entre no Duat com bastante
cuidado! Para evitar que textos imensos que nao serao utilizados estejam aqui,

vamos diretamente & ideia mais utilizada (por, principalmente, facilitar as coisas).

Sejam R um anel e M, N, P trés R—mo&dulos. Uma aplicagdo f: M x N —
P ¢é dita R-bilinear se a aplicacao y — f(x,y) de N em P é R — linear para
cada x € M. Em bom portugués, f é R-bilinear se for R—linear em cada uma
das entradas x e y. O que faremos? Construiremos um “novo” R—modulo que
chamaremos espertamente de T'; que propriedade buscamos? Ora, queremos 1" tal
que toda aplicagdo R—bilinear M x N — P esteja numa correspondéncia biunivoca
com aplicagoes R—lineares T" — P, para todo R—mddulo P. Formalizaremos o

que foi dito na forma de uma proposigao:

Proposicao 2.1.1. Sejam M, N e P R—mddulos. Entao, existe um par (T, p),
onde T' é um R—modulo e ¢ : M x N — T wuma aplicacio R—bilinear, com a
sequinte propriedade: dado qualquer R—modulo P e qualquer aplicacao R—bilinear
v : M x N — P, existe uma unica aplicacio R—linear ¢/ : T — P tal que

Y=19Y"op.
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Nao obstante, essa dupla € inica a menos de isomorfismos e temos o sequinte

diagrama:

Dem.: Provermos a existéncia e a unicidade. Comecgaremos definindo C' :=
RMXN) “isto é, os elementos de C sao combinacao lineares formais de elementos
de M x N com coeficientes em R; trocando em mitdos, sao expressoes da forma
> ai(x,y;), com (a; € A,z € M,y; € N). Seja D o submddulo de C' gerado

pelos elementos dos seguintes tipos:

(z +2,y) = (z,y) — (2", y)
(@,y+9y) = (z,9) — (z,¥)
(az,y) — a(z,y)
(z,ay) — alz,y).

Considere, agora, T' := C/D. Para cada elemento (z,y) da base de C, chame
r ®y aimagem em T. Entao T é gerado por elementos da forma descrita; pelas

defini¢oes consideradas, temos

(r+2)@y=20y+2'®y
rRy+y)=ry+rxy
ar®@y=cQay = a(rYy).

Ou seja, a aplicagdo ¢ : M x N — T definida por ¢(z,y) = 2 ® y
¢ R—bilinear. Assim, qualquer aplicagdo ¢ de M x N em P se estende pela
linearidade a um morfismo de médulos ¢ : ¢ — P. Suponha que ¢ seja
R—bilinear. Pelas definicoes, ¢ se “nulifica” em todos os geradores de D e portanto,
no D todo. Dai este induz um R—morfismo bem definido ¢’ de T' em P de modo
que ¥'(r ® y) = f(z,y). A aplicacdo 1)’ é unicamente definida por esta condi¢ao e

assim, o par (7', ¢) estd justamente nas condi¢oes que buscavamos.
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Para a unicidade, nas condigoes da proposicao, substitua a dupla (P, )
por (T",¢"). Observe que conseguimos uma tnica v : 7' — T” tal que ¢’ = vy o .
Trocando os papéis de T e T', obtemos v : T" — T tal que p =+ o ¢'. Observe
que, portanto, cada uma das composicoes v o' e v/ oy deve ser a identidade e

assim, 7y é isomorfismo. [ |

Esse tal R—modulo T' construido acima é chamado produto tensorial de
M por N e denotamos por M ®g N (e como boa Matematica, em caso da nao
existéncia de ambiguidades escrevemos por pura preguica M @ N). E vélido lembrar
que um R—modulo é dito livre se tiver uma base. Observe que se M e N forem
livres com geradores (n;);cr € (m;);jes respectivamente, entao os elementos n; ® m;
geram o produto tensorial. E claro que, se M e N forem finitamente gerados, seu

produto tensorial também sera.

A propriedade universal descrita anteriormente para o produto tensorial
garante algo essencial: facilidade. Observe que se construirmos uma aplica¢ao
bilinear com dominio M x N, construimos junto disso um morfismo que sai de
M &g N. E como conseguimos escrever esse produto tensorial como miniprodutinhos
tensoriais formados pelos geradores, basta que facamos minimorfismozinhos nos
tensores elementares. O proximo teorema demonstra todas as propriedades que

utilizaremos relacionadas ao produto tensorial:

Teorema 2.1.2. Em todos os casos sejam R um anel, M, N, P R—mdaddulos, a C
R um ideal e S C R um conjunto multiplicativo. As sequintes aplicagoes sao

isomorfismos:

(M@N)@PiM@(N@P) (2.1)
R R R R
(MmM®n)@p—m®e (n®p)
R%MiM (2.2)
a®@mr— am
MNZSNoM (2.3)
R R

mnNrE—nQQm



Capitulo 2. Café da manha: O produto tensorial 28

M ® (@ NZ-) = b (M @ NZ) (2.4)

R \ier

m® (n;)ier — (M @ ny)icr

M & (R/a) = M/aM (2.5)

ma+—— am

(S7'R) @M= 57 M (2.6)
a am
~Qmi— —
S S
Homp, (M @ N, P) 2, Homp (M, Homp (N, P)) (2.7)

fr—=(nr—f(man)).

Dem.: Facamos cada um, como um tipo de “exercicio”, para nos acostumarmos
com o uso da propriedade universal. Em todos os casos, ja é adiantado que as

aplicacgoes definidas no corpo do teorema sao bem definidas.

1. Para este caso, é mais simples que comecemos com morfismos intermediarios.

Fixe pg € P e considere a aplicacao bem-definida e R—bilinear:

MxN-—MNQP
R R

(m,n) — m&n & po.
Esta induz um morfismo:
foo MON — MNP
R R R
mnr——mn pg.
Agora, considere a aplicacdo R—bilinear
(M®N> XP—M@N®P
R R R

(t,po) = fpo (t);
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que também induz um morfismo
(M®N>®P—>M®N®P
R R R R
(MmMen)@pr—mengp.

Agora, basta fazer estritamente o mesmo processo para uma aplicacao
M><N><P—>M®(N®P)
R R
que induzird um morfismo

g:MeN®P — <M®N>®P
R R R R
mRnRpr— (Mn)p.

Por fim, é direta a verificagdo que f e g sdo inversas entre si e, portanto, o

isomorfismo estd provado.

2. Considere a aplicagdo R—bilinear

f:RxM—M

(a,m) — am
que induz um morfismo
g: R %} M — M
a®@m—— am.
Para a inversa, considere o morfismo
h:M —R (%) M
mr—1®m.

Da linearidade, é direta a conclusao de que g e h sao inversas entre si e, assim,

temos um isomorfismo.
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3. Considere a aplicacao R—bilinear
f:MxN-—NM
R
(m,n) — n®m
que induz um morfismo
g MIN—NQM
R R
mEne——nQm.
Para a inversa, considere o morfismo
h:NQM — MxN
R R
nRmr— mQn.

que é o induzido de N Xx M — M ®gr N. Da linearidade, ¢é direta a conclusao

de que g e h sdo inversas entre si e, assim, temos um isomorfismo.

4. A aplicacao bilinear
(@Ml) XN — @ (M,-@N)
icl icl R
((mi)z‘e[ ) n) — (mz ® n)iel
induz um morfismo
f: (EBMZ> ®N—>@(Mi®]\7)
icl R icl R

(Mmi)er @ n— (M @)y -
Para a inversa, hd um pouco mais de cuidado: Seja j € I. Considere a
inclusao:
icl iel R
Pela R—bilinearidade da inclusao, concluimos que hd um morfismo induzido
gj, para todo j € I:

i€l
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Agora, esses morfismos induzem um morfismo “maior”, quando vista a soma

direta :

g:@(Mi%N) — <@Mi>®]\/

iel il R
(Pi)icr Z 9: (pi) -
iel
Por fim, nao ¢ dificil verificar que f e g sdo inversas entre si, terminando a

prova.
5. Considere a aplicacao R—Dbilinear

M x R/a — M/aM

(m,a) — am.
Esta induz um morfismo
f:M(%)R/u—>M/aM
m&ar—— am.
Considere, agora, uma aplicacao
gy M — M % R/a
m—m® 1,
onde a C ker(gys); assim, conseguimos um morfismo induzido
g:M/aM—>M<§R/a
m—m® 1.

Pela linearidade do produto tensorial, é claro que f e g sdo inversas entre si

e, portanto, isomorfismos.
6. Considere a aplicacdo R—bilinear

STTRx M — S™'M

a am
—m| — —.
s s
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Como ja estamos cansados de observar, esta também induz um morfismo
f:ST'TReM — S™'M
R

a
—QR@m+— —.
S S

Considerando (tomando os devidos cuidados, como ja feito antes) o seguinte

morfismo

g:S'M — SflR%M

m 1
— —— - X m,
S S

concluimos que f e g sdo inversas entre si e, assim, sao isomorfismos.

7. Seja f: M x N — P um morfismo R—bilinear; assim para todo m € M, a

aplicacao f, : n+—— f(m,n) é R—linear. Esta induz uma aplicagao
¢ : M — Hom (N, P) é R — linear.

Qualquer R—morfismo ¢ : M — M — Hom (N, P) define uma aplicagao
bilinear ¢ : (x,y) — ¥ (x)(y); logo, o conjunto @ de todas as aplicagoes
R—Dbilineares da forma M x N — P tem correspondéncia um-a-um com
Hom (M, Hom (N, P)), i.e.,

@ ~ Hom (M,Hom (N, P));
porém, pelo induzido por f, é fato que @ ~ Hom (M ®g N, P) e, assim,

Hom (M ® N, P) Z, Hom (M,Hom (N, P)) .
R
|

Com as ferramentas na mesa, estamos aptos a nos aventurar mais pelo
grande universo que é o assunto. Seja ¢ : R — S um morfismo de anéis, e
suponha que N seja um S—modulo. Podemos dizer que N também tem estrutura
de R—moddulo, bastando fazer o seguinte: se a € R e n € N, definimos an como

¢(a)n. Dizemos que esse R—mddulo foi obtido de N por restricao de escalares.
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Proposicao 2.1.3. Suponha que N é finitamente gerado como um B—mddulo e
que B seja finitamente gerado como R—mdodulo. Entdo, N é finitamente gerado

com R—mdadulo.

Dem.: Suponha que y1,...,y, gera N sobre B e sejam x1,...,x,, geradores de
B como R—moédulo. Entao, os produtos z;y; geram N sobre R (existem mn
deles). [ |

Fagamos o caminho “contrario”: seja M um R—moddulo; é fato que B pode
ser interpretado como R—modulo. Dai, podemos “gerar” um novo R—moddulo
Mp = B ®g M. Nao obstante, observe que Vby,by € Bem € M, by(by ®r x) =
bibs ®p x, portanto, Mp carrega consigo uma estrutura de B—moddulo. Esse
B—mbdulo é dito obtido por extensdo de escalares. Por fim, se {my,...,m;} gera
M sobre R, entao {1 ® m;; 1 <1i < j} gera Mp sobre B, logo a liberdade do médulo

nao se altera, independente de onde estiver. ! Vejamos um exemplo cléssico:

Exemplo 2.1.4. Quem serd Z/27 ®z 7./37Z? Comece tomando um elemento (e

aceitando um certo abuso na notagao)

a®beZ/27.®1)3Z.

Z Z
Veja que se b = 0 ou 2, entao
a®b=a®2=2a1=0®1=0.
Z Z Z Z
E se b =1, entdo b = 4 (pois estamos lidando com elementos mod 3); assim,
a®b=4a®1=0®1=0.
Z Z Z

Logo, Z/27 @7 Z]3Z ~ 0.

De maneira geral, vale o seguinte:

Exemplo 2.1.5. Z/aZ ®z 7./bZ ~ 7Z/mdc(a,b)Z. De fato, o morfismo abaixo é
Z—bilinear
¢:Z/al X Z)bZ — Z/mdc(a,b)Z

(r,s) — rs

'Quase uma diplomacia.
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pois este herda as propriedades da aritmética modular. Similarmente, é bem

definido. Entao implica na existéncia de um morfismo de Z—moddulos bem definido
Y Z/aZ @ 7)bZ — Z/mdc(a, b)Z
Z
rT®SH——TSs.
Z
Veja que v é injetivo. De fato,

rs =0 mod mdc(a,b) = mdc(a,b).n =rs

(Pelo Teorema de Bézout) = 3Jx,y € Z, t.q. (ax +by)n =rs.

Assim,

=1 ® naxr + nby
= nax @ nby

Z
= 0.

1 é sobrejetivo: basta observar que ¢ (1 ®z j) = j. Assim, ¢ é isomorfismo.

De agora em diante, faremos o uso extensivo do conceito de sequéncias
exatas. Convém dizermos inicialmente que uma sequéncia de R—modulos é uma

cadeia de morfismos de R—méddulos
fnfl 7‘ [ fn fn+l
.« o e % n % n+1 % . e e

onde os indices variam sobre uma parte (finita ou infinita) de Z.

Definigao 2.1.6 (Sequéncias Exatas). Uma cadeia de morfismos de R—mddulos

fnfl

fn fn+l
c IS M, S Mg

é dita exata se im (f,—1) = ker (f,,).
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Observe que pela defini¢do acima, um morfismo de R—moédulos f é injetivo se
e somente se a sequéncia 0 — M M for exata. Adicionalmente, um morfismo
de R—moddulos f é sobrejetivo se e somente se a sequéncia M oM 0 for
exata. As sequéncias exatas que “iniciam” e “terminam” em zero, isto é, as da

forma
0— M L M2 M — 0

sao chamadas sequéncias exatas curtas; observe que a exatidao garante que f seja
injetiva, que imf = ker g e que ¢g é sobrejetiva. Assim, para sequéncias desse tipo,
M’ é submédulo de M via f e ha um isomorfismo M /M’ ~ M" induzido por g.
Por outro lado, podemos concluir que qualquer submoédulo N C M da origem a

sequéncia exata curta
0O— N—M-— M/N—0.

Exemplo 2.1.7 (Colando sequéncias curtas). Seja ¢ : M — N um morfismo de

R—modulos. Observe entao que existem sequéncias exatas curtas:
O—>kergz§—>M£>im¢—>0eO—>im¢—>N—>N/im(b—>0
Podemos “cola-las” de modo que tenhamos uma outra sequéncia exata
0—>ker¢—>M£>N—>N/im¢—>0.

Podemos generalizar esse resultado, mas fiquemos apenas com o exemplo neste

texto.
Exemplo 2.1.8. Considere agora uma sequéncia exata

0-MAENLP_0

de R—modulos; vamos nos perguntar: quando conseguimos determinar algum dos

modulos sabendo os outros 2:

« Seconhecemos M, N e ¢, entdoimy = P ekert = im ¢; dai, P ~ N/ ker =
N/im ¢.
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e Pela injetividade de ¢, ao conhecermos N e P, conseguimos determinar

M ~im ¢ = ker .
o Em geral, nao é possivel recuperar N caso M e P seja conhecidos:

— Observe que uma maneira possivel de obter uma sequéncia exata curta

com M & “esquerda” e P a “direita” é:
¢ P
0—-M-—->MxP—-P—0

onde ¢ ¢ a inclusao e ¢ a projecao.

— Conseguimos uma sequéncia de Z—modulos
0— Z/2Z 5 7/47 % 7./2Z — 0

onde ¢ é a “multiplicacao” por 2 e ¥ é a aplicagao quociente. Interes-

santemente, Z/47 nao é isomorfo como um grupo a Z/27 x Z/27.

O produto tensorial mantém a exatidao a direita:

Proposicao 2.1.9. Seja

2.8
M’ / M e M 0 (28)

uma sequéncia exata a direita de R—maddulos e morfismos e seja N um R—maodulo

qualquer. Entao a sequéncia

feid g ®@id (2.9)

MN———— MIN ——— M"QN —0
¢ exata a direita.

Dem.: Veja que (¢ ®idy) o (f®idy) =0 = im f ®idy C kerg ® idy. Dal,

temos o seguinte diagrama comutativo:

"
M®RN gRid N M ®RN

Q|
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im (f ® idy) = ker (¢ ® idy) <= 7 ¢ injetiva.
g ® idy é sobrejetivo <= 7 é sobrejetiva.
Logo, queremos garantir que g seja isomorfismo. Para facilitar, considere:
M ®r N

(m”,n) — u(m") @n,

h: M'"x N —

onde ¢(m”) € M é uma g—pré-imagem de m” € M. Nao é dificil ver que h é
bem-definido e R—bilinear. Este trabalho se facilita ao observar que mi,msy €

g 1 (m") = mi—my € kerg = im f. Com isso, h induz uma aplicagio R—bilinear

M N
he : M" @ N —» 2 O
R im (f ®idy)
m" @n+— (m") @n,
onde
m’ @ n v (m @n s m” @n
m®nri>g(m)®n Lo, t(g(m)) ®n =m® n.
E claro que g o hg = hg 0 g = id. Portanto, mostramos o que queriamos. |

A propriedade 2.7 do Teorema 2.1.2 nos traz mais coisas interessantes:
sejam T'(M) = M @ N, N um R—mddulo fixo e U(P) = Hom(N, P). Entao
a propriedade nos garante que Hom(7' (M), P) = Hom (M, U(P)) para quaisquer
R—médulos M e P. Chamamos o funtor T de adjunto esquerdo e U de adjunto
direito. A proposicao anterior garante entao que qualquer funtor que seja adjunto

esquerdo é exato a direta (e vice-versa).

Devemos ter cuidado quanto a exatidao do tensor! O exemplo a seguir nos

mostra claramente isso:

Exemplo 2.1.10 (Cuidados ao manusear!). Tensorizar por N ndo necessariamente

mantém a exatidao! Tome A = Z e considere a seguinte sequéncia exata

O—)Z&Z
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onde ¢(z) = 2x. Vamos tensorizar a sequéncia com o Z—mobdulo N = Z/27

observando antes que para todo x ® y € Z ® N, temos:
(pRid)(z®y)=9¢(r)®id(y) =22Qy=2@2y=2®0=0,
ou seja, ¢ ® id é a aplicagao nula. Mas é claro que Z ® N # 0; dai, a sequéncia
o®id
00— 2N —27QN

nao é exata.

Logo, o funtor que tensoriza por N no geral nao é exato. E se for? Tratare-

mos exatamente disso na proxima secao.

2.2  Sendo fiel ao plano!

Podemos melhorar o que ja foi feito na Proposigdo 2.1.9 se considerarmos a

aplicacao de inclusao de algum ideal a < R com um R—modulo N:

Corolario 2.2.1. Sejam N um R—mddulo e a C R um ideal. Entao, existe um

diagrama comutativo com linhas exatas

a@g N — 5 R®s N —— Rla@r N ———— 0

0 aN N N/aN —— 0

onde 7' € sobrejetivo, T € o isomorfismo canonico e T € o isomorfismo induzido

por 7. Em particular, existe um isomorfismo canonico
R/a® N — N/aN
R
TRTrH——TIT.
Dem.: Observe que a linha superior é o tensorial da sequéncia

a— R— R/a—0
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com N sobre R. E, portanto, exata. Por fim, basta ver que o isomorfismo

7T: RN — N
R

reQr——re

mapeia a imagem de a g N — R ®pr N “para dentro” do submédulo aN C N.

Como morfismos injetivos de R—modulos nao necessariamente se mantém
injetivos apos serem tensorizados, existe um motivo para definirmos os que mantém;

chamamos estes de planos:

Definigao 2.2.2. Um R—mddulo N € dito R—plano se para todo monomorfismo de
R—mddulos M' — M a aplicacio tensorizada M' @ N — M Q@r N for injetiva.
Um morfismo de anéis é dito plano se seu contra-dominio for plano quando visto

como mddulo sobre o anel do dominio.

E claro que como boa Matematica, podemos caracterizar médulos planos

de outros jeitos relativamente mais tteis:

Proposicao 2.2.3. Se N é um R—modulo, entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. N é R—plano.

2.860 — M — M — M'" — 0 ¢ sequéncia exata de R—mddulos, a

sequéncia tensorizada em N sobre R ¢ exata.

3. Se M' — M — M" € uma sequéncia exata de R—mddulos, entdo a

sequéncia tensorizada em N sobre R é exata.

Dem.: Pela definigao de planicidade e pela Proposi¢ao 2.1.9, (1) = (2).

Suponha (2). Considere a sequéncia exata M’ LML M e seu diagrama

comutativo associado com linhas exatas:
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M’ im f 0
0 —— kerg M img —— 0

T

0 — img ——— M”

Por hipotese, obtemos:

M @r N —— imf g N ——— 0
fRidn
0 ——— kerg®g N —— M @r N —— imgQ@r N ——— 0
g®idn

0 ———— imgr N —— M"®Qr N

que também tem linhas exatas. Assim, (2) = (3).

Por fim, supondo (3), facilmente conclui-se (1). [ |

Continuando com os médulos planos, lembre-se que o cokernel (aqui de-

N
ime"

notado coker) de um morfismo ¢ : M — N é o modulo Veja que se
considerarmos as sequéncias exatas, com N plano e ¢ : M — M’ um morfismo

de R—modulos,

0 —— kerop M —2— M coker p —— 0

M ——— imp ——— 0

T

0 —— imp —— M
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e tensoriza-las sobre R com N, a exatidao se mantém. Conclui-se que o ker, a im
e o coker comutam com o produto tensorial. Aplicando o isomorfismo candnico

M ®r R —— M a R—modulos M e seus submoddulos, é direto que R é médulo
R—plano. Assim, a soma direta RY), onde I é um conjunto arbitrario de indices
é médulo R—plano (visto que hé comutatividade do produto tensorial com a
soma direta pelo item 2.4 do Teorema 2.1.2). Provamos entao que qualquer anel

polinomial em R com um conjunto de indeterminadas arbitrario ¢ plano sobre R.

Ja vimos que ser plano implica ter diversas condicoes equivalentes e in-
crivelmente isso ainda nao acabou; antes de continuarmos precisamos dar uma
“fermatizada’, pois a demonstracao do proximo resultado se baseia em propriedades

do funtor Tor, que nao cabem nesse rodapé.?
Proposigao 2.2.4. Seja N um R—mddulo.
1. Se N € plano e a € R ndo € divisor de zero em R, entio v € N e axr = 0
implicam x = 0.
2. Se R é um dominio de ideais principais, N € plano se, e somente se, ax =0

implica a =0 ou x = 0.

Fortificar a nocao de mdédulo plano nos vai abrir portas, principalmente
quando entrarmos nos estudos “especificos” deste texto! Este tipo mais forte de
modulo também apresenta uma quantidade grande de propriedades. Sendo fiel ao

texto:
Definicao 2.2.5. Um R—mddulo N ¢é dito fielmente plano se as sequintes
condigoes forem satisfeitas:
1. N € plano.
2. M@r N =0 <= M =0, para qualquer R—mdodulo M.
Um morfismo ¢ : R — R’ é dito fielmente plano, se R’ for fielmente plano

(visto como R—médulo via ¢). E claro que, se o anel for diferente de zero, um

moédulo fielmente plano sobre esse anel deve ser diferente de zero pela condigao (2).

2E sério.



Capitulo 2. Café da manha: O produto tensorial 42

Continuando a trend, podemos encontrar condigoes equivalentes para tais

modulos:

Proposicao 2.2.6. Seja N um R—maodulo. As sequintes condigoes sao equivalentes

1. N € fielmente plano.

2. N € plano e, dado um morfismo de R—mddulos ¢ : M' — M tal que
pRidy : M'"®r N — M ®r N € o morfismo identicamente nulo, o = 0.

3. Uma sequéncia de R—mddulos M' — M — M" ¢é exata se, e somente se,

a sequéncia tensorizada por N sobre R for exata.

4. N € plano e, para cada ideal maximal m C R, mN # N.

Dem.: (1) = (2). Assuma N fielmente plano. Seja ¢ : M’ — M um morfismo

de R—modulos. Entao
p=0 <= imp=20
<— im(p®idy) =imp®@ N =0

(2) = (3). Ora, a sequéncia

M ¥ M (4 M

é exata se, e somente se,

k
er;/)_o

im (¢ ® p) =0e keryp — kerg

Por hipotese,

im (¢ ®idy) o (¢ ®idy)) =im ((¢ o ) ®idy) = 0.

Além disso,

(ker ) ® N — (ker‘”) g N = vON

im imp® N
Logo, kervYy ® N =imp ® N e, portanto, a sequéncia
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Mo N —2% s MesN —2Y & M"@p N
é exata.
(3) = (1). Lembre-se que tensorizar com N sobre R respeita sequéncias exatas.
Logo, N é plano. Considere entdao um R—mddulo M tal que M ®z N = 0. Agora,

considere a sequéncia

0 M 0 2rl 00— M®zN ——0

- 0 0 0.

Por hipotese, a primeira das sequéncias acima é exata, logo, M = 0.
(1) = (4). Observe que se m € SpecmR, entdao R/m ¢é diferente de zero. Dai N

ser fielmente plano implica pelo Corolario 2.2.1:

N/mN:N%)R/m#O — mN # N.

(4) = (1). Suponha N plano e N/mN ~ N ®p R/m # 0, para todo ideal
maximal m de R. Vamos mostrar que M ®g N € nao trivial para todo R—moddulo
M # 0. De fato, seja M nao trivial e z € M — {0}. Considere M’ = Rz C M e o

epimorfismo

R— M

a+— ar.
Observe que, se a C R é o nucleo de aplicagao acima, pelo teorema dos isomorfismos,
R/a = M'.
A inclusdao M’ —— M induz um monomorfismo
(R/a)gN:M’%N%M;%)N,

pois N é plano. Com isso, basta que R/a ® g N seja nao trivial. Por definigao,
R/a ~ M' = Rx # {0}. Logo, a C R é préprio se, e somente se, existir m €

Specm R tal que a C m. Considerando o diagrama comutativo com linhas exatas:
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N/aN N/mN —— 0
por hipdotese N/mN # 0 e
(Rfa) @ N = NfaN #0,

portanto, N é fielmente plano. [ |

2.3 Estendendo Coeficientes e o Produto Tensorial de Algebras

Seja V' um espago vetorial real; defina Vo = V ®g C (chamado, as vezes, de
complezificagio de V'). Por facilidade, assuma V' finitamente gerado por uma base

(b1,...,b,). Dai, conseguimos isomorfismos de R—médulos:

™22
Ve=V®CxR'®C =~ <R®<C) 2
R R R
A partir dai, conseguimos concluir que é possivel “transformar” quase que por
completo a estruta de um médulo (aqui, partimos de um espago real e conseguimos
um espago complexo) ao tensorizar por um candidato adequado. E ainda mais

interessante é o fato de podermos generalizar o processo:
Sejam ¢ : R — R’ um morfismo de anéis e N um R'—moddulo. Veja que se
virmos N’ como um grupo aditivo munido da multiplicacao por escalares:

ra’ == ¢(r)-2',r € R,2’ € N/,

onde ¢(r)-z" é o produto em N’ como R'—mddulo, conseguimos munir N’ com uma
estrutura de R—mdédulo via ¢. Dizemos que tal estrutura é obtida por restricao de

coeficientes em relacao a ¢.

Em particular, o préprio R’ pode ser visto como R—modulo via ¢ e assim, o

produto tensorial M ®pr R’ faz sentido como R—modulo, para qualquer R—modulo
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M. Adicionalmente, podemos munir esse tensorial com estrutura de R'—mddulo:

de fato, tome r’ € R’ e considere
f:MxR — M®R
R
(m,s)—mer's
R
e o induzido
g:- MR — M®R
R R
mes — mers.
R R

Se considerarmos ¢g como a multiplicacao por ' € R’ em M ®grR’, este grupo aditivo
se torna R'—moddulo. Dizemos que M ®pr R’ é obtido por extensdo de coeficientes
em M via ¢. De maneira geral, se M é um R—moddulo e N/ é um R'—mddulo,
podemos ver M ®r N’ como R'—mébdulo ao utilizar como multiplicacdo por escalar

a aplicacao
R’ x (M@N’) — M®N'
R R
(r’,a:@y’) — @'y
R R

Proposicao 2.3.1. Sejam R — R’ — R” uma sequéncia de morfismos de anéis

e M um R—mddulo. Entao, existe um isomorfismo canonico de R"—maodulos
<M®R/) ®R”L)M®R”
R R R
(r®@d)®d — x®dd"

Similarmente, para qualquer R'—mddulo N, existe um isomorfismo canénico de

R'—mddulos
(M@R’) @N — Mg N’
R R R
(r@d)@y — rx®ady.

Dem.: O que faremos aqui nao foge do que foi feito no inicio do capitulo, quando

mostramos algumas propriedades do produto tensorial. Logo, o leitor atento deve
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estar mais do que acostumado com o procedimento: comece por fixar 3y’ € N'.

Considere, agora a aplicagdo claramente R— bilinear:
MxR — M®N'
R
(z,0) — z®dy.
A propriedade universal induz um morfismo
M@R — M@N'
R R
mea l—>m®a/y’.
Veja que esse morfismo acima é R e R'-linear; portanto, temos mais um induzido
(M@H) XN — M®N
R R
(m®ad,y)— meady,
que é R'—bilinear; continuando o processo, temos o morfismo induzido
<M®R’> QN — M® N
R R R
medy — meady.
Agora, este morfismo é iso; de fato, o morfismo
M@N' — <M®R’) ® N’
R R R
men — (m®1)®n

é a inversa procurada. Agora, para provar o primeiro resultado, basta trocarmos, no
que acaba de ser provado, N’ por R”, que é R'—mddulo pela aplicacdo R© — R”.

Temos entdo:
(M@R’) R — M& R
R R R

meadd — meadd.
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Considere um R—moédulo M e um conjunto multiplicativo S C R. Como
estd parecendo, vamos generalizar o processo de localizagao de anéis para o caso de

moédulos. Defina uma relagdo ~ em M x S da seguinte maneira:
(z,8) ~ (2/,s") <= Tt € S tal que (xs' —2's)t=0.

De maneira andloga a Afirmagao 1.1.12, ~ ¢ de equivaléncia; escrevendo 7 para a

classe de equivaléncia de (z,s) € M x S e definindo

S7IM = {x;xeM,sES},

s
é direto da aritmética desenvolvida para o caso de anéis e das propriedades dos
médulos que ST'M é ST'R—médulo. O chamamos de localizacio de M por S.

Sobre esta, podemos enunciar:

Proposicao 2.3.2. Seja S C R um sistema multiplicativo. Entao,

1. R — S7'R ¢é plano, ou seja, ST'R € plano via a aplicacio descrita.
2. Para cada R—modulo M, existe um isomorfismo canonico
M®S'R-= S 'M
R

a ax
ot~
S S

Dem.: Vamos comegar com (2). A aplicagdo R—Dbilinear
MxS'R— S™'M

a axr
T, — | r— —
S S

, entao existe t € S tal que

(IS}

a’
sl

¢ bem definida. De fato, se § =

(as' —d's)t =0 = (vas’' —xd's)t =0
ar _ad'w
s s

Com isso, a propriedade universal implica na existéncia de um morfismo

K M%S‘IR — S

a ar
TR —+— —.
s s
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Como podemos suspeitar, esse morfismo tem inversa:
Yv:ST'M — M®S'R
R
x
—— TR —.
S s

Ela ¢ de fato, bem definida. Observe que se T = ”S”—,, entao
s s m m’
(s —2's)t=0 = |azs'——a's—|t=0 = || —5's— —s5|t
S s S s

1 / /! 1 /
—(<m®)ss—(m ®,>ss)t
s s
=(ms®@1—m's®1)t
= (ms' —m's)t®1,

mas,
/ / 1 / 1
(ms' —=m's)t=0 = m®--m'®— =0
s s

1,1
= mQY-=m Q —.
s s
Portanto, M ®p ST'R ~ S~'M.

Para (1), considere o monomorfismo ¢ : M’ < M e o induzido

og : Mé — S 'Mm
m — 0<m>

S S

Esta é injetiva. De fato, com m € M’ e s € S tais que og (%), obtemos 2™ = (.

s

Logo, existe t € S tal que o(tm) = 0 e pela injetividade, tm = 0; dai,

m_tm_O_O
s ts ts o

Portanto, og é injetivo. |
Observe que é relativamente direto mostrar que médulos livres sdo planos:

Proposicao 2.3.3. Seja M; com i € I uma familia de R—mddulos, com M sendo

sua soma direta. M € plano se e somente se cada M; € plano.
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Dem.: Seja f : N/ — N uma aplicacio R—linear. Basta entdo considerar a

sequeéncia
N,®RMZ' N/®RM @(N®RM’L)
/ el
~ f%idM N/

@ (N' ®r M;) N@rM N ®@pr M;

el

Como corolario direto, podemos garantir que

Corolario 2.3.4. R[Xy,...,X,] € dlgebra R—plana.

O interessante em se localizar modulos é conseguir uma caracterizagao local
de planicidade. Este tipo de caracterizagao aparece, por exemplo, ao se trabalhar
com esquemas (mais especificamente, ao demonstrar o critério de fibras para a
suavidade); mas deixemos essa conversa para outro momento. Dito isso, os proximos

dois resultados tratam deste assunto:
Lema 2.3.5. Para qualquer R—mdodulo M, a aplicagao canonica

po: M — H M,
meSpecmR

s

no produto cartesiano de todas as localizacoes de M por ideais mazrimais m C R €

injetiva. Em particular, M =0 se My = 0, para todo m ideal mazximal de R.

Dem.: Considere x € M tal que ¢(x) é trivial, para todo m ideal maximal de
R. Logo a Proposicao 1.1.15 garante que para todo m existe a, € R — m tal que
xay = 0. Como os a,, geram o ideal unitario em R, temos x = 0. Logo, a aplicacao

deve ser injetiva.

Proposicao 2.3.6. Sejam ¢ : R — R’ um morfismo de anéis e N um R'—mddulo.

As sequintes condigoes sao equivalentes:
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1. N € plano quando visto como R—maodulo via .
2. Para todo ideal maximal w' C R', a localizagio Ny é um R—mdodulo plano.
3. Para todo ideal mazximal ' C R, a localiza¢io Ny € um Ry—mddulo plano

onde m = @~ (w’).

Se trocarmos os ideais maximais por ideais primos, as equivaléncias continuam

validas.

Dem.: (1) = (2) Sejam N um R—mddulo plano e m’ C R’ um ideal maximal.
Considere o monomorfismo de R—mdédulos M’ < M:; como N é plano, M'@r N —

M ®pg N é injetivo. Logo, R;, é plano sobre R'. Dai, o morfismo de R—médulos
M’@Nm/ —>M®Nm/
R R
¢ injetivo, pois
M' @r Nw = M' @p (N%; R;n,) = (M'®grN) % R}
M ®@p Npw = M ®p (NgR;,) = (M ®gN) ;?R{n,.

Portanto, N, € plano.

(2) <= (3) Suponha que N, seja R—moddulo plano para m’ € SpecmR’. Como
¢ induz um morfismo R, — R’,, onde m = ¢~ 1(m’), é direto que N, pode ser
visto como Ry médulo. Agora, se M’ < M é monomorfismo de Ry,—mdbdulos, a

planicidade de Ny, sobre R “gera” um monomorfismo
M’@Nm/ — M®Nm/,
R R
por definicdo. Mas, m’ e m sdo R,—mddulos. Dai,

M' ®@r Ny — M’
M@RNm/ — M

sao isomorfismos. Concluimos, entao, que

M @ Ny = (M’@Rm> ® Ny — (M@Rm> ® Ny =M @ Npy.
R R Rm R R R
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Logo, Ny é Rn—modulo plano. Por outro lado, se N, for R,—mddulo plano, com

m = ¢~ }(m’), escolha um monomorfismo de R—mdédulos
M’ — M.
Localize em m,
M, — My, como R, — mdbdulos.
Tensorize com Ny sobre Ry,
M‘{n ® Nm/ — Mm ® Nm’
R R
implica em
M @ Ny @ Ny = M), @ Ny — My @ Now = M @ Ry @ Ny
R R R R R R
Como Ny é plano sobre Ry, é injetivo. Feito isso,
M @ Ny @ Ny — M Q@ Ry @ Nw = M' @ Ny — M @ Ny
R R R R R R

= Ny é R — modulo plano.

Por fim, (2) = (1). Suponha N,y R—mddulo plano para todo m maximal de R’

Escolha um monomorfismo M’ < M; existe o seguinte diagrama comutativo:

M’ ®@r N — HmGSpecmR’ (M, ®R N)m’

M QR N (T HmESpecmR’ (M ®R N)m’

com M'®r N e M ®r N sendo R'—médulos por N e pelo Lema 2.3.5, g e h sdo

injetivas. Agora,

(M’ @r N)yy = M' @ N @ Ry = M’ @ Ny

m/ —

(M@RN)m,’iM@RN%R:n/ZM@RNm/

Logo, f,j sao injetivas. Dai, N é R—mdbdulo plano. |
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Agora, apds estarmos com a barriga cheia de mdédulos, vamos para a
sobremesa: produtos tensoriais de algebras! Sejam B,C' duas R—algebras, com
os morfismos correspondentes sendo ¢ : A — B ey : A — C. Como Be C
sao R—moddulos, seu produto tensorial D = B ®p C' existe e ¢ um R—modulo.
Muniremos D com uma multiplicacao: considere a aplicacao R—linear em cada

entrada

BxCxBxC—D
(b,c, b, ) — bb' ® e,
que pela construcao inicial, induz um morfismo de R—modulos
B(CB(C—D — DD — D.
O Katzensprung® é que isto corresponde a uma aplicacio R—Dbilinear
B:DxD—D
(bR, @) bh ®cc.

Observe que nosso arduo trabalho deu como frutos uma multiplicagdo no produto

tensorial D; essa multiplicagao no geral é dada por

(Z(bz‘ ® Ci)) (Z(b} ® c;)) = (bt ® ¢;c).

i J 1]

O que acontece com D apods ganhar essa ferramenta? Primeiramente D é um anel
comutativo com elemento neutro do produto sendo 1 ® 1. Se formos mais ousados
e definirmos o morfismo de anéis a — ¢(a) ® ¥ (a), D se torna uma R—4&lgebra.

Os seguintes resultados nos dao ainda mais recursos:
Lema 2.3.7. Sejam A" e A” duas R—dlgebras. Entdo, os morfismos canonicos
O'/:A,—>A,®A”
R

ad—ad®1

3Pulo do gato.
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O'/:A”—>A,®A”
R

a// N 1®a//

tém a sequinte propriedade universal: Para quaisquer dois morfismos de R—dlgebras
oA — Aep A" — A, existe um unico morfismo de R'dlgebras ¢ :

A’ @r A" — A tal que o sequinte diagrama é comutativo

Al/

A
Dem.: A unicidade de ¢ vem diretamente:
pld®a")=¢((d®1).(10d") =¢(d @1)p(l®d")=¢(a)e"(a").
Para a existéncia, considere
f:AXxA — A
(d,0") — @) (a").
Observe que f é bem definida e bilinear, induzindo entao
p: A % A" — A
d o a — ()" ()

Por sua vez, ¢ é morfismo de R—algebras. O diagrama, portanto, é comutativo e

esta provado o resultado. |
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Proposigao 2.3.8. Sejam R’ uma R—dlgebra, X wum sistema de varidveis e

a C R[X]| um ideal. Entao, existem isomorfismos candnicos de R'—dlgebras:
R[X] %) R = R'[X]

f@d—df

RIX)/a® R = R(X]/aR/[X]
f®d—df.

Dem.: Pelo Lema 2.3.7, ¢’ : R[X] — R/[X] e ¢" : R — R/[X] induzem um

morfismo de R—algebras
p: RIX]® R — R[X]
fod—df.
Considere

R — RIX]& R

a—1®d,
que estendemos a
R'[X] — R[X]® R’

R

rT— xR 1,

pela propriedade universal de anéis de polinémios. Como uma ¢é inversa da outra,
acabou! Para o segundo isomorfismo, basta utilizarmos o Corolério 2.2.1; o resultado

sai direto. ]

Com a barriga cheia, s6 nos resta o cafézinho expresso! Uma R—algebra B
¢ dita plana, se for plana como R—modulo. A préxima proposicao nos traz mais
conforto com o conceito e para o leitor atento, a demonstragao nao deve ser de

muito trabalho.
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Proposigao 2.3.9. Sejam f: A— B eg: B— C duas dlgebras (isto é, B é
A—dlgebra e C' é B—dlgebra) e M um A—mddulo.

1. Se f e g sao planos, f o g é plano.
2. M é R—plano — M ®gr B é B—plano.
3. M é R—plano <= M, é An-plano para todo m € Specm A.

4. Se N € B—mddulo, entio N é R—plano <= Ny € As-1y)-plano para todo
n € SpecmA.
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3 Brunch: Extensoes Integrais

3.1 Estendendo anéis, integralmente

Como de praxe, a Matematica tende sempre a estender conceitos ja conheci-
dos a outros ambientes, obtendo assim propriedades muito interessantes e aplicaveis

a contextos ainda mais interessantes e gerais, como deitar e levantar primos.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam S um anel, R C S um subanel e s € S. Se g € R[X]
¢ monico e g(s) = 0, entao g(s) = 0 é chamado equacao integral de s sobre R.
Se s € § admitir uma equagao integral, entdo s € dito integral sobre R. Se todo

elemento de S for integral sobre R, entdo S € uma extensao integral de R.

Observe que a definicao de elemento integral estende para anéis arbitréarios

a noc¢ao de elemento algébrico estudada no contexto de extensoes de corpos.

Lema 3.1.2. Sejam S um anel, R C S um subanel e s € S. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

1. S ¢ integral sobre R
2. R[s| é um R—mddulo finitamente gerado, para todo s € S.

3. Existe um R[s|—submddulo M de S, com Ann (M) = {0}, tal que M ¢
R—mddulo finitamente gerado (onde Ann (M) € o anulador, i.e., o conjunto

dos elementos de M cujo produto com qualquer outro elemento do modulo é

0).
Dem.: (1) = (2). Suponha S integral sobre R. Entao, temos um polinémio
monico
X"+ X" '+ 4 a1 X +a, € RIX]

n—1

que anula s. Ora, R[s] = Y. Rs" =: N.

1=0
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De fato, para k > n, temos

logo, indutivamente, s* € N.

(2) = (3). Tome M = R[s]. E claro que 1 € M. Entdo, Ann (M) = {0}
e, assim, esta provado.

(3) = (1). Por hipétese, M = Rmy + - - -+ Rm,,. Assim, Vi € {1,...,n}

existe a; ; € R tal que

S-m; = Zam'mj - det((Sms — (Iiyj) € Ann (M)
j=1

— det(dms — ai,j) =0.

(A segunda implicagdo é um fato sobre o determinante ser um anulador dadas
certas condigoes; ¢ uma ferramente usada para, entre outras coisas, provar o Lema
de Nakayama). Agora det(d; ;X —a;;) € R[X]| é um polindmio monico sobre R

que anula s, provando o resultado. |

Em nossa conversa inicial, mencionamos a ideia de tracarmos paralelos entre
o que acontece aqui e o que acontecia com extensoes algébricas na Teoria de Corpos.

O préximo teorema traz ainda mais deste pensamento:

Teorema 3.1.3. Sejam S um anel e R C S um subanel de modo que S =
Rlay,. .., ay| seja finitamente gerado como R—dlgebra. Entdo sio equivalentes as

sequintes afirmagoes:

1. S ¢ integral sobre R;
2. Todos os a; sao integrais sobre R;

3. S € finitamente gerado como um R—mddulo.

Dem.: Podemos ja comegar dizendo que claramente (1) = (2). Vamos mostrar

que (2) = (3). Tome n > 0 natural. Suponha por indugdo que (2) seja véalido
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para n — 1 e defina S’ := R[ay, ..., a,_1] finitamente gerado como R—mddulo. Dali,
S"=Rmqy+---+ Rm, :ZRmi, m; € 5.
i=1

Por (1), a; é integral sobre R, logo, pelo Lema 3.1.2,

l
S’[an] = ZSITLJ', n; eSs.
j=1

Assim,
I r
S = S/[an] = Z Z lem]
j=1i=1
(3) = (1) Pela hipétese, basta tomar M = S no Lema 3.1.2. |

Uma ideia comum ¢ a de transitividade; aqui temos algo analogo: a ideia de

torre de extensoes integrais.

Corolario 3.1.4. Sejam T um anel e R C S C T subanéis. Se T € integral sobre

S e S éintegral sobre R, entao T ¢é integral sobre R.

Dem.: Para todo t € T', temos uma equagao integral
st s, gt 4+ 5, =0,

com s; € S. Assim, t é integral sobre S := R[sy,...,s,] € S. Pelo Lema 3.1.2,
S'[t] é finitamente gerado como S’—mdédulo e, pelo Teorema 3.1.3, S’ é finitamente
gerado como R—modulo. Dai, S’[t] é finitamente gerado como R—mddulo e o Lema

3.1.2, novamente, garante que t ¢ integral sobre R. [ |

Proposicao 3.1.5. Os elementos integrais sobre um anel formam um anel.

Se R C S é subanel, chamamos o conjunto de todos os elementos de S
integrais sobre R de fecho integral de R em S e denotamos por Rg ou R quando S

estiver subentendido. Quando R = R, R ¢é dito integralmente fechado em S.

Um outro conceito em tempo de ser introduzido é o de dominios normais.

R é dominio normal se for integralmente fechado em seu corpo de fragoes.
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A normaliza¢io de um dominio R é o fecho integral de R no seu corpo de

fragoes.

Exemplo 3.1.6. Z¢ nao ¢ finitamente gerado como Z—médulo. De fato, suponha
que haja um conjunto de geradores para Z¢ como Z—modulo, digamos o, . . . , ay,.

Da Teoria de Corpos, ¢é fato que o grau de Q (ay, ..., a,) é limitado por

Tome p > L+1, primo. Entao a p—ésima raiz de 1, denotada ¢, tem graup—1 > L.
Z[(y) ¢ Z—mbdulo com p — 1 geradores contido em Z|ay, . . ., a,]. Portanto, este

tem mais e menos M geradores ao mesmo tempo, o que é uma contradicao.

Proposicao 3.1.7. Todo dominio fatorial, isto €, dominio de fatoragdo unica, é

normal.

Dem.: Sejam R um dominio fatorial e % € Frac R um elemento integral sobre R,

onde ji podemos assumir que mdc(z,y) = 1. Pela integralidade,

z" x
e+ Sap it a, =02 Fayr" oy a1 +y"a, =0
y" Y

1

= 2" =y(—az" " — - —y" wa, —y"

an)
=y |a".

Dali, todo fator primo de y deve dividir x. Entao y nao pode ter fatores primos

(por conta do mdc); logo, tem de ser invertivel em R e, assim, % € R. |

Algo interessante de se observar é que ser normal é uma propriedade local!

Teorema 3.1.8. Seja R um dominio de integridade. As sequintes afirmacoes sdo

equivalentes:

1. R € normal.
2. A localizacio U R é normal, onde U é um subconjunto multiplicativo de R.

3. Rw € normal para todo ideal maximal m de R.
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Dem.: (1) = (2). Defina K := FracR e considere U C R um conjunto

multiplicativo com 0 ¢ U. Temos, portanto,
U'RC K e Frac(U'R) = K.

Considere a € K integral sobre U ! R. Existem, portanto, u € U e a; € R tais que

Dt g Oty %l =0 = (ua)" +ai(ua)""" + -+ au"t =0,

u u

a” +

isto é, uma equacao integral para ua sobre R. Pela normalidade provinda da
hipdtese, ua € R = a € U'R.

(2) = (3). A veracidade desse resultado provém diretamente das

propriedades bésicas de ideais.

(3) = (1). Tome y € K integral sobre R e assuma R, normal para todo
m ideal maximal de R. Ora, y € () R, e assim, basta observarmos que (| Ry C R.
m m
De fato, fixe a € Ry e, para todo m ideal maximal de R escolha a, € R e
m

am

bm € R\m tais que a = §™.

Como o conjunto dos by,’s nao pode estar contido num ideal maximal de R,

ele deve gerar o ideal unitario. Assim, ha equacao
Z Tmbm = 1,
m
com 1, € R sendo nulo para quase todo m. Dali,
a= (Z rmbm) a
m
am
= rmbn—
; m mbm

= Zrmam € R.
m

3.2 Como deitam os primos

Nao existe lugar melhor do que aqui para uma afirmac¢do, no minimo

interessante: Se o contradominio de uma aplicagao de dominios de integridade é
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integral sobre o dominio, entdo ambos sdo (ou nao sao) corpos. A demonstragao

em si nao é dificil:

Proposicao 3.2.1. Seja R — R’ uma extensao de dominios de integridade tal que

R’ € integral sobre R. Entao R € corpo se, e somente se, R também for.

Dem.: (=) Suponha R corpo e tome x € R'\ {0}; assim, existem ay,...,a, € R

tais que
"4+ ap_1x + a, = 0.
Assuma que n seja minimo; neste caso, como x # 0 entao a,, # 0. Observe que se
y=(—ay)"" (x”fl +-Fapor+ an,l) ,

que por sua vez estd em R’ (pois os elementos em R também estao 14, por hipdtese)

entao

Como ¢ valido para qualquer x # 0, R’ deve ser corpo.

(<) Suponha R’ corpo e tome x € R\ {0}. Observe que como este é um
elmeento de R, é também de R’; tem, portanto, inverso multiplicativo. Chame

Y= % Como R’ é integral sobre R, existem aq,...,a, € R tais que
ym+...+am71y+amzo,

m—1
para algum m inteiro positivo. Multiplicando ambos os lados por (%) obtemos:

m—1
1 " —a
(y) (y —l—...—i-am,ly—i—am):():>y: m_";_,___al
1 m—1
— — = —a,T - —aqy.

X

Como todo elemento nao nulo de R tem inverso multiplicativo 14 (e ndo apenas em

R'), R é corpo. [
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Agora estamos interessados em estudar o relacionamento entre primos de

morfismos como acima, porém com os interessados vistos como anéis.

Dizemos que um morfismo ¢ : R — R’ é morfismo integral de anéis se R’
for integral sobre ¢(R). Observe que é bastante conveniente considerarmos R’
como R—algebra via ¢; em particular, R’ carrega estrutura de R—médulo, onde

produtos como 7 -g ', para 7 € R e 1’ € R’ sdo tratados como r g 7' = (1) g 1.

Fixando notagao, como de praze, dado um primo q C R’, escrevemos q N R

para o primo ¢! (q) C R.

Proposigao 3.2.2. Seja ¢ : R — R’ um morfismo integral de anéis. Entdo:

1. Um ideal primo q C R’ é mazximal se e somente se sua restricio p =qN R é

mazimal em R.
2. Sejam q1,q2 C R’ primos satisfazendo q1 N R = q2 N R. Entao

qg1 C g2 = q1 = qo.

Dem.: 1. Ora, a aplicagdo ¢ : R — R’ induz um monomorfismo integral de
dominios R/p — R'/q. Logo, pela Proposicao 3.2.1, R/p é corpo se, e
somente se, R’ /q for corpo. Com isso, p é maximal se e somente se ¢ também

o for.

2. Agora, sejam qq,qs C R’ tais que g N R =g N R =p. Considere S= R —p
e 0 morfismo 1) : ST'R — (¢(S))"' R. Como ¢ é integral, 1) também é.
De fato, pela propriedade universal de localizagoes, como ¢(S) é conjunto
multiplicativo, hi um morfismo S~'R — (¢ (S))™" R'. Tome entéo 25 €
(¢(S)) 'R, onde z € R e s € S. Como R é integral sobre R, existem

ai,...,a, € R tais que
" +a" + - +a, =0.
Dividindo por ¢(s)",

l,n

a; x" ! a, r \" a,
n_|_7 n_1_|_..._|_7n:0:> - _|_..._|_7:0
e(s)m s o(s) s @
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Assim, o ideal S™!p, gerado por p em ST'R, é maximal pelo Corolario 1.1.23.
Da mesma maneira, consideramos S~'q; e S~!lqy, gerados por qi,q, em
(¢ (S)) ' R. Como ¢(S) é disjunto de gy e qa, S™'qy e S~ 'qy sdo primos,
pela Proposigao 1.1.21. Dai, ¢ := S~ 'q; NS 'Re q” := S g2 N SR sdo

primos em S™!R e contém S~ 'p; além disso, veja que
S™'p maximal = S 'p=q =",

portanto S~'q; e S7'q2 C (¢ (S))”' R’ sdo ideais com restricio maximal e

assim, por (1),
S7lqy e S_qu S&0 maximais.
Como q; C g9, entdo S~q; = S 'qs.
Por fim, novamente pela Proposicao 1.1.21, q; = S~ 'qiNR' = S7 1N R’ = qs.
|

Como num bom almog¢o de domingo, num feriado prolongado, é certo de
que primos deitarao (apds, talvez, uma bela macarronada). Como a Matemética

(e, talvez, a arte) imita a vida, ndo é surpresa que 0 mesmo OCorTa:

Teorema 3.2.3 (Deitando, ou, Lying-over). Sejam ¢ : R — R’ um morfismo
integral de anéis e p C R um primo tal que ker o C p. FEntao, existe um ideal
primo q de R’ tal que qN R = p. Além disso, nao existe inclusao préopria entre

estes ideais q C R'.

Dem.: Comecemos com uma ideia inédita: chame S = R — p e considere o

morfismo integral ¢’ : ST'R — (¢ (S))"" R'. Assim é direto observarmos que

kero Cp = keronNS =10, pois S=R—p
— 0¢¢(5)
— (¢ (5))"" R’ ndo é zero.
Dito isso, podemos garantir que existe um ideal maximal m C (¢ (S))™" R’; dai,
pela proposicao anterior, mN S~1R é maximal em S™!R. Como a localizagio € local,

mN S 'R = S"1p. Considere o diagrama comutativo (com 7 sendo o morfismo de

localizagao):
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R R

/
TS To(S)

SR ———— (p(5)) ' R

@
Chame q := mnN R'. Entao,
Pelo diag. comutativo

GgNR=mNR)NR = (mNS™R)NR=(S")pNR=p.

Se é possivel deitar ¢ honesto nos perguntarmos se também podemos levantar,

ou, neste contexto, subir. A resposta é sim!
Teorema 3.2.4 (Going-up). Sejam R — R’ um monomorfismo integral de anéis e
PoCp1 C--CpCR

uma cadeia de primos em R. Entdo, para qualquer ideal primo qo C R’ tal que

qo N R = po, existe uma cadeia de ideais primos
Qo CqC - Cgn C R

que satisfaz q; N R = p; para todo 1.

Dem.: Aqui, vamos voltar as origens e provar por inducao em n. E claro que o
caso n = 0 ¢ trivial, pois a propria hipdtese é o que buscamos. Supomos entao

n > 0. Pela hipétese de inducao, suponha que hajam
GCqC-Cn CR

tais que q;N R = p;, parat = 1,...,n. O monomorfismo ¢ induz um monomorfismo
R/p,—1 — R'/q,_1; pelo Teorema 3.2.3, existe um primo q N R'/q,,—1 que se deita
sobre o primo p,/p,—1 C R/pn_1. Seja g, a pré-imagem de q com respeito a

projecao R' — R'/q,_1. Entéo, q,_1 C q, e, pelo diagrama comutativo abaixo,
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R R

R/pny ———— R'/dn

concluimos que g, N R = p,,. H

3.3 Polindmios exemplares

Primeiramente, tomemos o caso de um anel de polinémios; o lema a seguir

ajudara a compreender os outros resultados:

Lema 3.3.1. Sejam R um anel e p € R[X| um polinémio mdnico. Entdo existe
um anel R' O R tal que p seja um produto de polinomios mdnicos de grau 1 em
R'[X].

Dem.: Facamos por inducao no grau n do polinémio p. Se n = 0 ou n = 1 entdo o
caso é uma trivialidade. Suponha entao que a afirmacao seja valida para polindmios
de grau n maior que 1. Seja I o ideal de R[X] gerado por p; considere B := R[X]/I

e a aplicagao canonica:
f: R[X]|— B.

Como p é mdnico, para qualquer outro polinémio nao nulo g de R[X] o grau de
pq deve ser maior ou igual & 1 e assim, I N R = {0}. Conclui-se entdao que f | é
injetiva. Com p sendo um polindémio de B[X] e identificando f(R) = R subanel
de B, é direto que b = f(X) é uma raiz de p. Assim, o resto numa divisao por

(X — b) é zero e, portanto, existe polinémio ¢ € B[X] tal que
p(X) = (X = b)g(X).

Pela hipétese de inducao, ha algum anel R’ que contém B onde ¢ se decompde em
um produto de polindmios monicos. Assim, p se decompde em polinémios monicos

em R'[X], como buscavamos. [ |
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Proposigao 3.3.2. Sejam R um anel, A uma R—dlgebra e p,q € A[X] polindmios
monicos. Se os coeficientes de pq sao integrais sobre R, entdo os coeficientes de p

e q sao integrais sobre R.

Dem.: Observe inicialmente que, se aplicarmos o Lema 3.3.1 duas vezes, garan-
timos a existéncia de um anel A’ e de elementos ay,...,a,, € by,...,b, de l4 tais

que em A’[X] tenhamos

p(X) = (X —a) e q(X) =T (X b))
i=1 j=1
Assim, pq € A'[X] e, portanto, os coeficientes de pq estdao em Ras. Porém, Ras é
subanel de A’; com isso, a;,b; devem estar no fecho de R (isto ¢, os coeficientes de

p e ¢ sdo integrais sobre R). [ |

Interessantemente, conseguimos aplicar uma propriedade integral de produ-

tos tensoriais no contexto de anéis de polinémios:

Lema 3.3.3. Sejam R um anel e R'; A duas R—dlgebras. Se A € integral sobre R
entio A ®pr R’ € integral sobre R'.

n

Dem.: Basta observar que, ao considerar um elemento @’ = > z; @ r. de A®Qr R/,
i=1

temos

T, Q7 = (xz-@l) ri, com z; € A,;ri € R.
R R

Como A é integral sobre R, x; ® 1 é integral sobre R'. Portanto, 2’ também deve

ser. [ |

Proposicao 3.3.4. Sejam R um anel, A uma R—dlgebra e p € A[Xq,...,X,].
Entao p € integral sobre R[ X, ..., X,] se e somente se os coeficientes de p foram

integrais sobre R.

Dem.: Inicialmente, observe que podemos reduzir ao caso onde n = 1. De
fato, basta observar os polindmios de A[Xj, ..., X,] como polindmios em X,, com

coeficientes em A[Xq,..., X, 1]
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(<) Suponha que os coeficientes de p estejam em R 4. Pela Proposicio 2.3.8
RA[X] = Ra ®g R[X], pelo Lema 3.3.3 p deve ser integral sobre R[X].

(=) Suponha que p seja integral sobre R[X] e considere

qY)=Y"+ -+ fraY" ' + fo, tal que f; € R[X] e q(p) = 0.
Seja r um inteiro estritamente maior que os graus de p e f;. Considere

pi(X) = p(X) - X".
E direto que p; é raiz de
a(Y)=qV +X") =Y" + g Y" " + - 4 g, com g; € R[X];
assim podemos escrever
Gm = —p1 (D7 + P72+ g

O importante da escolha anterior de r foi garantir que —p; é um polinémio moénico
de A[X] assim como g,,(X) = ¢(X"), com os graus dos polinémios f;(X)X"((m=k)

sendo menores que rm para k > 1. Conclui-se entdo que o polindomio

PrT H gp T A G

¢ monico em A[X]; como os coeficientes de g, pertencem a R, pela Proposigao
3.3.2, p1 deve ter coeficientes integrais sobre R e, portanto, p deve ter coeficientes

integrais sobre R. |

Proposicao 3.3.5. Sejam R um anel, A uma R—dlgebra e R o fecho integral
de R em A. Entao o fecho integral de R[X1,...,X,] em A[Xy,..., X,] € igual a
R'[Xy,..., X,].

Dem.: Este segue diretamente da Proposicao 3.3.4. |

Por fim, vejamos que temos um resultado similar para o caso da localizacao:

Proposigao 3.3.6. Sejam R um anel, A uma R—dlgebra, R’ o fecho integral de R

em A e S um subconjunto multiplicativo de R. Entdo o fecho integral de ST'R em

StA ¢ ST'R.
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Dem.: Seja b/s um elemento de S~'R’. Considere o diagrama comutativo:

R -2F, g-1p

R

A T,A> S_IA

Assim, b/1 ¢ integral sobre S™'R assim como b/s = (b/1) (1/s). Por outro lado,
seja r/t € ST'A integral sobre ST'R; assim, r/1 = (¢/1) (r/t) é integral sobre

S~1R. Existe entao uma relacao da forma
(r/1)" 4 (a1/s) (r/1)" "+ 4 (an/s) =0 com a; € Re s € S.
Reescrevendo-a como
(sr" +artt 4 —I—an) /s=0
existe s’ € S tal que
s (sr” +ar" 4 4 an) =0 = (s'sr)" +---+8"" a, =0.

Assim, s'sr € R’ implicando em r/1 € ST'R' er/t € ST'R'. [ |

3.4 O radical de um ideal

Nesta secao discutiremos sobre tipos especiais de ideais, que aparecem em

todo canto.
Definicao 3.4.1. Seja R um anel e I um ideal de R. Definimos
VI:={a€R;a" €I neN}.

o radical de I.

Um ideal é dito ideal radical se /I = I. A mais honesta das dividas que
possam surgir de inicio é: o radical é um ideal? A resposta é positiva e o porqué é

dito abaixo (munido ainda de mais resultados):

Proposicao 3.4.2. Seja R um anel e I, J ideais de R. Entao:
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1. VI é um ideal de R.
2. 1 é um ideal radical.

3. Se I CJ entioICJ.
Dem.: Sejam [, J ideais de um anel R.

1. Tome z,y € VI com 2" € I e y" € I, onde n,m € N. Pelo Teorema

Binomial,

nrm n+m n+m n+m— n+m n+m-— n+m
(x4 y)" " ="t +< . )x* 1y+---+<n+m_1>:cy+ Lyt

Como [ éideal, 2" € I = a™-y™ € I (pois y™ € R). Assim, como todos
os termos da expansdo acima entram nesse “padrao” enquanto a poténcia de
x for maior ou igual a n; caso contrario, a hipdtese de y € m € I resolve o

problema. De qualquer modo,
(z+y)""Mel = (z+y) el

Tome r € Re z € VI com 2" € I, n € N. Inicialmente, veja que se r € R

entdao r™ € R. Como [ ¢é ideal,

el = rz" el
= (ra)" el
—— m:E\/f.

Assim, /I é ideal de R.
2. Veja que conseguimos uma sequéncia de equivaléncias:

z€VI < In,m e N tais que (z")" =2" eI
< Jn e N tal que 2" € VI

:)xé\/ﬁ.
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3. E direto que

reVi = dn € N tal que 2" €
—> dn € N tal que 2" € J
- .IE\/j.

Para o caso do ideal nulo {0}, hd uma caracteriza¢do prépria:

Definicao 3.4.3. Seja R um anel. Dizemos que a € R ¢é nilpotente se a™ = 0 para

algum n € N. Denotamos

\/{0} = {a € R;a é nilpotente}

o nilradical de R.

Se 1/{0} = {0}, entao R é dito reduzido (i.e. R é reduzido se o ideal nulo
for radical). O interessante é podermos escrever o nilradical como a intersegao de

todos os ideais primos de R:

Proposicao 3.4.4. Para todo anel R,

Jior= N ».

pESpecR

Dem.: Tome a € /{0}, com a" =0, n € N. Assim, a” é membro de um ideal

primo p C R e assim, a € p. Reciprocamente, considere a € R\ /{0} e o conjunto
N :={a";n e N} CR.

Veja que a niao pode ser nilpotente. Dai, 0 ¢ N e pela Proposigao 1.1.15 N™'R # 0.
H4, portanto, ideal maximal q (que é em particular primo). Considere o morfismo
de localizacdo 7 : R — N™'R. Assim, p := 7! (q) é ideal primo em R que nao
contém a. De fato, se a € p, entdo q conteria 7(a) como unidade, e assim o ideal

primo q coincidiria com N'R, o que ndo pode acontecer. [ |
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Definicao 3.4.5. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R € definido como:

J(R)= (] m

meSpecmR

E conveniente dizer que, se R é o anel nulo, Jj(R) = R. Pela definigao é
direto observarmos que R é local se, e somente se, j(R) é maximal. Quanto aos

elementos de j(R), podemos caracteriza-los de outra maneira:

Proposicao 3.4.6. Seja R um anel. Para a € R, a estd no radical de Jacobson de

R se, e somente se, 1 — ab € invertivel em R, para todo b € R.

Dem.: Para a ida, suponha a € j(R). Entdo a estd em todos os ideais maximais
de R. Agora, se 1 —ab também estiver, entdao (1 — ab) + (ab) = 1 deve estar. Assim,
1 € m, o que é absurdo. Logo, 1 — ab deve ser invertivel. Para a volta, tome
a € R— j(R). Entao existe m maximal tal que a ¢ m. Assim existe uma equagio
do tipo 1 =m +ab, onde m e me b € R. Logo, 1 — ab € m nao podendo entao ser

invertivel. [ |

Agora, vejamos um ideal que, apesar de uma primeira impressao, muito

tem a ver com o radical que acabamos de definir.

Definicao 3.4.7. Sejam R um anel e I C R um ideal. Entdo
ihH= N m
meSpecmR,/Cm

¢ chamado radical de Jacobson de I.

Como ainda nao foi feito, definiremos um tipo especial de algebra onde o

nilradical e o radical de Jacobson coincidem, como veremos no Corolario 3.4.13:

Definicao 3.4.8. Uma A—dlgebra B ¢ do tipo finito se B ~ Alxy,...,x,] /I, onde
neN el éumideal de Alzy,...,x,].

Para provarmos o Lema da normalizacao de Noether, que aqui trataremos
como Teorema, o proximo resultado implica na existéncia de um método simples e

consistente:
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Lema 3.4.9. Seja k[xy,...,x,| uma k—algebra de tipo finito e considere um

elemento y € k[xq,...,x,] dado por uma expressao

_ v1 Un
Y= Z Auy v, Ty 7 Ty

v1...0n €1

com coeficientes ay,. ., € k* onde a soma se estende sobre um conjunto de indices
nao vazio I C N". Entdo existem elementos yy,...,Yn_1 € klx1, ..., x| tais que o

monomorfismo candnico

Elyr, - Yn-1,y] — klx1, ..., z,)

¢ finito.

Apesar de importante, nao faz muito sentido trazer uma demonstragao para
este texto; o leito curioso por encontra-la em alguns textos, com indicacao pessoal
sendo (BOSCH, 2022, 3.2.2). Com isso, observe que o método da tentativa e erro é

funcional!

Teorema 3.4.10 (Lema da Normalizacao de Noether). Seja A uma k—dlgebra de
tipo finito. Se A # 0, entdo existe um k—morfismo finito

E[Yi,....Yy]— A

para um certo conjunto de indeterminadas Yi,...,Yy.

Dem.: Como A # 0, podemos ver k como subanel de A. Como A é do tipo
finito, existem w1,...,x, € A tais que A = k[xy,...,2,], . Se x1,...,x, forem
algebricamente independentes sobre k, entdo acabou. Suponha entdo que sao
algebricamente dependentes sobre k. Dai, com y = 0, existe uma relacao da forma

descrita no Lema 3.4.9 e elementos v, ...,y, € A tais que a aplicacdo canénica

k[yb s 7yn—1] = k[yl; s 7yn—17y] — k[xla tee 73:71] =A

é finita. Se estes y1, ..., y,_1 sdo algebricamente independentes sobre k, acabou. Se
nao, fagamos o mesmo processo para o anel k[yy, ..., y,—1]. De maneira recursiva,
depois de um nimero finito de passos obtemos um sistema da forma y;,...,y4 em

A, algebricamente independente sobre k, com A finito sobre k[yi, ..., y4-. [ ]
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E possivel mostrar que este inteiro d obtido no Teorema anterior é unica-
mente determinado pela k—algebra A; na verdade, d coincide com a dimensdo de
Krull de A. Se quisermos mais resultados, também é possivel mostrar que o corpo
de fragdes de A ¢é finito sobre o corpo de fungoes transcendentes k (Y7, ..., Yy);

neste caso, d é igual ao grau de transcendéncia do corpo de fragoes sobre k.

Corolario 3.4.11. Seja L uma k—adlgebra de tipo finito. Entdo a extensdo k C L

¢ finita.

Dem.: Pelo Lema de Normalizagao de Noether, podemos encontrar uma quanti-
dade finita de elementos 1, ...,ys € L algebricamente independentes sobre k, de
modo que a extensdo de anéis k[y, ..., yq] — L seja finita. Como L é corpo, pela
Proposigao 3.2.1, o mesmo deve ser verdade para klyi, ..., y4]. Mas, um anel de

polinémios s6 pode ser corpo se d = 0. Dali,
klyi,...,ya) = k = k — L ¢é finita.
[ |

Corolario 3.4.12. Sejam A uma k—dlgebra de tipo finito e m C A um ideal
mazximal. Entao a aplicagio canénica k — A/m € finita e, portanto, L = A/m é

uma extensao de corpos finita sobre k.

Dem.: Assim como A, A/m é k—&lgebra de tipo finito. Para concluirmos que
é finita sobre k, basta lembrarmos que A/m é corpo. Pelo corolario anterior,

acabou. [ |

Interessantemente, para o caso de algebras de tipo finito sobre corpos, como

dito anteriormente o nilradical e o radical de Jacobson sao iguais:

Corolario 3.4.13. Seja A uma k—algebra de tipo finito. Entdo o seu nilradical

coincide com seu radical de Jacobson, isto €,

A0} = i(A),
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Dem.: Ora, a primeira inclusao sai diretamente das defini¢oes, afinal de contas,

Jiob= N pc N m=jA)
pESpec A meSpecm A
Para a outra inclusdo, tome f € A — \/@ Vamos mostrar que f nao esta
no radical de Jacobson de A: como f nao é nilpotente, este gera um conjunto
multiplicativo que ndo contém 0 e, portanto, pelo item (3) da Proposi¢ao 1.1.15
temos ST'A = A[f7'] # 0. Com isso, existe um ideal maximal m C S'A.
Considere o morfismo de localizacio ¢ : A — S71A e seja n C A a imagem inversa

do maximal por esta aplicacdo. Esta induz um monomorfismo de k—4&lgebras:
¢:A/n— STA/m.

Como A é de tipo finito sobre k existem z1,...,x, € A tais que A = k[xy, ..., ;)
e assim Ag = k[xy,...,,, f1], portanto, ST*A é k—algebra do tipo finito. Pelo
Corolério 3.4.12, o corpo Ag/m tem o grau de sua extensao sobre k finito e, em
particular, tem grau de extensao finito sobre A/n. Mas A/n deve ser corpo, o que
implica em n ser ideal maximal em A. O problema ¢ que ¢(f) é unidade em A[f~!],
entdo nao pode estar no maximal m. Em particular, f ¢ n, e assim nao pode estar

no ideal de Jacobson. [ |

Por fim, vale citar que um ideal é dito nil ou nilideal se todos os seus
elementos sao nilpotentes. O conjunto de todos os elementos nilpotentes forma,
portanto, o nilradical do anel. Conclui-se que um ideal é nil se e somente se for
subconjunto do nilradical (logo, o nilradical é “mazimal” dentre os nilideais). E
direto também observarmos que, pela Proposicao 3.4.4, um nilideal esta contido

em todos os ideais primos.
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4 QO prato principal: Saturacoes Lipschitz

4.1 Idealmente integral

Apoés discutirmos com veeméncia resultados importantes no contexto de
fechos integrais de anéis, temos certa bagagem para estudar o que para nos serd ainda
mais importante: o conceito do fecho integral de um ideal. Uma contextualizagao
e inspira¢ao para o estudo de fechos integrais (ndo s6 de ideais) é encontrada no

agora ja classico (SWANSON; HUNEKE, 2006).

Definicao 4.1.1. Seja I um ideal de um anel R. Um elemento v € R € dito

integral sobre I se existir um inteiro n e a; € I tais que

"+ +a,1x+a, =0.

Como feito para anéis, essa equacao ¢ chamada equacao de dependéncia
integral de © sobre I. E direto definirmos que todos os elementos que sio integrais
sobre I formam o fecho integral de I, também denotado I. Se I = I, entao I é
dito integralmente fechado; se dois ideais I C J sdo tais que J C I, entdo J ¢ dito

integral sobre 1.

Podemos observar que as seguintes propriedades “aparecem”:

Proposicao 4.1.2. Sejam R um anel e I,J ideais de R. Sao verdadeiras as

sequintes propriedades:

~
~
IN
~i

\S)
~
N

) J = ICJ.
3. V.

~|
N

4. Ideais radicais sdo integralmente fechados.

5. /0 CT.
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Dem.: As demonstragoes sao simples, mas nao nos custa muito apresenta-las:

1. Se x € I, entao p(X) = X — z é tal que p(z) = 0 é uma equacao integral

para x em [.

2. Se x € I, entdo existe p(X) = X"+ +a, 1 X +an, coma; € [' C J'e
p(x) = 0, portanto, x € J.

3. Se z € I, entao existe p(X) = X" +---+a, 1 X +a, coma; € I' e p(z) = 0.

Assim,

"+t apr+a, =0 = 2" = —ni:lan_ixi
i=0
= 2" € (ap,...,a1) C I,
pois, a; € I'. Logo, z € /1.
4. Pelo item (3), T € v/I =1 e pelo item (1), I C I; logo, I = 1.

5. Se x € /0, entdo 2™ = 0 para algum n € N; logo, € 1.

Exemplo 4.1.3. Um exemplo classico é vermos que para quaisquer x,y € R, xy

estd no fecho integral de (22, y?); de fato, considere a equacao integral
2
(zy)* = («*y*) = 0.
De maneira geral, para inteiros ndo-negativos ¢ < d conclui-se que x'y?~* é integral

sobre (xd, yd) .

Uma outra propriedade que sai diretamente da observagao dos coeficientes
da equacao de dependéncia é do bom comportamento da intersecao de ideais

integralmente fechados:

Proposicao 4.1.4. Sejam I,.J ideais de um anel R. Se I e J sdo integralmente

fechados, entao I N J € integralmente fechado.



Capitulo 4. O prato principal: Saturagoes Lipschitz 77

Dem.: Pelo item (1) da Proposigao 4.1.2 e pela intersecao de ideais ser um ideal,
InJ C InJ. Para a inclusdo contréaria, tome x € I NJ; logo, hd p(X) =
X'+ 4a, 1 X +a, coma; € (INJ) ep(z) =0. Entdo a; € I' e a; € J*

implicando em:

r€lexe] = z€lexeld
== zxzelnNndJ.

Um resultado surpreendentemente importante diz respeito a persisténcia do
fecho integral de um ideal; aqui, chamamos de teorema pelo grande uso feito dele.

Porém, ha um comentario importante acerca da confusa notacao:

Definicao 4.1.5. Se ¢ : R — S é um morfismo de anéis e I um ideal de R, é

comum denotarmos 1S := o(I)S, quando nao hd confusao quanto d .

Retirando esse possivel empecilho do caminho e sendo persistente:

Teorema 4.1.6 (Persisténcia). Se ¢ : R — S é um morfismo de anéis entdo
go(j) Co(I)S=1S.

Dem.: Sex €I, entao hd p(X) = X"+ - +a, 1 X +a, coma; € I' e p(x) = 0.
Ora,
@+t a,rta, =0 = @ +--+a,1x+a,) =0
= (p(@))" + -+ p(an-1)p(z) + ¢(an) = 0.

Logo, ¢(x) é integral sobre ¢(I)S (bastando observar como os elementos ¢(a;) se

comportam). [ |

Como para outros tantos resultados, podemos encontrar um resultado

associado a contragao do fecho integral:

Teorema 4.1.7 (Contracdo). Se ¢ : R — S é um morfismo de anéis e I é um

ideal integralmente fechado de S entdo ¢~ (I) € integralmente fechado sobre R.
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Dem.: Tome = € ¢~ (I); existe entdo p(X) = X" + -+ + a,-1X + a, tal que
a; € (¢ (1)) e p(x) = 0. Assim,

n

Bty ay =0 = (p(2)" + -+ plan)p(r) + plan) = 0.

Além disso, a; € (¢! (1)) e entdo p(a;) € ¢ ((gp‘l (I))Z> C I Logo, p(z) el =1
garantindo que x € ¢! (). [

E direto também que tenhamos:

Corolario 4.1.8. Se R € subanel de S e I é integralmente fechado em S, entao

I N R é integralmente fechado em R.

Dem.: Basta considerar a inclusao R — S. Dal, sua imagem inversa em [ deve

ser I N R. Pelo Teorema 4.1.7, este deve ser integralmente fechado sobre R. |

E direto da persisténcia e da definicio que observemos quio bem o fecho

integral se comporta perante a localizagao.

Proposicao 4.1.9. Sejam R um anel, I um ideal de R e S um conjunto multipli-
cativo fechado de R. Entdo:

ST = S-17T.

Em particular, sao equivalentes:

2. 87 = S-1I, para todo conjunto multiplicativo fechado S de R.

3. I, = I, para todo ideal primo p de R.

4. Iy = I, para todo ideal maximal m de R.

Definimos o que é um anel reduzido apés a Definicio 3.4.3. E natural

perguntarmos se ha alguma maneira de “reduzir” um anel:

Definicao 4.1.10. Seja R um anel. A reducio de R, denotado por Rieq, € 0 anel

R quocientado por seu nilradical.
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Temos, assim:

Proposicao 4.1.11. Sejam R um anel e I um ideal em R.

1. A imagem do fecho integral de I em R,q € o fecho integral do ideal gerado

pela imagem de I em Ryeq, i5to é, IRyeq = I Ryed.

2. Um elemento x € R estd no fecho integral de I se, e somente se, para todo

ideal primo minimal p em R, a imagem de x em R/p estd no fecho integral

de (I +p)/p.

Dem.: Sejam R um anel e I um ideal em R.

1. Comegamos com a primeira inclusao (C): Considere o morfismo quociente
Pred : R — Ruea = R/J{0}. (4.1)
Pelo Teorema 4.1.6,
Pred (7> C @red (I) Rrea = TRyeq C IRrea.
Para a outra inclusdo, tome z € R tal que z + V0 € TRyeq. E fato que exista
plr)=z"+ -+ a, 1z +a, € V0, com a; € I’

e concluimos que (p(:v))k = ( para algum k € N. Logo « € I, implicando em
T+ \/6 € TRred-

2. Considere o morfismo quociente
pp: R— R/p.

Dai, novamente pelo Teorema 4.1.6

op () C oy (D R/p=(T+p)Rfp =T +7p) /p.

Logo, a imagem de I em R/p estd contida no fecho integral de (I + p) /p.

Para a volta, suponha que x +p € (I 4+ p) /p. Considere o seguinte conjunto:

W .= {x"+'--+an_1x+an,nEN,ai6[’}.
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Como z e a; sao elementos de R, W C R; além disso, qualquer produto de
elementos de W estd em W. Portanto, é fechado para multiplicacao. Se
0 € W, entao x é integral em I, pois haverd uma equacao de dependéncia
integral para tal. Se nao, ha q primo tal que W N q = (); porém, q deve ter

algum primo minimal. Chame-o t. Dali,
WneCWngq=0.

Mas essa intersecao nao pode ser vazia para nenhum ideal primo minimal,

por hipotese. Logo, 0 € W e aqui acaba a prova.
[ |

E interessante vermos que podemos determinar se um elemento é ou nao

integral sobre um ideal baseado numa igualdade:

Proposicao 4.1.12. Sejam R um anel, x € R e I um ideal de R. Entdo x € I se,
e somente se, existirn € N tal que (I + (z))" =1 (I + (z))"".

Dem.: « (=) Tome x € I; existem a; € I' tais que
"4 ap it ta, =0 = 2" = —a 2" — - — a7 —ay,
— " eI+ (z)""
Logo, a igualdade estd mostrada.

e (<) Suponha (I + (z))" = I (I 4 (z))""; existem a; € I' tais que

=a" '+ ta,r+a, = xel.
[ |

O leque ¢é tao grande que conseguimos também resultados relacionados com

modulos:

Proposicao 4.1.13. Sejam x € R e I um ideal de R. Sdo equivalentes as sequintes

afirmagoes:
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1. x € 1.

2. Fxiste um R—mddulo M finitamente gerado tal que xM C IM e tal que, para
a € R, aM =0 implica x € v/O : a.

Dem.: Comegamos mostrando que (1) = (2): suponha x € I; entdo existem
a; € I' tais que 2" + - - 4+ an_12 + a, = 0. Veja que existe um ideal finitamente
gerado J C I tal que a; € J°. Logo, x € J. Pela Proposicao 4.1.12, existe n inteiro

positivo tal que
(J+ ()" =J(J + ()" ",
Chame M := (J 4 (2))" ", o que garante que M seja finitamente gerado. Assim,
aM =z (J+ @) " C T+ @) =J(J+ )" =JMCIM.
Por fim, se a € R e aM = 0, entdo az" ' = 0, garantindo que z € V0 : a.

Agora mostraremos que (2) = (1): chame M := Rb; + --- + Rb, de
modo que M seja um R—moddulo com M C IM. Escreva
xh;, = Zaijbj, onde ai; € It
j=1

Seja A;; = (0;j — a;;) uma matriz onde d;; é o famigerado Delta de Kronecker,

isto é, 6;; =1, se i =j e 6;; = 0, caso contrario. Chame b = (by,...,b,,)" . Assim,
T —an —Qai2 B —Q1in b1 (SL’ — CLH) b1 — a12b2 — s — alnbn
—a X — Qg : :
Ab p— pr—

—ap .. T — | |bn | —a11b1 — aigby — - + (T — apy) by

[ n
xby — 3274 aisb;

n
_Q3bn - Zj:l anjbj

0
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Assim,
det (A) I, =adj(A) A = det(A)b=adj(A)Ab=0
= det(A)b; =0,Vie {1,...,n}.
Logo,

det (A) M = det (A) (Rby + - - - + Rby,)
= Rdet (A)by + ---+ Rdet (A) b,
=0.

Tome a = det (A). Entdo x € V0 : a garantindo que ax® = 0 para algum k inteiro

nao-negativo. Ha, portanto, uma equacao de dependéncia integral de x sobre I. W

Definicao 4.1.14. Sejam J C I ideais de um anel R. J € uma reducao de I, se

existir n inteiro ndo-negativo tal que It = JI™.

Podemos entao concluir:
Corolario 4.1.15. © € R ¢ integral sobre J se, e somente se, J € reducao de
J+ (x).
Dem.: Supondo = € J, pela Proposicio 4.1.12 existe n € N tal que
(J+ @) =T (J+ (2))",

isto é, J é redugao de J + (x). Por outro lado, se J for redugao de J + (z), entao

existe m € N tal que
(J+ (@)™ =T (J + ()™

Com m =n — 1, temos (J + (2))" = J (J + (z))"~" e novamente pela Proposicio
4.1.12, concluimos que = € J. [ |
Suponha que J C [ seja uma redugao de I. Assim existe n inteiro nao-

negativo tal que JI™ = "1, Agora, veja que

[m—i—n — JIm—i—n—l — .. — Jm—21n+2 — Jm—1[n+1 _ JmIn
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Assim, sempre haverd algum inteiro n tal que I™*t" C J™, para todo inteiro

m > 1.

Vamos verificar alguns resultados relativamente esperados sobre reducoes:

Lema 4.1.16. Sejam K C J C I ideais de R. Entdo, € verdade que:

1. Se K € reducao de J e J € reducao de I, entao K ¢é redugdo de I.
2. Se K ¢ reducao de I, entao J € reducao de I.

3. Se I é finitamente gerado, J = K + (r1,...,1%), r; € [ e K € redugao de I,

entdo K € redugdo de J.
Dem.: Facamos os itens um a um:

1. Se K é uma reducao de J, entao existe n tal que J"*! = KJ" e J reducao

de I implica na existéncia de m tal que I = JI™; dai,
]m+n+1 — Jn+1Im
= KJ"'I™
g an+m

C Im+n+1 )

Assim, K™ = [+l o portanto, K é reducao de 1.

2. Suponha K reducao de I. Assim,
=K
cJImr
C I?’H-l.
Logo, JI™ = I"™!; portanto, J é reducao de I.

3. Assuma que I seja finitamente gerado e J = K + (rq,...,r,) com r; € I; seja
K redugao de I, isto é, "1 = KI". Como K C K + (ry,...,7), para todo
i tem-se que K + (r1,...,7_1) é reducdo de I. E fato que

ril® CKI" C (K + (r1,...,r-1)) I™
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Se al™ = 0, entdo para algum a € R, a(r;)" = 0. Como I™ é finitamente
gerado, pela Proposicao 4.1.13, r; é integral sobre K+(ry,...,7;_1) e, portanto,
este é reducao de K + (rq,...,r;). Logo, pelo item (1) e por indugdo em k,
K C K+ (r,...,m) = J é uma redugao.

Continuando com as propriedades das redugoes:

Proposigao 4.1.17. Sejam K C [ ideais. Assuma I finitamente gerado. Entao K

¢ reducdo de I se, e somente se, | C K.

Dem.: (=). Se K redugao de I, entdao para todo r € I, K é redugao de K + (r).

Assim,
(K+ ()" =K(K+ ()" = rekK.

Logo, I C K.

(<) Suponha que I = (rq,...,7,) € K. Assim, r; € K para todo j €

{1,...,n}. Com isso, r; € K + (r1,...,7;_1) garantindo que
KCK+(r)CK+(r,m)C--CK+(r,...,r,) =1

Como cada inclusao destas é uma reducao, K C I é reducao. [ |

Por fim, o resultado mais importante é:

Teorema 4.1.18. O fecho integral de um ideal é um ideal integralmente fechado.

Dem.: Seja K um ideal de R. J4 observamos antes que K é fechado sobre o
produto de elementos de R; vamos mostrar que é fechado para a soma. Considere

r,s € K; ora, para alguns k; € K,
"+ 4+ k,r+k, =0.

Existe ideal finitamente gerado K’ C K tal que k; € (K’)i. Logo, r € K’; de

maneira andloga, s € K’ (caso seja necessario, podemos “aumentar” K’). Considere
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J=K+(r), I =K+ (r,s) = J+ (s). Veja que K’ é reducao de J e J de I. De

fato,

re K’ = 3neNtal que(K' + (r)" =K' (K'+ ()"

= K’ é reducao de J.

De maneira andloga, s € K’ C K'+(r) = J e entdo existe m € N tal que
(J+ ()™ =J(J+(s)™ " eassim, I™ = JI"™ . Logo, K’ é reducio de I. Como

todos sao finitamente gerados,
K CK'+(r+s)ClI

sao reducoes. Logo, r+ s é integral sobre K’ e, portanto, sobre K. Concluimos que
K é ideal. Basta mostrarmos que o fecho integral é integralmente fechado: sejam
I ideal de R e r € I. Existe um subideal finitamente gerado J = (j1,...,Jn) de T
tal que r € I. De maneira andloga, existe ideal finitamente gerado K C I tal que
cada j; seja integral sobre K. Logo, K ¢é reducao de K + J e este é reducao de
K + J+ (r). Como K é reducao de K + (r), r é integral sobre K. Portanto, r é
integral sobre 1. |

4.2 Limites e sua definicao precisa

Um conjunto A parcialmente ordenado é dito direcionado, se para cada par
1,7 € A existir k € A tal que i < ke j <k. Sejam R um anel, A um conjunto
direcionado e (M;),., uma familia de R—mddulos indexados por A. Para cada
par ¢,j € A com ¢ < j, defina um R—morfismo p;; : M; — M, supondo que os

seguintes axiomas sejam satisfeitos:

1. py € a identidade, para todo i.
2. ik = [k 0 fij, com 1 < 5 < k.

Definicao 4.2.1. Nas condigcoes acima, os modulos M; munidos dos morfismos
Wi formam um sistema direto M sobre o conjunto direcionado A. Denotamos esse
sistema M = (M;, j1;5).
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Seja C' a soma direta dos M;; identifique por conveniéncia cada modulo M; com
sua imagem canonica em C. Seja D o submodulo de C' que é gerado por elementos
da forma z; — p;j(x;), com z; € M; e i < j. Chame M := C/D e considere
w: C — M a projegdo com p; = (i |as;-

Veja que p1; = ;0 155, onde ¢ < j: de fato, se x; € M; entao x; — p;; € D =

ker(u). Isso nos d4, pelas restrigoes:

p(z; + ker(p))
pulpi(:) + ker(p))
p(pij (@)

1 (i (7).

pi(@;) = p(w;)

Definicao 4.2.2. O limite direto do sistema direto M €, nas condig¢oes acima, o
maodulo M (ou, se preferir, M munido da familia de morfismos ;). Denotamos
f—

Teorema 4.2.3. Todo elemento de M pode ser escrito na forma p;(z;), para
i€ Az, € M;. Além disso, se pi(x;) =0, entdo existe j > i tal que p;j(x;) =0
em M.

Dem.: Tome x € M; como C' é a soma direta dos M; do sistema direto, podemos
escrever M = C/D =@ M;/D. Assim, z é a imagem de algum ) x; com z; € M;
e I' C A pela aplicagio C' — C/D. Agora, se I' C A é finito, entgg existe 1 € A tal
que i > j para qualquer j € I': de fato, se j =i e I' = {j} a afirmagao é verdadeira.
Supondo indutivamente valido para I' finito, considere um novo elemento j, 1
aglutinado a I'; como o conjunto é direto, had k > j,.1, 7, isto é, k > j, para todo
Ja € DU {jns1}-

Feitas as introdugoes, seja k € A tal que k > j para todo j € I'. Por
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defini¢do, pjx (z;) —x; € D. Dal,

S win(z) = 2; =0 mod D = > p(z;) =) z; mod D

jET jer jET jer
= [ (Z Mjk(l’j)) = p (Z Mjk(%‘))
jer jET
= Mk Z,Ujk(xj) =Hu Ziﬁj =T
jer jET
Logo, se zy := Y pjp(x;), entdo p () = x como queriamos.
jer

Para a segunda parte, seja r € R. Observe que se (id — y;;) (x;) € D, entao
r(id = pg) (i) = (d — pij) (ra),

pela linearidade dos morfismos. Um resultado analogo é valido para somas e
diferengas. Suponha z; € M; tal que p;(z;) = p(z;) = 0; desta maneira, z; € D e

assim, x; € M; N D. Podemos escrever, portanto,

zi= > y;j— pi(ys) = >z, onde I' C A é finito, © CT? j <k; y;,2; € M.
(4,k)€© jer

Mas por C' ser soma direta, i = ] = 2z, =x; et # j = z; = 0. Considere

le Atal quel >k, k €I'. Dai, como ;i = fugs © ik,

pir(zs) = > pu(z5)

= > (lyy) — pa(pie(yy)))

(j,k)e®
= (),

como buscéavamos mostrar. [ |

Teorema 4.2.4 (Propriedade Universal). Seja N um R—mddulo e, para cada
i € A, defina o : M; — N um morfismo de R—mddulos tal que o; = ;o 5,
sempre que © < j. Entdo existe um unico morfismo o : M — N tal que a; = avopuy,

para todo i € A.
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Dem.: Para a existéncia vamos mostrar que M := h_n>1 M; é valido. Pela proprie-
dade universal da soma direta, os morfismos de R—moddulos «; : M; — N induzem
o :C=@&M; — N. Para x; € M;, j > i, considere z; — p;;(x;) gerador de D. Dali,

o (w7 — pij(w:)) = o' (2:) — o (pij (1))
Oéi(xi) -y (Mzg(iﬂz))

az(:cl) — Oél<l’l>

Logo, D C ker(«/) e assim, o induz o : C/D = M — N com
a (pi (2:) = o (2:) = o ().
Para a unicidade, suponha que M e M’ satisfazem a propriedade universal, isto é,

M7M2M1_>M
M’ pl» M; — M.

Veja que M’ é limite direto (com pj) de (M, pij). Assim, pi = p o p;;; chame
a; = p; na propriedade universal de (M, y;). Dai, temos um tnico morfismo
a: M — M tal que pu; = a; = ao ;. Por outro lado, conseguimos g : M — M
tal que p; = B o ul; mas, pu; = fou, =Foaopu: M; — M, para todo i € A. Por
fim

pi = pj o pui; = 3y M — M tal que y1; =y oy
— foa=idy eaocf =idy
= M~M.

Sejam M = (M;, ;) e N = (N;, g;;) com limites diretos M, N e com os
morfismos associados u; : M; — M e g; : N; — N. Podemos concluir um

resultado a um certo tipo de unicidade com morfismos de sistemas diretos:

Definicao 4.2.5. Considere uma familia de morfismos de R—mddulos f; : M; —
N; tais que f; o pij = gij © fi, quando i@ < j. Entao chamamos f : M — N um

morfismo de sistemas diretos.
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Corolario 4.2.6. f define um dnico morfismo f = lim f; : M — N tal que

fou; =g;ofi, para todo i € A.

Dem.: Basta definir «; : M; — N com «; := g; o f; e considerar o diagrama:

f N

[ < |

M; —— N;

gij

~

Se i < j, entao

@ O Wij = g; © [ © i
(Pelo diag.) = gj 0 gij o fi
=gio f;

= 4.

Assim, pela unicidade garantida pela propriedade universal, existe f : M — N tal

que fopu; =g;o fi |
Facamos um exemplo cléssico:

Exemplo 4.2.7. Considere o grupo de Priifer Z (p>) e o conjunto parcialmente
ordenado (N, <). Defina M,, = Z/p"Z e considere:

,un,n+1 : Mn - Mn+1

a+p"Z — pa+p"Z.

Temos uma familia de morfismos

fo My = Z(p™) = Z[1/p| Z
1 modp"+— 1/p mod Z
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que satisfazem f, 110 ftn i1 = frn. Considere G um grupo abeliano com uma familia

de morfismos g,, : M,, — G tal que gn41 © flnnt1 = gn; S€jA
gn (Imodp™) = a, = a, = pPany1.
Podemos entdo definir um morfismo

v L(p™) =G
1/p"modZ — a,

que é claramente bem-definido e satisfaz ¢ o f,, = g,. Assim, pela propriedade

universal, Z (p>) ~ lim M,.

Corolario 4.2.8. Se a sequéncia de sistemas diretos M — N — P ¢ ezata (isto
é, a sequéncia para cada i—mddulo € exata), entdo a sequéncia de limites diretos

M — N — P também deve ser exata.

Dem.: Considere f : M — N e g : N — P; para facilitar, considere os compo-
nentes f; : M; — N; e g; : N; — P; que induzem f: M — Neg: N — P. Por

questdes praticas, denote os sistemas como (M, p;;), (IV,v45) e (P, 7).

Tome x € M; pelo Teorema 4.2.3, existem ¢ € A e x; € M; tais que

x = p;(x;); como o sistema é exato por hipétese, (g; o fi) (xz;) = 0. Dali,

(go f)(x)=(go fopm)(x)

= (gowvio fi) (i)
= (m; 0 g; o fi) (x:)
= m;(0)

=0.

Agora vamos mostrar que ker g C Im f. Seja y € kerg; logo, hai € A ey, € N;
tais que y = v;(y;) e assim,

)) Coré‘2.6

0=g(y) = gwi(y Ti(9i(yi))-

Logo, pelo Teorema 4.2.3, ha j > ¢ tal que

mi(9i(yi) =0 = g; (vi;(y:)) = 0.



Capitulo 4. O prato principal: Saturagoes Lipschitz 91

Como a sequéncia ¢ exata, existe z; € M; tal que f;(z;) = v4;(y;); mas se v = p;(z;),

entao
(@) = f(pi(z;) = v; (fi(z5) = vi(vig(vi)) = vi(ys) = y.

Portanto, ker g C Im f e assim, M — N — P ¢ exata. |

Agora que introduzimos de maneira rapida os limites diretos, podemos
tomar um pequeno tempo para estudarmos suas relagoes com o produto tensorial.
Para tal, comegamos observando que (M; ®g N, i1;; ®g 1) é um sistema direto, com

P sendo o seu limite direto. Com certo jogo de cintura, podemos provar que
Teorema 4.2.9. lim (M; ®@g N) ~ (h_n} Mz> ®pr N.
Dem.: Comegaremos mostrando que
1£>n(Mz X N, p;; x idy) = M x N.
De fato, seja «; : M; x N — () uma colecao de aplicagoes R—lineares tais que
a; = aj o (p;; x idy) para j > 1. (4.2)

Gostariamos de definir morfismos adequados que satisfagam a propriedade universal,
logo, precisamos definir o : M x N — @ tal que a; = ao(u; X idy). Espertamente,
podemos tentar a(u;(x;),y) := a;(x;,y); como todo elemento de M é da forma
wi(x;), o Teorema 4.2.3 garante que « é definido em todo o M x N. A questao é
que ser definido nao ¢é suficiente, precisamos que seja bem definido. E de fato ele
o é: suponha que = = p;(x;) = pj(x;). Existe k >4, j e assim, © = py(pi(x;)) =
(g (25))- Dal,

a(pi(zi), y) = (i, y)

2 axpan(w:),9)

= a(puk (pin (i), y)
(e (5)), y)
a(p;(;),y)-
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Tiramos quaisquer duvidas sobre a boa defini¢io e pela unicidade de «, concluimos
que lim(M; x N) ~ (lim M;) x N. Seja m; : M; ® N — P a projecdo canonica que
faz de P := lim(M; ® N). Considere para todo i € A:

(m;,n) — m; @n,
isto é, as aplicagoes bilineares canonicas. Estes caras formam um morfismo entre os

sistemas (M; x N) e (M; ® N); pelo Corolario 4.2.6 induzem um tnico morfismo
g: M x N ~lim(M; x N) — lim(M; @ N) = P.

de modo que g o (u; x idy) = m o g;; uma coisa importante é vermos que

9(@,y) = g(pi(xi),y) = mi(9i(wi,y)) = gi(wi,y). Pela definicao de g;, estas de-

vem ser R—bilineares. Logo, g também deve o ser, pois todo elemento de M x N

tem representante em M; X N. Assim, g induz um morfismo ¢ : M ® N — P tal

que

po(u ®idy) =m, Vi € A.
Pela propriedade universal, existe um morfismo ¢ : P — M ® N tal que ¥ om; =
w; ® idy. De fato, (M; @ N, p;; x idy) é sistema direto com limite P e para cada
1€ A,
i ®idy : M; @ N — M ® N é morfismo.
Logo, existe tal ¢ com ¢ o m; = pu; ® idy. Além disso, veja que
Y(mi(m; @n)) =men = Pom =y, @idy.
Dito isso, veja que p € P = dp; € M; ® N t.q. p = m;(p). Como M; ® N é
gerado por elementos da forma m; @ n, assuma p = Y. m; @ n 1. Assim,
p(¥(p)) = e(U(mi(pi)))
= o(p; @ idy(Xm; @ n))
=m(Xm; ®n)
= mi(p)
=p.

'Aqui, ndo é de muita importancia especificar quem sdo os m;’s ou os n’s, pois, pela linearidade
dos morfismos, bastaria que mostrassemos apenas para um dos elementos.
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O que garante que ¢ o 1) = idp. Se mostrarmos que a outra composi¢ao também é
a identidade, acabou. Considere m ® n um gerador de M ® N; o Teorema 4.2.3

garante a existéncia de m; € M; e i € A tais que m @ n =Y u;(m;) ® n. Dal,

V(p(m@n)) = p(e(Cpi(mi) @n))
= (p(p; @ idy (Xm; @ n)))

Assim, oy = idpgn, mostrando que 1 é isomorfismo e provando a proposicao. W

Seja (R;) uma familia de anéis indexada por um conjunto direto A; para
cada par ¢ < j € A, considere p;; : R; — R; morfismos de anéis supondo que sejam

satisfeitos

1. pi € a identidade, para todo i.

2. pir = pjk © pij, com i < j < k.

Observe que considerando cada R; como um Z—moddulo, podemos formar o limite
direto h_rr)l R; = R. E fato que R absorve a estrutura de anéis dos R;, de modo que

as aplicacoes R; — R sejam morfismos de anéis.

Proposigao 4.2.10. Se R =0 entdo R; = 0 para algum i € A.

Dem.: Considere R um anel:

(=) Suponha R = 0. Em R, 1 = 0. Além disso p; : R; — R ¢ morfismo de
anéis, logo, p;(1) = 1 = 0. Dai o Teorema 4.2.3 garante que existe j > i tal que
pij(1) =0=1em R;. Assim, R; = 0.

(<) Se R; =0 entao Vj > 1,

1=py(1) =" py(0)=0 = R; =0.
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Tome r € R; ora, r = py(ry), rx € Ry. Se j > i, k, entdo
r = p(re) = p;(Pr;(T1))
pkj(ﬂk) € Rj =0.
Assim, r = p;(0) =0 = R =0. [
Agora que mostramos a compatibilidade do limite direto para anéis, nao

¢ de se espantar que haja, também, compatibilidade para outros tipos de classes

interessantes. Por exemplo:

Proposicao 4.2.11. Seja (R;, pi ;) wm sistema direto de anéis. Entdo,

/iy o) =i /i

Dem.: Considere li_r)nRi = R.
(Q) : Tomando r € R, por defini¢ao, existe n > 0 tal que r™ = 0. Considere r; € R
e i € A tais que p;(r;) = r. Assim,

n n n Teo.4.2.3 - . . n n
= (pi(r:))" = pi(ry’) =0 =" 35 > i tal que p;; (r}") =0 = (pi; (r;))" = 0.
Pra simplificar notagoes, denote p;; (r;) = r’; ora, ' € /(R;) e além disso,

pi (r') = pj (pij (ri)) = pi (ri) =7,

logo, p; () = r € lim /(R,).

(D) : Se (r;)" = 0, entao (p; (r;))" = 0. Logo, r; € R; com r! = 0; em outras
palavras, h_rr>1( (RZ)> C\/(R).

A mesma ideia é vilida para dominios de integridade:

Proposicao 4.2.12. Se cada R; é um dominio de integridade, li_n}Ri também o é.

Dem.: Facamos por contradi¢ao: suponha que R nao seja dominio. Entao existem

r,s € R nao nulos tais que rs = 0. Pelo Teorema 4.2.3 existem r; € R; e s; € R;
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tais que r = p;(r;) e s = p;(s;). Assim, com k > 1, j,

rs =0=pi(r:)p;(s;) = pr(pir(r:) pr(pjr(s;))
= pi(pir(r)pjn(s;))-

Logo, pelo Teorema 4.2.3, existe | > k, j,7 tal que

P (pie(ri)pin(s5)) =0 = pri(pi(ri))pra(pn(s;)) = 0
= pa(ri)pj(s;) = 0.

Como py(pu(r;)) = r, é claro que p;(r;) # 0; de maneira andloga, pj(s;) # 0.
Porém, isso implica na existéncia de divisores nao nulos de zero em R;, o que

contradiz a hipdtese. Por contradigdo, esta provada a afirmacao. [ |

Por fim, facamos um breve comentario sobre limites diretos de R—algebras;
seja (Ax),cp uma familia de R—élgebras. Para cada subconjunto finito I' de A,

chame A; produto tensorial sobre R dos Ay, A € I.

Teorema 4.2.13. Nos moldes do paragrafo acima, se I é outro subconjunto finito
de A com I' C 1", entdo existe um morfismo canénico de R—dlgebras Ar — Ar.
Se A = li_r>nF€A Ar, entdo A tem uma estrutura natural de R—dlgebra na qual os

morfismos Ar — A sao morfismos de R—dlgebras.

Dem.: Suponha I' = {\,_1,..., A\ }; assim, IV = TU{A\11, ..., An}. O morfismo

canonico procurado é:

AJ—>A1'V
a>\n71®...®a>\m|_)a>\n71®...®a)\m®]_®...®1

Por ser tensorial, é linear; logo, é morfismo de R—algebras. Considere ar : Ar — A
(a projecao candnica associada ao limite direto). Sejam a € A e r € R. Existem
[' C A finito e ar € Ar tais que a = ar (ar). Defina ra = ar (rar); aqui, acabou
(observe que como Ar — A sdo morfismos, a defini¢do funciona independente da
escolha de I). [
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4.3 Saturacao Lipschitz a /a Lipman

Comecaremos aqui com o assunto dito “principal” neste texto. Como

sempre, sejam R um anel e A, B R—mddulos e uma sequéncia de morfismos
R— A% B.
Considere a aplicacao de B em seu tensorial por R, de maneira “diagonal”:
QV:B— B % B
b—b®1—-1®0b.
R R

Em tempo, considere também o morfismo canonico ¢ : B&r B — B®4 B; apesar
de chique, nos interessamos apenas no seu nicleo ker ¢, que tem uma representacao

extremamente util:

Lema 4.3.1. ker o = ({g(a) ®r 1 =1 ®r g(a), a € A}).

Dem.: Primeiramente, veja que faz sentido aplicarmos o morfismo canénico no

conjunto gerador, obtendo

<{g(a) % 1-1 %g(a), a € A}> C ker .

De fato,

Bem, g(a) = a-4 1g. Assim,
P0) = (0-415) @15~ 158 (a4 1p)
= 1B§(Q'A 1p) _1B(§)(G'A 1p)
=0.

De maneira concreta, o resultado se dd ao observarmos (BRANDENBURG, 2016)

Beispiel 8.4.3, isto é, se R — S é um morfismo de anéis e M, N sao S—algebras,
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entdo param € M,n € N,s € S
M ®r N
(ms @n —m & sn)
De fato, com S = A, M =N =B, m=n= 1 e s = a obtemos

~M®® N.
S

M ®@r N B B®pg B
(ms@n—-—m®sn) (lg-a®lp—1lg®@a-1p)
B B®pg B
(9(a) @1 -1 g(a))
~B®DB.
A

Assim, pelo Teorema dos Isomorfismos, concluimos o resultado.

Procuramos uma classe de elementos cuja diferenca tensorizando por 1

sejam integrais sobre esse niicleo. Sendo mais preciso, definimos o seguinte:

Definigao 4.3.2. Sejam R um anel, g : A — B um morfismo de R—dlgebras, )
e ¢ como definidos acima. A saturagio Lipschitz A* = AL p de A em B relativa a

R — AL B € o conjunto
A* = {1: € B;Q(x) € ker@}.
Se A* = g(A), entao A é dito saturado em B. Caso A seja uma R—subélgebra
de B, é costume tomar g como a inclusao.

O objetivo principal deste trabalho é estudar as préximas propriedades,
primeiramente indicadas no artigo de Lipman (LIPMAN, 1975). Comegamos por

mostrar que a saturagao Lipschitz de uma algebra ¢ um subanel:

Proposicao 4.3.3. A* € um subanel de B que contém g(A).

Dem.: Ora, x € A* = x € B por definicdo. Vamos mostrar inicialmente que

A* é fechado para soma e para o produto. Sejam x,y € A*. Ora,
1-1 = 1 1)—1(1 1
(r+y)® ® (z+vy) (a:% +y%>) (%m:+ %y)
:<x®1—1®m)+<y®1—1®y>
R R R R

= Q(x) + Qy).
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Como o fecho integral de um ideal é um ideal e Q(z), Q(y) € ker ¢, por hipdtese a
soma de ambos também deve estar la. Para o produto, observe que se z,y € A*,

entao
YRl —-1Qzy=2yR1 -1Q2rzy+2xQy—rQy
R R R R R R
= 1 1) — 1)(1
(r51) (r51) - (1) (1)
—|—<1®y> (x@l)—(l@y) <1®x>
R R R R
:(x®1> <y®1—1®y>—l—<1®y> <$®1—1®x).
R R R R R R

Pelo mesmo motivo anterior, o produto estd na saturagao. Por fim, como
B®B—B®B
R A

é morﬁsmo, 1p € A* pois I ®rlp —1p®r 1 =0.

E claro que g(A) C B. Seja b € g(A); dai existe a € A tal que g(a) = b.
Pelo Lema 4.3.1, veja que b ®r 1 — 1 ®r b € ker ¢ e portanto, estd no seu fecho
integral. Logo, b € A* = g¢(A) C A*. [ |

Conseguimos implicar resultados baseados nas inclusoes de R—subdlgebras:

Proposicao 4.3.4. Seja A uma R—subdlgebra de B e, para qualquer anel C' com
ACCCB seja C* = C’ER. Entao,

1. AC A~
2. ACC C B implica A* C C*.
3. (A*)" = A~
Dem.: 1. Se A C B, entao g é a inclusdo e g |4= ida, com g(z) = x. Logo,

r € A = z € B. Dai, Q(x)) = Q(z) € kerp = Q(z) € kerg.
Portanto, z € A*e A C A*.

2. Considere o diagrama
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B® B L B®B
R A
B® B
C

que é comutativo por suas imagens. Assim,
o =Aop = kerp C ker pc.
Logo,
Af = {:v € B;Q(x) Em} C {$ € B;Q(x) GM}

=C".

3. Por (1), trocando A por A* (que por sua vez estd contido em B), concluimos

que A* C (A*)". Para a outra inclusio, considere a aplicagao

@*:B%BHB@A*B.

E fato que ker ¢* C ker . Com efeito,

{Qx);z € A7} Ckerp = ({Qx);x € A}) Ckerg

= ker p* C ker .

Assim,

ker o* C kerp =kerp = Q! (ker cp*) cQt (@)

— (A")" C A",
m

Observe que ha certo tipo de compatibilidade perante diagramas comutati-

VOS:

Proposicao 4.3.5. Dado o diagrama comutativo
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R A g B

R/ Al 9 B

é fato que f (A*BR) C(A)p g
Dem.: Iniciaremos por fixar duas notagoes: considere o morfismo canénico
@,:B/®B/—>B/®B/
R A
e o morfismo
O:B —B B
Rl
el -107.

R R

Assim,

(A) ={z € B;Q(x) e kerg} com kery' = ({?V(g'(a)),a € A'}).

Suponha z € f (A*B’R). Entdo existe y € Aj p tal que f(y) = 2. Pela definicao de

f, x € B'. Por hip6tese Q(y) € ker ¢, existindo assim a; € (ker ¢)" com

Considere o morfismo abaixo (que é bem definido pela propriedade universal do

produto tensorial)
f@f:B®B— B @B
R R R
b b).
0@ b () J()
Aplicando-o ao elemento Q(y), obtemos:
Qy) = 1-1 Q = 1-1
W) =y® Oy = fO QW)= © f(y)
= fRfQy)=2@1-18a

= 181 (Oy) = ).
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Dai, Q(y)" + -+ 4+ an-12(y) + a, = 0 implica em

(f @ 1) Q)"+ +ana0y) +a0) = (f @ £)(0)

que por sua vez garante que
(@) + -+ (f© )lan-1)(@ (@) + (f @ f)(an) = 0.

Se f ®r f(a;) € (ker ¢')" entdio acabou, pois terfamos Q'(z) € ker ¢’. E isso de fato
acontece: veja que pela comutatividade do diagrama, f o g(a) = ¢’ o h(a) = ¢'(a).

Assim,

191 (9@ 91-189(a)) = fl9(a) §1-18 f(g(a))
=g'(d) % 1-1 %{3 g'(d).

Logo, um elemento da forma f ®g f(b;) com b; € ker ¢ estda no gerador de ker ¢’
pelo Lema 4.3.1. Por linearidade, os i—ésimos coeficientes do polinémio ménico

acima tem de estar em (ker ¢'), terminando a demonstragao. [ |

Proposicao 4.3.6. Dado um sistema direto de sequéncias R, — A; — B; com

limite direto R — A — B. Entdao existe um isomorfismo natural

hl} (Ai)z;i,Ri — A*B,R'
(2

Dem.: Temos os diagramas comutativos

R; A; % B; (Ai)*Bi,R,. L’ (Aj);j,Rj
R I
R A—-B (A)p.r

de onde temos

Biogi=gouq
Vi = ;0 g
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Pela propriedade universal dos limites diretos, existe morfismo tinico

(U h_T>H(Ai>*Bi,R,- - (A)*B,R

pi(zi) — i)
Este é claramente sobrejetivo, pois

wz<xz) € (A>*B,R — I; € BZ

*

= () € h_H}wz(x’L) € (Ai)Bi,Ri

== (i (25)) = s () .

Por fim, pela unicidade e pelo Teorema 4.2.3, garantimos a injetividade e, portanto,

mostramos que ¢ é um isomorfismo.

Antes de continuarmos para préxima proposigao, acerca da compatibilidade
com produtos diretos, é vilido notar que para indices finitos, o produto direto é
igual a soma direta; como ja provamos a compatibilidade de tal com o produto
tensorial no item 4 do Teorema 2.1.2, podemos prosseguir. Portanto, apesar escrita
original remeter ao produto direto, para evitarmos conflito de notagao, utilizaremos

a mesma do capitulo 2.

Lema 4.3.7. Sejam R um anel e I; ideais de R.

n

=1

i=1 i1

N

n __ —
Dem.: De fato, se y € @ I, entao y; € I;, para todo i = 1,...,n. Com isso,
i=1

existem a; ; € (Ii)j e m; natural tais que

(yz‘)mi + o 4 @1 (Yi) F Qi = 0.

Agora, construiremos um “algoritmo” para encontrar um polinémio adequado.
Seja mg := mmc(my,...,m,); arrume em ordem crescente os n;’s. Assim que
chegarmos ao "fim", isto é, quando chegarmos ao i—ésimo dos elementos a seguir,

repita novamente os elementos.
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Coeficiente | Entrada

1 (@1imys -y Qnmy,)
my (1,...,Gnm,)

mq + 1 (aLml, Ce 7an,ml+1)
mgy (17 ey 1)

Se tomarmos entao

p(X) = XM + -+ (al,m1717 <. 7an,mn71) X + (al,mp <. 7an,mn) )

n

é direto que p(y) = 0. Por construgao, concluimos que y € @ I;. A volta sai de
i=1

aplicacao direta da defini¢ao, pois encontraremos polindémios ménicos em cada uma

das entradas. [ |

Com o Lema no bolso e um pouco de jogo de cintura, podemos enunciar o

seguinte:

Proposicao 4.3.8. Sejam g; : A;, — B; morfismos de R—dlgebras e seja g :

A — B o produto direto destas aplicagoes. Isto €,

A= (EE Ai> =Dy (EE BZ-> _B.

Entao,

n

Apr =D A5 r-

i=1

Dem.: Como dito no texto que precede este resultado, vamos utilizar o item 4 do

Teorema 2.1.2 para que possamos concluir que
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Facamos uma breve andlise de como {2 se comporta; se x € B entao
Q(x):(:zl,...,xn)%)(131,...,1Bn)—(131,...,1Bn)%(ml,...,xn)
= <£E1®1Bl,1’1®132,...,$n®13n> — <131 ®ZE1,131 ®Q§'2,...,1Bn®{lfn)
R R R R R R

= <$1®1Bl—131 @z, 11 ®1p, — 1B, ®$2,---,5En®13n—13n®$n>5
R R R R R R

Ao definirmos Q;;(x) = x1 ®g 15, — 1, ® ;, conclui-se que

Esse tipo de anélise também ¢é interessante ao aplicada em ¢ : BQrB — B® 4 B; ao
estudar o elemento ¢ (b; ® by), conseguimos: (aqui, observe que nao ha necessidade
de tomarmos um elemento genérico de B ® i B, visto que por linearidade, by ®p bs

fard o trabalho)
2 <(bl,17 s 7bl,n> % (b271a S 7b2,n)> = (bl,lv S 7b1,n) (i% (b2,17 s ab2,n)
=S % <b1,1 ®ba1,b11 @baa, ..., 01 ® bn,n> = (51,1 ®ba1,b11 @baa, ..., 010 @ bn,n)
R R R A A A

Entao, se definirmos ¢;; (b1; @r b2;) = b1; ®4 by j, obtemos
v = DDy
i=1 j=1

n

Observe que se z € [] (Ai)p g entdo x; € (A;)p p; assim, z; € B; e entdo x € B.
Z:l 19 19

Por outro lado, se x € Ap i temos x; € B;, parai =1,...,n. O Lema 4.3.7 garante

entao que

Qij(z) € kerg;; <= PP Qj(z) € @@ker ©ij

=1 j=1 i ]
< Q(z) € ker ¢.
]

Proposicao 4.3.9 (Descida fielmente plana). Ao tensorizar a sequéncia da defini¢ao

com uma R—dlgebra fielmente plana R’, obtendo o diagrama
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g®RidR/

R —— A®p R B®gr R

R A’ 9 B’
se A" for R'—saturada em B'e entdo A é R—saturada em B. Isto é,
(A)p = 9(A) = A p=9g(A).
Dem.: Considere
f:B—B =B®R
R
b— b7
R

a aplicagao canonica. Veja que obtemos o diagrama:

R A J B
f
R Al g B’

E pela Proposicao 4.3.5,

FApR) C My = App S (Npr).

Por hipétese f~'(Aj g) = f~'(g'(A")) e pela Proposigao 4.3.3, g(A) € Aj ;. Assim

existe a sequéncia encaizada:
9(A) C A5 € £ ((A5n) = £ (A));
observe que caso mostremos a igualdade g(A4) = f~!(¢'(A’)), teremos
9(A) C Ap r € 9(A) = g(A) = App,

que ¢ justamente o procurado. Facamos isso: considere o diagrama
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Blg(4)
S

B/g(A) @r R 3 B'/g'(A)

Vamos por partes, buscando provar a injetividade de f:

e «a é injetivo: De fato, a é o morfismo canoénico de B/g(A) no tensorial de
uma &lgebra fielmente plana (ou seja, é fielmente plana como médulo). Por

defini¢ao, o deve ser injetivo (o ker é precisamente o modulo 0).

e [ é isomorfismo: Aqui iremos utilizar técnicas como a propriedade universal

do quociente. Primeiramente, considere a aplicacao
B R
j:Bx R — SOrIL
g'(A)
0.r) — (b w) LA,
R
Veja que se b = g(a) para algum a € A entao

i (g@).r") = (gl@) & 1") + g ()

Veja que g(a) @gr’ € ¢'(A’) pois ¢ = g®@gidgr. Logo, hd um morfismo linear

induzido
, B , B®gr R
g T gt
o que garante o induzido que buscamos, a saber, um morfismo injetivo
L i®R’ — L@RR/.
9(A) R g'(A")

b+ g(A) &r — (bar) +g(4)

Para encontrar o morfismo “contrdrio”, facgamos um processo adequadamente

parecido: considere o morfismo
Bx R — B/g(A)® R’

(b,r") — (b+ g(A)) (%J 7.
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Pela linearidade do produto tensorial, a propriedade universal garante que

ha morfismo injetivo

k:B®R — B/g(A) @ R’
R R

bor' — (b+g(A)) @7
R R
Se x € ¢'(A") entdo x = ( (a;)

s ()

En:k’ (g i)
0.

g7 onde a; € Aer, e R. Dai,

R

Entao existe um morfismo injetivo induzido

B®rR' B ,
g'(A") 9(A) R

(b @ 7“') () — b+ g(A) @7

Nao é dificil verificarmos que

(w(bar+g () = (b+ g 2r)

=b®r +9(A)

(o)) -

Portanto, temos um isomorfismo.

e que
b®r +g (A’)>

ber +g'(A).

:u®/—\

o f é injetivo: Aqui, o importante é mostrar que o diagrama é comutativo.

Fixe " € R’; com o obtido no item anterior, escrevemos:

, B®rR
a:B/g(A)%B/g(A)%)R J(A )%R Ay

b+g(A)n—>b+g(A)%r’ (b+ g(A ))® (b@T)—l—g/(A/)
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e para o induzido por f,

Logo, o diagrama comuta. Portanto, como 3o a = f a injetividade de 3 e «

garante que f seja injetivo.

o f é injetivo: Considere o diagrama estendido com " € R’ fixo

B B/g(A)

1

/ 7
B®r R ———— Bagp R/g(A)

Facamos uma descri¢ao dos morfismos indicados no diagrama, o que facilitara

observarmos que este é comutativo:

m : B — B/g(A) f:B/g(A) — B'/g'(4)
b— b+ g(A) b+ g(A) — b@ R+ g'(A)
7 : B'— B'/¢'(4) f:B— B
br' — b1 + ¢'(4) b— b1
R R R

Entao podemos escrever:
Fom®) =T (b%) g(A)> — b1+ g/(4) = (b% 7"') — m (f(b)).

Assim, o diagrama é de fato comutativo. Como fom = m o f e todas a

menos de f sdo injetivas (até agora), f deve ser também injetiva.
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Estamos quase 1a. Portemos o diagrama do enunciado; chame por conveniéncia

h:A— A.

Nao ¢ dificil ver que o diagrama é comutativo. De fato,

§(h@) = g'@@ ") = gla) 1" = F(g(a)

Assim,
fog(A)=g'(A) = g(A) = [ (g'(4A)),
e aqui acaba a prova. [ |

Lema 4.3.10. Seja f: R — S um morfismo de anéis. Considere que pelo menos

uma das sequintes afirmagoes é verdadeira:

1. O nicleo de f € um nilideal e S é integral sobre f(R).

2. S € fielmente plano sobre R.

Entao, para qualquer ideal I em R temos
I=f7(15).
Dem.: Assumindo (1), temos:

e (Q©) Considerando f : R — S, pela persisténcia do fecho integral de ideais
mostrado no Teorema 4.1.6, f (T) Cf()S=1IS.

e (D) Suponha = € R e y = f(x) integral sobre 1.S. Como S é integral sobre
f(R),

ye f)S = ye f()f(R).
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Como f(I) é ideal em f(R), f(I)f(R) = f(I); assim, y € f(I). Existe,

portanto, um polinémio monico
P(X) = X"+ + b1 X + b, b € f(I)' = f(I') tal que p(y) = 0.
O interessante aqui é ver que b; = f(a;) com a; € I'. Assim,

Yt by b =0 = (f(@)" + f(an1)f(2) + flan) =0
= f@@"+  +a,r+a,) =0

= "+ 4 a,_1¢ + a, € ker f.

Por hipétese o niicleo é nilideal, portanto, seus elementos sao nilpotentes.
Chamando ¢(z) := 2™ + - - - + a,—12 + a,, existe algum m natural tal que
q(z)™ = 0. Como essa é uma equagao polinomial proveniente de um polindémio

monico, = ¢ integral em I. Logo, y € f(I).
Assumindo (2) temos:

+ (C©) Idéntica a provada no item (1).

e (D) Observe inicialmente que pela planicidade fiel, f deve ser injetora. Assim,

temos:
f(DS =) = IS=[f(I) = [ (IS)=1.

Suponha f(z) integral sobre IS = f(I)S. Dai, (f(x))" + -+ + an_1 (f(2)) +

a, =0, com a; € I' implica em

n—1

(f(2))" ==Y ai(f(2)) = (f(@)" € f()L,x)"" S

=0
— f(z") e (DS (I, x)"""
— " e f! (IS (I,x)”‘l)
— 2" e I(I,z)"",

e portanto, x é integral sobre I (bastando escrever z” como elemento de

I(I,z)"" e realizar a subtracdo conveniente).
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Proposicao 4.3.11 (Contracao). Dada uma sequéncia de morfismos de anéis

R—A % pL, B', assuma uma das possibilidades:

1. O nicleo de f é um nilideal e B' é integral sobre f(B).

2. B’ € fielmente plano sobre B (via f).
Entao
App=1"(Apn).

Dem.: Considere o diagrama abaixo onde ¢ e ¢’ sdo os morfismos canonicos:

BrB —*  + B®.B

I®Rrf Ioaf
B'@g B ——— B'@a B

Este é comutativo: de fato, se by ®g by € B ® B entao

Agora, ker ¢’ = f @ f (ker p) (B’ ®g B') = ker ¢ (B’ ®r B’):

e (©)Sejah:=fog. Sexekery entdo x =Y y; (h(a;)) ®r 1 — 1 ®@g h(a;))

com a; € A, pelo Lema 4.3.1. De acordo com a defini¢do, podemos escrever
(ai) ® ®h(a;) = f® f(g(a:) ® ® g(ai)
eg(a;) ®r 1 —1®pr g(a;) € kerp. Como 1 ®g 1 € B’ @ B’, é fato que

xef%)f(kergp) (B'%B’).
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e (D) Tome z € f®pg f (kerg) (B’ ®g B’). Assim,

=3 (Ma) @119 ha) (0 25)

implicando em

Logo, f ®g f (kerp) (B' ®gr B') C ker¢'.

Suponha que as condiges dadas por (1) implicam no nicleo de f ®g f ser
um nilideal. Vamos mostrar que isso é suficiente para concluirmos o resultado: de
fato, pelo Lema 4.3.10 (1):2

T=f" (ﬁ) — kerp = (f%)f)l (kergp(B’%B’))
— fp=(ras) (me).

Veja inicialmente que (A*)g, , € B’ e assim, f! (A*B@R) C f71(B') € B. Além

disso,
W= (rgr) () — o (o) = ((rgr) (o))
— A= <f§f09>_1 (kery).
Em particular,
<f%foﬂ>1 (ker¢’) = {xeB;fgf(Q(w)) Ekew’}
{xEB;f%f(l‘%lB—lB%l) 61{61“80'}

{:c € B; f(x) %) lp — 1p %)f(x) € kergp’}.

2Com f ®p fnopapelde f, B ®p Bmnopapelde R, B’ ®p B’ mnopapelde S e
ker ¢ no papel de I
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E por definicao,

F (A g) = {z € B f(z) € Ap 5}

{:1: € B; f(x) % lg —1p (%)f(:v) € kergp’}.

Logo,

. -1
n p / C Q k ' = A* / .
f ( B,R)—(f%fo > (ergp) B',R
A outra inclusao ja foi feita, sendo a Proposicao 4.3.5.

Nossa prova depende, portanto, da veracidade de nossa suposicao; esta
¢ mostrada quando observamos que todo ideal primo p de B ®r B é da forma
(f @r )" (q), para algum ideal primo q em B’ ®pz B, isto é, garantimos que
ker (f ®g f) esté contido em todos os primos e assim, é nilideal. A demonstracao
desse fato foge do escopo do texto, mas é valido destacar que segue diretamente de
p ser o nucleo de alguma aplicagdo de B ® g B num corpo algebricamente fechado
(ver (BOURBAKI, 1998a) 1.3) e do Corolério 4, V.§2.1 de (BOURBAKI, 1998b).

Para a hipétese (2), basta aplicarmos diretamente o Lema 4.3.10 (2) e

repetir a mesma escrita feita para o item (1). |

4.4 Convidando Rudolf ao almoco

E comum que hajam dividas acerca dessa nomenclatura; afinal, o que Rudolf
Lipschitz tem a ver com a estrutura estudada (visto que, de fato, ndo houve citagao
até agora de nada que envolva a condi¢ao Lipschitz da Andlise)? Tratamos como
exemplo a primeira aparicao de tal estrutura na natureza. Um espaco analitico
X é um espaco definido num aberto U C C" como o conjunto dos zeros de um
numero finito de func¢ées holomorfas f1, ..., f, em U; o leitor interessado pode ter

um contato interessante com a teoria em (SNOUSSI, 2020).

Exemplo 4.4.1. Considere a sequéncia de morfismos de C—algebras

C—A— A,
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onde A é um anel comutativo local de um espago analitico X na origem em C" e

A denota sua normalizacdo. Assim,
AGe= {xEA;xgl—lgxekergp}, 0nde¢:Z%Z—>Z§>Z.

Se quisermos utilizar certa precisao histérica, pela notacao utilizada por Pham e
Teissier, A := A*Z,C' Se tomarmos geradores (21, ..., 2,) do ideal maximal de A,
entdo z; ®c 1 — 1 ®c z; é gerador do nicleo de p. Por (LEJEUNE-JALABERT;
TEISSIER, 2008), a condi¢do de estar ao fecho integral é equivalente &, com h € A,

|h (21, 20) —h (2], ..., 20)] < Csup{lz — 2|}

em alguma vizinhanga de (0,0) em X x X, que é justamente a condigao de h ser

Lipschitz na origem em X.

Podemos concluir novamente citando que é natural pensarmos numa “ex-
pansao” da ideia aplicada a algebras, pensando agora em como podemos definir
a estrutura no caso de ideais ou moédulos. O interessante é perceber que isso
termina por ser uma demonstracao de que os estudos sobre estas estruturas ainda
acontecem, e com certa forca. A primeira definicdo para a Saturagao Lipschitz no
contexto de ideais foi dada em (GAFFNEY, 2010); mais precisamente:

Definicao 4.4.2. Seja I um ideal de Ox,, SB;(X) a satura¢io do blow-up e
s : SB(X) — X a aplicagio de projegio. A Saturagao Lipschitz do ideal I,

denotada Ig, € o ideal

Is:={h € Ox ;ms(h) e mg(I)}.

Novamente, uma explicacao precisa do que a definicao acima quer dizer
fugiria, e muito, do escopo do texto. O mesmo é valido para o caso dos modulos,
onde temos as primeiras definigoes em (GAFFNEY; SILVA, 2020):

Definicao 4.4.3. Sejam X C C" um conjunto analitico e M um O x—submaodulo
de O%. A 1—Saturagio Lipschitz de M em x € X, denotada por (Mg,),, € dada

por

x’

(Ms,), = {h € O% ;;hp € Mp em (x,:v)}
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